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Introduction 1

Introduction

Le travail de thése présenté dans ce manuscrit a été réalisé au sein de 1’équipe « Signal,
Image et Instrumentation » du Laboratoire d’Astrophysique de ’Observatoire Midi-Pyrénées et
la thématique abordée est ’analyse de séries temporelles issues d’observations astronomiques.
Nous nous intéressons précisément aux méthodes d’étude de la variabilité temporelle présente
dans certains types d’objets stellaires. En raison de leur éloignement, ces étoiles sont percues par
I’observateur comme des objets ponctuels ; leur étude s’effectue alors de maniére indirecte en ana-
lysant I’évolution temporelle d’un paramétre caractéristique. Il s’agit par exemple de la variation
du flux lumineux émis par une étoile ou encore de fluctuations de la vitesse radiale d’une étoile
présentant des mouvements en surface. L’analyse de ces courbes de lumiére ou courbes de vitesse
radiale est donc un outil précieux pour ’astrophysicien. En particulier, la recherche de variations
périodiques, voire sinusoidales, représente un enjeu majeur. En astérosismologie, par exemple, la
détermination des modes de vibration d’une étoile variable permet d’en déduire des paramétres
essentiels comme sa masse, sa température de surface ou encore sa composition chimique. Dans
un domaine différent, la connaissance de la période de révolution d’un systéme d’étoile double
rend possible le calcul des différents éléments orbitaux. Un autre champ d’application trés récent
concerne la détection indirecte d’exoplanétes. Du point de vue du traitement du signal, ’étude
de telles courbes peut étre abordée sous ’angle de ’estimation du spectre qui leur est associé,
dans lequel nous recherchons des raies traduisant des variations temporelles sinusoidales.

La disponibilité des instruments d’observation étant limitée — il y a beaucoup trop d’objets
a étudier devant le nombre de télescopes! — les données recueillies sont souvent en nombre res-
treint, d’autant plus si des conditions météorologiques défavorables perturbent les campagnes
d’observation. Par ailleurs, ’alternance du jour et de la nuit ainsi que les variations saisonniéres
de ’hémisphére céleste observable rendent les objets étudiés périodiquement invisibles. De plus
les mesures au cours d'une méme série d’observations sont généralement irréguliérement espacées
dans le temps. On comprend alors aisément que l'impossibilité d’obtenir des couvertures observa-
tionnelles satisfaisantes est particuliérement pénalisante lorsque ’on s’intéresse & des phénomeénes
variables au cours du temps. En termes d’analyse spectrale, la contrainte d’un échantillonnage
irrégulier, comportant de larges périodes sans mesures, rend le spectre de Fourier délicat & ex-
ploiter: la convolution des raies spectrales théoriques par la réponse en fréquence de la fenétre
d’observation, & laquelle les irrégularités de 1’échantillonnage conférent une forme complexe, peut
générer des alias indésirables et masquer la présence de composantes fréquentielles de faible am-
plitude. De méme, les méthodes d’analyse spectrale paramétrique apparues dans les années 1980
[Kay, 1988], particuliérement efficaces comparées a 1’analyse de Fourier pour des données a temps
court, ne sont pas directement transposables au cas de l’échantillonnage irrégulier. Depuis les
années 1990, de nouvelles techniques d’analyse spectrale non paramétrique ont été développées
qui abordent ’estimation spectrale sous la forme d’un probléme inverse linéaire, le spectre étant
discrétisé sur une grille fréquentielle arbitrairement fine. Le manque de données et ’objectif d’une
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analyse & haute résolution conférent a ce probléme un caractére sous-déterminé: il s’agit alors
de le régulariser, c’est-a-dire de contraindre le spectre recherché & vérifier des propriétés supplé-
mentaires a priori attendues. Pour le probléme envisagé ici, I’estimation de spectres de raies se
traduit par la recherche de solutions parcimonieuses, c’est-a-dire de valeurs nulles excepté en un
nombre restreint de positions fréquentielles.

Cette thése aborde deux approches de la régularisation, qui ont déja été en partie envisa-

gées pour le probléme de ’analyse spectrale. La premiére reléve du domaine de 'optimisation
et consiste & minimiser un critére des moindres carrés pénalisé par une fonction favorisant les
solutions parcimonieuses. Cette démarche s’inscrit dans un cadre méthodologique fréquemment
rencontré depuis les années 1990 [Idier, 2001a, chapitre 2] et des travaux récents en analyse
spectrale [Sacchi et al., 1998, Ciuciu et al., 2001] ont proposé différentes pénalisations adaptées
& lestimation de raies spectrales ainsi que des algorithmes d’optimisation particuliérement effi-
caces pour des données a échantillonnage régulier.
Dans cette approche, notre contribution présente un double objectif. Nous proposons I’emploi de
la pénalisation par la norme ¢! qui, bien qu’universellement reconnue en termes d’information
parcimonieuse dans le cas de variables réelles, n’a jamais été utilisée & notre connaissance sous
la forme proposée & variables complexes du probléme d’analyse spectrale. Nous présentons en-
suite plusieurs solutions algorithmiques performantes adaptées au type de pénalisation employé
— pénalisation ¢2¢! utilisée par Ciuciu et al. [2001], pénalisation par la norme ¢! — et prenant en
compte, dans la mesure du possible, les spécificités introduites par 1’échantillonnage irrégulier.

La seconde approche s’appuie sur une modélisation probabiliste du spectre & reconstruire

sous la forme d’un processus Bernoulli-Gaussien, structurellement adapté & des solutions parci-
monieuses, et dont I'estimation des paramétres peut étre réalisée dans le cadre bayésien. Cette
modélisation a été initialement introduite pour la déconvolution impulsionnelle [Kormylo et Men-
del, 1982] et son utilisation pour l’analyse spectrale a été proposée par Duvaut et Dublanchet
[1995], Dublanchet [1996] dans le cas d’un échantillonnage régulier. Alors que ces derniers ex-
ploitent une approche de type maximum a posteriori, nous envisageons l’estimation alternative
au sens de la moyenne a posteriori comme 'ont proposé Cheng et al. [1996] en déconvolution
impulsionnelle. L’utilisation d’algorithmes d’échantillonnage stochastique rend alors possible une
estimation entiérement non supervisée et permet d’associer une probabilité & la détection des raies
spectrales, ce qui est essentiel pour les astrophysiciens. Notre apport est ici encore principalement
algorithmique ; nous proposons des améliorations efficaces de I’échantillonneur de Gibbs initiale-
ment proposé par Cheng et al. [1996], pour lequel I’exploration de la distribution de probabilité
d’intérét s’est révélée pathologiquement lente sur ce probléme.
Nous considérons également ’extension & un modéle Bernoulli-Gaussien non linéaire qui prend en
compte des décalages en fréquence, lequel a été introduit par Dublanchet [1996], ce qui permet de
faire évoluer les parameétres fréquentiels sur un domaine continu. A nouveau, nous préférons une
stratégie d’estimation par la moyenne a posteriori plutét que ’approche orientée optimisation
initialement proposée. Le modéle Bernoulli-Gaussien avec décalages étant plus complexe, nous
proposons le recours & un algorithme d’échantillonnage hybride afin d’estimer, conjointement et
de maniére non supervisée, l’ensemble des parameétres ainsi que les variances associées. Notons
que si les algorithmes développés pour I'approche pénalisée s’efforcent de prendre en compte les
spécificités de 1’échantillonnage irrégulier, l'estimation par cette deuxiéme approche s’applique
indifféeremment a tous les types d’échantillonnage.
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Ce manuscrit est structuré de la maniére suivante.

Les spécificités du probléme posé sont tout d’abord détaillées au premier chapitre ol nous
présentons différents types de données rencontrées et étudions les conséquences des irrégularités
de I’échantillonnage pour ’analyse spectrale.

Le chapitre 2 présente des méthodes d’analyse spectrale couramment utilisées en astrophy-
sique et spécialement congues pour le traitement de données irréguliérement échantillonnées. Nous
décrivons notamment la généralisation du périodogramme ainsi que 'utilisation de méthodes de
déconvolution de type CLEAN dont nous montrerons également les limites. Nous établissons alors
le cadre formel de I'estimation dans lequel se placent les différentes approches que nous considé-
rons par la suite, et présentons un signal artificiel qui sera utilisé systématiquement pour illustrer
I'efficacité des algorithmes proposés et la qualité des estimateurs obtenus.

Nous étudions au chapitre 3 I’approche par pénalisation. Aprés avoir discuté du choix de la
fonction de pénalisation, ce chapitre met 'accent sur l'aspect algorithmique de 1’optimisation.
Selon la forme de la pénalisation utilisée (nous considérons ici essentiellement des pénalisations
0201 et £1), différentes solutions algorithmiques sont proposées et leur coiit de calcul est comparé
sur des données simulées.

L’approche par modélisation Bernoulli-Gaussienne fait I’objet du chapitre 4, dans lequel nous
insistons sur 'intérét de ’estimation au sens de la moyenne a posteriori pour le probléme de la
détection de raies spectrales. Différents algorithmes d’échantillonnage stochastique sont ensuite
proposés et comparés sur des données simulées. La proposition d'un algorithme d’échantillon-
nage adéquat pour un modéle prenant en compte des décalages en fréquence, ainsi que la mise
en évidence du gain obtenu sur la qualité de ’estimation, constituent la derniére partie de ce
chapitre.

Le chapitre 5 est finalement dédié & ’application des différentes méthodes proposées au trai-
tement de données réelles, pour lequel le probléme d’estimation s’avére trés délicat. La courbe
de vitesse radiale de ’étoile de Herbig HD 104237 obtenue par Béhm et al. [2004] présente en
effet une allure dominée par des composantes de basse fréquence qui perturbent I’estimation des
raies recherchées & des fréquences plus élevées. Une étape de simulation de données similaires est
préalablement effectuée, permettant de comparer les caractéristiques des différentes procédures
d’estimation et notamment leur robustesse devant les perturbations & basse fréquence. L’appli-
cation aux véritables données est ensuite présentée. Un prétraitement — souvent irréalisable en
pratique puisqu’il a nécessité la fusion des données de deux campagnes d’observation & un an
d’intervalle — a permis aux auteurs précités de rendre les données plus facilement exploitables
par des techniques classiques et de détecter ainsi plusieurs raies spectrales. Nous comparons alors
ces résultats aux estimations obtenues par les méthodes que nous avons proposées et appliquées
aux données brutes, pour lesquelles aucune autre technique n’a permis d’obtenir des résultats
intéressants.

Dans le dernier chapitre, nous effectuons une synthése des résultats présentés dans ce ma-
nuscrit et proposons plusieurs pistes en perspective de ces travaux, aussi bien du point de vue
méthodologique que pour le traitement de données astrophysiques.
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Chapitre 1

L’estimation de spectres de raies dans
un contexte astrophysique

Nous introduisons dans ce premier chapitre la problématique de ’analyse spectrale en astro-
physique et les spécificités qui lui sont associées. Plus précisément, nous considérons le probléme
de la recherche de variations périodiques, voire sinusoidales dans des séries temporelles décrivant
par exemple I’évolution de la luminosité de 'objet au fil du temps (courbes de lumiére), mesurée
éventuellement dans plusieurs bandes de fréquences d’émission, ou encore la variation temporelle
de la vitesse radiale d’un objet présentant des mouvements surfaciques ou bien se déplacant dans
la direction de 'observateur (courbes de vitesse radiale). Parmi les champs d’application concer-
nés, deux disciplines retiendront particuliérement notre attention, pour lesquelles I’identification
des variations représentent un enjeu majeur. Il s’agit de ’étude des étoiles variables et de celle
des systémes multiples. La description des types de données accessibles et de la nature des varia-
tions temporelles recherchées font ’objet du § 1.1, ol nous présentons également le probléme de
leur estimation sous la forme commune de ’analyse spectrale. Deux caractéristiques majeures et
propres 4 la nature astronomique des objets observés sont ensuite étudiées au § 1.2. Il s’agit dans
un premier temps de ’espacement temporel des mesures, ou échantillonnage, qui présente gé-
néralement plusieurs types d’irrégularités. Nous verrons ensuite que la nature des perturbations
associées aux observations conférent également aux données astronomiques des caractéristiques
spécifiques. Nous considérons enfin au § 1.3 les conséquences d’un échantillonnage irrégulier
pour le probléme d’analyse spectrale. Nous verrons notamment que des mesures irréguliérement
espacées présentent I'avantage d’élargir la plage fréquentielle exempte du phénoméne de recou-
vrement, limitation bien connue & ’analyse spectrale dans le cas de I’échantillonnage régulier.
L’effet de I’échantillonnage irrégulier sur le spectre de Fourier et le périodogramme est enfin étu-
dié, et nous verrons notamment que les trous périodiques dans les observations, caractéristique
trés fréquente en astrophysique, provoquent l'inefficacité de ces outils de base.

1.1 Différents champs d’application

La description présentée ci-dessous provient en partie de 'ouvrage Les Sciences du Ciel [Léna,
1996], du cours en ligne du site public de la formation « Fenétres sur 'Univers » de I’Observatoire
de Paris! et surtout des nombreuses discussions menées avec les chercheurs du Laboratoire

1. Site web de la formation: http://media4.obspm.fr/public/FSU/
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d’Astrophysique de I’Observatoire Midi-Pyrénées.

1.1.1 L’étude d’étoiles variables

Les variables pulsantes sont des étoiles dont le caractére oscillatoire est dii a 1’équilibre méta-
stable de leur structure. Dans une phase bien précise de leur évolution, 1’équilibre hydrostatique
des couches externes d’une étoile est compromis par une instabilité thermique: le gradient de
température dans ces régions augmente, provoquant un fort gradient de pression sous l'effet du-
quel les couches externes de 1’étoile se dilatent, jusqu’au point oil les forces de gravité ’emportent
sur les forces de pression, provoquant alors le mouvement inverse de contraction de ces couches.
L’alternance de ces deux phénoménes provoque alors des variations périodiques dans la courbe
de lumiére.

Dans le cas de 'astérosismologie, les oscillations sont d’amplitude plus faible et de nature
différente, liées aux ondes acoustiques générées par des perturbations de pression & l'intérieur
d’une étoile. Celles-ci restent piégées & l'intérieur de la structure du fait des gradients de densité
et de température, jouant le role de frontiéres sur lesquelles ces ondes se réfléchissent. A la
différence du Soleil, situé & une distance relativement proche, la surface des disques stellaires
n’est pas résolue spatialement (une étoile lointaine est pergue comme un objet ponctuel), et la
détection de ces oscillations peut s’effectuer au moyen de I'analyse des variations dans la courbe
de lumiére de I’étoile. Une autre technique repose sur 'analyse des données spectroscopiques :
selon que les couches externes se dilatent ou se contractent, les longueurs d’onde mesurées dans le
spectre d’émission ou d’absorption du rayonnement de 1’étoile seront décalées par effet Doppler-
Fizeau vers les longueurs d’onde plus petites (respectivement plus grandes) selon la relation:

AN _ [fctv
AT c—v

la vitesse le long de la ligne de visée) et c la vitesse de la lumiére dans le vide. L’observation de
décalages de ces raies variant de maniére périodique traduit donc des mouvement périodiques des
couches externes de 1’étoile. Dans ce cas, les données seront donc des courbes de vitesse radiale,
présentant des variations sinusoidales correspondant aux modes d’oscillation de 1’étoile.

—1~ % pour v < ¢, ol v est la vitesse radiale du mouvement (i.e., la projection de

1.1.2 Les systémes multiples

Un systéme d’étoiles multiples est constitué de plusieurs étoiles suffisamment proches pour
étre liées gravitationnellement. On estime que plus de 50% des étoiles observées sont assemblées
en systémes binaires ou multiples. Dans le cas fréquent de systémes & deux corps, les deux
étoiles évoluent autour de leur centre de masse en une orbite régie par les lois de Képler. Leurs
caractéristiques sont tres variables ainsi que les méthodes mises en ceuvre pour les détecter,
puisque généralement les différents corps d’'un méme systéme ne sont pas résolus, c’est-a-dire que
leur observation directe & l'instrument ne permet pas de les discerner. Nous considérons deux
types de systémes multiples, classés selon leur méthode d’observation [Léna, 1996].

— Les binaires a éclipses, ou binaires photométriques, sont des systémes présentant des varia-
tions photométriques engendrées par l'occultation périodique d’une des composantes par
son compagnon. Seuls les systémes dont le plan orbital est faiblement incliné par rapport
a la ligne de visée permettent d’observer de telles occultations. La détection de systémes
binaires et leur étude se font alors & partir de ’analyse des variations périodiques de la
luminosité du systéme, i.e., de sa courbe de lumiére. Dans ce cas, 'identification de la
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période du mouvement orbital permet d’en déterminer la forme par 'intermédiaire du dia-
gramme de phase, qui est une représentation des données recalant toutes les observations
dans un intervalle de temps ayant la taille de la période orbitale. Ce dernier permet alors
de déterminer différents parameétres du systéme, parmi lesquels le rapport des masses des
deux corps ou le demi-grand axe de l'orbite [Prieur, 2005].

— Pour les binaires spectroscopiques, les différents corps sont détectés au moyen d’une analyse
spectroscopique. Le mouvement orbital, dans le cas ol l'inclinaison de ’orbite sur le ciel
n’est pas nulle, produit des variations périodiques de la vitesse radiale — la composante de
la vitesse projetée le long de la ligne de visée — des deux étoiles par rapport a ’observateur,
et ces variations peuvent étre mesurées par spectroscopie. En effet, I’analyse de 1’évolution,
au fil du temps, du spectre d’émission (ou d’absorption) d’une étoile présente des décalages
des raies spectrales, témoignant leur mouvement radial par effet Déppler-Fizeau : selon que
I’étoile se rapproche ou s’éloigne de ’observateur, les raies spectrales sont décalées vers les
longueurs d’onde plus grandes (respectivement plus petites), selon la loi déja explicitée au
paragraphe précédent : % = \/g — 1 ~ Z pour v < c. L’observation de décalages de
ces raies variant de maniére périodique traduit donc un mouvement périodique de 1’étoile.
Dans ce cas, les données seront donc des courbes de vitesse radiale, permettant également
la représentation sous forme d'un diagramme de phase, & partir duquel des paramétres du
systéme peuvent étre extraits, comme les demi-grand axes et les masses des deux corps,
4 une indétermination pres due a l’inclinaison inconnue du plan orbital par rapport a la
ligne de visée [Prieur, 2005]. On montre que dans le cas particulier ou 'orbite est circulaire
et vue par la tranche (c’est-a-dire lorsque le plan de l'orbite contient la ligne de visée),
les courbes de vitesse radiale des deux corps sont sinusoidales et oscillent en opposition
de phase. Dans le cas plus général d’orbites elliptiques, les variations recherchées restent
périodiques mais ne sont plus sinusoidales.

Que ce soit dans des variations de luminosité ou de vitesse radiale, 'objectif partagé est ici la
recherche d’une période contenue dans une série temporelle, le motif périodique n’étant générale-
ment pas sinusoidal. Dans le cas de systemes multiples & plus de deux corps, il s’agira de maniére
analogue de rechercher plusieurs périodes de variation, méme si le mouvement orbital du systéme
ne peut plus étre décrit de maniére simple. Les périodes orbitales de tels systémes varient, selon
le type de I'objet, de quelques heures & plusieurs années. De ce fait, les mesures effectuées sont
souvent éparses et ne couvrent parfois qu'une durée correspondant & quelques périodes.

Notons encore que ce principe est a la base de la détection indirecte de planétes extra-solaires,
qui a constitué I'un des principaux événements astronomiques de la fin du XX®¢ siécle (la plupart
des exoplanétes ont été découvertes a partir de courbes de vitesses radiales) : un systéme étoile-
planéte est de la méme maniére soumis aux lois gravitationnelles définissant les mouvements
orbitaux. La différence entre les deux problémes réside au niveau des amplitudes des variations
périodiques & détecter dans la courbe de lumiére ou de vitesse radiale de 1’étoile, qui sont d’autant
plus faibles que le rapport de masse entre les deux corps Meite/ M pianete €St élevé.

1.1.3 Des problémes d’analyse spectrale

L’astérosismologie et 1’étude de systémes multiples sont donc deux domaines pour lesquels
la détermination précise des variations périodiques contenues dans des séries temporelles est es-
sentielle. D’'une maniére générale, ces deux problémes peuvent étre vus sous le terme commun
de l’analyse spectrale, ol le terme de spectre est & entendre ici en tant que représentation duale,
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dans l'espace fréquentiel, des variations temporelles des courbes de lumiére ou de vitesse radiale.
Pour I’astérosismologie, le probléme est celui de la recherche d’un nombre inconnu d’oscillations
sinusoidales dans une certaine plage de fréquences, c’est-a-dire la recherche d’un spectre de raies
dans le domaine de Fourier. Lors de 1’étude de systémes multiples, il s’agit de détecter un nombre
restreint (typiquement un voire deux) de fluctuations périodiques non sinusoidales, c’est-a-dire
identifier les parameétres d'un signal harmonique (voire la somme de deux signaux harmoniques),
pouvant se décomposer dans ’espace des fréquences en série de Fourier en composantes fonda-
mentale et harmonigues. D’'une maniére générique, ces deux problémes peuvent étre percus sous
la forme de la recherche de raies dans ’espace de Fourier o1, rappelons-le, une raie traduit une
variation sinusoidale dans la série temporelle. Nous insistons dés maintenant sur ce point afin
d’éviter toute confusion entre le spectre de Fourier correspondant & des variations temporelles
d’une grandeur observée et le spectre d’émission ou d’absorption, qui est relié & la nature du
rayonnement du corps observé et présente également des razes.

1.2 Spécificités des données

Du point de vue du traitement du signal, le principe méme de 1’observation d’objets astro-
nomiques confére au probléme d’analyse spectrale des spécificités que nous détaillons ci-aprés. 11
s’agit essentiellement du caractére irrégulier de I’échantillonnage et de la nature des perturbations
rencontrées dans les mesures.

1.2.1 Une couverture temporelle incompléte

Lors d’observations astronomiques, il est généralement difficile d’obtenir une couverture ob-
servationnelle satisfaisante. En premier lieu, les temps d’observation disponibles sur les instru-
ments de mesure sont limités et la monopolisation d’un télescope pour suivre un seul objet n’est
souvent possible que pour une période de 'ordre de quelques nuits. Par conséquent, les données
recueillies sont souvent pauvres, dans le sens ol le nombre de points constituant la série tempo-
relle peut étre trés faible. Ensuite, une contrainte majeure provient du fait que la plupart des
objets observés ne sont visibles que de maniére temporaire. La lumiére du jour, ou des conditions
météorologiques défavorables, rendent en effet de nombreuses mesures impossibles. De plus, cer-
tains objets ne se trouvent au-dessus de I’horizon terrestre que de maniére saisonniére a cause
des variations annuelles de la position de la terre. Les données recueillies présentent donc souvent
un caractére incomplet, comportant des « trous » dans les périodes temporelles pour lesquelles
aucune observation n’est possible. Par ailleurs, les observations réalisées sur de longues durées —
pouvant atteindre parfois plusieurs dizaines d’années — sont souvent effectuées a des intervalles de
temps irréguliers. Nous distinguerons donc par la suite deux types de perturbations des instants
de mesure:

- rvations, 3 instants réguliers ou non ur u mesures I n

le cas d’observations, & des instants réguliers ou non, pour lesquelles les mesures ne sont
pas disponibles durant de larges périodes temporelles. Ces trous, généralement dus a des
phénomenes périodiques comme ’alternance du jour et de la nuit ou celle des saisons, seront
donc souvent également périodiques. Nous désignerons ce cas sous le terme de données
trouées.

— le cas ol les mesures sont réparties de maniére totalement irréguliére sur la durée totale de
l'observation. Nous parlerons alors d’échantillonnage irrégulier.
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En général, les séries temporelles obtenues présentent conjointement ces deux sortes d’irrégula-
rités, i.e., un échantillonnage irrégulier sur lequel viennent s’ajouter des « trous » sans données
disponibles. Il convient néanmoins de dissocier les deux facteurs, car leurs effets en terme de
dégradation sur le spectre des données différent: ce point sera l'objet du paragraphe 1.3. Un
exemple typique de données & échantillonnage incomplet est représenté sur la figure 1.1, conjoin-
tement aux différences entre deux instants de mesure successifs. Il s’agit de mesures de vitesses
radiales de ’étoile de Herbig HD 104237 pour cing nuits d’observation [Béhm et al., 2004], ou
I’alternance du jour et de la nuit provoque quatre gros « trous », et les mesures prises au cours
d’une méme nuit le sont & des intervalles de temps &t irréguliers.
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Fi1a. 1.1 — Courbe de vitesse radiale (a4 gauche) et intervalles d’échantillonnage (G droite) pour 5
nuits d’observation de HD 104237.

Un second exemple présentant un échantillonnage particuliérement complexe est représenté
sur la figure 1.2. 1l s’agit des variations de la luminosité de 1’étoile T Tauri V410 Tau, dans la
bande photométrique V, pendant 17 ans (une partie des observations a été publiée par Grankin
[1999]). Ces données mettent en évidence plusieurs types d’irrégularités dans I’échantillonnage.
La non visibilité de l'objet & certaines périodes de ’année provoque tout d’abord des trous de
périodicité annuelle: les couvertures annuelles les plus étendues couvrent une période d’environ
six mois (courbe (a)). De plus, les mesures effectuées au cours d’'une méme année le sont a
des intervalles de temps trés irréguliers, comme le montre la courbe (b). Enfin I’échantillonnage
souffre, comme dans le cas précédent, d'une couverture journaliére incompléte due & 1’alternance
du jour et de la nuit: la courbe (c¢) révéle ainsi, par tranches de 24 heures, des zones de mesure
d’environ 5 heures alternées avec des trous d’environ 19 heures. On comprend alors aisément
que ces différentes sortes d’irrégularités viendront perturber la recherche d’oscillations dans la
courbe de lumiére. L’interprétation spectrale du paragraphe 1.3 est consacrée a l’étude précise
de ce point.
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Fi1G. 1.2 — Courbe de lumiére de V410 Tau a trois échelles de temps différentes [Grankin, 1999].
L’ensemble des données est constitué de 1548 points couvrant irréguliérement une période de 17

ans.
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1.2.2 Nature des perturbations
Variabilité des caractéristiques observationnelles

Pour des observations couvrant de longues périodes temporelles, comme dans le cas des don-
nées présentées en figure 1.2, les conditions expérimentales ne sont naturellement pas identiques
tout au long de la durée de mesure. En particulier, la fluctuation des conditions atmosphé-
riques ou la variation & long terme des caractéristiques des instruments perturbent la qualité des
mesures. Cette variabilité est alors la source de non stationnarités dans les données et chaque
observation, ou chaque série regroupant des observations sur une courte période, peut se voir
affecter de perturbations de natures et de niveaux variables.

Le cas particulier des données issues d’observations multi-sites présente des caractéristiques
similaires. Afin de réduire les trous dans la couverture temporelle, ou tout simplement dans le but
d’obtenir plus de données, les campagnes d’observation multi-sites ont pour but de fusionner les
observations d’un méme objet réalisées par différents instruments. Le réseau de téléscopes WET 2,
pour Whole Eath Telescope [Nather et al., 1990], est ainsi composé d’instruments répartis sur
toute la surface du globe (actuellement, un total de 25 observatoires participent aux campagnes),
visant ainsi & obtenir des séries de mesures ininterrompues pour ’étude d’étoiles variables. La
figure 1.3 présente la répartition de la couverture temporelle obtenue entre 9 téléscopes lors

d’une des premiéres campagnes d’observation WET en 1989. Les conditions propres a chaque

TIME (UT)
DATE O 1 2 3 4 5 [+ 7 B IQ :10 !11 ‘12 13 14 15 16 17 ,13 119 IEO I21 l22 ‘23 [24

MART

Northern hemisphere
T - McDonald Observatory, Texas F - Haute-Provence, France
H - Manua Kea, Hawaii L - La Palma, Canary Islands I - Kavalur, India

Southern hemisphere
A - Siding Spring, Australia B - Itajuba, Brazil
C - Cerro Telolo, Chile 5 - Sutherland, South Africa
FiG. 4—Graphical representation of the coverage obtained by the Whole Earth Telescope in 1989 March on the white dwarf PG 1159 —035

FiG. 1.3 — Ezemple de campagne d’observation WET mettant en jeu 9 sites d’observation, tiré
de [Nather et al., 1990].

2. Site internet du projet WET : http://wet.physics.iastate.edu
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site d’observation d’une part, et les spécificités de chaque instrument d’autre part, conférent alors
des caractéristiques différentes & chaque contribution produisant la série temporelle fusionnée,
qui peut par conséquent souffrir d'une certaine hétérogénéité.

Présence de basses fréquences

Un second type de perturbations rencontrées concerne des données comme la courbe de vi-
tesse radiale présentée sur la figure 1.1. L’étude de I’étoile HD 104237 Bohm et al. [2004] montrent
qu’il s’agit d'un systéme multiple complexe incluant une binaire spectroscopique, induisant un
mouvement orbital périodique d’'une période de 'ordre de 20 jours, et dont le premier compo-
sant est une étoile variable pulsante, avec des oscillations de fréquences bien plus élevées entre
28.5 et 35.6 j~!. Lorsque I’on s’intéresse & ’étude de la variabilité, les éléments orbitaux du
systéme, d’amplitude dominant celle des oscillations, générent des variations & basse fréquence
dans la courbe de vitesse radiale nettement visibles sur la figure 1.1, qui viennent perturber la
recherche des oscillations & plus haute fréquence. Le couplage de deux phénoménes & 1’origine de
périodicités, qui nous intéressent par ailleurs de maniére séparée, est donc générateur de compli-
cations pour ’étude des variations présentes dans les données. Dans le cas du systéme multiple
HD 104237, B6hm et al. [2004] ont recours & une approximation binaire pour décrire le mou-
vement orbital global du systéme, ce qui permet d’extraire une partie des basses fréquences?.
Les données ainsi corrigées sont représentées sur la figure 1.4 conjointement aux données ini-
tiales, par rapport auxquelles la plupart du comportement & basse fréquence a effectivement été
supprimée. Néanmoins, cette correction peut se révéler délicate a maitriser et ’approximation
inexacte des mouvements orbitaux peut induire des erreurs sur la courbe résultante. Comme
nous l'avons vu au paragraphe 1.1, on considére qu’environ une étoile sur deux est multiple. Ce
type de perturbation est donc fréquemment rencontré.
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Fia. 1.4 — Courbe de vitesse radiale de HD 104237 : données brutes (a) et aprés extraction du
mouvement orbital par approzimation binaire (b).

1.3 Conséquences pour I’analyse spectrale

L’influence d’une couverture observationnelle imparfaite sur la recherche de périodicités dans
des séries temporelles telles que celles présentées au paragraphe 1.1 peut étre décrite dans l'espace
de Fourier. Il est bien connu que la restriction de 1’observation & un nombre fini de données

3. Notons que pour ce faire les auteurs ont recours a la fusion de ces données avec un second jeu de données
issu d’observations effectuées au cours de ’année 2000.
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échantillonnées provoque, au niveau du spectre de Fourier, la convolution du spectre théorique
par la réponse en fréquence de la fenétre d’observation. De maniére formelle, considérons une
fonction y(t) représentant ’évolution d’une grandeur physique au cours du temps, et Y (f) sa
transformée de Fourier :

Y =T} 2 [ e

Par la suite, le terme de spectre sera employé pour désigner la transformée de Fourier Y (f) de la
fonction y(t). La grandeur y est mesurée a des instants ¢,, ,—1..n. En considérant les observations
parfaites, c’est-a-dire en I'absence de bruit, les données disponibles correspondent alors au signal

échantillonneé:
N

Ye(t) = y(t) x we(t), avec we(t) 2 6(t — t,)

n=1

ot §(t) est la fonction de Dirac?. Le terme w,(t) sera par la suite désigné comme la fenétre
d’observation. Le spectre de Fourier des données peut alors s’écrire comme la convolution :

N
Yo(f) = Y (f) * We(f), avec We(f) = TF{we(t)} = > eIt (1.1)
n=1

Y.(f) sera appelé le spectre observé ou spectre des données et la transformée de Fourier W, (f)
de la fenétre d’observation we(t) sera référencée comme la fenétre spectrale.

Dans le cas fréquent en traitement du signal ou l’échantillonnage est effectué de maniére
réguliére 4 la période T, — soit t, = nl,,n € Z —, la fenétre spectrale s’écrit :

yr.sinm fNT,

T/ res — —j71'f(N+1
) =e sinm fT,

et est périodique, de période 1/T,. Deux conséquences majeures sont alors a noter:

— le spectre observé Y.(f) est également périodique, de période 1/T,.. De ce fait, aucune
composante spectrale ne peut étre retrouvée sans ambiguité & partir des données au-dela
de la limite de Nyquist fxyquist ES /2T, : c’est une version du théoréme de Shannon ;

— le motif périodique de la fenétre spectrale a une allure proche de celle d’une fonction
sinus cardinal. En particulier, cette fenétre a un lobe principal de largeur 2/NT, et une

atténuation du premier lobe secondaire par rapport au lobe principal de 'ordre de 13 dB
[Kunt, 1984].

Dans le cas de schémas d’échantillonnage irrégulier, de telles propriétés ne sont plus valables.
Nous étudions donc le probléme de la définition d’une fréquence de Nyquist et les conséquences,
sur le spectre observé, d'une fenétre spectrale plus complexe.

1.3.1 Définition d’une fréquence limite de Nyquist

Lorsque les données sont échantillonnées réguliérement a la fréquence f. = 1/T, la pério-
dicité de la fenétre spectrale, et donc celle du spectre observé, rend ambigué la détection de

4. La « fonction » § de Dirac est proprement définie au sens des distributions, comme la dérivée de la fonction
échelon valant 0 pour ¢ < 0 et 1 pour ¢t > 0.
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fréquences supérieures & fayquist = fe/2: c’est le phénomene de recouvrement, ou aliasing. Pour
un échantillonnage irrégulier, la fenétre spectrale W, (f) perd sa périodicité et la notion de recou-
vrement n’a plus lieu d’étre. En ce sens, le caractére irrégulier est un avantage, puisqu’il autorise
la recherche de fréquences sur une plage de valeurs beaucoup plus large en éliminant les alias,
ou au moins en les repoussant a des fréquences beaucoup plus éloignées. Pour un nombre donné
de mesures, le cas ou elles sont réguliérement espacées est méme celui qui produit la plus petite
plage de fréquences reconstructibles [Eyer et Bartholdi, 1999].

Prenons par exemple le cas d’'un signal sinusoidal & la fréquence fy. Son spectre théorique
est constitué de deux raies aux fréquences =+ fj:

y(t) = cos2mor  —  Y(f) = 5(6(f ~ fo) +8(F + fo)).

Supposons ce signal échantillonné & une fréquence f. < 2fy, en dessous de la fréquence minimale
imposée par le théoréme de Shannon. Le spectre observé a I'allure représentée sur la figure 1.5. 11
fait apparaitre plusieurs pics de méme hauteur dans l'intervalle de fréquences [0,2f.], en f. — fo,
fo, 2fe — fo et fe+ fo, et 'unique pic de fréquence inférieure & fxyquist = fe/2 se trouve en fo — fo
et est un alias de la fréquence négative — fj.
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FIG. 1.5 — A gauche, signal sinusoidal échantillonné a f. = 1 (512 points) et de fréquence au-dela
de la limite de Nyquist (fo = 0.8). A droite, spectre de Fourier correspondant.

Considérons & présent la méme sinusoide échantillonnée en le méme nombre de points, mais
qui sont cette fois répartis aléatoirement de maniére uniforme sur un intervalle de la méme
durée: un seul pic est maintenant présent dans le spectre de Fourier, & la fréquence fy, comme
le montre la figure 1.6. Notons néanmoins que le spectre comporte de plus fortes perturbations
sur '’ensemble des fréquences que dans le cas régulier; nous y reviendrons de maniére détaillée
au paragraphe 1.3.2. Le caractére irrégulier de 1’échantillonnage, pergu par ailleurs comme une
contrainte, permet donc d’étendre la plage de fréquences exempte d’alias, rendant ainsi possible
la détection de trés courtes périodes d’oscillation [Eyer et Bartholdi, 1999]. Comment définir alors
une plage de fréquences [0, fmax] exempte d’alias pour des instants d’échantillonnage {t,, }n=1..n
irréguliérement espacés?

L’origine des alias étant la périodicité de la fenétre spectrale, Bretthorst [1988] recherche la
plus petite période de cette fenétre. Il définit ainsi un temps critique 7, éventuellement trés petit,
comme le plus grand diviseur de tous les instants d’échantillonnage® : on a alors t,, = i, 7,4, € N,

5. Quitte & changer l'origine des temps, nous supposons ici I’échantillonnage tel que t; = 0.
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FiG. 1.6 — A gauche, signal sinusoidal avec un échantillonnage irrégulier de distribution uniforme
(512 points) et de fréquence fo = 0.8. Spectre de Fourier correspondant.

ce qui revient a considérer que les données proviennent d’un schéma d’échantillonnage régulier,
de période 7, et pour lequel la plupart des données sont manquantes. La période de la fenétre
spectrale est alors de 1/7 — par définition de 7, il ne peut y avoir de période plus courte — et les
auteurs proposent de définir la fréquence de Nyquist comme:

INyquist 21 /27, out T est la plus grande valeur telle que Vn, t,, s’écrit t, = i,7,n € N.

Lorsque I’échantillonnage est totalement irrégulier, rien n’impose aux instants ¢,, d’étre multiples
d’une méme durée 7; la valeur du temps critique est alors de 1’ordre de la précision du codage
des instants d’échantillonnage. Par exemple, si les t,, sont définis (en secondes) avec quatre dé-
cimales, on aura 7 de I'ordre de 10~ sec, soit une fréquence de Nyquist de 5000 Hz ; le passage
& une précision de 10 décimales correspondra, au moins sur le plan théorique, & une fréquence
limite de 5 GHz! Considérons a nouveau la sinusoide de ’exemple de la figure 1.6 (les instants
d’échantillonnage étant représentés avec 16 décimales), pour laquelle les instants ¢, ont été ar-
rondis & 10~! prés: on a alors 7 = 0.1sec. La figure 1.7 compare les deux spectres sur une bande
de fréquences de 0 & 20 Hz. Dans le premier cas, aucun alias n’est présent alors que pour le
second, leffet de la périodisation & 1/7 = 10 Hz apparait.

300 300
2501 T 2501
200 200
~ 150 —~ 150
= =
i100 i100
501 T 50 B
7%0 —-10 (0] 10 20 7%0 —-10 o 10 20
o fo —fo fo
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
t, avec 16 décimales t,, arrondis & 1 décimale

Fi1G. 1.7 — Spectres de Fourier d’une sinusoide échantillonnée irréguliérement, ot les instants
d’échantillonnage t,, en secondes sont codés avec une précision différente.

Dans le cadre astrophysique qui nous intéresse, la précision des instants ¢, sera généralement
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suffisante pour éviter tout phénomeéne d’aliasing. Néanmoins, la recherche de fréquences jusqu’a
la limite de Nyquist au sens défini ci-dessus sera généralement inutile: d’une part, des oscillations
a haute fréquence n’auront pas forcément de sens au niveau de la physique sous-jacente, et d’autre
part la couverture d’un large domaine fréquentiel risque d’augmenter de maniére déraisonnée la
complexité de mise en ceuvre des algorithmes d’analyse spectrale. En pratique, il sera donc plus
raisonnable de fixer la fréquence maximale de recherche en accord avec une certaine connaisance
physique a priori, en s’assurant que la fenétre spectrale ne présente pas de périodicité dans la
bande considérée. Pour terminer ce paragraphe, notons encore quelques remarques au sujet du
choix de la fréquence maximale.

1. Cette définition du temps critique 7 sous-entend également que l’ajout, & des données
réguliérement espacées (t, = nT.), d’'une seule mesure a un instant ¢ non multiple de T,
suffit & augmenter la fréquence maximale sans alias. Bretthorst [2001] analyse ce point
et montre que le spectre obtenu présente des répliques aux fréquences multiples de 1/7¢,
mais dont ’amplitude est d’autant plus atténuée par rapport au motif principal que la
proportion de points « irrégulierement espacés » augmente.

2. D’autres définitions plus « pessimistes » de la fréquence de Nyquist pour ’échantillonnage
irrégulier sont parfois rencontrées. En particulier, Lenz et Breger [2005] considérent le
temps critique 7 comme la durée moyenne entre deux instants consécutifs ot, = t, —
tn—1%. Bretthorst [2001] envisage encore de définir le temps critique comme la plus petite
durée entre deux instants consécutifs, ce qui débouche sur une plus grande fréquence de
Nyquist que dans le cas précédent. L’auteur montre néanmoins que, en pratique, ce choix (et
donc a fortiori celui de T) sous-estime encore largement la fréquence maximale prévenant
I’apparition d’alias.

3. Le cas d’un échantillonnage régulier (& la fréquence T.) mais avec des données trouées,
introduit au paragraphe 1.2.1, peut également s’interpréter de la maniére ci-dessus en
considérant 7 = T,. En termes d’aliasing, on obtient donc des conclusions similaires au
cas de I’échantillonnage régulier, c’est-a-dire une limitation de la plage fréquentielle utile a
I'intervalle [0,1/27¢]. L’influence des trous se caractérise alors par une forme différente du
motif périodique de la fenétre spectrale. Ce point est ’objet du paragraphe suivant.

1.3.2 TUne fenétre spectrale complexe

Outre la perte de la périodicité de la fenétre spectrale, le passage a un échantillonnage non
régulier confére par ailleurs a celle-ci une forme plus complexe. Nous distinguons ici les effets
produits par les deux sources d’irrégularités, a savoir ’absence périodique de données au cours
de la période d’observation et 'espacement irrégulier des instants d’échantillonnage.

i) Conséquences de I’absence périodique de données

La présence de trous dans les données provoque ’apparition de lobes secondaires, qui sont
d’autant plus marqués si les trous sont périodiques. En effet, un échantillonnage troué peut étre
vu comme un fenétrage des données par une fenétre indicatrice continue w;(t) & valeurs binaires,
telle que:

6. Plus exactement, les auteurs proposent de considérer ’espacement moyen entre deux instants d’échantilon-
nage sans prendre en compte les différences §t,, élevées correspondant aux indices des « trous » éventuels.
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- w;(t) = 1 lorsque t est dans une période d’observation (par exemple: la nuit),
- w;(t) = 0 pour les zones « trouées » (par exemple: le jour).

La fenétre d’observation peut alors s’écrire :
N
we(t) =Y 8t —tn) x wi(t) (1.2)
n=1
ou la fenétre w;(t) refléte les effets des phénomeénes occultant la visibilité de 'objet étudié, comme
I'alternance du jour et de la nuit ou les non visibilités saisonniéres étudiées au paragraphe 1.2.1.
Ces phénomeénes étant périodiques, la fenétre le sera également. Dans le domaine fréquentiel, la

relation (1.2) s’écrit :
N

We(f) = e i« Wi(f)
n=1
et I'influence des trous sur la fenétre spectrale se traduit sous la forme d’une conwvolution par le
motif W;(f). A titre d’exemple considérons, pour le cas de 'alternance jour/nuit, des périodes
d’observation de T = 8 heures espacées toutes les 7" = 24 heures. La fenétre associée w;(t) a
I’allure représentée sur la figure 1.8, et se décompose en une somme de fenétres rectangulaires :

K
wi(t) =Y o, 7)(t — kT)
k=0

ot 1jy 7,](t) est la fonction porte valant 1 pour ¢ € [0,7p] et 0 ailleurs, de transformée de

Fourier T'7, (f) = T'sinc(fTp) avec T = Tye /™7 et sinc(u) 2 sin(7u) /mu. Le motif spectral
correspondant & wj;(t) s’écrit alors:

K

Wi(f) = ZFO sinc(fTy) e I2m/kT
k=0

= eI EDIT PO G Ty sin (7 f(K + 1)T)

sin(m fT)

et est constitué d'un motif périodique, le dernier terme, de période 1/7T, apodisé par un sinus
cardinal de pseudo-période 1/Ty > 1/T. Le module |W;(f)]| est représenté sur la figure 1.8, qui fait
apparaitre des lobes secondaires assez élevés pour des fréquences multiples de 1 j~!. Remarquons
au passage que l'apodisation par I'r, (f), de pseudo-période 1/Tp, provoque la disparition du lobe
en 1/Ty =3 j L.

En conclusion, la présence de trous périodiques dans le schéma d’échantillonnage génére des
lobes secondaires dans le motif W;(f), & des fréquences multiples de la fréquence des trous.
Ces lobes seront d’autant plus élevés que la couverture observationnelle est trouée, i.e., le rap-
port Tp/T est faible. La fenétre spectrale W,(f), qui s’écrit comme la convolution du terme
25:1 eI?™ftn par le motif spectral W;(f), présentera donc également des lobes secondaires aux
fréquences multiples de la fréquence des trous.

ii) Effet de I’échantillonnage irrégulier

Nous avons vu au début du paragraphe 1.3 que la régularité de ’échantillonnage se traduit par
une certaine régularité de la fenétre spectrale, permettant de quantifier son effet (allure de sinus



18 Chapitre 1. L’estimation de spectres de raies dans un contexte astrophysique
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Fenétre indicatrice Motif spectral

F1G. 1.8 — Fenétre indicatrice (a gauche) et motif spectral associé (4 droite) pour des observa-
tions périodiques de 8 heures par jour et sur une durée de 5 jours. Les pointillés représentent le
terme I, (f)].

cardinal, largeur du lobe principal, atténuation des lobes secondaires). Dans le cas de données
irréguliérement espacées, l'expression de We(f) = EnN:1 €127 ftn ne revétant pas de forme plus
simple, peu de propriétés exactes peuvent étre établies, si ce n’est la conservation de la symétrie
hermitienne (We(—f) = We(f)*) et le maximum de |W,(f)| en 0.

Nous pouvons néanmoins effectuer quelques considérations qualitatives en écrivant les ins-
tants {t, }n=1.. N, répartis de maniére irréguliére sur U'intervalle [0, T, sous la forme ¢, = nt + €,
out =T/N est une sorte de « période moyenne » et {¢, }, représente I’écart du schéma d’échan-
tillonnage & un schéma régulier de période ¢: dans le cas d’un échantillonnage régulier, ¢ est la
période d’échantillonnage et €, = 0. Si les irrégularités ne sont pas trop marquées (en particulier,
nous supposons ici que ’échantillonnage ne comporte pas de gros trous), les valeurs de ¢, peuvent
étre supposées de l'ordre de grandeur de t. La fenétre spectrale se décompose alors en :

#S, P
N A

W (f) = Zej27rfen €j27rfnf

n=1

et les perturbations dues a l'irrégularité de 1’échantillonnage s’expriment & travers le terme de
pondération e/?n. On peut alors montrer que ce terme est de peu d’influence sur W,(f) pour
les fréquences proches de 0. En effet, considérons f € [0,1/(Nt)], intervalle qui correspond au
premier lobe de W, dans le cas de I’échantillonnage régulier. On a:

Q@ ¢, = 2T varie de 0 & 27« pour n=1 ... N
=—,0<a<1: n N .
/ Nt’o_a_1 {gf);: 27ra%~2”Ta varie de 0 & 2% pour n=1...N

Par conséquent, dans la mesure ou le nombre de données N est suffisamment grand et les irrégu-
larités de I’échantillonnage « réguliéres » (permettant d’avoir e, ~ t), le rapport des angles ¢¢ /,,
est de l'ordre de 1/n. On s’attend donc & ce que la pondération par e/?n soit d’influence plutot
faible sur la fenétre spectrale W, et donc que celle-ci présente un comportement a basse fréquence
similaire & celui d’une fenétre correspondant & un échantillonnage régulier de période ¢. En par-
ticulier, les mémes caractéristiques sont attendues en ce qui concerne la forme du lobe principal.
Ce n’est par contre plus le cas lorsque ’on s’éloigne vers des fréquences plus élevées, ol pour
toute valeur de n, I’angle ¢¢, prend des valeurs qui ne sont plus négligeables devant ¢,,, et aucune
propriété de décroissance de |W,(f)| ne peut étre établie de maniére similaire au cas régulier,
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pour lequel |We(f)| décroit en 1/f. Les simulations présentées sur la figure 1.9 confirment cette
conjecture, en présentant ’allure de la fenétre spectrale pour différentes réalisations d’échan-
tillonnage irrégulier :

— t,, répartis uniformément sur [0, 77,

~ Oty =ty — tp—1 répartis uniformément sur [0, ],

e . . 1
— t,, réalisation d’un processus de Poisson” de parameétre h =7 .

[We ()]
[We ()]
[We ()

Fréquence (j1) Fréquence (j~1) Fréquence (j7)

(a) t,, uniformes (b) dt,, uniformes (c) t, Poissoniens

-1

F1G. 1.9 — Fenétres spectrales correspondant a 10 réalisations de différents types d’échantillonnage
irrégulier (trait plein), avec N = 100 points couvrant une période de T =5 jours. En pointillé,
fenétre spectrale pour un échantillonnage régulier a la période équivalente t = 0.05 jour: son
lobe secondaire est alors de largeur 2/Nt =2/T = 0.4 571,

Dans chaque cas, le lobe principal a une largeur approximative de 2/T, et l’atténuation du
premier lobe secondaire est comparable & celle du cas régulier, a savoir 13 dB. Pour les plus hautes
fréquences, la fenétre présente un comportement plus imprévisible, ol notamment ’atténuation
des lobes secondaires semble rester & un niveau constant lorsque f augmente alors que, dans le cas
de I’échantillonnage régulier, celle-ci décroit en 1/F. Notons que la thése de doctorat de Martin
[1998], qui considére des schémas d’échantillonnage aléatoires, étudie de maniére probabiliste la
forme de la fenétre spectrale en fonction de la distribution de probabilité des instants ¢,. Des
conclusions similaires sont obtenues, notamment en ce qui concerne I’atténuation moins nette et
tendant vers un niveau constant lorsque ’on s’éloigne de f = 0, dans le cas de différences dt,
suivant une loi uniforme (figure (b)) ou pour un échantillonnage poissonien (figure (c)).

iii) Conclusion

Lorsque s’ajoutent des trous périodiques & un schéma d’échantillonnage irrégulier, il faut
inclure & la forme de la fenétre spectrale analysée ci-dessus l'effet convolutif par le motif W;(f)
étudié au paragraphe précédent. La fenétre résultante voit donc se superposer les deux effets, a
Savoir :

— l'apparition de lobes secondaires aux fréquences multiples de celle des trous,

— par rapport au cas régulier, des oscillations similaires autour de ces lobes, et une atténuation
moins marquée sur l’ensemble des fréquences.

7. Un tel processus correspond & §t, = —fInu,,, ol u, suit une répartition uniforme sur [0,1].
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La figure 1.10 résume leffet, sur la fenétre spectrale, des trous dus & ’alternance du jour et
de la nuit (5 nuits d’observations de 8 heures chacune) et de I’échantillonnage irrégulier. Dans
cet exemple, les instants d’échantillonnage irréguliers sont choisis uniformément répartis dans la
zone d’observation. Remarquons encore que, dans le cas de I’échantillonnage & la fois irrégulier
et troué de la figure 1.10 (d), le lobe principal de la fenétre est de largeur similaire & celle du lobe
principal pour I’échantillonnage régulier troué (figure 1.10 (b)), & savoir 2/7" = 0.2 j~!. Ainsi,
méme si I’échantillonnage irrégulier présente des trous, le lobe principal de la fenétre spectrale a
encore une largeur de l'ordre de 2/T, ou T est la durée totale couverte par les observations.

1.3.3 Conséquences sur le périodogramme

Considérons une fonction y(t), de transformée de Fourier Y (f). Les données échantillonnées
s’écrivent {y(tn)}n=1..N et ont un spectre de Fourier noté Y.(f). L’outil le plus naturel pour
I’analyse spectrale est sans doute le périodogramme, défini comme:

2

Py(f) = (1.3)

1| .

Bl Zy(tn)e_ﬂ”ft"
N n=1

1

— e
Pour des données réguliérement échantillonnées, on peut montrer [Kunt, 1984] que Py (f) consti-
tue un estimateur de la densité spectrale de puissance Sy(f) = |Y(f)|* qui est:

- biaisé: E{Py(f)} = Sy(f)* Weee(f)
#  Sy(f)

ol Wi (f) est la transformée de Fourier de la fenétre triangulaire;
- asymptotiquement non biaisé: Nlim E{Pyv(f)} = Sy(f);
——400

- non consistant: lim var{Py(f)} # 0.
N—-+o0

Le biais et la non consistance de cet estimateur en font donc en théorie un outil particuliérement
délicat dans le cadre général de ’analyse spectrale. Néanmoins, une justification de son utilisation
est fournie dans le cadre statistique pour des données contenant une seule fréquence; nous y
reviendrons au chapitre suivant.

L’influence d’une couverture temporelle irréguliére et trouée se traduit sur le spectre observé
sous la forme de la convolution du spectre théorique par la fenétre W, (f) étudiée ci-dessus:
Ye(f) =Y (f) * We(f). Deux caractéristiques essentielles sont alors & noter.

— Nous avons vu au paragraphe précédent que le lobe principal de la fenétre W, présente des
caractéristiques similaires & celles obtenues pour un échantillonnage régulier, & savoir une
largeur d’environ 2/7 et un lobe principal de forme similaire & un sinus cardinal. De ce
fait, la résolution du périodogramme, i.e., le pouvoir de séparation entre deux fréquences
proches, sera similaire & celle obtenue pour un échantillonnage régulier, c’est-a-dire de
Pordre de 1/T, ou T est la durée des observations. En effet, pour des instants d’échan-
tillonnage réguliérement espacés t, = nle, la résolution du périodogramme est de 1’ordre
de 1/NT. [Kunt, 1984]. Ce point est particuliérement intéressant : il signifie, pour 1’échan-
tillonnage irrégulier, que c’est la durée totale couverte par les observations qui conditionne
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la résolution du périodogramme. De ce point de vue, il sera donc préférable d’avoir un
grand étalement des données au cours du temps, ce qui est une situation courante pour des
séries temporelles astronomiques.

— Lors de la présence de raies spectrales multiples, le périodogramme des données présente
des pics qui sont & la fois dus aux raies et aux lobes secondaires de la fenétre W, pro-
voqués principalement par les trous de l’échantillonnage. Par conséquent, 'interprétation
du périodogramme en tant qu’estimateur de spectres de raies peut devenir extrémement
délicate.

Afin d’illustrer ce second point, considérons le cas d’un signal sinusoidal, échantillonné selon
le schéma de la figure 1.10 (d), présentant a la fois des trous et un espacement irrégulier des
mesures dans la zone d’observation. Les données ainsi que leur périodogramme sont représentés en
figure 1.11: le maximum du périodogramme correspond & la fréquence du signal, méme si le motif
convolutif de la fenétre spectrale fait apparaitre des lobes secondaires, espacés de 1 j~! par rapport
au pic principal. Par contre, dans le cas d’un signal a plusieurs fréquences, le périodogramme
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FiG. 1.11 — A gauche, signal sinusoidal de fréquence fo = 0.8 observé pendant 5 nuits et
échantillonnage irrégulier. A droite, son périodogramme (=) et le spectre théorique (©).

peut vite devenir illisible. Pour le méme échantillonnage, un signal composé de deux sinusoides
de fréquences fy et fi = fo+2j! et d’amplitudes égales est représenté figure 1.12, ainsi que son
périodogramme : la superposition des motifs convolués autour des raies en fy et fi fait apparaitre
un troisiéme pic & la fréquence (fo + f1)/2, d’amplitude supérieure & celles associées aux deux
raies. Ce cas pathologique® illustre I'inadéquation de l'utilisation du périodogramme pour la
détection de fréquences multiples lorsque 1’échantillonnage présente des trous périodiques.

Pour les problémes envisagés dans ce manuscrit, le périodogramme est donc un outil & uti-
liser avec précaution et la forme complexe de la fenétre spectrale, notamment la présence de
forts lobes secondaires, compromet 1’'usage d’un quelconque fenétrage des données pour adoucir
I’effet de ces lobes, dont ’amplitude est essentiellement fixée par la proportion de trous dans la
couverture temporelle. Dans le cas de signaux a échantillonnage irrégulier, la définition du pé-
riodogramme (1.3) a été adaptée par Lomb [1976], puis reprise et complétée par Scargle [1982]:
il s’agit du périodogramme de Lomb-Scargle, qui présente des propriétés statistiques plus com-
plétes que le premier. S’agissant d'un outil trés couramment utilisé en astrophysique — les auteurs
mentionnés ’ont initialement introduit pour I’étude de séries temporelles astronomiques — nous

8. L’espacement fréquentiel entre les deux raies est ici volontairement choisi de la maniére la plus défavorable,
i.e., pour lequel les lobes secondaires dus aux raies en fp et fi1 coincident en %
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FiG. 1.12 — A gauche, signal composé de deuzr sinusoides de fréquences fo = 0.8 et fi = 2.8,
observé pendant 5 nuits et a échantillonnage irrégulier. A droite, son périodogramme (trait plein,),
le spectre théorique (o) et les périodogrammes associés aux sinusoides en fo et fi (pointillés)

I’étudierons en détail au début du chapitre suivant. Pour ’analyse de séries temporelles présen-
tant des oscillations & fréquences multiples, I’absence de cadre théorique génére naturellement
des réticences vis-a-vis de 'utilisation du périodogramme, renforcées par le caractére « troué »
de I’échantillonnage. L’interprétation du périodogramme est alors compromise par la forme de
la fenétre spectrale et peut déboucher sur la détection de faux pics et la non-détection de vraies
raies.
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Chapitre 1. L’estimation de spectres de raies dans un contexte astrophysique
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Chapitre 2

Les outils classiques et leurs limites

Nous considérons le probléme de ’estimation de spectres de raies a partir de mesures ir-
réguliérement échantillonnées. Nous supposerons tout au long de ce manuscrit que les spectres
recherchés sont stationnaires, c’est-a-dire que leur contenu fréquentiel ne varie pas durant toute
la période d’observation. Ce cadre peut sembler & premiére vue restrictif lorsque 'on s’intéresse a
des variations portant sur des observations couvrant de longues périodes. Dans certains cas, des
glissements de fréquences au fil du temps ou des excitations temporaires de modes d’oscillation
sont méme spécifiquement recherchés. L’hypothése de stationnarité est néanmoins fondamentale
au niveau des méthodes d’analyse des séries temporelles: d’une part, le formalisme de la modéli-
sation correspondante s’en trouve fortement simplifié; d’autre part, les procédures d’estimation
qui en résultent présentent des propriétés plus robustes, a fortiori lorsque les données sont peu
nombreuses et la couverture temporelle pauvre. L’extension & des méthodes envisageant la prise
en compte de non stationnarités dans le cadre de 1'analyse temps-fréquence sera évoquée dans
les perspectives de poursuite de ce travail de thése. Nous nous attacherons par la suite & plu-
sieurs notions essentielles pour décrire une méthode d’analyse spectrale, que nous précisons dés
maintenant :

— la résolution d’un estimateur représente ’écart fréquentiel minimal qui doit séparer deux
raies proches pour étre détectées. Ainsi, nous parlerons d’analyse a haute résolution, lorsque
I'estimateur est capable de détecter deux raies spectrales plus proches que la limite obtenue
par le périodogramme, dont le pouvoir de séparation fréquentielle est de 'ordre de 'inverse
de la durée des observations [Kunt, 1984];

— le terme de précision est associé a ’erreur commise sur les valeurs estimées des parameétres
spectraux. La précision sur ’estimation des fréquences des raies en sera le point essentiel,
sans pour autant négliger la précision d’estimation des amplitudes associées;

— le niveau de confiance est une notion fondamentale associée a la recherche de fréquences
dans des séries temporelles, qui concerne la validité & accorder & une éventuelle détection :
avec quelle certitude peut-on affirmer, & partir d’une série d’observations, qu’une raie est
présente a une fréquence donnée? L’obtention de statistiques cherchant & décrire la validité
de l'estimation est donc essentielle, et nous lui accorderons & ce titre une place importante
au fil des descriptions suivantes.

Nous notons par la suite {¢,},—1.~ les N instants d’échantillonnage et {y,}n—1..n les me-
sures associées. La modélisation des données par une somme de sinusoides est ’approche la plus
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directe, traduisant exactement les variations temporelles recherchées dans les données:

K
Yp = Zak cos(27 fxty) + b sin(2w fit,) + €, n=1...N
k=1
& Mg(O0%t,)+en, n=1...N (2.1)
on 85X = a0k, fr]—1_ ;¢ regroupe les parameétres inconnus et le terme ¢, rend compte des

perturbations, comme par exemple le bruit associé a chaque mesure ou les erreurs de modélisation.
Ces perturbations supposées additives sont en pratique inconnues, mais pourront étre décrites
de maniére statistique sous la forme d’une distribution de probabilité: €, ~ p(e,).

L’identification des paramétres 8% est un probléme complexe. En considérant les perturba-
tions €, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) centrées et de statistique gaussienne,
soit €, ~ N(0,02), la fonction de vraisemblance s'écrit :

1

1
£(y1,...,yN;0K) = WGXP{ ~ 53

2
20

(v — M (0% 1))}

et lestimation de 8% au sens du mazimum de vraisemblance (MV) revient & minimiser le terme
des moindres carrés correspondant :

~K

GMV = arg min — logL(yL - 3YN; BK)
0K
K 2
= argmin Z (yn - Z ay, cos(2m fity) + by sin(27rfktn)) . (2.2)
o n k=1

Dans le cas d’un modéle sinusoidal, c’est-a-dire K = 1, nous rappelons au § 2.1 que ’estima-

. ~1 . . . o . )
tion de 6,,, au sens du maximum de vraisemblance revient, pour des données échantillonnées
réguliérement, & considérer le maximum de leur périodogramme :

N
E yne_j27rftn
n=1

L’extension au cas de 1’échantillonnage irrégulier fait apparaitre les lacunes du périodogram-
me (2.3), appelé encore périodogramme de Schuster : une généralisation plus appropriée débouche
alors sur le périodogramme de Lomb-Scargle, et de maniére plus rigoureuse sur le périodogramme
a date compensée, que nous étudions également au § 2.1.

2

Ps(f) (2.3)

2l
N

L’estimation des paramétres d’'un modéle & fréquences multiples est un probléme bien plus dé-
licat. D’une part, pour un ordre K fixé, la non linéarité du modéle (2.1) en les paramétres fi rend
leur estimation trés délicate. Dans le cas de données réguliérement espacées, Stoica et al. [1989]
montrent que le critére quadratique (2.2) est multimodal, ce qui rend sa minimisation nécessai-
rement sous-optimale. La contrainte d’un échantillonnage irrégulier — en particulier le caractére
troué des données — rend encore plus délicate estimation de 8% au sens du maximum de vraisem-
blance, en ce sens qu’elle accentue le caractére multimodal du critére & minimiser. L’analyse de
I'influence de I’échantillonnage sur le périodogramme, présentée au chapitre précédent, a en effet
montré que les pics secondaires du périodogramme diis aux trous de l’échantillonnage s’inter-
prétent comme des maxima locaux de la vraisemblance du modele sinusoidal M (0') ; I'extension
au cas multi-sinusoidal laisse alors prévoir une multimodalité accrue du critére (2.2) lorsque les
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données présentent des trous périodiques. D’autre part, le nombre K de sinusoides, c’est-a-dire
le nombre de raies spectrales, est en pratique inconnu. Des critéres de sélection de l'ordre de type
Akaike Information Criterion [Akaike, 1974] ou Minimum Description Length [Rissanen, 1978]
peuvent alors étre envisagés, ou plus spécifiquement dans le cas d’'un modéle multi-sinusoidal
le critére proposé par Djuri¢ [1996]. Dans chaque cas, le principe consiste & choisir l'ordre K
minimisant un critére pénalisé:

~K

K= argn}}n —log L(y1, - ,yn; Oyy) + P

ou le premier terme correspond & la valeur minimale du terme des moindres carrés (2.2) atteinte

~K . e s . N , .
en 0,,,. L'expression de la pénalisation px différe alors en fonction du critére de sélection de
I’ordre. Ce genre de critére suppose néanmoins implicitement ’obtention, pour différents ordres

candidats K, de 'estimateur du maximum de vraisemblance §ffv correspondant, tache qui, nous
venons de le voir, semble d’autant plus ardue que I’échantillonnage est irrégulier. Une alterna-
tive proposée par Andrieu et Doucet [1999] envisage de baser l’estimation conjointe de l'ordre
du modeéle K et de ses paramétres 8% a partir de I’échantillonnage stochastique de la distribu-
tion de probabilité a posteriori p(K 0K |y) en considérant une loi a priori Poisson-Gaussienne
sur (K,0%). Le recours & des méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) a sauts
réversibles permet ainsi de contourner les problémes spécifiques & une approche de type opti-
misation. Cette approche a été étudiée dans le cas de données & échantillonnage irrégulier lors
du stage de DEA de S.Bourguignon [2002], et a fourni des résultats encourageants ; cependant,
I'exploitation de la chaine produite s’est révélée trés délicate: en particulier, la variation de la
dimension du modéle au fil des échantillons générés peut perturber l'indexation des fréquences
le long de la chaine et déboucher alors sur une estimation insatisfaisante.

La déconvolution du spectre de Fourier par des méthodes itératives de type CLEAN a égale-
ment pour objectif I'identification des parameétres d’un modéle de type Mg, en extrayant un par
un les pics du spectre de Fourier et la contribution associée de la fenétre spectrale. L’estimation
de 'ordre K est alors reliée a la définition d’un test d’arrét de la procédure itérative. S’agissant
d’un outil fréequemment rencontré pour le traitement de données astrophysiques, nous lui consa-
crons une étude détaillée au § 2.2, oll nous mettrons également en évidence ses limites. Nous
décrivons ensuite briévement au § 2.3 des techniques propres a 1’estimation d’une seule période
et développées pour ’étude de systémes multiples. Spécifiquement adaptés pour des données peu
nombreuses et trés éparses, ces méthodes « intuitives » ont fourni des résultats satisfaisants sur
ce genre de probléme mais manquent de propriétés théoriques solides.

L’utilisation d’autres modéles paramétriques de type autorégressifs (AR), dont efficacité
pour ’analyse spectrale a haute résolution est incontestable dans le cas de données réguliére-
ment espacées [Kay, 1988|, ne s’adapte pas facilement au cas de l’échantillonnage irrégulier.
En effet, la structure méme d’un modéle aléatoire AR, reliant la valeur du signal & un instant
donné & ses valeurs aux instants précédents, appelle naturellement un espacement constant des
données : ’estimation de la fonction d’autocorrélation, par exemple, s’appuie naturellement sur
un échantillonnage régulier. Néanmoins, différents travaux sur cette voie [Martin, 1999, Rivoira
et al., 2002] ont proposé la généralisation de concepts proprement définis pour I’échantillonnage
régulier (autocorrélation, énergie d’erreur de prédiction), bien qu’au prix de la perte de certaines
propriétés analytiques. Si elles semblent appropriées pour des données irréguliérement échan-
tillonnées et peu nombreuses, ces approches considérent surtout des schémas d’échantillonnage
aléatoires et les propriétés des estimateurs proposés s’appuient sur la distribution de probabi-
lité de ces schémas. A ce titre, cette démarche nous parait plus adaptée au cas d’irrégularités
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« réguliéres » de ’échantillonnage, c’est-a-dire ne présentant pas de gros trous. Les spécificités
des schémas d’échantillonnage rencontrés dans les séries temporelles astrophysiques nous rendent
donc peu enclins a l'utilisation de telles méthodes.

Pour clore ce chapitre, nous présentons au § 2.4 ’approche adoptée dans la suite de ce
manuscrit. Afin de s’affranchir des contraintes propres & ’estimation de modéles paramétriques,
nous abordons l’analyse spectrale sous la forme d’un probléme inverse linéaire — le spectre étant
discrétisé sur une grille arbitrairement fine — auquel le manque de données disponibles et la
nécessité d’une analyse a haute résolution fréquentielle conférent un caractére sous-déterminé.
Sa régularisation est alors envisagée en prenant en compte la nature a priori parcimonieuse de
l'objet & reconstruire, puisque nous nous intéressons exclusivement a la recherche de spectres
de raies. Une telle méthodologie a déja été employée pour ’estimation de spectres de raies a
partir de données réguliérement échantillonnées (nous ferons notamment référence aux travaux
de Dublanchet [1996], Sacchi et al. [1998], Ciuciu et al. [2001]) et a permis de lever la traditionnelle
incompatibilité entre 'utilisation d’un modéle non paramétrigue et ’obtention d’un estimateur
spectral a haute résolution, c’est-a-dire dont le pouvoir de séparation entre deux raies proches
dépasse celui du périodogramme.

2.1 Les périodogrammes

2.1.1 Le périodogramme de Lomb-Scargle

Pour des données {t,,yn }n=1.. N irréguliérement échantillonnées, considérons le cas d'un mo-
déle sinusoidal :

Yn = acos(2m ft,) + bsin(2n ft,) +€p, n=1...N (2.4)
et le probléme de l’estimation de ses paramétres @ = [a,b,f]|. Sous forme matricielle, on peut
encore écrire:

y=R(f)s+e
en notant y = [y1,...,ynl", € = [e1,...,6a]", 8 = [a,b]' et R(f) la matrice N x 2 formée par

les N lignes [cos(27 fty,), sin(27 ft,)]n=1..n. En supposant les perturbations ¢, indépendantes
et distribuées selon une méme distribution de probabilité p., la fonction de vraisemblance du
modeéle (2.4) est définie comme:

L(y; f,a,b) = TN pe (yn — acos(27 fty,) — bsin(2m ft,))

2

et sous I’hypothése supplémentaire de perturbations gaussiennes centrées et de variance connue o7,

la vraisemblance prend la forme:

Lly:fs) = o opl -5 lly — R()s|?). (25

1
(0cv/27)

Les paramétres @ maximisant cette vraisemblance sont alors ceux minimisant le terme de moindres
carrés Z(f,s) = ||y — R(f)s||?>. Pour une fréquence f donnée, la valeur de s minimisant Z(f,s)
est classiquement :

() = (RHRY)) RNy

cC(f) CS(f) ]1 [ Zn Yn cos(2m ft,) (2.6)
CS(f) SS(f) > o Ynsin(2m ft,,) '



2.1. Les périodogrammes 29

ot CC(f) =Y, cos?(2mft,), CS(f) =, cos(2m ft,) sin(2m ft,,) et SS(f) = >, sin®(2n fty,).
L’injection de la relation (2.6) dans ’expression de Z permet ainsi d’obtenir un terme ne dépen-
dant que du parameétre f:

I(f3(f) = lly—RHZNIP
= bl = 3(NR(N'y
dont la minimisation en f est équivalente & la maximisation de J(f) 2 3(f)'R(f)Ty. Afin de

simplifier I’écriture de ce terme, Lomb [1976] propose de modifier le modéle sinusoidal initial en
introduisant un décalage 7:

UYn = aCOSQTI’f(tn —7’) —l—bsin27rf(7fn —7') + €n

et de choisir 7, pour une fréquence f fixée, de maniére a annuler les termes extra-diagonaux C'S(f)
de la matrice R(f)"R(f) ainsi modifiée, soit 7 tel que >_, cos (27 f(t, — 7)) sin (27 f (¢, — 7)) = 0.
Cet artifice permet alors d’écrire sous forme simplifiée :

1 1 [Znyncos%rf(tn—7-)}2 [Znynsin2ﬂf(tn—r)]2 A
§J(f) B 5{ Yo, co822mf(ty, —7) >, sin? 27 f(t, — 7) } = Fislf) 27)
en choisissant 7 = L tan~! M

Ar f >, cosdmft,

qui est la définition du périodogramme de Lomb-Scargle (PLS), ou le facteur 1/2 permet d’iden-
tifier cette définition a celle du périodogramme classique (2.3) dans le cas d’un échantillonnage
régulier. La valeur f maximisant J(f) est donc la fréquence correspondant au maximum de la
vraisemblance du modéle (2.4), et les amplitudes associées $(f) se déduisent a posteriori de la
relation (2.6).

Bien str, 'écriture initiale du critére Z(f,s(f)) permet également d’estimer les paramétres
du modele (2.4) au sens du maximum de vraisemblance. L’artifice consistant & introduire un
décalage T a pour objectif une écriture plus simple du périodogramme sous la forme de la somme
de deux carrés, ce qui est interprété de maniére statistique par Lomb [1976], puis repris par
Scargle [1982]; nous y reviendrons au § 2.1.3. Nous considérons néanmoins que l'interprétation
géométrique explicitée au prochain paragraphe permet de mieux décrire le périodogramme en
tant que mesure de ’adéquation entre les données et un modéle sinusoidal.

Interprétation géométrique

L’analyse de Fourier s’interpréte en termes de projections dans des espaces fonctionnels en
munissant 1’ensemble & des signaux réels de taille N échantillonnés aux instants {t,},_, n du
produit scalaire naturel :

N
(ylz) 2 Zynzn et de la norme associée ||y|| =/ (y|y),
n=1

ou ¥y, et z, représentent les valeurs respectives des signaux y et z aux instants t,. Cette ap-
proche permet d’obtenir une interprétation supplémentaire des différents périodogrammes et
met en évidence les limites du périodogramme de Lomb-Scargle, avantageusement remplacé par
le périodogramme & date compensée.
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Lorsque I’échantillonnage est régulier (¢, = nT,,n = 1...N), il est bien connu que ’ensemble
des N fonctions:

[ 1
N {1, {\/ﬁcos 27rfkt}k:=1...N/2 , {\/ﬁsin 27rfkt}k:1...N/2—1} pour les fréquences f = NLTE

forme une base orthonormale de &; et la décomposition d’un signal y sur cette base s’identifie
aux parties réelle et imaginaire de sa transformée de Fourier discréte (TFD), qui est le spectre
de Fourier évalué aux fréquences f:

N N

Vk=0...N/2—-1, Y(fx) = Zyne—j%rfktn _ Zyne—jzw%"
n=1 n=1

= (y|cos2nfit) — j (y|sin 27 fit) .

L’adéquation entre un modéle sinusoidal de fréquence fj, et les données y peut alors étre me-
surée par la norme de la projection de y sur les vecteurs de base Brpg = (ei(t),e2(t)) =

(\/2/]\7 cos 27 fit, \/2/N sin 27rfkt). Ces vecteurs étant orthonormaux, la projection s’écrit :

_ A _
U= Pogeely} avec 7, = (yler) ea(tn) + (yle2) ea(tn)
= 2(y| cos2m ft) cos 27 fity, + 2 (y| sin 27 fit) sin 27 fity,

et sa norme vaut:

Qrea(/fr) {vlY)

2
= N (y| cos 27 fit)? + N (y| sin 27 frt)*

\)

= V(P
= 2Ps(fx)

ot Ps (fy) =1 ((y]el)z + (y]eg)2> est le périodogramme de Schuster défini par la relation (2.3).
Ce dernier est donc une mesure de la distance des données & un modéle sinusoidal de fréquence fj.
Remarquons que cette interprétation, basée sur I’orthogonalité des vecteurs cos 27 fi.t et sin 27 fi.t,
n’est valable que pour les fréquences fi vérifiant fi = NLTe

Lorsque ’échantillonnage est irrégulier !, le terme Qs (f) = %Pg( f) dérivé du périodogramme
de Schuster ne peut désormais plus étre interprété en termes de projection de y sur la famille Brgqg
car ses éléments ne sont plus orthonormaux: (cos 2w ft|sin27wft) # 0 et (cos2mft|cos27ft),
(sin 27 ft| sin 27w ft) # N/2. Néanmoins, pour une fréquence f donnée, il est possible de les or-
thonormaliser en considérant par exemple la famille:

cos2rf(t—71) sin2nf(t—71) )

Bis = (hl(t)ahQ(t)) = <Hcos 2rf(t —7)| |Isin 27 f(t — 7)||

ol 7 a été défini par la relation (2.7): 'annulation des termes extra-diagonaux CS(f) dans
I'expression (2.7) revient exactement & orthogonaliser les contributions en cosinus et en sinus

1. Ces considérations sont également valables dans le cas d’un échantillonnage régulier de période T et une
fréquence f ne s’écrivant pas sous la forme fr = %

e
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d’une méme fréquence. Ainsi, par construction, Byg est une famille orthonormale et la projection g
des données sur By s’écrit :

7EPh Ay} avee 7, = (ylh)hi(tn) + (ylha) ha(ts)
_ B cos 27 f (ty, — 7)
= Wleos2eft =) o TR T
sin 2w f(t — 1)
||sin 27 £ (t — 7)||?

+ (yl sin 27 fi.(tn — 7))

dont la norme vaut:

Qs(H) 2 @)
(ylcos2mf(t = 7))* | (ylsin2rf(t—7))°
l|cos 2m f(t — 7)||? |sin 27 f(t — 7)||?
= 2Pis(f).

A f fixé, la norme de la projection de y sur la famille Brg est donc proportionnelle au périodo-
gramme de Lomb-Scargle:

Pis() = 5 ({tlm)? + {ylha)?)

Cette interprétation permet donc d’associer & ’amplitude du PLS un sens géométrique dont le
périodogramme de Schuster est dépourvu en échantillonnage irrégulier : celui de la distance des
données & un modéle sinusoidal de fréquence f. Ainsi, pour un signal sinusoidal échantillonné
irréguliérement, d’amplitude unité, de fréquence fy et ayant le déphasage 7 associé par I'équa-
tion (2.7), on aura Qus(fo) = 1 et Ps(fo) = 1/2, alors qu’une propriété similaire ne peut pas
étre établie & partir du périodogramme de Schuster.

2.1.2 La méconnue DCDFT et le périodogramme a date compensée

Selon cette méme interprétation géométrique, cependant, la non orthogonalité des fonctions
cosinus et sinus & la fonction constante 1 pour un échantillonnage irrégulier n’est pas prise en
compte dans le périodogramme de Lomb-Scargle. Ferraz-Mello [1981] puis Foster [1995] montrent
ainsi que cette caractéristique est & l'origine d’effets indésirables, aussi bien dans le périodo-
gramme de Schuster que dans le PLS: pour des données sinusoidales, la position du maximum
du périodogramme peut en étre affectée et I'estimation de son amplitude est altérée par la per-
sistance d’une composante continue dans les données. En effet, le recentrage des données par
rapport & leur valeur moyenne n’est pas une solution suffisante pour un échantillonnage irré-
gulier car la répartition, a priori non uniforme, des instants d’échantillonnage par rapport aux
variations de la fonction échantillonnée biaise ’estimation de la moyenne. Par exemple, une plus
grande concentration de mesures & des instants pour lesquels le signal est d’amplitude élevée
donnera une valeur moyenne des données surestimant la véritable moyenne. Autrement dit, ce
n’est pas parce que les données sont de moyenne nulle, i.e., 27]1\[:1 yn = 0, qu’il ne subsiste pas de
composante continue dans le signal. I’exemple de la figure 2.1 illustre cette situation. Le signal
présenté est sinusoidal et l’échantillonnage comporte des trous périodiques, dont la période est
proche de celle du signal ; de ce fait, la valeur moyenne des données est largement positive alors
que le signal est & moyenne théorique nulle.

Afin de pallier cette insuffisance, Ferraz-Mello [1981] considére un modéle sinusoidal prenant
en compte une composante continue additionnelle. Il envisage alors la projection des données vy,
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Temps (jour)

FiG. 2.1 — Effet d’un échantillonnage troué (de fréquence 1 ~') sur lestimation de la moyenne.
Le signal est une sinusoide de fréquence fo = 1.1 1. Données disponibles (-), signal complet ()
et valeur moyenne des données (- -).

pour une fréquence f fixée, sur le sous-espace engendré par les trois vecteurs (1, cos 2 ft, sin 27 ft).
Ceux-ci ne formant pas une famille orthonormale, il propose de lui appliquer une procédure d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt, obtenant ainsi une famille By = (ko(t),k1(t),k2(t)) ortho-
normale pour la fréquence f et pour le schéma d’échantillonnage donné, ou ky(t) = \/LN

et les expressions correspondantes de k; et ko sont détaillées dans [Ferraz-Mello, 1981]. La pro-
jection des données sur Bp¢ s’écrit alors:

_A _
J = Popo{yy  avec 7, = (ylko) ko(tn) + (ylk1) ki (tn) + (ylkz) ka(tn)
et, pour des données auxquelles on a soustrait leur valeur moyenne, on a (y|ko) = 0. La norme

de la projection vaut donc:

A

Qnc(f) = @)
(ylk1)® + (ylk)? (2.8)

2
N‘YDC(f)‘Q = 2PDC(f)

ou la DCDFT (Date-Compensated Discrete Fourier Transform) Ypo(f) est définie par
Ferraz-Mello [1981] comme:

Yoo(f) 2 \/g( (ylk1) + j (ylk2))

et le périodogramme & date compensée (PDC) est défini par:

Pool£) 2 5 (tolha)? + (ulia)?). (29

L’estimation par le périodogramme & date compensée posséde donc des propriétés plus rigou-
reuses que le périodogramme de Lomb-Scargle et est & ce titre injustement méconnue. De la méme
maniére que le maximum du PLS peut étre vu comme l'estimateur du maximum de vraisem-
blance de la fréquence d’un modéle sinusoidal, le maximum du PDC correspond a l’estimation
au sens du maximum de vraisemblance de la fréquence d’'un modéle de la forme « sinusoide +
constante ». La figure 2.2 compare la valeur des trois périodogrammes Ps (f), Pos(f) et Poo(f)
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— le premier, rappelons-le, ne s’interpréte plus en termes de projections si ’échantillonnage est
irrégulier — correspondant au signal introduit sur la figure 2.1. Ces trois grandeurs sont égale-
ment représentées dans le cas ol les données sont en méme nombre, mais cette fois pour un
échantillonnage aléatoire uniforme sur la méme durée d’observation. Parmi les trois, Ppc(f) est
la seule fonction dont le maximum est situé en fy dans les deux cas. Remarquons encore que
les propriétés caractérisant ces trois périodogrammes sont intrinséquement liées & la recherche
d’une seule sinusoide dans les données. L’expérience montre néanmoins que, méme si seul le
périodogramme de Schuster est issu d’un produit de convolution, et si seul le PDC s’interpréte
proprement en termes de projections, les trois périodogrammes présentent des comportements
similaires vis-a-vis de modéles multi-sinusoidaux, avec les conséquences décrites au § 1.3.3 du
premier chapitre: la convolution des vraies raies avec une fenétre spectrale pouvant comporter
des lobes secondaires trés marqués (si I’échantillonnage présente des trous périodiques) peut dé-
boucher sur la détection de faux pics. L’utilisation des périodogrammes — plus exactement du
spectre de Fourier et de la DCDFT — sera cependant & la base des algorithmes de déconvolution
itérative de type CLEAN que nous étudierons au § 2.2.

A propos de ’amplitude des périodogrammes, notons encore que pour un signal sinusoidal
de fréquence fo, I'orthogonalité de la projection impose dans le cas du PDC l'égalité ||y||*> =
(ylk1)* + (ylk2)? et donc Poo(fo) = Hyll* = 2392, ce qui nest pas une relation exacte
pour Ps (fo) et Pus(fo). Pour un échantillonnage présentant des trous, cependant, la valeur
de %HyHQ ne correspond pas & la puissance théorique de la sinusoide & cause du biais introduit
par la persistance de la composante continue, comme nous le voyons sur la figure 2.2 & gauche:
la puissance théorique du signal sinusoidal vaut 1/2, mais on a ||y||*> # N/2. Lorsque I’échan-
tillonnage est régulier, ou tout du moins si les irrégularités ne perturbent pas 1’estimation de
la moyenne du signal, comme dans la figure 2.2 a droite, le terme +||y||? se rapproche de la
puissance théorique du signal, qui vaut 1/2 dans cet exemple, soit Pnc(fp) ~ N/4. En conclu-
sion, l'irrégularité de 1’échantillonnage, et notamment son caractére troué, peut également venir
perturber U'interprétation de ’amplitude du PDC.

2.1.3 Interprétation statistique

Nous supposerons par la suite que les données sont toujours centrées, c’est-a-dire telles
que >, yn = 0. Puisque les périodogrammes de Schuster, de Lomb-Scargle et & date compensée
sont par nature adaptés a la recherche d’une seule fréquence dans les données, un test statistique
immeédiat a considérer est celui de I’hypothése:

Ho : aucune sinusoide n’est présente dans les données,

permettant d’associer un niveau de confiance & un pic d’amplitude dans le périodogramme.
L’approche du § 2.1.1 décrivant les périodogrammes en termes de projections orthogonales fournit
un cadre adéquat pour I'utilisation d’un tel test. Elle permet en effet, pour une fréquence f fixée,
d’écrire le périodogramme P(f) sous la forme de la somme de deux carrés:

P(f) = 1) + $()

ou C(f) et S(f) sont les coefficients de projection des données sur les deux vecteurs d'une
famille orthonormale, notée de maniére générique B = (61 (t),EQ(t)). Sous I’hypothése Hy, les
données contiennent une unique composante continue p, a priori inconnue (conformément aux
considérations du § 2.1.2, lestimation de p est biaisée par lirrégularité de ’échantillonnage) et
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on a alors:

Ho :yn=p+e€n
oil {€,}, est un bruit blanc gaussien centré et de puissance o2 ; les coefficients de projection
sur B sont alors également gaussiens avec:

C(f) = () = p (1]62) + (elén) et S(f) = (ylls) = p (1lE2) + (e|ts)
()] = p(la) E[S()] = p(1l6s)
:’{var C(f) = ot = o? :{var S(f) = o?(kll)=o2

Dans le cas du périodogramme & date compensée, la famille de projection — les vecteurs notés &
et ko au § 2.1.2 — est orthonormale & la fonction constante 1. Les coefficients de projection
correspondants Cpc(f) et Spc(f) suivent donc également des lois gaussiennes N'(0,02) et on a
la propriété suivante:

Sous Uhypothése Hy, Zpe = %PDC(]‘) suit une loi du x? & deuz degrés de liberté,

c’est-a-dire une loi exponentielle : pz(z) = ﬁ exp —z/202.

Cette propriété est & la base du test statistique permettant d’évaluer le niveau de confiance
accordé & une éventuelle détection, i.e., du test contredisant 'hypothese Hp.

Pour le périodogramme de Lomb-Scargle, les vecteurs de Bws ne sont pas orthogonaux a 1. Par
conséquent, E[Cus(f)] # E[Sts(f)] # 0 et U—QQPLs(f) ne suit plus exactement une loi de type x?.
Les travaux précités de G. Foster soulignerelt cette inexactitude et la pratique fréquente visant
4 considérer %PLS( f) ~ X3, qui devient une relation exacte uniquement lorsque la constante
w est nulle. Sisgnalons encore une fois que ce probléme n’est pas lié au centrage des données
(nous supposons ici (y|1) = 0), mais a la non orthogonalité de la famille de projection a la
fonction constante 1, due uniquement & 1’échantillonnage: avec les notations du § 2.1.1, on a

(h1]1) o< >, cos2m f(ty, —7) # 0 et (ha|l) o< >, sin2x f(t, — 7) # 0.

L’interprétation statistique de ’amplitude du périodogramme dans le cas de 1’échantillonnage
irrégulier n’est donc rigoureusement valide que pour le périodogramme & date compensée, ce qui
montre une nouvelle fois son intérét par rapport aux périodogrammes de Schuster et de Lomb-
Scargle. Néanmoins, il convient d’associer a cette interprétation toutes les réserves liées & un
test d’hypothése de type Hpy et de ne pas se méprendre sur sa signification. La proposition:
« le test est significatif & 95% » est parfois énoncée sous la forme: « la présence d’une raie est
détectée avec un niveau de confiance de 95% », ce qui détourne le test de son véritable sens qui
est: « sous 'hypothése Hy, il y a 5% de chances que la valeur de Z calculée dépasse la limite
donnée par la table du x3 », ou encore « au vu des données, en affirmant la détection d’une
raie, on se trompe statistiquement moins de 5% des fois ». Foster [1996| émet encore d’autre
réserves limitant la portée d’un test de type x3, portant notamment sur I’aspect paramétrique
de la projection: ce test, normalement appliqué & une fréquence f choisie au hasard, est ici
appliqué pour la fréquence maximisant le périodogramme, qui n’est pas choisie au hasard! Le
test du x? n’est donc pas assez sélectif pour justifier la détection d’une raie au vu d’un pic dans le
périodogramme. Ce genre de raffinement génére donc des ambiguités au niveau de l'interprétation
statistique des périodogrammes. Ainsi, méme si le maximum du périodogramme — en particulier
dans sa version & date compensée — permet de localiser la position la plus probable de la fréquence
correspondant & un modéle sinusoidal, I'interprétation de son amplitude en termes de niveau de
confiance reste délicate. Signalons enfin que, bien que ce test ne soit théoriquement valable que
dans le cas ol une unique sinusoide est présente dans les données, il est le plus souvent utilisé
pour valider la détection de plusieurs raies dans le spectre.
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2.1.4 Prise en compte de perturbations non z.:.d.

Nous avons jusqu’a présent considéré un modéle sinusoidal bruité, pour lequel les perturba-
tions €, étaient supposées additives, indépendantes et identiquement distribuées selon une loi
gaussienne centrée N'(0,02). La définition des périodogrammes précédents est cependant adap-
table & des perturbations non 4.7.d., qui est un cas fréquemment rencontré pour des séries tem-
porelles astronomiques a cause de la variabilité temporelle des conditions d’observation (voir
le § 1.2.2). Sous le formalisme du maximum de vraisemblance introduit au § 2.1.1, nous suppo-
sons pouvoir décrire sous forme probabiliste I’ensemble des perturbations € = [ey, .. .,€,]* par
une loi normale vectorielle ¢ ~ N (0,X) ot X est une matrice définie positive supposée connue,
définissant la covariance des perturbations: ¥ = F[ee!]. La vraisemblance (2.5) prend alors la
forme plus générale :

1 1
£l 9) = Gal= e { - Lly - R(sls

ou ||uf|g-1 2 uisty (2.10)

et la démarche réalisée au § 2.1.1 définissant le périodogramme de Lomb-Scargle reste valable en
remplagant la norme euclidienne ||u|| par? ||[u||s;-1. De maniére analogue, I'interprétation des
périodogrammes en termes de projections, réalisée au § 2.1.1, peut étre étendue en remplacant
le produit scalaire (y|z) par la version pondérée:

A _
<y|2>271 = [yl""7yn] X ! [Zla--- 72n]t-

La construction de familles orthonormales et de projections orthogonales par rapport & ce produit
scalaire s’effectue alors de maniére similaire et prend & présent en compte une description plus
générale des perturbations e. Un cas particulier classique est celui de perturbations indépendantes
mais de rapports signal sur bruit différents, rencontré par exemple lors d’observations sur de
longues durées ou pour les campagnes d’observations multi-sites (voir le § 1.2.2). Dans ce cas, on
aura €, ~ N(0,02) et X diagonale d’éléments o2, oil 0, correspond au niveau de bruit associé a

la n®™€ mesure. Le produit scalaire correspondant s’écrit alors sous la forme pondérée : (Y|z)s—1 =
25:1 yzg", et Pexpression généralisée du périodogramme de Lomb-Scargle des données {t,,y, }
s’écrit :
2 . 2
Pio(f) A 1{ [Zn Yn cos 27 f (L, — T)/O'n] N [Zn Yn Sin 27 f (L, — T)/O'n] }
LS 2 S, cos?2mf(t, —7)/02 > sin? 27 f (t, — 7) /02
1 indnft
en choisissant 7 = tan~! 2 S A7 "/0".
4 f >, cosdmft, /oy,

La DCDFT et le périodogramme & date compensée se construisent de maniére similaire en
considérant le produit scalaire pondéré dans les équations du processus d’orthonormalisation.

2.2 Déconvolution itérative : méthodes CLEAN

Les algorithmes de type CLEAN abordent l'identification des paramétres du modéle (2.1) sous
I'angle de la déconvolution du spectre de Fourier des données. L’origine de cette approche remonte

2. La matrice 3! étant supposée définie positive, ||[u||s—1 définit bien une norme sur I’espace vectoriel des
signaux échantillonnés aux instants ty.
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aux travaux de Hogbom [1974| en imagerie radio-astronomique, oil ’on cherche & reconstruire
un objet, supposé constitué de plusieurs sources de lumiére ponctuelles, & partir de son image
qui est une version convoluée de ces sources par la réponse impulsionnelle de I'instrument d’ob-
servation. L’application de cette démarche pour ’analyse spectrale de séries temporelles, ainsi
que U'introduction de certains raffinements, a été formalisée par Roberts et al. [1987], méme si le
schéma général apparait déja chez Ferraz-Mello [1981].

2.2.1 Principe général

L’influence d’un échantillonnage irrégulier au niveau de la fenétre spectrale a été décrite
au § 1.3.3. Si Y.(f) est le spectre de Fourier des données, on a :

N
Yo(f) = Y ()« We(f), avec We(f) = TF{we(t)} = Y _ />t (2.11)
n=1

En particulier, nous avons vu que la présence de trous périodiques dans les données provoque de
forts lobes secondaires dans la fenétre W, (f) et que la superposition du motif de W, (f) autour de
chaque raie spectrale génére de nombreux pics indésirables dans le spectre de Fourier observé. Le
principe des algorithmes CLEAN est d’extraire de maniére itérative les pics du spectre de Fourier,
en « nettoyant » & chaque itération ce dernier de la contribution de la fenétre spectrale associée
a chaque pic. La base de cette méthode est alors dans le schéma suivant, ott R*(f) désigne le
spectre résiduel aprés k itérations de l'algorithme :

1. k= 0: initialiser R(f) = Y.(f)

2. Ttération k : identifier la fréquence fj du maximum de |R¥~!(f)| comme une des fréquences
du modeéle multi-sinusoidal (2.1) et les amplitudes (ag,by) associées.

3. Retirer la contribution spectrale correspondante: en notant prd(f — fi) + pi0(f + fi) le
spectre théorique de la sinusoide identifiée3, la contribution sur le spectre observé de cette
composante vaut pyWe(f — f) + ppWe(f + fr) et le spectre résiduel aprés I'itération k
s’écrit :

RF(f) = R*N(f) = [peWe(f — fr) + PEWe(f + fr)]-

4. Retour en 2 jusqu’a ce qu’un critére d’arrét & définir soit vérifié.

De maniére idéale, chaque étape correspond a l'identification d’une sinusoide du modeéle (2.1);
Schwartz [1978] montre ainsi, dans un contexte trés général, que cette procédure débouche sur
un minimum du critére des moindres carrés de type (2.2) associé & un modéle multi-sinusoidal
d’ordre K fizé. Néanmoins, nous avons vu au début de ce chapitre qu’un tel critére est fortement
multimodal et que sa minimisation pouvait rester bloquée vers un minimum local. La procédure
itérative décrite ci-dessus peut donc étre vue comme une minimisation du critére (2.2) privilégiant
la recherche de solutions a priori satisfaisantes, en ce sens qu’elle est spécifiquement congue pour
éviter les minima locaux correspondant aux faux pics du spectre de Fourier initial : ceux-ci sont
itérativement retirés en méme temps que la raie spectrale qui en est la cause.

3. soit Pk = (ak — ]bk)/z
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2.2.2 Nécessité d’une stabilisation

Un principe inhérent & la démarche de CLEAN exposée ci-dessus repose sur I’hypothése d’une
identification correcte, a chaque itération, des parameétres de la sinusoide correspondant au maxi-
mum du module du spectre de Fourier | R*~1(f)|. Comme nous I’avons vu précédemment, ce point
est en lui-méme problématique. En particulier, dans le cas d’un modéle multi-sinusoidal, nous
avons montré au premier chapitre (§ 1.3.3) que l'interaction entre les différentes raies spectrales
perturbe I’estimation, par le spectre de Fourier, des paramétres de la raie de plus forte amplitude
qui doit correspondre, en principe, au maximum de |R¥~1(f)|. Ainsi, le maximum de |Y,(f)| peut
ne pas correspondre 3 la position exacte de la fréquence d’une sinusoide: la figure 1.12 en est un
exemple flagrant. Dans ce cas, 1'utilisation telle quelle de ’algorithme précédent soustraira au
spectre de Fourier observé une composante inexistante (ou au moins inexacte), produisant irréver-
siblement la propagation d’erreurs dans le modéle estimé. Par ailleurs, nous avons vu au § 2.1.2
que 'estimation de 1’amplitude d’'une sinusoide & partir de la valeur du maximum du spectre
de Fourier (ou du périodogramme de Schuster) était également perturbée par lirrégularité de
I’échantillonnage.

Introduction d’un clean factor

Afin de stabiliser la procédure et d’éviter la propagation en chaine d’erreurs de modélisation,
Roberts et al. [1987] ont proposé, a 'étape 3 de l'algorithme précédent, de ne retirer qu'une
fraction g de la contribution de la fréquence fj, estimée a I'étape 2. Le paramétre g, appelé clean
factor, doit vérifier 0 < g < 2 pour assurer la stabilité de I’algorithme, mais est en pratique fixé
entre 0.1 et 1. Cette astuce permet de corriger l'erreur éventuelle effectuée sur ’estimation de
la fréquence fi et de 'amplitude correspondante p, au fil des itérations suivantes: plus g est
faible, plus la partie retirée du spectre de Fourier est faible, permettant d’affiner ’estimation de
la fréquence d’'une méme raie au fil des itérations. A contrario, une telle procédure nécessite un
plus grand nombre d’itérations pour « nettoyer » le spectre observé de la contribution produite
par une seule raie (et estimer les parameétres de celle-ci).

En pratique, les résultats de I’algorithme sont présentés sous la forme de la convolution des
différentes composantes sinusoidales extraites par le clean beam, qui correspond & une approxi-
mation gaussienne du lobe principal de la fenétre spectrale, formant alors le spectre nettoyé.
Cette opération a pour effet de lisser le spectre obtenu et de masquer les décalages induits par
I'introduction du clean factor sur l'estimation de la fréquence d’'une méme raie. En effet, les
composantes fréquentielles lui correspondant, extraites en plusieurs itérations, ne se trouvent
pas toujours exactement & la méme position. Néanmoins, une telle convolution présente l’in-
convénient de limiter la résolution du spectre nettoyé a la largeur du lobe central de la fenétre
spectrale, i.e., & la résolution du périodogramme*, alors qu’en pratique une telle méthode peut
s’avérer capable de détecter deux raies plus proches que cette limite. I1 sera donc également
important de représenter de maniére « brute » les différentes composantes extraites. Enfin, afin
de controdler la procédure, et notamment la validité de la condition d’arrét, le spectre résiduel
final y est généralement superposé.

4. Nous avons vu au cours du premier chapitre que cette largeur était de 'ordre de 2/T, ou T est la durée
totale couverte par les observations.
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Choix d’une condition d’arrét

La définition d’un critére d’arrét de la procédure itérative CLEAN est un de ses points délicats.
Choisir d’arréter ’extraction de composantes a l'itération K revient & considérer que l'on a
extrait toutes les raies contenues dans le spectre des données, et que le spectre résiduel R (f)
n’est di qu’au bruit et a U'effet convolutif de la fenétre spectrale. Nous retrouvons ici le genre
de tests statistiques du § 2.1.3, cherchant & déterminer si un spectre donné est uniquement di
aux perturbations ou s’il traduit la présence d’une raie, et les ambiguités interprétatives qui en
résultent. Une solution ad hoc consiste a comparer, a chaque itération, le maximum du spectre
résiduel & un seuil p en decd duquel tout pic dans le spectre de Fourier est considéré comme
di au bruit. De nombreux travaux donnent d’ailleurs & ce seuil une interprétation en termes de
niveau de confiance qu'’il convient ici d’éclaircir. L’approche empirique de Breger et al. [1993]
propose ainsi de ne retenir le pic maximal & litération k que si son amplitude |RF™1(f)| est
supérieure & 4 fois le niveau de bruit, qui correspond & I’'amplitude moyenne du spectre résiduel
blanchi, c’est-a-dire aprés extraction de la composante sinusoidale correspondante en f :

| (f)l
RE(f)

Le complément apporté par Kuschnig et al. [1997] compare, pour un échantillonnage donné et
un grand nombre de réalisations d’un bruit blanc centré €, 'amplitude maximale du spectre de
Fourier de € & sa valeur moyenne. Les auteurs fondent alors un critére de décision sur ’observation
statistique que 99.9% des réalisations (respectivement, 99%) donnent lieu & des rapports de
puissance inférieurs a 4 (respectivement, 3.6). Un tel critére permet ainsi d’affirmer qu’un pic
dans le spectre résiduel ayant une puissance supérieure a 4 fois la puissance moyenne du spectre
blanchi correspond & la détection d’une raie avec un niveau de confiance de 99.9% :

Rk—l 2
un pic de R*~1(f) en f est significatif & 99.9% (resp. 99%) si & > 4 (resp. 3.6).

[RECHP

Il ne faut cependant pas oublier le sens bien spécifique que prend ici le terme de niveau de
confiance qui, fondé sur des considérations plutot empiriques, n’est pas & proprement parler un
indicateur de l'incertitude associée a la détection éventuelle d’une raie. En particulier, nous avons
vu au long du § 2.1 que l'interprétation de I’amplitude du spectre de Fourier et des différents
périodogrammes est un point délicat si ’échantillonnage est irrégulier. Par ailleurs, I’estimation
du niveau de bruit moyen dans le spectre de Fourier est un probléme délicat et 1’approche ci-
dessus suppose, de maniére analogue & la méthodologie de CLEAN, que le spectre résiduel apres
extraction de la composante testée en fi (blanchi) est celui d’un bruit blanc (voir le § 2.2.4
ci-dessous pour un exposé des limites de cette hypothése).

un pic de R¥=1(f) en f; est significatif si >4

Exemple de résultat

La figure 2.3 présente ’estimation obtenue par CLEAN sur un signal composé de cing sinu-
soides échantillonnées irréguliérement et « suffisamment » espacées, auquel est ajouté un bruit
blanc gaussien tel que le rapport signal sur bruit est de 10 dB o, pour un signal composé de
sinusoides d’amplitudes (ay,by), le rapport signal sur bruit est défini par:

>k i + 0

RSBy = 10log =7k
UE

(2.12)
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ot 02 est la variance du bruit. Ce méme signal relativement simple sera repris tout au long
de ce manuscrit pour illustrer le fonctionnement des différentes méthodes d’estimation et les
algorithmes associés; nous le décrirons plus en détail au § 2.4 a la fin de ce chapitre. Dans
ces simulations, ’algorithme est arrété lorsque le maximum du spectre résiduel ne dépasse pas
un certain pourcentage p du maximum du spectre de Fourier des données, avec u = 5% et
1 = 10%. La convolution des raies théoriques par la fenétre spectrale rend le spectre de Fourier
des données difficilement interprétable directement et I’application de CLEAN permet de retrouver
les cinq raies. mais nécessite un réglage adéquat des deux parameétres que sont le clean factor et
la condition d’arrét. En effet, 'application de CLEAN sans clean factor provoque la propagation
d’erreurs qui se traduit par 'apparition de faux pics. L’introduction d’un facteur g = 0.2 permet
de controler ce probléme: les faux pics sont désormais noyés dans le spectre résiduel. Néanmoins,
en poussant trop loin I’algorithme, de nombreux artefacts apparaissent le long de ’axe fréquentiel.

2.2.3 Extensions

Notons encore la possibilité d’inclure diverses variations agrémentant le schéma général de
'algorithme CLEAN. Ainsi, la version CLEANEST proposée par Foster [1995] aborde le méme pro-
bléme d’identification itérative des parameétres d’un modéle multi-sinusoidal, mais en termes de
projections sur des familles de fonctions sinusoidales dont la dimension augmente au fil des ité-
rations. Par analogie avec 'interprétation géométrique des différents périodogrammes du § 2.1.1,
cette approche conduit a 'usage de la DCDF'T plutdt que du spectre de Fourier, et ne s’inter-
préte donc plus exactement en termes de déconvolution, mais repose sur un principe analogue:
si a l'itération k correspond un modéle multi-sinusoidal de k fréquences® (fi,...,fx), l'itération
suivante recherchera un modele a k + 1 fréquences (f{,....f..f; +1), en autorisant des petites
variations des fréquences estimées a l'itération k ( fi’ ~ f; i=1..k) au moyen d’une procédure
d’optimisation locale. Par rapport a ’algorithme CLEAN initial, la remise en cause, & chaque
itération, des estimées de l'itération précédente permet ainsi d’affiner ’estimation des raies spec-
trales. Une méthode similaire est mise en ceuvre dans le programme de recherche de périodes
PERIOD04 [Lenz et Breger, 2005] qui sera utilisé par la suite, notamment en application aux
données réelles du chapitre 5.

2.2.4 Conclusion

La méthodologie des algorithmes de type CLEAN procure des outils dont 1’efficacité s’est ré-
vélée incontestable pour la recherche de périodes dans des données & échantillonnage irrégulier,
et sont & juste titre un des outils favoris des astrophysiciens pour l’analyse de séries temporelles.
L’évaluation des spectres de Fourier et résiduels, possible en tout point de l’axe fréquentiel,
permet en particulier d’envisager une trés grande précision sur ’estimation des fréquences. L’ob-
tention de résultats satisfaisants reste néanmoins conditionnée par un réglage souvent ad hoc des
paramétres de contrdle g et u: la procédure doit étre supervisée par l'utilisateur. Par ailleurs,
l’absence d’une totale rigueur théorique (ainsi que la sous-optimalité de la procédure d’optimi-
sation dans ses raffinements de type CLEANEST) peut compromettre son usage. En particulier,
l'utilisation du maximum du spectre de Fourier (ou de la DCDFT) pour localiser une raie n’est
théoriquement valable que dans le cas d’un modéle mono-sinusoidal (nous ’avons montré au long
de la partie 2.1); cette procédure recherche pourtant, aprés extraction de la premiére raie fi,

5. Pour simplifier ’explication, nous supposons ici que ’algorithme n’utilise pas la subtilité du clean factor.
Néanmoins, la démarche reste identique dans le cas ot un gain g < 1 est introduit.
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De gauche a droite, signal composé de cinq sinusoides & échantillonnage irrégulier et troué,
fenétre spectrale correspondante |W,(f)| et spectre de Fourier des données |Y(f)].
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Estimation produite par CLEAN: & gauche, les composantes extraites (o) et & droite, leur
convolution a posteriori par le clean beam. Les pointillés représentent le spectre rési-
duel |R*(f)| et les ¢ les raies théoriques.

FiG. 2.3 — Résultats de l’algorithme CLEAN sur un signal multi-sinusoidal, pour plusieurs valeurs
du facteur g et de la condition d’arrét p : l'algorithme est arrété lorsque le mazimum du spectre
résiduel est inférieur & u% de ’amplitude mazimale du spectre de Fourier des données.
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une nouvelle raie f» dans le spectre résiduel R', alors que 'estimation de la premiére fait impli-
citement I’hypothése que R! ne contient rien d’autre que du bruit. Lorsque les raies sont bien
séparées en fréquence, cette approximation se révéle satisfaisante en pratique; cependant, dans
le cas d’espacements critiques des raies, la solution fournie par CLEAN peut se révéler délicate a
interpréter. C’est le cas sur I’exemple « pathologique » introduit au § 1.3.3, figure 1.12, que nous
avons repris en figure 2.4 : le maximum du spectre de Fourier (mais aussi de la DCDFT) est da a
la superposition de deux lobes secondaires et ne correspond aucunement & une raie présente dans
les données, débouchant sur une mauvaise initialisation de CLEAN. Les résultats de la figure 2.4
illustrent ce point, mais montrent également qu’une utilisation adéquate du clean factor g per-
met de compenser la mauvaise initialisation et de retrouver les deux véritables raies. Néanmoins,
méme dans le cas ol g est réglé de maniére favorable, la solution présentera nécessairement une
composante inexacte correspondant & l'initialisation défectueuse de ’algorithme.

Par ailleurs, I'utilisation d’'une telle démarche sur des données perturbées par un spectre
continu & basse fréquence, telles les données présentées au § 1.2.2, semble difficilement réalisable
puisque le spectre de Fourier observé est dominé par les composantes & basse fréquence; en
pratique, I’application brute de CLEAN sur ce type de données a produit des résultats aberrants,
sous la forme conjointe de faux pics le long de I’axe fréquentiel et de non détections de vraies raies.
Cette limitation est d’ordre plus général et est intrinséque a la modélisation des données: bien
que l'on s’intéresse & la recherche de spectres de raies, la nature inhomogéne des perturbations
rend une modélisation paramétrique sous la forme d’une somme de sinusoides noyées dans un
bruit blanc gaussien trop contraignante et peu adaptable & des données plus complexes.
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Signal composé de deux sinusoides (& gauche) et module du spectre de Fourier associé (a
droite). Les ¢ représentent les positions des vraies raies spectrales.
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g = 0.1: la procédure est stabilisée par une valeur plus faible du clean factor.

Estimation produite par CLEAN: & gauche, les composantes extraites (o) et & droite, leur
convolution a posteriori par le clean beam. Les pointillés représentent le spectre résiduel et
les ¢ les raies théoriques.

F1G. 2.4 — Résultats de l’algorithme CLEAN sur le signal « pathologique » de la figure 1.12, pour
deux valeurs différentes du clean factor. L’algorithme est arrété lorsque le mazimum du spectre
résiduel est inférieur a p = 5% de Uamplitude maximale du spectre de Fourier des données.
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2.3 Problémes a une période: techniques spécifiques

Nous mentionnons ici l’existence de méthodes spécifiquement adaptées au probléme de I'es-
timation d’une périodicité & partir de séries temporelles irréguliérement échantillonnées. Cette
situation est notamment rencontrée lors de ’étude de systémes d’étoiles doubles, pour laquelle les
données recueillies, souvent peu nombreuses, couvrent une période temporelle trés large. De par
le faible nombre de mesures disponibles (parfois de l'ordre de la dizaine de points), I'utilisation
du spectre de Fourier ou des différents périodogrammes semble compromise, d’autant plus que
les variations périodiques & 1’étude ne sont que rarement sinusoidales, comme nous ’avons vu
au § 1.1.2.

L’idée & la base de ce type de méthodes est de pallier la pauvreté de la couverture temporelle
en ramenant les données dans un intervalle de temps ou elles seront plus lisibles. Puisque 1’on
recherche des mouvements périodiques, le principe consiste alors & essayer plusieurs valeurs de
test pour une période candidate et & analyser le diagramme de phase correspondant, qui est une
représentation des données ramenées dans un intervalle de temps correspondant & cette période:
en considérant les données (t,,,yn)n=1.. N €t la période test 7', le diagramme de phase correspon-
dant est la représentation des points (t,,y), ou t;, = t,, mod T'. Ainsi, lorsque T correspond a la
vraie période, les points du diagramme de phase correspondant sont répartis selon le motif pério-
disé, présentant une courbe de variations « douces ». Un exemple est présenté sur la figure 2.5,
appliqué aux variations de vitesse radiale du systéme multiple HD 7119 [Carquillat et al., 2002]:
le signal représenté correspond au premier corps du systéme et comprend 60 mesures s’étalant sur
une période de 2000 jours. La période principale du systéme® a été identifice a T = 6.761 jours.

40 T T T T T 40 T T T T T T 40

20 . o . ) 20 ‘._._ 1 20

0 0 0

(pﬂ q)n
—-20 -20r%, -20
-40 ; -40 . ': -40
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x 10° M m,
Temps (jour Julien) Temps (jour) Temps (jour)
Courbe de vitesse radiale Diagramme de phase Diagramme de phase
de HD 7119 T =T T="Ty+2107

FiG. 2.5 — Ezemples de diagrammes de phase de la courbe de vitesse radiale de HD 7119, pour
deuz périodes test : une faible variation de la période test par rapport a sa valeur estimée provoque
un diagramme de phase beaucoup moins régulier.

Différentes méthodes ont ainsi été proposées, cherchant & maximiser, en le paramétre 7', un
critére de douceur sur le diagramme de phase correspondant, noté par la suite (1m4,,0n)n=1..N
ou my, représentent les instants ¢/, introduits ci-dessus et réordonnées dans l'ordre croissant,

6. Carquillat et al. [2002] établissent qu’il s’agit en réalité d’un systéme triple et la courbe de la figure 2.5
présente donc deux périodicités, la seconde de période bien plus longue (1700 jours) et d’amplitude bien plus
faible.
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et ¢, les phases correspondantes, i.ce., ¢, est I’amplitude de la mesure prise a 'instant représenté
par my,. Les méthodes de type Phase Dispersion Minimization [Lafler et Kinman, 1965] visent a
minimiser les différences entre des observations de phases adjacentes, soit & minimiser un critére
du type:
®PDM = Z (¢n - ¢n+1)2
n

dépendant implicitement de la période de test T. La méthode String-Length proposée par
Dworetsky [1983] minimise la longueur de la courbe formée par les points du diagramme de
phase:

Og, = Z \/(mn - mn+1)2 + (¢n - ¢n+1)2

en ayant préalablement effectué un changement d’échelle afin d’avoir les mémes amplitudes de
variation en abscisse et en ordonnée.

Etant spécifiquement développées pour des données pauvres et périodiques, ces méthodes
peuvent s’avérer plus efficaces que les différents périodogrammes étudiés précédemment, a fortiori
lorsque le motif périodique est fortement non-sinusoidal. Néanmoins, la difficulté de dériver des
propriétés théoriques satisfaisantes en restreignent quelque peu la portée.

2.4 Meéthodologie adoptée : un probléme inverse mal posé

Nous avons vu dans ce chapitre que l'identification directe d’'un modéle paramétrique multi-
sinusoidal est un probléme délicat : la vraisemblance correspondante est multimodale et I’interac-
tion des différentes composantes spectrales peut déboucher sur la détection de fausses fréquences
et ce phénoméne est aggravé par la présence de trous périodiques dans l’échantillonnage des
données. De plus, la modélisation multi-sinusoidale peut s’avérer trop contraignante lors de la
présence dans les séries temporelles d’un continuum & basses fréquences.

Afin de s’affranchir de ces difficultés, les différentes méthodes développées au cours de cette
thése considérent ’estimation d’un nombre fini, arbitrairement grand, de composantes spectrales
discrétisées sur une grille fréquentielle, et parmi lesquelles seules quelques unes prendront des
valeurs non nulles. Nous considérons ainsi un modéle composé d’'un nombre P de sinusoides de
fréquences fizées entre 0 et une fréquence maximale fiax, sur la grille G = {% fmax }k=0...p- Pour
des données irréguliérement échantillonnées, nous avons vu au § 1.3.1 que la fréquence maximale
correspondant & une plage fréquentielle exempte d’alias était poussée & des valeurs bien plus
grandes que dans le cas de I’échantillonnage régulier: de ce fait, le paramétre fmax sera choisi
en fonction du contenu spectral a priori recherché dans les observations et non au sens d’une
limite imposée par le théoréme de Shannon. Le probléme devient alors celui de I'estimation des
amplitudes spectrales correspondantes, que 1’on peut écrire sous la forme:

P
Yn = Z ay, cos (27 fytn) + by sin (27 frtn) + €, n=1...N avec fj 2 %fmax
k=0
ol, comme précédemment, y, représente la mesure effectuée a I'instant ¢, et le terme €, rend
compte des perturbations dues au bruit de mesure ou encore & une erreur de modélisation. En
notant s, = [ag,bx] et en formant le vecteur a (2P 4 2) inconnues réelles s = [so,...,sp|’, on
peut encore écrire sous forme matricielle :

y=Hs+e (2.13)
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ol ¥y = [y1,...,yn]|" regroupe les données, € = [e1,...,en]" les perturbations et la matrice H de
taille N x (2P + 2) est constituée des éléments H,, o, = cos(27 fty,) et Hy, o541 = sin(27 fity)
pour k=0...Petn=1...N.

A la différence du modeéle multi-sinusoidal (2.1) ou les inconnues sont le nombre K de si-
nusoides, les K fréquences et les 2K amplitudes correspondantes, cette modélisation considére
des fréquences fixées et un ordre P connu. Le probléme est alors celui de I’estimation des seules
amplitudes spectrales {ay, by }x—o...p & partir des données {y, }n—1.. n : le modeéle est maintenant
linéaire, mais le nombre de parameétres a estimer est beaucoup plus grand: 2P + 2 > 3K + 1.
L’intérét de la formulation du probléme inverse (2.13) réside essentiellement dans la simplicité
du modele, puisque la relation linéaire entre les inconnues s et les données y ouvre le probléme
au champ d’application de nombreuses méthodes d’estimation. Par ailleurs, cette modélisation,
moins stricte que celle fournie par une approche paramétrique, permet d’envisager un compor-
tement plus robuste des estimateurs spectraux, par exemple face & des perturbations a basses
fréquences comme celles présentées au § 1.2.2. Le prix a payer est évidemment en conséquence,
et le gain en simplicité se fait en contrepartie de I’apparition d’indéterminations: ’objectif d’une
analyse & haute résolution impose 1'utilisation d’une grille fréquentielle G la plus fine possible,
c’est-a-dire un nombre de parameétres (ay,by) arbitrairement grand. De fait, le nombre de com-
posantes spectrales a estimer sera supérieur au nombre de données: 2P + 2 > N. Le probléme
eract y = Hs admet alors une infinité de solutions: le probléme est dit sous-déterminé. Il s’agit
alors de régulariser ce probléme, c’est-a-dire de contraindre la solution s & vérifier certaines
propriétés supplémentaires permettant de la définir de maniére unique. Dans le cadre qui est le
notre, nous recherchons exclusivement des spectres de raies : le vecteur d’amplitudes spectrales s
doit donc revétir un caractére parcimonieur ou lacunaire, c’est-a-dire étre nul en dehors d’un
nombre restreint de positions fréquentielles. La régularisation consiste alors ici en la prise en
compte de cette propriété structurelle a priori, et peut étre envisagée de différentes fagons: c’est
I'objet des deux chapitres suivants.

Notons encore que la formulation du probléme d’analyse spectrale sous la forme du probléme
inverse (2.13) peut étre adaptée au probléme de la recherche d’'un mouvement périodique non
sinusoidal. En effet, un signal périodique de fréquence fy peut étre décomposé en série de Fourier,
comme une somme (en théorie infinie) de sinusoides de fréquences multiples de fy. L’écriture
d’un modele de type (2.13), pour lequel les fréquences discrétisées le sont cette fois sur une
grille G = {k.fo}r=o..p, vise alors & la reconstruction du développement en série de Fourier
du signal en question, tronqué aux P premiéres harmoniques. Le probléme est alors celui de
I'estimation des amplitudes associées et, bien entendu, de la fréquence fondamentale fj: ce n’est
donc plus un probléme linéaire. Néanmoins, la non-linéarité du modéle étant réduite & un seul
parameétre, il est tout & fait envisageable de procéder & une telles estimation. Ce probléme a
d’ailleurs déja été abordé dans ce cadre pour des applications musicales (voir par exemple [Godsill
et Davy, 2002]).

Nous signalons pour terminer ce chapitre que cette approche du probléme d’analyse spectrale
est plus souvent rencontrée sous la forme de la restauration des amplitudes complexes x; associées
aux fréquences f:

P
Yn = Z xpexp (527 fxtn) + €n, n=1...N
k=P
&Sy = Wx+e (2.14)

t

ou W = {ej2”fkt”}k:_p,,,pm:lmN et * = [x_p, ...,xp|" contient les amplitudes spectrales a
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estimer. Lorsque les données y sont & valeurs réelles, le vecteur d’amplitudes spectrales @ est bien
entendu & symétrie hermitienne: x_; = z7, les perturbations € sont également & valeurs réelles
et les formulations (2.13) & 2P + 2 inconnues réelles et (2.14) & P + 1 inconnues complexes — en
imposant la contrainte d’hermiticité — sont équivalentes avec s; = [ag,bx| = 2 [R(zk), — I(xg)].
Dans le cas d’un échantillonnage régulier sur N points (¢, = nT.) et si la fréquence fmax est choisie
a la limite imposée par le théoréme de Shannon (fmax = 1/27%), Vopérateur W correspondant
4 la reconstruction du méme nombre N de composantes fréquentielles est carré et s’identifie &
Popérateur de transformée de Fourier discréte inverse: W = {exp jQW%}km. La structure de
l'opérateur W dans le cas de I’échantillonnage irrégulier sera étudiée en détail au chapitre 3.
Par la suite, nous utiliserons alternativement les deux formulations réelle et complexe. Plus
précisément, le chapitre 3 consacré & la pénalisation fera usage de I’écriture des sinusoides sous
la forme d’exponentielles complexes car nous verrons que les fonctions de pénalisation portent sur
le module des amplitudes spectrales |z;| = 34/a? 4+ b?. La modélisation probabiliste Bernoulli-
Gaussienne mise en place au chapitre 4 se révélera quant a elle plus appropriée & l'utilisation
de variables réelles bidimensionnelles s; = [ay, bg] afin de pouvoir expliciter des distributions de
probabilité de paramétres réels.

Utilisation d’un signal test

Afin d’illustrer les différentes méthodes mises en ceuvre dans la suite de ce manuscrit, nous
les appliquerons a chaque fois au méme signal synthétique que nous présentons ici. Il s’agit de
de cing sinusoides de fréquences v, ..., s allant de 0.1 4 0.16 j~*;

5
y(tn) = Z o cos(2mvty,) + B sin(2mv ty,) + €p,
j=1

noyées dans un bruit blanc gaussien € ~ N'(0,02) avec un rapport signal sur bruit de 10 dB, celui-
ci étant défini par: RSByg = 10log;, %, avec P, = % Z?Zl a? + 5?_ Afin d’analyser la robustesse
des procédures d’estimation face aux erreurs de modélisation, les fréquences sont choisies, sauf
précision contraire, en dehors de la grille de reconstruction G = % fmax, o1l fmax sera par la suite
fixé 2 0.25 j~!. L’échantillonnage couvre une durée de 15 jours et est a la fois irrégulier et troué,
ol les trous sont de période journaliére et occultent environ la moitié de la période d’observation.
Le nombre d’échantillons disponibles est de N = 250. Ce signal est représenté sur la figure 2.6 &
gauche. En raison d’un fort pic secondaire dans la fenétre spectrale (figure centrale), le spectre
de Fourier des données présente de nombreux faux pics (figure de droite).

Notons que des résultats d’une qualité satisfaisante peuvent étre obtenus sur ce probléme par
un algorithme de déconvolution de type CLEAN correctement supervisé. L’application & ce signal
d’un algorithme CLEAN a d’ailleurs été présentée au § 2.2: on pourra revoir la figure de la page 41.
L’utilisation d’un tel signal servira donc plutdt, au cours des chapitres suivants, a illustrer les
caractéristiques générales des estimateurs qui seront introduits ainsi que le comportement des
différents algorithmes proposés.
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Fi1G. 2.6 — De gauche a droite, signal composé de cing sinusoides a échantillonnage irrégulier et
troué, fenétre spectrale correspondante |We(f)| et spectre de Fourier des données |Y (f)|. Les
représentent les raies spectrales théoriques.
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Chapitre 3

Approche par pénalisation

Nous nous placons dans le cadre mis en place a la fin du chapitre précédent : la reconstruc-
tion d’un spectre de raies a partir de données irréguliérement échantillonnées {t,,yn}n=1..n est
abordée sous la forme de I’estimation d’un vecteur d’amplitudes spectrales correspondant aux
fréquences discrétisées sur la grille G = { fx }k=0..p = {%fmax}kzo.., p. Nous considérons donc un
modele linéaire, qui s’écrit sous la forme matricielle:

y=Wzx+e (3.1)

ok
o W = {e/2mpfmaxtn)y b1 N,y = [1,...,yn] regroupe les données, ¢ = [v_p,...,zp|"
contient les amplitudes spectrales & estimer et € = [e1, ... ,6,]" les perturbations. Bien entendu,

les données y étant a valeurs réelles, le spectre & reconstruire & posséde la propriété de symétrie
hermitienne : x_; = x}. Pour simplifier les notations cependant, nous nous plagons pour 'instant
sous la formulation générale ci-dessus & 2P + 1 inconnues complexes, les données y et les per-
turbations € étant & valeurs a priori complexes. La prise en compte de la symétrie hermitienne
de x sera étudiée & la fin de ce chapitre.

Dans la perspective d’une analyse a haute résolution, nous considérons ici le cas sous-
déterminé (2P+1 > N), pour lequel le probléme exact y = Wa admet une infinité de spectres «
modélisant parfaitement les données. Une approche simple et immeédiate consiste dans ce cas a
considérer la solution du probléme exact de norme minimale, dite encore inverse généralisée ou
inverse & droite, définie de maniére unique comme:

~ A . .
ZTic = argmin x|/, sous la contrainte y = Wz
X
= WI(WWT) 1y,
Nous verrons que l'inversion généralisée débouche sur un estimateur proche du spectre de Fourier

des données et donc, conformément & 1’étude menée au premier chapitre, ne fournit pas une
solution acceptable en termes de spectres de raies.

Une maniére plus fine d'imposer l'unicité de la solution a trait au domaine de la régularisa-
tion, au sens décrit par Tikhonov et Arsenin [1977], qui a connu un succés massif au cours des
années 1990 [Demoment, 1989, Idier, 2001a] : I’approche dite pénalisée de la régularisation définit
lestimateur  comme le minimiseur d’un critére composite :

~ . 1
& =argminJ(z), J(x)=; |y - Wz|? + AR(x) (3.2)
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otl la notation ||u|| correspond & la norme ¢? du vecteur u. On ne recherche donc plus une
solution correspondant parfaitement aux données, mais un compromis relativement fidéle aux
données d’une part (le terme ||y — WZ||* doit étre de faible valeur), mais aussi tel que le terme
de pénalisation R(Z) soit faible. L’unicité d’un tel estimateur est alors garantie sous certaines
conditions de régularité imposées & la fonction R : C?P+1 — R, ; ce sera le cas en particulier de
toutes les fonctions strictement convexes, qui assurent l'unicité du minimiseur du critére (3.2)
ainsi que sa continuité par rapport aux données [Bouman et Sauer, 1993| et conférent de ce fait
au probléme régularisé un caractére bien posé [Tikhonov et Arsenin, 1977].

Il s’agit donc de définir une fonction de pénalisation R traduisant des propriétés a priori
attendues sur le spectre . Dans notre cas, la pénalisation doit refléter le fait que ’on recherche
un nombre faible de sinusoides sur la grille G, c’est-a-dire encourager la présence de zéros dans le
vecteur d’amplitudes spectrales: R(x) doit prendre des valeurs plus faibles pour des solutions x
parcimonieuses. Le choix du paramétre A permet alors de régler le compromis entre la fidélité
aux données et la confiance en l'information a priori exprimée par la pénalisation. Le cas A =0
considére ainsi une fidélité parfaite aux données; a 'inverse, le cas A — 400 ne prend en compte
que 'information a priori apportée par la pénalisation sans tenir compte des données: la solution
régularisée est alors identiquement nulle. Dans le cadre bayésien et pour des perturbations € cen-
trées, indépendantes et identiquement distribuées selon une loi gaussienne circulaire ! N (0,202),
le terme de moindres carrés ﬁ ly — W:BH2 correspond, & un facteur additif prés, & ’anti log-
vraisemblance du modéle (3.1) ‘et @ est 'estimateur du maximum a posteriori correspondant a
une loi a priori de la forme p(x) x exp —U%QR(:B) [Idier, 2001a).

Si la formulation (3.2) pour ’analyse spectrale apparait chez Cabrera et Parks [1991], son
application & l'estimation de spectres de raies remonte aux travaux de Sacchi et al. [1998],
qui ont été étendus par Ciuciu et al. [2001] pour la prise en compte de formes spectrales plus
complétes. Ces deux contributions proposent des fonctions de pénalisation adaptées & la recherche
de spectres de raies ainsi que des algorithmes d’optimisation spécifiques, dont ’efficacité repose
essentiellement sur le caractére régulier de I’échantillonnage des données?. Lors de son stage de
DEA au Laboratoire d’Astrophysique de ’Observatoire Midi-Pyrénées, L. Jahan [2001] a montré
leur possible adaptation au cas de I’échantillonnage régulier & données manquantes. L’objectif
principal de ce chapitre est la proposition d’algorithmes performants pour le calcul de la solution
régularisée, exploitant dans la mesure du possible les propriétés des opérateurs mis en jeu dans le
cas général de ’échantillonnage irrégulier, ainsi que les spécificités des fonctions de pénalisation
employées.

Nous étudions tout d’abord au § 3.1 les propriétés structurelles des opérateurs mis en jeu
~T’'opérateur du probléme W ainsi que les matrices WW et WIW , dont I'importance apparaitra
par la suite — en fonction de la forme de I’échantillonnage. Dans le cas de mesures réguliérement
espacées, ces propriétés sont a la base de I'interprétation de la pénalisation quadratique en termes
de fenétrage des données [Giovannelli et Idier, 2001]. Nous montrons au § 3.2 I'inadéquation d’une
telle pénalisation pour la recherche de raies spectrales quel que soit le schéma d’échantillonnage
et étudions deux types de pénalisation mieux adaptés a notre probléme, chacun d’eux débou-
chant sur des propriétés différentes au niveau des algorithmes d’optimisation correspondants.
Dans un premier temps, nous considérons une pénalisation de type ¢2¢' comme la branche hy-

1. Pour des perturbations ¢, & valeurs a priori complexes, la loi gaussienne circulaire N (0,202) sur ¢,
correspond & des lois gaussiennes A (0,02) sur les parties réelle et imaginaire de ¢, supposées indépendantes :
_ 1 1 2
p(En) ~ 2702 eXp7202 |6n| :
c ¢

2. Les premiers auteurs envisagent 1’extension au cas de ’échantillonnage irrégulier : nous y reviendrons au § 3.4.
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perbolique, proposée avec succeés par Ciuciu et al. [2001] pour 'estimation de spectres de raies
& partir de données réguliérement échantillonnées. Nous proposons ensuite I’emploi de la péna-
lisation par la norme ¢', qui présente de solides propriétés théoriques en termes de parcimonie
apportée sur la solution [Fuchs, 2004] mais n’a a notre connaissance jamais été associée a la
formulation (3.1) du probléme d’analyse spectrale. Des simulations montrent alors la nature trés
proche des estimateurs obtenus par ces deux pénalisations.

Le § 3.3 est consacré au choix des hyperparamétres intervenant dans l’écriture du critére
pénalisé (3.2). Alors que le réglage d’un parameétre supplémentaire dans le cas de la pénalisation
hyperbolique ne pose pas de probléme particulier, la sélection d’une valeur satisfaisante du pa-
rametre de régularisation A est un point plus sensible dans le but d’obtenir une estimation non
supervisée. Si ce parameétre peut étre interprété en termes de rapport signal sur bruit lorsque
les observations peuvent étre accompagnées d’une estimation de ce dernier, nous décrivons 1uti-
lisation d’une méthode empirique basée sur la « courbe en L » [Hansen, 1992| qui permet de
fixer approximativement une valeur adéquate de \; nous montrons cependant sur des simula-
tions la sensibilité de I'estimation au réglage de A pour les pénalisations étudiées, qui ne peut
par conséquent pas s’affranchir totalement du controle de I'utilisateur.

Plusieurs algorithmes d’optimisation sont proposés au § 3.4 dans le cas de la pénalisation
hyperbolique, pour laquelle le critére a minimiser est strictement convexe. Nous montrons en
particulier que les spécificités des opérateurs établies au § 3.1 peuvent étre prises en compte
par des algorithmes de type gradient, de maniére différente en fonction de 1’échantillonnage.
La pénalisation ¢! produit quant & elle un critére non continfiment différentiable, pour lequel
une stratégie de type gradient n’est plus envisageable. La norme ¢! présente cependant d’autres
caractéristiques intéressantes sur le plan algorithmique, que nous décrivons et exploitons au § 3.5,
qui constitue notre principale contribution méthodologique pour cette approche. Nous utilisons
notamment une version a parameétres complexes de ’algorithme IRLS (Iterative Reweighted Least
Squares) proposée pour des variables réelles par Fuchs [2005] dans le cas de la pénalisation ¢! et
dont la mise en ceuvre peut étre réalisée a moindre cofit. La convergence de cet algorithme n’a
pas encore été démontrée 4 ce jour; aussi, nous établissons un test complémentaire permettant de
vérifier a posteriori 'optimalité de la solution obtenue. Nous proposons également un algorithme
de type Gauss-Seidel effectuant des minimisations successives variable par variable, pour lequel
chaque étape de minimisation est explicite et immédiate pour une pénalisation ¢!, permettant
ici encore d’obtenir un colt calculatoire réduit.

Alors que 'ensemble des travaux précités considérent la formulation du modéle (3.1) 4 2P+ 1
variables complexes, les observations y sont a valeurs réelles et le spectre  est par conséquent
& symétrie hermitienne. Nous montrons au § 3.6 que la possibilité de prise en compte de cette
symétrie, permettant de réduire de moitié le nombre d’inconnues et donc de diminuer le cofit
calculatoire de l'optimisation, dépend de la procédure utilisée, et sera notamment facilement
exploitable par les algorithmes de type gradient étudiés au § 3.4.

Tout au long de ce chapitre, nous illustrons nos propos par des applications au signal multi-
sinusoidal introduit & la fin du chapitre précédent en figure 2.6. Ce signal est également utilisé
pour établir la comparaison des performances des différents algorithmes proposés, que nous pré-
sentons finalement au § 3.7.
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3.1 Analyse de opérateur W

Nous étudions en premier lieu la structure de la matrice W en fonction de la forme de
I’échantillonnage. Nous avons détaillé au § 1.2.1 deux sortes d’irrégularités des instants de mesure :

— les « trous » dans les données, dus essentiellement aux effets de la rotation de la terre
(alternance jour/nuit) et de sa révolution autour du soleil (alternance des saisons),

— l’échantillonnage irrégulier, ou la durée séparant deux observations successives est totale-
ment arbitraire.

Nous traiterons de maniére séparée le cas particulier d'un échantillonnage régulier troué, qui
confére aux matrices mises en jeu des propriétés structurelles similaires au cas de ’échantillonnage
régulier « complet », 'absence de données ayant un effet équivalent de celui de la mise & zéro
des valeurs manquantes. Nous nous intéressons également a 'influence du type d’échantillonnage
(régulier complet et & données manquantes, échantillonnage irrégulier) sur les propriétés des
matrices WWT et WIW, qui nous seront utiles par la suite. En effet, I'inversion généralisée, qui
sera étudiée au § 3.1.4, fait intervenir I'opérateur WWT. La structure de WIW, quant a elle,
permettra d’étudier la régularisation quadratique au § 3.2.1 et sera déterminante lors de la mise
en ceuvre algorithmique de la procédure d’optimisation du critére (3.2).

3.1.1 Echantillonnage régulier

Dans le cas de données échantillonnées réguliérement a la période 7T et si la fréquence fimax est
choisie a la limite de Nyquist 1/27,, on a W = {ejﬂ%n}n:L..N, k—_p.. p- Les premiére et derniére
ligne de W étant ici identiques (elles correspondent & la contribution de la fréquence fipax =
1/2T,), on ne considére que ses 2P derniéres lignes: G = {% fmax tk=—p+1..p- Les propriétés
suivantes ont déja été établies par Giovannelli et Idier [2001]; nous les rappelons ici afin de
voir dans quelle mesure elles pourront étre généralisées au cas de I’échantillonnage irrégulier. Le
modele (3.1) s’écrit:

P
y(tn) = Z a:kej”%n + €
k=—P+1

et, dans le cas « classique » 2P = N, W est la matrice (carrée) de Fourier:

A kn
= {"F Yt 2P ke Pi1...P-

W =Fqp

On a alors FopFop! = Fop Fop = 2PI,p et linversion directe du probléme ci-dessus correspond
a la Transformée de Fourier Discréte (TFD) des données y. Dans le cas dit a haute résolution
ou 2P > N, on peut écrire W = {ejﬂ'%}k:_P_i_lmP’n:lmN sous la forme W = Zyop =
In2pFap, ou Iyop est la matrice identité tronquée de taille NV x 2P. Il est alors facile de voir
que:

o ZnopZyop! =2P1y,

° ZN72pTZN72p = Fyop' D, Fyp est circulante,

o Dy est la matrice diagonale 2P x 2P constituée de N fois 'unité et 2P — N fois zéro.
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3.1.2 Echantillonnage régulier 4 données manquantes

Pour un échantillonnage régulier comportant des trous, les instants d’échantillonnage peuvent
se mettre sous la forme t,, = i,,T%, i,, € N. En supposant & nouveau le parameétre fiax a la limite
imposée par le théoréme de Shannon fmax = 1/27¢, 'opérateur s’écrit de maniére similaire au
cas précédent sous la forme:

. __kin

A kin
W =Mpnop = {&"P }hoi N k=P1..P
= Ln2prFop,
ol Ly op correspond & la matrice identité Iop dont seules les NV lignes d’indices ,, sont conser-
vées. Dans ce cas, on montre de maniére similaire au cas non troué que:

e MpyopMpopl =2P1y,
. MNQPTMN’gp = Fyp' Dy Fop est circulante,

ou D, désigne ici la matrice diagonale de taille 2P x 2P constituée de 1 aux indices i, et de 0
ailleurs.

3.1.3 Echantillonnage irrégulier

Dans le cas plus général d’un échantillonnage totalement irrégulier, il est tout d’abord im-
possible de définir une fréquence maximale en fonction d’une limite de Nyquist : la plage fré-
quentielle exempte du phénomeéne de recouvrement spectral est dans ce cas bien plus large et
le choix de fmax doit étre fait en fonction de connaissances physiques a priori sur ’objet étu-
dié. Le § 1.3.1 a été consacré a ’étude de ce point. Par ailleurs 'opérateur W, noté dans ce

ok
cas W =Upyopq1 = {eﬂﬂﬁf‘“axt”}nzl,.,]\ﬂ k——p..p De peut plus étre écrit au moyen de matrices
de Fourier et 'on s’attend a ce qu\e les matrices UN,2p+1U§V72P+1 et Ujv,2p+1UN,2P+1 perdent
les propriétés des cas précédents. A cet effet, on montre que:
Sin (7 (tm — tn) (2P + 1) Lmax)

Uy 2ps UL n=1..N =
{ ) + N72P+1}mn sin (ﬂ_(tm . tn)fm—j:?x)

et {U}r\/’QerlUN,QPJrl}k,é:—P...P = Z exp ( — 2jm(k — O)t, fr}ljx)~

2 T 9 . N 9 Lz 'I'
Par conséquent, UN,2P+1UN72P 41 D'est pas proportionnel & l’identité et UN,2P +1UN2p+1 est
encore une matrice de Toeplitz mais n’est plus circulante* Plus précisément, il vient des deux
relations ci-dessus que ces matrices sont respectivement proportionnelle & I’identité et circulante

si et seulement si les instants de mesure sont du type ¢, = i,1¢ et finax = %%, c’est-a-dire
e
exactement si ’échantillonnage est régulier et éventuellement & données manquantes®.

3. Nous considérons ici le cas ot iy < 2P. Le cas d’un échantillonnage pour lequel iy > 2P, ayant lieu par
exemple lorsque ’échantillonnage présente de gros trous, donne lieu aux mémes conclusions. Il suffit pour cela de
considérer les représentants modulo 2P des indices i, dans l'intervalle [O,2P — 1].

4. Toute matrice de Toeplitz étant asymptotiquement circulante lorsque sa dimension tend vers l'infini [Gray,
1977], une approzimation de Uj\,,Q p+1UN,2p+1 par une matrice circulante pourrait étre envisagée ; nous n’avons
néanmoins pas poursuivi dans cette voie.

5. Remarquons que dans ce cas, on n’a pas exactement fmax a la fréquence de Nyquist 1/27. alors que nous ve-
nons de montrer que cette valeur de fmax = fnyquist conditionnait les propriétés étudiées des deux matrices wiw
et WWT. Cette légére différence s’explique par le fait que les opérateurs différent légérement dans les deux cas.
En échantillonnage irrégulier, les deux lignes k¥ = —P et k = P sont différentes (et donc conservées) alors que
dans le cas précédent, ces deux lignes étant identiques, on ne garde que la contribution en k = P.
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3.1.4 Conséquences sur ’inversion généralisée

La structure de 'opérateur WW T joue un réle essentiel dans I’écriture de la solution inverse
généralisée du probléme (3.1):
~ A _
Tie = WIWWT) 7y,

Dans le cas de I’échantillonnage régulier, Giovannelli et Idier [2001] ont montré que l'inversion
généralisée fournit un estimateur proportionnel & la TFD des données, éventuellement complétée
par bourrage de zéros dans le cas de la haute résolution (2P > N). Il est facile de voir que
cette propriété s’étend au cas d'un échantillonnage & données manquantes: puisque dans ce
cas MN72PM1].V op x Iy, linverse a droite &, est proportionnel a M}r\, 9pY, qui correspond a la
TFD des données y complétées par des zéros aux points ou les données sont manquantes, et par
bourrage de zéros pour atteindre les 2P points:

Mj\, opY =Fopy, ou yliy] =yn] pour n=1...N et y[n] =0 ailleurs.

La TFD de y peut étre vue comme un échantillonnage en fréquence, sur la grille G, du spectre
recherché convolué par la réponse en fréquence de la fenétre d’observation, dite encore fenétre
spectrale. Comme nous l'avons vu au cours du premier chapitre, du fait des irrégularités dans
I’échantillonnage, la fenétre spectrale n’a plus ’allure d’un simple sinus cardinal et peut posséder
de forts lobes secondaires indésirables, d’autant plus marqués si les trous dans 1’échantillonnage
sont périodiques. L’inversion généralisée ne fournit donc pas une solution intéressante. Le cas de
I’échantillonnage totalement irrégulier, qui enléve aux matrices mises en jeu les propriétés des cas
précédents, ne permet pas de généraliser I'interprétation de Z;g en termes de TFD. Néanmoins,
il semble illusoire d’en attendre un comportement satisfaisant pour ’estimation de spectres de
raies ; I’exemple de la figure 3.1, présenté au prochain paragraphe, confirmera cette intuition.

3.2 Différents types de pénalisation

3.2.1 Régularisation quadratique

Dans la littérature consacrée a la régularisation de type Tikhonov, la pénalisation quadratique
occupe une place primordiale. Historiquement, d’'une part, les travaux fondateurs de Tikhonov
et Arsenin [1977] — bien qu’ils envisagent la régularisation dans un cadre théorique pour des
objets continus — considérent exclusivement des pénalisations de type quadratique opérant sur
la fonction & restaurer ou sur ses dérivées. D’autre part, le cas quadratique est également inté-
ressant sur le plan de la simplicité de la solution qui en résulte. Lorsque le probléme initial est
linéaire en les paramétres, une fonction quadratique présente notamment ’avantage de fournir
une solution explicite, dont le calcul se raméne a la résolution d’un systéme linéaire, et qui est
elle-méme en relation linéaire vis-a-vis des données. Sous le formalisme bayésien, le minimiseur
du critére (3.2) associé & une pénalisation quadratique de la forme Ry(x) = «'Tla s’interpréte
comme l'estimateur du maximum a posteriori (MAP) correspondant a:

— des perturbations € i.i.d. selon une loi gaussienne circulaire N (0,202), permettant d’écrire
la vraisemblance du modéle (3.1) sous la forme:

y—We||?
Ll We

L(y;z,00) = me e,
€
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2
. . . . N O¢ —
— une loi a priori gaussienne sur les amplitudes spectrales:  ~ N(0,%X,;) ou X, = ﬁﬂ L Le
cas particulier de la pénalisation Ry(z) = ||z||? revient alors a considérer les amplitudes z;,
2
. . . . . ) o
i.i.d. selon une loi gaussienne circulaire centrée N (0,02) avec o2 = X

_lzl?
202

T

Pour I’analyse spectrale & haute résolution de signaux réguliérement échantillonnés, Giovannelli
et Idier [2001] ont étudié la régularisation quadratique et démontré les propriétés suivantes, en
utilisant les notations du § 3.1 (en particulier, nous écrivons W = Zy 2p) :

P.1 La solution régularisée pour la fonction quadratique Ry(z) = ||z||* s’écrit :

1
Znop'y
9P 4+ A N2PY

555 = (ZN,2PTZN,2P + )\IQP)_IZN,ZPT'!J =

ot y[n] = y[n] pour n = 1...N et y[n] = 0 pour n = N + 1...2P. Cette solution est
proportionnelle & la TFD des données complétées par bourrage de zéros, le parameétre de
régularisation ne contrélant que le coefficient de proportionnalité.

P.2 La généralisation au cas d'une fonction de pénalisation quadratique du type
Rp(x) = x'Tlx est également étudiée, ou II est une matrice circulante. Cette hypothése
additionnelle permet de diagonaliser II dans I’espace de Fourier: II = Fq pI D Fap, ot Dy
est une matrice diagonale d’éléments notés drr[k|. La solution régularisée se met alors sous
la forme:

z5 = (Znap Znop + NI) M Znoply = Foply

B 2P

- 2P + )\dH [n]

fenétrées et complétées par bourrage de zéros, la structure de la matrice D contrélant la

forme du fenétrage.

ou g[n] ¥[n] pour n =1...2P. &y correspond donc a la TFD des données

Le cas d’un échantillonnage régulier & données manquantes permet d’étendre sans difficulté ces
deux propriétés, qui reposent sur la structure circulante de la matrice WTW. Ainsi, la solution @%
est également proportionnelle a la TFD des données complétées par des zéros:

1 1

= M LY
T2=op N2y

qui, une fois de plus, n’est pas une solution satisfaisante. De ce fait, la régularisation quadratique
par une fonction Ry(x) = ||x||* n’est pas intéressante dans le cas de données manquantes. Pour
une pénalisation de type Rp(x) = x'Ilx, la propriété P.2 est interprétée dans Giovannelli et
Idier [2001] en termes de fenétrage des données, qui permet de contrdler I'influence de la fenétre
d’observation sur la TFD. Néanmoins, la forme plus complexe de celle-ci dans le cas de données
manquantes rend ’utilisation du fenétrage des données plus que délicate.

Les propriétés précédentes ne peuvent pas étre généralisées au cas de 1’échantillonnage irré-
gulier : nous avons vu au § 3.1.3 que, la matrice W = Uy 2p1 ne pouvant plus s’écrire & partir
d’une matrice de Fourier, les opérateurs U;V,Q P +1UN,2P+1 et UN,ngrlU}L\L2 Pl perdaient leurs

propriétés structurelles. Par conséquent, la solution E% n’est plus proportionnelle & U}f\m Pi1Ys
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qui représente le spectre de Fourier des données échantillonné sur la grille G. Malgré ’absence de
conclusion théorique, le résultat obtenu dans le cas de données manquantes rend toutefois dis-
suasive l'utilisation d’une telle régularisation pour notre probléme, quel que soit le type d’échan-
tillonnage.

Ezemple sur un signal simple

En application sur le signal test échantillonné irréguliérement introduit & la fin du chapitre
précédent (voir la figure 2.6 au § 2.4), la figure 3.1 & gauche présente la solution régularisée x5 pour
une valeur de A = 0.1. S’il n’est pas exactement proportionnel au spectre de Fourier des données,
I'estimateur @g présente globalement le méme comportement et est a ce titre inacceptable. La
figure de droite représente la solution inverse généralisée correspondant au méme signal. En
réalité, le calcul de Z,g n’est pas réalisable directement & cause du trop mauvais conditionnement
de 'opérateur UN,2P+1U}-V’2 py1; cette figure représente donc son approximation par :Eg pour
une valeur faible de A = 10™%, dont ’allure est également inadéquate pour l’estimation de raies
spectrales.
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F1G. 3.1 — Estimation pour une pénalisation quadratique Ro(x) = ||x||”. En trait plein, a gauche,

module \§£| pour A = 0.1 et, & droite, approzimation de |Z,;z|. Le module du spectre de Fourier
des données |UR, 2P+1 y| est tracé en pointillé et les raies théoriques sont représentées par ©.

3.2.2 Reégularisations non quadratiques

Le cas quadratique se révélant inapproprié pour ’estimation de spectres de raies, nous étu-
dions & présent le choix d’une pénalisation mieux adaptée & notre probléme. En 1’absence d’in-
formation a priori sur le contenu du spectre recherché — si ce n’est sa nature parcimonieuse —
nous nous plagons ici dans le cas de pénalisations indépendantes et identiques de toutes les com-
posantes spectrales: la probabilité d’avoir une raie est la méme en tout point de la grille G. Par
ailleurs, l'information a priori de parcimonie porte uniquement sur les modules des amplitudes
complexes xx. Dans le formalisme bayésien, cette double hypothése revient & considérer la loi a
priori sur le spectre x sous la forme produit: p(x) = Hfz_Pp(xk), ol p(zy) s’écrit comme une
fonction du seul module |z|. La fonction de pénalisation peut alors se décomposer sous la forme
séparable :

P
R(z)= > ¢lax), avec ¢(zr) = ¢(|zkl)

k=—P
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Nous avons vu précédemment que la pénalisation quadratique, c’est-a-dire une distribution a
priori gaussienne des amplitudes «, débouchait sur des solutions inacceptables car proches du
spectre de Fourier des données. 1l s’agit donc d’obtenir des distributions plus parcimonieuses des

amplitudes que le cas gaussien, et beaucoup de fonctions ¢ ont été proposées a ce titre. Nous
n’en étudions ici que trois, qui sont représentatives des différents types de choix possibles.

Régularisation par a prior: de Cauchy

Historiquement, la premiére formulation du probléme d’estimation de raies spectrales sous
la forme linéaire (3.1) est due a Sacchi et al. [1998], qui proposent une distribution a priori de
Cauchy sur les modules des amplitudes spectrales ||, supposés indépendants et identiquement

distribués selon : .

k|2
202

po(lzkl;on) o

De par sa longue queue, une telle distribution favorise particuliérement des solutions parci-
monieuses: en autorisant des valeurs d’amplitudes élevées, ’énergie du signal peut ainsi étre
concentrée en un faible nombre de raies spectrales. Cette distribution correspond, & un facteur
additif constant prés, a la fonction de pénalisation :

||
202

dc(xg) =In(1 + ).

Néanmoins, cette forte adéquation de la pénalisation & la structure recherchée s’obtient au prix de
la perte d’une propriété essentielle sur le plan algorithmique: la convexité. En effet, la fonction ¢
n’étant pas convexe, le critére pénalisé qui lui est associé:

Jo(z) 2
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p 202
est également non convexe et l'existence éventuelle de minima locaux rend l'optimisation dé-
licate. Pour notre probléme, en particulier, nous avons vu au § 1.3 que la présence de trous
périodiques dans 1’échantillonnage peut provoquer I'apparition de faux pics dans le spectre de
Fourier, qui peuvent étre interprétés comme des maxima locaux de la fonction de vraisemblance©.
En d’autres termes, les perturbations introduites par un échantillonnage non régulier favorisent
I'existence de minima locaux dans le critére Jg(x) et augmentent ainsi le risque de converger
vers un minimum local, comprenant éventuellement de faux pics. Notons également que, lors de
simulations, un réglage des hyperparamétres (\,02) permettant d’obtenir une solution satisfai-
sante s’est avéré assez délicat. Par la suite, nous considérons donc uniquement des fonctions de
pénalisation convexes.

Pénalisation hyperbolique

Il s’agit donc de rechercher une fonction de pénalisation ¢ de croissance plus lente que la
fonction quadratique, mais qui reste pourvue de la propriété de convexité. C’est par exemple le
cas des fonctions ¢ : ¢,(u) = |ulP avec 1 < p < 2 utilisées en reconstruction d’image [Bouman

6. En toute rigueur, il s’agit de la vraisemblance des données pour un modéle mono-sinusoidal, qui n’est pas le
modéle considéré ici; cette analogie nous rend toutefois peu enclins & 'utilisation d’un critére pouvant présenter
des extrema locaux.
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et Sauer, 1993| et en déconvolution & caractére impulsionnel |Yarlagadda et al., 1985], ou des
fonctions de type £2¢!, c’est-a-dire quadratiques & I’origine et linéaires & I'infini. Dans ce méme
cadre d’estimation de spectres de raies (pour des données réguliérement échantillonnées), Ciuciu
et al. [2001] utilisent ainsi la branche d’hyperbole:

¢hyp(xk) =V 52 + |xk|2

En termes de parcimonie, cette pénalisation correspond & un a priori moins fort que celui re-
présenté par la fonction précédente ¢, mais reste strictement convexe. Un comportement affine
4 l'infini est méme le cas limite de fonction convexe qui reste croissante. La stricte convexité
de ¢u,, assure alors l'existence d’un unique minimum global du critére pénalisé correspondant :

Al
Jogp(2) = 5 lly = Wal* + A /52 + [ay 2
k

qui est alors également strictement convexe. De plus, la fonction ¢,,, étant continiment diffé-
rentiable sur R", la minimisation de J,,, pourra étre envisagée par un algorithme d’optimisation
classique de type descente de gradient: nous reviendrons sur la mise en ceuvre algorithmique
au § 3.4. Notons enfin que pour une faible valeur de s, la fonction de pénalisation correspondante
peut étre vue comme une approximation, conservant la propriété essentielle de stricte convexiteé,
de la norme ¢! qui, comme nous le verrons au paragraphe suivant, présente des propriétés théo-
riques intéressantes en termes de parcimonie.

Pénalisation par la norme ¢!

Depuis les années 1990, beaucoup d’attention a été portée au lien entre l'information de
parcimonie et I'usage de la norme ¢! : ||z||; = Y, |zx|. Ces travaux s’inscrivent dans une théma-
tique trés suivie aujourd’hui (elle a par exemple donné lieu & une session spéciale a la conférence
ICASSP’05: Advances in Sparse Signal Representation): il s’agit de la représentation d’'un si-
gnal & partir d’un dictionnaire surcomplet, constitué d’un large éventail de fonctions de nature
analytique différente, pouvant par exemple inclure les fonctions sinusoidales, plusieurs types d’on-
delettes, des signaux « chirp », etc. Un tel dictionnaire est alors souvent redondant, c’est-a-dire
que certains de ses éléments peuvent s’exprimer en fonction des autres. Il ne s’agit donc pas exac-
tement de décomposer le signal sur une base au sens propre du terme, mais plutot de rechercher
la représentation la plus parcimonieuse, c¢’est-a-dire utilisant le plus petit nombre possible d’élé-
ments du dictionnaire. La méthodologie des algorithmes de décomposition temps-fréquence de
type Matching Pursuit [Mallat et Zhang, 1993] s’inscrit par exemple dans ce cadre. A partir d’un
dictionnaire de représentations temps-fréquence élémentaires, un signal est décomposé en une
série d’atomes ol, & chaque itération, l’atome sélectionné correspond & la meilleure projection
du signal résiduel — le signal initial auquel ont été retirés les premiers atomes — parmi ’ensemble
des éléments du dictionnaire. Dans le cas d’un dictionnaire limité aux fonctions sinusoidales,
cette démarche est a rapprocher des algorithmes CLEAN décrits au deuxiéme chapitre (bien que
sans clean factor, voir le § 2.2) et souffre des limites liées & 1’aspect itératif de la méthode, soit
essentiellement la propagation irréversible d’erreurs et le choix d’un critére d’arrét satisfaisant,
fixant le nombre de composantes de la représentation

Ce probléme a récemment été abordé comme un probléme d’optimisation globale [Chen et al.,
1999, Fuchs, 2004], pouvant s’écrire sous la forme:

(PO) :  Zp éargminHmHO s.c. y=Wgz,
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ou la norme |||, est le nombre de composantes non nulles de x et, dans un cadre trés général,
les colonnes de W représentent chaque élément du dictionnaire. Les valeurs non nulles de x
correspondent alors aux coefficients de projection du signal sur chacun des éléments sélectionnés.
Le probléme (P0) est un probléme d’optimisation de type combinatoire dans un espace de di-
mension trés élevé et n’est donc en pratique pas solvable de maniére optimale. Donoho et Logan
[1992] ont montré, sous certaines conditions, I’équivalence entre la recherche de la solution la
plus parcimonieuse (de norme ¢° minimale) et celle de la solution de norme ¢! minimale :

(P0) < (P1) : =, 2 argmin ||z||;, s.c. y=Wgz,

le probléme (P1) pouvant étre traité par des méthodes d’optimisation plus maitrisables. C’est la
méthodologie retenue par les approches de type Basis Pursuit [Chen et al., 1999] pour ce méme
probléme de décomposition parcimonieuse & partir de dictionnaires surcomplets. Les travaux de
J.-J. Fuchs établissent en particulier le lien entre la résolution d’un probléme de type (P1) et la
minimisation du critéere:

x; = argmin Ji(x), Ji(x) 2

5 lly — Wal® + Az,

Dans le cas de parameétres & valeurs réelles, Fuchs [1997] montre que, pour des valeurs suffisam-
ment faibles du paramétre de régularisation A, ces deux problémes sont équivalents, dans le sens
ou ils débouchent sur des estimés ayant leurs composantes non nulles localisées aux mémes en-
droits, et de surcroit de méme signe. Fuchs [2004] établit ensuite des conditions suffisantes liant
le minimiseur ; du critére Jq, 'opérateur W et le parameétre de régularisation A, pour lesquelles
le minimiseur Z; est unique et correspond 3 la solution la plus parcimonieuse du probléme exact :
r1 = Tpi.

Ces propriétés, bien que trés intéressantes sur le plan théorique pour établir le lien entre
la pénalisation ¢! et une solution parcimonieuse du critére régularisé, ne sont cependant pas
directement applicables au probléme que nous envisageons ici: en pratique, les données observa-
tionnelles sont entachées de bruit et nous ne recherchons donc pas une solution les modélisant
parfaitement, qui n’est pas forcément satisfaisante. En particulier, il pourra étre nécessaire de
choisir librement le paramétre de régularisation alors que les conditions établies” dans [Fuchs,
2004] imposent une limite maximale & la valeur de . Notons encore que, dans le cas d’un modéle
bruité, la minimisation de J; pour la recherche d’'une décomposition parcimonieuse est également
I’approche adoptée par [Chen et al., 1999], sous le terme de Basis Pursuit Denoising. Ainsi, méme
si le cadre théorique décrit ci-dessus n’est pas exactement celui de notre probléme (pour ’analyse
spectrale, par ailleurs, les inconnues sont complezes), la pénalisation ¢! reste intéressante dans
notre cas, puisque la fonction ¢1(z) = |z| est convexe et de croissance plus lente qu’une fonction
quadratique. C’est d’ailleurs, parmi les fonctions /P, le cas limite assurant une croissance plus
lente que la pénalisation quadratique, soit p < 2, tout en restant convexe, ce qui n’est vrai que
si p > 1. Nous verrons par la suite lors de simulations que cette pénalisation débouche effective-
ment sur des solutions rigoureusement parcimonieuses, c’est-a-dire exactement nulles sauf en un
nombre restreint de positions.

Un point important pour le probléme de ’analyse spectrale est ’adaptation de la pénalisation
par la norme ¢! pour des variables & valeurs complezes, qui n’est pas sans poser de difficultés.

— Au niveau de la modélisation, d’'une part, les propriétés théoriques établissant le lien de la

7. Ces conditions imposent également un nombre maximal de composantes non nulles, lié¢ & la forme de ’opé-
rateur W. Dans le cas de ’analyse spectrale & échantillonnage irrégulier, et pour les simulations que nous présen-
terons au paragraphe 3.2.3, ces conditions ne sont pas respectées.
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norme ¢! avec une représentation parcimonieuse considérent spécifiquement des parameétres
a valeurs réelles. Les travaux précités s’appuient en effet sur l'utilisation de la relation
d’ordre et du signe des paramétres, notions propres a l’écriture de la norme ¢! dans R &
partir de la valeur absolue: pour v € R, |u| = usi u > 0 et —u si u < 0. Pour des parameétres
a valeurs complexes, la norme ¢! est définie & partir du module complexe et ne posséde plus
ce lien & des notions d’ordre et de signe. En pratique, nous verrons par la suite que cette
pénalisation débouche effectivement sur des solutions & valeurs complexes rigoureusement
parcimonieuses, c’est-a-dire exactement nulles en module sauf en un nombre restreint de
positions fréquentielles.

— Mais surtout, sur le plan algorithmique, la décomposition précédente de la valeur absolue
permet d’écrire, pour des paramétres réels, la minimisation de J; sous la forme d’un pro-
bléme quadratique sous contrainte, ouvrant alors de nombreuses possibilités algorithmiques.
Ce n’est plus le cas pour des paramétres complexes. L’analogie entre C et R? permet de ne
plus considérer de variables complexes en utilisant la formulation & paramétres réels (2.13)
introduite & la fin du chapitre précédent, qui considére les inconnues s;, = [ag, by] € R? au
lieu de z), € C, avec 2 = (ar — j by)/2. La pénalisation par la norme ¢! du vecteur d’am-
plitudes s conduit alors & des pénalisations indépendantes des parties réelle et imaginaire
d’une méme amplitude complexe xy, :

Islly = > laxl + lbl # Y lax + 5 bl = 2|12,

k k

Par conséquent, la pénalisation par ||s||, n’est pas exactement celle de la norme ¢! pour des
variables complexes et est moins satisfaisante en termes de modélisation a priori, puisqu’elle
considere indépendamment les parties réelle et imaginaire de 'amplitude associée & une
méme raie. Nous remarquons que c’est pourtant ’approche adoptée par Chen et Donoho
[1998] qui, dans l’esprit des méthodes de Basis Pursuit évoquées plus haut, cherchent la
décomposition la plus parcimonieuse d’un signal sur un dictionnaire de fonctions cosinus
et sinus.

Ezemple sur un signal simple

Nous pouvons illustrer 'effet insatisfaisant d’une pénalisation indépendante de R(xy) et I(z)
sur notre exemple habituel. La figure 3.2 représente les estimateurs obtenus selon les deux types de
pénalisation : la figure de gauche correspond & une pénalisation de la forme R (z) = Y, |R(xx)|+
|S(z1)| et la figure de droite & une pénalisation sur les modules complexes: RY(z) = >, |zxl-
Les méthodes mises en ceuvre pour obtenir de tels estimateurs seront détaillées au § 3.5. Sur cet
exemple, & gauche, la pénalisation indépendante des parties réelle et imaginaire de  produit
des vecteurs R(x) et I(x) qui prennent leurs valeurs non nulles en des positions légérement
décalées : le module |x| correspondant présente donc parfois deux pics pour la localisation d'une
seule fréquence (voir le zoom autour de la fréquence f4). A l'inverse, sur la figure de droite, la
pénalisation portant sur le module contraint les vecteurs R(x) et () & étre non nuls simulta-
nément. Par conséquent le spectre || présente dans ce cas une allure plus parcimonieuse et bien
plus satisfaisante en termes de localisation fréquentielle.
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F1G. 3.2 — Illustration de la différence entre |R(xy)| + |S(zk)| et |zx| pour la pénalisation par la
norme (*. En haut, spectres estimés en module (en trait plein) pour les deuz formes de pénali-
sation et raies théoriques (¢). En bas, zoom autour de la fréquence fy: les o et x représentent
respectivement les valeurs non nulles de |R(x)| et |3(x)| et le trait plein correspond au module
associé |Z|. La raie théorique a la fréquence f4 est représentée par ©.

Si la pénalisation ¢! opérant sur les modules complexes a déja été appliquée ([Davies et Dau-
det, 2003] constitue & notre connaissance le seul exemple & ce sujet), elle n’a jusqu'ici jamais été
envisagée pour le probléme de I’analyse spectrale de la forme (3.1) pour lequel une approximation
présentant de plus fortes propriétés analytiques lui est souvent préférée, comme par exemple la
branche d’hyperbole décrite au paragraphe précédent. En effet, la norme ¢! souffre du manque de
deux caractéristiques essentielles. Premiérement, la pénalisation n’est pas strictement convexe et,
dans le cas sous-déterminé dans lequel nous nous placons, la partie quadratique % |y — WwH2,
qui est convexe, ne ’est pas au sens strict. La convexité de J; n’est donc pas stricte non plus
et 'unicité de son minimiseur ne peut pas étre garantie: la simple convexité permet unique-
ment d’affirmer que ses minima sont globaux, c’est-a-dire que l’ensemble de ses minima (qui est
convexe) donne la méme valeur du critére [Bertsekas, 1995, Annexe B|. Ensuite, le critére J; n’est
pas différentiable en tout vecteur ayant un élément nul, ce qui rend délicate, voire impossible,
I'application de schémas algorithmiques classiques visant & sa minimisation. A 'inverse, nous
verrons au § 3.5 que la norme ¢! posséde des propriétés trés intéressantes a exploiter en termes
algorithmiques et qui constituent, en plus de la parcimonie, une forte motivation & 'usage de la
pénalisation ¢! pour notre probléme d’analyse spectrale.

3.2.3 Bilan

La figure 3.3 ci-aprés propose une comparaison du comportement des différentes fonctions de
pénalisation présentées, ainsi que des densités de probabilité correspondantes. Vu qu’elles sont
toutes du type R(x) = >, ¢(xy) avec ¢(xy) = ¢(|zk|), nous tracons les fonctions ¢(u) de la va-
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riable réelle v > 0. De méme, nous tragons les distributions de probabilité p(u) = ky, exp —A¢(u)
pour A = 1 et k, tel que f;:og p(u) du = 1. La distribution a priori de Cauchy est celle présentant
la plus longue queue, et donc la mieux adaptée pour des objets parcimonieux, mais la pénalisa-
tion correspondante n’est pas convexe. A Iinverse, une pénalisation quadratique pénalise trop
fortement les amplitudes élevées: sa distribution, gaussienne, contraint plutét les amplitudes a
prendre des valeurs plus faibles. On comprend alors aisément que, pour la restauration d’un
spectre d’énergie donnée, une pénalisation quadratique favorisera les solutions présentant de
faibles amplitudes tout au long de la grille fréquentielle de reconstruction, alors qu’une fonction
pénalisant moins les grandes valeurs permettra la reconstruction d’un spectre parcimonieux,
concentrant I’énergie dans un nombre limité de plus grandes amplitudes. Les pénalisations ¢! et
hyperbolique ont des représentations trés proches et présentent des propriétés intermédiaires, a
savoir un écrasement moins marqué des grandes amplitudes par rapport au cas gaussien, tout en
maintenant la convexité de la pénalisation (la convexité au sens strict étant obtenue uniquement
dans le cas de la pénalisation hyperbolique).

3

3.5

F1G. 3.3 — Fonctions de pénalisation (G gauche) et distributions de probabilité associées (a droite) :
pénalisations quadratique (...), ¢ (--), log-Cauchy avec o, = 0.8 (+) et hyperbolique avec

s=10"1 ().

Notons que la définition des fonctions ¢¢ et ¢y, fait intervenir un parameétre supplémen-
taire, & savoir respectivement, o, et s. Ce paramétre réglant la forme de la courbe de ¢¢(u)
(respectivement ¢hyp(u)) peut étre interprété comme un paramétre de seuillage des amplitudes.
En effet, ces fonctions ayant un comportement quadratique (donc plat) lorsque u tend vers 0,
elles pénalisent sensiblement de la méme maniére les amplitudes correspondant & cette zone, dont
létendue est déterminée par la valeur de o, (respectivement de s).

Ezxemple sur un signal simple

La figure 3.4 illustre le comportement typique des estimateurs sur le spectre de raies de
notre signal habituel, obtenu pour les trois pénalisations étudiées ci-dessus. Un parameétre de
régularisation de A = 50 a été choisi pour Z; et Zy,y,, et pour ce dernier le parametre s a été fixé
4 1073 (nous reviendrons sur ces choix au paragraphe suivant) ; un réglage ad hoc de \ et o, a
été utilisé pour . La grille fréquentielle comporte ici P = 510 fréquences positives (rappelons
que le signal comporte N = 250 points) et le paramétre fiax = 0.25; nous ne représentons ici
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que la zone fréquentielle correspondant aux fréquences positives du signal. Dans chaque cas, une
solution parcimonieuse satisfaisante est estimée (figures de gauche) et les pics dans les valeurs
de |x| réalisent un encadrement des fréquences théoriques sur la grille de reconstruction (figures
de droite). L’agrandissement effectué sur les figures de la colonne centrale montrent également
que la pénalisation par la norme ¢! fournit une solution ezactement parcimonieuse, c’est-a-dire
exactement nulle en dehors des positions des raies contenues dans le signal. Ce n’est pas le cas
pour les pénalisations log-Cauchy et hyperbolique, pour lesquelles les amplitudes ne sont jamais
rigoureusement nulles, et qui présente quelques artefacts nécessitant une opération postérieure
de seuillage. Notons encore que, pour les pénalisation hyperbolique et ¢! que nous proposons
d’utiliser, les amplitudes correspondant aux raies spectrales sont systématiquement sous-estimées.
Ce phénomeéne, inhérent au principe méme de la régularisation, est d’ailleurs moins marqué pour
la pénalisation log-Cauchy, puisque celle-ci pénalise moins fortement les amplitudes élevées (voir
la figure 3.3). Cependant, il ne doit pas étre considéré comme un probléme en soi. L’étape la plus
délicate dans le probléme d’estimation de spectres de raies est bien entendu celle de la détection
des fréquences. Une fois que celles-ci ont été correctement localisées, il est alors possible de
réestimer a posteriori les amplitudes du modéle multi-sinusoidal correspondant par moindres
carrés, le probléme étant alors linéaire et largement surdéterminé (peu de paramétres inconnus
devant le nombre de données N). Ici aussi, signalons I’avantage de la pénalisation ¢! qui, & la
différence de la pénalisation hyperbolique, ne nécessite pas la définition d'un seuil de détection.
La réestimation des amplitudes correspondant aux cinq raies détectées par ces trois estimateurs,
c’est-a-dire aux positions des pics dans les valeurs de |Z|, est également représentée sur les figures
de la colonne de droite : une estimation satisfaisante de ’ensemble des paramétres spectraux est
ainsi finalement obtenue.

3.3 Sélection des hyperparameétres

Nous avons étudié au cours du paragraphe précédent différents critéres pénalisés, dont la
définition fait intervenir des hyperparamétres: le parameétre s pour la pénalisation hyperbolique
et, dans tous les cas, le paramétre de régularisation A, dont la valeur n’est pas d’un intérét direct,
mais qu’il convient de régler de facon adéquate.

3.3.1 Choix de s pour la pénalisation hyperbolique

Dans le cas de la pénalisation hyperbolique, le paramétre s est introduit de fagon & obtenir
une pénalisation approximant la norme ¢*, et doit pour cela étre de faible valeur: plus s est petit,
plus le caractére parcimonieux de ’estimateur sera accentué et nous avons vu au § 3.2.2 que la
valeur de s contréle le niveau de seuil des amplitudes en dessous duquel elles sont considérées
comme nulles. Cependant, plus s est petit, plus le critére correspondant s’approche de la non-
différentiabilité en tout vecteur ayant une composante nulle, point critique de la pénalisation
¢'. Une valeur trop faible de s risque donc de ralentir fortement la vitesse de convergence de
la procédure d’optimisation. Ciuciu et al. [2001] envisagent la décroissance progressive du para-
métre s au cours de ’optimisation, mais préférent fixer sa valeur dans le cas de la restauration
de spectres de raies. Nous avons constaté en pratique que l'estimateur est peu sensible au réglage
de s & partir du moment ol ce parameétre est assez faible et, pour des amplitudes spectrales de
I'ordre de 1'unité, une valeur de s de l’ordre de 10~3 est un compromis satisfaisant, permettant
d’obtenir des solutions parcimonieuses pour un cofit calculatoire raisonnable. Sur I’ensemble des
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e Pénalisation log-Cauchy : o = argmin 3 |y — Wz|> + A, In (1 + I:cm)
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F1G. 3.4 — Estimation pour des pénalisations non quadratiques. A gauche, estimé en module
sur l’ensemble de la grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour les faibles valeurs.
A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les traits pleins représentent le module du
spectre estimé, les o les raies théoriques et, sur les figures de droite, les o correspondent a la
réestimation a posteriori des amplitudes localisées par les pics de |x|.
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résultats présentés dans ce chapitre, ce paramétre sera donc fixé & 1072 sauf indication contraire.

3.3.2 Choix du paramétre de régularisation

Pour cette approche pénalisée, le choix du coefficient de régularisation A est un point primor-
dial dans la perspective d’obtenir une méthode non supervisée, c’est-a-dire permettant un réglage
automatique de ce paramétre. La valeur de \ régle le compromis entre les deux sources d’infor-
mation que sont la fidélité du spectre & reconstruire envers les données, exprimée par le terme
quadratique Q(x), et l'information a priori de parcimonie apportée par le terme de pénalisa-
tion R(x). Ainsi le cas A — 0 (pas de pénalisation) correspond & celui de données « complétes »,
c’est-a-dire contenant suffisamment d’information pour estimer le spectre. Nous avons vu que,
dans le cas sous-déterminé qui nous intéresse, le minimum du critére correspondant est nul et
atteint pour une infinité de solutions. A l'inverse, lorsque A — 400, aucune information n’est
apportée par les données y et seule l'information a priori de parcimonie est prise en compte;
le critére est alors minimal pour une solution identiquement nulle. Entre ces deux extrémes, il
s’agit donc de chercher une valeur, ou une plage de valeurs, du parameétre A pour lesquelles le
spectre Z est de nature parcimonieuse: dans le cas de la pénalisation ¢!, Fuchs [2004] montre
ainsi que, pour des valeurs suffisamment faibles de A, tous les minimiseurs Z) ont leurs compo-
santes non nulles localisées aux mémes endroits®. Rappelons qu’il ne s’agit pas ici de déterminer
la valeur optimale de A — dans un sens qu'’il faudrait d’ailleurs définir — mais plutot un ordre de
grandeur approximatif débouchant sur un estimateur satisfaisant.

Lorsque les données peuvent étre accompagnées d’une estimation du niveau de bruit — en
fonction des conditions observationnelles, des caractéristiques de l'instrument utilisé, etc. —, le
paramétre \ peut étre interprété en termes de rapport signal sur bruit (RSB). En effet, dans le
cadre bayésien, le minimiseur du critére (3.2) correspond, en utilisant les notations du § 3.2.3, a
I’estimateur du maximum a posteriori pour des perturbations € i.i.d. gaussiennes circulaires et
une loi a priori p(zy) = kyexp (—Ap(|zx|)/0?) sur chaque amplitude spectrale. En notant y, =
l,x + €, ou l, est le n®™ vecteur ligne de W, la puissance du signal vaut :

E[[l,z]*] = I,Efzzl] =©2P+1)c?
A
o o2 = E[|zx)?] :k@/uQexp (_ﬁ cp(u)) du.

€

et le rapport signal sur bruit s’écrit :
o2
X
RSBdB = 10 loglo (2P + 1);7
€
oil 02 est une fonction de \/o2. Par exemple:

— Pour une pénalisation quadratique, c’est-a-dire pour des amplitudes supposées i.i.d. selon
2

une loi gaussienne circulaire x;, ~ Ng(0,02), nous avons vu au § 3.2.1 que o2 = g—j\ et
donc RSByz = 10log, %;\rl. La connaissance du RSB, ou conjointement de o2 et o2,

permet alors de fixer la valeur de .

— La pénalisation par la norme ¢! correspond & une distribution a priori de Laplace des
2 204
— € et

T T )2
donc RSBy = 10logo(2P + 1) 2;;2 . Ainsi, la connaissance conjointe du RSB et du niveau

amplitudes spectrales: p(zy) o< exp (—A|zy|/c?), pour laquelle nous obtenons o

8. Notons que cette propriété est établie pour des paramétres réels et surtout pour un modéle non bruité.
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de bruit ¢ permet de fixer en conséquence la valeur de . Dans le cas de la pénalisation
hyperbolique, qui peut étre considérée comme une approximation de la pénalisation ¢! pour
une faible valeur de s, il est naturel de choisir A de maniére similaire.

Lorsque ces caractéristiques (RSB, ¢2) ne sont pas disponibles, la sélection d’une valeur
adéquate de A reste un probléme ouvert. Plusieurs approches rencontrées dans la littérature
reposent sur le méme schéma: un calcul préalable des estimés Z, pour différentes valeurs de A,
puis le choix parmi ceux-ci de la meilleure solution au sens d’un critére & définir. Ainsi Sacchi et al.
[1998] exploitent la statistique du bruit qui, toujours dans le cas i.i.d. centré gaussien, permet
d’affirmer que, lorsque Z est la vraie solution parcimonieuse au probléme y = Wx + ¢, le terme
U(Z)) = (1/202) ||y — W, ||? suit une statistique de type x2 & N degrés de liberté. Dans le cas
ot le niveau de bruit o, est connu, ils proposent ainsi de choisir, parmi les solutions ), celle(s)
débouchant sur une valeur du chi-carré ¥(Z)) inférieure 3 N + 3.3v/N°. Néanmoins, un telle
approche peut conduire & une sur-régularisation de la solution [Idier, 2001a, chapitre 2]. En effet,
lestimée @) différe nécessairement de la vraie solution, notamment par la localisation inexacte
des raies sur une grille de valeurs discrétes, et ’erreur résiduelle y — W), ne suit alors aucune
distribution connue, mais sera probablement de niveau supérieur au seul niveau du bruit.

Dans le cas particulier de la recherche d’une solution parcimonieuse, une approche alternative
consiste a sélectionner, parmi les solutions Z) éventuellement seuillées pour éliminer les faibles
amplitudes, celle satisfaisant au mieux un critére de sélection de 'ordre de type Akaike Infor-
mation Criterion ou Minimum Description Length, que nous avons déja évoqués au début du
deuxiéme chapitre de ce manuscrit. Cette approche est proposée pour la pénalisation ¢! par Fuchs
[1999], qui relie la valeur de A au nombre de composantes non nulles de Z . L’interprétation d’un
tel critére souffre néanmoins des mémes limitations que celles évoquées au chapitre 2: elle sup-
pose en particulier que Z) est la meilleure solution pour un modéle multi-sinusoidal & un nombre
de raies donné. Pour les raisons évoquées ci-dessus, cette hypothése est ici encore optimiste.

Notons que l'interprétation bayésienne évoquée précédemment ouvre ce probléme & 'applica-
tion de nombreuses techniques statistiquement plus rigoureuses visant & estimer, simultanément
aux parameétres spectraux d’intérét x, une valeur optimale du parameétre de régularisation [Idier,
2001a, chapitre 3]. Cependant, leur mise en ceuvre peut se révéler d’un coit élevé et sans rap-
port avec l’enjeu qui est ici uniquement 1’obtention d’un ordre de grandeur de A fournissant une
solution acceptable. Nous proposons donc d’utiliser un critére empirique pour le choix du para-
meétre \, basé sur la « courbe en L », introduite par Hansen [1992]. Dans le cas d’une fonction
de pénalisation R quadratique, ce dernier étudie ’allure de la courbe (Q(i A),R(x ,\)) paramé-
trée en X\ et tracée en échelle logarithmique, et montre que, pour une pénalisation quadratique,
cette courbe a une forme de « L ». Un exemple est présenté sur la figure 3.5: la partie verticale
correspond & des valeurs trop faibles de A pour lesquelles I’estimateur est peu sensible & la régu-
larisation et la partie horizontale correspond a des valeurs de X élevées, ou I'estimateur ne prend
plus en compte le terme d’attache aux données. L’auteur propose alors de choisir le paramétre A
correspondant au « coude » de la courbe. Bien qu’aucune étude théorique ne justifie l'emploi d’un
tel critére dans le cas d’une pénalisation non quadratique, 'utilisation empirique d’une représen-
tation similaire s’est révélée satisfaisante : nous utiliserons la courbe (Q(&,),R(Z))) paramétrée
en \ et tracée en échelle linéaire, ou la courbe (Q(Z)),R(Z))?), afin de représenter sur les deux
axes des grandeurs homogénes & une énergie. Lors des simulations effectuées, de telles courbes
ont toujours présenté une forme de « L », bien que moins marquée que celle de la figure 3.5 pour

9.5 ¥ ~ x%, on a E(U) = N et la valeur maximale acceptable pour un niveau de confiance 3 99% est
d’environ N + 3.3v/N.
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The L—curve for Tikhonov regularization
T

A =1e-005

S

A =0.0001

Solution norm || % Ml
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Residual norm ||y - Wx, ||,

F1G. 3.5 — Exemple de courbe en L dans le cas d’une pénalisation quadratique [Hansen, 1992].

une pénalisation quadratique.

Notons encore que, 'estimateur &) étant calculé pour une large gamme de valeurs de ), il est
également possible de sélectionner le spectre présentant visuellement le meilleur rendu, comme
le font Ciuciu et al. [2001]. Néanmoins, 1'utilisation d’un critére comme la courbe en L confére &
la procédure d’estimation un caractére un peu plus « automatisé ».

Ezemple sur un signal simple

Reprenant notre exemple habituel, nous tragons sur la figure 3.6 les courbes en « L » cor-
respondant aux pénalisations hyperbolique avec s = 1073 et par la norme ¢!. Nous représentons
également en module les spectres estimés en fonction de A. Pour ces deux pénalisations non
quadratiques, les courbes (Q(ﬁ 2),R(Z ,\)) sont d’allures trés proches et présentent un « L » bien
moins marqué que dans le cas quadratique. Notons que le tracé de (Q(Z»),R(Zx)?), plus « ju-
dicieux » au niveau de I’homogénéité des grandeurs représentées, permet en oudre d’obtenir un
coude plus marqué.

Si la valeur prise dans ce coude (soit logA ~ 1.5) fournit une solution satisfaisante, les
figures 3.6 en bas montrent que la plage de valeurs fournissant un estimateur acceptable est
relativement étroite, soit ici 1 < log A < 1.7: I'estimation sur cet exemple est donc assez sensible
au réglage de A. Si la courbe en « L » permet de localiser approximativement la plage de valeurs
de A acceptables, la procédure d’estimation qui résulte de son usage ne s’affranchit donc pas
totalement de la supervision de l'utilisateur.

Rappelons également que sur ces simulations un rapport signal sur bruit de 10 dB et un

niveau de bruit correspondant de o, = 0.36 ont été utilisés '°. Conformément & 'interprétation du
RSByp
0

début de ce paragraphe, la valeur de A\ correspondante est alors de A = /2 (2P + 1)o. 10~ 20
soit logg A =~ 1.2, qui se trouve dans le coude du « L ».

10. Le spectre de ce signal n’a cependant pas été généré comme la réalisation d’un processus aléatoire selon une
loi de Laplace et les amplitudes des cing raies spectrales ont été manuellement fixées ; le RSB a alors été défini de
la maniére suivante: RSBaB = 10log;, %, avec Py, = % 2]5.:1 p?, olt p; est le module associé 3 la j*™° sinusoide

du modéle.
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Pénalisation hyperbolique

o(u) = Vs + u?
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Fic. 3.6 — En haut, courbes (Q(%,\),R(QA)) paramétrées en log;q A pour les trois types de pé-
nalisation ¢, ou R(x) = >, ¢(|zk]). Au centre, courbes (Q(Z),R(Zr)?) pour les pénalisations
hyperbolique et (. Le trait plein représente la zone fournissant une estimation acceptable. En

bas, estimés || en fonction de \.
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3.4 Algorithmes d’optimisation pour une pénalisation hyperbo-
lique

Nous reprenons ici le formalisme introduit pour l'estimation de spectres de raies par Sac-
chi et al. [1998] et repris par Ciuciu et al. [2001], qui consiste & minimiser un critére de type
« moindres carrés » pénalisé par une fonction de régularisation. Alors que les premiers utilisent
la fonction non convexe ¢¢ () = In(1 + |21|?/202), nous utilisons ici la branche hyperbolique,
strictement convexe, utilisée par les seconds: ¢y, (2x) = v/s% + |2x|? qui présente 'ensemble des
propriétés analytiques garantissant existence et unicité du minimum ,,, du critére asssocié:

1
Jhyp(m) = 5 ”y - W$||2 + )‘Rhyp(m)7 Rhyp(m) = Z 52 + |l’k|2 (3'3)
k

La pénalisation envisagée étant strictement convexe et contintiment différentiable, la minimisa-
tion de Jy,, est alors équivalente a 'annulation du gradient ! :

T
VR

Nous envisageons différentes solutions algorithmiques visant & la minimisation du critére (3.3)
et en particulier les conséquences sur ces solutions du caractére irrégulier de 1’échantillonnage.
En effet, les procédures d’optimisation rencontrées chez Sacchi et al. et Ciuciu et al. tirent parti
de la régularité de 1’échantillonnage et de la similarité résultante des matrices mises en jeu avec
des opérateurs de Fourier: dans le cas de ’échantillonnage régulier, éventuellement & données
manquantes, les produits W- s’identifient & des transformées de Fourier discrétes (TFD) inverses
et sont donc calculables rapidement par des algorithmes FFT. De méme, les produits WT- sont
des opérations de TFD. Par contre, pour un échantillonnage totalement irrégulier, W ne présente
aucune structure particuliére exploitable et le cotit du calcul associé aux produits W- devient
rapidement prohibitif lorsque la dimension de I'espace des paramétres augmente. La préservation
de la structure de Toeplitz de la matrice WTW pourra toutefois étre mise & profit pour résoudre
a moindre colt certains systémes linéaires ou calculer des produits de type WIW-.

vJhyp(a:) = _WT(y - Wz) + )‘v—]%hyp(w): V—}%hyp(w)‘k = (b/(xk) =

3.4.1 Gradients Conjugués

Une approche classique pour la minimisation du critére (3.3) consiste & utiliser un algorithme
de descente de type gradients conjugués (GC). Celle-ci peut sembler & premiére vue inappropriée
pour la restauration de solutions parcimonieuses dans le sens oil, pour un algorithme de GC,
les composantes de basses fréquences de la solution tendent & converger plus rapidement que
celles de hautes fréquences '? (voir par exemple les résultats expérimentaux de Sauer et Bouman
[1993]).

Cependant, la mise en ceuvre d’un algorithme de GC permet d’exploiter les différentes struc-
tures spécifiques étudiées au § 3.1. Ainsi pour un échantillonnage régulier, éventuellement troué,

8 *
11. La dérivation d’une fonction f : C — R s’écrit f'(u) = 2%, ou f(u) = g(u,u”) et en considérant

indépendamment u et u* [Brandwood, 1983].

12. Notons bien que les termes de basses et hautes fréquences employés ici ne font pas référence a la distribution
spectrale de ’énergie du signal y le long de la grille fréquentielle G, mais est & entendre au sens de la forme du
vecteur « : les basses fréquences correspondent & des variations douces des composantes xy lorsque k varie de — P
a P, alors que les hautes fréquences correspondent & des variations rapides, ce qui est le cas lorsque ’on recherche
une solution parcimonieuse.
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I'écriture de W & partir d’'une matrice de Fourier permet de calculer le critére J,,, au moyen
d’un algorithme FFT sur 2P points (& condition, bien sir, que 2P soit une puissance de 2), ainsi
que son gradient au moyen d’un double algorithme FFT sur 2P points. Pour un échantillonnage
totalement irrégulier, ’absence de propriétés structurelles intéressantes de W alourdit les cofits
de calcul des produits de type W-. Par contre, I'exploitation de la structure de Toeplitz de la
matrice WI'W permet de réduire la complexité de calcul du critére Jhyp ainsi que de son gradient.
En effet, d’une part, le terme quadratique de J,,, peut s’écrire sous la forme:

ly — Wz|? = yTy — 2R(zTu) + 2TWIWz oo uw =Wy

et, d’autre part, la complexité du calcul du gradient V—jhyp réside essentiellement dans le calcul
du produit WIWz. Or, en enveloppant la matrice WIW dans une matrice circulante deux
fois plus grande, les produits WTW. sont calculables par un double algorithme FFT sur 4P + 2
points (voir par exemple [Vio et al., 2000]). Ainsi, quelle que soit la nature de I’échantillonnage,
critére et gradient sont calculables par des algorithmes rapides. Le tableau 3.1 résume 'ordre de
grandeur des cotits de calcul associés aux critéres et gradients pour un échantillonnage régulier
et irrégulier, en rappelant que le cotit de calcul d'un algorithme FFT sur L points est de ’ordre
de % log, L multipilications complexes.

calcul de Ji,, calcul de VJ,,
Echantillonnage régulier Plogy(2P) 2Plogy(2P)
Echantillonnage irrégulier 4Plogy(4P) 4Plogy(4P)

TAB. 3.1 - Comparaison des codts de calcul du critére J,,, et de son gradient en fonction de la
nature de l’échantillonnage.

Par la suite, nous envisagerons deux types d’algorithmes de type GC. Le premier consiste
en une version « classique » des gradients conjugués (la mise en ceuvre utilisera ici la version
de Polak et Ribiére [Press et al., 1992]), alors que le second s’affranchit d’une recherche exacte
du pas optimal de descente. Sun et Zhang [2001] proposent ainsi un algorithme de GC basé
uniquement sur des calculs successifs du gradient : pour chaque direction de descente, ’étape de
minimisation monodimensionnelle déterminant la valeur optimale du pas est remplacée par une
valeur sous-optimale, obtenue uniquement & partir du gradient. L’avantage d’une telle procédure
réside alors essentiellement dans sa plus grande simplicité, tout en disposant d’une garantie de
convergence [Sun et Zhang, 2001].

3.4.2 L’algorithme IRLS

L’algorithme IRLS ([terative Reweighted Least-Squares) a été initialement introduit pour la
minimisation de critéres de la forme K(x) = Zgzl d(yn — wpx), ol w,, est le n®™° vecteur
ligne de W, et dans un contexte de déconvolution ¢7: ¢(u) = |ul’ ou K(x) = ||y — Wz|p
avec 1 < p < 2 [Byrd et Payne, 1979, Yarlagadda et al., 1985, les seconds auteurs faisant référence
au rapport interne des premiers, qui semble étre introuvable|. Son application & la minimisation
d’un critére pénalisé de type (3.2) a été proposée, dans le cadre de ’analyse spectrale, par Sacchi
et al. [1998] pour la régularisation par a priori de Cauchy et par Ciuciu et al. [2001] pour la
pénalisation hyperbolique que nous étudions ici. L’algorithme est basé sur l’introductlgn d’une
quantité annexe qi(xx) = T1/@},, (1), qui permet d’écrire 'annulation du gradient V.Jy, sous
la forme équivalente de ’équation implicite :

(WIW + Q. )z = Wiy,
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ol Qg est la matrice diagonale d’éléments gx(xy). Notons que cette écriture correspond, en
omettant la dépendance en x de la matrice Q, & la recherche de la solution régularisée pour une
pénalisation quadratique de type R(x) = 'Q ' (voir le § 3.2.1). L’algorithme IRLS consiste
alors en un schéma algorithmique itératif de type « recherche de point fixe », basé sur ’alternance
des étapes:

(t)
i) actualisation de Q) = diag(q,(:)) avec q,(:) = L(t) =1/s2+ ‘xl(f)f;
gb{lyp(wk )

1
ii) résolution du systéme linéaire correspondant : z(!+1) = (WTW + QW 1) Wiy

iii) ¢ « t+ 1 et retour en i) jusqu’a convergence.

Plusieurs jeux de conditions sur la fonction de pénalisation ¢ ont été établis, assurant la conver-
gence d’un tel algorithme vers le minimum d’un critére convexe [voir notamment Yarlagadda
et al., 1985, Bube et Langan, 1997, Idier, 2001b]!3. Dans le cas de la branche d’hyperbole
® = Gnyp, les conditions proposées par Bube et Langan [1997] sont vérifiées; I’approche pro-
posée par Idier [2001b] interprétant I'IRLS comme un algorithme de minimisation d’un critére
semi-quadratique permet également d’établir cette convergence.

Au niveau calculatoire, le coit essentiel est celui de la résolution du systéme linéaire (ii).
Sacchi et al. [1998| proposent & cette fin d’utiliser I’égalité :

(WTW 4 AQ(trl)*l why — QO Wi ()\IN +wQqQ® WT) y

ou I’écriture du terme de droite correspond a 'inversion d’un systéme de taille N x N inférieure,
dans le cas d’une analyse & haute résolution, a la taille de (2P + 1) x (2P + 1) intervenant dans
la premiére formulation. De maniére similaire & 1’étude menée au § 3.1, il est facile de voir que
la matrice & inverser dans ’expression de droite a une structure de Toeplitz si et seulement si
I’échantillonnage est régulier. Dans ce cas, son inversion peut étre réalisée & moindre cott par
une procédure récursive de type Levinson. Dans le cas d’un échantillonnage régulier troué ou de
I’échantillonnage irrégulier, la matrice & inverser n’est plus de Toeplitz. Sacchi et al. suggérent
alors de recourir & une décomposition de Cholesky pour réaliser ’inversion, mais le cotit de calcul
associé a chaque itération de ’algorithme IRLS s’en trouve fortement alourdi. Notons encore que
la matrice WTW+)\Q(”_1 intervenant dans la formulation initiale & gauche n’est pas de Toeplitz
& cause de l'influence du terme diagonal Q(t)_l.

3.4.3 Algorithme de type Gauss-Seidel

Une alternative a la complexité calculatoire, liée aux produits matriciels et aux résolutions
de systémes linéaires de dimension élevée, consiste & envisager uniquement des minimisations
scalaires successivement par rapport & chacun des paramétres x;. Cette démarche a notamment
été envisagée en traitement d’images, oll chaque pixel est mis & jour de maniére individuelle
pour un colt calculatoire réduit [Sauer et Bouman, 1993, Brette et Idier, 1996], et s’est avérée
particuliérement adaptée & la restauration de solutions présentant des « variations rapides », au

13. Notons que chez les deux premiers, le probléme envisagé est celui de la minimisation d’un critére du
type K(z) = 25:1 ¢(yn — wpx) qui ne débouche pas exactement sur la méme formulation de 'TRLS. Néan-
moins, les conditions de convergence portant sur la fonction ¢ sont les mémes [Ciuciu et Idier, 2002], ot dans
notre cas ¢ est la pénalisation opérant sur chaque variable x.
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sens ol nous 1’avons entendu au § 3.4.1. En effet, contrairement & une approche de type gradient,
la mise & jour de chaque paramétre de maniére indépendante favorise la restauration de « hautes
fréquences » dans la forme du spectre x, c’est-a-dire l'existence de raies.

Minimisation explicite

L’intérét d’un tel algorithme réside dans la possibilité de réaliser facilement chaque minimi-
sation scalaire. Dans le cas de la pénalisation hyperbolique, la minimisation du critére J,,, en la
variable complexe zj peut étre obtenue analytiquement et nécessite un cotlit calculatoire réduit.
Plus précisément, nous montrons en annexe A.3 que la résolution de:

o . o . 1

T = argmin Jy () < o) = argmin f(zx), f(xr) = 5 lex — wrap||” + A/s2 + |22
Ty Tk

nécessite pour tout calcul la recherche des racines d’un polynéme de degré quatre, pour laquelle

les solutions sont explicites [Abramowitz et Stegun, 1964, pages 17-18], puis le calcul de la valeur

de f en ces quatre racines. L’algorithme GS,,, (algorithme de Gauss-Seidel pour une pénalisation

hyperbolique) consiste alors en le schéma itératif suivant :

1. Ttération t: pour k = —P ... P, réaliser les opérations:

i) calcul de e](:) =y Z€<k wy xﬁt) _ Ze>k wy xét—l) :

2
ii) minimisation en x, de f(zg) = %He,(f) — 'wkka + A/82 + |x|? selon le schéma
explicité & 'annexe A.3;
iii) mise a jour de x,it) :
2. t «+—t+1 et retour en 1 jusqu’a convergence.

Cette procédure ne requiert donc aucun calcul en dimension élevée et n’exploite par conséquent
aucune structure particuliére liée & la nature de ’échantillonnage des données, mais la mise & jour
sous forme séquentielle & ’étape i) et le calcul des racines d’un polynéme d’ordre quatre pour
létape ii) nécessitent un cotit limité & chaque itération. Notons que la fonction f & minimiser
a D’étape ii) est strictement convexe, ce qui garantit l’existence et 1'unicité de son minimiseur.
De méme, la stricte convexité du critére J,,, assure la convergence de la procédure globale de
Gauss-Seidel vers son unique minimiseur [Bertsekas, 1995, chapitre 2, proposition 2.7.1].

Remarquons ici que le choix d’une autre fonction de type «¢2¢'» que la branche d’hyperbole
pourrait s’avérer plus judicieux pour ce type d’algorithme. En effet, nous montrons a ’annexe A.3
que la minimisation de la fonction f(zy) introduite ci-dessus revient a résoudre une équation de
la forme ap — b+ A\¢/(p) o p = |zk| et ¢ est la fonction de pénalisation opérant sur le module
% p? pour p < h
hp — 3p* pour p > h’
minimisation de f est quasiment immédiate puisqu’elle revient & rechercher les racines de deux
polynémes du premier degré. La pénalisation par la norme ¢!, soit ¢1(p) = p donc ¢} (p) = 1,
est & ce titre optimale: nous y reviendrons au § 3.5.4.

de chaque composante. Ainsi pour la fonction de Huber ¢ (p) = { la

Minimisation semi-quadratique

Une option alternative pour la minimisation de 1’é¢tape 1ii) est d’utiliser un algorithme
semblable & 'IRLS, mais ici pour des variables scalaires: une démarche similaire est adoptée
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dans [Brette et Idier, 1996] avec une pénalisation similaire de la forme ¢2/!, sur des variables
réelles et pour un probléme de déconvolution d’images. En utilisant les notations introduites au
paragraphe précédent, la minimisation en la seule variable x; du critére J,,, revient en effet &
résoudre 1’équation implicite :

) 1, = whex avec gy(x) = /5% + [anP

ol wy, représente la colonne d’indice k de la matrice W et e = y — Z#k wyxy. L'étape de
minimisation 1ii) peut alors étre remplacée par le schéma itératif suivant:

(0) (t=1).

.|.
w, wg +
< k Qe (k)

ii_a) initialisation .’ =z,
(u)
ii_b) calcul de qiu) = /:):*7(@ =1/s2+ ’x&u)‘z :
¢hyp (CE* )
() fwn — N
ii_c¢) mise a jour de 2D = % ou: w,;uEf) N
B wz'wk + Mg wy e, a été calculé a I'étape 1i)

ii_d) u<« u+1etretour enii_b) jusqu’a convergence, puis mise a jour de ZL'](:) = :Uiu) ;

Si elle semble plus lourde & mettre en ceuvre, cette deuxiéme forme s’est révélée moins coliteuse
en calcul que la minimisation explicite par les formules de ’annexe A.3. En effet, il résulte
que seulement quelques itérations ii_b)-ii_¢) sont nécessaires en pratique, qui sont trés peu
coliteuses en temps de calcul, alors que le calcul des quatre racines d’un polynéme d’ordre 4,
puis I'évaluation de la fonction scalaire f en ces valeurs nécessitent plus de temps (un gain
de temps cpu d'un facteur environ 2 est ainsi obtenu). Remarquons, ici encore, que la stricte
convexité de la fonction f assure la convergence de la minimisation scalaire ii _a)-ii_d) par un
algorithme de type IRLS.

3.5 Algorithmes d’optimisation pour une pénalisation ¢!

La pénalisation par la norme ¢!, c’est-a-dire ¢1(x) = |z|, bien que théoriquement satisfaisante
en termes de parcimonie, rend la minimisation du critére pénalisé:

1
(@) = 5 Iy~ Wal> + Al (34)

relativement complexe & cause de la non différentiabilité de |||, en tout vecteur ayant un élément
nul. En particulier, toute méthode d’optimisation basée sur l'utilisation du gradient:

V—jl(ac) = —Wi(y — Wz) + \ sgn(z)

est délicate, puisque celui-ci n’est pas défini lorsqu’une composante xj s’annule. Rappelons par
ailleurs que le critére J; n’est pas strictement convexe et que 'unicité du minimiseur ne peut étre
garantie: la convexité simple permet uniquement d’affirmer que ses minima donnent la méme
valeur du critére et qu’ils forment un ensemble convexe.

Nous étudions maintenant diverses solutions algorithmiques visant & la minimisation de .J;.
Alors que la premiére concerne la programmation quadratique, pour laquelle nous montrons
sa délicate extension au cas de paramétres & valeurs complexes, les deux approches suivantes
peuvent étre vues comme des généralisations des algorithmes étudiés précédemment au cas d’une
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pénalisation non strictement convexe et non différentiable en 0. Plus précisément, nous étudions
I'adaptation des algorithmes IRLS et de Gauss-Seidel au cas de la pénalisation ¢!, dont nous
verrons que le principal handicap réside dans la limite infinie de ¢ (x)/x lorsque z — 0. Alors
que le premier permet une mise en ceuvre trés intéressante en termes de temps d’exécution, il
souffre de lacunes théoriques au niveau des propriétés de convergence ; nous établirons toutefois
une condition nécessaire et suffisante vérifiée par tout minimiseur du critére (3.4), permettant
de vérifier a posteriori la validité de la solution. L’algorithme de Gauss-Seidel étudié par la suite
présente quant & lui des propriétés plus solides au niveau de la convergence.

3.5.1 Programmation quadratique

Une premiére approche & la minimisation d’un critére comme J; consiste a réécrire le probléme
d’optimisation sous la forme de la minimisation d’un probléme linéaire sous contrainte [Fuchs,
2004]. En effet, pour des parameétres x, réels, il est possible d’écrire ||x||; sous forme linéaire en
séparant z; = max(zy,0) > 0 et 7, = max(—zy,0) > 0. On a alorss x = 2™ — ™ et ||, =
™ 4+ x~. La minimisation du critére (3.4) revient encore a minimiser en [z",x~] la forme
quadratique:

1zt \' [ W'W -W'w at . . ot
() (v T ) (3 )+ v e (52

sous la contrainte 7,2~ > 0. Une telle minimisation est alors réalisable, en utilisant par exemple
des algorithmes de programmation quadratique [Bertsekas, 1995, chapitres 2 et 3].

Cependant, I’adaptation d’une telle démarche pour des paramétres x; complezes est délicate,
puisqu’elle nécessite un reparamétrage du probléme afin de se ramener a une écriture linéaire
de la norme ¢' et & des contraintes de positivité: comme nous l’avons expliqué au § 3.2.2,
nous sommes alors amenés & considérer la formulation & parameétres réels (2.13) introduite a
la fin du deuxiéme chapitre et par conséquent une pénalisation indépendante des partie réelles
et imaginaires. En utilisant les inconnues s, = [ag,bx] € R? au lieu de z; € C, avec x, =
(ar, — jbr)/2, et opérateur H de taille N x (2P + 2) tel que H,, o, = cos(27 fity,) et Hy, o511 =
sin(27 fxty,), écriture du critére sous une forme quadratique contraint alors & minimiser :

- +\¢ t It + +
-2 () (2o v (£
sous la contrainte s > 0, s~ > 0, avec s = max(s,0), s~ = max(—s,0). La minimisation de S
n’est cependant pas équivalente & celle du critére (3.4), puisque la pénalisation résultante porte
sur la norme ¢! des paramétres s, c’est-a-dire les valeurs absolues des parties réelles et imaginaires
des amplitudes complexes x, plutdt que sur les modules complexes. Cette approximation, bien
que nécessaire pour la réécriture du probléme de minimisation sous une forme quadratique, est
cependant bien moins satisfaisante en termes de modélisation a priori, comme nous ’avons illus-

tré au § 3.2.2. Nous envisageons donc d’autres solutions algorithmiques permettant de prendre
en compte une véritable pénalisation par la norme ||z|, = >, |kl

3.5.2 Algorithme IRLS

L’utilisation d’un algorithme de type IRLS, que nous avons décrit au § 3.4.1, a déja été
envisagée pour la minimisation d’un critére pénalisé par la norme ¢! [Figueiredo, 2003, Davies
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et Daudet, 2003]. A notre connaissance, cependant, aucune démonstration de la convergence
de 'IRLS vers un minimiseur du critére (3.4) n’a été publiée jusqu’a présent. De maniére plus
générale, pour une pénalisation par la norme ¢* avec 1 < p < 2, les conditions de convergence
proposées par Yarlagadda et al. [1985] et celles obtenues par l'interprétation semi-quadratique
de Idier [2001b| sont mises en échec par la limite infinie de @ lorsque x tend vers 0; les
conditions établies par Bube et Langan [1997] ne sont pas satisfaites non plus'* & cause de la
limite infinie de ¢” () en 0. Il semble toutefois que les travaux en cours de Fuchs [2005] aient établi
une preuve de convergence, encore non publiée & ce jour, dans le cas ol les inconnues sont réelles.
Ceci peut paraitre de faible intérét au niveau des propriétés de I'estimateur puisque I’on peut en
principe approcher la fonction ¢1(x) = |z| par la branche d’hyperbole ¢y, (z) = /s? + |z|? avec
une valeur suffisamment faible de s. Cependant, nous avons vu au § 3.2.3 que la pénalisation ¢!
fournissait une estimation rigoureusement parcimonieuse, c’est-a-dire exactement nulle en dehors
d’un faible nombre de points. De plus, au niveau de la mise en ceuvre algorithmique, 1’association
d’une pénalisation de type ¢! a I'IRLS permet de bénéficier d'une propriété intéressante non
vérifiée par ¢y,, que nous détaillons ici. L’absence de propriétés de convergence pourra par
ailleurs étre partiellement compensée : nous proposons au § 3.5.3 un test simple, valable pour des
variables complexes, qui permet de vérifier a posteriori I’optimalité de la solution obtenue. Ainsi,
toute convergence éventuelle de ’algorithme vers un point fixe autre qu’un des minima (globaux)
du critére J; peut étre décelée. Notons d’ailleurs que la solution obtenue par un tel algorithme
a en pratique toujours satisfait cette condition, ce qui renforce I'intérét de cette approche.

Nous avons vu au § 3.4.1 que ’algorithme IRLS repose sur la résolution de 1’équation impli-
cite (EI) suivante, traduisant I’annulation du gradient :

El(a): (WTW n AQ;l) x=Wly < EIb): z=Qa WT<)\IN FWQ, WT)_ly

ol Qg = diag(qk(xk)) avec qi(rr) = %, et la seconde formulation est celle proposée par
Sacchi et al. [1998], permettant de réduire la dimension du systéme & inverser. Dans le cas de la
pénalisation ¢!, on a ¢/ (zx) = =1 /|7k| et donc qi, (zx) = |7k|- Par conséquent, la matrice Q*
n’existe que si aucune composante de x ne s’annule (remarquons que ce probléme n’apparait
pas avec la fonction ¢y, pour laquelle les gx(z)) ne s’annulent jamais). C’est pourquoi la mise
en ceuvre dans [Davies et Daudet, 2003, Fuchs, 2005] s’appuie sur la résolution de 1’équation
implicite EI(b), qui est définie pour tout vecteur complexe x. Notons toutefois qu’elle ne corres-
pond pas exactement & I’annulation du gradient, celui-ci n’étant pas défini lorsque zp = 0, et
que cette contrainte limitant ’analogie avec l'algorithme IRLS initial est exactement la méme
que celle qui invalide ’application des propriétés de convergence précitées, a savoir ’annulation

de g, () = |zk| lorsque x tend vers 0.

Malgré des lacunes au niveau des propriétés de convergence, que nous pallierons en partie
avec le test du § 3.5.3, la résolution de I’équation implicite EI(b) par un algorithme IRLS présente
un grand intérét par la possibilité de réduire la dimension des matrices & inverser dans ’étape
de mise & jour:

-1
) = QW wt ()\IN +wQ® WT) y.

En effet, si Q) a ses éléments diagonaux q,(:) nuls pour un certain nombre d’indices Z, alors a(

sera nul pour ces mémes indices. Le calcul de (*t1) pour ces indices est de ce fait inutile, ce qui

t+1)

14. Rappelons que les hypothéses proposées par les deux derniers papiers assurent par contre la convergence de
PIRLS pour la pénalisation hyperbolique.
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réduit la dimension du probléme. Un cas particuliérement intéressant est celui d’une fonction

de pénalisation telle que 'on ait également : x,gt) =0= q,(:) = 0 puisqu’alors la nullité des

() (u)
k

composantes d’indices Z se propage au fil des itérations: si z,” = 0, alors z;,’ = 0 pour u > t.

Remarquons que cette condition s’écrit encore :

T

¢ (x)
qui est contradictoire avec les hypothéses de convergence de ’algorithme TRLS proposées par
Yarlagadda et al. [1985] et Idier [2001b]. Cette condition est satisfaite pour ¢(z) = |x|P avec p < 2,
et donc en particulier pour la pénalisation ¢! ; elle n’est par contre pas vérifiée pour la branche

d’hyperbole ¢, précédemment utilisée comme approximation strictement convexe et dérivable
de la norme /',

— 0 pour z — 0,

Soient Z() les indices des éléments nuls de ® et —Z(*) les indices des éléments non nuls.
En notant W_z (respectivement Q_7) la matrice W (respectivement Q) dans laquelle on a
supprimé les colonnes (respectivement colonnes et lignes) correspondant aux indices 7 (t) Vétape
de mise & jour de l'algorithme IRLS peut par conséquent étre réalisée sous la forme:

-1
27 = (Wr'Wor+2Q}) Wigy

qui correspond exactement & 1’écriture initiale, de la forme EI(a), de I’étape de mise & jour dans

I'IRLS en ne considérant que les éléments pour lesquels 2(*) est non nul : cette fois, la matrice Q:%

o L - L t+1
est correctement définie. La mise & jour pour les indices Z est bien évidemment :10'(1+ ) — 0.

Notons qu’une technique similaire est employée par Figueiredo [2003] pour la minimisation d’un
critére de type (3.4) par un algorithme EM (Ezpectation-Mazimization), pour lequel 'étape de
maximisation s’avére étre identique a 1’étape de mise & jour de 'IRLS.

Une mise en ceuvre efficace de l'algorithme IRLS s’effectue finalement en deux étapes dis-
tinctes suivant que Nit%, le nombre d’éléments non nuls de z® a Ditération ¢, est inférieur ou
supérieur au nombre de données N :

1. Tant que Ng% > N : résolution d’un systéme de N équations & N inconnues
par l'alternance des deux étapes:

i) QW = diag({|«\"]},),
i) 2D = QO W (M + W QO WH 1y,

2. Dés que Ng% < N : résolution d’un systéme de Ngt% équations a Ngt% incon-

nues par ’alternance des deux étapes:

) Q-1 = diag({|z}[}rgz) ;
i) 2 =0 et 27V = (W 2TW_ 7 +0Q7L) " W 1Ty

Notons que le produit W_zTy ne nécessite pas de calcul (ce sont des éléments de
Wy, calculable une fois pour toutes) et que la matrice W_7TW_z n’est calculée
qu’a chaque changement du nombre d’éléments non nuls de (1),

Puisque la pénalisation ¢! est théoriquement adaptée & I’estimation de solutions parcimonieuses

(voir le § 3.2.2), la décroissance au fil des itérations du nombre Ng% de composantes non nulles

est assurée et chaque itération aura un colt d’autant plus faible que ce nombre est réduit a
()

partir du moment ott N7 < N : les itérations seront donc de plus en plus rapides. Notons que,
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en pratique, il convient d’initialiser 1’algorithme avec un spectre 2 non nul en tout point afin
de ne pas introduire artificiellement de « faux zéros » [Fuchs, 2005]. Par ailleurs, les étapes
de mise & jour 1.ii) et 2.ii) débouchent sur des valeurs numériques des amplitudes qui ne sont
jamais rigoureusement nulles; afin de pouvoir bénéficier de la propriété précédente de réduction
de dimension, il sera donc nécessaire d’effectuer un seuillage des amplitudes considérées comme
nulles a chaque itération.

3.5.3 Un test d’optimalité

L’utilisation de I’algorithme TRLS avec une pénalisation ¢! est donc trés intéressante en termes
de cotlit de calcul. Notons encore une fois que, si une preuve de convergence de cette procédure
semble étre établie dans le cas de paramétres réels, ce n’est pour 'instant pas le cas de 'extension
& des variables complexes. Néanmoins, nous pouvons définir une condition nécessaire et suffisante
(CNS) remplie par tout minimiseur du critére Ji, qui permet de vérifier postérieurement que la
solution obtenue par l’algorithme ci-dessus minimise effectivement le critére (3.4). En effet, dans
le cas de variables réelles, il est montré dans [Alliney et Ruzinsky, 1994| que:

(i) Vkta [zel =0 [ril <A,

x est un minimum de J; si et seulement si N )
(73) Vk tq. |zk| #0: rp+ Asign(z,) =0,

ot r = W' (Wz — y). Nous avons généralisé ce résultat au cas de variables complexes :
(1) VEktq.|zi|=0: |rg| <A,

(13) Vk tq. |zK| #0: 1y Pk o
|z

x est un minimum de Jj si et seulement si 0
)

ot r = WH(Wz — y). D’un point de vue pratique, il est donc immeédiat de vérifier a posteriori
si la solution obtenue en sortie de I'TRLS vérifie ces conditions, c’est-a-dire est bien un minimum
du critére J;. La démonstration établissant ce test est renvoyée en annexe A.2). Notons que, au
vu d’une telle CNS, I'information de parcimonie du minimiseur du critére J; apparait clairement
par la séparation des conditions (i) et (i) selon que chaque composante xj est nulle ou non.

Ezemple sur un signal simple

L’illustration pratique de ce test est représentée sur la figure 3.7 pour le signal habituel
composé de cinq raies spectrales . Conformément aux considérations du paragraphe précédent,
nous avons di fixer un seuil en-dessous duquel toute valeur numérique est considérée comme nulle
par l'algorithme IRLS; ce seuil a été fixé ici & 10710, La solution Z; obtenue par I’algorithme
IRLS est rigoureusement parcimonieuse, dans le sens ou ses seules composantes non nulles en
module sont localisées autour des fréquences théoriques (figures du haut). La figure en bas a
gauche représente la partie (i) du test, ou tous les résidus en module |r| sont bien inférieurs au
parameétre de régularisation A pour I’ensemble des composantes nulles de x. La partie (ii) du test
Tk
€T

est représentée sur la figure en bas a droite : les valeurs de ri + Am ne sont pas rigoureusement

nulles mais inférieures & 10710, c’est-a-dire au seuil de nullité fixé plus haut. De ce fait, nous
pouvons conclure que la solution Z; est bien un minimiseur du critére .J;.

15. Nous ne représentons sur cette figure que la partie de r correspondant aux fréquences positives. En effet, si
la solution Z; est & symétrie hermitienne — nous verrons au § 3.6.1 qu’en pratique & 'est toujours — alors il est
facile de voir que r = WT(WCB — y) lest également lorsque les données y sont a valeurs réelles.
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FiG. 3.7 — Illustration du test d’optimalité d’un minimiseur du critéere Ji. En haut, solution
obtenue par l'algorithme IRLS. Les traits pleins représentent le module du spectre estimé, et
les o les raies théoriques. En bas, représentation du test: & gauche sont représentés |ry| pour
les composantes nulles de x ainsi que le seuil de valeur X\ ; a droite, représentation des parties
réelle (o) et imaginaire (x) de up = i + A\xy/|zK| pour les composantes non nulles de x.

3.5.4 Algorithme de type Gauss-Seidel

Un algorithme de descente de type Gauss-Seidel permet une mise en ceuvre trés efficace pour
une pénalisation ¢! car chaque minimisation scalaire de J; en la variable complexe z; a une
solution analytique explicite et immédiate. En notant wy, la colonne d’indice k£ de la matrice W
et e, =y — E#k wyxy, nous avons en effet montré que:

o . o . 1
£, = argmin Jy(x) < o = argmin - ||ley — wipzk||> + Az
Tk T 2
si ]wiek| <A o2 =0,
0 o 1
si ]wLek| >\ argay = argwiek et |zy| = N (]wLek| - )\) .

(3.5)
La démonstration correspondante est établie & ’annexe A.3. Ce résultat est trés intéressant

puisque les seules opérations nécessaires pour chaque minimisation scalaire sont 1’actualisation
de ey, et le calcul de wZek. Chaque minimisation est donc trés simple, notamment par rapport au
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cas de la pénalisation hyperbolique '® ou la minimisation, également explicite, nécessite le calcul
des racines d'un polynéme de degré quatre. L’algorithme GS; (algorithme de Gauss-Seidel pour
une pénalisation ¢!) consiste alors en le schéma itératif suivant :

1. Ttération t: pour k = —P ... P, réaliser les opérations:

i) calcul de e](:) =Y — > W xét) s we a:ét_l) :

1
i) si |'w,t,ek\ < A: prendre 3:,(:) = 0; sinon prendre m,(:) =N (|w,tek| — A) :
2. t«— t+ 1 et retour en 1 jusqu’'a convergence.

Ce schéma peut étre rapproché de I'algorithme proposé pour des variables réelles par Alliney
et Ruzinsky [1994] qui, plutot que d’effectuer la minimisation scalaire de J; en xy, réalisent la
mise & jour de chaque composante :L"gt) de maniére sous-optimale: xl(fﬂ) = ac,(ct) + Bk, ou G est
déterminé explicitement de fagon a diminuer la valeur du critére a chaque itération. Les auteurs
prouvent alors la convergence de 1’algorithme résultant vers un minimum, nécessairement global,
de Ji. Par conséquent, la procédure décrite ci-dessus, réalisant & chaque itération la plus grande
diminution du critére, converge également. Remarquons au passage que la démarche employée
par ces auteurs semble passer a coté de la nature ezplicite de la minimisation scalaire (3.5), dont
I’expression est encore plus simple dans le cas considéré de variables réelles ; la sous-optimalité de
chaque mise & jour de :c](:) risque alors d’augmenter inutilement le nombre d’itérations nécessaires
& la convergence de l'algorithme. L’introduction d’un facteur de relazation & ’étape de mise &
jour 1.ii) est une démarche qui, tout en s’écartant d’une minimisation exacte, vise & accélérer la
convergence de l'algorithme ; nous y reviendrons au § 3.7.

3.6 Prise en compte de la symétrie hermitienne

3.6.1 Des estimateurs « souvent » identiques

Les séries temporelles étudiées étant a valeurs réelles, le spectre @ = [z_k, ... ,x0, ..., Zx]| que
I'on cherche a reconstruire possede bien entendu la propriété de symétrie hermitienne: x_j = 7.
Cependant, nous avons vu au § 3.2.1 que le terme de moindres carrés ||y — W.’BH2 correspond,
d’un point de vue statistique, & I’anti log-vraisemblance du modéle y = Wz + € en considérant
des perturbations € i.i.d. gaussiennes complexes circulaires, c’est-a-dire:

N € 2
p(€) o ;)Nexp (— M)

(2mo? 207

En d’autres termes, on n’impose pas aux perturbations e d’étre a valeurs réelles ou, ce qui
revient au méme, au spectre x d’étre a symétrie hermitienne. Plus précisément, cette formulation
autorise la méme erreur de reconstruction, de puissance o2, sur les parties réelle et imaginaire

de y — Wz, alors que les données sont a valeurs réelles. C’est d’ailleurs 'approche adoptée

dans les travaux précités, qui utilisent cette méme formulation pour des raisons de simplicité
du modéle [Sacchi et al., 1998, Giovannelli et Idier, 2001, Ciuciu et al., 2001]. Les derniers

16. Ce gain en simplicité résulte d’une plus grande simplicité de I’expression analytique de la fonction ¢’, ot la
pénalisation de chaque amplitude s’écrit ¢(z) = o(|z|): dans le cas £', on a p1(u) = u et ©}(u) = 1 alors que

u

pour la pénalisation hyperbolique, on a @nyp(u) = v's% +u? et ¢, (u) = e



80 Chapitre 3. Approche par pénalisation

auteurs montrent cependant que, dans le cas de données & valeurs réelles et d’'une pénalisation
strictement convexe, I'unique minimiseur du critére pénalisé est & symétrie hermitienne: c’est le
cas de 'estimateur Zy,,,.

Dans le cas de la pénalisation par la norme ¢!, une telle propriété ne peut étre établie a
cause de la non stricte convexité du critére résultant. Toutefois, il est facile de voir que ’étape de
mise & jour de l'algorithme IRLS propage la symétrie hermitienne : I'initialisation par une valeur
& symétrie hermitienne assure ainsi la préservation de cette symétrie en sortie de 1’algorithme.
Cette propriété ne s’applique pas & un algorithme de type Gauss-Seidel, qui pourtant est assuré
de converger vers un minimum (global) du critére pénalisé associé; en pratique, cependant, les
solutions obtenues ont toujours possédé la propriété de symétrie hermitienne.

3.6.2 Un modéle a deux fois moins d’inconnues

Si elle ne modifie pas l'estimateur obtenu, la prise en compte d’une contrainte de symétrie
hermitienne sur le spectre a reconstruire permet de réduire de moitié le nombre d’inconnues du
probléme. En ne conservant que les paramétres de fréquences positives, nous pouvons considérer
le modéle:

y = 2R(Wixy)+te (3.6)
= W+£U+ =+ Wimj_ + €

. ork . ,
avec cette fois z = [zg,...,zp|", Wi = {eJQ”Pf’“a"t"}k:o,,,R n=1..N opérant sur les fréquences

.- ok , , . . .
positives et W7 = {eﬂ”mea"t"}k:_ P..0,n=1..N sur les fréquences négatives. Nous introduisons
alors le critére:

1
Te(we) = 5 lly—2R(W iz )|* + AR(zy)

1
= lly - (Wia + Wat)||” + AR(z) (3.7)

dont les seuls paramétres sont les amplitudes x, correspondant aux fréquences posi-
tives {% fmax }k=0..p. Ainsi, la partie quadratique du critére J; correspond a l’anti log-
vraisemblance du modéle (3.6) pour des perturbations e gaussiennes qui sont maintenant a
valeurs réelles, et le critére & minimiser posséde deux fois moins d’inconnues. Lorsque le gradient
associé est défini — c’est le cas pour la pénalisation hyperbolique — celui-ci s’écrit alors (le principe
du calcul correspondant est explicité a ’annexe A.1):

Vii(zy) = —Wh(y—2R(W. z,)) +A\VE(z)
= Wl (y— (Wiz, + Wa)) + \VER(z).

Notons que pour un spectre & a symétrie hermitienne, le terme de pénalisation R(xy) du
critére (3.7) aura une valeur deux fois plus faible que celle de la pénalisation R(x) du critére
initial (3.2): ¢(zx) = ¢(x}) donc () = 5(d(xk) + ¢(x_y)). Aussi, il convient d’adapter
correctement le paramétre de régularisation en le choisissant deux fois plus grand pour J(x;)
que pour J(x).
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3.6.3 Intérét pour les algorithmes de gradients conjugués

Nous étudions ici 'apport de la réduction du nombre d’inconnues au niveau des différentes
mises en ceuvre proposées aux § 3.4 et 3.5. Dans le cas de 'algorithme IRLS, cette réduction
n’est pas intéressante. En effet, cet algorithme est basé sur I’écriture de ’annulation du gradient
sous la forme d’une équation implicite du type A,u = b. Dans le cas du gradient V—j+, celle-ci
s'écrit ALz + AZz* = b et nécessite donc un reparamétrage en u = [z, "%, c’est-a-dire un
retour au vecteur x & ’ordonnancement prés. La réduction du nombre d’inconnues n’entraine
donc pas de réduction de la complexité calculatoire. Pour les algorithmes de type Gauss-Seidel,
nous n’avons pas réussi non plus & prendre en compte de maniére simple la symétrie hermitienne.

Par contre, la réduction & un nombre moitié d’inconnues est intéressante en termes de cotits
calculatoires pour la mise en ceuvre des algorithmes de gradients conjugués, étudiés précédem-
ment dans le cas de la pénalisation hyperbolique, qui exploitent la structure des opérateurs mis
en jeu. De maniére analogue aux propriétés établies au § 3.1, il est facile de voir que, quelque
soit le type d’échantillonnage:

- T 2 WLWJ,_ = {27]:[:1 e‘ﬂﬂ%f’“axt"}wzomp est une matrice de Toeplitz.

A _iopktL . .
-H, = WLWTF = {ZnNzl e I2m°p fmaxt"}k,g:()_“p est une matrice de Hankel, i.e. constante
sur les antidiagonales.

Les produits WLW+~ et WIL,_WTIr peuvent donc se calculer par des algorithmes FFT sur 2P + 2

points, permettant ici encore le calcul du critére J; ainsi que celui du gradient V—j+ & moindre
colit. Notons que par rapport au critére initial & 2P + 1 inconnues, pour lequel critére et gradient
se calculent par un double algorithme FFT sur 4P + 2 points, la réduction du nombre d’inconnues
permet cette fois de calculer critére et gradient par deux doubles algorithmes FFT sur 2P + 2
points.

Le tableau 3.2 résume les cotits de calcul correspondant, pour un échantillonnage irrégulier,
aux différents critéres et gradients introduits pour une approche algorithmique de type Gradients
Conjugués. Le calcul d’un produit de type v = Awu, ot A est une matrice circulante de taille L x L
et w un vecteur de L composantes, s’effectue de la facon suivante:

i) calcul de la TFD u de u: glogQ L multiplications complexes ,
ii) calcul du produit ¥ = w x a: L multiplications complexes ,

iii) calcul de la TFD inverse v de v: % logy L multiplications complexes ,

ou a est la TFD, sur P points, de la premiére ligne de A et, afin de tirer parti des algorithmes
FFT, L est supposé étre une puissance de 2. Ce calcul requiert donc un nombre de multiplications
de l’ordre de Llog, L.

Nous constatons que la prise en compte d’'un modeéle hermitien permet donc de réduire de
moitié le colit de calcul du critére initial J, mais qu’elle réduit plus 1égérement le cotit associé
a son gradient : la différence n’est en effet que de 4P logy(4P) — 4Plogy(2P) = 4P multiplica-
tions complexes. De méme, les cotits de calcul du critére et du gradient modifiés sont réduits
d’environ 4P et 8 P multiplications complexes, respectivement. Les simulations du § 3.7 montre-
ront cependant un gain de temps de calcul non négligeable entre les versions non hermitienne et
hermitienne des algorithmes de Gradients Conjugués.
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exemple

quantité a calculer colit associé | N = 250,

P =500

Critére initial J Wz 2N P 2.5 x 10°
Gradient V.J Tz 4Plog,(4P) | 2.2 x 10*
Critere initial J W,z NP 1.2 x 10°
Gradient V_j+ T,z +H, x" 4Plogy(2P) | 2 x 104

TAB. 3.2 — Comparaison des coits de calcul associés aux différents critéres et gradients pour un
) . Lo . - i, . A
échantillonnage irrégulier dans le cas de modéles non hermitien et hermitien. La matrice T =

WIW est ici une matrice de Toeplitz et les matrices T 2 WI_WJF et Hy = WLWT|r sont
respectivement des matrices de Toeplitz et de Hankel.

3.7 Performances algorithmiques

Au long de ce chapitre, nous avons illustré sur un signal relativement simple quelques carac-
téristiques générales concernant 1’estimation de spectres de raies par minimisation d’un critére
pénalisé. Des comportements similaires en termes de parcimonie ont été mis en évidence pour
les estimateurs Zyy,, 1. La recherche de solutions algorithmiques efficaces constitue notre prin-
cipale contribution dans ce chapitre; nous évaluons donc & présent les performances en termes
de vitesse d’exécution des différents algorithmes introduits aux paragraphes 3.4 et 3.5. Toutes
les optimisations sont effectuées sur le signal habituel de la figure 2.6, en utilisant un parameétre
de régularisation de A = 25, soit log;g A ~ 1.4: nous avons vu au § 3.3.2 que cette valeur est
satisfaisante pour ’obtention d'une solution parcimonieuse.

3.7.1 Pénalisation hyperbolique

Nous avons envisagé au § 3.4 plusieurs options algorithmiques pour la minimisation du cri-
tére pénalisé par la fonction Ry,,(x) = Y, \/s% + |zk|?, dont nous résumons les principales
caractéristiques pour le probléeme d’analyse spectrale des signaux a échantillonnage irrégulier:

— un algorithme de Gradients Conjugués (GC), ot la structure de Toeplitz de la matrice WTW
est exploitée pour le calcul du gradient au moyen d’algorithmes FFT. Dans la version mise
en ceuvre, la direction de descente est calculée selon la formule de Polak et Ribiére [Press
et al., 1992 et la minimisation scalaire déterminant le pas de descente est effectuée par
approximations paraboliques successives. La version prenant en compte la symétrie hermi-
tienne est également proposée, suivant les considérations du § 3.6, et sera notée GCy ;

— un algorithme de Gradients Conjugués sans recherche exacte du pas de descente (GCSRE)
s’affranchissant du calcul du critére et basé uniquement sur des calculs du gradient ;

— un algorithme IRLS (Iterative Reweighted Least-Squares), qui a donné des résultats satisfai-
sants pour l'estimation de raies spectrales en échantillonnage régulier [Ciuciu et al., 2001],
mais qui n’exploite aucune structure particuliére des opérateurs dans le cas traité ici;

— un algorithme de descente de type Gauss-Seidel (GS), ou chaque minimisation scalaire
est réalisée par un algorithme de type IRLS scalaire. Nous avons vu au § 3.4.3 que cette
minimisation peut étre réalisée explicitement, mais en pratique le coiit calculatoire asso-
cié est plus élevé. Nous envisageons également une version sur-relaxée notée GSOR (OR
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pour Ouer-Relazation) par I'introduction d'un coefficient de relaxation w. En utilisant les
notations du § 3.4.1, chaque mise & jour scalaire est effectuée par:
:L‘,(:H) = 1z, sif(z)) < f(xg)), avec ) = w Iy + (1 — w):z:,(f),

x,’ sinon,

ol Iy, est la valeur (scalaire) minimisant la fonction f(xy) et w €]1,2[, qui permet d’ac-
célérer la convergence de l'algorithme GS [Press et al., 1992]. Un réglage de w = 1.5 a
empiriquement fourni la convergence la plus rapide;

La valeur du paramétre s a été fixée & 1073 et tous les algorithmes utilisent la méme condition
d’arrét:

Hm(t) - a:(tfl)H < 107% et Hﬁhyp <1074

(t) H
La mise en ceuvre de ’ensemble de ces algorithmes a été réalisée sous Matlab et les cotits calcula-
toires présentés en figure 3.8 ont été obtenus avec un processeur cadencé & 1.4 GHz doté de 1 Go
de mémoire vive. Les valeurs du paramétre P ont été choisies sous la forme P = 25X —1, K € N de
sorte que 2P 4+ 1 soit une puissance de deux; un tel choix favorise ainsi les différents algorithmes
de type gradient qui utilisent des algorithmes FFT sur 2P + 1 et 4P + 2 points.

Les performances de ces différents algorithmes sont illustrées sur la figure 3.8, ol les algo-
rithmes IRLS et GCSRE montrent des performances relativement mauvaises'”. Pour une grille
de P = 1023 fréquences discrétisées, I’algorithme GSOR est le plus efficace (figure 3.8 en bas
a gauche) ; les algorithmes GS et de type gradients conjugués (GC et GC) sont sensiblement
plus longs mais restent ici plus performants que ’algorithme de Gauss-Seidel sans sur-relaxation.
Pour un probléme de dimension supérieure, les algorithmes de type Gauss-Seidel, c’est-a-dire GS
et GSOR, deviennent largement plus rapides, comme nous pouvons le voir sur la figure 3.8 en
bas & droite: 'introduction d’un facteur de sur-relaxation de w = 1.5 permet en particulier de
réduire de maniére significative (de moitié pour P = 1023, d’environ 20% pour P=4095) le coit
calculatoire de ce type d’algorithme. Remarquons encore que la prise en compte de la symétrie
hermitienne pour les algorithmes de gradients conjugués (GC,) permet de gagner environ un
facteur deux en vitesse d’exécution par rapport a la version GC.

Parmi les algorithmes étudiés, l'algorithme GSOR est donc finalement le plus efficace pour
la minimisation du critére & pénalisation hyperbolique, pour peu que la résolution fréquentielle
requise soit suffisamment élevée.

Notons enfin que si nous avons ici suivi Ciuciu et al. [2001] dans 'utilisation de la branche
d’hyperbole (¢(zr) = ¢(|zk|) = \/s% + |z]?), le choix d’une autre fonction de type «2¢'» peut
s’avérer plus judicieux pour une procédure d’optimisation de type Gauss-Seidel : nous montrons
a I’annexe A.3 que la complexité analytique de chaque minimisation scalaire est déterminée par
I’expression de la fonction ¢’. Dans le cas de la branche d’hyperbole, la présence d’une racine
carrée au dénominateur de ¢’ rend cette minimisation équivalente & la recherche des racines d’un
polynoéme de degré quatre, qui s’est avérée plus coliteuse qu’une minimisation itérative de type
IRLS (voir le § 3.4.3). L'utilisation alternative, par exemple, de la fonction de Huber définie
4 ce méme paragraphe et dont la dérivée est affine par morceaux, permet de réaliser chaque
minimisation scalaire en résolvant deux équations du premier degré, ce qui est immédiat. Le coit

17. La version de GCSRE mise en ceuvre ici ne prend pas en compte la symétrie hermitienne; cependant la
convergence plus lente de GCSRE par rapport & GC laisse penser qu’une version & symétrie hermitienne sera a
son tour plus lente que GC.
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calculatoire de chaque itération de GS peut donc encore étre réduit. Nous n’allons cependant pas
plus loin dans cette voie car nous verrons au paragraphe suivant que le choix d’une pénalisation
par la norme ¢!, pour laquelle le cotit de ces minimisations scalaires est le plus faible (go’ (p) = 1),
surpasse celui d’une pénalisation £2¢' en termes de rapidité algorithmique.

3.7.2 Pénalisation /!

Nous comparons ici les algorithmes d’optimisation présentés au § 3.5 pour la minimisation
du critére pénalisé par la norme ¢!, & savoir:

— un algorithme de programmation quadratique (PQ). Alors que les autres algorithmes ont
été implantés sous Matlab, celui-ci fait appel aux programmes de la bibliothéque Mosek '8
écrits en langage C. Nous avons vu au § 3.5.1 que la mise en ceuvre de cet algorithme,
basée sur la réécriture du probléme initial sous la forme d’un probléme quadratique sous
contrainte, prend en compte une pénalisation indépendante des parties réelle et imaginaire
des amplitudes spectrales, qui est moins satisfaisante en termes d’estimation qu’une pénali-
sation opérant sur les modules complexes. Nous 'utilisons quand méme ici afin de comparer
son cotit calculatoire aux autres algorithmes et discuter ainsi de leur éventuelle application
pour des problémes & variables réelles ;

— un algorithme TRLS dans sa version prenant en compte la réduction de dimension au fil
des itérations;

— un algorithme de descente de type Gauss-Seidel (GS), ot chaque minimisation scalaire est
obtenue de maniére explicite et pour un cott trés réduit. Comme dans le cas précédent, nous
considérons également une version sur-relaxée (GSOR) avec un paramétre de relaxation
w = 1.5.

Ces algorithmes n’exploitent aucune structure matricielle particuliére et sont de ce fait appli-
cables de la méme maniére pour tout type d’échantillonnage. Nous proposons d’utiliser le test
d’optimalité introduit au § 3.5.3 comme critére d’arrét, soit :

VE tq. ]m,(:)\ =0: |7’,E:t)| <A (i)
'/ minimise Jp Vk tq. |$I(€t)‘ £0: 74}(61:) _|_)\|x,(ct)| —0 (i)
L

avec v = Wi (Wa:(t) —1vy), excepté pour 'algorithme de programmation quadratique dont nous
ne controélons pas le critére de convergence. La mise en ceuvre de 'algorithme IRLS nécessitant la
définition d’un seuil v en-dessous duquel les amplitudes sont considérées comme numériquement
nulles, les relations (i) et (i7) sont également considérées avec une tolérance numérique de v, soit
o0
21|
correspond & l'annulation du gradient du critére J; en les points ou celui-ci est défini, c’est-a-
dire en les composantes non nulles du vecteur z¥). Pour les valeurs de v qui seront employées
par la suite (soit v = 1070 et v = 10719), ce test d’arrét est plus sévére que le critére d’arrét

respectivement \r,(:)| < A+vet 7',(:) +A < v. Nous notons en particulier que la relation (i7)

—
sur le gradient employé au paragraphe précédent pour la pénalisation hyperbolique ( |V Tyl <
10*4), pour lequel, en pratique, le gradient présente encore des composantes supérieures 4 1075,
Signalons également que sur l’ensemble des optimisations réalisées 1’algorithme IRLS a toujours

18. Logiciel disponible sur le site http://www.mosek . com.
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convergé au sens de ce test malgré le manque, & ce jour, de propriétés établissant formellement
sa convergence.

La figure 3.9 présente les colts associés aux différents algorithmes en fonction de la taille du
probléme, pour deux valeurs du seuil v = 1076 et v = 107!°. Hormis le fait qu’il ne débouche pas
sur une solution complétement satisfaisante dans le cas de variables complexes, ’algorithme de
programmation quadratique, bien qu’utilisant le langage C alors que les deux autres algorithmes
sont mis en ceuvre sous Matlab, se révéle bien plus cofiteux; nous ne lui faisons donc plus
référence par la suite '%. Les valeurs des cotits représentés sur la figure 3.9 montrent tout d’abord
que la minimisation du critére pénalisé par la norme ¢! peut étre envisagée pour un cott plus
faible que celle du critere J,,,. Par exemple, pour une valeur de P = 1023, I’algorithme GSOR
met ici environ 33 s contre 75 s pour la pénalisation hyperbolique, alors que le critére d’arrét
est plus sévére dans le premier cas. Nous notons que la version sur-relaxée permet de réduire
approximativement de moitié le cotit de l’algorithme GS (& partir de P = 511) et que GSOR est
également plus efficace que I'TRLS jusqu’a une certaine taille de ’espace des paramétres, au-dela
de laquelle cette relation s’inverse. Au vu de la figure 3.9, cette inversion des cotits calculatoires a
lieu entre P = 2047 et P = 4095. Notons également que le choix d’un seuil v plus sévére augmente
« raisonnablement » le colt calculatoire associé: quel que soit I’algorithme, pour P de ’ordre du
millier, la durée requise par 'optimisation est & peine doublée entre v = 1075 et v = 10719, Les
solutions obtenues sont bien siir identiques, a la valeur de ce seuil prés: leurs composantes non
nulles sont en particulier localisées aux mémes positions. Par la suite, les résultats présentés ont
été obtenus avec v = 1076.

L’évolution du critére en fonction du temps, représentée en figure 3.10 pour les algorithmes
IRLS et GSOR, permet de mieux en appréhender le fonctionnement: alors que pour GSOR
la diminution du critére est réguliére au fil du temps, les premiéres itérations de I'IRLS sont
pénalisées par la dimension élevée des systémes linéaires & inverser??. Ce point est d’ailleurs
d’autant plus pénalisant que le nombre de données IV, fixant la complexité de la premiére phase de
I'IRLS, est élevé. A l'inverse, dés que le nombre de composantes non nulles devient suffisamment
faible, cet algorithme devient plus efficace que GSOR dans le sens oil la décroissance du critére
est plus rapide. Par conséquent, pour un parameétre de discrétisation P élevé, la rapidité de la
seconde phase de 'IRLS I’emporte sur la lourdeur des premiéres itérations (dont la complexité est
fixée par le nombre de données N et non par P) et I'IRLS devient globalement plus efficace que
GSOR, ce dernier nécessitant un balayage de I’ensemble de la grille fréquentielle (de taille 2P +1)
a chaque itération. Les figures 3.10 en bas représentent, pour ces deux algorithmes, 1’évolution
correspondante du nombre NEt% de composantes non nulles, qui est décroissante dans les deux
cas : alors que c’est une conséquence de la structure algorithmique de I'TRLS, cette remarque est
plutot & caractére empirique dans le cas de GSOR et propre & cet exemple: lors de ’application a
des données plus complexes (notamment celles du chapitre 5), il est ainsi arrivé que le nombre Nﬁt%

varie de maniére non monotone au fil des itérations. La valeur finale N° est rapidement atteinte
par l'algorithme GSOR, pour lequel la majeure partie du temps de calcul s’effectue avec Nit% =

N A Tinverse, la plupart du temps nécessaire a la convergence de I'IRLS est consacrée i la

réduction de th%, et chaque « accélération » de I'IRLS correspond & une diminution du nombre
de composantes non nulles. Lorsque celui-ci atteint sa valeur finale, la convergence de 'TRLS est

19. Rappelons cependant que nous ne controlons pas le test d’arrét de cet algorithme.

20. 11 est en effet nécessaire d’initialiser PIRLS avec une solution sans composante nulle (ici choisie constamment
égale a 'unité), alors que l'algorithme GS peut étre initialisé avec une solution identiquement nulle, plus proche
de la solution parcimonieuse recherchée.
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FIG. 3.10 — Pénalisation (' : comportement des algorithmes IRLS (—) et GSOR (+) pour P =
1023 (a gauche) et P = 4095 (a droite). En haut, évolution du critére en fonction du temps. En
bas, évolution correspondante du nombre N_1 de composantes non nulles.
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alors trés rapide.

Les algorithmes IRLS et GSOR possédent donc des caractéristiques complémentaires en fonc-
tion de la taille du probléme considéré. Le tableau 3.3 résume les temps de calcul pour chacune
des deux phases de 'optimisation décrites ci-dessus. Notons enfin qu’'une stratégie hybride vi-

Temps cpu 1% phase || Temps cpu 2°™° phase || Temps cpu total
P N > Nog, NY = N

IRLS GSOR IRLS GSOR IRLS GSOR

127 2.19 0.47 0 0.21 2.19 0.68

255 4.59 0.87 3.58 0.73 8.17 1.6

511 11.66 1.62 0.17 2.37 11.83 3.99

1023 | 38.05 8.55 2.7 25.15 40.75 33.7
2047 || 157.51 72.43 165.69 183.94 323.2 256.37
4095 || 1021.55 594.64 240.12 1460.93 1261.67 | 2055.57

TAB. 3.3 — Pénalisation (' : temps cpu en secondes des deuzr étapes des algorithmes IRLS et
GSOR en fonction de la dimension P.

sant & réduire dans un premier temps le nombre de composantes non nulles par GSOR, puis a
appliquer une procédure IRLS, semble difficile & maitriser. En effet, le premier algorithme ne
bénéficie pas de la propriété de propagation des composantes nulles de I'IRLS: les indices des
composantes non nulles peuvent théoriquement varier au fil des itérations. Par conséquent, une
localisation erronée des composantes non nulles & I'initialisation de I'IRLS aura des conséquences
irréversibles sur ’estimation produite.

3.8 Conclusions

Nous avons envisagé dans ce chapitre l'estimation de spectres de raies par la minimisation
d’un critére pénalisé. La pénalisation quadratique se révélant inappropriée pour I’estimation de
spectres de raies quelle que soit la forme de ’échantillonnage, nous avons utilisé la pénalisation
hyperbolique adoptée par Ciuciu et al. [2001] en échantillonnage régulier et proposé alternati-
vement ’emploi de la norme ¢! opérant sur les modules complexes qui, & notre connaissance,
n’a jamais été utilisé sous cette formulation & variables complexes du probléme d’analyse spec-
trale. Bien que les nombreux travaux théoriques récents sur la norme ¢! considérent des variables
réelles, nous avons montré que la pénalisation sur le module s’avére plus satisfaisante en pratique
qu’une pénalisation opérant indépendamment sur les parties réelle et imaginaire, qui est pourtant
l’approche adoptée par Chen et Donoho [1998].

Une structure rigoureusement parcimonieuse est ainsi obtenue pour l’estimateur i, pour
lequel la présence de composantes exactement nulles transparait dans le détail des procédures
d’optimisation associées. Ce n’est pas le cas de l'estimateur @, pour lequel un seuillage a
posteriori des amplitudes est nécessaire, ce qui ne pose généralement pas de probléme particulier,
et les deux estimateurs présentent finalement des allures similaires. Si la détection des fréquences
est correctement effectuée, les amplitudes associées sont systématiquement sous-estimées, ce qui
est inhérent a la régularisation par pénalisation; cependant, une réestimation postérieure des
amplitudes du modeéle multi-sinusoidal identifié par ’étape de détection précédente est immédiate
par moindres carrés et fournit une estimation satisfaisante.
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En 'absence d’informations concernant le niveau du bruit associé aux observations, le réglage
non supervisé du parameétre de régularisation A est un point qui reste délicat. Si la méthode de
la « courbe en L » permet de déterminer un ordre de grandeur cohérent, I’estimation produite
est assez sensible aux variations de A. Une approche plus empirique consiste, & partir de la
plage de valeurs fournie par la courbe en L, & détecter la valeur minimale de A ne produisant
pas visuellement de sous-régularisation (dans ce cas, de nombreux artéfacts de faible amplitude
sont disséminés le long de la grille fréquentielle) : nous reviendrons sur cette approche lors du
traitement de données réelles au chapitre 5.

Dans le cas de la pénalisation hyperbolique, oil le critére & minimiser est strictement convexe
et continiment différentiable, nous avons proposé une approximation permettant d’exploiter
la structure de Toeplitz de la matrice WIW lorsque I’échantillonnage est irrégulier. Le critére
approché ainsi que son gradient étant calculables & moindre cotit par des algorithmes FFT, la mise
en ceuvre de 'optimisation par un algorithme de Gradients Conjugués a permis d’obtenir une
réduction de cotlt considérable par rapport a ’algorithme IRLS employé par Sacchi et al. [1998].
De plus, la prise en compte de la symétrie hermitienne du spectre & reconstruire a permis de
réduire de moitié le temps de calcul d’une telle optimisation. Cependant, un schéma algorithmique
de type GSOR — une version sur-relaxée d’une méthode de type Gauss-Seidel effectuant des
minimisations itératives variable par variable — s’est révélé plus efficace, notamment lorsque le
nombre de paramétres inconnus est élevé. Notons que, a la différence des résultats de simulation
publiés dans [Bourguignon et al., 2005], le critére d’arrét que nous avons employé ici est plus
sévére (la norme du gradient devant notamment étre inférieure 4 10~%) et pénalise les algorithmes
de GC qui, s’ils convergent assez rapidement vers une solution assez proche du minimiseur du
critére, se sont révélés particulierement lents pour obtenir une solution plus précise.

Pour la minimisation du critére pénalisé par la norme ¢', I’approche par programmation
quadratique n’est pas satisfaisante aussi bien sur le plan de la qualité de ’estimation — elle conduit
4 une pénalisation indépendante des parties réelle et imaginaire des amplitudes complexes, et nous
avons vu que 'estimateur résultant pouvait en étre affecté — qu’au niveau de la vitesse d’exécution.
Nous avons proposé une mise en ceuvre particuliérement efficace de 1’algorithme IRLS pour une
telle pénalisation portant sur les modules complexes et, afin de pallier les lacunes théoriques
causées par ’absence de preuves de convergence, avons établi une condition permettant de vérifier
a posteriori et de maniére immédiate que la solution obtenue minimise le critére, rendant ainsi
valide la procédure algorithmique. En pratique, ce test a toujours été vérifié sur ’ensemble des
simulations effectuées. Nous avons également proposé un algorithme de type GSOR ou, pour une
pénalisation ¢!, chaque étape de minimisation scalaire nécessite un cofit de calcul trés réduit. Sur
le plan de la mise en ceuvre, nous notons encore que l'algorithme GSOR est de loin le plus simple,
générant naturellement des composantes exactement nulles (et donc une solution parcimonieuse)
alors que pour I'IRLS un seuillage des valeurs numériques faibles est nécessaire. Les procédures
IRLS et GSOR ont montré en simulation des comportements complémentaires en termes de
vitesse d’exécution. Si les premiéres itérations de I'IRLS sont pénalisées par la haute dimension
des systémes linéaires & inverser, liée au nombre de données, la convergence de celui-ci est plus
rapide que celle de GSOR lorsque le nombre de paramétres non nuls dans l’itération en cours
devient faible. La préférence vers I'une des deux solutions est donc un compromis en fonction
du nombre de données, dont l’augmentation pénalise 'IRLS, et du nombre de parameétres, dont
I’augmentation pénalise GSOR.

La pénalisation ¢! est donc finalement sur ce probléme plus avantageuse que la pénalisation
hyperbolique. D’une part, elle représente une meilleure information de parcimonie, puisqu’elle
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débouche sur une solution comportant essentiellement des valeurs ezactement nulles (aux erreurs
numériques prés dans le cas de 'TIRLS), et permet de s’affranchir d’une étape de post-traitement
supplémentaire de seuillage des amplitudes faibles. Bien que, sur les simulations présentées, ce
seuillage ne pose aucun probléme interprétatif, ce point n’est cependant pas sans importance
puisqu’il facilite la détection du « seuil de sous-régularisation » pouvant étre associé au choix du
paramétre de régularisation A. D’autre part, et surtout, la comparaison des performances algo-
rithmiques développées pour ces deux pénalisations donne un net avantage a la pénalisation ¢'.
En particulier, la nature immédiate de ’optimisation & chaque itération de GSOR présente pour
la norme ¢! un cott optimal, qui ne peut qu’augmenter lors de 'emploi de toute fonction de
pénalisation de type ¢2¢!. Les temps de calcul « raisonnables » des procédures d’optimisation
ont ainsi permis d’envisager une analyse & trés haute résolution fréquentielle. Nous notons cepen-
dant que, sur les simulations effectuées, les raies détectées par Z; pour une grille G de P = 4095
fréquences positives présentent parfois un léger décalage (d’une ou deux positions fréquentielles)
par rapport a la meilleure approximation dans G des fréquences théoriques.
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Chapitre 4

Approche par modélisation
Bernoulli-Gaussienne

Nous abordons dans ce chapitre une deuxiéme approche pour la recherche d’une solution
parcimonieuse au probléme d’analyse spectrale modélisé sous la forme linéaire introduite a la fin
du chapitre 2:

P
y(tn) = ZakCOSQWfktn—l-kainQﬂ'fktn—‘ren, n=1...N
k=0
< y = Hs+e (4.1)
ot s, = [ar,br], s est le vecteur & 2P + 2 inconnues réelles s = [sq,...,sp]] et

H, o = cos(2m fityn), Hy op41 = sin(2m fyt,) pour K = 0... P et n = 1...N. Rappelons que,
comme nous l’avons proposé a la fin du chapitre 2, nous préférons utiliser ici ’écriture & variables
réelles du modéle linéaire pour ’analyse spectrale alors qu’au chapitre précédent la formulation a
variables complexes s’avere plus judicieuse afin de traduire plus simplement I’information de par-

cimonie par une fonction de pénalisation portant sur les modules |zj| = %1 /ai + bz. L’avantage

de lécriture (4.1) apparaitra clairement lors de I’écriture des distributions de probabilité a poste-
riort des parameétres spectraux. La régularisation par pénalisation étudiée au chapitre précédent
a été traitée dans un cadre déterministe, méme si une interprétation bayésienne a été évoquée.
Nous envisageons ici la prise en compte de 'information de parcimonie de maniére probabiliste,
sous la forme d’un modéle a priori Bernoulli-Gaussien (B-G) sur le vecteur d’amplitudes spec-
trales s. Cette modélisation est fortement adaptée aux objets parcimonieux puisque la structure
méme du modéle impose la nullité de la plupart des composantes spectrales, la proportion de
valeurs nulles étant réglée par la valeur du parametre de Bernoulli.

La modélisation Bernoulli-Gaussienne a été initialement introduite pour traiter des problémes
de déconvolution impulsionnelle en géophysique, plus précisément dans le domaine de la sismique-
réflexion: un train d’impulsions modélise les discontinuités rencontrées a l'interface de deux
couches homogenes lors de ’exploration du sous-sol terrestre [Kormylo et Mendel, 1982]. Depuis,
son champ d’application a été largement étendu, allant de ’échographie (voir par exemple [Cham-
pagnat, 1993]) aux télécommunications (par exemple [Fathi et al., 2005]). Dans le cadre applicatif
de lestimation de spectres de raies, les travaux de Duvaut et Dublanchet [1995] et la thése de
doctorat de Dublanchet [1996] constituent a notre connaissance les seuls travaux étudiant la prise
en compte d'une modélisation des amplitudes spectrales sous la forme Bernoulli-Gaussienne. Le
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formalisme d’un tel modéle, ainsi que le cadre de ’estimation bayésienne dans lequel nous nous
placons, sont introduits au § 4.1.

La plupart des travaux en déconvolution impulsionnelle conjuguent la modélisation B-G avec
une estimation au sens du maximum a posteriori (MAP) de ses paramétres; c’est également la
démarche retenue par Dublanchet [1996] en application & l’analyse spectrale. Cette approche,
que nous décrivons au § 4.2, présente néanmoins certains désagréments, notamment par la sous-
optimalité de la procédure d’optimisation résultante et sa difficile adaptation en vue d’une es-
timation non supervisée. Une approche alternative introduite par Cheng et al. [1996] en décon-
volution sismique aborde l'estimation des paramétres B-G au sens de la moyenne a posteriori
(MP), mise en ceuvre au moyen de techniques d’échantillonnage stochastique de type Monte-
Carlo par chaines de Markov (MCMC). Nous justifions au § 4.3 le choix de cet estimateur pour
le probléme de l'analyse spectrale, qui permet d’envisager de maniére élégante une estimation
totalement bayésienne non supervisée. En outre, I’échantillonnage de la distribution a posteriori
d’intérét permet d’envisager une procédure d’estimation particuliérement attrayante dans le cas
de l'estimation de spectres de raies. A la différence de Cheng et al. qui estiment directement
les amplitudes au sens de la moyenne a posteriori, nous proposons en particulier ’estimation de
la moyenne a posteriori de la séquence de Bernoulli: I'estimé résultant, qui n’est alors plus une
séquence binaire, peut étre interprété en termes de probabilités associées & la détection éventuelle
de raies spectrales, donnant ainsi un niveau de confiance sur les résultats de la procédure.

La richesse informationnelle obtenue par une telle démarche a néanmoins un prix, et la
mise en ceuvre de ’échantillonnage stochastique peut s’avérer délicate et cotiteuse en temps de
calcul. Le § 4.4 étudie I’échantillonneur de Gibbs introduit par Cheng et al. et que nous avons
généralisé au cas de variables complexes. Nous mettons en évidence des lenteurs de convergence
en application au probléme d’analyse spectrale considéré, qui sont dues & l'inertie intrinséque
de I'algorithme de Gibbs classique, et proposons alors deux solutions permettant d’obtenir un
schéma d’échantillonnage plus efficace. Les résultats du § 4.5 révélent 'apport de cette approche
pour l'estimation de raies spectrales. En particulier, nous montrons efficacité des algorithmes
proposés et étudions l'influence des distributions a priori des hyperparameétres afin d’envisager
une procédure non supervisée. Des résultats satisfaisants fournis par cette méthodologie pour la
restauration de spectres de raies sont ensuite mis en évidence sur des données simulées.

Nous dégageons également certaines limites associées a cet estimateur, dont les caractéris-
tiques de précision et de résolution sont restreintes par la discrétisation des fréquences sur une
grille fixe. Dublanchet [1996] a proposé une extension du modeéle B-G prenant en compte des
décalages fréquentiels, associé & une estimation par une approche de type optimisation, mais qui
n’a pas donné entiére satisfaction. En effet, en plus de la sous-optimalité de la procédure de
détection que nous avons évoquée plus haut, ’estimation des décalages au sens du MAP est &
son tour également délicate. Nous reprenons cette modélisation au § 4.6 dans le cadre de ’esti-
mation au sens de la moyenne a posteriori et proposons d’utiliser un algorithme MCMC hybride,
permettant d’envisager ’estimation conjointe de ’ensemble des paramétres et de dépasser les
limites associées & la mise en ceuvre d’une approche par MAP. Comme dans le cas du modéle
Bernoulli-Gaussien classique, la procédure que nous proposons donne en outre accés a des infor-
mations déterminantes pour la recherche de raies spectrales, & savoir des niveaux de confiance
sur chacun des paramétres estimés: présence d’une raie, amplitude et fréquence associées, tout
en étant non supervisée. L’application de cette nouvelle démarche et le gain apporté par rapport
au modeéle B-G classique sont finalement présentés au § 4.7 sur les données simulées utilisées au
chapitre précédent.
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Remarquons que, & la différence de ’approche par pénalisation ol nous avons essayé de
prendre en compte les spécificités de 1’échantillonnage irrégulier au niveau des algorithmes pro-
posés, le travail effectué ici s’applique indifféremment & toute forme d’échantillonnage. Nous
verrons en effet lors de la description algorithmique du § 4.4 que les propriétés structurelles
de l'opérateur H ne sont pas exploitables pour une procédure d’échantillonnage de Gibbs et
n’influent donc pas sur la complexité algorithmique. Il n’en reste pas moins qu’un espacement ir-
régulier des observations confére au probléme d’analyse spectrale des caractéristiques différentes :
en particulier, le choix arbitraire de la fréquence maximale est un « avantage » sur le cas régulier
(voir le § 1.3.1) mais, a I'inverse, une plus grande dégradation du spectre de Fourier, notamment
pour des données trouées, rend plus complexe le probléme de déconvolution associé.

4.1 Description du modéle

Nous décrivons en premier lieu le modéle probabiliste Bernoulli-Gaussien qui, bien qu’initiale-
ment développé pour décrire des séquences & valeurs réelles scalaires, s’adapte sans complication
majeure au cas de paramétres complexes ou, de maniére équivalente, réels bidimensionnels. La
formulation ci-dessous est alors équivalente & celle proposée dans la thése de Dublanchet [1996].
Nous introduisons par la suite le formalisme bayésien sous lequel nous étudierons ’estimation,
naturellement adapté & une description probabiliste, puisqu’il permet de fusionner, sous la forme
de la distribution de probabilité a posteriori, I'information a prior:i de structure Bernoulli—
Gaussienne des inconnues et la vraisemblance des observations. Enfin, nous nous intéresserons
au role des hyperparamétres du modéle qui, s’ils peuvent avoir une signification physique, doivent
également pouvoir étre réglés en 1’absence totale d’information préalable: on parlera alors d’une
procédure non supervisée.

4.1.1 Une structure hiérarchique ...

Alors que la plupart des travaux en déconvolution Bernoulli-Gaussienne considérent des in-
connues & valeurs réelles scalaires, le probléme d’analyse spectrale mis sous la forme du modéle
linéaire (4.1) fait intervenir des parameétres bidimensionnels: & chaque point de la grille fré-
quentielle G = { % fmax tk=—p.. p correspond un vecteur d’amplitudes [ay, bg], sur lesquelles on
désire faire porter conjointement l'information de parcimonie. Nous définissons donc ici le modéle
probabiliste Bernoulli-Gaussien (B-G) comme un processus aléatoire composite (q,s), ou:

— q = [qo, - - - qp]" est une séquence blanche de Bernoulli de paramétre A € [0, 1] conditionnant
la présence d’une raie le long de la grille fréquentielle { fi }x—o..p:

{ Pr(qx = 1) = A, probabilité a priori d’existence d'une raie a la fréquence f, (4.2)

Pr(gp =0)=1—- A

Les fréquences contenues dans le signal sont ainsi supposées indépendantes et réparties le
long de la grille G avec la méme probabilité d’existence en tout point. Une valeur faible
de A contrélera alors le degré de parcimonie de la solution.

— Conditionnellement & la localisation apportée par la séquence q, les amplitudes correspon-
dantes (ag|qr = 1) et (bg|gr = 1) sont supposées i.i.d. gaussiennes centrées et de méme
variance o2. D'une maniére formelle, nous pouvons écrire (ax|qx), (bx|qr) ~ N (0,qr0?), soit
encore sous forme bidimensionnelle :

p(sklar) = g2(sk,quo’Ia), (4.3)
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ol gm(u,X) est la distribution gaussienne multivariée de dimension m :

1 1, Ty—1
gm(u,X) = (27r)m/2|2|1/2€ s
Lorsque g = 0, l’écriture (4.3) correspond & une distribution impropre gaussienne de va-
riance nulle, c’est-a-dire & une distribution de Dirac bidimensionnelle d2(sy). Afin d’éviter
de manipuler de telles distributions pour mener & terme les différents calculs qui seront né-
cessaires par la suite, nous remplacerons si besoin est la distribution do par une distribution
de probabilité gaussienne N (0, 0812) pour laquelle on fera tendre la variance 03 vers 0.
Notons que cette distribution a priori des amplitudes (ay,by) correspond & une loi gaus-
sienne circulaire sur la variable complexe zj, = $(ay — jbi) du modéle (2.14), c’est-a-dire
que sa phase suit une loi uniforme et son module une loi de Rayleigh de paramétre o /2
(voir annexe B.1):

plarg zxlgr = 1) (o, 2x) (arg 1)

=
R
plle [0 =1) = L% e (2405 )

Cette distribution est de moyenne %\/g et prend son maximum en o/2 ; une représentation
est donnée en figure 4.1 pour o = 1.

(0] 0.5 1 1.5 2

F1G. 4.1 — Distribution a priori sur le module des amplitudes spectrales |xi| conditionnellement
a Dexistence d’une raie en fi : loi de Rayleigh de paramétre o/2 = 1/2, mazimale en 1/2 et de
moyenne %\/g ~ 0.63.

Selon cette description du modéle B-G (q,s), les amplitudes spectrales s forment donc un proces-
sus blanc non gaussien, alors que la variable s|q est gaussienne, centrée et de covariance 02diag(g),

ol q représente la séquence g « doublée » : 9y =9, = pour k = 0...P, et diag(q) est

la matrice diagonale d’éléments {gk}k:()mg pi1 & valeurs 0 ou 1. L’information apportée par une
telle modélisation peut alors s’écrire sous la forme condensée de la distribution de probabilité a
priori, qui admet la structure hiérarchique suivante, dans laquelle N, représente le nombre de
composantes non nulles dans la séquence q:

p(q,s) = p(s|q) Pr(q)

= gp41(8,85,) AV (1= NN on =

A .
slg = 02Dg = a2d1ag(g)
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ot la notation formelle gpy1(s,X;),) est impropre puisqu’elle fait intervenir une matrice de co-
variance diagonale! :

X)q = diag (E[sksilgx)), = diag(qro’Ia),

comportant des éléments diagonaux nuls correspondant aux zéros de q. Elle correspond alors
rigoureusement & la distribution de probabilité:

gp+1(8,34) = H g2(81,0°1) H do(sk)- (4.4)

k/qr=1 k/qr=0

Notons enfin que pour la fréquence nulle en k£ = 0, une loi a priori légérement différente
doit étre considérée puisque 'on a alors by = —23(xp) = 0. En choisissant conformément aux
définitions précédentes (ag|go = 1) ~ N(0,02), la relation (4.3) s’écrit donc de maniére rigoureuse
pour k=0:

p(solgo = 1) = g1(a0,0”) 6(bo)

Par souci de clarté, les modifications correspondantes ne seront pas reportées dans ’exposé qui
suit, mais la prise en compte des spécificités résultantes sera bien entendu détaillée lorsque cela
s’avérera nécessaire.

4.1.2 ... adaptée a ’estimation bayésienne

Le cadre bayésien se préte naturellement a l’estimation des paramétres B-G (q,s). En effet,
toutes les informations concernant le modeéle linéaire (4.1) peuvent étre décrites de maniére
statistique, avec:

— la modélisation a priori Bernoulli-Gaussienne dont l'information est portée sous la forme
de la distribution de probabilité a priori p(q,s) décrite au paragraphe précédent ;

— une description statistique des perturbations e, permettant de définir la wvraisemblance
des observations. En supposant comme au chapitre 3 les perturbations e additives, 4.7.d.
gaussiennes centrées et de variance o2, la vraisemblance s’écrit :

L(y;q.8,02) = p(y|a,s.02) = gn(y — Hs,o2Iy).

La régle de Bayes permet alors de fusionner l'information a priori et celle contenue dans les
données, sous la forme de la distribution de probabilité a posteriori des paramétres B-G:

p(q,sly,0) o« p(ylq,s,0)p(q,s|6)
x gn(y — Hs, O'?IN) gr+1(8,2y,) )\Ne(l — )\)PH*Ne (4.5)

ou O regroupe les hyperparamétres du probléme, c’est-a-dire les paramétres réglant le comporte-
ment des différentes distributions introduites: 8 = (\,02,02). La théorie bayésienne de 1’estima-
tion laisse alors le champ libre & 1'usage de différentes sortes d’estimateurs basés sur I'exploitation
de la distribution a posteriori p(q,s|y,0). Le choix d’une stratégie adaptée a notre probléme fera
I'objet des paragraphes 4.2 et 4.3.

Remarquons que le cas plus général de perturbations non 4.7.d. — mais de statistique connue —
peut étre pris en compte en modifiant en conséquence le terme de vraisemblance. En particulier,

1. La notation diag(ay), correspond & la matrice diagonale d’éléments ay. lorsque ceux-ci sont scalaires, et par
extension & la matrice bloc-diagonale formée par les blocs aj lorsque ceux-ci sont des matrices.
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le cas de perturbations indépendantes et gaussiennes mais de variances différentes connues €, ~
N (0,0627,1), situation fréquente pour des observations astronomiques, sera traité en remplacant le
premier terme dans I’expression ci-dessus par la vraisemblance correspondante gy (y — Hs, ),
ou X, est la matrice diagonale d’éléments aén.

Notons que le papier fondateur pour la déconvolution B-G de Kormylo et Mendel [1982],
ainsi que les travaux postérieurs de 1’équipe de Mendel (par exemple [Chi et Mendel, 1984,
Goutsias et Mendel, 1986]) utilisent une définition légérement différente d’un processus B-G.
Pour des parameétres réels, ils considérent s comme un processus produit sp = qrwg, oU wg
est un processus blanc gaussien centré de variance o2 et indépendant de ¢y, et examinent le
probléme de l'estimation de (q,w). Goussard [1989] montre que la maximisation de la loi a
posteriori jointe en (g,w) ou en (q,s) débouche sur des solutions différentes selon la formulation
adoptée, et justifie le choix du modéle (q,s) qui revét une structure plus naturelle que le modeéle
produit (q,w). Cependant, I’ensemble de ces travaux privilégie une estimation basée sur la loi
marginale p(q|y,0), qui revét la méme expression indépendamment de la définition sous-jacente
du modéle B-G et les deux formulations sont dans ce cas équivalentes.

4.1.3 Loi jointe ou loi marginale?

Un premier élément & envisager dans l'optique de l'estimation bayésienne des paramétres
Bernoulli-Gaussiens concerne le choix méme de la loi & la base de la procédure d’estimation.
En effet, sous ’hypothése de gaussianité des amplitudes s, leur marginalisation dans la loi (4.5)
s’obtient sans difficulté. Se pose alors la question de savoir laquelle, de la loi jointe ou de la loi
marginale, est la mieux adaptée.

Afin d’alléger les écritures, nous omettons pour 'instant la dépendance en 6 des différentes
distributions. Nous rappelons tout d’abord I’expression exacte de la loi jointe a posteriori, dérivée
des relations (4.4) et (4.5):

p(a.sly) = gn(y —Hs,o2Ty)  [[ g2(sr,0%T2) [ Ga(se) AVe(1 — 2+ (4.6)
k/qr=1 k/qx=0

ou N, est le nombre de valeurs non nulles dans la séquence de Bernoulli q. Sous les hypothéses
de gaussianité de € et des amplitudes s, la linéarité du modeéle (4.1) permet d’affirmer que la
variable conditionnelle y|q est également gaussienne, avec:

Elylg) = HE[s]=0
A
IE[yyt|q] = o-eQIN+HEs|th = 23y\q

ou, rappelons-le, 3, est la covariance a priori: X;, = 02diag(g). L’expression de la loi a

posteriori marginale Pr(q|y) s’obtient alors par application de la régle de Bayes:

Pr(qly) = p(ylg) Pr(q)
= gN(?LEy\q) ANe(l - )‘)P+1_Ne (47)
o X, = 021y + o> Hdiag(q) H'.
Deux stratégies différentes d’estimation des paramétres B-G peuvent alors étre menées:

— D’estimation conjointe des parameétres (q,s) a partir de la loi jointe (4.6) ;
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— la détection preéalable de la séquence de Bernoulli g & partir de la loi marginale (4.7), puis
Pestimation des amplitudes conditionnellement & la connaissance de q. Cette deuxiéme
étape peut étre effectuée indistinctement, sous ’hypothése gaussienne de s|q, au sens du
maximum a posteriori ou de la moyenne a posteriori. Le vecteur d’amplitudes s maximisant
la loi p(s|q,y) s’obtient alors immeédiatement par [Idier et al., 2004] :

5=E[s|gyl =2 H'Z,;; 'y (4.8)

q ylg

De par la complexité des deux distributions (4.6) et (4.7), notamment leur aspect multidimen-
sionnel, une étude comparative théorique de leurs comportements semble difficile et ne permet
pas de privilégier de maniére générale une des deux stratégies. Quelques éléments importants
retiendront cependant notre attention & ce sujet :

— La covariance a posteriori 3, étant définie positive, la loi marginale (4.7) est proprement
définie. Ce n’est pas le cas de la loi jointe (4.6), dont 'utilisation nécessite la manipulation
de distributions de Dirac.

— La marginalisation des amplitudes complique la dépendance de la distribution en les hyper-

paramétres (02,02), qui est alors « cachée » dans I’expression de Xq= o2y —|—o'2HDgHt.

De ce fait, les lois a posteriori de o2 et o extraites de la loi marginale perdent la sim-
plicité analytique qui caractérise les lois obtenues & partir de la loi jointe (nous verrons
au § 4.3.4 que ces lois sont de type inverse-Gamma). Le choix d’une paramétrisation alter-
native en (02,82 = 02 /0?), proposé par Andrieu et Doucet [1999] pour une modélisation a
priori Poisson-Gaussienne, permet d’obtenir une dépendance plus explicite de la loi (4.7)
en o2, qui est alors également de type inverse-Gamma, réduisant ce désagrément au seul
cas du paramétre 2.

— Nous verrons aux paragraphes 4.2 et 4.3 que le choix de la distribution & la base de la
procédure d’estimation est également en lien avec la définition méme de I’estimateur : une
approche de type maximum a posteriori (MAP) fournira des résultats plus satisfaisants
en se fondant sur la loi marginale Pr(q|y), alors que l'utilisation de la loi jointe p(q,s|y)
s’avérera plus efficace pour le calcul de l'estimateur de la moyenne a posteriori (MP).

Par souci de clarté de ’exposé, nous noterons par la suite de maniére générale u ’ensemble des
parameétres B-G considérés: dans le cas de la distribution jointe, w désignera ’ensemble (g,s)
alors que, pour la loi marginale, u fera uniquement référence & la séquence de Bernoulli q.

4.1.4 Quid des hyperparamétres?

L’obtention d’un réglage satisfaisant des hyperparamétres 8 = (\,02,02) est une étape es-
sentielle pour la procédure d’estimation. En effet, la valeur du parameétre de Bernoulli A\ condi-
tionne le nombre a priori recherché d’oscillations sinusoidales dans les données, puisqu’il corres-
pond & la probabilité d’existence d’une raie en chaque point de la grille fréquentielle. Pour une
grille G = {% fmax }k=0...p de P+1 points, on aura donc a priori en moyenne (P + 1)\ fréquences
d’oscillation. Les écarts-type o2 et o2 sont quant & eux reliés respectivement au niveau de bruit
perturbant les données et a I'amplitude moyenne a priori attendue des sinusoides, caractérisée
par la distribution p(|zy|) représentée en figure 4.1.

Selon la nature des observations, certaines informations préalables concernant les hyperpa-
ramétres peuvent étre disponibles. Par exemple, le type de 'objet étudié peut renseigner sur
le nombre approximatif de sinusoides recherchées et on peut disposer dans certains cas d’une
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estimation du niveau de bruit o, en fonction des conditions observationnelles (instrument utilisé,
qualité du site d’observation et conditions météorologiques). Il est encore possible d’obtenir un
ordre de grandeur du rapport signal sur bruit associé au modéle B-G, dont la valeur est reliée a
celle des trois hyperparameétres: si P; et P, représentent les puissances respectives du signal et
du bruit, on a P. = E[¢2] = 02 et:

P

P, = ﬂ':[( Z ay, co8 27 frt, + by sin 27Tfktn)2]
k=0

= E[a}] Z cos? 27 fit, + E[by]? Z sin? 27 fit,,
k k

= 2(P+1)\o%
Le rapport signal sur bruit (RSB) s’exprime alors sous la forme:
P Ao
B="=2(P+1) 27
RS 2 (P+1) =

La connaissance de certaines caractéristiques observationnelles peut donc aider a fixer les
valeurs des hyperparamétres 8. Néanmoins, la perspective de leur réglage de maniére automatique
représente un enjeu majeur afin, d’une part, de pallier le manque éventuel d’information sur 0, et
d’autre part d’assouplir la procédure d’estimation qui pourrait se révéler trop sensible & une valeur
fixée de maniére incorrecte d’un ou de plusieurs hyperparameétres. Lorsqu’elle s’affranchit de tout
réglage préalable des hyperparamétres, la procédure d’estimation est alors dite non supervisée.
Afin de desservir cet objectif, I'approche la plus intuitive consiste a estimer les parameétres 6 &
partir des données en maximisant la vraisemblance marginale:

/p(yaq,3|9) d(q,s)
= > Pr(ql6) /p(y!q,s,e)p(sm,e)ds

p(y|0)

Le nombre de séquences q possibles étant de 2+, le calcul de p(y|@), sans parler de sa maxi-
misation en 6, est cependant irréalisable en pratique. Des solutions alternatives doivent alors
étre proposées, qui dépendront de la stratégie d’estimation employée [Idier, 2001a, chapitre 8|.
La maximisation en 6 de la vraisemblance marginale peut étre abordée de maniére indirecte par
un algorithme SEM (Stochastic Ezxpectation-Mazimization). L’estimation des hyperparamétres
peut encore étre envisagée par la maximisation conjointe en les paramétres B-G et 6 de la
vraisemblance généralisée p(q,s,y|@). Ces solutions, étant par nature liées & une approche de
type maximisation, seront détaillées au § 4.2. Une procédure alternative totalement bayésienne
permet, par une description probabiliste des hyperparamétres 8, de considérer la loi jointe a
posteriori p(q,s,0|y) et lestimation conjointe de I’ensemble des parameétres aléatoires (q,s,0).
Nous verrons au § 4.3 que ’exploitation de cette distribution prend tout son intérét lorsqu’elle
est associée & une estimation au sens de la moyenne a posteriors.

4.2 Estimation au sens du maximum a posteriori (MAP)

La stratégie d’estimation la plus fréquemment rencontrée dans un cadre bayésien est cer-
tainement ’estimation au sens du maximum a posteriori (MAP). Historiquement, la plupart
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des travaux en déconvolution Bernoulli-Gaussienne abordent ainsi le probléme d’estimation sous
I’angle de la maximisation de la distribution a posteriori des paramétres B-G :

° A
Upap = arg max,p(uly)

ol u représente alternativement u = (g,s) (loi jointe) ou u = q (loi marginale). Afin d’alléger
les notations, la dépendance des diverses distributions considérées en les hyperparameétres 6
ne sera pas explicitée pour l'instant. Ces parameétres seront toutefois réintroduits lorsque nous
envisagerons le probléme de ’estimation en mode non supervisé au § 4.2.2.

Pour une séquence de Bernoulli g donnée, la maximisation de la loi jointe en les ampli-
tudes s correspond a I’estimation MAP de la variable conditionnelle (s|q,y), qui prend la forme
explicite (4.8). Par conséquent, la maximisation de p(q,s|y) peut encore s’écrire essentiellement
comme un probléme d’optimisation en les seuls paramétres q, les amplitudes s correspondantes se
déduisant a posteriori par la relation (4.8). Ainsi, que ’on cherche & maximiser la loi jointe (4.6)
ou la loi marginale (4.7), le point délicat de la procédure d’estimation réside dans la maximisa-
tion d’un critére en les variables de Bernoulli, que nous noterons sous la forme générique J(q).
Notons que la maximisation en q des deux critéres ne débouche pas a priori sur des séquences
de Bernoulli identiques; cependant, Kormylo et Mendel [1982] montrent que ceux-ci présentent
des expressions proches: seule 'intervention d’un déterminant matriciel les différencie. La mise
en ceuvre de leur optimisation est donc de complexité comparable, qui est celle d'un probléme
d’ordre combinatoire, pour lequel 2811 séquences q sont possibles. Le nombre d’inconnues P étant
élevé pour satisfaire les exigences d’une analyse & haute résolution — typiquement de ’ordre du
millier —, il est inconcevable d’envisager une exploration exhaustive de ’espace des solutions.

4.2.1 Un algorithme performant : SMLR

De nombreux travaux en déconvolution B-G dérivent de 'algorithme SMLR (Single Most
Likely Replacement), introduit par le papier fondateur de Kormylo et Mendel [1982], visant &
Poptimisation du critére J(q). Le principe consiste, pour une itération correspondant a la sé-
quence g, a rechercher un maximum du critére parmi un ensemble restreint de séquences g,
voisines, et & itérer le processus jusqu’a une séquence au voisinage de laquelle aucune amé-
lioration n’est obtenue. L’intérét de cette démarche réside alors dans I'obtention de formules
numériquement peu cotliteuses pour calculer la valeur de J(q,|y) a partir de J(q,|y): les au-
teurs choisissent ainsi des voisinages pour lesquelles deux séquences ne différent qu’en un point,
produisant des variations de J calculables & moindre cotit. Différentes variantes ont ainsi été
proposées sur ce schéma en enrichissant la structure du voisinage parcouru [Chi et Mendel, 1984,
Kaaresen, 1997|, débouchant sur une exploration plus compléte de 'espace des séquences de
Bernoulli au prix d’'une complexité plus élevée de chaque itération. Depuis la contribution de
Kormylo et Mendel, des algorithmes performants ont été développés pour le calcul de J(q,) a
partir de J(q,). Ainsi, I'introduction de variables auxiliaires adéquates dans [Goussard et al.,
1990] permet d’utiliser un algorithme de type moindres carrés récursifs, et ’exploitation de la
structure creuse de la séquence de Bernoulli proposée par Champagnat et al. [1996] permet de
réduire la dimension de l'inversion matricielle intervenant dans ces calculs. Une telle démarche
permet donc d’aboutir & un maximum — a priori local — du critére J, c’est-a-dire de la loi margi-
nale ou, aprés estimation des amplitudes, de la loi jointe, pour un cotit calculatoire raisonnable:
ainsi, des travaux récents en communications numériques envisagent un traitement en temps réel
par "implantation d’une procédure de type SMLR & bord de récepteurs de téléphonie mobile
dans les années a venir [Fathi et al., 2005].
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Notons que la mise en ceuvre de l'algorithme SMLR et de ses variantes est en général pré-
férablement associée a la maximisation de la loi marginale Pr(qly) [Kormylo et Mendel, 1982,
Goutsias et Mendel, 1986, Champagnat et al., 1996], sous largument empirique que la maxi-
misation de la loi jointe produit des résultats surestimant le nombre de valeurs non nulles dans
la séquence de Bernoulli q. La thése de doctorat de Goussard [1989] présente & ce sujet des
simulations mettant en évidence un plus grand nombre de fausses détections lors de la maximi-
sation de la loi jointe, alors que des valeurs correctes des hyperparameétres ont été employées.
L’auteur propose de pallier ce probléme avec un réglage ad hoc des hyperparamétres, solution
qui permet de retrouver une estimation satisfaisante & partir de la loi jointe. Néanmoins, une
meilleure adéquation des hyperparameétres pour la loi marginale, ainsi que la similarité des pro-
blémes d’optimisation associés & chaque cas, incite & préférer la maximisation de la loi marginale.
C’est d’ailleurs ’approche envisagée par Dublanchet [1996] pour ce méme probléme d’analyse
spectrale, ou I'estimation est réalisée selon la démarche séquentielle suivante :

i) @uuap st Iestimateur du maximum a posteriori marginal? :

Quuap = arg max, Pr(qly),

ii) syap est Pestimateur du maximum a posteriori de s|q:
Smap — argmaxg p(S ‘ Y,q = qMMAP)'

Il faut néanmoins signaler qu’une telle méthodologie est nécessairement sous-optimale: le
caractére non exhaustif de ’exploration de I’ensemble des séquences g ne peut garantir ’obten-
tion de la séquence maximisant le critére J sur ’ensemble des 21! séquences candidates. Des
exemples de simulations pour lesquelles ’algorithme SMLR reste bloqué dans des maxima lo-
caux sont présentés dans [Goussard, 1989]. Dans le cas de ’analyse spectrale, Dublanchet [1996]
observe ainsi, pour une discrétisation fine de la grille fréquentielle — c¢’est-a-dire une valeur éle-
vée de P — le dédoublement des raies spectrales; nous verrons au § 4.4.1 que ce probléme peut
également correspondre & un blocage de la procédure d’optimisation au voisinage d’un minimum

local de la distribution a posteriori3.

4.2.2 Estimation délicate des hyperparamétres

Une seconde limite concernant les algorithmes d’optimisation de type SMLR réside en ce qu’ils
considérent le jeu d’hyperparamétres connu, et leur structure n’est pas directement adaptable
a une estimation simultanée de 0 et des paramétres B-G: la maximisation en u = q (respec-
tivement en u = (q,s)) de la distribution a posteriori Pr(q|y,0) (respectivement p(q,s|y,0))
s’effectue pour une valeur donnée de 8. Sur le plan informationnel, nous considérons ici que
les hyperparameétres sont fizés, méme s’ils sont de valeur inconnue: toutes les distributions sont
définies conditionnellement & la valeur de 6. L’approche considérant les hyperparamétres comme
des variables aléatoires permet d’envisager des distributions jointes en les parameétres B-G et 0
(« le passage de 6 dans le terme de gauche des distributions conditionnelles ») : cette démarche
totalement bayésienne sera envisagée au § 4.3.

Une premiére approche adaptée a une stratégie de type MAP consiste en la maximisation

2. Plus exactement, une approximation gy p Obtenue par algorithme SMLR, qui ne présente pas de garantie
d’obtention du maximum global.

3. Nous faisons ici référence a des dédoublements de type (qrg—1; ko> ko+1) = (1,0,1) alors que la véritable
raie est localisée en fy,.
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de la vraisemblance généralisée, définie comme la densité de probabilité conjointe p(y,u|@) de
toutes les quantités aléatoires connaissant les hyperparamétres. Un tel estimateur a été étudié
pour la loi jointe en u = (q,s) par [Gassiat et al., 1992] et pour la loi marginale en u = g par
[Champagnat et Idier, 1995|, dans le cas d'un modéle sans convolution, c’est-a-dire de type y =
T + €, ol « est la réalisation d'un processus Bernoulli-Gaussien. Les données y, étant alors
statistiquement indépendantes, cette simplification permet d’établir des propriétés théoriques
sur les estimateurs résultants. Dans le cas de la loi jointe, Gassiat et al. [1992] ont montré
linefficacité de l’estimateur résultant, dont l’existence méme n’est pas garantie. A Iinverse,
Pestimation de @ par maximisation de la vraisemblance généralisée marginale p(y,q|@) présente
des propriétés plus solides [Champagnat et Idier, 1995] et s’avére en particulier intéressante
lorsque le nombre de données est faible. Notons par contre que si, dans le cadre de ces travaux,
I’estimation des hyperparamétres est obtenue de maniére simple — en particulier, la maximisation
en 6 de p(y,u|0) ne dépend pas des paramétres Bernoulli-Gaussiens u — ce n’est plus le cas pour
un modeéle convolutif comme le notre. L’estimateur peut cependant étre obtenu (de maniére sous-
optimale) par l'alternance itérée d’'une étape de maximisation en les parameétres B-G & 6 fixé
avec une étape d’optimisation en les hyperparamétres a w fixé. Alors que la premiére étape est
celle qui a été décrite plus haut — réalisable par exemple par un algorithme SMLR — ’étape de
maximisation en 6 & u fixé conduit & une valeur explicite immédiate de A = N./(P + 1), ou N,
est le nombre de valeurs non nulles dans la séquence de Bernoulli. Dans le cas de la loi jointe,
les valeurs de (02,02) s’obtiennent également de maniére explicite. Nous avons vu par contre
au § 4.1.3 que la dépendance en (02,02) de la loi marginale prend une forme plus complexe;
la maximisation correspondante se raméne cependant a un probléme d’optimisation scalaire qui
peut étre résolu pour un coit calculatoire limité [Champagnat et al., 1996].

Une seconde approche [Lavielle, 1995, Champagnat et al., 1996] consiste a considérer les
variables B-G w comme des variables auxiliaires dans ’expression de la vraisemblance générali-
sée p(y,u|@) et d’appliquer un algorithme de type EM (Expectation-Mazimization), permettant
d’obtenir un jeu d’hyperparameétres maximisant la vraisemblance marginale p(y|@). La procédure
se décompose alors également en I’alternance répétée de deux étapes. L’étape (E) correspond au
calcul d’une espérance en les variables w qui est incalculable en pratique, mais qui peut étre
approximée de maniére stochastique en générant des variables aléatoires distribuées selon la dis-
tribution d’intérét . L’étape (M) de maximisation par rapport aux hyperparamétres 6 a w fixé est
identique & celle décrite pour l'approche par MVG. Cette approche dite SEM (pour Stochastic
Ezpectation-Mazimization) provoque l'augmentation a chaque étape de la vraisemblance margi-
nale p(y|0), sans garantir pour autant la convergence en 6 vers son maximum global. Notons que
le choix de la loi jointe en u = (q,s) proposé par Lavielle [1995] permet une mise en ceuvre de
létape (E) & un cott plus faible que chez Champagnat et al. [1996] qui utilisent la loi marginale
en u = q: nous montrerons en effet au § 4.3 que ’échantillonnage de la loi jointe est plus efficace
que celui de la loi marginale. De plus, nous avons vu plus haut que 1’étape de maximisation
est immeédiate dans le cas de la loi jointe alors qu’elle nécessite la mise en ceuvre d’un algo-
rithme d’optimisation mono-dimensionnelle pour la loi marginale. Notons que ces deux options
ont fourni chez leurs auteurs des résultats satisfaisants pour ’estimation des hyperparamétres
d’un modéle B-G, bien qu’au prix d’un accroissement considérable du cotit calculatoire.

L’objectif visant a estimer simultanément les parameétres B-G et les hyperparameétres alourdit
donc la démarche algorithmique associée & une approche de type MAP et pénalise 1'utilisation
d’'un algorithme SMLR dont un avantage essentiel est la rapidité d’exécution. Nous verrons
au § 4.3 que la mise en ceuvre de méthodes d’échantillonnage stochastique, utilisée dans 1’algo-
rithme SEM pour la seule estimation des hyperparamétres, permet d’envisager de maniére unifiée
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I'estimation conjointe de ’ensemble des paramétres et hyperparamétres.

4.2.3 Optimisations alternatives

Parmi les solutions alternatives pour une approche de type MAP, nous mentionnons ’exis-
tence de méthodes stochastiques visant & pallier les limitations de I’algorithme SMLR évoquées
aux deux paragraphes précédents. Lavielle [1993] propose ainsi une procédure de recuit simulé,
qui permet théoriquement d’éviter le piégeage algorithmique dans des minima locaux du critére &
optimiser mais qui reste également supervisée. Doucet et Duvaut [1997] proposent encore de choi-
sir ’estimateur du maximum a posteriori marginal parmi des échantillons q® distribués selon la
loi Pr(q|y): la mise en ceuvre d’un algorithme d’échantillonnage stochastique permet également
d’échapper aux problémes de minima locaux et rend en outre ’extension au cas non supervisé
réalisable pour un cott calculatoire additionnel négligeable. Cette méthodologie se rapproche
de la démarche que nous proposons d’adopter et que nous décrivons au paragraphe suivant.
Pour notre probléme, néanmoins, il nous semblera plus judicieux de conjuguer des méthodes
d’échantillonnage stochastique avec une estimation de la moyenne a posterior: de la séquence de
Bernoulli.

4.3 Estimation au sens de la moyenne a posteriori (MP)

Toujours dans le contexte bayésien, ’estimation des paramétres Bernoulli-Gaussiens au sens
de la moyenne a posteriori (MP) représente une alternative aux estimateurs de type MAP ou
MMAP étudiés au paragraphe précédent. En reprenant les notations précédentes ol u désigne
l’ensemble des parameétres (g,s) ou la seule séquence q selon la loi a posteriori considérée, la
moyenne a posteriori est définie comme :

ue 2 Eluly] = [upluly)du =" qPr(aly) [ splsla)ds powr u=(qs)
q 4.9
= qPr(qly) pour u = g. )

Pour simplifier les expressions & venir, la dépendance des différentes distributions en les hyper-
paramétres n’est pas explicitée pour linstant. On ne cherche donc plus les paramétres « les
plus probables au vu des données », mais ceux minimisant l’erreur en moyenne quadratique
[Tourneret, 2002]:

Uy = arg min E[||w — wy||* |y], oit e, est la véritable valeur des parameétres.
u

L’estimation au sens de la moyenne a posteriori, alternative & une stratégie de type MAP,
présente 'avantage de s’affranchir en théorie des problémes spécifiques & la mise en ceuvre d’une
méthode d’optimisation, et en particulier du blocage de ’algorithme dans un maximum local
de la distribution considérée. Pour des raisons déja évoquées au paragraphe précédent, un tel
estimateur n’est cependant pas calculable directement : si I'intégration des amplitudes dans le cas
de la loi jointe est explicite (la variable aléatoire s|q est gaussienne), le nombre de séquences g sur
lequel s’effectue la moyenne est, dans les deux cas, de 2°+! pour P+1 paramétres. Le recours & des
méthodes d’échantillonnage stochastique est une solution visant & obtenir des échantillons u(?)
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distribués selon la loi a posteriori p(u|y) et dont la moyenne réalise une approximation de
lespérance E[u|y].

Un reproche souvent effectué & un tel estimateur est son comportement envers des distribu-
tions fortement multimodales, puisque l'effet de moyennage entre deux modes peut déboucher
sur un estimateur tombant dans une région de faible probabilité. Cet argument est effectivement
valable lorsque les modes secondaires se voient affectés d’une densité de probabilité de valeur
élevée et nous avons justement vu au premier chapitre que la vraisemblance d’'un modéle multi-
sinusoidal est multimodale, laissant prévoir 'apparition de tels désagréments sur ’estimation de
la séquence q localisant les raies spectrales. Ce comportement pathologique d’alternance entre
deux modes, néanmoins, peut étre décelé par une exploration plus compléte de la distribution de
probabilité échantillonnée, rendue possible par I’analyse des échantillons u(®) : nous en verrons
un exemple sur ’estimation de q au § 4.5.1 consacré aux résultats de simulations. Notons encore
que la procédure d’estimation des amplitudes sg, qui sera détaillée plus loin, sera réalisée quant
4 elle de facon a éviter le moyennage entre les deux modes ¢ =0 et ¢, = 1.

4.3.1 La puissance de I’échantillonnage stochastique

Les techniques d’échantillonnage stochastique, et en particulier les méthodes de Monte-Carlo
par chaines de Markov, sont des outils trés puissants, dont ’exploitation a connu un essor
croissant depuis l’avénement de moyens informatiques performants [Robert, 1996]. Elles per-
mettent de réaliser des intégrations numériques complexes telles que (4.9) en produisant des
échantillons {u®},_, ;. distribués selon la loi d’intérét p(uly): la moyenne a posteriori E|u|y]
est alors estimée par :

T
~ 1 t (t)
Unp = tz:; u® | avec u¥) ~ p(uly). (4.10)

Outre le calcul de I'estimateur de la moyenne a posteriori, ’obtention d’un grand nombre d’échan-
tillons distribués selon la loi p(u|y) ouvre l'accés & une quantité énorme d’informations, per-
mettant d’analyser la forme de la loi échantillonnée. Ainsi, pour chaque paramétre scalaire uy,
I'histogramme des échantillons {ul(f)} .1 7 st une approximation de la distribution a poste-
riori p(ug|y). En particulier, nous pouvons estimer la variance associée & I'estimateur U, :

2

- - N 1 Iy
var Uy, = E[ (ur — “kMp)2 |y] par var ug,, = T—1 Z (u,(:) — Ukyyp) - (4.11)
t=1

L’estimation de la variance est un point fondamental pour le probléme d’analyse spectrale consi-

déré, puisqu’il s’interpréte en termes de niveau de confiance associé & ’estimation, c’est-a-dire
de fiabilité du résultat.

Dans le cas d’une stratégie de type MAP, notons qu’une évaluation postérieure de la qualité
de l'estimation peut également étre envisagée en échantillonnant la loi a posteriori autour de
la solution wyap: cette démarche est par exemple utilisée, dans un tout autre domaine astro-
physique par Kneib et al. [2003] pour déterminer les paramétres d’ellipticité de galaxies en leur
associant des barres d’erreur. Cependant, 1'utilisation d’un algorithme MCMC visant a 1’esti-
mation simultanée des paramétres et des variances correspondantes permet ici 1’obtention de
I’ensemble des informations par une démarche plus élégante et théoriquement solide.

Nous remarquons encore que, pour les parameétres de Bernoulli g & valeurs 0 ou 1, ’estimation
de la variance n’apporte aucune information puisque l'on a toujours (q,(:))2 = q,(:) Vk,t. Plus
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précisément, si Gr,p € [0, 1] est Pestimation de la probabilité que gx = 1 au vu des données y,
on a:

. Ty
Qhnp = T ou Ty, = Card{t| q,(:) =1}
. Tk Ty T . 9
et var Qryp T_1 (1- ?)2 = m(QkMP — Qkwp)-

Par conséquent var q,,p, comme tous les moments d’ordre supérieur de q,,p, représente la méme
information que @qyp: lincertitude associée & lestimation de la séquence de Ber-
noulli ¢ € {0;1}27*! est déja entiérement contenue dans la valeur de Gp, qui n’est plus a
valeurs binaires. Par ailleurs, nous proposerons plus loin une estimation conditionnelle des am-
plitudes s, qui sont alors de loi a posteriori gaussienne. La variance associée & ’estimateur revét
dans ce cas une forme analytique explicite, rendant une fois de plus ’estimation des variances
a partir des échantillons u(® superflue. Néanmoins, la relation (4.11) permet d’associer une va-
riance & 'estimation des hyperparamétres, et sera surtout utile lors de I'extension au modéle
Bernoulli-Gaussien avec décalages fréquentiels qui sera introduit au § 4.6.

4.3.2 Avantages techniques de la loi jointe

Nous avons vu lors du § 4.2 que I'estimation des paramétres B-G au sens du maximum a
posteriori présente des caractéristiques calculatoires similaires lorsqu’elle est associée a la loi
jointe p(q,s|y) ou a la loi marginale Pr(q|y). Les estimateurs obtenus dans les deux cas sont
toutefois différents et l'optimisation par un algorithme de type SMLR fournit empiriquement
des résultats plus satisfaisants avec la loi marginale. Qu’en est-il pour I'approche MP, visant &
réaliser 1’échantillonnage stochastique d’une loi a posteriori? Nous détaillons notre réponse en
les quatre points suivants.

i) Les paramétres d’intérét sont les valeurs de q. L’estimation de la séquence de Ber-
noulli est en effet le point le plus délicat et, sous les hypothéses gaussiennes réalisées sur la loi
des perturbations € et les amplitudes s|q, les amplitudes peuvent étre estimées a posteriori selon
la relation (4.8). L’importance essentielle de I’estimation de q est a fortiori renforcée lorsque son
estimation est réalisée au sens de la MP par des méthodes d’échantillonnage stochastique: les
échantillons {q®} permettent alors d’extraire de nombreuses informations au niveau de Uinter-
prétation des résultats.

~

ii) Les estimateurs g,,, obtenus a partir de p(q,s|y) et Pr(q|y) sont identiques, ce
qui n’est pas le cas pour une approche de type MAP. Cette propriété s’obtient immédiatement
en remarquant que si (¢V,s®)) ~ p(q,s|y), alors ¢\Y) ~ Pr(qly). Le choix entre lois jointe et
marginale sera donc essentiellement lié & la complexité associée a I’échantillonnage de chaque loi.

iii) La dépendance en les hyperparameétres est plus simple pour la loi jointe. Nous
avons effectivement vu au S 4.1.3 que I’étape de marginalisation des amplitudes masque la relation
des variances (02,0?) dans la formulation de la loi marginale. Cet argument pénalise I'utilisation
de la loi marginale dans le but d’aborder ’estimation non supervisée dans un cadre totalement
bayésien, comme nous l’envisagerons au § 4.3.4.
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iv) Mais surtout, I’échantillonnage de la loi jointe a posteriori est plus efficace. Bien
que le nombre de paramétres & échantillonner soit plus élevé — il faut ajouter 1’échantillonnage
des 2P + 2 amplitudes s dans le cas de la loi jointe — ’échantillonnage conjoint en (q,s) est plus
attractif sur le plan calculatoire. Cette proposition est & rapprocher de ’argumentaire de Davy
et Idier [2004] affirmant, dans un contexte plus général, que I’échantillonnage de la loi jointe
peut prévaloir sur celui de la loi marginale en fonction de la structure du probléme considéré:
méme si I’estimation basée sur la loi marginale, du fait d’'une quantité réduite de paramétres,
nécessite un nombre plus faible d’échantillons, ’obtention d’échantillons distribués selon la loi
jointe peut se révéler bien plus efficace, si bien qu’au final la procédure d’estimation se montre
plus avantageuse en exploitant la structure de la seconde. Afin de valider ce dernier point, nous
notons ci-aprés les expressions des lois p(qk,Sk|q_j,S—k,Y) et Pr(qx|q_x,y) qui sont & la base de
I’échantillonnage de Gibbs des lois a posteriori jointe et marginale, respectivement. La notation
employée u_j, désigne le vecteur formé par toutes les composantes de u sauf la k*™°. La justifi-
cation de 'usage d’un algorithme d’échantillonnage de Gibbs, ainsi que les détails de sa mise en
ceuvre, feront ’objet du § 4.4.1. Dans les expressions suivantes, Hy représente la matrice formée
par les deux colonnes d’indices 2k et 2k + 1 de H, c’est-a-dire la matrice N x 2 formée par les N

lignes [cos(27 frty), sin(27 frtn)|n=1..N-

Lois conditionnelles tirées de la distribution a posteriori jointe: 1’expression de
la distribution p(q,sk|q_x,S—_k,y) s’obtient & partir de la loi jointe (4.6), en remplagant les
distributions de Dirac d2(sy) par des lois gaussiennes N'(0,0312) dont on fait tendre la variance
vers 0: le détail des calculs peut étre trouvé a ’annexe B.2, et constituent une adaptation de
ceux menés par Cheng et al. [1996] au cas de paramétres s; bidimensionnels. On montre que les
variables (qx,Sk|q_x,S—k,y) ont également une structure Bernoulli-Gaussienne:

~ A 1 _
o Pr(gy=1|q_,5-1y) = avec A\ = -2 \I‘k|1/2 exp{ivﬂ‘klvk}

Ao+ (1= )
vp = Ul? I H ey, avec e, =y — Z#k Hjs;

o p(sklar = 1,9_1,5_k,y) = g2(s — vi, k) et p(silar = 0,9_1,5-k,y) = d2(Sk).

L’échantillonnage de chaque couple (qy,sx) correspond donc a ’échantillonnage d’une variable
aléatoire de Bernoulli et éventuellement celui d’un vecteur aléatoire gaussien de dimension 2.
Il requiert donc un effort calculatoire limité — la matrice I'y est de dimension 2 — qui consiste
essentiellement en:

— 2N multiplications scalaires et autant d’additions pour le produit H} e,

— 2N additions scalaires pour la mise a jour séquentielle du terme ey.

Lois conditionnelles tirées de la distribution a posteriori marginale: la loi mar-
ginale Pr(qx|q_;,y) se déduit & partir de 'expression (4.7) et l’écriture donnée ci-dessous est sa
forme de complexité minimale, utilisant des réductions analogues & celles proposées par Kormylo
et Mendel [1982] pour I’algorithme SMLR, bien que I’aspect bidimensionnel des variables s com-
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plique quelque peu leur formulation. Les calculs correspondants sont explicités & I’annexe B.2.

Ak y 1/2 L o a1
Pr(gr = 1|q_p,y) = ———— avec A\, = A|A exp{=c*w A, "w
(o = 1lq_1.y) AT k= A {50 wi Ay wi}
yiql, o?Iy +0*H diag(gik) H*
-1
ol Wk - H};{:E:’Aql,ky
A, = L-oHZ ! H

1
ylql

ol ql_k correspond a la séquence de Bernoulli valant 1 en k£ et g_; ailleurs et, comme pré-
cédemment, la notation gl . correspond & la séquence qlk « doublée » (voir en page 96). La

marginalisation des amplitudes se manifeste sous la forme de la covariance a posteriori X, g
dont I’expression complexe pénalise considérablement le cotit de calcul des probabilités a poste-

riori Pr(qr|q_j,y). Chaque évaluation de cette quantité nécessite essentiellement :

— le calcul de la matrice E;zl de dimension N et le calcul de son déterminant.
—k

— plusieurs produits matrice - vecteur en dimension N pour le calcul de wy et Ay, soit un
total d’environ 5N multiplications et autant d’additions.

Notons que ’évaluation de la matrice X n’est pas nécessaire, et que le calcul de son inverse

ylgt
peut se ramener & l'inversion d’une matrice de taille 2N, en exploitant la structure creuse de la

séquence q', [Champagnat et al., 1996], ot 2NN, est le nombre de valeurs non nulles dans g* .

De fait, I’échantillonnage de Pr(qx|g_,y) pour kK = 0... P, présente des aspects similaires au ba-
layage de séquences voisines de 'algorithme d’optimisation SMLR (voir le § 4.2.1), et les diverses
astuces associées a cette procédure peuvent étre employées, permettant de réduire le cotlit de cal-
cul et le stockage en mémoire. Néanmoins, 1’échantillonnage de la loi marginale restera toujours
de complexité supérieure a celle de I’échantillonnage de la distribution jointe p(q,s|y). En dehors
du champ de I'analyse spectrale, notons encore que 1’échantillonnage de la loi marginale peut se
révéler avantageux pour des problémes de déconvolution: lorsque la réponse impulsionnelle du
filtre correspondant — éventuellement inconnue — est d’ordre réduit M, le schéma d’échantillon-
nage proposé par Cappé et al. [1999] exploite la structure creuse de l'opérateur associé H pour
n’inverser que des matrices de taille M.

Enfin, un dernier argument renforgant le choix de la seconde concerne les hyperparamétres,
dont les lois a posteriori prennent des formes plus simples lorsqu’elles sont conjuguées a la
distribution jointe. Le probléme d’estimation peut alors étre abordé dans un cadre totalement
bayésien : ce point sera abordé au § 4.3.4.

4.3.3 L’intérét de q,,,
Limitations de ’estimation jointe (q,5)mp

A partir des échantillons ¢, 5() ~ p(q,s|y), 1a stratégie d’estimation directe de (q,s) conjoin-
tement au sens de la moyenne a posteriori est une solution élégante et rigoureuse qui fournit des
estimateurs aux caractéristiques bien connues, avec en particulier ’accés a leur variance. L’ob-
tention de tels estimateurs & partir des échantillons de la loi a posteriori est de plus immeédiate :
c’est une simple moyenne. C’est la solution retenue par Cheng et al. [1996] pour un probléme de
déconvolution myope, qui s’intéresse directement & ’estimation des amplitudes Syp. Ce choix,
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s’il est solide au niveau théorique, peut néanmoins se révéler problématique puisqu’il effectue,
pour chaque vecteur (bidimensionnel) d’amplitude s; un moyennage entre les deux modes g = 0
et g = 1 de la distribution a posteriori :

E[sk|y] = Pr(gx = 0ly) E[sk|gx = 0,y] + Pr(qr = 1|y) E[sk|qr = 1,y],

mélangeant ainsi des amplitudes nulles et des amplitudes de loi a posteriori p(sg|qx = 1,y)
gaussienne. Si la distribution a posteriori marginale Pr(qx|y) n’est pas assez concentrée en 1 ou
en 0, les amplitudes sy,,, correspondant a la présence d'une raie a la fréquence fj seront donc
sous-estimées. A I'inverse, le caractére parcimonieux de Skyp 1€ sera plus rigoureusement vérifié,
puisque l'on n’a jamais exactement Pr(qx = 1|ly) = 0.

Estimation séquentielle

Une démarche séquentielle semble alors plus adaptée, visant & réaliser en premier lieu la
localisation des raies spectrales, c’est-a-dire la détection de la séquence de Bernoulli, puis posté-
rieurement 1’estimation des amplitudes correspondant aux fréquences sélectionnées. C’est ce que
proposent Doucet et Duvaut [1997] avec un schéma en deux étapes:

1. I'estimation préalable de la séquence de Bernoulli au sens du maximum a posteriori mar-
ginal en sélectionnant I’échantillon ¢(*) qui maximise la distribution Pr(q|y);

2. Vestimation des amplitudes maximisant p(s|q,y), donnée par I’expression (4.8).

Notons que la premiére étape nécessite ’évaluation supplémentaire de la loi Pr(q(t) |y) en chaque
échantillon ¢*), et que la maximisation par I’échantillonnage de I’ensemble de cette loi ne semble
pas optimale en termes de cotit calculatoire. En explorant théoriquement I’ensemble de la loi,
elle permet néanmoins de s’affranchir des problémes spécifiques des approches « orientées opti-
misation », comme l’existence de minima locaux du critére & optimiser pénalisant des approches
itératives de type SMLR“. Mais surtout, cette procédure souffre, en ce qui concerne 'applica-
tion envisagée a la détection de raies spectrales, du reproche commun & tous les estimateurs de
type MAP, qui estiment g par une véritable séquence de Bernoulli. En effet, 'obtention de g,
permet d’associer le résultat & un degré de confiance accordé sur la détection éventuelle d’une
raie spectrale:

Qkyp €St une estimation de la probabilité d’eristence d’une sinusoide a la fréquence fj
au vu des observations y.

La structure du modéle Bernoulli-Gaussien, couplée a une estimation au sens de la moyenne a
posteriori (4.10), permet donc d’obtenir avec g,,, une estimation de la probabilité d’existence
d’une raie en tout point de la grille fréquentielle. Un intérét majeur de ’estimation au sens de
la moyenne a posteriori par rapport au maximum a posteriori apparait ici: le MAP, que ce
soit pour la loi jointe p(q,s|y) ou la loi marginale Pr(q|y), fournit un estimateur g, ,p qui est
lui-méme une séquence de Bernoulli, & valeurs 0 ou 1. q,,,, est certes la séquence « la plus
probable », mais l’estimation n’apporte aucune information au sujet de la cohérence du résultat.
En d’autres termes, I’échantillonnage de la distribution a posteriori p(q, s|y) permet d’accéder a
une quantité d’informations pertinentes dont la richesse n’est pas suffisamment exploitée par la
seule extraction du maximum. Cette interprétation est cependant un point clé de la procédure

4. Nous verrons toutefois au § 4.4.1 que l'algorithme MCMC peut étre perturbé par 'attraction de la chaine
vers des modes locaux, ralentissant sa convergence vers la distribution échantillonnée.
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d’estimation que nous proposons dans le contexte de la détection de raies spectrales, dont le
schéma est décrit au tableau 4.1.

1. I'estimation de E[g|y] par la moyenne Gy, = = >, ¢ ainsi que celle des hyper-
paramétres Oy, = =5 10N

2. l'interprétation du résultat en termes de probabilités de détection, et la sélection
des fréquences significatives par seuillage des valeurs de q,p, produisant une
séquence de Bernoulli g, : q,, = 1 si Gupy > a et 0 sinon. Le niveau de seuil
est laissé au libre choix de 'expert ;

3. Destimation des amplitudes correspondantes, au sens du maximum (ou de ma-
niére équivalente de la moyenne) de la loi gaussienne p(s|g = q,,y), obtenu par
l’équation (4.8), rappelée ici:

§a = [E[S | aav y] = Esma Ht Eyl@a_l Y

ou B,5, = o’diag(q ) et B,;5, = 02ly + HE,;, H' et en utilisant les valeurs
=«
estimées & I'étape 1 pour les hyperparamétres o2 et 2. L’expression analytique

de la matrice de covariance associée est alors donnée par [Idier et al., 2004] :

5lqa

Cov[s|Gay] = E[(s—35a)(s—3a)"qn, Y]
= 3. -3 HtZ;‘%aHZ

slzl\oz s‘aa S‘Zl\a‘

En particulier, les éléments diagonaux de cette matrice sont les va-
riances var ay, var by ou Sg = [ay, bg].

TAB. 4.1 — Procédure d’estimation de (q,s) & partir de l’échantillonnage de la loi a poste-
riori p(q,s|y).

En ce qui concerne ’estimation des amplitudes, notons encore que les paramétres d’intérét sont

essentiellement les modules pr = 4 /az + bi associés & chaque sinusoide, que nous pouvons égale-

. . . , . £ L) . . . .
ment estimer au sens de la MP a partir des échantillons a,(g), b,(g), ainsi que la variance associée.

Nous préférons cependant utiliser les expressions théoriques fournies par Goodman [1985] ou,
si ag ~ N(mg,v) et by ~ N(mp,v), la moyenne et la variance de p; ont les expressions analy-
tiques données & ’annexe B.1. Ce choix, bien qu’approximatif puisqu’il suppose que les variables
a posteriori ax|y et bi|y sont indépendantes et de méme variance, prendra tout son sens lors de
I’estimation des paramétres du modéle Bernoulli-Gaussien avec décalages en fréquence au § 4.6
pour lequel nous ne pourrons plus estimer le module & partir des échantillons a,(f),b,(f). Nous
n’avons pas trouvé ni pu établir d’expression analytique exacte des moments de p dans le cas
général d’un couple s = [a, bx| gaussien et de matrice de covariance non proportionnelle a
I'identité. En pratique cependant, nous avons toujours obtenu des valeurs Cov [s|y] ~ v 5.

4.3.4 Echantillonnage des hyperparamétres

Nous avons considéré tout au long de ce paragraphe une dépendance muette des différentes lois
de probabilité étudiées envers les hyperparamétres 8 = (\,02,0%). En particulier, la distribution



4.3. Estimation au sens de la moyenne a posteriori (MP) 111

sur laquelle nous proposons de baser 'estimation MP s’écrit sous forme compléte :

p(q.s]y.0) < p(yla.s,02) p(s|y.q.0?) Pr(qly,)\).

Le paradigme bayésien dans lequel nous nous placons est un cadre idéal pour considérer, au moins
sur le plan théorique, une estimation non supervisée totalement bayésienne en se munissant d’une
description probabiliste des hyperparamétres sous la forme d’'une distribution p(@). Il est alors
possible de réaliser 1’estimation & partir de la loi a posteriori conjointe en (q,s,0), qui s’écrit par
application de la régle de Bayes:

p(ylg,s,0) p(q,s]0) p(6)
7

p(q’370|y) = O(p(y’qasve)p(qu|0) p(a) (412)
ou 7 est la constante de normalisation intégrant le terme de droite sur I’ensemble des paramétres
aléatoires g,s,0. L’utilisation de distributions p(@) non informatives, c’est-a-dire ne nécessitant
aucune connaissance a priori sur les valeurs de 6, permet d’envisager une estimation non super-
visée.

La mazimisation conjointe de la distribution (4.12) en les paramétres et hyperparamétres est
théoriquement possible, mais bute sur les mémes problémes que ’estimation au sens du maximum
de vraisemblance généralisée décrite au § 4.2.2 (les deux approches coincident d’ailleurs lorsque les
lois a priori p(@) sont choisies uniformes) : la maximisation est en elle-méme une tache délicate, et
les propriétés de 'estimateur résultant sont mal connues [Idier, 2001a, chapitre 8|. Une stratégie
de type moyenne a posteriori permet par contre d’inclure les hyperparamétres dans la procédure
d’estimation en se dotant de lois a priori adéquates garantissant la simplicité de 1’échantillonnage
de la loi jointe p(q,s,0|y). L’estimation de I’ensemble des inconnues au sens de la MP est alors
envisageable, la moyenne:

Elg,s.0|y] =/ (g,5.0) p(q,s.0)
q,s,0
. 1<
étant estimée par (q,s,0)yp = TZ(q(t),s(t),H(t)), ol (q(t),s(t),e(t)) ~ p(q,s,0)y). Cette ap-
proche totalement bayésienne se révéle attrayante, offrant un cadre homogéne pour lequel les
parameétres B-G et les hyperparamétres sont considérés sur le méme plan, aussi bien par la na-
ture conjointe de la loi que par la méthode d’estimation. Une réserve est cependant a émettre
au sujet de l'estimation des amplitudes s: comme nous ’avons vu plus haut, il sera en effet
préférable d’estimer s postérieurement a ’estimation de g afin d’éviter les effets de moyennage
entre les deux modes ¢ = 0 et ¢ = 1. La formule d’estimation conjointe ci-dessus sera donc en
réalité utilisée pour les paramétres q et 6.

Nous examinons donc 1'utilisation de lois a priori non informatives sur les hyperparamétres 0,
c’est-a-dire ne traduisant pas ou peu de contraintes sur les valeurs de 6 et, dans la mesure du
possible, ne nécessitant pas elles-mémes le réglage de paramétres supplémentaires. Une fois de
plus, notons que 'objectif de cette démarche est de stabiliser la procédure d’estimation plutot
que d’influer sur son résultat. Nous optons pour une structure réglant indépendamment les trois
hyperparamétres :

p(8) = p(A\) p(a?) p(o?),

bien qu’il soit également possible d’envisager une paramétrisation différente. L’utilisation d’un
jeu d’hyperparamétres équivalent (\,02,62) ott 62 = 02 /02 utilisé par Andrieu et Doucet [1999]
permet par exemple de réaliser I'inférence sur 62 plutot que sur o2, le paramétre 62 ayant une
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interprétation physique plus « parlante » en termes de rapport signal sur bruit®. Néanmoins, la
structure proposée nous semble la plus appropriée, pour son caractére naturel par rapport a la
modélisation et la simplicité analytique des lois a posteriori qui en résultent.

Une loi a priori uniforme est-elle vraiment non informative?

Le choix de lois uniformes peut étre percu comme non informatif, dans le sens ot celles-ci ne
privilégient aucune valeur g priori de I’hyperparamétre. Ces distributions sont souvent impropres,
c’est-a-dire qu’elles ne sont pas normalisables: ce sera le cas de tout parameétre prenant ses
valeurs dans un domaine non borné, comme ici les variances o2 et o2. Néanmoins, ’utilisation
de lois a priori impropres est justifiable sous la condition que la loi jointe en p(g,s,0|y) soit
propre [Robert, 1996], c’est-a-dire lorsque la constante de normalisation Z intervenant dans la
relation (4.12) converge, ou:

7= Z /p(y]q,s,ag)p(s\q,a2) Pr(g|\) p(\) p(o?) p(c?) ds d\ do? do?.

Un reproche plus dommageable aux lois uniformes en termes informationnels concerne leur
forte dépendance envers la paramétrisation choisie. Ainsi, le choix d’une loi p(c?) uniforme sur
l’axe réel positif, impropre, correspond & une loi en o, également impropre, de la forme p(o) = o,
favorisant a priori les amplitudes a I'infini! A D'inverse, le choix de o ~ U ;[ Tevient a consi-
dérer que la variance o2 est distribuée selon une loi (impropre) de la forme p(o?) o< 1/1/c. Une
loi non informative en o2 peut donc étre trés informative en ¢! Il est donc illusoire de rechercher
sous cette forme une loi totalement non informative puisque 1’on disposera toujours d’une inter-
prétation permettant de lui associer une information a priori. Les motivations poussant au choix
d’un a priori impropre correspondent donc plus & des arguments de nature technique (simplicité
de la loi a posteriori résultante et absence de réglage de paramétres supplémentaires) qu’a un
choix naturel pour I'inférence statistique.

La loi a prior: de Jeffreys

Lors de la sélection d’une loi a priori en l'absence d’information préalable, une approche
bayésienne traditionnelle est celle utilisant la loi non informative de Jeffreys, qui s’écrit comme
la racine de l'information de Fisher du modeéle [Bernardo et Smith, 1994]:

2
pe(6) o \/T(8), ou 1(6ly) = ~E[- log p(q.6/6)].

Par rapport & 1’a priori uniforme, cette distribution présente 1’avantage d’inwariance selon la
parameétrisation choisie parmi la famille des puissances {0""},,~0 représentant un parameétre 6.
En reprenant ’exemple de la variance o2 d’une loi gaussienne, I’a priori selon Jeffreys revient
alors a considérer p(o) o 1/0, ou de maniére équivalente p(c™) o< 1/0™ : ainsi la loi a priori
contient la méme information selon que l'on considére o ou ¢". Notons que dans ce cas, 'a
priori de Jeffreys s’identifie avec la définition de la loi non informative de référence, issue de la
théorie de l'information [Bernardo et Smith, 1994]. Remarquons encore que cette distribution

5. Les motivations poussant les auteurs & utiliser une telle paramétrisation ont cependant plus & voir avec
un aspect technique lié & la marginalisation des amplitudes dans la loi a posterior:: nous avons étudié ce point
au § 4.1.3.
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peut également étre impropre (c’est le cas pour la variance d’une loi gaussienne), ce qui n’est
pas un probléme dans la mesure ou la loi a posteriori associée est intégrable.

Lois a priori conjuguées

Une autre option, dont la justification est plutét d’ordre technique, consiste & utiliser une loi a
priori conjuguée, c’est-a-dire d’'une forme telle que la loi a posteriori correspondante appartienne
& la méme famille de fonctions, I’étape d’intégration des données n’intervenant qu’au niveau de la
valeur des parameétres régissant cette loi. Lorsque les familles considérées sont de nature simple,
cette propriété se révéle en particulier de grande importance pour l'utilisation de méthodes
d’échantillonnage stochastique, garantissant ainsi ’obtention de distributions a posteriori selon
lesquelles il sera possible de générer facilement des échantillons. Dans un probléme de déconvolu-
tion aveugle B-G utilisant ce méme formalisme, Cheng et al. [1996] proposent ainsi d’utiliser des
lois a priori conjuguées de type Beta pour A: A ~ Be(a,b) et inverse-chi deux pour les variances
des lois gaussiennes: o2 ~ x"2(v,n) et 02 ~ x"2(u,£), nécessitant le réglage de six paramétres.
Doucet et Duvaut [1997] utilisent quant & eux des lois Beta sur A et inverse-Gamma sur o2 et o2,
également conjuguées avec la loi a posteriori (4.6). Il est ainsi théoriquement possible de rajouter
un nombre indéterminé de niveaux d’inférence statistique, ou les hyper-hyperparameétres réglant
les distributions p(@) doivent étre fixés, voire probabilisés & leur tour puis estimés conjointement
dans le cadre bayésien. En choisissant pour chaque niveau des distributions a priori de plus
en plus vagues, la procédure autorise ainsi des variations peu contraintes des hyperparamétres,
satisfaisant 1’objectif non supervisé (Richardson et Green [1997], Andrieu et Doucet [1999] re-
montent ainsi & trois niveaux d’inférence). Néanmoins, par souci de simplicité, nous privilégions
la recherche de lois p(@) de description plus directe et s’affranchissant dans la mesure du possible
du réglage de paramétres supplémentaires. Nous verrons que, en application & notre probléme, un
second niveau d’inférence sur p(0) s’avérera suffisant pour obtenir une estimation non supervisée
satisfaisante.

Remarquons que dans le cas ot I'on disposerait d’une quelconque information préalable sur
tout ou partie de 8, sa prise en compte peut étre effectuée de maniére probabiliste en contraignant
plus ou moins les distributions correspondantes au moyen du réglage des hyper-hyperparamétres,
ce qui reste une démarche plus souple que de fixer de maniére « définitive » de la valeur d’un
hyperparamétre, en la rendant plus permissive vis-a-vis d’éventuelles erreurs.

Choix adoptés

Nous détaillons ci-dessous les types de distributions a priori retenues pour les trois hyperpa-
rameétres. Une étude comparative de leur influence sur la qualité de l'estimation résultante sera
présentée au § 4.5.

Choix de p()\): La dépendance de la loi a posteriori (4.6) en A est de la forme
ANe(1 — \)PF1=Ne oft N, représente le nombre de raies dans le modéle. Une loi a priori de
type Be est alors conjuguée & (4.6) et il est possible de contraindre A & prendre des valeurs
faibles (puisque nous recherchons une solution parcimonieuse, on aura A < 1). Cependant, nous
préférons éviter de régler des parameétres supplémentaires et choisissons une loi a priori uniforme
sur [0, 1], choix qui s’avérera satisfaisant en pratique:

A~Up 1y p(A) =1p,1) (V).
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Choix de p(c?): Plusieurs stratégies sont envisageables pour choisir une loi p(¢?) non infor-
mative. La possibilité de prise en compte d’une distribution a priori uniforme de o2 sur [0, + oo]
est reliée aux considérations évoquées plus haut dans ce méme paragraphe: la loi jointe sera
proprement définie si l'intégrale [o_ N exp —%daf converge, ce qui est garanti & partir
du moment ou N/2 > 1, soit un nombre de données N > 3, ce qui sera toujours le cas en
pratique. Par ailleurs le terme sous l'intégrale précédente décrit la dépendance de la loi a poste-
Ti07Ti (4.6) en 02, qui prend la forme d’une loi inverse-Gamma (ZG). Une loi a priori conjuguée
de type 02 ~ IQ( ,3) débouchera alors sur une loi a posteriori p(c?|y,q,s,\,0%) également ZG.
Il s’agira alors de choisir un a priori vague, c’est-a-dire des paramétres o et § autorisant des
valeurs de o2 sur une grande partie de I’axe réel positif. Notons encore que 1'a priori de Jef-
freys p(02) oc 1/0? est impropre, mais débouche sur une loi a posteriori propre, également de
type inverse-Gamma (p(02) o< 1/02 peut étre considéré comme une loi conjuguée ZG(1,0)). Nous
étudierons donc les différentes lois a posteriori suivantes :

oZ ~IG(a,0) on « et (3 seront & régler,
o suivant 'a priori de Jeffreys : p(o?) = 1/02.

g ~ U, 4oof * P(02) = Lo, +00((07),

Choix de p(0?): La dépendance en o2 de la loi a posteriori (4.6) peut s’écrire sous la forme :

_ > kg1 I8kl
I 92(sk.0%T2) =0 2N oxp — SMOLTE

202
k/qp=1

ol N, représente le nombre de raies dans le modéle. La validité de I'utilisation d’une loi a prior:
uniforme impropre sur o est alors conditionnée par l'intégrabilité du terme ci-dessus en o2, qui
est obtenue lorsque le nombre de raies N, > 1, ce qui n’est pas vrai pour toutes les séquences q.
Par conséquent, 'intégrale 7 explicitée au début de ce paragraphe diverge, et il semble donc
plus prudent de ne pas utiliser une telle distribution. De maniére analogue & la discussion menée
plus haut pour le paramétre o2 — ces paramétres correspondent tous deux & des variances de lois
normales et leur influence dans I'expression de (4.6) revét des formes similaires — le choix d’un
a priori conjugué se fera dans la famille des lois ZG(u,n); le choix de p > 1 assure alors une
définition propre de la loi a posteriori d’intérét. En particulier, la loi de Jeffreys p(0?) o< 1/02,
qui correspond & une loi impropre ZG(1,0), est également envisageable. Nous étudierons donc les
différentes lois a posteriori suivantes :

0% ~IG(u,m) ol u et n seront & régler,
o suivant I'a priori de Jeffreys : p(0?) oc 1/02.

4.4 Mise en ceuvre de ’estimation MP

Nous nous intéressons maintenant & ’échantillonnage de la loi jointe a posteriori p(q,s,0y),
dont nous détaillons l'expression :

p(g,s.6ly) oc ANe(1— )\)P+17Ne U_NeXp 2 202 |y — Hs||
1
X AN, P T5 3 [Ellk H d2(sk) (4.13)
k/ak=0

x p(A) p(o?) p(a?).
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De par la complexité de sa forme analytique, il est évidemment impossible de simuler directe-
ment des variables aléatoires distribuées selon cette distribution. L’algorithme d’échantillonnage
de Gibbs est une méthode MCMC reposant sur l'utilisation des densités de probabilité condi-
tionnelles, et se révéle particulierement bien adapté a la structure ci-dessus, pour laquelle les lois
conditionnelles de chaque paramétre connaissant les autres variables et les données revétent des
expressions relativement simples, selon lesquelles il est « facile » de générer des échantillons.

4.4.1 L’échantillonnage de Gibbs classique

Cheng et al. [1996] puis Doucet et Duvaut [1997] ont proposé, pour des applications de décon-
volution, un algorithme d’échantillonnage de Gibbs des paramétres B-G et des hyperparamétres,
que nous avons généralisé au probléme d’analyse spectrale faisant intervenir des variables si
bidimensionnelles. Les calculs menant aux expressions des différentes lois conditionnelles sont
détaillés dans ’annexe B.2 et le détail de la procédure est présenté ci-dessous, ou il est fait usage

Eij 2 (ugt),ugl, e ,ugt)) et us’lf—l) 2 (ugtlk,ug:—};)). Le schéma algorithmique

décrit au tableau 4.2 génére des échantillons (g*), s(*), O(t))tzlmT asymptotiquement distribués
selon la distribution a posteriori (4.13); une preuve de convergence de la procédure générale
d’échantillonnage de Gibbs dans le cas général peut étre trouvée dans [Robert, 1996], ainsi que
les expressions analytiques des différentes lois « classiques » intervenant dans 1’algorithme.

des notations u

Remarquons que les différentes expressions & calculer & chaque itération ne font pas intervenir
de calculs en dimension élevée et le balayage itératif des parametres B-G (gx,s;) pour k =0... P
permet ’actualisation & moindre coiit des quantités ey ; de ce fait, le cofit principal associé
a chaque itération est celui des P produits Hzek. Quelle que soit la forme de ’échantillonnage
temporel des données, le coiit résultant d’une itération de 1’algorithme de Gibbs est donc le méme.
Nous retrouvons ici une caractéristique commune avec les algorithmes de descente coordonnée par
coordonnée étudiés aux paragraphes 3.4.3 et 3.5.4: le traitement individuel de chaque paramétre
spectral ne permet pas de tirer parti des propriétés structurelles liées & 1’échantillonnage régulier
comme les calculs de produits matrice-vecteur par algorithmes FFT, qui n’interviennent que
lorsque le vecteur d’amplitudes spectrales est considéré de maniére globale.
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o) Initialisation t = 0: (¢(©, s®) = (0,0) et 8 = (0.1;1;1).
Pour les itérations t = 1...7T, effectuer les tirages aléatoires suivants:
i) Pour k = 0, échantillonner les paramétres B-G:

qé),aé)Np(q ao| g\ }, LP),H“’”,y)

avec p(qo,ag|reste) = Ao g(ap — vo) + (1 — Ag) d(ag), ou:

X " 2
N o= =t ,AozA@exp<”—%>
Ao + (1 — )\) g 2’70
’yg = 0202/(02+N02)
vy = Z €oy,, avec eg = Yy — ZP+1 H;s;

et former s(()t) = (a(()t),()).

ii) Pour £k =1... P, échantillonner les paramétres B-G:

¢ 41 ti—1 _
g8 ~p <Qk,5k|qk s et 1),y>

avec p(qx,sk|reste) = A\ ga(sk — v) + (1 — Ag) d2(sk), on

Xk 5 A 1/2 [
)\k = N—,)\k = — Fk eXp| zv r Vi
e+ (1= ) o2 1! 2 kTR
r;l = L+ s HH
v, = 1 l"k Ht e, avec e, = Y — ZHHCH 8j.

iii) Echantillonner 2B ~p ()\ | q®, s, 062(1;71), 02(#1), y)

avec \|reste ~ Be(Ng,P + 1 — Ng).

iv) Echantillonner U?(t) ~p (0’62 1g®, s® \B)] JQ(t_l),y>

avec o2|reste ~ IG(N/2 + o, |y — Hs||? /2 + 3)

en considérant une loi a priori 02 ~ ZG(a,3). Dans le cas d’un a priori de Jeffreys,
on aura @ = 1,48 = 0 et le cas d'un a priori uniforme (impropre) correspond
aa=-1,0=0.

v) Echantillonner | 2" ~ p (02 1q® 50 A®) 520 7y>

Ig(Ne + W, HSH2/2 +77) si qo = 07

2
avec o“|reste ~ .
| { IG(Ne —1/2+ p, ||s]|* /2 +n) si qo # 0

en considérant une loi a priori 0? ~ ZG(u,n). Pour un a priori de Jeffreys, on
aura p = 1,17 = 0. La spécificité du cas qo = 0 provient de la conséquente nullité
de by dans le modéle B-G.

TAB. 4.2 — Algorithme d’échantillonnage de Gibbs générant (q(t),s(t),e(t)) ~p(q,s,0|y).
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Mise en évidence de lenteurs de convergence

La mise en ceuvre du schéma d’échantillonnage précédent sur le probléme d’analyse spectrale
révéle des lenteurs de convergence, o la chaine (g(¥),s()) reste bloquée dans des configurations
telles que celle décrite sur la figure 4.2: si, & une itération donnée, ’échantillonneur produit des
échantillons B-G (¢*),s(")) modélisant une raie de fréquence fi, par deux raies de fréquences
voisines fy,—1 €t fi,+1, la chaine de Markov produite par I’algorithme du tableau 4.2 va difficile-
ment sortir de cette configuration. Ce comportement pathologique est lié a la structure méme de
l’échantillonnage de Gibbs [Robert, 1996, page 205] qui ne modifie qu’une seule composante a la
fois, ce qui limite les déplacements « rapides » de la chaine entre deux configurations différentes,
d’autant plus lorsque celles-ci correspondent & des modes locaux de la distribution d’intérét.
L’expression de la loi & partir de laquelle sont générées les composantes B-G permet de mieux
comprendre ce phénoméne par ’observation suivante, en rappelant que la variable de Bernoulli g
conditionne I'existence d’une raie de fréquence f; = % fmax:

Conditionnellement a la connaissance des données et de ’ensemble des composantes
B-G auzx fréquences fj.r, la probabilité d’avoir une raie en fy est d’autant plus élevée
que l’est le terme &, = Htk(y—Z#k H;s;), qui correspond au spectre de FourierS pris
en fr de la partie des données non modélisée par ces composantes B-G.

De ce fait, tout changement d’une unique composante autour des indices kg dans la configuration
de type (1-0-1) de la figure 4.2 & gauche se voit affecter d’une probabilité faible:

— La probabilité Pr(gg,—1 = 1|reste) est dans ce cas élevée, le reste des composantes B-G
(et notamment la raie en fi,41) ne suffisant pas & modéliser la fréquence d’indice kg. De
méme, Pr(qy,+1 = 1|reste) est également éleveée.

— A T'inverse, Pr(qr, = 1|reste) sera faible puisque les composantes existantes a litération
courante en fi,_1 et fx,+1 suffisent & modéliser approximativement la contribution de la
fréquence théorique en fi,. On a en effet la relation:

. _ . 1 ‘
exp (j27r kOP L fnax tn) + exp (j27T kOPH Sfmax tn) = 2cos (QWﬁfmaxtn) exp (]27r %Ofmax tn)
—— —— N——
Jro—1 Fro+1 Tkg

~ 2exp (j27rfk0tn)
ou cette approximation est d’autant plus valable que P est grand.

La figure 4.2 & droite illustre ce propos en représentant les spectres de Fourier Ej(f) des si-
gnaux ey (le vecteur bidimensionnel é; contient les parties réelle et imaginaire de FEj( fk)):
les spectres de Fourier Ey,_1(f) et Ex,+1(f) présentent des pics aux fréquences fr,—1 €t fr,+1
respectivement, traduisant l'interdépendance des deux raies modélisées par la chaine courante.
Dans cet exemple, les probabilités correspondantes Pr(gi,—1 = 1|reste) et Pr(gy,+1 = 1|reste)
sont toutes deux pratiquement égales & 1. A linverse, le spectre de Fourier des données aux-
quelles on a retiré les contributions en fj,,_1 et fi,+1 apportées par la chaine courante présente
un comportement trés peu marqué en fy, ; la probabilité correspondante Pr(gy, = 1|reste) vaut
ici 2.1073.

Ce désagrément est & rapprocher des problémes rencontrés par les techniques d’optimisation,
pouvant étre piégées dans des modes locaux de la distribution 8 maximiser : ’algorithme SMLR,

6. Plus précisément, on a par définition ¢, 2 Hiy = [, y(tn) cos(2m fitn), >, y(tn) sin(27 fitn)] regroupe
les parties réelle et imaginaires du spectre de Fourier Y (f) du signal y pris en la fréquence f.
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F1G. 4.2 — A gauche, blocage de I’échantillonnage de Gibbs : les o représentent la chaine courante
et le o la raie en fi,. La hauteur des o est donnée par l'amplitude associée o s, = (ax,by),
soit \/a2102. A droite, représentation en module des spectres de Fourier Ey,_1(f) (- -), Ex,(f) ()

et Eryr1(f) (=)

dans sa formulation initiale ol les voisinages ne différent que d’une seule composante, se retrou-
vera également bloqué s’il se trouve a une itération donnée dans une configuration autour de f,
de type (1-0-1) puisque toute configuration qui en différe par au plus une composante donne lieu
& une valeur plus faible de la densité de probabilité a posteriori. Les conséquences sur une ap-
proche par échantillonnage stochastique sont cependant moins graves, puisque la distribution des
échantillons selon la loi d’intérét est asymptotiquement garantie : dans ’exemple ci-dessus, la pro-
babilité Pr(gy,—1|reste) n’est pas exactement nulle et ’algorithme de Gibbs est assuré d’aboutir
aprés un nombre suffisant d’itérations & une configuration de type (qro—1, Qkos ko+1) = (0,1,0),
et de ne revenir que trés peu probablement dans une configuration de la forme (1-0-1), qui est
un mode local mais de probabilité bien plus faible que la véritable configuration. Néanmoins, il
semble primordial d’envisager des solutions palliant cette lenteur qui pénalise de maniére consi-
dérable une procédure dont la mise en ceuvre est déja intrinséquement lourde: c’est I'objet du
prochain paragraphe. Notons pour finir que ce genre de configuration problématique n’a lieu
d’étre que lorsque l'on considére une grille fréquentielle suffisamment fine, i.e., des valeurs éle-
vées de P: l’approximation explicitée ci-dessus d'une raie fréquentielle en f, par deux raies
d’amplitude moitié en fy,—1 et fr,+1 est d’autant plus valable que la résolution fréquentielle est
élevée.

4.4.2 Accélérations de I’algorithme

Au cours de ce travail de thése, nous avons envisagé deux solutions afin d’éviter le blocage
de ’échantillonneur de Gibbs dans de telles configurations critiques. Afin d’alléger les différentes
expressions des lois de probabilité considérées, leur dépendance en les hyperparamétres n’est pas
détaillée par la suite : les problémes mentionnés apparaissent & l'intérieur de I’échantillonneur de
Gibbs dans les distributions conditionnelles de type p(qk,Sk|q_,5—%,y,0), pour lesquelles 6 ne
joue aucun roéle déterminant.
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Encourager des transitions depuis les configurations critiques

Nous avons étudié une premiére approche consistant & favoriser, au cours de l’algorithme
d’échantillonnage stochastique, des transitions vers des configurations ne présentant pas ce type
de « trous ». Une solution idéale & cet effet serait I'introduction dans le schéma du tableau 4.2
d’une étape de Hastings-Metropolis proposant le passage d’une configuration (qx,—1, Gky> Qko+1) =
(1,0,1) & une configuration (qr,—1, 3k, @ko+1) = (0, 1,0) et réciproquement, afin de s’assurer de
la réversibilité de la chaine ainsi produite. En décrivant les transitions entre deux configurations
sous la forme probabiliste d’une loi instrumentale hap(qp,SB|q.4,84), une telle étape fonctionne
de la facon suivante [Robert, 1996]:

i) étant donné un échantillon courant (g(*,s*)) dans une configuration (1-0-1), générer un
candidat dans la configuration B selon:

q/78/ ~ hAB(qBasB‘qA#SA)

i) accepter les nouvelles valeurs (g(‘t1) s(t+1)) = (q',s’) avec une probabilité pyy,
rester en (g1 s(41)) = (g 51) avec une probabilité 1 — pyy,

p(d.s'ly) hpa(q¥,sV|q.s)
p(g®,sW|y) hap(q',s'|q®,sM)

Ol Pum =

En revenant & l’exemple pris au paragraphe précédent, si la configuration courante est de
type (q,(c?_l,q,(f?,q,(c? +1) = (1,0,1) pour une raie effectivement localisée en f,, la proposition

d'un candidat présentant une séquence g’ de type (qy, 1, qk, 1) = (0,1,0) et q = q,(:)

ailleurs aura une forte probabilité d’étre acceptée, puisque ce candidat donne lieu & une plus
forte densité de probabilité a posteriori: le premier terme de p sera supérieur & 1. Cependant,
la nature composite du couple (g,s) associant une variable discréte et une variable continue
rend délicate la définition d’une loi instrumentale h, mélange de probabilités discrétes et de lois
continues.

Dans une approche de la déconvolution B-G basée sur des algorithmes d’optimisation itératifs
de type SMLR, Chi et Mendel [1984] remarquent des perturbations similaires & celles identifiées
au paragraphe précédent et proposent d’inclure, parmi les séquences voisines explorées, celles dif-
férant de la séquence courante en deux indices consécutifs. D’une maniére analogue, une solution
dans le cas de ’échantillonnage stochastique est d’inclure une nouvelle étape d’échantillonnage
dans le schéma de ’algorithme de Gibbs du tableau 4.2, favorisant le décalage d’un indice de la
position d’une raie. Nous proposons donc le schéma d’échantillonnage modifié suivant :
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Echantillonner ¢, s®, 6™ selon le schéma de I’algorithme du tableau 4.2 et, avec une
probabilité n*), proposer la modification suivante:
i) sélectionner un indice k; de la chaine courante tel que q,itl) =1;

ii) avec une probabilité 1/2, prendre dk; = 1, sinon prendre dk; = —1 et former la
séquence de Bernoulli q’ telle que:

/ / _ ro_ () . .
Tk, =0, Qg 466, = 1 €6 @ = ;" ailleurs;
iii) estimer les amplitudes correspondantes s’ au sens du maximum a posteriori :

s’ = argmax p(s'|y,q’), dont I'expression est donnée par (4.8);
S

iv) accepter (q*t1), s(t1)) = (¢’,s') si le candidat augmente la loi a posteriori,

p(d'.s'ly)

— = Y7 1
p(qW.s0]g) ~

c’est-a-dire si p =

et rester en (gt st+D)) = (g s*)) sinon.

TAB. 4.3 — Algorithme modifié pour l’échantillonnage de p(q,s,0|y).

A titre d’exemple, la figure 4.3 détaille le comportement de cette procédure sur la configura-
tion (1-0-1) précédente, témoin du blocage de I’échantillonneur de Gibbs. La figure (a) montre la
configuration initiale critique: (q,g?_l, q,(c?, q,(;;) +1) = (1,0,1) alors que la raie théorique se trouve
en fi,. En sélectionnant par exemple k; = ko — 1 et dk; = 1, la séquence de Bernoulli proposée g’
vaut (¢, 1, Qs Qo) = (0,1,1) et Pestimation au sens du MAP des amplitudes correspon-
dant & ¢’ est représentée sur la figure (b): pour un modele courant avec deux sinusoides de
fréquences fi, et fir,+1, 'amplitude en fy, se voit affecter une valeur élevée, alors que 'ampli-
tude associée & fi,+1 est faible. Le rapport des lois a posteriori vaut dans cet exemple p ~ 24, et
la transition (q(tH),s(tH)) = (q,s') est acceptée. A la suite d’une itération supplémentaire de
I'échantillonneur de Gibbs, la figure (c) montre que la composante en fi,41 a méme complétement

disparu: on a a présent (q,(i;i), q£i+2) (t+2)) = (0,1,0).

s dkg+1

1 & 1 8 1
038 : 038 03

S& 0.6, Ssz 0.6, Ssz 0.6

QL QU QU
0.4] E 0.4] 0.4
02 : 02 02
0 o 0 ol o ° o o
Frg—2 Feg—1 fhg  Tro+1 Tro+2 Frg—2 Feg—1 Frg  Tro+1 Fro+2 JGkU—Q Feg—1 Trg Feo+1 Fro+2
(a) s® (b) g(t+1) (C) s(t+2)

FiG. 4.3 — Comportement de la procédure du tableau 4.3 sur la situation de blocage de l’échan-
tillonneur de Gibbs classique de la figure 4.2. Les o localisent la raie théorique en fi, et les o le
spectre correspond a la chaine courante a divers moments de la procédure. La hauteur des o est
donnée par l'amplitude associée a s, = (ay,by), soit py=+/a2+0}. (t) : configuration critique, (t+1) :
sortie de l’étape (1v) et (t+2) : aprés une itération supplémentaire de l’échantillonnage de Gibbs.
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Il faut noter que cette étape n’est pas & proprement parler un pas de Hastings-Metropolis,
puisque les amplitudes sont proposées de maniére déterministe et au sens du MAP, favorisant
ainsi le taux d’acceptation a ’étape iv) de ’algorithme modifié: p n’est pas une probabilité de
la forme pyy et la chaine produite n’est alors pas stationnaire. Par conséquent, cette étape ne
peut étre réalisée tout au long de la procédure d’échantillonnage mais doit plus étre interprétée
comme une étape de « chauffage », évitant une initialisation critique de I’échantillonneur de
Gibbs. En pratique, son application sera proposée, a chaque itération ¢, avec une probabilité n(*)
telle que n® — 0 lorsque t — +oo.
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Echantillonnage par blocs

Vu que les configurations problématiques mettent en jeu trois indices consécutifs de la sé-
quence de Bernoulli, nous proposons une seconde solution mettant en ceuvre 1’échantillonnage de
Gibbs de la loi p(q,s,0|y) non plus par la simulation des lois conditionnelles p(qx,si|reste), mais
en groupant les paramétres par blocs de trois indices consécutifs, en échantillonnant conjointe-
ment :

di—k+2:Sk—k+2 ™~ p(qkak+27sk—>k+2|q7(k~>k+2)a5—(k—>k+2)vyae)

Ol q_(y—kt2):S—(k—kt2) Teprésente 'ensemble des échantillons g,s excepté ceux d’indices k
& k 4 2. Cette approche permet d’envisager de maniére plus élégante la transition directe d’un
échantillon « critique » vers une configuration correcte: en reprenant notre exemple phare de la
figure 4.2 et les notations correspondantes, il est naturel de penser que ’échantillonnage conjoint
de (qg,—1—ko+1:Sko—1—ko+1) favorisera une séquence de Bernoulli de la forme (0,1,0) puisque
I’échantillonnage en kg n’est plus conditionné par 1’existence de raies aux points voisins kg =+ 1.

La loi jointe présente toutefois une expression analytique plus complexe que pour le cas
« scalaire » précédent, et la mise en ceuvre de 1’échantillonnage correspondant nécessite un
colt calculatoire plus élevé. En effet, d’'une maniére générale, ’échantillonnage conjoint de m
paramétres B-G nécessite le calcul des 2™ probabilités correspondant & chaque séquence de
Bernoulli possible, au lieu de m probabilités pour un échantillonnage séparé. Dans le cas d’un
échantillonnage de Gibbs par blocs de trois composantes, la loi a posteriori s’écrit sous la forme:

p(qk—>k+27skﬂk+2’7‘e$te) = Z )‘ku,v,w gG(Sk—»k+2 — Vkuw,w> Fku,v,w) (414)
(u0,w)€{0;1}3

OU Mgy €St la probabilité a posteriori, connaissant les données et le reste des parameétres
B-G, que les variables de Bernoulli gq;_,,,, soient dans la configuration (u,v,w) et
96(Sk—k+2~Vkuvuws Lkuvw) €t la distribution a posteriori gaussienne correspondante des ampli-
tudes: Iy, ,, est une matrice de taille 6 x 6, diagonale par blocs 2 X 2, d’expressions similaires
4 la matrice I'y intervenant dans le cas de l’échantillonnage classique de l’algorithme du ta-
bleau 4.2. Notons que cette distribution gaussienne est a considérer au sens des distributions et
inclut des blocs identiquement nuls correspondant aux zéros de la configuration (u,v,w). Afin de
ne pas pénaliser la lisibilité de ce manuscrit, les expressions de Ay, €t I'y . sont renvoyées
I’'annexe B.2. L’échantillonnage par blocs, plus cotliteux, ne sera effectué en pratique qu’en alter-
nance avec I’échantillonnage de Gibbs classique. Par ailleurs, afin de mieux couvrir d’éventuelles
configurations problématiques, la procédure devra également éviter de toujours échantillonner
les mémes blocs 3 x 3. L’algorithme résultant est donc au final le suivant :

i) échantillonner ¢, s® 0" selon le schéma de I’algorithme du tableau 4.2 ;

ii) toutes les T3 itérations, choisir de maniére équiprobable dk = 0,1 ou 2 puis

_ P17 : (t) (t)
pour k = 0...[~~], échantillonner D3t 6, —3k+6, 42> S3k-+8,—3k+5,+2 Selon la

loi (4.14).

TAB. 4.4 — Algorithme d’échantillonnage de p(q, s,0|y) incluant des étapes d’échantillonnage de
Gibbs par blocs.

En reprenant I’exemple de la configuration critique précédente, la figure 4.4 compare les pro-
babilités A, . . associées aux blocs de trois composantes comprenant ko. Dans chaque cas, la
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probabilité est quasiment égale a 1 pour la configuration localisant la raie en kg, alors que les
autres ne dépassent pas 1073.

1 1 1
038 038 038
206 206 206
2 2 2
3 3 3
~ 04 ~ 04 ~ 04
02 02 02
80 L oo B ofr 1oL il 1Tr o o0 9L o 100 ofL 0L il 1oL o S0 BT o B o B 0 1T o
(u,v,w) (u,v,w) (u,v,w)
pour gqry—2—ko pour grg—1—ko+1 POUT Gry—ko+2

F1G. 4.4 — Probabilités a posteriori \y . pour les trois configurations impliquant ko, correspon-
dant & une étape d’échantillonnage par blocs associée a la configuration critique de la figure 4.2.

4.5 Reésultats d’estimation sur le modéle B-G

Afin d’illustrer la qualité de ’estimation et le comportement des algorithmes d’échantillonnage
stochastique, nous appliquons la procédure d’estimation par modélisation Bernoulli-Gaussienne
sur le signal multi-sinusoidal & la base des simulations du chapitre 3 et présenté sur la figure 2.6,
composé de cinqg sinusoides vy, . . . ,u5 bruitées & 10 dB. Des échantillons (q(t),s(t),e(t)) sont générés
selon les trois algorithmes étudiés, a savoir:

— le schéma d’échantillonnage classique du tableau 4.2, noté Gg ;

— le schéma favorisant les décalages des positions des raies dans ¢(*) selon I’algorithme du
tableau 4.3. Nous notons cette version G, en référence a la probabilité 1 3 laquelle ces
transitions sont proposées;

— l'algorithme du tableau 4.4 proposant 1’échantillonnage par blocs de trois composantes B-G,
que nous désignerons par Gs.

La détermination d’un test de contrble assurant une exploration suffisante de la distribution de
probabilité échantillonnée est une problématique qui reste trés ouverte [Robert, 1996, chapitre 6].
L’ensemble des résulats présentés dans ce paragraphe fait usage de la régle suivante: I’échan-
tillonnage est arrété lorsque, & une itération donnée, I’ensemble des paramétres estimés aT,§T,5T

ne varie pratiquement plus, soit plus précisément lorsque:

T
" —a" || <a aveca=10"3 et a’ a2 Z ul®), (4.15)
T
t=T/2+1
oit & regroupe I’ensemble des parameétres estimés (ijT,gT,/éT) a l'itération T'. L’utilisation de la
norme ||-||, signifie que les algorithmes sont arrétés lorsque I’estimé d’aucun paramétre scalaire
parmi q, s et @ ne varie de plus de 102 entre les itérations 7' — Tp et T. Par la suite, Ty est fixé
4 10 itérations. Le rejet, & une itération 7', de la moitié des échantillons permet de s’affranchir des
effets dis a l'initialisation de la chaine, les premiers échantillons étant en pratique trés éloignés
des valeurs finales. Ainsi, méme si une telle procédure rejette un nombre croissant d’échantillons
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lorsque T augmente, le calcul de la moyenne sur la seconde moitié de la chaine produite vise
4 ne considérer que sa partie stationnaire, tout en évitant de régler un nombre fixe d’itérations
de « chauffage ». Notons que la définition (4.15) permet une estimation récursive des différents
paramétres et ne nécessite que le stockage en mémoire de blocs de taille Tg.

4.5.1 Comportement algorithmique
Fréquences v4,...,u5 €G

Nous illustrons dans un premier temps le comportement des différents algorithmes dans le
cas favorable ot les cing fréquences v; sont sur la grille de reconstruction, c’est-a-dire s’écrivent
sous la forme v; = % fmax- La figure 4.5 présente un exemple d’estimés obtenus aprés T =
2500 itérations de chaque algorithme, qui est le nombre typique d’échantillons nécessaires & la
satisfaction du critére (4.15) pour les algorithmes G, et Gs. Tous les échantillons produits par Go

1 1] 1
0.8 0.8 0.8
&~ 0.6 &~ 0.6 &~ 0.6
(S [~ (S
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
S
ﬁ: 0.1 0.12 0.1 o8 9&'@: 01 012 ol4 016 008 0.1 0.12 0.1 0.16
Fréquence (j1) Fréquence (j) Fréquence (j1)
1 ¢ 1 - 1 ©
0.8 é 0.8 0.8
0.6 & 0.6 & 0.6
i~ [~ (&
0.4] E 0.4] 0.4]
0.2] E 0.2] 0.2]
° : ? o o
V3 V3 V3
Zoom autour de v3 Zoom autour de v3 Zoom autour de v3
Go G, Gs

F1G. 4.5 — Pour des fréquences v; € G, probabilités q’ estimées (o) aprés T = 2500 itérations
des trois algorithmes. Par souci de lisibilité, seules les probabilités non nulles sont représentées.
Les ¢ localisent les raies spectrales théoriques.

présentent une configuration critique de la forme (1-0-1) autour de v3 et v5, donnant lieu & des
probabilités estimées GT de cette forme. Notons que ’algorithme est ici arrété aprés un nombre
fixe d’itérations, mais que la persistance de la chaine ¢ dans cette configuration peut provoquer
en pratique la satisfaction du critére de convergence (4.15) pour un estimé semblable & celui de
la figure de gauche. Les algorithmes G, et Gz permettent de résoudre ce probleme. Dans le cas
de G, la décroissance de la probabilité 1" est choisie sous forme exponentielle, avec u(® =1
et (1772 = 1072 de cette facon l’estimation, prenant en compte les T'/2 derniers éléments de la
chaine, n’est que trés faiblement perturbée par ’étape de chauffage décrite dans ’algorithme du
tableau 4.3 qui, rappelons-le, n’est pas une étape de Hastings-Metropolis et, par un trop fort
taux d’acceptation, produit une chaine non stationnaire.
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Fréquences vy,...,u5 € G

Nous illustrons ici 'effet d’une discrétisation inexacte des fréquences sur la grille G. Les
estimés ¢ obtenus aprés T' = 4000 itérations, qui est le nombre typique d’échantillons nécessaires
a la satisfaction du critére (4.15) pour les algorithmes G, et Gs, sont présentés pour chaque
algorithme sur la figure 4.6. Comme dans le cas précédent, ’algorithme de Gibbs classique reste
bloqué dans des modes locaux correspondant & des configurations de la séquence de Bernoulli
de la forme (1-0-1), desquels les deux alternatives G, et G3 permettent de sortir. Néanmoins,
I'impossibilité de modéliser exactement les raies théoriques provoque 1’alternance, au cours de la
chaine ¢, de localisations des raies théoriques aux positions discrétisées de part et d’autre des
fréquences v;. L’estimation de g au sens de la moyenne a posteriori réalise alors le moyennage
entre les indices adjacents k; — 1 et k; tels que fy;—1 < v; < fg; ou fr = % fmax, et complique
I'interprétation des résultats. Notons que cet effet d’alternance est propre & ’estimation MP et n’a
évidemment pas lieu pour une approche MAP, qui « choisira » entre I’'une des deux localisations

en fr,—1 ou f,.
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F1G. 4.6 — Pour des fréquences v; ¢ G, probabilités q” estimées (o) aprés T = 4000 itérations
des trois algorithmes. Par souci de lisibilité, seules les probabilités non nulles sont représentées.
Les ¢ localisent les raies spectrales théoriques.

Il ne faut cependant pas confondre les deux effets de déboublement d’une raie présentés sur
la figure 4.6 & gauche d’une part (algorithme Gg) et sur les deux figures de droite d’autre part
(algorithmes G, et G3). Dans le premier cas, la séquence q" est faussée par le blocage de ’algo-
rithme d’échantillonnage dans un mode local alors que pour le second, le dédoublement est di
a 'impossibilité de modéliser de facon exacte une raie en dehors de la grille de reconstruction.
Néanmoins, l'interprétation postérieure des résultats de ’estimation permet de résoudre partiel-
lement ce probleme: dans ’exemple ci-dessus, pour les deux estimés produits par G, et Gs, la
somme des probabilités estimées de part et d’autre de v; vaut E]\kj,l + quj ~ 1. Cette observation
permet de conclure, au vu des figures pour G, et Gz, & l'existence d'une unique composante
fréquentielle située entre fi, 1 et fi, alors qu’une interprétation du résultat de la figure pour Go
peut laisser croire a la présence effective de deux raies proches en fy, 1 et fx; 11 (sur la figure 4.6
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a gauche, on a gx; 1 et gy, 1 toutes deux proches de 1).

4.5.2 Influence des hyperparamétres

Nous étudions ici la qualité d’estimation des hyperparamétres 8 = (\,02,02) et son éventuelle
dépendance envers les distributions a priori p(0) choisies. Nous utilisons le méme signal que pré-
cédemment, ot les fréquences v; ;—1..5 sont choisies sur la grille de reconstruction, constituée ici
de P+ 1 = 501 fréquences. Le choix de fréquences v; en dehors de la grille a débouché en simu-
lation sur des résultats similaires. Les valeurs « attendues » des hyperparamétres correspondent
alors a:

- A~5/(P+1)~0.01, nombre « moyen » de raies;
~- 02 = thh = 0.131, qui est la variance du bruit gaussien additif ajouté aux données pour
avoir un rapport signal sur bruit de 10 dB, en rappelant la définition utilisée du RSB pour

un signal multi-sinusoidal de la forme y(t) = Zszl ag, cos(2mpit) + By sin(2mdpt) + €(t) :

K
D k=1 ai + ﬂl% .

RSBdB - 10 10g10 20_2 5
€

— 0 est la variance associée aux amplitudes (az,0;). Dans ce signal de test, les amplitudes
ont été fixées, mais nous pouvons considérer: o2 ~ % Z{f:l a% + 62, soit 02 = 0.263 dans
cet exemple.

Notons que nous ne considérons pas ici le probléme de I’estimation des hyperparamétres en tant
que tel : cette étude (caractérisation du biais et de la variance associé a l’estimation de §) deman-
derait la réalisation d’un grand nombre de spectres réellement issus d’un processus aléatoire B-G
réglé par les parameétres 8. Ce n’est pas notre objectif ici, qui est plutot I’étude de 'influence du
choix de la loi a priori sur la distribution a posteriori p(0]y) et sur estimation des paramétres
B-G.

L’échantillonnage de la loi jointe p(q,s,0|y) est réalisé pour les différentes lois a priori envi-
sagées sur les hyperparamétres. Les distributions a posteriori p(6|y) estimées & partir des échan-
tillons 8 sont représentées sur la figure 4.7, aprés convergence de 1’algorithme Gs au sens du
critére (4.15). Nous présentons ici les distributions obtenues pour une seule réalisation du bruit et
une méme initialisation du générateur aléatoire, mais dont la forme est représentative des résul-
tats obtenus de maniére plus générale. Dans chaque cas, le nombre d’itérations nécessaires est de
l'ordre de 2500. La loi a priori p(@) étant choisie sous la forme séparable p(8) = p(A) p(a2) p(c?),

nous étudions 'influence de chaque loi a priori de maniére indépendante sur la distribution a
posteriori du parameétre correspondant.

Pour le paramétre de Bernoulli, seule une distribution p(\) uniforme sur [0, 1] a été envisagée.
Meéme si aucune information a priori ne privilégie une faible valeur de A\ (et donc une forme
parcimonieuse du spectre s & reconstruire), la distribution a posteriori p(A|y) présente une
allure assez « piquée » autour de 0.01 (ﬁgure a)). En réalité, ’estimation au sens de la MP de A
débouche sur une valeur de l'ordre de:

Aup = 0.013 £5.1073,
c’est-a-dire légérement supérieure au nombre de raies moyen.

La distribution a posteriori p(c?|y) est représentée pour les différentes lois a priori dé-
crites au § 4.3.4, & savoir des lois impropres uniformes et de Jeffreys, et une loi conjuguée
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FiG. 4.7 — Distributions a posteriori des hyperparamétres estimées par les histogrammes de 10
(=) en fonction de la loi a priori adoptée (- -). Les traits verticauz correspondent a la position de

la moyenne a posteriori estimée.
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IG(a = 2,8 = 0.1), dont les paramétres ont été choisis de maniére & avoir E[o?] = % =0.1
(c’est-a-dire proche de la valeur théorique) et var o2 = #2(0[_2) = +4o00. Quelle que soit la
loi p(c?) envisagée, les distributions a posteriori obtenues sont trés semblables (figures b), ¢)
et d)). En particulier, 'estimation de o? au sens de la MP fournit (ici pour un a priori de

Jeffreys) une valeur de:
o2, =0.138 +0.013,

€ MP

qui est & comparer & la valeur théorique utilisée pour générer le signal : o2 o = 0.1313.

Enfin, nous considérons l'influence sur p(c?|y) des lois a priori p(c?) de Jeffreys et
IG(u = 2,m = 1.5). Les paramétres p et n ont été choisis de sorte que E[o?] = %yty, puis-
2
n
(1—1)%(u—2)
réglage arbitraire. Alors que la loi de Jeffreys procure une estimation satisfaisante (ﬁgure e)) :

sance moyenne du signal observé, et var o2 = = 400, ne nécessitant ainsi aucun

p(0?) o 1/0? = o2yp = 0.251 + 0.121,

la loi ZG(u = 2,n = 1.5) débouche sur une distribution a posteriori centrée sur des valeurs trop
élevées (figure f)) :

02 ~TG(2,1.5) = 02yp = 0.462 £ 0.202.

En effet, la loi ZG présente une allure trés écrasée pour o faible. Néanmoins, dans ces simulations,
la surestimation de o n’a pas entrainé de dégradation notable sur 'estimation des paramétres B-
G. Notons encore qu’un réglage ad hoc des parameétres u et 77 permet de retrouver une estimation
plus cohérente de o2 (figure g)) :

o~

02 ~1G(2,0.5) = o2yp = 0.291 4 0.128.

Sur ces simulations, le choix de I’a priori en A et 02 n’a donc que trés peu d’influence sur I’es-
timation de ces paramétres, et a fortiori sur I’allure du spectre estimé. En particulier, le réglage
ad hoc des parametres d’une loi ZG n’apporte pas d’amélioration notable. Par contre, 1'usage
d’une loi a priori inverse Gamma, sur la variance o2 montre une sensibilité assez forte au réglage
des paramétres correspondants, et ’allure « écrasée » de la loi ZG en 0 peut considérablement
pénaliser des faibles valeurs de 0. Par conséquent, ’'emploi pour ce probléme de lois conjuguées
inverse-Gamma est plutdt une source de complications. Nous préconisons donc le choix d’une loi
uniforme sur [0, 1] pour le paramétre de Bernoulli et, pour les variances 'usage de lois impropres
de Jeffreys, ou encore impropre uniforme dans le cas de o2.

4.5.3 Bilan de l’estimation

Nous consignons ici les résultats produits par l'estimation des parameétres B-G décrite au
tableau 4.1 sur le signal multi-sinusoidal habituel, pour lequel les fréquences sont choisies en
dehors de la grille G composée ici de P41 = 501 fréquences. L’échantillonnage de la loi a poste-
riori p(q,s,0|y) est mis en ceuvre dans sa version Gz ol une étape d’échantillonnage par blocs
de trois composantes B-G est réalisée toutes les T3 = 10 itérations. Des lois a priori uniformes
ont été choisies sur A et o2 ainsi qu’une loi a priori de Jeffreys sur 2. Pour la réalisation de
I’algorithme d’échantillonnage dont nous présentons ici les résultats, un total de T = 3800 ité-
rations sont nécessaires’ & la satisfaction du critére d’arrét (4.15), qui demandent un temps cpu

7. Le nombre d’itérations peut en effet varier en fonction de initialisation du générateur aléatoire, mais reste
de cet ordre de grandeur.
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d’environ 600 s avec un processeur de 1.4 GHz pourvu de 1Go de mémoire vive, les algorithmes
ayant été mis en ceuvre sous Matlab.

La moyenne a posteriori de la séquence de Bernoulli est représentée en figure 4.8. La proba-
bilité a posteriori estimée d’existence d’une raie est trés faible en dehors des localisation des cinq
raies théoriques: la figure du centre montre que la probabilité maximale de « fausse alarme» est
d’environ 0.05. L’agrandissement de la figure de droite montre que, pour les fréquences v; & vy,
une probabilité égale a 1 est estimée en les points de la grille fréquentielle les plus proche des
valeurs théoriques. Dans le cas de vs, cette probabilité se répartit sur les localisations de part et
d’autre de v5, comme nous 'avons déja vu au § 4.5.1.

1 o 1o 4 9 ® i1 o
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0.75] H H H H
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F1G. 4.8 — Estimation q,,, pour un modéle B — G avec décalages sur un signal multi-sinusoidal.
A gauche, sur Uensemble de la grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour les faibles
valeurs. A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les o représentent la position des
raies théoriques.

Au vu de la figure 4.8, nous ne conservons que les positions fréquentielles donnant lieu &
une valeur de q,,, supérieure & @« = 0.5. Sur cet exemple, tout seuil « choisi entre 0.2 et 0.8
donne lieu & la méme séquence seuillée g, et permet en particulier de ne conserver que la po-
sition la plus probable parmi les deux fréquences localisant approximativement v5. La seconde
phase d’estimation des amplitudes correspondantes est réalisée conditionnellement & la connais-
sance des positions fréquentielles au sens du MAP (ou de maniére identique de la MP) selon
P'expression analytique du tableau 4.1 et l'estimation finale résultante est représentée sur la fi-
gure 4.9. En notant s = [ag,br] les paramétres d’amplitude estimés pour chaque raie, nous

. A .
représentons la moyenne de p, = /a2 + b2 et les barres d’erreur sur la figure 4.9 représentent les
intervalles [—o,,,0,,] ol azk = var pg, comme nous l'avons expliqué au § 4.3.3 ; les expressions

analytiques de la moyenne et de la variance en fonction de celles de ag et by sont données &
I’annexe B.1.
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F1G. 4.9 — Module du spectre estimé pour un modéle Bernoulli-Gaussien sur une grille de P+1 =
501 fréquences : agrandissement autour de chaque fréquence détectée. En trait plein, raie estimée
et barres d’erreur associées a plus ou moins ’écart-type. Les © représentent les raies théoriques.
La largeur de chaque fenétre est de 2fm—P‘m =103 57!

4.6 Prise en compte de décalages fréquentiels

Nous avons montré au long de ce chapitre que la modélisation Bernoulli-Gaussienne des
amplitudes spectrales permet de restaurer une solution parcimonieuse pour le probléme d’analyse
spectrale modélisé par la relation linéaire (4.1). Une démarche d’estimation séquentielle basée sur
la moyenne a posteriori de la séquence de Bernoulli d’'une part, puis ’estimation en un second
temps des amplitudes associées, ont notamment permis de traiter de maniére satisfaisante le
probléme de détection de raies spectrales, en associant un niveau de confiance & chaque détection
éventuelle.

Néanmoins, les simulations du § 4.5 ont mis en évidence une limitation fortement pénalisante,
provoquée par la contrainte de discrétisation des fréquences sur la grille fixée
g = {% fmax }k=0..p- Ainsi, l'estimateur proposé jusqu’ici ne peut détecter deux raies que si
elles sont séparées d’un minimum de deux positions sur la grille, puisque I'inexactitude de la
discrétisation fréquentielle peut générer des valeurs de g non nulles de part et d’autre de chaque
fréquence théorique. Ce dédoublement des raies, s’il est partiellement corrigible par une inter-
prétation postérieure des résultats, conserve toutefois un aspect déplaisant et limite la résolution
de la méthode qui est alors de 2fmax/P. La précision de 'estimation est quant & elle intrin-
séquement fixée par le pas de la grille, soit fmax/P. Cette limitation est d’ailleurs commune a
toutes les approches formalisant 1’analyse spectrale sous la forme non paramétrique du modéle
linéaire (4.1); c’est donc également le cas pour 'approche pénalisée étudiée au chapitre 3.

L’amélioration de ces deux caractéristiques (résolution et précision) ne peut alors se faire
qu’au prix de la hausse du nombre d’inconnues fixé par la valeur de P, qui ne peut étre aug-
menté indéfiniment : outre les problémes de blocage algorithmique liés & une discrétisation trop
fine, pour lesquels nous avons proposé des solutions alternatives, le coflit calculatoire requis par
les algorithmes MCMC mis en ceuvre devient rapidement prohibitif lorsque le nombre de compo-
santes spectrales augmente. En pratique, un nombre P de parameétres de I’ordre du millier nous
semble étre une borne supérieure pour assurer un temps d’exécution raisonnable des algorithmes
précédents (sur ces simulations et au sens du critére d’arrét (4.15), la procédure d’échantillonnage
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pour P = 1000 paramétres B-G nécessite un temps de calcul d’environ 2200 s).

Afin de s’affranchir des problémes inhérents & une discrétisation fixée des fréquences du
modéle (4.1), la thése de Dublanchet [1996] propose la prise en compte d’un modéle Bernoulli-
Gaussien plus complet, autorisant des décalages fréquentiels par rapport aux positions de la
grille:

k
fo=0et Vk=1...P, [, = Ffmax — dfy, avec dfy, € Af = [O,fmTa‘X] ,
. Alk—1 k
t.e., f]/g € Ik = TfmaXa Ffmax:| .
Le probléme correspondant s’écrit & présent sous la forme:
y=Hgus+e (4.16)

o Hy représente la matrice d’éléments Hy, ,, = cos(2m fity) = cos (27T(%fmax — dfk)tn) et
Hyt, oy = Sin(27fitn) = sin (27 (% fmax — dfi)tn) pour k = 0...P et n = 1...N. Les para-
métres f] ,_, p évoluant & présent dans un domaine continu, cette modélisation permet d’envi-
sager unejprécision en fréquence théoriquement illimitée de ’estimation des raies spectrales et la
valeur de P fixe alors uniquement sa résolution a fmax/P : une seule fréquence peut étre restaurée
dans chaque intervalle 7;. Notons que sous cette formulation, le modéle spectral conserve une
composante de fréquence nulle f), qui permet de prendre en compte I'inexactitude du centrage
des données, causée par l'irrégularité de ’échantillonnage (voir le § 2.1.2). Afin d’utiliser des no-
tations générales, nous noterons Zy = {0} ; les spécificités liées a 'estimation de ap, 'amplitude
spectrale associée, ont déja été décrites au long de ce chapitre et ne seront pas détaillées par la
suite.

4.6.1 Description du modéle

En conservant une structure sous-jacente Bernoulli-Gaussienne sur les amplitudes spectrales
sous la forme composite (g,s), nous définissons le modeéle Bernoulli-Gaussien avec décalages, noté
par la suite B-Gg¢, comme un processus aléatoire composite (g,s,df) ou:

— q = [qo, - - - qp]" est une séquence blanche de Bernoulli de paramétre A\ € [0, 1] conditionnant
la présence d’une raie spectrale dans chaque intervalle 7y ,_ p:

Pr(gr = 1) = A, probabilité a priori d’existence d’une raie de fréquence f; € 7y,
Pr(gp. =0)=1—- A\

— Les décalages df sont supposés indépendants et uniformément répartis dans l’inter-
valle Af = [0, fmex].

pour k=1...P, p(dfy) = i]lAf (dfr)-
max
Sur le plan informationnel, la variable dfi ne prend un sens que conditionnellement &
I'existence d’une raie dans l'intervalle Zj, c’est-a-dire lorsque g = 1. Néanmoins, cette
modélisation supposant 1’indépendance des deux processus q et df permet de définir dfy
Vk = 0...P, et simplifie alors la description du modéle. Une utilisation appropriée des
variables dfy, sera réalisée & ’étape d’estimation, que nous envisagerons au § 4.6.2.
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— Conditionnellement & la localisation apportée par la séquence q, les amplitudes (ax| g = 1)
et (bx|gx = 1) correspondant a la raie spectrale présente dans l'intervalle 7, sont supposées
i.i.d. gaussiennes centrées et de méme variance o2. Comme pour le modéle initial B-Gg, nous
pouvons écrire (ag|qr), (belgr) ~ N(0,qx0?), soit encore sous la forme bidimensionnelle :

p(sklar) = g2(81,qx0°12),

Notons que cette définition des amplitudes suppose l'indépendance entre s et df plutot
qu’une définition des amplitudes conditionnée par df. On a ici: « sachant ¢z = 1, si
représente I’amplitude de la raie présente dans l’intervalle Z;, » et non pas: « sachant g = 1
et dfy, sy représente 'amplitude de la raie présente & la fréquence f; = % fmaz — dfr ». Bien
que la seconde définition soit de prime abord plus intuitive, le choix de la premiére est
effectué pour des raisons algorithmiques qui seront détaillées au § 4.6.3.

Le probléme de I’estimation de I'ensemble des parametres du modéle B-Ggp peut alors étre
envisagé de maniére similaire au cas du modeéle B-Gg. Sous le paradigme Bayésien et en suppo-
sant les perturbations € additives, 4.i.d. et gaussiennes de variance o2, la loi a posteriori s’écrit
dorénavant :

p(g,s,df|y,0) o p(ylq,s,0)p(q,s.df|0)
o< ANe(1 = NN gy (y — Hyes, 07In) gpia(s,Zg)q)

P
x [[1ar (dfe) (4.17)

k=1

ou, comme précédemment, N, est le nombre de composantes non nulles de g, 3, = 02diag(g)

et 6 regroupe les trois hyperparamétres 8 = [\,02,02].

4.6.2 Principe de ’estimation

Cet enrichissement du modéle spectral se fait cependant au prix d’une considérable augmen-
tation en complexité associée a l'estimation de (q,s,df), de par la dépendance non linéaire de la
définition (4.16) en les variables additionnelles df. Pour une stratégie de type maximum a poste-
riori, nous avons vu dans le cas du modele B-Gg que ’estimation de la séquence q,,,, constitue
en soi un probléme d’optimisation combinatoire rendu délicat par la dimension de ’espace des
parameétres. La non-linéarité du modeéle (4.16) en df complique alors toute procédure d’optimi-
sation conjointe et conduit naturellement Dublanchet [1996] & considérer, par analogie avec le
modéle B-Gg, une démarche séquentielle visant & estimer, dans un premier temps, la séquence de
Bernoulli au sens du MAP, puis & procéder & ’estimation MAP des décalages fréquentiels et des
amplitudes associées. Néanmoins, outre les problémes liés a l'estimation MAP de g (voir le § 4.2),
une telle approche n’est pas totalement satisfaisante. D’une part, elle considére ’estimation de la
séquence g correspondant & un modéle a fréquences fizées sur la grille G, i.e., df = 0, et de ce fait
reste soumise aux limitations évoquées au paragraphe précédent concernant le dédoublement des
raies, alors que l'introduction des variables df a en partie pour objectif d’échapper & ce probléme
causé par 'inexactitude de la discrétisation. D’autre part, la seconde étape d’estimation des dé-
calages df, correspondant aux localisations approximatives fournies par gy ,p = 1 €st a son tour
délicate. Le recours a des procédures d’optimisation locales (voir le § 2.2.3) semble cependant
plus satisfaisant que la solution proposée par Dublanchet [1996], basée sur une linéarisation au
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premier ordre en df du modéle (4.16): 'approximation résultante est théoriquement différente
selon que la fréquence associée s’approche de la fréquence nulle (kK = 0) ou de la fréquence
maximale (k = P).

A l'inverse, le cadre présenté au long de ce chapitre, visant & réaliser I’estimation au sens de
la moyenne a posteriori par la mise en ceuvre d’algorithmes d’échantillonnage stochastique, peut
étre étendu & 'estimation de I’ensemble des paramétres B-Ggy & partir de I’échantillonnage de la
loi (4.17). Une telle approche conjointe permet alors de dépasser les limites propres a une approche
de type optimisation, que son nécessaire caractére séquentiel rend sous-optimale : I’estimation des
décalages ne remet pas en cause la localisation fournie par la séquence gq. Pour une procédure
non supervisée, nous envisagerons plus exactement I’échantillonnage de la loi p(q, s,df,0 | y). Les
hyperparameétres jouant des roles similaires dans les modeles B-Gg et B-Ggy, les considérations
du § 4.3.4 a leur sujet restent valables, et l'inclusion de 0 a ’algorithme d’échantillonnage s’effec-
tuera ici de la méme maniére. Pour cette raison, la dépendance en 6 des différentes distributions
ne sera pas explicitée ici excepté lorsqu’elle s’avérera nécessaire.

En supposant I'obtention d’échantillons (¢, s®, df®) distribués selon p(q, s, df | y) — nous
proposerons au § 4.6.3 une solution algorithmique & ce sujet — nous pouvons envisager une
procédure d’estimation selon le schéma suivant :
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1. lestimation de E[g|y] par la moyenne =, q® ainsi que celle des hyperpara-
meétres §MP = % > (210 :

2. linterprétation du résultat en termes de probabilités de détection, et la sélection
des fréquences significatives par seuillage des valeurs de q,,p, produisant une
séquence de Bernoulli g, : aak =1 si qupr > « et 0 sinon. Le niveau de seuil «
est laissé au libre choix de 'expert ;

3. D’estimation des décalages en fréquence associés au sens de la moyenne a posteriori
conditionnelle de (df |y,q = q,,):

1

pour k tel que g,, =1, dfy, = T Z df (t) ou T, = Card{t|q” =7q,}
“tlg=q,

et I'estimation de la variance associée:

S - T

tlgh=7q,

varcff\k:

4. Pestimation des amplitudes correspondantes, au sens du maximum (ou de maniére
équivalente de la moyenne) de la loi gaussienne p(s|q = q,, df,vy), fournie par
Pexpression analytique [Idier et al., 2004] :

ga = IE[S ’acw df7y] = Es‘qa H 2y|qardf 1y

ot By, = o*diag(q ) et By, 5 = 0 In + Hy g, Hy!'

en utilisant les valeurs estimées & I’étape 1 pour les hyperparamétres o2 et o2.
Nous calculons également la matrice de covariance associée:

Cov[s|@a.df yl = E[(s—3a)(s—34)"|qa df Y]
1
= g - S HY DL HG S5

En particulier, les éléments diagonaux de cette matrice sont les va-
riances var ay, var bk ou Sk = [ak, bk]

TAB. 4.5 — Procédure d’estimation de (q,s,df) a partir de U’échantillonnage de la loi a poste-
riori p(q.s,df|y).

Nous signalons au sujet de ’estimation des amplitudes que, les paramétres d’intérét étant sur-
tout les modules pr = 1/% + b2 I’estimation de leur moyenne et variance sera réalisée & partir
de celles des paramétres ay et by, calculées a 'étape 3 de la procédure du tableau 4.5: les ex-
pressions analytiques effectuant ce lien sont données a l’annexe B.1. Remarquons encore que,
contrairement au cas du modéle B-Gg, nous ne pouvons plus ici estimer la moyenne des para-
metres d’amplitude ay, by ou py au sens de la MP a partir des échantillons s®, puisque ceux-ci
correspondent, pour chaque itération t, & une fréquence différente f; ® = meax — dfkt) Les
échantillons en amplitude s n’interviennent donc pas dans I'étape d’estimation et, comme
pour le modeéle B-Go, les motivations poussant a 1’échantillonnage selon la loi jointe (4.17) plu-
tot qu’a celui de la loi marginalisée en amplitude sont d’ordre technique : ’échantillonnage des
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variables p(qk,Sk|Y,q9_j,x—_k,df ) est bien moins cotteux que I’échantillonnage de Pr(qx|y,q_,df).

L’estimateur produit par une telle méthode permet alors d’atteindre la précision des méthodes
a fréquences continues, habituellement propres aux modéles paramétriques, tout en conservant
les avantages fournis par la structure Bernoulli-Gaussienne, & savoir:

— l'obtention, conjointement aux estimés, de niveaux de confiance associés. La séquence q,,p
s’interpréte comme la probabilité de détection d’une raie dans chaque intervalle 7, et ’accés
aux variances associées aux estimateurs df et s permettent d’en mesurer 'incertitude;

— Destimation du nombre de raies, qui est ici un sous-produit de l'analyse de la chaine g(*)
alors que la détermination de 'ordre d’'un modéle paramétrique engendre en général des
complications supplémentaires. Andrieu et Doucet [1999] proposent 'estimation conjointe
de l'ordre et des paramétres d’un modéle spectral de type Poisson-Gaussien au moyen
d’un algorithme MCMC et permettant également d’associer une interprétation statistique
4 ’estimation de I’ordre. Nous avons étudié ’estimateur proposé pour lequel, les paramétres
fréquentiels évoluant sur un domaine continu, de hauts niveaux de précision et de résolution
peuvent étre obtenus; cependant, le recours & des algorithmes & sauts réversibles pour
pallier l'ignorance de 1’ordre alourdit la procédure d’échantillonnage, mais surtout rend
bien plus délicate I’exploitation des résultats [Bourguignon, 2002] ;

— une plus grande robustesse face aux erreurs de modélisation par rapport aux méthodes
paramétriques. En particulier, la structure du modele B-Ggp impose la reconstruction d’un
nombre fixe de raies éventuelles ne pouvant se chevaucher: il y a au plus une raie par
intervalle 7. Une telle structure est alors moins sensible aux fréquentes perturbations
des données par un spectre continu de basses fréquences que nous avons déja évoquées
& plusieurs reprises. La taille des intervalles Zj, déterminée par le paramétre P, permet
alors de régler le compromis entre cette robustesse et la résolution de la méthode, qui reste
structurellement limitée & fmax/P.

4.6.3 Mise en ceuvre: algorithme hybride

Si la modélisation (4.16) permet en théorie de dépasser les limites intrinséques & la modélisa-
tion Bernoulli-Gaussienne classique, 'introduction des variables supplémentaires df pénalise la
mise en ceuvre d’'une procédure d’échantillonnage de la loi a posteriori correspondante. En effet,
I'inclusion dans ’algorithme de Gibbs classique d’une étape d’échantillonnage des décalages dfy,
n’est pas immédiate : les lois conditionnelles p(dfy | df _, q, s, y) ne sont pas simulables directe-
ment. En notant Hy, la matrice IV x 2 formée par les deux colonnes d’indices 2k et 2k +1 de Hy,
et e, =y — E#k Hygs, 85, on peut écrire:

€

—H, sl|?
p(dfe |df _;,q,8,y) o exp <—M> X 1ay (dfy)

2

% exp <— lex = Har, st ) x I (df) (4.18)
202

Remarquons que lorsque g = 0, on a s = 0 et p(dfy. |df _., qx = 0,q_4, s,y) est la distribution

uniforme sur I'intervalle A f. Par contre, lorsque ¢ = 1 — et c’est le seul cas qui nous intéresse —,

il est inenvisageable de générer directement un échantillon dfy selon la loi (4.18). Nous propo-

sons alors de recourir & une version hybride de 1’échantillonneur de Gibbs [Robert, 1996], ou la
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simulation selon (4.18) est remplacée par une étape d’algorithme de Hastings-Metropolis (HM)
ayant cette méme loi pour cible. A litération ¢ de I’échantillonnage, cette étape consiste a:

1. générer un candidat ¢ selon une loi instrumentale ®(y | df,gtil)) ;
2. prendre

— df{" =  avec la probabilité pey(dfi ", o)
- df,gt) = df,gt_l) avec la probabilité 1 — pHM(dfét_l), ®)

plo|df . a,sy) @V |g) }
AV df_y.q,s,y) (o] dfY)

Méme si I’étape HM ci-dessus géneére asymptotiquement des échantillons distribués selon la loi
d’intérét quelle que soit la loi instrumentale — & condition que celle-ci puisse explorer 'intégralité
du support Af de (4.18) — il s’agit de choisir une loi ® ne provoquant pas trop de rejets a
I’étape 2 afin de ne pas pénaliser la vitesse de convergence de ’algorithme d’échantillonnage.
En nous inspirant des choix effectués par Andrieu et Doucet [1999], nous proposons d’utili-
ser alternativement deux lois instrumentales ®; et ®2, ou ®;(p) est une loi uniforme sur Af
et Do | df,gt_l) ) est une marche aléatoire gaussienne centrée sur 1’échantillon courant df,gt_l)
et de faible variance, favorisant une exploration locale de la distribution cible. Afin d’assurer

avec pu (', ) = min {1, (
p

I’appartenance de chaque échantillon df,gt) a lintervalle Af, il est nécessaire de restreindre le
support de la marche aléatoire, de support infini, & cet intervalle. @5 est donc de maniére exacte
une distribution gaussienne tronquée. La simulation répétitive selon une loi gaussienne jusqu’a
I'obtention d’un candidat appartenant & A f correspond & un algorithme d’acceptation-rejet [Ro-
bert, 1996] fournissant des variables distribuées selon @4 et la faible valeur de ’écart-type de
la gaussienne (que nous choisissons ici & un dixiéme de la taille de Af) assure un fort taux

d’acceptation. Notons que, ces deux lois étant symétriques, i.e., P(¢p | df,gt_l)) = @(df,gt_l) | ¢), la

probabilité pyy (df,it_l), ¢) se voit simplifiée du rapport instrumental et correspond uniquement

)

au rapport des lois a posteriori (4.18) prises en ¢ et en df,gti1 ; en particulier, tout candidat ¢

augmentant la valeur de cette loi sera accepté.

Nous envisageons donc une procédure d’échantillonnage de Gibbs, couplée avec une étape
de Hastings-Metropolis, visant & échantillonner la loi conjointe p(q, s, df,0|y). Comme nous
I’avons déja signalé, l'inclusion dans ’échantillonnage de Gibbs des hyperparamétres s’effectue

de maniére similaire au cas B-Gg que nous avons étudié au §4.4.1. L’algorithme proposé est

(®) ® , (®) (t,t=1)

décrit au tableau 4.6, ou il est fait usage des notations w,;”; = (u; ", u;y,...,u;") et uyy =

( (t) (t—l))_

Uy LUy p
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o. Initialisation t = 0 <q(0>,s<0> df<0>) (0,0,0) et 0© = (0.1;1;1).
Pour les itérations ¢t = 1... T, effectuer les tirages aléatoires suivants:
i. Pour k=0...P

a) échantillonner les paramétres B-G :

t t,t— 1 tt—1
q,i),SE)Np(qk,Sk!qk lk)ﬂ,s( 1,m,dfk lk),e(t ), )

Cette loi revét une expression similaire & celle explicitée pour le modeéle B-Gg a

I’algorithme du tableau 4.2 en considérant Hys au lieu de H, avec df = df ,: tl ,1)

b) pour k > 1, réaliser pour dfk une étape de Hastings-Metropolis ayant pour loi
cible:

dflgt) ~p (dfk | ql(ct tl /2—17 QIE;)7 v tl 12-17 Sl(gt)7 e(t—l)’ y)

en utilisant, avec une probabilité 1/2, la loi instrumentale uniforme
®1(¢) = 1ar(p) et, avec une probabilité 1/2, la marche aléatoire tron-

quée @2(@\df,§t_1)) x g(p — df,gt_l),a(%)]lAf(go). L’écart-type de @, sera fixé
par la suite & 0 = fmax/10P.

ii. Echantillonner les hyperparamétres :
)‘(t) ~ P ()\ | q(t)7S(t)vdf(t)vo-?(t_l)ao-z(t_l)vy)
02(t) ~ p (062 ’ q(t)’ S(lﬁ)7 df(t), )\(t)7 02(?5—1)’ y)

€

20 p(0_2|q(t)’s(t)’df(t)’)\(t)’gg(t)’y)

Ces trois lois conditionnelles revétent des expressions similaires & celles explicitées
a l'algorithme du tableau 4.2 en considérant Hy au lieu de H, avec df = df )

TAB. 4.6 — Algorithme hybride d’échantillonnage de p(q,s,df,0|y).

Plusieurs remarques relatives & cette procédure sont & effectuer:

— Le cas particulier £ = 0 n’est pas détaillé ici mais donne lieu aux mémes spécificités que

Péchantillonneur de Gibbs classique pour I’échantillonnage des paramétres (g, So)-
— L’étape i.b) d’échantillonnage de la loi a posteriori de df,gt) prend un sens uniquement

t . . . ) .
lorsque q,g) # 0. Dans le cas contraire, cette loi est uniforme et son échantillonnage n’est
d’aucun intérét pour I'estimation des décalages, qui sera réalisée en moyennant uniquement
sur les échantillons correspondant a la séquence de Bernoulli g = q,,, Cc’est-a-dire des

® _ 4

échantillons pour lesquels g (voir le § 4.6.2). La réalisation de cet échantillonnage

« artificiel » a pour unique but de garantir la définition des df,gt) Vk,t et de permettre
ainsi un usage correct de la marche aléatoire ®o dont la définition nécessite existence, a
I'itération t, des dflgt_l)

La génération d’un décalage en fréquence dfy, selon la loi conditionnelle fixant I’amplitude sy
qui lui est associée peut paraitre inappropriée a la hiérarchie du modéle : la démarche inverse
semble en effet plus naturelle, visant & 1’échantillonnage des amplitudes conditionnellement
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a la connaissance de la fréquence ezacte correspondante f; = % fmax — df. Il faut noter
ici que l'introduction des variables d’amplitude a pour objectif I’échantillonnage & moindre
colit des paramétres B-G : nous avons vu au §4.3.2 que les lois conditionnelles p(qx, sy | reste)
sont simulables bien plus facilement que les lois marginales Pr(gy | reste). Ce choix impose
donc un schéma algorithmique du type de celui décrit au tableau 4.6 et correspond, en
termes de modélisation, a supposer l'indépendance entre s et df. Le risque majeur associé
a cette hypotheése est alors celui d'un trop fort taux de rejet a I’étape i.(b), provoqué par
I'inadéquation, par rapport aux données, entre la fréquence déterminée par dfy, et 'ampli-
tude s qui lui est imposée. Néanmoins, si P est suffisamment grand, il est raisonnable de
considérer que 'amplitude modélisant correctement une raie dans l'intervalle 7 est & peu
prés stable sur la longueur de cet intervalle.

4.7 Reésultats d’estimation sur le modéle BG avec prise en compte
de décalages

Nous illustrons les caractéristiques de l’estimation décrite au paragraphe précédent sur le
signal multi-sinusoidal habituel (celui de la figure 2.6). Nous considérons dans un premier temps
une grille de P + 1 = 501 fréquences, a laquelle n’appartiennent pas les fréquences recherchées.
L’échantillonnage de la loi a posteriori p(q,df.0|y) est mis en ceuvre selon le schéma hybride
décrit par l’algorithme du tableau 4.6, et est arrété lorsque la moyenne a posteriori (MP) es-
timée de ’ensemble des parameétres (g, 0) ne varie pratiquement plus, de maniére similaire au
critére (4.15) utilisé pour I’échantillonnage des paramétres B-Go.

La figure 4.10 montre l'estimation de la moyenne a posteriori de la séquence de Bernoulli
aprés convergence de l'algorithme, qui prend des valeurs faibles en la plupart des fréquences de
la grille. La figure de droite montre que les cinq seules valeurs élevées de q,,p, qui sont égales
a 1, localisent parfaitement les intervalles auxquels appartiennent les fréquences théoriques. En
effet, au sens du modéle B-Ggy, la variable de Bernoulli g, positionnée a la fréquence % Sfmax,
conditionne ’existence d’une raie dans l'intervalle 7, = [% fmax, % fmax]-
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F1G. 4.10 — Estimation q,,, pour un modéle B — G avec décalages sur un signal multi-sinusoidal.
A gauche, sur lensemble de la grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour les faibles
valeurs. A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les o représentent la position fré-
quentielle des raies théoriques.

La deuxiéme phase d’estimation des décalages en fréquence au sens de la MP conditionnel-
lement & la localisation apportée par les cing valeurs élevées de q,,p, puis celle des amplitudes
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correspondantes, est réalisée selon la procédure du tableau 4.5. Les résultats sont présentés sur
la figure 4.11, ainsi que les barres d’erreur que nous pouvons associer a ’estimation. En utilisant
les notations du § 4.6, les fréquences sont localisées en f; = % fmax — dfi et les barres d’erreur
horizontales représentent les intervalles [—oyg, , 04g, ] OU agfk = var f] = vardfy, qui est estimeée a
partir des échantillons df,g ) Llestimation des paramétres d’amplitude est réalisée conditionnel-
lement & la connaissance des positions fréquentielles au sens du MAP (ou de maniére identique
de la MP) selon l'expression analytique du tableau 4.5, ainsi que celle des variances associées.
En notant s = [ay, b| les paramétres d’amplitude estimés pour chaque raie, nous représentons
la moyenne a posteriori de pr = ,/a% + b% estimée & partir de ay, by et les barres d’erreur ver-

ticales sur la figure 4.11 représentent les intervalles [—o,, ,0,,] ol agk est la variance associée a

I'estimation de py : les expressions analytiques correspondantes sont détaillées a ’annexe B.1.
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FiG. 4.11 — Module du spectre estimé pour un modéle Bernoulli-Gaussien avec décalages en
fréquence pour P = 500 : agrandissement autour de chaque fréquence détectée. En trait plein,
rate estimée et barres d’erreur associées 4 plus ou moins [’écart-type. Les © représentent les raies
théoriques et les o les coordonnées de la grille {%fmax}k:()._']?. La largeur de chaque fenétre est

de 21me= = 1073 571,

Au vu de cette figure, ’extension prenant en compte des variables continues de décalages fré-
quentiels permet donc d’augmenter considérablement la précision de ’estimation des fréquences
par rapport au modéle Bernoulli-Gaussien classique. Sur cet exemple, ’erreur maximale commise
sur estimation des fréquences est de 7.3 x 107° j~! pour une erreur moyenne de 2.7 x 107° j=1,
alors que la précision inhérente & la modélisation B-Gg est celle du pas de la grille qui vaut
ici fmax — 510~ j=!. De plus, si "amélioration des performances de I’estimation pour B-Go ne
peut s’effectuer qu’au prix de 'augmentation de la taille P de la grille, cette derniére ne limite
que la résolution de B-Ggy et il n’est donc pas nécessaire d’employer une grille arbitrairement fine
pour améliorer sa précision. La diminution du nombre de paramétres, fixé par la dimension P,
permet alors de limiter le cotlit calculatoire de la procédure d’échantillonnage stochastique tout
en conservant une qualité satisfaisante d’estimation. Sur cet exemple, la réduction & P+1 = 101
fréquences discrétisées a ainsi permis de réduire le temps de calcul d’un facteur d’environ trois®,
celui-ci étant de ’ordre de 300 s pour P = 100 (les mises en ceuvre ont été réalisées sur un ordi-
nateur PC avec un processeur cadencé & 1.4 GHz et doté de 1 Go de mémoire vive). Sur un tel

8. Notons que le nombre d’itérations nécessaires de la procédure d’échantillonnage reste du méme ordre dans
les deux cas.
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signal pour lequel les raies sont bien séparées en fréquence, 'estimation obtenue, représentée en
figure 4.12, est de qualité tout a fait comparable & celle de la figure 4.11. Nous notons toutefois
que les probabilités a posteriori de « fausse alarme », représentées par les valeurs de ¢, en
dehors des cinq composantes égales a 1, sont dans ce deuxiéme cas plus élevées méme si elles
restent faibles: au vu de la figure 4.12 en haut, la plus grande probabilité correspondant & une
« fausse alarme » est ici de 0.17 contre 0.06 dans le premier cas.
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Premiére phase : estimation de la moyenne a posteriori ,,». A gauche, sur l’ensemble de la
grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour les faibles valeurs. A droite, zoom en
fréquence autour de chaque raie. Les ¢ représentent la position fréquentielle des raies théorigues.
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Seconde phase : estimation des fréquences et des amplitudes associées. En trait plein, raie
estimée en module et barres d’erreur associées o plus ou moins l’écart-type. Les ¢ représentent
les raies théoriques et les o les coordonnées de la grille {%fmax}]fzomp. La largeur de chaque

fenétre est la méme que sur la figure 4.11, soit 1073 571,

FiG. 4.12 — Estimation obtenue pour un modéle Bernoulli-Gaussien avec décalages en fréquence
pour P = 100.

4.8 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la prise en compte d’un modéle probabiliste de type
Bernoulli-Gaussien sur les amplitudes spectrales, qui est naturellement adapté a 1’estimation
d’objets parcimonieux. Si Duvaut et Dublanchet [1995], Dublanchet [1996] ont adopté pour ce
probléme une approche par maximum a posteriori, nous avons suivi les travaux de Cheng et al.
[1996] en déconvolution impulsionnelle proposant ’estimation des paramétres B-G au sens de
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la moyenne a posteriori au moyen d’algoritmes MCMC, qui permet d’envisager une procédure
totalement non supervisée. A la différence de ceux-ci, nous avons proposé d’estimer la moyenne a
posteriori de la séquence de Bernoulli: I'estimée q,,, obtenue n’est alors plus & valeurs binaires,
mais permet une interprétation en termes de probabilité de détection d’une raie spectrale en
chaque fréquence de la grille de reconstruction G, information qui n’est pas accessible par une
stratégie de type MAP. La sélection des fréquences significatives, et I’estimation postérieure des
amplitudes associées, peut alors étre effectuée par un seuillage adéquat en termes probabilistes.
Notons dés a présent que si, sur les simulations présentées au cours de ce chapitre, ’estimation
permet de localiser chaque raie spectrale en lui associant une probabilité proche de un, l'inter-
prétation de ces probabilités sera plus délicate lors de I’application a des données plus complexes
que nous présenterons au chapitre 5.

Sur I’ensemble des simulations réalisées ici, les différents choix de lois a priori envisagés sur
les hyperparamétres se sont révélés sans grande influence sur leur estimation a posteriori, et par
conséquent sur l’estimation des paramétres B-G. En particulier le choix de lois a priori impropres
de Jeffreys sur les deux paramétres de variance, ou encore uniforme pour la variance du bruit,
ont fourni des résultats satisfaisants et ne requiérent aucun réglage de 'utilisateur.

Au niveau algorithmique, nous avons d’abord étendu 1’échantillonneur de Gibbs proposé
par Cheng et al. [1996] au cas de variables bidimensionnelles associées & une méme variable
de Bernoulli. Sa mise en ceuvre pour notre probléme a révélé des lenteurs dues au piégeage des
échantillons au voisinage d’un mode local de la distribution a posterior: et pouvant déboucher, au
sens du critére d’arrét de ’échantillonnage que nous avons utilisé, sur une estimation présentant
un dédoublement d’une raie spectrale en des localisations incorrectes de part et d’autre de sa
véritable valeur. Nous avons proposé deux alternatives : la premiére favorise la sortie de tels modes
locaux au cours des premiéres itérations de « chauffage » de la procédure; la seconde propose
I’échantillonnage des paramétres B-G par blocs de trois composantes adjacentes. Des résultats
satisfaisants ont été obtenus dans les deux cas et, si la seconde solution est plus onéreuse sur
le plan calculatoire, elle est cependant plus élégante que la premiére qui nécessite le réglage
supplémentaire du nombre d’itérations de chauffage.

Si 'estimation @,;, permet sur les simulations présentées de localiser correctement les raies
spectrales, nous notons cependant des complications causées par I'inexactitude de la discrétisation
des fréquences sur la grille G. L’alternance, au cours de 1’échantillonnage, de valeurs non nulles
des variables de Bernoulli en chacune des deux fréquences de la grille encadrant une fréquence
théorique, débouche sur des valeurs adjacentes élevées de q,,p, ce phénoméne étant d’autant
plus marqué que les fréquences théoriques sont éloignées de la grille. L’interprétation postérieure
de g, — les deux valeurs concernées étant alors de somme approximativement égale a 1 —
permet cependant de déceler un tel effet d’alternance et de le prendre en compte pour réaliser
correctement l'estimation finale des paramétres spectraux.

Les performances de résolution et de précision associées a cette modélisation restent toute-
fois intrinséquement limitées & 2fmax/P, 00 fmax/P est le pas de discrétisation de la grille G,
comme c’est le cas de ’approche par pénalisation étudiée au chapitre 3. Si pour cette derniére
une analyse & treés haute résolution s’est avérée possible en choisissant P élevé, la contrainte cal-
culatoire associée aux algorithmes d’échantillonnage stochastique rend difficilement envisageable
leur utilisation dans des dimensions comparables: les 33 secondes nécessaires a la minimisation
du critére pénalisé pour une grille composée d’un millier de fréquences positives sont & comparer
4 un temps d’environ 2200 secondes nécessaire pour ’échantillonnage des paramétres B-G. Nous
avons alors repris l'extension proposée par Dublanchet [1996] & un modéle Bernoulli-Gaussien
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autorisant des décalages en fréquence par rapport a la grille G, mais que nous avons & nouveau
envisagée dans le cadre de l'estimation MP : outre l'interprétation toujours valable de @,,, en
termes probabilistes, cette approche nous a également permis d’estimer les décalages ainsi que
leur variance de maniére unifiée & partir de ’échantillonnage de la loi conjointe de ’ensemble des
parameétres inconnus. Nous avons pour cela proposé un algorithme d’échantillonnage hybride qui
a montré un comportement satisfaisant en simulation, résolvant notamment les problémes d’al-
ternance entre deux fréquences adjacentes liés & la nature discréte des fréquences du modéle B-G
initial.

Cette extension, pour laquelle le pas de discrétisation fmax/P limite uniquement la résolution
de l'estimateur, a donc permis d’améliorer considérablement la précision fréquentielle de la mo-
délisation Bernoulli-Gaussienne tout en conservant un coiit calculatoire raisonnable: pour une
grille de P + 1 = 501 fréquences positives, les résultats présentés plus haut, dont la précision
dépasse celle obtenue pour la modélisation B-G initiale sur une grille deux fois plus fine, le temps
calculatoire est de l'ordre du millier de secondes.

Nous verrons cependant en application aux données complexes du chapitre 5 que lorsque
I’échantillonnage des fréquences associées aux décalages présente une trop forte variabilité, la
localisation fréquentielle peut évoluer au fil des itérations dans plusieurs intervalles 7y, ce qui
pénalise considérablement la procédure d’estimation proposée.



143

Chapitre 5

Application au traitement de données
réelles

Ce dernier chapitre est consacré a la mise en application des méthodes d’estimation que nous
avons proposées sur un exemple de séries temporelles issues d’observations astrophysiques. Les
données de la figure 5.1 ont déja été présentées au premier chapitre de ce manuscrit : il s’agit de
la courbe de vitesse radiale de 1’étoile de Herbig HD 104237 obtenue & la suite d’observations
réalisées au cours du mois d’avril 1999 & I’Observatoire Astronomique Sud-Africain (SAAO, South
African Astronomical Observatory) couvrant une durée de cing nuits [Béhm et al., 2004]. Plus
précisément, ces observations correspondent aux variations, en fonction du temps, de la vitesse
radiale de la premiére composante d’un systéme multiple. Les mouvements orbitaux dus & la
multiplicité du systéme provoquent des variations de la vitesse radiale de période relativement
longue, auxquelles la nature pulsante du premier corps ajoute des oscillations de fréquences plus
élevées et d’amplitudes plus faibles : ’allure générale de la courbe de la figure 5.1 & gauche est donc
celle de la composante orbitale. Afin d’étudier la variabilité & « haute » fréquence, B6hm et al.
[2004] ont proposé de corriger cette courbe de vitesse radiale en identifiant approximativement la
contribution due au mouvement orbital. La composante orbitale extraite et la courbe de vitesse
radiale corrigée sont présentées sur cette méme figure, respectivement au centre et a droite.
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FiG. 5.1 — Courbe de vitesse radiale de HD 104237. A gauche, données brutes ; au centre, approzi-
mation des variations 4 basse fréquence dues au mouvement orbital; a droite, données corrigées
correspondant aur données brutes desquelles ont été retranchées les variations a basse fréquence.
L’échelle de l’aze des temps est en jour Julien (JJ) moins 2.4 x 10° jours.
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La recherche d’oscillations & partir de la série temporelle corrigée est alors plus aisée. En
particulier, 1'utilisation d’outils de type CLEAN est rendue possible: les auteurs précités utilisent
ainsi le logiciel PERIOD04 [Lenz et Breger, 2005] que nous avons déja évoqué au § 2.2 et identifient
huit fréquences d’oscillation entre 28.5 et 35.6 j 1.

Il nous faut cependant émettre quelques réserves concernant la généralisation d’une telle
démarche:

— D’une part, l'identification du mouvement orbital n’est bien entendu pas exacte et sa
soustraction aux données initiales introduit nécessairement des erreurs sur les hautes fré-
quences: il ne s’agit pas d’une opération de filtrage & proprement parler. Notons surtout
qu’une telle correction n’est pas toujours possible et nécessite en particulier de disposer
d’observations couvrant une plus grande période temporelle : sur ’exemple de la figure 5.1,
I’approximation de la contribution due au mouvement orbital a été réalisée en fusionnant
les données d’aotit 1999 avec celles provenant d’une seconde campagne réalisée au cours de
I’année 2000.

— L’utilisation de méthodes de type CLEAN, qui permettent généralement d’obtenir des ré-
sultats satisfaisants en termes de localisation fréquentielle, reste par ailleurs soumise aux
limitations que nous avons soulevées au § 2.2: la nécessité de controler le déroulement ité-
ratif de la procédure et la définition d’une condition d’arrét sont deux points essentiels, le
second étant relié & la notion de seuil significatif de détection d’une fréquence. Parmi les
huit fréquences détectées a partir de ce jeu de données, Bohm et al. considérent ainsi que
trois le sont avec un miveau de confiance supérieur a 99.9%, trois avec un niveau de 99%,
les deux autres I’étant avec un niveau plus faible, ol le terme de niveau de confiance est a
considérer avec les précautions que nous avons évoquées au § 2.2.2.

Le jeu de données brutes présenté constitue donc un test particuliérement sévére pour 1’éva-
luation des méthodes d’estimation spectrale que nous avons proposées. En particulier les modéles
utilisés dans ces méthodes, qui considérent une somme de sinusoides dans un bruit blanc additif,
ne correspondent pas aux données perturbées par un spectre continu de basses fréquences. De
plus, aucune des méthodes classiques d’analyse spectrale appliquées a ces données ne produit
de résultat intéressant. Nous rechercherons donc les variations & haute fréquence directement &
partir des données brutes de la figure 5.1, et pourrons alors comparer ’estimation & celle obtenue
par Bohm et al. [2004] & partir des données corrigées.

Nous effectuons tout d’abord au § 5.1 une bréve analyse de ces données brutes pour lesquelles
le spectre de Fourier, s’il ne permet pas de déterminer de maniére précise les périodes d’oscillation
recherchées, permet néanmoins de localiser grossiérement la plage fréquentielle a l'intérieur de
laquelle nous pourrons ensuite les rechercher. Nous fixons également la valeur de la fréquence
maximale du modéle en accord avec ’échantillonnage des données.

La courbe de vitesse radiale de la figure 5.1 ne résulte pas d’observations directes mais a été
obtenue aprés différentes étapes de prétraitement [Bohm et al., 2004] qui, si elles sont néces-
saires & ’obtention d’un jeu de données exploitables, sont inévitablement & la source d’erreurs
additionnelles!. Nous simulons donc dans un premier temps un signal présentant le méme échan-
tillonnage et le méme comportement & basse fréquence que les données brutes, ainsi que les
quatre composantes sinusoidales de plus forte amplitude issues de ’estimation obtenue sur les
données corrigées et publiée par les auteurs précités. Nous présentons au § 5.2 les résultats de

1. Notons que ces étapes de prétraitement touchent & la fois les valeurs des amplitudes et celles des instants
d’échantillonnage.
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I'estimation obtenue sur ces données simulées par les différentes méthodes proposées au cours de
ce manuscrit, & savoir ’approche par pénalisation, I’estimation au sens de la moyenne a poste-
riort des parameétres d’'un modeéle Bernoulli-Gaussien B-Gg et celle des parametres du modéle
Bernoulli-Gaussien avec décalages en fréquence B-Ggy.

Le § 5.3 est finalement dédié a 'application de ces trois méthodes au traitement des données
brutes, ol nous comparons l’estimation des raies spectrales avec celle obtenue par Béhm et al. &
partir des données corrigées. Nous appliquerons également nos méthodes aux données corrigées
afin d’étudier l'influence d’une telle correction. Nous rappelons que tous les temps de calcul
mentionnés ont été obtenus par des mises en ceuvre sous Matlab avec un processeur cadencé
4 1.4 GHz et doté de 1 Go de mémoire vive.

5.1 Présentation des données

Nous avons déja représenté 1’échantillonnage de la série temporelle de la figure 5.1 au premier
chapitre de ce manuscrit, figure 1.1. Cet échantillonnage comporte N = 514 points et est a la fois
irrégulier et troué par I’alternance du jour et de la nuit, ot les observations couvrent environ 45%
de chaque tranche de 24 heures. La fenétre spectrale correspondante, représentée sur la figure 5.2,
exhibe par conséquent un fort lobe secondaire a la fréquence de 1 j~!. Notons que ’espacement
irrégulier des instants d’échantillonnage permet d’obtenir une zone fréquentielle exempte d’alias
d’environ 125 j~! puisque la premiére « pseudo-périodicité » de la fenétre spectrale apparait
vers 250 j71.

0.81

— 0.6

W (f

0.4r

0.2r

-500 -250 0 250 500

Fréquence (j—1) Fréquence (j~1)

FiG. 5.2 — Fenétre spectrale correspondant & échantillonnage des données de la figure 5.1. A
gauche, entre -500 et 500 j~' ; a droite, entre -5 et 5 j71.

Le spectre de Fourier des données centrées est représenté sur la figure 5.3 et est naturellement
dominé par les basses fréquences correspondant au mouvement orbital. Cependant, sa représen-
tation entre 0 et 125 j—!, sur la figure de gauche, montre la présence de composantes spectrales
autour de 30 j~!. L’agrandissement de cette région sur la figure de droite permet d’identifier
un pic dans le spectre de Fourier & une fréquence approximative de 33.3 j=!, le reste de cette
plage fréquentielle étant essentiellement marqué par les répliques de ce pic & +1 j~! causées par
l’alternance jour/nuit dans I’échantillonnage. Nous notons encore que le spectre de Fourier des
données corrigées, également représenté sur la figure 5.3 & droite, présente pour les plus hautes
fréquences une allure proche du spectre des données brutes. Les deux courbes sont cependant
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FIG. 5.3 — Spectre de Fourier des données brutes de la figure 5.1 (en trait plein). A gauche,
entre 0 et 125 7' ; a droite, agrandissement autour de 33 j~'. En pointillé, spectre de Fourier
des données corrigées.

différentes ; en particulier, le pic secondaire aux alentours de 35.6 j~! qui sera par la suite iden-
tifié comme représentatif d’une fréquence d’oscillation, est localisé avec une différence de 'ordre
de 0.05 j~! par les deux spectres de Fourier.

A la vue de cette figure, méme si la plage fréquentielle libre d’alias s’étend jusqu’a 125 j=1,

nous fixerons donc par la suite la fréquence maximale & fmax = 40 j~! afin de ne pas alourdir
inutilement la charge de calcul. Signalons cependant que nous avons mené des essais avec une
valeur supérieure de fmax, mais aucune composante n’a jamais été détectée au-dela de 40 j~1.

5.2 Comparaison des méthodes sur des données simulées

Nous proposons dans un premier temps d’évaluer les méthodes proposées aux chapitres 3 et 4
sur des données artificielles construites sur la forme du signal de la figure 5.1. Plus précisément,
nous générons un signal échantillonné en les mémes instants que les véritables observations sous

la forme:
K

y(t,) = BF(t,) + Z a sin (2mvgty, + ¢r) + €, O :
k=1

— BF est la composante orbitale de basses fréquences telle qu’elle a été extraite par Bohm
et al. [2004], représentée sur la figure 5.1 au centre;

— les parameétres des K = 4 sinusoides correspondent aux quatre raies spectrales de plus forte
amplitude détectées par ces auteurs & partir des données corrigées. Les fréquences v sont
choisies en dehors de la grille d’estimation G = {Iﬁ) fmax} k—o.__p- Nous avons volontairement
relevé 'amplitude de la plus faible des quatre raies afin d’obtenir une meilleure lisibilité
des résultats;

— un bruit blanc additif € centré gaussien, de puissance o2 telle que le RSB soit de 10 dB, ol
nous définissons le RSB par rapport & I’amplitude des sinusoides :

2
RSBgs = 10 log (Zzggk) .

€
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La représentation temporelle de ce signal est visuellement trés proche de celle du signal réel
et n’est pas tracée ici. Le spectre de Fourier correspondant est représenté sur la figure 5.4 et
présente une allure également trés proche du spectre de Fourier des observations, & savoir une

prédominance des basses fréquences et la détection d’un seul pic significatif vers 33.3 j~1.

0 20 40 60 80 100 120 28 30 32 34 36 38

Fréquence (j1) Fréquence (j~')

F1G. 5.4 — Spectre de Fourier des données simulées. A gauche, entre 0 et 125 j='; & droite,

agrandissement autour de 33 j~'. Les o représentent les raies théoriques, de fréquences v, et
d’amplitudes ay /2.

Nous présentons aux paragraphes suivants l'application & ce signal des différentes procédures
d’estimation développées au cours de cette thése, a savoir la minimisation d’un critére pénalisé par
la norme ¢! ou par une fonction hyperbolique et l’estimation au sens de la moyenne a posteriori
des paramétres des modéles Bernoulli-Gaussien classique et avec décalages en fréquence.

5.2.1 Estimation par pénalisation

Nous étudions ici 'estimation spectrale obtenue, pour une grille de P = 1000 fréquences
positives, par la minimisation des critéres pénalisés par la norme ¢! et par son approximation
hyperbolique:

1 = argminlJj(x), Ji(x) = %||?J—VV:1r:||2+)\§:,g ||
et Ehyp = argmin Jhyp(‘”): Jhyp<x) % Hy - WwHQ + )‘Zk V 32 + ’ka

Pour une valeur du parameétre de régularisation \ comprise entre 20 et 45, les spectres estimés &1
et Ty, permettent d’identifier les quatre raies et des valeurs en dehors de cet intervalle ne
fournissent pas une estimation satisfaisante: la figure 5.5 montre 'estimation de Z; obtenue
pour des solutions sur- et sous-régularisées, avec A = 55 et A = 5, respectivement. Dans le
premier cas, seules les deux raies de plus fortes amplitudes sont détectées alors que pour le
second des composantes non nulles et de faible amplitude sont disséminées tout au long de la
grille fréquentielle. La courbe (Q@)\),R(i ,\)), qui a permis dans le cas de simulations simples
d’obtenir une valeur de A\ satisfaisante, montre que la plage de valeurs acceptables pour A est
ici plus restreinte. Une approche plus heuristique pour sélectionner une solution satisfaisante
consiste alors & choisir visuellement la valeur la plus faible de A qui fournit une solution ne
présentant pas de faibles pics répartis tout au long de la grille fréquentielle comme c’est le cas
pour la solutions sous-régularisée de la figure 5.5 & droite. Nous reviendrons sur cet point lors de
I’application sur les données réelles au § 5.3.
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F1G. 5.5 — Sensibilité de I’estimation par pénalisation ¢ & la valeur du paramétre de régularisation.
A gauche, courbe (Q(Z)),R(Z))) paramétrée en \. Le trait plein représente la zone fournissant
une estimation acceptable. Au centre, sur-régularisation (A =55) et a droite, sous-régularisation
(A =5). Les traits pleins représentent le module du spectre estimé et les © les raies théoriques.

L’estimation obtenue pour A = 25 est présentée sur la figure 5.6. Dans le cas de la pénalisa-
tion ¢!, les seules composantes non nulles de Z1 sont localisées aux basses fréquences et au niveau
de chaque raie. Pour la pénalisation hyperbolique, bien que la forme de @, ne soit pas rigou-
reusement parcimonieuse, l’allure suffisamment « piquée » de la solution permet également de
retrouver les quatre raies contenues dans le signal simulé. Nous remarquons néanmoins un léger
décalage sur I'estimation de la fréquence v qui est décalée d'un point (50it fmax/P = 0.04 j1)
par rapport & la meilleure approximation de v5 sur la grille fréquentielle du modéle.

Comme dans les simulations présentées au cours du chapitre 3 pour un signal multi-sinusoidal,
nous notons également une sous-estimation des amplitudes. Nous avons alors vu qu’il était pos-
sible de réestimer a posteriori les amplitudes une fois que les fréquences ont été localisées. Ici
encore, malgré les perturbations a basse fréquence (BF), une étape de réestimation postérieure
permet d’estimer correctement les amplitudes par les étapes suivantes :

i) ne conserver que les composantes d’amplitudes non nulles de 7, ou les composantes supé-
rieures & un certain seuil pour Zyy, ;

ii) dans la zone spectrale qui nous intéresse, lorsqu’une raie est estimée par deux amplitudes
spectrales adjacentes non nulles?, ne conserver que la plus grande des deux;

iii) former le modéle multi-sinusoidal correspondant: y = W_zx_7 + € ot W_7 (respective-
ment x_7) est composé des colonnes de W (respectivement des composantes de x) cor-
respondant aux indices conservés. Si ceux-ci sont en nombre restreint devant le nombre
de données (sur le signal traité ici, ce modeéle est composé de seulement 32 composantes
fréquentielles, soit le double d’inconnues complexes pour N = 514 données), le probléme
linéaire d’estimation des amplitudes correspondantes est surdéterminé. Toutefois, la pré-
sence de plusieurs composantes fréquentielles voisines aux basses fréquences rend les co-
lonnes de W _7 proches de la colinéarité et 'inversion directe par moindres carrés: _7 =
(WEZW_I)AWin n’est pas numériquement stable. Celle-ci peut étre a son tour régula-
risée sous la forme:

gr=(W W_r+al)'W' y,

ol « prend une valeur faible mais suffisante pour assurer une inversion numeérique correcte
de la matrice WT_IW_I + al. Sur ce signal, la réestimation des amplitudes est représentée

2. C’est par exemple le cas des fréquences v1, v3 et v4 sur ’exemple de la figure 5.6.
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F1G. 5.6 — Résultats d’estimation par minimisation d’un critére pénalisé. A gauche, estimé en
module sur l’ensemble de la grille fréquentielle de P + 1 = 1001 points. Au centre, zoom en
amplitude pour les faibles valeurs. A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les traits
pleins représentent le module du spectre estimé, les o les raies théoriques et, sur les figures de
droite, les o correspondent a la réestimation a posteriori par moindres carrés régularisés des
amplitudes localisées par les pics de |x|.
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sur la figure 5.6 & droite pour une valeur de o = 1073 les valeurs obtenues de cette facon
sont tout & fait acceptables.

A propos de la mise en ceuvre

Au niveau de la mise en ceuvre algorithmique, il nous faut signaler que le temps nécessaire &
I'optimisation des critéres pénalisés Jy et J,,, est largement plus élevé pour ce type de données
par rapport au signal plus simple utilisé au long du chapitre 3. Les algorithmes de type Gauss-
Seidel, par nature plus adaptés & la recherche de solutions présentant des variations rapides, sont
a ce titre les plus touchés et convergent ici plus lentement du fait de la forme continue de la
partie & basse fréquence du spectre due au mouvement orbital.

En application & ce genre de données, nous proposons donc d’utiliser un critére d’arrét moins
sévére que celui utilisé auparavant pour lequel la norme du gradient en la solution devait étre
inférieure & 10~ pour le critére Juyp €t la valeur du gradient de J; devait étre inférieure & 107°,
voire 10710, en tout point ou celui-ci est défini, c’est-a-dire en les composantes non nulles de la
solution. Les estimateurs Z; et @, ont été en réalité obtenus par des algorithmes de type GSOR
(Gauss-Seidel avec sur-relaxation) arrétés a l'itération ¢ telle que:

Hm(t) _ m(t_l)H < 1074 et ’J(m(t B J(a:(t_l)”

= == 0 ) <1078 (5.1)
=@ J(z®) '

La figure 5.7 en haut montre l'allure du gradient du critére J,,, en la solution Z,,,. Lorsque
—

Ve
plage fréquentielle qui nous intéresse, celui-ci prend des valeurs plus faibles de I’ordre de 1074,

Nous représentons également sur la figure 5.7 en bas les caractéristiques, en la solution Z;, du
test d’optimalité vérifié par un minimiseur du critére .J;, au sens duquel on doit avoir :

le test d’arrét (5.1) est vérifié, la norme du gradient vaut encore ~ 5.1072 mais dans la

(i) Vkta o] =0: |rl < A,
T,

(13) Yk tq. |zk| #0: rp+A— =0,
|k

oi ) = WH(Wz®) — g). A la vue de cette figure, la condition (i) est satisfaite excepté pour
une composante nulle de () a basse fréquence?®. La condition (i) est quant & elle loin d’étre
satisfaite puisqu’en les composantes non nulles & basse fréquence on a 7“,(:) + )\x,(:) / \:rg)\ de l'ordre
de 1072. Cependant, nous voyons sur la figure 5.7 en bas & droite que pour la zone fréquentielle
4 laquelle appartiennent les fréquences v, ..., 1y, les valeurs théoriquement nulles au sens de
la condition (i) sont de I'ordre de 1075. Bien que moins rigoureux en termes d’optimalité, le
critere d’arrét (5.1) reste donc suffisamment séveére sur la partie de ’axe fréquentiel pour laquelle
la solution est parcimonieuse et a permis en pratique d’obtenir des estimateurs satisfaisants tout
en maintenant des coiits calculatoires raisonnables: pour P = 1000, le calcul de @, et 1 par
les algorithmes GSOR prend environ 390 s et 166 s respectivement*, alors que le calcul de Z; au
sens du test d’arrét initial nécessite environ 10 heures.

3. Cette figure ne représente que la moitié des composantes 7, correspondant aux fréquences positives. Le
vecteur ) étant & symétrie hermitienne lorsque () Dest, il y a en réalité deux composantes pour lesquelles la
condition (i) n’est pas satisfaite.

4. Ces valeurs sont & comparer aux temps respectifs établis au § 3.7 de 75 s et 33 s nécessaires & la convergence
des algorithmes GSOR pour un probléme de taille similaire, mais sur un signal multi-sinusoidal sans perturbations
a basse fréquence et pour un test d’arrét plus strict.
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Gradient du critére Jy,, en la solution Z,,. La figure de gauche couvre Uensemble de la grille
fréquentielle et celle de droite est un agrandissement de la zone fréquentielle a laquelle
appartiennent les raies du signal.
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Test d’optimalité du minimiseur du critére Ji en la solution T1. A gauche, condition (i) : tracé
de |ry| pour les composantes nulles de . Le trait plein représente le seuil de valeur \. A droite,
condition (ii) : valeurs en module de uy = ri + \xy/|xk| pour les composantes non nulles de x.
La figure en haut couvre l'ensemble de la grille fréquentielle et celle du bas est un
agrandissement autour de chaque raie du signal.

FiG. 5.7 — Evaluation des solutions T, et T1 obtenues par un algorithme GSOR au sens du
critére d’arrét (5.1).
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5.2.2 Estimation par modélisation B-G

Nous montrons ici les résultats obtenus sur ce méme signal en modélisant son spectre discrétisé
sous la forme d’un processus Bernoulli-Gaussien. Conformément & la stratégie proposée au § 4.3.3,
les paramétres B-G sont estimés de maniére séquentielle : I’estimation de la moyenne a posteriori
de la séquence de Bernoulli est d’abord réalisée. Nous désignerons par la suite g,,p 1'estimation
obtenue, tout en rappelant que celle-ci n’est pas une séquence de Bernoulli: gyp, € [0, 1] mais
en général qup, # 0, Qup, # 1. Cette estimation est ensuite seuillée pour ne conserver que
les fréquences significatives et I’estimation des amplitudes correspondantes est réalisée au sens
du maximum a posteriori conditionnellement & la localisation des raies apportée par l'étape
précédente, qui prend une forme analytique explicite en raison des hypothéses gaussiennes sur
les distributions du bruit et des amplitudes conditionnelles s|q.

En reprenant les notations du chapitre 4, ’échantillonnage stochastique de la loi a poste-
riori p(q,s,0|y) est réalisé ici selon la version « par blocs » de ’échantillonnage de Gibbs, notée G5
et décrite par ’algorithme 4.4 4 la page 122. L’estimation est totalement non supervisée et nous
utilisons des lois a priori de Jeffreys sur les hyperparamétres o2 et o2 et une loi a priori uniforme
sur le paramétre de Bernoulli \. La grille fréquentielle G = {fx}x—o..p = {%fmax}k:(}m p est la
méme qu’au paragraphe précédent, c’est-a-dire fmax = 40 =1 et P = 1000. Les fréquences v; du
signal simulé étant choisies en dehors de la grille de reconstruction, nous noterons k; j—1..4 les
indices tels que fi; <vj < fi41 -

Tout comme nous avons di adapter le seuil de convergence pour les algorithmes d’optimisa-
tion au paragraphe précédent, il s’est également avéré nécessaire pour ’application & ces données
d’adapter le critére (4.15) arrétant la procédure d’échantillonnage. Avec les notations de (4.15),
les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus pour le test d’arrét:

T
~ ~T— - 2
" —a" ||, <a aveca=10"2% et @l = T Z u®,
t=T/2+1

au lieu de la valeur de o = 1073 utilisée auparavant, et nécessitent déja un temps de calcul
trés élevé, supérieur & I’heure. Le nombre d’itérations nécessaires sur cet exemple est de I'ordre
de T'= 13000. L’estimation q,;, est représentée sur la figure 5.8 et prend des valeurs trés faibles,
voire nulles, en la plupart des points de la grille G: seules quelques composantes aux basses
fréquences et autour de chaque raie contenue dans le signal prennent des valeurs significatives.
Rappelons que q,,, peut s’interpréter comme la probabilité d’existence d’une raie pour chaque
fréquence fi de la grille. Un seuillage approprié permet alors de ne sélectionner que les raies les
plus probables. En raison de I'inexactitude de la discrétisation fréquentielle, I’estimation de g est
sensible au méme effet, étudié au § 4.5.1, de moyennage des échantillons modélisant chaque raie
par son approximation de part et d’autre de la grille G. Il en résulte pour les fréquences v et vy
des probabilités gyp, non nulles de part et d’autre de la grille, mais dont la somme vaut environ 1.
La figure 5.9 & gauche montre par exemple pour la fréquence v I’évolution des échantillons q,(;;)

(t) N 1 1 ité » des deux localisations : snéral. si 3
et k41> OU NOUS voyons la « comp émentarité » des deux localisations: en général, s1 & une

itération donnée la raie n’est pas détectée en fi,, elle ’est en fy, 11 et vice-versa. L'interprétation
n’est dans ce cas pas problématique, puisqu’elle traduit ’existence d’une raie dont la fréquence
est encadrée par les deux composantes non nulles adjacentes de gy, & savoir (fx,, fx;+1) pour vq
et (fky, friy+2) POUr vo. Sur cet exemple, un seuillage adéquat consiste alors & ne conserver que les
indices donnant une probabilité a posteriori supérieure a 1/2, qui permet de ne garder, pour 14
et 19, qu’une seule de ces deux composantes: la plus « probable ». Par contre, le comportement
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de g, autour de la fréquence v3 est plus ambigu et la figure 5.8 & droite laisse croire a ’existence
de deux raies: si une raie est estimée a la fréquence fj, avec une probabilité de 1, les valeurs non
nulles de q,,» aux indices k3 — 3, k3 — 2 et k3 — 1, d’ailleurs complémentaires puisque leur somme
vaut approximativement 1, laissent penser a I’existence d’une seconde raie de fréquence comprise
entre fr,_2 et fi,. La figure 5.9 a droite met en évidence la complémentarité des localisations

en fr,—3, frz—2 €t fr,—1.

1 1 o9 o > >
08 :
0.75
N 2 3 1
(> (S 001 (S o5

0.25 :
0.2 !
5 GROaD G CEDECHD M&a&n—w& 0 HoJ

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
V1

Fréquence (j—1) Fréquence (j—1) Fréquences du signal

©

il
U3

V4

F1G. 5.8 — Moyenne estimée q,,p pour une modélisation B-G sur une grille de P + 1 = 1001
points. A gauche, sur Uensemble de la grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour
les faibles valeurs. A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les o représentent les
positions fréquentielles des raies théoriques.
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F1G. 5.9 — Echantillons de Bernoulli q,(g? au fil des itérations. A gauche, pour les fréquences autour
) _4

de vy ; a droite, pour les fréquences autour de v3. Le trait plein marque les valeurs q;.
J

La figure 5.10 montre l'estimation MAP des amplitudes aprés seuillage de g,;, — nous n’avons
conservé ici que les fréquences pour lesquelles la probabilité a posteriori d’existence d’une raie
est supérieure & 1/2, ce qui permet de conserver également la plupart des composantes & basse
fréquence. Les barres d’erreur & +oj, sont également représentées, ol o est ’écart-type associé a
lamplitude de la raie a la fréquence fi, dont ’expression analytique est également explicite (voir
le § 4.3.3). Des valeurs satisfaisantes des parameétres spectraux sont finalement obtenues pour
les raies en vq, 1o et vy, et les variances associées a I'estimation des amplitudes sont faibles. En
raison d’une étape de détection légérement erronée, I’estimation pour la fréquence v3 est moins
satisfaisante puisqu’elle débouche sur deux amplitudes spectrales élevées aux fréquences fi,_1
et fi,. Cependant, la variance associée a ces amplitudes est anormalement élevée comparée a celle
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des trois autres raies spectrales, laissant entrevoir un comportement « suspect » de ’estimation
pour cette fréquence.
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FiG. 5.10 — Estimation au sens du mazimum a posteriori des amplitudes pour les fréquences
localisées par q,,, > 0.5. A gauche, sur Uensemble de la grille fréquentielle de P 4+ 1 = 1001
points: a droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les barres d’erreur correspondent
G Lo, ot o est l’écart-type associé, et les o représentent les raies théoriques. Chaque fenétre en
fréquence sur la figure de droite couvre une plage de Qf’”% =8x 1072 5L

5.2.3 Estimation par modélisation B-G avec décalages en fréquence

L’estimation des paramétres d’un modéle Bernoulli-Gaussien prenant en compte des décalages
frequentiels est réalisée au moyen de I’échantillonnage de la loi jointe a posteriori p(q,s,df|y),
selon le schéma décrit par 1’algorithme du tableau 4.6, en utilisant les mémes lois a priori sur
les hyperparamétres que dans le cas précédent. Les paramétres sont ici discrétisés sur une grille
de P+ 1 = 501 fréquences positives et ’arrét de d’échantillonnage est déterminé au sens du
critere (4.15), pour lequel 7' ~ 27000 itérations et un temps de calcul d’environ 4300 s sont
nécessaires pour la réalisation présentée plus bas?®.

L’estimation g, est représentée sur la figure 5.11: comme pour le modéle B-Gy, q,,, prend
des valeurs faibles excepté a basse fréquence et autour de chaque raie du signal. En rappelant
que, pour ce modeéle, qyp, est une estimation de la probabilité a posteriori qu’une raie existe
dans lintervalle de fréquences Z = [fr—1, fx] = [k—l_alfmax, %fmax}, nous notons ici 7y, j=1..4 les
intervalles auxquels appartiennent les fréquences respectives v; j—1.4. Les intervalles 7y, j—123
sont correctement localisés puisque q,,, prend des valeurs égales & 1 en chaque indice k; j—1,2 3,
c’est-a-dire en la premiére valeur de la grille fréquentielle supérieure & v;. Pour la fréquence v,
une seconde fausse composante est détectée dans l'intervalle fréquentiel voisin Zj,_1, mais avec
une probabilité de ’ordre de 0.14, ce qui reste faible. Pour la fréquence vy, 'estimation présente un
moyennage de la localisation fréquentielle entre les intervalles 7y, 1 et Zy, : on a qx,—1 +qr, ~ 1,
ou ces deux probabilités prennent des valeurs significatives.

Si dans le cas du modéle B-Gg l'effet de moyennage entre deux positions adjacentes est

5. Le nombre de fréquences discrétisées est ici deux fois plus faible qu’au paragraphe précédent pour la mo-
délisation B-G ; contrairement & ce cas, 'utilisation du critére d’arrét initial (4.15) est ici envisageable pour un
temps de calcul plus « raisonnable ».
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F1G. 5.11 — Moyenne estimée q,,, pour une modélisation B-Ggr sur une grille de P+ 1 = 501
points. A gauche, sur Uensemble de la grille fréquentielle. Au centre, zoom en amplitude pour
les faibles valeurs. A droite, zoom en fréquence autour de chaque raie. Les o représentent les
positions fréquentielles des raies théoriques.

une conséquence logique de la discrétisation inexacte de ’axe fréquentiel, son apparition dans
un modéle & fréquences continues traduit ici plutét un probléme algorithmique. En effet, une
analyse plus détaillée des échantillons générés, présentée sur la figure 5.12 & droite, montre que la
stationnarité de la chaine n’a pas été atteinte sur ’ensemble des échantillons pris en compte pour
I'estimation : la premiére partie des échantillons conservés comprend la raie dans l'intervalle 7, _;
et, pour la seconde partie, la raie s’est « décalée » dans 'intervalle Zj,. Vu le nombre d’échantillons
produits — sur cet exemple, 'estimation est réalisée & partir de 7'/2 = 13500 échantillons dont
environ les 5000 premiers sont « bloqués » avec une raie dans l'intervalle 7y, ; —, la variation
résultante de la moyenne estimée & chaque itération devient suffisamment faible pour que le
test d’arrét (4.15) soit satisfait. Nous observons également sur la figure 5.12 & gauche que la
détection « parasite » d’une fréquence dans l'intervalle 7y, ; n’est présente que sur les 2000
premiers échantillons considérés.

Le critére d’arrét (4.15) n’est donc pas suffisant dans ce cas, et une condition plus sévére
ameénerait & la diminution des valeurs de q,,, en k3 — 1 et k4 — 1. Nous avons cependant préféré
conserver cet exemple afin d’illustrer la difficulté du choix d’une condition d’arrét qui fait partie
des principales limitations de cette approche: la génération, sur cet exemple, de T" = 27000
échantillons n’est pas suffisante alors qu’elle requiert déja un temps de calcul supérieur & une
heure. Remarquons que ce probléme de blocage de 1’échantillonnage dans une configuration
erronée n’est pas sans rappeler les lenteurs algorithmiques de 1’échantillonnage de Gibbs mises
en évidence au § 4.4.1 pour le modéle B-Gg. A ce jour, nous n’avons toutefois pas réussi a
accélérer I'algorithme pour I’échantillonnage des paramétres de B-Ggp comme nous l'avons fait
dans le cas de B-Gy.

Notons enfin que, en fonction de linitialisation du générateur aléatoire, I’estimation obtenue
en arrétant 1’échantillonnage au sens du test (4.15) a produit des résultats parfois légérement
différents. Cependant, ce cas nous semble représentatif de la plupart des réalisations effectuées
et, si la stationnarité n’a pas été atteinte, I'utilisation de la moyenne q,,, ainsi produite permet
cependant d’obtenir une bonne qualité d’estimation. Ainsi sur cet exemple le seuillage de gyp
ne conservant que les valeurs supérieures & 0.5 permet de localiser parfaitement les quatre in-
tervalles 7;. Les résultats de la seconde phase d’estimation des décalages fréquentiels et des
amplitudes sont représentés sur la figure 5.13. L’estimation des décalages au sens de la MP, telle
que nous l'avons décrite au tableau 4.5, procure une précision fréquentielle trés satisfaisante et
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FiG. 5.12 — Echantillons de Bernoulli q,(;;) au fil des itérations. A gauche, pour les fréquences

autour de vs ; o droite, pour les fréquences autour de v4. Le trait plein marque les valeurs q,(;;) = 1.

I'estimation postérieure des amplitudes correspondantes est également de trés bonne qualité.
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F1G. 5.13 — Estimation au sens du mazimum a posteriori des amplitudes pour les fréquences
localisées par q,,p > 0.5. A gauche, sur Uensemble de la grille fréquentielle : & droite, zoom en
fréquence autour de chaque raie. Les barres d’erreur correspondent 4 +oy, ot o est [’écart-type
associé, et les o représentent les raies théoriques. Chaque fenéire en fréquence sur la figure de

droite couvre une plage de la méme largeur qu’a la figure 5.10, soit 8 x 1072 51

5.2.4 Bilan

Le tableau 5.1 compare les différents résultats obtenus en termes d’estimation des fréquences
des quatre raies contenues dans le signal simulé, qui sont correctement détectées par les trois mé-
thodes mises en ceuvre : Av; représente ’erreur d’estimation en valeur absolue sur la fréquence v;
et Av leur valeur moyenne. Le coiit relativement faible de I’optimisation du critére pénalisé par
la norme ¢! devant celui des algorithmes MCMC nous a amenés & calculer 1’estimateur résultant
dans un cas de trés haute résolution, avec P + 1 = 5001 fréquences positives, c’est-a-dire un
vecteur de 10001 inconnues complexes. Si le colt calculatoire est bien plus élevé que pour la
grille initiale avec P = 1000, il reste cependant inférieur a celui de l’estimation des parameétres
des modeles B-Gg et B-Ggp. Le résultat de l'estimation n’est pas représenté graphiquement ici
mais améliore sensiblement la précision fréquentielle ; notons toutefois que la valeur de vy n’est
pas estimée par sa meilleure approximation sur la grille, comme c’était déja le cas pour une grille
de 1001 fréquences.

La modélisation Bernoulli-Gaussienne B-Gg atteint sur cet exemple de meilleures perfor-
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mances que la pénalisation ¢! pour une grille de méme taille, mais au prix d'un cofit calculatoire
beaucoup plus élevé ; 'augmentation du nombre de paramétres pour ’approche pénalisée permet
alors d’obtenir des résultats légerement meilleurs que B-Gg pour un colt de calcul qui reste
plus faible. L’extension & la modélisation B-Gg permet de s’affranchir de la limite de précision
des deux approches précédentes, imposée par le pas de la grille fmax/P, et présente I'estimation
fréquentielle la plus satisfaisante. Celle-ci s’obtient cependant au prix d’un accroissement non
négligeable (de plus de 50%) du coiit calculatoire par rapport a lapproche pénalisée, ainsi que
du caractére plus délicat du choix d’un critére d’arrét de ’algorithme d’échantillonnage stochas-
tique. Notons enfin que 'approche par pénalisation mise en ceuvre sur une grille encore plus fine
de P+1 = 10001 fréquences positives n’a pas donné d’estimation plus précise que pour P = 5000
sur cet exemple et que le colit de calculatoire correspondant était supérieur a 9000 s, rendant
globalement la modélisation B-Ggf la plus efficace ici.

Signalons enfin que les modélisations B-G et B-Ggr permettent d’apporter pour chaque fré-
quence une information supplémentaire en termes de probabilité. Si sur ces données simulées
la détection des quatre raies, aprés une éventuelle fusion des composantes adjacentes, est esti-
mée a 1 (les raies sont présentes sur I'intégralité des échantillons), ce ne sera plus le cas lors de
I'application aux données réelles du § 5.3, ou cette interprétation supplémentaire sera plus utile.

Ay | Ay Avg Avy Av || Temps cpu
G™hH G™hH G™hH G™hH G™hH (s)

Pénalisation ¢!
P =1000 : f‘“—Pa" =0.04 ! 0.023 | 0.034 | 0.009 | 0.006 | 0.018 168
P =5000 : f’“—;" =0.008 7' || 0.007 | 0.026 | 0.001 | 0.002 | 0.009 2638
Modélisation B-Gg
P =1000 : fm—Pa" =0.04;7! 0.023 | 0.006 | 0.009 | 0.006 | 0.011 4076
Modélisation B-Ggr
P =500 0.006 | 0.018 | 0.0004 | 0.001 | 0.006 4258

TAB. 5.1 — Erreurs sur [’estimation des fréquences pour les différentes approches développées et
cotits calculatoires associés.

5.3 Application aux données réelles

5.3.1 Estimation par pénalisation

A la vue des résultats similaires obtenus sur des données simulées pour les pénalisation ¢!
et hyperbolique, nous considérons ici uniquement le cas de la premiére, qui présente 1’avan-
tage de fournir un estimateur rigoureusement parcimonieux. La taille de la grille utilisée est ici
de P = 5000 fréquences positives et 'optimisation est réalisée par un algorithme GSOR arrété
au sens du critére (5.1), ce qui nécessite un temps de calcul de l'ordre de 40 minutes. En no-
tant £, le minimiseur du critére pénalisé pour une valeur donnée de A, le tracé de la courbe « en
L» (Q(z)),R(Z,)) paramétrée en \ est représenté sur la figure 5.14 et I’estimation obtenue pour
des valeurs du parameétre de régularisation dans le « coude » de cette courbe est décrite par les
figures 5.15 et 5.16.

Les valeurs de A supérieures a 10 donnent lieu & un spectre estimé présentant des composantes
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FIG. 5.14 — Courbe (Q(Z,),R(Z,)) paramétrée en X pour lestimation par pénalisation (' sur des

données réelles.
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Fi1G. 5.15 — Résultats d’estimation par minimisation d’un critére pénalisé pour X = 50 a A = 30.
A gauche, estimé en module sur ’ensemble de la grille fréquentielle de P + 1 = 5001 points. Au
centre, zoom en amplitude pour les faibles valeurs. A droite, zoom en fréquence sur lintervalle T =
[27 571,37 j_l]. Les traits pleins représentent le module du spectre estimé et les o correspondent a
la réestimation a posteriori par moindres carrés régularisés des amplitudes localisées par les pics
de |£1‘



5.3. Application aux données réelles

e \=20:
06 : 06
04 S04
& &
02 02
o | 1 0
0 10 20 30 0 10 20 30 40 36
e A=15:
06 : 06
04 S04
& &
0.2 0.2 o
o | | [ R || 0 Q
0 10 20 30 0 10 20 30 40 36
e A =10:
06 ’ 06
04 S04
& &
e}
02 02
o1 | I....‘. " [ | | 0 T o T 99l %o
0 10 20 30 0 10 20 30 40 30 32 34 36
e \=15:
0| 0.6
T 04 T 04
& &
0.2 ‘ ‘ 02 o
0 1l | |In.. I I I|.LI||I . LM L 0 T (D? cl)& ?. oo 1P
0 10 20 30 0 10 20 30 20 30 32 34 36

Fréquence (j°

)

Fréquence (j1)

Fréquence (j1)

Fi1G. 5.16 — Résultats d’estimation par minimisation d’un critére pénalisé pour X =20 a A = 5.
A gauche, estimé en module sur Uensemble de la grille fréquentielle de P + 1 = 5001 points. Au
centre, zoom en amplitude pour les faibles valeurs. A droite, zoom en fréquence sur Uintervalle T =
[27 571,37 57Y]. Les traits pleins représentent le module du spectre estimé et les o correspondent a
la réestimation a posteriori par moindres carrés régularisés des amplitudes localisées par les pics
de |§1|
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a basse fréquence ainsi que des raies dans lintervalle 7 = [27 j~1,37 j~1], tout en étant rigou-
reusement nul dans la plage de fréquences intermédiaire. Pour A = 50, trois raies sont détectées
dans l'intervalle 7, et le nombre de détections augmente au fur et & mesure que le paramétre
de régularisation diminue. Pour A < 5, I’estimateur présente des pics répartis tout au long de la
grille fréquentielle et est clairement sous-régularisé.

Si elle permet de sélectionner ’ordre de grandeur du parameétre A, la courbe (Q(Z)),R(Z)))
n’est donc pas suffisante pour définir convenablement ’estimation, puisque le nombre de raies
détectées dans l'intervalle 7 varie pour une plage relativement étroite de valeurs de A. Une limi-
tation de 'approche par pénalisation apparait ici, ol le choix entre les différents estimés s’avére
assez délicat. Une méthode empirique visant & rechercher la valeur minimale de A ne produisant
pas visuellement de sous-régularisation semble ici complémentaire et s’est révélée satisfaisante
en simulations: lorsque la solution est sous-régularisée, des faux pics apparaissent tout au long
de l’axe fréquentiel alors que, en accord avec la physique de 'objet étudié, nous recherchons
des oscillations a priori localisées dans U'intervalle Z. Les représentations des figures 5.15 et 5.16
montrent ainsi que pour A > 15 le spectre estimé est nul en dehors de Z et des basses fréquences,
ce qui n’est plus vrai pour une valeur inférieure du parameétre de régularisation.

Nous représentons également sur les figures 5.15 et 5.16 a droite la réestimation a posteriori
des amplitudes par moindres carrés régularisés comme il a été expliqué au § 5.2.1. L’analyse de ces
amplitudes permet alors d’affiner I’estimation : puisque les raies spectrales qui différencient Zi5
de Ty sont d’amplitudes plus faibles, une attitude plus conservatrice nous incite & ne retenir
que les six raies principales de Zsp. Un agrandissement de 'estimation finalement obtenue dans
I'intervalle [27 j~1,37 j_l] est présenté sur la figure 5.17, ou la hauteur des raies correspond &
l'amplitude de chaque sinusoide détectée, soit p = 2|x1].
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F1G. 5.17 — Pénalisation (' : réestimation par moindres carrés régularisés des amplitudes associées
auz fréquences détectées, représentées dans lintervalle [27 51,37 571].

5.3.2 Estimation par modélisation B-G

Nous avons vu aux simulations du § 5.2 que la mise en ceuvre des algorithmes stochastiques
comportait un point critique en la définition d’une condition d’arrét. Les résultats présentés
dans ce paragraphe, ainsi que ceux du paragraphe suivant pour le modele B-Ggf, ont été obtenus
par l'algoritme Gs3 du tableau 4.4, en fixant le nombre d’itérations a 7' = 100000. Le temps
de calcul nécessaire a la génération d’un tel nombre d’échantillons est bien str tres élevé — de
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l'ordre de la dizaine d’heures — mais permet de s’affranchir du choix d’une condition d’arrét
de I'échantillonnage qui, comme nous l'avons vu sur les simulations du § 5.2, peut s’avérer
problématique. L’estimation de q,,p est représentée en figure 5.18 pour une grille de P+1 = 1001
fréquences positives. Hormis la localisation de composantes de basses fréquences, nous pouvons
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FIG. 5.18 — Modéle B-Gg : moyenne estimée q,,p. A gauche, sur l’ensemble de la grille fréquen-
tielle de P + 1 = 1001 points. A droite, entre 27 et 37 7~'. Afin d’améliorer la lisibilité, seules
les valeurs supérieures ¢ 1072 ont été représentées.

en extraire les informations suivantes dans la plage fréquentielle de 27 4 37 j~! qui nous intéresse :

— Quatre raies sont détectées avec une probabilité estimée & 1, ou deux d’entre elles sont
localisées & des fréquences trés proches. Plus précisément, q,,, prend une valeur de 1 pour
les indices correspondant aux fréquences 28.52, 33.24, 33.32 et 35.6 j~!. La résolution de
la grille fréquentielle étant de fiax/P = 0.04 j=1, les deux fréquences vers 33 j~! ne sont
séparées que par une valeur quasiment nulle de q,;p.

— L’obtention de valeurs adjacentes de g,;, non nulles, inférieures a 1 et de somme quasiment
égale 4 1 vers la fréquence fj, = 31 j~! traduit la présence d’une raie dont la localisation
alterne entre les fréquences voisines f, 1, fx, et fx,+1. L’agrandissement de la figure 5.19
montre ainsi qu’une raie en fj, est présente sur 92.2% des échantillons et que, lorsque q,(:l) =

. t ¢ . )
0, on a en général q,gl)_l =1ou q,(ﬂ) 41 = 1, de sorte qu’une raie est présente en 'une de ces

trois fréquences sur 99.6% des échantillons.

— Des comportements similaires sont également & noter autour des fréquences fi, = 33.72 71,
frs = 34.24 77 et fi, = 35 j1, représentés respectivement sur la figure 5.20 en haut, au
centre et en bas. Leur interprétation est cependant plus délicate que dans le cas de fy,.
Pour f,, par exemple, neuf valeurs non nulles adjacentes de @,;» sont obtenues entre 33.5
et 34 ;7! et la figure 5.20 en haut & droite, représentant 1’évolution des échantillons de Ber-
noulli correspondants au fil des itérations, montre leur complémentarité: si la raie la plus
fréquente en fi, = 33.72 j~1 n’est présente que sur 55% des échantillons, nous remarquons
qu’une raie est présente parmi les fréquences { fi }k—k,—1,... k47 Sur environ 94% des échan-
tillons. Dans le deuxiéme cas, une raie est présente parmi les fréquences { fi }k=ks—1,... ks+2
sur environ 98% des échantillons alors que pour le troisiéme, une raie est présente parmi
les fréquences { fi}k=ky—2,... ks+1 sur seulement 76% des échantillons.

L’analyse ci-dessus permet donc d’affirmer la détection de quatre raies spectrales principales
avec une probabilité de 1 ainsi que celle d’une raie de fréquence approximative f, avec une pro-
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e Fréquences entre 30.9 et 31.1 j=1 (fy, =31j71):
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Fia. 5.19 — Modeéle B-Go : mise en évidence de la variabilité des échantillons ¢ autour de la
fréquence fi,. A gauche, agrandissement de ’estimation q,,, dans la plage fréquentielle concernée.

A droite, évolution des échantillons de Bernoulli q,(:) correspondants au fil des itérations.

babilité tres proche de 1 et de deux raies de fréquences approximatives fx, et fi, auxquelles nous
pouvons également associer de fortes probabilités d’existence. Cependant, Iallure de la chaine g
produite aux environs de f, j—1,2,3 rend délicate une estimation précise de leur fréquence. La
décision la plus « logique » consiste alors & considérer que ces fréquences sont effectivement loca-
lisées en fi, i—1,2,3 et calculer les paramétres d’amplitude correspondants: plutot que d’effectuer
un seuillage de g, comme nous l'avons fait jusqu’a présent, les observations précédentes per-
mettent de sélectionner les positions fréquentielles de maniére plus fine, tout en leur associant
une probabilité d’existence.

En ne conservant que les sept fréquences ainsi sélectionnées et les composantes & basse fré-
quence, dont nous ne conservons que la partie pour laquelle g, > 0.5, estimation MAP des
amplitudes correspondantes est représentée sur la figure 5.21. Les modules des amplitudes asso-
ciées & chaque fréquence ainsi détectée sont représentés ainsi que les barres d’erreur a plus ou
moins 1’écart-type, comme nous l'avons expliqué au § 4.3.3.
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e Fréquences entre 33.63 et 34.05 j=! (fr, = 33.72j71):
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e Fréquences entre 34.03 et 34.37 j=1 (fi, = 34.24 j71):
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e Fréquences entre 34.83 et 35.09 j=! (fx, =357 1):
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F1G. 5.20 — Modéle B-Gg : mise en évidence de la variabilité des échantillons ¢\V autour des
fréquences fr,, fx, et fr,. A gauche, agrandissement de l’estimation q,, dans chaque plage
fréquentielle. A droite, évolution des échantillons de Bernoulli q,(ct) correspondants au fil des ité-

rations.
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F1a. 5.21 — Modéle B-Gy : estimation au sens du mazimum a posteriori des amplitudes associées
aux fréquences sélectionnées et barres d’erreur a plus ou moins [’écart-type, représentées dans
Uintervalle [27 571,37 571].

5.3.3 Estimation par modélisation B-G avec décalages en fréquence
L’estimation de q,,, obtenue aprés 7' = 100000 itérations de ’algorithme d’échantillonnage

du tableau 4.6 — obtenue pour un cofit calculatoire d’environ cing heures — est représentée sur la
figure 5.22. De maniére similaire au paragraphe précédent, une interprétation détaillée permet
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®
08 08
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F1G. 5.22 — Modéle B-Ggf : moyenne estimée q,;p. A gauche, sur Uensemble de la grille fréquen-
tielle de P = 501 points. A droite, entre 27 et 37 i~ . Afin d’améliorer la lisibilité, seules les
valeurs supérieures G 1072 ont été représentées.

d’en extraire des informations intéressantes. En rappelant que gy, est une estimation de la pro-
babilité a posteriori d’existence d'une raie dans l'intervalle Zp, = [fr_1, fr] = [%5* fmax: & fmax]
la figure 5.22 permet d’effectuer 1’analyse suivante, hormis la localisation de composantes de
basses fréquences.

— Cingq fréquences sont détectées avec une probabilité estimée a 1;

— Des valeurs adjacentes de @, non nulles et inférieures & 1 sont obtenues, traduisant la
présence d’une raie dont la localisation alterne au cours des itérations entre les diffé-
rents intervalles concernés. La figure 5.23 en haut & gauche montre ainsi plusieurs va-
leurs non nulles de gy, autour de fx, = 32.8 j~!, en notant k; l'indice de la grille dans
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cette zone pour lequel la probabilité gy, est la plus élevée. On a en effet gup, =~ 94%,

mais également Gup, , =~ 5% et Qup,, ., =~ 2%. La figure 5.23 en haut a droite met

en évidence la « complémentarité » de ces valeurs adjacentes, dans le sens ou lorsque

la raie n’est pas présente dans l'intervalle 7 , elle I'est généralement dans un des in-

tervalles voisins 7y, 11 ou Zj,42: sur cet exemple, nous observons ainsi qu'une raie est

présente dans U,fi;gfIk = [fr,—1, fry+2] sur 98% des échantillons. De maniére analogue,
les figures 5.23 au centre et en bas représentent les probabilités q,,, estimées autour des
fréquences fi, = 34.4 i~ et fr, = 36 j~! respectivement, ainsi que I’évolution des échan-
tillons q,(:) correspondant aux différentes composantes adjacentes. Nous observons ainsi
qu’une raie est présente dans l'intervalle [ f,—3, fk,+1] sur 78% des échantillons, ainsi qu’une
raie dans [fi,—1, fis+1) sur 67% des échantillons. Le comportement de la chaine autour des
fréquences f; traduit donc la présence d’une unique raie, a laquelle nous pouvons associer
une probabilité a posteriori d’existence.

— Des comportements similaires sont également obtenus autour des fréquence 32.32 j=! et
34 j=!, mais pour lesquels les valeurs cumulées des probabilités a posteriori associées ne
dépassent pas 40 % ; par conséquent, nous ne les prendrons pas en compte pour la suite de
I'estimation.

Cette interprétation postérieure délicate, mais pourtant nécessaire, des échantillons générés
refléte un point problématique du modéle B-Ggy : sur cet exemple, I'évolution des fréquences dé-
tectées au fil des itérations, c’est-a-dire des valeurs fk—df,it) pour q,(:) = 1, présente une variabilité
d’amplitude supérieure au pas de discrétisation de la grille fréquentielle®. Si I’étape de détection
peut étre effectuée a posteriori en fusionnant des localisations adjacentes, la deuxiéme phase
d’estimation des décalages associés s’en trouve également compliquée, et la stratégie consistant
& suivre 1’évolution, au fil des itérations, d’'une méme composante fréquentielle ainsi identifiée,
est problématique. En effet, les représentations de la colonne de droite de la figure 5.23 montrent
que les échantillons q,(f) correspondant & deux positions adjacentes peuvent également prendre
des valeurs non nulles simultanément. Nous proposons ici pour ’estimation des fréquences de
considérer uniquement les intervalles donnant lieu a la plus grande probabilité a posteriori, c’est-
a-dire les intervalles 7, mais ne pouvons pas alors de cette fagon calculer de variances associées.
L’estimation finale des fréquences et des amplitudes est représentée sur la figure 5.24.

6. La solution consistant & employer des intervalles Z; plus larges, c’est-a-dire une valeur plus faible de P, a
également été testée pour une grille de P 4+ 1 = 251 fréquences positives, olt le méme comportement a été obtenu.
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e Fréquences entre 32.7 et 33 j=! (fr, = 32.8j71):
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e Fréquences entre 35.9 et 36.1 j=! (f, =36 j71):
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F1G. 5.23 — Modeéle B-Ggp : Mise en évidence de la variabilité des échantillons q® autour des
fréquences fr,, fr, et fr,. A gauche, agrandissement de l’estimation q,, dans chaque plage
fréquentielle. A droite, évolution des échantillons de Bernoulli q,(ct) correspondants au fil des ité-

rations.
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FI1G. 5.24 — Modeéle B-Ggy : estimation au sens du mazimum a posteriori des amplitudes asso-
cies aux fréquences sélectionnées et barres d’erreur en amplitude a plus ou moins [’écart-type,
représentées dans Uintervalle [27 571,37 571].

5.3.4 Bilan

Le tableau 5.2 compare les résultats d’estimation des raies dans lintervalle fréquentiel
[27 71,37 j~!] obtenus sur les données brutes, ainsi que les résultats obtenus par Boshm et al.
[2004] & partir des données corrigées.

Pénalisation /1 Modélisation B-Gg Modeélisation B-G g Bo6hm et al. [2004]

fmax = 0,008 j* Jmex = 0,04 j7! précision 0.04 j!
Fréq. Amp. Fréq. | Amp. [Probal| Fréq. Amp. [Proba/ Fréq. Amp. |Conf.
G7Y (km.s™1) G™h (km.s™1) (%) Gh (km.s™1) (%) G1 (km.s™1) | (= %)

vy || 33.288 | 1.321 33.32 | 0.83 100 || 33.278 | 1.230 | 100 | 33.289 | 1.320 |99.9
33.24 | 0.63 100 || 33.398 | 0.200 | 100
vy || 35.608 | 0.393 35.6 0.44 100 || 35.614 | 0.468 | 100 | 35.606 | 0.474 |99.9
vy || 28.512 | 0.178 28.52 | 0.18 100 || 28.516 | 0.180 | 100 | 28.503 | 0.195 |99.9
vy || 30.992 | 0.158 31 0.15 99.6 | 31.009 | 0.136 | 100 | 30.954 | 0.139 | 99
vs || 32.840 | 0.136 33.72 | 0.11 94 32.76 | 0.112 98 || 32.616 | 0.105 | 99
ve || 34.608 | 0.081 34.24 | 0.10 98 34.35 | 0.082 78 || 33.862 | 0.099 | 99
35 0.07 76 35.97 | 0.080 67

TAB. 5.2 — Bilan comparatif de l’estimation obtenue par différentes méthodes sur les données
réelles. Les méthodes que nous avons proposées sont ici appliquées aux données brutes alors que
Uestimation proposée par Bohm et al. [2004] a été effectuée sur les données corrigées.

Nous notons tout d’abord que, si la raie principale & une fréquence v; d’approximative-
ment 33.28 j~! est détectée par I’ensemble des méthodes (rappelons qu’elle apparait également
dans le spectre de Fourier des données brutes sur la figure 5.3), les estimations pour les deux
modélisations de type B-G présentent au lieu d’une seule raie deux composantes fréquentielles
proches, avec une probabilité estimée a 1. Un agrandissement de la plage fréquentielle concernée
montre que la moyenne g,,, estimée dans cette zone présente dans les deux cas une configu-
ration de la forme (Gup,, ;s Qupy, s Qury, ;) = (1,0,1), ot ky est 'indice de la fréquence sur la
grille f, = ki — 33.28 j7!: éclairés par les considérations du § 4.4.1 sur le blocage de l'al-
gorithme d’écrﬁaa)iltillonnage dans une configuration de ce type et par ’estimation obtenue avec
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les autres méthodes, nous pensons que cette configuration traduit l'existence d’une unique raie
dont la fréquence est encadrée par fi,_1 et fi,+1, ce que nous supposerons par la suite. Nous
reviendrons bien entendu sur ce point problématique lors de la conclusion de ce chapitre.

Les quatre raies de plus grande amplitude détectées par l'approche pénalisée coincident ap-
proximativement avec les quatre raies principales obtenues par Bohm et al., et 1’écart maximal
sur lestimation des quatre fréquences entre ces deux approches est de I’ordre de 0.04 j=!. L’es-
timation des deux raies de plus faible amplitudes différent cependant entre ces deux approches.
De maniére similaire, les quatre raies principales détectées par ’approche par modélisation B-Gg
correspondent & I'approximation la plus proche des fréquences détectées par les deux méthodes
précédentes sur la grille de reconstruction employée, qui est de « seulement » P + 1 = 1001
fréquences positives dans le cas du modéle B-Gg.

Les résultats obtenus par la modélisation B-Ggg, oul I'estimation des décalages est effectuée
de la maniére décrite au § 5.3.3, concordent encore de maniére approximative pour les quatre pre-
miéres raies, et la différence maximale sur I’estimation de leurs fréquences est inférieure 4 0.02 j=*
par rapport 3 l’estimation par pénalisation et de I’ordre de 0.06 j—! par rapport aux estimations
de Bohm et al.. Notons que ces quatre raies communes & toutes les méthodes de détection se
voient associer, pour les deux modélisations Bernoulli-Gaussiennes, une probabilité estimée trés
proche de 1, alors que les autres raies détectées par ces deux approches B-G le sont avec une
probabilité plus faible. Cette analyse nous incite donc a ne conserver avec une confiance

trés élevée que les quatre raies vy ...v4.

Notons enfin que la fréquence vs, non détectée par la modélisation B-Gg, est présente pour
I'approche pénalisée, la modélisation B-Ggr (avec une probabilité de I'ordre de 98%) et aussi
chez Bohm et al., ou I’estimation de sa fréquence varie d’au maximum 0.22 j~! entre les différentes
méthodes.

5.3.5 Comparaison avec les résultats sur les données corrigées

Nous présentons pour finir les résultats d’estimation obtenus & partir des données auxquelles
Pessentiel des basses fréquences a été retiré |[Bohm et al., 2004, représentées sur la figure 5.1 a la
premiére page de ce chapitre. Rappelons une fois encore que cette correction n’est pas effectuée
de maniére exacte et que, si elle permet de supprimer la majeure partie des perturbations & basse
frequence (et donc d’appliquer des algorithmes de type CLEAN), elle induit aussi nécessairement
des erreurs supplémentaires.

Pour les résultats présentés ci-apreés, le nombre d’inconnues utilisé pour chaque méthode est
identique & celui utilisé pour le traitement des données brutes et les différentes options réglant le
fonctionnement des algorithmes sont conservées (critéres d’arrét pour ’approche par pénalisation,
nombre d’itérations et choix des lois a priori sur les hyperparamétres pour les modélisations B-Gg
et B—Gdf).

Estimation par pénalisation

La figure 5.25 présente I’estimation obtenue par la pénalisation ¢! pour une grille de P =
5000 fréquences positives et un parameétre de régularisation A\ entre 10 et 25. Dans chaque
cas, ’estimateur présente trés peu de composantes & basses fréquences et des raies localisées
dans l'intervalle [27 j=!,37 j~!]. Une démarche similaire & celle effectuée au § 5.3.1 conduit
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F1G. 5.25 — Données corrigées: résultats d’estimation par minimisation d’un critére pénalisé
pour A\ = 25 & A = 10. A gauche, estimé en module sur Uensemble de la grille fréquentielle
de P +1 = 5001 points. Au centre, zoom en amplitude pour les faibles valeurs. A droite, zoom
en fréquence sur Uintervalle [27 §71,37 j7|. Les traits pleins représentent le module du spectre
estimé et les o correspondent a4 la réestimation a posteriori par moindres carrés réqularisés des
amplitudes localisées par les pics de |x1].
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a choisir A = 15, valeur en-dessous de laquelle le spectre estimé présente des pics « parasites »
en dehors de la plage fréquentielle ou les raies sont recherchées.

Un agrandissement de ’estimation obtenue dans intervalle [27 j=%,37j~! | est présenté sur
la figure 5.26, o la hauteur des raies localisées par Z; correspond & 'amplitude de la sinusoide
associée & la détection de chaque raie, réestimée a posteriori par moindres carrés régularisés.
Cette solution fait apparaitre douze raies, ce qui est supérieur au nombre de raies détectées sur
les données brutes. Le comparatif établi & la fin de ce paragraphe montrera cependant que seules
les six raies de plus forte amplitude sont également détectées par les autres méthodes.

15
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F1G. 5.26 — Données corrigées et pénalisation (' : réestimation par moindres carrés régularisés
des amplitudes associées aut fréquences détectées, représentée dans lintervalle [27 571,37 j_l].

Estimation par modélisation B-G

Pour la modélisation Bernoulli-Gaussienne, I’estimation de g, est représentée en figure 5.27
pour une grille de P+1 = 1001 fréquences positives. Cette estimation présente une allure similaire
a celle obtenue en figure 5.18 sur les données brutes, comportant & la fois des valeurs égales a 1
(raies détectées sur I’ensemble des échantillons) et des valeurs adjacentes complémentaires. Nous
notons donc en particulier que la « suppression » des basses fréquences ne réduit pas la variabilité
des parametres de fréquence le long de la chaine d’échantillons ¢(®).

Comme au § 5.3.2, une étape postérieure de regroupement de composantes adjacentes est
donc nécessaire pour effectuer un seuillage adéquat de g, en termes de probabilité. Afin d’évi-
ter des redondances avec 1’analyse effectuée sur les données brutes au § 5.3.2 — la démarche est
ici identique — les détails de ce regroupement ne sont pas exposés ici. La figure 5.28 présente
Pestimation des amplitudes (ainsi que les variances associées) correspondant aux raies pour les-
quelles nous pouvons associer une probabilité supérieure a 60%. Huit raies sont ainsi détectées,
dont deux sont localisées en des positions adjacentes autour de 33.28 j~!. Cependant, la variance
associée aux amplitudes de ces deux raies est plus élevée que celle des autres raies spectrales,
laissant entrevoir un comportement « suspect » de l'estimation pour cette fréquence: ce phéno-
méne a déja été rencontré sur les simulations du § 5.2.2, traduisant ’existence d’une unique raie
aux alentours de 33.28 j~1.
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FIG. 5.27 — Données corrigées : moyenne estimée q,,p» pour la modélisation B-Gy. A gauche, sur
Pensemble de la grille fréquentielle de P + 1 = 1001 points. A droite, entre 27 et 87 7 1. Afin
d’améliorer la lisibilité, seules les valeurs supérieures a 10™2 ont été représentées.
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F1a. 5.28 — Données corrigées et modeéle B-Gy : estimation au sens du mazimum a posteriori des
amplitudes associées auz fréquences sélectionnées et barres d’erreur a plus ou moins l’écart-type,
représentées dans lintervalle [27 571,37 571].
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Estimation par modélisation B-G avec décalages en fréquence

L’estimation de @,,p obtenue pour une modélisation Bernoulli-Gaussienne prenant en compte
des décalages en fréquence est représentée sur la figure 5.29 et présente une alllure similaire &
celle obtenue sur les données brutes en figure 5.22. De nouveau, un regroupement a posteriori des
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F1G. 5.29 — Données corrigées : moyenne estimée q,,, pour la modélisation B-Ggy. A gauche,
sur l’ensemble de la grille fréquentielle de P = 501 points. A droite, entre 27 et 37 j='. Afin
d’améliorer la lisibilité, seules les valeurs supérieures a 1072 ont été représentées.

valeurs adjacentes significatives de g,,» est nécessaire. L’estimation finale des fréquences et des
amplitudes est représentée sur la figure 5.30, ou seules sont conservées les raies auxquelles sont
associées des probabilités supérieures a 60 %. Les variances en amplitude sont également repré-
sentées, mais pas celles sur les paramétres fréquentiels : comme nous l'avons expliqué au § 5.3.3,
une trop grande variabilité de ces parameétres (dont I’amplitude dépasse le pas de la grille) rend
délicate Destimation de cette variance & partir des échantillons df(®).

Huit raies sont ainsi détectées dont deux correspondent, comme dans le cas de la modélisa-
tion B-Gy appliquée aux mémes données, & des localisations adjacentes sur la grille fréquentielle
(c’est-a-dire & deux valeurs consécutives de q,,p égales & 1). Ici encore, des variances plus élevées
pour les amplitudes de ces deux raies laissent supposer ’existence d’'une unique raie de fréquence
approximative 33.28 j~L.

Bilan

Le tableau 5.3 compare les résultats d’estimation des raies dans lintervalle fréquentiel
[27 71,37 j71] obtenus sur les données corrigées ainsi que les résultats obtenus par Bshm et al.
[2004] & partir de ces mémes données, utilisant les programmes du logiciel PERIOD04 basé sur le
principe de l'algorithme CLEAN.

En comparant les résultats, pour chaque méthode, a ceux obtenus & partir des données brutes,
consignés dans le tableau 5.2, nous pouvons conclure sur les points suivants :

— pour 'approche pénalisée, les cinq raies détectées avec les plus grandes amplitudes corres-
pondent & celles obtenues a partir des données brutes: les localisations sur la grille sont
identiques pour vq, vy et vg, différent de 0.008 j~' pour v4 et de 0.016 j~' pour vs. Les
raies d’amplitude plus faible, par contre, ne sont « détectées » que dans le cas des données
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F1G. 5.30 — Données corrigées et modéle B-Ggy : estimation au sens du mazimum a posteriori
des amplitudes associées auz fréquences sélectionnées et barres d’erreur en amplitude & plus ou
moins l’écart-type, représentées dans Uintervalle [27 571,37 j71].

Pénalisation /! Modélisation B-Gg Modélisation B-Ggs Béhm et al. [2004]

Imax — 0,008 j~! Jmex — 0,04 j~! précision 0.04 j~!
Fréq. Amp. Fréq. | Amp. [Proba.| Fréq. Amp. [Proba| Fréq. Amp. |Conf.
G~ (km.s~ 1) G™h (kms™h) (%) G™hH (km.s~ 1) (%) Gh (km.s™!) | (= %)

vy || 33.288 | 1.255 33.28 | 1.016 | 100 || 33.298 | 0.815 | 100 || 33.289 | 1.320 |99.9
33.32 | 0.334 | 100 || 33.268 | 0.607 | 100
vy || 35.608 | 0.476 35.60 | 0.461 100 || 35.612 | 0.449 | 100 | 35.606 | 0.474 |99.9
vy || 28.512 | 0.182 28.52 | 0.183 | 100 || 28.517 | 0.176 | 100 || 28.503 | 0.195 |99.9
vy 31 0.150 31 0.135 | 100 | 31.018 | 0.131 100 || 30.954 | 0.139 | 99
vs || 32.856 | 0.125 32.68 | 0.010 90 || 32.836 | 0.090 91 || 32.616 | 0.105 | 99
ve || 33.712 | 0.108 33.84 | 0.095 91 || 33.645 | 0.082 96 || 33.862 | 0.099 | 99
34.624 | 0.078 34.92 | 0.107 86 || 34.278 | 0.086 65

33.496 | 0.075 35.980 | 0.079 98
32.296 | 0.0735

31.928 | 0.069

36.000 0.05

34.912 | 0.038

TAB. 5.3 — Bilan comparatif de [’estimation obtenue par les différentes méthodes sur les données
réelles corrigées.
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corrigées. Par ailleurs, celles-ci ne sont pas détectées par ’ensemble des autres méthodes,
ce qui peut donc correspondre & une sous-régularisation de la solution.

— pour la modélisation B-Gyg, six des sept raies conservées sont de fréquences similaires pour
les deux jeux de données: les fréquences vy & v4 sont localisées aux mémes positions de la
grille, les deux estimations de v différent de 0.12 j=! et celles de v différent de 0.08 j=1.
Seule une raie, localisée en 34.24 j~! & partir des données brutes, laisse place ici 4 une raie

en 32.68 j~L.

— pour la modélisation B-Ggy, les valeurs des fréquences 17 a v4 sont estimées dans les
deux cas a des valeurs trés proches: hormis le probléme de dédoublement pour vy, ’écart
maximal en fréquence est de 0.009 j~!. Parmi les quatre autres raies détectées (avec une
probabilité estimée plus faible), trois étaient déja présentes a des fréquences semblables lors
du traitement des données brutes, et une raie supplémentaire & 33.64 j~! apparait ici.

Ces résultats permettent, de maniére similaire &4 I’analyse des données brutes, de distinguer
quatre raies « presque stres » de fréquences 17 a v4 (une probabilité estimée a 1 est
associée a leur détection par les deux modélisations B-G). Celles-ci sont détectées par I’ensemble
des méthodes proposées, ainsi que par ’application d’un algorithme de type CLEAN proposée
par Bohm et al. [2004]. Ensuite, deux raies (notées vs et 1) sont également présentes pour
chaque méthode (pour les modélisations B-G, la probabilité estimée est inférieure a celle des
quatre premiéres raies) mais dont la localisation varie de maniére non négligeable (£0.2 j=1)
selon la méthode utilisée. En raison de la grande complexité des données d’une part, et du faible
niveau des amplitudes correspondantes d’autre part, il semble cependant plus raisonnable de ne
pas tenir compte de ces détections secondaires. A fortiori les raies correspondant aux derniéres
lignes du tableau 5.3, qui ne sont détectées que de maniére propre & chacune des méthodes
d’estimation, sont plus probablement imputables & des erreurs de modélisation.

Nous remarquons que le probléme du dédoublement de la raie en v apparait encore pour les
modélisations B-G. A la différence du cas des données brutes (pour lesquelles la configuration
locale de g,y est de type 1-0-1), ce dédoublement se manifeste ici par des valeurs adjacentes
non nulles de @,,,. Si dans le cas de la modélisation B-Gg ce dédoublement peut s’expliquer par
I'inexactitude de la discrétisation fréquentielle, nous avons vu que ce phénoméne était encore
présent pour la modélisation B-Ggy, aussi bien sur le traitement des données brutes que sur celui
des données corrigées. A notre sens, ce probléme est imputable aux différents prétraitements
subis en amont par les données: rappelons que les données brutes ne sont pas directement des
observations, mais résultent de différentes calibrations et corrections, aussi bien sur ’axe des
temps que sur celui des amplitudes. Il n’est alors pas surprenant que ces modifications produisent
par exemple un « glissement » de la fréquence de la raie principale au cours des observations,
pouvant étre responsable de ce dédoublement apparent.

La complexité de ces données ne réside donc finalement pas, pour les méthodes proposées,
dans la présence des perturbations & basse fréquence: ces résultats confirment les résultats des
simulations du § 5.2, & savoir une bonne robustesse devant ce genre de perturbations. Les dif-
ficultés proviennent plutét du jeu de données en lui-méme qui, en raison des différentes phases
de prétraitement, est probablement assez éloigné du modéle « multi-sinusoidal + bruit blanc »
sous-jacent aux modélisations utilisées. Par conséquent, si elle permet "application de méthodes
de type CLEAN, il ne semble pas que la « correction » des basses fréquences améliore I’estima-
tion obtenue par nos différentes méthodes. Elle induit méme probablement des perturbations
supplémentaires dans des données déja passablement délicates & traiter.
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5.4 Conclusion

Nous avons comparé dans ce chapitre le comportement des méthodes d’estimation proposées
pour le traitement de données complexes simulées, puis en application & des données réelles.
Sur I’ensemble des algorithmes, nous avons dii adapter les tests d’arrét afin de les rendre plus
« permissifs » devant la complexité des données. Si le criteére de convergence des algorithmes
d’optimisation pour l’approche par pénalisation peut étre associé a une tolérance numérique
sur I’évolution négligeable des parameétres ou du gradient, le contrdle du nombre d’échantillons
MCMC nécessaires pour ’estimation de la moyenne a posteriori s’est avéré plus problématique.

Dans un premier temps, 1’étude sur un signal artificiel construit sur la forme des données
réelles a permis de mettre en évidence la robustesse des estimateurs proposés qui, malgré la
présence de composantes & basse fréquence dominant le contenu spectral des données, détectent
correctement les quatre raies. Notons que ’utilisation d’algorithmes dérivés de la méthode CLEAN
tels que ceux du programme PERIOD04 utilisé par Béhm et al. [2004] est compromise pour
I’analyse de telles données, de par la prédominance des basses fréquences dans leur spectre de
Fourier. Cette robustesse vis-a-vis des perturbations de basses fréquences représente un atout
important des méthodes proposées, puisque ce type de perturbations est fréquemment rencontré
dans les séries temporelles astrophysiques.

Sur ces simulations, ’approche pénalisée s’est révélée la moins cofiteuse en temps de calcul et
a permis d’obtenir une haute résolution fréquentielle en considérant une grille de discrétisation
trés fine. Le choix du paramétre de régularisation est cependant apparu comme un point délicat,
et « la courbe en L » ne permet qu'une détermination grossiére d’une valeur acceptable. Une
technique ad hoc consiste & choisir la valeur la plus faible ne débouchant pas sur une solution
sous-régularisée, qui s’est montrée sur ces données assez facilement identifiable par ’apparition
de pics disséminés tout au long de la grille fréquentielle. Par opposition, les approches basées
sur une modélisation Bernoulli-Gaussienne sont entiérement non supervisées sur le plan de 1’al-
gorithme d’échantillonnage, mais ont parfois nécessité une étape postérieure d’interprétation des
résultats qui n’est pas automatique. Celle-ci a pu néanmoins étre effectuée de maniére satisfai-
sante en préservant 'interprétation en termes de probabilités propre a ’estimation de la moyenne
a posteriori de la séquence de Bernoulli. Si la précision de la modélisation B-Gg est limitée par le
pas de la grille, qui ne peut étre réduit dans les mémes proportions que pour ’approche pénalisée,
I'extension au modele B-Gg a permis d’obtenir sur ces simulations les meilleures performances
en termes d’estimation des fréquences, bien qu’a un coiit considérablement plus élevé que l'ap-
proche pénalisée. La mise en ceuvre des algorithmes MCMC s’est cependant révélée d'une grande
lourdeur et la difficulté & atteindre la stationnarité des chaines de Markov générées a révélé la
difficulté qui réside dans le choix d’un critére au sens duquel 'exploration de la distribution a
posteriori échantillonnée est jugée suffisante.

Le passage au traitement des données réelles a mis en évidence plusieurs sortes de compli-
cations: rappelons que la série temporelle étudiée, de par la présence de composantes de basses
fréquences mais aussi en raison des différents prétraitements subis en amont, est vraisemblable-
ment encore plus éloignée d’un modele multi-sinusoidal que ne l'est le signal simulé utilisé au
début de ce chapitre. Si 'approche par pénalisation a présenté des caractéristiques similaires &
celles obtenues en simulation ainsi que des résultats compatibles, pour les quatre raies principales
sur les six détectées, avec les résultats obtenus par Bohm et al. [2004] sur les données corrigées,
I’estimation des paramétres des modeéles Bernoulli-Gaussiens classique et avec décalages en fré-
quence s’est avérée plus délicate.
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D’une part, les deux estimations B-G ont montré (du moins sur la réalisation de ’algorithme
stochastique présentée) une configuration critique de dédoublement d’une raie alors que les algo-
rithmes d’échantillonnage développés ont pour objectif d’éviter de tels problémes. D’autre part,
une difficulté majeure est causée par une trop grande variabilité de la localisation des fréquences
détectées le long de la chaine générée. L’alternance de cette localisation en des fréquences ad-
jacentes de la grille fréquentielle pour B-Gg (en des intervalles adjacents dans le cas de B-Ggr)
complique alors considérablement ’estimation par rapport au cas de données simulées. Une inter-
prétation adéquate a posteriori nous a cependant permis de pallier en partie ces difficultés et de
procéder & une étape de détection pour laquelle I’association d’une probabilité a encore un sens,
et les deux modélisations B-G ont également permis de détecter quatre raies principales avec une
probabilité estimée trés proche de 1, et dont les paramétres coincident approximativement avec
ceux obtenus par I’approche pénalisée ainsi que par Bohm et al. [2004] sur les données corrigées.

Que ce soit sur les données brutes ou corrigées, nous obtenons ainsi la détection de quatre raies
de maniére « presque siire », alors que les niveaur de confiance obtenus par PERIOD04 classent
seulement trois raies avec une confiance trés élevée, la quatriéme étant détectée au méme niveau
de confiance que deux autres raies, la détection de celles-ci étant plus amibué & notre sens.

Vu la difficulté représentée par le traitement des données brutes — sur lesquelles, rappelons-le,
aucune méthode d’analyse spectrale classique n’a fourni de résultat — les résultats obtenus sur
cet exemple sont donc finalement trés encourageants.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Ce travail de recherche a été consacré a ’étude de méthodes d’estimation de raies spectrales
dans un contexte astrophysique, ol les données recueillies sont généralement & échantillonnage
irrégulier. Nous avons abordé ’analyse spectrale a haute résolution sous la forme d’un probléme
inverse sous-déterminé, ol le spectre & reconstruire est discrétisé sur une grille de fréquences
arbitrairement fine. La recherche de spectres de raies s’effectue alors par la régularisation de la
solution, en recherchant une solution de forme parcimonieuse a ce probléme. Deux formes de
régularisation ont été étudiées: la minimisation d’un critére pénalisé et la modélisation proba-
biliste Bernoulli-Gaussienne, pour laquelle une extension prenant en compte des décalages des
localisations fréquentielles a également été envisagée. Alors que la contrainte d’un échantillon-
nage irrégulier réduit I'efficacité de certains algorithmes d’optimisation pour I’approche pénalisée,
la procédure d’estimation proposée pour la modélisation Bernoulli-Gaussienne est indifférente a
la forme de 1’échantillonnage sur le plan calculatoire; 'espacement irrégulier des données rend
toutefois le probléme d’analyse spectrale plus complexe.

Pour la premiére approche, la pénalisation par la norme ¢! opérant sur les modules des am-
plitudes complexes traduit de maniére trés satisfaisante I’information de parcimonie : les spectres
obtenus dans ce cas présentent des valeurs exactement nulles en la plupart des points de la grille.
Alors que la pénalisation ¢! est habituellement appliquée & des variables réelles, nous avons mon-
tré I’avantage de son utilisation sur les modules des amplitudes complexes qui représente une
meilleure information a priori pour ’estimation de spectres de raies. Notons que la pénalisation
introduit un biais sur ’estimation des amplitudes et nécessite une ré-estimation postérieure de
ces derniéres une fois les fréquences détectées; cette phase est cependant immeédiate et ne pose
généralement aucun probléme.

Du point de vue algorithmique, I'utilisation d’une pénalisation strictement convexe de type ¢2¢!
permet de traiter un probléme d’optimisation différentiable et de prendre en compte, par des
algorithmes de type gradient, les propriétés structurelles de ’opérateur dans le cas de 1’échan-
tillonnage irrégulier. Cependant, I'optimisation du critére pénalisé par la norme ¢! s’est égale-
ment avérée plus avantageuse sur le plan calculatoire. La mise en ceuvre d’un algorithme de
type Gauss-Seidel, réalisant successivement des minimisations sur chaque variable scalaire, revét
pour une telle pénalisation une forme trés simple, qui n’avait pourtant jamais été exploitée a
notre connaissance, et qui nous a permis d’envisager une analyse a trés haute résolution pour un
colit de calcul raisonnable. Pour cette méme pénalisation, nous avons montré que 'algorithme
IRLS pouvait bénéficier d’une mise en ceuvre efficace pour une dimension trés élevée de ’espace
des parameétres. Bien que la convergence de cet algorithme ne soit pas garantie dans ce cadre,
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nous avons établi une condition nécessaire et suffisante complémentaire permettant, aux erreurs
numériques prés, de tester a posteriori I'optimalité de la solution.

Le réglage automatique du parametre de régularisation lorsque les caractéristiques du bruit sont
inconnues reste cependant un point délicat. Le choix de la valeur produisant visuellement 1’esti-
mation la plus satisfaisante, s’il s’est avéré aisé lors des simulations, s’est montré d’interprétation
plus ambigué dans le cas des données astrophysiques plus complexes étudié au dernier chapitre.

La modélisation Bernoulli-Gaussienne des amplitudes spectrales, conjuguée & une estimation
bayésienne au sens de la moyenne a posteriori, fournit quant a elle une procédure totalement non
supervisée. Bien que I'estimation de la séquence de Bernoulli moyenne, localisant les fréquences
des raies, ne soit pas rigoureusement parcimonieuse, elle peut étre traduite en termes de proba-
bilités a posteriori de détection des raies spectrales. Cette interprétation, ainsi que l’estimation
de la variance sur chaque paramétre, représente un apport informationnel non disponible pour
I’approche pénalisée, et s’est notamment montrée utile pour sélectionner les raies significatives
lors de ’application & des données réelles.

L’estimation des fréquences et des amplitudes a partir d’un tel modeéle s’est révélée satisfaisante
sur des données simulées. Si le pas de discrétisation de la grille ne peut étre réduit dans les mémes
proportions que pour ’approche pénalisée en raison d’un coiit calculatoire plus élevé, I'extension
4 un modéle prenant en compte des décalages en fréquence a permis d’améliorer sensiblement la
précision fréquentielle de ’estimation. Cette méthode fournit ainsi les meilleures performances
parmi les approches proposées en termes de qualité de ’estimation, donnant de surcroit accés a
des estimations de la variance sur chacune des fréquences et des amplitudes estimées.

Sur le plan algorithmique, nous avons proposé dans le cas du modéle Bernoulli-Gaussien clas-
sique deux variantes de I’échantillonneur de Gibbs permettant d’en améliorer sensiblement les
performances. La version G notamment, réalisant des étapes d’échantillonnage par blocs de trois
composantes adjacentes, est une alternative élégante évitant le piégeage de ’échantillonneur au-
tour de minima locaux. Ici encore, 'extension & un modéle Bernoulli-Gaussien avec décalages en
fréquence nous a permis, par la mise en ceuvre d’un algorithme d’échantillonnage hybride efficace,
de réduire la dimension de la grille fréquentielle (et donc le cout calculatoire de I’échantillonnage)
tout en améliorant la précision de ’estimation.

En pratique, nous avons cependant mis en évidence deux sources de complications venant
entacher la clarté de ce cadre théorique. D’une part, les algorithmes MCMC proposés restent bien
plus cotiteux en temps de calcul que les algorithmes d’optimisation de l’approche pénalisée pour
un probléme de méme taille. Nous avons également montré ’ambiguité du choix d’un critére d’ar-
rét pour la procédure d’échantillonnage, notamment lorsque 1’algorithme reste piégé au voisinage
d’un mode local de la distribution échantillonnée. D’autre part, I’estimation & partir de I’échan-
tillonnage de la distribution a posteriori n’est en général pas totalement « automatique ». Ainsi
dans le cas du modéle Bernoulli-Gaussien classique, 1'utilisation d’une grille fréquentielle fixe
provoque l'alternance des échantillons en des positions adjacentes ne localisant qu’approximati-
vement les fréquences théoriques et nécessite une étape d’interprétation postérieure, qui est toute-
fois facilement réalisable en général. L’introduction des décalages en fréquence, qui vise en partie
& pallier ces problémes, s’est montrée satisfaisante & ce propos sur ’ensemble des simulations
effectuées. Cependant, ’application & des données réelles particuliérement délicates a également
débouché sur 'alternance des localisations fréquentielles en des intervalles adjacents.

La contrainte de restauration d’une composante fréquentielle pour chaque point de la grille (ou
chaque intervalle dans le cas du modéle & décalages), qui apporte une certaine robustesse de l'es-
timateur — lors des simulations du dernier chapitre, nous avons ainsi pu estimer de maniére trés
satisfaisante des raies noyées dans un continuum spectral & basse fréquence — a donc également
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son revers : un niveau de bruit trop fort ou un écart trop important des données au modéle multi-
sinusoidal provoque une grande variabilité des paramétres de fréquence, d’amplitude supérieure
au pas de la grille, rendant alors plus délicate la phase postérieure d’estimation de ’ensemble des
paramétres. Dans ce cas, I’estimation obtenue par la pénalisation ¢! est préférable, qui présente
des caractéristiques plus robustes : les algorithmes d’optimisation, dont la vitesse de convergence
est certes ralentie par la difficulté de modéliser le spectre continu & basse fréquence avec un a
priori de parcimonie, ne présentent pas ce caractére pathologique et ’estimateur obtenu, pour
un choiz adéquat du paramétre de régularisation, a toujours une structure rigoureusement parci-
monieuse.

En terme d’outils d’analyse spectrale exploitables sur des données astrophysiques, les dif-

férentes procédures que nous avons proposées présentent donc un réel apport méthodologique.
Pour des données perturbées par des basses fréquences comme celles que nous avons traitées au
chapitre 5, les deux approches envisagées ont permis de réaliser une estimation assez satisfai-
sante, ne nécessitant pas le recours a une préalable correction qui n’est pas toujours réalisable en
pratique. Sur de telle données brutes, 'application de procédures de type CLEAN n’ont pas fourni
de résultat satisfaisant. Dans le cas de données plus proches d’'un modéle multi-sinusoidal, 1’esti-
mation par un algorithme CLEAN correctement supervisé permet en général d’extraire des raies
spectrales de maniére satisfaisante. Cependant, les méthodes proposées présentent un avantage
certain par rapport a de tels algorithmes. L’approche pénalisée fournit une méthode assez rapide
qui n’est supervisée que par le réglage du parameétre de régularisation, cette étape étant assez
intuitive lorsque les données contiennent suffisamment d’information. Si elle est plus lourde &
mettre en ceuvre, 'approche par modélisation Bernoulli-Gaussienne, notamment dans sa version
avec décalages en fréquence, permet d’atteindre la précision du continu (qui est celle des algo-
rithmes CLEAN) et fournit les informations supplémentaires de niveau de confiance et de variance
sur 'ensemble des paramétres spectraux estimés. En particulier, la sélection du nombre de com-
posantes significatives (qui correspond au test d’arrét de CLEAN dont nous avons vu ’ambiguité
de l'interprétation) peut étre ici effectuée en termes probabilistes plus rigoureux.
En plus des améliorations sur le plan technique que nous décrivons plus loin, ces outils de-
mandent encore quelques étapes de perfectionnement « esthétique » afin de pouvoir étre direc-
tement utilisés par nos collégues astrophysiciens. Leur codage dans un langage plus performant
devrait notamment permettre de réduire le temps de calcul qui reste une forte pénalisation des
méthodes développées. Une interface graphique serait également bienvenue afin d’assister 1'uti-
lisateur dans différentes phases de l'estimation comme le réglage du paramétre de régularisation
pour l'approche pénalisée ou la sélection des fréquences significatives pour les modélisations
Bernoulli-Gaussienne.

Sur le plan méthodologique, certains points demanderaient une étude plus approfondie, parmi
lesquels:

— le réglage du paramétre de régularisation pour ’approche pénalisée, qui jusqu’a présent
nécessite l'interprétation de I'utilisateur. L’estimation de ce paramétre, par exemple en
exploitant une approche bayésienne de type maximum de vraisemblance généralisée ou
par maximum de vraisemblance au moyen d’algorithmes EM, pourrait étre envisagée, bien
qu’au prix d’un accroissement conséquent du cotlt calculatoire ;

— le couplage des algorithmes IRLS et de type Gauss-Seidel pour la pénalisation ¢'. Ces
deux algorithmes ont présenté des caractéristiques complémentaires en termes de cotts
calculatoires. Une stratégie consistant & fusionner les phases avantageuses de chaque pro-
cédure doit étre étudiée, mais parait cependant délicate de par la nature différente des deux
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schémas algorithmiques.

la recherche d’un meilleur critére de convergence des algorithmes d’échantillonnage sto-
chastique proposés dans le cadre de la modélisation Bernoulli-Gaussienne. Méme si un tel
probléme n’est pas encore résolu de fagon théorique dans un cadre général [Robert, 1996/,
il doit étre possible de trouver un compromis satisfaisant pour les applications qui nous
intéressent ;

enfin dans le cas défavorable, identifié sur les données réelles, ou les fréquences détectées
varient au cours de la chaine sur plusieurs positions de la grille fréquentielle, une estimation
prenant en compte ’ensemble de cette évolution est également & envisager.

Les méthodes que nous avons appliquées ici au cas de ’analyse spectrale reposent sur une

formulation trés générale du probléme initial, qui peut étre adaptée pour de nombreux problémes
différents. Plus particuliérement dans le cas de ’approche pénalisée, les bonnes performances en
termes algorithmiques et informationnels obtenues par la pénalisation ¢! encouragent la poursuite
de cette approche dans plusieurs directions:

— Les algorithmes d’optimisation proposés dans le cas de la pénalisation ¢!, valables pour

des variables réelles ou complexes, sont capables de traiter des problémes & un nombre tres
élevé de parameétres. Il faudrait & présent envisager 'utilisation de tels algorithmes pour des
problémes plus généraux de type Basis Pursuit utilisant des dictionnaires plus complets
que les seules familles d’exponentielles complexes utilisées ici. Les nombreux travaux ré-
cents sur ce théme considérent des fonctions & valeurs réelles, pour lesquelles ’optimisation
peut étre réalisée par des algorithmes de programmation quadratique. Il serait donc inté-
ressant de poursuivre nos travaux dans cette direction et d’étudier aussi bien leur apport
en termes de modélisation (pénalisation sur les modules dans le cas de fonctions a valeurs
complexes) qu’en termes d’algorithmes: pour des variables complexes, la programmation
quadratique n’est pas satisfaisante et, dans le cas de variables réelles, une comparaison des
colits calculatoires doit étre effectuée entre les algorithmes que nous avons proposés et les
algorithmes de programmation quadratique habituellement utilisés.

Dans un contexte astrophysique et toujours pour des données & échantillonnage irrégulier,
la recherche de décompositions prenant en compte des non stationnarités du signal (glis-
sement d’'une fréquence au fil du temps, excitation temporaire de modes d’oscillation) est
d’un grand intérét. L’extension de 'approche pénalisée au cas de ’analyse temps-fréquence
a été étudiée lors du stage de DEA de H. Rabeson [2004] en utilisant une pénalisation
hyperbolique sur chaque spectre ainsi qu’une pénalisation traduisant la variation relati-
vement douce des raies en fonction du temps. Une telle régularisation s’est notamment
montrée efficace pour des données présentant de larges trous dans I’échantillonnage. L’op-
timisation, effectuée par des algorithmes de gradients conjugués, s’est cependant révélée
trés cotteuse. L'utilisation d’une pénalisation ¢! et la construction d’algorithmes adaptés
est une alternative pouvant permettre la réduction du cotit calculatoire.

Un travail plus théorique serait également souhaitable sur 1’étude des propriétés de parci-
monie de la pénalisation ¢! pour des variables complexes. En effet, si nous avons constaté
I’obtention de solutions rigoureusement parcimonieuses dans ce cas — qui semble naturelle,
au vu de la description des algorithmes d’optimisation associés — les travaux récents sur les
représentations parcimonieuses & partir de la norme ¢! considérent exclusivement des va-
riables réelles. Rappelons également que la convergence de 1’algorithme IRLS pour une telle
pénalisation n’a toujours pas été établie. Si J.-J. Fuchs semble I’avoir démontrée [Fuchs,
2005, communication privée|, cette preuve n’est valable que dans le cas de variables réelles.
Il faudrait donc étudier sa généralisation au cas de variables complexes.
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Nous signalons pour finir deux perspectives envisageables & partir d’'une modélisation de type
probabiliste semblable & celle développée dans la deuxiéme approche:

— Nous avons évoqué au cours du premier chapitre la décomposition en série de Fourier
(tronquée) d’un signal périodique pour l’étude des systémes multiples. Des algorithmes
MCMC ont récemment été proposés pour des applications musicales, et il serait intéressant
d’étudier leur possible adaptation aux séries temporelles trés particuliéres caractérisant
I’étude des systémes multiples.

— La modélisation Bernoulli-Gaussienne pourrait quant & elle étre étendue en traitement
d’images — les coordonnées de chaque pixel jouant alors le réle de la grille — afin d’étre
appliquée a des problémes de déconvolution impulsionnelle, fréquemment rencontrés en
astrophysique ol les étoiles sont assimilables & des objets ponctuels. Si la mise en ceuvre
résultante risque d’étre extrémement lourde, ’enjeu est en conséquence: 1'utilisation d’un
modéle prenant en compte des décalages par rapport aux pixels de 'image permet en
théorie d’atteindre une précision illimitée sur la localisation des objets lumineux, fournissant
également la variance associée & cette estimation, tant en position qu’en amplitude.
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Annexe A

Calculs pour 'approche pénalisée

A.1 Ciritéres et gradients

Pour la pénalisation hyperbolique, nous récapitulons ici ’expression des critéres et de leurs
gradients, permettant de faire apparaitre les structures matricielles exploitables dans le cas de
I’échantillonnage irrégulier. Nous ne détaillons que la partie quadratique, sur laquelle porte la
différence entre les différents critéres. Les notations utilisées sont celles du chapitre 3.

o : e Ig(u.u™) ;

La dérivation d’une fonction f : C — R s’écrit f'(u) = 2W, ou f(u) = g(u,u*) et en
considérant indépendamment u et u* [Brandwood, 1983]. Les expressions des gradients obtenues
par la suite s’obtiennent & partir des égalités suivantes, oul I, ¢ et A désignent respectivement
un vecteur ligne, un vecteur colonne et une matrice carrée de la taille de x et I* désigne le
conjugué, I' le transposé et I le transposé conjugué de I :

0 0
br = bz* = b
ox* v 0 ox* v
0 z'Ar = Az 0 rTAzx® = (A+AYz*
ox* ox*
0
8(3:* zle = ¢ g x'c =0
0
ai* Az = 0 e Azt = A’
Le critére pénalisé par la branche d’hyperbole s’écrit :
1
Jhyp(a:) = 5 Hy - W$H2 + )‘Rhyp(w)v avec Rhyp(a:) = Z 57 + ’xk,z (Al)
k

3 T

—
et V() = Wi (y—Wax)+ AVR,,, (), avec V Ry, (x)|x = —
V82 + |z ]?

On obtient de la méme maniére pour les critéres prenant en compte la symétrie hermitienne:

1
Ji(@y) = 5 lly = (Wies + Wiah)|" + AR(@y)

—_— T * % —_—
Vip(zy) = —2W, (y -~ Wiy — Wizh) + AVER,(z4).
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A.2 Test d’optimalité pour un minimiseur du critére pénalisé par
la norme /¢!

Cette partie est consacrée a la démonstration de la condition nécessaire et suffisante d’opti-
malité proposée pour tout minimiseur du critére pénalisé par la norme ¢! :

1
Ji(@) = 5 lly - Wal|* + AE}; |-
Il s’agit de démontrer 1’équivalence suivante :
(1) Vktq. [zp =0: |rg[ <A

(i3) Vk tq. |zi] #0: mp + AE =
||

x est un minimum de Jp si et seulement si 0
)

ott r = WH(Wz —y).

D’aprés Alliney et Ruzinsky [1994] on a pour une fonction! convexe J :
x est un minimum de J si et seulement si Vp € CV, J'(z;p) >0

ot J'(z;p) est le gradient directionnel: J'(z;p) = limeo1(J(x + ep) — J(x)). En écri-
vant Ji(z) = 32IWiWz — R{y'Wz} + Lyly + A ||z||,, on a:

AJi(e) = = (Jilz+ep) — Ji(x))

A= o=

2
(5PWIWp + R 4 Ale + ol - )
ot r = W (Wz — y). Le gradient directionnel s’écrit donc:

. 1
Ji(a:p) = lim Ay () = R{pir) + lim (= + cpl, ],

Pour calculer cette derniére limite, on va séparer les indices pour lesquels @, est nul ou non. Soit Z
I’ensemble des indices pour lesquels xy est nul et NV — 7 ’ensemble des indices pour lesquels xj,
est non nul. On a alors:

lz +eplly — llzlly = €D Ipel+ > @i+ epy| — |axl-
kel keN-T

I suffit donc d’étudier la limite: lim._o 1(|z + ep| — |z|) pour p € C et z € C*; il vient par
un développement limité d’ordre 1 lorsque € — 0: |z + ep| = |z| + e R{p* %} + O(e?) et donc

[
limeo ¢ (Jz + ep| — [2]) = R{p* i }. D'ou:

fal

Ji(x:p) = R{p'r}+2A (Z il + Y %{p’é&})

keZ keN-T |mk|
Tk

= Y (R{pirs} +Alpe) + Y R{pi(re + A7)}

keT keN-T |wk|

1. Ce résultat est donné par les auteurs pour une fonction de RY dans R, on peut I'utiliser pour une fonction
de CV dans R, en la considérant comme une fonction de R?Y dans R.
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La condition Vp € CV, .J/(x;p) > 0 se met alors sous la forme:

Vke N —TI, Vp,€C, R{pi(ri+ A%)} >0
k

Vk eI, Vp,€C, R{pyri}+Alpy| > 0.

La premiére condition se raméne de facon évidente a Vk € N —ZI,r; + )\‘:—:‘ = 0. En po-
sant R{p;rr} = |prri| cos(ér), la seconde peut s’écrire Vk € Z,V¢y, € [0,27], |ri| cos(dr) +A > 0,
qui est veérifié si et seulement si |rg| < A. O

A.3 Minimisations scalaires pour les algorithmes de type Gauss-
Seidel

La minimisation du critére pénalisé (A.1) en la variable complexe xj s’écrit sous la forme:

o . o . 1
T = argmin J(x) < 7 = argmin 3 ler — wray]? + Ap(|zx])
Tk Tk

et est équivalente a celle de %wzwklaﬁkP—%(e};wkxk)—i—/\go(\xk\). En posant a = wka, b= wzek

et p = pe’?, le probléme est celui de la minimisation de la fonction de deux variables (p,d) €
Rt x [0,27]:

1 .
F(p.0) = 5ap* = p(br c0s 0 + bisin 0) + Ap(p)
ol b, et b; représentent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe b.

La démarche suivante est employée. Nous établissons dans un premier temps que la minimi-
sation du critére J en la variable xj est équivalente & la résolution des équations (A.2) et (A.3).
La vérification simultanée de ces deux équations permet alors d’établir que la minimisation de
la fonction f en (p,d) débouche sur p = argh Vp € RT, pour toute fonction de pénalisation ¢
dérivable. La minimisation en p est ensuite détaillée pour les pénalisations hyperbolique et ¢!
aux paragraphes A.3.1 et A.3.2, respectivement.

Nous cherchons donc & minimiser la fonction de deux variables f(p,d). Lorsque b = 0, la
solution p = 0 et donc xx = 0 est immédiate. Nous supposons par la suite b # 0. On a alors:
%(pﬁ) =0 < p(—bysinf +bjcosh) =0
< p=0 ou tan® = b; /b,

& p=0ou 6 =0, =atanb;/b, ou 0 = 6, = atanb; /b, + 7 (A.2)
ol atan est la fonction arc-tangente, pour laquelle nous incluons les cas limites §; = atan(—o0) =

—m/2 et O = atan(+o0) = m/2 correspondant aux solutions dans le cas particulier b, = 0. Par
ailleurs :

0
a—i(p,@) =0« ap— (b, cosO+ b;sind) + A\’ (p) = 0.
Détaillons alors les deux cas suivants:
b; _ 1 b < a bifbr by |be
— Pour 0 =0, = atan ;- et b, # 0, on a cosf = T?/b? = % et sinf = 1+/b§/bg — 5‘|b|‘
et donc:
. belb.| V2|0, b2 b2
by cos By + b;sinf; = + 2 = sgn(b,) | = + == ) = sgn(b,)|b]
10| br || o] 1]
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e . by
— De maniére similaire, pour § = 6y = atan % + 7 et b 0,onacosf=——>L__ —_Ib
P 2 by T r#0, 1+b2 /b2 1ol

et sinf = ——2ilbr_ — _bilbrl o qone:

/1462 /b2 br 1]

. belbr|  BZ|by ;b
b, cos Oy + b; sinfy = — ]‘b| | — l;||b|| = — sgn(b,) (m + ﬁ) = — sgn(b,)[b].

— Dans le cas particulier b, =0, on a b =b;, 01 = —7/2 et 03 = 7/2. D’ou:
by cos @1 + b;sin ) = —b; = — sgn(b;)|b| et b, cos by + b; sin Oy = b; = sgn(b;)|b|.

Pour 6 = 01,02, on peut donc écrire b, cos by + b; sin 0, = £|b| et il vient:

%(Pﬁk) =0< ap+€b] + 2o’ (p) = 0 avec € = £1.

Pour les différentes pénalisations envisagées, la fonction ¢ est croissante, i.e., ¢'(p) > 0 pour
tout p > 0. Par conséquent, dans le cas ol € = 1, ce terme ne s’annule jamais (nous avons
supposé b # 0) et f(p,0;) est clairement minimal en p = 0. Nous recherchons donc par la suite
les solutions de:

d
pour p # 0, a—i(pﬁk) =0%ap—[b] + X' (p) =0 (A.3)

ou #; = 61 ou 6 selon que la partie réelle de b est positive ou négative, respectivement : les
cas (0 = 01,b, < 0) ou (0 = 02,b, > 0) débouchent sur un minimum égal & 0 (ils correspondent
au cas ol € = 1). Dans le cas particulier b, = 0, on aura § = #; = —n/2 lorsque b; < 0
et § = 0, = —m/2 lorsque b; > 0. Rappelons que nous supposons ici b # 0, donc on ne peut pas
avoir simultanément b, = b; = 0.

Nous pouvons donc prouver dés & présent que la minimisation de f en (0,p) débouche

sur = argb, et ceci Vp € R™. En effet, nous pouvons écrire:

— lorsque b, > 0, on a 0 — 01 = atan b;/b,. On a donc tan f = tan arg b et les deux angles en
question appartiennent a 'intervalle [—7/2, 7/2] (27) (61 est une arc-tangente et R (b) > 0).

Par conséquent, b= arg b.
— de méme, lorsque b, < 0, on a 0 = 0 = atanb;/b, + 7. On a donc tan ) = tanargb et
les deux angles en question appartiennent a lintervalle [7/2,37/2] (27) (02 est une arc-

tangente et R (b) < 0). Par conséquent, 6 = argb.

— lorsque b, = 0, on a - —m/2 81 b; < 0: dans ce cas, on a aussi argb = arg jb; = —7/2.

De méme, on a b = /2 si b; > 0: dans ce cas, on a aussi argb = arg jb; = /2. O

Notons que cette propriété est valable pour toute fonction de pénalisation de la forme ¢(zy) =
o(|zk|) avec ¢ croissante et dérivable. Il reste donc maintenant & étudier la minimisation en p

de f(p.9).
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A.3.1 Cas de la pénalisation hyperbolique

Pour la pénalisation hyperbolique, on a ¢(p) = \/s2 + p? et Péquation (A.3) s’écrit :
p

NEEY:

ap — |[b| + A =0 & s2+p2(]b] —ap) =Xp

& p<bl/aet (57 +p) (bl —ap)® = N*p?
< p<|bl/aet P(p)=0ou :
P(p) = a®p* — 2alb|p® + (|b|2 + 5% — )\2) p° — 2s%alblp + s2|b|2.

La recherche du minimum de la fonction f(p,0) peut donc étre menée par le schéma suivant :

—~si b = 0, le minimum est atteint pour p = 0 et 6 quelconque. Dans le cas contraire,
prendre 6 = argb et procéder aux itérations suivantes:

— rechercher les racines du polyndéme P : pour un polynome de degré quatre, celles-ci peuvent
étre obtenues de maniére explicite [Abramowitz et Stegun, 1964, pages 17-18];

)

— ne conserver que les racines p; vérifiant 0 < p; < [b|/a, puis calculer les valeurs de f(p;,0).
s,

Sélectionner alors le minimum, et le comparer finalement & la valeur de f(0,0) =
car (p = 0,60 quelconque) est également un possible minimum.

A.3.2 Cas de la pénalisation /'

Pour la pénalisation par la norme ¢!, on a ¢(p) = p et ’équation (A.3) prend la forme directe:
ap —|b| +A=0.

Lorsque |b] < A, cette équation n’a pas de solution pour p > 0; par conséquent, le minimum de f
est atteint en p = 0. Lorsque |b| > A, par contre, celle-ci a une unique solution et 'unique solution

non nulle de (g—z(pﬂ) =0, %(p,@) = 0) est p = W% et & = argb. Finalement, il convient de
noter que, dans le cas |b| > A, le couple correspondant (ﬁ,é) donne lieu & une valeur de f plus
faible que p = 0. La justification est immédiate en notant que p est I'unique minimum de la

parabole f (p,é): f (,00,5) <f (0,5) . Par conséquent, nous avons donc prouvé que:

[b]—=A
a

si [b] < A, (f),g?) est un minimum de f < p=0;
si |b] > A, (ﬁ,g’) est un minimum de f < 6= argb et p =

ou la variable b = w,iek et a = wzwk = N.
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Annexe B

Calculs pour la modélisation
Bernoulli-Gaussienne

B.1 Loi du module en fonction des lois des parties réelle et ima-
ginaire

Nous notons ici I’expression de la distribution de probabilité et deux deux premiers moments
(non centrés) de la variable aléatoire correspondant au module du nombre complexe dont les
parties réelle et imaginaires sont supposées gaussiennes, de méme variance, mais de moyenne
différente. Soient x ~ N'(u1,02) et y ~ N(uz2,0%). D’aprés Goodman [1985], la variable aléa-

toire a = /2 + y?2 suit la loi:

a a2+ 2 a
pala) = g exp (—TQM>I{) (U—l;> 1g+(a)

ol i = /2 + u3 et Iy est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre 0 [Abra-
mowitz et Stegun, 1964, p. 376]. Remarquons que dans le cas de deux variables = et y centrées
(11 =p2=0)on apu=0, Iy(0) = 0 et 'expression ci-dessus correspond a la loi de Rayleigh.

L’expression des moments non centrés est alors donnée par [Goodman, 1985|:

2 2 2 2 2
™ f 1 f f 1
Ela] = \/;aexp—p [(1 + @> Iy (@) + @h (@)]

et Ela®] = 20%+ p?

ou I; est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre 1 [Abramowitz et Stegun,
1964, p.376].
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B.2 Calculs relatifs a I'échantillonnage de Gibbs

Nous établissons ici les expressions des lois conditionnelles intervenant dans 1’algorithme de
Gibbs du tableau (4.2). Rappelons tout d’abord ’expression de la loi jointe a posteriori p(q,s,0|y) :

1 1
p(g.5,0ly) oc AVe(1— NN —exp—— |ly — Hs|?
o 20°

€

x p(so|qo) H <%exp—2}7”5k“2> H da(sk) (B.1)

x p(A) p(o?) p(a?).

ou la spécificité du cas k = 0, que nous avons éludée dans la description de ce manuscrit, conduit
a une loi a priori légérement différente puisque sg = [ag,0] :

p(solgo = 1) = g1(a0,0%)8(bo) et p(solqo = 0) = d2(s0).

Cette différence aura son importance pour I’établissement de la loi conditionnelle de o?|reste,
puisque le facteur de normalisation de la gaussienne g; (pour k = 0,gp = 1) est en 1/0 alors que
celui de la gaussienne go (pour k > 1,q, = 1) est en 1/02.

B.2.1 Lois conditionnelles des hyperparamétres
Loi de A
Pour une loi a priori p(\) uniforme, expression (B.1) permet d’écrire:
p(A|reste) oc ANe (1 — \)PHL=Ne

ou N, est le nombre de composantes non nulles de la séquence g. Nous reconnaissons 1’expression
d’une loi beta: A|reste ~ Be (Ne, P+ 1 — N.).

Loi de o2

2

Nous considérons trois types de lois a priori sur o7, & savoir:

~ une loi uniforme impropre p(c?) o Ljg 4 o0((07),

— une loi a priori de Jeffreys, également impropre: p(c?) x 1/o

— une loi inverse-gamma ZG (o) : p(0?) o ﬁe‘ﬂ/"g.

0’5

Les deux premiéres peuvent également s’exprimer analytiquement sous la forme de lois (im-
propres) de type inverse-gamma, de paramétres « = —1,5 = 0 pour la loi uniforme et « = 0,5 = 0
pour la loi de Jeffreys. De maniére générale, nous tirons alors de (B.1):

1 2 2
2 .~ (Btlly—Hs|7/2)/0:
p(o?|reste) o /D e ,
€

qui est I'expression d’une loi ZG(N/2 + o, |y — Hs||* /2 + 3).
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Loi de o2

Nous considérons deux types de lois a priori sur o2

, & savoir :
— une loi a priori de Jeffreys: p(c?) < 1/02,

— une loi inverse-gamma ZG(v,n) : p(c?) x /%

1
o2(+1)

La premiére peut également s’exprimer analytiquement sous la forme d’une loi de type inverse-
gamma, de paramétres p = 0,7 = 0. Il vient alors de (B.1) les expressions suivantes :

1 _ 2 2 .
p((ﬂ‘reste) X W@ (n+lIsl*/2) /o sigg = 07
1 2 2
2 — 2 .
plo?lreste) o — oo TN s o = 1,

qui sont les expressions d'une loi ZG(N. + u,||s||*/2 + n) lorsque g9 = 0 et d’une loi
IG(Ne = 1/2+p, ||s]|* /2 +n) lorsque go = 1.

B.2.2 Lois conditionnelles des variables Bernoulli-Gaussiennes

Nous notons Hy la matrice N x 2 formée par les deux colonnes d’indices 2k et 2k + 1 de H,
c’est-a-dire la matrice formée par les N lignes [cos(27 fity), sin(27 fitn)]ln=1..N, €t € = y —
> ik Hjs;. Nous remplagons pour mener & bien le calcul suivant la distribution de Dirac d(sk)
par une loi gaussienne bidimensionnelle de covariance 0315 ot 'on fera tendre o vers 0, et notons
par analogie 0% la variance jusqu’ici notée 2. La loi conditionnelle de (gy,s.|reste) s’écrit alors:

lex — Hys?

552 (Aga(sr,0712) + (1 = A)g2(sk,0512))

p(qx,Sk|reste) oc exp —

qui s’écrit encore comme une somme de deux distributions gaussiennes:
t -1 tp—1
A il pvie/2 —(sk — vik) Tg(sk — vig)/2
2
|07 12|

LA v v0n/2 = (st = v0) T8k = vor)/2
|O’012’

p(qk,Sk|reste) o

soit sous forme condensée :

p(qi.sk|reste) = A1 i g2(sk — v1 6, L1 k) + Aok 92(Sk — vox. Lo k)

ol I‘;,i = O%H}CH;C + %IQ, Vg = Ui?I‘ika}gek et les coefficients de normalisation A;; sont tels
que Ay + Ao = 1, soit:

A'L' k Y A ’Ut r 1’U 2 N 1—-A ’Ut r 1’0 2
) 1/2 1,k T 1/2 0,k
)\i,k — " avec )\Lk’ — _2||‘1,k| / e LE* 1,k / et onk 5 | O,k| / e 0,k 0,k / .

Le passage a la limite o9 — 0 donne alors:

Lor — 022, la matrice 2 x 2 identiquement nulle,
vor — 02, le vecteur 2 x 1 nul,
}\VO,k — 1-=A\
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Par conséquent, (qx,sk|reste) est une variable Bernoulli-Gaussienne telle que:

o Pr(q; = 1|reste) = A\,
o p(sklgr = 1,reste) = ga(sp — v1 4,1 1) et p(sklgr = 0,reste) = da(sy).

B.2.3 Lois conditionnelles des variables Bernoulli-Gaussiennes par blocs de
trois composantes

Nous désignons dans ce paragraphe par (qk73, si3) les blocs de trois variables B-G corres-
pondant aux indices k, k + 1 et k + 2. (Nous les avons notés qx_x12,8k—k+2 dans le corps de ce
manuscrit, mais une notation plus compacte permet ici de réduire la longueur des expressions
suivantes.)

Nous notons Hy, 3 la matrice N x 6 formée par la concaténation des trois matrices Hy, Hy 1
et Hjy o, c’est-a-dire des colonnes d’indices 2k & 2k + 5 de la matrice H. Nous notons égale-
ment eg3 =Y — itk o1 o2 iS5 Comme au paragraphe précédent, nous remplacons la dis-
tribution de Dirac d2(s) par une loi gaussienne bidimensionnelle de covariance o2l ot 'on fera
tendre o vers 0, et notons par analogie o7 la variance o2. La loi conditionnelle de (qk73,sk73]reste)
s’écrit :

20_2 H (/\gz(Sj,U%IQ) + (1 — )\)92(83‘70312))

ft2
lers —Hg s 8k,3||2>
ik

p(qy. 3,8k,3|reste) oc exp (_

p(Qk,Svsk,B)

ot le terme a priori p(qy, 3,5k,3) se décompose en la somme de huit termes correspondant chacun
& une configuration de gy, 3 € {0;1}®. De maniére analogue a la démarche réalisée au paragraphe
précédent, la loi a posteriori s’écrit comme un mélange de huit gaussiennes:

p(qk73,sk’3\7‘est6) = Z Au,v,w gG(Sk,S — Vyv,w, Fu,v,w) (BQ)
(uw,w)€{0;1}3

oll Ayw est la probabilité a posteriori, connaissant les données et le reste des parametres
B-G, que les variables de Bernoulli gqj; soient dans la configuration (u,v,w) et
96(8%,3 — Vuwws Duww) est la distribution a posteriori gaussienne correspondante des ampli-
tudes. Par souci de clarté, nous omettons ici la dépendance en k des quantités Ay v w, Vuv,w
et I'y 4 - Par un raisonnement similaire & celui effectué dans le cas d’une seule variable B-G au
paragraphe précédent, on montre que:

— les matrices de covariance a posteriori sont les inverses de matrices de la forme:

1

-1 t

Fu,v,w = ﬁHk,3Hk73 + Iu,v,w(alaao)
€

ou I,y w(01,00) est une matrice 6 x 6 diagonale formée par trois blocs de type %Ig lorsque
1
I'indicateur correspondant (u, v ou w) vaut 1 et %Ig lorsque celui-ci vaut 0;
0

— les moyennes a posteriori s’écrivent :

1

t .

Vuv,w = Fru,v,thgekﬁ y
€
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— les probabilités a posteriori prennent la forme:

)\Nu,v,w (1 _ A) (3=Nu,v,w)

avec )\u’v’w = 2Nu,v,w 2(37Nu,'u,w)
Y 91 0

U,V,W

)\uvw:
'Yy SN

|Fu v,W | 1/2€v2t,v,wr1:,1;,w'uu,v,w/2
1Y

oil Ny,p est le nombre de 1 dans la séquence gy, 3 (Nuww = u+v+w) et S5 est la somme

des probabilités X%ww.

Ainsi pour g, 3 = [1,1,1], on a:

([8kSk+1,8k+2]l@y 3 = [1,1,1]reste) ~ Ng(v111,T111) avec

1 1yt 1
{Flll = zHj3His + 51,

) t
vin = il zeps,
€ 9

et la probabilité a posteriori associée & cette configuration s’écrit :

3
11 ~ A —
A1l = ,avec A1 = 5 |I‘111|1/26“111F111’0111/2‘
1

AL 2
Sj\ g

~ A3 t p-1
1/2 _v7,, ;v 2
A1l = _6‘F111| / eVt 111 111/2
g1

Dans les sept autres configurations, le passage a la limite og — 0 débouche sur des matrices de
covariance comportant des blocs de zéros et des moyennes correspondantes nulles, c’est-a-dire sur
des triplets de variables de type B-G. Plus précisément, nous détaillons les calculs dans trois cas,
selon que Ny . = 2, 1 ou 0. Nous utiliserons pour cela le lemme d’inversion des matrices
partitionnées qui s’écrit, en supposant les matrices A;; carrées et inversibles :

Alg A12 -1 B V‘l —V_1A12A2_21
Ay Ax T\ —AR ANV AL+ A AR VT AR A

avec V = A11 — A12A21A2_21A21. (B3)

Cas Ny vw = 2: par exemple, (u,v,w) = (0,1,1)

co—l L pud ORI a Ajn A
Dans ce cas, lamatrice I'y; = -z Hj 3Hy 3+ 0 1 s’écrit sous la forme ,
¢ O4x2 14 Ao1 Ag

1
ol A1 est 2 X2, Ajo est 2 x4, Agy est 4 X 2 et Aoy est 4 X 4. En particulier:
1., 1
Agp = J—?Hk+1,2Hk+1,2 + J—%I4

olt Hy 412 est la matrice formée par la concaténation des deux matrices Hy 1 et Hyo. Avec les
notations du lemme (B.3), on a alors: V = %Ig + Koyxo, ot Koyxo ne dépend pas de oy. Par
0

conséquent, lorsque og tend vers 0, on a V™! — 0245 et, en vertu de ce lemme d’inversion :

S < 0o 02xi1 > _ 022 0254 .
O4x2  Agp 04x2 <01—2H;€+172Hk+1,2+01—%14)
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On déduit alors facilement que
02x1

1
Vo11 ) 1 ¥yt 1 STt
(02 Hk+172Hk+1,2 + 7%14) Hk+1726k,3
et pour cette configuration, sy = 0 et [Sg1+1,Sk+2| est une variable gaussienne (de dimension 4)

dont la covariance et la moyenne sont données par les blocs correspondants des deux expressions

S)
LY

précédentes :
([Sk+1>3k+2]|qk,3 = [0,1,1],T€St€) ~ N4(vk+1,27rk+172) avec
1oyt 1 -1
| PR U_Esz+172Hk+1,2 + U_%I4)
t
Vkt12 = gzlrr12Hi ) o€k
et la probabilité a posterior: associée a une telle configuration s’écrit :

Xoit N Lo |2 i pa

)\011 = ——, avec )\011 = )\2(1 — )\)’ ’ 600111—‘011”011/2.

S’ olo?

A 10

~1/2
Tou Y2 | 2/3p—1 )
—z— = |90 Ton , avec:

On a alors, d’une part,
2/3
g,
0 2/3

2/31—1 _ %90 1
oy Ty = —5 Hy 3His +
042 =52

et donc lorsque oy — 0,
2/3 -1/2 —1/2
—1/2 %o I, O9yx4 2 2/3\ 4 /
2/31.,71 o3 X _ —4/3 99 _ 4
79" Lot ~ 52/3 = (oo ™) o2 =%
042 514 1
1

Par ailleurs, il est facile de voir que:
T, Lot Fpi1oThp1oH!
Up11t 0110011 — 1€ 3t k41,240 k1284 9€k,3
€

Aot1 — AZ(1— A)exp <ﬁeL,SHM-L?Fk-&-L?Hk—&-l,26k,3)‘
(1,0,1) et (u,v,w) = (1,1,0) donnent lieu & des expressions

d’ou finalement

Les configurations (u,v,w) =
similaires en ne considérant que les colonnes de H correspondant aux « 1 » de la séquence de

Bernoulli gy, 5.

Cas Ny vw = 1: par exemple, (u,v,w) = (0,0,1)
Par une démarche analogue a celle effectuée pour (u,v,w) = (0,1,1), on montre que:
0454 04x2
Foon — 0254 (U%QHEHHI@H + éh)il '
1 04x1
oo o? (%HZHHHQ + 0—1%12) Hj e 3
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Pour cette configuration s = sp11 = 0 et Siyo est une variable gaussienne (de dimension 2)
dont la covariance et la moyenne sont données par les blocs correspondants des deux expressions
précédentes, & savoir respectivement :

(Skt2]lgr 3 = [0,0,1],reste) ~ No(vpy2,Try2) avec

-1
Lt 1
Fpi2 = U_ng+2Hk+2+U—%12)

t
Uitz = Ll e

et la probabilité a posteriori associée & une telle configuration s’écrit :

Aoot ~ Too1|'/? ot p-1
Aoo1 = g, avec Aoor = A(1 — A)Q%e”wlrom”om/?
py 010

et on montre que o1 — A1 = X)2exp (ﬁe;ngHI‘kHH};Hek,g).

Les configurations (u,v,w) = (0,1,0) et (u,v,w) = (1,0,0) donnent lieu & des expressions
similaires en ne considérant que la colonne de H correspondant au « 1 » de la séquence de
Bernoulli gy, 5, ¢’est-a-dire respectivement Hy 1 et Hy.

Cas Nyvw =0: (u,v,w) = (0,0,0)

Enfin, le cas ©u = v = w = 0 correspond bien évidemment & I'gog = Ogx6 €t voogo = 03x1, et la

probabilité associée vaut Aggp = %, avec Agoo — (1 — \)3.
A
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