
HAL Id: tel-00120382
https://theses.hal.science/tel-00120382v2

Submitted on 2 Jan 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Quelques Contributions à la Stabilisation Instantanée
Stéphane Devismes

To cite this version:
Stéphane Devismes. Quelques Contributions à la Stabilisation Instantanée. Réseaux et télécommuni-
cations [cs.NI]. Université de Picardie Jules Verne, 2006. Français. �NNT : �. �tel-00120382v2�

https://theses.hal.science/tel-00120382v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
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M. PATRICE SÉÉBOLD . . . Professeur .. . . . . . . . . . . . . . . . Pr´esident
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Merci aux amis :Charlie, Sébastien et Ćeline, Julien, Alex et Mary , Stéphane, Guillaume et
Sandrine, Guillaume et Anissa. Merci d’avoir support´e ma mauvaise humeur chronique !

Merci aux amis doctorants :Sidney, Sylvain, Gary, Hakim, Yoann, Hafedh, Cheikh, Sabine,
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A.1 Définitions de base . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
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Détectable, 19
Transitoire, 19

Panne, 15
Problème du consensus, 7, 19

Transformateur, 117



Chapitre 1

Introduction

Les premiers r´eseaux informatiques sont apparus au d´ebut des ann´ees 50 pour des applications
militaires ([Kra87]). Par exemple, le projet SAGE conc¸u par IBM pour l’US Air Force consistait `a
coordonner un flux de messages depuis les radars jusqu’aux unit´es d’interception, permettant ainsi
de réduire le temps requis pour contrer les attaques ´eventuelles de bombardiers. En ce qui concerne
les premières applications civiles nous pouvons citer le syst`eme de r´eservation de vols d’American
Airlines : SABRE, qui fut déployé dans les ann´ees 60. Pr´ecédemment, le syst`eme de r´eservation
était géré manuellement par une ´equipe de 8 op´erateurs ! Avec une ´equipe aussi r´eduite, le temps de
réservation restait acceptable tant que le nombre de vols restait limit´e. Ainsi, l’explosion du trafic
aérien a eu raison d’un tel syst`eme.

Les premiers r´eseaux ´etaient dédiésà des applications bien d´eterminées où l’ échange de donn´ees
se faisait point `a point sous le contrˆole de l’application.À la fin des ann´ees 60 furent lanc´es les
premiers projets de r´eseaux g´enérauxà grande distance. L’un de ces pr´ecurseurs fut ARPANET (Ad-
vanced Research Agency Network). Ce projet fut lanc´e en 1967 par des universitaires am´ericains et
fut opérationnel deux ans plus tard. ARPANET servit de banc d’essai `a de nouvelles technologies de
gestion de r´eseau. Notamment, il fut le premier r´eseau `a transmission par paquets. Le r´eseauInternet
s’est largement inspir´e du projet ARPANET. Internet a permis de rendre accessible de nombreux
services `a uneéchelle mondiale (Courriel, commerce en ligne, blogues, etc.).

Le boom d’Internet est r´evélateur de l’importance croissante des r´eseaux dans la plupart des
secteurs d’activit´es. Les progr`es des moyens de communication permettent aux r´eseaux `a grande
échelle tels qu’Internet d’´echanger des volumes de donn´ees toujours plus importants. Cependant,
la probabilité d’apparition d’une faute dans un r´eseau croˆıt en fonction du nombre de machines
inter-connect´ees. En cons´equence, les r´eseaux `a grande ´echelle sont naturellement sujets aux fautes.
L’algorithmique distribuée s’est donc orient´ee depuis maintenant plusieurs ann´ees vers la prise en
compte des d´efaillances potentielles des composants du r´eseau. Deux approches,a priori opposées,
sont classiquement utilis´ees pour traiter ces d´efaillances :

– L’algorithmique robustequi garantit qu’un syst`eme continue `a se comporter correctement en
dépit de fautes ;

– L’algorithmique stabilisantequi assure qu’apr`es une perturbation temporaire, le syst`eme re-
trouve de lui-même et en un temps fini le comportement d´esiré.

L’algorithmique tolérante aux fautes a ´eté boulevers´ee en 1985 par le r´esultat d’impossibilit´e de
Fischer, Lynch et Paterson [FLP85]. Ce r´esultat montre que le probl`eme du consensus n’admet pas de
solution déterministe dans un syst`eme distribu´e totalement asynchrone (i.e., chaque composant a une
vitesse qui lui est propre, qui est inconnue des autres composants et qui n’a pas de borne) si une panne
définitive est susceptible de se produire sur un processeur. Cette preuve d’impossibilit´e est fond´ee
sur le fait que dans un syst`eme asynchrone, les voisins d’un processeur lent ne peuvent pas d´ecider
si ce processeur est effectivement lent ou s’il est en panne. Ce r´esultat important induit que sans
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hypothèse suppl´ementaire, le probl`eme du consensus ne peut pas ˆetre résolu de mani`ere déterministe
et robuste dans un syst`eme asynchrone. Ce r´esultat n’a pourtant pas mis fin `a l’algorithmique robuste.
De nouveaux r´esultats ont ´eté obtenus avec des hypoth`eses suppl´ementaires. Par exemple, Chandra
et Toueg [CT91] ont introduit la notion dedétecteur de panne. Cette approche permet notamment de
résoudre le probl`eme du consensus en ´emettant certaines hypoth`eses sur la qualit´e du détecteur de
panne utilisé.

Le résultat de Fischer, Lynch et Paterson est `a l’origine du regain d’int´erêt pour l’approcheauto-
stabilisanteintroduite par Dijkstra en 1974 [Dij74]. Cette approche permet de traiter les fautes tran-
sitoires. En effet, un syst`eme auto-stabilisant ne n´ecessite aucun ´etat initial particulier pour converger
en un temps fini vers un ´etatà partir duquel il vérifie toujours les sp´ecifications pour lesquelles il a
été défini. Donc, un tel syst`eme recouvre naturellement (i.e. sans intervention ext´erieure) un com-
portement correct apr`es que des fautes transitoires aient modifi´e les valeurs des variables et/ou le
contenu des canaux de communication. Dans cette approche, les seules restrictions consid´erées sont
que les fautes sont rares (pour que le syst`eme ait le temps de converger entre deux p´eriodes de fautes)
et qu’elles n’altèrent pas le code des protocoles (cette deuxi`eme restriction peut ˆetre contourn´ee en
imposant un rafraˆıchissement p´eriodique des codes). Le principal inconv´enient de l’approche auto-
stabilisante est que la perte de sˆureté dûe aux fautes perdure pendant le temps de convergence du
système. En 1999, une nouvelle approche appel´eestabilisation instantańeea permis de r´esoudre ce
problème ([BDPV99c]). En effet, la stabilisation instantan´ee permet de limiter l’absence de sˆureté à
la période (a priori incontrôlable) correspondant `a l’existence de fautes transitoires dans le syst`eme,
ainsi, le syst`eme vérifie ses sp´ecifications quelle que soit la configuration dans laquelle il se retrouve
après des fautes.

Bui, Datta, Petit et Villain ont d´efini un système instantan´ement stabilisant comme ´etant un
système qui vérifie toujours ses sp´ecifications quel que soit son ´etat initial ([BDPV99c]). Bien sˆur,
dans un syst`eme instantan´ement stabilisant, l’´etat initial ainsi qu’un certain nombre des ´etats sui-
vants peuvent ne pas correspondre aux ´etats générés par le syst`eme s’il avaitété “proprement” initia-
lisé. Cependant, contrairement aux syst`emes auto-stabilisants, ces ´etats “non souhait´es” n’empêchent
pas le syst`eme de v´erifier sa sp´ecification. Depuis l’article fondateur de Bui, Datta, Petit et Villain
([BDPV99c]), de nombreux protocoles instantan´ement stabilisants ont ´eté propos´es [PV03, CDPV02,
BCV03, Nol02]. En outre, en 2003, Cournier, Datta, Petit et Villain ont montr´e que dans le mod`eleà
états (i.e., un modèle de calcul th´eorique où l’envoi de messages est simul´e par des acc`es directs en
lecture dans la m´emoire des processeurs voisins) la stabilisation instantan´ee avait au moins la mˆeme
puissance d’expression que l’auto-stabilisation, c’est-`a-dire que, dans ce mod`ele, tout probl`eme ayant
une solution auto-stabilisante peut ˆetre résolu de mani`ere instantan´ement stabilisante ([CDPV03]).
Il faut noter que dans le mod`ele à états, la stabilisation instantan´ee est mˆeme plus expressive. En
effet, des probl`emes tels que la d´etection de terminaison qui ne peuvent pas ˆetre résolus en auto-
stabilisation peuvent ˆetre résolus en stabilisation instantan´ee.

Dans cette th`ese, nous nous sommes plus particuli`erement int´eress´es au concept de stabilisation
instantan´ee. Ainsi, nous allons tout d’abord proposer deux solutions instantan´ement stabilisantes au
problème classique deparcours en profondeurdistribué (aussi appel´e circulation de jeton) pour des
réseaux enracin´es quelconques (chapitre 5). Le parcours en profondeur a de nombreuses applications.
Dans les syst`emes distribu´es, il est principalement utilis´e pour résoudre le probl`eme d’exclusion mu-
tuelle. Mais, il peut aussi ˆetre utilisé pour résoudre, par exemple, le calcul d’arbre couvrant ([HC93]),
la programmation par contrainte ([JSYZ04]), le routage par intervalle ([vLT87]) ou pour ´evaluer des
propriétés globales sur le r´eseau (cf. [Tar72] et section 5.7). Les deux protocoles de parcours en pro-
fondeur instantan´ement stabilisants que nous proposons sont ´ecrits dans le mod`eleà états. Le premier
est bas´e sur des listes d’identit´es. Le second utilise un principe de question/r´eponse pour remplacer les
listes d’identités. Il faut noter que ces deux solutions fonctionnent sous l’hypoth`ese d’un d´emon dis-
tribué inéquitable : le d´emon le plus g´enéral du mod`eleà états. Nous proposerons ensuite deux appli-
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cations instantan´ement stabilisantes pouvant ˆetre obtenues `a partir de nos deux protocoles de parcours
en profondeur (chapitre 5). Ces deux applications ´evaluent des propri´etés globales sur le r´eseau. La
première application est un calcul de point fixe avec d´etection de terminaison. L’algorithme pr´esenté
permet de marquer lespoints d’articulationet lesisthmesdu réseau. Les points d’articulation (resp.
les isthmes) sont des processeurs (resp. des canaux) dont la suppression (suite `a une panne d´efinitive,
par exemple) provoque la partition du r´eseau survivant en plusieurs composantes connexes. De plus,
l’existence de points d’articulation ou d’isthmes dans le r´eseau peut ˆetre l’une des causes d’apparition
de congestions. L’identification des points d’articulation et des isthmes est donc essentielle du point
de vue de la tol´erance aux fautes. La seconde application permet d’´evaluer si un ensemble donn´e est
unensemble śeparateurdu réseau. Un ensemble s´eparateur (cutset) est un sous-ensemble de proces-
seurs du r´eseau dont la suppression (suite `a des pannes d´efinitives, par exemple) provoque la partition
du réseau en plusieurs composantes connexes. La d´etection d’ensembles s´eparateurs est un probl`eme
important dans de nombreuses applications telles que l’´evaluation de la fiabilit´e des réseaux.

Dans la seconde partie de nos r´esultats (chapitre 6), nous adoptons une approche plus g´enérale
qui consiste `a étudier un protocole efficace de transformation semi-automatique de protocoles de
service mono-initiateurs en protocoles instantan´ement stabilisants. En particulier, ce transformateur
ne nécessite pas de calculs d’´etat global du syst`eme. Un protocole de parcours en profondeur et un
protocole de construction d’arbre en largeur illustreront la facilit´e avec laquelle nous pouvons rendre
instantan´ement stabilisants ces protocoles grˆaceà notre transformateur. Le protocole de parcours en
profondeur est non seulement trivial `a écrire mais les performances obtenues en font un compromis
quasi idéal entre les protocoles `a listes et `a questions pr´esentés dans le chapitre 5. Enfin, grˆaceà
une propriété de comptage due `a notre transformateur, nous montrerons comment utiliser ce proto-
cole de parcours pour r´esoudre en quelques lignes l’exclusion mutuelle de mani`ere instantan´ement
stabilisante.

Organisation de la th̀ese

Cette thèse est organis´ee de la mani`ere suivante :

Partie I : Cette partie est consacr´eeà la présentation des syst`emes distribu´es.

Chapitre 2 : Nous introduisons les principales caract´eristiques des syst`emes distribu´es ainsi
que les probl`emes classiques qui en d´ecoulent.

Chapitre 3 : Nous nous consacrons plus pr´ecisément au probl`eme de la tol´erance aux fautes
dans les syst`emes distribu´es. En particulier, nous pr´esentons les diff´erentes approches algorith-
miques de la litt´erature permettant `a un syst`eme de tol´erer les fautes.

Chapitre 4 : Nous introduisons le mod`eleà états,i.e., le modèle de calcul th´eorique que nous
utilisons dans nos travaux.

Partie II : Dans cette seconde partie, nous pr´esentons nos principaux r´esultats.

Chapitre 5 : Nous proposons deux protocoles instantan´ement stabilisants de parcours en pro-
fondeur ainsi que deux applications d´erivées de ces parcours.

Chapitre 6 : Nous présentons un transformateur pour protocoles de service mono-initiateurs
ainsi que trois extensions obtenues avec ce transformateur.

Le dernier chapitre —Chapitre 7 — est consacr´e à la conclusion et aux perspectives.
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Chapitre 2

Les Syst̀emes distribúes

Dans ce chapitre, nous allons, tout d’abord, pr´esenter quelques g´enéralités sur les syst`emes dis-
tribués (section 2.1). Puis, nous exposerons des caract´eristiques propres `a ces syst`emes (section 2.2).
Enfin, nous pr´esenterons quelques probl`emes fondamentaux des syst`emes distribu´es (section 2.3).

2.1 Généralit és sur les syst̀emes distribúes

En informatique, unsyst̀eme distribúe [Tel01] (aussi appel´e syst̀eme ŕeparti ou réseau) est un
ensemble d’unit´es de traitement autonomes interconnect´ees entre-elles. Ces unit´es de traitement,
aussi appel´eesprocesseurs, coopèrent via des ´echanges d’informations(aussi appel´esmessages) dans
le but de réaliser une tˆache commune. Les informations transitent via desliens de communications
bidirectionnels1 (aussi appel´escanaux).

Les deux principales contraintes li´ees aux syst`emes distribu´es sont :
– Le manque de connaissances globales sur le système. Dans les hypoth`eses les plus faibles, les

seules informations qu’a un processeur sur le r´eseau se r´esument `a desétiquettes lui permettant
de distinguer ses canaux.

– L’absence de temps global. Ce problème est dˆu, d’une part, `a l’asynchronisme des horloges
locales des processeurs ainsi qu’`a leurs vitesses relatives et, d’autre part, au temps d’achemi-
nement des messages.

La problématique majeure des syst`emes distribu´es est donc de d´ecrire formellement les m´ecanismes
permettant de r´esoudre une tˆache dont les donn´ees sont r´eparties dans le r´eseau tout en tenant compte
de ces contraintes. Nous appelonsalgorithme distribúe ou protocolela description des traitements
(i.e., envois, réceptions de messages et calculs internes) que les processeurs doivent ex´ecuter pour
résoudre une tˆache distribu´ee. Enfin, nous appelonssṕecificationun énoncé formel de la tˆacheà
résoudre. En algorithmique distribu´e, les sp´ecifications sont g´enéralement formul´ees en deux pro-
priétés : lasûret́eet lavivacit́e. La sûreté d’une sp´ecification correspond `a l’ensemble des propri´etés
qui doiventêtre vérifiées en permanence durant une ex´ecution d’un protocole. La vivacit´e d’une
spécification correspond `a l’ensemble des propri´etés qui doivent ˆetre vérifiéesà certains instants de
l’exécution.

2.2 Les principales caract́erisques d’un syst̀eme distribué

Un système distribu´e diffère d’un syst`emecentraliśe (i.e., constitué d’une seule machine) par un
certain nombre de caract´eriques. Ces caract´eristiques montrent g´enéralement certains avantages du

1Dans certains probl`emes, les liens de communications peuvent ˆetre suppos´es unidirectionnels.
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système distribu´e par rapport au syst`eme centralis´e. Les principales caract´eristiques d’un syst`eme
distribué sont les suivantes (cette liste n’est pas exhaustive).

2.2.1 L’échange d’informations

L’une des motivations premi`eres des syst`emes distribu´es est de permettre les ´echanges de donn´ees
notamment `a grande ´echelle. L’exemple le plus marquant ´etant le réseauInternetqui permetà des
milliards d’individus de communiquer et d’´echanger de grandes masses de donn´ees.À l’origine, les
réseaux avaient principalement des applications militaires : le but ´etait de faire communiquer des
centres de commandement g´eographiquement distants.

2.2.2 La distribution des donńees

Mettre en réseau plusieurs machines permet d’obtenir un espace disque cons´equent pour un coˆut
raisonnable. De plus, alors que l’espace disque d’une seule machine est g´enéralement insuffisant
pour stocker l’ensemble des applications et des donn´ees dont un utilisateur a besoin, avoir plusieurs
disques sur le r´eseau permet d’avoir plus d’applications et de donn´ees disponibles pour les utilisa-
teurs. Enfin, le fait de pouvoir distribuer sur un r´eseau des donn´ees a permis de faire ´evoluer les
techniques de sauvegarde de donn´ees avec l’apparition de m´ethodes deduplications de donńeessur
le réseau. Par exemple, les m´ethodesRAIDpermettent de reconstituer les informations perdues suite
à la panne d´efinitive d’une machine grˆace aux duplicatas r´epartis sur le r´eseau.

2.2.3 Le partage des ressources

Intrinsectement, un r´eseau est un syst`eme multi-utilisateurs, multi-tˆaches. Partager les ressources
(imprimantes, disques durs, etc.) est ´economiquement int´eressant pour de tels syst`emes : on limite le
rapport entre le nombre de ressources et le nombre d’utilisateurs tout en essayant de conserver une
qualité de service semblable `a celle d’un syst`eme mono-utilisateur. Par exemple, avoir une impri-
mante disponible sur le r´eseau doit permettre `a tout utilisateur d’imprimer des fichiers en un temps
raisonnable. Cependant, le partage des ressources pose le probl`eme de l’acc`es concurrent des utilisa-
teurs ou des applications `a celles-ci (cf. sous-section 2.3.5, page 16).

2.2.4 L’augmentation de la puissance de calcul

Les systèmes distribu´es permettent les calculs concurrents. Lorsque le temps d’ex´ecution d’un
calcul sur une machine mono-processeur est important, le temps d’ex´ecution de ce mˆeme calcul sur
un système distribu´e sera g´enéralement r´eduit de mani`ere signicative. R´ecemment, un certain nombre
de réseaux d´ediés au calcul intensif (calculout of core) ont été développés comme par exemple les
grilles de calcul. Une grille de calcul exploite la puissance de calcul (processeurs, m´emoires, ...)
de milliers d’ordinateurs interconnect´es entre-eux en donnant l’illusion d’un ordinateur virtuel tr`es
puissant. Les grilles de calcul permettent de r´esoudre d’importants probl`emes de calcul n´ecessitant
des temps d’ex´ecution très longs (calculs sur le repliement des prot´eines, le s´equenc¸age des g´enômes,
etc.). Pour cela, les chercheurs ont d´eveloppé des intergiciels (middleware), comme par exemple,
Globus, CONDOR, ou DIET, (cf. [NMFS02]) permettant le dialogue entre les diff´erents composants
d’une grille tout en masquant la complexit´e deséchanges inter-applications.
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2.2.5 La résistance aux fautes

Une faute (oupanne) correspond `a une défaillance temporaire ou d´efinitive d’un composant du
système (processeur ou canal). Contrairement `a un syst`eme centralis´e, dans un syst`eme distribu´e,
une partie des services peut continuer `a fonctionner suite `a une panne. Cependant, la multiplicit´e des
composants d’un syst`eme accroˆıt le risque que l’un d’entre eux tombe en panne. Ces d´efaillances
influent sur le comportement des protocoles. Donc, en cas de fautes, la validit´e des résultats calcul´es
par un protocole ne peut pas toujours ˆetre assur´ee. Toutefois, nous verrons dans le chapitre 3 qu’il
existe deux types de protocoles tol´erants aux fautes : d’une part, les protocoles robustes (sous-section
3.1) et, d’autre part, les protocoles stabilisants (sous-section 3.2). Ces protocoles permettent d’assurer
une certaine continuit´e de service malgr´e les pannes.

2.3 Quelques probl̀emes fondamentaux

L’exploitation des syst`emes distribu´es ainsi que l’utilisation d’applications r´eparties posent des
problèmes algorithmiques fondamentaux li´es aux caract´eristiques et aux contraintes de tels syst`emes.
Nous présentons maintenant une liste non exhaustive de ces probl`emes fondamentaux.

2.3.1 La synchronisation

La synchronisation est l’action de coordonner plusieurs op´erations entre elles en fonction du
temps. Faire l’hypoth`ese qu’un syst`eme distribu´e estsynchronerevientà supposer que :

1. Il existe une horloge globale `a laquelle tous les processeurs ont acc`es.

2. Le temps de tranfert des messages dans les canaux est born´e.

Cependant, les contraintes physiques des syst`emes distribu´es ne garantissent pas toujours ces deux
conditions. Dans ce cas, le syst`eme est ditasynchrone. Awerbuch a introduit la notion desynchroni-
sationdans [Awe85a]. Ce type d’algorithme permet d’implanter des algorithmes synchrones dans un
système asynchrone et assure que les actions de l’algorithme synchrone sont ex´ecutées parphases
(aussi appel´eespulsations).

2.3.2 L’élection

De nombreux algorithmes r´epartis sont fond´es sur l’hypoth`ese qu’il existe un processeur dis-
tingué, appel´e leader, qui aura un comportement diff´erent des autres dans le protocole. Or, l’un des
objectifs principaux dans la r´ealisation d’algorithmes distribu´es est de pouvoir interchanger le rˆole
d’un ou plusieurs composants du syst`eme. Donc, pour certains probl`emes, il peut ˆetre nécessaire de
distinguer dynamiquement au cours d’une ex´ecution un (nouveau) processeur parmi tous les proces-
seurs du r´eseau : c’est le rˆole d’un protocole d’´election. Il existe de nombreux protocoles d’´election
dans la littérature parmi lesquels ceux de Le Lann [LL77] et de Chang et Roberts [CR79] pour des
réseaux en anneau et celui de Gallager, Humblet et Spira pour des r´eseaux quelconques [GHS83].

2.3.3 Le calcul d’unétat global

L’ état global d’un syst`eme distribu´e dépend de la valeur des variables locales de chaque proces-
seur ainsi que des messages contenus dans les liens de communications. Dans un syst`eme distribu´e
asynchrone, aucun processeur ne peut obtenir un ´etat global du syst`eme de mani`ere instantan´ee. Le
problème est donc de collecter des donn´ees globales pertinentes sur le syst`eme durant une p´eriode
finie. Ces donn´ees ne correspondent pas forc´ementà un état réel du syst`emeà un instant donn´e



16 Les Systèmes distribu´es

mais doivent permettre d’en v´erifier la cohérence. Des protocoles de calcul d’´etat global (snapshot
protocols) sont propos´es dans [LY87, Mat88].

2.3.4 La d́etection de terminaison

Détecter la terminaison d’un algorithme distribu´e est un probl`eme important mais non trivial.
Dans de nombreux algorithmes distribu´es, un sous-ensemble restreint de processeurs peut d´ecider
de la terminaison d’un protocole sans utiliser de m´ecanisme ext´erieur : par exemple, dans les algo-
rithmes de parcours (cf. section 5.2), l’initiateur du parcours d´etecte en un temps fini la terminaison
du parcours. Cependant, il existe des algoritmes distribu´es pour lesquels il n’existe pas de d´etection
de terminaison intrins`eque : par exemple, le protocole de Toueg [Tou80] pour le calcul des plus court
chemins. Dans ce cas, il peut donc ˆetre nécessaire de mettre en place un protocole de contrˆole qui
observe le calcul sous-jacent et notifie la terminaison du calcul en un temps fini apr`es qu’elle se soit
produiteà un ou plusieurs processeurs. Cependant, l’inconv´enient majeur lorsqu’on utilise un proto-
cole externe de d´etection de terminaison est que son surcoˆut en temps est non bornable par rapport `a
la complexité du calcul sous-jacent `a observer. De nombreux travaux ont ´eté effectués sur la d´etection
de terminaison, par exemple [Fra80, DS80, Mat87].

2.3.5 L’allocation de ressources

Un des intérêts principaux des r´eseaux est le partage des ressources (cf. section 2.1). Or, ces
ressources sont en nombre limit´e. Donc, permettre aux processeurs un acc`es exclusif et ´equitable aux
ressources qu’ils demandent est un probl`eme crucial des syst`emes distribu´es. L’un des probl`emes de
base d’allocations de ressources est l’exclusion mutuelle[Dij65] : il s’agit de partager une unique
ressource commune `a tous les utilisateurs du r´eseau. Ce probl`emeà déjà été traité dans le cadre
des syst`emes centralis´es multi-programm´es (l’ouvrage de Beauquier et B´erard présente les concepts
fondamentaux de tels syst`emes [BB90]). Les protocoles d’exclusion mutuelle sont class´es en deux
catégories : ceux fond´es sur des demandes de permission d’entrer en section critique [Lam78, RA81]
et ceux fond´es sur la circulation perp´etuelle d’un jeton [LL77, NT87].

2.3.6 L’interblocage

Le problème d’interblocage apparaˆıt essentiellement dans le cadre de l’allocation de ressources.
L’interblocage (deadlock) se produit lorsque des processeurs s’attendent mutuellement [Ray85]. Cela
peutêtre duà :

– Un circuit dans l’attente de message. Par exemple, un processeurp1 attend un message dep2

qui attend un message dep3 etp3 attend un message dep1.
– Un problème de partages de ressources. Par exemple,p1 détient la ressourceA et souhaite

obtenir la ressourceB tandis quep2 détientB et souhaite obtenirA. Problème :p1 libèreraA
lorsqu’il obtiendraB et, réciproquement,p2 libèreraB lorsqu’il obtiendraA.

Les processus bloqu´es dans cet ´etat le sont d´efinitivement. Un interblocage est trait´e soita priori en
évitant son apparition (m´ethode pessimiste) soit a posteriori en le d´etectant et en l’´eliminant (méthode
optimiste). Les principaux travaux relatifs au probl`eme d’interblocage peuvent ˆetre trouvés dans
[CMH83, MM79, MM88].

2.3.7 Le routage

Le routage est le m´ecanisme permettant d’acheminer des donn´ees d’un processeur `a un autre,
même s’ils ne sont pas voisins. Classiquement, deux m´ethodes sont utilis´ees pour r´esoudre ce pro-
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blème : ladiffusion(ou inondation) [CM82] et la gestion detables de routages(aussi appel´esan-
nuaires) [Taj77, Tou80].
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Chapitre 3

La tol érance aux fautes

L’un des enjeux fondamentaux de l’algorithmique distribu´ee est la r´esistance aux fautes (cf. sec-
tion 2.2). Une faute (oupanne) désigne une d´efaillance définitive ou temporaire d’un ou plusieurs
composants du syst`eme (processeurs ou liens de communications). Les fautes sont g´enéralement
classées suivant certains crit`eres [Nol02] :

– L’origine de la faute, c’està dire, le type de composant qui est responsable de la faute, lien de
communication ou processeur.

– La cause de la faute. Pour ce crit`ere, on distingue les fautespar omissionet les fautesbyzan-
tines. Les fautes par omission regroupent les d´efaillances des composants alors que les fautes
byzantines sont dˆuesà des processeursbyzantinsqui ont un comportement arbitraire ne suivant
plus le code de leurs algorithmes locaux.

– La duŕee de la faute. Si la durée d’une faute est sup´erieure au temps d’ex´ecution du protocole,
elle est ditedéfinitiveFaute sinon elle est ditetransitoireou intermittente.

– La détectabilit́e de la faute. Une faute estdétectablesi son incidence sur la coh´erence de l’´etat
d’un processeur permet `a celui-ci de s’en apercevoir.

De nombreux algorithmes tol´erants aux fautes sont propos´es dans la litt´erature. Ils peuvent ˆetre
classés en deux cat´egories [Tel01] :

– Les algorithmesrobustes(section 3.1) qui abordent le probl`eme de tol´erance aux fautes selon
une approchepessimisteoù les processeurs suspectent toutes les informations qu’ils recoivent.

– Les algorithmesstabilisants(section 3.2) qui abordent le probl`eme selon une approcheopti-
miste. Cette méthode peut causer un comportement anormal des processeurs non-d´efaillants
mais garantit le retour vers un comportement global normal en un temps fini apr`es que les
fautes ont cess´e.

3.1 Les algorithmes robustes

Un algorithme est ditrobustelorsqu’il garantit que les processeurs non d´efaillants continuent `a se
comporter correctement malgr´e les fautes se produisant sur d’autres processeurs pendant l’ex´ecution
[Tel01]. De tels algorithmes doivent toujours v´erifier la spécification du probl`emeà résoudre. Par
exemple, un algorithme robuste d’´election garantit, en d´epit des fautes, qu’un unique processeur non
défaillant sera ´elu en un temps fini.

Moran et Wolfstahl ont montr´e dans [MW87] que dans un environnement tol´erant aux fautes, la
plupart des probl`emesévoqués dans la section 2.3, comme par exemple, l’´election de leader, peuvent
se réduire auproblème du consensus(ou prise de d́ecision commune). Dans le probl`eme duconsen-
sus, chaque processeur a une donn´ee initiale binaire et doit calculer en un temps fini un r´esultat lui
aussi de type binaire. Les r´esultats obtenus sur chaque processeur doivent ˆetre identiques (les proces-
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seurs doivent se mettre en accord) mˆeme si les donn´ees initiales sont diff´erentes. Or, Fisher, Lynch
et Paterson ont montr´e en 1985 dans [FLP85] que le probl`eme du consensus n’admet pas de solution
déterministe dans un syst`eme distribu´e asynchrone si une faute d´efinitive se produit sur un processeur.
Cette preuve d’impossibilit´e est fond´ee sur le fait que dans un syst`eme asynchrone, les voisins d’un
processeur lent ne peuvent pas d´ecider si ce processeur est effectivement lent ou s’il est en panne. Ce
résultat important induit que sans hypoth`eses suppl´ementaires sur le mod`ele (par exemple, supposer
que le temps d’acheminement des messages est born´e), sur les fautes (par exemple, supposer que
les fautes sont d´etectables) ou sur les sp´ecifications (authoriser une perte de sˆureté temporaire), le
problème du consensus ne peut pas ˆetre résolu de mani`ere déterministe dans un syst`eme asynchrone
dans lequel des fautes peuvent survenir.

3.2 Les algorithmes stabilisants

La notion destabilisation regroupe deux paradigmes :l’auto-stabilisationdéfinie par Dijks-
tra en 1974 [Dij74] et lastabilisation instantańeedéfinie par Bui, Datta, Petit et Villain en 1999
[BDPV99c].

3.2.1 L’auto-stabilisation

Dijkstra énonce dans [Dij74] qu’un syst`eme est auto-stabilisant si et seulement si, quel que soit
sonétat initial, il est capable de retrouver, de lui mˆeme, un ´etatl égitimeen un nombre fini d’´etapes.
Nous appelons ´etat légitime, unétatà partir duquel le syst`eme fonctionne correctement,i.e., un état
à partir duquel la sp´ecification du probl`emeà résoudre est v´erifiée. Réciproquement, le syst`eme est
dans un ´etat ill égitimelorsque la sp´ecification du probl`emeà résoudre n’est pas v´erifiéeà partir de
cetétat.

À partir d’un état initial quelconque (c’est `a dire unétat où les variables ne sont pas initialis´ees et
ont donc des valeurs arbitraires), un algorithme auto-stabilisant v´erifie deux propri´etés :

– La convergence. La propriété de convergence assure qu’`a partir de n’importe quel ´etat initial,
le système atteint en un temps fini un ´etat légitime. La phase de convergence de l’algorithme
est aussi appel´ee phase destabilisation.

– La clôture. La propriété de clôture assure que tout ´etat atteint `a partir d’unétat légitime est lui
aussi légitime.

Ces deux propri´etés impliquent que les algorithmes auto-stabilisants sont tout `a fait adapt´es pour
tolérer les fautes transitoires `a condition qu’elles ne modifient pas le code de l’algorithme. En effet,
après une perturbation transitoire de la m´emoire ou des liens de communications, ces composants
peuvent contenir des informations ill´egitimes vis-à-vis des sp´ecifications du probl`emeà résoudre
(cf. Figure 3.2.1). Un algorithme auto-stabilisant garantit qu’en un temps fini si aucune autre faute ne
vient perturber le syst`eme1 alors le syst`eme convergera de lui-mˆeme vers un ´etat légitime vis-à-vis du
problèmeà résoudre. Nous appelonstemps de stabilisationd’un algorithme, le temps de convergence
maximal du syst`emeà partir d’unétat initial quelconque.

Avantages et inconv́enients des algorithmes auto-stabilisants. Les algorithmes auto-stabilisants
offrent un certain nombre d’avantages vis-`a-vis des algorithmes distribu´es classiques [Tel01] :

– La tolérance aux fautes. Comme nous l’avons vu pr´ecédemment, l’auto-stabilisation est une
technique g´enérale permettant d’´ecrire des protocoles tol´erant les fautes transitoires. En effet,
suiteà une faute transitoire, l’´etat d’un syst`eme peut ˆetre quelconque.̀A partir de cetétat, un

1Les fautes transitoires sont suppos´ees rares.
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FIG. 3.2.1 – Syst`eme auto-stabilisant

protocole auto-stabilisant convergera vers un ´etat légitime du syst`eme sous r´eserve qu’aucune
nouvelle faute ne vienne `a nouveau le perturber. En cons´equence, pour ´etudier la convergence,
l’ état initial quelconque du syst`eme est suppos´e correspondre `a l’état immédiatement post´erieur
à la fin de la derni`ere faute transitoire et `a partir de cet ´etat, nous consid´erons que plus aucune
faute n’apparaˆıtra dans le syst`eme. Cette hypoth`ese peut sembler forte mais l’impossibilit´e en
général de détecter les fautes dans les syst`emes asynchrones ([FLP85]) nous oblige `a faire cette
hypothèse. De plus, les fautes transitoires sont suppos´ees rares et durent un temps fini, donc,
cela signifie qu’entre deux fautes le syst`eme a le temps de converger et d’`a nouveau fournir des
services coh´erents.

– L’absence d’initialisation. Dans l’algorithmique distribu´ee classique, l’initialisation est une
phase critique. Or, cette phase n’existe pas en auto-stabilisation car un syst`eme auto-stabilisant
converge quel que soit son ´etat initial.

– La résistance aux changements topologiques. De nombreux algorithmes auto-stabilisants, no-
tamment les protocoles de calcul de tables de routages et de calcul d’arbres couvrants, s’adap-
tent sous certaines conditions auxsyst̀emes dynamiques, c’est à dire, aux syst`emes dont la
topologie peut changer pendant l’ex´ecution de l’algorithme.

Cependant, l’auto-stabilisation a quelques inconv´enients :
– La perte temporaire de sûret́e. Durant, la phase de stabilisation, le syst`eme ne garantit pas que

les résultats calcul´es par le protocole sont corrects.
– Un surcôut en temps et en espace. Le surcoût en temps correspond au temps d’ex´ecution une

fois le protocole stabilis´e. En effet, le temps d’ex´ecution d’un protocole auto-stabilisant est
généralement plus ´elevé en marche “normale” qu’un protocole non auto-stabilisant. Ensuite,
les techniques utilis´ees pour obtenir des solutions auto-stabilisantes ont g´enéralement besoin
de mémoire suppl´ementaire.

– L’absence de d́etection de stabilisation. L’auto-stabilisation est une propri´eté sur le syst`eme
dans son ensemble. Donc, en g´enéral, il n’est pas possible d’observer localement si le syst`eme
est dans un ´etat légitime ou illégitime.

Les classes d’algorithmes auto-stabilisants.Suite à l’article fondateur de Dijkstra [Dij74], de
nombreux protocoles auto-stabilisants ont ´eté propos´es pour résoudre une grande vari´eté de pro-
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blèmes, par exemple, [Kru79] pour la propagation d’informations avec retour (PIR), [HC93, Var93]
pour la circulation de jeton en profondeur, [DIM93] pour l’exclusion mutuelle et [CD94, AB98] pour
le calcul d’arbre couvrant. Classiquement, la plupart des protocoles auto-stabilisants peuvent ˆetre
classés en deux grandes familles de protocoles :

– Les protocoles̀a vagues. Un protocole `a vagues v´erifie les trois propri´etés suivantes :

1. Tous les cycles de calcul, appel´esvagues, du protocole se d´eroulent en temps fini.

2. Pour chaque cycle de calcul du protocole, il existe au moins un processeur qui ex´ecute
une action particuli`ere dite dedécision.

3. Pour chaque cycle de calcul du protocole, les actions dedécisionsont causalement pr´e-
cédées par au moins une action sur chaque processeur.

Pour assurer la propri´eté de convergence, les algorithmes `a vagues auto-stabilisants ex´ecutent
généralement une infinit´e de vagues, dans ce cas, ils sont appel´esalgorithmesà vagues per-
pétuellesou encorealgorithmesà vagues cycliques. De nombreux protocoles `a vagues auto-
stabilisants sont propos´es dans la litt´erature, par exemple, pour le probl`eme de la circulation de
jeton en profondeur (cf. [HC93, JB95, JABD97, DJPV00]) et pour la propagation d’informa-
tion avec retour (PIR) (cf. [Kru79, DIM97, BDPV99b, Var93, CDPV01b]).

– Les protocoles silencieux2. Un protocole est dit silencieux s’il converge vers un ´etat global
silencieux où les valeurs des variables locales de processeurs ne changent plus [DGS96]. Les
protocoles silencieux auto-stabilisants sont utilis´es pour résoudre des probl`emes de calcul de
point fixe comme, par exemple, le calcul d’arbre couvrant (cf. [CYH91, Her91a, CD94, AB98,
DT01]) et le calcul de propri´etés sur le r´eseau comme les points d’articulation ou les isthmes
(cf. [Kar99, KC99, Cha99b, Cha99a, Dev05]).

3.2.2 La stabilisation instantańee

Dans les syst`emes distribu´es, lesactions de d́emarragecorrespondent aux actions particuli`eres
qui initient de nouveaux cycles de calcul d’un protocole dans le r´eseau. Par exemple, pour le protocole
classique (non-tol´erant aux fautes) de circulation de jeton [Cha82], l’action de d´emarrage correspond
à l’action de l’initiateur qui cr´ee un jeton et l’envoie `a un de ses voisins.

Dans les protocoles non tol´erants aux fautes, la notion d’action de d´emarrage est li´eeà la notion
d’état initial du syst`eme. Implicitement, lorsque le protocole d´emarre, on suppose que :

1. Le système est dans un ´etat initial pré-défini.

2. Une action de d´emarrage est ex´ecutée lorsqu’une requˆete extérieure au protocole (cette requˆete
estémise par une application ayant besoin du service fournit par le protocole, cf. Figure 3.2.2)
a demand´e un cycle de calcul.

Les actions de d´emarrage d’un protocole non tol´erants aux fautes sont essentielles du fait qu’elles
sontà la base de l’analyse du protocole mˆeme si cela est souvent implicite. En effet, le d´eroulement
du protocole est observ´e à partir de l’exécution de l’une de ces actions.

Dans les protocoles auto-stabilisants, comme l’´etat initial du syst`eme est quelconque, les pre-
mières actions ex´ecutées sont elles aussi quelconques : en cons´equence n’importe quelle action est
susceptible de s’ex´ecuter lors du premier pas de calcul. De plus, en auto-stabilisation, on s’int´eresse
à la convergence du syst`eme vers un comportement sp´ecifique en un temps fini. Assurer cette conver-
gence n´ecessite la r´epétition des cycles de calcul `a l’infini. Donc, puisque les cycles de calcul sont
répétés à l’infini, les notions de requˆete et d’action de d´emarrage disparaissent purement et sim-
plement dans l’analyse de tels syst`emes. Seuls l’´etat initial, toujours point de d´epart de l’étude, et

2Contrairement `a la classe des protocoles `a vagues qui a ´eté définie pour les algorithmes distribu´es en g´enéral, la
classe des protocoles silencieux a ´eté introduite sp´ecialement pour les syst`emes auto-stabilisants.
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l’ensemble des ´etats légitimes, buts de la convergence, sont alors pris en compte dans l’analyse des
protocoles auto-stabilisants.

Au contraire, dans les protocolesinstantańement stabilisants, les actions de d´emarrage sont
au moins aussi importantes que l’´etat initial du syst`eme. Le concept destabilisation instantańee
[BDPV99c] aété défini en 1999 par Bui, Datta, Petit et Villain comme suit :

Définition 3.2.1 (Stabilisation instantańee) Quel que soit l’́etat initial du syst̀eme, un protocoleins-
tantanément stabilisantgarantit que le syst̀eme satisfait toujours ses spécifications.

Plus précisément, un protocole instantan´ement stabilisant garantit qu’`a partir de n’importe quel ´etat
initial du système, lorsque le syst`eme a besoin qu’un protocole r´ealise une tˆache :

1. le protocole est initi´e par au moins une action de d´emarrageen un temps fini.

2. Suiteà une action de d´emarrage, le calcul initié est ex´ecuté conformémentà la spécification de
la tâche.

Donc, pour analyser de tels protocoles, les actions de d´emarrage doivent ˆetre obligatoirement expli-
citées.

En auto-stabilisation, le temps de stabilisation est consid´eré comme ´etant le temps maximal,
partant d’unétat initial quelconque, avant que le syst`eme vérifie ses sp´ecifications. Le temps de
stabilisation peut donc ˆetre décompos´e en : le temps partant de l’´etat initial avant la premi`ere action
de démarrage (aussi appel´edélai, cf. section 3.2.3) plus le temps d’ex´ecution des cycles de calcul non
conforme aux sp´ecifications. En stabilisation instantan´ee, un autre point de vue est propos´e : tant que
le système ne d´emarre pas un calcul effectivement demand´e (via une action de d´emarrage), le syst`eme
vérifie ses sp´ecifications. Par exemple, un protocole de PIR peut ˆetre spécifié comme suit : lorsqu’un
initiateur a un messagem à envoyer, la diffusion dem commence en un temps fini, ensuite, tout
processeur recoitmen un temps fini et l’initiateur recevra en un temps fini des accus´es de reception de
m de la part de tous les autres processeurs. Cette sp´ecification est trivialement v´erifiée tant qu’aucun
initiateur n’a de message `a diffuser. Donc, cela signifie que le d´elai n’est pas `a prendre en compte
dans le temps de stabilisation et comme un protocole instantan´ement stabilisant assure que d`es la pre-
mière action de d´emarrage, les calculs effectu´es par le protocole sont conformes aux sp´ecifications
du calcul demand´e, le temps de stabilisation est nul. D’o`u, tout protocole instantan´ement stabilisant
est optimal en temps de stabilisation. Plus simplement, cela signifie que, contrairement `a l’auto-
stabilisation o`u le résultat attendu n’est assur´e qu’après avoir répété un nombre fini de fois des cycles
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de calcul du protocole3, un protocole instantan´ement stabilisant assure que le calcul demand´e est
effectué conformément aux sp´ecifications d`es la premi`ere action de d´emarrage.

Bien sûr, dans un syst`eme instantan´ement stabilisant, l’´etat initial ainsi qu’un certain nombre des
états suivants peuvent ne pas correspondre aux ´etats générés par le syst`eme s’il avaitété “propre-
ment” initialisé. Cependant, contrairement aux syst`emes auto-stabilisants, ces ´etats “non souhait´es”
n’empêchent pas le syst`eme de v´erifier ses sp´ecifications. L’approche instantan´ement stabilisante per-
met ainsi de limiter l’absence de sˆureté à la période (a priori incontrôlable) correspondant `a l’exis-
tence de fautes transitoires dans le syst`eme.

Spécifications. En 2002, lors des journ´ees internationales sur l’auto-stabilisation [Vil02], Villain a
montré que le concept de stabilisation instantan´ee est fortement li´e à la manière dont le probl`emeà
résoudre est sp´ecifié. Généralement, les syst`emes auto-stabilisants sont sp´ecifiés de fac¸on “statique” :
un sous-ensemble d’´etats légitimes est d´efini parmi lesétats possibles du syst`eme correspondant aux
états où une propriété voulue est sˆure d’être vérifiée. Ces syst`emes convergent vers un ´etat légitime
quel que soit l’état initial du syst`eme. Par exemple, la sˆureté du problème de l’exclusion mutuelle
est définie comme suit : “il n’y a jamais plus d’un processeur en section critique”. Donc, l’ensemble
desétats vérifiant la sûreté correspond `a un sous-ensemble des ´etats où au plus un processeur est
en section critique. En utilisant de telles sp´ecifications, il esta priori impossible de trouver des
solutions instantan´ement stabilisantes (sauf si l’ensemble des ´etats légitimes est ´egal à l’ensemble
desétats du syst`eme comme dans [JADT02]). En effet, si l’´etat initial du syst`eme n’est pas un ´etat
légitime, la sp´ecification du probl`eme n’est pas v´erifiée, et, par d´efinition, le syst`eme n’est pas ins-
tantanément stabilisant. En fait, un syst`eme instantan´ement stabilisant est g´enéralement sp´ecifié de
manière “dynamique” : il n’y a pas de distinction parmi les ´etats du syst`emes, on s’int´eresse plutˆot au
déroulement de l’ex´ecution du syst`eme au cours du temps. Le syst`eme est instantan´ement stabilisant
si et seulement si, durant l’ex´ecution,à chaque requˆete, la tâche correspondante est initi´ee (via une
action de d´emarrage) en un temps fini dans le syst`eme et, suite `a cette amorce, les actions ex´ecutées
dans le syst`eme effectuent la tˆache demand´ee. Par exemple, un protocole d’exclusion mutuelle ins-
tantanément stabilisant assure que si un processeur devient demandeur de la section critique au cours
de l’exécution, celui-ci l’obtiendra, par la suite, en un temps fini (vivacité) et lorsqu’il entrera en
section critique, aucun autre processeur ne sera ou ne pourra entrer en section critique (sûret́e). Dans
[CDPV03], Cournier, Datta, Petit et Villain montrent que tout probl`eme ayant une solution auto-
stabilisante dans un r´eseau non uniforme peut ˆetre spécifié de mani`ere dynamique et peut ˆetre résolu
de manière instantan´ement stabilisante.

La stabilisation instantan´ee apporte des ´eclairages diff´erents en fonction du type de probl`emeà
résoudre. Les probl`emes classiques de l’algorithmique distribu´ee peuvent ˆetre class´es en deux en-
sembles de probl`emes : les probl`emes deserviceet les problèmes decalcul de point fixe.

Service. Un problème de service consiste `a fournir en un temps fini unserviceaux processeurs qui
le demandent. Un service est une tˆache sp´ecifique dont l’exécution dépend du processeur demandeur.
Ce type de probl`eme peut ˆetre spécifié comme suit :

1. À partir de n’importe quel ´etat du syst`eme, si un processeur demande le service alors ce service
est initié en un temps fini via une action de d´emarrage.

2. Suiteà une action de d´emarrage d’un processeurp, le service initié est ex´ecuté vis-à-vis dep
conformémentà sa sp´ecification.

Par exemple, l’exclusion mutuelle est un probl`eme de service : durant l’ex´ecution d’un protocole
d’exclusion mutuelle, des processeurs peuvent demander l’acc`esà la section critique. En cons´equen-
ce, ils doivent l’obtenir en un temps fini et de mani`ere exclusive.

3Ce nombre est en g´enéral inconnu et non born´e.
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Remarque 3.2.1SoientA un service etSPA une sṕecification deA. Pour prouver qu’un protocole
de serviceP (i.e. un protocole d́efini pour ŕesoudre un problème de service) est instantanément
stabilisant pour la sṕecificationSPA, nous devons montrer que toute exécution deP vérifie les deux
conditions suivantes :

1. Tout serviceA demand́e est initíe en un temps fini.

2. À partir de n’importe queĺetat du syst̀eme òuA est initíe, le calcul deA (parP) est conforme
à la sṕecificationSPA.

Pour les protocoles de service, l’avantage pr´epondérant de la stabilisation instantan´ee visà vis de
l’auto-stabilisation est le suivant. En auto-stabilisation, le cycle de calcul initi´e par la premi`ere requˆete
n’est pas forc´ement conforme `a la spécification du service demand´e. Donc, si l’application (ou l’uti-
lisateur) désire qu’au moins un service finisse par ˆetre exécuté conformémentà ses sp´ecifications, les
requêtes doivent ˆetre répétées. Or, dans le cas g´enéral, les solutions auto-stabilisantes assurent que
le service demand´e ne sera ex´ecuté conformémentà ses sp´ecifications qu’apr`es un nombre fini mais
inconnu (voire non born´e) de requˆetes. En cons´equence, les requˆetes doivent ˆetre répétéesà l’infini et
le protocole devient cyclique (c’est pourquoi la notion de requˆetes est implicite en auto-stabilisation).
Au contraire, une solution instantan´ement stabilisante pour le mˆeme problème assurera que le service
sera rendu conform´ementà ses sp´ecifications d`es la premi`ere requˆete et, donc, l’application n’aura
pas besoin de r´epéter les requˆetes. En particulier et contrairement aux protocoles auto-stabilisants,
tout protocole de service instantan´ement stabilisant d´etecte la terminaison d’un service : il d´etecte
lorsqu’un service a ´eté rendu conform´ementà ses sp´ecifications.

Depuis l’article fondateur de Bui, Datta, Petit et Villain ([BDPV99c]), de nombreux protocoles
instantan´ement stabilisants ont ´eté propos´es pour résoudre des probl`emes de service : par exemple,
pour le problème de la circulation de jeton en profondeur (cf. [PV03, CDPV06, CDV05b]) pour la
propagation d’information avec retour (PIR) (cf. [CDPV02, BCV03, CDV06b]) et la synchronisa-
tion de phase (cf. [Nol02]).

Calcul de point fixe. Un problème de point fixe peut ˆetre codé symboliquement par une variable
X sur chacun des processeurs d’un sous-ensemble donn´e.X peutêtre simple (par exemple, pour le
calcul d’un arbre couvrant enracin´e : un “pointeur p`ere” sur chacun des processeurs sauf la racine)
ou complexe (par exemple, dans le calcul d’une table de routage : l’ensemble des couples “num´ero
de canal/identit´e” de chacun des processeurs). Un algorithme calculant un point fixe doit converger
en un temps fini vers une valeur constante de la variableX pour chacun des processeurs du sous-
ensemble, ces valeurs devant v´erifier la propriété qui définit le point fixeà calculer. Nous allons
maintenant d´efinir formellement les sp´ecifications d’un tel probl`eme. SoitF un problème de point
fixe défini sur les variablesX d’un sous-ensembleV ′ de processeurs du syst`eme. Tout protocoleP
calculantF vérifie :

– À partir de son ´etat initial, toute ex´ecutione deP converge en un temps fini vers un suffixee′

dans lequel la valeur deX est constante sur tous les processeurs deV ′ (Vivacit́e).
– Dans tous les ´etats dee′, les variablesX des processeurs deV ′ vérifient la propriété définissant
F (Sûret́e).

Par exemple, l’´election de leader peut ˆetre ramen´eeà une variable bool´eenne ”́Elu” sur chacun des
processeurs : d`es lors, la propri´eté que doivent v´erifier les variablesX danse′ est qu’il y a une et une
seule valeur VRAI dans le syst`eme.

Il faut noter que la plupart des probl`emes de point fixe peuvent ˆetre résolus par des protocoles
de service. En effet, la projection des variables d’un protocole de service restreinte aux variables
implantant le probl`eme de point fixe sous-jacent converge vers un suffixe stable (i.e., où les valeurs
de variables ne changent plus) o`u la propriété définissant le point fixe est v´erifiée. Par exemple, un
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protocole de circulation de jeton en profondeur peut ˆetre utilisé pour calculer un arbre couvrant en
profondeur du r´eseau. En g´enéral, une fois qu’il est stabilis´e, la circulation r´ealisée par le protocole
devient unique. Or comme les variables impl´ementant l’arbre couvrant (g´enéralement des pointeurs
“pères”) sont calcul´ees dynamiquement en fonction de l’ordre des visites de la circulation, les valeurs
de ces variables finissent par ne plus jamais ˆetre modifiées.

Nous allons maintenant montrer que tout protocole auto-stabilisant de calcul de point fixe est aussi
instantan´ement stabilisant. Consid´erons un protocole auto-stabilisantP pour un calcul de point fixe.
Par définition, à partir de n’importe quel ´etat initial, toute ex´ecution deP converge vers un suffixe
où la valeur de la variableX (simple ou composite) de chaque processeur deV ′ est constante. Donc,
la vivacité de sa sp´ecification est toujours v´erifiée au cours de l’ex´ecution. Ensuite, nous pouvons
remarquer que la sˆureté est de la formeA ⇒ B où A correspond `a “l’exécution a atteint le suffixe”
et B correspond `a “les variablesX des processeurs deV ′ vérifient la propriété définissant le point
fixe”. Tant que l’exécution n’a pas atteint le suffixe (i.e., tant que l’exécution converge), la pr´emisse
A de l’implicationA ⇒ B est fausse, donc, cette implication est satisfaite. Enfin, lorsque l’ex´ecution
atteint le suffixe,A etB sont vrais et donc l’implicationA ⇒ B est elle aussi vraie. Ainsi, quel que
soit l’état initial du syst`eme, la sˆureté est toujours v´erifiée au cours d’une ex´ecution deP. D’où, tout
protocole auto-stabilisant pour un calcul de point fixe satisfait toujours sa sp´ecification quel que soit
l’ état initial du syst`eme et, par d´efinition, un tel protcole est instantan´ement stabilisant. En particulier,
par définition, les protocoles auto-stabilisants silencieux r´esolvent des probl`emes de point fixe. Donc,
tous les protocoles auto-stabilisants silencieux, comme par exemple [CYH91, CD94, AB98, Kar99,
Dev05], sont instantan´ement stabilisants. Ce r´esultat, qui semble notamment en contradiction avec
l’article de Aggarwal et Kutten [AK93], refl`ete en fait un probl`eme de vocabulaire o`u les auteurs
considèrent comme ´etats légitimes uniquement les ´etats vérifiant la propriété recherch´ee. Ce point
de vue implique, en particulier, que tout algorithme classique de calcul de point fixe conc¸u pour
un environnement sans faute ne v´erifie jamais la sˆureté en cours de calcul mais seulement dans
l’ état terminal. Il y aurait donc confusion entre la notion de temps de calcul (temps n´ecessaire pour
obtenir unétat terminal) et celle de temps de convergence (temps n´ecessaire pour obtenir un ´etat
légitime) (cf. [Vil02]). Cependant, bien que ces protocoles stabilisent en temps z´ero, le temps de
calcul des protocoles silencieux peut ˆetre, dans certain cas, probl´ematique. En effet, si quelques fautes
transitoires viennent perturber le syst`eme apr`es qu’il ait atteint un ´etat terminal, cela peut provoquer
un recalcul quasi-complet pour atteindre `a nouveau un ´etat terminal. La notion default containment
aété introduite afin de palier `a ce problème : lefault containment[GGHP00] est la facult´e de certains
protocoles auto-stabilisants `a limiter les effets des fautes lorsqu’elles sont peu nombreuses dans le
réseau.

État de l’art sur la stabilisation instantanée. Le concept destabilisation instantańee[BDPV99c]
aété introduit en 1999 par Bui, Datta, Petit et Villain avec un protocole de propagation d’information
avec retour (PIR) pour des r´eseaux en arbres. Suite `a cet article fondateur, de nombreux protocoles
instantan´ement stabilisants ont ´eté propos´es, en particulier des protocoles `a vagues. Il faut noter que,
jusqu’à présent, toutes les solutions propos´ees sont ´ecrites dans le mod`eleà états (cf. chapitre 4, page
31) : un modèleà mémoire partag´ee où l’envoi de messages est simul´e par des acc`es directs en lecture
aux variables des voisins.

Deux protocoles de parcours en profondeur instantan´ement stabilisants pour des r´eseaux en arbres
sont présentés dans [PV99]. Le premier fonctionne dans un arbre orient´e. Son d´elai est en 2h rondes
(cf. sous-section 3.2.3 pour la d´efinition du délai et définition 4.3.1, page 35, pour la d´efinition des
rondes) dans le pire des cas o`u h est la hauteur de l’arbre. Il n´ecessite∆p + 1 états pour les noeuds
internes et 2 ´etats pour les feuilles. Le second fonctionne dans un arbre non-orient´e. Son d´elai est de
3h rondes dans le pire des cas. Il n´ecessite∆p + 2 états pour les noeuds internes (seulement∆p + 1
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pour la racine) et 2 ´etats pour les feuilles. Ces deux protocoles sont optimaux en nombre d’´etats.
Le premier protocole dePIR instantan´ement stabilisant a ´eté présenté dans [BDPV99c] pour des

arbres orient´es. Ce protocole est aussi optimal en nombre d’´etats : 3états pour les noeuds internes, 2
pour la racine et les feuilles. Dans le pire des cas, son d´elai est en 2h rondes.

Un protocole instantan´ement stabilisant dePIR pour les arbres non-orient´es est propos´e dans
[BDPV99a]. Dans le pire des cas, son d´elai est en 3h rondes. Ce protocole n´ecessite∆p + 2 états par
noeud internep ainsi que 2 ´etats pour la racine et les feuilles. Il n’est pas optimal en m´emoire. Dans
[CDPV01a], les auteurs montrent qu’il est impossible d’obtenir un protocole dePIR instantan´ement
stabilisant pour arbre non-orient´e avec seulement 3 ´etats par noeud interne. Le nombre minimum
d’états nécessaire pour obtenir une solution instantan´ement stabilisante pour lePIR dans l’arbre
non-orienté est 4 pour les noeuds internes. Un tel protocole est aussi fourni dans [CDPV01a].

Le premier protocole dePIR instantan´ement stabilisant pour des r´eseaux quelconques est pr´e-
senté dans [CDPV02]. L’inconv´enient de cette solution est que le protocole n´ecessite la connaissance
de la taille exacte du r´eseau. Donc, cette taille doit ˆetre constante. De ce fait, le protocole ne fonc-
tionne pas dans les r´eseaux dynamiques. Cet inconv´enient est r´esolu dans [BCV03] en utilisant une
composition de trois algorithmes.

Dans [CDPV03], Cournieret al ont propos´e des solutions instantan´ement stabilisantes pour
quatre probl`emes fondamentaux :réinitialisation du ŕeseau, calcul d’état global du système, élection
de leaderet détection de terminaison. Ces solutions sont bas´ees sur un protocole instantan´ement
stabilisant dePIR pour réseaux quelconques. En utilisant ces protocoles fondamentaux, les auteurs
montrent ensuite comment r´ealiser un protocole g´enérique capable de fournir une version instan-
tanément stabilisante d’une large classe de protocoles.

Enfin, il faut noter que des solutions instantan´ement stabilisantes ont ´eté propos´ees sur la synchro-
nisation de phase ([Nol02]), la diffusion simple [JADT02] dans un arbre et la construction d’arbres
binaires de recherche ([BDV05]).

3.2.3 Étude des performances

La complexit́e est l’étude formelle des performances d’un algorithme. La complexit´e s’intéresse
aux performances des algorithmes en termes detempset d’espace. Deux critères sont importants
dans d’évaluation d’une complexit´e d’un protocole :

1. La dépendance de cette complexit´e vis-à-vis de caract´eristiques du r´eseau comme, par exemple,
le nombre de sommets, le degr´e des processeurs, le diam`etre, etc. En fonction de ces d´epen-
dances, nous pouvons ´etablir des comparaisons entre les protocoles. Un protocole dont la com-
plexité dépend du nombre de processeurs sera g´enéralement plus coˆuteux qu’un protocole dont
la complexité dépend du degr´e des processeurs (i.e., le nombre de voisins des processeurs).
De plus, le fait qu’une complexit´e dépende de param`etres locaux (par exemple, le degr´e des
processeurs) ou de param`etres globaux (par exemple, le nombre de processeurs du r´eseau)
a une incidence sur la dynamicit´e du réseau : un r´eseau dont la m´emoire locale des proces-
seurs d´epend de param`etres locaux supportera plus facilement des modifications (par exem-
ple, l’ajout de processeurs) qu’un r´eseau dont les besoins en m´emoire locale des processeurs
dépendent de caract´eristiques globales du r´eseau.

2. Ensuite, les types des fonctions qui apparaissent dans cette complexit´e : constante, logarith-
mique, polynomiale, exponentielle. Ces fonctions sont tr`es importantes pour ´etablir l’ordre de
grandeur de la complexit´e.

Complexité en temps. Dans cette th`ese, nous restreignons notre ´etude aux protocoles de service.
Historiquement, les chercheurs en auto-stabilisation se sont int´eress´es presque exclusivement au
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temps de stabilisation pour comparer la complexit´e en temps des protocoles, notamment pour les
protocoles de service. Par d´efinition, les protocoles instantan´ement stabilisants ont un temps de stabi-
lisation nul. Cependant, si nous observons les protocoles de service instantan´ement stabilisants, nous
pouvons remarquer qu’un temps de stabilisation nul ne signifie pas que le service demand´e sera initié
imédiatement. Des crit`eres plus pertinents sont donc n´ecessaires pour permettre une comparaison
entre de tels protocoles. Ledélai (qui est aussi ´evaluable dans les protocoles auto-stabilisants) a ´eté
introduit dans [BDPV99c] en mˆeme temps que la stabilisation instantan´ee et permet une telle com-
paraison. D’autres crit`eres permettent d’analyser plus finement les protocoles de service stabilisants
[Cou02]. La multiplicité de ces crit`eres de comparaison peut permettre d’´ecrire des protocoles plus
performants. Nous allons maintenant lister (cette liste n’est pas exhaustive) les crit`eres que nous ju-
geons pertinents pour l’´etude de la complexit´e en temps des protocoles stabilisants (auto-stabilisation
ou stabilisation instantan´ee).

– Le temps de stabilisation. Partant de n’importe quel ´etat initial du syst`eme, le temps de stabi-
lisation d’un protocole correspond au temps maximal pour atteindre un ´etatà partir duquel le
système satisfait ses sp´ecifications.

– Le délai. Partant de n’importe quel ´etat initial du syst`eme, ledélai correspond au temps maxi-
mal avant que la premi`ere action de d´emarrage soit ex´ecutée. Cette mesure repr´esente donc le
temps nécessaire pour que le protocole initie le premier cycle de calcul. Par d´efinition, seuls
les protocoles instantan´ement stabilisants assurent que d`es la premi`ere action de d´emarrage, le
cycle de calcul initié soit effectu´e conformémentà sa sp´ecification. Par cons´equent, pour un
protocole instantan´ement stabilisant, cette mesure repr´esente le temps n´ecessaire pour initier
un cycle de calcul qui sera conforme aux sp´ecifications.

– Le nombre de fois òu le protocole doit être initi é pour obtenir un cycle de calcul conforme
aux sṕecifications. Par définition, pour n’importe quel protocole de service instantan´ement sta-
bilisant, ce nombre est ´egalà un. Par exemple, un protocole dePIR instantan´ement stabilisant
assure que lorsqu’un processeurp initie la diffusion d’un message :

1. Ce message sera rec¸u en un temps fini par tous les autres processeurs du r´eseau.

2. p recevra en un temps fini un accus´e de réception de ce message venant de chacun des
autres processeurs.

Pour la plupart des protocoles auto-stabilisants, comme par exemple [HC93, CDPV01b, Pet01],
le nombre de fois que le protocole doit ˆetre initié pour obtenir un cycle de calcul conforme aux
spécifications peut ne pas ˆetre borné. En effet, les cycles de calcul initi´es par ces protocoles
peuvent s’effectuer de mani`ere incomplète un nombre non born´e de fois. Cela est dˆu au fait
qu’il est possible d’avoir des ex´ecutions de ces protocoles o`u certains comportements anor-
maux s’effacent tr`es lentement alors que les cycles de calcul initi´es s’effectuent rapidement en
ignorant les comportement anormaux. Trouver des solutions auto-stabilisantes o`u le nombre
d’initialisations nécessaires pour obtenir un cycle de calcul conforme aux sp´ecifications est
borné peutêtre très intéressant car cela permet de retrouver la sˆureté enévitant d’itérer les
cycles de calcul ´eternellement. Par exemple, si pour un protocole dePIR auto-stabilisant cette
borne est ´egaleà k, alors l’initiateur peut assurer que tous les autres processeurs recevront un
messagem au moins une fois en initiant la diffusion dem au moinsk fois et, par extension, on
obtient un protocole instantan´ement stabilisant.

– Le nombre de fois òu un processeur peut participerà un calcul corrompu (i.e., un calcul
qui ne dépend pas causalement d’un cycle de calcul conforme aux sp´ecifications). Par exemple,
pour les circulations de jeton instantan´ement stabilisantes dans [CDPV06, CDV05b], cela cor-
respond au nombre de jetons non-initi´es qu’un processeur peut recevoir (cf. sections 5.4 et 5.5).
Ces protocoles de circulation de jeton instantan´ement stabilisants assurent l’unicit´e du jeton
dès le deuxi`eme jeton initié. Classiquement, la circulation de jeton est utilis´ee pour résoudre
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l’exclusion mutuelle : le jeton est vu comme un privil`ege et un processeur peut ex´ecuter la
section critique uniquement lorsqu’il d´etient un jeton. Donc, en utilisant un des protocoles de
circulation de jeton pr´ecédents ([CDPV06, CDV05b]) o`u le nombre de jetons non-initi´es qu’un
processeurp peut recevoir est born´e parn où n est le nombre de processeurs du r´eseau, nous
pouvons assurer quep exécutera la section critique au plusn+1 fois de manière non-exclusive.

– Le nombre de fois òu un processeur peut participerà un calcul corrompu sans le d́etecter
comme tel. Lorqu’un processeur d´etecte qu’il a particip´e à un calcul erron´e via un mécanisme
de correction, il peut agir ou plus simplement stopper le calcul en cours afin de limiter l’in-
fluence de ce calcul sur le reste du r´eseau. Par exemple, le protocole de PIR instantan´ement
stabilisant dans [CDV06b] garantit que chaque processeur peut recevoir au plus deux mes-
sages corrompus sans le d´etecter. Lorsqu’un message est d´etecté comme corrompu, le proces-
seur m’émet pas d’accus´e de réception pour ce message. Cette propri´eté est intéressante, par
exemple, en cas d’utilisation de ce protocole de PIR pour faire une r´einitialisation globale du
système (global reset). En effet, classiquement, les protocoles de PIR sont utilis´es pour faire
une réinitialisation globale du syst`eme comme suit :

1. L’initiateur diffuse un message d’arrˆet aux autres processeurs.

2. À partir de la réception de ce message, les processeurs bloquent tous leurs calculs sauf
ceux correspondant `a la réinitialisation.

3. Les processeurs r´einitialisent leurs variables juste avant d’´emettre leur accus´e réception
puis se d´ebloquent.

Dans ce cas, limiter le nombre d’´emissions d’accus´es de réception erron´es permet aussi de
limiter les réinitialisations locales inutiles.

– Le temps d’ex́ecution nécessaire pour effectuer le premier cycle de calcul conforme aux
spécifications. Cette mesure repr´esente le temps n´ecessaire pour ex´ecuter le premier service
conforme aux sp´ecifications. Pour un protocole de service instantan´ement stabilisant, ce temps
correspond au temps d’ex´ecution du premier cycle (complet) de calcul,i.e., le délai plus le
temps d’exécution du cycle de calcul `a partir d’une action de d´emarrage. Pour les protocoles
de service auto-stabilisants, ce temps correspond au d´elai plus le temps d’ex´ecution des cycles
de calcul non conformes aux sp´ecifications plus le temps d’ex´ecution d’un cycle de calcul
conforme aux sp´ecifications.

– Le temps d’ex́ecution nécessaire pour effectuer les cycles de calcul suivants. De manière
générale, pour un protocole de service stabilisant (auto-stabilisation ou stabilisation instan-
tanée), le pire des cas du temps d’ex´ecution d’un cycle (complet) de calcul conforme aux
spécifications correspond au pire des cas de l’ex´ecution du premier cycle conforme aux sp´eci-
fications. Par exemple, dans les protocoles `a vagues, le premier cycle de calcul conforme aux
spécifications permet de forcer la suppression des comportements dits “anormaux” (i.e., les
comportements non-initi´es inutiles au calcul du service fourni par le protocole) dˆus à unétat
initial quelconque. Suite `a ce cycle de calcul, tous les autres cycles d´emarrent `a partir d’un
étata priori moins problématique. Ce type d’´etat global correspond g´enéralement aux ´etats de
démarrage du syst`eme une fois que les comportements dˆus aux fautes transitoires ont ´eté sup-
primées.À partir d’un telétat global, le comportement du protocole se simplifie (par exemple,
les actions de corrections ne sont plus jamais activables) et le temps d’ex´ecution du cycle de
calcul s’accélère. Par exemple, la complexit´e en temps du protocole de circulation de jeton en
profondeur de [CDPV06] passe deO(n2) pas de calcul ´elémentaires pour le premier cycle `a
O(n) pas de calcul ´elémentaires pour les suivants o`u n est le nombre de processeurs.

– Le surcoût pour obtenir la propri été de stabilisation(auto-stabilisation ou stabilisation ins-
tantanée). Ce surcoˆut peutêtre évalué en terme de temps et de m´emoire. Pour le surcoˆut en
mémoire, il suffit d’étudier le rapport entre l’occupation m´emoire du protocole stabilisant et
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l’occupation mémoire du protocole non-tol´erant aux fautes le plus efficace en m´emoire. Pour
le surcoût en temps, nous ´evaluons le temps d’ex´ecution d’un cycle de calcul du protocole sta-
bilisantà partir d’unétat initial normal(i.e., un état global ne contenant aucun comportement
“anormal”, cf. définition 4.3.4, page 37). Ensuite, nous ´etudions le rapport entre la complexit´e
obtenue et le temps d’ex´ecution d’un cycle de calcul du protocole non-tol´erant aux fautes le
plus efficace en temps.

Complexité en espace. La complexité en espace d’un protocole s’´evalue en terme denombre
d’étatsou d’occupation ḿemoire.

– L’ état local d’un processeur est d´efini par la valeur de ses variables. La complexit´e en nombre
d’états correspond au nombre d’´etats locaux possibles que peuvent prendre les processeurs.

– En ce qui concerne l’occupation m´emoire, onévalue le nombre de bits n´ecessaires pour stocker
les variables internes des processeurs. L’occupation m´emoire se d´eduit aisément en fonction du
nombre d’états. En effet, l’occupation m´emoire d’un processeur est ´egaleà la somme des par-
ties entières par exc`es du logarithme en base deux du nombre de valeurs possibles de chacunes
des variables.

Obtenir des protocoles efficaces ne r´eclamant qu’un minimum de m´emoire sur les processeurs consti-
tue un enjeu important pour la recherche en stabilisation. De nombreux travaux, par exemple [Her91b,
Her92, FD94, JB95, Joh97, BDPV99c, PV99], traitent de l’efficacit´e en espace des protocoles. Un
autre intérêt de minimiser l’espace m´emoire est la simplification des protocoles et de leur analyse.
En effet, moins un protocole a d’´etats possibles, moins le nombre de cas `a étudier est important.
Il faut noter que pour certains probl`emes, comme par exemple lePIR dans l’arbre non orient´e
(cf. [BDPV99c]), il n’est pas possible d’obtenir une solution `a la fois optimale en complexit´e en
temps et en occupation m´emoire. Dans ce cas, il convient de trouver, au cas par cas, quel est le
meilleur compromis possible entre l’espace et le temps. En effet, il a ´eté montré que pour ce probl`eme
([BDPV99c]), si on souhaite obtenir une solution restreinte en occupation m´emoire, alors cette solu-
tion sera forc´ement coˆuteuse en complexit´e en temps. Inversement, si on souhaite obtenir une solution
optimale en temps, alors la solution sera coˆuteuse en occupation m´emoire.



Chapitre 4

Le Modèle

Dans ce chapitre, nous allons d´efinir le cadre th´eorique de cette th`ese. Pour cela, nous rappelle-
rons, tout d’abord, la d´efinition d’un système de transitions (section 4.1).À partir de cette d´efinition,
nous formaliserons la notion de syst`eme distribu´e (section 4.2). Enfin, nous pr´esenterons le mod`eleà
états : le mod`ele de calcul utilis´e pour décrire nos protocoles (section 4.3).

4.1 Syst̀eme de transitions

Un algorithme distribu´e est souvent mod´elisé comme une collection d’´evénements discrets. Cha-
queévénement correspond `a un changement atomique d’un ´etat du syst`eme vers un autre. Ce type de
système est g´enéralement d´ecrit à l’aide desyst̀emes de transitions(également appel´esautomates)
constitués d’états et de transitions ´etiquetées entre ces ´etats. Tel [Tel01] d´efinit un système de transi-
tions comme suit :

Définition 4.1.1 (Syst̀eme de transitions) Un système de transitionsest un tripletS = (C,�→,I) tel
que :

– C est un ensemble d’états,
– �→ est une relation binaire deC dansC,
– I est un sous-ensemble d’états deC dit “initiaux”.

Remarque 4.1.1La relation �→ étant un sous ensemble deC×C, tout couple d’́etats (α,β) ∈ �→ sera
not́e dans la suiteα �→ β.

Définition 4.1.2 (État terminal) SoitS = (C,�→,I) un syst̀eme de transitions.∀γ ∈ C, γ estterminal
si et seulement si il n’existe pas de transitionγ �→ γ ′ dans�→.

Définition 4.1.3 (Ex́ecution) UneexécutiondeS est une suitemaximalee = γ0, γ1, ...,γi, γi+1, ...
telle que :

– γ0 ∈ I.
– Pour tout couple d’́etats dee : (γi, γi+1), la transitionγi �→ γi+1 existe (γi �→ γi+1 sera alors

appeĺemouvementoupas de calcul).
– Sie est de longueur finie alors le dernierétat dee est unétat terminal.

La définition suivante formalise la notion d’état accessible. En fait, unétatγj estaccessibledepuis
un étatγi s’il existe une ex´ecution dans laquelleγi précédeγj.

Définition 4.1.4 (État accessible)Un étatγj estaccessiblèa partir deγi, not́e γi � γj, s’il existe
une ex́ecutione deS telle quee = γ0, . . ., γi, . . ., γj, . . ..
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4.2 Syst̀eme distribué

Nous allons mod´eliser un syst`eme distribu´e en utilisant les notions de graphe et de syst`eme de
transitions. Par la suite, nous utiliserons la terminologie relative aux graphes pour manipuler la topo-
logie d’un système distribu´e. Les définitions des termes usuels issus de la th´eorie des graphes peuvent
être trouvés dans le livre de Berge [Ber83] et celui de Aho et Ullman [AU92]. Nous rappelons, en
annexe (annexe A), quelques d´efinitions relatives aux graphes utilis´ees dans cette th`ese.

4.2.1 D́efinition

Un système distribu´e est généralement repr´esenté sous la forme d’un graphe non-orient´e connexe
G = (V ,E) tel que :

– V représente l’ensemble des processeurs o`u chaque processeurp est muni d’un syst`eme de
transitionsSp = (Cp,�→p,Ip),

– E représente l’ensemble des canaux bidirectionnels reliant les processeurs.
Le comportement de chaque processeurp est décrit par le syst`eme de transitionsSp aussi appel´e
algorithme local. Le protocole(ou algorithme distribúe) étant la collection de tous les algorithmes
locaux. Enfin, il faut noter que dans le cas d’un syst`eme distribu´e stabilisant nous avonsCp = Ip,
∀p ∈ V car un tel syst`eme peut d´emarrerà partir de n’importe quel ´etat initial.

4.2.2 Classification des systèmes distribúes

D’après [Lyn96], il est possible de classer les syst`emes distribu´es suivant plusieurs crit`eres :
– Anonyme. Un système distribu´e est ditanonymesi tous les processeurs sont strictement iden-

tiques et sont incapables de se distinguer de fac¸on déterministe des processeurs ayant le mˆeme
degré. Un syst`eme distribu´e est ditnon anonymesi les processeurs peuvent se distinguer (par
exemple en utilisant un identifiant unique). Dans le cas o`u un seul processeur se distingue des
autres, le r´eseau est ditenracińeet le processeur distingu´e est appel´e racinedu réseau. Les pro-
tocoles présentés dans cette th`ese fonctionnent sur des r´eseaux enracin´es quelconques. Dans la
suite, nous noteronsr la racine du r´eseau.

– Uniforme. Un système distribu´e est dituniformesi tous les processeurs ex´ecutent le mˆeme
algorithme et n’utilisent pas d’informations globales discriminantes telles que, par exemple,
des identités. Dans le cas contraire, le syst`eme est ditnon uniforme. Dans le cas o`u quelques
processeurs diff`erent de tous les autres de part leurs algorithmes ou l’utilisation d’informations
globales discriminantes, le syst`eme est ditsemi-uniforme.

4.2.3 Notations

Dans la suite, nous allons utiliser des notations relatives aux syst`emes distribu´es présentées ci-
dessous.

Nous noteronsE l’ensemble des ex´ecutions possibles d’un protocoleP dans le syst`emeS. Nous
noteronsC l’ensemble des ´etats d’un syst`eme. Nous noteronsEα le sous-ensemble des ex´ecutions
deE commencant par l’´etat (global)α. Nous utiliserons le grapheG, l’ensembleV et l’ensembleE
pour faire respectivement r´eférence au r´eseau, auxn processeurs et auxm canaux. Nous d´enoterons
le diamètre du réseau parD et le degré du réseau (i.e., la valeur maximale par parmi les degr´es locaux
∆p des processeursp) par∆.

Pour simplifier l’écriture des protocoles, nous nous ref`ererons au canal{p,q} dans l’algorithme
de p par l’étiquetteq. Nous supposerons que les ´etiquettes r´eférant aux canaux sont stock´ees dans
l’ensembleNeigp, ∀p ∈ V . Cet ensemble sera suppos´e constant et localement ordonn´e par la relation
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binaire≺p. Dans le cas d’un syst`eme distribu´e identifié, nous ref`ererons `a l’identité du processeurp
par la constanteIdp.

4.3 Modèleà états

Il existe de nombreux mod`eles permettant de mod´eliser un syst`eme distribu´ee parmi lesquels le
modèle à étatset le modèle à passage de messages. Ce dernier ´etant le plus proche de la r´ealité.
Les protocoles pr´esentés dans cette th`ese sont ´ecrits dans le mod`ele à états. Le mod`ele à états a ´eté
introduit par Dijkstra dans [Dij74]. La particularit´e de ce mod`ele est que chaque processeur du r´eseau
a un acc`es direct en lecture `a l’état local de tous ses voisins. Dans ce mod`ele, l’envoi et la réception
de messages sont simul´es par des acc`es en lecture. Donc, l’état locald’un processeur est d´efini par
la valeur de ses variables. Dans la suite, nous parlerons (par abus de langage) d’´etat pour référer à
l’ état local d’un processeur. Nous appelleronsconfigurationl’ état global du syst`eme,i.e., le produit
cartésien des ´etats de tous les processeurs du syst`eme. Dans le mod`ele à états, l’algorithme local
d’un processeur (aussi appel´e programme) est décrit par un ensemble fini de variables partag´ees et
un ensemble fini derègles(ouactions). Chaque r`egle est de la forme suivante :

< Etiquette > :: < Garde > → < Traitement > .

L’ étiquettepermet d’identifier une r`egle, elle sert essentiellement `a simplifier les explications et les
preuves. Lagarded’une règle dans le programme du processeurp est un prédicat booléen défini sur
des variables dep et de ses voisins. Letraitementrelatif à une règle dans le programme dep est une
suite d’instructions qui modifient une ou plusieurs variables dep.

La règleR est diteactivabledans une configuration donn´ee si et seulement si sa garde est vraie
dans cette configuration. Par abus de langage, nous dirons qu’un processeur est activable lorsque
l’une de ses r`egles est activable.

Dans le mod`eleà états, chaque mouvement d’une ex´ecution se d´ecompose en trois phases :

1. Tous les processeurs ´evaluent les gardes de leurs r`egles.
2. Un ordonnanceur, appel´e démon, choisit un ou plusieurs processeurs parmi les processeurs

activables.
3. Chaque processeur activable choisi ex´ecute une de ses r`egles activables (cette r`egle est aussi

choisie par le d´emon).

Les phases 1. et 3. sont ex´ecutées de mani`ere synchrone et atomique par les processeurs. L’asynchro-
nisme du mod`ele vient donc du d´emon puisqu’il est susceptible de retarder l’ex´ecution des r`egles
activables d’un ou plusieurs processeurs.

Dans cette th`ese, nous avons d´ecidé d’affecter des priorit´es entre les r`egles d’un mˆeme algorithme
afin de simplifier l’écriture des gardes de ces r`egles. Cette priorit´e suit l’ordre d’apparition des r`egles
dans le texte de l’algorithme. La premi`ere règle dans le texte est la plus prioritaire. Inversement,
la dernière règle dans le texte est la moins prioritaire.À partir de maintenant, lorsqu’un processeur
activable sera choisi par le d´emon, la règle qu’il exécutera sera la r`egle la plus prioritaire parmi
ses règles activables. Supposer des priorit´es sur les r`egles n’est pas restrictif par rapport au mod`ele
initial. En effet, des priorit´es sur les r`egles peuvent ˆetre facilement obtenues en r´eécrivant celle-ci.
Par exemple, supposons deux r`eglesR1 etR2 de la forme suivante :

R1 :: G1 → T1

R2 :: G2 → T2



34 Le Modèle

Pour queR1 devienne plus prioritaire queR2, il suffit de réécrireR2 comme une nouvelle r`egleR′
2

de la forme suivante :

R′
2 :: ¬G1 ∧ G2 → T2

En ce qui concerne l’ex´ecution concurrente de plusieurs protocoles, nous supposerons qu’ils s’ex´e-
cutent de mani`ere indépendante,i.e., lorsqu’un processeurp est choisi par le d´emon, il exécute, dans
le même mouvement et en fonction des priorit´es, une r`egle activable de chaque algorithme ayant des
règles activables pourp.

4.3.1 Les d́emons

Le démonest un mécanisme global ind´ependant des processeurs qui ordonnance l’ex´ecution en
choisissant quels sont les processeurs activables qui vont ex´ecuter une r`egleà chaque mouvement.
Il existe plusieurs types de d´emon dans la litt´erature. De mani`ere générale, un d´emon est d´efini en
fonction de deux crit`eres : larépartitionde ses choix et sońequit́e.

La r épartition du choix du démon. La répartition du choix d’un d´emon définit combien de pro-
cesseurs activables peuvent ˆetre choisis par le d´emonà chaque mouvement (tant que le syst`eme n’est
pas dans une configuration terminale). Il existe un certain nombre d’hypoth`eses sur la r´epartition du
démon dans la litt´erature des syst`emes distribu´es. Les plus courantes sont les suivantes :

– Le démon estcentral(ou séquentiel). Dans ce cas, le d´emon ne choisit qu’un seul processeur
activableà chaque mouvement.

– Le démon estdistribué. Le démon distribu´e choisit unà plusieurs processeurs parmi ceux qui
sont activables `a chaque mouvement.

– Le démon estsynchrone(ouparallèle). À chaque mouvement, le d´emon synchrone choisit tous
les processeurs activables.

L’ équité du démon. L’ équité du démon donne les conditions n´ecessaires pour qu’un processeur
activable soit obligatoirement choisi au cours d’une ex´ecution. Les hypoth`eses les plus courantes sur
l’ équité du démon sont les suivantes :

– Le démon estfortementéquitable. Toute exécution ordonnanc´ee suivant un d´emon fortement
équitable ne contient aucun suffixe infini dans lequel un processeur infiniment souvent activable
n’exécute jamais de r`egle.

– Le démon estfaiblementéquitable. Toute exécution ordonnanc´ee suivant un d´emon faible-
mentéquitable ne contient aucun suffixe infini dans lequel un processeur continˆument activable
n’exécute jamais de r`egle.

– Le démon estinéquitable. Un démon n’ayant aucune hypoth`ese particuli`ere sur son ´equité est
dit inéquitable. Dans ce cas, le d´emon est simplement suppos´e propre, i.e., tant qu’il existe
des processeurs activables, il en choisit au moins un lors de chaque mouvement. De ce fait,
un processeur est sˆur d’être choisi lors du mouvementγ �→ γ ′ si et seulement s’il est le seul
processeur activable dansγ.

Bien entendu, dans le cas synchrone, le d´emon est fortement ´equitable : tout processeur activable est
choisi dans le mouvement courant.

4.3.2 Les rondes

Deux unités de mesures sont classiquement utilis´ees pour ´evaluer les complexit´es en temps des
protocoles ´ecrits dans le mod`eleàétats : le nombre de mouvements et le nombre derondes(round). La
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ronde permet d’´evaluer le temps d’ex´ecution par rapport aux processeurs les plus lents tout en tenant
compte des r`egles. Le notion de ronde a tout d’abord ´eté définie par Dolev, Isra¨eli et Moran dans
[DIM97]. Puis, cette d´efinition aété remaniée par Cournier, Datta, Petit et Villain dans [CDPV02]
pour prendre en compte la notion deneutralisation de r̀egles.

Un processeurp subit une neutralisation durant le mouvementγ �→ γ ′ si p est activable dansγ
mais non activable dansγ ′ sans avoir ex´ecuté aucune r`egle durantγ �→ γ′. En fait, la neutralisation
de p correspond `a la situation suivante : un ou plusieurs voisins dep exécutent une r`egle durant
γ �→ γ′ et les changements occasionn´es par l’exécution de ces r`egles rendent toutes les r`egles dep
non activables dansγ ′.

En utilisant la notion de neutralisation, la notion de ronde est d´efinie comme suit ([CDPV02]) :

Définition 4.3.1 (Ronde) Étant donńee une ex́ecutione. La premìere ronde dee, not́ee e′, est le
préfixe minimal dee contenant, pour chaque processeur activable lors de la première configuration
de e, l’exécution d’une de ses règles ou la neutralisation du processeur. Soite = e ′e′′. La seconde
ronde dee correspond̀a la premìere ronde dee′′, etc...

La ronde est utilis´ee pourévaluer le temps d’ex´ecution par rapport aux processeurs les plus lents. In-
tuitivement, un processeur lent est un processeur continˆument activable qui est retenu d’agir `a cause
des choix du d´emon (seul le d´emon peut empˆecher un processeur activable d’agir). Or, lorsqu’un
processeur subit une neutralisation au cours de la ronde, il ne peut plus ˆetre consid´eré comme un
processeur lent : ce n’est pas le d´emon qui l’empêche d’agir, il ne souhaite tout simplement plus agir.
Donc, le comportement de ce processeur apr`es cette neutralisation ne doit pas ˆetre pris en compte
pour décider de la fin de la ronde. La notion deneutralisation de r̀eglespermet donc d’affiner les
mesures de complexit´e. D’ailleurs, les complexit´es en nombre de rondes obtenues avec la d´efinition
de [CDPV02] majorent celles obtenues avec la d´efinition de [DIM97]. En effet, la d´efinition de
[DIM97] diff ère uniquement par la non prise en compte la notion de neutralisation. Donc, la lon-
gueur des rondes (i.e., le nombre de mouvements) avec la d´efinition de [DIM97] est sup´erieure ou
égaleà la longueur des rondes avec la d´efinition de [CDPV02]. Par exemple, supposons qu’au cours
d’une ronde, un processeur subisse une neutralisation et devienne inactivable pour toujours. Avec la
définition de [DIM97], la ronde est alors de longueur infinie. Ce n’est pas forc´ement le cas avec la
définition de [CDPV02] : si le d´emon choisi pour les processeurs activables au cours du mouvement
suivant, alors la ronde termine dans la configuration suivante.

Dans le mod`ele à états, la notion de ronde est li´ee à l’équité du démon. Par exemple, toutes
les rondes d’une ex´ecution sous un d´emon faiblement ´equitable sont finis en nombre de mouve-
ments. En effet, par d´efinition, un démon faiblement ´equitable choisit en un temps fini tout proces-
seur continˆument activable. Donc, pour prouver qu’un protocole r´esout une tˆache sp´ecifiée avec un
démon faiblement ´equitable, il suffit de montrer qu’il ex´ecute cette tˆache en un nombre fini de rondes.
En effet, les rondes contenant un nombre fini de mouvements, l’ex´ecution de cette tˆache sera elle-
aussi finie en nombre de mouvements. En revanche, un d´emon inéquitable peut ne jamais choisir un
processeur continˆument activable lorsque celui n’est jamais le seul processeur activable. Donc, pour
certain protocole si on suppose un d´emon inéquitable, il est possible de construire des ex´ecutions
ayant une ronde infinie. Ainsi, le sch´ema de preuve pr´ecédent n’est pas suffisant pour prouver un
protocole sous un d´emon inéquitable. Le th´eorème suivant est un outil permettant de prouver qu’un
protocole fonctionne sous un d´emon inéquitable :

Théorème 4.3.1SoitT une t̂ache etSPT une sṕecification deT . Si toute ex́ecution d’un protocole
P sous un d́emon ińequitable contient un nombre fini de mouvements alors :

P satisfaitSPT sous un d́emon ińequitable si et seulement siP satisfaitSPT sous un d́emon
faiblement́equitable.
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Preuve. Soite une exécution deP sous l’hypothèse d’un d´emon inéquitable. Par hypoth`ese, chaque
ronde dee est finie en nombre de mouvements. D’apr`es la définition 4.3.1, cela signifie que chaque
processeur activable au cours de l’ex´ecutione exécute une r`egle activable deP ou subit une neutra-
lisation en un nombre fini de mouvements apr`esêtre devenu activable. En particulier, cette propri´eté
est vraie pour chaque processeur continˆument activable au cours de ex´ecutione. Donc, il n’existe
pas de processeur continˆument activable danse qui n’exécute jamais de r`egle. Ainsi,e est aussi
une exécution deP sous un d´emon faiblement ´equitable et, sans perte de g´enéralité, l’ensemble des
exécutions deP sous un d´emon inéquitable est ´egalà l’ensemble des ex´ecutions deP sous un d´emon
faiblementéquitable. D’où, le théorème est v´erifié. �

4.3.3 Mod̀eleà états et protocoles de service instantańement stabilisants

Gestion des reqûetes. Nous avons vu qu’un protocole de service initie, via une action de d´emar-
rage, un service suite `a la demande d’un processeur initiateur. Cette demande est effectu´ee via une
reqûeteextérieure au protocole. Pour les protocoles de service non-tol´erants aux fautes ainsi que la
plupart des protocoles de service instantan´ement stabilisants, cette notion de requˆete, bien qu’es-
sentielle, est implicite (i.e., elle n’apparaˆıt pas clairement dans le code des protocoles). Cependant,
chaque action de d´emarrage est suppos´eeêtre exécutée uniquement `a la suite d’une requˆete. En ce qui
concerne les protocoles de service auto-stabilisants nous avons vu que la notion de requˆete avait pu-
rement et simplement disparu car ces protocoles r´epètent les cycles de calcul `a l’infini afin d’assurer
la convergence du syst`eme (cf. section 3.2.2).

Dans cette th`ese, nous avons choisi d’expliciter les requˆetes dans le code de nos protocoles. Expli-
citer la requête permet de montrer que dans la plupart des cas, comme dans [CDPV04, CDV05b], les
protocoles de service instantan´ement stabilisants finissent par atteindre une configuration terminale
en cas d’absence totale de requˆetes.

Puisque nos protocoles sont ´ecrits dans le mod`eleàétats, nous g´erons les requˆetes via une variable
partagéeRequesti ∈ {Wait,In,Out}1 et définie comme entr´ee-sortie dans l’algorithme de chaque
initiateur i. Ensuite, nous consid´erons queRequesti = Wait signifie que l’initiateuri demande et
“attend” le service. Lors de l’initiation du service demand´e (i.e., lorsquei exécute une action de
démarrage relative au service demand´e),Requesti passe deWait àIn pour signifier que la requˆete a
été prise en compte par le syst`eme. Finalement,Requesti passe deIn àOut lorsquei décidera que le
service demand´e aété effectué. Donc, le syst`eme sera prˆet à exécuter une nouvelle requˆeteà partir du
processeuri uniquement lorsque la variableRequesti sera (à nouveau) ´egaleà Out. Naturellement,
les transitions deWait à In et deIn àOut sont gérées dans le code du protocole mˆeme, tandis que
la transition deOut à Wait est gérée de mani`ere externe (i.e., cela signifie qu’un autre protocole,
appelé application, doit effectuer cette transition). Il est important de noter que seules les transitions
citées précédemment sont autoris´ees : toutes les autres transitions, par exemple la transition deIn
versWait, sont interdites. Dans la suite, nous repr´esenterons l’action correspondant `a la requête
externe par la r`egleIR2 (cette règle est d´efinie pour chaque initiateuri) :

IR :: ApplicationRequest(i) ∧ (Requesti = Out) → Requesti := Wait;ApplicationReleasei;

Dans cette r`egle,ApplicationRequest(i) est un prédicat qui est vrai lorsqu’une application de l’ini-
tiateuri demande un service.ApplicationReleasei est une fonction qui contient le code que l’ap-
plication doit exécuter lorsque la requˆete est prise en compte par le syst`eme. En particulier,Appli-
cationRequest(i) doit devenir faux suite `a l’exécution deApplicationReleasei. Par la suite, nous

1Pouréviter toute ambigu¨ıté, cette variable pourra ˆetre notéeP .Request i pour faire référence `a la variableRequest i

spécifique au protocoleP .
2SignifieInterface Request.
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supposerons que, d`es qu’il est satisfait, le pr´edicatApplicationRequest(i) reste vrai continˆument
jusqu’à ce que la r`egleIR soit exécutée.

Configurations initiales normales d’un protocole mono-initiateur. La notion de légitimité n’est
pas discriminatoire en stabilisation instantan´ee : comme le syst`eme vérifie toujours ses sp´ecifica-
tions, toute configuration est consid´erée comme l´egitime. Cependant, pour les protocoles de service
instantan´ement stabilisants, nous distinguerons souvent un sous-ensemble de configurations diten-
semble des configurations initiales normales(cette distinction est aussi valable pour les protocoles
de service auto-stabilisant). En fait, les configurations initiales normales correspondent aux configu-
rations de d´emarrage du syst`eme une fois que les comportements “anormaux” dˆus aux fautes tran-
sitoires ontété supprimées. Cette notion permet notamment d’´etudier le surcoˆut de la stabilisation.
Nous définissons maintenant la notion de configuration initiale normale d’un protocole de service
mono-initiateur. Cette notion fait appel deux autres concepts d´efinis ci-dessous : lesconfigurations
originelleset lesconfigurations normales.

Les configurations originelles d’un syst`eme correspondent `a l’initialisation des variables du pro-
tocole dans un environnement sans panne avant la premi`ere exécution. Dans ce cas, tous les proces-
seurs sont en attente du d´emarrage de l’ex´ecution, démarrage qui sera assur´e par l’initiateur lorsque
celui-ci recevra une requˆete.

L’ensemble des configurations normales repr´esente l’ensemble des configurations possibles dans
une exécution n’ayant jamais subi de fautes.

L’ensemble des configurations initiales normales ne se limitea priori pas aux configurations de
l’ensemble des configurations originelles. En effet, en r´egime normal, un protocole mono-initiateur
peut démarrer un nouveau cycle de calcul `a partir d’une configuration dans laquelle des reliquats du
cycle de calcul pr´ecédent perdurent dans le r´eseau. Or, comme ces reliquats ne sont pas cons´ecutifs
à un comportement anormal du syst`eme, cette configuration initiale doit ˆetre consid´erée comme nor-
male (nous verrons un exemple de ce type de configuration dans la sous-section 5.4.1).

Définition 4.3.2 (Configuration originelle) Nous appelonsensemble des configurations originelles
d’un protocole de service mono-initiateurP le sous-ensemble de configurationsγ i vérifiant :

1. ∀p ∈ V , p n’est pas activable dansγi.

2. L’initiateur p vérifieRequestp = Out (i.e., p est pr̂et à recevoir une reqûete) dansγi.

3. L’initiateur p est activable dansγi+1 si et seulement sip reçoit une reqûete dansγi �→ γi+1

(i.e., la règleIR dep est ex́ecut́ee dansγi �→ γi+1).

Définition 4.3.3 (Configuration normale) Uneconfiguration normaledu protocole de service mo-
no-initiateurP est une configuration accessibleà partir d’une configuration originelle (les configu-
rations originelles incluses).

Définition 4.3.4 (Configuration initiale normale) Uneconfiguration initiale normaledu protocole
de service mono-initiateurP est une configuration normale deP, γi, où l’initiateur p vérifie :

– p n’est pas activable dansγi, et
– p est activable dansγi+1 si et seulement sip reçoit une reqûete dansγi �→ γi+1.
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Chapitre 5

Parcours en profondeur instantańement
stabilisants

Le parcours en profondeur(DFS : Depth-First Search) est le parcours s´equentiel le plus clas-
sique de la littérature [Tar72]. Le parcours en profondeur a de nombreuses applications. Dans les
systèmes distribu´es, il est principalement utilis´e pour résoudre le probl`eme d’exclusion mutuelle.
Cependant, il peut ˆetre utilisé pour résoudre de nombreuses autres tˆaches : par exemple, le calcul
d’arbre couvrant ([HC93]), la programmation par contrainte ([JSYZ04]), le routage par intervalle
([vLT87]) ou pourévaluer des propri´etés globales sur le r´eseau telles que les points d’articulation (cf.
[Tar72] et section 5.7).

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord d´efinir formellement le concept de parcours en profon-
deur (section 5.1). Nous proposons ensuite un ´etat de l’art non exhaustif sur les parcours en profon-
deur distribués (section 5.2). Puis, nous pr´esentons deux protocoles basiques de parcours en profon-
deur non-tolérants aux fautes, l’un dans le mod`eleà passage de messages et l’autre dans le mod`eleà
états. Nos solutions instantan´ement stabilisantes sont pr´esentées dans les sections 5.4 et 5.5. Nos deux
parcours en profondeur sont des protocoles instantan´ement stabilisants ´ecrits dans le mod`eleà états
(cf. section 4.3). Le premier (section 5.4) est bas´e sur des listes d’identit´es. Le second (section 5.5)
utilise un principe de question/r´eponse pour remplacer les listes d’identit´es. Il faut noter que ces deux
solutions fonctionnent sous l’hypoth`ese d’un d´emon distribu´e inéquitable : le d´emon le plus g´enéral
du modèleà états. Comme expliqu´e dans la sous-section 4.3.3, le code de ces deux protocoles fera ex-
plicitement référence aux requˆetes via la variable partag´eeRequest. Cependant, pour simplifier l’ana-
lyse des protocoles, nous ne tiendrons pas compte, dans un premier temps, de cette variableRequest
dans les preuves. Nous traiterons la gestion explicite de la requˆete dans une section ind´ependante
(cf. section 5.6) et notamment des r´epercussions au niveau de la complexit´e en temps. Enfin, nous
présenterons dans la section 5.7 deux applications instantan´ement stabilisantes pouvant ˆetre obte-
nuesà partir de nos deux protocoles de parcours en profondeur. Ces deux applications ´evaluent des
propriétés globales sur le r´eseau. La premi`ere application (cf. sous-section 5.7.3) est un calcul de
point fixe avec d´etection de terminaison. L’algorithme pr´esenté permet de marquer lespoints d’ar-
ticulation (définition A.2.15, page 161) et lesisthmes(définition A.2.16, page 161) du r´eseau. Les
points d’articulation (resp. les isthmes) sont des processeurs (resp. des canaux) dont la suppression
(suiteà une panne d´efinitive, par exemple) provoque la partition du r´eseau en plusieurs composantes
connexes. De plus, l’existence de points d’articulation ou d’isthmes dans le r´eseau peut ˆetre l’une
des causes d’apparition de congestions. L’identification des points d’articulation et des isthmes est
donc essentielle du point de vue de la tol´erance aux fautes. La seconde application (cf. sous-section
5.7.4) permet d’´evaluer si un ensemble fourni par l’application est unensemble śeparateur(définition
A.2.14, page 161) du r´eseau. Un ensemble s´eparateur (cutset) est un sous-ensemble de processeurs
du réseau dont la suppression (suite `a des pannes d´efinitives, par exemple) provoque la partition du
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réseau en plusieurs composantes connexes. La d´etection d’ensembles s´eparateurs est un probl`eme
important dans de nombreuses applications telles que l’´evaluation de la fiabilit´e des réseaux.

5.1 Définition

Le concept de parcours en profondeur est bas´e sur la notion de parcours s´equentiel. Donc, avant
de définir le parcours en profondeur (sous-section 5.1.2), nous allons d´efinir la notion de parcours
séquentiel (sous-section 5.1.1).

5.1.1 Protocoles de parcours śequentiel

Les protocoles de parcours en profondeur font partie d’une sous-classe des protocoles `a vagues
(définis page 21) : la classe des protocoles deparcours śequentiels. En algorithmique distribu´ee, ce
type de protocole utilise le plus souvent un objet particulier appel´e jeton. Les particularit´es d’un
protocole de parcours s´equentielP par rapport aux autres protocoles `a vagues sont les suivantes
[Tel01] :

1. Chaque vague deP a un seul initiateuri qui initie le calcul par une seule action de d´emarrage.
Cette action d´eclenche une action sur un et un seul voisin dei.

2. Pour tout processeurp, pour toute actiona autre que l’action de d´emarrage, soita est destin´ee
à déclencher une action sur un et un seul voisin dep, soita est une action de d´ecision.

Ces deux propri´etés impliquent que dans chaque vague exactement un processeur d´ecide. Nous disons
que le protocole se termine au processeurq lorsqueq décide. La derni`ere particularit´e d’un protocole
de parcours s´equentielP est la suivante :

3. Chaque vague deP se termine `a l’initiateur.

Les protocoles de parcours s´equentiel sont donc des protocoles `a vagues `a un seul initiateur et dont
le degré de parall´elisation est 1. Il faut noter que, mis `a part le parcours en profondeur, il existe
d’autres types de parcours. Par exemple, dans [Cha82, Seg83], les auteurs proposent (entre autres)
deux protocoles qui parcourent le r´eseau dans un ordre quelconque.

5.1.2 Parcours en profondeur

Le problème du parcours en profondeur est le suivant : `a partir de l’initiateur, il faut parcourir
(ou visiter) l’ensemble des processeurs du r´eseau de fac¸on séquentielle (g´enéralement en utilisant un
jeton) et le parcours doit s’acheminer en priorit´e via les processeurs non encore visit´es. Nous allons
maintenant donner une d´efinition formelle duparcours en profondeur(spécification 5.1.1). Pour cela,
nous allons notamment utiliser la notion dev-arête(définition 5.1.1).

Définition 5.1.1 (V-arête) Soit L = {p0,p1}, ..., {pi,pi+1}, ..., {pk−1,pk} la suite des ar̂etes tra-
verśees lors d’un parcours. Nous appelonsv-arêtedepi la premìere ar̂ete deL dontpi est incident.

Spécification 5.1.1 (Parcours en profondeur)Soit L = {p0,p1}, ..., {pi,pi+1}, ..., {pk−1,pk} la
suite des ar̂etes traverśees lors d’un parcours séquentiel. SoitEα l’ensemble de toutes les v-arêtes
deL. Le parcours associé àL est unparcours en profondeureffectúe à partir dep0 si et seulement si
le graphe partielGα(p0) = (V ,Eα) est un arbre couvrant en profondeur (cf. définition A.2.12, page
161).

Nous allons maintenant pr´esenter un ´etat de l’art (non exhaustif) des protocoles de parcours en pro-
fondeur distribu´e de la littérature.
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FIG. 5.1.1 – Un exemple de parcours en profondeur.

5.2 État de l’art

De nombreux protocoles de parcours en profondeur non tol´erants aux fautes ont ´eté propos´es
dans la littérature, par exemple, [Cha82, Che83, Awe85b, Cid88]. Ces protocoles ont ´eté écrits dans
le modèleà passage de messages (ce mod`ele est plus proche de la r´ealité que le mod`eleà états). Dans
le domaine des syst`emes auto-stabilisants, le probl`eme du parcours en profondeur auto-stabilisant
a tout d’abord ´eté considéré par Huang et Chen dans [HC93]. Cette solution utiliseΩ(∆ × n)
états (i.e., Ω(log ∆ + log n) bits) par processeur o`u n est le nombre de processeurs et∆ le degré
du réseau. Par la suite, de nombreuses solutions auto-stabilisantes ont ´eté présentées, par exemple,
[JB95, JABD97, DJPV00]. Dans tous ces articles ([HC93, JB95, JABD97, DJPV00]), les protocoles
présentés sont ´ecrits dans le mod`eleà états et ont un temps de stabilisation enΩ(n×D) rondes dans le
pire des cas (o`u D est le diam`etre du réseau). Dans [JB95, JABD97, DJPV00], les auteurs am´eliorent
l’occupation mémoire de [HC93] en passant deO(log n + log ∆) àO(log ∆) bits par processeur. Le
protocole de [DJPV00] offre la meilleure complexit´e en espace : 3(∆p + 1) pour chaque processeur
p �= r et 2(∆r +1) pourr. Récemment, Petit a propos´e dans [Pet01] un protocole de parcours en pro-
fondeur auto-stabilisant dont le temps de stabilisation est enO(n) rondes. Cependant, toutes les solu-
tions auto-stabilisantes propos´ees sont prouv´ees sous l’hypoth`ese d’un d´emon faiblement ´equitable.
Finalement, il faut noter que Petit et Villain ont propos´e une solution auto-stabilisante dans le mod`ele
à messages [PV97]. La premi`ere solution instantan´ement stabilisante pour ce probl`eme aété propos´ee
dans [PV99] mais pour des r´eseaux en arbres. Pour les r´eseaux enracin´es quelconques (except´e nos
solutions), il faut noter que le “transformateur” propos´e dans [CDPV03] (´ecrit dans le mod`eleà états)
permet de construire un protocole instantan´ement stabilisant de parcours en profondeur `a partir d’un
protocole construit pour un environnement sans faute. Cependant, avec ce transformateur, les solu-
tions obtenues ne fonctionnent qu’avec un d´emon faiblement ´equitable et peuvent ˆetre très coûteuses
en temps d’ex´ecution. En effet, ce transformateur g´enère des calculs d’´etat global du syst`eme pour
évaluer régulièrement un pr´edicat défini sur les variables du protocole `a transformer. Or, le nombre de
calculs d’état global g´enéré par le transformateur est ind´ependant du temps d’ex´ecution du protocole
initial.

Nous présentons maintenant deux protocoles simples de parcours en profondeur, l’un dans le mod`ele
à passage de messages, l’autre dans le mod`eleà états.
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FIG. 5.3.2 – Un exemple de parcours quelconque.

5.3 Deux exemples de protocoles non-tolérants aux fautes.

Dans le mod`eleà passage de messages, le protocole basique de parcours en profondeur ([Cha82])
fonctionne comme suit. Au d´ebut d’un parcours en profondeur, l’initiateur cr´ee un jeton et marque les
canaux de tous ses voisins comme “non visit´e”. Puis, il choisit un voisin commesuccesseurcourant
dans le parcours, lui envoie le jeton et marque son canal comme “visit´e”.

Lorsqu’un processeur — y compris l’initiateur — rec¸oit le jeton, celui-ci marque le canal de
l’ émetteur comme “visit´e”. Ensuite, s’il s’agit de la premi`ere réception du jeton alors le processeur
repère l’émetteur du jeton comme sonpèredans le parcours et marque les canaux de tous ses voisins
sauf celui de son p`ere comme “non visit´e”. Puis, dans tous les cas, le processeur ex´ecute les actions
suivantes :

– Soit tous les canaux du processeur sont marqu´es “visité” et, dans ce cas, si le processeur est
l’initiateur du parcours alors il d´ecide (et le parcours est termin´e) sinon il renvoie le jeton `a son
père.

– Soit le processeur a des canaux qui sont marqu´es “non visité”. Dans ce cas, si le processeur n’a
pas de successeur courant (c’est la premi`ere fois qu’il reçoit le jeton) ou si l’émetteur du jeton
est son successeur courant alors il choisit un (nouveau) successeur courant parmi ses voisins
dont le canal est marqu´e “non visité”, lui envoie le jeton et marque son canal comme “visit´e”.
Dans le cas contraire, le processeur renvoie le jeton `a l’émetteur.

La figure 5.1.1 nous montre un parcours en profondeur `a partir du processeurr pouvantêtre
exécuté avec le protocole pr´ecédent. Dans cette figure, les v-arˆetes sont repr´esentées par les lignes
pleines et nous pouvons remarquer qu’elles d´efinisssent un arbre couvrant en profondeur enracin´e
en r. Au contraire, le parcours pr´esenté dans la figure 5.3.2 n’est pas un parcours en profondeur. En
effet, il n’y a, par exemple, pas de relation ancˆetre/descendant entre les deux voisins 1 et 3, donc,
l’arbre défini par les v-arˆetes ne v´erifie pas la d´efinition A.2.12 (page 161) : ce n’est pas un arbre
couvrant en profondeur.

Dans cette th`ese, nous nous sommes int´eress´es au parcours en profondeur dans un r´eseau enracin´e
quelconque o`u la racine,r, correspond toujours `a l’initiateur du parcours. Ensuite, nos protocoles uti-
lisent une m´ethode classique des syst`emes distribu´es pour parcourir le r´eseau en profondeur d’abord.
Cette méthode est pr´esentée dans la remarque suivante :

Remarque 5.3.1Classiquement, dans le modèle à états, un parcours en profondeur est exécut́e en
utilisant un jeton.À partir de la racine (r), le jeton est pasśe de voisin en voisin via des processeurs
non visit́es jusqu’̀a ce qu’il atteigne un processeur ayant tous ses voisins visités.À partir de là, le
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jeton remonte dans l’arbre couvrant en construction via les liens pères jusqu’̀a ce qu’il atteigne un
processeurp vérifiant l’un de ses deux cas :

– p a des voisins non visité. Dans ce cas, le jeton est passé à un voisin non visit́e dep et le
parcours reprend comme préćedemment.

– p = r et tous les voisins dep sont visit́es. Dans ce cas,r décide de la terminaison du parcours.

Suivant la méthode pr´esentée dans la remarque 5.3.1, nous pr´esentons maintenant un protocole de
parcours en profondeur simple conc¸u pour un environnement sans faute et ´ecrit dans le mod`ele à
états. Ce protocole, appel´eDFS0, fonctionne dans des r´eseaux enracin´es de topologie quelconque.
Il est present´e dans les algorithmes 5.3.1 et 5.3.2.

Le protocoleDFS0 est divisé en deux phases :
– La phase de visiteoù un jeton visite les processeurs en profondeur d’abord (cette phase est

aussi appel´eecirculation de jeton).
– Laphase de nettoyageoù les traces du parcours sont effac´ees pour permettre `a la racine d’initier

une autre circulation de jeton.
Pour réaliser ces deux phases, chaque processeurp du protocole maintient les deux variables sui-
vantes :

– Sp ∈ Neigp ∪ {C,D}. Initialement, la variableSp estégaleà C (Clean) pour signifier quep
n’est travers´e par aucun parcours :p attend d’être visité par un nouveau parcours (i.e., il attend
de recevoir le jeton pour la premi`ere fois). LorsqueSp ∈ Neigp, cela signifie quep participe
au parcours courant et d´esigne le processeurSp comme un successeur courant dep dans le
parcours. Enfin,Sp = D (Done) signifie qu’un parcours est pass´e parp, que les visites de ce
parcours `a partir dep sont terminées et quep est en attente de nettoyage.

– Parp. Parp ∈ Neigp pour p �= r et Parp =⊥ pour p = r. Parp est utilisé pour pointer le
père dep dans le parcours courant,i.e., le voisin qui lui a envoy´e la première fois le jeton. Les
variablesPar permettent de garder une trace de l’arbre en profondeur suivi par le parcours `a
partir de la racine (les variablesPar ne sont jamais r´einitialisées). Par d´efinition, r n’a jamais
de père dans un parcours (r est l’initiateur), doncParr est une constante ´egaleà⊥. Contrai-
rementà la variableSp, la variableParp n’est pas essentielle pour effectuer un parcours en
profondeur, par exemple, un protocole de parcours en profondeur non-tol´erant aux fautes et
n’utilisant pas de pointeur p`ere est pr´esenté dans la th`ese de Petit [Pet98]. Cependant, nous
avons choisi d’utiliser le pointeur p`ere pour avoir une phase de visite similaire aux protocoles
instantan´ement stabilisants de parcours en profondeur pr´esentés dans la suite de cette th`ese.

Décrivons maintenant, `a partir de l’exemple fourni figure 5.3.3, le comportement de notre proto-
cole DFS0 (algorithmes 5.3.1 et 5.3.2). Initialement, le syst`eme est dans une configuration o`u
(Requestr = Out) ∧ (∀p ∈ V , Sp = C). Supposons que la racine,r, reçoive une requˆete (i.e.,
Requestr := Wait) via l’exécution de la r`egle externeIR. Suite à cette requˆete, le syst`eme se
retrouve dans une configuration similaire `a la configuration(i) de la figure 5.3.3. Dans cette configu-
ration, l’action de d´emarrage,i.e., la règleF de r, est l’unique règle activable du syst`eme.r exécute
donc sa r`egleF dans le premier mouvement ((i) �→ (ii)) : r amorce une phase de visite en d´esignant
comme successeur son voisin minimal dans l’ordre local≺r (i.e., r crée un jeton et l’envoie `a ce voi-
sin) et en affectantIn àRequestr pour signifierà l’application que sa requˆete aété prise en compte.
Dans le mouvement suivant ((ii) �→ (iii)), le successeur d´esigné p pointe son p`ere (r) avec sa va-
riable Parp et prolonge la phase de visite en d´esignant comme successeur son voisin non visit´e q
minimal dans l’ordre local≺p : p reçoit le jeton der puis l’envoieà q (règleF ). La phase progresse
ainsi séquentiellement dans la profondeur du r´eseau jusqu’`a atteindre un processeurq n’ayant plus
aucun voisin non visit´e (configurationiv). Lorsqu’il est atteint,q pointe son p`ere et affecte la valeur
D à sa variableSq : il renvoie le jetonà son père pour que celui-ci reprenne le parcours en changeant
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Algorithm 5.3.1 AlgorithmeDFS0 pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} initialisé àOut ;

Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Constante :Parp =⊥ ;

Variable : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} initialisé àC ;

Macro :
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
Leaf(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq = C))
Forward(p) ≡ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)
Clean(p) ≡ (Sp = D) ∧ Leaf(p)

Règles :
Phase de Visite :

F :: Forward(p) ∧ (Requestp = Wait) → Sp := Nextp ; Requestp := In ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;

Phase de Nettoyage :
C :: Clean(p) → Sp := C ; Requestp := Out ;

son successeur courant (r`egleF dans le mouvement(iv) �→ (v)). Dans le mouvement suivant, le
père deq affecte lui-aussi la valeurD à sa variableSq (il renvoie le jetonà son père) car il n’a plus
de voisin non visit´e (règleB). Le jeton remonte ainsi en suivant les pointeurs p`eres jusqu’`a atteindre
un processeur ayant encore des voisins non visit´es (le processeurr dans la configurationvii). Le
processeur d´esigne alors un nouveau successeur parmi ses voisins non visit´es et lui envoie le jeton en
exécutant sa r`egleB (cf. r dans le mouvement(vii) �→ (viii)). Ainsi, la phase de visite reprend `a par-
tir de ce nouveau succcesseur. En parall`ele de la remont´ee du jeton, la phase de nettoyage s’amorce.
Le nettoyage est effectu´e à partir des feuilles de l’arbre couvrant calcul´e (règleC). Un processeur
p �= r peut se nettoyer lorsque tout son sous-arbre a ´eté nettoyé et que plus aucun de ses voisins ne
participeà la phase de visite (∀q ∈ Neigp, Sq ∈ {C,D}). Par ce m´ecanisme, la phase de visite finit
par terminer `a la racine (mouvement(ix) �→ (x)). La phase de nettoyage se termine par la suite `a
la racine (mouvement(xi) �→ (xii)) : la racine se nettoie, via la r`egleC, après que tous ses voisins
se sont nettoy´es (mouvement(xi) �→ (xii)). La règleC de la racine est aussi utilis´ee pour signifier
à l’application que le parcours demand´e est termin´e et que le syst`eme est `a nouveau en attente de
requête (i.e., Requestr := Out).

Le protocoleDFS0 (cf. algorithmes 5.3.1 et 5.3.2) est asymptotiquement optimal en temps
d’exécution (O(n) mouvements). Il faut noter que la borne inf´erieure du temps d’ex´ecution de tout
parcours en profondeur dans un r´eseau enracin´e quelconque conc¸u pour un environnement sans faute
et écrit dans le mod`ele à états est exactement2(n − 1) mouvements (le nombre de mouvements
nécessaires pour parcourir les arˆetes de l’arbre couvrant dans les deux sens) et2(n − 1) rondes (le
parcours est s´equentiel,i.e. son degr´e de parall´elisation est 1). Un protocole ayant exactement cette
complexité en temps d’ex´ecution peut ˆetre facilement r´ealisé : il suffit de remplacer la phase de net-
toyage par un m´ecanisme utilisant deux couleurs (un tel protocole peut ˆetre trouvé dans la th`ese de
Petit, [Pet98]). Cependant, nous avons choisi de pr´esenter le protocoleDFS0 car sa phase de visite
sera réutilisée de mani`ere quasi identique dans les protocoles instantan´ement stabilisants de parcours
en profondeur pr´esentés dans la suite de cette th`ese.

Nous allons maintenant pr´esenter deux solutions instantan´ement stabilisantes pour le probl`eme de
parcours en profondeur dans un r´eseau enracin´e quelconque. Ces deux solutions ont la particularit´e
de fonctionner avec un d´emon distribu´e inéquitable. La premi`ere solution est bas´ee sur des listes
d’identités. La seconde utilise un principe de question/r´eponse pour remplacer les listes d’identit´es.
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FIG. 5.3.3 – Exemple d’ex´ecution deDFS0.

5.4 Premìere solution

La première solution que nous proposons est bas´ee sur l’utilisation de listes d’identit´es. Chaque
processeur maintient une liste d’identit´es durant le parcours. Ces listes d’identit´es représentent une
mémoire des processeurs visit´es par le parcours courant. Durant un parcours initi´e à la racine, nous
maintenons l’invariant suivant : la liste du processeur qui d´etient le jeton contient les identit´es de
tous les processeurs visit´es par le jeton. Cette solution a donn´e lieu à deux publications [CDPV04,
CDPV06].

Nous allons maintenant pr´esenter informellement notre protocole, appel´e protocoleDFS1, basé
sur des listes d’identit´es (sous-section 5.4.1). Ensuite, nous proposerons une preuve de la stabilisation
instantan´ee de ce protocole (sous-section 5.4.2). Puis, nous discuterons de la complexit´e du protocole
(sous-section 5.4.3) avant de conclure (sous-section 5.4.4).
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Algorithm 5.3.2 AlgorithmeDFS0 pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} initialisé àC ; Parp ∈ Neigp (non initialisé) ;

Macros :
Predp = {q ∈ Neigp :: Sq = p} ;
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
Leaf(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq = C))
Forward(p) ≡ (|Predp| = 1) ∧ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)
Clean(p) ≡ (Sp = D) ∧ Leaf(p) ∧ (∀q ∈ Neigp :: Sq ∈ {C,D})

Règles :
Phase de Visite :

F :: Forward(p) → Sp := Nextp ; Parp := (q ∈ Predp) ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;

Phase de Nettoyage :
C :: Clean(p) → Sp := C ;

5.4.1 Le protocole

Pour expliquer le fonctionnement du protocoleDFS1, nous allons, tout d’abord, pr´esenter son
principe de base. Puis, nous pr´esenterons son comportement `a partir d’une configuration initiale nor-
male. Enfin, nous expliquerons les m´ecanismes suppl´ementaires utilis´es pour assurer son fonctionne-
ment correct lorsqu’il d´emarreà partir d’une configuration initiale quelconque (phase de correction).

Principe. Le protocoleDFS1 reprend le principe des deux phases du protocoleDFS0 (i.e., la
phase de visiteet laphase de nettoyage).

En fonctionnement normal, la phase de visite s’effectue comme dans le protocoleDFS0. Cepen-
dant,à chaque premi`ere visite du jeton sur un processeur (r`egleF ), ce processeur ajoute son identit´e
dans la liste des processeurs visit´es (cette liste sera not´eeV isited). Une cons´equence de cette op-
tion est de simplifier la phase de nettoyage : nous pouvons autoriser un processeur `a se nettoyer d`es
lors qu’il n’est plus point´e par son p`ere puisqu’en figurant dans la liste il ne sera pas confondu avec
un processeur non visit´e. La contrepartie est que lors d’un d´emarrage de la racine, le syst`eme peut
contenir des processeurs qui ont encore leur variableS àD.

En démarrant d’une configuration quelconque, le syst`eme peut contenir plusieurs jetons, chacun
correspondant `a un parcours particulier. Lorsque le jeton du parcours initi´e parr rencontre un de ces
parcours anormaux, le processeur d´etenant ce jeton peut s’apercevoir de l’absence dans sa liste du
voisin appartenant `a un parcours anormal. Il attendra donc que ce voisin se nettoie grˆaceà laphase
de correction(présentée par la suite) afin de pouvoir l’int´egrerà son propre parcours.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un exemple de fonctionnement du protocoleDFS1 à
partir d’une configuration initiale normale en nous basant sur les figures 5.4.4 et 5.4.5. Dans ces deux
figures (et pour toutes les figures pr´esentées dans la suite de cette th`ese), nous montrons les valeurs
des variables uniquement lorsqu’elles ont une incidence sur le comportement du protocole.

Fonctionnement normal. Nous consid´erons comme configuration initiale normale du protocole
DFS1 toute configuration telle que (Sr = C ∧ Requestr = Out) ∧ (∀ p ∈ Neigr, Sp = C) ∧ (∀ q
∈ V \ Neigr, Sq ∈ {C,D}). Supposons que le syst`eme soit dans une configuration initiale normale
et que la racine du r´eseaur reçoive une requˆete (i.e., Requestr := Wait) par la règle externeIR.
Suiteà cette requˆete, le syst`eme se retrouve dans une configuration similaire `a la configurationi de la
figure 5.4.4. Dans cette configuration, les processeurs 2, 3 et 5 ont leur r`egleC activable et la racine,
r, a sa règleF activable. La r`egleC permetà un processeur de r´ealiser sa phase de nettoyage. Pour
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Algorithm 5.4.3 AlgorithmeDFS1 pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ées :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´es) ;Idp : identité dep ;

Constante :Parp =⊥ ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} ; V isitedp : ensemble d’identit´es ;

Macros :
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: (Idq′ /∈ V isitedp)}) si q existe, D sinon;
ChildV isitedp = V isitedSp si (Sp /∈ {C,D}), ∅ sinon;

Prédicats :
SetError(p) ≡ (Sp �= C) ∧ [(Idp /∈ V isitedp) ∨ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Idq ∈ V isitedp))]
Error(p) ≡ SetError(p)
ChildError(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Parq = p) ∧ (Sq �= C) ∧ ¬(V isitedp � V isitedq))
LockedF (p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: (Sq �= C))
LockedB(p) ≡ [∃q ∈ Neigp :: (Idq /∈ ChildV isitedp) ∧ (Sq �= C)] ∨ ChildError(p)
Forward(p) ≡ (Sp = C) ∧ ¬LockedF (p)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Parq = p) ∧ (Sq = D)) ∧ ¬LockedB(p)
Clean(p) ≡ (Sp = D)

Règles :
C :: Clean(p) ∨ Error(p) → Sp := C ;
F :: Forward(p) ∧ (Requestp = Wait) → V isitedp := {Idp} ; Sp := Nextp ; /* Démarrage */

Requestp := In ;
B :: Backward(p) → V isitedp := ChildV isitedp ; Sp := Nextp ;
T :: Forward(p) ∧ (Requestp = In) → Requestp := Out ; /* Terminaison */

un processeurq, cette phase consiste simplement `a affecterC à sa variableSq. La règleF de r est
l’action de démarrage du protocole : elle permet d’initier un nouveau parcours en profondeur. Dans
le mouvementi �→ ii, le processeur 5 se nettoie etr exécute sa r`egleF . La règleF de r réalise les
tâches suivantes :V isitedr est initialisé avec l’identité der, Idr ; ensuiteSr est initialisé en pointant
le processeur 1 qui est le voisin minimal der dans l’ordre local≺r ; enfin,Requestr reçoit In pour
signifier à l’application que la requˆeteémise a ´eté prise en compte par le syst`eme. Par sa r`egleF , r
crée le jeton et l’envoie `a1 (son voisin minimal dans l’ordre local≺r).

Dans la configuration suivante (ii), les processeurs 2 et 3 sont encore activables pour ex´ecuter leur
phase de nettoyage. Ensuite, nous pouvons remarquer que dans cette configuration, le processeur 1
(le successeur d´esigné der) n’est pas activable : 1 “attend” pour recevoir le jeton que tous ses voisins
p tels queSp = D et Idp /∈ PredV isited1 (i.e., V isitedr) exécutent leur phase de nettoyage. En
effet, grâceà l’ensembleV isited de son pr´edécesseur (PredV isited1 = V isitedr), le processeur 1
détecte que des processeurs non visit´es par le parcours courant n’ont pas encore ex´ecuté leur phase
de nettoyage (n.b. les processeurs 2 et 3). Dans le mouvementii �→ iii, 2 et 3 exécutent leur phase
de nettoyage (r`egleC) et le processeur 1 devient activable pour prolonger le parcours (r`egleF ).
Dans le mouvementiii �→ iv, 1 exécute sa r`egleF (n.b. 1 est leur seul processeur activable dans
la configurationiii) et reçoit le jeton. Par sa r`egleF , le processeur 1 d´esigne la racine comme son
père dans le parcours avecParp, affectePredV isited1 ∪ {Id1} (i.e., V isitedr ∪ {Id1}) àV isited1.
Ainsi nous maintenons l’invariant : l’ensembleV isited du processeur qui d´etient le jeton contient
toutes les identit´es des processeurs visit´es par le parcours. Finalement, la derni`ere tâche ex´ecutée
par la règleF consiste pour le processeur `a se choisir comme successeur son voisin minimal par≺1

parmi ceux qui ne sont pas encore visit´es. Cette tˆache est r´ealisée par l’affectationS1 := Next1. Le
successeur d´esigné de 1étant 4, 1 envoie le jeton `a 4. Dans les mouvements suivants (iv �→ v et
v �→ vi), similairement `a 1, 4 rec¸oit le jeton et l’envoie `a 5 (règleF ), puis, 5 rec¸oit le jeton et l’envoie
à 2 (règleF ). Dans la configurationvi, 2 est désigné comme successeur de 5 et n’a plus de voisin
non visité par le parcours courant. Par sa r`egleF , 2 désigne alors 5 comme son p`ere dans le parcours
(Par2 := 5), affectePredV isited2 ∪ {Id2} (i.e., V isited5 ∪ {Id2}) à V isited2. Enfin, comme 2
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Algorithm 5.4.4 AlgorithmeDFS1 pourp �= r
Entr ées :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ; Idp : identité dep ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} ; V isitedp : ensemble d’identit´es ;Parp ∈ Neigp ;

Macros :
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: (Idq′ /∈ V isitedp)}) si q existe, D sinon;
Predp = {q ∈ Neigp :: (Sq = p)} ;
PredV isitedp = V isitedq si (∃!q ∈ Neigp :: (Sq = p)), ∅ sinon;
ChildV isitedp = V isitedSp si (Sp /∈ {C,D}), ∅ sinon;

Prédicats :
NoRealParent(p) ≡ (Sp /∈ {C, D}) ∧ ¬(∃q ∈ Neigp :: (Sq = p) ∧ (Parp = q))
SetError(p) ≡ (Sp �= C) ∧ [(Idp /∈ V isitedp) ∨ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Idq ∈ V isitedp))

∨ (∃q ∈ Neigp :: (Sq = p) ∧ (Parp = q) ∧ ¬(V isitedq � V isitedp))]
Error(p) ≡ NoRealParent(p) ∨ SetError(p)
ChildError(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Parq = p) ∧ (Sq �= C) ∧ ¬(V isitedp � V isitedq))
LockedF (p) ≡ (|Predp| �= 1) ∨ (∃q ∈ Neigp :: (Idq /∈ PredV isitedp) ∧ (Sq �= C))

∨ (Idp ∈ PredV isitedp)
LockedB(p) ≡ (|Predp| �= 1) ∨ (∃q ∈ Neigp :: (Idq /∈ ChildV isitedp) ∧ (Sq �= C))

∨ChildError(p)
Forward(p) ≡ (Sp = C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (Sq = p)) ∧ ¬LockedF (p)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: (Sp = q) ∧ (Parq = p) ∧ (Sq = D)) ∧ ¬LockedB(p)
Clean(p) ≡ (Sp = D) ∧ (SParp �= p)

Règles :
C :: Clean(p) ∨ Error(p) → Sp := C ;
F :: Forward(p) → V isitedp := PredV isitedp ∪ {Idp} ; Sp := Nextp ; Parp :=(q ∈ Predp) ;
B :: Backward(p) → V isitedp := ChildV isitedp ; Sp := Nextp ;

détecte grˆaceà l’ensembleV isited2, qui est maintenant ´egalà {r,1,2,4,5}, que tous ses voisins sont
visités, le processeur 2 affecteD à S2 pour signifierà son père (5) que le parcours `a partir de lui
est terminé. D’où le jeton est renvoy´e à 5. Dans la configurationvii, le processeur 5 d´etecte que
le parcours `a partir de 2 est termin´e. Donc, 5 doit `a nouveau r´ecupérer le jeton pour continuer la
phase de visite via un de ses voisins non encore visit´es, si un tel processeur existe. 5 ex´ecute alors
la règleB (mouvementvii �→ viii) : 5 affecteChildV isited5 (i.e., V isited2) à V isited5. Ainsi,
nous maintenons l’invariant : l’ensembleV isited du processeur qui d´etient le jeton contient toutes
les identités des processeurs visit´es par le parcours et5 connait maintenant quels sont ses voisins
qui ont été visités par le parcours.5 peut alors d´esigner un nouveau successeur ou le cas ´echéant
affecterD à Sp comme nous l’avons vu pr´ecédemment (cf. la r`egleF ). Comme pour la r`egleF , en
exécutant la r`egleB, p récupère le jeton et le renvoie ensuite soit `a son père (si tous ses voisins sont
déjà visités) soità son nouveau successeur (un voisin non encore visit´e). Finalement, nous pouvons
remarquer que suite `a l’exécution de la r`egleB par5, le processeur2 devient activable pour ex´ecuter
sa phase de nettoyage. En effet, 2 ne fait plus partie du parcours courant et il doit donc se nettoyer
pour pouvoir recevoir le prochain parcours.

Par ce m´ecanisme, le parcours finit par terminer `a la racine par l’affectionSr := D lorsque tous
les processeurs ont ´eté visités (mouvementxii �→ xiii de la figure 5.4.5). La r`egleC de r devient
alors activable pour effectuer sa phase de nettoyage. Suite au nettoyage de la racine (mouvement
xiii �→ xiv de la figure 5.4.5), la terminaison devient effective par l’ex´ecution de la r`egleT qui affecte
simplementOut à Requestr pour signifierà l’application que le parcours demand´e est termin´e.
Finalement, suite `a l’exécution de la r`egle T , nous pouvons remarquer que le syst`eme atteint de
nouveau une configuration initiale normale o`u la racine est en attente de requˆete.

Phase de correction. À partir du fonctionnement normal deDFS1, nous pouvons remarquer que
lorsqu’un processeurp participeà un parcours initi´e par la racine, il satisfait certaines propri´etés. Ses
propriétés vont nous permettre de d´etecter certainsparcours anormaux, i.e., des parcours non-initi´es
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FIG. 5.4.4 – Un exemple d’un parcours effectu´e par le protocoleDFS1.
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FIG. 5.4.5 – Un exemple d’un parcours effectu´e par le protocoleDFS1 (suite).
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par la racine et de les ´eliminer afin de pr´eserver le syst`eme de tout interblocage. Premi`erement, pour
tout processeurp �= r, si p est dans une phase de visite initi´ee par la racine, tant qu’il n’a pas termin´e
cette phase de visite, il a un pr´edécesseurq et Parp pointe versq, i.e., p satisfait : (Sp /∈ {C,D})
⇒ (∃q ∈ Neigp :: Sq = p ∧ Parp = q). Le prédicatNoRealParent(p) permet de d´eterminer si
cette propriété n’est pas satisfaite parp. Ensuite, dans un fonctionnement normal, chaque processeur
maintient des propri´etés bas´ees sur son ensembleV isited et celui de ces pr´edécesseurs (si de tels
processeurs existent). En fait, dans chaque configuration,∀p ∈ V , p doit respecter les conditions
suivantes :

1. (Sp �= C) ⇒ (Idp ∈ V isitedp) carp inclut son identité dansV isitedp (cf. la règleF ) quand il
reçoit un nouveau jeton.

2. (Sp ∈ Neigp) ⇒ (IdSp /∈ V isitedp). En effet, lorsquep reçoit un nouveau jeton (r`egleF ), il
recopie d’abord l’ensembleV isited de son pr´edécesseur dans son ensembleV isitedp et, en-
suite, il se d´esigne un successeur (Sp) parmi ses voisins n’ayant pas leur identit´e dansV isitedp

(si de tels processeurs existent). Par la suite,V isitedp ne sera modifi´e que lorsqueSp renverra
le jetonà p. Par la règleB, p mettra alors son ensembleV isitedp à jour en fonction des vi-
sites effectu´eesà partir deSp et affectera soitD soit q tel queq ∈ Neigp ∧ Idq /∈ V isitedp

à Sp. Donc, dans tous les cas, `a partir d’une configuration initiale normale,p vérifie toujours
(Sp ∈ Neigp) ⇒ (IdSp /∈ V isitedp).

3. ((p �= r) ∧ (Sp �= C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (Sq = p) ∧ (Parp = q))) ⇒ (V isitedq � V isitedp) car,
pour les mêmes raisons que celle ´evoquées dans le point 2, tant quep �= r exécute sa phase de
visite,V isitedp doit strictement inclure l’ensembleV isited de son p`ere.

Si l’une de ces conditions n’est pas satisfaite parp, alorsp satisfaitSetError(p). Donc, dans le
protocoleDFS1, p détecte s’il est dans un ´etat “anormal”,i.e., (((p �= r) ∧ NoRealParent(p))
∨ SetError(p)) avec le prédicatError(p). Dans la suite, nous appelleronsracine anormaletout
processeurp vérifiant Error(p) (n.b. dans certains cas,r est une racine anormale, cf. le pr´edicat
Error(r) dans l’algorithme 5.4.3). Sip est une racine anormale, alors il doit se corriger ainsi que tous
les processeurs visit´esà partir de lui : leparcours anormalenraciné enp. Pour cela, nous corrigeons
simplementp en affectantC à Sp via la règleC (n.b., la règleC est la règle la plus prioritaire).
Donc, si, avant quep exécute sa r`egleC, son successeurq satisfait (Sp = q ∧ Parq = p ∧ Sq /∈ {C,
D}∧¬Error(q)), alors apr`es l’exécution de la r`egleC parp, q devient racine anormale `a son tour (`a
la place dep). Ces corrections vont donc se propager en suivant le parcours issu dep jusqu’à ce que
ce parcours ait compl`etement disparu. Cependant, en parall`ele de ces corrections, la phase de visite
issue dep (i.e., le jeton) peut progresser dans le r´eseau par l’ex´ecution de r`eglesF etB. Mais, nous
pouvons remarquer que, dans ce cas, l’ensembleV isited du processeur qui d´etient le jeton grandit
par les ex´ecutions successives des r`eglesF etB. Donc, comme la phase de visite ne se propage que
via des processeurs qui ne sont pas dans cet ensemble, ce parcours anormal ne peut pas se propager
infiniment longtemps. D’o`u, chaque phase de visite anormale (i.e., chaque parcours anormal) finit
parêtreéliminée.

Finalement, pour assurer la propri´eté de stabilisation instantan´ee, nous avons mis en oeuvre un
mécanisme visant `a rendre inactivable les r`eglesF et B d’un processeurp lorsque celui-ci d´etecte
une incohérence locale pour qu’il attende la correction de cette incoh´erence. Pour cela, nous avons
surcharg´e les gardes des r`eglesF etB avec les pr´edicatsLockedF etLockedB . En effet, les r`egles
F et B gèrent la progression des jetons. Or, en observant son ´etat local et celui de ses voisins, un
processeurp peut détecter que lui ou un de ses voisins est dans un parcours anormal et, dans ce
cas, se bloquer jusqu’`a la correction de ce parcours : les predicatsLockedF (p) et LockedB(p),
respectivement, dans les r`eglesF et B sont prévusà cet effet. Un processeurp se bloque dans son
parcours lorsqu’il satisfait l’une des quatre conditions suivantes :
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FIG. 5.4.6 – Exemple de correction d’un parcours anormal.

1. p a plusieurs pr´edécesseurs. Dans ce cas,p ou certains de ses pr´edécesseurs sont dans des
parcours anormaux. Bloquerp permet alors de stopper la progression de ces parcours jusqu’`a
leur correction.

2. p a un successeurq tel que ((Sq �= C) ∧ (Parq = p) ∧ ¬(V isitedp � V isitedq)). Dans ce cas,q
est une racine anormale etp attend queq se corrige pour qu’ensuiteq participeà son parcours.

3. p vérifieSp = C et est désigné comme successeur parq maisIdp est déjà dansV isitedq. Dans
ce cas,p détecte queq est une racine anormale etp ne doit donc pas participer au parcours de
q.

4. Certains voisins non visit´es dep ne sont pas encore nettoy´es,i.e., ils vérifient S �= C (cette
dernière condition est aussi utilis´ee lors d’un fonctionnement normal). Soit certains de ces
processeurs sont des processeurs d’un parcours “normal” pr´ecédent et sont lents `a se nettoyer,
soit, parmi ces processeurs, certains appartiennent `a des parcours anormaux. Dans tout les cas,
p attend le nettoyage de ces processeurs pour ensuite pouvoir effectuer le parcours dans le bon
ordre (i.e.dans un ordre induit par la profondeur d’abord).

La figure 5.4.6 illustre notre m´ethode de correction des parcours anormaux1. Dans la configu-
ration i de la figure, il existe une seule racine anormale : le processeur 4 et donc un seul parcours
anormal : ce parcours est constitu´e des processeurs 4 et 5. Dans cette configuration, le processeur 4
est activable pour se corriger (r`egleC) et le processeur 2 a sa r`egleF activable pour participer au

1Dans cette figure et comme pour les figures pr´ecédentes, nous montrons uniquement, par souci de simplicit´e, les
variables ayant une incidence sur l’ex´ecution du protocole.
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parcours anormal. En effet, de par son ´etat local, 2 ne peut pas d´etecter que 5 appartient `a un parcours
anormal. Enfin, nous pouvons remarquer que le processeur 1 n’est pas activable dans cette configura-
tion. En effet, la règleF de 1 n’est pas activable grˆace au pr´edicatLockedF (1) : 1 suspecte une erreur
car les identit´es des processeurs 2 et 4 ne sont pas dans l’ensembleV isitedr de son pr´edécesseur (r).
Donc,p pourra participer au parcours der uniquement lorsque 4 et 2 seront corrig´es. Dans le mouve-
menti �→ ii, 4 se corrige et 2 s’accroche au parcours anormal. Nous pouvons ensuite remarquer qu’`a
partir de la configurationii (et comme ´enoncé précédemment) le parcours anormal ne peut plus pro-
gresser dans le r´eseau en visitant de nouveaux processeurs grˆaceà l’ensembleV isited de son dernier
élément. Dans les mouvementsii �→ iii et iii �→ iv, le parcours finit de se corriger via l’ex´ecution de
règlesC et dans la configurationiv le parcours normal se d´ebloque car les voisins de 1 non-visit´es
par le parcours normal,i.e., 2 et 4, satisfont tousS = C.

5.4.2 Preuve de la stabilisation instantańee

Nous allons maintenant prouver que le protocoleDFS1 est un protocole instantan´ement stabi-
lisant de parcours en profondeur sous l’hypoth`ese d’un d´emon distribu´e inéquitable. Tout d’abord,
comme annonc´e au début de ce chapitre, nous rappelons que nous consid´ererons dans les preuves que
la valeur de la variableRequestr est transparente pour le protocole (la gestion explicite des requˆetes
sera traitée dans la section 5.6) : nous ne tiendrons pas compte de cette variable lors de l’´evalution
et de l’exécution des r`egles. Par exemple, nous supposerons que la garde de la r`egleF de r est sim-
plement le pr´edicatForward(r). Ensuite, la preuve de la stabilisation instantan´ee de notre protocole
sous un d´emon distribu´e inéquitable sera faite en deux ´etapes (conform´ement au th´eorème 4.3.1, page
35) :

(i) Tout d’abord, nous allons prouver queDFS1 est un protocole instantan´ement stabilisant de
parcours en profondeur en supposant un d´emon distribu´e faiblement ´equitable (ce d´emon est
moins général que le d´emon distribu´e inéquitable).

(ii) Puis, nous prouverons que chaque parcours effectu´e parDFS1 ne peut s’ex´ecuter qu’en un
nombre fini de mouvements.

Par ces deux propositions, nous pourrons alors d´eduire queDFS1 est un protocole instantan´ement
stabilisant de parcours en profondeur sous l’hypoth`ese d’un d´emon distribu´e inéquitable. En effet, la
proposition(ii) signifie qu’un démon distribu´e inéquitable ne peut pas empˆecher le protocoleDFS1
d’exécuter des parcours. Or, la proposition(i) assure queDFS1 vérifie ses sp´ecifications d`es le
premier parcours.

Avant de présenter la preuve de la stabilisation instantan´ee de notre protocole, nous allons d´efinir
les objets que nous allons utiliser dans les preuves et prouver certaines de leurs caract´eristiques.

Définitions et propri étés.

Définition 5.4.1 (Processeur pŕe-nettoýe) ∀p ∈ V , p est ditpré-nettoyési et seulement sip satisfait
[Clean(p) ∨ (Sp = D ∧ Error(p))].

Définition 5.4.2 (Racine anormale)∀p ∈ V , p est appeĺe racine anormalesi et seulement sip sa-
tisfait Error(p).

Définition 5.4.3 (Processeurs accroch́es) Soitp etq deux processeurs distincts.q est ditaccroché à
p si et seulement si (Sp = q) ∧ (Parq = p) ∧ ¬Error(q) ∧ (Sq �= C).
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Définition 5.4.4 (PAP : Partie Active d’un Parcours) Nous appelonsPAP (partie active d’un par-
cours) tout cheminP = p1, ...,pk deG tel que :

1. Sp1 /∈ {C,D}.

2. ∀i tel que1 ≤ i ≤ k − 1, pi+1 est accroch́e à pi.

Nous noteronsEI(P) l’extrémit́e initiale deP (i.e., p1), EF (P) l’extrémit́e finale deP (i.e., pk) et
|P| la longueur deP (= k − 1).

Lemme 5.4.1 Tout PAP est un chemińelémentaire.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe une configuration du syst`emeγ dans laquelle
il existe au moins un PAP qui n’est pas ´elémentaire. Cela signifie, en particulier, qu’il existe au
moins un PAPc1, ..., ck dansγ avecc1 = ck. Par la définition 5.4.4,∀i ∈ [1...k − 1], ci+1 est
accroché à ci. Donc, par la d´efinition 5.4.3,∀i ∈ [1...k − 1], nous avons (Sci

= ci+1) ∧ (Parci+1
=

ci) ∧ (Sci+1
�= C), et, comme¬Error(ci+1) et ¬Error(ci+1) ⇒ ¬SetError(ci+1), nous avons

aussi,V isitedci
� V isitedci+1

. Or, comme la relation d’inclusion est transitive, cela implique que
V isitedc1 � V isitedck

, c’està dire,V isitedc1 � V isitedc1 , une contradiction. �

Remarque 5.4.1D’après le lemme 5.4.1, nous savons que tout PAP est un chemin de longueur finie.
Donc,à partir de maintenant, nous allons considérer uniquement les PAP de longueur maximale.

Le lemme suivant montre que l’ensembleV isited de l’extrémité finale d’un PAP contient au moins
les identités de tous les processeurs de ce PAP sauf, peut-ˆetre, l’identité de son extr´emité initiale. En
effet, d’une part, dans un PAPP, seule l’extrémité initiale,EI(P), peut vérifier le prédicatError,
donc,EI(P) est le seul processeur dansP qui peut ne pas contenir son identit´e dans son ensemble
V isited. D’autre part, comme les autres processeurs deP vérifient¬Error, ils contiennent au moins
leur identité et les identit´es de l’ensembleV isited de leur prédécesseur dansP. D’où, par transitivité,
l’ensembleV isited de l’extrémité finale deP contient au moins les identit´es de tous les processeurs
deP sauf, peut-ˆetre, l’identité de l’extrémité initiale.

Pour prouver formellement ce lemme, nous allons utiliser une notion de “distance” entre un pro-
cesseurp appartenant `a un PAP et l’extr´emité initiale de ce PAP. SoitP un PAP. La distance entrep
etEI(P) (i.e., l’extrémité initiale deP), notéed(p,P), est définie récursivement comme suit :

– d(p,P) = 0, si p = EI(P).
– d(p,P) = d(q,P) + 1 où q est le processeur `a quip est accroch´e dansP, sinon.

Lemme 5.4.2 SoitP un PAP.P satisfaitV isitedEF (P) ⊇ {Idp :: p ∈ P ∧ p �= EI(P)}.

Preuve. Soit P un PAP. Pour prouver ce lemme, nous allons montrer par r´ecurrence surd(p, P)
que∀p ∈ P, V isitedp ⊇ {Idp′ :: p′ ∈ P ∧ d(p′, P) ≤ d(p, P) ∧ p′ �= EI(P)}. En effet, si nous
appliquons cette propri´eté àEF (P), le lemme est trivialement v´erifié.

Soit i le processeur deP tel qued(i, P) = 0. Par définition, i = EI(P) et il n’existe pas de
processeuri′ ∈ P tel qued(i′, P) ≤ d(EI(P),P) ∧ i′ �= EI(P). Cela signifie, en particulier, que
{Idi′ :: i′ ∈ P ∧ d(i′,P) ≤ d(i,P) ∧ i′ �= EI(P)} = ∅ et la récurrence est trivialement v´erifiée
d(i,P) = 0 (V isitedi ⊇ ∅).

Supposons maintenant que, pourd ≥ 0, ∀p ∈ P tel qued(p,P) ≤ d, p vérifieV isitedp ⊇ {Idp′ ::
p′ ∈ P ∧ d(p′,P) ≤ d(p,P) ∧ p′ �= EI(P)}.

Soitq ∈ P tel qued(q,P) = d+1. Commed(q,P) ≥ 1, par les d´efinitions 5.4.3 and 5.4.4, Sq �= C
∧ ¬SetError(q) (¬Error(q) ⇒ ¬SetError(q)). Donc,Idq ∈ V isitedq. Par la définition 5.4.4,
∃p ∈ P tel queq est accroch´e àp. De plus,q �= r (commeParr =⊥, par la définition 5.4.3,r ne peut
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être accroch´e à aucun processeur). Or, commed(p,P) = d, V isitedp ⊇ {Idp′ :: p′ ∈ P ∧ d(p′,P) ≤
d ∧ p′ �= EI(P)} par hypothèse de r´ecurrence. De plus, commeq �= r ∧ Sq �= C ∧ ¬SetError(q),
nous avonsV isitedp � V isitedq. D’où, V isitedq ⊇ ({Idp′ :: p′ ∈ P ∧ d(p′,P) ≤ d ∧ p′ �= EI(P)}
∪ {Idq}), c’està dire,V isitedq ⊇ {Idq′ :: q′ ∈ P∧d(q′,P) ≤ d(q,P)∧q′ �= EI(P)} et la récurrence
est vérifiée pour les processeursp tel quep ∈ P etd(p,P) ≤ d + 1. �
Nous allons maintenant diff´erencier deux types de PAP : les PAPs ditnormauxet les PAPs ditanor-
maux.

Définition 5.4.5 [PAPs normaux et anormaux] Nous appelonsPAP anormaltout PAPP tel que
Error(EI(P)). Nous appelonsPAP normal, tout PAP qui n’est pas anormal.

Remarque 5.4.2SoitP un PAP. Par d́efinition, siP est normal, alorsEI(P) = r. En revanche,
EI(P) = r n’implique pas forćement queP soit normal, en effet,r peut v́erifier Error(r).

Le lemme suivant montre que l’ensembleV isited de l’extrémité finale d’un PAP normal contient au
moins les identit´es de tous les processeurs du PAP.

Lemme 5.4.3 Tout PAP normalP vérifieV isitedEF (P) ⊇ {Idp :: p ∈ P}.

Preuve. Soit P un PAP normal. D’apr`es la remarque 5.4.2,EI(P) = r et commeSr �= C ∧
¬Error(r), nous avons aussiIdr ∈ V isitedr. Donc,V isitedEI(P) ⊇ {IdEI(P)}. Ainsi, le lemme
peutêtre vérifié par récurrence surd(x,P) comme dans la preuve du lemme 5.4.2. �
Nous introduisons maintenant la notion defutur d’un PAP. Cette notion nous permettra d’´etudier
l’ évolution d’un PAP au cours de l’ex´ecution. En particulier, lefutur immédiatd’un PAPP représente
la transformation subie parP après un mouvement. Un PAP peut disparaˆıtre après un mouvement.
Par convention, nous exprimerons parDeadP le fait que le PAPP ait disparu apr`es un mouvement.

Définition 5.4.6 (Futur immédiat d’un PAP) Soitγi �→ γi+1 un mouvement. SoitP un PAP exis-
tant dansγi. Nous appelonsF(P) le futur immédiatdeP dansγi+1 etF(P) est d́efini comme suit :

1. Si il existe un PAPP ′ dansγi+1 qui vérifie l’une des deux conditions suivantes :

(a) P ∩ P ′ �= ∅, ou

(b) SEF (P) dansγi estégal à EI(P ′) dansγi+1 et EI(P ′) a ex́ecut́e la règleF dansγi �→
γi+1

alorsF(P) = P ′,

2. Sinon, F(P) = DeadP . Dans ce cas,P sera ditmort.

Par convention, nous supposerons queF(DeadP) = DeadP .

La figure 5.4.7 illustre la notion de futur imm´ediat. Consid´erons, tout d’abord, les configurations
(a).i et (a).ii. La configuration(a).i contient un seul PAP :P = r, 1, 2. Ensuite, le processeur
3 exécute sa r`egleF dans le mouvement(a).i �→ (a).ii : 3 s’accroche `a P. Donc, le mouvement
(a).i �→ (a).ii illustre le cas 1.(a) de la définition 5.4.6 : dans la configuration(a).ii, F(P) = r, 1, 2,
3. La configuration(b).i contient aussi un seul PAP :P ′ = 1. De plus, les r`eglesC du processeur 1
etF du processeur 2 sont activables dans(b).i. Donc, si ces deux r`egles sont ex´ecutés dans le mˆeme
mouvement (i.e., 1 quitteP ′ et 2 s’accroche `aP ′), nous obtenons la configuration(b).ii qui illustre
le cas 1.(b) de la définition 5.4.6 : dans la configuration(b).ii, F(P ′) = 2. Enfin, notez que si seule
la règleC du processeur 1 avait ´eté exécutée lors de(b).i �→ (b).ii, P ′ aurait disparu et, dans ce cas,
F(P ′) auraitété égalàDeadP ′ dans(b).ii, i.e. le cas 2 de la d´efinition 5.4.6.

Avec la définition suivante, nous g´enéralisons la notion de futur imm´ediat.
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2 {r,3}

r {r} 1 {r,1} 2 {r,1,2}

4 {3,4} 3 {r,1,2,3}

r {r} 1 {r,1}

3 {3,4}4 {3,4}

2 {r,1,2}

r {r} 1 {r,1} 2 {r,1,2}

3 {3,4}4 {3,4}

pointe un successeurSpSp Parp{1,2}      Visited p = C

(a).i (a).ii

(b).i (b).ii

1     Idp

r {r} 1 {r,1}

3 {3,4}4 {3,4}

FIG. 5.4.7 – Exemples de futurs imm´ediats.

Définition 5.4.7 (Futur d’un PAP) Soite ∈ E , γi ∈ e etP un PAP dansγi. Nous d́efinissonsF k(P),
∀k ∈ N, le futur deP aprèsk mouvements danse à partir de la configurationγi comme suit :

1. F 0(P) = P,

2. F 1(P) = F(P) (le futur imḿediat deP),

3. Fk(P) = Fk−1(F(P)) (le futur deP aprèsk mouvements),si k > 1.

Lemme 5.4.4 SoitP un PAP. Tant queF k(P) �= DeadP (k ∈ N), V isitedEF (Fk(P)) contient exac-
tementV isitedEF (P) union l’ensemble des identités des processeurs qui se sont accrochésà P ou à
ses futurs jusqu’̀aFk(P)).

Preuve. SoitP un PAP dans la configurationγ0. Nous allons prouver ce lemme par r´ecurrence sur
k, le nombre de mouvements ex´ecutés depuisγ0.

Pourk = 0, la récurrence est triviallement v´erifiée (F0(P) = P).
Supposons qu’apr`esk mouvements (k ≥ 0), V isitedEF (Fk(P)) contient exactementV isitedEF (P)

union l’ensemble des identit´es des processeurs qui se sont accroch´es à P ou à ses futurs jusqu’`a
Fk(P)).

Étudions maintement la valeur deV isitedEF (Fk+1(P)) après le mouvementγk �→ γk+1.
– Si V isitedEF (Fk+1(P)) = V isitedEF (Fk(P)) alors, d’après les algorithmes 5.4.3 et 5.4.4, l’ex-

trémité finale deFk+1(P) est soit la mˆeme que celle deF k(P) (i.e., EF (F k(P))) soit le
prédécesseurp de EF (F k(P)) dansγk (dans ce cas,p a recopié V isitedEF (Fk(P)) dansV i-
sitedp en exécutant sa r`egleB). En particulier, cela signifie qu’aucun nouveau processeur ne
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s’est accroch´e à Fk(P) durantγk �→ γk+1 et, par hypoth`ese de r´ecurrence, la r´ecurrence est
vérifiée pourk + 1.

– Sinon (V isitedEF (Fk+1(P)) �= V isitedEF (Fk(P))). Dans ce cas, d’apr`es les algorithmes 5.4.3 et
5.4.4, l’extrémité finale deF k(P), i.e., EF (Fk+1(P)) correspond `a l’unique processeurp qui
s’est accroch´e àFk(P) en exécutant sa r`egleF dansγk �→ γk+1. Or, par l’exécution de cette
règle,V isitedp := V isitedEF (Fk(P)) ∪ {Idp} et, par hypoth`ese de r´ecurrence, la r´ecurrence est
vérifiée pourk + 1.

D’où, le lemme est v´erifié. �

Lemme 5.4.5 SoitP un PAP.∀ p ∈ V tel queIdp ∈ V isitedFE(P ), p ne peut pas s’accrocherà P.

Preuve. Soitγi �→ γi+1 un mouvement. SoitP un PAP existant dansγi. Supposons, par contradic-
tion, qu’un processeurp s’accroche `aP tandis queIdp ∈ V isitedFE(P ). Tout d’abord, par d´efinition
5.4.3,p �= r (en effet,Parr estégalà la constante⊥ doncr ne s’accroche jamais `a aucun PAP). En-
suite, d’après les algorithmes 5.4.4,p s’accroche `aP dansγi �→ γi+1 en exécutant sa r`egleF etF est
exécutée dansγi �→ γi+1 seulement si¬LockedF (p). Or,¬LockedF (p) ⇒ (Idp /∈ PredV isitedp)
⇒ (Idp /∈ V isitedFE(P )), contradiction. �
Nous déduisons le lemme suivant d’apr`es les lemmes 5.4.4 et 5.4.5.

Lemme 5.4.6 SoitP un PAP. Sip ∈ V s’accrocheà P, alorsp ne peut plus s’accrocher̀a Fk(P),
∀k ∈ N+.

Dans la suite, nous allons ´etudier l’évolution des PAPs au cours du temps. Donc, beaucoup de
résultats vont concerner les PAPs,P, et leurs futurs,F(P)k, ∀k ∈ N. Par souci de simplicit´e, à
partir de maintenant, lorsqu’il n’y aura pas d’ambigu¨ıté, nous parlerons simplement deP pour faire
référence `aP et ses futurs,F(P)k. Par exemple, nous pourrons reformuler le lemme 5.4.5 comme
suit : un processeur ne peut s’accrocher qu’une seule fois `a un PAP donn´e.

Preuve de la stabilisation instantańee en supposant un d́emon distribué faiblement équitable.
Nous supposons maintenant que le d´emon distribu´e est faiblement ´equitable. Sous cette hypoth`ese,
le nombre de mouvements par ronde est fini. Donc, comme nous avons d´efini le futur d’un PAP en
terme de mouvements, nous pouvons aussi l’´evaluer en terme de rondes. Soite ∈ E . SoitP un PAP
existant dans la configurationγi telle queγi ∈ e. Nous notonsFK

R (P) le futur deP aprèsK rondes
danse à partir deγi.

La premièreétape de notre preuve consiste `a montrer que le syst`eme ne contient plus de PAP anormal
en au plusn rondes,i.e., tout PAP anormalP de la configuration initiale satisfaitF n

R(P) = DeadP .

La remarque technique suivante est utilis´ee dans la preuve du lemme 5.4.7.

Remarque 5.4.3Dans un mouvementγi �→ γi+1, un processeurp peut affecterq ∈ Neigp à Sp

seulement siSq = C dansγi (cf. les pŕedicatsLockedF (p) etLockedB(p)).

Lemme 5.4.7 Lorsque la r̀egleC d’un processeurp est activable, elle reste activable jusqu’à ce que
p l’exécute.

Preuve. Pour prouver ce lemme, nous allons montrer que si la r`egleC d’un processeurp est activable
dans la configurationγi et quep n’exécute pas cette r`egle dansγi �→ γi+1, alors elle reste activable
dansγi+1.
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Tout d’abord, d’apr`es les algorithmes 5.4.3 et 5.4.4, la r`egleC de p est activable dansγi si et
seulement siClean(p)∨ ((p �= r) ∧ NoRealParent(p)) ∨SetError(p), avec en particulier,Sp �= C
dansγi. De plus,C est la règle la plus prioritaire dep donc cela signifie quep n’exécute pas de r`egles
dansγi �→ γi+1. Nous divisons maintenant notre ´etude en trois cas :

1. Supposons quep satisfaitClean(p) dansγi.
– Si p = r, alorsClean(p) est défini uniquement avec les variables der (Clean(p) ≡ (Sp =

D)). Donc, commer n’exécute pas de r`egle dansγi �→ γi+1, r satisfait encoreClean(r) et
sa règleC est encore activable dansγi+1.

– Si p �= r, alors, d’aprèsClean(p) (pourp �= r), SParp �= p ∧ Sp �= C dansγi. Commep
n’exécute pas de r`egle dansγi �→ γi+1, nous avons (par la remarque 5.4.3)SParp �= p∧Sp �=
C dansγi+1. Donc,Clean(p) reste vrai et la r`egleC dep reste activable dansγi+1.

2. Supposons quep satisfait ((p �= r) ∧ NoRealParent(p)) dansγi. Ce cas est similaire au cas
précédent pourp �= r. Donc,p reste activable dansγi+1.

3. Supposons quep satisfaitSetError(p) dansγi.
– Supposons que (Idp /∈ V isitedp) ∨ (Sp /∈ {C, D} ∧ IdSp ∈ V isitedp). Dans ce cas,

SetError(p) est vraià cause des variables dep uniquement. Or, commep n’exécute pas
de règle dansγi �→ γi+1, SetError(p) reste vrai et la r`egleC dep reste activable dansγi+1.

– Supposons que ((p �= r) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (Sq = p) ∧ (Parp = q) ∧ ¬(V isitedq �

V isitedp))) dansγi. Nous pouvons alors remarquer queSetError(p) dépend de l’état des
processeursp et q. Ensuite, commep n’exécute pas de r`egle dansγi �→ γi+1, si q n’exécute
pas de r`egle dansγi �→ γi+1, alors la règleC dep reste activable dansγi+1. Supposons alors
queq exécute une r`egle dansγi �→ γi+1. Le processeurq peut uniquement ex´ecuter sa r`egle
C dansγi �→ γi+1 (si Error(q) est satisfait). En effet, la r`egleB deq n’est pas activable `a
cause deChildError(q) et la règleF de q n’est pas activable carSq �= C. Maintenant, si
q exécuteC dansγi �→ γi+1, alors (Clean(p) ∨ NoRealParent(p)) est vrai dansγi+1 et la
règleC dep reste activable dansγi+1.

Dans tous les cas, sip n’exécute pasC dansγi �→ γi+1, alorsC reste activable pourp dansγi+1 et le
lemme est v´erifié. �

Théorème 5.4.1Le syst̀eme ne contient plus de PAP anormal en au plusn rondes.

Preuve. SoitP un PAP anormal. Par la d´efinition 5.4.5, nous avonsError(EI(P)) et la règleC
deEI(P) est continûment activable (Lemme 5.4.7). Or, comme le d´emon est faiblement ´equitable,
EI(P) exécute sa r`egleC en au plus une ronde. Ensuite, siF 1

R(P) �= DeadP , alors, par la d´efinition
5.4.5, la règleC de EI(F 1

R(P)) est aussi continˆument activable. Ainsi, tant qu’il existe des PAPs
anormaux, au moins un processeur se d´ecroche de chaque PAP anormal `a chaque ronde. Or, pour
chaque PAP anormalP, seuls peuvent s’accrocher `a P durant l’exécution, une fois et une seule,
les processeursp tel quep �= r (car la racine ne peut s’accrocher `a aucun PAP anormal) etIdp /∈
V isitedEF (P) (lemmes 5.4.4 et 5.4.5). Ensuite, par le lemme 5.4.2, le nombre de ces processeurs
est bornés par (n − 1) - (|P| - 1), i.e., (n − |P|) où |P| est la longueur deP dans la configuration
initiale. Donc, dans le pire des cas,n rondes sont n´ecessaires (i.e., |P| + (n − |P|)) pour décrocher
les processeurs initialement dansP et ceux qui se sont accroch´esàP durant l’exécution. D’où, pour
chaque PAP anormalP de la configuration initiale, nous avonsF(P)n

R(P) = DeadP , i.e., le système
ne contient plus de PAP anormal en au plusn rondes. �
Les lemmes et th´eorèmes suivants vont nous permettre de prouver, qu’`a partir de n’importe quelle
configuration initiale, la racine initie, via sa r`egle F , un parcours en un nombre fini de rondes
(théorème 5.4.3).



5.4 Première solution 61

Lemme 5.4.8 SoitP un PAP normal.P estmort après l’ex́ecution d’au plus2n − 2 actions d’ac-
crochage et de d́ecrochage.

Preuve. Soit e ∈ E une exécution. Soitγi une configuration dee. Supposons qu’il existe un PAP
normalP dansγi. D’après l’algorithme, deux types de r`egle peuvent ˆetre exécutées surP : F et B.
La règleF permetà un processeur de s’accrocher `aP. Tandis que l’ex´ecution de la r`egleB provoque
le décrochage de l’extr´emité finale deP (EF (P)) : en effet,à tout moment, seul le pr´edécesseurp
de l’extrémité finale d’un PAP peut ex´ecuter sa r`egleB et, par cette r`egle, soit il exécuteSp := D
soit il désigne un nouveau successeur.

Par les lemmes 5.4.5 et 5.4.6, seuls les processeursp tels queIdp /∈ V isitedFE(P ) dansγi peuvent
s’accrocher `aP durant l’exécution (via la règleF ) et cela au plus une fois. Donc, au plusn − |P|
processeurs peuvent s’accrocher `aP où |P| est la longueur deP dansγi (lemme 5.4.3).

Ensuite, dans le pire des cas, apr`es quen − 2 processeurs se sont d´ecrochés deP via l’exécution
de la règleB par leurs pr´edécesseurs, le syst`eme est dans une configuration o`u P vérifie |P| = 2 et
une seule r`egle peut ˆetre exécutée surP : le père deEF (P), i.e., EI(P), peut exécuter sa r`egleB. Or,
par le lemme 5.4.4, dans cette configuration,V isitedEF (P) = {Idq :: q ∈ V }. Donc, par l’exécution
de la règleB, EI(P) affecteD àSEI(P) (cf. NextEI(P)) etP disparaˆıt (F(P) = DeadP).

Ainsi, dans le pire des cas,P est mort apr`es avoir subi l’ex´ecution den − |P| + (n − 2) + 1
règles où |P| est la longueur deP dansγi. Ce nombre est maximal avec|P| = 1 dansγi, i.e., 2n− 2
règles. �

Lemme 5.4.9 Soit P un PAP normal. Si il n’existe pas de PAP anormal dans le système, alors
F2n−1

R (P) = DeadP .

Preuve. Soit e ∈ E une exécution. Soitγi ∈ e une configuration dee dans laquelle il existe un
unique PAP : le PAP normalP.

Tout d’abord,à partir deγi, pour tout processeurp, si p /∈ P, alorsSp = C ou p est pré-nettoyé.
Ensuite, tous les processeurs pr´e-nettoyés dansγi ont leur règleC continûment activable (Lemme
5.4.7) et comme le d´emon est faiblement ´equitable, ils ex´ecutent leur r`egleC en au plus une ronde.
Donc, après au plus une ronde `a partir deγi, tout processeur pr´e-nettoyé existant dans le syst`eme
a été généré pendant l’ex´ecution par le PAP normalP. D’où, ∀k ≥ 1, si Fk

R(P) �= DeadP , alors
les identités de tous les processeurs pr´e-nettoyés sont dans l’ensembleV isitedEF (Fk

R(P)) (cf. lemme
5.4.4). Donc,∀k ≥ 1, siF k

R(P) �= DeadP , deux cas sont possibles au d´ebut de la (k + 1)ème ronde
à partir deγi :

– SEF (Fk
R(P)) = D. Soitp le père deEF (Fk

R(P)). Tout d’abord, puisqu’il n’existe plus de PAP
anormal, nous avons|Predp| = 1. Ensuite, par la discussion pr´ecédente et le lemme 5.4.3,
nous savons que les identit´es de tous les processeurs pr´e-nettoyés ainsi que les identit´es de tous
les processeurs deFk

R(P) sont dans l’ensembleV isitedEF (Fk
R(P)). De plus,ChildV isitedp =

V isitedEF (Fk
R(P)). Donc,∀q ∈ Neigp tel queIdq /∈ ChildV isitedp, nous avonsSq = C. D’où,

p satisfaitBackward(p) ∧ ¬LockedB(p) et sa règleB est continûment activable car, except´e
p, seul les processeurs pr´e-nettoyés peuvent ex´ecuter une r`egle : la règleC.

– SEF (Fk
R(P)) �= D. Soit p le processeur tel quep = SEF (Fk

R(P)). Comme pr´ecédemment, nous
avons|Predp| = 1 et ∀q ∈ Neigp tel queIdq /∈ PredV isitedp, q satisfaitSq = C. D’où, p
satisfaitForward(p) ∧ ¬LockedF (p) et la règleF dep est continûment activable.

Donc, après une ronde `a partir deγi, au début de chaque nouvelle ronde, exactement une r`egle
permettant de faire progresser le PAP normal est continˆument activable jusqu’`a ce qu’il soit mort.
Dans le pire des cas, une r`egle est bien ex´ecutée sur le PAP normal par ronde et, par le lemme 5.4.8,
nous avonsF 1+(2n−2)

R (P) = DeadP , i.e., F 2n−1
R (P) = DeadP . �

Par le théorème 5.4.1 et le lemme 5.4.9, nous obtenons :
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Théorème 5.4.2Tout PAP normalP satisfaitF 3n−1
R (P) = DeadP .

Théorème 5.4.3À partir de n’importe quelle configuration initiale,r exécute sa r̀egleF après au
plus3n rondes.

Preuve. À partir de n’importe quelle configuration initiale, le syst`eme atteint en au plus3n − 1
rondes une configurationγi telle que∀p ∈ V , Sp ∈ {C,D} (théorèmes 5.4.1 et 5.4.2). Dansγi,
∀p ∈ V tel queSp = D nous avonsSParp �= p. Donc, chaquep est pré-nettoyé et a sa r`egleC
continûment activable (lemme 5.4.7). Or, comme le d´emon est faiblement ´equitable, dans le pire des
cas, apr`es une ronde, nous avons∀p ∈ V , Sp = C et, la règleF de r est activable dans le syst`eme.
D’où, à partir de n’importe quelle configuration initiale,r exécute sa r`egleF après au plus3n rondes.
�
Le théorème suivant montre que tout parcours initi´e parr est un parcours en profondeur d’abord du
réseau.

Théorème 5.4.4À partir de n’importe quelle configuration où r ex́ecute la r̀egleF , DFS1 ex́ecute
un parcours en profondeur du réseau.

Preuve. Supposons que le syst`eme démarreà partir d’une configurationγα où ∀p ∈ V , Sp = C. À
partir deγα, r crée un jeton par sa r`egleF et ce jeton est unique dans r´eseau. Ensuite, comme expliqu´e
dans la section 5.4.1, pendant tout le parcours, le syst`eme vérifie l’invariant suivant : l’ensemble
V isited du processeur qui d´etient le jeton contient les identit´es de tous les processeurs visit´es par le
jeton. Ensuite, `a chaque ex´ecution des r`eglesF etB, le processeur qui d´etient le jeton connait, grˆace
V isitedp, qui a été visité parmi ses voisins et, via la macroNextp, soit p affecteD à Sp car tous
ses voisins ont d´ejà été visité (dans ce cas, leurs identit´es sont dansV isitedp) soitp affecteq où q le
voisin non-visité minimum dans l’ordre local≺p (i.e., le voisin minimum dep dans l’ordre local≺p,
q, tel queIdq /∈ V isitedp) àSp. D’où, à partir deγα, un parcours en profondeur du r´eseau est r´ealisé
à partir der en suivant la m´ethode pr´esentée dans la remarque 5.3.1.

Supposons maintenant que le syst`eme démarreà partir d’une configuration quelconque (en par-
ticulier, une configuration diff´erente deγα). Dans ce cas, le syst`eme peut contenir des processeurs
pré-nettoyés et des PAPs anormaux. Cependant, nous allons maintenant montrer que ces processeurs
pré-nettoyés et ces PAPs anormaux peuvent seulement ralentir la progression du PAP normal,P, créé
lors de l’exécution de la r`egleF de r : en fait, nous allons montrer qu’en d´epit de ces objets (pro-
cesseurs pr´e-nettoyés et PAPs anormaux),P évolue dans le r´eseau de la mˆeme mani`ere que s’il avait
été créé à partir de la configurationγα. Pour cela, supposons quer exécute sa r`egleF dansγ �→ γ ′.
Par la règleF , r désigne comme successeur son voisin minimal dans l’ordre local≺r (en effet, grâce
à ¬LockedF (r), r exécuteF seulement si∀p ∈ Neigr, Sp = C). Ensuiteà chaque configuration
atteinteà partir deγ ′ (γ′ incluse), deux cas sont possibles en fonction deSFE(P ) :

– SFE(P) = p, i.e., p est le successeur deFE(P). Dans ce cas, aucun processeur dansP est
activable tant quep ne s’accroche pas `aP (règleF ). Ainsi,P est en “attente” jusqu’`a ce quep
s’accroche. Cependant,p ne peut s’accrocher `aP tant que l’une de ces conditions est satisfaite :

1. p a plusieurs pr´edécesseurs,

2. Sp �= C,

3. p a un seul pr´edécesseur mais un de ses voisins non-visit´esq vérifie Sq �= C. (n.b., par
PredV isitedp, p connait l’ensemble de ses voisins visit´es parP, lemme 5.4.4)

Clairement, ces conditions sont satisfaites `a cause de l’existence de processeurs pr´e-nettoyés
et/ou de PAPs anormaux. Or, nous savons que, d’une part, les processeurs pr´e-nettoyés se
nettoient en un temps fini (leur r`egleC est continument activable, cf. lemme 5.4.7) et, d’autre
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part, on sait que le syst`eme ne contient plus de PAP anormal en un temps fini (lemme 5.4.1).
Donc,p finit par s’accrocher `aP etp choisit (en utilisant l’ordre local≺p) un successeur parmi
ses voisins non-visit´es (i.e., des voisinsq tels queIdq /∈ V isitedp), si un tel processeur existe
encore, sinon il affecteD àSp (cf. macroNextp).

– SFE(P) = D. QuandSFE(P) = D, cela signifie que le parcours `a partir deFE(P) est terminé
et le père deFE(P), q, doit continuer le parcours en d´esignant un nouveau successeur, si
possible, en utilisant sa r`egleB. Or, dans ce cas,q est le seul processeur deP qui peut exécuter
une règle etq attend jusqu’`a ce que tous ses voisins non-visit´es satisfassentS = C (grâceà
ChildV isitedq, q connait l’ensemble de ses voisins visit´es parP, lemme 5.4.4). D’o`u, comme
pour le cas pr´ecédent,q exécuteB en un temps fini et, par la r`egleB, q choisit, en fonction
de≺q, un voisin non-visit´e comme successeur si de tels processeurs existent encore, sinon il
affecteD àSq (cf. la macroNextq).

Ainsi, en démarrant `a partir d’une configuration quelconque et en d´epit des processeurs pr´e-nettoyés
et des PAPs anormaux qui peuvent exister, le PAP normalP évolue dans le r´eseau de la mˆeme
manière que s’il avait d´emarré à partir de la configurationγα et le théorème est v´erifié. �
D’après la remarque 3.2.1 et les th´eorèmes 5.4.3 et 5.4.4, nous pouvons d´eduire le théorème suivant :

Théorème 5.4.5DFS1 est un protocole instantanément stabilisant de parcours en profondeur sous
un d́emon distribúe faiblement́equitable.

Preuve de la stabilisation instantańee en supposant un d́emon distribué inéquitable. Nous
avons montr´e queDFS1 est un protocole instantan´ement stabilisant de parcours en profondeur sous
un démon faiblement ´equitable (th´eorème 5.4.5). Donc, pour prouver la stabilisation instantan´ee du
protocole sous l’hypoth`ese d’un d´emon inéquitable, il reste `a montrer que chaque parcours ex´ecuté
par notre protocole est r´ealisé en un nombre fini de mouvements (cf. premier paragraphe de la sous-
section 5.4.2).

Pour cela, nous allons tout d’abord montrer que chaque PAP anormal disparaˆıt après l’exécution d’un
nombre fini d’accrochages et de d´ecrochages.

Lemme 5.4.10Soit P un PAP anormal.P est mort après l’ex́ecution d’au plus2n − 1 actions
d’accrochage et de d́ecrochage.

Preuve. Soit e ∈ E une exécution. Soitγi une configuration dee. Supposons qu’il existe un PAP
anormalP dansγi. D’après l’algorithme, les trois types de r`egle peuvent ˆetre exécutés surP. La règle
F permetà un processeur de s’accrocher `aP. L’exécution de la r`egleB provoque le d´ecrochage de
l’extrémité finale deP (EF (P)) : en effet,à tout moment, seul le pr´edécesseurp de l’extrémité
finale d’un PAP peut ex´ecuter sa r`egleB et, par cette r`egle, soit il exécuteSp := D soit il désigne un
nouveau successeur. Enfin, la r`egleC supprime l’extrémité initial du PAP.

Tout d’abord, nous avons montr´e dans la preuve du lemme 5.4.8 que le nombre de processeurs
qui peuvent s’accrocher `a P durant l’exécution est born´e parn − |P| où |P| est la longueur deP
dansγi.

Ensuite, dans le pire des cas,n processeurs doivent ˆetre enlev´es deP, i.e., |P| + n − |P| pour
queP meure. Donc, au plusn règlesB ouC sont exécutées surP avant queP ne disparaisse.

D’où, dans le pire des cas,P est mort apr`esn− |P| règlesF (maximal pour|P| = 1) etn règles
B ouC, i.e., 2n − 1 règles. �
Le théorème suivant montre qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale la racine initie, via
sa règleF , un parcours en un nombre fini de mouvements.
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Théorème 5.4.6À partir de n’importe quelle configuration initiale,r exécute sa r̀egleF enO(n2)
mouvements.

Preuve. Dans une configuration initiale, le syst`eme peut contenir :
– Un PAP normal non-initi´e parr.
– O(n) PAPs anormaux.
– O(n) processeurs pr´e-nettoyés.

Ensuite, chaque PAP (normal ou anormal) engendreO(n) processeurs pr´e-nettoyés durant l’ex´ecu-
tion. En effet, les processeurs pr´e-nettoyés engendr´es par un PAP ont pr´ecédemment appartenu `a
ce PAP et nous savons, d’une part, qu’un PAP contient initialementO(n) processeurs et queO(n)
processeurs s’accrochent `a ce PAP durant l’ex´ecution (lemme 5.4.6).

Donc, dans le pire des cas, `a partir de n’importe quelle configuration initiale, avant quer exécute
sa règleF :

– O(n) règles sont ex´ecutées sur le PAP normal non-initi´e parr, d’après le lemme 5.4.8.
– O(n) règles sont ex´ecutées sur chaque PAP anormal (O(n) PAPs), d’apr`es le lemme 5.4.10,

i.e., O(n2) règles.
– Une règleC pour chaque proceseurs pr´e-nettoyés,i.e., O(n) règles pour nettoyer les proceseurs

pré-nettoyés présents dans la configuration initiale etO(n2) règles pour nettoyer les proceseurs
pré-nettoyés engendr´es par les PAPs (O(n) processeurs pr´e-nettoyés engendr´es par chacun des
O(n) PAP)

Ainsi, dans le pire des cas, `a partir de n’importe quelle configuration initiale,O(n2) mouvements sont
exécutés avant quer n’exécute sa r`egleF . �

Corollaire 5.4.1 À partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS1 exécute un
parcours en profondeur (complet) enO(n2) mouvements.

D’après les explications fournies dans le premier paragraphe de la sous-section 5.4.2, le th´eorème
5.4.5 et le corollaire 5.4.1, nous pouvons d´eduire le théorème suivant :

Théorème 5.4.7DFS1 est un protocole instantanément stabilisant de parcours en profondeur sous
un d́emon distribúe inéquitable.

5.4.3 Complexit́e

Complexité en espace. D’après les variables d´eclarées dans les algorithmes 5.4.3 et 5.4.4, nous
pouvons d´eduire le théorème suivant :

Théorème 5.4.8L’occupation ḿemoire du protocoleDFS1 est enO(n× log n) bits par processeur.

Il faut noter que le surcoˆut en mémoire de notre solution est important (i.e., le rapport entre la com-
plexité en espace de notre protocole et celle du protocole non tol´erant aux fautes le plus efficace).
En effet, un procotole non tol´erant aux fautes de parcours en profondeur a besoin deΘ(∆) bits par
processeur : chaque processeur doit pouvoir localement distinguer le successeur courant parmi ses
voisins car le parcours est s´equentiel (cf. sous-section 5.1.2, page 42). Le surcoˆut en mémoire du
protocoleDFS1 est donc enO(n × log n).
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Complexité en temps. Nous analysons maintenant la complexit´e en temps du protocoleDFS1 en
fonction des crit`eres présentés dans la sous-section 3.2.3.

Temps de stabilisation.D’après le théorème 5.4.7,DFS1 est instantan´ement stabilisant. Donc, par
la définition 3.2.1, le temps de stabilisation deDFS1 est zéro à la fois en nombre de rondes et en
nombre de mouvements.

Délai.D’après les th´eorèmes 5.4.3 et 5.4.6, nous savons que le d´elai du protocoleDFS1 est enO(n)
rondes etO(n2) mouvements, respectivement.

Le nombre de fois òu le protocole doit̂etre initié pour ex́ecuter un parcours conforme aux spécifica-
tions.Par définition, pour n’importe quel protocole instantan´ement stabilisant, ce nombre est ´egalà
un. Or, d’après le théorème 5.4.7,DFS1 est instantan´ement stabilisant.

Le nombre de fois òu un processeur peut participer̀a un parcours corrompu.D’après le lemme
5.4.6, chaque processeur peut s’accrocher au plus une fois `a chaque PAP anormal. Or, initialement,
le système contientO(n) PAPs anormaux. Donc, durant l’ex´ecution un processeur peut participer `a
O(n) parcours corrompus.

Le nombre de fois òu un processeur peut participerà un parcours corrompu sans le détecter comme
tel. Dans le pire des cas, `a chaque fois qu’un processeur participe `a un parcours corrompu, il peut
quitter ce parcours sans utiliser la r`egle de correction d’erreur (la r`egleC). Donc, en fonction du
résultat précédent, chaque processeur peut participer `a O(n) parcours corrompus sans les d´etecter
comme tels.

Le temps d’ex́ecution ńecessaire pour effectuer le premier parcours conforme aux spécifications.
D’après le théorème 5.4.7, nous savons qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, le pre-
mier parcours initi´e par la racine sera conforme aux sp´ecifications. Or, d’apr`es le corollaire 5.4.1,
nous savons qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS1 exécute un
parcours en profondeur (complet) enO(n2) mouvements. Le th´eorème suivant nous montre que le
temps d’exécution du premier parcours (conforme aux sp´ecifications) est asymptotiquement optimal
en nombre de rondes :O(n) rondes. Il se d´eduit du lemme 5.4.9 et des th´eorèmes 5.4.1 et 5.4.3.

Théorème 5.4.9À partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS1 exécute un
parcours en profondeur (complet) en au plus5n − 1 rondes.

Le temps d’ex́ecution ńecessaire pour effectuer les parcours suivants.Comme nous l’avons affirm´e
dans la sous-section 3.2.3, de mani`ere générale, pour un protocole stabilisant (auto-stabilisation
ou stabilisation instantan´ee), le pire des cas du temps d’ex´ecution d’un cycle (complet) de calcul
conforme aux sp´ecifications correspond au pire des cas de l’ex´ecution du premier cycle conforme
aux spécifications. C’est le cas aussi avec le protocoleDFS1. En effet, le temps d’ex´ecution d’un
parcours passe deO(n2) (corollaire 5.4.1) `a O(n) mouvements (th´eorème 5.4.10) (en revanche, la
complexité en nombre de rondes reste identique). Cela est du au fait qu’apr`es le premier parcours
initi é par la racine, le syst`eme ne contient plus de PAPs anormaux (lemme 5.4.11).

Lemme 5.4.11Après le premier parcours initié par la racine, le système ne contient plus de PAPs
anormaux.

Preuve. Supposons, par contradiction, que quelques PAPs anormaux persitent dans le syst`eme apr`es
le premier parcours initi´e par la racine. SoitP l’un de ces PAPs. SoitP ′ le premier PAP normal cr´eé
parr.
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– Supposons queP est bloqué, i.e., plus aucun processeur ne s’accroche `aP durant l’évolution
deP ′. Alors, commeP ′ visite tous les processeurs (par le th´eorème 5.4.7,DFS1 vérifie sa
spécification),P ′ fini par forcer les processeurs deP à se décrocher afin de les visiter. D’o`u,P
finit par disparaˆıtre, contradiction.

– Supposons maintenant que quelques processeurs s’accrochent `aP pendant le premier parcours
initi é parr.
Supposons ensuite que seuls des processeurs qui n’ont pas d´ejà été visités parP ′ s’accrochent
àP. Comme ce nombre de processeurs d´ecroı̂t (par le théorème 5.4.7,DFS1 vérifie sa sp´eci-
fication),P finit par ne plus progresser dans le r´eseau. Donc, comme dans le cas pr´ecédent,P ′

finit par forcer les processeurs `a se décrocher deP afin de les visiter etP finit par disparaˆıtre,
contradiction.
Donc, quelques processeurs d´ejà visités parP ′ finissent par s’accrocher `aP. Soitq le premier
processeur visit´e parP ′ qui s’accroche `aP. Supposons queq s’accroche `aP dans le mouve-
mentγ �→ γ ′. Par la garde de la r`egleF , on sait queq satisfaitSq = C dansγ. Donc,q s’est
décroché deP ′ pour ensuite v´erifierSq = C. Or,q satisfaitSp = D lorsqu’il se décroche deP ′

(commeP ′ est un PAP normal,q se décroche deP ′ lorsque son pr´edécesseur ex´ecute la règle
B). De plus,q exécuteSq := D si et seulement si tous ses voisins ont ´eté visités parP ′ (cf.
les règlesF etB et le lemme 5.4.4). D’o`u, dansγ, chaque voisin deq a déjà été visité parP ′.
Or, dansγ, ∀p ∈ P, p n’a pasété visité parP ′ (par hypothèse,q sera le premier visit´e dans
γ �→ γ′). En particulier,FE(P) n’a pasété visité parP ′ dansγ pourtantFE(P) ∈ Neigq,
contradiction.

�
D’après les lemmes 5.4.8 et 5.4.11, on obtient :

Théorème 5.4.10Après le premier parcours initié par la racine, les autres parcours initiés sont
ex́ecut́es enO(n) mouvements.

Le surcôut en temps.Pour évaluer le surcoˆut en temps de notre protocole, nous avons besoin de
connaˆıtre :

(1) D’une part, le temps d’ex´ecution d’un parcours `a partir d’une configuration initiale normale.
Cette complexit´e est enO(n) rondes (lemme 5.4.9) etO(n) mouvements (lemme 5.4.8).

(2) D’autre part, le temps d’ex´ecution d’un parcours effectu´e dans un syst`eme sans faute par le pro-
tocole le plus efficace. Or, nous avons vu dans la section 5.3 que cette complexit´e est identique
en terme de mouvements et de rondes :2(n − 1).

En tenant compte de ces deux complexit´es, nous pouvons d´eduire que le surcoˆut en temps de notre
protocole (i.e. le rapport en (1) et (2)) est une constante en ce qui concerne les complexit´esà la fois
en rondes et en mouvements.

5.4.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons pr´esenté le premier protocole de parcours en profondeur instan-
tanément stabilisant pour un r´eseau enracin´e quelconque et fonctionnant avec un d´emon distribu´e
inéquitable. Ce protocole n’utilise pas de structures sous-jacentes telles que, par exemple, un arbre
couvrant et n’a pas besoin de connaissances globales sur le r´eseau telles que sa taille, par exemple.
Cependant, l’inconv´enient majeur de ce protocole est qu’il utilise des listes d’identit´es. De ce fait,
l’occupation mémoire de ce protocole est importante :O(n× log n) bits par processeur. En revanche,
notre protocole a de nombreux avantages. Par exemple, la propri´eté de stabilisation instantan´ee as-
sure que d`es que la racine initie un nouveau parcours, tous les processeurs sont visit´es dans un ordre
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induit par la profondeur d’abord. Ensuite, l’analyse de complexit´e du protocole montre qu’il est tr`es
efficace en temps. Par exemple, il ex´ecute un parcours complet enO(n) rondes etO(n2) mouvements,
respectivement. De plus, apr`es le premier parcours initi´e, les autres parcours sont effectu´es enO(n)
mouvements. De plus, le surcoˆut en temps de notre protocole est n´egligeable : en effet, `a partir d’une
configuration initiale normale, son temps d’ex´ecution est quasiment identique `a celui du protocole
non tolérant aux fautes le plus efficace. Enfin, nous pouvons remarquer que tout parcours initi´e par
la racine visite toujours les noeuds dans le mˆeme ordre : en fait, le parcours en profondeur r´ealisé
par notre protocole est ditpremiercomme défini par Collin et Dolev dans [CD94]. En effet, grˆace
aux liste d’identités, un processeurp, lorsqu’il détient le jeton initié par la racine, d´esigne toujours
comme successeur son voisin non-visit´e minimal dans l’ordre local≺p (si un tel processeur existe).
L’arbre couvrant construit lors de la premi`ere exécution deDFS1 est donc un point fixe.
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5.5 Deuxìeme solution

L’occupation mémoire est l’inconv´enient majeur de la solution pr´ecédente. La complexit´e en
espace du protocoleDFS1 est due `a l’utilisation de listes d’identit´es. Dans cette section, nous
présentons une autre solution au probl`eme du parcours en profondeur instantan´ement stabilisant dans
un réseau enracin´e quelconque. Le protocole propos´e est significativement meilleur en complexit´e
en espace que le protocoleDFS1 et n’utilise plus les identit´es des processeurs. Dans le protocole
DFS1, les listes d’identit´es sont principalement utilis´ees pour permettre `a chaque processeur du
parcours initié par la racine de d´etecter quand tous ses voisins ont ´eté visités par le parcours. Cette
propriété de détection est indispensable pour obtenir un protocole instantan´ement stabilisant. Dans
cette deuxi`eme solution, nous avons remplac´e les listes d’identit´es par un m´ecanisme de question :
lorsqu’un processeur rec¸oit un jeton, il questionne dynamiquement la racine (normale ou anormale)
de son parcours afin de savoir si lui et ses voisins sont dans un parcours issu de la racine du r´eseau (r).
Ce mécanisme a ´eté précédemment introduit par Blinet aldans [BCV03]. Cette deuxi`eme solution a
été présentée lors de la conf´erence internationaleSSS’05([CDV05b]).

Nous allons maintenant pr´esenter informellement notre deuxi`eme solution, appel´ee protocole
DFS2 (sous-section 5.5.1). Nous proposerons ensuite la preuve de stabilisation instantan´ee du pro-
tocole (sous-section 5.5.2). Puis, nous discuterons de sa complexit´e (sous-section 5.5.3) avant de
conclure (sous-section 5.5.4).

5.5.1 Le protocole

Le protocoleDFS2 est présenté dans les algorithmes 5.5.5 et 5.5.6. Dans cette deuxi`eme solu-
tion, laphase de visitediff ère en deux points du protocole de base (DFS0, page 47) : nous utilisons
une variable de niveau pour d´etecter les cycles possibles sur les pointeurs p`ere et fils et une phase
dite dequestion. Les questions sont ´emises en direction de la racine par un processeur recevant le
jeton afin de confirmer son appartenance au parcours normal ainsi que celle de ses voisinsa priori
visités. La réponse attendue ne peut ˆetre dynamiquement engendr´ee que parr, assurant ainsi en cas
de réponse positive que les processeurs concern´es sont bien dans le parcours normal. D`es lors, le pro-
cesseur `a l’origine de la question est assur´e qu’il peut renvoyer le jeton `a son père sans avoir tronqu´e
le parcours.

La phase de nettoyageest plus complexe que dans le protocole de base (DFS0, page 47) afin
de ne pas engendrer une complexit´e trop importante dˆue à la possibilité du parcours enracin´e enr
de visiter plusieurs fois les mˆemes processeurs si ce parcours ´etait déjà présent dans la configuration
initiale.

La phase de correctionquantà elle est ex´ecutée en deux temps : dans un premier temps un
mécanisme g`ele la progression du jeton d’un parcours anormal `a partir de sa racine anormale. Une
fois cette progression gel´ee, les processeurs de ce parcours peuvent alors se corriger `a partir de la
racine. Le gel du parcours se fait par l’utilisation d’unPIR sur l’arbre correspondant `a ce parcours.

Nous décrivons maintenant ces quatre phases plus en d´etails.

Phase de visite. À partir d’une configuration initiale quelconque, les variables de la phase de
visite deDFS0 peuvent former des cycles de successeurs (un exemple de cycle de successeurs
est montré dans la figure 5.5.8). DansDFS2, nous détectons cette erreur en utilisant une variable
supplémentaireL. Pour la racine,Lr est une constante ´egaleà zéro. Les autres processeursp calculent
leur variableLp à chaque fois qu’il recoivent un nouveau jeton (r`egleF ) comme suit :Lp := Lq + 1
où q est l’unique prédécesseur dep (n.b., la règle F de p est activable seulement sip n’a qu’un
prédécesseur). En fait,Lp doit êtreégaleà la longueur du chemin ´elémentaire der à p dans l’arbre
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Algorithm 5.5.5 AlgorithmeDFS2 pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ées :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´es) ;

Constantes :Lp = 0 ; Parp =⊥ ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D,PC} ; Quep ∈ {Q,R,A} ;

Macros :
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;
Childp = {q ∈ Neigp :: Parq = p ∧ Sq �= C ∧ Lq = Lp + 1 ∧ [(Sp = q) ⇒ (Sq /∈ {PC,EB,EF})]

∧ [[Sp �= q] ⇒ [(Sp = PC ∧ Sq = PC) ∨ (Sq = D)]]} ;
Prédicats ǵenéraux :
End(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
AnswerOK(p) ≡ (Quep = A) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq = A)]

Gardes :
Forward(p) ≡ (Sp = C) ∧ (∀q ∈ Neigp :: Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Parq = p ∧ Sq = D)

∧ [AnswerOK(p) ∨ (∃q ∈ Neigp :: Sq = C)]
PreClean(p) ≡ (Sp = D) ∧ (SParp = PC) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq ∈ {C,D})]
Clean(p) ≡ (Sp = PC) ∧ End(p)
Require(p) ≡ (Sp �= C) ∧ [[Quep = Q∧ (∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q, R}))]

∨ [Quep = A ∧ (∃q ∈ Neigp :: (Sq �= C ∧ Queq = Q) ∨ (q ∈ Childp ∧ Queq = R))]]
Answer(p) ≡ (Sp �= C) ∧ (Quep = R) ∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A})

∧ [∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq �= Q)]
Règles :

Phase de Visite :
F :: Forward(p) ∧ (Requestp = Wait) → Sp := Nextp ; Quep := Q ; /* Démarrage */

Requestp := In ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;

Phase de Nettoyage :
PC :: PreClean(p) → Sp := PC ;
C :: Clean(p) → Sp := C ;
T :: Forward(p) ∧ (Requestp = In) → Requestp := Out ; /* Terminaison */

Phase de Question :
R :: Require(p) → Quep := R ;
A :: Answer(p) → Quep := A ;

couvrant calcul´e lors du parcours.́Evidemment, dans un cycle de successeurs, au moins un processeur
p vérifieLp �= LParp + 1 (cf. figure 5.5.8).

Ensuite, nous avons vu que dansDFS0, un processeurp détenant le jeton et constatant que
∀p′ ∈ Neigp, Sp′ �= C renvoie le jeton `a son père : en effet, dans ce cas, tous ses voisins ont ´eté
visités par ce jeton. Ici, cette condition n’est pas suffisante pour affirmer que tous les voisins dep
ont été visités car le syst`eme peut contenir plusieurs jetons dˆusà la configuration initiale quelconque.
Pour garantir cette propri´eté lorsquep renvoie le jeton `a son père, nous introduisons une nouvelle
phase : laphase de question. Le but de cette phase est de garantir qu’un processeurp participant au
parcours initié parr exécuteSp := D seulement quand tous ses voisins ont ´eté visités par le parcours.
Pour appliquer cette m´ethode, nous avons tout d’abord ajout´e l’étatP (Pause) dans la d´efinition de
Sp, ∀p ∈ V \ {r}. Nous modifions alors la r`egleF comme suit : quand un processeurp �= r reçoit
un nouveau jeton et qu’il v´erifie ∀p′ ∈ Neigp, Sp′ �= C, il affecte maintenantP à Sp au lieu deD
(macrosNextp etPorDp). Cette derni`ere affectation initie une phase de question que nous d´ecrivons
ci-dessous.

Phase de question. Pour réaliser cette phase, nous avons besoin d’une variable suppl´ementaire :
Quep, Quep ∈ {Q,R,W ,A} pourp �= r et Quep ∈ {Q,R,A} pourp = r. Les valeursQ et R sont
utilisées pour r´einitialiser les variablesQue dans la partie du r´eseau qui est concern´ee par la question.
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Algorithm 5.5.6 AlgorithmeDFS2 pourp �= r
Entr ées :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´es) ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,P ,D,PC,EB,EF} ; Parp ∈ Neigp ; Lp ∈ N ; Quep ∈ {Q, R, W , A} ;

Macros :
PorDp = P si (Sp = C), D sinon;
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, PorDp sinon;
Predp = {q ∈ Neigp :: Sq = p} ;
Childp = {q ∈ Neigp :: Parq = p ∧ Sq �= C ∧ Lq = Lp + 1∧ (Sp = q ⇒ Sq /∈ {PC,EB,EF})

∧ [[Sp �= q] ⇒ [(Sp = EB) ∨ (Sp = EF ∧ Sq = EF ) ∨ (Sp = PC ∧ Sq = PC)
∨ (Sp ∈ Neigp ∪ {D,PC} ∧ Sq = D)]]} ;

Prédicats ǵenéraux :
GoodLevel(p) ≡ (Sp �= C) ⇒ (Lp = LParp + 1)
GoodS(p) ≡ (Sp �= C) ⇒ [[(SParp = p) ⇒ (Sp /∈ {PC,EB,EF})]

∧ [(SParp �= p) ⇒ ((SParp = EB) ∨ (SParp = EF ∧ Sp = EF )
∨ (SParp = PC ∧ Sp = PC) ∨ (SParp ∈ Neigp ∪ {D,PC} ∧ Sp = D))]]

AbRoot(p) ≡ ¬GoodS(p) ∨ ¬GoodLevel(p)
End(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
AnswerOK(p) ≡ (Quep = A) ∧ (∀q ∈ Neigp :: Sq �= C ⇒ Queq = A)

Gardes :
EFAbRoot(p) ≡ (Sp = EF ) ∧ AbRoot(p) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p ∧ Lq > Lp) ⇒ (Sq ∈ {EF ,C})]
EBroadcast(p) ≡ (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧ [¬AbRoot(p) ⇒ (SParp = EB)]
EFeedback(p) ≡ (Sp = EB) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p ∧ Lq > Lp) ⇒ (Sq ∈ {EF ,C})]
Forward(p) ≡ (Sp = C) ∧ (|Predp| = 1) ∧ End(p)
POk(p) ≡ (Sp = P ) ∧ [AnswerOK(p) ∨ (∃q ∈ Neigp :: Sq = C)] ∧ End(p)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp=q ∧ Parq=p ∧ Sq=D) ∧ [AnswerOK(p) ∨ (∃q ∈ Neigp :: Sq=C)]
BadSucc(p) ≡ AnswerOk(p) ∧ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ q /∈ Childp ∧ Sq �= C)
PreClean(p) ≡ (Sp = D) ∧ (SParp = PC) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq ∈ {C,D})]
Clean(p) ≡ (Sp = PC) ∧ End(p)
Require(p) ≡ (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧ [[Quep = Q ∧ (∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}))]

∨ [Quep ∈ {W ,A}∧ (∃q ∈ Neigp :: (Sq �= C ∧ Queq = Q)
∨ (q ∈ Childp ∧ Queq = R))]]

WaitAnswer(p) ≡ (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧ (Quep = R)
∧ (QueParp = R) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq �= Q))
∧ [End(p) ⇒ (Sp �= PC∧ ((Sp ∈ Neigp) ⇒ (SSp �= C)))]
∧ [¬End(p) ⇒ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A})]

Answer(p) ≡ (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧ (Quep = W ) ∧ (QueParp = A)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A}) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (Sq �= C) ⇒ (Queq �= Q))

Règles :
Phase de Correction :

EC :: EFAbRoot(p) → Sp := C ;
EB :: EBroadcast(p) → Sp := EB ;
EF :: EFeedback(p) → Sp := EF ;

Phase de Visite :
F :: Forward(p) → Parp :=(q ∈ Predp) ; Sp := Nextp ; Lp := LParp + 1 ; Quep := Q ;
Fbis :: POk(p) → Sp := Nextp ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;
IE :: BadSucc(p) → Sp := Nextp ;

Phase de Nettoyage :
PC :: PreClean(p) → Sp := PC ;
C :: Clean(p) → Sp := C ;

Phase de Question :
R :: Require(p) → Quep := R ;
W :: WaitAnswer(p) → Quep := W ;
A :: Answer(p) → Quep := A ;
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FIG. 5.5.8 – Exemple d’un cycle de successeurs.

La valeurW est générée à chaque fois qu’un processeur a besoin de savoir si ses voisinsa priori
visités appartiennent au parcours de la racine. La valeurA correspond `a la réponse (positive) envoy´ee
par la racine (n.b., la racine est l’unique processeur qui peut g´enérer une r´eponseA). Expliquons
maintenant comment fonctionne cette phase (n.b. la figure 5.5.9 illustre la phase de question par un
exemple simple).

Tout d’abord, la phase de question ne concerne que les processeurs appartenant `a un parcours,
i.e., les processeursp tels queSp �= C. Ensuite, la variableQuep est initialisé avecQ lorsque le
processeurp exécute sa r`egleF . Cette valeur force tous les voisins dep tels queS �= C à exécuter
Que := R (règleR). Quand tous les voisins dep tels queSp �= C ont réinitialisé leur variable
Que, p exécuteQuep := R. Les valeursR sont ensuite propag´ees dans le parcours de chacun de ces
processeurs en suivant les pointeursPar (règleR). Par ce m´ecanisme, les valeursA sont effacées
dans les chemins “p`eres” dep et de ses voisins tels queS �= C (en particulier, les valeursA présentes
dans le syst`eme depuis la configuration initiale). Ainsi, `a partir de maintenant, quand une valeurA
atteindrap ou l’un de ses voisins tels queS �= C, cette valeur ne pourra venir que der et nous serons
sûre que le processeur appartient au parcours issu der.

Comme nous l’avons vu pr´ecédemment, un processeurq (q �= r) finit par attendre une r´eponse de
r pour savoir si lui et ses voisins appartiennent `aArbre(r), i.e., Sq = P . Dans ce cas,q et ses voisins
tels queS = D exécutent leur r`egleW 2, i.e., Que := W signifiant qu’ils sont en attente d’une
réponse de la part der. Les valeursW sont ensuite propag´ees jusqu’`a r si possible (i.e., dans le cas
où elles sont dansArbre(r)) comme suit : un processeurp propage une valeurW quand tous ses fils
vérifientQue ∈ {W , A} et que tous ses voisins v´erifientS �= C ⇒ Que �= Q). Quand les valeursW
atteignent les fils der, r exécute sa r`egleA : r diffuse une réponse (A) à partir de ses fils. Donc, siq et
ses voisins recoivent cette r´eponse (A), q est sûr que lui et tous ses voisins appartiennent `aArbre(r).
Dans ce cas,q satisfaitAnswerOk(q) et exécute sa r`egleFbis pour affecterD à Sq et le parcours

2En démarrant d’une configuration quelconque, des voisinsq ′ deq tels queSq′ = D peuvent appartenir `a Arbre(r),
donc, ils doivent aussi recevoir une r´eponse positive der pour queq sache qu’ils ne sont pas dans un parcours anormal.
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FIG. 5.5.10 – Probl`eme du nettoyage direct `a partir des feuilles.

peut reprendre `a partir de son p`ere, etc. Dans le cas contraire, le parcours reste bloqu´e jusqu’à ce
que la phase de correction efface les parcours anormaux passant parq ou ses voisins. Supposons
maintenant qu’un voisin deq, q ′, s’accroche `a un parcours anormal apr`es queq ait initié sa question.
Alors, par sa r`egleF , q′ exécute, en particulier,Queq′ := Q et comme expliqu´e précédemment, tant
queq′ est dans un parcours anormal,Queq′ �= A. D’où, lorsqu’un processeurq initie une phase de
question (parQueq := Q), il ne pourra par la suite ex´ecuterSq := D que lorsque lui et ses voisins
appartiendront `aArbre(r).

Phase de nettoyage. Le but de la phase de nettoyage est d’effacer les traces du parcours pr´ecédent
afin que le syst`eme puisse `a nouveau d´emarrer (n.b. cette phase ne r´einitialise pas les pointeursPar).
Utilisée à partir d’une configuration quelconque, la phase de nettoyage du protocoleDFS0 peut
engendrer un surcoˆut important en temps d’ex´ecution. En effet, `a cause de ce nettoyage direct `a partir
des feuilles de l’arbre de parcours, le parcours de la racine peut visiter plusieurs fois les mˆemes
processeurs. La figure 5.5.10 nous montre un exemple d’ex´ecution dans lequel le processeur le plus `a
droite est visité deux fois. En g´enéralisant ce petit exemple, une partie importante du r´eseau peut ˆetre
visitée plusieurs fois et nous obtenons un surcoˆut deO(n2) mouvements (resp. rondes) : par exemple,
dans la figure 5.5.11, les processeurs entour´es peuvent ˆetre visités plusieurs fois.

Pour résoudre ce probl`eme, nous avons choisi de r´ealiser le nettoyage en deux ´etapes. Tout
d’abord, nous attendons quer détecte la fin du parcours (n.b.r est le seul processeur qui peut d´etecter
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S = D ParpS = Cp pS pointe un voisin p

FIG. 5.5.11 – G´enéralisation de la figure 5.5.10.

lorsque le parcours normal est enti`erement termin´e : lorsqueSr = D) pour diffuser une valeur,PC
(PreClean), dansArbre(r) à partir der (cf. règlePC). Cette valeur a pour but d’informer tous les
processeurs du parcours de la terminaison (`a cet effet, nous ajoutons l’´etatPC dans la d´efinition de
Sp, ∀p ∈ V ). Ensuite, l’arbre est nettoy´e à partir des feuilles (r`egleC) en affectantC aux variables
S. Ainsi, comme le parcours termine avant de se nettoyer, le nettoyage ne peut plus provoquer la
re-visite de processeurs. Un exemple de phase de nettoyage en deux ´etapes est pr´esenté dans la figure
5.5.12.

Nous allons maintenant traiter les configurations anormales. Tout d’abord, nous allons introduire
une nouvelle r`egle pour la phase de visite : la r`egleIE. Cette règle traite un interblocage dˆu à la
valeur initiale des variables de la phase de visite.

Règle sṕeciale : la règleIE. Le cas suivant ne peut apparaˆıtre que dans la configuration initiale :
le processeur qui d´etient le jeton du parcours der peut désigner comme successeur un voisinq (i.e.,
Sp = q) tel queq appartient d´ejà à Arbre(r) (une telle configuration est montr´ee figure 5.5.13).
Cependant, grˆaceà la phase de question,p finit par détecter qu’il désigne un “mauvais” successeur
car p et q reçoivent tous les deux une r´eponse (A) de la part der. Afin de ne pas surcharger le
protocole, nous choisissons de ne pas interrompre le parcours der dans ce cas bien qu’ayant d´etecté
une erreur ´evidente signifiant que ce parcours n’a pas ´eté initié dynamiquement apr`es la configuration
initiale et n’est donc d’aucune utilit´e. Dans ce cas,p change simplement de successeur en ex´ecutant
sa règleIE. Dans la suite, nous consid`ererons que la r`egleIE est une r`egle de la phase de visite.

Nous présentons maintenant la phase de correction. Cette phase permet d’effacer les parcours
anormaux, c’est `a dire, les parcours issus d’un processeur autre quer.

Phase de correction. Cette phase concerne uniquement les processeursp tels queSp �= C et
p /∈ Arbre(r), c’està dire, des processeurs appartenant `a des parcoursanormaux. Les parcours anor-
maux sont organis´es en arbres ditanormaux. Ces arbres sont enracin´es en un processeur ditracine
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FIG. 5.5.12 – Exemple de nettoyage en deux temps.
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FIG. 5.5.13 – Exemple d’interblocage.
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anormale. Une racine anormale est un processeur qui v´erifie le prédicatAbRoot, i.e., un processeur
p �= r et vérifiant Sp dont l’état est incoh´erent visà vis de celui de son p`ere (Parp) par rapport `a
la trace du parcours du jeton ou la trace du m´ecanisme de gel que nous allons d´etailler ensuite (en
fait, p vérifie AbRoot(p) lorsque l’état du couple (p,Parp) ne peut pas ˆetre obtenu dynamiquement
lors d’une exécution). La trace des parcours enracin´es en ces racines anormales forme des arbres :
un processeurq appartient `a l’arbre anormal enracin´e enp, Arbre(p), (p vérifie AbRoot(p)) si et
seulement si il existe une suite de processeurs (p0 = p), ..., pi, ..., (pk = q) telle que,∀i ∈ [1...k],
(Parpi

= pi−1) ∧ (¬AbRoot(pi)) (i.e., il existe un chemin p`ere deq àp où p est l’unique processeur
vérifiantAbRoot).

La phase de correction consiste ainsi en la suppression de ces arbres anormaux. Pour supprimer de
tels arbre anormaux, nous ne pouvons pas simplement les supprimer `a partir de leur racine (l’unique
processeur de l’arbre `a savoir qu’il est dans un arbre anormal) jusqu’`a leurs feuilles. En effet, pour
supprimer l’arbre anormalArbre(p), si p a un successeur courant dans son parcours (i.e., Sp /∈
{P ,D,PC}) et que nous affectons directementC à Sp, alorsp peut à nouveau ˆetre visité par son
ancien parcours qui se poursuit via son successeur. Or, comme nous ne supposons pas de borne sur
les variablesL (nous aurions pu supposer que la valeur maximale deL est une borne sup´erieure de
n), ce cas peut se reproduire infiniment souvent et le syst`eme peut contenir des arbres anormaux
qui peuvent bloquer la progression du parcours normal durant toute l’ex´ecution. Nous r´esolvons
ce problème en ex´ecutant unPIR paralysant sur chaque arbre anormal avant de les effacer (cette
méthode est illustr´ee par la figure 5.5.14). Pour appliquer cette m´ethode, les r`egles de la phase de
correction utilisent deux ´etats suppl´ementaires dans les variablesS : EB (ErrorBroadcast) et EF
(ErrorFeedback) pour tout processeurp tel quep �= r. Ensuite, sip est une racine anormale,p affecte
EB à sa variableSp, cette valeur est alors diffus´ee dans son arbre et uniquement son arbre (r`egle
EB). Cette valeur rend inactivable les r`egles des autres phases. Puis, la r`egleEF assure quep finit
par recevoir (via ses fils) un accus´e de la réception par tous processeurs de son arbre de la valeurEB
(la valeurEF ) ; p est alors sˆur que tous les processeursq de son arbre v´erifientSq = EF et qu’aucun
autre processeur ne peut plus ˆetre visité par son parcours. L’arbreArbre(p) peut alors ˆetre effacé à
partir dep (règleEC). Ainsi, par ce m´ecanisme, tous les arbres anormaux finissent par disparaˆıtre du
système.

5.5.2 Preuve de la stabilisation instantańee

Nous allons maintenant prouver que le protocoleDFS2 est un protocole instantan´ement stabi-
lisant de parcours en profondeur sous l’hypoth`ese d’un d´emon distribu´e inéquitable. Tout d’abord,
comme annonc´e au début de ce chapitre, nous rappelons que dans les preuves la valeur de la variable
Requestr sera consid´erée comme transparente pour le protocole (la gestion explicite des requˆetes
sera traitée dans la section 5.6) : nous ne tiendrons pas compte de cette variable lors de l’´evalution
et de l’exécution des r`egles. Par exemple, nous supposerons que la garde de la r`egle F de r est
simplement le pr´edicatForward(r). Ensuite, comme pour le protocole pr´ecédent, la preuve de la
stabilisation instantan´ee du protocoleDFS2 sous un d´emon distribu´e inéquitable sera faite en deux
étapes (conform´ement au th´eorème 4.3.1, page 35) :

(i) Tout d’abord, nous allons prouver queDFS2 est un protocole instantan´ement stabilisant de
parcours en profondeur en supposant un d´emon distribu´e faiblement ´equitable.

(ii) Puis, nous prouverons que chaque parcours effectu´e parDFS2 ne peut s’ex´ecuter qu’en un
nombre fini de mouvements.

Avant de démontrer la stabilisation instantan´ee de notre protocole, nous allons d´efinir des objets
que nous utiliserons dans les preuves et prouver certaines de leurs caract´eristiques.
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FIG. 5.5.14 – Exemple de phase de correction.
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Définitions et propriétés. Dans la premi`ere définition, nous introduisons la notion dechemin p̀ere.
Pour tout processeurp participantà un parcours, le chemin “p`ere” dep est le chemin suivant les
pointeursPar qui reliep à la racine (normale ou anormale) de son parcours.

Définition 5.5.1 (Chemin P̀ere) ∀p ∈ V tel queSp �= C, on appellechemin pèredep, not́e dans la
suiteCheminPere(p), l’unique cheminp0,p1,p2,. . . (pk = p) vérifiant les conditions suivantes :

1. ∀i, 1 ≤ i ≤ k, (Spi
�= C) ∧ (Parpi

= pi−1) ∧ ¬AbRoot(pi).

2. (p0 = r) ∨ AbRoot(p0).

Le concept d’arbre de parcours d´efini ci-dessous permet de repr´esenter la trace laiss´ee par un parcours
dans le syst`eme.

Définition 5.5.2 (Arbre de parcours) ∀p ∈ V tel que (p = r) ∨ AbRoot(p), nous appelonsarbre de
parcoursdep (dans la suite, on dira plus simplement arbre dep et p sera appeĺe racinede l’arbre)
l’ensemble de processeursArbre(p) défini comme suit :∀q ∈ V , q ∈ Arbre(p) si et seulement si
Sq �= C etp est l’extŕemit́e initiale deCheminPere(q).

Dans la remarque suivante, nous rappelons quelques notions de la th´eorie des graphes que nous avons
adaptéesà notre structure d’arbre de parcours.

Remarque 5.5.1SoitT un arbre. Soitp ∈ T etp0, p1, p2, . . . (pk = p) sonchemin père. ∀i, 1 ≤ i ≤
k, pi−1 est ditpèredepi dansT . Inversement,pi est consid́eré comme unfils depi−1 dansT . Nous
appelonshauteurdepi dansT la longueur du chemin p̀ere depi, cette hauteur est notéeh(pi). Enfin,
la hauteurdeT , not́eeH, estégale au maximum des hauteurs des processeurs dansT .

Dans les d´efinitions 5.5.3 et 5.5.4, nous distinguons l’arbre de parcours enracin´e enr (l’arbre normal)
des autres parcours (les arbres anormaux).

Définition 5.5.3 (Arbre normal) Nous appelonsarbre normaltout arbre contenant uniquement des
processeursp tels quep = r ∨ ¬AbRoot(p).

Remarque 5.5.2Trivialement, le système contient toujours un seul arbre normal : l’arbre enraciné
enr (dans le cas òu Sr = C, Arbre(r) = ∅ : Arbre(r) existe bien qu’il est vide).

Définition 5.5.4 (Arbre anormal) Tout arbre enracińe en un processeur différent der est appeĺe
arbre anormal.

Dans les d´efinitions 5.5.5 et 5.5.6, nous d´efinissons la notion d’arbrevivantet d’arbremort. Ces deux
notions permettent de distinguer les parcours pouvant encore progresser (des parcours dont l’arbre
associé est vivant) des parcours ne pouvant plus progresser (des parcours dont l’arbre associ´e est
mort).

Définition 5.5.5 (Vivant) Un arbreT satisfait le pŕedicatV ivant(T ) (ou est ditvivant) si et seule-
ment si∃p ∈ T tel queSp ∈ Neigp ∪ {P}.

Définition 5.5.6 (Mort) Un arbreT satisfait le pŕedicatMort(T ) (ou est ditmort) si et seulement
si¬V ivant(T ).

Remarque 5.5.3Aucun processeur ne peut s’accrocherà un arbre mort.

Le concept d’arbreE-mortpermet de repr´esenter le gel des arbres anormaux.
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Définition 5.5.7 (E-Mort) Un arbre T satisfait le pŕedicatE-Mort(T ) (ou est ditE-Mort) si et
seulement si∀p ∈ T , Sp ∈ {EB,EF}.

Remarque 5.5.4E-Mort(T ) ⇒ Mort(T ).

La notion deS-Tracepermet de caract´eriser les ´etats possibles d’un arbre de parcours.

Définition 5.5.8 (S-Trace) Soit Y un tuple de processeurs (Y = (p0,p1,. . .,pk)). S-Trace(Y ) =
S0.S1 . . . Sk est la śequence des valeurs des variablesS des processeurspi (i = 0 . . . k).

Par définition,Sr ∈ Neigr ∪{C,D,PC} (cf. algorithme 5.5.5). Donc, siSr = C, alorsArbre(r) = ∅
par la définition 5.5.2. Sinon (Sr ∈ Neigr ∪ {D,PC}), chaque fils,p, de r dansArbre(r) vérifie
(Sp �= C) ∧ ¬AbRoot(p) avecSp ∈ Neigp ∪ {C,P ,D,PC,EB,EF}, d’après la définition 5.5.3
et l’algorithme 5.5.6. AinsiS-Trace(Parp,p) ∈ {p.pi,p.P ,qi.D,PC.D,PC.PC} où Parp = r, pi ∈
Neigp et qi ∈ Neigr pour chaque filsp de r. D’où, par récurrence sur la hauteur des processeurs
diff érents der dansArbre(r), nous pouvons d´eduire le résultat suivant :

Lemme 5.5.1 L’arbre normal,Arbre(r), vérifie toujours l’un de ces deux cas :

1. Arbre(r) = ∅ ∧ Sr = C, ou

2. ∀p ∈ Arbre(r), S-Trace((CheminPere(p) = p0,p1,. . .,pk)) ∈ q0 . . . qj .P ∪ q0 . . . qj .D
∗ ∪

PC∗.D∗ avec0 ≤ j ≤ k et∀i ∈ [0...j], qi ∈ Neigpi
.

Par définition,∀p ∈ V \ {r}, Sp ∈ Neigp ∪ {C,P ,D,PC,EB,EF} (cf. algorithme 5.5.6). D’apr`es
les définitions 5.5.2 et 5.5.4, chaque filsq dep dansArbre(p) vérifie q �= r ∧ Sq �= C ∧¬AbRoot(q)
(dans chaque arbre anormale, seule la racine anormale v´erifie AbRoot). Ainsi, S-Trace(Parq,q) ∈
{q.P ,pi.D.,q.qi,D.D,PC.D,PC.PC,EB.P ,EB.D,EB.qi,EB.PC,EB.EF ,EF.EF} oùParq = p,
qi ∈ Neigq etpi ∈ Neigp pour chaque filsq dep. D’où, par récurrence sur la hauteur des processeurs
diff érents dep dansArbre(p), nous pouvons d´eduire le résultat suivant :

Lemme 5.5.2 Soit T un arbre anormal.∀p ∈ T , S-Trace((CheminPere(p) = p0,p1,. . .,pk)) ∈
EB∗.qi . . . qj−1.P ∪EB∗.qi . . . qj .D

∗∪EB∗.PC∗.D∗∪EB∗.EF ∗ avec0 ≤ i ≤ j ≤ k et∀t ∈ [i...j],
qt ∈ Neigpt.

Preuve de la stabilisation instantańee en supposant un d́emon distribué faiblement équitable.
Nous allons commencer par montrer que toute ex´ecution du protocoleDFS2 est sans interblo-
cage,i.e., dans chaque configuration possible du syst`eme, il existe au moins un processeur activable
(théorème 5.5.1). Pour cela, nous montrons tout d’abord que dans toute configuration contenant des
arbres anormaux, il existe au moins un processeur activable (lemme 5.5.3).

Lemme 5.5.3∀γ∈C, si γ contient des arbres anormaux, alors∃p∈V tel quep est activable dansγ.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe une configurationγ qui contient des arbres anor-
maux mais dans laquelle aucun processeur n’est activable. Soitar la racine anormale deγ ayant la
valeur deL la plus grande. SoitT l’arbre anormal enracin´e enar.

1. Si ∃p ∈ T tel queSp /∈ {EB,EF}, alors d’après le lemme 5.5.2 : soitSar /∈ {EB,EF}
et la règleEB de ar est activable, contradiction ; soit,∃q ∈ CheminPere(p) tel queSq /∈
{EB,EF} ∧ SParq = EB et, dans ce cas, la r`egleEB deq est activable, contradiction.

2. D’où, par contradiction,∀p ∈ T Sp ∈ {EB,EF} et, d’après le lemme 5.5.2,S-Trace(Che-
minPere(p)) = EB∗.EF ∗.
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(a) SiSar = EF , alors∀p ∈ T , Sp = EF . De plus,∀q ∈ Neigar tel que (Parq = ar) ∧
(Lq > Lar), si Sq �= C, alorsq ∈ T (sinonq vérifie AbRoot(q) ∧ (Lq > Lar) et comme
ar est une racine anormale dont la valeur de la variableL est la plus grande, on obtient
une contradiction). Or, nous savons d´ejà que∀p ∈ T , Sp = EF . Donc,∀q ∈ Neigar tel
queParq = ar etLq > Lar, nous avons (Sq = C) ∨ (Sq = EF ) et la règleEC dear est
activable, contradiction.

(b) D’où, par contradiction,Sar = EB et ∃p ∈ T tel que (Sp = EB) ∧ (∀q ∈ Childp,
Sq = EF ) (en particulier, sip est une feuille deT , Childp = ∅ et la condition est
trivialement vérifiée). Or, similairement au cas pr´ecédent, nous pouvons conclure que
dans ce cas la r`egleEF dep est activable, contradiction.

D’où, s’il existe au moins un arbre anormal dansγ, alors il existe au moins un processeur activable,
contradiction. �

Théorème 5.5.1∀γ ∈ C, ∃p ∈ V tel quep est activable dansγ.

Preuve. Supposons, par contradiction, que∃γ ∈ C telle que∀p ∈ V , p n’est pas activable dansγ.
D’après le lemme 5.5.3, cela signifie queγ ne contient pas d’arbres anormaux (en particulier, cela
signifie que∀p ∈ V , Sp /∈ {EB,EF} dansγ).

Supposons ensuite queSr = C dansγ. Alors ∀p ∈ V , Sp = C (n.b. par hypoth`ese, il n’existe pas
d’arbre anormal dansγ) et la règleB der est activable, contradiction.

Supposons donc queSr �= C dansγ :

1. Supposons alors que l’arbre normal,Arbre(r), est mort dansγ. D’après la définition 5.5.6
et le lemme 5.5.1,∀p ∈ Arbre(r), S-Trace(CheminPere(p)) = PC+.D∗. Maintenant, si
∃p ∈ Arbre(r) tel queSp = D, alors∃q ∈ CheminPere(p) ayant sa r`eglePC activable,
contradiction. Donc,∀p ∈ Arbre(r), Sp = PC. Or, dans ce cas, la r`egleC de chaque feuille
Arbre(r) est activable, contradiction.

2. Supposons maintenant que l’arbre normal,Arbre(r), est vivant dansγ. Pour obtenir une contra-
diction, nous allons tout d’abord montrer que s’il existe un processeurp tel queSp �= C ∧
Quep �= A, alors il existe au moins une r`egle de la phase de question qui est activable.

- Supposons que∃p ∈ V tel que (Sp �= C) ∧ (Quep = Q). Si∃q ∈ Neigp tel que (Sq �= C)
∧ (Queq /∈ {Q,R}), alors la règleR deq est activable, contradiction. Sinon (∀q ∈ Neigp,
(Sq �= C)⇒ (Queq ∈ {Q,R})), la règleR dep est activable, contradiction. D’o`u,∀p ∈ V ,
(Sp �= C) ⇒ (Quep �= Q).

- Supposons maintenant que∃p ∈ V tel que (Sp �= C) ∧ (Quep = R). Supposons ensuite
quep �= r. Si QueParp �= R, alors la règleR deParp est activable dansγ. Donc, pour
chaquep �= r tel que (Sp �= C) ∧ (Quep = R), nous avons∀q ∈ CheminPere(p),
Queq = R. Or, dans ce cas, au moins un des processeursp, noté p′, vérifie ∀q ∈
Childp, Queq ∈ {W ,A} (en particulier, sip est une feuille de l’arbre normal, nous avons
Childp = ∅ et la condition est trivialement satisfaite). Deux cas sont ensuite possibles :
– p vérifie¬End(p) et sa règleW est activable, contradiction.
– p vérifie End(p). Si, en plus,Sp = PC, alors la règleC dep est activable, contradic-

tion. Si SSp = C, alors la règleF de Sp est activable (Sp vérifie Forward(Sp) car,
comme, par hypoth`ese, il n’existe qu’un seul arbre :Arbre(r), Sp vérifie |PredSp| = 1
∧ End(Sp)). Sinon, la règleW dep est activable, contradiction.



82 Parcours en profondeur instantan´ement stabilisants

D’où,∀p ∈ V \{r}, (Sp �= C) ⇒ (Quep �= R) et, par contradiction,r est le seul processeur
tel que (S �= C) ∧ (Que = R). Dans ce cas, nous savons d´ejà que∀p ∈ Childr, Quep ∈
{W ,A} et ∀q ∈ Neigr, (Sq �= C) ⇒ (Queq �= Q). Donc, la règleA de r est activable,
contradiction. D’où,∀p ∈ V , (Sp �= C) ⇒ (Quep �= R).

- Finalement, supposons qu’il existe∃p ∈ V tel que (Sp �= C) ∧ (Quep = W ). D’après
les cas pr´ecédents, nous savons que∀q ∈ V , (Sq �= C) ⇒ (Queq ∈ {W ,A}) avec,
en particulier,Sr �= C ∧ Quer = A (par définition, Quer �= W ). Or, dans une telle
configuration, il est facile de montrer que tant qu’il existe des processeursp tels que
(Sp �= C) ∧ (Quep = W ), au moins un a sa r`egleA activable, contradiction.

D’où, par contradiction,∀p ∈ Arbre(r), (Sp �= C) ⇒ (Quep = A) dansγ avec, en particulier,
tout processeurp tel queSp �= C vérifie AnswerOk(p). Finalement, comme il existe exacte-
ment un arbre dansγ : l’arbre normalArbre(r) et que cet arbre est vivant, il existe exactement
un processeurp qui vérifie l’une de ces conditions dansγ :

- (p �= r) ∧ (Sp = D) ∧ (SParp = p). Or, nous savons d´ejà queParp vérifie Answer-
Ok(Parp) dansγ. Donc,Parp vérifieBackward(Parp) et sa règleB est activable dans
γ, contradiction.

- Sp = P . Dans ce cas,p �= r (l’ étatP n’existe pas pourr). Or, p vérifie AnswerOk(p).
Donc sa règleFbis est activable dansγ, contradiction.

- Sp ∈ Neigp ∧ End(p). Si SSp = C, Sp vérifieForward(Sp) car, comme, par hypoth`ese,
il n’existe qu’un seul arbre :Arbre(r), Sp vérifie |PredSp| = 1 ∧ End(Sp) et sa règleF
est activable dansγ, contradiction. SiSSp �= C alors, comme il n’existe qu’un seul arbre :
Arbre(r) et quep vérifie AnswerOk(p), p vérifie aussiBadSucc(p) et sa règleIE est
activable dansγ, contradiction.

�
La seconde ´etape de notre preuve (lemmes 5.5.4 `a 5.5.8) consiste `a montrer que le syst`eme ne contient
plus de parcours anormaux en au plus3n−3 rondes. Pour cela, nous allons tout d’abord montrer que
tous les arbres anormaux sontE-morten au plusn − 1 rondes (lemmes 5.5.4 `a 5.5.7).

Lemme 5.5.4 Lorsque la r̀egleEB dep est activable, elle reste activable jusqu’à ce quep l’exécute.

Preuve. Soit γ �→ γ′ un mouvement. Supposons, par contradiction, que la r`egle EB de p est
activable dansγ et pas dansγ ′ (i.e., ¬EBroadcast(p) dansγ ′) bien quep n’exécute pas cette r`egle
dansγ �→ γ ′. Tout d’abord, comme la r`egleEB n’existe pas dans l’algorithme der, nous savons
quep �= r et Parp = q avecq ∈ Neigp. Ensuite,EBroadcast(p) est défini sur les variablesS et L
dep et q seulement. De plus,EB est la règle activable dep qui est la plus prioritaire (en effet,EC
et EB ne peuvent pas ˆetre activables pourp dans la mˆeme configuration). Donc,p n’exécute pas de
règle dansγ �→ γ′ et, par contradiction,q exécute une r`egle dansγ �→ γ ′ qui modifie la valeur de
Sq et/ouLq pour quep vérifie¬EBroadcast(p) dansγ′. Ensuite, commeSp /∈ {C,EB,EF} dans
γ (carp vérifie EBroadcast(p) dansγ) et quep n’exécute pas de r`egle dansγ �→ γ′, on a encore
Sp /∈ {C,EB,EF} dansγ ′. Enfin, par le pr´edicatEBroadcast(p), nous savons que [AbRoot(p) ∨
(¬AbRoot(p) ∧ SParp = EB)] dansγ. D’où, l’ étude des deux cas suivants :

- AbRoot(p) dansγ. Comme(AbRoot(p) ∧ Sp /∈ {C,EB,EF}) ⇒ EBroadcast(p) et Sp /∈
{C,EB,EF} dansγ ′, on a¬AbRoot(p) dansγ ′. Ensuite,AbRoot(p) ≡ ¬GoodS(p)∨¬Good-
L(p). Supposons alors que¬GoodL(p) dansγ. CommeSp /∈ {C,EB,EF}, Parp = q, et
GoodL(p) dansγ ′ (¬AbRoot(p) ⇒ GoodL(p)), Lp = Lq + 1 dansγ ′ et, pour cela,q doit
exécuter sa r`egle F dansγ �→ γ′ (F est la seule r`egle qui modifieLq). Or, commeSp /∈
{C,EB,EF} et Parp = q dansγ, q vérifie ¬Leaf(q) et la règleF de q n’est pas activable
dansγ, contradiction. Donc, par contradiction,GoodL(p) ∧ ¬GoodS(p) dansγ et GoodS(p)
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dansγ ′. Dans ce cas,S-Trace(q,p) ∈ {EF.P , PC.P , D.P , C.P , qi.P , EF.pi, PC.pi, D.pi,
P.pi., C.pi, qi.pi, C.D, P.D, EF.D, EF.PC, D.PC,P.PC,C.PC,qj.PC} dansγ où Parp =
q, qi ∈ Neigq \ {p}, qj ∈ Neigq etpi ∈ Neigp.

1. Si S-Trace(q,p)∈{EF.P ,C.P ,EF.pi,C.pi,C.D,EF.D,EF.PC,C.PC} dansγ alors,q
ne peut ex´ecuter aucune r`egle modifiantSq dansγ �→ γ ′ (d’après les algorithmes 5.5.5
et 5.5.6) doncAbRoot(p) est toujours v´erifié dansγ ′. D’où la règleEB dep est toujours
activable dansγ ′, contradiction.

2. SiS-Trace(q,p) ∈ {PC.P ,D.P ,PC.pi,D.pi,P.pi,P.D,D.PC,P.PC} dansγ, alorsEB
est la seule r`egle modifiantSq qui peutêtre activable dansγ. Or, si q exécuteEB dans
γ �→ γ′, alorsSq = EB dansγ ′ et, commeSp /∈ {C,EB,EF} dansγ ′, la règleEB dep
est toujours activable dansγ ′, contradiction.

3. SiS-Trace(q,p) ∈ {qi.P ,qi.pi,qj.PC} dansγ, alors les r`eglesB, Fbis, IE et EB sont
les seules r`egles modifiantSq qui peuvent ˆetre activables dansγ. Or, si q exécuteB,
Fbis ou IE dansγ �→ γ ′, alors,S-Trace(q,p) ∈ {qt.P ,qt.pi,qt.PC,D.P ,D.pi,D.PC}
avecqt ∈ Neigq \ {p} et AbRoot(p) est toujours v´erifié dansγ ′. D’où, la règle EB
dep est toujours activable dansγ ′, contradiction. Enfin, siq exécuteEB dansγ �→ γ ′,
alors, comme pour le cas pr´ecédent, la r`egle EB de p est toujours activable dansγ ′,
contradiction.

- (¬AbRoot(p) ∧ SParp = EB) dansγ. En vérifiant chaque r`egle du protocoleDFS2, nous
pouvons remarquer que, commeSq = EB (Parp = q), EF est la seule r`egle queq peut
exécuterγ �→ γ′. Or, (¬AbRoot(p) ⇒ GoodL(p)) ⇒ (Lp = Lq + 1) et (Lp = Lq + 1 ∧
Sp ∈ {B,F ,P}) ⇒ ¬EFeedback(q). Donc, la règleEF de q n’est pas activable dansγ et q
n’exécute aucune r`egle dansγ �→ γ′. D’où, p est encore activable dansγ ′, contradiction.

Nous obtenons donc une contradiction dans tous les cas et le lemme est v´erifié. �

Lemme 5.5.5 Lorsque la r̀egleEF dep est activable, elle reste activable jusqu’à ce quep l’exécute.

Preuve. Soit γ �→ γ′ un mouvement. Supposons, par contradiction, que la r`egle EF de p est
activable dansγ et pas dansγ ′ (i.e., ¬EFeedback(p) dansγ ′) bien quep n’exécute pas cette r`egle
dansγ �→ γ ′. Tout d’abord, comme la r`egleEF n’existe pas dans l’algorithme der, nous savons
quep �= r et Parp = q avecq ∈ Neigp. Ensuite, commeEF est la règle dep qui est la plus
prioritaire (quand la r`egleEF dep est activable, les r`eglesEC et EB dep ne sont pas activables),
p n’exécute pas de r`egle dansγ �→ γ′ et Sp = EB dansγ ′. Or, (¬EFeedback(p) ∧ Sp = EB) ⇒
(∃q ∈ Neigp :: Parq = p ∧ Lq > Lp ∧ Sq /∈ {EF ,C}). Donc, il existe au moins un voisin,q, dep
qui exécute une r`egle dansγ �→ γ ′ pour satisfaireParq = p ∧ Lq > Lp ∧ Sq /∈ {EF ,C} dansγ ′.
Deux cas sont alors possibles :

- q vérifie (Parq �= p ∨ Lq ≤ Lp) dansγ mais, apr`es avoir ex´ecuté une règle,q vérifie (Parq =
p ∧ Lq > Lp ∧ Sq /∈ {EF ,C}) dansγ′ (en particulier,Parq = p dansγ ′ implique que
q �= r). CommeParq = p ∧ Lq > Lp dansγ ′ et queF est la seule r`egle qui peut modifier les
variablesParq ouLq, q exécuteF dansγ �→ γ′. Or, parF , q peut seulement d´esigner comme
père l’unique processeurq′ tel queSq′ = q dansγ (la règleF deq est activable seulement si
Predq = 1). Or,Sp = EB dansγ. Donc,Parq �= p dansγ ′, contradiction.

- q vérifie (Parq = p ∧ Lq > Lp ∧ Sq ∈ {EF ,C}) dansγ mais, apr`es avoir ex´ecuté une règle,
q vérifie (Parq = p ∧ Lq > Lp ∧ Sq /∈ {EF ,C}) dansγ′. Si Sq = C dansγ, alorsq peut
seulement ex´ecuter sa r`egleF dansγ �→ γ ′ et, comme dans le cas pr´ecédent,Parq �= p dans
γ′, contradiction. Donc,Sq = EF dansγ et la règleEC est la seule r`egle queq peut exécuter
dansγ �→ γ ′. Dans ce cas,q satisfait encore (Parq = p ∧ Lq > Lp ∧ Sq ∈ {EF ,C}) dansγ′

(en effet, la règleEC exécute simplementSq := C), contradiction.
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Nous obtenons donc une contradiction dans tous les cas et le lemme est v´erifié. �

Lemme 5.5.6 Soitp ∈ V tel queSp ∈ {EB,EF}. p vérifie Sp ∈ {EB,EF} jusqu’à ce que son
arbre soitE-mort.

Preuve. Soit p ∈ V un processeur tel queSp ∈ {EB,EF}. D’après les lemmes 5.5.1 et 5.5.2,p
est dans un arbre anormal. Ensuite,p �= r (les étatsEB et EF n’existent pas pourr). D’après les
règles de l’algorithme5.5.6, nous pouvons alors affirmer que sip vérifie Sp = EB, alorsp peut
uniquement ex´ecuterSp := EF par la règleEF . De la même mani`ere, sip vérifieSp = EF , alorsp
peut uniquement ex´ecuterSp := C par la règleEC. De plus,p exécuteEC seulement siAbRoot(p).
Donc,p exécuteEC seulement s’il est une racine anormale avecSp = EF . Or, d’après le lemme
5.5.2 sip est une racine anormale avecSp = EF , alors son arbreArbre(p) estE-mort. �
En utilisant les lemmes pr´ecédents (lemmes 5.5.4 `a 5.5.6), nous allons montrer que le gel atteint tous
les processeurs des arbres anormaux,i.e., tous les arbres anormaux sontE-mort, en au plusn − 1
rondes

Lemme 5.5.7 Tous les arbres anormaux sontE-mort en au plusn − 1 rondes.

Preuve. Soit NotEi l’ensemble des processeursp tels quep est dans un arbre anormal etSp /∈
{EB,EF} dans la premi`ere configuration de laième ronde. SoitF : N → N la fonction définie
comme suit :

F(i) =

{
∞ si NotEi = ∅,
minp∈NotEi

({h(p)}) sinon.

D’après la définition 5.5.7,F(i) = ∞ (i.e., NotEi = ∅) si et seulement si tous les arbres anormaux
sontE-mort. Donc, pour prouver le lemme, nous devons montrer queF(n − 1) = ∞. Pour cela,
nous allons tout d’abord montrer que tant queNotEi �= ∅, nous avonsF(i) < F(i + 1).

Supposons, par contradiction, qu’il existe une ex´ecution deDFS2 dont la ième ronde vérifie
F(i) ≥ F(i + 1) alors queNotEi �= ∅. Cela signifie qu’il existe au moins un processeurp au
début de lai + 1ème ronde qui vérifie Sp /∈ {EB,EF} et h(p) ≤ F(i) (en particulier,p est dans un
arbre anormal qui n’est pasE-mort). Or, d’après le lemme 5.5.6, nous savons que∀q ∈ V tel que
Sq ∈ {EB,EF}, q vérifie Sq ∈ {EB,EF} jusqu’à ce que son arbre soitE-mort. Deux cas sont
donc possibles pourp :

a) Durant laième ronde,p s’accroche `a un arbre anormal `a la hauteurh telle queh ≤ F(i) (n.b.,p
peut avoir quitté l’arbre auparavant). D’apr`es les remarques 5.5.3 et 5.5.4,p s’accroche alors `a
un arbre qui n’est pas encoreE-mort en utilisant sa r`egleF . De plus, d’apr`es la règleF , nous
savons quep s’accroche `a un arbre anormal `a la hauteurh seulement s’il existe un voisin dep,
q, tel queq est dans un arbre anormal,Sq = p eth(q) ≤ F(i) − 1. Or, d’après la définition de
F et le lemme 5.5.6, un tel processeurq n’existe pas, contradiction.

b) p vérifie (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧ (h(p) = F(i)) dans la premi`ere configuration de laième

ronde,p reste dans cet arbre durant laième ronde etp vérifie encore (Sp /∈ {C,EB,EF}) ∧
(h(p) = F(i)) dans la premi`ere configuration de lai + 1èmeronde.

1. Si h(p) = 0, alors, d’après les d´efinitions 5.5.2, 5.5.3 et 5.5.4,p vérifie p �= r et
AbRoot(p). D’après le prédicatEBroadcast(p) et le lemme 5.5.4, la r`egle EB de p
est alors continˆument activable. Or, comme le d´emon est faiblement ´equitable,p affecte
EB à Sp avant la fin de la ronde et, par le lemme 5.5.6,p vérifie alorsSp ∈ {EB,EF}
jusqu’à ce que son arbre soitE-mort, contradiction.
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2. Sih(p) > 0, alors, d’après la définition 5.5.2,p vérifie¬AbRoot(p). Or, (¬AbRoot(p) ∧
Sp /∈ {EB,EF}) ⇒ (SParp �= EF ) et (SParp �= EF ∧ h(Parp) = F(i)−1) ⇒ (SParp =
EB). Donc, d’après le prédicatEBroadcast(p) et le lemme 5.5.4, la r`egleEB dep est
alors continûment activable. Or, comme le d´emon est faiblement ´equitable,p affecteEB
àSp avant la fin de la ronde et, par le lemme 5.5.6,p vérifie alorsSp ∈ {EB,EF} jusqu’à
ce que son arbre soitE-mort, contradiction.

D’où, jusqu’à ce queNotEi = ∅, nous avonsF(i) < F(i+1). Or, par définition, la valeur maximale
deF(i) quandNotEi �= ∅ estégaleà n − 2, i.e., la hauteur maximale d’un arbre anormal (tous les
processeurs saufr peuventêtre dans un arbre anormal). Donc, dans le pire des cas,F estégaleà∞
pouri = n − 1, i.e., tous les arbres anormaux sontE-mort en au plusn − 1 rondes. �
Le lemme suivant montre que les arbres anormaux sont supprim´es du syst`eme par la phase de cor-
rection en un nombre fini de rondes.

Lemme 5.5.8 Le syst̀eme ne contient plus d’arbres anormaux en au plus3n − 3 rondes.

Preuve. D’après les lemmes 5.5.2 et 5.5.7, en au plusn − 1 rondes, chaque processeurp des
arbres anormaux v´erifie S-Trace(CheminPere(p)) = EB∗.EF ∗ et, d’après les remarques 5.5.3
et 5.5.4, aucun processeur ne peut plus s’accrocher `a ces arbres. Ensuite, nous pouvons remarquer
qu’aucun processeurq ne peut quitter ces arbres anormaux avant de v´erifier Sp = EF : seule une
racine anormale peut quitter un arbreE-mort via la règle EC lorsque tous les processeursq de
son arbre v´erifient Sq = EF , d’après le lemme 5.5.2. De plus, tant qu’il existe des processeursq
dans des arbres anormaux tels queSq = EB, il en existe au moins un,q ′, dont la règleEF est
continûment activable, d’apr`es les lemmes 5.5.2 et 5.5.5. Donc, le pire des cas est obtenu quand
tous les processeurs des arbres anormaux v´erifientS = EB. En effet, dans ce cas, il est n´ecessaire
de propager la valeurEF à partir des feuilles des arbres jusq’`a leur racine.H + 1 rondes sont alors
nécessaires pour cette propagation o`uH est la hauteur maximale d’un arbre anormal. Comme except´e
r, tout processeur peut ˆetre dans un arbre anormal, cela implique queH = n − 2. Ainsi, en au plus
n− 1 rondes suppl´ementaires, le syst`eme atteint une configurationγ où chaque processeurp dans un
arbre anormal v´erifieSp = EF . Dansγ, ∀p ∈ V , p vérifie l’un de ces cas :

1. Sp = C,

2. Sp = EF etp est dans un arbre anormal, ou

3. Sp ∈ Neigp ∪ {P ,D,PC} etp est dans l’arbre normal.

À partir deγ, les règlesEC sont continûment activables pour chaque racine anormale jusqu’`a ce
que tous les arbres anormaux aient disparu. En effet, except´e les règlesEC, les autres r`egles agissent
uniquement sur l’arbre normal. Ainsi, les r`eglesEC supprimeront les arbres anormaux `a partir de
leurs racines jusqu’aux feuilles en au plusn − 1 rondes. D’où, le système ne contient plus d’arbre
anormaux en au plus3n − 3 rondes. �
Les lemmes suivants vont nous permettre de montrer qu’`a partir de n’importe quelle configuration
initiale, la racine initie, via sa r`egleF , un parcours en un nombre fini de rondes (th´eorème 5.5.2).
Pour cela, nous allons tout d’abord montrer qu’`a partir d’une configuration ne contenant pas d’arbres
anormaux, la racine ex´ecute sa r`egleF (l’action de démarrage) en un nombre fini de rondes (lemme
5.5.11). Cette preuve est d´ecompos´ee en deux ´etapes :

1. Nous montrons que tout arbre normal dans une configuration ne contenant pas d’arbres anor-
maux est mort en un nombre fini de rondes (lemme 5.5.10).

2. Puis, nous montrons que la phase de nettoyage nettoie un tel arbre en un nombre fini de ronde
pour permettre au syst`eme de d´emarrerà nouveau (lemme 5.5.11).
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Lemme 5.5.9 Tout processeur de l’arbre normal (Arbre(r)) peut le quitter seulement si l’arbre est
mort.

Preuve. D’après la définition 5.5.3,∀p ∈ Arbre(r), p = r ∨ ¬AbRoot(p). Donc, pour quitter
Arbre(r), un processeur doit ex´ecuter la règleC et, par cons´equent, doit ˆetre une feuille de l’arbre.
Soitf une feuille deArbre(r). Pour quitterArbre(r), f doit vérifierSf = PC. Or, d’après le lemme
5.5.1, siSf = PC alors∀p ∈ CheminPere(f), Sp = PC avec, en particulier,Sr = PC. De plus,
d’après la définition 5.5.3,r est l’extrémité initiale deCheminPere(p), ∀p ∈ Arbre(r) \ {r}. Donc,
Sr = PC implique queSp ∈ {D,PC}, ∀p, d’après le lemme 5.5.1, etArbre(r) est mort d’apr`es la
définition 5.5.6. �

Lemme 5.5.10À partir de toute configuration ne contenant pas d’arbres anormaux, l’arbre normal
est mort en au plus 4n2 − 5n + 1 rondes.

Preuve. Soitγ ∈ C une configuration ne contenant pas d’arbres anormaux. Nous savons qu’`a partir
deγ, l’exécution ne contient pas d’interblocage (th´eorème 5.5.1) et que, tant que l’arbre normal est
vivant, chaque processeur peut s’y accrocher au plus une fois (lemme 5.5.9). Donc, `a partir deγ, le
pire des cas est le suivant :r vérifieSr ∈ Neigr et tous les autres processeursp vérifientSp = C. En
effet, dans ce cas, le syst`eme doit réaliser un parcours normal presque complet (un parcours complet
sans la premi`ere règle : la règleF der) avant que l’arbre normal soit mort.

Donc, d’après les algorithmes 5.5.5 et 5.5.6, `a partir deγ, l’exécution se d´eroule comme suit.
Tout d’abord, le jeton passe de voisin `a voisin (règleF ) jusqu’à un processeurp tel que∀q ∈ Neigq,
Sq �= C, i.e., p est une feuille de l’arbre couvrant construit parDFS2 (notez que apr`es avoir ex´ecuté
sa règleF , un processeur a sa r`egleR immédiatement activable, donc les r`eglesF etR sont exécutées
en parallèle). Le processeurp est donc atteint en au plusH rondes o`u H est la hauteur maximum de
l’arbre couvrant. En ex´ecutantF , p affecteP à Sp. Une ronde suppl´ementaire est ensuite n´ecessaire
pour quep affecteR à Quep (règleR). Le processeurp propage alors une valeurW (règleW ) dans
le chemin de l’arbre le liant `a la racine (pointeurPar). Après au plusH rondes, la valeurW atteint
un fils der et r vérifie Answer(r). La racine d´eclenche alors une diffusion de la valeurA (règleA)
dans son arbre. Apr`es au plusH + 1 rondes, la valeurA atteintp, p vérifie alorsAnswerOk(p) et
affecteD à Sp en exécutant sa r`egleFbis. Cette derni`ere règle initie une remont´ee du jeton dans
l’arbre (règleB), cette remont´ee s’arrête lorsque l’un de ces deux cas apparaˆıt :

– Le jeton atteint un processeurq ayant des voisins n’appartenant pas `a l’arbre.q désigne alors
un nouveau successeurSq et l’exécution de r`eglesF reprendà partir deSq, etc.

– Le jeton atteintr et r affecteD à Sr car tous ses voisins sont dans l’arbre. Dans ce cas, le
lemme 5.5.1 implique que l’arbre normal est mort.

Cette phase de remont´ee est aussi effectu´ee en au plusH + 1 rondes.
Ainsi, jusqu’à ce que l’arbre normalArbre(r) soit mort, le parcours s’effectue en au plus 4H +

3 rondes par feuille de l’arbre couvrant. Or,H est borné parn − 1 et, dans le pire des cas, l’arbre
couvrant final est constitu´e den−1 feuilles (tous les processeurs saufr). D’où, à partir deγ, Arbre(r)
est mort en au plus (n − 1) × (4n − 1), i.e., 4n2 − 5n + 1 rondes. �

Lemme 5.5.11À partir de n’importe quelle configuration ne contenant pas d’arbres anormaux,r
ex́ecute sa r̀egleF en au plus 4n2 − 3n + 2 rondes.

Preuve. D’après le lemme 5.5.10, `a partir de n’importe quelle configuration ne contenant pas d’ar-
bres anormaux, le syst`eme atteint une configurationγ où l’arbre normal est mort en au plus 4n2 −
5n +1 rondes. Dans le pire des cas,γ correspond `a la configuration suivante :∀p ∈ V , p ∈ Arbre(r)
∧ Sp = D. En effet, dans ce cas, le syst`eme doit ex´ecuter une phase de nettoyage compl`ete avant
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de pouvoirà nouveau d´emarrer : la valeurPC doit être diffusée dans l’arbre `a partir der jusqu’aux
feuilles (règlePC). Cette diffusion coˆute au plusn rondes. Ensuite, l’arbre se nettoie `a partir des
feuilles grâceà l’exécution de r`eglesC en au plusn rondes. D’où, après au plus 4n2−3n+1 rondes,
le système atteint une configuration o`u ∀p ∈ V , Sp = C. Dans une telle configuration,r est le seul
processeur activable et donc ex´ecute la règleF dans le mouvement suivant (resp. la ronde suivante).
�
D’après les lemmes 5.5.8 et 5.5.11, nous pouvons affirmer le r´esultat suivant :

Théorème 5.5.2À partir de n’importe quelle configuration,r exécute sa r̀egleF en au plus 4n2 − 1
rondes.

Nous allons maintenant montrer que tout parcours initi´e parr (règleF ) est un parcours en profondeur
du réseau (th´eorème 5.5.3). Ainsi nous pourrons conclure que le protocoleDFS2 est instantan´ement
stabilisant (th´eorème 5.5.4). Le lemme suivant montre un r´esultat technique utilis´e dans la preuve du
théorème 5.5.3.

Lemme 5.5.12Soitp un processeur d’un arbre anormal tel queQuep ∈ {Q,R}. Tant quep ne quitte
pas l’arbre,p vérifieQuep �= A.

Preuve. Soit p un processeur d’un arbre anormal tel queQuep ∈ {Q,R}. Supposons quep vérifie
aussiAbRoot(p). SiSp ∈ {EB,EF}, alors d’après le lemme 5.5.6,p vérifieSp ∈ {EB,EF} jusqu’à
ce qu’il quitte l’arbre (cf. pr´edicatAnswer(p)). Donc, la règleA dep n’est pas activable jusqu’`a ce
qu’il quitte l’arbre. SiSp ∈ Neigp∪{P ,D,PC}, alors sa r`egleEB est continûment activable (lemme
5.5.4). Or, la règleEB est plus prioritaire que la r`egleA. Donc,p ne peut pas ex´ecuterA avantEB
et, sip exécuteEB, alors on retrouve le cas pr´ecédent.

Supposons maintenant quep vérifie¬AbRoot(p). Deux cas sont alors possibles :
- Quep = R. La valeurR est alors propag´ee dansCheminPere(p) : pour tout processeurq

dansCheminPere(p), dès queQueq = R, q ne pourra modifierQueq que via la règleW et
seulement quandQueParq seraégalà R. Ensuite, pour affecterA à Queq, q devra vérifier, en
particulier,Queq = W et QueParq = A (seuler peut passer deR à A). Donc, nous pouvons
remarquer qu’il existera toujours une valeurR dansCheminPere(p) pour empêcherq de
passer deW àA : les valeursR sont une barri`ere entre les valeursA etW . D’où, tant quep est
dans l’arbre,p ne peut pas affecterA àQuep.

- Quep = Q. Si p reste dans l’arbre, alorsQuep resteégalàQ jusqu’à ce quep exécute sa r`egle
R. Or, sip exécute sa r`egleR, alors on retrouve le cas pr´ecédent.

D’où, tant quep ne quitte pas l’arbre,p vérifieQuep �= A. �
Avant de démontrer que tout parcours initi´e parr est un parcours en profondeur (th´eorème 5.5.3),
nous allons montrer un r´esultat interm´ediaire : tout parcours initi´e parr visite tous les processeurs du
réseau (lemme 5.5.13).

Lemme 5.5.13À partir de n’importe quelle configuration où r ex́ecute sa r̀egleF , DFS2 parcourt
tous les processeurs du réseau.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe certains processeurs qui ne seront pas visit´es
lors du parcours initi´e parr. Alors, comme le r´eseau est connexe, il existe au moins un processeur
p �= r qui ne sera pas visit´e tandis qu’un de ses voisinsq le sera. Le processeurq exécute la règleF
pour recevoir le jeton du parcours normal pour la premi`ere fois (i.e., q s’accroche au parcours initi´e
par r). En exécutantF , nous pouvons alors remarquer queQueq := Q et queq ne peut pas affecter
directementD àSq (cf. macroNextq).
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– Supposons alors queSp �= C. Si Quep ∈ {W ,A}, alorsSq reste différent deD et Queq reste
égalà Q jusqu’à ce queQuep = R. Ainsi, p finit par exécuter la règleR et p vérifie ensuite
Quep ∈ {Q,R}. Or, commeSp �= C et p n’est jamais visit´e, p est dans un arbre anormal et,
d’après le lemme 5.5.12,Quep �= A tant quep ne quitte pas son arbre. Donc, tant quep ne
quitte pas son arbre,q ne peut pas affecterD àSq via les règlesFbis ouB. En effet,q ne vérifie
pasAnswerOk(q) à cause dep. Ainsi, d’après le lemme 5.5.8,p finit par quitter son arbre et
le système atteint une configuration o`u Sp = C.

– Supposons maintenant quep vérifie (ou finisse par v´erifier) Sp = C. Si p s’accroche (une
nouvelle fois)à un arbre anormal,p exécute en particulierQuep := Q (cf. règleF ) et, comme
précédemment, tant quep ne quitte pas l’arbre,q ne peut pas affecterD à Sq. Or, d’après le
lemme 5.5.8, le syst`eme finit par ne plus contenir d’arbre anormal. Donc,p finit par vérifier
Sp = C pour toujours. De plus, tant queSp = C, q ne peut pas affecterD à Sq (cf. macro
Nextq). Or, d’après le lemme 5.5.10, l’arbre normal finit par ˆetre mort. Donc,q finit par affecter
D àSq et nous obtenons une contradiction.

D’où, p finit par être visité par le parcours normal et cela signifie qu’`a partir d’une configuration o`u
r exécute sa r`egleF , tous les processeurs sont visit´es en un temps fini par le parcours initi´e parr. �

Théorème 5.5.3À partir de n’importe quelle configuration où r ex́ecute sa r̀egleF , DFS2 ex́ecute
un parcours en profondeur du réseau.

Preuve. D’après le lemme 5.5.13, nous savons qu’`a partir d’une configuration o`u r exécute sa
règleF , le parcours initi´e parr visite séquentiellement tous les processeurs du r´eseau. Pour montrer
que le parcours effectu´e est un parcours en profondeur, nous allons montrer qu’il suit la m´ethode
présentée dans la remarque 5.3.1 : il progresse le plus profond´ement possible dans le r´eseau avant de
remonter dans l’arbre du parcours. Pour cela, nous allons prouver que chaque processeurp visité par
le parcours issu der affecteD àSp seulement quand tous ses voisins appartiennent `a l’arbre normal :
Arbre(r) (i.e.quand tous ses voisins ont ´eté visités par le parcours courant). Cette preuve est fournie
ci-dessous.

Quandp est visité pour la premi`ere fois par le parcours initi´e parr (règleF ), il affecte en particu-
lier Q àQuep. Ensuite,Quep resteégalàQ tant que∃q ∈ Neigp tels queSq �= C∧Queq �= R. Donc,
chaque processeurq finit par exécuterQueq := R (règleR). De plus, chaque fois qu’un voisin dep
s’accroche `a un arbre anormal (par la r`egleF ), il exécute en particulierQue := Q. Donc, d’après le
lemme 5.5.12,p vérifiera (Sp �= C ∧ Quep = A) ∧ (∀q ∈ Neigp, Queq = A ∧ Sq �= C) seulement
quand∀q ∈ Neigp, q ∈ Arbre(p). D’où, p affecteraD àSp seulement quand tous ses voisins auront
été visités par le parcours initi´e parr (cf. prédicatAnswerOk(p) et macroNextp dans les r`egles
Fbis etB). D’où, le parcours s´equentiel initié parr est un parcours en profondeur.

Nous pouvons donc conclure qu’`a partir de n’importe quelle configuration o`u r exécute sa r`egle
F , DFS2 exécute un parcours en profondeur du r´eseau. �
D’après la remarque 3.2.1, les th´eorèmes 5.5.2 et 5.5.3, nous pouvons d´eduire le théorème suivant :

Théorème 5.5.4DFS2 est un protocole instantanément stabilisant de parcours en profondeur sous
un d́emon distribúe faiblement́equitable.

Preuve de la stabilisation instantańee en supposant un d́emon distribué inéquitable. Nous
avons montr´e queDFS2 est un protocole instantan´ement stabilisant de parcours en profondeur sous
un démon faiblement ´equitable (th´eorème 5.5.4). Donc, pour prouver la stabilisation instantan´ee du
protocole sous l’hypoth`ese d’un d´emon inéquitable, il reste `a montrer que chaque parcours ex´ecuté
par notre protocole est r´ealisé en un nombre fini de mouvements (cf. plan de la preuve pr´esenté dans
le premier paragraphe de la sous-section 5.5.2).
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Nous commenc¸ons cette preuve avec les deux lemmes techniques suivants. Ces lemmes seront utilis´es
plus tard dans la preuve.

Lemme 5.5.14∀p ∈ V \ {r} tel queAbRoot(p), p ne peut pas ex́ecuter de r̀egle de la phase de
question.

Preuve. Supposons, par contradiction, quep exécute une r`egle de la phase de question dansγ �→ γ ′.
Alors, d’après l’algorithme 5.5.6,p vérifie, en particulier,Sp /∈ {C,EB,EF} dansγ. Or, (Sp /∈
{C,EB,EF} ∧ AbRoot(p)) ⇒ EBroadcast(p) et, comme la r`egleEB est plus prioritaire que toute
règle de la phase de question,p peut seulement ex´ecuter la règleEB dansγ �→ γ ′, contradiction.�

Lemme 5.5.15L’exécution de chaque règleF engendre l’ex́ecution deO(∆× n) règles de la phase
de question.

Preuve. Suite à l’exécution de sa r`egleF , un processeurp vérifie Sp ∈ Neigp ∪ {P}, Parp ∈
Neigp et Quep = Q. Ensuite,Quep resteégal à Q jusqu’à ce que∀q ∈ Neigp, (Sq �= C) ⇒
(Queq ∈ {Q,R}). Si un voisin dep, notéq, exécuteQueq := R via sa règleR (dans ce cas,Sq �= C),
alorsq vérifieQueq = R jusqu’à ce quep exécuteQuep := R (règleR). Enfin, quand chaque voisin
q dep vérifie (Sq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}), p peut exécuterQuep := R (règleR). Donc, chaque
exécution de la r`egleF engendre au plus∆ + 1 nouvelles valeursR dans le syst`eme.

Ensuite, toutes ses valeursR (O(∆)) sont propag´ees (par l’ex´ecution de r`eglesR) uniquement
dans lesCheminPeres dep et de chaqueq vérifiantSq �= C jusqu’à un processeurv tel que (v = r)∨
AbRoot(Parv) (cf. prédicatRequire et lemme 5.5.14). Or, le nombre de processeurs qui composent
chaqueCheminPere est borné parn. Donc, le coût de ces propagations est enO(∆ × n) règles.

Puis, dans le pire des cas,p et chacun de ses voisinsq tel queSq �= C (O(∆)) exécuteQue := W
via la règleW . Dans le pire des cas encore, les valeursW sont propag´ees (par l’ex´ecution de r`egles
W ) uniquement dans lesCheminPeres dep et de chaqueq vérifiantSq �= C jusqu’à un processeur
v tel que (v = r) ∨ AbRoot(Parv) (cf. prédicatWait et lemme 5.5.14). Donc, similairement aux
valeursR, le coût de ces propagations est enO(∆ × n) règles.

Finalement, dans le pire des cas, lesO(∆) valeursW créées précédemment sont toutes propag´ees
dans l’arbre normal. Dans ce cas, chaque valeurW finit par atteindre un fils der et peut provoquer
la diffusion d’une valeurA dans tout l’arbre normal (r est le seul processeur capable de g´enérer une
valeurA). Donc, le coût de ces diffusions est encore enO(∆ × n) règles (n.b. l’arbre normal peut
contenir tous les processeurs du r´eseau).

D’où, chaque r`egleF engendre l’ex´ecution deO(∆ × n) règles de la phase de question. �
Nous allons maintenant montrer (lemmes 5.5.16 `a 5.5.21) que les arbres anormaux ne peuvent en-
gendrer l’exécution que d’un nombre fini de r`egles. Pour cela, nous ´etudions le nombre d’actions
des phases de visite, de nettoyage et de correction engendr´ees par les arbres anormaux (le nombre
d’actions de la phase de question a d´ejà été traité dans un cadre g´enéral, cf. lemme 5.5.15).

Tout d’abord, nous montrons que les arbres anormaux n’engendrent l’ex´ecution que d’un nombre fini
de règles de la phase de visite (lemme 5.5.16 `a lemme 5.5.18).

Lemme 5.5.16∀p ∈ V \ {r}, après s’̂etre accroch́e à un arbre anormal (r̀egleF ), p ne peut quitter
son arbre avant que celui-ci ne soit mort.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’apr`es s’être accroch´e à un arbre anormal, un processeur
p quitte son arbre alors qu’il est toujours vivant. Deux r`egles dep lui permettent de quitter un arbre
(i.e., Sp := C) : les règlesC etEC.
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– Supposons quep quitte son arbre via la r`egleC. Pour exécuter la règleC, p doit vérifier, en
particulier,Sp = PC (cf. prédicatClean(p)). Or, après s’être accroch´e via la règleF , p vérifie
Sp ∈ Neigp ∪ {P} et Quep = Q. En particulier,Quep �= A jusqu’à ce quep quitte son arbre
d’après le lemme 5.5.12. Ensuite, d’apr`es l’algorithme 5.5.6,p doit exécuterSp := D via la
règleFbis, B, ou IE, puisSp := PC via la règlePC pour finalement v´erifier Sp = PC. Or,
pour exécuterSp := D via la règleFbis, B, ou IE, p doit vérifier, en particulier,Quep = A
(cf. AnswerOk(p)), contradiction.

– Supposons quep quitte son arbre via la r`egleEC. Pour exécuter la règleEC, p doit vérifier, en
particulier, (Sp = EF ) ∧ AbRoot(p) (cf. prédicatEFAbRoot(p)). Donc, d’après la définition
5.5.2,p est la racine anormale de son arbre. De plus, commeSp = EF , le lemme 5.5.2 implique
que∀q ∈ Arbre(p), Sq = EF , i.e., Arbre(p) est mort d’apr`es la définition 5.5.6. D’où, p peut
quitter son arbre via la r`egleEC seulement quand son arbre est mort, contradiction.

�
D’après le lemme 5.5.16 et la remarque 5.5.3, nous d´eduisons le lemme suivant :

Lemme 5.5.17Dans une ex́ecution,∀p,q ∈ V \ {r}, q s’accrocheà l’arbre anormal enracińe enp
(règleF ) au plus une fois.

Lemme 5.5.18Soitp un processeur dans un arbre anormal.p exécute au plus une règle de la phase
de visite avant de quitter son arbre.

Preuve. Supposons quep (un processeur dans un arbre anormal) ex´ecute une action de la phase de
visite dansγ �→ γ ′. D’après les d´efinitions 5.5.2, 5.5.3 et 5.5.4,p �= r etSp �= C dansγ. Donc,p peut
exécuter la règleFbis, B, ouIE dansγ �→ γ′ et soitSp = D soitSp = q avecq ∈ Neigp dansγ ′.

Si Sp = D dansγ ′, alors, d’après l’algorithme 5.5.6,p ne peut plus ex´ecuter de r`egle de la phase
de visite jusqu’à ce qu’il quitte son arbre.

Si Sp = q (q ∈ Neigp) dansγ′, alorsSq = C dansγ. Ensuite, d’apr`es l’algorithme 5.5.6, la r`egle
B est la seule r`egle de la phase de visite quep pourra exécuter s’il reste dans son arbre. La r`egleB
dep sera activable seulement quandq vérifiera (Parq = p) ∧ (Sq = D). Or, commeSq = C dansγ,
q doit s’accrocher `ap (règleF ) puisp doit exécuterSq := D. Après s’être accroch´e via la règleF , q
vérifie Sq ∈ Neigp ∪ {P} etQueq = Q. En particulier,Queq �= A jusqu’à ce queq quitte son arbre
d’après le lemme 5.5.12. Or, d’apr`es l’algorithme 5.5.6,q peut exécuterSp := D seulement via les
règlesFbis, B ou IE et pour exécuter de telles r`eglesq doit vérifier, en particulier,Queq = A (cf.
AnswerOk(q)), contradiction. Donc,p ne peut plus ex´ecuter de r`egle de la phase de visite tant qu’il
est dans cet arbre (`a cause deq).

D’où, p exécute au plus une r`egle de la phase de visite avant de quitter son arbre. �
Nous montrons maintenant que les arbres anormaux n’engendrent l’ex´ecution que d’un nombre fini
de règles de la phase de nettoyage (lemme 5.5.19).

Lemme 5.5.19Dans une ex́ecution, un processeurp quitte un arbre anormal en exécutant sa phase
de nettoyage (au plus deux règles) seulement s’il est dans cet arbre depuis la configuration initiale.

Preuve. Supposons, par contradiction, quep quitte un arbre anormal en ex´ecutant sa phase de net-
toyage apr`es s’y être accroch´e (règle F ). En exécutant la r`egle F , p affecteq à Sp tel queq ∈
Neigp ∪ {P} etQ àQuep. Donc,Quep �= A jusqu’à ce quep quitte l’arbre d’après le lemme 5.5.12.
D’après l’algorithme 5.5.6, cela signifie queD ne peut pas ˆetre affecté à Sp tant quep ne quitte pas
son arbre. D’o`u, d’après l’algorithme 5.5.6,p ne pourra pas quitter son arbre anormal en ex´ecutant
sa phase de nettoyage, contradiction. �
Le lemme suivant montre que les arbres anormaux n’engendrent l’ex´ecution que d’un nombre fini de
règles de la phase de correction (lemme 5.5.20).
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Lemme 5.5.20Soitp un processeur dans un arbre anormal.p quitte son arbre apr̀es avoir ex́ecut́e
au plus trois r̀egles de la phase de correction.

Preuve. Ce lemme se d´eduit trivialement d’apr`es les règles de l’algorithme 5.5.6. �
Grâce aux lemmes 5.5.15 `a 5.5.20, nous pouvons maintenant calculer le nombre total d’actions en-
gendrées par les arbres anormaux durant l’ex´ecution :

Lemme 5.5.21Les arbres anormaux engendrent l’exécution deO(∆ × n3) règles avant de dis-
parâıtre.

Preuve. D’après les d´efinitions 5.5.1 et 5.5.4, au plusn − 1 processeurs sont dans des arbres
anormaux dans la configuration initiale du syst`eme. De plus, chaque processeur except´e r (O(n))
peut s’accrocher `a chaque arbre anormal au plus une fois durant l’ex´ecution (lemme 5.5.17). Ensuite,
chaque processeur qui s’accroche `a un arbre anormal engendre l’ex´ecution deO(∆ × n) règles de
la phase de question (lemme 5.5.15) et ex´ecute au plus quatre autres r`egles avant de quitter son
arbre (lemmes 5.5.18 `a 5.5.20). Naturellement, le nombre d’ex´ecution de r`egles engendr´ees par un
processeur dans un arbre anormal d`es la configuration initiale est du mˆeme ordre. Donc, chaque arbre
anormal engendre l’ex´ecution deO(∆ × n2) règles avant de disparaˆıtre et comme, par la d´efinition
5.5.4, il existe au plusn − 1 arbres anormaux dans la configuration initiale, le lemme est v´erifié. �
Nous nous focalisons maintenant sur l’arbre normal. Nous allons montrer que l’arbre normal n’en-
gendre l’exécution que d’un nombre fini de r`egles avant de v´erifierSr = C (lemmes 5.5.22 `a 5.5.24).
Pour cela, nous allons ´etudier le nombre d’actions des phases de visite et de nettoyage engendr´ees
par l’arbre normal avant queSr = C (le nombre d’actions de la phase de question a d´ejà été traité
dans un cadre g´enéral, cf. lemme 5.5.15).

Tout d’abord, nous nous focalisons sur la phase de visite.

Lemme 5.5.22L’arbre normal (Arbre(r)) est mort apr̀es avoir engendŕe l’exécution deO(n) règles
de la phase de visite.

Preuve. L’exécution d’une r`egle de la phase de visite est engendr´ee par l’arbre normal dans le
mouvementγ �→ γ ′ pour effectuer l’une de ces tˆaches :

– désigner un nouveau successeur au parcours der, i.e.une variableSp reçoit q tel queq ∈ Neigp

où p est soit un processeur de l’arbre normal dansγ (RèglesFbis, B ouIE) ou un processeur
s’accrochant `a l’arbre normal dansγ �→ γ′ (règleF ).

– affecterP à une variableSp où p est un processeur s’accrochant `a l’arbre normal dansγ �→ γ ′

(règleF ).
– affecterD à une variableSp où p est un processeur de l’arbre normal dansγ (RèglesFbis, B

ouIE).
Donc, pour connaˆıtre le nombre d’ex´ecutions de r`egles de la phase de visite engendr´ees par l’arbre
normal avant qu’il ne meure, il suffit de compter le nombre total de modifications subit par les va-
riablesSp de tous les processeursp initialement dans l’arbre normal ou s’accrochant `a l’arbre normal
avant qu’il ne meure.

Tout d’abord, nous comptons le nombre d’ex´ecutions de r`egles permettant de d´esigner les suc-
cesseurs lors du parcours der. Supposons quep s’accroche (par la r`egleF ) àArbre(r) dansγ �→ γ ′.
Pour s’accrocher `aArbre(r), p a été précédemment d´esigné comme successeur par un de ses voisins
q tel queq ∈ Arbre(r). Ensuite, apr`es avoir désignép, q n’a plus de règles de la phase de visite acti-
vable jusqu’à ce quep devienne son fils en s’accrochant `aArbre(r). Donc, il y a autant d’ex´ecutions
de règles pour d´esigner les successeurs du parcours der que de processeurs s’accrochant `aArbre(r).
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Or, O(n) processeurs s’accrochent `a Arbre(r) jusqu’à ce queArbre(r) ne meure (cf. lemme 5.5.9).
D’où, jusqu’à ce qu’il soit mort,Arbre(r) engendre l’ex´ecution deO(n) règles pour d´esigner les
successeurs du parcours der.

Nous comptons maintenant le nombre d’ex´ecutions de r`egles permettant d’affecterP aux va-
riablesS des processeurs s’accrochant `aArbre(r). Un processeurp �= r peut affecterP àSp unique-
ment en ex´ecutant la r`egleF : lorsqu’il s’accroche `a Arbre(r). Donc le nombre d’ex´ecutions de ses
règles est aussi enO(n) (lemme 5.5.9).

Finalement, nous comptons le nombre d’ex´ecutions de r`egles permettant d’affecterD aux va-
riablesS des processeurs deArbre(r). Quandp affecteD àSp (RèglesFbis, B ouIE) cela signifie
qu’il considère que tous ses voisins ont ´eté visités par le parcours der. Sp reste ensuite ´egalà D et
p n’exécute plus de r`egles de la phase de visite jusqu’`a ce qu’il quitteArbre(r) d’après l’algorithme
5.5.6,i.e., jusqu’à ce queArbre(r) soit mort d’après le lemme 5.5.9. Donc, le nombre d’ex´ecutions
de ses r`egles est aussi enO(n).

D’où, l’arbre normal (Arbre(r)) est mort apr`es avoir engendr´e l’exécution deO(n) règles de la
phase de visite. �
Nous regardons maintenant la phase de nettoyage.

Lemme 5.5.23Si l’arbre normal est mort, alors il sera complètement nettoýe (i.e., Sr = C) après
avoir engendŕe l’exécution deO(n) règles de la phasede nettoyage.

Preuve. Si Arbre(r) est mort, alors il v´erifie : ∀p ∈ Arbre(r), S-Trace((CheminPere(p)) ∈
PC∗.D∗ d’après le lemme 5.5.1. Donc, d’apr`es les algorithmes 5.5.5 et 5.5.6, seules les r`egles de
nettoyage peuvent s’appliquer sur cet arbre jusqu’`a ce queSr = C. La phase de nettoyage est com-
posée de deux r`egles :PC et C. La règle PC propage la valeurPC de r jusqu’aux feuilles de
Arbre(r) . Ensuite, l’arbre est nettoy´e des feuilles jusqu’`a r par l’exécution de r`eglesC. D’où, après
l’exécution deO(n) règles de la phase de nettoyage sur l’arbre (au plus deux r`egles par processeurs),
le système atteint une configuration o`u Sr = C et le lemme est v´erifié. �
Grâce aux lemmes 5.5.15, 5.5.22 et 5.5.23, nous pouvons maintenant conclure sur le nombre total
d’actions engendr´ees par l’arbre normal avant queSr = C.

Lemme 5.5.24L’arbre normal engendre l’ex́ecution deO(∆× n2) règles avant de v́erifier Sr = C.

Preuve. Tout d’abord, d’apr`es la définition 5.5.3, l’arbre normal contient uniquement des proces-
seursp tels que (p = r) ∨ ¬AbRoot(p). Donc, aucun processeur de l’arbre n’ex´ecute de r`egles de la
phase de correction. Ensuite, jusqu’`a ce qu’il soit mort, l’arbre normal progresse dans le r´eseau via les
phases de visite et de question. La phase de visite est r´ealisée grâceà l’exécution deO(n) de ses r`egles
(lemme 5.5.22). De plus, durant cette phase, commeO(n) règlesF sont générées,O(∆×n2) règles de
la phase de question sont aussi g´enérées (lemme 5.5.15). Naturellement, le coˆut de la phase de ques-
tion (en terme de r`egles) pour les processeurs pr´esents dans l’arbre normal depuis la configuration
initiale est du mˆeme ordre. Finalement, la phase de visite termine lorsque l’arbre normal est mort. Le
système est alors dans une configuration o`u∀p ∈ Arbre(r), S-Trace((CheminPere(p)) ∈ PC∗.D∗

(lemme 5.5.1). Chaque processeur de l’arbre n’ex´ecute plus d’action de la phase de visite jusqu’`a ce
qu’il quitte l’arbre et l’arbre est nettoy´e après l’exécution deO(n) règles de la phase de nettoyage
(lemme 5.5.23). �
D’après le lemme 5.5.21, nous savons que les arbres anormaux engendrent l’ex´ecution d’un nombre
fini de règles,i.e., O(∆×n3) exécutions de r`egles, avant de disparaˆıtre. Donc, le d´emon inéquitable ne
peut empˆecher de mani`ere permanente la progression de l’arbre normal. Or, l’arbre normal engendre
l’exécution deO(∆ × n2) règles avant de v´erifier Sr = C (lemme 5.5.24). Donc, le syst`eme atteint
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une configuration o`u Sr = C après O(∆ × n3) mouvements.̀A partir de cette configuration et
jusqu’à ce quer exécute sa r`egleF , toutes les r`egles ex´ecutées dans le syst`eme sont engendr´ees
par les arbres anormaux. Une nouvelle fois, d’apr`es le lemme 5.5.21, apr`esO(∆ × n3) mouvements
supplémentaires,r exécute sa r`egleF . D’où, le théorème suivant est v´erifié.

Théorème 5.5.5À partir de n’importe quelle configuration initiale,r exécute sa r̀egleF enO(∆ ×
n3) mouvements.

Corollaire 5.5.1 À partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS2 exécute un
parcours en profondeur (complet) enO(∆ × n3) mouvements.

D’après le théorème 5.5.4 et le corollaire 5.5.1, nous avons :

Théorème 5.5.6DFS2 est un protocole instantanément stabilisant de parcours en profondeur sous
un d́emon distribúe inéquitable.

5.5.3 Complexit́e

Complexité en espace. Dans les algorithmes 5.5.5 et 5.5.6, les valeurs de la variableL ne sont pas
bornées. Cependant, nous pouvons remarquer que le protocoleDFS2 reste valide si nous bornonsL
parn. Donc, chaque processeur a besoin delog n bits pour stocker sa variableL et en tenant compte
des autres variables d´eclarées dans les algorithmes 5.5.5 et 5.5.6, nous pouvons d´eduire le théorème
suivant :

Théorème 5.5.7L’occupation ḿemoire deDFS2 est enO(log n) bits par processeur.

Par rapport `a la solution pr´ecédente (DFS1), le protocoleDFS2 a un surcoˆut modéré. En effet,
comme nous savons qu’un protocole de parcours en profondeur non tol´erant aux fautes a besoin de
Θ(∆) bits par processeur, le surcoˆut en mémoire deDFS2 est enO(log n/ log ∆).

Complexité en temps. Nous analysons maintenant la complexit´e en temps du protocoleDFS2 en
fonction des crit`eres présentés dans la sous-section 3.2.3.

Temps de stabilisation.D’après le théorème 5.5.6,DFS2 est instantan´ement stabilisant. Donc, par
la définition 3.2.1, le temps de stabilisation deDFS2 est zéro à la fois en nombre de rondes et en
nombre de mouvements.

Délai.D’après les th´eorèmes 5.5.2 et 5.5.5, nous savons que le d´elai du protocoleDFS2 est enO(n2)
rondes etO(∆ × n3) mouvements, respectivement.

Le nombre de fois òu le protocole doit̂etre initié pour ex́ecuter un parcours conforme aux spécifica-
tions.Par définition, pour n’importe quel protocole instantan´ement stabilisant, ce nombre est ´egalà
un. Or, d’après le théorème 5.5.6,DFS2 est instantan´ement stabilisant.

Le nombre de fois òu un processeur peut participer̀a un parcours corrompu.D’après le lemme
5.5.17, chaque processeur peut s’accrocher au plus une fois `a chaque arbre anormal. Or, initialement,
le système contient au plusn − 1 arbres anormaux. Donc, durant l’ex´ecution un processeur peut
participeràO(n) parcours corrompus.

Le nombre de fois òu un processeur peut participerà un parcours corrompu sans le détecter comme
tel. D’après le lemme 5.5.19, lorsqu’un processeurp s’accroche `a arbre enracin´e en un processeurq
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tel queq �= r, il ne peut le quitter qu’en ex´ecutant sa phase de correction et, dans ce cas,p détecte
qu’il a participé à un parcours corrompu. Donc,∀p ∈ V , p peut participer `a un parcours enracin´e
en un processeurq tel queq �= r sans le d´etecter qu’au plus une fois : sip participeà ce parcours
en continu depuis la configuration initiale. Ainsi,p peut participer au plus deux fois `a un parcours
corrompu sans le d´etecter :

– Un parcours enracin´e enr mais pas initié parr.
– Un parcours enracin´e enq tel queq ∈ V \ {r}.

Le temps d’ex́ecution ńecessaire pour effectuer le premier parcours conforme aux spécifications.
D’après le théorème 5.5.6, nous savons qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, le pre-
mier parcours initi´e par la racine sera conforme aux sp´ecifications. Or, d’apr`es le corollaire 5.5.1,
nous savons qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS2 exécute un
parcours en profondeur (complet) enO(∆ × n3) mouvements. Le th´eorème suivant nous donne le
temps d’exécution du premier parcours (conforme aux sp´ecifications) en nombre de rondes. Il se
déduit des lemmes 5.5.8, 5.5.11 et du th´eorème 5.5.2.

Théorème 5.5.8À partir de n’importe quelle configuration initiale, le protocoleDFS2 exécute un
parcours en profondeur (complet) en au plus8n2 − 3n + 1 rondes.

Le temps d’ex́ecution ńecessaire pour effectuer les parcours suivants.Comme nous l’avons affirm´e
dans la sous-section 3.2.3, de mani`ere générale, pour un protocole stabilisant (auto-stabilisation
ou stabilisation instantan´ee), le pire des cas du temps d’ex´ecution d’un cycle (complet) de calcul
conforme aux sp´ecifications correspond au pire des cas de l’ex´ecution du premier cycle conforme
aux spécifications. C’est le cas aussi avec le protocoleDFS2. En effet, le temps d’ex´ecution d’un
parcours passe deO(∆ × n3) (corollaire 5.5.1) `a O(n2) mouvements (th´eorème 5.5.9). Cela est dˆu
au fait que le premier parcours initi´e parr force la destruction des arbres anormaux de sorte que le
deuxième parcours initi´e démarreà partir d’une configuration initiale normale (lemme 5.5.25).

Lemme 5.5.25Après le premier parcours initié parr, les autres parcours d́emarrent toujours d’une
configuration telle que∀p ∈ V , Sp = C.

Preuve. D’après le théorème 5.5.3 et le lemme 5.5.9, nous pouvons d´eduire que lorsque le premier
parcours initié termineà r, le système est dans une configuration o`u tous les processeurs sont dans
l’arbre normal. Donc `a partir de cette configuration, le syst`eme ne contient plus d’arbres anormaux
et suite au nettoyage de l’arbre normal, le syst`eme atteint une configuration initiale normale,i.e.une
configuration telle que∀p ∈ V , Sp = C. �

Théorème 5.5.9Après le premier parcours initié par r, les autres parcours sont exécut́es enO(n2)
mouvements.

Preuve. D’après le lemme 5.5.25, suite au premier parcours initi´e parr, les autres parcours d´emarrent
toujours d’une configurationγ telle que∀p ∈ V , Sp = C. À partir deγ, le système ne contient plus
jamais d’arbres anormaux. Donc, aucune r`egle de la phase de correction ne sera plus ex´ecutée durant
le reste de l’ex´ecution. Ensuite,O(n) règles de la phase de visite (lemme 5.5.22) etO(n) règles de
la phase de nettoyage (lemme 5.5.23) sont ex´ecutées durant le parcours. Consid´erons maintenant la
phase de question. Soitp ∈ V .

1. Durant un parcours `a partir deγ, p exécute la règleR une fois pour passer deQ àR après s’être
accroché à l’arbre normal. Ensuite,p exécutera la r`egleR chaque fois qu’il devra propager vers
r une valeurR initi ée par l’un de ses descendants dans l’arbre couvrant,i.e., O(n) règlesR.
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2. De la même mani`ere,p exécutera la r`egleW chaque fois qu’il devra propager versr une valeur
W initi ée par une feuille (de l’arbre couvrant) appartenant `a son sous-arbre,i.e., O(n) règles
W .

3. Finalement,p exécutera la r`egleA chaque fois qu’il devra propager une valeurA initi ée par
r à la suite d’une requˆete (W ) initi ée par une feuille (de l’arbre couvrant) appartenant `a son
sous-arbre,i.e., O(n) règlesA.

D’où, chaque processeur ex´ecuteO(n) règles de la phase de question durant un parcours initi´eà partir
deγ : O(n2) règles de la phase de question et le th´eorème est v´erifié. �

Le surcôut en temps.Pour évaluer le surcoˆut en temps de notre protocole, nous avons besoin de
connaˆıtre :

(1) D’une part, le temps d’ex´ecution d’un parcours `a partir d’une configuration initiale normale.
Cette complexit´e est enO(n2) rondes (lemme 5.5.11) etO(n2) mouvements (lemme 5.5.25 et
théorème 5.5.9).

(2) D’autre part, le temps d’ex´ecution d’un parcours effectu´e dans un syst`eme sans faute par le pro-
tocole le plus efficace. Or, nous avons vu dans la section 5.3 que cette complexit´e est identique
en terme de mouvements et de rondes :2(n − 1).

En tenant compte de ces deux complexit´es, nous pouvons d´eduire que le surcoˆut en temps de la
stabilisation de notre protocole (i.e. le rapport en (1) et (2)) est de l’ordre den à la fois en rondes et
en mouvements.

5.5.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons pr´esenté un second protocole de parcours en profondeur ins-
tantanément stabilisant pour un r´eseau enracin´e quelconque fonctionnant avec un d´emon distribu´e
inéquitable. Comme pour la premi`ere solution propos´ee dans la section 5.4, ce protocole n’utilise pas
de structures sous-jacentes telles que, par exemple, un arbre couvrant et n’a pas besoin de connais-
sances globales sur le r´eseau telles que sa taille, par exemple. De plus, comme pr´ecédemment, la
propriété de stabilisation instantan´ee assure que d`es que la racine initie un nouveau parcours, tous les
processeurs sont visit´es dans un ordre induit par la profondeur d’abord. Cependant, ce protocole est
moins efficace que le pr´ecédent en temps d’ex´ecution : par exemple, le d´elai est enO(n2) rondes et
O(∆ × n3) mouvements alors que nous obtenons pour la mˆeme tâcheO(n) rondes etO(n2) mouve-
ments avec la solution de la section 5.4. Le temps d’ex´ecution des parcours (comme pourDFS1, le
premier parcours est plus coˆuteux que les autres) et le surcoˆut en temps sont aussi moins efficaces.
En revanche, cette nouvelle solution apporte des am´eliorations majeures. Premi`erement, le protocole
DFS2 n’utilise plus les identit´es des processeurs et son occupation m´emoire est enO(log n) bits par
processeur au lieu deO(n× log n) pour la solution pr´ecédente. Ensuite,DFS2 détecte efficacement
les parcours corrompus : un processeur peut participer au plus deux fois `a un parcours corrompu
sans le d´etecter (cf. sous-section 5.5.3). Enfin, nous pouvons remarquer qu’`a partir du deuxi`eme
démarrage, notre protocole r´ealise un parcours en profondeur premier (comme d´efini par Collin et
Dolev dans [CD94]). En effet, d’apr`es le lemme 5.5.25, suite au premier parcours initi´e par la racine,
le système démarre toujours `a partir d’une configuration telle que∀p ∈ V , Sp = C (une configu-
ration initiale normale).̀A partir d’une telle configuration, nous pouvons remarquer que le syst`eme
contient toujours au plus un jeton et que,∀p ∈ V , lorsquep détient le jeton, il d´esigne toujours
comme successeur son voisin non-visit´e minimal dans l’ordre local≺p (si un tel processeur existe).
D’où, à partir de la deuxi`eme exécution deDFS2, l’arbre couvrant construit est un point fixe.
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5.6 Gestion explicite des reqûetes

Les protocolesDFS1 et DFS2 font explicitement r´eférence aux requˆetes, via la variableRe-
questr, dans le code de l’algorithme de leur initiateurr (cf. algorithmes 5.4.3 et 5.5.5). Cependant,
dans un premier temps, nous n’avons pas tenu compte de la variableRequestr dans l’analyse de
ces protocoles (i.e., la preuve de la stabilisation instantan´ee et l’analyse de complexit´e) car, d’une
part, la prise en compte de la variableRequestr alourdirait inutilement les preuves et d’autre part
la gestion de la variableRequestr est identique pour les deux protocoles. En pr´eambule, nous al-
lons rappeler comment la variableRequestr intervient dans les deux protocoles (sous-section 5.6.1).
Puis, nous montrerons que la mani`ere dont nous g´erons les requˆetes n’altère pas la validit´e de nos
protocoles (sous-section 5.6.2). Enfin, nous nous int´eresserons aux r´epercussions sur la complexit´e
des protocoles (sous-section 5.6.3).

5.6.1 Mise en oeuvre de la reqûete

Dans les protocolesDFS1 et DFS2, la variableRequestr apparaˆıt uniquement au niveau de
l’action de démarrage : la r`egleF de r et de l’action de terminaison : la r`egleT de r. Requestr

apparaˆıt à la fois dans la garde et dans le traitement de ces deux r`egles. Ainsi, la garde de la r`egle
F est de la forme suivante :Forward(r) ∧ (Requestr = Wait). Cela signifie que l’initiateurr peut
exécuter une action de d´emarrage seulement si(1) sonétat ainsi que celui de ses voisins le permettent
(Forward(r)) et (2) une demande a ´eté effectuée via la règle externeIR (Requestr = Wait).
Ensuite, en cas d’ex´ecution de la r`egle F , la présence de l’affectationRequestr := In dans le
traitement de la r`egle permet de signifier `a l’application (ou l’utilisateur) demandeuse que le cycle de
calcul demand´e est démarré, i.e., la requête est prise en compte. Pour la r`egleT , nous avons une garde
de la formeForward(r) ∧ (Requestr = In) et le traitement associ´e suivant :Requestr := Out.
En effet, apr`es que le cycle de calcul (en l’occurrence le parcours) initi´e se termine `a la racine par
l’exécution de la r`egleC, r finit par vérifier à nouveauForward(r). Dans ce cas, l’initiateur informe
l’application (ou l’utilisateur) demandeur que le cycle de calcul demand´e est termin´e et qu’il est
à nouveau possible d’effectuer une requˆete (cf. règle IR page 36) en ex´ecutant la r`egleT . Nous
pouvons alors remarquer quer n’est plus activable jusqu’`a ce qu’une nouvelle requˆete soit effectu´e :
jusqu’à l’exécution de la r`egleIR.

5.6.2 Validité de la gestion explicite des reqûetes

Nous allons maintenant montrer que la mani`ere dont nous g´erons les requˆetes n’altère pas la
validité de nos protocoles.

Théorème 5.6.1DFS1 (resp.DFS2) reste instantańement stabilisant lorsque les requêtes sont
explicitement ǵerées.

Preuve. La gestion explicite de la requˆete ne modifie pas le comportement des variables internes des
protocolesDFS1 etDFS2. En fait, la variableRequestr peut juste bloquer l’action de d´emarrage
lorsqueRequestr �= Wait, i.e.en l’absence de demande (cf. algorithmes 5.4.3 et 5.5.5). Donc, pour
montrer que la gestion explicite de la requˆete n’altère pas la validit´e de nos protocoles, il suffit de
montrer qu’elle ne cr´ee pas d’interblocage,i.e., aucune r`egle interne du protocole ne sera plus jamais
activable seulement si plus aucune demande n’est effectu´ee par l’application.

Les seules r`egles dépendant deRequestr sont les règlesF et T . Or, nous avons d´emontré que,
quelle que soit la configuration initiale, sans la gestion explicite des requˆetes,r pouvait appliquer
la règleF en un temps fini. La modification dˆue à la gestion de la variableRequestr nous am`ene
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à dire quer peut appliquer les r`egles internesFou T si Requestr �= Out. Si r peut appliquerT
alors la valeur deRequestr passe `a Out et l’interface est d´eclenchable. Donc, si l’application est
demandeuse,Requestr passe `a Wait et pour la même raison quer pouvait exécuterT , r peut alors
exécuterF . D’où, aucune r`egle interne au protocole n’est plus jamais activable seulement si la r`egle
externeIR n’est plus jamais activable bien queRequestr = Out. Or, d’après la garde de la r`egle
IR cela signifie que le pr´edicatApplicationRequest(r) n’est plus jamais satisfait, c’est `a dire, plus
aucune demande ne sera jamais effectu´ee par l’application. �

5.6.3 Conśequences sur la complexit́e en temps

Nous allons maintenant montrer que la gestion explicite des requˆetes engendre un surcoˆut en
temps négligeable.

Théorème 5.6.2Avec une gestion explicite des requêtes, le d́elai pour ex́ecuter une action de démar-
rage demand́ee deDFS1 (resp.DFS2) est du m̂eme ordre que le d́elai calcuĺe sans tenir compte de
cette gestion explicite.

Preuve. Supposons que l’application (ou l’utilisateur) demande un cycle de calcul (i.e, le prédicat
ApplicationRequest(r) est vérifié).

– Si Requestr = Out, alors la règle IR devient alors imm´ediatement activable. L’ex´ecution
de cette r`egle fait passerRequestr à Wait et la garde de la r`egleF dépend maintenant de
Forward(r) uniquement. Donc, le d´elai pour exécuter l’action de d´emarrage demand´e de
DFS1 (resp.DFS2) estégal au d´elai précédemment calcul´e plus une action.

– SiRequestr = In, il faut queRequestr passe deIn àOut (règleT ) puis deOut àWait (règle
IR). Donc, par rapport au d´elai précédemment calcul´e, nous avons un surcoˆut de deux actions.
D’où, le délai total pour ex´ecuter l’action de d´emarrage demand´e deDFS1 (resp.DFS2) est
égal au d´elai calculé sans tenir compte de la gestion explicite des requˆetes plus deux actions.

– Enfin, le cas o`u Requestr = Wait représente le pire des cas. En effet, il faut que le syst`eme
exécute un cycle complet de calcul non demand´e avant que la r`egleIR puis l’action de d´emar-
rage ne soient ex´ecutées, c’est `a dire, le temps d’ex´ecution d’un cycle complet pr´ecédemment
calculé plus l’exécution des r`eglesT et IR. Cependant, nous avons vu dans les sous-sections
5.4.3 et 5.5.3 que le d´elai et le temps d’ex´ecution d’un cycle de calcul complet deDFS1 (resp.
DFS2) sans tenir compte de la gestion explicite des requˆetes sont du mˆeme ordre. D’o`u, dans
ce cas aussi, le d´elai total deDFS1 (resp.DFS2) reste du mˆeme ordre que le d´elai calculé
sans tenir compte de la gestion explicite des requˆetes.

�
Suivant le même argumentaire, nous pouvons montrer que lorsque l’application (ou l’utilisateur)
demande un cycle de calcul deDFS1 (resp.DFS2), le temps d’ex´ecution de ce cycle de calcul
est du même ordre que celui calcul´e sans tenir compte de la gestion explicite des requˆetes. D’où le
corollaire suivant :

Corollaire 5.6.1 Avec une gestion explicite des requêtes, lorsque l’application (ou l’utilisateur) de-
mande un cycle de calcul deDFS1 (resp.DFS2), le temps d’ex́ecution de ce cycle de calcul est du
même ordre que celui calculé sans tenir compte de cette gestion explicite.
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5.7 Applications fondées sur le parcours en profondeur instan-
tanément stabilisant

Le parcours en profondeur permet d’´evaluer des propri´etés globales sur le r´eseau. Dans cette
section, nous donnons deux exemples de calculs de propri´etés globales utilisant le parcours en pro-
fondeur. La premi`ere application (cf. sous-section 5.7.3) est un calcul de point fixe avec d´etection de
terminaison. L’algorithme pr´esenté permet de marquer lespoints d’articulation(définition A.2.15,
page 161) et lesisthmes(définition A.2.16, page 161) du r´eseau. Les points d’articulation (resp. les
isthmes) sont des processeurs (resp. des canaux) dont la suppression (suite `a une panne d´efinitive, par
exemple) provoque la partition du r´eseau en plusieurs composantes connexes (cf. d´efinitions A.2.15
et A.2.16, page 161, pour les d´efinitions formelles). De plus, l’existence de points d’articulation ou
d’isthmes dans le r´eseau peut ˆetre l’une des causes d’apparition de congestions. L’identification des
points d’articulation et des isthmes est donc essentielle du point de vue de la tol´erance aux fautes. La
seconde application (cf. sous-section 5.7.4) permet d’´evaluer si un ensemble fourni par l’application
est unensemble śeparateur(définition A.2.14, page 161) du r´eseau. Un ensemble s´eparateur (cutset)
est un sous-ensemble de processeurs du r´eseau dont la suppression (suite `a des pannes d´efinitives, par
exemple) provoque la partition du r´eseau en plusieurs composantes connexes (cf. d´efinition A.2.14,
page 161, pour la d´efinition formelle). La d´etection d’ensembles s´eparateurs est un probl`eme im-
portant dans de nombreuses applications telles que l’´evaluation de la fiabilit´e des réseaux. Nos deux
applications sont obtenues par la composition conditionnelle (cf. sous-section 5.7.2) entre un algo-
rithme distribué calculant la propri´eté recherch´ee et un des deux protocoles de parcours en profondeur
instantan´ement stabilisants pr´ecédemment pr´esentés. En fait, nos deux applications utilisent deux
propriétés communes des protocolesDFS1 etDFS2 (cf. sous-section 5.7.1). Dans les preuves de
ces deux protocoles, nous allons utiliser de nombreux termes emprunt´esà la théorie des graphes. Les
définitions de ces termes sont fournies en annexe (section A, page 159). Pour ces d´efinitions, nous
nous sommes bas´es sur les livres de Berge [Ber83] et d’Aho et Hullman [AU92].

5.7.1 Rappel sur les protocoles DFS1 et DFS2

Pour réaliser nos applications, nous pouvons utiliser l’un ou l’autre des deux protocoles de par-
cours en profondeur instantan´ement stabilisants pr´ecédemment pr´esentés. En fait, nos deux applica-
tions reposent sur deux propri´etés communes des protocolesDFS1 et DFS2. Ces propri´etés sont
les suivantes :

Propri été 5.7.1 Dans les protocolesDFS1 etDFS2, ∀p ∈ V , lorsquep participe à un parcours
initi é parr, p affecteD à Sp uniquement quand tous ses voisins ontét́e visit́es par ce parcours.

Propri été 5.7.2 Dans les protocolesDFS1 etDFS2, ∀p ∈ V , à partir du moment òu p participeà
un parcours initíe,p ne participera plus jamais̀a un parcours corrompu.

La première propriété est dûe au fait que les protocolesDFS1 etDFS2 suivent le sch´ema d’algo-
rithme présenté dans la remarque 5.3.1. Pour le protocoleDFS1, la deuxième propriété est montr´ee
dans la preuve du th´eorème 5.4.11 (page 65). Pour le protocoleDFS2, la deuxième propriété se
déduit du théorème 5.5.3 (page 88) et du lemme 5.5.9 (page 86).

5.7.2 Composition conditionnelle

Pourécrire nos applications, nous allons utiliser une technique de composition de protocoles :
la composition conditionnelle. Cette technique de composition a ´eté introduite par Dattaet al dans
[DGPV00]. Elle permet notamment de simplifier l’´ecriture et les preuves des protocoles.



100 Parcours en profondeur instantan´ement stabilisants

Définition 5.7.1 (Composition Conditionnelle) Soit P1 et P2 deux protocoles tels que toute va-
riable écrite par P2 n’apparâıt pas dans le code deP1. La composition conditionnellede P1 et
P2, not́eeP2 ◦|G P1, est un protocole qui v́erifie les conditions suivantes :

1. P2 ◦|G P1 contient toutes les variables et règles deP1 etP2.

2. G est un sous-ensemble de gardes deP1.

3. Chaque garde deP2 est de la formeg∧h ou¬g ∧h où g est expression booléenne utilisant les
gardes deG.

4. Comme une règle deP2 peut être activable quand une règle deP1 est activable, l’ordre de
l’exécution est le suivant : exécution de la r̀egle deP2 suivit par l’ex́ecution de la r̀egle deP1

dans le m̂eme mouvement.

La définition suivante sera utilis´ee pour prouver la stabilisation instantan´ee de nos protocoles com-
posites.

Définition 5.7.2 (Ex́ecution Équitable [Tel01]) Une ex́ecution e de la compositionP1 et P2 est
équitable pourPi avecPi ∈ {1, 2} si et seulement si l’une de ses conditions est vérifiée :

– e est finie.
– e contient une infinit́e d’ex́ecution de r̀egles dePi ou contient un suffixe infini dans lequel

aucune r̀egle dePi n’est activable.

5.7.3 Points d’articulation et isthmes

À l’origine, le problème de l’identification des points d’articulation et des isthmes a ´eté abordé
dans la th´eorie des graphes : Paton [Pat71] puis Tarjan [Tar72] ont propos´e des solutions pour
les graphes de topologie quelconque (n.b. le protocole de Tarjan a une complexit´e linéaire). Ce
problème a ensuite ´eté abordé dans le contexte de l’algorithmique distribu´ee non tolérante aux fautes :
[AZ89, PTMH91, SK92]. Enfin, Karaata et Chaudhuri ont propos´e des solutions auto-stabilisantes
dans [Kar99, KC99, Cha99b, Cha99a]. Toutes ces solutions (i.e., [Kar99, KC99, Cha99b, Cha99a])
supposent l’existence d’un arbre couvrant le r´eseau : les solutions propos´ees dans [Cha99b, Cha99a]
utilisent un arbre couvrant en profondeur (pouvant ˆetre calculé par l’un des protocoles silencieux
de [Her91a, CD94, AB98, DT01]) tandis que dans [Kar99, KC99], un arbre couvrant en largeur est
requis (cet arbre pouvant ˆetre calculé, en particulier, par le protocole silencieux de Huang et Chen,
[HC92]). Les protocoles de [Cha99b, Cha99a] ont la meilleure complexit´e : à partir de n’importe
quelle configuration, le syst`eme atteint un ´etat terminal o`u tous les points d’articulation et isthmes du
réseau sont identifi´es enO(n2) mouvements au lieu deO(n2 ×m) mouvements pour [Kar99, KC99]
(sans tenir compte du temps de calcul de l’arbre couvrant). Cependant, ces solutions ont deux in-
convénients majeurs. Le premier concerne leur occupation m´emoire :Ω(m × log(m)) bits par pro-
cesseur (en effet, chaque processeur maintient des listes d’arˆetes). Le second inconv´enient est que ces
protocoles sont silencieux donc, par d´efinition, aucun processeur du r´eseau n’est capable de d´etecter
quand tous les points d’articulation et isthmes du r´eseau sont identifi´es (i.e., quand le point fixe est
atteint). Enfin, il faut noter que nous avons propos´e un protocole de d´etection des points d’articu-
lation et des isthmes dans [Dev05]. Ce protocole suppose aussi l’existence d’un arbre couvrant en
profondeur dans le r´eseau. Ce protocole am´eliore significativement l’occupation m´emoire des solu-
tions précédentes :O(log ∆ + log n) bits par processeur, tout en gardant une complexit´e en temps
enO(n2) mouvements (sans tenir compte du temps de calcul de l’arbre couvrant). N´eanmoins, cette
solution est encore une fois un protocole silencieux.

Nous allons maintenant proposer un protocole instantan´ement stabilisant permettant d’identi-
fier les points d’articulation et les isthmes du r´eseau. Une propri´eté intéressante de ce protocole est
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qu’il termine à la racine apr`es que le point fixe est atteint,i.e., seulement apr`es que tous les points
d’articulation et les isthmes du r´eseau sont localement identifi´es (marqu´es). Ce protocole est en fait
la composition entre un algorithme distribu´e calculant une fonctionu(p) pour chaque processeur
p �= r et un algorithme instantan´ement stabilisant de parcours en profondeur. La fonctionu(p) per-
met d’identifier sip est un point d’articulation et si l’arˆete entrep et son père dans l’arbre couvrant
est un isthme. Notre approche est bas´ee sur deux r´esultats de Tarjan. Ces r´esultats utilisent les pro-
priétés intrinsèques des arbres couvrants en profondeur. SoitArbre(r) = (V ,ET ) un arbre couvrant
en profondeur du r´eseauG = (V ,E). SoitFils(p) l’ensemble des fils dep dansArbre(r), ∀p ∈ V .
SoitE \ET l’ensemble desarêtes hors-arbre. Les deux th´eorèmes suivants ont ´eté établis par Tarjan
dans [Tar72] :

Théorème 5.7.1r est un point d’articulation deG si et seulement si|Fils(r)| ≥ 2.

Théorème 5.7.2∀p ∈ V \ {r}, p est un point d’articulation si et seulement si∃q ∈ Fils(p) tel
qu’aucun processeur parmiq et ses descendants dansArbre(r) n’est lié par unearête hors-arbrèa
un anĉetre dep.

Les deux th´eorèmes de Tarjan sont bas´es sur une propri´eté intrinsèque des arbres couvrants en pro-
fondeur. Cette propri´eté est donn´ee ci-dessous (elle est facilement d´eductible de la d´efinition des
arbres couvrants en profondeur, d´efinition A.2.12, page 161).

Propri été 5.7.3∀p ∈ V , chaque descendantq dep dans un arbre couvrant en profondeur,Arbre(r),
vérifie : chaque voisin hors-arbre deq est soit un anĉetre soit un descendant dep dansArbre(r).

La remarque suivante montre que les points d’articulation et les isthmes sont deux notions proches.

Remarque 5.7.1Une ar̂ete est un isthme si et seulement si chacun de ses sommets incidents est un
sommet pendant (i.e., un sommet de degré un) ou un point d’articulation.

La figure 5.7.15 illustre les deux th´eorèmes de Tarjan et la remarque 5.7.1. Dans cette figure, un
arbre en profondeur du graphe enracin´e enr est décrit par les arˆetes en trait plein. La racine `a deux
fils dans cet arbre. D’apr`es le Théorème 5.7.1, la racine est donc un point d’articulation. En effet, si
nous supprimons le sommetr et ses arˆetes incidentes, nous obtenons un graphe non-connexe avec
deux composantes : le sous-graphe induit par 1 et ses descendants et le sous-graphe induit par 2 et
ses descendants. Le processeur 3 est lui aussi un point d’articulation d’apr`es le Théorème 5.7.2. En
effet, aucun des descendants de son fils 7 (i.e., 9, 10, 13, 14, 17, 20, 21) n’est reli´e à un ancˆetre de 3
(i.e., 1 our) par une arˆete hors-arbre. D’ailleurs, si nous supprimons 3 et ses arˆetes incidentes alors
le sous-graphe induit par 7 et ses descendants se retrouve d´econnect´e du reste du graphe. Finale-
ment, nous pouvons remarquer que, par exemple, l’arˆete{2,5} est un isthme. En effet, 2 est un point
d’articulation et 5 un sommet pendant (cf. remarque 5.7.1).

Approche. En nous basant sur les r´esultats pr´ecédents (i.e., les théorèmes 5.7.1, 5.7.2 et la remarque
5.7.1), nous introduisons la fonctionu(p), ∀p ∈ V \ {r}. La fonctionu(p) utilise la notion devoisin
hors-arbre, i.e., les voisins liés à un processeur par une arˆete hors-arbre (n.b. d’apr`es la propriété
5.7.3, tout voisin hors-arbreq d’un processeurp est soit un ancestre soit un descendant dep donc,
nous pouvons avoirq ∈ Arbre(p)). Nous définissonsu(p) comme suit :

∀p ∈ V \ {r}, u(p) = minx∈Arbre(p) ({h(y) :: {x,y} ∈ E \ ET} ∪ {h(x)}).
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FIG. 5.7.15 – Arbre couvrant en profondeur enracin´e enr dans un graphe non-orient´e connexe.
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La valeur deu(p) correspond `a la valeur minimale entre les hauteurs des processeurs deArbre(p) et
de leurs voisins hors-arbre. En fait, nous utiliseronsu(p) pour savoir sip à un descendant reli´e par
une arête hors-arbre `a l’un de ses ancestres (upgoing edge). L’exemple fourni dans la figure 5.7.15
illustre cette notion. Par exemple, dans la figure 5.7.15, le processeur 12 a deux descendants : 16 et
19, les voisins hors-arbre de 12, 16 et 19 sont 12 et 1. Donc,u(12) = min({h(12), h(16), h(19)} ∪
{h(12), h(1)}) = min({4,5,6,1}) = 1.

Nous allons maintenant montrer, en utilisant les th´eorèmes 5.7.1, 5.7.2 et la remarque 5.7.1 que,
d’une part, si∀p ∈ V \ {r}, p peut calculerFils(p), h(p) et u(p) et r peut calculerFils(r), alors
nous pouvons identifier tous les points d’articulation deG. D’autre part, si∀p ∈ V \ {r}, p peut
calculeru(p) et Pere(p) où Pere(p) est le père dep dansArbre(r), alors nous pouvons identifier
tous les isthmes deG.

Propri été 5.7.4∀p ∈ V , p est unpoint d’articulationsi et seulement sip vérifie une de ces deux
conditions :

1. (p = r) ∧ (|Fils(p)| ≥ 2).

2. (p �= r) ∧ (∃q ∈ Fils(p) :: u(q) ≥ h(p)).

Preuve. Tout d’abord, d’apr`es le théorème 5.7.1, nous pouvons trivialement d´eduire que la condition
1 estéquivalente `a la proposition “r est un point d’articulation”.

Considérons maintenant la condition 2. Soitp ∈ V \ {r}. Par définition,u(p) estégalà la plus
petite hauteur parmi les hauteurs dep et ses descendants dansArbre(r) ainsi que les hauteurs de leurs
voisins hors-arbre. Supposons ensuite quep est un point d’articulation. D’apr`es le théorème 5.7.1,
nous savons qu’il existe au moins un fils dep dansArbre(r), noté q, tel que aucun processeur parmi
q et ses descendants dansArbre(r) n’est lié par une arˆete hors-arbre `a un ancˆetre dep. Donc, chaque
voisin hors-arbre deq et ses descendants est un descendant dep. D’où, u(q) ≥ h(p). Ainsi, si p �= r
est un point d’articulation, alors la condition 2 est v´erifiée. En utilisant des arguments similaires, nous
pouvons d´eduire la réciproque. �

Propri été 5.7.5∀e ∈ E, e = {p,q} est un isthme si et seulement sie ∈ ET ∧ (((Pere(p) = q) ⇒
(u(p) = h(p))) ∧ ((Pere(q) = p) ⇒ (u(q) = h(q)))).

Preuve. Tout d’abord, nous pouvons trivialement affirmer que l’ensemble des isthmes du r´eseau est
un sous-ensemble deET . En effet, chaque isthme{p,q} appartient `a tout chemin allant dep àq (resp.
deq àp) dansG. Donc, les isthmes appartiennent forc´ementà tout arbre couvrant (par d´efinition, un
graphe partiel deG connexe).

Supposons maintenant, par contradiction, que l’arˆete{p,q} telle quePere(p) = q (le casPere(q)
= p est symétrique) est un isthme eth(p) �= u(p). Dans ce cas,h(p) > u(p) caru(p) = minx∈Arbre(p)

({h(y) :: {x,y} ∈ E \ET}∪{h(x)}). Or,h(p) > u(p) signifie qu’il existe une arˆete hors-arbre entre
un ancêtre dep et un descendant dep (d’après la définition deu(p) et la propriété 5.7.3). Donc, le
graphe partielG′ = (V ,E \ {{p,Pere(p)}}) est connexe, contradiction.

Finalement, supposons, par contradiction, que l’arˆete{p,q} telle quePere(p) = q (le casPere(q)
= p est symétrique) n’est pas un isthme eth(p) = u(p). Dans ce cas, il existe au moins un cycle dans
G incluant l’arête{p,Pere(p)}. CommeArbre(r) est un arbre couvrant en profondeur, ce cycle est
composé d’arêtes de l’arbre et d’une arˆete hors-arbre. Cette arˆete hors-arbre relie un descendant dep
à un ancˆetre dep. Doncu(p) < h(p) (d’après la définition deu(p)), contradiction. �
La figure 5.7.16 illustre les propri´etés 5.7.4 et 5.7.5. Tout d’abord,r est la racine de l’arbre couvrant
en profondeur etr a un unique fils dans cet arbre, donc,r n’est pas un point d’articulation d’apr`es le
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FIG. 5.7.16 – Exemple illustrant les propri´etés 5.7.4 et 5.7.5.

point 1 de la propri´eté 5.7.4. Ensuite, le processeur 4 v´erifieu(4) ≥ h(3) donc son p`ere dans l’arbre,
3, est un point d’articulation d’apr`es le point 2 de la propri´eté 5.7.4. Pour les mˆemes raisons, 4 est
un point d’articulation. Au contraire, le seul fils du processeur 1, le processeur 3, v´erifieu(3) < h(1)
donc le processeur 1 n’est pas un point d’articulation. D’apr`es le propriété 5.7.5, l’arête{3,4} est un
isthme car 4 v´erifieh(4) = u(4). En revanche,h(5) �= u(5), donc, l’arête{4,5} n’est pas un isthme.

Nous allons maintenant pr´esenter comment r´ealiser un protocole instantan´ement stabilisant d’identi-
fication des points d’articulation et des isthmes avec d´etection de terminaison `a la racine en utilisant
la composition conditionnelle entre un algorithme distribu´e calculant la fonctionu(p) (pourp �= r),
notéUNNS (i.e., Uppermost Non-Tree Neighbor of each Subtree), et un protocole de parcours en
profondeur instantan´ement stabilisant. Par souci de simplicit´e, nous allons pr´esenter uniquement la
composition, not´eeUNNSDFS1, entreUNNS etDFS1. Avec quelques modifications mineures,
nous pouvons composerUNNS etDFS2 pour obtenir le mˆeme résultat.

L’algorithme UNNSDFS1. Comme annonc´e précédemment,UNNSDFS1 (algorithme 5.7.9)
est une composition conditionnelle entreUNNS etDFS1. Le protocoleUNNS (algorithmes 5.7.7



5.7 Applications fond´ees sur le parcours en profondeur instantan´ement stabilisant 105

Algorithm 5.7.7 AlgorithmeUNNS pourp = r
Entr ée :
Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;
Parp ∈ Neigp : constante deDFS1 ;
Forward(p), Backward(p) : prédicats deDFS1 ;
Nextp : macro deDFS1 ;

Constante :Levelp = 0 ;

Variable : CutNodep : booléen ;

Macros :
Childrenp = {q ∈ Neigp :: Parq = p} ;
Updatep = Si (Nextp = D) alors CutNodep := (|Childrenp| ≥ 2) ;

Règle :
Forward(p) ∨ Backward(p) → Updatep ;

et 5.7.8) est un algorithme de calcul distribu´e des variables d´ecrites dans les propri´etés 5.7.4 et 5.7.5.
Le fonctionnement du protocoleUNNSDFS1 (cf. algorithme 5.7.9) est pr´esenté ci-dessous.

Tout d’abord, en utilisant la composition conditionnelle, les r`egles deUNNS sont exécutées
dans les mˆeme mouvements que les r`eglesF et B du protocoleDFS1 (cf. définition 5.7.1). La
règleF dep est activable quandp vérifieForward(p). Respectivement, la r`egleB dep est activable
quandp vérifie Backward(p). Durant un parcours initi´e par la racine, quand un processeurp �= r
reçoit le jeton pour la premi`ere fois en ex´ecutant sa r`egleF , p peut effectuer dansUNNS un calcul
dépendant de lui et de son p`ere : un calculpréfixe. Ensuite, le parcours termine localement enp quand
p exécuteF ou B tandis queNextp = D. p peut alors effectuer dansUNNS un calcul dépendant
de ses descendants et/ou des ses voisins : un calculpostfixe.

DansUNNSDFS1, lorsque l’application le demande, la racine,r, initie en un temps fini un
nouveau parcours. La requˆete correspond maintenant `a une demande de marquage des points d’arti-
culation et des isthmes du r´eseau.

À partir de l’action de d´emarrage (la r`egleF de r), chaque fois qu’un processeurp �= r reçoit le
jeton courant pour la premi`ere fois (règleF ), il évalue sa hauteur dans la variableLevelp en fonction
de la hauteur dePp, i.e., la hauteur de son p`ere dans l’arbre couvrant. En fait, lorsquep exécuteF , son
père dans l’arbre couvrant est son unique pr´edécesseur (n.b., la r`egleF dep est activable seulement
si p n’a qu’un prédécesseur). La variableSp fournit en entrée des processeursp tels quep �= r permet
de connaˆıtre le prédécesseur de chaque processeur : le pr´edécesseur dep est son unique voisinq tel
queSq = p lorsquep exécuteF . Quand le parcours termine localement enq tel queq �= r, q calcule
u(q) dans une variableBackq (n.b. la macroNextq fourni en entrée deUNNS permetàq de savoir
lorsqu’il a localement termin´e le parcours : quandq exécute les r`eglesF ouB alors queNextq = D).
En effet, la valeur deu(q) dépend des hauteurs de ses voisinsq ′ qui sont maintenant stock´ees dans
Levelq′ et des valeursu(q′′) de ses descendantsq′′ dans le parcours qui ont d´ejà affecté leur variable
Backq′′ à u(q′′). En particulier, siq est une feuille de l’arbre couvrant,q n’a pas de descendant et
q évalue simplement sa variableBackq à partir des hauteurs de ses voisins. Connaissant maintenant
h(q) etu(q), q peut alors d´ecider (dans le mˆeme mouvement) :

– Il affecteà vrai sa variableCutNodeq si et seulement s’il est un point d’articulation (conform´e-
mentà la propriété 5.7.4).

– Il affecteà vrai sa variableParentLinkIsABridgep si et seulement si l’arˆete{p,Parp} est un
isthme (conform´ementà la propriété 5.7.5).

Enfin, lorsque le parcours termine enr, tous ses voisins ont ´eté visités.r connaˆıt donc l’ensemble
de ses fils dans l’arbre couvrant en profondeur (la variablePar fourni entrée de tous les processeurs
permet de calculer l’ensemble, not´eChildren, des fils d’un processeur dans l’arbre couvrant : l’en-
semble des fils d’un processeurp estégalà l’ensemble de ses voisinsq tels queParq = p) et décide
en affectant vrai `a la variableCutNoder si et seulement s’il est un point d’articulation (conform´ement
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à la propriété 5.7.4).
Ainsi, quandUNNSDFS1 termineà la racine, le syst`eme est dans une configuration o`u tous les

points d’articulation et les isthmes du r´eseau sont marqu´es : pour chaque processeurp nous aurons
CutNodep à vrai si et seulement sip est un point d’articulation etParentLinkIsABridgep à vrai
si et seulement si{p,Parp} est un isthme.

Algorithm 5.7.8 AlgorithmeUNNS pourp �= r
Entr ée :
Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;
Sp ∈ Neigp ∪ {C,D}, Parp ∈ Neigp : variables deDFS1 ;
Forward(p), Backward(p) : prédicats deDFS1 ;
Nextp : macro deDFS1 ;

Variables : Levelp, Backp : entiers ;CutNodep, ParentLinkIsABridgep : booléens ;

Macros :
Pp = (q ∈ Neigp :: Sq = p) ;
Childrenp = {q ∈ Neigp :: Parq = p} ;
NonTreeLevelp = {Levelq :: q ∈ Neigp \ (Childrenp ∪ {Parp �= q})} ;
ChildrenBackp = {Backq :: q ∈ Childrenp}
ComputeBackp = Backp := min(ChildrenBackp ∪ NonTreeLevelp ∪ {Levelp}) ;
ComputeCutnodep = CutNodep := (∃q ∈ Childrenp :: Backq ≥ Levelp) ;
ComputeBridgep = ParentLinkIsABridgep := (Backp = Levelp) ;
Updatep = Si (Nextp = D) alors {ComputeBackp ; ComputeCutnodep ; ComputeBridgep} ;

Règles :
Forward(p) → Levelp := LevelPp + 1 ; Updatep ;
Backward(p) → Updatep ;

Algorithm 5.7.9 AlgorithmeUNNSDFS1, ∀p ∈ V

UNNS ◦ |{Forward,Backward}DFS1

Preuve de la stabilisation instantańee. Nous allons maintenant prouver queUNNSDFS1 est un
protocole instantan´ement stabilisant avec d´etection de terminaison `a la racine qui permet de marquer
tous les points d’articulation et les isthmes du r´eseau. Pour cela, nous allons montrer que lorsqu’un
parcours initié par la racine termine `a la racine,CutNodep est vrai si et seulement sip est un point
d’articulation etParentLinkIsABridgeq est vrai si et seulement si{q,Parq} est un isthme.

Nous rappelons que nous utiliserons les notations suivantes dans les preuves : lors d’un parcours
initi é par la racine,DFS1 calcule un arbre couvrant en profondeur du r´eseau de hauteurH noté
Arbre(r) = (V ,ET ) eth(p) est la hauteur dep dansArbre(r), ∀p ∈ V .

Ce premier th´eorème montre queUNNSDFS1 supporte le mˆeme démon que le protocoleDFS1,
i.e., le démon distribu´e inéquitable.

Théorème 5.7.3Sous un d́emon distribúe inéquitable,UNNSDFS1 est une compositiońequitable
des protocolesUNNS etDFS1.

Preuve. Les règles deUNNS sont activables seulement si la r`egleF ou la règleB deDFS1 est
activable. Donc, par d´efinition de la composition conditionnelle (d´efinition 5.7.1, page 100) les r`egles
deUNNS sont toujours ex´ecutées dans les mˆemes mouvements que les r`eglesF et la règleB de
DFS1. D’où, la composition est trivialement ´equitable. �
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D’après le théorème 5.4.7 (page 64), nous savons queDFS1 est un protocole instantan´ement stabili-
sant de parcours en profondeur. Plus pr´ecisément,à partir de n’importe quelle configuration initiale, `a
la suite d’une demande, la racine,r, initie en un temps fini un nouveau parcours. Durant ce parcours,
tous les processeurs sont visit´es séquentiellement dans un ordre induit par la profondeur. Ensuite,
d’après la propriété 5.7.2, nous savons que,∀p ∈ V , à partir du moment o`u p est visité par le par-
cours initié, p ne participera plus jamais `a un parcours corrompu. Enfin, commeUNNS n’écrit
pas dans les variables deDFS1 (par définition de la composition conditionnelle, page 100) et que
la compositionUNNSDFS1 estéquitable (d’apr`es le théorème 5.7.3), nous savons que le proto-
coleUNNS ne peut pas empˆecherDFS1 de fonctionner comme pr´evu (i.e., conformémentà ses
spécifications). D’où, dans les preuves suivantes, nous allons uniquement observer le comportement
du systèmeà partir du moment o`u r initie le protocoleUNNSDFS1 et nous nous focaliserons uni-
quement sur le parcours r´ealisé à partir der (nous ne consid´ererons pas les comportements anormaux
relatifs au protocoleDFS1).

Dans le lemme suivant, nous affirmons que lorsqu’un parcours en profondeur initi´e parr termine, tout
processeurp vérifie Levelp = h(p) où h(p) est la hauteur dep dansArbre(r), i.e., l’arbre couvrant
en profondeur calcul´e par ce parcours.

Lemme 5.7.1∀p ∈ V , après quep ait reçu le jeton initíe par r pour la premìere fois (r̀egleF ), p
vérifieLevelp = h(p) jusqu’à la fin du parcours.

Preuve. Nous prouvons ce lemme par r´ecurrence sur les hauteurs,h(p), des processeursp.
Soit p ∈ V tel queh(p) = 0. Par définition,p = r. Or,Levelr est une constante ´egaleà 0. Donc,

la récurrence est trivialement v´erifiée pourh(p) = 0.
Supposons maintenant que,∀p ∈ V tel queh(p) ≤ k avec0 ≤ k < H, après quep ait reçu le

jeton initié parr pour la première fois,p vérifieLevelp = h(p) jusqu’à la fin du parcours.
Soit q ∈ V tel queh(q) = k + 1. Commeq �= r, q reçoit par un voisinq ′ le jeton initié par

la racine en un temps fini. Donc,q′ est le père deq dansArbre(r) et h(q′) = k. Par hypoth`ese de
récurrence,Levelq′ = h(q′) quandq reçoit le jeton en ex´ecutant la r`egleF . D’où, quandq exécuteF
pour recevoir pour la premi`ere fois le jeton initié par la racine, il ex´ecute aussiLevelq := Levelq′ +1
dansUNNS dans le mˆeme mouvement. Donc,q affecteh(q) à Levelq. Ensuite,Levelq n’est plus
modifié jusqu’à la fin du parcours (cf. la propri´eté 5.7.2 et l’algorithme 5.7.8). D’o`u, la récurrence
est vérifiée pourh(q) = k + 1. �
Dans le lemme suivant, nous affirmons que lorsqu’un parcours en profondeur initi´e termine, tout
processeurp vérifieBackp = u(p). Pour montrer ce r´esultat, nous allons utiliser la notion de distance
aux feuilles définie ci-dessous.

Définition 5.7.3 (Distance aux feuilles)Soit p un processeur dansArbre(r). Soit f la feuille de
Arbre(p) de hauteur maximale. La distance aux feuilles dep, not́eed(p), estégaleà h(f) − h(x).

Lemme 5.7.2∀p ∈ V \ {r}, après que le parcours initié parr soit termińe enp, p vérifie Backp =
u(p) jusqu’à la fin du parcours.

Preuve. Nous prouvons ce lemme par r´ecurrence sur les distances aux feuilles,d(p), ∀p ∈ V \ {r}.
Soit f ∈ Arbre(r) tel qued(f) = 0. Par définition, f est une feuille deArbre(r). Quandf

reçoit le jeton initié parr pour la première fois,f exécute sa r`egleF (dansDFS1) et affecteD à
Sf pour signifier que le parcours est localement termin´e enf . Donc, d’après la propriété 5.7.1, tous
ses voisins ont d´ejà été visités par le jeton et, d’apr`es le lemme 5.7.1,f et ses voisins ont stock´e leur
hauteur respective dans leur variableLevel. Dans le mˆeme mouvement que la r`egleF , f exécute la
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macroUpdatef . Or, commeNextf = D, f exécute en particulierComputeBackf : Backf := min
(ChildrenBackf ∪ NonTreeLevelf ∪ {Levelf}). Or, ChildrenBackf = ∅. Donc,Backf := min
(NonTreeLevelf ∪ {Levelf}) avecNonTreeLevelf =

⋃
y∈Neigf\{Parf} {h(y)} etArbre(f ) = {f}.

Donc,Backf := minx∈Arbre(f) ({ h(y) :: {x,y} ∈ E \ET} ∪ {h(x)}) = u(f ). D’où, quandf exécute
sa règleF , u(f) est affecté à Backf . Or, d’après l’algorithme 5.7.8 et par la propri´eté 5.7.2, nous
savons queBackf ne sera plus modifi´e jusqu’à la fin du parcours. D’o`u, le lemme est v´erifié pour
toutf tel qued(f) = 0.

Supposons maintenant que,∀p ∈ V tel qued(p) ≤ k avec0 ≤ k < H − 1, après que le parcours
initi é parr soit terminé enp, p vérifieBackp = u(p) jusqu’à la fin du parcours.

Soit q ∈ V tel qued(q) = k + 1. Le parcours initi´e termine localement enq quandq af-
fecteD à Sq en exécutant la r`egleB dansDFS1 (cf. propriété 5.7.1). Donc, tous ses voisins ont
déjà été visités par le jeton et, d’apr`es le lemme 5.7.1,q et ses voisins ont stock´e leur hauteur
respective dans leur variableLevel. Dans le mˆeme mouvement que la r`egleB, q exécute la ma-
cro Updateq. Or, commeNextq = D, q exécute en particulierComputeBackq : Backq := min
(ChildrenBackq ∪ NonTreeLevelq ∪ {Levelq}). Par hypoth`ese de r´ecurrence,ChildrenBackq

=
⋃

z∈Childrenq
{u(z)} =

⋃
z∈F ils(q) {minx∈Arbre(z)({h(y) :: {x,y} ∈ E \ ET} ∪ {h(x)})}. Ensuite,

NonTreeLevelq = (
⋃

y∈Neigq\F ils(q)\{Parq} {h(y)}) = {h(y) :: {q,y} ∈ E \ ET}. Donc,Backq :=

min(
⋃

z∈F ils(p) {minx∈Arbre(z)({h(y) :: {x,y} ∈ E \ ET} ∪ {h(x)})} ∪ {h(y) :: {q,y} ∈ E \ ET} ∪
{h(q)}) = min(

⋃
z∈F ils(q) (

⋃
x∈Arbre(z)({h(y) :: {x,y} ∈E\ET}∪{h(x)})) ∪ {h(y) :: {q,y} ∈E\ET}

∪ {h(q)}). Or,Arbre(q)=(
⋃

z∈F ils(q){Arbre(z)})∪{q}. D’où,Backq := minx∈Arbre(q)( {h(y) :: {x,y}
∈ E \ ET} ∪ {h(x)}) = u(q). D’où, quand le parcours initi´e termine enq, u(q) est affecté à Backq.
Or, d’après l’algorithme 5.7.8 et par la propri´eté 5.7.2, nous savons queBackq ne sera plus modifi´e
jusqu’à la fin du parcours. L’´egalité Backp = u(p) est donc est v´erifiée pourd(q) = k + 1 et nous
pouvons en d´eduire le lemme. �

Lemme 5.7.3 À la terminaison d’un parcours initié, le syst̀eme a atteint un point fixe où :
– ∀p ∈ V , CutNodep = vrai si et seulement sip est un point d’articulation.
– ∀e ∈ E, ParentLinkIsABridgep = vrai si et seulement sie = {p,q} est un isthme et

Pere(p) = q.

Preuve. D’après les lemmes 5.7.1 et 5.7.2, lorsqu’un parcours initi´e termine localement enp avec
p �= r, nous avonsLevelp = h(p) etBackp = u(p). Or, d’après l’algorithme 5.7.8, les propri´etés 5.7.4
et 5.7.5, les variablesCutNodep et ParentLinkIsABridgep sont affectées correctement. Enfin, la
propriété 5.7.2, nous assure que la valeur de ces variables ne sera plus chang´ee.

De la même mani`ere, lorsqu’un parcours initi´e termineà la racine,Arbre(r) est entièrement cal-
culé (n.b. la phase de nettoyage deDFS1 ne réinitialise pas les pointeursPar et la propriété 5.7.2
nous assure que la valeur de ces pointeurs n’a pas pu ˆetre modifiée par un quelconque comportement
anormal). Donc,Childrenr correspond `a l’ensemble des fils der dansArbre(r). Or, d’après l’algo-
rithme 5.7.7 et la propri´eté 5.7.4,r évalueCutpointr correctement. Enfin, la propri´eté 5.7.2, nous
assure que la valeur deCutpointr ne sera plus chang´ee.

D’où, dans la configuration o`u un parcours initi´e parr termine, nous avons :
– ∀p ∈ V , CutNodep = vrai si et seulement sip est un point d’articulation.
– ∀e ∈ E, ParentLinkIsABridgep = vrai si et seulement sie = {p,q} est un isthme et

Pere(p) = q.
�

D’après la remarque 3.2.1, le th´eorème 5.4.7 (page 64) et le lemme 5.7.3, nous d´eduisons le th´eorème
suivant :
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Théorème 5.7.4UNNSDFS1 est un protocole instantanément stabilisant avec détection de ter-
minaisonà la racine permettant l’identification des points d’articulation et des isthmes du réseau
sous un d́emon distribúe inéquitable.

Nous allons maintenant nous int´eresser aux ensembles s´eparateurs qui sont une g´enéralisation des
points d’articulation.

5.7.4 Ensemble de sommets séparateurs

Dans le domaine de la th´eorie des graphes, Provan et Ball ont prouv´e que trouver les ensembles
séparateurs minimaux d’un graphe quelconque est un probl`eme NP-difficile [PB83]. Ainsi, quelques
heuristiques pour des graphes quelconques [Kar00] et des m´ethodes compl`etes polynomiales pour
des classes particuli`eres de graphes [Ahm88, WSJ90] ont ´eté développées. Ensuite, plusieurs travaux
ont été réalisés dans le domaine des syst`emes distribu´es non tolérants aux fautes [FL99, Rai82]. Ici,
nous nous sommes int´eress´es au probl`eme suivant : v´erifier si un ensemble de processeurs donn´e
est un s´eparateur du r´eseau. Ce probl`eme est polynomial et, `a notre connaissance, aucun protocole
stabilisant n’a ´eté écrit auparavant pour r´esoudre ce probl`eme. Dans notre solution instantan´ement
stabilisante l’ensemble `a tester est fourni par l’application lors de la requˆete (par le bias le la macro
ApplicationReleaser, cf. la définition de la règleIR, sous-section 4.3.3, page 36). Une des pro-
priétés les plus int´eressantes de ce protocole est qu’en d´epit de la configuration initiale du syst`eme,à
la suite d’une demande, un cycle de calcul du protocole est initi´e en un temps fini par la racine, suite
à cette initialisation, la racine d´ecide en un temps fini si l’ensemble fourni en entr´ee du protocole est
ou n’est pas un ensemble s´eparateur : cette d´ecision est toujours juste en d´epit de la configuration
initiale. Donc, contrairement `a une solution auto-stabilisante, une seule ex´ecution du protocole est
nécessaire pour que la racine d´ecide correctement. Ce protocole a ´eté présenté lors de la conf´erence
internationaleHiPC’05 [CDV05a].

Notre protocole est bas´e sur l’approche suivante :

Approche. SoitCS ⊆ V . SoitG′ = (V ′,E ′) le sous-graphe deG = (V ,E) induit parV ′ = V \CS.
SoitArbre(r) = (V , ET ) un arbre couvrant en profondeur deG enraciné enr.

Notre protocole est bas´e sur la définition suivante (cette d´efinition se déduit de la d´efinition A.2.14,
page 161).

Définition 5.7.4 CS est unensemble s´eparateurde G si et seulement si il existe au moins deux
composantes connexes dansG′.

Nous introduisons maintenant la notion deCCRoot, i.e., une “racine” d’une composante connexe de
G′ (voir la figure 5.7.17).

Définition 5.7.5 (CCRoot) Nous appellonsCCRootd’une composante connexeC deG′, un sommet
p ∈ C vérifiant h(p) ≤ h(p′), ∀p′ ∈ C (i.e., p est un sommet deC de hauteur minimale dans
Arbre(r)).

D’après la définition 5.7.5, nous pouvons trivialement d´eduire la remarque suivante.

Remarque 5.7.2Si r /∈ CS, alors r est uneCCRoot deC où C est la composante connexe deG′

contenantr.
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FIG. 5.7.17 – Exemple deCCRoots.

Les lemmes suivants montrent des propri´etés utilisées par notre protocole.

Lemme 5.7.4 SoitC une composante connexe deG′ etp uneCCRoot deC. Le sous-arbreArbre(p)
contient (au moins) tous les sommets deC.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe des sommets deC qui ne sont pas dans le sous-
arbreArbre(p). CommeC est connexe, au moins un des sommets deC \ Arbre(p), y, est un voisin
d’un sommetx tel quex ∈ Arbre(p). D’après la propriété 5.7.3 (page 101), soity ∈ Arbre(p)
soit p ∈ Arbre(y). Donc, par contradiction,p ∈ Arbre(y), i.e., h(p) ≥ h(y). Or, puisquep est une
CCRoot deC, d’après la définition 5.7.5,h(y) ≥ h(p). Donc,h(y) = h(p) et y = x, contradiction.
�

Corollaire 5.7.1 Chaque composante connexe deG′ contient une uniqueCCRoot.

D’après la définition 5.7.4 et le corollaire 5.7.1, le th´eorème suivant est trivial.

Théorème 5.7.5CS est unensemble s´eparateurde G si et seulement s’il existe au moins deux
CCRoots dansG′.

Nous devons maintenant pouvoir d´etecter (localement) si un processeur est uneCCRoot. Le lemme
suivant nous donne un moyen de le faire.

Lemme 5.7.5 SoitC une composante connexe deG′. Un sommetp est laCCRoot deC si et seule-
ment sip vérifie les deux conditions suivantes :

- p ∈ C.
- Pour tout processeurx deArbre(p) ∩ C, ∀y ∈ Neigx : (y /∈ CS) ⇒ (h(y) ≥ h(p)).

Preuve.
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- Si. Supposons, par contradiction, quep ∈ C et ∀x ∈ Arbre(p) ∩ C, ∀y ∈ Neigx : (y /∈ CS)
⇒ (h(y) ≥ h(p)). Mais,p n’est pas uneCCRoot. Donc, d’après la définition 5.7.5, il existe
des processeursq tels queq ∈ C et h(q) < h(p). En particulier,q /∈ Arbre(p). Mais, comme
C est connexe, d’apr`es la propriété 5.7.3, nous pouvons d´eduire que parmi ces processeursq,
au moins un,q′, est un voisin du processeurx′ tel quex′ ∈ Arbre(p) ∩ C. Or, par hypoth`ese,
h(q′) ≥ h(p), contradiction.

- Seulement Si.Supposons maintenant quep est uneCCRoot de C. Tout d’abord, d’apr`es
la définition 5.7.5, nous avonsp ∈ C et ∀q ∈ C, h(q) ≥ h(p). Or, ∀x ∈ Arbre(p) ∩ C,
∀y ∈ Neigx, si y /∈ CS, alorsy ∈ C et h(y) ≥ h(p). Ainsi, ∀x ∈ Arbre(p) tel quex ∈ C,
∀y ∈ Neigx : y /∈ CS ⇒ h(y) ≥ h(p).

�
Nous allons maintenant pr´esenter comment r´ealiser un protocole instantan´ement stabilisant de d´etec-
tion d’ensembles s´eparateurs du r´eseau en utilisant la composition conditionnelle et les propri´etés
précédemment pr´esentées. Le protocole est en fait la composition d’un protocole distribu´e, noté
CCRC (i.e., CCRoot Counting), qui teste si un ensemble donn´e est un ensemble s´eparateur et un
protocole de parcours en profondeur instantan´ement stabilisant. Ce protocole utilise les propri´etés
des arbres couvrants en profondeur afin de compter lesCCRoots du réseau. Par souci de simplicit´e,
nous allons pr´esenter uniquement la composition, not´e CCRCDFS1, entreCCRC et DFS1. Avec
quelques modifications mineures, nous pouvons composerCCRC et DFS2 pour obtenir le mˆeme
résultat.

L’algorithme CCRCDFS1. Comme annonc´e précédemment,CCRCDFS1 (algorithme 5.7.12) est
une composition conditionnelle entreCCRC et DFS1. Le protocoleCCRC (algorithmes 5.7.10 et
5.7.11) est un algorithme distribu´e qui est bas´e sur le calcul pour chaque processeurp de la fonction
UNNTCp (i.e., Uppermost Non-Tree Neighbor ofTree(p)∩C) définie ci-dessous. Le calcul de cette
variable lui permet d’appliquer le th´eorème 5.7.5 et le lemme 5.7.5 (cf. th´eorème 5.7.6).

Pour tout processeurp, la fonctionUNNTC(p) à la valeur suivante :
– Si p ∈ CS, alors UNNTC(p) = -1.
– Sinon, p appartient `a une composante connexe deG′, noté Cp, etUNNTC(p) estégaleà la

valeur minimale parmi les hauteurs de chaque sommet deArbre(p) ∩ Cp et les hauteurs de
leurs voisins hors-arbreq tels queq ∈ Cp.

Formellement, nous d´efinissonsUNNTC(p) comme suit :

Définition 5.7.6 (UNNTC(p)) Soitp ∈ V \ {r}. UNNTC(p) correspond̀a l’un des cas suivants :
- UNNTC(p) = -1, si (p ∈ CS)
- UNNTC(p) = minx∈Arbre(p)∩Cp({h(x)} ∪ {h(y) :: {y, x} ∈ E′ ∧ h(y) < h(x)}) où Cp est la

composante connexe dep dansG′ etE ′ l’ensemble des arêtes deG′, sinon.

Le théorème suivant montre que si un processeurp connaˆıt les valeurs deh(p) etUNNTC(p), alors
il peut décider s’il est uneCCRoot ou pas.

Théorème 5.7.6∀p ∈ V \{r}, p est uneCCRoot si et seulement sip /∈ CS eth(p) = UNNTC(p).

Preuve.
- Si. Supposons quep /∈ CS et h(p) = UNNTC(p). D’après la définition 5.7.6,h(p) =

UNNTC(p) signifie que∀x ∈ Arbre(p) ∩ Cp, ∀y ∈ Neigx tel quey ∈ Cp, h(y) ≥ h(p)
et, d’après le lemme 5.7.5,p est uneCCRoot.
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Algorithm 5.7.10 AlgorithmeCCRC pourp = r
Entr ée :
Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;
Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} : variable deDFS1 ;
Forward(p), Backward(p) : prédicats deDFS1 ;
Nextp : macro deDFS1 ;
InCSp : booléen ;

Constante :Levelp = 0 ;

Variables : IsCutsetp : booléen ;Cntp : entier ;

Macros :
InitCntp = si (InCS) alors Cntp := 0 ; sinonCntp := 1 ;
UpdIsCutsetp = si (Nextp = D) alors IsCutsetp := (Cntp ≥ 2) ;

Règles :
Forward(p) → InitCntp ; UpdIsCutsetp ;
Backward(p) → Cntp := CntSp ; UpdIsCutsetp ;

Algorithm 5.7.11 AlgorithmeCCRC pourp �= r
Entr ée :
Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´ee) ;
Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} : variable deDFS1 ;
Forward(p), Backward(p) : prédicats deDFS1 ;
Nextp : macro deDFS1 ;
InCSp : booléen ;

Variables : Cntp, Levelp, Backp : entiers ;

Prédicat :
IsCCRoot(p) ≡ (Backp = Levelp)

Macros :
Pp = (q ∈ Neigp :: Sq = p) ;
NonCSAncLevelp = {x ∈ N :: (∃q ∈ Neigp :: (Levelq = x) ∧ (Levelq < Levelp) ∧ ¬InCSq)} ;
NonCSDescBackp = {x ∈ N :: (∃q ∈ Neigp :: (Backq = x) ∧ (Levelq > Levelp) ∧ ¬InCSq)} ;
UpdBackp = si (InCSp) alors Backp := −1 ;

sinonBackp := min({Levelp} ∪ NonCSAncLevelp ∪ NonCSDescBackp) ;
UpdCntp = si (IsCCRoot(p)) alors Cntp := Cntp + 1 ;
Updatep = si (Nextp = D) alors {UpdBackp ; UpdCntp} ;

Règles :
Forward(p) → Levelp := LevelPp + 1 ; Cntp := CntPp ; Updatep ;
Backward(p) → Cntp := CntSp ; Updatep ;

- Seulement Si.Supposons, par contradiction, quep est uneCCRoot maisp ∈ CS ou h(p) �=
UNNTC(p). Puisquep /∈ CS (définition 5.7.5), nous avons, par contradiction,h(p) �=
UNNTC(p). D’après la définition 5.7.6,UNNTC(p) ≤ h(p). Donc, par contradiction,UN-
NTC(p) < h(p). UNNTC(p) < h(p) signifie que∃ x ∈ Arbre(p) ∩ Cp, ∃ {y, x} ∈ E ′ tel
queh(y) < h(p). Or, x ∈ Cp et l’arête{x,y} existe dansG′. Donc,y ∈ Cp et, d’après la
définition 5.7.5,h(y) ≥ h(p), contradiction.

�
Le protocoleCCRCDFS1 détecte si l’ensemble `a tester,CS, est un ensemble s´eparateur en deux
étapes :

– Il détecte lesCCRoots du réseau en calculant les valeurs deh(p) et UNNTC(p) de chaque
processeurp.

– Puis, il les comptabilise et propage le r´esultat jusqu’`a r pour qu’il décide en utilisant le th´eo-
rème 5.7.5.

Nous décrivons maintenant le fonctionnement du protocoleCCRCDFS1.
Tout d’abord, comme pour le protocole pr´ecédent, dansCCRCDFS1, les règles deCCRC sont
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exécutées dans les mˆeme mouvements que les r`eglesF et B du protocoleDFS1. Durant un par-
cours initié par la racine, un processeurp reçoit le jeton pour la premi`ere fois en ex´ecutant sa r`egle
F . Ensuite, le parcours termine localement enp quandp exécuteF ou B tandis queNextp = D.
Pour simplifier le protocole, nous supposons que chaque processeurp sait s’il appartient `a l’en-
sembleà tester (not´e CS) grâce au bool´eenInCSp. La variableInCSp est consid´erée comme une
entrée deCCRC. Cependant, il faut noter que nous devrions fournirCS uniquement en entr´ee der
(en utilisant un ensemble d’identit´es) lors de l’ex´ecution de la r`egle externeIR (en utilisant la ma-
cro ApplicationReleaser) et, ensuite, propager cet ensemble `a tous les autres processeurs durant le
parcours.

Lorsque l’application demande le test d’un ensembleCS, la racine,r, initie en un temps fini un
nouveau parcours : la racine,r, commence un parcours en cr´eant un jeton (r`egleF ) et initialisant
une variableCntr. Cette variable est d´efinie pour tous les processeurs et est utilis´ee pour compter
lesCCRoots du réseau. Lorsquer initie un parcours,Cntr est initialisé à 0 ou 1 conform´ementà la
remarque 5.7.2.

Ensuite, chaque fois qu’un processeurp �= r reçoit le jeton courant pour la premi`ere fois (règle
F ), il initialise Cntp en recopiant le compteur de son p`ere (Cntp := CntPp) et calcule sa hauteur
dansLevelp (n.b. lorsquep exécuteF , son père dans l’arbre couvrant est son unique pr´edécesseur
Pp).

Chaque fois que le jeton revient enq (règleB), q met à jourCntq en recopiant le compteur de
son ancien successeur (Sp).

Quand le parcours termine localement enq tel queq �= r, q calculeUNNTC(q) dansBackq (n.b.
la macroNextq fournie en entr´ee deUNNS permetà q de savoir lorsqu’il a localement termin´e
le parcours : quandq exécute les r`eglesF ou B alors queNextq = D). En effet, la valeur de
UNNTC(q) dépend des hauteurs de ses voisinsq ′ qui sont maintenant stock´ees dansLevelq′ et des
valeursu(q′′) de ses descendantsq′′ dans le parcours qui ont d´ejà affecté leur variableBackq′′ àu(q′′).
En particulier, siq est une feuille de l’arbre couvrant,q n’a pas de descendant etq évalue simplement
sa variableBackq à partir des hauteurs de ses voisins. Connaissant maintenanth(q) etUNNTC(q), q
peut alors d´ecider (dans le mˆeme mouvement) s’il est ou pas uneCCRoot : en appliquant le th´eorème
5.7.6,q incrémenteCntq si nécessaire.

Finalement, quand le parcours est compl`etement termin´e (i.e., le jeton est renvoy´e à r et le jeton
a visité tous ses processeurs), la variableCntr contient le nombre deCCRoots du réseau et, en
appliquant le th´eorème 5.7.5, la racine affecte `a vrai le booléenIsCutsetr si et seulement si l’en-
sembleCS est un ensemble s´eparateur du r´eseau. Ainsi, lorsquer exécute l’action de terminaison de
CCRCDFS1 (règleT ), nous savons siCS est un ensemble s´eparateur du r´eseau.

Algorithm 5.7.12 AlgorithmeCCRCDFS1, ∀p ∈ V

CCRC ◦ |{Forward,Backward}DFS1

Ainsi, à partir d’une configuration initiale quelconque, `a la terminaison d’un parcours initi´e par
r, nous obtenons une configuration similaire `a celle montr´ee dans la figure 5.7.18. Dans cet exemple,
CS = {1, 6, 8}. Le système contient deuxCCRoots : r, 2. La racine,r, est uneCCRoot carr /∈ CS
(cf. remarque 5.7.2). Le processeur 2 est uneCCRoot car2 �= r, 2 /∈ CS, etLevel2 = Back2. Donc,
durant le parcours, les variablesCnt comptent le nombre deCCRoots du réseau (ici ´egales `a 2) et
IsCutsetr reçoit la valeur vraià la terminaison du parcours conform´ement au th´eorème 5.7.5.

Preuve de la stabilisation instantańee. Nous allons maintenant prouver queCCRCDFS1 est un
protocole instantan´ement stabilisant avec d´etection de terminaison `a la racine qui permet de d´eci-
der si un ensemble donn´e est un ensemble s´eparateur du r´eseau. Pour cela, nous allons montrer que
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FIG. 5.7.18 – Exemple de configuration terminale deCCRCDFS1.

lorsqu’un parcours initi´e termineà la racine,IsCutsetr est vrai si et seulement si l’ensembleCS à
tester est un ensemble s´eparateur.

Nous rappelons que nous utiliserons les notations suivantes dans les preuves :
– Lors d’un parcours initi´e par la racine,DFS1 calcule un arbre couvrant en profondeur du

réseau de hauteurH et notéArbre(r) = (V ,ET ).
– h(p) est la hauteur dep dansArbre(r), ∀p ∈ V .
– CS ⊆ V est l’ensemble `a tester (fourni par l’application).
– G′ = (V ′,E ′) est le sous-graphe deG = (V ,E) induit parV ′ = V \ CS.

Ce premier th´eorème montre queCCRCDFS1 supporte le mˆeme démon que le protocoleDFS1,
i.e., le démon distribu´e inéquitable.

Théorème 5.7.7Sous un d́emon distribúe inéquitable,CCRCDFS1 est une compositiońequitable
des protocolesCCRC etDFS1.

Preuve. La preuve est identique `a la preuve du th´eorème 5.7.3. �
En tenant compte du th´eorème précédent et suivant le mˆeme argumentaire que pour le protocole
UNNSDFS1, nous allons uniquement observer le comportement du syst`emeà partir du moment
où r initie le protocoleCCRCDFS1 et nous nous focaliserons uniquement sur le parcours r´ealisé à
partir der pour prouver la stabilisation instantan´ee du protocole.

Dans le premier lemme, nous affirmons que quand un parcours en profondeur initi´e termine, tout
processeurp vérifie Levelp = h(p) où h(p) est la hauteur dep dansArbre(r), i.e., l’arbre couvrant
en profondeur calcul´e par le parcours. Il se prouve par r´ecurrence sur la hauteur des processeurs dans
l’arbre couvrant de la mˆeme mani`ere que le lemme 5.7.1, page 107.
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Lemme 5.7.6∀p ∈ V , après quep ait reçu le jeton initíe par r pour la premìere fois,p vérifie
Levelp = h(p) etLevelp resteégaleà h(p) jusqu’à la fin du parcours.

Avec le lemme suivant, le lemme 5.7.6 et le th´eorème 5.7.6,∀p ∈ V \ {r}, quand un parcours initi´e
termine localement enp, p peut décider s’il est uneCCRoot ou pas. Le lemme 5.7.7 se prouve
par récurrence sur la distance aux feuilles (d´efinition 5.7.3, page 107) des processeurs dans l’arbre
couvrant de la mˆeme mani`ere que le lemme 5.7.2, page 107.

Lemme 5.7.7∀p ∈ V \ {r}, un parcours initíe termine localement enp, Backp = UNNTC(p).

Le lemme suivant montre qu’`a la terminaison de chaque parcours initi´e, la racine d´ecide correcte-
ment.

Lemme 5.7.8 À la fin d’un parcours initíe,IsCutsetr = true si et seulement siCS est un ensemble
séparateur.

Preuve. D’après le théorème 5.4.7 (page 64), nous savons que dansDFS1, à la suite d’une de-
mandeà la racine,r initie un parcours en profondeur au cours duquel tous les processeurs sont
séquentiellement visit´es dans un ordre induit par la profondeur d’abord. D’apr`es la définition de
la composition conditionnelle (d´efinition 5.7.1, page 100), nous savons que les r`egles deCCRC ne
peuvent pas empˆecher le parcours de progresser correctement (CCRC n’écrit pas dans les variables
deDFS1). Donc, dansCCRCDFS, suiteà une demande `a la racine,r crée un jeton en un temps
fini. Dans le même mouvement,r exécute la macroInitCntr dansCCRC. ParInitCntr, r décide,
conformémentà la remarque 5.7.2, s’il est uneCCRoot. Donc,r initialise Cntr correctement (cf.
algorithme 5.4.3).

Ensuite, le jeton parcourt tout le r´eseau en profondeur d’abord. D’apr`es les lemmes 5.7.6 et 5.7.7,
quand le parcours termine localement enp tel quep ∈ V \ {r}, p vérifie à la foisLevelp = h(p) et
Backp = UNNC(p). Donc, conform´ement au th´eorème 5.7.6, le pr´edicatIsCCRoot(p) détermine
si p est uneCCRoot etp metà jourCntp correctement par la macroUpdBackp.

Enfin, chaque fois que le jeton se d´eplace, le nouveau porteur du jetonp metà jourCntp avec le
nombre deCCRoots couramment d´etectées (cf. algorithmes 5.4.3 et 5.4.4).

D’où, quand le parcours termine enr, Cntr contient le nombre desCCRoots du réseau et, d’apr`es
le théorème 5.7.5,r décide siCS est un ensemble s´eparateur et met `a jourIsCutsetr correctement
(cf. UpdIsCutsetr dans l’algorithme 5.4.3). �
D’après la remarque 3.2.1, le th´eorème 5.4.7 (page 64) et le lemme 5.7.8, nous d´eduisons le th´eorème
suivant :

Théorème 5.7.8CCRCDFS1 est instantańement stabilisant et d́etecte siCS est un ensemble sépa-
rateur en supposant un démon distribúe inéquitable.

5.7.5 Conclusion

Dans cette sous-section, nous avons pr´esenté deux applications du parcours en profondeur utili-
sant des propri´etés intrinsèques de ce type de parcours. Ces deux applications permettent de calculer
des propriétés globales sur le r´eseau et utilisent un parcours en profondeur instantan´ement stabilisant.
La première application (cf. section 5.7.3) est un calcul de point fixe avec d´etection de termination.
L’algorithme présenté permet de marquer lespoints d’articulationet lesisthmesdu réseau. La se-
conde application (cf. section 5.7.4) permet d’´evaluer si un ensemble fourni par une application est
un ensemble śeparateurdu réseau. Les propri´etés du protocole de parcours instantan´ement stabili-
sant permettent de calculer ces applications avec une d´etection de terminaison `a la racine : `a partir de
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n’importe quelle configuration initiale, suite `a une demande `a la racine, le calcul demand´e est initié en
un temps fini et lorsque le calcul termine, la racine d´ecide correctement. Contrairement `a une solution
auto-stabilisante, une seule ex´ecution du protocole est n´ecessaire pour que la racine d´ecide correcte-
ment. Il faut noter que les propri´etés que nous utilisons dans ces protocoles peuvent ˆetre facilement
adaptées pour des procotoles auto-stabilisants. Notamment, nous avons pr´esenté un protocole silen-
cieux auto-stabilisant d’identification despoints d’articulationet desisthmesdu réseau utilisant les
mêmes propri´etés que le protocoleUNNSDFS1 ([Dev05]). Grâceà la composition conditionnelle,
les applications ont un surcoˆut en temps n´egligeable par rapport au protocole de parcours en profon-
deur utilisé. Ensuite, ces applications ne requi`erent queO(log n) bits supplémentaires par processeur.
Notamment, la complexit´e en espace de notre protocole d’identification despoints d’articulationet
desisthmesdu réseau en fait le protocole le plus efficace. Enfin, nous pouvons remarquer que grˆace
aux propriétés de nos protocoles de parcours en profondeur instantan´ement stabilisant (en particulier,
la propriété 5.7.1), ses applications sont aussi simples `a réaliser que des solutions non-tol´erantes aux
fautes. En effet, les comportements anormaux dˆus à la configuration initiale quelconque sont g´erés
par le protocole de parcours en profondeur instantan´ement stabilisant.



Chapitre 6

De l’algorithmique non tol érante aux fautes
vers la stabilisation instantańee

Écrire et prouver des protocoles stabilisants (auto-stabilisants ou instantan´ement stabilisants)
est généralement une tˆache complexe. C’est pourquoi certains protocoles, appel´estransformateurs,
ont été propos´es dans la litt´erature ([KP93, CDPV03]) afin de r´ealiser automatiquement une telle
tâche. Le protocole de Katz et Perry ([KP93]) est bas´e sur un protocole de calcul d’´etat global
du système (snapshot) et permet de transformer la plupart des protocoles non auto-stabilisants1 en
protocoles auto-stabilisants. Ce transformateur fonctionne dans le mod`ele à passage de messages.
Dans [CDPV03], Cournieret al ont propos´e des solutions instantan´ement stabilisantes pour quatre
problèmes fondamentaux :réinitialisation du ŕeseau, calcul d’état global du système, élection de
leaderet détection de terminaison. Ces solutions sont bas´ees sur un protocole instantan´ement stabi-
lisant depropagation d’information avec retour(PIR) pour réseaux quelconques (de tels protocoles
sont propos´es dans [BDPV99b, BDPV99c, CDV06b]). En utilisant ces protocoles fondamentaux, les
auteurs montrent comment r´ealiser un protocole g´enérique capable de fournir une version instan-
tanément stabilisante de tout protocole pouvant ˆetre transform´e par le protocole de Katz et Perry.
Cependant, ce transformateur est ´ecrit dans un mod`ele dont les hypoth`eses sont plus fortes que celui
de Katz et Perry : le mod`eleà états.

Les transformateurs pr´esentés dans [KP93, CDPV03] utilisent des m´ecanismes lourds pour trans-
former le protocole initial en un protocole stabilisant. De ce fait, le surcoˆut de la stabilisation est
difficile à évaluer. En effet, ces transformateurs utilisent des calculs d’´etat global du syst`eme pour
évaluer régulièrement un pr´edicat défini sur les variables du protocole `a transformer. Ce pr´edicat ca-
ractérise les configurations normales du syst`eme. Cette technique permet de pr´evenir le syst`eme de
tout interblocage ou famine. Les inconv´enients majeurs de telles solutions sont les suivants :

1. Un tel prédicat est g´enéralement difficile `a formaliser.

2. Le nombre de fois o`u le transformateur lance un calcul d’´etat global du syst`eme peut ne pas ˆetre
borné par rapport au temps d’ex´ecution du protocole initial (i.e., le protocole `a transformer).

Nous proposons dans ce chapitre un protocole qui permet de transformer de fac¸on semi-auto-
matique des protocoles de service mono-initiateurs sans utiliser de calculs d’´etat global du syst`eme.
Dans [CDV06a], nous montrons que ce transformateur permet de rendre instantan´ement stabilisant
des protocoles `a vagues auto-stabilisants simplement en ajoutant un bool´een au niveau des actions
de décision afin de pouvoir r´eintroduire la gestion explicite des requˆetes au niveau du transforma-
teur. Nous montrons ici qu’´etant donn´e un protocole non r´esistant aux fautes il suffit de le modifier
très légèrement de telle fac¸on que l’initiateur puisse reprendre la main en un temps fini quelle que

1En fait, le transformateur de Katz et Perry peut rendre auto-stabilisant tout probl`emeà suffixe fermé, cf. [KP93] pour
plus de détails.
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soit la configuration initiale du syst`eme. Cette modification repose sur une propri´eté que nous no-
teronsBreakingInet dont nous montrerons qu’elle est indispensable `a la stabilisation. Autrement
dit : écrire un protocole auto ou instantan´ement stabilisant est plus difficile qu’´ecrire un protocole
vérifiant seulementBreakingIn. De plus, contrairement `a [KP93, CDPV03], nous n’avons pas besoin
d’utiliser dans le protocole un pr´edicat sur les configurations normales engendr´ees par le syst`eme et
la technique utilis´ee par notre transformateur permet de calculer le surcoˆut raisonnable par rapport `a
l’algorithme initial. Enfin, l’algorithme transform´e supporte les mˆemes types de d´emons que l’algo-
rithme initial contrairement `a [CDPV03] pour lequel le transform´e ne fonctionne au plus qu’avec un
démon faiblement ´equitable mˆeme si l’algorithme initial fonctionne avec un d´emon inéquitable.

Un protocole de parcours en profondeur et un protocole de construction d’arbre en largeur illus-
treront la facilité avec laquelle nous pouvons rendre instantan´ement stabilisants ces protocoles grˆace
à notre transformateur. La diff´erence notable entre les codes que nous obtenons dans ce chapitre
et les solutions auto-stabilisantes ou instantan´ement stabilisantes de la litt´erature est suffisamment
significative pour montrer que la propri´eté BreakingInest non seulement plus facile d’un point de
vue théorique mais qu’elle permet effectivement d’obtenir plus rapidement des codes tr`es proches
des algorithmes de base non tol´erants aux fautes. Le dernier exemple que nous proposons, celui de
l’exclusion mutuelle, nous permet de souligner une importante propri´eté de comptage due `a notre
transformateur. Cette propri´eté permet `a tout processeur de distinguer un calcul juste d’un calcul qui
pourraitêtre erron´e. Nous obtenons alors de fac¸on triviale un protocole d’exclusion mutuelle instan-
tanément stabilisant en utilisant le protocole de circulation de jeton pr´esenté dans ce mˆeme chapitre.

La suite du chapitre est organis´ee comme suit. Dans la section 6.1, nous pr´esentons l’approche
sur laquelle est bas´ee notre transformateur. Ensuite, nous pr´esentons l’outil qui est `a la base de notre
transformateur : lapropagation d’information avec retour(section 6.2). Notre transformateur est
décrit dans la section 6.3. Dans la section 6.4, nous pr´esentons deux applications instantan´ement
stabilisantes construites avec notre transformateur : un protocole de parcours en profondeur et un
protocole de calcul d’arbre couvrant en largeur avec d´etection de terminaison `a la racine. En uti-
lisant le protocole de parcours en profondeur propos´e dans la section 6.4, nous montrons dans la
section 6.5 comment r´ealiser un protocole instantan´ement stabilisant d’exclusion mutuelle. Enfin,
nous concluons dans la section 6.6.

6.1 Approche

Considérons un protocole de service mono-initiateur,A, (n.b.r est l’unique initiateur) r´esolvant
une tâche sp´ecifiqueT ASK dans un environnement sans faute. De plus, nous supposons que les
règles de d´ecision n’existent que dans le code de l’initiateur (par exemple, tout protocole de cir-
culation de jeton v´erifie ces contraintes). Nous voulons transformerA en protocole instantan´ement
stabilisant sans utiliser de calculs d’´etat global du syst`eme. Dans [KP93, CDPV03], les calculs d’´etat
global du syst`eme sont utilis´es pour pr´evenir le syst`eme de tout interblocage ou famine. Puisque
nous n’utilisons pas de calculs d’´etat global du syst`eme, nous ne pouvons pas d´etecter les interblo-
cages et les famines qui peuvent apparaˆıtre quandA est exécuté à partir d’une configuration initiale
quelconque. Nous proposons donc de transformer (l´egèrement)A en un protocoleB vérifiant une
propriété supplémentaire. Cette propri´eté doit être suffisante pour permettre `a B d’être transform´e
automatiquement en un protocole instantan´ement stabilisant sans utiliser de calculs d’´etat global du
système. Cette propri´eté doit être la plus simple possible. En particulier, elle doit ˆetre plus simple `a
obtenir que l’auto-stabilisation ou la stabilisation instantan´ee. Dans la suite, nous noteronsSSBB(B)
(i.e., Snap-Stabilizing Black Box) la version instantan´ement stabilisante deB obtenue avec notre
transformateur. D’apr`es la remarque 3.2.1 (page 25), le code deB doit assurer la propri´eté suivante :

– À partir d’une configuration quelconque et suite `a une demande,r initie en un temps fini
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SSBB(B). (Service I)
– Dès queSSBB(B) est initié,T ASK est exécutée conform´ementà ses sp´ecifications. (Service

II )
Tout d’abord, d’apr`es (Service I), à partir d’une configuration quelconque, le syst`eme doit atteindre
une configuration `a partir de laquelleSSBB(B) peut démarrer correctement. Cela implique que
quand la racine rec¸oit une demande d’ex´ecution deSSBB(B) (i.e., deA), SSBB(B) doit démarrer
en un temps fini mais sans abandonner un calcul de la tˆacheT ASK précédemment initi´e. Une fac¸on
d’obtenir une telle propri´eté est de concevoir dansB un prédicat pourr, notéB.End(r), qui vérifie
la propriété BreakingIndéfinie ci-dessous (cette propri´eté utilise une notion destabilité définie en
préambule) :

Définition 6.1.1 (Stable) SoientP un protocole,X un prédicat d́efini sur les variables deP et D
un d́emon.X vérifie Stable(D) (X est ditstablepour le d́emonD) si et seulement si :X est v́erifié
implique que s’il existe des règles deP ayantX comme garde, alors au moins une de ces règles finit
par être ex́ecut́ee en d́epit du d́emonD.

Définition 6.1.2 (BreakingIn) SoitP un protocole de service mono-initiateur (r est l’unique initia-
teur) etX (r) un pŕedicat d́efini sur les variables der et ses voisins dansP, le prédicatX (r) vérifie
BreakingIn(D) si et seulement si :

1. À partir de n’importe quelle configuration,X (r) est v́erifié en un temps fini en dépit du d́emon
D.

2. SiX (r) est v́erifié et qu’un cycle de calcul áet́e pŕećedemment initíe, alors ce cycle de calcul
est termińe (i.e., r a décid́e dans ce cycle).

3. Dans toute configuration òu X (r) est v́erifié, aucune r̀egle der dansP n’est activable.

4. X (r) vérifieStable(D).

Remarque 6.1.1Par souci de concision, dans la suite nous utiliserons les abréviations suivantes :
– DSF (i.e.,distributed strongly fair) pour le d́emon distribúe fortement́equitable.
– DWF (i.e.,distributed weakly fair) pour le d́emon distribúe faiblement́equitable.
– DUF (i.e.,distributed unfair) pour le d́emon distribúe inéquitable.

Le résultat suivant est la cons´equence des points 1 et 4 de la d´efinition 6.1.2.

Conśequence 6.1.1SoitP un protocole de service mono-initiateur (r est l’unique initiateur) etX (r)
un pŕedicat v́erifiant BreakingIn(D) défini sur les variables der et ses voisins dansP. Soite = γ0,
γ1, ...,γk, ... une ex́ecution deP sous le d́emonD.

– SiD = DSF , alors pour tout suffixe non videe′ dee, ∃γi ∈ e′ telle queX (r) est v́erifié dans
γi.

– SiD = DWF , alors∃γi ∈ e telle que∀j ≥ i, X (r) est v́erifié dansγj.
– SiD = DUF , alorse est fini etX (r) est v́erifié dans sa configuration terminale.

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer que la propri´eté BreakingInest nécessaire dans les
protocoles de service stabilisants (auto-stabilisants ou instantan´ement stabilisants) mono-initiateurs.
Ainsi, nous pourrons conclure qu’il est plus facile d’´ecrire un protocole v´erifiantBreakingInqu’un
protocole stabilisant.
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BreakingIn et protocoles stabilisants. SoitP un protocole de service stabilisant mono-initiateur
dont toutes les r`egles de d´ecision sont uniquement ex´ecutées par l’initiateur (n.b.P est auto-stabili-
sant ou instantan´ement stabilisant). Dans notre mod`ele de calcul avec gestion explicite des requˆetes,
chaque cycle de calcul deP (conforme ou non aux sp´ecifications) termine en un temps fini par
l’exécution d’une r`egle de d´ecision de l’initiateur.

Si P est instantan´ement stabilisant, alors suite `a une décision, le syst`eme atteint en un temps fini
une configurationγ où plus aucune r`egle de l’initiateur dansP n’est activable jusqu’`a l’exécution de
la règle externeIR : l’initiateur atteint unétat local où il est prêt à démarrer un nouveau cycle de
calcul et où il est en attente de la prochaine requˆete. SoitX (r) un prédicat caract´erisant cet ´etat local
de l’initiateur. D’après la définition 6.1.2,X (r) vérifie BreakingIn(D) où D est le démon support´e
parP.

Si P est auto-stabilisant,P a besoin d’être répété perpétuellement. Cela implique que le pr´edicat
ApplicationRequest(r) de la garde de sa r`egleIR (i.e., la règle externe g´erant la requˆete) est toujours
vrai : ApplicationRequest(r) ≡ true. Cependant, apr`es la décision du cycle de calcul pr´ecédent,
l’initiateur ne peut red´emarrer un nouveau cycle que si la r`egleIR a été exécutée. Donc, le syst`eme
atteint en un temps fini une configurationγ où l’activation des actions de d´emarrage est conditionn´ee
à l’exécution préalable de la r`egleIR, i.e., sans l’intervention ext´erieure de la r`egleIR, plus aucune
règle de l’initiateur dansP n’est activable. SoitX (r) un prédicat caract´erisant l’état local de l’initia-
teur dansγ. Comme pour un protocole instantan´ement stabilisant,X (r) caractérise l’état local vérifié
par l’initiateur lorsqu’il est prˆet à démarrer un nouveau cycle de calcul et qu’il attend la prochaine
requête. D’après la définition 6.1.2,X (r) vérifie BreakingIn(D) où D est le démon support´e parP.

D’après la discussion ci-dessus, nous d´eduisons le th´eorème suivant :

Lemme 6.1.1 Pour tout protocole de service mono-initiateur stabilisantP dont les r̀egles de d́e-
cision sont ex́ecut́ees par l’initiateur uniquement, il existe un prédicat d́efini sur les variables de
l’initiateur et de ses voisins qui vérifieBreakingIn(D).

D’après le lemme 6.1.1, nous pouvons affirmer que la propri´eté BreakingInest indispensable dans
les protocoles de service stabilisants mono-initiateurs. Dans le lemme suivant, nous affirmons que la
réciproque du lemme 6.1.1 est fausse.

Lemme 6.1.2 Il existe des protocoles de service mono-initiateurs non stabilisantsP dont les r̀egles
de d́ecision sont ex́ecut́ees par l’initiateur uniquement pour lesquelles il existe un prédicat d́efini sur
les variables de l’initiateur et de ses voisins qui vérifieBreakingIn(D).

Preuve. Deux protocoles non stabilisant v´erifiantBreakingIn(D) sont présentés dans la section 6.4.
�
D’après les lemmes 6.1.1 et 6.1.2, nous pouvons d´eduire qu’il est plus facile d’´ecrire des protocoles
vérifiantBreakingInque des protocoles stabilisants :

Théorème 6.1.1La propriét́eBreakingInest strictement plus faible que la stabilisation.

Propri été SSBB-Friendly. Si nous supposons maintenant l’existence du pr´edicatB.End(r) (i.e.,
un prédicat der vérifiantBreakingIn(D)), nous avons juste besoin de r´einitialiser les variables de
B dès queB.End(r) est satisfait afin de v´erifierService II(n.b.BreakingIn(D) assure queB.End(r)
finit par être vérifié en dépit du démon).À cet effet, nous supposons que, pour tout processeurp,
toutes les affectations de variables n´ecessaires pour g´enérer uneconfiguration initiale normaledeA
sont stock´ees dans une macro deB notéeB.Initp. Par souci de clart´e, nous notonsB.Init l’ensemble
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des macrosB.Initp. En utilisantB.Init, une réinitialisation du syst`eme est r´ealisée au d´emarrage de
SSBB(B) et, dès que cette r´einitialisation est termin´ee,B exécute la tâcheT ASK commeA dans
un environnement sans faute. En particulier, cela signifie que les actions de d´emarrage deSSBB(B)
correspondent aux actions de d´emarrage de la r´einitialisation et que les actions de d´emarrage de la
réinitialisation doivent prendre en compte les requˆetes pourB (en utilisantB.Requestr) à la place de
B lui-même. Ainsi, nous pouvons maintenant d´efinir la propriété SSBB-Friendlyqui est la propri´eté
queB doit vérifier pourêtre transform´e parSSBB.

Définition 6.1.3 (SSBB-Friendly) Soit P un protocole de service mono-initiateur (r est l’unique
initiateur).P vérifie SSBB-Friendly(T ASK,D) où T ASK est une t̂ache sṕecifique etD un d́emon
si et seulement si :

1. P contient un pŕedicatP.End(r) vérifiantBreakingIn(D).

2. P contient un ensemble de macrosP.Init tel que,à partir de toute configuration engendrée
parP.Init, P ex́ecuteT ASK.

3. Aucune r̀egle der dansP ne ŕef̀ereàP.Requestr.

À la suite d’une requˆete,SSBB(B) réinitialise (en utilisantB.Init) en un temps fini (n.b. la
réinitialisation démarre en un temps fini grˆaceà B.End(r)) les variables deB afin que le syst`eme
atteigne uneconfiguration initiale normaledeA puis,SSBB(B) laisse le contrˆole de l’exécutionà
B pour qu’il réalise la tâcheT ASK commeA dans un environnement sans faute. Une technique
bien connue pour r´ealiser une r´einitialisation globale dans un syst`eme distribu´e est bas´ee sur lapro-
pagation d’information avec retour(PIR). Plusieurs protocoles dePIR pour réseaux quelconques
ont déjà été propos´es dans le domaine de l’auto-stabilisation ([AKY90, APSV91, AKM+93, Var93,
AG94]) ainsi que dans celui de la stabilisation instantan´ee ([CDPV02, BCV03, CDV06b]). Tout pro-
tocole dePIR suit le schéma suivant : l’initiateur d´emarre le protocole par la diffusion d’un message
m (phase de diffusion), ensuite, chaque processeur non-initiateur envoie en un temps fini un r´ecepiss´e
à l’initiateur attestant de la r´eception dem (phase de retour). Un exemple d’ex´ecution dePIR non-
tolérant aux fautes est pr´esenté dans la figure 6.1.1.

En utilisant un protocole dePIR, une réinitialisation du réseau peut ˆetre réalisée comme suit :

1. Tout d’abord, l’initiateur diffuse un message d’abandon dans le r´eseau.

2. À la réception de ce message, les processeurs stoppent l’ex´ecution locale deB.

3. Finalement, les processeurs r´einitialisent les variables deB durant la phase de retour.

Comme nous souhaitons appliquer notre technique quel que soit le type de d´emon, nous avons besoin
d’un protocole dePIR fonctionnant avec le d´emon le plus g´enéral du mod`ele à états : le d´emon
distribué inéquitable. Un tel protocole est fourni dans [CDV06b] et sera not´ePIR. Dans la section
suivante, nous pr´esentons le principe de fonctionnement du protocolePIR (i.e., le protocole fourni
dans [CDV06b]), puis, nous rappelons certaines de ses propri´etés (ses propri´etés seront utilis´ees lors
de la preuve de stabilisation instantan´ee de notre transformateur).

6.2 L’outil de base : le PIR

Le protocolePIR vérifie la spécification suivante :

1. À partir de n’importe quelle configuration, quandr a un message `a diffuser,r initie la diffusion
demen un temps fini.

2. Suiteà cette initialisation, tous les autres processeurs recoiventm puis envoient un r´ecepiss´e
attestant de la r´eception dem, ce récepiss´e atteint ensuiter en un temps fini.
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FIG. 6.1.1 – Un exemple dePIR non-tolérant aux fautes.
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Algorithm 6.2.13 AlgorithmePIR pourp = r

Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Constantes :Parp =⊥ ; Lp = 0 ;

Variables : PIFp ∈ {B,F ,PC,C} ; Quep ∈ {Q,R,A} ;

Macro :
Childp = {q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ (Parq = p) ∧ (Lq = Lp + 1)

∧ [(PIFq �= PIFp)⇒(PIFp ∈ {B,PC} ∧ PIFq = F )]} ;
Prédicates ǵenéraux :
CFree(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: PIFq �= C)
Leaf(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
BLeaf(p) ≡ (PIFp = B) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq = F )]
AnswerOk(p) ≡ (Quep = A) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq = A)]

Gardes :
Broadcast(p) ≡ (PIFp = C) ∧ Leaf(p)
Feedback(p) ≡ BLeaf(p) ∧ CFree(p) ∧ AnswerOk(p)
PreClean(p) ≡ (PIFp = F ) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq ∈ {F ,C})]
Cleaning(p) ≡ (PIFp = PC) ∧ Leaf(p)
Require(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)]

∧ [[(Quep = Q) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}))]
∨ [(Quep = A) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ ((Queq = Q)
∨ (q ∈ Childp ∧ Queq = R)))]]

Answer(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧ (Quep = R)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A})
∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q)]

Règles :
Phase de PIR :

Bst :: Broadcast(p) ∧ (Requestp = Wait) → PIFp := B ; Quep := Q ; /* Démarrage */
Requestp := In ;

Fck :: Feedback(p) → PIFp := F ;
PC :: PreClean(p) → PIFp := PC ;
C :: Cleaning(p) → PIFp := C ;
T :: Broadcast(p) ∧ (Requestp = In) → Requestp := Out ; /* Terminaison */

Phase de Question :
QR :: Require(p) → Quep := R ;
QA :: Answer(p) → Quep := A ;

6.2.1 Protocole

Le protocolePIR (cf. algorithmes 6.2.13 et 6.2.14) utilise les mˆemes m´ecanismes que le proto-
coleDFS2 (section 5.5, page 69). Donc, la preuve de la stabilisation instantan´ee du protocolePIR
est similaireà celle deDFS2 (sous-section 5.5.2) et n’est pas pr´esentée dans cette th`ese (la preuve
complète de ce protocole est disponible dans le rapport interne [CDV06c]). En fait, dans le protocole
PIR, nous avons juste remplac´e la phase de visite deDFS2 par une phase dePIR, elle-même
décompos´ee en deux sous-phases : unephase de diffusionet unephase de retour. Les phases de
diffusion et de retour sont ex´ecutées successivement mais les processeurs ex´ecutent ces phases en
parallèle comme montr´e dans la figure 6.1.1 et ce contrairement `a la phase de visite du protocole
DFS2 qui est exécutée de mani`ere séquentielle.

Le protocolePIR utilise 4 variables :
– Les variablesPar, Que et L ont un rôle identique `a celles du protocoleDFS2 : Par est un

pointeur père qui est affect´e lors de la phase de diffusion (le p`ere d’un processeurp �= r est
le processeur par quip a reçu le message), la variableQue gère les questions et la variable de
niveauL permet de connaˆıtre la hauteur d’un processeur dans l’arbre couvrant construit par la
phase de diffusion afin de casser les cycles possibles dˆusà la variablePar dans la configuration
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initiale.
– La variablePIF , quantà elle, remplace le pointeur de successeurS mais a un rˆole similaire : la

variablePIF permet, commeS, de faire progresser un calcul issu de la racine mais de mani`ere
parallèle (alors queS fait progresser le calcul de mani`ere séquentielle).PIF est défini pour
chaque processeur comme suit :PIFr ∈ {B,F ,PC,C} et PIFp ∈ {B,F ,PC,C,EB,EF}
pour p �= r. PIFp = B (Broadcast) signifie que le processeurp participeà une phase de
diffusion. PIFp = F (Feedback) quandp est dans une phase de retour.Sp = C (Clean)
signifie quep ne participe `a aucun cycle dePIR. L’ étatPC (PreClean) est utilisé lors de
la phase de nettoyage comme dans le protocoleDFS2. Enfin lesétatsEB (ErrorBroadcast)
et EF (ErrorFeedback) sont utilisés pour le gel des processus anormaux lors de la phase de
correction.

En utilisant les variables pr´ecédemment d´ecrites, le protocolePIR fonctionne comme suit.̀A la
suite d’une demande (ex´ecution de la r`egleIR, i.e., Requestr := Wait), la racine ex´ecute sa r`egle
Bst (l’action de démarrage) en un temps fini. En ex´ecutant cette r`egle,r amorce la diffusion d’un
messagem : PIFr passe deC à B, une question est initi´e (Quer := Q) et la valeurIn est affecté à
Requestr (pour signifierà l’application que sa requˆete aété prise en compte).

Ensuite, les autres processeurs rec¸oivent le messagem (règle Bst) lorsqu’ils ne participent `a
aucun autre cycle dePIR (i.e., PIF = C) et qu’au moins un de leurs voisins est en train de diffuser
le messsage (PIF = B). Lorsqu’un processeurp exécute sa r`egleBst, il passe dans une phase
de diffusion (PIFp := B), initie une questionpar Quep := Q, désigne son p`ere avecParp et
finalementévalue sa hauteur dans sa variable de niveauLp. Le processeurp est ensuite suppos´e
diffuser le messagem à tous ses voisins saufParp. Ainsi, pasà pas, la phase de diffusion progresse
dans le réseau (sans attendre les r´eponses aux questions initi´ees). En particulier, cette phase construit
dynamiquement un arbre couvrant enracin´e enr (défini par les variablesPar).

Toute phase de diffusion initi´ee parr est assur´ee d’atteindre tous les processeurs du r´eseau grˆace
au mécanisme de questions. En fait, `a partir du moment o`u un processeur rec¸oit un message provenant
de r, il reste dans la phase de diffusion tant qu’il n’a pas rec¸u confirmation par la phase de question
que tous ses voisins sont dans la phase de diffusion de la racine (i.e. tant qu’il ne vérifie pasCFree
etAnswerOk).

La phase de retour suit la phase de diffusion et est ex´ecutéeà partir des feuilles de l’arbre cou-
vrant. Lorsque la diffusion atteint un processeurq tel que tous ses voisins ont d´ejà reçu le message
par d’autres processeurs,q attend la confirmation de la phase de question puis ex´ecute sa r`egleFck :
il passe de la phase de diffusion `a la phase de retour. La phase de retour est ensuite propag´ee dans
l’arbre couvrant construit lors de la diffusion (en suivant les pointeurs p`eres) comme suit : un proces-
seur interne de l’arbre ex´ecute sa r`egleFck quand tous ses voisins ont rec¸u le messagem (CFree),
il y est autorisé par la phase de question (AnswerOk) et que tous ses fils dans l’arbre sont dans la
phase de retour (BLeaf ). Ainsi, r est le dernier processeur `a exécuter la phase de retour (r`egleFck).
Le caséchéant,r initie ensuite une phase de nettoyage (n.b. cette phase est identique `a la phase de
nettoyage du protocoleDFS2). Suiteà cette phase de nettoyage,r exécute sa r`egle de terminaison
T : r affecteOut à Requestr pour signifierà l’application que lePIR demand´e est termin´e. Après
cette derni`ere affectation,r attend la prochaine requˆete,i.e., le prochain message `a envoyer.

Enfin, nous rappelons que la phase de correction permet d’´eviter tout interblocage dans le syst`eme
en supprimant les processus anormaux du syst`eme (n.b. la phase de correction reprend les mˆemes
principes que la phase de correction deDFS2).

Nous allons maintenant rappeler des r´esultats formels sur le protocolePIR. Ces résultats ont ´eté
publiés dans[CDV06b]2. Ils seront utilisés dans la preuve de la stabilisation instantan´ee de notre
transformateur,SSBB.

2Ces résultats sont disponibles sur internet, cf. [CDV06c].



6.2 L’outil de base : le PIR 125

Algorithm 6.2.14 AlgorithmePIR pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variables : PIFp ∈ {B,F ,PC,C,EB,EF} ; Parp ∈ Neigp ; Lp ∈ N ; Quep ∈ {Q,R,W ,A} ;

Macros :
Childp = {q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ (Parq = p) ∧ (Lq = Lp + 1)

∧ [(PIFq �= PIFp) ⇒ ((PIFp ∈ {B,PC} ∧ PIFq = F ) ∨ (PIFp = EB))]} ;
Pre Potentialp = {q ∈ Neigp :: PIFq = B } ;
Potentialp = {q ∈ Neigp :: ∀q′ ∈ Pre Potentialp, Lq ≤ Lq′} ;

Prédicats ǵenéraux :
CFree(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: PIFq �= C)
Leaf(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
BLeaf(p) ≡ (PIFp = B) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq = F )]
AnswerOk(p) ≡ (Quep = A) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq = A)]
GoodPIF (p) ≡ (PIFp = C) ∨ [(PIFParp �= PIFp) ⇒ ((PIFParp = EB)

∨ (PIFp = F ∧ PIFParp ∈ {B,PC}))]
GoodL(p) ≡ (PIFp �= C) ⇒ (Lp = LParp + 1)
AbRoot(p) ≡ ¬GoodPIF (p) ∨ ¬GoodL(p)

Gardes :
EFAbRoot(p) ≡ (PIFp = EF ) ∧ AbRoot(p) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq=p ∧ Lq>Lp) ⇒ (PIFq∈{EF ,C})]
EBroadcast(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F ,PC}) ∧ [¬AbRoot(p) ⇒ (PIFParp = EB)]
EFeedback(p) ≡ (PIFp = EB) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p ∧ Lq > Lp) ⇒ (PIFq ∈ {EF ,C})]
Broadcast(p) ≡ (PIFp = C) ∧ (Potentialp �= ∅) ∧ Leaf(p)
Feedback(p) ≡ BLeaf(p) ∧ CFree(p) ∧ AnswerOk(p)
PreClean(p) ≡ (PIFp = F ) ∧ (PIFParp = PC) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq ∈ {F ,C})]
Cleaning(p) ≡ (PIFp = PC) ∧ Leaf(p)
Require(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)]

∧ [[(Quep = Q) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}))]
∨ [(Quep ∈ {W ,A}) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ ((Queq = Q)
∨ (q ∈ Childp ∧ Queq = R)))]]

Wait(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧ (Quep = R) ∧ (QueParp = R)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A}) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q))

Answer(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧ (Quep = W ) ∧ (QueParp = A)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A}) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q))

Règles :
Phase de Correction :

EC :: EFAbRoot(p) → PIFp := C ;
EB :: EBroadcast(p) → PIFp := EB ;
EF :: EFeedback(p) → PIFp := EF ;

Phase de PIR :
Bst :: Broadcast(p) → PIFp := B ; Parp := min≺p(Potentialp) ;

Lp := LParp + 1 ; Quep := Q ;
Fck :: Feedback(p) → PIFp := F ;
PC :: PreClean(p) → PIFp := PC ;
C :: Cleaning(p) → PIFp := C ;

Phase de Question :
QR :: Require(p) → Quep := R ;
QW :: Wait(p) → Quep := W ;
QA :: Answer(p) → Quep := A ;
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6.2.2 Quelques ŕesultats sur le protocole PIR

Théorème 6.2.1 ([CDV06b])Le protocolePIR est un protocole dePIR instantańement stabili-
sant sous un d́emon distribúe inéquitable.

Comme le d´emon distribu´e inéquitable est le d´emon le plus g´enéral du mod`ele à états, le th´eorème
6.2.1 implique que le protocolePIR fonctionne avec n’importe quel type de d´emon. Une autre
conséquence du th´eorème 6.2.1 est qu’`a partir de n’importe quelle configuration, chaque cycle de
PIR est exécuté en un nombre fini de mouvements.

Propri été 6.2.1 D’après [CDV06c], nous avons les résultats suivants :

1. Apr̀es quer ait initi é une diffusion (r̀egleBst), le syst̀eme atteint en un temps fini une configu-
ration où chaque processeur est dans la phase de retour associéeà cette diffusion.

2. À partir de n’importe quelle configuration et suiteà une reqûete,r ex́ecute sa r̀egleBst (i.e. r
initie la diffusion d’un nouveau message) enO(∆ × n3) mouvements etO(n) rondes.

3. À partir de n’importe quelle configuration, unPIR complet est ex́ecut́e enO(∆× n3) mouve-
ments etO(n) rondes.

4. ∀p ∈ V , à partir de n’importe quelle configuration oùPIFp = C, p est ŝur d’accuser ŕeception
d’un message initié parr dès la 2̀emeex́ecution de sa r̀egleFck.

Le lemme suivant montre que le pire des cas en temps d’ex´ecution du protocolePIR correspond `a
l’exécution du premier cycle de calcul. En effet, les autres cycles sont ex´ecutée enO(n) mouvements :

Théorème 6.2.2Après le premierPIR initi é, les autres cycles dePIR sont ex́ecut́es enO(n) mou-
vements.

Preuve. D’après le point 1 de la propri´eté 6.2.1, nous savons que tous les comportements anormaux
dûs à la configuration initiale sont corrig´es durant l’ex´ecution du premierPIR initi é. Donc, suite `a
ce premierPIR, les autres cycles d’ex´ecution démarrent toujours dans une configuration o`u∀p ∈ V ,
PIFp = C. À partir d’une telle configuration, les r`egles de la phase de correction ne sont plus jamais
exécutées. D’autre part, chaque cycle initi´e comporte trivialementO(n) actions des phases dePIR
et de nettoyage.

Focalisons nous maintenant sur la phase de question. Cette phase comporte trois r`egles :QR, QW
etQA. Ces règles peuvent ˆetre exécutées uniquement par un processeur participant auPIR initi é par
r (n.b. il n’existe plus dePIR anormaux dans le syst`eme),i.e., un processeur tel quePIF �= C. Un
processeurp participe auPIR initi é par la racine `a partir du moment o`u il exécute la règleBst. Par
cette règle,p affecte la valeurQ à la variableQuep. Ensuite, les r`eglesQR, QW et QA permettent
à tout processeurp �= r d’affecter successivement les valeursR, W etA à la variableQuep. D’autre
part, les règlesQR etQA der (n.b.r n’a pas de r`egleQW ) lui permettent d’affecter successivement
les valeursR etA à la variableQuer.

Nous pouvons alors remarquer que, grˆace au pr´edicatWait(p), p �= r passeQuep de R à W
uniquement lorsque la construction de son sous-arbre de diffusion est compl`etement termin´ee et que
tous ses descendants dans l’arbre v´erifie Que = W . D’après le prédicatRequire(p), p ne peut donc
plus exécuter la règleQR dans le cycle dePIR courant. De la mˆeme mani`ere, grâce au pr´edicat
Answer(p), r passeQuer deR à A uniquement lorsque la construction de l’arbre de diffusion est
complètement termin´ee et que tous les autres processeurs v´erifient Que = W . Donc, d’après le
prédicatRequire(r), r ne peut plus ex´ecuter la règleQR dans le cycle dePIR courant.

Or, pourp �= r, chaque r`egleQA est exécutée après l’exécution d’une r`egleQW qui suit elle-
même l’exécution d’une r`egleQR. Similairement,r exécute une r`egleQA pour chaque r`egleQR.
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Algorithm 6.3.15 AlgorithmeReset(B) pourp = r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Constantes :Parp =⊥ ; Lp = 0 ;

Variables : PIFp ∈ {B,F ,PC,C} ; Quep ∈ {Q,R,A} ;

Macro :
Childp = {q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ (Parq = p) ∧ (Lq = Lp + 1)

∧ [(PIFq �= PIFp) ⇒ (PIFp ∈ {B,PC} ∧ PIFq = F )]} ;
Prédicats ǵenéraux :
CFree(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: PIFq �= C)
Leaf(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
BLeaf(p) ≡ (PIFp = B) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq = F )]
AnswerOk(p) ≡ (Quep = A) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq = A)]

Gardes :
Broadcast(p) ≡ (PIFp = C) ∧ Leaf(p)
Feedback(p) ≡ BLeaf(p) ∧ CFree(p) ∧ AnswerOk(p)
PreClean(p) ≡ (PIFp = F ) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq ∈ {F ,C})]
Cleaning(p) ≡ (PIFp = PC) ∧ Leaf(p)
Require(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧

[[(Quep = Q) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}))]
∨ [(Quep=A) ∧ (∃q ∈ Neigp :: (PIFq �=C) ∧ ((Queq=Q) ∨ (q∈Childp ∧ Queq=R)))]]

Answer(p) ≡ (PIFp∈{B,F}) ∧ [(PIFp=B)⇒CFree(p)] ∧ (Quep=R) ∧ (∀q∈Childp::Queq∈{W ,A})
∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q)]

Règles :
Phase de PIR :

Bst :: (B.Requestr=Wait)∧B.End(p)∧Broadcast(p) → PIFp:=B ; Quep:=Q ; /* Démarrage */
B.Requestr := In ;

Fck :: Feedback(p) → PIFp := F ; B.Initp ;
PC :: PreClean(p) → PIFp := PC ;
C :: Cleaning(p) → PIFp := C ;
T :: (B.Requestr = In) ∧ B.End(p) ∧ (PIFp = C) → B.Requestr:=Out ; /* Terminaison */

Phase de Question :
QR :: Require(p) → Quep := R ;
QA :: Answer(p) → Quep := A ;

Donc, chaque processeur ex´ecute une fois et une seule chacune de ses r`egles de la phase de question
pour chaque cycle dePIR initi é à partir d’une configuration o`u ∀p ∈ V , PIFp = C. D’où, après le
premier cycle dePIR initi é, les autres cycles comportentO(n) actions de la phase de question et le
théorème est v´erifié. �

6.3 Transformateur

Nous allons maintenant expliquer comment construire notre transformateur,SSBB en utilisant
le protocolePIR.

6.3.1 Le protocole

Pour construire notre transformateurSSBB, nous utilisons la technique de composition suivante.
SoientP1 etP2 deux protocoles. La composition deP1 etP2, notéeP2⊕|GP1, est le protocole v´erifiant
les conditions suivantes :

1. P2 ⊕|G P1 contient toutes les variables et r`egles deP1 etP2.

2. G est un prédicat défini sur les variables deP1.
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Algorithm 6.3.16 AlgorithmeReset(B) pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variables : PIFp ∈ {B,F ,PC,C,EB,EF} ; Parp ∈ Neigp ; Lp ∈ N ; Quep ∈ {Q,R,W ,A} ;

Macros :
Childp = {q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ∧ (Parq = p) ∧ (Lq = Lp + 1)

∧ [(PIFq �= PIFp) ⇒ ((PIFp ∈ {B,PC} ∧ PIFq = F ) ∨ (PIFp = EB))]} ;
Pre Potentialp = {q ∈ Neigp :: PIFq = B } ;
Potentialp = {q ∈ Neigp :: ∀q′ ∈ Pre Potentialp, Lq ≤ Lq′} ;

Prédicats ǵenéraux :
CFree(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: PIFq �= C)
Leaf(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Parq �= p)]
BLeaf(p) ≡ (PIFp = B) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq = F )]
AnswerOk(p) ≡ (Quep = A) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq = A)]
GoodPIF (p) ≡ (PIFp=C) ∨ [(PIFParp �=PIFp) ⇒ ((PIFParp=EB)∨(PIFp=F∧PIFParp∈{B,PC}))]
GoodL(p) ≡ (PIFp �= C) ⇒ (Lp = LParp + 1)
AbRoot(p) ≡ ¬GoodPIF (p) ∨ ¬GoodL(p)

Gardes :
EFAbRoot(p) ≡ (PIFp=EF ) ∧ AbRoot(p) ∧ [∀q∈Neigp :: (Parq=p ∧ Lq>Lp) ⇒ (PIFq∈{EF ,C})]
EBroadcast(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F ,PC}) ∧ [¬AbRoot(p) ⇒ (PIFParp = EB)]
EFeedback(p) ≡ (PIFp = EB) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p ∧ Lq > Lp) ⇒ (PIFq ∈ {EF ,C})]
Broadcast(p) ≡ (PIFp = C) ∧ (Potentialp �= ∅) ∧ Leaf(p)
Feedback(p) ≡ BLeaf(p) ∧ CFree(p) ∧ AnswerOk(p)
PreClean(p) ≡ (PIFp = F ) ∧ (PIFParp = PC) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (PIFq ∈ {F ,C})]
Cleaning(p) ≡ (PIFp = PC) ∧ Leaf(p)
Require(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)]

∧ [[(Quep = Q) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq ∈ {Q,R}))]
∨ [(Quep∈{W ,A}) ∧ (∃q∈Neigp :: (PIFq �=C) ∧ ((Queq=Q)∨(q∈Childp∧Queq=R)))]]

Wait(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧ (Quep = R) ∧ (QueParp = R)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A}) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q))

Answer(p) ≡ (PIFp ∈ {B,F}) ∧ [(PIFp = B) ⇒ CFree(p)] ∧ (Quep = W ) ∧ (QueParp = A)
∧ (∀q ∈ Childp :: Queq ∈ {W ,A}) ∧ (∀q ∈ Neigp :: (PIFq �= C) ⇒ (Queq �= Q))

Règles :
Phase de Correction :

EC :: EFAbRoot(p) → PIFp := C ;
EB :: EBroadcast(p) → PIFp := EB ;
EF :: EFeedback(p) → PIFp := EF ;

Phase de PIR :
Bst :: Broadcast(p) → PIFp := B ; Parp := min≺p(Potentialp) ; Lp:=LParp+1 ; Quep:=Q ;
F :: Feedback(p) → PIFp := F ; B.Initp ;
PC :: PreClean(p) → PIFp := PC ;
C :: Cleaning(p) → PIFp := C ;

Phase de Question :
QR :: Require(p) → Quep := R ;
QW :: Wait(p) → Quep := W ;
QA :: Answer(p) → Quep := A ;
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3. Chaque r`egleLi :: Hi → Si deP2 est remplac´ee dans le protocoleP2⊕|GP1 parLi :: G∧Hi →
Si.

En suivant ces r`egles de composition,SSBB(B) = B ⊕|Ok(p) Reset(B) où Ok(p) ≡ (PIFp = C).
Reset(B) (cf. Algorithmes 6.3.15 et 6.3.16) est une version l´egèrement modifi´ee du protocolePIR.
Reset(B) est utilisé pour réinitialiser les variables du protocoleB avant toute ex´ecution deB. Nous
avons ainsi remplac´e la variableRequestr parB.Requestr dans le code deReset(B) pour signifier
queReset(B) prend en compte les requˆetes pourB à la place deB. Puis, nous avons modifi´e l’action
de démarrage deSSBB(B) (la règleBst de r dansReset(B)) pour que l’action de d´emarrage soit
activable seulement siB.End(r) est vérifiée (afin d’empˆecher l’abandon d’un calcul pr´ecédemment
initi é de la tâcheT ASK). Ensuite, nous avons modifi´e la règleFck pour que les variables deB soient
réinitialisées en utilisantB.Initp durant la phase de retour. Finalement, nous utilisons le pr´edicat
Ok(p) dans la composition pour que chaque processeurp stoppe son ex´ecution locale deB à partir
du moment o`u il reçoit le message d’abandon (la r`egleBst) et jusqu’à la terminaison locale enp
du cycle de r´einitialisation (jusqu’à ce queSp := C). En effet, nous savons d´ejà quep satisfait
continûmentPIFp �= C durant sa participation `a une réinitialisation globale du syst`eme (cf. section
précédente). Donc, tant quep participeà une réinitialisation,Ok(p) est faux et aucune r`egle deB
dansSSBB(B) n’est activable enp.

6.3.2 Preuve de la stabilisation instantańee

Nous allons maintenant montrer que le protocole compositeSSBB(B) (où B est un protocole
vérifiant SSBB-Friendly(T ASK,D)) est instantan´ement stabilisant pour les sp´ecifications de la
tâcheT ASK (la tâche résolue parA dans un environnement sans faute) sous un d´emonD. Contrai-
rement aux protocoles pr´ecédents, nous allons explicitement faire r´eférence `a la variableRequestr

dans les preuves suivantes.

Tout d’abord, commeB est uniquement ´ecrit pour résoudre la tˆache sp´ecifiqueT ASK en fournis-
sant le prédicatB.End(r) et les macrosB.Initp indépendamment des variables deReset(B), nous
pouvons poser l’hypoth`ese suivante :

Hypothèse 6.3.1B n’écrit pas dans les variables deReset(B).

Nous allons maintenant prouver queSSBB(B) est unecompositionéquitabledes protocolesB et
Reset(B) (Définition 5.7.2, page 100).

Théorème 6.3.1SSBB(B) est unecompositionéquitabledes protocolesB etReset(B).

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe au moins une ex´ecutione deSSBB(B) qui ne
soit paséquitable. Dans ce cas, d’apr`es la définition 5.7.2 (page 100),e est infinie et deux cas sont
possibles :

1. Il existe un suffixe infinie′ dee où des règles deB sont activables mais seules des r`egles de
Reset(B) sont exécutées. Alors, des r`egles deReset(B) sont exécutées infiniment souvent
danse′. Or, d’après la propriété 6.2.1 (point 1), chaque cycle de calcul deReset(B) est exécuté
en un nombre fini de mouvements. Donc,Reset(B) exécute des cycles de calcul infiniment
souvent danse′. D’après l’hypothèse 6.3.1, les variables deReset(B) se comportent danse′

comme le protocolePIR qui est instantan´ement stabilisant d’apr`es le théorème 6.2.1. Donc,
durant le premier cycle complet de calcul danse′, Reset(B) exécute, en particulier, une phase
de retour compl`ete. Or, quandr exécute sa phase de retour (r`egleFck), r réinitialise ses va-
riables deB en utilisantB.Initr. Après cette r´einitialisation locale,B.End(r) devient faux et,
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comme les variables deB ne sont plus jamais modifi´ees (par hypoth`ese, aucune r`egle deB n’est
exécutée danse′), B.End(r) est faux pour toujours. Cela implique que l’action de d´emarrage
deReset(B), i.e., la règleBst der, devient inactivable pour toujours. D’o`u,Reset(B) ne peut
pas exécuter des cycles de calcul infiniment souvent danse′, contradiction.

2. Il existe un suffixe infinie′ de e où des règles deReset(B) sont activables mais seules des
règles deB sont exécutées. En particulier, cela signifie que des r`egles deB sont exécutées
infiniment souvent danse′.

En fonction des r`egles deReset(B) activables danse′, nousétudions maintenant les cas sui-
vants :
– Supposons que la r`egleBst de r est activable dans une configurationγi telle queγi ∈ e′.

Alors, (B.Requestr = Wait) ∧ B.End(r) ∧ Broadcast(r) est vérifié dansγi. Comme
B.Requestr = Wait jusqu’à ce quer exécute sa r`egleBst, B.Requestr est continûment
égaleà Wait à partir deγi. Ensuite, comme aucune r`egle deReset(B) n’est exécutée dans
e′ etB n’écrit pas dans les variables deReset(B) (hypothèse 6.3.1),Broadcast(r) est aussi
continûment vérifiéeà partir deγi. D’où, la valeur de la garde de la r`egleBst dépend main-
tenant deB.End(r) uniquement. Or, commeB.End(r) est vérifiée dansγi et queB.End(r)
eststablepourD, d’après la définition 6.1.1, la r`egleBst est exécutée en un temps fini en
dépit deD (le démon), contradiction.

– Supposons que la r`egleT de r est activable dans une configurationγi telle queγi ∈ e′.
Par un raisonnement similaire `a celui utilisé dans le cas pr´ecédent, nous obtenons aussi une
contradiction.

– Supposons que des r`egles deReset(B) diff érentes des r`eglesBst et T de r sont activables
dans une configurationγi telle queγi ∈ e′. De telles règles dépendent de variables internes
deReset(B) uniquement. Donc, commeB n’écrit pas dans les variables deReset(B) (hy-
pothèse 6.3.1), ces r`egles sont continˆument activables et, par contradiction,D = DUF : seul
un démon inéquitable peut empˆecher une r`egle continûment activable d’ˆetre exécutée. Or, la
conséquence 6.1.1 (point 3) implique que le syst`eme atteint en un temps fini une configura-
tion γj où seules les r`egles deReset(B) sont activables dansSSBB(B) (n.b.B.End(r) est
stablepour un démon distribu´e inéquitable). D’où, au moins une r`egle activable deReset(B)
est exécutée dansγj �→ γj+1, contradiction.

Ainsi, SSBB(B) est bien une composition ´equitable des protocolesB etReset(B). �
Le lemme suivant montre qu’`a partir de toute configuration o`u le système est en attente d’un calcul
de la tâcheT ASK (B.Requestr = Wait), SSBB(B) est initié en un temps fini.

Lemme 6.3.1 À partir de toute configuration òu B.Requestr = Wait, SSBB(B) est initíe en un
temps fini.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’`a partir de toute configuration o`u B.Requestr = Wait,
r n’exécute jamais la r`egleBst (i.e., l’action de démarrage deSSBB(B)). Tout d’abord, la r`egle
Bst der est la seule r`egle qui peut modifierB.Requestr quandB.Requestr = Wait (cf. algorithme
6.3.15 et la d´efinition 6.1.3, point 2). Donc,r vérifie B.Requestr = Wait pour toujours. Ensuite,
d’après le théorème 6.3.1 et l’hypoth`ese 6.3.1,B ne perturbe pas le comportement deReset(B).
Donc, d’après la propriété 6.2.1 (point 2), en d´epit du démonD, le système atteint en un nombre fini
de pas une configuration o`u aucune r`egle deReset(B) n’est activable etr vérifieBroadcast(r) pour
toujours.À partir de cette configuration, la valeur de la garde de la r`egleBst der dépend uniquement
deB.End(r). Or, en dépit deD, r finit par vérifierB.End(r) carB.End(r) satisfaitBreakingIn(D)
(cf. définition 6.1.2) et, commeB.End(r) est stable pourD, r finit par exécuter la règleBst en dépit
du démonD d’après la définition 6.1.1, contradiction. �
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Le lemme suivant montre que suite `a une demande de calcul de la tˆacheT ASK par une application
(formellement, d`es que le pr´edicatApplicationRequest(r) de la règle externeIR est vérifié), le
système prend cette demande en compte en un temps fini en ex´ecutantB.Requestr := Wait.

Lemme 6.3.2 À partir d’une configuration òu un calcul deSSBB(B) est demand́e,r ex́ecute la r̀egle
IR en un temps fini.

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’`a partir d’une configurationγi un calcul deSSBB(B)
soit demand´eà r mais quer n’exécute jamais la r`egleIR (i.e., la règle externe contenant l’affectation
B.Requestr := Wait).

– SupposonsB.Requestr = Out dansγi. Dans une telle configuration, la r`egleIR der est acti-
vable (n.b. la garde deIR est la suivante :ApplicationRequest(r) ∧ (Requestr = Out)). De
plus, aucune r`egle deSSBB(B) ne peut modifierB.Requestr jusqu’à ce quer affecteWait à
B.Requestr parIR. Donc, la règleIR der est continûment activable et siD∈{DSF ,DWF},
alorsIR est exécutée en un temps fini, contradiction. D’o`u, par contradiction,D = DUF .
CommeIR n’est jamais ex´ecutée,B.Requestr resteégaleàOut pour toujours. En particulier,
cela signifie que la r`egleBst der n’est plus jamais activable `a partir deγi. Comme, d’apr`es le
théorème 5.4.4 et l’hypoth`ese 6.3.1,B ne perturbe pas le comportement du protocoleReset(B),
la propriété 6.2.1 (point 2) implique qu’en d´epit du démonD, le système finit par atteindre une
configurationγj à partir de laquelle aucune r`egle deReset(B) n’est plus jamais activable (n.b.
r n’exécute plus jamais la r`egleBst). À partir γj , seules les r`egles deB sont exécutées. Or,
dans ce cas, le syst`eme converge en temps fini deγj à une configurationγk où la règleIR
est la seule r`egle activable du syst`eme d’après la cons´equence 6.1.1 (point 3). D’o`u, IR est
exécutée dansγk �→ γk+1, contradiction.

– Supposons queB.Requestr = In dansγi. À partir deγi, B.Requestr resteégalà In jusqu’à
ce quer exécute la règleT (cf. algorithmes 5.4.3, 5.4.4 et d´efinition 6.1.3 point 2). Supposons
alors quer finit par exécuter la règleT . Par la règleT , B.Requestr := Out et, d’après le cas
précédent,r finit par exécuter la règleIR, contradiction. Supposons donc, par contradiction,
quer n’exécute jamais la r`egleT . B.Requestr reste donc ´egaleà In pour toujours. En par-
ticulier, cela signifie que la r`egleBst de r n’est plus jamais activable `a partir deγi. Comme,
d’après le théorème 5.4.4 et l’hypoth`ese 6.3.1,B ne perturbe pas le comportement du protocole
Reset(B), la propriété 6.2.1 (point 2) implique qu’en d´epit du démonD, le système finit par
atteindre une configurationγj à partir de laquelle aucune r`egle deReset(B) n’est plus jamais
activable etr vérifieBroadcast(r) pour toujours (n.b.r n’exécute plus jamais la r`egleBst). À
partir deγj, B.Requestr = In ∧ PIFr = C pour toujours (Broadcast(r) ⇒ (PIFr = C))
et la valeur de la garde de la r`egleT der dépend maintenant uniquement deB.End(p). Or, en
dépit de la nature deD, r finit par vérifier B.End(p) carB.End(p) vérifie BreakingIn(D)
(cf. définition 6.1.2) et, commeB.End(p) eststablepourD, r finit par exécuterT en dépit de
D d’après la définition 6.1.1, contradiction.

– Supposons queB.Requestr = Wait dansγi. Alors, d’après le lemme 6.3.1, nous savons que
r finit par exécuter la règleBst. Par la règleBst, B.Requestr := In et nous retrouvons le cas
précédent, contradiction.

�
D’après les lemmes 6.3.1 et 6.3.2, nous d´eduisons le th´eorème suivant. Ce th´eorème signifie que suite
à une demande de calcul de la tˆacheT ASK, SSBB(B) est initié en un temps fini.

Théorème 6.3.2À partir d’une configuration òu un calcul deSSBB(B) est demand́e, le calcul
demand́e est initíe en un temps fini.
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Le théorème suivant montre que chaque calcul de la tˆacheT ASK initi é parr est exécuté conformé-
mentà ses sp´ecifications.

Théorème 6.3.3À partir d’une configuration òu r initie un calcul deSSBB(B), la tâcheT ASK est
ex́ecut́ee conforḿement̀a ses sṕecifications.

Preuve. SSBB(B) démarre par une ex´ecution deReset(B). Ce protocole est initi´e par la règleBst
de r. Par la règle Bst, r exécute, en particulier,PIFr := B. Reset(B) termine ensuite quandr
affecteC àPIFr via sa règleC. Donc, durant tout le calcul deReset(B), r vérifie sans discontinuer
PIFp �= C, i.e.,¬Ok(r), et r ne peut ex´ecuter aucune r`egle deB. En particulier,r ne peut pas initier
B avant queReset(B) termine (enr).

D’après le théorème 5.4.4 et l’hypoth`ese 6.3.1,B ne perturbe pas le comportement deReset(B).
Or, d’après la propriété 6.2.1 (Point 1), apr`es quer ait initié une diffusion (r`egleBst), le système
atteint en un temps fini une configurationγi où chaque processeur du syst`eme est dans la phase
de retour associ´ee à la diffusion initiée parr. Donc, comme les variables deB sont réinitialisées
localement enp quandp exécutePIFp := F et qu’aucune r`egle deB n’est exécutée parp tant que
PIFp �= C ((PIFp �= C) ⇒ ¬Ok(p)), la configurationγi restreinte aux variables deB correspond
à la configuration g´enérée parB.Init (i.e., la configuration initiale normale deA). De plus, il faut
noter queB.End(r) devient faux d`es quer exécute sa r`egleFck (à cause deB.Initr). Le fait que le
système atteigne la configurationγi induit deux autres cons´equences :

1. À partir deγi, aucun processeur n’ex´ecute une r`egle deB avant quer initie B.
2. À partir deγi, le système ne contient plus aucun comportement anormal relatif au protocole

Reset(B).

D’où, quandReset(B) termine enr par la règle C (i.e., PIFr := C), le système est dans une
configurationγj où ∀p ∈ V , PIFp = C (une configuration initiale normale deReset(B)), les
variables deB décrivent la configuration g´enérée parB.Init, et B.End(r) = faux. À partir de
γj, aucune autre r´einitialisation (i.e., le protocoleReset(B)) ne sera de nouveau initi´ee avant que
B.End(r) soit à nouveau v´erifié (cf. la garde de la r`egle Bst), i.e., avant la d´ecision associ´ee à
l’exécution deB quer va initier. Donc,à partir deγj et jusqu’à ce queB.End(r), ∀p ∈ V , PIFp = C
et seul le protocoleB fonctionne. D’où, d’après le point 3 de la d´efinition 6.1.3,à partir deγj, B
exécute la tâche sp´ecifiqueT ASK et, quandr décide en ex´ecutant la r`egleT (T sera ex´ecutée quand
PIFr = C ∧ B.End(r)), la tâcheT ASK auraété exécutée conform´ementà ses sp´ecifications. �
Nous déduisons le th´eorème suivant d’apr`es la remarque 3.2.1 et les th´eorèmes 6.3.2 et 6.3.3 :

Théorème 6.3.4SSBB(B) est instantańement stabilisant pour les spécifications de la t̂acheT ASK
sous le d́emonD.

6.3.3 Complexit́e

Complexité en espace. Soit M(B) l’occupation mémoire du protocoleB. Dans les algorithmes
6.2.13 et 6.2.14, les valeurs de la variableL ne sont pas born´ees. Cependant, nous pouvons remarquer
que le protocoleReset(B) reste valide si nous bornonsL parn. Donc, chaque processeur a besoin
de log n bits pour stocker sa variableL et en tenant compte des autres variables d´eclarées dans les
algorithmes 6.2.13 et 6.2.14 ainsi que de la complexit´e en espace deB, nous pouvons d´eduire le
théorème suivant :

Théorème 6.3.5L’occupation ḿemoire deSSBB(B) est enO(log(n) + M(B)) bits par processeur.
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Complexité en temps. La complexité en temps deSSBB(B) dépendà la fois deReset(B) et deB.
Évidemment, le protocoleReset(B) a la même complexit´e que le protocolePIR. Ensuite, comme le
protocoleB peutêtre n’importe quel protocole v´erifiantSSBB-Friendly(T ASK,D), il faut noter
que la complexit´e globale deSSBB(B) varie en fonction de l’instance deB que nous utilisons.

Nousévaluons tout d’abord la complexit´e en temps deSSBB(B) en terme de rondes.̀A cet effet,
nous introduisons les notations suivantes sur la complexit´e en rondes deB : soitR1(B) le nombre de
rondes deB nécessaires, `a partir de n’importe quelle configuration (deB), pour queB.End(r) soit
continûment activable (n.b. ce nombre ne peut pas ˆetre borné siB ne fonctionne qu’avec un d´emon
fortementéquitable), soitR2(B) le nombre de rondes dontB a besoin pour ex´ecuter la tâcheT ASK
à partir de la configuration g´enérée parB.Init.

Le théorème suivant nous donne le d´elai en nombre de rondes du protocoleSSBB(B).

Théorème 6.3.6À partir de toute configuration òu un calcul deSSBB(B) est demand́e, le calcul
demand́e est initíe enO(n + R1(B) + R2(B)) rondes.

Preuve. Comme nous l’avons vu dans la preuve du th´eorème 5.6.2 (page 98), la gestion explicite des
requêtes provoque, dans le pire des cas, l’ex´ecution d’un cycle de calcul complet non demand´e avant
que le syst`eme puisse initier un cycle de calcul demand´e. Ce cycle de calcul non demand´e, comporte
une réinitialisation compl`ete exécutée parReset(B). Cette réinitialisation coûteO(n) rondes d’apr`es
la propriété 6.2.1 (point 3) auxquels il faut ajouter un surcoˆut deO(R1(B)+R2(B)) rondes, en effet :

– Une fois que le syst`eme a atteint une configuration o`u Reset(B) est prêt à démarrer, il faut
au plusR1(B) rondes pour queB.End(r) devienne continˆument activable et ainsi d´ebloquer
l’action de démarrage deReset(B).

– Après queReset(B) ait réinitialisé les variables deB, il faut queB exécute la tâcheT ASK à
partir de la configuration g´enérée parB.Init (R2(B) rondes) pour queB.End(r) soità nouveau
satisfait et que le syst`eme puisse `a nouveau d´emarrer.

D’où, un cycle de calcul complet non demand´e deSSBB(B) est exécuté enO(R1(B) + R2(B))
rondes et le th´eorème est v´erifié. �
Le pire des cas du d´elai correspond au temps de calcul entre le d´emarrage d’un calcul non demand´e
et le démarrage “r´eel” du calcul demand´e. Entre ces deux d´emarrages, un calcul complet mais non
demand´e est ex´ecuté. Donc le d´elai et le temps d’ex´ecution d’un calcul deSSBB(B) sont du même
ordre et nous avons trivialement le corollaire suivant :

Corollaire 6.3.1 À partir de n’importe quelle configuration, un calcul demandé (et complet) de
SSBB(B) est ex́ecut́e enO(n + R1(B) + R2(B)) rondes.

Nousévaluons maintenant la complexit´e en nombre de mouvements deSSBB(B). À cet effet, nous
introduisons les notations suivantes : soitS1(B) le nombre maximal de r`egles queB exécute avant
d’atteindre une configuration terminale (relative aux variables deB), soitS2(B) le nombre de mouve-
ments dontB a besoin pour ex´ecuter la tâcheT ASK à partir de la configuration g´enérée parB.Init.

Théorème 6.3.7À partir de toute configuration òu un calcul deSSBB(B) est demand́e, le calcul
demand́e est initíe enO(∆ × n3 × S1(B)) mouvements.

Preuve. Dans la preuve du th´eorème 6.3.6, nous avons vu que, dans le pire des cas, un cycle de
calcul demand´e deSSBB(B) est initié après un cycle de calcul non demand´e (complet) deSSBB(B).
D’après la propriété 6.2.1 (point 3), nous savons que ce cycle non demand´e contient l’exécution de
O(∆ × n3) règles deReset(B) (i.e., la complexit´e en nombre de mouvements du protocolePIR).
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Ensuite, au plusS1(B) règles deB sont exécutées entre chaque r`egle deReset(B). D’où, le délai
pour démarrer un calcul demand´e deSSBB(B) est borné par le produit de ces deux complexit´es et
le théorème est v´erifié. �
Suivant le même argument que pour la complexit´e en terme de rondes, nous avons le corollaire
suivant :

Corollaire 6.3.2 À partir de n’importe quelle configuration, un calcul demandé (et complet) de
SSBB(B) est ex́ecut́e enO(∆ × n3 × S1(B)) mouvements.

D’après le corollaire pr´ecédent, nous savons que tout calcul demand´e de la tâcheT ASK est exécuté
en un nombre fini de mouvements et que ce nombre est major´e par∆ × n3 × S1(B). Nous allons
maintenant montrer que cette borne sup´erieure ne peut-ˆetre atteinte que lors de la premi`ere exécution
demand´ee, les autres ex´ecutions de la tˆacheT ASK étant significativement meilleures.

Théorème 6.3.8Après queSSBB(B) est ex́ecut́e le premier calcul demandé, les autres calculs
demand́e sont ex́ecut́es enO(S2(B) + n) mouvements.

Preuve. Durant l’exécution du premier calcul demand´e, le syst`eme effectue, `a partir d’une configu-
ration quelconque, une r´einitialisation globales des variables deB puis une ex´ecution deB. Durant
la réinitialisation des variables deB, des règles deB peuventêtre exécutéesà cause de la configu-
ration initiale quelconque. Suite `a la réinitialisation,B s’exécuteà partir d’une de ses configurations
initiales normales.̀A partir d’une telle configuration,B.End(r) sera vérifié lorsque les variables de
B auront atteintes une configuration terminale. Donc, l’ex´ecution du prochain calcul demand´e com-
mencera `a partir d’une configuration terminale deB. La réinitialisation et l’exécution deB seront
alors effectu´ees s´equentiellement (r ne pouvant initierB avant la terminaison de la r´einitialisation).
La réinitialisation coûteraO(n) mouvements d’apr`es le théorème 6.2.2 et l’ex´ecution deB coûtera
S2(B) mouvements. �

Le théorème précédent montre que suite `a l’exécution du premier calcul demand´e, le temps d’ex´e-
cution en nombre de mouvements des autres calculs demand´es sera du mˆeme ordre que le temps
d’exécution deB lorsqu’il démarre dans une configuration initiale normale. En effet, `a partir d’une
configuration initiale normale, le temps d’ex´ecution deB est enΩ(n) mouvements. Cette observation
n’est en revanche pas valable pour la complexit´e en nombre de rondes. Cependant, bien que la com-
plexité en nombre de rondes deReset(B) soit dans le pire des cas enO(n) rondes, en moyenne, elle
passe `a Θ(D) rondes o`u D est le diam`etre du réseau (en moyenne, l’arbre contruit par la diffusion
d’un PIR est presque un arbre couvrant en largeur). Or, `a partir d’une configuration initiale normale,
le temps d’ex´ecution deB est enΩ(D) rondes. D’où le théorème suivant :

Théorème 6.3.9En moyenne, le temps d’exécution en nombre de rondes d’un calcul deSSBB(B)
est du m̂eme ordre que le temps d’exécution deB lorsqu’il démarre dans une configuration initiale
normale.

6.4 Applications

Dans cette section, nous pr´esentons deux protocoles. Ces deux protocoles ne sont ni auto-stabili-
sants ni instantan´ement stabilisants. Cependant, nous allons monter qu’ils v´erifie la propriété SSBB-
Friendly (définition 6.1.3, page 121). Donc, en composant ces protocoles avec notre transformateur
(SSBB), nous obtenons des protocoles instantan´ement stabilisants. Ces deux protocoles permettent
de construire des protocoles de service instantan´ement stabilisants pour le parcours en profondeur et
le calcul d’arbre couvrant en largeur.
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Algorithm 6.4.17 AlgorithmeDFS0 pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} initialisé àOut ;

Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Constante :Parp =⊥ ;

Variable : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} initialisé àC ;

Macro :
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
Leaf(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq = C))
Forward(p) ≡ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)
Clean(p) ≡ (Sp = D) ∧ Leaf(p)

Règles :
F :: Forward(p) ∧ (Requestp = Wait) → Sp := Nextp ; Requestp := In ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;
C :: Clean(p) → Sp := C ; Requestp := Out ;

Algorithm 6.4.18 AlgorithmeDFS0 pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variables : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} initialisé àC ; Parp ∈ Neigp (non initialisé) ;

Macros :
Predp = {q ∈ Neigp :: Sq = p} ;
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
Leaf(p) ≡ (∀q ∈ Neigp :: (Parq = p) ⇒ (Sq = C))
Forward(p) ≡ (|Predp| = 1) ∧ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)
Clean(p) ≡ (Sp = D) ∧ Leaf(p) ∧ (∀q ∈ Neigp :: Sq ∈ {C,D})

Règles :
F :: Forward(p) → Sp := Nextp ; Parp := (q ∈ Predp) ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;
C :: Clean(p) → Sp := C ;

6.4.1 Parcours en profondeur

Dans cette sous-section, nous prouvons que le protocoleDFS3 présenté dans les algorithmes
6.4.19 et 6.4.20 v´erifie la propriété SSBB-Friendly(DFST ,DUF ) où DFST (i.e., depth-first
search traversal) correspond au parcours en profondeur. Ainsi, nous pourrons conclure que le proto-
coleSSBB(DFS3) est un protocole de parcours en profondeur instantan´ement stabilisant sous un
démon distribu´e inéquitable. Le code deDFS3 est très proche du code du protocole non-tol´erant
aux pannesDFS0 présenté dans la section 5.3 (page 44).À titre de comparaison, nous rappelons le
code deDFS0 dans les algorithmes 6.4.17 et 6.4.18.

Tout d’abord, nous montrons qu’il existe une configuration `a partir de laquelleDFS3 exécute
un parcours en profondeur dans le r´eseau. Consid´erons la configurationγα où ∀p ∈ V , Sp = C.
Un exemple d’ex´ecution deDFS3 à partir de la configurationγα est montré dans la figure 6.4.2.̀A
partir deγα, DFS3 reprend les principes de la phase de visite du protocole non-tol´erant aux pannes
DFS0. En fait, le protocoleDFS3 est plus simple que le protocoleDFS0 : il ne comporte ni phase
de nettoyage ni pointeur p`ere. En effet, la phase de nettoyage et le pointeur p`ere, qui est uniquement
utilisé dansDFS0 pour réaliser le nettoyage `a partir des feuilles, sont inutiles ici car la r´einitialisation
des variables deDFS3 està la charge du protocoleReset (à cet effet, nous avons d´efini la macro
Initp pour chaque processeurp). Cependant, si l’on souhaite utiliserSSBB(DFS3) pour construire
un arbre couvrant en profondeur du r´eseau, un pointeur p`ere peut-ˆetre affecté par chaque processeur
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Algorithm 6.4.19 AlgorithmeDFS3 pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variable : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} ;

Macros :
Initp = Sp := C ;
Predp = {q ∈ Neigp :: Sq = p} ;
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
End(p) ≡ (Sp = D)
Error(p) ≡ (Sp �= D) ∧ [(|Predp| �= 0) ∨ ((Sp = C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: Sq �= C))]
Forward(p) ≡ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)

Règles :
E :: Error(p) → Sp := D ;
F :: Forward(p) → Sp := Nextp ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;

Algorithm 6.4.20 AlgorithmeDFS3 pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variable : Sp ∈ Neigp ∪ {C,D} ;

Macros :
Initp = Sp := C ;
Predp = {q ∈ Neigp :: Sq = p} ;
Nextp = (q = min≺p{q′ ∈ Neigp :: Sq′ = C}) si q existe, D sinon;

Prédicats :
Error(p) ≡ (Sp �= D)

∧ [(|Predp| > 1) ∨ (Sp �= C ∧ |Predp| = 0) ∨ ((Sp = C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: Sq = D))]
Forward(p) ≡ (|Predp| = 1) ∧ (Sp = C)
Backward(p) ≡ (∃q ∈ Neigp :: Sp = q ∧ Sq = D)

Règles :
E :: Error(p) → Sp := D ;
F :: Forward(p) → Sp := Nextp ;
B :: Backward(p) → Sp := Nextp ;

lors de la premi`ere réception du jeton (r`egleF ) sans modifier la validit´e du protocole.
Comme pourDFS0, la circulation réalisée parDFS3 à partir deγα termine enr par l’affectation

Sr := D. Après cette derni`ere affectation, plus aucun processeur n’est activable.À partir deγα et
jusqu’à ce que la circulation termine, exactement une r`egle est ex´ecutéeà chaque mouvement :F or
B. Lorsqu’un processeurp exécute l’une de ces r`egles :

- Soit il affecteD àSp et devient inactivable pour toujours.
- Soit il désigne un voisinq tel que (q �= r ∧ Sq = C) avecSp et n’exécute plus de r`egles jusqu’`a

ce queSq = D.

Donc,à partir deγα et jusqu’à ce que le syst`eme atteigne une configuration terminale,n − 1 règles
sont exécutées pour d´esigner des successeurs etn règles sont ex´ecutées pour affecterD aux variables
S quel que soit le d´emon que nous supposons. D’o`u :

Lemme 6.4.1 À partir deγα, DFS3 ex́ecute un parcours en profondeur en exactement2n− 1 mou-
vements (resp. rondes) quel que soit le démon.

D’après le lemme 6.4.1, nous savons que le protocoleDFS3 vérifie le point 2 de la d´efinition
de SSBB-Friendly (définition 6.1.3, page 121) pour un d´emon distribu´e inéquitable. Nous prou-
vons maintenant que le pr´edicatDFS3.End(r) (défini dans l’algorithme 6.4.19) v´erifie la propriété
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FIG. 6.4.2 – Exemple d’ex´ecution deDFS3 à partir deγα.

BreakingIn(DUF ) (point 1 de la d´efinition deSSBB-Friendly, page 121). Pour montrer que le
prédicatDFS3.End(r) vérifie BreakingIn(DUF ), il faut prouver que quelle que soit la configu-
ration initiale (en particulier, quand la configuration initiale est diff´erente deγα), DFS3 converge
en un nombre fini de mouvements vers une configuration terminale o`uDFS3.End(r) est vérifié (cf.
conséquence 6.1.1). Le comportement deDFS3 à partir d’une configuration diff´erente deγα est le
suivant : quand un processeurp détecte localement que le syst`eme n’est pas dans la configuration
atteignable depuisγα, il affecte définitivementD àSp par la règleE qui est la règle la plus prioritaire
deDFS3 (n.b. les priorités suivent l’ordre d’apparition des r`egles dans le texte des algorithmes).
Deux exemples d’ex´ecution deDFS3 à partir d’une configuration diff´erente deγα sont montrés
dans les figures 6.4.3 et 6.4.4. Ci-dessous, nous allons montrer que, grˆaceà la règleE, et même si le
système démarre d’une configuration diff´erente deγα, le système atteint une configuration terminale
où DFS3.End(r) est vérifié en un nombre fini de mouvements. Pour cela, nous allons utiliser le
schéma de preuve suivant :

(i) Nous prouvons que toute ex´ecution deDFS3 contient un nombre fini de mouvements.
(ii) Puis, nous montrons queDFS3.End(r) est vérifié dans toute configuration terminale.

Lemme 6.4.2 À partir de n’importe quelle configuration initiale,DFS3 atteint une configuration
terminale en au plus(∆ + 1) × n mouvements.

Preuve. Dans le protocoleDFS3, chaque fois qu’un processeurp exécute une r`egle soit il désigne
un nouveau processeur avecSp soit il affecteD àSp.

– Sip affecteD àSp, alorsp devient inactivable pour toujours. Donc,∀p ∈ V , p exécuteSp := D
au plus une fois durant l’ex´ecution.

– p exécuteSp := q avecq ∈ Neigp (via les règlesF ou B) seulement siSq = C. Ensuite,p
seraà nouveau activable pour choisir un autre successeur (viaB) seulement quandSq seraégal
à D. Or, lorsqueSq = D, q est inactivable pour toujours, donc,Sq �= C pour toujours etq ne
peut plus jamais ˆetre désigné comme successeur parp. Ainsi, p peut successivement d´esigner
chacun de ses voisins au plus une fois (i.e., ∆ règles) avant d’affecterD àSp définitivement.
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FIG. 6.4.3 – Exemple d’ex´ecution deDFS3 à partir d’une configuration diff´erente deγα.

D’où, chaque processeur (n) exécute au plus∆+1 règles durant une ex´ecution deDFS3 et le lemme
est vérifié. �
La notion dechemin de successeursdéfinie ci-dessous est utilis´ee dans le lemme suivant.

Définition 6.4.1 [Chemin de Successeurs] Un cheminp0, p1, ...,pk est appeĺe unchemin de succes-
seurssi et seulement si∀i, 0 ≤ i < k, Spi

= pi+1.

Lemme 6.4.3 Dans toute configuration terminale deDFS3, r vérifieDFS3.End(r).

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe une configurationγ où DFS3.End(r) n’est pas
vérifié. Par contradiction,Sr �= D dansγ (cf. définition deDFS3.End(r) dans l’algorithme 6.4.19).
Par contradiction encore,∀p ∈ V , p vérifie ¬Error(p) (sinon la règleE de p est activable). En
particulier, cela signifie que|Predr| = 0 et ∀p ∈ V \ {r}, (Sp �= D) ⇒ (|Predp| ≤ 1). Etudions
maintenant les deux cas suivants :

1. Sr = C dansγ. Commer vérifie¬Error(r), nous savons que∀p ∈ Neigr, Sp = C. Dans ce
cas, la règleF der est activable etγ n’est pas une configuration terminale, contradiction.

2. Sr = p tel quep ∈ Neigr dansγ. Nous savons que|Predr| = 0. De plus, tout processeur
p �= r relié à r par un chemin de successeurs v´erifie (Sp �= D) ⇒ (|Predp| = 1). Donc, nous
pouvons d´eduire qu’il existe un chemin de successeurs ayantr comme extr´emité initiale et dont
l’extrémité finaleq �= r vérifieSq ∈ {C,D} :
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FIG. 6.4.4 – Deuxi`eme exemple d’ex´ecution deDFS3 à partir d’une configuration diff´erente deγα.

(a) Supposons queSq = C. Comme,|Predq| = 1, la règleF deq est activable etγ n’est pas
une configuration terminale, contradiction.

(b) Supposons queSq = D. Dans ce cas,∃q′ ∈ Neigq tel queSq′ = q. Or, q′ vérifie alors
Backward(q′) (la garde de la r`egleB) etγ n’est pas une configuration terminale, contra-
diction.

Dans tous les cas, siSr �= D, alorsγ n’est pas une configuration terminale. D’o`u, dans toute confi-
guration terminale,Sr = D, i.e., r vérifieDFS3.End(r). �
D’après les lemmes 6.4.2 et 6.4.3, le pr´edicatDFS3.End(r) vérifie les points 1 et 4 de la d´efinition
de la propriétéBreakingIn(définition 6.1.2, page 119) sous un d´emon distribu´e inéquitable. De plus,
nous savons d´ejà qu’à partir deγα,DFS3.End(r) est vérifié seulement quand le parcours est termin´e
(point 2 de la d´efinition deBreakingIn). Finalement, d’apr`es les règles des algorithmes 6.4.19 et
6.4.20, nous pouvons d´eduire queDFS3.End(r) vérifie le point 3 de la d´efinition deBreakingIn.
D’où, le lemme suivant :

Lemme 6.4.4DFS3.End(r) vérifieBreakingIn(DUF ).

D’après les règles des algorithmes 6.4.19 et 6.4.20, nous pouvons d´eduire queDFS3vérifie le point 3
de la définition de la propri´etéSSBB-Friendly (cf. définition 6.1.3, page 121). D’apr`es les lemmes
6.4.1 et 6.4.4, donc :

Lemme 6.4.5DFS3 vérifieSSBB-Friendly(DFST ,DUF ).

D’après le lemme 6.4.5 et le th´eorème 6.3.4, nous avons :

Théorème 6.4.1SSBB(DFS3) est un protocole instantanément stabilisant de parcours en profon-
deur sous un d́emon distribúe inéquitable.

Nous pouvons remarquer que le code du protocoleDFS3 est très similaire au code de la solution
non-tolérante aux fautes classique (DFS0) et est plus simple que le code des protocoles des sections
5.4 et 5.5 (DFS1 etDFS2) ainsi que de n’importe quelle solution auto-stabilisante de la litt´erature.
L’analyse de complexit´e deSSBB(DFS3) fournie ci-dessous va r´evéler qu’en plus le protocole
SSBB(DFS3) résoud presque tous les inconv´enients des solutions pr´ecédentes.
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Analyse de complexit́e de SSBB(DFS3). Le lemme ci-dessous permet d’´evaluer la complexit´e en
nombre rondes du protocoleSSBB(DFS3).

Lemme 6.4.6 À partir de n’importe quelle configuration initiale,DFS3 atteint une configuration
terminale en au plus2n − 1 rondes.

Preuve. D’après le lemme 5.5.18, nous savons qu’`a partir deγα, le système atteint une configuration
terminale en2n−1 rondes. Maintenant si la configuration initiale est diff´erente deγα, les corrections
effectuées par les r`eglesE se font en parall`ele età chaque correction, le processeur corrig´e ne peut
plus jamais ˆetre visité. Les corrections permettant ainsi d’´economiser des visites, le pire des cas pour
atteindre une configuration terminale correspond en fait `a une ex´ecution commenc¸ant dansγα et le
lemme est v´erifié. �
Nous avons d´ejà propos´e deux protocoles instantan´ement stabilisants de parcours en profondeur sous
un démon distribu´e inéquitable pour des r´eseaux quelconques dans les sections 5.4 et 5.5. L’in-
convénient de la premi`ere solution,i.e., le protocoleDFS1, est son occupation m´emoireO(n ×
log n) bits par processeur. Dans la section 5.5, nous r´esolvons cet inconv´enient en proposant le proto-
coleDFS2 qui lui utiliseO(log n) bits par processeur. Ici, d’apr`es le code des algorithmes 6.4.19 et
6.4.20, nous pouvons d´eduire que l’occupation m´emoire de notre protocoleDFS3 est enO(log ∆)
bits par processeur. Donc, d’apr`es le lemme 6.3.5, la solution instantan´ement stabilisante contruite
avec notre transformateur,SSBB(DFS3), est aussi efficace en m´emoire que le protocoleDFS2,
i.e., O(log n) bits par processeur.

La complexité en temps du protocoleDFS1 présenté dans la section 5.4 est tr`es bonne. En effet,
en utilisant ce protocole, un parcours en profondeur complet demand´e est ex´ecuté enO(n) rondes
et O(n2) mouvements (le d´elai étant du mˆeme ordre). La complexit´e en temps du protocoleDFS2
est beaucoup moins bonne que la solution de la section 5.4 : un parcours en profondeur complet
demand´e est ex´ecuté enO(n2) rondes etO(∆× n3) mouvements (le d´elai est identique). Le d´elai du
protocoleSSBB(DFS3) est enO(n) rondes (d’apr`es le théorème 6.3.6, les lemmes 6.4.1 et 6.4.6) et
O(∆2×n4) mouvements (d’apr`es le théorème 6.3.7 et le lemme 6.4.2). Ensuite, `a partir de n’importe
quelle configuration, un parcours en profondeur complet demand´e est ex´ecuté parSSBB(DFS3)
enO(n) rondes (d’apr`es le corollaire 6.3.6, les lemmes 6.4.1 et 6.4.6) etO(∆2 × n4) mouvements
(d’après le corollaire 6.3.7 et le lemme 6.4.2). La complexit´e en rondes deSSBB(DFS3) est donc
du même ordre que celle du protocoleDFS1. Cependant, il faut noter que la complexit´e en nombre
de mouvements deDFS1 reste meilleure (n.b. la complexit´e en nombre de mouvements deDFS2
est aussi meilleure que celle deSSBB(DFS3)). En revanche, le coˆut en nombre de mouvements de
SSBB(DFS3) après le premier parcours devient du mˆeme ordre celuiDFS1 : O(n) mouvements
(d’après le théorème 6.3.8 et le lemme 6.4.1). Ce coˆut étant d’ailleurs asymptotiquement optimal.
Ainsi, SSBB(DFS3) est un compromis quasi id´eal entre les protocoles `a listes (DFS1) et à ques-
tions (DFS2).

6.4.2 Construction d’arbre couvrant en largeur

Dans un réseau enracin´e quelconque, un protocole de construction d’arbre couvrant en largeur
calcule un arbre enracin´e Arbre(r) contenant tous les processeurs du r´eseau et tel que,∀p ∈ V ,
la longueur du chemin ´elémentaire dep à r dansArbre(r) estégaleà la distance entrep et r dans
le réseauG (cf. chapitre A, page 159, pour les d´efinitions). Dans la suite, nous noteronsBFSTC
(i.e., Breath-First Spanning Tree Construction) la tâche consistant `a construire un arbre couvrant en
largeur du réseau enracin´e enr.

Plusieurs protocoles auto-stabilisants de construction d’arbre en largeur ont ´eté propos´es dans la
lit érature : [AKY90, SS92, HC92, DIM93, Joh97]. Dans [AB98, DT01], les auteurs ont propos´e un
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Algorithm 6.4.21 AlgorithmeBFS pourp = r
Entr ée-sortie :Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Constantes :Pp =⊥ ; Levelp = 0 ;

Variable : Statusp ∈ {C,R,F ,D} ;

Macros :
Initp = Statusp := C ;
Childrenp = {q ∈ Neigp :: Statusq �= C ∧ Pq = p} ;

Prédicats :
End(p) ≡ (Statusp = D)
Error(p) ≡ (Statusp = C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: Statusq �= C)
Finish(p) ≡ (∀q ∈ Childrenp :: Statusq = D)
NewPhase(p) ≡ (Statusp = F ) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Statusq �= C) ∧ (q ∈ Childrenp ⇒ Statusq ∈ {B,D})]
Start(p) ≡ (Statusp = C) ∧ (∀q ∈ Neigp :: Statusq = C)
ROK(p) ≡ (Statusp = R) ∧ (∀q ∈ Childrenp :: Statusq ∈ {R,D})
Forward(p) ≡ Start(p) ∨ ROk(p)

Règles :
Err :: Error(p) → Statusp := D ;
New :: NewPhase(p) ∧ ¬Finish(p) → Statusp := R ;
Fwd :: Forward(p) → Statusp := F ;
D :: NewPhase(p) ∧ Finish(p) → Statusp := D ;

schéma d’algorithme g´enéral permettant, entre autres, d’impl´ementer un protocole auto-stabilisant
de construction d’arbre en largeur. Les protocoles propos´es dans [SS92, AB98, Joh97, DT01] fonc-
tionnent avec un d´emon distribu´e inéquitable. Cependant, except´e [Joh97], tous ces articles pr´esentent
des protocoles silencieux (cf. page 21). L’inconv´enient de telles solutions est qu’aucun processeur
n’est capable de d´etecter la terminaison du protocole sans utiliser de m´ecanisme externe (par exemple,
utiliser un protocole de d´etection de terminaison). Le protocole propos´e dans [Joh97] est un protocole
à vague auto-stabilisant. Dans ce protocole, chaque vague termine `a la racine. Cependant, comme ce
protocole n’est pas instantan´ement stabilisant, la racine ne peut pas d´etecter quand le syst`eme vérifie
ses sp´ecifications. Donc, lorsqu’une vague termine `a la racine, la racine ne peut pas d´etecter si un
arbre couvrant en largeur du r´eseau a ´eté effectivement calcul´e durant la vague ou pas. Finalement, il
faut noter que le “transformateur” propos´e dans [CDPV03] permet de construire un protocole `a vague
instantan´ement stabilisant de construction d’arbre en largeur `a partir d’un protocole `a vague construit
pour un environnement sans fautes (par exemple [AG85]). Un avantage important d’une telle solu-
tion est que la racine est capable de d´etecter lorsqu’un arbre couvrant en largeur est disponible dans
le réseau : d`es la terminaison de la premi`ere vague initi´ee. Cependant, avec ce transformateur, les
solutions obtenues ne fonctionnent qu’au plus avec un d´emon faiblement ´equitable et peuvent ˆetre
très coûteuses en temps d’ex´ecution.

Nous proposons maintenant d’´ecrire un protocole `a vague instantan´ement stabilisant de construc-
tion d’arbre couvrant en largeur fonctionnant avec un d´emon distribu´e inéquitable.À cet effet,
nous proposons un protocole appel´eBFS et vérifiantSSBB-Friendly(BFSTC,DUF ). Le code
de ce protocole (cf. algorithmes 6.4.21 et 6.4.22) est tr`es proche de la solution non-tol´erante aux
pannes propos´ee par Awerbuch et Gallager dans [AG85]. Seuls les pr´edicatsError(p) peuvent poser
problème. Ils sont en fait tr`es facileà déduire de l’algorithme de base.

Tout d’abord, nous montrons qu’il existe une configuration `a partir de laquelleBFS construit un
arbre couvrant en largeur du r´eseau. Consid´erons la configurationγα où, ∀p ∈ V , Statusp = C. Un
exemple d’ex´ecution deBFS à partir de la configurationγα est montré dans la figure 6.4.5.̀A partir
deγα, BFS construit un arbre couvrant en largeur enracin´e enr par phases : durant lakème phase,
tous les processeurs `a distancek der s’accrochent `a l’arbre en construction. Puis, apr`es l’accrochage
de ces processeurs,r détecte en un temps fini la terminaison de la phase et initialise une nouvelle
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Algorithm 6.4.22 AlgorithmeBFS pourp �= r
Entr ée :Neigp : ensemble des voisins (localement ordonn´e) ;

Variables : Statusp ∈ {C,R,F ,B,D} ; Pp ∈ Neigp ; Levelp ∈ N ;

Macros :
Initp = Statusp := C ;
Childrenp = {q ∈ Neigp :: Statusq �= C ∧ Pq = p} ;
Potentialp = {q ∈ Neigp :: Statusq = F} ;

Prédicats :
Finish(p) ≡ (∀q ∈ Childrenp :: Statusq = D)
Leaf(p) ≡ [∀q ∈ Neigp :: (Pq = p) ⇒ (Statusq ∈ {C,D})]
Hook(p) ≡ (Statusp = C) ∧ (∃q ∈ Neigp :: Statusq = F ) ∧ Leaf(p)
NewPhase(p) ≡ (Statusp = B) ∧ (StatusPp = R) ∧ (∀q ∈ Childrenp :: Statusq ∈ {B,D})
Forward(p) ≡ (Statusp = R) ∧ (StatusPp = F ) ∧ (∀q ∈ Childrenp :: Statusq ∈ {R,D})
Backtrack(p) ≡ (Statusp = F ) ∧ [∀q ∈ Neigp :: (Statusq �= C) ∧ (q ∈ Childrenp ⇒ Statusq ∈ {B,D})]
GoodR(p) ≡ (Statusp = R) ⇒ (StatusPp ∈ {R,F})
GoodF (p) ≡ (Statusp = F ) ⇒ (StatusPp = F )
GoodB(p) ≡ (Statusp = B) ⇒ (StatusPp /∈ {C,D})
GoodL(p) ≡ (Statusp �= C) ⇒ (Levelp = LevelPp + 1)
Bad(p) ≡ (¬GoodR(p) ∨ ¬GoodF (p) ∨ ¬GoodB(p) ∨ ¬GoodL(p))
Error(p) ≡ (Statusp �= D) ∧ Bad(p)

Règles :
Err :: Error(p) → Statusp:=D ;
Hk :: Hook(p) → Statusp:=B ; Pp:=min≺p(Potentialp) ; Levelp:=LevelPp+1 ;
New :: NewPhase(p) → Statusp:=R ;
Fwd :: Forward(p) → Statusp:=F ;
Bck :: Backtrack(p) ∧ ¬Finish(p) → Statusp:=B ;
D :: Backtrack(p) ∧ Finish(p) → Statusp:=D ;

phase si la construction n’est pas termin´ee. Au début de la 1̀ere phase (i.e., quand le syst`eme est dans
γα), la règleFwd de r est la seule r`egle activable du syst`eme.r initie donc le protocole en affectant
F à Statusr dansγα �→ γα+1. Ensuite, la r`egleHk de chaque voisin der, p, devient activable.
En exécutant la r`egle Hk, chaque processeurp s’accroche `a l’arbre der : Statusp reçoit B, Pp

pointer et Levelp reçoit Levelr + 1, i.e., 1. Quand tous les voisins der ont rejoint l’arbre,r vérifie
NewPhase(r) ∧ ¬Finish(r), i.e., la 1̀ere phase est termin´ee etr devient activable pour initier une
nouvelle phase avec la r`egleNew. r commence la 2̀eme phase par une r´einitialisation des variables
Status de son arbre :R est affecté àStatusr. Ensuite, les voisins der exécutent aussi leur r`egleNew
pour propager la r´einitialisation. Quand tous les voisins der ont affecté R à leur variableStatus, r
initie une nouvelle diffusion de la valeurF dans l’arbre (r`egleFwd) pour signifier aux processeurs `a
distance 2 de la racine qu’ils doivent s’accrocher `a l’arbre. Quand un voisin der, p, reçoit une valeur
F , deux cas sont alors possibles :

- p n’a aucun voisin `a distance 2 de la racine. Dans ce cas,p vérifieBacktrack(p)∧Finish(p) et
affecteD àStatusp via la règleD pour signifier que son sous-arbre est compl`etement calcul´e.

- p a au moins un voisin,q, à distance 2 de la racine.q rejoint alors l’arbre en s’accrochant `a un
de ses voisins appartenant `a l’arbre et vérifiantStatus = F (règleHk). Quandp détecte que
tous ses voisins ont rejoint l’arbre,p affecteB àStatusp par la règleBck.

Quand tous les voisins der ont affectéB ouD à leur variableStatus, r détecte la fin de la 2̀emephase
et devient activable pour initier une nouvelle phase. R´ecursivement, les autres phases fonctionnent
comme suit.r est activable pour initier lak èmephase (aveck > 2) quandStatusr = F ∧ ∀p ∈ Neigr,
Statusp ∈ {B,D}. Lakèmephase commence par une r´einitialisation initiée parr (règleNew). Quand
∀p ∈ Neigr, Statusp ∈ {R,D}, r initie une nouvelle diffusion de la valeurF dans l’arbre en
construction pour signifier au processeur `a distancek de la racine qu’ils doivent s’accrocher `a l’arbre.
La valeur est diffus´ee dans l’arbre comme suit : quand un processeur a son p`ere dans l’arbre,Pq, tel
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queStatusPq = F , q attend que tous ses fils dans l’arbre (s’il y en a) v´erifientStatus ∈ {R,D}, et,
ensuite, diffuse la valeurF à ses fils (cf. pr´edicatForward(q)). Durant cette diffusion, un des deux
cas suivants finit par apparaˆıtre dans chaque chemin de l’arbre :

- Une valeurF atteint un processeurp tel que tous ses fils dans l’arbre v´erifientStatus = D
(i.e., p vérifieBacktrack(p) ∧ Finish(p)). p affecte alorsD àStatusp (règleD) pour signifier
que son sous-arbre est compl`etement construit.

- Une valeurF atteint une feuillef de l’arbre. Sif n’a aucun voisin `a distancek de la racine,
f vérifie Backtrack(p) ∧ Finish(p) et affecteD à Statusf par la règleD. Sinon,f a au
moins un voisin,q, tel queq est à distancek de r. Dans ce cas, chaqueq rejoint l’arbre en
s’accrochant `a un processeur de l’arbre v´erifiantStatus = F (règleHk). Quandf détecte que
tous ses voisins sont dans l’arbre (i.e., f vérifie Backtrack(f) ∧ ¬Finish(f)), f affecteB à
Statusf par la règleBck.

les valeursB etD sont ensuite propag´ees dans l’arbre (via les r`eglesBck etD) et r finit par vérifier
à nouveauStatusr = F ∧ ∀p ∈ Neigr, Statusp ∈ {B,D}. Dans ce cas, si∃p ∈ Neigr tel que
Statusp = B, alorsr initie une (k + 1)èmephase (r`egleNew). Sinon, l’arbre couvrant est termin´e et
r affecteD àStatusr (règleD) pour signifier cette terminaison,i.e., un arbre couvrant en largeur du
réseau est maintenant disponible.

D’après la discussion pr´ecédente, `a partir deγα, le protocoleBFS construit un arbre couvrant en
largeur par phases : durant lakèmephase, tous les processeurs `a distancek de la racine s’accrochent `a
l’arbre. Maintenant, par d´efinition, la hauteur d’un arbre couvrant en largeur est ´egaleàD où D est le
diamètre du réseau. Donc, `a partirγα,BFS exécute exactementD phases pour construire l’arbre. De
plus, nous pouvons remarquer que chaque phase est r´ealisée enO(D) rondes etO(n) mouvements.
D’où, le lemme suivant :

Lemme 6.4.7 À partir deγα,BFS construit un arbre couvrant en largeur enO(D×n) mouvements
etO(D2) rondes quel que soit le démon.

D’après le lemme 6.4.7, nous savons que le protocoleBFS vérifie le point 2 de la d´efinitionSSBB-
Friendly (définition 6.1.3, page 121) avec un d´emon distribu´e inéquitable. Nous prouvons main-
tenant que le pr´edicatBFS.End(r) (défini dans l’algorithme 6.4.21) v´erifie BreakingIn(DUF )
(point 1 de la d´efinition SSBB-Friendly, page 121). Pour montrer queBFS.End(r) vérifie la
propriété BreakingIn(DUF ), il faut prouver que quelle que soit la configuration initiale (en par-
ticulier, quand la configuration initiale est diff´erente deγα), BFS converge en un nombre fini de
mouvements vers une configuration terminale o`u BFS.End(r) est vérifié (cf. cons´equence 6.1.1).
Le comportement du protocoleBFS à partir d’une configuration diff´erente deγα est le suivant :
quand un processeurp détecte localement que le syst`eme n’est pas dans une configuration atteignable
depuisγα, il affecte définitivementD à Statusp par la règleErr qui est la règle la plus prioritaire
deBFS. Ci-dessous, nous allons montrer que, grˆaceà la règleErr et même si le syst`eme démarre
d’une configuration diff´erente deγα, le système atteint une configuration terminale o`uBFS.End(r)
est vérifié en un nombre fini de mouvements. Pour cela, nous allons utiliser le sch´ema de preuve
suivant :

(i) Nous prouvons que toute ex´ecution deBFS contient un nombre fini de mouvements.
(ii) Puis, nous montrons queBFS.End(r) est vérifié dans toute configuration terminale.

Pour cela, nous allons utiliser les d´efinitions suivantes :

Définition 6.4.2 (CheminBFS(p)) Pour tout processeurp tel queStatusp �= C, CheminBFS(p)
est l’unique cheminp0, p1, p2, . . . pk = p vérifiant les conditions suivantes :

1. ∀i, 1 ≤ i ≤ k, Ppi
= pi−1.
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FIG. 6.4.5 – Exemple d’ex´ecution deBFS à partir deγα.
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2. ∀i, 1 ≤ i ≤ k, (Statuspi
�= C) ∧ ¬Bad(pi).

3. (p0 �= r) ⇒ Bad(p0).

Définition 6.4.3 (ArbreBFSp) Pour tout processeurp tel que (p = r) ∨ Bad(p), nous d́efinissons
l’ensemble de processeursArbreBFSp de la manìere suivante :∀q ∈ V , q ∈ ArbreBFSp si et
seulement siStatusq �= C etp est l’extŕemit́e initiale deCheminBFS(q).

Remarque 6.4.1Dans toute configuration atteignableà partir deγα, nous avons∀p ∈ V , (Statusp

= C) ∨ (p ∈ ArbreBFSr).

Définition 6.4.4 (TraceStatus)Soit Y un tuple de processeurs (Y = (p0, p1, . . ., pk)). Trace-
Status(Y ) = Status0Status1 . . . Statusk est la liste des valeurs de la variableStatus des proces-
seurspi (i = 0 . . . k).

D’après la défintion 6.4.2, seule l’extr´emité d’unCheminBFS peit vérifié le prédicatBad donc,
nous déduisons le lemme suivant d’apr`es la définition du prédicatBad (cf. algorithme 6.4.22).

Lemme 6.4.8∀p ∈ V tel queStatusp �= C, TraceStatus(CheminBFS(p)) ∈ F+R∗B∗D∗ ∪
R+B∗D∗ ∪ D∗.

Lemme 6.4.9 À partir de n’importe quelle configuration initiale,BFS atteint une configuration
terminale enO(D × n) mouvements.

Preuve. Soit p ∈ V un processeur. SiStatusp = C, alors, apr`es avoir ex´ecuté une règle (Hk
si p �= r, Fwd sinon),p vérifie Statusp �= C pour toujours. Ensuite, d`es queStatusp = D, p
n’est plus jamais activable. Donc, pour prouver ce lemme, nous allons montrer que chaque proces-
seurp vérifiantStatusp /∈ {C,D} exécuteO(D) règles avant d’ex´ecuterStatusp := D, i.e., avant
d’exécuter les r`eglesD ouErr.

Soit p ∈ V tel queStatusp ∈ {R,F ,B} et q l’extrémité initiale deCheminBFS(p). Deux cas
sont alors possibles :

a) q �= r. Dans ce cas,p �= r et nousétudions les trois possibilit´es suivantes :
1. Statusp = F . Alors, d’après le lemme 6.4.8,TraceStatus(CheminBFS(p)) = F + et

p ne peut pas ex´ecuter de r`egle tant que¬Backtrack(p). Supposons donc quep finit par
vérifierBacktrack(p). p peut alors uniquement ex´ecuter la règleBck. En exécutantBck,
p affecteB à Statusp, la valeurB remonte alors dansCheminBFS(p) et p n’est plus
activable tant queStatusPp �= R. Or,∀p′ ∈ CheminBFS(p), p′ �= r ∧ Statusp′ �= R et
r est le seul processeur capable de g´enérer une valeurR. Donc,p ne peut plus ex´ecuter de
règle except´e les règlesD ou Err. Ainsi, si Statusp = F , alorsp peut au plus ex´ecuter
une règle avant d’ex´ecuter la règleD ou la règleErr.

2. Statusp=R. Alors, d’après le lemme 6.4.8,TraceStatus(CheminBFS(p))=F ∗R+.
– Supposons queStatusq = R. Alors,TraceStatus(CheminBFS(p)) = R+ etp n’est

pas activable tant queStatusPp �= F . Or,∀p′ ∈ CheminBFS(p), p′ �= r ∧ Statusp′ �=
F et r est le seul processeur capable de g´enérer une valeurF . Donc,p n’exécute plus
jamais de r`egle autre que les r`eglesD ouErr.

– Supposons queStatusq = F . Alors, p n’est pas activable tant queStatusPp �= F .
Supposons queStatusPp finisse par ˆetre égaleà F . Alors, la règleFwd est la seule
règle quep peut exécuter. Sip exécute la règleFwd, alorsTraceStatus(Chemin-
BFS(p)) devientégalàF+ et nous retrouvons le cas 1.

Ainsi, siStatusp = R, alorsp peut exécuter au plus deux r`egles avant d’ex´ecuter la règle
D ouErr.
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3. Statusp = B. Alors, TraceStatus(CheminBFS(p)) ∈ F +R∗B+ ∪ R+B+ d’après le
lemme 6.4.8.
– Supposons queTraceStatus(CheminBFS(p)) = F +R∗B+. Si TraceStatus(Che-

minBFS(p)) = F+R+B+, alors les valeursF etR descendent dansCheminBFS(p)
par l’exécution de r`eglesNew et Fwd jusqu’à ce queStatusp = F . Après quep
ait exécuté ces deux r`egles,Statusp = F et nous retrouvons le cas 1. SiTrace-
Status(CheminBFS(p)) = F+B+, alorsp n’est plus activable tant queStatusPp �=
R. Or, ∀p′ ∈ CheminBFS(p), p′ �= r ∧ Statusp′ �= R et r est le seul processeur
capable de g´enérer une valeurR. Donc,p n’exécute plus de r`egle avant d’ex´ecuter la
règleD ou la règleErr.

– Supposons queTraceStatus(CheminBFS(p)) = R+B+. Dans ce cas, la valeurR
descend dansCheminBFS(p) jusqu’à ce queStatusp = R. Donc,p exécute au plus
une règleNew avant de v´erifier le cas 2.

Ainsi, si Statusp = B alors,p peut au plus ex´ecuter trois r`egles avant d’ex´ecuter la règle
D ou la règleErr.

D’où, siq �= r, alorsp peut au plus ex´ecuter trois r`egles avant d’ex´ecuter la règleD ou la règle
Err.

b) q = r. Dans ce cas, d’apr`es la définition 6.4.3,p ∈ ArbreBFSr. Or, nous savons que
ArbreBFSr est contruit par phases.
– Si p = q = r (i.e., CheminBFS(p) contient un seul processeur), alors, dans le pire des

cas,p participeà toutes les phases. Or, pour chaque phaser exécute une r`egleNew et une
règleFwd. De plus le nombre de phases ex´ecutées est born´e parD. Donc, sip = r, alorsp
exécuteO(D) règles avant d’ex´ecuterStatusp := D par la règleD.

– Sinon,p �= r et, dans le pire des cas,p participeàD−k phases compl`etes où k est la distance
dep à r dansArbreBFSr. Or, à chaque phase compl`ete où p participe,p exécute une r`egle
New, une règleFwd et une règleBck. Donc, sip �= r, alorsp exécuteO(D) règles avant
d’exécuterStatusp := D par la règleD.

Ainsi, si q = r, alorsp exécuteO(D) règles avant d’ex´ecuterStatusp := D par la règleD.

D’où, ∀p ∈ V tel queStatusp ∈ {R,F ,B}, p exécuteO(D) règles avant d’ex´ecuterStatusp := D
(par la règleD ouErr) et le lemme est v´erifié. �

Lemme 6.4.10Dans toute configuration terminale deBFS, r vérifieBFS.End(r).

Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il existe une configurationγ terminale où BFS.End(r)
n’est pas v´erifié. Par contradiction,Statusr �= D dansγ (cf. définition deBFS.End(r) dans l’algo-
rithme 6.4.21) et∀p ∈ V , p vérifie¬Error(p) (sinon, la règleErr dep est activable). Nous ´etudions
alors la configurationγ en fonction de ces deux cas :

1. Statusr = C dansγ. Comme nous avons¬Error(r), r vérifie Start(r) et la règleFwd de r
est activable. Donc,γ n’est pas une configuration terminale, contradiction.

2. Statusr �= C dansγ. Dans ce cas, d’apr`es le lemme 6.4.8,∀p ∈ ArbreBFSr, Trace-
Status(CheminBFS(p)) ∈ F+R∗B∗D∗ ∪ R+B∗D∗ ∪ D∗. Soitp ∈ ArbreBFSr.

a) Supposons quep �= r, Statusp = B, etStatusPp = R dansγ. Alors,∀q ∈ Childrenp,
Statusq ∈ {B,D} car q �= r ∧ ¬Error(q) et la règleNew dep est activable. Ainsi,γ
n’est pas une configuration terminale, contradiction.

b) Supposons quep �= r, Statusp = R, etStatusPp = F dansγ. Alors, ∀q ∈ Childrenp,
Statusq ∈ {R,B,D} carq �= r ∧ ¬Error(q).
– Si∃q ∈ Childrenp, Statusq = B alors, d’après a), la r`egleNew deq est activable et

γ n’est pas une configuration terminale, contradiction.
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– Sinon,∀q ∈ Childrenp, Statusq ∈ {R,D} et la règleFwd dep est activable. D’o`u, γ
n’est pas une configuration terminale, contradiction.

c) Supposons queStatusp = F dansγ. Sans perte de g´enéralité, nous supposons quep
vérifie Levelp = max({Levelq :: q ∈ ArbreBFSr ∧ Statusq = F}). Alors, ∀q ∈
Childrenp, Statusq ∈ {R,B,D} carq �= r∧¬Error(q). Si∃q ∈ Childrenp, Statusq =
R, alors, d’après b),q est activable dansγ et γ n’est pas une configuration terminale,
contradiction. Donc,∀q ∈ Childrenp, Statusq ∈ {B,D}.
– Supposons que∀p′ ∈ Neigp, Statusp′ �= C. Si p = r, alors la règleNew ou la règle

D dep est activable, contradiction. Sinon (p �= r), la règleBck ou la règleD dep est
activable. Ainsi,γ n’est pas une configuration terminale, contradiction.

– Supposons que∃p′ ∈ Neigp tel queStatusp′ = C. Comme,∀p′′ ∈ Neigp′, (p′′ �= r)
⇒¬Error(p′′), p′ vérifieLeaf(p′) et sa règleHk est activable. Ainsi,γ n’est pas une
configuration terminale, contradiction.

D’où, par contradiction,a), b) et c) implique que∀p ∈ ArbreBFSr, TraceStatus(Chemin-
BFS(p)) ∈ R+D∗ ∪ D∗ dansγ. Or, comme nous avons suppos´e queStatusr /∈ {C,D}, ∀p ∈
ArbreBFSr, TraceStatus(CheminBFS(p)) ∈ R+D∗ avec, en particulier,Statusr = R.
Comme∀p ∈ Childrenr, Statusp ∈ {R,D} (n.b.∀p ∈ Childrenr, p �= r ∧ ¬Error(p)), r
vérifie aussiROk(r) et la règleFwd de r est activable dansγ. Ainsi, γ n’est pas une configu-
ration terminale, contradiction.

Ainsi, dans tous les cas, siStatusr �= D i.e., siBFS.End(r) n’est pas satisfait, alorsγ n’est pas une
configuration terminale et le lemme est v´erifié. �
D’après les lemmes 6.4.9 et 6.4.10, le pr´edicatBFS.End(r) vérifie les points 1 et 4 de la d´efinition
deBreakingIn(définition 6.1.2, page 119) sous un d´emon distribu´e inéquitable. De plus, il est ´evident
qu’à partir deγα, BFS.End(r) est vérifié seulement si un arbre couvrant en largeur est disponible
dans le réseau (point 2 de la d´efinition deBreakingIn, page 119). Finalement, d’apr`es les règles
des algorithmes 6.4.21 et 6.4.22, nous pouvons d´eduire queBFS.End(r) vérifie le point 3 de la
définition deBreakingIn(définition 6.1.2, page 119). D’o`u, le lemme suivant :

Lemme 6.4.11BFS.End(r) vérifieBreakingIn(DUF ).

D’après les règles des algorithmes 6.4.21 et 6.4.22, nous pouvons d´eduire queBFS vérifie le point
3 de la définition de la propri´eté SSBB-Friendly (définition 6.1.3, page 121). D’o`u, d’après les
lemmes 6.4.7 et 6.4.11, nous avons :

Lemme 6.4.12BFS vérifieSSBB-Friendly(BFSTC,DUF ).

D’après le lemme 6.4.12 et le th´eorème 6.3.4, nous avons :

Théorème 6.4.2SSBB(BFS) est un protocolèa vague de construction d’arbre couvrant en largeur
instantańement stabilisant sous un démon distribúe inéquitable.

Nous pouvons remarquer que le code du protocoleBFS est très similaire au code de la solution non-
tolérante aux fautes de Awerbuch et Gallagher ([AG85]) et est plus simple que le code du protocole `a
vague auto-stabilisant de Johnen ([Joh97]). L’analyse de complexit´e présentée ci-dessous va montrer
qu’en plusSSBB(BFS) est efficace.
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Analyse de complexit́e de SSBB(BFS). Nous commenc¸ons l’analyse de complexit´e avec le lemme
suivant. Il permet d’´evaluer sera utilis´e la complexité du protocoleSSBB(BFS) en nombre de
rondes.

Lemme 6.4.13À partir de n’importe quelle configuration initiale,BFS atteint une configuration
terminale enO(D2) rondes.

Preuve. D’après le lemme 6.4.7, nous savons qu’`a partir deγα, le système atteint une configuration
terminale enO(D2) rondes. Maintenant si la configuration initiale est diff´erente deγα, les corrections
effectuées par les r`eglesErr se font en parall`ele età chaque correction, le processeur corrig´e ne peut
plus jamais participer `a aucune phase. Les corrections permettant ainsi d’´ecourter les phases, le pire
des cas pour atteindre une configuration terminale correspond en fait `a une ex´ecution commenc¸ant
dansγα. D’ù, le lemme est v´erifié. �
D’après le code des algorithmes 6.4.21 et 6.4.22, nous pouvons d´eduire que l’occupation m´emoire
deBFS estO(log n) bits par processeur. Donc, d’apr`es le lemme 6.3.5,SSBB(BFS) a besoin de
O(log n) bits par processeur. Consid´erons maintenant la complexit´e en temps. Le d´elai pour démarrer
un calcul d’arbre couvrant en largeur demand´e, à partir de n’importe quelle configuration, est en
O(D2 + n) rondes (d’apr`es le théorème 6.3.6 et les lemmes 6.4.7 et 6.4.13) etO(∆ × D × n4)
mouvements (d’apr`es le théorème 6.3.7 et le lemme 6.4.9). Finalement, `a partir de n’importe quelle
configuration, un calcul d’arbre couvrant en largeur complet est ex´ecuté enO(D2+n) rondes (d’apr`es
le corollaire 6.3.6 et les lemmes 6.4.7 et 6.4.13) etO(∆×D×n4) mouvements (d’apr`es le corollaire
6.3.7 et le lemme 6.4.9). Il faut cependant noter que le pire des cas de la complexit´e en nombre de
mouvements deSSBB(BFS) correspond en fait `a la première exécution, pour les autres ex´ecutions,
la complexité chuteàO(D×n) mouvements (cf. th´eorème 6.3.8 et lemme 6.4.7). Enfin, en moyenne,
le temps d’ex´ecution deSSBB(BFS) est enO(D2) rondes (cf. th´eorème 6.3.9 et lemme 6.4.7),i.e.,
la complexité de la solution non-tol´erante aux pannes classique de Awerbuch et Gallager ([AG85]).

6.5 Extension : Exclusion Mutuelle

Dans la sous-section 6.4.1, nous avons vu que la stabilisation instantan´ee deSSBB(DFS3)
assure qu’`a partir de n’importe quelle configuration et suite `a une demande, un jeton est initi´e en un
temps fini et ce jeton visite tous les processeurs du r´eseau en profondeur d’abord. Avec une l´egère
modification,SSBB(DFS3) peut être transform´e en une circulation de jeton perp´etuelle,i.e., un
protocole qui enchaˆıne séquentiellement et perp´etuellement des circulations de jeton sans attendre
que la racine ne rec¸oive de requˆete. Il suffit simplement de remplacer la r`egle externeIR par la règle
suivante :

IRCyclic :: (DFS3.Requestr = Out) → DFS3.Requestr := Wait;

Dans la suite de la section, nous noteronsSSBB(Cyclic-DFS3) la version perp´etuelle du protocole
SSBB(DFS3).

L’ exclusion mutuelleest une application classique des circulations de jetons perp´etuelles. Dans
le problème de l’exclusion mutuelle, nous supposons l’existence d’une portion de code particuli`ere,
appeléesection critique(notée dans la suite<SC>). La section critique doit ˆetre exécutée par au plus
un processeur `a chaque ´etape de l’ex´ecution. L’exclusion mutuelle peut ˆetre spécifiée comme suit :
tout processeur qui demande la section critique entre en section critique en un temps fini (vivacité),
et si un processeur demandeur est en section critique alors il est le seul processeur en section critique
(sûret́e). Nous pouvons remarquer que, dans un environnement sans fautes, cette propri´eté de sûreté
estéquivalente `a la propriété suivante “jamais plus d’un processeur n’est en section critique” dans
le sens o`u tout protocole qui v´erifie la première propriété vérifie aussi la seconde et r´eciproquement
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[Vil02] (en effet, dans un environnement sans faute seuls les processeurs demandeurs acc`edentà
la section critique).́Evidemment, ce n’est pas le cas dans un environnement o`u des fautes peuvent
arriver.

En utilisant une circulation de jeton perp´etuelle, l’exclusion mutuelle peut ˆetre résolue comme
suit : le jeton est vu comme un privil`ege et un processeur peut ex´ecuter la section critique seule-
ment lorsqu’il détient le jeton. Malheureusement,SSBB(Cyclic-DFS3) n’est pas un protocole
instantan´ement stabilisant d’exclusion mutuelle. En effet, `a partir de n’importe quelle configura-
tion initiale, plusieurs jetons non initi´es peuvent circuler simultan´ement dans le r´eseau. Cepen-
dant, nous savons qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, chaque cycle de calcul de
SSBB(Cyclic-DFS3) initi é parr est compos´e d’une réinitialisation instantan´ement stabilisante des
variables deDFS3suivi par une circulation d’un jeton unique dans le r´eseau. Donc, apr`es la premi`ere
réinitialisation du réseau, la sp´ecification de l’exclusion mutuelle est v´erifiée pour toujours. Ainsi,
SSBB(Cyclic-DFS3) est un protocole auto-stabilisant d’exclusion mutuelle. De plus, la racine peut
détecter quand le jeton est unique dans le r´eseau : d`es quer a initié le protocole (donc provoquer
une réinitialisation globale), le jeton qu’elle cr´eera sera unique dans le r´eseau. Le th´eorème suivant
(théorème 6.5.1) montre qu’il existe un moyen non seulement pour la racine mais aussi pour tous les
autres processeurs de d´etecter quand le jeton qu’ils d´etiennent est unique. En effet, le th´eorème 6.5.1
montre que, quel que soit le processeurp, p n’a juste qu’à compter les jetons diff´erents qu’il rec¸oit
et, le troisième jeton rec¸u est unique dans le r´eseau.

Théorème 6.5.1∀p ∈ V , à partir de n’importe quelle configuration initiale,p est ŝur de recevoir un
jeton qui est unique dans le réseau d̀es qu’il ex́ecute sa r̀egleF pour la troisième fois.

Preuve. Pour exécuter sa r`egle F , un processeurp doit, en particulier, v´erifier Sp = C dans
DFS3 (Forward(p)) et PIFp = C dansReset(DFS3) (à cause deOk(p) dans la composition
DFS3 ⊕|Ok(p) Reset(DFS3)). Après avoir ex´ecuté sa règleF , p vérifie Sp �= C ∧ PIFp = C.
D’après les règles deReset(DFS3) et deDFS3, nous pouvons alors remarquer quep vérifieraà
nouveauSp = C (i.e., p seraà nouveau prˆet de recevoir un jeton) seulement apr`es avoir ex´ecuté la
règleFck deReset(DFS3). Donc,p exécute au moins une r`egleFck entre chaque ex´ecution de la
règleF et, à partir du3ème jeton reçu, au moins deux r`eglesFck ont déjà été exécutées parp. Or, dès
la 2èmeexécution de la r`egleFck après la premi`ere exécution de la r`egleF , les règlesFck exécutées
par p correspondent toujours `a une phase de retour associ´e à une diffusion initiée parr d’après le
point 4 de la propri´eté 6.2.1. Durant une telle phase de retour, chaque processeurq réinitialiseSq

avecC (cf. DFS3.Initq) et affecteF à la variablePIFq de Reset(DFS3). Ensuite, comme tout
processeurq ne peut pas modifierSq tant quePIFq �= C, le système fini par atteindre une configu-
ration où ∀q ∈ V , Sq = C d’après le point 1 de la propri´eté 6.2.1. Or, dans une telle configuration,
toutes les variables deDFS3 sont initialisées. D’où, à partir d’une telle configuration, au plus un
jeton existe dans le r´eseau et le th´eorème est v´erifié. �
D’après le théorème 6.5.1, nous pouvons trivialement obtenir un protocole auto-stabilisant d’exclu-
sion mutuelle tr`es efficace : il suffit d’autoriser les processeurs demandeurs `a exécuter la section
critique seulement lorsqu’ils recoivent un nouveau jeton (r`egleF ) et, dans ce cas, tout processeur
exécute au plus deux fois la section critique sans v´erifier la propriété de sûreté de l’exclusion mu-
tuelle.

Nous décrivons maintenant comment construire un protocole instantan´ement stabilisant d’exclu-
sion mutuelle en utilisantCyclic-SSBB(DFS3). D’après le théorème 6.5.1, nous savons qu’`a partir
du moment o`u un processeur devient demandeur de la section critique, il suffit qu’il attend de rece-
voir au moins trois jetons et ensuite d’ex´ecuter la section critique lorsqu’il rec¸oit le 3 ème jeton par la
règleF pour vérifier la sûreté de l’exclusion mutuelle. C’est la solution que nous proposons main-
tenant. Afin de simplifier, l’´ecriture de notre solution, nous utilisons lacomposition conditionnelle
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(cf. définition 5.7.1, page 100). Nous noterons qu’il s’agit l`a de la premi`ere utilisation d’un comptage
explicite dans le cadre d’un protocole instantan´ement stabilisant. Cependant, n’oublions pas que pour
tout protocole instantan´ement stabilisant, il existe un comptage implicite illustr´e par la propri´eté que
tout protocole initialis´e après la configuration initiale (autrement dit la premi`ere exécutionréellement
initi ée par le syst`eme) fonctionne suivant la sp´ecification requise. Cette utilisation de comptage ne
fait appelà aucune modification du mod`ele contrairement `a [Pil05] où l’existence d’une variable
inviolable sur au moins un processeur est requise.

En utilisant la composition conditionnelle, notre protocole d’exclusion mutuelle instantan´ement
stabilisant correspond au protocole composite suivant :ME ◦|{F−Guard(p)} Cyclic-SSBB(DFS3)
(cf. l’algorithme 6.5.23 pour la description formelle deME). Dans ce protocole,F -Guard(p) est la
garde de la r`egleF dep dansCyclic-SSBB(DFS3), i.e., F -Guard(p) ≡ (Forward(p) ∧ Ok(p)).
Ensuite, il est important de noter que, contrairement aux autres protocoles pr´esentés dans cette th`ese,
ME ◦|{F−Guard(p)} Cyclic-SSBB(DFS3) est multi-initiateur : en effet, dans le probl`eme de l’ex-
clusion mutuelle, tout processeur peut ˆetre demandeur de la section critique. Donc, dans la suite,
nous allons utiliser la variableME .Requestp ∈ {Wait,In,Out} pour gérer la demande de section
critique et cette variable sera d´efinie pour chaque processeur au lieu der seulement.

Algorithm 6.5.23 AlgorithmeME , ∀p ∈ V :
Entr ée-sortie :ME .Requestp ∈ {Wait,In,Out} ;

Entr ée :F -Guard(p) : garde de la r`egleF dansSSBB(DFS3) ;

Variable : Cntp ∈ {1,2} ;

Règles :
ME1 :: F -Guard(p) ∧ (ME.Requestp = Wait) → Cntp := 1 ; ME .Requestp := In ;
ME2 :: F -Guard(p) ∧ (ME.Requestp = In) ∧ (Cntp = 1) → Cntp := 2 ;
ME3 :: F -Guard(p) ∧ (ME.Requestp = In) ∧ (Cntp = 2) → <SC> ; ME .Requestp := Out ;

En fait,ME ◦|{F−Guard(p)} Cyclic-SSBB(DFS3) fonctionne comme suit :
– Quand un processeurp est en attente de la section critique (i.e., ME .Requestp = Wait), il

attend de recevoir un nouveau jeton par l’ex´ecution de la r`egleF . Lors de l’exécution de la
première règleF , p exécute dans le mˆeme mouvement la r`egleME1. Par la règleME1, p
initialise le compteur localCntp à 1 (pour se souvenir qu’il a d´ejà reçu un jeton) et affecteIn
àME .Requestp (pour signifier que la demande de section critique a ´eté prise en compte).

– Quandp reçoit un autre jeton en ex´ecutant la r`egleF , il vérifie aussi (ME .Requestp = In) ∧
(Cntp = 1). Il exécute alors la r`egleME2 dans le mˆeme mouvement que la r`egleF : par cette
règle, il incrémente simplement le compteur localCntp.

– Finallement, par la r`egleME3, p exécute la section critique (<SC>) et, ensuite, affecteOut
àME .Requestp (pour signifier que la section critique demand´ee parp a été exécutée) dans le
même mouvement que la troisi`eme règleF .

Par ce m´ecanisme et le th´eorème 6.5.1, il est clair qu’`a partir de n’importe quelle configuration, la
propriété de sûreté de l’exclusion mutuelle est toujours v´erifié. Ensuite, la propri´eté de vivacité est
trivialement assur´ee par le fait que le protocoleCyclic-SSBB(DFS3) garantit que tout processeur
reçoit des jetons infiniment souvent mˆeme si le d´emon est in´equitable. D’où, nous concluons avec le
théorème suivant :

Théorème 6.5.2ME ◦ |{F−Guard(p)}Cyclic-SSBB(DFS3) est un protocole d’exclusion mutuelle
instantańement stabilisant sous un démon ińequitable.

Il est important de noter qu’`a partir de n’importe quelle configuration initiale, notre protocole instan-
tanément stabilisant d’exclusion mutuelle n’empˆeche pas plusieurs processeurs d’ex´ecuter la section
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critique simultan´ement. En revanche, notre protocole assure que tout processeur demandeur ex´ecutera
la section critique de mani`ere exclusive. Donc, lorsque plusieurs processeurs ex´ecutent la section cri-
tique simultan´ement, aucun d’entre eux n’a effectu´e de demande (i.e., aucun d’entre eux n’a ex´ecuté
la règleIR). Ainsi, lorsqu’un processeur devient demandeur (lorsqu’il ex´ecute la règle externeIR),
il ne rentre en section critique que lorsque la section critique est libre et qu’aucun autre processeur
ne peut avoir le privil`ege d’y acc´eder,i.e., lorsque le demandeur d´etient un jeton qui est unique dans
le réseau.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr´esenté une méthode semi-automatique permettant de transformer
un protocole non-tol´erant aux fautes pour r´eseau quelconque en protocole instantan´ement stabilisant.
Le protocole initial (i.e., le protocoleà transformer) doit ˆetre un protocole de service mono-initiateur
où les règles de d´ecision sont ex´ecutées par l’initiateur uniquement.

Cette méthode nous avait d´ejà permis (dans [CDV06a]) de rendre instantan´ement stabilisant les
protocoles `a vagues auto-stabilisants mono-initiateurs o`u les règles de d´ecision sont ex´ecutées par
l’initiateur uniquement. En outre, nous avions montr´e qu’appliquer aux protocoles auto-stabilisants,
cette méthode permettait d’obtenir des protocoles transform´es plus efficaces que les protocoles ini-
tiaux : par exemple, nous avions montr´e qu’en transformant le protocole de circulation de jeton
auto-stabilisant de Huang et Chen ([HC93]) nous obtenions un protocole instantan´ement stabilisant
fonctionnant avec un d´emon plus g´enéral (le démon inéquitableà la place du d´emon faiblement
équitable) et avec de meilleures complexit´es en temps (la premi`ere exécution correcte du protocole
transformé est enO(n) rondes alors que le temps de stabilisation du protocole initial est enΩ(D×n)
rondes).

Contrairement `a la solution de Cournieret al ([CDPV03]), notre m´ethode n’utilise pas de calculs
périodiques d’état global du syst`eme pour assurer la propri´eté de stabilisation instantan´ee. En re-
vanche, elle n´ecessite de modifier l´egèrement le code du protocole initial afin d’obtenir un protocole
vérifiant une propri´eté supplémentaire. Cependant, cette propri´eté est plus facile `a obtenir que la sta-
bilisation (auto-stabilisation ou stabilisation instantan´ee). L’avantage de notre m´ethode par rapport `a
celle de [CDPV03] est que nous pouvons borner le surcoˆut de notre transformateur. En cons´equence
et contrairement aux solutions pr´ecédentes, nous pouvons ´ecrire des protocoles instantan´ement sta-
bilisants fonctionnant avec un d´emon distribu´e inéquitable : le d´emon le plus faible du mod`ele à
états.

Afin de montrer la validit´e de notre m´ethode, nous avons ensuite propos´e deux applications
construites avec notre transformateur : un protocole de parcours en profondeur instantan´ement stabi-
lisant et un protocole instantan´ement stabilisant de calcul d’arbre couvrant en largeur avec d´etection
de terminaison. Ces deux protocoles fonctionnent avec un d´emon distribu´e inéquitable et sont effi-
caces en complexit´e en temps et en espace. De plus, ces deux exemples montrent que la propri´eté
demand´ee par notre transformateur ne m`ene pas `a complexifier les codes des protocoles comme le
demande les solutions stabilisantes (auto-stabilisantes ou instantan´ement stabilisantes). En fait, les
codes des protocoles restent tr`es proches des solutions basiques non-tol´erantes aux fautes. Ce qui
montre qu’en pratique aussi la propri´eté SSBB-Friendly (condition nécessaire et suffisante pour
transformer des protocoles avec le protocoleSSBB) est plus simple `a obtenir que l’auto-stabilisation
ou la stabilisation instantan´ee. Enfin, grˆaceà la propriété de comptage due `a notre transformateur,
nous avons montr´e comment utiliser notre protocole de parcours en profondeur instantan´ement sta-
bilisant pour résoudre l’exclusion mutuelle de mani`ere instantan´ement stabilisante. En fait, cette
propriété permet `a tout processeur de d´etecter quand il d´etient un jeton unique dans le r´eseau. Ainsi,
en utilisant cette m´ethode de d´etection simple, nous obtenons trivialement un protocole d’exclusion
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mutuelle instantan´ement stabilisant.



Chapitre 7

Conclusion

Dans cette th`ese, nous nous sommes int´eress´es au concept de stabilisation instantan´ee. Ainsi,
nous avons tout d’abord propos´e deux solutions instantan´ement stabilisantes au probl`eme classique
du parcours en profondeurdistribué pour des r´eseaux enracin´es quelconques (chapitre 5). Les deux
protocoles que nous avons propos´es sont ´ecrits dans le mod`eleàétats et fonctionnent sous l’hypoth`ese
d’un démon distribu´e inéquitable : le d´emon le plus g´enéral de ce mod`ele.

Le premier est bas´e sur des listes d’identit´es. Chaque processeur maintient une liste d’identit´es
durant le parcours. Ces listes d’identit´es représentent une m´emoire des processeurs visit´es par le
parcours courant. Ce protocole n’utilise pas de structures sous-jacentes telles que, par exemple, un
arbre couvrant et n’a pas besoin de connaissances globales sur le r´eseau telles que sa taille, par
exemple. Cependant, l’inconv´enient majeur de ce protocole est li´e à l’utilisation des listes d’identit´es.
En effet,à cause de ces listes, l’occupation m´emoire de ce protocole est importante :O(n×log n) bits
par processeur. En revanche, le protocole a de nombreux avantages. En effet, l’analyse de complexit´e
du protocole montre qu’il est tr`es efficace en temps. Par exemple, il ex´ecute un parcours complet
(conforme aux sp´ecifications) enO(n) rondes etO(n2) mouvements, respectivement. De plus, apr`es
le premier parcours initi´e, les autres parcours sont effectu´es enO(n) mouvements. Enfin, le surcoˆut
en temps de ce protocole est n´egligeable : en effet, `a partir d’une configuration initiale normale, son
temps d’exécution est quasiment identique `a celui du protocole non tol´erant aux fautes le plus efficace
(Θ(2(n − 1)) mouvements et rondes). Nous pouvons en outre remarquer que, dans ce protocole, tout
parcours initié par la racine visite toujours les noeuds dans le mˆeme ordre : notre protocole r´ealise
des parcours en profondeurpremiersdu réseau. En effet, grˆace aux liste d’identit´es, un processeurp,
lorsqu’il détient le jeton initié par la racine, d´esigne toujours comme successeur son voisin non-visit´e
minimal dans l’ordre local≺p (si un tel processeur existe). D’o`u, l’arbre couvrant construit lors de
la première exécution deDFS1 est un point fixe. Cette solution a donn´e lieuà deux publications :
[CDPV04, CDPV06].

Le second protocole utilise un principe de question/r´eponse pour remplacer les listes d’identit´es
afin d’obtenir une occupation m´emoire plus faible. Comme pour la premi`ere solution propos´ee, ce
protocole n’utilise pas de structures sous-jacentes et n’a pas besoin de connaissances globales sur
le réseau. Cependant, ce protocole est moins efficace que le pr´ecédent en temps d’ex´ecution : par
exemple, le d´elai est enO(n2) rondes etO(∆ × N3) mouvements alors que nous obtenons pour
la même tâcheO(n) rondes etO(n2) mouvements avec la premi`ere solution. Le temps d’ex´ecution
des parcours et le surcoˆut en temps sont aussi moins efficaces. En revanche, cette nouvelle solution
apporte des am´eliorations majeures. Premi`erement, elle n’utilise plus les identit´es des processeurs.
De ce fait, son occupation m´emoire est fortement am´eliorée :O(log n) bits par processeur au lieu
deO(n × log n) pour la solution pr´ecédente. Ensuite, le protocole d´etecte efficacement les parcours
corrompus : un processeur peut participer au plus deux fois `a un parcours corrompu sans le d´etecter.
Cette deuxi`eme solution a ´eté présentée lors de la conf´erence internationaleSSS’05([CDV05b]).
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Nous avons ensuite propos´e deux applications instantan´ement stabilisantes pouvant ˆetre obtenues
à partir de nos deux protocoles de parcours en profondeur. Ces deux applications permettent de cal-
culer des propri´etés globales sur le r´eseau. La premi`ere application (cf. section 5.7.3) est un calcul
de point fixe avec d´etection de termination. L’algorithme pr´esenté permet de marquer lespoints d’ar-
ticulation et lesisthmesdu réseau. La seconde application (cf. section 5.7.4) permet d’´evaluer si un
ensemble fourni par une application est unensemble śeparateurdu réseau. Cette seconde application
a été présentée lors de la conf´erence internationaleHiPC ′05 [CDV05a]. Les propri´etés du protocole
de parcours instantan´ement stabilisant permettent de calculer ses applications avec une d´etection de
terminaison `a la racine : `a partir de n’importe quelle configuration initiale, suite `a une demande `a
la racine, le calcul demand´e est initié en un temps fini et lorsque le calcul termine, la racine d´ecide
correctement. Contrairement `a une solution auto-stabilisante, une seule ex´ecution du protocole est
donc nécessaire pour que la racine d´ecide correctement. En outre, il faut noter que les propri´etés
que nous utilisons dans ces protocoles peuvent ˆetre facilement adapt´ees pour des procotoles auto-
stabilisants. Notamment, nous avons pr´esenté dans [Dev05] un protocole silencieux auto-stabilisant
d’identification despoints d’articulationet desisthmesdu réseau utilisant les mˆemes propri´etés que
la première application. Ces applications ont un surcoˆut en temps n´egligeable par rapport au protocole
de parcours en profondeur utilis´e. Ensuite, elles ne requi`erent queO(log n) bits supplémentaires par
processeur. Notamment, la complexit´e en espace de notre protocole d’identification despoints d’ar-
ticulation et desisthmesdu réseau en fait le protocole le plus efficace de la litt´erature. Enfin, nous
pouvons remarquer que grˆace aux propri´etés de nos protocoles de parcours en profondeur instan-
tanément stabilisants, ces applications sont aussi simples `a réaliser que des solutions non-tol´erantes
aux fautes. En effet, les comportements anormaux dˆus aux configurations initiales quelconques sont
gérés par le protocole de parcours en profondeur instantan´ement stabilisant.

Dans la derni`ere partie de nos r´esultats (chapitre 6), nous adoptons une approche plus g´ené-
rale en présentant une m´ethode semi-automatique permettant de transformer un protocole non-to-
lérant aux fautes pour r´eseau quelconque en protocole instantan´ement stabilisant. Ce transforma-
teur est fond´e sur le protocole dePIR instantan´ement stabilisant que nous avons pr´esenté lors de
la conférence internationaleICPADS’06[CDV06b]. Dans notre transformateur, le protocole initial
(i.e., le protocoleà transformer) doit ˆetre un protocole de service mono-initiateur o`u les règles de
décision apparaissent uniquement dans le code de l’initiateur. Cette m´ethode nous avait d´ejà per-
mis (dans [CDV06a]) de rendre instantan´ement stabilisant des protocoles auto-stabilisants tout en
les améliorant : par exemple, nous avions montr´e qu’en transformant le protocole de circulation de
jeton auto-stabilisant de Huang et Chen ([HC93]) nous obtenions un protocole instantan´ement stabi-
lisant fonctionnant avec un d´emon plus g´enéral (le démon inéquitableà la place du d´emon faiblement
équitable) et avec de meilleures complexit´es en temps (la premi`ere exécution correcte du protocole
transformé est enO(n) rondes alors que le temps de stabilisation du protocole initial est enΩ(D×n)
rondes). Contrairement aux solutions pr´ecédentes, notre m´ethode n’utilise pas de calculs p´eriodiques
d’état global du syst`eme pour assurer la propri´eté de stabilisation instantan´ee. En revanche, notre
méthode n´ecessite de modifier l´egèrement le code du protocole initial afin d’obtenir un protocole
vérifiant une propri´eté supplémentaire. Cependant, cette propri´eté est plus facile `a obtenir que la sta-
bilisation (auto-stabilisation ou stabilisation instantan´ee). L’avantage de notre m´ethode par rapport `a
celle de [CDPV03] est que nous pouvons maintenant borner le surcoˆut de notre transformateur. En
conséquence et contrairement aux solutions pr´ecédentes, nous pouvons ´ecrire des protocoles instan-
tanément stabilisants fonctionnant avec un d´emon distribu´e inéquitable : le d´emon le plus g´enéral
du modèle à états. Afin de montrer la validit´e de notre m´ethode, nous avons ensuite propos´e deux
applications construites avec notre transformateur : un protocole de parcours en profondeur instan-
tanément stabilisant et un protocole instantan´ement stabilisant de calcul d’arbre couvrant en largeur
avec détection de terminaison. Ces deux protocoles fonctionnent avec un d´emon distribu´e inéquitable
et sont efficaces `a la fois en complexit´e en temps et en espace. De plus, ces deux exemples montrent
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que la propriété demand´ee par notre transformateur ne m`ene pas `a complexifier les codes des pro-
tocoles comme le demande les solutions stabilisantes (auto-stabilisantes ou instantan´ement stabili-
santes). En fait, les codes des protocoles restent tr`es proches des solutions basiques non-tol´erantes
aux fautes. Ce qui montre qu’en pratique aussi la propri´eté demand´ee pour transformer des proto-
coles avec notre transformateur est plus simple `a obtenir que l’auto-stabilisation ou la stabilisation
instantan´ee. En outre, le protocole de parcours en profondeur que nous r´ealisons avec notre transfor-
mateur est non seulement trivial `a écrire mais ses performances en font un compromis quasi id´eal
entre les protocoles `a listes et `a questions pr´esentés dans le chapitre 5. Enfin, grˆaceà une propri´eté de
comptage due `a notre transformateur, nous montrons comment utiliser ce protocole de parcours pour
résoudre l’exclusion mutuelle de mani`ere instantan´ement stabilisante. En fait, cette propri´eté permet
à tout processeur de d´etecter quand il d´etient un jeton unique dans le r´eseau. Ainsi, en utilisant cette
méthode de d´etection simple, nous obtenons trivialement un protocole d’exclusion mutuelle instan-
tanément stabilisant.

La perspective directe des travaux pr´esentés dans cette th`ese concerne notre transformateur.
Pour le moment, il se restreint `a rendre instantan´ement stabilisant les protocoles de service mono-
initiateurs où les règles de d´ecision apparaissent dans le code de l’initiateur uniquement. Bien que ce
type de protocole permette de r´esoudre des probl`emes fondamentaux de mani`ere instantan´ement sta-
bilisante, il est légitime de se demander s’il est possible de transformer de mani`ere efficace (i.e., sans
utiliser de calculs d’´etat global du syst`eme), une classe plus large de protocoles. Par exemple, peut-on
transformer efficacement en protocoles instantan´ement stabilisants des protocoles de service mono-
initiateurs qui ne comportent pas de r`egles de d´ecision ? des protocoles de service mono-initiateurs
dont les règles de d´ecision ne s’ex´ecutent pas uniquement au niveau de l’initiateur ? ou des protocoles
de service multi-initiateurs?

Une autre perspective concerne la propri´eté SSBB-Friendly: la propriété que doit vérifier notre
protocole initial pour ˆetre transform´e automatiquement par notre protocole. Bien que cette propri´eté
soit plus faible que la propri´eté de stabilisation (auto-stabilisation ou stabilisation instantan´ee), nous
ne savons pas si cette propri´eté est minimale,i.e., existe-t-il une propri´eté strictement induite permet-
tant de transformer efficacement des protocoles de service mono-initiateurs o`u les règles de d´ecision
s’exécutent uniquement au niveau de l’initiateur en protocoles instantan´ement stabilisants ?

Enfin, démontrer la possibilit´e (ou l’impossibilité) d’écrire des protocoles de service instan-
tanément stabilisants dans le mod`ele à passage de messages (un mod`ele plus proche de la r´ealité
que le mod`ele à états) reste une question ouverte. La difficult´e d’obtenir des solutions stabilisantes
dans le mod`ele à messages est li´eesà la stabilisation des canaux de communication. Les travaux de
Dolev et al ([DIM93, DIM91]) ainsi que ceux d’Afek et Brown ([AB93]) montrent que r´esoudre le
problème de la communication point `a point de mani`ere déterministe et auto-stabilisante sans hy-
pothèse sur la capacit´e des canaux n´ecessite un nombre d’´etats du syst`eme potentiellement infini.
Il peut s’agir de la m´emoire locale des processeurs qui devient infinie ou du nombre de messages
dans les canaux qui ne cessent d’augmenter. Le fait de r´esoudre la communication point `a point de
manière auto-stabilisante n’est pas suffisant pour pouvoir construire des protocoles instantan´ement
stabilisants : en effet, il faut que les processeurs soient capables de d´etecter le moment `a partir du-
quel ils sont sˆurs que les canaux sont stabilis´es. Or, le fait que la stabilisation des canaux n´ecessite
un nombre non born´e d’états rend une telle d´etection difficilement envisageable. Donc, sans borne
sur la capacit´e des canaux, nous pouvons raisonnablement conjecturer qu’il n’est pas possible de
construire des protocoles instantan´ement stabilisants. En revanche, nous conjecturons qu’il est pos-
sible de construire des protocoles instantan´ement stabilisants dans le mod`ele à messages lorsque la
capacité des canaux de communication est suppos´ee bornée.
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Annexe A

Théorie des graphes

A.1 Définitions de base

Définition A.1.1 (Graphe orienté) Un graphe orient́eG est un couple(V ,E) où V est un ensemble
desommetsetE un ensemble de couples, appelésarcs, de la forme(p,q) tel quep, q ∈ V . On notera
n le cardinal deV etm le cardinal deE.

Définition A.1.2 (Successeur et pŕedécesseur)SoitG=(V ,E) un graphe orient́e. q est ditsucces-
seur(respectivementprédécesseur) dep si et seulement si(p,q) ∈ E (respectivement,(q,p) ∈ E). On
noteΓ+

p (respectivement,Γ−
p ) l’ensemble des successeurs (respectivement, préd́ecesseurs) dep.

Définition A.1.3 (Degŕes entrant et sortant) SoitG = (V ,E) un graphe orient́e.∀p ∈ V , le degré
sortantdep, not́e ∆+

p , estégal à |Γ+
p | (i.e., au nombre de sommetsq tels que(p, q) ∈ E). Le degré

entrantdep, not́e∆−
p , estégalà |Γ−

p | (i.e., au nombre de sommetsq tels que(q, p) ∈ E).

Définition A.1.4 (Graphe non-orient́e) Un graphe non-orient́eG est un couple(V , E) où V est un
ensemble desommetset E un ensemble de paires, appelésarêtes, de la forme{p,q} (n.b.{p,q} =
{q,p}) tel quep, q ∈ V et p �= q. ∀{p,q} ∈ E, p et q sont dit incidentsde {p,q}. On noteran le
cardinal deV etm le cardinal deE.

Définition A.1.5 (Voisin) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté. Deux sommetsp et q sont dit
voisinsdansG dans si et seulement si{p,q} ∈ E. On noteraΓp l’ensemble des voisins dep.

Définition A.1.6 (Degŕe) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté. Ledegré de p ∈ V , not́e ∆p,
est égal à |Γp| (i.e., le nombre d’ar̂etes dontp est incident). Le degrée deG, not́e ∆, est égal à
max({∆p :: p ∈ V }).

Définition A.1.7 (Graphe partiel) SoitG = (V ,E) un graphe.GP = (VP ,EP ) est ungraphe partiel
deG si et seulement siVP = V etEP ⊆ E.

Définition A.1.8 (Sous-graphe)SoitG = (V ,E) un graphe.GS = (VS,ES) est unsous-graphede
G si et seulement siVS ⊆ V etES = E ∩ (VS × VS).

Définition A.1.9 (Chemin) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté (respectivement, orienté). La
suitep1, p2, ..., pk est unchemin1 de longueurk − 1 dansG si et seulement si∀i, 1 ≤ i < k,
{pi,pi+1} ∈ E (respectivement,(pi,pi+1) ∈ E).

1Afin d’ éviter toute confusion avec les chemins d’un graphe orient´e, les chemins d’un graphe non-orient´e sont aussi
appeléschâınes.
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A.2 Définitions avanćees

Définition A.2.1 (Chemin élémentaire) Soit G = (V ,E) un graphe. SoitP = p1, p2, ..., pk un
chemindeG. P est ditélémentairesi et seulement si∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ k, pi �= pj.

Définition A.2.2 (Cycle) SoitG = (V ,E) un graphe non-orienté. SoitP = p1, p2, ...,pk unchemin
deG. P est uncyclesi et seulement sip1, p2, ...,pk−1 estélémentaireetp1 = pk.

Définition A.2.3 (Circuit) SoitG = (V ,E) un graphe orient́e. SoitP = p1, p2, ...,pk uncheminde
G. P est uncircuit si et seulement sip1, p2, ...,pk−1 estélémentaireetp1 = pk.

Définition A.2.4 (Connexe) SoitG = (V ,E) un graphe non-orienté.G est ditconnexesi et seule-
ment si∀p, q ∈ V tels quep �= q, il existe un chemin dansG dep versq.

Définition A.2.5 (Composante connexe)SoitG=(V ,E) un graphe non-orienté.C = {VC,EC} est
unecomposante connexedeG si et seulement siC est un sous-graphe connexemaximaldeG (maxi-
mal signifie que∀V ′, VC ⊂ V ′ ⊆ V , le sous-graphe deG induit parV ′ n’est pas connexe).

Définition A.2.6 (Plus court chemin) SoitG=(V ,E) un graphe non-orienté connexe. Leplus court
cheminentre deux sommetsp et q dansG est un chemin de longueurk pour lequel il n’existe pas
d’autre chemin dep versq dansG ayant une longueur inférieur à k.

Définition A.2.7 (Distance) SoitG = (V ,E) un graphe non-orienté connexe. Ladistanceentre deux
sommetsp et q dansG, not́eeDist(p, q), correspond̀a la longueur du plus court chemin entrep etq
dansG.

Définition A.2.8 (Diamètre) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté connexe. Lediamètrede G,
not́eD, estégalà max({Dist(p, q) :: p,q ∈ V }).

Définition A.2.9 (Arbre) Tout graphe non-orienté connexe sans cycle est appellé arbre. On dis-
tingue deux types de sommets dans un arbre :

– lesfeuillesdont le degŕe est 1 ;
– lesnoeuds internesdont le degŕe est suṕerieur à 1.

Définition A.2.10 (Arbre enraciné) On dit qu’un arbreT = (VT ,ET ) est enraciné lorsque l’on
distingue l’un de ses sommets. On noteT (r) l’arbre T enracińe enr (r ∈ V ). Le sommetr est alors
appeĺe racinedeT . Définir une racine dans un arbre permet de partiellement ordonner les sommets
de cet arbre en fonction de leurs distancesà la racine. SoitT (r) = (VT ,ET ) un arbre enracińe en
r. La hauteur d’un sommetp dansT (r), not́e h(p), estégaleDist(p,r). La hauteur de l’arbreT (r),
not́e H, estégal à max({h(p) :: p ∈ VT}). ∀p ∈ VT \ {r}, on appellepèredu sommetp, l’unique
sommetq tel queh(q) = h(p) − 1 dansT (r). Réciproquement,p est ditfils de q dansT (r). Un
sommetp1 est ditancêtred’un sommetpk dansT (r) si et seulement si un cheminp1, ..., pi, ..., pk

dansT (r) tel que∀j, 1 ≤ j < k, pj est le p̀ere depj+1. Réciproquement,pk est ditdescendantdepk

dansT (r). On appellesous-arbredeT (r) enracińe enp ∈ VT , not́eT (p), le sous-graphe deT induit
par l’ensemble constitúe dep et ses descendants dansT . Par commodit́e, nous noteronsq ∈ T (p) le
fait queq appartienne au sous-arbre enraciné enp. Enfin, par abus delangage,nous pourrons noter
T (p) = {p1, p2, ...,pk} où {p1, p2, ...,pk} désignera l’ensemble des processeurs contenus dansT (p).

Définition A.2.11 (Arbre couvrant) SoitG = (V ,E) un graphe non-orienté connexe.T = (V ,ET )
est unarbre couvrantdeG si et seulement siT est un graphe partiel connexe deG tel que|ET | =
n − 1.
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Définition A.2.12 (Arbre couvrant en profondeur d’abord) SoitG=(V ,E) un graphe non-orien-
té connexe.T (r) = (V ,ET ) est unarbre couvrant en profondeur d’abordde G enracińe enr si et
seulement siT (r) vérifie les deux conditions suivantes :

– T (r) est un arbre couvrant deG.
– Pour tout couple(p,q) de voisins deG, p est soit un anĉetre soit un descendant deq dansT (r).

Définition A.2.13 (Arbre couvrant en largeur) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté connexe.
T (r) = (V ,ET ) est unarbre couvrant en largeurdeG enracińe enr si et seulement siT (r) vérifie les
deux conditions suivantes :

– T (r) est un arbre couvrant deG.
– ∀p ∈ V , la longueur du chemińelémentaire dep à r dansT (r) estégaleà la distance entrep

et r dansG.

Définition A.2.14 (Ensemble śeparateur) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté connexe. Le
sous-ensemble deV , CS, est unséparateurdeG si et seulement si le sous-graphe induit parV \CS
n’est pas connexe.

Définition A.2.15 (Point d’articulation) SoitG = (V ,E) un graphe non-orienté connexe.∀p ∈ V ,
p est unpoint d’articulationde G si et seulement si le sous-graphe induit parV \ {p} n’est pas
connexe.

Définition A.2.16 (Isthme) Soit G = (V ,E) un graphe non-orienté connexe.∀ e ∈ E, e est un
isthmedeG si et seulement si le graphe partielG′ = (V , E \ {e}) n’est pas connexe.
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Quelques Contributionsà la Stabilisation Instantanée

Résuḿe

Dans cette th`ese, nous nous sommes int´eress´es au concept destabilisation instantanée. Ainsi, nous avons
tout d’abord propos´e deux solutions instantan´ement stabilisantes au probl`eme deparcours en profondeurpour
des réseaux enracin´es quelconques. Ces deux protocoles sont ´ecrits dans le mod`ele à états et fonctionnent
sous l’hypothèse d’un d´emon distribu´e inéquitable : le d´emon le plus g´enéral du mod`ele. Le premier est bas´e
sur des listes d’identit´es. Le second utilise un principe de question/r´eponse pour remplacer les listes d’iden-
tités. Nous proposons ensuite deux applications instantan´ement stabilisantes obtenues `a partir de nos deux
protocoles de parcours en profondeur. Ces deux applications ´evaluent des propri´etés globales sur le r´eseau. La
première application permet de marquer lespoints d’articulationet lesisthmesdu réseau. La seconde appli-
cation permet d’´evaluer si un ensemble donn´e est unensemble séparateurdu réseau. Enfin, dans une derni`ere
partie, nous adoptons une approche plus g´enérale en ´etudiant un protocole efficace permettant de transformer
semi-automatiquement des protocoles de service mono-initiateurs en protocoles instantan´ement stabilisants.
Un protocole de parcours en profondeur et un protocole de construction d’arbre en largeur illustrent la facilit´e
avec laquelle nous pouvons rendre instantan´ement stabilisants ce type protocole grˆaceà notre transformateur.
Le protocole de parcours en profondeur est non seulement trivial `a écrire mais les performances obtenues en
font un compromis quasi id´eal entre les protocoles `a listes et `a questions pr´esentés précédemment. Enfin, grˆace
à une propri´eté de comptage due `a notre transformateur, nous montrerons comment utiliser ce protocole de
parcours pour r´esoudre en quelques lignes l’exclusion mutuellede manière instantan´ement stabilisante.

Mots-clés : systèmes distribu´es, tolérance aux fautes, stabilisation instantan´ee, auto-stabilisation, transfor-
mateur, parcours en profondeur, exclusion mutuelle.

Some Contributions to Snap-Stabilization

Abstract

In this PhD thesis, we are interested in the notion ofsnap-stabilization. Thus, we first proposed two so-
lutions to thedepth-first searchproblem in arbitrary rooted networks. These two protocols are written in the
state model and work under a distributed unfair daemon : the weakest scheduling assumption of the model.
The first one is based on IDs lists. The other one uses a question mechanism instead of the IDs lists. We then
propose two snap-stabilizing applications obtained with the previously presented depth-first search protocols.
These two applications allow us to evaluate some global network properties. Actually, the first application
marks thecutnodesand thebridgesof the network. The second application allows us to evaluate if a given set
of processors is acutsetof the network. Finally, in the last part, we generalize our approach by studying an
efficient semi-automatic transformer that snap-stabilizes service protocols with a unique initiator. A depth-first
search protocol as well as a breath-first spanning tree construction protocol show how our method is easy. Our
depth-first search protocol is not only easy to write but its complexity is a trade-off between the list-based and
the question-based solutions. Finally, using a counting property of our transformer, we show how to use this
depth-first search protocol to solve in few lines themutual exclusion problemin a snap-stabilizing manner.

Keywords : distributed systems, fault-tolerance, snap-stabilization, self-stabilization, transformer, depth-
first search, mutual exclusion.


