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Chapitre 1

Introduction

Cette these se divise en deux parties indépendantes. Dans la premiere partie, nous considérons
un modele microscopique de population structurée discrete dont la dynamique est modélisée au
niveau individuel. Les individus different par des variables héréditaires, appelées traits, et par
des dges, fonctions croissantes du temps. Les problémes qui motivent cette étude proviennent
de considérations écologiques (liées a 1’évolution de la population structurée) ou tirées de la
théorie des dynamiques adaptatives, qui est une branche de la théorie de 1'évolution (regar-
dant I’évolution de la structure en traits sur de grandes échelles de temps). Nous établissons
des théoremes limites pour des renormalisations du modele microscopique, et obtenons des ap-
proximations macroscopiques décrivant I’évolution a 1’échelle de la population sous différentes
asymptotiques : grandes populations, mutations rares, mutations petites. En particulier, concer-
nant les modeles de dynamiques adaptatives, nous établissons de nouvelles équations généralisant
les processus de sauts et les équations différentielles ordinaires proposées par Metz et al. [95],
Dieckmann et Law [35] et étudiées par Champagnat [19, 18, 20]. Ces généralisations sont im-
portantes car de nombreux problemes biologiques nécessitent la prise en compte d’une structure
d’age. Dans la seconde partie de la these, nous considérons des équations aux dérivées partielles
de McKean-Vlasov et de Navier-Stokes 2D avec conditions initiales aléatoires. La solution d’une
telle équation, lorsqu’elle existe et est unique, est aléatoire et sa loi est appelée solution statis-
tique. En nous fondant sur une approche probabiliste due a Talay et Vaillant [117, 119], nous
construisons une approximation particulaire pour les moments d’ordre 1 des solutions statis-
tiques. Le systeme de particules proposé utilise des estimateurs de régression a ondelettes pour
approcher des espérances conditionnelles qui apparaissent lorsque ’on conditionne par rapport
a la condition initiale. Les vitesses de convergence et les complexités des algorithmes sont cal-
culées; elles améliorent celles des méthodes proposées par [117].

1.1 Modélisation probabiliste d’une population structurée en
traits et en ages

Les modeles de populations structurées décrivent la dynamique de populations dont les
individus different par des variables affectant leurs capacités reproductives et leurs survies. Un
premier type de variables, les traits, correspond a des caractéres morphologiques, physiologiques,
génétiques ou comportementaux qui sont supposés étre transmis héréditairement en ’absence de
mutation a la naissance. Des exemples sont la taille a la naissance, I’agressivité dans la prédation,
la virulence pathogene, le taux de croissance. Il existe également d’autres types de structurations,
telles que la structuration spatiale ou par ages. Dans ce travail, nous nous intéressons & une popu-
lation structurée par ages et par traits. Les modeles existants avec structures en traits et en ages
sont essentiellement déterministes (cf. Ernande et al. [43], Rotenberg [109], Perthame et Ryzhik
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[104], Mischler et al. [99]). Nous souhaitons étudier un modele aléatoire prenant en compte la
dépendance en traits et en ages des taux de naissance et de mort, ainsi que d’éventuelles interac-
tions entre les individus, en particulier des interactions de type logistique (pour lesquelles le taux
de mort d’un individu dépend de fagon linéaire de la taille de la population). Nous introduisons
un processus microscopique généralisant ’approche de Fournier et Méléard [49], Champagnat
et al. [22, 21], pour lequel la dynamique est spécifiée au niveau individuel. Nous établissons des
approximations macroscopiques de ce processus. Celles-ci décrivent 1’évolution a 1’échelle de la
population. Les convergence, théoreme central limite et grandes déviations associés a I'asymp-
totique des grandes populations considérée sont étudiés. Nous en déduisons des résultats sur les
dynamiques écologiques et évolutionnaires.

Structure d’age : La prise en compte d’une structuration par ages permet d’enrichir la
dynamique de la population considérée en soulignant la dimension individuelle. Chaque individu
a une histoire particuliere, qui s’inscrit dans une échelle de temps a priori différente de celle
décrivant I’évolution de la population. Les variables d’ages permettent de résumer I’histoire
passée de I'individu, et il est naturel d’introduire un vecteur d’ages afin de pouvoir tenir compte
de plusieurs aspects du passé pour déterminer la dynamique présente. Des exemples souvent
considérés sont 1’age physique (temps depuis lequel un individu est né), I’age biologique (stade
de maturation intrinseque de 'individu, qui peut croitre éventuellement de fagon non linéaire),
Idge d’une maladie (temps depuis lequel I'individu est contaminé), 1'état d’avancement d’une
maladie (stade clinique de la maladie). A notre connaissance, les modeles avec vecteur d’ages sont
peu étudiés dans la littérature, qui considere en général des structurations par ’age physique.

Les modeles de populations structurées par age et a temps continu, généralisant les modeles
de Malthus [81] et la célebre équation logistique de Verhulst [120], ont fait ’objet d’une abondante
littérature fondée sur la théorie des équations aux dérivées partielles (cf. Sharpe et Lotka [111],
McKendrick [85], Gurtin et MacCamy [56], Marcati [82], Busenberg et Tannelli [15], Webb [124].
Nous renvoyons au Chapitre 3 pour une présentation détaillée).

Ces modeles sont toujours tres étudiés en biologie et font encore I’'objet de nombreuses re-
cherches mathématiques (Thieme [118], Murray [100]). Parmi les problemes biologiques nécessitant
une structuration par age, on peut mentionner les problemes liés a 1’histoire de vie, caractérisant
des comportements différents au cours de la vie. Calsina et Cuadrado [16, 17] par exemple
étudient un modele dans lequel il existe un age a maturité (a partir duquel les individus peuvent
se reproduire). Plusieurs ages de transition entre différentes phases de la vie sont pris en compte
par Henson [58]. L’histoire de vie peut également étre étudiée au travers de l’alternance et de la
durée des phases de croissance et de reproduction (cf. Taborsky et al. [115]).

Concernant les modeles stochastiques, des généralisations du processus de Galton-Watson
[52] ont été étudiées par Bellman et Harris [5, 57], puis Athreya et Ney ([4] Chapitre IV). Ceux-ci
considérent des processus non Markoviens, appelés processus de branchement structurés par age
(lage physique), dans lesquels la durée de vie d’un individu ne suit pas une loi exponentielle.
Chaque particule, & sa mort, est remplacée par des particules filles dont le nombre suit une loi
de reproduction indépendante de ’dge de la mere a sa mort et de I’état de la population. Des
limites de type superprocessus obtenues en diminuant la durée de vie et la masse des particules,
en augmentant leur nombre et en modifiant le taux ou la loi des naissances sont étudiées par
Dynkin [41], Kaj et Sagitov [68].

Les hypotheses de naissances au moment de la mort du parent, et d’indépendance entre la
loi de reproduction et ’age du parent sont biologiquement restrictives. Kendall [70], Crump et
Mode [26, 27|, Jagers [64] puis Doney [36] étudient des processus de naissances et de morts, dans
lesquels une particule peut donner naissance a des particules filles plusieurs fois au cours de sa
vie, et avec un taux dépendant de son age. Dawson et al. [30] et Bose et Kaj [9, 10] étudient des
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limites de type superprocessus de ces modeles.

Dans les modeles précédents, les particules en vie au méme moment sont indépendantes
entre elles, ce qui est aussi une hypothese biologiquement restrictive. Wang [123], Solomon [112]
considerent des processus de naissances et de morts dans lesquels les durées de vie des différents
individus sont indépendantes, mais ou le taux et la loi de reproduction de chaque particule
dépendent de I’état de la population. Oelschlager [102] étudie des modeles dans lesquels les taux
de naissance et de mort prennent en compte des interactions entre les individus, mais restent
bornés. Ces modeles excluent ainsi des interactions de type logistique (cf. Section 1.1.3).

Théorie des Dynamiques Adaptatives : En théorie de ’évolution, la prise en compte des
structures d’age et de traits souléve des problémes intéressants, comme le notent Charlesworth
[24] ou Stearns [113]. Le phénomene de mutations est la source de la diversité en traits de la
population. La sélection naturelle, qui opére par les interactions et compétitions existant entre
individus, détermine les traits qui vont rester dans la population. La probabilité de fixation
d’un trait mutant dépend de 1’age auquel ce trait s’exprime ainsi que de la structure d’age de
la population. Réciproquement, les traits qui seront fixés vont modifier cette distribution en
age. C’est par exemple pour expliquer la persistance des phénomenes de sénescence, décrivant
la décroissance des fonctions de survie et de fécondité avec I’age, que Medawar [86] a suggéré
que la pression de sélection et donc la probabilité de fixation d’un trait dépendent des ages
d’expression du trait.

Parmi les modeles d’évolution, la théorie des dynamiques adaptatives s’intéresse aux dy-
namiques correspondant a des asymptotiques de grande population et de mutations rares. Ces
modeles ont été introduits par Hofbauer et Sigmund [60], Marrow et al. [84], Dieckmann et Law
[35], Metz et al. [95] et décrivent I’évolution des traits de la population lorsqu’il est possible
de séparer les échelles de temps de ’écologie (dynamique de la population) et de 1’évolution
(apparition de nouveaux traits mutants). Une étude rigoureuse des fondements microscopiques
des équations proposées par [35, 95] a été réalisée par Champagnat [19, 18, 20], et développée
par Champagnat et al. [22, 21] pour des populations structurées uniquement par traits.

L’une de nos motivations principales pour 1’étude de populations structurées en traits et
en age était de généraliser les modeles de dynamiques adaptatives précédents, afin de pou-
voir considérer des problemes d’évolution pour des traits liés & la structure d’age. A partir du
modele discret construit précédemment, nous établissons, sous les hypotheses des dynamiques
adaptatives, la convergence du processus microscopique vers un processus de 7Trait Substitu-
tion Sequence structuré par dge, qui a notre connaissance n’a pas encore été introduit dans la
littérature. Dans le cas ou les mutations sont petites, c’est a dire lorsque le trait d’'un mutant est
proche du trait de l'individu 'ayant généré, nous montrons que le processus de Trait Substitu-
tion Sequence structuré par dge converge vers la solution d’une équation différentielle ordinaire
qui généralise au cas structuré par age I’FEquation Canonique introduite dans [35], centrale en
théorie des dynamiques adaptatives.

1.1.1 Modélisation microscopique de populations structurées en traits et en
ages

Lorsque 'on considere une population structurée par ages, tous les individus peuvent étre
différents et soumis a une pression de sélection différente, méme dans le cas ou la population
est monomorphique (c’est a dire, lorsque tous les individus portent les mémes traits). Il n’est
alors pas possible de résumer la population par des quantités de dimension finie (par exemple
Deffectif de la population). La modélisation proposée dans ce travail se fonde sur des processus
a valeurs mesures qui integrent de fagon naturelle ces contraintes.

3



Plus précisément, dans le modele individu-centré que nous étudions, la population est discrete.
Chaque individu est représenté par une masse de Dirac en (z,a) € X := X' X Ri, X C R% étant
I’'espace des traits et ]Ri Pespace des ages (plusieurs ages sont considérés lorsque d > 1). La
population au temps ¢ > 0 est décrite par la mesure ponctuelle suivante :

Ny
- Zé(zi(t),ai(t))’ (1.1.1)
i=1

ou N; est le nombre d’individus vivants au temps ¢. Un individu de traits x et d’ages a
dans une population représentée par Z € M p(f ) se reproduit de fagon asexuée et transmet
héréditairement ses traits sauf s’il se produit une mutation, vieillit et meurt :
— il donne naissance & un nouvel individu avec taux b(x, a) € R;. Avec probabilité p(x,a) €
[0, 1], le nouvel individu est un mutant de trait 2’ choisi suivant une distribution de proba-
bilité k(z, a, z") P(dx’) (dépendant des caractéristiques du parent) out P(dx) est une mesure
o-finie de référence sur X' (par exemple la mesure de Lebesgue),
— il meurt au taux d(z,a, ZU(z,a)) € Ry, ot ZU(z,a) = fXxRi U((z,a), (y,®))Z(dz,da)
est un terme d’interaction dans lequel U ((x, a), (y, a)) modélise I’action de (y, ) sur (x, a),
— il vieillit avec la vitesse v(z, a) € R? , dont les composantes sont les vitesses de vieillissement
des d ages considérés.
Une vitesse de vieillissement non constante modélise des ages mesurés sur des criteres physiolo-
giques qui évoluent de facon non linéaire en temps. Ceci a, & notre connaissance, rarement été
abordé dans la littérature.
Nous supposons que b(x,a) est continue, bornée, que les composantes de v(x,a) sont posi-
tives et & croissance au plus linéaire en |al, et que le taux de mort est minoré par une constante
strictement positive et majoré par d(1 + (Z,1)), ou d est une constante positive.

Au Chapitre 2, nous décrivons I’évolution de (Z;);er, a l'aide d’une équation différentielle
stochastique dirigée par une mesure aléatoire de Poisson, en nous inspirant de [49, 22, 21].
Dans notre cas, cette équation fait intervenir le flot t — A, (¢, tg, ap) d'une équation différentielle
ordinaire qui décrit le phénomene de vieillissement. A, (¢, t, ag) est ’age au temps ¢ d’un individu
de trait x et d’age ag au temps ty.

Introduisons les applications X = (Xi,---, Xn, -+) et A = (Ay,---, Ay, --+) de Mp(X)
dans (X)N et (RY)N définies par :

6ma xh ‘,ZIZN,O,"',O 5:pa al, ',CLN,O,"',O,"‘),
T

ott les particules sont rangées suivant I’ordre lexicographique sur R% de L’équation différentielle

stochastique décrivant I’évolution de Z est la suivante. Soit Zy € Mp(X ) une variable aléatoire
telle que E ((Zp,1)) < o0, et soit Q(ds,di,df,dx’) une mesure ponctuelle de Poisson sur
Ry x & :=R;y x N* x Ry x X d’intensité ds ® n(di) ® dd ® P(dz’) et indépendante de Zj.

Zy = 25()( (20),Ax, () (t:0,44(Z0))) / /1{1<N5 (Xi(Zs_ ) Ax, (2, (6,5.0) 1{0<0<mi (5,20 _ia')}
=1

F0(ar, A, (8,5,0)) L{mi (5,20 0" <0<ma(s,Z0_ia')}
- 5(Xi(zs_),AXZ.(ZL>(t,s,Ai(zs_)))1{m2(s,zs_,i,x/)g9<m3(s,zs_,i,z/)}} Q(ds, di,df, dx'), (1.1.2)
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ot :mi(s,Zs_,i,2") = (1—p(Xi(Zs_ ), Ai(Zs INW(Xs(Zs_ ), Ai(Zs Nk(Xi(Zs_), As(Zs_),a")

ma(s, Zs_,i,2') = my(s, Zs_,i,)
+ p(Xi(Zs_ )a Ai(Zsf ) b(Xi(Zsf ), Ai(Zs_ )) k(Xi(Zs_), Ai(Zsf )s xl)
mS(Sv Zs_vi ZL'/) = m2(87ZS_7i’:L'/)

+ d(Xi(Zsf )7 Ai(Zsf )a Zsf U(Xi(Zsf )7 Ai(Zs )))k(Xi(Zsf )a Ai(Zsf )7 1'/)-

L’interprétation est la suivante. On se place au temps ¢ et on construit Z; en prenant en compte
I’ensemble des événements de naissances et de morts ayant eu lieu entre 0 et £. Z; est la somme
des masses de Dirac correspondant aux ages au temps ¢ des particules présentes initialement et
des masses de Dirac marquant les ages au temps ¢ des particules nées en un temps s € [0, ], a la-
quelle on soustrait les masses de Dirac correspondant aux particules mortes en un temps s € [0, ¢].

Sous nos hypotheses, si E ((Zp, 1)) < 400, alors pour tout 7" > 0, E (SUPte[o,T} (Z4, 1)) < +00.
Ceci nous permet de montrer qu’il n’y a pas d’accumulation de sauts pour Z et que (1.1.2)
admet une unique solution dans D(R, Mp(X)). Z est un processus de Markov de générateur

infinitésimal défini pour f et F' suffisamment régulieres et pour Z € Mp(X) par :
LFf(Z) :/)? {U(J?, a)Vaf(x, a)F/ (<Z’ f)) + (Ff (Z + 6(m,0)) - Ff (Z)) b(.]?, a)(l - p(x, a))

—|—/X (Ff (Z + 5(:”/70)) — Fy (Z)) b(z,a)p(z, a)k(z, a,2’)P(dz")
+ (Ff (Z = b(2,0)) — Fr (2)) d(z, 0, ZU (2,a)) } Z(dz, da), (1.1.3)

avec Fy(Z) = F((Z, f)). L’étude du comportement et des propriétés des solutions de (1.1.2) est
un travail difficile. Nous réalisons des simulations pour mettre en évidence et illustrer certains
problemes biologiques intéressants liés aux structures d’age (Section 2.3.2). Ces simulations sont
issues d’un travail en collaboration avec Régis Ferriere. Nous avons relevé les résultats suivants :
1. Nous observons une différence entre les simulations avec ou sans structure d’age. C’est le cas
par exemple lorsque la force des interactions dépend de la taille, vue comme un trait dans les
modeles sans structure d’age et fonction des traits que sont la taille a la naissance et le taux
de croissance, et de ’dge physique dans les modeles avec structure d’age. On parle alors de
plasticité : les capacités reproductives et de survie d’un individu dépendent de leur héritage en
traits et de leur histoire.

2. Suivant les valeurs numériques des parametres, on peut voir apparaitre des stratégies d’his-
toires de vie différentes, par exemple des arbitrages entre reproduction et croissance différents.
3. Certains modeles avec classes d’age font apparaitre des interactions entre différentes classes
d’age qui induisent des phénomenes oscillatoires non amortis.

1.1.2 Approximation par des équations aux dérivées partielles en ”grande
population”

Nous obtenons au Chapitre 3 une approximation déterministe du modéle microscopique,
correspondant & une asymptotique en grande population. Cette approximation déterministe est
dans certains cas plus facile a étudier que le modele microscopique (cf. équation logistique,
Section 1.1.3). Plus précisément, nous considérons une suite de renormalisations (Z"),en+ du
modele individu-centré introduit au Chapitre 2 obtenues en augmentant la taille de la population
initiale (par multiplication par un facteur d’ordre n) tout en diminuant le poids des individus
et l'intensité des interactions (par multiplication par un facteur d’ordre 1/n). Une intuition
biologique de cette renormalisation est que ’on considere, a ressources fixées, des populations
de plus en plus grandes, de taille n; le poids d’un individu, en terme de quantité de ressources
consommées, doit alors étre d’ordre 1/n.



Nous montrons que si (Z)pen+ converge en loi dans (Mp(X),é) (muni de la topologie
de la convergence étroite) vers une mesure §y et si la taille et ’dge moyens de la population

initiale sont finis, alors la suite (Z™),en+ converge en loi dans D(R, (M p(X), é)) vers la solution

€ € C(Ry, Mp(X)) de I'équation d’évolution suivante :

(60 =0t + [ [ o0 ufio0) + 2 00) + £ 00l )1 = plo.)

+/Xfs(x/,())b(a:,a)p(x,a)k(m,a,x’)P(dm’)—fs(x,a)d(x,a,fsU(x,a)) &s(dx,da)ds,  (1.1.4)

pour une fonction f suffisamment réguliere. Ce résultat utilise une méthode de tension-unicité
et généralise des résultats obtenus par [49, 21]. Le terme de vieillissement fait apparaitre un
opérateur différentiel, tandis que pour les termes de naissances et de morts, on retrouve des
opérateurs de sauts analogues a ceux obtenus pour les populations sans structure d’age.

Lorsque les mesures & € M F(?? ), pour t € R, admettent des densités n(z, a,t) par rapport
3 la mesure de référence P(dz) ® da sur X, la famille de ces densités (n(.,.,t))cr . est une
solution faible du systéeme d’équations suivantes :

on
E(x,a,t) = —Va(v(x,a)n(z,a,t))

- d<x,a,/)?U((a:,a),(y,a))n(y,a,t)P(dy)da) n(x,a,t) (1.1.5)
v(z,0)n(z,0,t) = /R n(z,a,t)b(z,a)(l —p(z,a))da

+ /~b(a:’,a)p(x’,a)k:(ac’,a,x)n(m’,a,t)P(da:’)da
X
n(z,a,0) = no(z,a).

Ces équations généralisent les équations aux dérivées partielles de McKendrick-Von Foerster et
décrivent ’écologie a ’échelle de la population (les trajectoires individuelles sont perdues). Les
densités n(x, a, t), lorsqu’elles existent, correspondent & la notion de densité de nombre, qui décrit
la distribution en traits et en ages d’une population constituée par un ”continuum” d’individus.

L’existence de densités est étudiée a la Section 3.2.3. Dans le cas d’un age scalaire, les condi-
tions impliquant 1’absolue continuité des mesures & (dx, da) sont peu restrictives (existence d'une
densité au temps t = 0, cf. Proposition 3.2.6). En revanche, dans le cas ou plusieurs ages sont
pris en compte, il est intéressant de remarquer que la densité de nombre ne peut pas toujours
étre définie. Il est alors néanmoins possible d’obtenir des densités pour les marginales en = de
&i(dx,da) par rapport a la mesure P(dx).

Au Chapitre 4, nous établissons un théoreme central limite associé a la convergence décrite
ci-dessus. Nous en déduisons des intervalles de confiance ainsi des résultats sur le comportement
en temps grand de (Z™),cn+ dans le cas particulier des populations logistiques structurées par
I’age physique (Section 4.6).

Plus précisément, pour T' > 0 fixé, nous introduisons le processus des fluctuations suivant,
dont nous étudions la limite lorsque n — 400 : Vt € [0,T], Vn € N*,

ny (dx, da) =v/n (Z]'(dx,da) — & (dx,da)) . (1.1.6)

Pour tout n € N*, " est un processus de D([0, T], Mg(X)). L’espace M g(X) des mesures signées
sur X n’étant pas métrisable si on le munit de la topologie de la convergence étroite. En nous
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inspirant de travaux de Métivier [94] et Méléard [87], nous considérons n™ comme processus
a valeurs dans un espace de distributions, et nous utilisons des suites d’espaces de Sobolev
emboités pour nous ramener a un cadre hilbertien. Nous utilisons un critere du & Métivier [94]
pour prouver la tension dans ces espaces. La principale difficulté vient de ce que la masse n’est
pas a priori bornée et qu’il nous faut localiser les fluctuations par un temps d’arrét.

Nous montrons que pour des coefficients b, d, U, v suffisamment réguliers, et de bonnes
hypotheses de moments sur les conditions initiales, la suite (9"),cn+ converge en loi vers la
solution d’une équation différentielle stochastique dirigée par un processus gaussien a valeurs
dans l’espace de distributions introduit ci-avant.

Au Chapitre 5, nous établissons des déviations exponentielles associées a la renormalisation
en grande population. Nous obtenons une majoration de grandes déviations, mais la minora-
tion que nous obtenons n’est que locale. Elle est cependant suffisante pour établir des estimées
intéressantes pour les temps de sortie de voisinages de solutions stationnaires de (1.1.4). Ces
estimées seront nécessaires pour séparer les échelles de temps dans les limites de dynamiques
adaptatives au Chapitre 6.

Soit T' > 0. En nous inspirant des travaux de Léonard [78], Kipnis et Léonard [73], nous
introduisons la fonctionnelle d’action suivante : pour {g € Mp(X) et z € D([0,T], Mp(X)),

Ig;(z) _ { Supf6001 Y x[0,T]) ( (fa ) (f7 Z)) , 8120 = &o (1‘1.7)

400, sinon,

ott /T(f,2) et ¢! (f,z) sont définies pour f : (z,a,s) — fs(r,a) suffisamment réguliere par :

U, 2) =(es ) — (20, fo) / / [ (,0)Vafalr, @)+ 92, 0) — 1,0, 5)b(, @)1 — p(a, )

/ f(2',0,8)b(z,a)p(x, a)k(x,a,2")P(dx') + f(z,a,s)d(z,a, zsU(z,a))| 2s(dz, da) ds

/ / (x,0,5))b(z,a)(1 —p(z,a)) + p(—f(z,a,s))d(z,a, zsU(x,a))

+/ p(f(x’,O,s))b($,a)p(a:,a)k(x,a,:c')P(d:c')] zs(dx,da) ds.
X

Sous certaines hypotheses techniques et si :

1+n
VA >0, sup E (eMZg’l)) < +o0, In €]0,1[, sup E ([/~ |al Zg(dx,da)] ) < +o0,
neN* neN* X

on obtient les résultats suivants :

1. Toute trajectoire z telle que Ig; (z) < 400 est la solution d’une équation d’évolution obtenue
par perturbation des taux de naissance et de mort dans (1.1.4).

2. Soit & ’ensemble des trajectoires du domaine de Ig; associées a des perturbations bornées. La

suite (Z")pen+ de D([0, T, M E(é\? )) satisfait les inégalités de déviations suivantes : VB ensemble
mesurable de D([0, T, (M p(X),é)),

— inf ZZ(2) < hmlnf—logIF’(Z”EB)

0

2€BNG n—too n
< 11msup—log]P’(Z" € B) < — inf IT( ) (1.1.8)
n—-+oo N 2€B

oll par convention inf ) = 4oc0.



La majoration de (1.1.8) est obtenue en suivant les idées de Dembo et Zeitouni [32]. L'un
des ingrédients est la tension exponentielle de la famille (£(Z™))pen+ sur D([0,T], (M p(X),é))
que nous établissons en reprenant des techniques utilisées par Graham et Méléard [55] et que
nous généralisons a 1’étude de processus a valeurs mesures sur des espaces non nécessairement
compacts et de masses a priori non bornées, en adaptant un argument employé par Dawson et
Gértner [31] et Fontbona [48] pour des systémes de particules sans branchement et sans saut.
Cet argument s’appuie sur des martingales exponentielles. Nous supposons ici l'existence de
moments exponentiels pour la condition initiale ; ces moments se propagent pour ¢ € [0, 7.

Nous cherchons ensuite & établir la minoration locale suivante :
~ 1
VO C D([0,T], Mp(X)) ouvert, Vz € O, limJirnf— logP(Z" € O) > —Ig)(z). (1.1.9)
n—-+o0 N,

Pour ce faire, nous établissons tout d’abord une formule non-variationnelle de Igg) (z) et obtenons
une représentation de z appartenant a son domaine comme solution d’une équation perturbée.
L’obtention de (1.1.9) repose alors sur un changement de probabilité adéquat lié & la perturba-
tion h? intervenant dans I’équation dont z est solution. L’utilisation du théoreme de Girsanov
nécessite que h* soit suffisamment réguliere. Nous considérons alors des trajectoires z € O as-
sociées a des fonctions h* bornées, et nous les approchons par une suite (2, )men+ de trajectoires
associées a des régularisations (h,,)men+ de h* dont 'existence nous est donnée par un lemme
de Bishop-Phelps-Israél [8, 62]. Le cas ou h* n’est pas borné reste ouvert, et c’est pourquoi la
minoration que nous obtenons n’est qu’une minoration locale.

1.1.3 Comportement en temps grand pour les populations logistiques struc-
turées par age

Les modeles de populations logistiques structurées par un age scalaire constituent une classe
d’exemples simples, dont 'approximation déterministe en grande population a déja été tres
étudiée, et dont le comportement en temps long est connu. Ces modeles satisfont nos hypotheses.
Ils correspondent aux choix suivants :

— L’espace X est un singleton et la probabilité de mutation est p = 0. Nous omettrons par

la suite la variable de trait afin de simplifier les notations.

— Les individus sont caractérisés par un age scalaire et vieillissent avec une vitesse 1,

— Un individu d’age a € R4 donne naissance avec le taux b(a) ou b € Cp(R4, R ) est tel que
3b >0, Va € Ry, 0 < bla) <,

— Un individu d’age a € Ry meurt au taux d(a) + nN, ou d € Cp(Ry,R;) est le taux de
mort naturelle tel que 3d,d > 0,Va € Ry, d < d(a) < d, et ot nN est le terme de
compétition logistique, N > 0 étant la masse de la mesure représentant la population, et
n > 0 modulant 'intensité des interactions.

Notons :

az +o00 "
H(aly a2) = exp <—/ d(Oé)dO[) RO = / b(a)e_ fO d(a)dada‘
a 0

1

II(a1,a2) est la probabilité qu'un individu d’age a; vive jusqu’a I'dge as. Ry est appelé dans
la littérature tauz de reproduction net. C’est I'intégrale du taux de naissance b(a) pondéré par
la probabilité de survivre jusqu’a l’age a dans le cas ou l'individu est soumis a la seule mort
naturelle (pas de compétition).



Il existe une unique solution classique a I’équation aux dérivées partielles décrivant la limite
de ’approximation en ”grande population”

%(aat) = —%(a,t)—[d(a)JrnNt]m(a,t) (1.1.10)

m(0,t) = /R m(a,t)b(a)da m(a,0) =mg(a), Nt:/R m(a,t)da,

et nous disposons d’une forme explicite de cette solution (ces résultats sont dis a Busenberg et
Tannelli [15], Marcati [82] et Gurtin et McCamy [56] ; cf. Webb ([124], Chapitres 1 et 5)).

Sous I’hypothese Ry > 1, I’équation (1.1.10) admet de plus un unique équilibre non trivial
asymptotiquement exponentiellement stable défini par :

A1eMeI1(0, a)
n Ji7°° e=Mel1(0, ar)da

+oo
m(a) = ou \p satisfait 1 :/ e M%(a)I1(0, a)da. (1.1.11)
0

Le comportement en temps long de (Z"),en+ est plus compliqué. Nous montrons (Chapitre 4)
que :
1. pour tout n € N*, on a extinction presque-sire de la population microscopique Z™.
2. pour T' > 0 et n € N* assez grands, Z se trouve avec une grande probabilité au voisinage de
m(a)da.
Ces deux assertions signifient que si le comportement du processus microscopique tend & étre le
méme que celui de la solution de (1.1.10) pour des horizons finis, leurs comportements en temps
long sont radicalement différents : les trajectoires de (Z}")icr, finissent par quitter le voisinage
de 'approximation déterministe pour mener la population & I’extinction. Ce phénomene a lieu
presque stirement, mais au bout d’un temps qui peut étre tres long.

Une estimée de ce temps peut étre obtenue a partir des déviations exponentielles du Chapitre
5, en généralisant des idées développées par Freidlin et Ventzell [50], Dembo et Zeitouni [32] et
Da Prato et Zabczyk [105] & nos processus a valeurs mesures et a sauts (Section 5.6).

1.1.4 Limites des dynamiques adaptatives

Au Chapitre 6, nous nous intéressons a des problémes d’évolution issus de la récente théorie
des dynamiques adaptatives [60, 84, 35, 95]. Par souci de simplicité, nous considérons une po-
pulation structurée par I’dge physique, avec une probabilité de mutation constante p et une
densité de mutation k(x,h) ne dépendant pas de ’age. Nous obtenons deux approximations
macroscopiques du processus microscopique structuré par age, qui décrivent les changements
en traits de la population sous les hypothéses biologiques de grande population, de mutations
rares et de non-coexistence a long terme de deux traits différents. Des modeles de dynamiques
adaptatives avec structure d’age ont été abordés par exemple par [43, 34, 103], mais ces modeles
sont soit incomplets (dans [43], seule la fonction de fitness est discutée), soit se rameénent a la
considération de taux de naissance et de mort indépendants de I’age. A notre connaissance, les
équations que nous proposons n’ont pas été introduites dans la littérature.

Les approximations que nous établissons correspondent & une séparation des échelles de
temps associées a ’écologie (qui décrit les variations démographiques de la population) et a
Pévolution (associée aux mutations). Lorsque apparition de nouveaux traits au sein de la po-
pulation est suffisamment lente, la sélection naturelle a le temps d’agir. Soit la descendance d’un
mutant est éliminée, soit elle remplace la population résidente. Entre deux mutations, la popu-
lation se stabilise alors autour d’un état d’équilibre monomorphique (tous les individus sont de
méme trait). Dans ce cas, on peut décrire I’évolution de la population par un processus de sauts
dont les états sont les équilibres monomorphiques successifs de la population (décrits par un
trait et une structure d’age). Si I’équilibre est entierement caractérisé par le trait x, I’évolution
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peut étre décrite par le processus de sauts a valeurs dans X dont les valeurs sont les traits relatifs
aux équilibres monomorphiques successifs, et de générateur infinitésimal :

Lo(z) = /X (p(x 4+ h) — ¢(x))p /R b(x,a)m(z,a)da (1 — zo(z + h,x))k(x, h)P(dh), (1.1.12)

ou m(xz,a)da est la distribution d’age stationnaire pour une population de seul trait xz. C’est
ce processus que nous appelons Processus de Trait Substitution Sequence avec age (TSS dans
la suite). De fagon heuristique, le terme pk(x, h) O+°o b(x,a)m(x,a)da est le taux avec lequel la
population monomorphique de trait x, a I’équilibre, génere un mutant de trait x + h. Le terme
(1 — zo(x + h,x)) est appelé fitness du mutant de trait z + h dans la population de trait z.
20(y, z) est le plus petit point fixe sur [0, 1] de la fonction génératrice du nombre de descendants
pour un processus de naissances et de morts linéaire structuré par age, de taux de naissance et

de mort b(y,a) et d(y,a,x) =d (y, fR (z,a))m(z, a)da)

+OO w w
z :/ e b(y’“)dud(y,w,x)e*fo dlyuz)du gy, (1.1.13)
0

Cette équation caractérise la probabilité d’extinction d’un tel processus de naissances et de
morts. Contrairement au cas sans structure d’age, nous n’avons pas de solution explicite pour
(1.1.13).

La preuve de la convergence du processus microscopique vers le processus de TSS lorsque
lon a une structure d’age suit les idées de [20]. La population résidente peut-étre approchée
par son approximation en grande population (1.1.4) et nous utilisons les résultats de sortie de
domaine obtenus au Chapitre 5 pour controler I’erreur commise. Pour décrire le comportement
de la population mutante lors de son apparition, nous nous appuyons sur la comparaison avec
des processus de naissances et de morts linéaires structurés par age.

En nous inspirant des travaux de Champagnat [19, 20], nous étudions ensuite une suite
de processus de TSS avec age, renormalisés, correspondant a I’asymptotique supplémentaire
de petites mutations (le trait mutant ne différe que tres peu du trait résident). Les processus
convergent vers la solution d’une équation différentielle ordinaire que nous proposons comme
généralisation de I’ Equation Canonique proposée par [35, 18] :

d
& =p / b(z,a)m(z,a)da / h D} z(z, ) k(x, h) P(dh), (1.1.14)
dt Ry X
ot : Dizo(x,z) = lim 20(@,2) = z0(x + 5h’$). (1.1.15)
e—0 €
e>0

Une difficulté technique réside dans le fait que la fonction zg est définie par une équation implicite.
L’application € — zo(z+ch, ) n’est pas nécessairement dérivable en 0. C’est pourquoi nous avons
introduit D;} zo(x, ). Notons que par définition, cette dérivée directionnelle orientée D} 2o(z, x)
est positive (zo(x,z) =1 et zo(x +¢h, z) € [0,1]). De méme que dans les modeles sans structure
d’age, I'évolution se fait dans les directions correspondant & des gradients de fitness D}Lzo(m, x)
positifs.

1.1.5 Perspectives

Les modeles considérés dans les Chapitres 3 a 6 sont des modeles généraux. Les théoremes
limites établis constituent une boite a outils qu’il serait intéressant d’exploiter en approfondissant
I’étude de cas particuliers, et en poursuivant les discussions entamées avec les biologistes. Un
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important travail réside dans la formulation mathématique des phénomenes observés sur les
simulations (différentiation par apparition de groupes de traits distincts, apparition de profils
de vie différents suivant les parametres de compétition et de ressources du milieu...) ainsi que
dans leur résolution.

Les modeles de populations structurées par ages sont souvent cités comme exemples dans
des articles traitant de populations structurées par des traits fonctionnels (cf. Exemple 2.1.3,
[43], [34], [103]). En effet, il est naturel de penser a des traits z(a) qui seraient fonctions de 1'dge
(par exemple la courbe de croissance, I'intensité de la floraison au cours de I'année, les courbes
décrivant les taux de naissance ou de mort...). Dans les travaux existants ([34] ou [103], par
exemple), les taux de naissance et de mort sont fonctions du trait fonctionnel, mais pas de I’age
(par exemple, b(z) = B( 0+°o z(a)da), ou B € Cp(R,Ry)). Il serait intéressant de généraliser nos
modeles de facon a prendre en compte le cas de traits fonctionnels.

Enfin, il serait intéressant d’utiliser les résultats de convergence, de théoréme central limite ou
de grandes déviations obtenus dans cette these pour construire des estimateurs des parametres
du modele (taux de naissance, de mort) et obtenir leurs vitesses de convergence, ou pour établir
des tests. Un travail dans cette direction est en cours avec Patrice Bertail, Stéphan Clémengon
et Hector de Arazoza a partir de données cubaines sur 1’épidémie du SIDA.

1.2 Approximation particulaire de l'intensité des solutions sta-
tistiques des équations de McKean-Vlasov et Navier-Stokes
2D

Considérer des équations aux dérivées partielles avec conditions initiales aléatoires peut étre
intéressant pour modéliser des phénomeénes complexes ou pour introduire une notion d’incerti-
tude sur la condition initiale. La loi de la solution d’une telle équation, qui est alors une variable
aléatoire, est appelée solution statistique du probleme.

Les équations de Navier-Stokes 2D décrivent ’évolution du champ de vitesse v = (v, v2) €
R? d’un fluide incompressible visqueux dans le plan. Ce sont ces équations qui ont motivé la
notion de solutions statistiques. L’introduction d’une condition initiale aléatoire est alors une
modélisation possible de la turbulence qui apparait avec des vitesses élevées et des viscosités
faibles. On s’intéresse a ’équation de Navier-Stokes 2D suivante : P(dw)-presque stirement Va =
(xl,xg) S RQ, Vit € ]R+,

N (1 2,w) + (v - V)Vt 2,w) = 02/2 Av(t, 2,w) — Vp
Vov(t,z,w) =0 (1.2.1)
V(vavw) = Gg(l‘,w).

La condition initiale est une fonction aléatoire Vo(z,w), dépendant de z € R? et d'un aléa
w appartenant a l'espace de probabilité (2, F, P). La pression, p, et la viscosité, o2/2, sont
supposées constantes et positives. Vishik et Fursikov [122], Constantin et Wu [25] ont étudié ces
problemes avec des outils analytiques.

L’approche probabiliste des équations de Navier-Stokes 2D avec condition initiale déterministe
développée par Marchioro et Pulvirenti [83] et Méléard [88, 90] s’appuie sur 1’équation du tour-
billon 2D, obtenue en considérant le rotationnel de la vitesse w = rot(v). Pour une condition
initiale aléatoire, I’équation du tourbillon est la suivante : P(dw) — p.s., Yz € R?, Vt € RT,

%—?(t,x,w) = —(K*w-V)w(t,z,w) +02/2 Aw(t,z,w), (1.2.2)
w(0, z,w) = Wo(z,w) = rot(vy)(z,w), o
ou K est le noyau de Biot et Savart :
1
Vo = (z1,20) € R?, K(z) = Sl (—x9,21) . (1.2.3)
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L’équation du tourbillon 2D (1.2.2) généralise les équations de McKean-Vlasov (le noyau K
explose en 0). Talay et Vaillant [117] ont étudié des équations de McKean-Vlasov avec des
conditions initiales aléatoires qui sont des densités de probabilité. Ils généralisent 1’approche
probabiliste développée par Sznitman [114] et Méléard [92] et construisent des approximations
particulaires étendant les travaux de Bossy et Talay [13]. Leur idée consiste & réaliser un condi-
tionnement par rapport a la condition initiale et a introduire des diffusions dont les coefficients
sont des espérances conditionnelles. Deux méthodes particulaires sont proposées par [117] pour
simuler les moments des solutions statistiques, dont une méthode utilisant des estimateurs de
régression a noyaux pour approcher les espérances conditionnelles apparaissant dans les diffu-
sions précédentes. Nous cherchons a en améliorer la vitesse de convergence en remplacant ces
estimateurs par des estimateurs a ondelettes. Nous pouvons ainsi également de relacher certaines
hypotheses sur la loi de ’aléa paramétrant la condition initiale.

Nous généralisons nos résultats a ’équation du tourbillon 2D pour laquelle le drift explose
en 0. Ceci nous permet d’approcher des quantités physiques d’intérét pour Navier-Stokes 2D,
comme le champs de vecteurs vitesse moyen.

1.2.1 Solutions statistiques pour 1’équation de McKean-Vlasov

Au Chapitre 7, nous considérons 1’équation de McKean-Vlasov dans R?, avec condition
initiale aléatoire et coeflicient de diffusion o non dégénéré. Afin de simplifier la présentation,
nous présentons nos résultats, dans cette intro, pour le cas de la dimension 1. P(dw) —p.s., V& €
R, Vt € RT,

%p(t,:p,w) = 830 (up(t, z,w)p(t, z,w)) + ”—;Ap(t,x,w)
p(0,z,w) = po(z,w) (1.2.4)
ub(ta z, w) = fR b(.%’, y)p(tv Y, w)dy7

ol b est une fonction Lipschitzienne continue bornée de R? dans R et ot ¢ # 0. Nous reprenons
Ihypothese de Talay et Vaillant [117] et paramétrons la condition initiale par une variable
aléatoire réelle 6 :

Hypotheése 1.2.1. Nous supposons que Dy a la forme suivante :

P(dw) — p.s., po(.,w) =po(.,0(w)), (1.2.5)
1. Ya € R, py(.,a) est une densité de probabilité déterministe sur R.
2. 0 est une variable aléatoire réelle. Sa loi v est supposée absolument continue par rapport

a la mesure de Lebesgue sur R, avec un support connexe ©. Nous notons G sa fonction de
répartition, que l’on supposera étre une bijection de l'intérieur de © sur]0,1].

La loi de la condition initiale est donc l'image de la mesure de probabilité v(da) sur R par
Papplication a — py(., a). Cette hypothese est fondamentale pour la construction de la méthode
particulaire. Le conditionnement par rapport a la condition initiale se ramene alors a un condi-
tionnement par rapport a des variables aléatoires réelles 0, et non par rapport a des variables
aléatoires de dimension infinie py.

L’approche probabiliste sur laquelle se basent les développements des Chapitres 7 et 8
s’appuie sur les notions de solutions faibles de ’équation (1.2.4). Une variable aléatoire sur
C([0,T],P(R)), (Qt(dx, 0)).ejo,), est appelée solution faible mesure de (1.2.4) si : P(dw) —
p.s., Vo € CE(R,R),Vt € 0,7,

fRQO( )Q¢(dx, 0) fRn poxedx+fofR(ubsx9) 2 (y )"‘102312( ))Qs(dx,ﬁ)ds
ub(tkue) = f]R T,y Qt(dy, )
Qo(dz, ) = po(z,0)dz.
(1.2.6)
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Si P(dw) — p.s. et pour tout t € [0,T1], les marginales Q;(dz, §) admettent des densités p(t, x, 0)
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, la famille de ces densités est appelée solution faible
fonction de (1.2.4).

Lorsque (1.2.6) admet une unique solution faible mesure (Q¢(dz,0))icp,7 (& un ensemble
mesurable pres), sa loi m € P (C([0,T],P(R))) est appelée solution statistique de ’équation de
McKean-Vlasov. Elle peut alors se voir comme la mesure image de v par la composition des
applications suivantes :

a € 0 po(.,a) € L'(R) = (Qi(dz,da))icor) € C ([0, T], P(R)).

Les marginales Q;(dx, #) au temps t de la solution faible mesure de (1.2.6) sont des mesures de
probabilité aléatoires sur R dont la loi m; € P (P(R"™)) est la marginale au temps ¢ de m et est
appelée solution statistique spatiale au temps t de I’équation de McKean-Vlasov.

L’intensité I(m;) € P (R) de la solution statistique spatiale m; au temps ¢ est définie par :

W EBENE) (). f) = [ (@ fimid@) = [ (S @@ fvtda). (127

Notre but est d’approcher (1.2.7) par une procédure fondée sur des particules en interaction et
sur des estimateurs de régression a ondelettes.

L’interprétation probabiliste des équations de McKean-Vlasov avec conditions initiales aléatoires
donnée par Talay et Vaillant [117] repose sur des équations différentielles stochastiques avec deux
sources d’aléa. La premiere source d’aléa est celle de la condition initiale, prise en compte par la
variable aléatoire 6. La seconde source d’aléa est liée a I’approche probabiliste, qui consiste a re-
chercher des processus markoviens dont les marginales satisfont (1.2.6). Le processus a considérer
est le suivant. Soient (W})yec[o,7) un mouvement Brownien réel standard, (Xo(a))aer une famille
de variables aléatoires telle que a — Xp(a) soit mesurable et telle que £(Xo(a)) = po(x,a)dz
et 0 une variable aléatoire de loi v. Nous supposons (Wy)e(o,77, (Xo(@))acr et 0 indépendants;
P(dw) — a.s., Vt € [0,T],

dXt(G) == Ub(t, Xt(H), G)dt + O'th
up(t,,0) = [ b(z, y) PO (dy) (1.2.8)
L(0,X0(0)) =po(z,a)drv(da).

En suivant les idées de Talay et Vaillant [117], nous prouvons 'existence et 'unicité fortes de
solutions pour (1.2.8). L’idée est de conditionner par 6, et d’utiliser des arguments similaires a
ceux développés pour les équations de McKean-Vlasov avec condition initiale déterministe. Nous
pouvons reformuler (1.2.7) a 'aide de (1.2.8) par : Vt € [0,T], Vf € By(R,R),

I(my). f) = /R Ef (Xi(a)) v(da) = EF(X,(6)). (12.9)

Talay et Vaillant [117] ont construit deux approximations particulaires s’appuyant sur (1.2.8)
et (1.2.9). La premiere procédure est une méthode de simulations imbriquées qui s’appuie sur la
premiere égalité de (1.2.9). Il s’agit d’approcher Ef (X;(a)) pour différentes valeurs 6 = a fixées,
en reprenant les résultats disponibles pour des conditions initiales déterministes ([114], [92]).
Puis on approche l'intégrale par rapport a v(da) par une méthode de Monte-Carlo. La vitesse
de convergence théorique de cette méthode est tres bonne, mais la mise en oeuvre méthode est
numeériquement tres lourde.

C’est pourquoi Talay et Vaillant proposent une seconde méthode de simulation directe. Leur
idée est de s’appuyer sur la reformulation de uy (¢, x,a) comme une espérance conditionnelle par
rapport a la variable # paramétrant la condition initiale :

up(t, z,a) = E (b(x, X¢(0))|0 = a). (1.2.10)
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et d’approcher le drift inconnu (1.2.10) par des estimateurs de régression. L’algorithme est :
1. On simule NV variables aléatoires indépendantes (0;);c1,n) de loi v,
2. A chaque i € [1, N], on associe une (unique) particule de condition initiale Xé’N(GZ-) de loi

po(x,8;)dx. La trajectoire de cette particule est donnée par un schéma de discrétisation de pas
de temps At =T/K : Vi € [1,N], Vk € [0, K — 1],

te+1

XN (0;) = XN (0) + 4y (tk, XiN6,), ei) At +o (W;’k“ - Wfk) , (1.2.11)

ol iy (ty, X1 N(Ql), 0;) est un estimateur de régression construit sur le systéeme de particules en
interaction.
3. L’approximation de (I(mr), f) est donnée par :

(I(m7), f i (X”V ) (1.2.12)

Le choix de [117] se porte sur des estimateurs de Nadaraya-Watson :

N

i Hy (0 — 6;) i
(tk,X N(el),ei) - ;ZﬁfHN(ei_gl)b(th (6,), X3 (el)), (1.2.13)

ou Hy = H(./hn)/hn pour une fenétre donnée hy et un noyau de Parzen-Rosenblatt H sur R
(cf. [11]). Les hypotheses faites par [117] pour calculer la vitesse de convergence incluent le fait
que I'application a + v(., a) soit Lipschitzienne pour la norme L! et que la loi v soit absolument
continue avec une densité a support compact dans R, Lipschitzienne et strictement positive sur
ce compact. Pour f assez réguliere, 4C' > 0, 4 Ny, VN > Ny,

1 o i, N 1 1/4
E[(I(m1), f) - + ;f(XT 0:) <C <At+ N +hy ) : (1.2.14)

Une optimisation du membre de droite en hy fournit une vitesse en N~/8. La complexité de
cet algorithme est en O (N?/At) (cf. [119]).

En utilisant ’algorithme précédent et des estimateurs de régression a ondelettes, nous mon-
trons que nous pouvons obtenir de meilleures vitesses de convergence. Décrivons la procédure
que nous proposons. Soit une Analyse Multi-Résolution générée par des ondelettes pere et mere
¢ et 1 Lipschitziennes et a support compact (cf. Annexe B.1 pour une présentation). Pour
I = (I, ;) € [-1,400[xZ, nous définissons ¥;(x) = 21/2¢(2112 — I,). Toute fonction L? est
décomposable sur la base (1r);. En suivant la démarche de Kerkyacharian et Picard [72], nous
utilisons cette décomposition pour proposer un estimateur de 'application a — wuy(¢, z, a). Soit
la fonction de seuillage thr(x, ) = 15>y, et soit G la fonction de répartition empirique des
(0i)iep,ny- L'estimateur que nous considérons est : Va € ©, Vk € [0, K], Vo € R,

1Y
Gtk z,a0n) = Y > B (@)r (Gr(a)) (1.2.15)

I=—11€Z

N
ol : ﬁ(bt’“) = thr Z ))b(w,Xg];N(Hj)>,19N : (1.2.16)
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Y correspond au seuillage et IV est le niveau de résolution, choisis tels que :

log N N _
ﬁN =K N 211 ~ ﬂN17
ou k est une constante déterminée dans les calculs.

L’idée du seuillage est d’éliminer le ”bruit”. Lorsque ’approximation

N
> (G (0)b(, X1V (95)) /N
j=1

du vrai coefficient de la décomposition de wuy(t, z,a) sur Vect(yr) est plus petite que le seuil Jy,
on considere que ce coefficient n’est pas significatif et on le fixe a zéro.

L’utilisation de G au lieu de G nous permet de supposer que la fonction de répartition
G de 6 est inconnue. C’est le cas lorsque les procédures de simulation de 6 sont compliquées
ou lorsque la fonction de répartition est reconstruite a partie de données expérimentales. Enfin,
notons que Gy(6;) € {i/N, i € [1,N]}, ce qui nous ramene & utiliser la grille j/N, j € [1, N]
au lieu des données (0;);cq1,n]- Les estimateurs de régression sur la grille j/N, j € [1, N] sont
souvent déja implémentés dans les logiciels statistiques, ce qui facilite grandement la mise en
oeuvre numérique.

Si v est absolument continue de support connexe quelconque dans R et satisfait une inégalité
de concentration gaussienne, si z — po(x,a) est a décroissance exponentielle a 'infini, si les
applications a — po(z,a)dz et a € [0,1] — po(z, G~ (a))dx sont respectivement Lipschitzienne
et s-Holdérienne pour la norme de Vaserstein L? avec s > 1/2 que nmous supposons a priori
inconnu, nous établissons le résultat de convergence suivant. Pour f assez réguliere, 3C' >
0, 3Np € N*, VN > Ny,

N . o 1/4
Bl(Imr), /) = 3 Y AXN0))] < c<At+(1 JgVN) ) (1:2.17)

La vitesse de convergence obtenue est meilleure que celle de la méthode se basant sur les estima-
teurs de Nadaraya-Watson. On peut cependant noter que le cotit numérique de cette méthode
est plus important, car les estimateurs de régression doivent étre recalculés a chaque étape, du
fait du seuillage. Cependant, si I’on utilise 1’algorithme de Mallat, de complexité d’ordre O (N)
(cf. [61, 80]), la complexité de la méthode reste en O (N 2/ At), ce qui est meilleur que pour
la méthode de simulations imbriquées et comparable a la complexité de la méthode avec les
estimateurs de Nadaraya-Watson.

Nous avons affaibli certaines hypotheéses du résultat de [117], en particulier celles qui portent
sur la régularité de la densité de la loi de 6, qui caractérise 1'aléa de la condition initiale. Le
support de v n’est pas nécessairement compact et nous n’avons pas besoin de borne inférieure
strictement positive pour sa densité. Une plus grande classe de variables aléatoires est alors
accessible pour paramétrer la condition initiale.

Enfin, notons que dans le cas ot s est connu, il est possible de considérer des estimateurs
sans seuillage en remplagant (1.2.16) par :

N
~(b,t 1 <N
B @) = 7 v (Gu(0)b (2. X57(0)) (1.2.18)
j=1
avec I}V tel que 911" ~ NV Lerreur obtenue en (1.2.17) peut alors étre améliorée en :

C (At—l— logNNfﬁ) .
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Ce résultat est bon. Le terme en N~%/(25t1) correspond & la vitesse minimax pour l’estimation

d’une espérance conditionnelle en statistique (cf. [61]).

L’idée de la preuve repose sur un couplage entre les particules interagissantes (1.2.11) et les
particules indépendantes définies par : Vi € [1, N|, Vk € [0, K — 1],
X=X,

ou 0;, W, et Xé’N sont les mémes que pour les particules (1.2.11). On découpe alors lerreur
(1.2.17), en séparant les termes d’erreurs liés a la discrétisation du temps, au remplacement de
I’espérance par une moyenne empirique, et a I’approximation du drift u; par un estimateur de
régression. La considération de cette derniere source d’erreur nous amene a adapter des résultats
dis a Kerkyacharian et Picard [72], et a établir l'estimée suivante : Vy > 0, Ik, ANy, C >
0, VN > Ny, Vi € [1,N], VI = (I, Is) € [-1,IN] x Z, VK > 0, Vk € [0, K],

1 N

P |5 2 UGN (OB, X7,) — E (¢1(G(0)b(w, X, (9))) lo=x;,
j=1

K [logN < C
2 N - N7

v

Cette inégalité de déviation est difficile a obtenir car du fait de l'utilisation de la fonction de
répartition empirique G, nous avons une moyenne de termes dépendants. Ceci nous empéche
d’appliquer directement des outils classiques tels que les inégalités de Rosenthal ou de Bernstein.
Nous conditionnons par rapport aux variables aléatoires (9i>ie[[1, ~] pour appliquer l'inégalité de
Bernstein, puis, pour nous affranchir du conditionnement, nous utilisons des inégalités de concen-
tration Sobolev-logarithmiques.

De nombreuses difficultés ont été rencontrées pour calculer la vitesse de convergence de
I'estimateur de régression avec ondelettes construit a partir du systéeme de particules interagis-
santes. Le probleme de la vitesse de convergence des approximations utilisant les estimateurs
seuillés (1.2.16) n’est pas totalement résolu. En effet, le terme d’erreur que nous obtenons fait
apparaitre N1/4 1 ot nous attendions N/(25t1) comme lors de 'utilisation d’estimateurs non
seuillés (1.2.18). La raison est que le seuillage des estimateurs construits & partir de (1.2.11) et
celui des estimateurs construits a partir de (1.2.19) n’ont aucune raison de coincider.

1.2.2 Approximation des solutions statistiques pour I’équation de Navier-
Stokes 2D

L’étude de I’équation du tourbillon 2D (1.2.2) est menée au Chapitre 8. Elle correspond
a une équation de McKean-Vlasov avec un noyau d’interaction (1.2.3) qui explose en zéro. En
suivant I’approche de Marchioro et Pulvirenti [83] et Méléard [88], nous régularisons ce noyau
par des techniques de cut-off paramétré par € > 0.

Une autre difficulté provient du fait que la condition initiale de (1.2.2) n’est pas nécessairement
une densité de probabilité. Nous faisons 'hypotheése que wg(x,a) est une fonction bornée et
intégrable en x € R2. Alors, suivant I’approche utilisée par Jourdain [67], nous pouvons définir
h(zx,8) = wo(z, 0)||wo(.,0)||1/|wo(x, 8)| de sorte que P(dw)—a.s., Vz € R, wo(z,8) = h(z, 0)po(z, )
ou po(x,0) = |wo(x,8)|/||wo(.,d)|]1 est une densité de probabilité.

Nous adaptons dans un premier temps 1’approche probabiliste de [83, 88, 90] pour prouver
Pexistence et I'unicité des solutions de (1.2.2). Une fois le conditionnement par 6 réalisé, les idées
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sont les mémes que dans le cas déterministe. L’équation différentielle stochastique sur laquelle
se base 'interprétation probabiliste de ’équation du tourbillon 2D régularisée et a condition
initiale aléatoire est la suivante : P(dw) — a.s., Vt € [0, T,

X;(0) = Xo(0) + oWy + [) K Q5(XZ(0),0)ds
L(0)=v, L(Xo(0))=po(z,0)dz (1.2.20)
Q(dy,0) = L(X=(0)), Q(B,0) = [o(o.1r2) LBW()A(y(0),0)Q* (dy,0).

Par construction, Q¢ (-,0) est une solution faible mesure de 1'’équation du tourbillon régularisée.
Par une application du théoreme de Girsanov, nous montrons que les marginales Q5 (.,6) sont
P-presque strement absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? et il
existe une solution faible fonction a I’équation du tourbillon régularisée. L’existence et 'unicité
de solutions faibles fonctions a 1’équation du tourbillon initiale (1.2.2) sont alors obtenues en
introduisant une équation mild et en faisant tendre le parametre de cut-off vers 0, de méme que
dans [88].

La solution de I'’équation de Navier-Stokes 2D (1.2.1) se retrouve par : v = K % w. En
particulier, le champs de vitesses moyennes est

Vi e {1,2}, /RUZ'(T,LL“,CL)V(CZCL) = /R<w(T, dy,a), K'(z — y))v(da) = (I(my), K'(z —.)).

Nous pouvons ’approcher en construisant des systémes de particules analogues a ceux étudiés
au Chapitre 7, en incluant une pondération liée a la fonction A introduite pour définir pg a partir
de wy.

Des simulations sont réalisées a la fin du Chapitre 8 et semblent montrer que les méthodes
avec ondelettes sont plus robustes que les méthodes a simulations imbriquées ou que les méthodes
utilisant les estimateurs de Nadaraya-Watson, au sens ou elles donnent des résultats convenables
quelle que soit la situation.

La Partie 2 (Chapitres 7 et 8) a fait 'objet d’un article accepté dans la revue Stochastic
Processes and their Applications.
Une bibliographie globale est placée en fin de these.
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Premiere partie

Modélisation probabiliste d’une
population structurée par traits et
par ages
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Notations :

Pour deux espaces métriques E et F', nous notons Cy(E, F') I'ensemble des fonctions conti-
nues bornées de E dans F, que nous munissons de la norme de la convergence uniforme, et
D(E, F) Pensemble des fonctions cadlag de E dans F muni de la distance de Skohorod. lorsque
F = R, on utilisera parfois la notation Cy(E). On désignera par Cx(E, F) (resp. Co(E,R),
CL(E,F), Cg’l(E xR, F), By(E, F)) 'ensemble des fonctions continues & support compact (resp.
des fonctions réelles continues tendant vers 0 a I’infini, des fonctions différentiables bornées de
dérivées partielles bornées, des fonctions continues bornées avec des dérivées partielles bornées
par rapport aux variables de R?, des fonctions boréliennes bornées). Le gradient par rapport aux
variables a € R? d’une fonction f : (z,a) € ExR? — f(z,a) € R de C%'(E xR?) sera noté V, f.

Pour un espace mesurable (F, ), on note Mp(FE) I'ensemble des mesures finies sur F, par
Mp(E) l'ensemble des mesures ponctuelles sur E, par M'L(E), avec n € N*, I'ensemble des
mesures de la forme :

M(E) = {;m | me MP(E)}, (1.2.21)

par P(E) l'ensemble des mesures de probabilité sur E et par Mg(FE) I'ensemble des mesures
signées sur F.

Pour m € Mp(E) et f € By(E), on note (m, f) = [, fdm.

L’espace des mesures finies sur F, Mp(F), peut étre muni de la topologie de la convergence
étroite (la plus petite topologie rendant continues les applications m — (m, f) avec f € Cp(F)) ou
de la topologie de la convergence vague (la plus petite topologie rendant continues les applications
m — (m, f) avec f € Cx(F)). Par défaut, on le munit de la topologie de la convergence étroite,
et lorsqu’il se présentera une ambiguité, on écrira (Mp(E), é) (resp. (Mp(E),v)) pour rappeler
que I'on considere la topologie de la convergence étroite (resp. de la converge vague) sur Mp(FE).
La question de la topologie considérée pour ’espace Mg (FE) sera discutée aux Chapitres 4 et 8.
On notera ||.||7v la norme en variation totale.

A chaque fonction f € By(E) et F € B(R), on peut associer une fonction cylindrique
Fy € B(Mp(E)) définie par : Vm € Mp(E), Fg(m) = F({m, f)). L’ensemble des fonctions
de cette forme caractérise la convergence étroite dans P(Mp(E)) au sens ou une suite (Py,)neN
de P(Mp(E)) converge étroitement vers P € P(Mp(FE)) si et seulement si pour toutes fonctions
f €By(E) et F € B(R),

lim F({u )P = [ ()P ().

=t S Mp(B) Mg (E)
(cf. Dawson [29], Théoreme 3.2.6).
On note n(di) (resp. dz, 6,(dz)) la mesure de comptage sur N* (resp la mesure de Lebesgue

sur R?, la masse de Dirac en y € E).
C est une constante pouvant changer de ligne en ligne.
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Chapitre 2

Un modele microscopique de
population structurée par traits et
par ages

Nous présentons un modele de systeme écologique individu-centré. La population est discrete
et ce sont les évolutions individuelles qui sont modélisées. Les individus sont caractérisés par
leurs traits (I’age & maturité, le type altruiste/tricheur, la concentration d’hormones...) et leurs
ages (dge physique, age biologique, age d’une maladie...). Ils se reproduisent de fagon asexuée,
vieillissent et meurent. Lors de la reproduction, un individu transmet héréditairement ses traits
a ses descendants, sauf s’il se produit une mutation. Les taux de naissance et de mort dépendent
des traits et des ages des individus. Nous modélisons les interactions entre les individus (morta-
lité logistique, altruisme et entraide, cannibalisme d’une classe d’age par une autre...) en faisant
aussi dépendre ces taux d’'une mesure représentant I’ensemble de la population. La vitesse de
vieillissement peut elle aussi dépendre des traits et des ages des individus. De ’ensemble des
phénomenes de naissances, de morts et de vieillissement, il résulte une évolution globale de la
population, au niveau macroscopique.

L’espace des traits sera noté X'. Nous supposons pour simplifier que X est un sous ensemble
de R% . I’espace des ages est R = {a = (a1, --aq) € RY, Vi€ [1,d], a; > 0}. Nous notons :

X =XxRl, (2.0.1)

que nous munirons de sa tribu borélienne. _
Dans notre modele, un individu est représenté par une masse de Dirac en (z,a) € &. La
population au temps t > 0 peut étre décrite par la mesure suivante de Mp(X) :

Ny
Zt = 26($i(t),ai(t))7 ou Nt == <Zt, 1> == /} Zt(dx,da) (2.0.2)
i=1

est le nombre d’individus vivants au temps ¢.

Nous commengons par présenter, a la Section 2.1, les mécanismes individuels régissant la
population au niveau microscopique (naissances, vieillissement et morts). Nous présentons les
hypotheses qui seront faites pour la suite de 1’étude (Chapitres 2 a 5), et donnons des exemples.
A la Section 2.2, nous montrons que, sous des hypotheses convenables, Z défini en (2.0.2) est la
solution, dans D(R, Mp(X)), d'une équation différentielle stochastique dirigée par une mesure
ponctuelle de Poisson. A la Section 2.3.1, nous donnons un algorithme pour simuler ce processus
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et présentons des simulations.

Nos modeles et algorithmes s’inspirent des travaux de Fournier et Méléard [49], Champagnat
et al. [22, 21], Champagnat [19], concernant des populations sans structure d’age. Des modeles
plus simples, pour des populations structurées par I’dge physique et des taux de naissance et de
mort bornés, ont été étudiés par Wang [123], Oelschlager [102].

Dans la suite, il sera utile de pouvoir extraire un individu particulier de la population totale,
et c’est la raison pour laquelle nous introduisons les applications suivantes :

Définition 2.0.2. Les applications X = (X1, , Xn,--) et A= (A1, , An,--+), de Mp(X)
dans (X)N et (RL)N respectivement, sont définies par :

N N
X(Z(s(zhai)>:(1'1,"',CL‘N,O,"',O,"'), A(Zé(mi,ai)>:(ala"'aaNaOa"'707"')7
i=1 =1

ot les particules sont rangées suivant un ordre choisi sur X (ordre lexicographique par exemple),
et pour les particules de méme trait x, par ordre décroissant du premier age, du second age etc.

2.1 Description des parametres régissant la dynamique indivi-
duelle

2.1.1 Naissances et mutations

Un individu de trait z € X et d’ages a € R‘fr peut donner naissance & un nouvel individu au

taux b(x,a), ou b est une fonction de X dans R, . Les ages des nouveaux individus sont 0.

1. Avec probabilité p(z,a) € [0,1], il se produit une mutation et le trait ' € X du nouvel
individu est la réalisation d’une variable aléatoire de loi K (z,a,dz’).

2. Avec probabilité 1 — p(z,a) € [0,1], il n’y a pas de mutation et l'individu (x,a) produit
un clone de méme trait z € X.

Les hypotheses suivantes sont faites dans la suite ce travail :

Hypothese 2.1.1. 1. Nous supposons que b est continue el qu’il existe une constante positive
b > 0 telle que ¥(z,a) € X, |b(z,a)| <b.

2. Nous supposons qu’il existe une mesure de probabilité de "référence” P(dx) sur X telle que
V(z,a) € X, K(z,a,dx’) soit absolument continue par rapport 4 P(dzx"), avec une densité bornée
park >0 :

V(z,a,7') € X x Ri x X, K(z,a,dz’) = k(z,a,2)P(dz’) avec |k(z,a,z')| < k.

Remarque 2.1.2. Lorsque X C R% ou N% est borné, le choiz de la loi uniforme sur X pour
P(dx) est naturel.

Exemple 2.1.3. 1. Les traits sont ’age a maturité apr > 0 et le taux de naissance au stade
adulte by > 0. Le taux de naissance est b(anr,bi,a) = bilg>a,, . Le travail de Henson [58],
par exemple, modélise une population d’insectes, Tribolium, pour lesquels on peut observer
deuzx comportements bien distincts au cours de la vie. Tant que les insectes sont encore a
I’¢tat de larves, ils ne se reproduisent pas. Une fois devenus adultes, ils pondent des ocufs.
Le taux de naissance peut-étre considéré comme constant du fait de la courte durée de vie
des insectes. Remarquons que ces taux ne sont pas continus.

24



2. Les traits sont deuz paramétres positifs by,ba € Ry. Webb [124] a étudié des modéles
avec des taux de naissance de la forme b(by,ba,a) = bie~b2e  décroissants avec l'dge, ou
b(b1,ba,a) = b1(1 — e7229), croissants avec l’dge. Ces comportements correspondent par
exemple au saumon rose Oncorhynchus Gorbuscha qui se reproduit essentiellement en
début de vie, avant d’avoir deuxr ans, ou a la cigale Magicicada qui se reproduit en fin
de vie, vers 13-17 ans avant de mourir.

3. Notons qu’il existe des modéles avec des espaces de traits plus compliqués. Dans le modele
d’Ernande [43] concernant des réserves de poissons soumises a la péche, certains traits
sont fonctionnels (cas non considéré ici). Les traits sont le taux de croissance g > 0 et
une fonction continue S : Ry — Ry définissant la taille & maturité xpr comme fonction
de l'dge a maturité apy : xpr = S(anr).

X 4
x=xp+ (1 —7r)gla —ap)
. x = S(a)
r'=ga
0 ays a

Fi1c. 2.1 — La taille en fonction de l’dge dans le modéle d’Ernande et al.

La taille d’un individu juvénile est x(a) = ga et celle d’un individu adulte est x(a) =
zy+(1—7r)gla—ap), ot r € 0,1] décrit l'arbitrage entre la reproduction et la croissance,
et ou l’age et la taille a maturité, apr et xpr, sont définis par lintersection de la courbe
représentative de S, x = S(a), et la courbe de croissance juvénile, x = ga. Le tauz de
naissance choisi par Ernande et al. [43] est alors proportionnel au volume de lindividu et
supposé étre de la forme b(g, S,a) = biz(a)3, ot by est une constante positive.

2.1.2 Le vieillissement

_ Les individus de la population vieillissent. La vitesse de vieillissement d’un individu (xz,a) €
X est donnée par la fonction v(x,a) a valeurs dans R% :

V(z,a) € X, v(z,a) = (vi(z,a), - ,vg(z,a)), avecVie [1,d],V(z,a) € X, vi(x,a) >0

Lorsque 'on considere plusieurs ages (d > 1), la jeme composante v;(x,a) de v(z,a) représente
la vitesse de vieillissement du i*™€ Age.
Hypotheése 2.1.4. Nous supposons que v € Bb(f, Ri) est dérivable par rapport aux variables

d’ages, que Vv est continue par rapport auzx variables d’ages et que :
Jv>0,Vie[l,d], V(z,a) € X,0< vi(z,a) <o(l+ a;). (2.1.1)

Le phénomene de vieillissement est déterministe. Les ages d’un individu de trait x € X et
d’ages ag € Ri a linstant tg € R, satisfont un systeme différentiel d’ordre 1 paramétré par x :
vt > 1o,

{ % =v(x,a(x,t)) (2.1.2)
a(x,tg) = ap,
Lorsque 1'une des composantes du vecteur v(z,a) est constante en a, I’dge correspondant est
linéairement croissant en temps. Une vitesse de vieillissement non constante modélise des ages
mesurés sur des critéres physiologiques qui évoluent de fagon non linéaire en temps. La propo-
sition suivante énonce des résultats d’existence et d’unicité pour le systeme (2.1.2).
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Proposition 2.1.5. Supposons que v satisfait I’Hypothése 2.1.4.
(i) Le systéme différentiel ordinaire (2.1.2) admet pour tous to € Ry, ag € Ri, et x € X une
unique solution, notée t — Ay(t,to,ap). Celle-ci définit un flot paramétré par x :

A (t,to,ag) S R+ X R+ X Ri — Am(t,to,ao) S Rd, (2.1.3)

de classe C*. Ce flot est croissant en t sur chacune de ses composantes.

(i’i) Vi1, to, t3 € R+, Va € Ri, Vo € X, A$(t3,t1,a) = Ax(tg,t27A$(t2,t1,a)).

(iii) Pour tous (t1,t2) € R2, Uapplication a € RY +— A, (t1,t2,a) € R? définit un Ct-difféomorphisme
de Ri sur son image dans Ri.

(iv) Lorsque d = 1, pour tous ay € Ry et tg € Ry, Uapplication t € Ry — Ag(t,tg,a9) € R
définit un C-difféomorphisme de R sur son image. O

Esquisse de démonstration. Les différents points de cette Proposition s’appuient sur des résultats
classiques concernant les équations différentielles ordinaires (voir par exemple Zuily et Queffélec
[126], Chapitre 10, pages 348 a 360).

L’application @ € RY — v(z,a) € RL étant de classe CL(RL) pour tout z € X, elle est
localement lipschitzienne. L’existence et I'unicité de la solution de (2.1.2) sont les conséquences
du théoreme de Cauchy Lipschitz. Grace a (2.1.1), la solution maximale est définie sur Ry tout
entier (cf. Th. ITI1.3 [126]). La continuité et la différentiabilité par rapport aux conditions initiales
proviennent de I’hypothese de classe C! par rapport aux variables d’ages (Th. I1.9 et I1.10 [126]).

Lorsque d = 1, la solution ¢ € Ry + A.(t,t0,a0) est de classe C'Y(R,,R,) et strictement
croissante car V(x,a) € X, v(x,a) > 0. Elle définit donc un C!-difféomorphisme de R, sur son
image et le point iv) est prouvé. |

Exemple 2.1.6. L’Hypothése 2.1.4 englobe le cas des vitesses de vieillissement égales a 1. Ce
cas est presque toujours considéré dans la littérature des populations structurées par age.

1. L’age physique au temps t d’un individu né au temps c est défini par t — c.
2. Si a est l’age d’une maladie, nous pouvons le considérer égal a 0 pour des individus sains
et a t — ¢ pour des individus contaminés au temps c.

3. En épidémiologie, pour l’état d’avancement d’une maladie, l'introduction d’une wvitesse
d’évolution dépendant des traits de lindividu et de [’état présent de la maladie est impor-
tante. Cela permet de prendre en compte certaines résistances des individus.

4. Toujours en épidémiologie, nous pouvons modéliser l'avancement de maladies dépendant
du temps au travers de la variation de certaines quantités chimiques dans l’organisme, cette
évolution pouvant étre non-linéaire (vitesse non constante). Pour le SIDA, c’est la quantité
de lymphocytes CD4+ dans le sang qui indique le stade de la maladie. A partir d’un tauz
inférieur a 500 cellules/mm3, un patient séropositif entre en phase finale de SIDA. Dans ce
cas, l’état d’avancement peut étre défini comme la différence entre le taux de lymphocytes
CD/+ pour un sujet sain (800 cellules/mm3) et le taur mesuré. Cette quantité ne croit
pas linéairement en temps ni uniformément suivant les séropositifs, puisque ’on observe
des périodes de latence et de recrudescence de durées variables (cf. [59] par exemple).

5. Rotenberg [109] s’intéresse a des cellules dont la vitesse de dégénérescence (sénescence) est
variable. Le trait x > 0 est la vitesse de vieillissement. Comme Rotenberg permet a cette
vitesse de changer ponctuellement au cours du temps, l’dge d’un individu est une fonction
du temps croissante affine par morceaux.

Nous donnons maintenant quelques propriétés du flot (2.1.3) qui seront utiles pour la suite.

Proposition 2.1.7. Soient x € X, tg € Ry et ag € Ri. Sous les Hypothéses 2.1.4,

VT >0, Vt € [0,T], |As(t, to, a0)| <+/(2|ao|? + 402dT) exp (40°T) . (2.1.4)
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Démonstration. Soit T' > 0. Par les Hypotheses 2.1.4, V(x,a) € X,

d

d
o(z, ) = |vi(z,a)? <0* ) (1+a;)* < 20° (d+]al?) . (2.1.5)
=1 =1

Alors, par définition du flot (2.1.3) : V¢ € [0, T7,

t
A:E (tv to, aO) =ap + / U(:U7 A:E(ua to, G‘O))du'
0
t
| A (t, to, a0)|* <2|aol® + 452/ (d+ | Au(u, to, ao)[?) du < (2|ag|* + 40%dT)e*™ T, (2.1.6)
0

par le Lemme de Gronwall. |

La Proposition 2.1.8 nous fournit un lien entre le flot (2.1.3) et les équations aux dérivées
partielles (2.1.7) et (2.1.8) qui apparaitront souvent dans la suite de ce travail.

Proposition 2.1.8. Soient x € X, v € Co’l(é’?,Rd) satisfaisant I’Hypothése 2.1.4, et A, est le
flot défini a la Proposition 2.1.2.
(i) Soit fo € CO1(X). L’équation suivante paramétrée par x : Va € R%, Vt € Ry :

[ Hlon ito 9oy —o (2.17)

f(x’ a, 0) = fO(l', a),
admet une unique solution f € Coﬁl’l(f x Ry) définie par :
Vt € Ry, V(z,0) € X, f(z,a,t) = fo(z, Ax(0,,0)).

(i) Soit T > 0 et ¢ € CONX). L'équation avec condition au temps T paramétrée par x :
Va € R%, Vt e Ry :
of —
{ W(x,a,t)—i—v(a;,a)vaf(:c,a,t) _0 (218)

f(l‘, aaT) = ¢($a CL),

admet une unique solution f € CO21(X x R, définie par :
Vt e Ry, V(z,a) € X, fz,a,t) = ¢(x, Ax(T,t, a)).

Démonstration. Les équations aux dérivées partielles (2.1.7) et (2.1.8) sont des équations de
transport (cf. [53], [45] par exemple). La démonstration est donnée en Annexe A.1. |

Remarque 2.1.9. Dans le cas d’un dge scalaire (d = 1) et si v = 1, la solution de (2.1.7)
est donnée par : V(z,a) € X, Vt € Ry, f(v,a,t) = fo(z,a — 1), et la solution de (2.1.8) par
V(z,a) € X, Vt € Ry, f(z,a,t) = p(x,a— (t—T)). O

2.1.3 Morts et interactions

Les capacités de survie d’'un individu (z,a) € X sont fonctions de (z,a) et dépendent
également des interactions (coopérations et compétitions) de I'individu avec le reste de la popu-
lation. Nous présentons la modélisation retenue pour le taux de mort d’un individu. Les durées
de vie et les probabilités de survie des individus sont ensuite considérées.

Soit un noyau borné U : X x f~—> R ol d. € N* est le nombre d’interactions prises en
considération. Pour (z,a), (y,a) € X, U((x,a), (y,«)) modélise 'action exercée par l'individu
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(y,a) sur (x,a). Le taux de mortalité d’un individu (x,a) dans la population Z € Mp(X) est
d(x,a, ZU(z,a)), avec d : X x R% — Ry et :

20 (3,a) = /)? U(z, a), (y, 0)) Z(dy, da).

Lorsque Z = Zf\il 0x;,a;» 1€ terme d’interaction s’écrit de la facon suivante :

avec les notations de la Définition 2.0.2.

Hypothese 2.1.10. Les hypothéses suivantes sont faites sur U et d :
1. Le noyau U est borné : 3U > 0, V(z,a), (y,a) € X, |[U((z,a), (y,a))| <U.
2. Le tauzx d est continu et uniformément lipschitzien par rapport au terme d’interaction :

ILg > 0, Vu,v € R%, Y(z,a) € X, |d(z,a,u) — d(x,a,v)| < Lg|lu — ).
Nous supposons de plus que d est au plus linéaire par rapport au terme d’interaction :
3d > 0, V(z,a) € X,Vu € R%, d(x,a,u) <d(1+ |ul]).
3. Nous supposons qu’il existe un tauxr de "mort naturelle” d : X — R, tel que :

V(x,a) € X, Vu € R, d(z,a,u) > d(z,a),

+00
et tel que : Vo € X, Vtg € Ry, Vag € Ri, /t d(z, Ay (t, to, ap))dt = +oo. (2.1.9)
0

Le troisieme point de 'hypothese 2.1.10 est lié aux notions de durée de vie et de survie :
Définition 2.1.11. La durée de vie d’un indwidu de trait x € X, né au temps c € Ry et vivant
dans une population représentée par (myi)ier, € D(Ry, Mp(X)), est la durée séparant sa nais-

sance et sa mort, qui se produit au temps t > ¢ avec taux d(x, Ay(t,c,0),m; U(x, Ax(t,c,0))).
1l s’agit donc d’une variable aléatoire de densité :

s € Ry = d(w, Az(c+5,¢,0), mcrs)U(z, Az(c + 5,¢,0)))
c+s
exp (—/ d(z, Az(u,c,0),m,U(x, Az(u, c, O)))du> . (2.1.10)
c

On peut remarquer que l'expression (2.1.10) définit bien une densité de probabilité, puisqu’il
s’agit d’une application intégrable positive telle que :

+o0
/ d(xz, Az(c+ s,¢,0),mersU(x, Ay(c+ s,¢,0)))
0

cts
X exp (—/ d(z, Az (u, c,0), m,U(x, Az (u,c, O)))du> ds
c
+oo

_ [_exp <_ / C+sd(m,Am(u,c,O),muU(x,Ax(u,c,O)))du” _1

s=0

par le point 3 de ’hypothese 2.1.10, qui donne :

0 S llm 6_ fCC+S d(xaAz(uvcvo)7muU(x7Az(uvcvo)))du < llm e_ f;“’s d(Z‘,Az(u,C,O))dU — O

s§——+400 s—+00
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Définition 2.1.12. La probabilité de survie est la probabilité 11(x,to, ap,t) qu’un individu de
trait x € X, d’ages ag € Ri au temps tg € Ry, et vivant dans une population représentée par
(mit)ier, € DRy, Mp(X)), soit toujours vivant au temps t > tg :

+oo
H('r7t07a07t) = / d<x7A:L‘(Sat07a0)7mSU($7Am(SatO7QO)))
t

X exp (—/ d(x,Ax(u,to,ao),muU(:U,Az(u,to,ao)))du> ds. (2.1.11)

to

Remarque 2.1.13. Par le point 8 de ’hypothése 2.1.10, nous avons :

t
II(z,tg,a0,t) = exp <—/ d(:c,Ax(u,to,ao),muU(x,Az(u,to,ao)))du>,

to

et : lim II(z,tp,a0,t) = 0.

t—+o00

Ceci donne une signification biologique au point 8 de U’hypothése 2.1.10, en exprimant que la
probabilité qu’un individu vive éternellement est nulle.

Lorsque la fonction déterministe (1m¢)ier, € D(Ry, M #(X)) est remplacée par le processus
aléatoire (Z;)ier, € D(R4, Mp(X)), la probabilité de survie s’écrit :

II(z,t0,a0,t) = E [exp (— /t d(z, Ax(u,to,ao),ZuU(x7Am(u,to,a0)))du>] .

to

Exemple 2.1.14. 1. On peut considérer des tauz de mort linéaires par rapport au terme de
compétition : ¥(x,a) € X,VZ € Mp(X),

d(z,a, ZU(x,a)) = d(z,a) + d' (z,a) //? U((z,a),(y,a)Z(dy, da). (2.1.12)

La fonction d € Cb(/\:,’, Ry) est le taux de mort naturelle (en absence de compétition) tandis que
la fonction d' € Cyp(X,R4) module le terme de compétition.
2. Dans le cas ou U =1, on a :

V(,a) € X,VZ € Mp(®), ZU(z,a) = (Z,1) = /

X

Z(dzx,da),
et siV(x,a) € X, Vu R, d(z,a,u) = d(x,a) + nu avec d comme au Point 1 et n > 0, alors on
obtient le tauz de mort logistique défini par (cf. [56], [124] Section 5.4) :

V(z,a) € X,VZ € Mp(X), d(z,a,ZU(z,a)) = d(x,a) +n{Z,1).

3. Dans une population avec deux espéces en interaction distinguées par leurs traits x € {1,2},
on peut chotsir une fonction de compétition U telle que :

~ +o0 +o00

V(z,a) € X, ZU(xz,a) = (uu/o w(a)Z({1},da) +u12/0 w(a)Z({Q},da)) Limny
+00 400

(o [ @200 d0) v [ w@2(02),d0)) 1oy

ot w est un noyau positif, w(a) mesurant la pression exercée par les individus d’dge a, et o
wij, i,j € {1,2} sont des constantes positives mesurant la compétition exercée par un individu
de type j sur un individu de type 1.
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4. Les traits sont la taille a la naissance xg > 0 et le taux de croissance g > 0. La taille z(xg, g, a)
d’un indiwidu de trait (zg, g) et d’dge scalaire a > 0 est donnée par :

az(xg,g,a) = o + ga.

Le noyau suivant, exprimant une compétition asymétrique basée sur la différence de tailles, a
été proposé par Kisdi [14] :

Y(xo,9,a) € X, ZU(x9,9,a) = /~ U(zg + ga — x6 — g’a))Z(d(xf)), dg,dc),
X

1
ou :Vr e Ry, U(x)=Up(1— ,
+ Ulz) 0 < l—i-clexp(—ch))
avec Uy, c1 et co des constantes positives.
5. Considérons un dge scalaire a € Ry. Si l'on souhaite que l’dge d’un individu n’excede pas une
valeur positive a', nous pouvons définir d tel que :

Vo e X, Va > al, Vu e R%, d(z,a,u) = +oo. (2.1.13)

2.1.4 Suggestions de généralisations possibles

Le modele que nous avons retenu peut étre enrichi. Nous mentionnons quelques généralisations
possibles pour décrire des phénomenes plus complexes ou des exemples biologiques précis.
1. 11 est possible de modéliser des phénomenes d’immigration/émigration, des changements de
traits au cours de la vie de I'individu (et pas seulement a la naissance lors de mutations) et d’in-
clure une structuration spatiale avec déplacement en ajoutant les événements correspondants a
la dynamique de la population. Les problemes de structuration spatiale ont été étudiés dans le
cas sans structure d’age par Champagnat et Méléard [23].
2. Des phénomenes tels que la saisonnalité peuvent étre modélisés si on laisse les parametres
dépendre du temps.
3. Les ages des individus a la naissance sont égaux a 0. Il pourrait cependant étre intéressant
(par exemple pour l'avancement d’une maladie) de permettre a cet age de dépendre de celui du
parent. Pour I’épidémie du SIDA, par exemple, on constate empiriquement que les personnes
infectées par un séropositif pour lequel la maladie est développée ont un temps d’incubation plus
court et atteignent plus rapidement le stade final de la maladie.
4. Les termes de non linéarité n’affectent ici que le taux de mortalité. Les mécanismes régissant
les naissances et les mutations sont supposés résulter de phénomenes intrinseques (mutations
pendant la phase de reproduction clonale, absence de compétition sur les naissances dans cer-
taines populations asexuées...) et ne dépendent pas de 1’état de la population.

2.2 Processus microscopique

Dans cette section, nous commencons par introduire une équation différentielle stochastique
dirigée par une mesure ponctuelle de Poisson, et nous étudions l'existence et 1'unicité de ses
solutions (Section 2.2.1). A la Section 2.2.2, nous montrons que la solution de cette équation
différentielle stochastique est un processus de Markov dont le générateur infinitésimal correspond
a la dynamique décrite a la Section 2.1.

Définition 2.2.1. Sur l’espace probabilisé (0, F,P) :

1. Soit une variable aléatoire Zy € Mp(X) telle que :

E({(Zo,1)) < +o0, (2.2.1)
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2. Soit Q(ds, di,df,dx") une mesure ponctuelle de Poisson sur Ry x € : =Ry x N* xRy x X
d’intensité ds @ n(di) @ df @ P(dz') et indépendante de Zy.

On note (Fi)ier, la filtration canonique engendrée par Zy et Q. L’évolution du processus Z a

valeurs dans Mp(X) est décrite par :

N() t
2t =D 8(Xu(20), Ax, ) (0 A7) T /0 /g Li<n,_3 [5<Xi<zs_>,Axi(zs,>(t,s,o>>1{osa<m1<s,zs_m/)}
=1

F0(ar, A, (8,5,0)) L{mi (5,20 ie")<0<ma(s,Z0_ ')}
= 0(Xi(Ze ) Ax,(ze ) (t5,Ai(Zs_)) Moo (5,2, i) <0<ms(s,Zs_ ,i,m’)}} Q(ds,di,df, dx"), (2.2.2)

ot pour tout s € Ry, Ny est défini en (2.0.2), ot pour tout x € X, A, : (t,8,a0) € Ry x Ry x
R A, (t,s,a0) € R? est le flot de Uéquation (2.1.2) défini en (2.1.3), et ot :

mi(s, Zs_,i,2") = (1=p(Xi(Zs_), Ai(Zs ))0(Xi(Zs_ ), Ai(Zs )k(Xi(Zs_), Ai(Zs_), o)
ma(s, Zs_,i,x') = mi(s,Zs_,i,x)

+ p(Xi(Zs_), Ail(Zs ) W(Xi(Zs_ ), Ai(Zs ) k(Xi(Zs_), Ai(Zs_ ), 2)
m3(s, Zs_,i,2") = ma(s, Zs_,i,1)

+ d(Xl(Zs ),Ai(Zs,)7Zs,U(Xi(Zs,),Ai(Zs )))k(Xl(ZS ),Ai(Zsi),SCI).

Remarque 2.2.2. Comme le flot Ay(t,s,ag) (2.1.3) est déterministe et mesurable en x et ag,
Uintégrant dans (2.2.2) est (F)-prévisible. O

Remarque 2.2.3. L’interprétation de (2.2.2) est la suivante. L’état de la population au temps
t est obtenu en considérant les particules initiales avec leurs ages au temps t, en ajoutant les
particules nées entre s = 0 et s =t avec leurs dges au temps t, et en supprimant celles qui sont
mortes avant t. g

Remarque 2.2.4. Soit Ty = 0. Supposons qu’au temps s € Ry, leffectif Ny de la population soit
fini. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4 et 2.1.10, il existe une constante positive C (par ezemple
b(1+k)+d) telle que le tauzx de saut global au temps s € Ry soit majoré par CNs_(1+N,_), fini.
Il est donc possible de définir presque siurement la suite (Ty)ren+ des temps de sauts successifs
de Z. Comme il s’agit d’une suite croissante,

T = lim Tj. (2.2.3)

est également défini presque stirement. Nous montrerons a la Proposition 2.2.5 que sous l’hy-
pothese (2.2.1), Tog = +00 P-p.s. O

Pour t < Ty, les quantités Ny (2.0.2) et [5]a|Z;(dx,da) sont finies, mais non bornées. On
introduit donc les temps d’arrét suivants. Soit N € R fixé.

v =inf {t >0, N; > N}. (2.2.4)

(N =inf {t >0, N: > N ou /~ la|Z(dx, da) > N} . (2.2.5)
X

2.2.1 Existence et unicité des solutions de (2.2.2)

Proposition 2.2.5. Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10 et en supposant (2.2.1) satisfaite :
(i) L’équation différentielle stochastique (2.2.2) admet une solution (Z;)icr, € D(R, Mp(X))
telle que pour tout T > 0, Ny défini en (2.0.2) satisfait :

E| sup N, | <E(Np)e'T < +oo. (2.2.6)
te€[0,T]
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(i) Si de plus le tauz de mort vérifie : 3d > 0, ¥(x,a) € X, VZ € Mp(X),

d(z,a, ZU(x,a)) > d(Z,1), (2.2.7)
alors Vt € Ry,
E (No) eb'b/d

E(Ny) <n(t), ou n(t) = (E/J+E(N0) (eEt—l))' (2.2.8)

Démonstration. 1l est P-presque stirement possible de construire algorithmiquement une solution
de (2.2.2) sur [0,T[, ot To est le temps aléatoire défini en (2.2.3) (cette construction sera
détaillée a la Section 2.3.1). Nous allons montrer que Ty = +oc P-presque stirement, ce qui
montrera l'existence d’une solution dans D(R;, Mp(X)).

Soient N > 0 et 7 le temps d’arrét défini en (2.2.4). Nous avons pour ¢t € Ry :

tATN
(Zinry, 1) =No +/0 /gl{i<N5_} (1{0§9<m2(s,ZS_,i,x’)}
— 1{m2(s,Z5_ i,3')<0<ms(s,Zs_ 77:756/)}) Q(ds, dZ, d0, d;(;/> (229)
tATN
SN() + / /2; 1{i§NS_ ,0S9<m2(8,zs_ 774'7$/)},Q(d87 dZ, d@, dﬂ?/)
0

En prenant ’espérance, et par le Théoreme de Fubini (les intégrants sont bornés par ’'Hypothese
2.1.1 et par le choix de 7y) :

t _
E( sup Ns> <E (No) +5/ E( sup Nu) ds < E(Np) e, (2.2.10)
0

s€[0,tATN] u€[0,sATN]

par le Lemme de Gronwall.
Le membre de droite de (2.2.10) est indépendant de N. Une premiere conséquence est que

lim 7n = 400, P — presque strement. (2.2.11)
N—+4o00
Montrons-le par ’absurde. S’il existe M < 400 et un ensemble Ay; C §2 de probabilité stricte-
ment positive tels que Yw € Ay, imy 400 Th(w) < M, alors,

VT >M,E| sup N;|>P(Ay)x N. (2.2.12)
te[0,TATN]

Ceci est contradictoire avec (2.2.10) car le membre de droite de (2.2.12) ne peut pas étre majoré
indépendamment de .
Le lemme de Fatou nous permet alors de nous affranchir de 7y dans (2.2.10) :

E | iminf sup N;| < liminfE sup Ny éE(N0)65T<+OO, (2.2.13)
N—+004e(0,TATN] N—+oo te[0,TATN]

ce qui prouve (2.2.6).
On en déduit que presque sirement T, = +00. Raisonnons a nouveau par I’absurde. Sup-
posons qu'il existe M < +oo et un ensemble Az C €2 de probabilité strictement positive tels

que Yw € Az, Too(w) < M. Si:
Yw € AM’ kEm N, (w) = +o0, (2.2.14)

—+00
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alors, nécessairement, VN > 0, Vw € Az, 7n(w) < M, ce qui contredit (2.2.11). Il nous reste
donc & prouver (2.2.14). Supposons que (2.2.14) ne soit pas vérifiée. Il existerait N’ > 0 et un
ensemble B C Ag; de probabilité strictement positive tels que

Vw € B, Vk € N, Nr, (w) < N'.
Pour tout w € B, on peut alors construire les instants (7j(w))geny comme une sous-suite
des points d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité bN’' + dN'(1 + N’) dont la seule
valeur d’adhérence est +oo P-presque surement, ce qui est absurde car on a supposé que

Vw € B, Too(w) < M. (Cette construction sera détaillée lors de la construction algorithmique
de la Section 2.3.1).

Considérons maintenant le Point (ii). En prenant I'espérance dans (2.2.9) :

E (Nonry) =E (No) + E < /0 o /;; (bx, ) — d(z, a, Z.U (x, a))) Zs(dz, da) ds)
<E (No) + E < / o (BNS - JN,?) ds>
0
<E (NO) + /Ot (EE (NSATNI{SSTN}) - JE (NSZ/\TN]‘{SSTN})) ds

par le théoreme de Fubini. Alors :

t — ~
E (Ntl{tng}) <E (Nt/\’TN) <E (NO) + / <bE (Nsl{sng}) —dE (Nsl{ngN})2> ds
0

De plus, 'application t — E (Ntl{tgm}) est de classe C! par théoreme de dérivation sous le
signe somme :

— Soit tg € Ry. P-presque stirement, ’application suivante est dérivable en ty de dérivée
continue :

t— /0 /)? (b(z,a) — d(z,a, ZU(x,a))) Zs(dz, da) ds

— Cette application est bornée par tg (l_) +d(1+ N)) N, et sa dérivée, par (l_) +d(1+ N)) N,
qui sont intégrables.
Soit 1 la solution de 1’équation logistique suivante :

% = bn(t) (1 — Z%) , n(0) =E(Np). (2.2.15)

L’équation (2.2.15) admet une unique solution dans C!'(R,,R) par le théoréeme de Cauchy-
Lipschitz global (cf. [126] par exemple) et cette solution est donnée par (2.2.8) (cf. Murray [100]
ou Webb [124] par exemple). On en déduit :

Vi € Ry, E (Nelg<ryy) < n(t).

Par un argument similaire a (2.2.13), on peut se débarrasser de 7 en faisant tendre N vers
+00. u

Proposition 2.2.6. On a unicité forte pour l’équation différentielle stochastique (2.2.2).
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Démonstration. Soient Zyg € Mp(X ) une condition initiale et Q(ds, di, df, dx’) une mesure ponc-
tuelle de Poisson satisfaisant les hypotheses de la Définition 2.2.1. Pour k& = 0, la mesure Zj est
déterminée de facon unique par le couple (Zy, Q). Nous allons montrer par récurrence que les
couples (Ty, Z1, )ken sont déterminés de fagon unique par (Zp, Q). Supposons que pour k € N,
(Tk, Z7;,) soit déterminé de fagon unique par (Zp, @), nous allons montrer que (Ty41, Z7;_,) l'est
également. On définit :

Ny,

Vt > Ty, ZF(dx, da) 25 )(d:c,da),

Xi(Z1,),Ax; (27, ) (T, Ai(Z1y))

qui est déterminé de facon unique par (7, Zr, ), donc par (Zp, Q). Comme :

t
) _ . 12
Tt = inf {t > T, /Tk /g 1{iSNTk70§9<m3(s,Z§, ,i,x’)}Q(dS’ di, df, dz ) = O} ’

Ti 41 est déterminé de facon unique par (Zo, Q). Soit 'atome (Ty i1, Ixr1, Opr1, X ) corres-
pondant de la mesure de Poisson (). Comme :

_ 7k _
ZTkH(dx’ da) = ZTk+1 (dz, da) + 5(X1k+1(ZTk)’O) (dz, da)1{0§®k+1<m1(Tk+1,Zka+1>,Jk+1,X;Q+1)}

+5(X’

k10

0)(dz,da)l

{m1(Tk+17Zé“Tk D Ik+1»Xk+1)<®k+1<m2(Tk+1:Z( oA+ 1,X o)

-0 (dz,da)l

9

(X1 g1 (Z1, )AL, 4 (FZ'FT,QH), ) {mz(TkH,Z(kaHL e+1,X5 1) <Ok 41 <m3(Tk+1»Z(ka+l)7 e+, X5 1)}

Z1,,, dépend de facon unique par (Tg1, Ixt1, 9k+17Xllc+17 Zk, Zr,), donc de (Zy, Q). |

2.2.2 Générateur infinitésimal
Nous commencons par un lemme préliminaire.

Lemme 2.2.7. Soient F € C*(R,R), et (f : (z,a,s) — fs(z,a)) € By(X x Ry, R) telle que
Ve € X, ((a,s) — fs(z,a)) € Cg’l(Ri x Ry, R), avec des dérivées bornées uniformément en
x e X. Alors, Vt e Ry,

F(Ze ) = F (Zo, fo)) + / < Zo wWafs + 2o > F'(Zs, £.)) ds (2.2.16)

/ / 1{1<N, < S_» fs> + fs( z( Ss_ ) 0)) - F (<Zsf7 fs>)) 1{0§0<m1(s,ZS7,i,z’)}
Zs ; fs> + fs(m O)) F ((Zs,a fs>)) 1{m1( Zs_ i’ )<0<ma(s,Zs_ i,x’)}
+ (F (<Zs,7 fs> - fS(Xz(Zs,)aAl(Zs,») - F (<Z377 fs))) 1{m2(s,Z57,i,m’)§0<m3(s,257,i,x’)}i| Q(ds,dz,d@,dx')

Démonstration. Soit t € Ry. En intégrant f;(x,a) par rapport a (2.2.2) :

(Zt, fr) th i(Zo), Ax,(20)(t,0, Ai(Z0)) / /1{1<N } ft Xi(Zs_), Ax,z, H(t, 8,0)>
><1{0§0<m1(s,zs, iy e (@ Awr (t,5,0)) L, (5,2, o0y <0<ma(s,Z._ i)}
— e (XilZo)s Axz (15, ANZo ) Va2, iy <0<ms(o,7, ey} | QUds, di dB, da),
Comme Y(z,a) € X,V0<s<t,

il An(t5,0) = o)+ [ (T Ao, + 0l A0V A 5,0) )
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on en déduit :

(Zy, fr) = Zfo (Zo)) (2.2.17)

/ / 1{7.<N } fs z( s,) ) 1{0<9<m1(5 Zs_i,x')} + fs (l‘/, O) 1{m1(s,Z57 i, )<0<mo(s,Zs_,i,2’)}

- fs z( s,)7 Az(Zs )) 1{m2(s Zs_i,x')<0<mg(s,Zs_ i,x')} Q(d87d27 d97d$/) + T + T2+ 15 + 1y,

t No
oh ) = /Z(afs (Z0). A, ) (5.0, Ad(Z0)

Zo) AX (Zo) (S O A (Zo)))Vafs(Xi(ZO)aAXi(Zo)(SvovAi(ZO)))) ds
Ofu
TQ / /1{z<N }/ (8]; (Xi(Zs_)aAX@(ZS_)(,U’)S’O))

+0(Xi(Z ) Ax, (7, (15,0)) VaFul Xil(Zs), Ax, 7, ) (1,5,0)) ) du
L{o<o<m (5,2, i) @(ds, di, df, da’)

t o ”
T3 :/ /1{i§Ns,}/ (aj; (2, Ap (u, 8,0)) +v(2', Apr (u, 5,0)) Vafu(:r’,Am/(u,s,O))> du
1{m1 (8,Zs_ i, x")<O0<m2(s,Zs_,i I/)}Q(ds,di,dG,dwl)

ti= [ [ ey [ (2220 Ax o s A Z0)

+ u(Xi(Zs_), Axy(z, ) (u, 5, Ai(Zs ) Vafu(Xi(Zs ), Axy(z, )(u, S»Ai(Zs_)))) du
1{’”’7]2(5,257 ,i,w’)§9<m3(s,257 ,i,z’)}Q(d87 dl, d@, d.]?l)

Par la Proposition 2.1.7, les Hypotheses 2.1.4 et le fait que les dérivées de f par rapport a a et
u soient bornées, on peut appliquer le théoreme de Fubini a T3 et :

t u af
T:// /li <u 2, Ay(u,s,0
s= ) ) Hsvey 5 | ( )

+ U(x’, A:c’ (u, S, 0))vafu(x/a Ar’ (u, S, O))) 1{m1(s,Z5_ 4,2 ) <O0<ma(s,Zs_ ,i,x’)}Q(dsa di, d@, dw’)du.

Il en est de méme pour T3 et T4. On reconnait alors, par (2.2.2) :

T+ To+Ts+Ty = /t [/)? (%{j(az,a) +v(z,a)Vafulr, a)> Z,(dx, da)} du (2.2.18)

0

Par (2.2.17) et (2.2.18) on trouve :
t
(Z, fi) = (Zo, fo) + / <Z e vafs>

//1{Z<NS fs 7,( 57) )]—{0<6’<m1(s Zs_ ,zx’)}+fs (l' 0) 1{m1(sZs 4,x!)<0<mo(s,Zs_,i,a')}
_ fs z 5_),141'(25 )) 1{m2(s Zs_ix )§9<m3(s,Zsi,i,m’)}} Q(ds,di,da,dx/). (2.2.19)

En appliquant la formule d’Itd avec termes de sauts & (2.2.19) et & F € C!(R,R), on obtient
(2.2.16). ]

Nous pouvons maintenant vérifier que :
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Théoreme 2.2.8. Soit Zy € ./\/lp(z'?) déterministe telle que :
No = (Zp,1) < 400 et /~ la|Zo(dz,da) < +oo. (2.2.20)
X

Le processus (Zt)ier, € D(R, Mp(X)) introduit ¢ la Définition 2.2.1 et issu de Zo est un
processus markovien de générateur infinitésimal défini par : Vf € Cl?’l(X,R), VF € Cé(R,R),

LFY(Z0) = 5B (Fy(Z0)) Lo = [ 0(0,0)Vaf (0,0) " ((Zo, 1)) Zo(d, da)
X
b [ 20+ ) = Fy (20) o)1 = oo, 0) Zo(dn, )
/f /X (Ff (Zo + 5(37/70)) — Fy (ZO)) b(z,a)p(z,a)K (z,a,dr") Zy(dz, da)
+ /ﬁ (Ff (Z() - 5(1,(1)) - Ff (Z())) d((E, a, Z(]U(LC, CL))Z()(dLC, da) (2221)

Démonstration. Par construction, (Z;);cr, est un processus markovien de D(R, M p(X)). Cal-
culons son générateur infinitésimal. Soient f € Cl? (X, R) et F e Cl(R,R). Soient

N > max (No,/~ ]a!Zo(d:):,da)> >0
X

et (i le temps d’arrét défini en (2.2.5). Par le Lemme 2.2.7 :
tACN
B(Fy(Zinc) = E(FZa) 4 B ([ (2 o¥af) /(2 1) )

IACN
+E {/ /1{1<Ns { F((Zs_, )+ [(Xi(Z52),0)) = Fy (Zs_)) Lo<o<ma(s,7,_ian)}
Zs ) f + f :1: 0 ) Ff ( )) 1{m1(s Zs_ i@ ) <O0<ma(s,Zs_ ,i,x’)}

+ (F (<Zs_7 f> - f( ( )7Al( ))) - Ff (ZS_)) ]-{mg(s,ZSi,i,x’)§9<m3(s,Z37,i,x’)}}
Q(ds,di,do, dwl)} =E(Ff(Z)) +E(¥(tANCN, Z)),

w(t, 7) // (2,0)V o f (@,0) F' ((Z, £)) + (F ((Zs, ) + F(2,0)) — Fy (Z,)) b(z, a) (1 — p(, a))

+/X F((Zs, [)+ f(2,0)) — Ff (Z)) b(x, a)p(x,a) K (2, a,dz")
+(F ((Zo f) — [(2,0)) — Fy (2,)) d(, 0, 25U (z,0))] Zs(d, da) ds (2.2.22)

Soit T' > 0. L’application t € [0,T] — Y (t Ay, Z) est :
— dominée P-p.s. par

TN (02N Vafllool F'lloo + b2[ Flloo + 2/ Fllocd(1 4+ N)) < 400,
— dérivable en t = 0 P-p.s. car Z est cad et {(y > 0 P-p.s. de dérivée :

M0, 20) = (0. vVuf) ' (2. 1)
—i—/ (F ((Zo, )+ f(x,0)) = Ff (Zo)) b(x,a)(1 — p(x,a)) Zo(dz, da)
/ / ((Zo, 1) + F(',0)) — Fy (Z0)) bla a)p(e, a) K (2, a, da') Zo(d, da)

—I—/} (F ((Zo, [) = f(z,a)) = Ff (Zo)) d(z,a, ZoU(x,a)) Zo(dx, da) (2.2.23)
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dominée P-p.s. grace a (2.2.20) par :
o (ot [ lalZo(dz. ) ) 1V ol + 21 Vo + 21 Flld(1 + No)¥y < .
X

Par le théoreme de dérivation sous le signe E, I'application t +— E (F§(Ziacy ) est dérivable en
t =0 de dérivée (2.2.21). [

2.3 Simulations

2.3.1 Algorithme de simulations

En nous inspirant des algorithmes proposés par Fournier et Méléard [49] et Champagnat et
al. [22], il est possible de simuler de fagon exacte le processus Z de la Définition 2.2.1, en tirant
des variables aléatoires indépendantes et en mettant en oeuvre des techniques d’acceptation-
rejet. Les populations étant discretes, il n'y a pas de schéma de discrétisation supplémentaire
lorsque 'on sait calculer explicitement le flot (2.1.3) et les procédures numériques sont biologi-
quement interprétables.

Soit Zy € M p(é’? ) une condition initiale, éventuellement aléatoire, donnée ou simulée, telle
que E (Np) < +o00. Nous allons simuler une succession d’événements de naissances (avec ou sans
mutation) et de morts qui vont modifier I'effectif de la population. Posons par convention Ty = 0
pour I’événement numéro 0.

Nous procédons par récurrence. Supposons que nous ayons déja simulé k événements (k € N),
et que le dernier de ces événements ait eu lieu au temps 7Tj. La taille de la population N7, =
(Z1,,1) a l'instant T}, est finie et le taux de saut global est majoré par bN7, + d(1 + Nz, )Nt ,
fini. Nous mettons en oeuvre une méthode d’acceptation-rejet pour déterminer I'instant Ty
du k+ 18Me ¢yénement et la nature de cet événement : & partir du temps T}, nous simulons des
temps (Tg1¢)een Suivant un processus ponctuel de Poisson d’intensité bNt, + d(1 + N, )Nz, ; le
premier instant 7x1¢ accepté par la procédure définit Ty .

= N, et £:=0.

1. On simule une variable exponentielle ¢, indépendante, de parametre 1 et on définit
Thtt41 = Tkt + ko) [DNT, + d(1 + Np, ) N7,

2. Sur lintervalle [Tgis, Tkte+1[, seul le phénomene de vieillissement se produit. Pour i €

[1, N1,], I'age de l'individu i de trait X;(Z,_,) devient au temps 7(j 41

0. On pose 7% := Ty, N;

k

AX(Zoy, ) Tht 1, Tt Ai(Zr ),

ou A(t,s,a), Xi(Z) et A;(Z) ont été définis aux Proposition 2.1.5 et Définition 2.0.2.

3. On simule une variable aléatoire I}, ; & valeurs entieres, uniformément distribuée sur [1, Nz, |,
et on définit les quantités suivantes dans [0, 1] :

L4 m1(7k+(+17 ZT(k+g+1)7 9 Ik,é)
b(XIk,Z (ZT(k:+£+1)— )7 Afk,e (ZT(k+z+1), )) (1 - p(XIk,e (ZT(k+E+1)7 )7 Afk,tz (ZT(k+1{+1)7 )))
bN7, +d(1+ Ng,)Nr,

® M2 (Tht b1, Zryogny s Ikt) = M Tkt 1, Zrgy iy s kst)

i b(XIk,Z (ZT(kJrZJrl)— )7 Alk,z (ZT(k+Z+1)7 ))p(XIk,e (ZT(k+Z+1)7 )7 Afk,z (Z‘I’(k+z+1), ))
bNT, +d(1 + Np, )N,
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o m3(Tk+€+17 ZT(;C+4+1)7 ) Ik,f) = mQ(Tk-‘ré-‘rl? ZT(k+z+1)7 ) Ik’,f)

d (ka,z (ZT(k+Z+1)— )’ AI}c,e (ZT(k+E+1)7 )7 Z‘F(k+z+1), U(ka,e (ZT(k+Z+1)— )7 Alk,z (ZT(k+Z+1)7 )))

+ — =
bNr, + d(1 4+ Np, )N,

4. On tire une variable aléatoire ©y ¢ de loi uniforme sur [0, 1]

(a) Si0< Ok < Mi(Thttt1, Zriyppry » Ike), alors le k + 16M€ ¢yvénement a lieu : I'indi-

vidu I}, , donne naissance a un clone d’age 0 € R‘i et on définit Tg11 = Trto41.

(b) Si M1 (Thper1s Zrgrpinys Iht) < Orp < M2(Threr1, Zryypiry » Ihe), alors le k + 19M€
événement a lieu : I'individu I , donne naissance a un mutant de trait tiré dans la
loi K(X71, ,(Zrys0i1)s Al (Z ,da’) et d’ages 0 € R%. On définit Ty = Thror1-

Tk+é+1)

(c) Si Ma(Thies1s Zrgyponys Iht) < Okp < M3(Thrtr1, Zryppany » Iip), alors le k + 16M€
événement a lieu : I'individu I, y meurt, et on définit 71 = Tpyo41.
(d) Sims(Tites1, Z7<k+e+1)— ,I0) < Oy ¢ alors rien ne se produit. On reprend ’algorithme

en 1. avec NN, 16M€ &dyénement.

Tk+4£+1

= N, et /+1 ala place de £ jusqu’a obtenir le £+

Remarque 2.3.1. A chaque individu, on peut associer trois horloges déclenchant respectivement
les événements de naissance (avec ou sans mutation) et de mort. L’événement qui se produit
correspond au minimum de toutes ces durées, pour l’ensemble des individus.

2.3.2 Exemples

Des simulations relatives a des exemples précis, définis en collaboration avec R. Ferriere, sont
maintenant présentées. Pour chaque exemple, nous avons relancé plusieurs fois les simulations, et
nous présentons a chaque fois une simulation particuliére. Les simulations ont été implémentées
avec les logiciels R (open source!) et MATLAB.

2.3.2.1 Exemple 1 : une compétition fondée sur la taille dans un modele de popu-
lation structurée par age
Ici, les individus de la population considérée sont caractérisés par :
1. la taille & la naissance z¢ € [0,4] qui est le trait héréditaire soumis aux mutations

2. un age physique scalaire a € [0,2], associé a une vitesse de vieillissement v = 1 et ne
pouvant pas dépasser un age maximal égal a 2,

3. une taille x croissante en fonction de 1’age :
x =z +ga, (2.3.1)

ou g est le taux de croissance fixé et supposé identique pour tous les individus.

Un individu de trait z¢ € [0,4] et d’age a € [0,2] donne naissance au taux :
b(ZC(]) =4- ZQ-. (232)

La décroissance en x( traduit que le cout pour donner naissance & un nouvel individu est fonction
croissante de la taille attendue de cet individu (ce trait étant héréditaire, xy est également la
taille & la naissance du parent).

Avec probabilité p = 0,03 constante, il se produit une mutation. Le nouveau trait est choisi
de la fagon suivante :

"http ://www.r-project.org/
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1. On simule une variable gaussienne y,, d’espérance 0 et de variance 0, 01.
2. Le nouveau trait est : z{; = min(max(0, o + Yz, ),4) (loi normale tronquée a [0, 4]).

Avec probabilité 1 —p = 0,07, il ne se produit pas de mutation et le descendant de 'individu
a le méme trait xg que son parent.

Le taux de mort d’un individu de trait zo € [0, 4] et d’age a € [0, 2] vivant dans la population
Z € Mp([0,4] x [0,2]) est donné par :

d(xo,a,2) —/~ U(zo+ga—zh — ga)Z(dxy, da), (2.3.3)
X

on U(x—y) 2 ! 2 } , (2.3.4)

~ 300 <1 T 1+ 1.2 exp (—4(z — y))> < [O’ 300

est le noyau introduit par Kisdi [74]. Ce noyau crée une compétition asymétrique sur les individus
et favorise les individus de grandes tailles. Le point important est que les tailles x sur lesquelles
porte la sélection ne sont pas constantes lorsque g # 0, mais varient avec ’dge de l'individu.
La taille est alors dite plastique : méme au sein d’une population monomorphique (ou tous les
individus ont méme trait xg € [0,4]), les tailles sont différentes et la compétition ne s’exerce pas
de fagon uniforme.
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Fi1Gc. 2.2 — Ezemple 1 : g =0 (gauche), g = 0.3 (centre), g =1 (droite)

Dans les simulations correspondant a la Figure 2.2, nous choisissons ¢ =0, g = 0.3 et g = 1.
La population au temps t = 0 est monomorphique, de trait zg = 1,06, et compte Ny = 900
individus d’ages initiaux tirés uniformément sur [0, 2], et de tailles calculées par (2.3.1).

Nous représentons pour chaque t le support de la mesure Zfitl d(z0), Pour Ny défini en (2.0.2).

Pour g = 0 (taille constante au cours de la vie), nous observons un phénomene de ”bran-
chement” vers ¢ = 300. Pour g = 0.3, la population se scinde en deux sous-familles (z¢ ~ 2.7 et
xog ~ 2) vers t = 100. Pour g = 1, ce phénomene de ”branchement” n’est plus observé.

2.3.2.2 Exemple 2 : une population structurée en deux classes

Dans I'exemple suivant, nous introduisons un trait supplémentaire, ’age a maturité. Cet age
va nous amener a distinguer deux phases de la vie d’un individu : une phase de croissance et
une phase de reproduction.

Les modeles a plusieurs classes d’age ont souvent été considérés dans la littérature. Calsina
et Cuadrado [16] considerent une population séparée en deux classes d’age, juvénile et adulte.
En supposant que la durée de la période juvénile suit une loi exponentielle, les auteurs décrivent
la dynamique de la population par un systeme de deux équations différentielles ordinaires. Hen-
son [58] étudie une population d’insectes, Tribolium, structurée en trois classes d’ages (oeufs,
larves et adultes), a ’aide d’équations aux dérivées partielles qui se ramenent aussi & un systeéme
d’équations différentielles ordinaires. Ernande et al. [43] décrivent quant & eux une population de
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poissons structurée en trois classes d’age (larves, jeunes, adultes) pour laquelle ’dge & maturité
(passage de la période juvénile a la période adulte) est héréditaire mais plastique : il dépend
d’un trait fonctionnel S se transmettant aux descendants (cf. Exemple 2.1.3) mais également du
taux de mortalité correspondant au milieu oli vivent les poissons.

Chaque individu est maintenant caractérisé par les trois traits suivants :
1. une taille & la naissance zg € [0, 4],

2. un taux de croissance g € [0, 2],

3. un age a maturité ays € [0, 2],

par un age physique scalaire a € [0, 2] (avec une vitesse de vieillissement de 1) et par une taille,
fonction des traits et de 1’age :

z(a, o, g,an) = xo+ g (a A apr). (2.3.5)
T
r=x0+g(aNanm)
rT=xptga T
2y
0 ays a

F1a. 2.3 — Taille x d’un individu de taux de croissance g et d’age a4 maturité apy en fonction de son age.

Avant la maturité, les individus ne se reproduisent pas et leur énergie est consacrée unique-
ment a leur croissance. Les individus adultes ne changent plus de taille.

Le taux de naissance est choisi nul pour les individus juvéniles et fonction uniquement de xg
pour les individus adultes :

V(JJQ,GM,CL) € [0,4] X [0, 2] X [0, 2], b(:co,aM,a) = (4 — .’L‘()) 1a2aM- (236)

Les traits g, g et aps sont héréditaires et soumis a des mutations se produisant a la naissance
avec la probabilité p = 0,03. Les nouveaux traits sont choisis de la facon suivante :

:1;6 — min(maX(O, o + yd?o)? 4)
¢ = min(max(0,9+y,),2),
ayy = min(max(0,ar + Ya,, ), 2),

Ol Yzq, Yg €6 Ya,, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes d’espérance 0 et de
variances 0, 01.

Le taux de mort d’un individu de trait (xo, g,anrr) € [0,4] x [0,2] x [0,2] et d’age a € [0, 2]
dans la population Z € Mp([0,4] x [0,2] x [0,2] x [0,2]) est donné par :

d(IEnga ap, a, Z)
dox g +107° [ U(zo+ ga—x{ — ¢'(a' A ayy))Z(dxhy, dg’, da'y, da’) sia<ay,
=< [3U(xo+gan —xy— g'(a' A d)yy))Z(day, dg', da)y;, da’) siay <a<2,
+00 sia> 2,
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ou U est le noyau introduit en (2.3.4) et ou le coefficient dy > 0 parametre I’hostilité du milieu :
les individus de fort taux de croissance g, devant chercher davantage de ressources pour survivre,
ont un taux de mort naturelle juvénile dypg d’autant plus élevé que dy sera grand.

Comme pour I’Exemple 1, nous choisissons pour ’état initial une population monomorphique
(rg = 1,06, g = 0,74 et apy = 0.20) comptant Ny = 900 individus dont les ages sont tirés
uniformément sur [0, 2].

Size at birth
Size at birth

05 10 15 20 25 30 35
05 10 15 20 25 30 35

Growth rate
1

Growth rate
1

Age at maturity
10
|
Age at maturity
10
|

Density
Density

00 02 04 06 08 10 12 14

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Age of the mother at childbirth Age of the mother at childbirth

F1a. 2.4 — Exemple 2 : dy = 3,3.1073 (gauche), dy = 0.5 (droite)

Dans un premier temps, nous choisissons dy = 3,3.1073, puis dy = 0,5. Nous représentons
I’évolution des traits xg, g, aps au cours du temps et la densité de I’age des individus au moment
de la reproduction.

Dans la colonne de gauche de la Figure 2.4, dy = 3,3.1072 est tres faible. Remarquons que :

— les individus de fort taux de croissance g sont peu pénalisés durant la période juvénile

(Vg € 10,2], 0 < dgg < 6,6.1073),

— le taux de mort durant la phase juvénile est faible (de 'ordre de 102 pour une population

de 1000 individus) comparée au taux de mort durant la phase adulte (de I'ordre de I'unité).

— la compétition exercée par un individu de taille z sur un adulte de taille g + gays est

U(xo + gaps — x), qui est minimisée lorsque xg + gaps est grand.
La stratégie observée semble alors naturelle. En raison des deux premiers points, c’est la compétitivité
d’un individu a I’age adulte qui va étre déterminante, et sur la simulation présentée, les individus
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évoluent vers un trait ”d’équilibre” (zg, g,an) ~ (1.8,2,1.3) pour lequel le taux de croissance
est maximal (g ~ 2) et la période de croissance longue (aps ~ 1,3, le maximum étant 2).

Lorsque dy = 0.5 (colonne de droite, Figure 2.4), nous observons un taux de croissance
restant autour de 1 et un age & maturité arrivant t6t au cours de la vie (aps ~ 0,3). Par
(2.1.11), la probabilité II(zg, g,anr) qu’a un individu de traits (zg, g, aps) de survivre jusqu’a
I’age a maturité ap; dans une population d’effectif borné par M est encadrée par :

2
exp (—aM <dog + M- 10_5300>> < II(zo,g,an) < exp (—doganr) - (2.3.7)

Sur les simulations présentées, on observe que la taille de la population reste bornée et se stabilise
vers une ”valeur d’équilibre” (600 pour dy = 3,3.1073 et 200 pour dy = 0, 5).

Population size

0 200 400 600 800 1000 1200

0 200 400 600 800 1000 1200

T T T T T T T T T T T T
o 100 200 300 400 500 o 100 200 300 400 500

F1G. 2.5 — Evolution de Ueffectif de la population : dg = 3,3.1073 (ganJZhe) et dg = 0.5 (droite)

Considérons cette probabilité de survie pour les traits ”d’équilibre” (xg, g, ans) = (1.8,2,1.3)
et (zg,g,anr) = (2.6,0.8,0.3) obtenus dans les deux simulations de la Figure 2.4. Pour dy = 0.5
et M = 600, on a 0.27251 < II(1.8,2,1.3) < 0.27254 (alors que I1(1.8,2,1.3) ~ 0.99 lorsque
do = 3,3.1073), tandis que 0.88690 < I1(2.6,0.8,0.3) < 0.88692. On constate donc que pour
dp = 0.5, la combinaison de traits qui va rester, (zg, g,ay) = (2.6,0.8,0.3), correspond aux indi-
vidus adultes dont la probabilité d’atteindre I’dge de début de reproduction est la plus grande,
méme si ces individus sont susceptibles d’étre exposés a une pression de compétition plus forte
que ceux de traits (zg,g,an) = (1.8,2,1.3).

Nous retrouvons ici un phénomene signalé par Taborsky et al. [115]. Dans le cas d’un milieu
favorable et riche en ressources (dy faible), la phase de croissance est peu coiiteuse et une
croissance longue (aj; grand) permet aux individus d’atteindre un refuge de mortalité : c’est a
dire un état qui leur permet de moins subir les effets de la compétition. Lorsque dy augmente, le
refuge de mortalité devient inaccessible : la probabilité d’atteindre ’age de début de reproduction
devient trop petite. Un profil de vie alternatif émerge alors, avec une phase de reproduction
débutant rapidement (ap; petit) et des individus plus petits.

Sur les Figures 2.6, nous présentons les simulations obtenues en faisant varier dy entre 0,01
et 0,6. Nous considérons la surface obtenue en considérant les densités des ages des individus
au moment d’une reproduction lorsque dy varie. Nous procédons de méme pour la durée de vie
(Figure 2.6, colonne de droite).

Contrairement aux résultats obtenus pour le modele de [115], I’évolution des ages au moment

de la reproduction et I’évolution des durées de vie semblent étre des fonctions continues de d.

Les surfaces représentées sur la Figure 2.6 ne représentent pas de discontinuités ”abruptes” qui

s’interpréteraient comme un basculement ”brutal” d’une stratégie (ajs; grand) a une autre (ap;
petit) pour une petite variation du parametre dy.
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F1G. 2.6 — Ages des individus lors d’une reproduction (gauche) et durée de vie (droite).

2.3.2.3 Exemple 3 : une compétition entre classes d’age

Afin d’illustrer un troisitme phénomene lié aux populations structurées par age, nous re-
prenons le modele de ’'Exemple 2 en modifiant la fonction de taille et les taux de naissance
et de mort, et en considérant une population monomorphique. La valeur du trait est fixé a
(x0,9,an) = (0,0.90,3.72).
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F1G. 2.7 — Evolution de la taille de la population dans le cas d’une population monomorphique issue de
900 individus de traits (xo,g,an) = (0,0.90, 3.72).

La fonction de taille est la suivante : Va € [0, 10],
x(x0,9,am,a) =To+ g X alo<ay + (9 X ap +0,959 X (a —an)) lasay, - (2.3.8)
Le taux de naissance est supposé proportionnel a la taille x :
b(xo,9,anm,a) = 2x(zo, g, an, a)lgsa,, - (2.3.9)
Le taux de mort d’un individu (xg, g,ans) et d’age a dans la population de taille N est :

3, 3.10°3 gN  si a<ay
d(z0,g9,ar,a,N) =< 1,6.1072aN si ay <a <10 (2.3.10)
+0oo si a > 10.
43



Désormais, la croissance peut se poursuivre également pour les individus adultes. Il existe
alors un arbitrage entre reproduction et croissance. Les individus sont d’autre part soumis & une
compétition logistique, avec des coefficients différents suivant que a < ap; ou a > ayy.

La taille de la population oscille de fagon non amortie. Ce phénomeéne a été décrit par Thieme
[118] Chapitre 11, Mischler et al. [99] ou Henson [58] pour des modeles d’équations différentielles
et d’équations aux dérivées partielles. L’idée est la suivante :

1. La population adulte est décimée lorsque la taille de la population est trop importante, en
particulier, lorsqu’il y a une importante classe de jeunes.

2. Le déficit d’adultes entraine un déficit de naissances.

3. La classe de jeunes ayant décimé la population adulte, devenue elle méme adulte, sera soumise
a une compétition plus faible, puisque la nouvelle classe de jeunes est plus restreinte. Il y a alors
plus de naissances.

Dans les Chapitres 3 & 5, nous verrons que le processus microscopique que nous avons Si-
mulé peut-étre approché par les solutions d’équations aux dérivées partielles semblables a celles
étudiées par Thieme [118] ou Henson [58].
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Chapitre 3

Renormalisation du processus
microscopique et approximation par
une équation aux dérivées partielles

Nous nous intéressons & une suite particuliere de renormalisations (Z"),cn+ du modele
individu-centré présenté au Chapitre 2. Nous allons augmenter la taille de la population ini-
tiale (qui sera d’ordre n) tout en diminuant le poids des individus et l'intensité des interactions
(en 1/n). L’asymptotique en n de cette suite sera appelée asymptotique des grandes popula-

tions. Le résultat principal de ce chapitre est la convergence en loi dans D(R;, Mp(X)) de
la suite (Z")nen+ des processus microscopiques correctement renormalisés vers la solution £ €

C(Ry, Mp(X)) de I'équation d’évolution suivante : ¥ (f : (z,a,s) — fs(z,a)) € By(X x Ry, R)
telle que Vo € X, ((a,s) — fs(x,a)) € C;’l(Ri x Ry) avec des dérivées bornées uniformément
enr e X,

(6 =tos o)+ [ [ ot Vat o)+ O wa) + £l 0 (1 i)

+/Xfs(xlao)b(x,a)p(%a)f((x,a,dx’)—fs(x,a)d(x,a,fsU(x7a)) ¢s(dx, da) ds. (3.0.1)

Ce résultat est une généralisation des résultats obtenus par Fournier et Méléard [49] et Cham-
pagnat et al. [21] dans un cadre sans structure d’age.

Lorsque les mesures & € M F(/;(V ), pour t € R, admettent des densités n(z,a,t) par rapport
3 la mesure de référence P(dz) ® da sur X, la famille de ces densités (n(.,.,t))cr . est une

solution faible du systeme d’équations suivantes : P(dx) ® da-presque partout sur X, Vt € R,

on
O sa,t) = —Va(o(osa)ns,a,0)

- d<x,a,/§U((az,a),(y, a))n(y, a, t)P(dy) da> n(z,a,t) (3.0.2)
v(z,0)n(z,0,t) = /R n(z,a,t)b(z,a)(l —p(z,a))da

+ /~ b(z',a)p(z,a)k(2', a,x)n(2’, a,t) P(dx’) da (3.0.3)
X
n(z,a,0) = mng(z,a). (3.0.4)
Ces équations généralisent les équations aux dérivées partielles de McKendrick-Von Foerster.

Elles décrivent I’écologie a ’échelle de la population (les trajectoires individuelles sont perdues).
Les densités n(z,a,t), lorsqu’elles existent, correspondent & la notion de densité de nombre,
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qui décrit la distribution en traits et en dges d’une population constituée par un ”continuum”
d’individus.

Définition 3.0.2. Un processus & € C(Ry, Mp(X)) solution de (3.0.1) sera appelé solution
faible mesure du systeme (3.0.2)-(5.0.4). Lorsque les mesures &, pour t € Ry, admettent des
densités n(x,a,t) par rapport a la mesure de référence P(dx) @ da sur X, la famille de ces
densités (n(.,.,t))ier, est appelée solution faible fonction du systéme (8.0.2)-(3.0.4).

Nous pouvons donc approcher le processus microscopique du Chapitre 2 renormalisé par les
solutions d’équations aux dérivées partielles qui généralisent les équations classiquement étudiées
en démographie pour des modeles a temps continu de populations structurées par un age scalaire.

Les modeles d’équations aux dérivées partielles utilisés pour décrire les populations struc-
turées uniquement par un age scalaire ont été introduits par Sharpe and Lotka [111], Lotka [79],
McKendrick [85] et Von Foerster [47].

on on

> >0, M at) = — 0.
Vit >0, Va >0, 5 (a,t) + 9a (a,t) d(a)n(a,t) (3.0.5)

+o0
n(0,t) = /0 b(a)n(a,t)da, mn(a,0)=ng(a),

ou d, b et ng sont des fonctions continues positives (taux de mort, de naissance et distribution
d’age initiale). L’équation (3.0.5) est connue sous le nom d’équation de McKendrick-Von Foers-
ter. Un désavantage majeur est qu’on ne modélise pas les phénomenes régulant la taille de la
population, ni les limitations environnementales (absence de terme d’interaction).

Les premiers modeles non linéaires (avec termes d’interaction) pour les populations struc-
turées par age ont été introduits par Gurtin et MacCamy [56]. Les taux b(a) et d(a) de (3.0.5)
sont alors remplacés par les fonctions b(a, Ny) et d(a, N;) de la variable scalaire a € R, et de la
taille V; = 0+°° n(a,t)da € Ry de la population au temps ¢. La non linéarité fait intervenir la
solution inconnue et introduit un phénomene de rétroaction (feed back) qui permet de contrdler
la masse de la population et grace auquel la population peut dans certains cas se stabiliser
autour d’un équilibre non trivial (cf. Webb [124] Section 1.3, et cf. Annexe A.4 de la these).

Webb [124] a proposé une forme de coefficients avec interactions locales, qui lui permet de
plus de diviser la population en un nombre fixé s de classes (induisant une structuration simple
supplémentaire) : les taux considérés sont de la forme b(a,n(.,t)) et d(a,n(.,t)), ou n(.,t) ap-
partient au Banach L'(R., R%) des fonctions intégrables par rapport a la variable a € Ry.

Pour conclure cette courte présentation des modeles d’équations aux dérivées partielles,
mentionnons deux modeles de populations structurées par age et par traits. Le premier modele
a été introduit par Rotenberg [109] afin de modéliser la sénescence. Le trait considéré est la
vitesse de maturation x € X =]0, 1], et peut changer & la naissance et ponctuellement au cours
de la vie de I'individu. Pour un individu né au temps ¢ € R et de traits x; €]0,1] sur [¢;, t;+1]
(1 € N, tg = c et (t;);en sont les instants de changement de trait sur [c, +o0o[), I’age biologique
at>cesta=),;nTi(tit1 Nt —t; At). La densité n(x,a,t) de la population est solution de
I’équation aux dérivées partielles suivante : Vt > 0, Va > 0, Vo € X,

on

1
E(az,a,t}—l—x %(az,a,t} = —d(a, x)n(x,a,t) +/ K(2',a,z)n(2',a,t)dx’ (3.0.6)
0

“+o0o +oo
n(z,0,t) :/ / b(z',a,x)n(2’,a,t)dx’ da, n(x,a,0)=ng(x,a),
0 0

Dans cette équation, ’age biologique a differe de I’age physique t — ¢ dés que Ji € N, t; < t et
x; # 1. La fonction K(2/,a,x) décrit le taux auquel un individu de vitesse de maturation z’ et
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d’age a change sa vitesse de maturation pour une autre, x. La fonction b(z’,a,x) est le taux
auquel un individu de trait 2’ et d’Age a donne naissance a un individu de trait .

Une version non linéaire de ce modele a été obtenue par Mischler et al. [99] en changeant les
conditions au bord sur les naissances :

400 pto0 too ptoo
n(z,0,t) = h</0 /0 w(x’,a)n(m',a,t)dx'da)/o /0 b(z',a,z)n(x’,a,t)dx’ da

La fonction h de R4 dans Ry décrit par exemple la pression sur les naissances induite par une
compétition pour les ressources. La pondération w de R} dans R, représente la pression exercée
par chaque valeur de trait et d’age.

A la Section 3.1, nous étudions le processus microscopique (Z{*);er, renormalisé par n € N*.
Nous l'exprimons comme solution d’une équation différentielle stochastique dérivée de (2.2.2)
et nous étudions ses propriétés de martingale et de moments. A la Section 3.2, nous prouvons
la convergence de la suite (Z™)nen+ vers la solution £ de (3.0.1). Nous en déduisons, par une
méthode probabiliste, I’existence et 1'unicité des solutions de (3.0.1).

Ces renormalisations et convergences généralisent les résultats de Fournier et Méléard [49] et
Champagnat et al. [22, 21] a des populations structurées par ages. Dans [49, 22, 21], les auteurs
donnent une représentation trajectorielle du processus microscopique décrivant la population a
l'aide de mesures ponctuelles de Poisson, puis utilisent des contréles de moments pour prou-
ver la convergence des processus renormalisés; nous adaptons ces idées au modele étudié, ou
le vieillissement introduit un drift déterministe des particules en age. Des convergences pour
des populations structurées par un age scalaire croissant avec la vitesse 1 et des taux de nais-
sance et de mort bornés ont été étudiées par Oelschliger [102] (les hypotheses de taux bornés
excluent par exemple la modélisation d’une compétition logistique entre les individus). Nous
généralisons ces résultats en permettant la prise en compte de plusieurs ages, avec des vitesses
de vieillissement satisfaisant les Hypotheses 2.1.4, et en considérant des taux de mort non bornés.

Dans la Section 3.2.3, nous nous intéressons a 1’absolue continuité par rapport a une mesure
de référence des marginales en temps de la solution (& )cr, de (3.0.1). Nous montrons que
dans le cas d’'un age scalaire et si la condition initiale admet une densité, la famille des densités
(n(.,.,t))tcr, existe et est une solution faible fonction de (3.0.2)-(3.0.4). Le lien avec les solutions
classiques lorsque cette fonction est réguliere est établi a la Section 3.2.4. Il est intéressant de
noter que I’équation (3.0.1) n’a pas toujours de solution fonction.

3.1 Processus microscopique renormalisé

Nous commencons par définir les processus microscopiques renormalisés. Comme dans le
Chapitre 2, les individus sont caractérisés par un trait + € X sous ensemble de R% et par un
vecteur d’ages a = (a1, --aq) € Ri. On note comme précédemment X=X x R‘i que ’on muni
de sa tribu borélienne.

Nous généralisons la Définition 2.0.2 & des mesures de Ung\;*./\/l%(zlj ) :

Définition 3.1.1. Les applications X = (X1, -+, Xn,---) et A= (Ay,--- ,An,--+), de UneN*M’fD(f)
dans (X)N et (RL)N respectivement, sont définies par :

N N
1 1
X(TLE 5(@-,%)):(xlv"'7xN707"'707"')7 A(TLE 5(:01',(11-)):(ala"'7aN707"'a0a"')a

i=1 =1

ot les particules sont rangées suivant un ordre choisi sur X, puis, pour les particules de méme
trait x, par ordre décroissant du premier age, du second age etc.
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3.1.1 Construction d’un processus a valeurs dans M’];(f)

Nous allons étudier les processus renormalisés définis par les équations différentielles stochas-
tiques de la Définition 3.1.2 suivante. Les événements affectant la population sont les naissances,
les mutations et les morts. Leurs occurrences sont modélisées a ’aide d’un mesure ponctuelle
de Poisson. Entre deux événements, les individus vieillissent contintiment avec le temps. Nous
introduisons formellement ces équations, puis nous étudions ’existence et 'unicité des solutions.

Définition 3.1.2. Sur [’espace probabilisé (0, F,P) :
1. Soit une suite (Z3)nen+ de variables aléatoires indépendantes telle que :

VneN* Zl e MB(X), et sup E((Z},1)) < +oc. (3.1.1)
neN*

2. Soit Q(ds, di,df,dx") une mesure ponctuelle de Poisson sur Ry x £ : =Ry x N* xR, x X
d’intensité ds @ n(di) ® dd ® P(dx') et indépendante de (Z§)nen+. (On rappelle que n(di)
est la mesure de comptage sur N* et P(dx) une mesure de référence sur X ).

On note (Fi)ier,, la filtration canonique engendrée par (Zj )nen+ et Q.

Soient un tauz de naissance b € C(X,R), une probabilité de mutation p € C(X,[0,1]), une
vitesse de vieillissement v € C(X R4 1), un taux de mort d € C(X x R R) et un noyau d’inter-

action U € C(XZ,Rd ) satisfaisant les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4 et 2.1.10 du Chapitre 1.
Pourn € N*, on considére l’équation différentielle stochastique suivante décrivant ’évolution

du processus Z™ a valeurs dans M'B(X) :

n

28 =) 0xu(2). A, iy (40.A4(25) +g/0 /gl{igN:_} [5(X1:(Z:_>,Axi<zg><t7s,0>>1{0§a<m1(s,zs_»:x’)}
i=1
+0(ar, A, (8,5,0) L{ma (5,20 ix')<O<ma(s, 20 ia')}

— O(Xi(22 ) Ax,czp (ts,Ai(Z2 ) Lma(s. 22 ia")<0<ms (s, 20 m’)}] Q(ds, di, do, dx’), (3.1.2)

ou : Vt € Ry, Ni* =n(Z{, 1), (3.1.3)
ot pour tout x € X, A, est le flot de l’équation (2.1.2) défini en (2.1.8), et ot :

ma(s, 28 ia') = (1=p(Xi(Z7), Ad(ZE )b(Xi(Z] ), Al ZE )R(Xi(Z] ), Ai(Z ), «')

mQ(S,Zg_,Z',(EI) ml(s Zs ,Z,LE)
+ p(Xi(Z]), Al(Z7 ) b(Xi(Z]), Ai(Z3 ) k(Xa(Z] ), Ai(Zg ), o)
m2(83 Z;L,aiax/)

+ d(Xi(2), Al 2] ), 23 U(Xi(Z3), A28 )k(Xi(Z7 ), A Z] ), o).

(S Z;L ) 7 )

Pour chaque n € N*, on pose Tj = 0 et (T}})ren désigne la suite des temps de sauts successifs
de Z™. On définit :
T = lim T 3.1.4

00 kb0 k- ( )
Remarque 3.1.3. Le processus Z"™ défini par (3.1.2) correspond a un processus microscopique
ot les individus ont pour masse 1/n, et ot un indwidu de trait © € X et d’dges a € ]Ri se
reproduit au taux b(x,a), donnant naissance avec probabilité p(x,a) a un mutant de trait tiré
dans la distribution K (z,a,dz’), vieillit avec la vitesse v(z,a) et meurt au tauz :

o Z Xi(Z2), AdZ))

n
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On remarque que le noyau d’interaction est renormalisé en 1/n.

Une intuition biologique possible de cette renormalisation est que si l'on veut considérer, a
ressources firées, des populations plus grandes, il est naturel que les individus qui la composent
soient plus petits et interagissent proportionnellement a leur taille. Dans cette optique, on peut
considérer le parameétre de renormalisation n comme un parametre de la quantité de ressources
consommées par un individu.

De méme qu’au Chapitre 2, 'une des difficultés a laquelle nous serons confrontés est que la
masse et la distribution en age des processus Z™ ne sont pas a priori bornées.

Définition 3.1.4. Soient N > 0 et n € N*. Nous définissons les temps d’arrét suivants :
v =inf{t >0, (Z]',1) > N} (3.1.5)

(y =inf {t >0, (Z",1) > N et /~ la|Z} (dx, da) > N} . (3.1.6)
X

Proposition 3.1.5. Pour chaque n € N*,

lim 7y =400, et T = +oo P — presque sirement (3.1.7)
N—-+o0
et ’équation (3.1.2) admet une unique solution (Z}')icr, € D(R_i_,/\/l?;(;l;)). O

Démonstration. Soit n € N* fixé. La preuve de cette Proposition est une généralisation directe
des Propositions 2.2.5 et 2.2.6 du Chapitre 2. Sous les Hypotheses 2.1.1 et (3.1.1), nous obtenons :

E( swp (Z0,1)) < sup E((Z§,1)) " < +oo,
s€[0tATY] neN*

et nous en déduisons (3.1.7) de la méme fagon que pour la preuve du Point (i) de la Proposition

2.2.5. L’existence et l'unicité de la solution de (3.1.2) sur R4 sont alors conséquences de la

construction algorithmique que I'on peut donner de la solution, comme a la Section 2.3.1. W

3.1.2 Propriétés de moments et de martingale

Nous énoncons dans cette section des propriétés de moments et de martingales pour les
processus (Z"),en+ de la Définition 3.1.2 qui seront centrales pour obtenir des théorémes limites.
Nous commengons par énoncer un analogue du Lemme 2.2.7.

Lemme 3.1.6. Soit n € N* fizé et soit Z" € D(R+,M$(2?)) de la Définition 3.1.2. Soit
F € CY(R,R) et soit (f : (x,a,8) — fs(z,a)) € By(X x Ry, R) telle que Vz € X, ((a,s) —
fs(z,a)) € C;’I(Ri x R4, R) avec des dérivées bornées uniformément en x € X. Alors, Vt € Ry,

POz ) = F (2 )+ [ (2 ovut+ 22 ) (@22 1)

K 1
+/ Al{iSN?} |:<F <<Z?_a fs> + nfS(Xl(Z?_)vo)) - F (<Z;n_a fs>)> 1{0§0<m1(s,Z§_ Ji,x’)}
0
n 1 / n
+ | F <Zs,7 fé> + ﬁfé(m ,0) - F (<Zs,7 fé)) 1{m1(s,Z;’;,i,m’)§9<m2(s72?7 i)}

n 1 n n n
+ (F (<Zsa fs> - nfs(Xz(Zs)aAl(Zs))> - F <<Zs,7 fs>)) 1{m2(s,Z;‘7,i,m’)§9<m3(s,Z;L ,i,x2')}
Q(ds, di,df, dz") (3.1.8)

Démonstration. La démonstration est la méme que pour le Lemme 2.2.7. |
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3.1.2.1 Existence et propriétés de moments

Nous démontrons dans cette section des propriétés de moments qui nous seront utiles dans
la suite de cette partie (Chapitres 3, 4, 5, 6).

Théoréme 3.1.7. Considérons la suite (Z™)nen+ de la Définition 3.1.2.
(i) S’il existe ¢ > 1 tel que

sup E ((Zy,1)7) < 400, (3.1.9)
neN*
on a :
VT >0, sup E ( sup (Z], 1)‘1) < ~00. (3.1.10)
neN* t€[0,T]
(i) S’il existe ¢ > 1 et m > 1 tels que
sup E ((Zy,1)™) < 400 et sup E ({/ |a|? Z{f(d:c,da)} > < 00, (3.1.11)
neN~ neN* X
alors :
VI >0, sup E| sup [/ lal? Zf(d@da)] < 400. (3.1.12)
neN= tefo,T) L/ X

(iii) Si le tauz de mort vérifie 3d > 0, V(z,a) € X, VZ € Mp(X), d(z,a, ZU(z,a)) > d(Z,1) et
si :

sup E ((Z8,1)?) < +oo, (3.1.13)
neN*
alors :
sup sup E ((Z], 1>2) < 400. (3.1.14)
teRyL neN*

Démonstration. On commence par prouver le Point (i). Soient N > 0, n € N* et 73 le temps
d’arrét introduit en (3.1.5). En utilisant le Lemme 3.1.6 avec f = 1 et Vo € R, F(z) = 2P, et
en ne prenant en compte que les événements augmentant 1’effectif total de la population (c’est
a dire les naissances avec ou sans mutation) :

t/\TN
sup  (Zy, )7 < (Zy,1) / /1{1<N” L{0<0<m (s, 20 ia'))

u€[0,tATR]

n 1 n :
+ 1{m1( 5,27 ji,a')<0<mao(s, 2% iz’ )}) <(<Zs7 > n) <stl>q> Q(ds,dz,d@,dw').

Comme (1 +y)? —y? < C(q) (1 4+ y7'), on obtient en prenant I’espérance :

E( sup <zu,1>q) <E(Z,1)7) +E ( / T o) (14 (zm 1)
u€| 0

0.tATE]
X /)?<b($,a)(1—p(a:,a))+b(x,a)p(:r,a)/XK(x,a,dJ:’)) Zg(dm,da)ds>
< BUZ )00 [ B (2 1) + g 1)7) d.

par le théoreme de Fubini (qui s’applique grace aux Hypotheses 2.1.1 et par le choix de 7).
Comme E” ((Z2,1) + (22,1)7) < 2B (1+ (2, 1)7) < 2 (1 +E (supuepp g (Z2,1)7) )

E( [sup <Z{},1)Q> < E{(Z§,1)0) +2bC(q)T + 2bC(q) /tIE< sup <Z{j,1>q> ds.
0

u€[0,tATY] u€[0,sATR]
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Par I'inégalité de Gronwall, on a alors :

E ( sup (7}, 1>q> < (E((Z§,1)9) +2bC(q)T) exp (2bC(q)T) < C(gq,T), (3.1.15)

t€[0,TATY]

ot C(¢,T) est une constante indépendante de n € N* et N > 0. Par (3.1.9), (3.1.7) et en utilisant
le lemme de Fatou comme en (2.2.13), nous en déduisons que :

sup E| sup (Z]', 1) | < C(q,T) < +o0. (3.1.16)
neN te[0,T]

Prouvons maintenant le Point (ii). Soient N > 0, n € N* et (¥, le temps d’arrét défini
n (3.1.6). Pour cette démonstration, nous allons considérer la norme 1 sur R? : pour a =
(a1, --aq) € ]R‘j_, la] = Zle a;. Le choix de la norme 1 est fait parce qu’il simplifie les calculs.
Il n’est pas restrictif, puisque les normes de R¢ sont équivalentes. La fonction f : a € Ri —

q
la|? = (Z?Zl ai) € Ry est différentiable et Vi € [1,d], 0f/0a; = qla|?™!. La fonction F : z
Ry +— 2™ € R, est également différentiable et F’(z) = maz™ !. En appliquant le Lemme 3.1.6 :

E qu?im Ui |aqz;}(dz,da)]m> <E <Ui |a|ng(dx,da)r>
+mgiE (/OMC% [/)?(|a|q1(d+|a)) Z;‘(dx,da)} Mzmwz:(dx,da)r_l ds>
<E (Ui |ang(dx,da)]m) + mvdE (/WN [/ |71 2 (da, da} V |72 (dz da)]m_l ds)
+mgiE (/MCN [/ |9 27 (dx, da ds)

en utilisant le fait que 0 < ZZ L Vi(z,a) < o(d+ |a|) (Hypothese 2.1.4). Comme :

/~ "' 2" (dz, da) < /~(]a] v 1)*L27(da, da)
X X
/(|a!\/1)qZ”(dm da) < (271 /)?qug(dm,da), (3.1.17)

alors :

[/)? |a|qlzg(dx,da)] [/); |an§(dx,da)]m_1§<Z§,1> U)?a|ng(dx,da)r_l+[/f |ang(dx,da)]m.

Pour le premier terme du membre de droite :

(Z", 1) [/j(ja\qZ?(dx,da)]m_l < (zn, 1™ [/ la|? Z™(dx da)r. (3.1.18)

On obtient alors :

E sup [/ |a|qZ;L(d9:,da)} <E <[/ |a|qu(dx,da)} > + mqudTE sup (Z],1)™
u€l0tncy] L/ X X u€[0,TACY]

t m
+mqv(2d + 1)/ E sup {/ |a|qZ,’Z(da:,da)] ds
0 u€l0,sACR] L/ X
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(on a utilisé le théoreme de Fubini pour intervertir espérance et intégrale). Par (3.1.11), (3.1.16)
et par le Lemme de Gronwall : Vt € [0,T], VN > 0, Vn € N*,

E sup [/~ la|? Z}} (dz, da)}
uel0,TACR] L/ X

< <sup E ([/~ ]a\qZ{f(dx,da)] > + mqudT C(m, T)) mav2d+ 0T —. (¢, T),
X

neN*

ol le membre de droite définit une constante ne dépendant pas de N. On en déduit que

lim (§ = 400, P — presque strement. (3.1.19)
N—+o00

Sinon, pour le choix de ¢ = 1, il existerait M > 0 et Ay C ) de probabilité strictement positive
tels que Yw € Apr, imy 400 (i (w) < M et :

VT > M, E ( sup [/~ \a!Z{‘(dw,da)] ) >P(Ap)N™,
telo,TA¢y] L/ X

qui ne peut pas étre majoré indépendamment de IV et cela serait absurde.
En s’affranchissant de (3 par le Lemme de Fatou comme en (2.2.13), on trouve :

([ sup / la|?Z} (dx da)] ) <D(q,T) < +0 (3.1.20)

te[0,T]

d’out 'on déduit le résultat annoncé au Point (ii).

Considérons le Point (iii). Par la formule d’It6, nous avons pour t € Ry, n € N*, N > 0 :

E ((Zihy o 1)?) =E((25,1)%) +E (/OMJT6 /f
+E ( [
Zy 1% + (/MC% b(Z?, 1) [2(2?, 1) + :L] ds)

<E ({
+E (/MCN/ [ le] d(z, 0, 27U (2, a)) 27 (dz, da) ds) (3.1.21)
(¢

<E ((Z§,1)%) + </OM<N 30(Z", 1>2> +E (/Otw [-2(22, 1) + ;] Az, 1>2> : (3.1.22)

En effet, si (ZI',1) < 1/n, alors nécessairement (Z7',1) = 0 (car Z? € M’];.()?)) et le second
terme de (3.1.21) est nul. Nous pouvons donc le majorer par le second terme de (3.1.22). Le
terme —2(Z7 1) + 1/n est négatif. Nous pouvons donc majorer le troisitme terme de (3.1.21)
par le troisieme terme de (3.1.22) en minorant d(z,a, Z?'U(x,a)). Alors :

E (< T 1>2) <E ((Z},1)%) +E (/Otm [(36 + Z) (Z", 12 — 2d(Z", 1)3] ds) .

3/2

1\2
<<Zs", 1)+ ) —(Z7, 1)2] b(x,a)nZy (dz,da) ds)

n

1\2
<<Z§L, 1) — ) —(Z7, 1)2] d(z,a, Z}U(x,a))nZ}(dz, da) ds)

n

Par convexité de x € Ry +— x°/“ et par I'inégalité de Jensen :

E (-2d(27,1)%) < —2dE ((27,1)2)*?,
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et par le théoreme de Fubini :
E (20 1) sy ) <E ((Zhg 1)?)

SE(<Z8,1>2)+/Ot[<3b+Z>E(<Z§,1>213<4n)—2dIE<< Zn >21SS%)3/2] ds.  (3.1.23)

L’application ¢t — E ((Z{‘, 1>21t§<]@) est de classe C! par les mémes arguments qu’a la Proposi-
tion 2.2.5 et :

E ({20, 1) sey, ) < (1), (3.1.24)
ou n" est la solution de I’équation de Bernoulli suivante :
@ _ 7 g n o n(1\3/2 n _ n 2
0= (3045 ) 0 0) — 24" (02, (0) = B ((Z3,1)?) (3.1.25)

En utilisant le Lemme de Fatou comme en (2.2.13), on peut s’affranchir de ¢} dans (3.1.24).
Résolvons (3.1.25). La fonction nulle étant une solution de (3.1.25) et le théoreme de Cauchy-

Lipschitz s’appliquant, aucune solution non nulle de (3.1.25) ne s’annule. Par le changement de

variable y = (") ~1/2 qui définit un C'-difféomorphisme de R* dans R, (3.1.25) devient :

dy, . ldng” nip—3/2 L ;. d
Wity = o) =~ (34 2) wie) 24 (31.26)
qui est une équation différentielle ordinaire linéaire, se résolvant en :
—2d —(3b n —(3b n
o(0) = =g (e O 1) () (P, (3.1.27)
On en déduit :
. -2
_ - —(3b+d/n)t/2
n"(t) = _72d (e*(3b+d/n)t/2 _ 1) + g . (3.1.28)
3b+ 4 E((Z3,1)%)

Le membre de droite est bien défini, puisque y ne s’annule pas, et sa limite lorsque n — +oc0 et
t — 400 est (3b)?/(2d)?. Ceci conclut la preuve. |

3.1.2.2 Probleme de martingale

Théoreme 3.1.8. Soit n € N* fizé. Supposons que la condition initiale Zjy € MTIS()?) soit telle
que B ((Z{,1)?) < +o0 et E ([3 |a|Z§(dx, da)) < +00. Pour tout f € Cg’l’l(X x Ry),

Afs
Os

M =z 1) =z g = [ A[v<x7a>vafs<x,a> (x.) + fu(x,0)b(z,a)(1 — p(z,a))

+ / f(a', 0)b(w, a)p(x, a) K (w,a, da’) — f,(w,a)d(z, a, zzwx,a))] Z7(da, da) ds,
X
(3.1.29)

est une martingale de carré intégrable cadlag issue de 0, et de variation quadratique prévisible :

(M™Y, = // [foO (z,a)(1 —p(x,a)) /fQ:r 0)b(x, a)p(x,a)K (x,a,dx’)
+ 2z, a)d(z, a, Z0U (z,a))] Z2(dx, da) ds. (3.1.30)
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Démonstration. Considérons le processus

n I n
M = _n/ / lricnr y <fs(Xi(Zs,)a 0)1(0<o<my(s, 20 ia')}
0 JE
+ fs (l‘,, O) 1{m1 (s,Z27 ji,@')<O0<ma(s,Z} ji,x')}
fs (Xz(Z;L, )7 AZ(Z;I, ))1{mQ(s,Z;‘_ i, ) <0<m3(s, 27 ,i,x/)}) @(dsa di,db, dx/)

ou @ est la mesure compensée de la mesure de Poisson () introduite a la Définition 2.2.1.
(M} o )icr, est une martingale locale associée a la suite de temps d’arrét (()n>o0. Pour ob-
tenir son crochet, nous commengons par appliquer la formule d’Ité6 a (3.1.29) pour obtenir la
décomposition de Doob de la semi-martingale ((Zt”/\%, ft/\clf\bf>2)t€]]§ e

tACH o §
Gy i)~ @507 = [ [ 220,00 (o000 Vatio) + 500

FAZLF) 1w, 0)b(a, ) (1 = pla,a)) + [ 22, F olal, b a)p(r, @)K (2, a0, o
— 2020, £) fu(, a)d(x, 0, 22U (2, )] 27 (der,da) ds — (M Yony, (3.1.31)

est une martingale. D’autre part, une autre decomposmon de ((Z}, ACT ftA<N> )icr, est obtenue

en appliquant le Lemme 2.2.7 avec F(z) = 22. La comparaison de ces deux expressions donne
par unicité de la décomposition de Doob de ((Z" InCT , finen )P tery

tACR
0 gy = [ [ 0ne a0 - s+ [ 260w ope.0) K o)
+ fi(w,a)d(x,a, 23U (z, )] Z (dx, da) ds.
Par les hypotheses du Théoréme et par le Point (ii) du Théoréme 3.1.7,

Nhr—Il-l (v = 400, P-ps. (3.1.32)

Le lemme de Fatou nous fournit alors :

: : n 1 n 7 n
E ((M™),) <lminfE (M) ) < ~E ((b+d)Hf!!2 sup (27,1) + 1 s1{1()pﬂ<zs,1>2)
oo s€[0 s€|o,

(3.1.33)

qui est fini, par le Théoreme 3.1.7. Alors E (|Mtn’f|2) < 400 et M™7 est une vraie martingale
de carré intégrable et de crochet (3.1.30). [

3.2 Convergence vers la solution faible mesure d’une équation
aux dérivées partielles dans ’asymptotique des grandes po-
pulations

Nous étudions la limite de la suite (Z"),ecn+ lorsque n — +00, sous les hypotheses suivantes :

Hypothese 3.2.1. On suppose que la suite de variables aléatoires (Z})nen+ € Mp(X) converge
en loi dans (Mp(X), é) vers une mesure § € Mp(X) (éventuellement aléatoire). On suppose
de plus que les conditions de moments suivantes sont satisfaites : In €]0, 1],

sup E ([(Zg’ 1)]2+77> < 400, sup E <[/)? lal Zg(dw,da)} 1+77> < 400.

neN* neN*
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Nous commengons par prouver la convergence de la suite (Z"),cn+ vers la solution faible
mesure de I’équation aux dérivées partielles non linéaire (3.0.2)-(3.0.4) généralisant les équations
de McKendrick-Von Foerster (3.0.5). Ceci prouve, par une méthode probabiliste, 1’existence de
solutions faibles mesures pour cette équation aux dérivées partielles. L’unicité de la solution
faible est également établie.

3.2.1 Tension de la suite (Z"),en-

Théoréme 3.2.2. Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 3.2.1, la suite (2" )nen+ définie a la
Définition 3.1.2 est tendue sur D(Ry, (Mp(X), é)). Les valeurs d’adhérence de (Z™)nen+ sont
des processus G valeurs mesures continus satisfaisant ’équation d’évolution (3.0.1). O

Démonstration. Nous nous inspirons de la démonstration du Théoreme 5.3 de Fournier et
Méléard [49].

Nous commengons par établir la tension des lois de (Z"),en+ considérées comme des mesures
de probabilité sur D(R;, (Mp(X),v)), ot Mp(X) est muni de la topologie de la convergence
vague. Pour ce faire, nous utilisons un critere établi par Roelly ([108], Théoreme 2.1) 11 est
suffisant de prouver que pour toute fonction f : (v,a) — f(z,a) appartenant a un ensemble
dense dans 'espace Co(X,R) des applications continues de limite 0 lorsque |a| — o0, la suite
(ZM N pen ot 27 = (Z7, f) est tendue sur D(R,R). Nous allons choisir f € Cl?’l(X,R) N
Co(X,R), qui est dense dans Cy(X,R) (cf. Annexe A.2). Rappelons que la partie martingale
M™f de Z™7 a été définie en (3.1.29) et définissons la partie & variations finies de Z™/ par :

¢ ¢
virt =zt -t = 7 / (28, 0Vaf) ds+ / /},{,[f(m@)b(oc,a)(l—p(x,a))
—I—/ f(@,0)b(z,a)p(z,a)K (z,a,dx") — f(z,a)d(z,a, Z;‘U(:U,a))] Z'(dx,da)ds. (3.2.1)
X

Par les critéeres d’Aldous [2] et de Rebolledo [66], il est suffisant de montrer que :
1. Vt € T dense dans R, les lois de ((M™7);)pen+ et (V;”’f)neN* sont tendues sur R.
2.VT'>0,Ve >0,Vn>0,30 >0, n9 €N,

sup P (|(M™F g — (M™F)g | > 1, Ty < Sp + 5) <e (3.2.2)
n>ng

et: supP (]V}:f — Vg:f] >n, Ty < Sp + 6) <e (3.2.3)
n>ng

pour toute suite de couples de temps d’arrét (S, T,)nen+ de la filtration (F;)ier, (définie
a la Définition 3.1.2) tels que S, < T, < T.

Pour démontrer le premier point il suffit de prouver que

VT >0, sup E( sup [(M™);]) < 400 et sup E( sup |V;™/|) < 4o0.
neN*  ¢€[0,T] neN*  ¢€[0,T]

En utilisant (3.1.30), on a :

_ 1 - 1
sup E( sup [(M™),) <||f||2Tb sup <E< sup <Zt",1>>> +If5Td (sup <E< sup <ZZ‘,1>)>
neN*  ¢€[0,T] neNs \ te(0,7) neNs \ TV te(0,7)

1
+ sup | —E | sup (Z,1)? ,
neN* \ T te[0,7T)
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qui est fini par le Théoreme 3.1.7 et 'Hypothese 3.2.1. De méme, a partir de (3.2.1) :

sup E( sup [V™']) < (0d|Vafllog + | flocb + 1/ lood) T sup E ( sup (Zf', 1>>
neN*  ¢€[0,T] neN* t€[0,T

+ | flloedT sup E ( sup <Zt”,1>2> + IVaflloo?T sup E ( sup /~ \a\Zf(dx,da)) ,
X

neN* te[0,T] neN* t€[0,T]

qui est également fini grace aux Hypotheses 3.2.1 et au Théoreme 3.1.7.
Afin de prouver (3.2.3), on pose T'> 0, ¢ > 0 et n > 0, et on considére un couple de temps
d’arrét S, and T), tel que 0 < S,, <T,, <T et T, < S, + 0. En utilisant (3.1.30) :

Tn — — —
E (|(M™), — (M), |) <E (:L /S 1112 (B(L+ k) +d(1 + (Z7,1))) (27, 1) ds>

< ME ( sup ((Zt",1> + (Zf,1>2)> < C(T)é,

n te[0,7] n

grace aux Hypotheses 3.2.1 et au Théoreme 3.1.7. On peut donc trouver § et ng satisfaisant
(3.2.2). De méme, par (3.2.1) :

E (|V£L’f - Vgﬁﬂ) <9 te[0,T]

(9d[IVaflloo + 11 flloch + [ fllood) sup E < sup (Z;', 1>>
neN*

+ I fllocd sup E < sup <Zt”,1>2> +7||Vaflloo sup E( sup /~ |a]Zf(dx,da)>] ,
neN* te[0,7] neN* telo,T)Jx

et grace aux Hypotheses 3.2.1 et au Théoreme 3.1.7, le crochet du membre de droite est une

constante ne dépendant que de 7. Il existe donc ¢ tel que (3.2.3) soit satisfait.

Remarquons que le choix particulier de f = 1 fournit la tension de la suite ((Z",1))pen~
dans D(R;,Ry) par les mémes raisonnements.

Par le théoréme de Prohorov, il est possible d’extraire de (Z™),cn+ une sous-suite convergente
en loi dans D(R,, (Mp(X),v)). Notons (Z¢™),en cette sous-suite et Z un processus de loi
la loi limite. Puisque nous avons également prouvé la tension de la suite ((Z™,1))nen+, il est
possible de choisir la suite extraite de sorte que ((Z#(,1)),en- converge en loi vers (Z,1) dans
D(R4,R;). Comme par construction :

sup  sup <Zf)(n), f) - (Zfi(n), H< CHfHOO, P — presque sirement

teRy recd!(X) ¢(n)
le processus limite Z est presque sirement continu. En utilisant le Théoreme 3 de Méléard et
Roelly [91], la sous-suite (Z #(), e+ converge alors également en loi dans D(R,, (Mp(X),§é)),
ot Mp(X) est muni cette fois-ci de la topologie de la convergence étroite. En appliquant
le Théoreme de Prohorov a nouveau, on déduit que la séquence (Z"),en+ est tendue dans

D(Ry, (Mp(X),6)).

Identifions maintenant la limite. Pour prouver que Z satisfait presque stirement (3.0.1), nous
allons montrer que presque surement, pour tout f : (z,a,t) — fi(x,a) dans C’g’l’l(z\f’ x Ry) et
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pour tout ¢ € R, la quantité suivante s’annule :

W(2) =2 )~ o) [ [ o0 @)Tufi(o0) 4 G0 + 100,000,001 - o)

—|—/ f(2',0,8)b(z,a)p(z,a)K (x,a,dx’) — f(x,a,s)d(:c,a,ZsU(x,a))] Zs(dx,da) ds.
x

Grace au Théoreme 3.1.8, on sait que pour tout n € N*, le processus Mtf’d)(n) = U, (Z%(M) est
une martingale de crochet (3.1.30). Pour ¢ € R, nous avons donc :

E (’Mtf@(”)oz <E (|Mtf,¢(")|2> ) ((Mf’¢(n)>t> < ;(?;)E (sil[lol?t] (<Z;i>(”)7 1) + (220, 1>2>> '

Comme E (SUPse[o,t] ((Zf(n), 1)+ (Zf(n), 1>2)> est majoré uniformément en n :
vte Ry, lim E (|Mtf’¢’(")|) ~0. (3.2.4)

Pour montrer que V¢t € Ry, P—p.s., ¥4(Z) = 0, il nous suffit donc de prouver que :

. @(n)

lim E(;M}Z |) = E(|,(2)|) (3.2.5)
n—-—+00

Nous savons que (Zd’(”))neN* converge en loi vers Z. Comme Z est presque siirement continu,

et comme f est continue bornée a dérivées continues bornées, W, est continue et :

lim W,(Z?M™) =W,(Z), en loi.

n—-+o0o

On a: V€ Ry, ¥z € D(Ry, Mp(X)),

|W(2)] < C(t, f) sup (1 + / la| zs(dx, da) + (zs, 1>2> =: ®y(2).

s€[0,t]

Par les Hypothéses 3.2.1 et le Théoréme 3.1.7, 1a suite (®;(Z?(™)), ey est uniformément intégrable
(cf. Prop. 2.2 p.494 de [44]). Donc (|%;(Z?™)|),en+ est aussi uniformément intégrable. Il est alors
possible de prendre la limite sous 'espérance et de déduire (3.2.5), ce qui conclut la preuve. W

Pour prouver la convergence de la suite entiere (Z"),cn+, montrons qu’elle admet une unique
valeur d’adhérence. Ceci nous conduit a étudier 'unicité de la solution de (3.0.1).

3.2.2 Existence et unicité de la solution de (3.0.1)

Théoréme 3.2.3. Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.2.1 et pour une condition initiale
§o(w) € Mp(X) (éventuellement aléatoire), les solutions de (3.0.1) sont indistinguables dans
C(Ry, Mp(X)) : soient deuz solutions (&} )ier, et (§)ier, de (3.0.1) issues de &, alors,

P — p.s., Vt € Ry, £} (dx,da) = £(dx, da).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’aléa des solutions de (3.0.1) provient unique-
ment de I'aléa qui peut exister pour la condition initiale.
L’existence de solutions a I’équation (3.0.1) est une conséquence du Théoréme 3.2.2, puisque
les valeurs d’adhérence de la suite (Z"),en+ sont solutions.
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Les solutions de (3.0.1) sont toutes presque siirement continues (au sens L'-faible) et restent
de masse finie en temps fini :

VE >0, (& 1) = (S, 1) // (x,a)és(dz, da) ds—//d:z:a{S (x,a))és(dz, da) ds
< (o, 1) —l—/ b(&, 1) ds < (£, 1) exp (bt) < +oo P — p.s. (3.2.6)
0

Attachons nous maintenant au probleme de 'unicité. Soit T > 0 et soient deux solutions
(& )ier, et (&7)ier, de (3.0.1) obtenues avec la méme condition initiale & € Mp(X Y). Ces
solutions restent de masse finie sur R} et nous pouvons définir P-presque stirement :

Ar(w) = sup (§(w) + & (w),1) < +oo.
te[0,7)

Soit ¢ € Cl?’l(é?) telle que ||¢||oc < 1. Pour t € [0,T7], nous pouvons définir :
V(z,a) € X, Vs e Ry, f(z,a,s) = ¢(z, As(t, s,a)). (3.2.7)

Par la Proposition 2.1.8, (2.1.8) est satisfaite et on obtient par (3.0.1) et (3.2.7) que pour
i € {1,2}, P-presque sturement, pour tout ¢ € [0,7] :

(€, 0) / 6(x, Au(t, 0, )€l (dw, da) + / / (@, Ay (t, 5, 0))b(x, a)(1 — p(z,a)) (3.2.8)
+ /X o2, Ay (L, 5,0))b(x, a)p(z,a)K (2, a,dz’) — d)(x,Az(t,s,a))d(x,a,{éU(x,a))} ¢ (dx, da) ds

P-presque stirement, pour tout ¢ € [0, 7], on a alors :

(& — &, 9] < /f(ﬁ(vax(tu&O))b(xva)(l = p(z,0))(& (dz, da) — & (dz, da))| ds

+ /Ot /5(./)(¢($'7Axf(t,8,0))K(waa,dx')b(a:,a)p(m,a)(gsl(dx,da)—gg(dx,da)) ds

i /ot /;(-‘b(x’Ax(tvS’a))d(%%fiU (2, 0)) (€L (dx, da) — €2(dx, da))| ds

+ /Ot /f<l5(a?,Ag;(t,s,a)) (d(z,a,EU(2,a)) — d(z,a,E2U(x,a))) &2(dz, da)| ds

< b d+ An)+ Ar a0) [l v ds. 529)

En prenant le sup en ¢ dans le membre de gauche, par I’Annexe A.6, et en remarquant que toute
fonction ¢ € Cy(X,R) est limite simple bornée d'une suite de fonctions de C '(X,R) (Annexe
A.2), on obtient :

t
Pp&WEMﬂJ@ﬁMvéﬂﬂAHQ£Mwm

par les Hypotheses 2.1.1, 2.1.10, et ot C(T') = b+d(1+Ar)+Ar Ly U. Par le lemme de Gronwall,
on en déduit V¢ € [0,T), ||&} — &2|lrv =0, P —p.s..
Le temps T étant arbitraireme, les mesures £} et &7 coincident P-presque stirement. |
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Corollaire 3.2.4. Si les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10 et 3.2.1 sont satisfaites :

(i) Pour toute condition initiale § € Mp(X), Péquation (3.0.1) admet une unique solution
faible mesure (&)ier, € C(Ry, Mp(X)).

(i1) La suite (Z")nen= € (D(Ry, (Mp(X), &)Y de la Définition 3.1.2 converge en loi vers
l'unique solution faible mesure & de (3.0.1).

(iii) Si o € Mp(X) est une mesure déterministe, la suite (2" )nen+ converge en probabilité dans
D(R4, (Mp(X),€)), vers § € C(Ry, (Mp(X), é)) déterministe. O

Démonstration. Pour le point (iii), lorsque &y est déterministe, les valeurs d’adhérence de
(Z™)nen=, solutions de (3.0.1) avec condition initiale &y, sont déterministes. Alors la suite
(Z™)nen+ converge en probabilité vers & dans D(Ry, Mp(X)). [

3.2.3 Absolue Continuité des solutions de ’équation d’évolution (3.0.1)

Nous allons étudier dans cette section des criteres d’absolue continuité pour les marginales
en temps &;(dr,da) € Mp(X) de la solution de (3.0.1). Les densités des mesures & (dx,da) €
Mp(X), lorsqu’elles existent, correspondent & la notion de densité de nombre, qui décrit la dis-
tribution des traits et des ages d’une population avec un ”continuum” d’individus.

Dans le cas d'un age scalaire, les conditions impliquant ’absolue continuité des mesures
&i(dz,da) sont peu restrictives (Proposition 3.2.6). En revanche, dans le cas ou plusieurs ages
sont pris en compte, il est intéressant de remarquer que la densité de nombre ne peut pas
étre définie. Il est alors néanmoins possible d’obtenir des densités pour les marginales en = de
&i(dx, da) par rapport a la mesure P(dx).

Dans toute cette section, nous allons considérer une condition initiale §y € M F(Q\N,’ ) déterministe.
Par un calcul similaire & (3.2.6), nous avons :

Vt € Ry, (&,1) < (6o, 1) exp (bt) < +o0. (3.2.10)

3.2.3.1 Un premier résultat d’absolue continuité par rapport aux variables de traits

Nous commencons par montrer un résultat simple d’absolue continuité pour la marginale
sur X de &(dz,da) € Mp(X), obtenu en nous inspirant de Fournier et Méléard [49]. D’une
part, ce résultat sera utile pour prouver I’absolue continuité de & (dz,da) € M F(?? ) par rapport
a la mesure P(dx) ® da a la Section 3.2.3.2. D’autre part, il peut s’interpréter, d’'un point de
vue biologique, comme un résultat de persistance de la variabilité phénotypique pour des temps

finis : il n’y a pas concentration de la masse de & sur certains traits particuliers de X.

Proposition 3.2.5. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10 et sous ’hypothese que la marginale
en x de &(dx, da) € Mp(X) soit absolument continue par rapport i la mesure de référence P(dx)
sur X, la marginale en x de la mesure &(dz,da) admet, pour tout t € Ry, une densité n;y par
rapport a P(dz).

Démonstration. Soit t € Ry et soit B un Borélien P(dx)-négligeable de X'. En appliquant (3.0.1)
a f(r,a,t) = 1p(x), on obtient :

Og/flg(x)gt(d:ada)://%_13(x)50(dx,da)+/0 /f[lg(x)b(%a)(l—p(aj,a))
+/XIB(x')b(z,a)p(x,a)k(Q:,a,z’)P(dz’)lB(x)d(x,a,ﬁsU(x,a))} ¢s(dx, da) ds

:/ /~ 15() bz, &) (1 — p(z,a)) — d(x, a, & U (x, a))] &(da, da) ds < B/ /~ 1 (2)€. (dz, da) ds.
0 X 0 X
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La seconde égalité étant obtenue par nullité des intégrales de 15 par rapport a &y et k(z, a, ') P(dx’).
Par le lemme de Gronwall, comme sup,cp 7(§t, 1) < +00,

vt >0, /~ 1p(z)&(dz,da) = 0.
X
Le théoréeme de Radon-Nikodym conclut alors la preuve. |

3.2.3.2 Un résultat d’absolue continuité dans le cas d’un age scalaire

Nous prouvons maintenant un résultat d’absolue continuité des mesures &;(dx, da) par rap-
port & la mesure de référence P(dz) ® da sur X dans le cas d’un age scalaire (d = 1) et pour
tout t € R;. La dimension 1 pour la variable d’age est nécessaire pour obtenir une densité en
traits et en age. Nous allons utiliser des bijections entre ’espace des temps et 1’espace des ages.
Ce point sera expliqué plus précisément a la Remarque 3.2.8.

Proposition 3.2.6. On se place dans le cas d = 1. Sous les hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10 et
sous Uhypothése que &o(dx, da) € Mp(é’?) admette une densité no(z,a) par rapport a la mesure
de référence P(dx)® da sur X, les marginales en temps & (dx, da) admettent, pour tout t € Ry,
des densités ni(x,a) par rapport a la mesure P(dx) ® da :

Vf e Bb(??), &, f) = //%f(x,a)nt(a:,a)P(dx) da.

Démonstration. 11 n’est pas possible de généraliser directement la preuve de la Proposition
3.2.5, car ’équation (3.0.1) ne s’applique que pour des fonctions test dérivables par rapport aux
variables d’ages, ce qui exclut les indicatrices d’ensembles Boréliens négligeables quelconques de
X x Re.

Pour t € R, et pour une fonction continue positive ¢ € Cg l(f ), nous considérons la fonction

définie par Vs € Ry, V(z,a) € X, f(z,a,s) = ¢p(x, Ay (t, s,a)), ot A, a été défini a la Proposition
2.1.5. Pour ce choix :

(€ d) < /}F 6(a, Ay (1,0, )0 (dx, da) + /0 /2? 6 (s Au(t, ,0))b(z; a)(1 — p(z, a))és (da, da) ds
+ /0 /)?/Xd)(x,Am/(t,s,()))b(a:,a)p(az,a)K(z,a,dI){S(dac,da)ds (3.2.11)
car ¢ est positive.

Considérons le terme :
/~ o(@, Ay(t, 0, a))Eo(dz, da) = /~ (@, Ay(t,0,a))no(x, a) P(dz) da.  (3.2.12)
X X

Par le Point (ii4) de la Proposition 2.1.5, I'application a +— A, (¢, 0, a) définit un C*-difféomorphisme
de R, dans [A,(£,0,0), Aso[ 01 Aso = lim,_, 400 A4 (t,0,a). Notons A (¢, a) le difféomorphisme
inverse et JA,!(t,a) sa matrice Jacobienne. En utilisant le théoréme de Fubini (I'intégrant est
mesurable positif) et en réalisant le changement de variable associé a a — A,(t,0,a) :

Aso
/~ o(z, Az(t,0,a))no(z, a)P(dJ:)da:/ / oz, )no(z, Ayt )| JAS (t, )| da P(dz).
X X J A4 (£,0,0)
(3.2.13)
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Pour le terme de naissance avec mutation, on utilise le théoréme de Fubini (I'intégrant est
mesurable positif) :

| [ ] ot At 5.0)bla,a)pte, a)k(o, a0 (') €, (. da) ds

0 JXJX

= ///~¢>(:c/7A$/(t,s,O))b(x,a)p(m,a)k:(x,a,az/)fs(dx,da)dsP(dx/). (3.2.14)
XxXJo JX

Par le Point (iv) de la Proposition 2.1.5, 'application s — A,/(t, s, 0) définit un C!-difféomorphisme

de [0,#] dans [0, A,(,0,0)]. Notons A_,'(a) le difféomorphisme inverse de matrice Jacobienne

J Aw_,1 (). Le terme de droite de (3.2.14) se réécrit alors, apres le changement de variable :

AN @)

x/

A (£,0,0) _
// /~gi)(m',a)b(:n,a)p(m,a)k‘(m,a,x’)ﬁf\/ (dm,da)|JA;,1(04)|dozP(dx'). (3.2.15)
X JO X

Pour le terme de naissance sans mutation, remarquons que pour tout s € [0,¢] :

&s(dx,da) = &5(dx)gs(z,da),

ol &(dz) est la marginale en z de &(dz,da) et ol gs(z,da) est une version de la mesure
conditionnelle de &s(dx,da) sachant que la variable de trait est égale & x. Par la Proposition
3.2.5, &(dx) est absolument continue par rapport & P(dz) avec pour densité 7zs(z). En appliquant
le Théoreme de Fubini (intégrant mesurable positif) et en réalisant le changement de variable
associé au C!-difféomorphisme s — A,(t,s,0) :

t
/ /~gb(az,Ax(t,s,0))b(:c,a)(l—p(x,a))gs(dx,da)ds
0 X

Au(£,0,0) -
- /X/O . d(z, ) bz, a)(1 — p(z, a))!JAgl(a)!fJ;;q(a) (z, da)ﬁfﬁ(a)(x) da P(dz).
(3.2.16)
On déduit de (3.2.13), (3.2.15) et (3.2.16) que :
0< /)?¢(x,a)ft(dx,da) < /X/O+OO ¢(z,a)H (z, o, t)dow P(dex), (3.2.17)

ou :
H(.l?, a, t) = 1Az(t,070)§a<Aoo nO(xa Ax_l(tv a))|JA;1(ta OZ)’

© laca oo [\JA:?I(@)\ﬁN_l @ [ b - p e, @ da)
@ e A

+ ]Jzzl;/l(a)]/fb(az/,a)p(x',a)k(x/,a,x)f (d', da) (3.2.18)

A7 @)
La fonction H est positive. Comme le membre de droite de (3.2.17) est égal au membre de
droite de (3.2.11), qui est fini, on en déduit que H est intégrable. Par densité de C?(’l(zlj JR4)
dans L>(X, &) ensemble des fonction mesurables bornées &-presque partout (cf. Rudin [110],
p. 69, & étant une mesure finie), on déduit de (3.2.17) que la mesure & (dz,da), dominée par
une mesure absolument continue par rapport & la mesure P(dx) ® da de densité (3.2.18), est
absolument continue par rapport & P(dz) ® da. |
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Remarque 3.2.7. Dans le cas ou v = 1, les calculs de la démonstration de la Proposition 3.2.6
sont faciles et nous permettent d’avoir une bonne compréhension des phénomeénes en jeu.

Concernant le terme (3.2.12), Uapplication a — A,(t,0,a) = a+t (relative au vieillissement
des individus présents au temps 0) définit bien un Cl-difféomorphisme de R, dans [t,+oo[ de
difféomorphisme inverse A7 (t,a) = o — t.

Pour le terme (3.2.14), Uapplication s — Ay(t,s,0) =t — s (qui donne l'dge des a t des
individus (mutants) nés apres le temps 0) définit bien un C*-difféomorphisme de [0,t] dans [0,1],
de difféomorphisme inverse : A;,l(oz) =t —a. Nous avons la méme interprétation pour le terme
(3.2.16). O

Remarque 3.2.8. Le premier terme dans le membre de droite de l’équation (3.2.11) correspond
aux individus présents au temps 0. Les deux derniers termes sont les contributions des individus
nés apres le temps 0. Ces individus sont nés avec un dage égal a 0 et croissant en fonction de
la variable scalaire t. Dans le cas d > 1, Uapplication t € Ry — A,(t,0,0) € R‘j_ ne peut pas
étre bijective et a l'instant t, les ages des individus de trait x nés apres s = 0 appartiennent a
l’ensemble

{A.(t,5,0) € RE, s € (0,4},

qui est une variété de dimension 1 de Ri. 1l n’est alors pas possible d’avoir une densité par
rapport & la mesure de référence P(dx) ® da. |

3.2.4 Forme classique de I’équation aux dérivées partielles (3.0.1)

L’équation d’évolution (3.0.1) peut s’exprimer comme la version faible mesure d’une équation
aux dérivées partielles de type McKendrick-Von Foerster.

Proposition 3.2.9. On considére le cas d = 1 et on travaille sous les hypothéses de la Proposi-
tion 3.2.6 de sorte que la solution faible fonction (x,a,t) — n(x,a,t) = n(x,a) de (3.0.1) soit

bien définie. On suppose également que (x,a,t) — n(x,a,t) est de classe Cg’l’l(X x R,) et que :

vVt e Ry, gt/” n(x,a,t)P(dz)da = /~ Egtl(a;, a,t)P(dx) da.
X X

Alors, la fonction (z,a,t) — n(x,a,t) est la solution du systéme (3.0.2, 3.0.3, 3.0.4). O

Démonstration. Sil’onremplace &s(dzx, da) dans (3.0.1) par n(z, a, s) P(dz) da et que 'on différencie
par rapport au temps, on obtient : VI € R,

0
En /}} f(z,a)n(z,a,t)P(dx) da = /~ [v(z,a)V4 (f(z,a)) + f(x,0)b(z,a)(1 — p(z,a))

X
+ /f(ac’,())b(x,a)p(x,a)k(x,a,ac')P(dx')
X

—  f(z,a)d (m,a,/j\?U((x,a), (y,a))n(y, a, t)P(dy) da>} n(z,a,t)P(dr)da. (3.2.19)

Considérons tout d’abord des fonctions test f € Cl? 11<()~( ) positives bornées a support compact
dans & x R* . Ce dernier point implique en particulier que Vo € X', f(x,0) = 0. Le théoreme de
Fubini et une intégration par partie pour le terme de vieillissement donnent : Vi € R, Vo € X,

A Va(f(as,a))v(a:,a)n(x,a,t)da:[f(x,a)v(x,a)n(x,a,t)]zgé— A f(x,a)V, (v(z,a)n(x,a,t))da

=— f(z,a)V, (v(z,a)n(z,a,t))da,
R4
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car lim, 4o f(x,a) = 0. Ainsi : Vt € Ry,
/)? [gtn(:r:, a,t) + Vg (v(z,a)n(z, a, t))] f(xz,a)P(dx) da
= —/}f(a:,a)d (:L‘,aj//?U((:c,a), (y, @))n(y, o, t) P(dy) da) n(z,a,t)dz da.

En utilisant la densité de C?él (X,Ry) dans L®(X, n(z, a,t)dx da), en identifiant les intégrants,
et par la continuité en temps de la solution (z,a,t) — n(x,a,t), on obtient P(dx) ® da-presque
partout sur X x R* | et Vt € R,

an(w, a,t)+ Vg (v(z,a)n(z,a,t)) = —d (x, a, /2? U((z,a), (y,@))n(y, o, t)P(dy) da) n(z,a,t). (3.2.20)

Considérons maintenant des fonctions test f € Cg ’I(X ) de support quelconque et telles que
lim, oo f(x,a) = 0. En intégrant par parties le terme de vieillissement dans (3.2.19) : Vi € R,

0
/)z {mn(a:,a,t)+va (v(a:,a)n(x,a,t))} (@, a)P(dz) da = — /X (@, 0)0(, 0)n(, 0, ) P(dz)
+ /} [f(x,o)b(x,a)(l —p(@a) + /X £ 0)b(x, a)p(z, )k(z, a, ') P(da)
- flz,a)d (m,a, /{\? U((z,a), (y,a))n(y, a,t)P(dy) da)} n(x,a,t)P(dx) da.
L’équation (3.2.20) nous permet de simplifier I’expression précédente : Vt € Ry,
/ F(@, 0)0(z, 0)n(z, 0,4) P(dz) = /~ F(@, 0)b(z, a)(1 — p(z, ))n(z, a, ) P(dz) da
X X
+ /)? /X f&@,0)b(x, a)p(x, a)k(z,a, ") P(dz") n(x, a,t) P(dzx) da.
Dans le terme :
[ [ 16 0b(z. e )k, 0,5 Pl o, a.)P(do) da
X JXx

On peut utiliser le Théoreme de Fubini pour échanger les intégrales en x et 2’. En changeant les
notations z < x’, on a : Vt € Ry,

/ [z, 0)v(z,0)n(z,0,t) P(dr) =/~ f(z,0)b(z, a)(1 — p(z, a))n(z, a,t)P(dz) da
X X
+ /~f(a:70)/ b(x',a)p(z’, a)k(x’, a, z)n(z’, a,t)P(dz’) da P(dz). (3.2.21)
x x

L’identification des intégrants de (3.2.21) nous fournit la condition aux bords (3.0.3). [
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Chapitre 4

Théoreme Central Limite pour
’approximation grande population
d’un systeme de particules structuré
en traits et en ages

Ici, X est un ouvert convexe borné de R% (.)? C R% x ]R‘i) Nous établissons un théoreme
central limite associé a la convergence obtenue a la Section 3.2. Ce résultat nous fournit une
vitesse de convergence de la suite (Z™),en+ vers la solution de I'Equation (3.0.1). Nous pourrons
également en déduire des intervalles de confiance ainsi qu’un résultat sur le comportement en
temps grand de (Z™),en+ dans le cas particulier des populations logistiques structurées par I’age
physique (Section 4.6).

Définition 4.0.10. Soit (Z"),cn- la suite des processus microscopiques de la Définition 3.1.2
et soit & la solution de (5.0.1). Soit T > 0. La séquence des processus de fluctuations dans
D([0,T), Mgs(X)) est définie par :

vt € [0,T], Vn € N*, n*(dx, da) =v/n (Z](dz,da) — &(dz, da)) . (4.0.1)

L’espace M 5(2? ) des mesures signées est non métrisable si on le munit de la topologie de la
convergence étroite. Plutot que de considérer ™ comme processus a valeurs dans Mg(X'), nous
allons le regarder comme processus a valeurs dans un espace de distributions bien choisi. Bien
que le support de n™ soit inclus dans X, nous allons considérer des distributions sur X x R,
et il est aussi possible de prolonger b, p, d, v en des fonctions continues sur X x R%. Nous
nous inspirons des travaux de Métivier [94] et Méléard [87] pour relier 'espace de distributions
introduit a des espaces de Hilbert et nous utilisons un critére de tension pour les processus a
valeurs dans un espace de Hilbert. Puis nous identifions la limite de (n")nen+. La principale
difficulté réside dans le fait que les masses de Z;* ne sont pas a priori bornées. Les estimées de
moments que nous allons obtenir concerneront les fluctuations n™ localisées par (3 (introduit
en (3.1.6)) et dépendent de N. Nous nous en sortons en obtenant pour la partie martingale de
1™ des estimées non localisées.

Remarquons que Oelschlager [102] a établi un théoreme central limite similaire, mais pour
des populations structurées par un age scalaire, et avec des taux de naissance et de mort bornés
(excluant le modele logistique), et le probleme mentionné précédemment ne se pose alors pas.
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4.1 Préliminaires fonctionnels

En suivant les idées développées dans [87], nous introduisons les espace suivants (cf. Adams
[1] pour une présentation) : (Rappelons que d est la dimension de I'espace des ages et d, la
dimension de 'espace des traits)

Définition 4.1.1. Soit k = (k1,--- ,kqra,) € N, On note |k| = 5% k; et
oIkl

Vf e Cr(X), V(z,a) € X, D" f(x,a) =
8xlf1 . -O:EZZ”” ﬁa]fd’“ . -Oa’;d“d

(x,a). (4.1.1)

Pour § € N et~y € Ry, nous introduisons Wg"y ladhérence des fonctions f infiniment différentiables
a supports compacts inclus dans X x R® pour la norme [l définie par :
0

k 2
2 D" f(z,a)|
= g dx da, 4.1.2
Hf“”zé?ﬁ /de et 1 |CL|27 x aa ( )

P(dx) = dx étant ici la mesure de Lebesgue sur X borné et étant la mesure apparaissant dans
UHypothese 2.1.1. Les espaces Woﬁ"y sont des espaces de Hilbert. Nous notons (., '>W5’"’ les pro-
0

duits scalaires associés et W B leurs espaces duals.
Nous introduisons également ’espace CP7 des fonctions f de classe 3 telles que :

D" f(,a)| _

k| <3, li
k| < 6, lim

lorsque |a| — +00 ou que = tend vers le bord de X, et nous le munissons de la norme :

k
Ifllgsn =Y sup Do/(@ o)l (4.1.3)

|k)|<ﬁ (.’E,CL)GXXRCZ 1 + ’a|'y

Les espaces CP7 sont des espaces de Banach. Nous noterons C—P" les espaces duals.

Nous rappelons maintenant les injections continues reliant les espaces introduits. Notons :

d+d,
D =
B

] +1, (4.1.4)

ou [.] dénote la partie entiere.

Proposition 4.1.2. Nous utiliserons dans ce chapitre les injections continues suivantes, ou
q' € N sera précisé dans les hypothéses 4.2.1 (Point 3) :

2D+1,1 ! D,D+q'+1 !
WEPHLL o, oDHLL o, oD+ o DDA g0.D 4+ (4.1.5)

CODHIH DD L, oD+ L, o (DHDL o =20+ (4.1.6)

L’espace C~(P+1):1 est Pespace dans lequel nous allons considérer . Afin de travailler dans

(2D+1),1 (

un cadre hilbertien, nous encadrons cet espace de W, dans lequel le critere de tension

/

. - 1 _ .
est prouvé) et de W, DD+ (sous-espace de C (D+1).1 dans lequel la norme de la partie
martingale de ™ sera contrdlée). Nous verrons que l'image par opérateur différentiel vV, de

. / . s N . 7
CDP+D1 ogt incluse dans CP4' 1 et aussi serons nous amenés a rechercher des estimées dans

—D,D+q'+1 .
Wy TC+ afin de controler la

. _ /
cet espace. Nous aurons besoin du plongement C~0P+¢+1
— / . .
norme de certains opérateurs de W, D.DHq+1 (cf. Proposition 4.1.4).
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Preuve de la Proposition 4.1.2. La démonstration des injections VVOBJrD’AY — CP7, pour B € N
et v € R4, est une adaptation aux espaces de Sobolev pondérés du Théoreme 5.4 de [1]. Les
autres injections de (4.1.5) sont conséquences des inégalités suivantes : V.f € C3(X x R?),

|D* f(x, )|

TIOE - £ ]
o \k\<D(Iva)€X><Rd 1—|—|a|q/+1

DFf(z,a 14+ |a
D5 )] Akl

<
= Z Sup 1+ |a| 1+ |a|?+! —

‘k‘<D (CE,CL)GXXRU{

B D" f(, 0)]?
TP /X >

2(D+4¢'+1)
i=p L tdl

dx da

1 |a|2q’+2 drd
<
Wlgodts /Xde 1+ |a|2(D+ad'+1) zda < Clfllooas,

puisque 2D > d implique que :

1+ ‘a|2q’+2
/R+ T |a]2(D+q'+1) da < +oc.

Les injections de (4.1.6) s’en déduisent par dualité. [

Proposition 4.1.3. Identité de Parseval
Sotent € N, v > 0 et (¢r)ren+ une base hilbertienne de Woﬁ’w. Par identité de Parseval :
Vie WP VA e W, P,

+oo
HfHWéBv’Y = Z<f7 90k>%/voﬁ,fw (417)
k=1
Alg =
Ao = swp 5O S A (1.1.8)
gewdrx)y Wi k=1
Igllyyp+ >0

ot le membre de droite de (4.1.8) est la définition de la norme de Hilbert-Schmidt de A.

Démonstration. Cette proposition est prouvée au Lemme 6.52 [1]. |
Proposition 4.1.4. Soient (x,a) € /f, B €N ety >0. L'application
D,
Dy : fEWS™7 = f(z,0) €R,

est lin€aire continue et :
||D(x,a)HWO*B+D,7 < C(l + |a|7). (419)

Démonstration. Soit f € W(’)BJFD"Y. Par (4.1.5), f € C%7. On a :

D) (NI <A+ e fllesr < CA+ la) fllypep (4.1.10)

en utilisant 'injection continue W(’)QJFD’V — CP. |
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4.2

Enoncé du Théoréeme Central Limite

Hypotheése 4.2.1. Nous supposons que les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10 sont vérifiées.

1.

La vitesse de wvieillissement est telle que : Vi € [1,d], v; € cPA' . Ceci implique que pour
tous s,t € [0,T), Uapplication (z,a) — A(t,s,a) est dans CP(X x R4 R) (cf. [126],
Chapitre 10). Nous supposons que ses dérivées partielles d’ordre 1 < |k| < D sont bornées
sur X x R,

La suite de variables aléatoires (Z§)nen+ € Mp(X) est telle que Vn € N*, VAS M%(X)

(défini en 1.2.21), et (Z§ )nen+ converge en probabilité vers une mesure & dans (Mp(X), é)
lorsque n tend vers l'infini.

suacse B (I, s ) <0

0

, 2
. 3e €0, 1], sup,en- E ((Z7,1)27°) < +o0, et sup,ey- E <[f)? |a[2(D+d'+1) Z{}(dr,da)] ) < +o00.

Les applications (x,a) — b(x,a)(1—p(z,a)) et (z,a) — b(x,a)p(x,a)k(z,a,2’') (ou 2’ € X
est un paramétre) sont dans CP+H1 et :

SUI/,)Y 16(., )p(.s k(s $/)H0D+1,1 < +00.
z'e

V(z,a) € X, U((z,a),.) et U(.,(z,a)) € CPTHL quec :

sup  [[U((x,a), (., )lleprra <400, et sup |U((.,.), (z,a))[[gp+1a < 400,
(z,a)eXxR4 (z,a)€X xR?

Le tauz de mort (z,a,u) — d(x,a,u) est dans Cé)”()? x R R, ). Nous noterons respec-
tivement dg et d,, ses dérivées en a et u (d. est le nombre d’interactions pris en compte).
Nous supposons que :

— dy est Lipschitzienne. Nous notons Lq, sa constante de Lipschitz :

Vuy, ug € R%, V(z,a) € X, |dy(z, a,u1) — dy(z, a,us)| < L,

up — ugl. (4.2.1)
~ 3¢ eN,VZ € Mp(X),
Z sup (|Dk(d(:r, a, ZU(z,a)))| + | D*(dy(z, a, ZU(a:,a)))|> < C(1+(Z,1)9).

k|<D+1 (@:a)€XXRY
(4.2.2)

Notons que les Points 3 et 4 ne sont pas redondants. Le Point 4 assure l'application du
Corollaire 3.2.4.

Le Point 1 est satisfait pour des vitesses de vieillissement égales & 1 (dans ce cas A, (¢, s,a) =
a+ (t—s)), et on peut en fait prendre ¢’ = 0 dans les preuves.

Dans le cas général, le fait que les dérivées de (z,a) — Ay(t,s,a) soient bornées en x € X
est une conséquence de la relative compacité de X.

Exemple 4.2.2. Population logistique structurée par un dge scalaire :

Cet exemple correspond au choiz d’une population structurée uniquement par un dge scalaire
(pas de trait), pour laquelle :

1. La vitesse de vieillissement est de 1,

2. le taux de naissance est de la forme b(a) (b € Cy(R4,R4)),

3. le tauz de mort est de la forme d(a) +n{Z,1) (d € C,(Ry,Ry) est le taur de mort naturelle,
n > 0 mesure 'intensité des interactions et Z € Mp(R4) représente la population).
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Dans ce cas, D = 1, ¢ = 0. Le Point 5 est satisfait dés que b € Cg(R+,R+). Le tauz de
compétition associé auzx populations logistiques est U = 1 et le Point 6 est satisfait, car C**
contient la fonction constante égale & 1 sur R?. Le Point 7 est satisfait dés que d € Cl?(RJr, Ry),
et linégalité (4.2.2) est alors satisfaite avec q = 1. O

Le résultat de cette Section est le suivant :

Théoréme 4.2.3. Sous les Hypothéses 4.2.1, (™ )nen= converge en loi dans D([0, T, WJ(ZDJFI)J)

(VVJQDH)’1 étant muni de sa structure hilbertienne), vers la solution de ’équation suivante :

t ¢
vt € (0,77, n: =no -|-/ Tinsds + / J*nsds + W, (4.2.3)
0 0

dont les solutions, sous le Point 3 des Hypothéses 4.2.1, sont dans C~PTYL W est un processus
Gaussien de C([0,T], C_(DH)’l) continu, centré, de carré intégrable et de variation quadratique :
vt € [0,T], Vf € CP+LL,

W= [ [ [FPa0seai -s.a)
+/XfQ(CB',O)b(x,a)p(a:,a)K(:n,a,dx')+f2(x,a)d(x,a,£sU(:E,a)) &s(dx,da)ds, (4.2.4)

(2D+1),1

ot (§)iejo,r) est la solution de (3.0.1). Yy est Uopérateur de W défini par : Vt €

0,7], Vf € WP V(x,a) € X,
Ye(f)(x,a) = f(z,0)b(z,a)(1 - p(z,a)) + /X f(@',0)b(z, a)p(x, a)K (z,a, dz’)

—f(x,a)d(x,a,ﬁtU(x,a))—/}f(y,oz)du(y,a,ftU(y,a))U(y,oz,x,a)ft(dy,doz). (4.2.5)

J est Vopérateur défini par : ¥Vt € [0,T), Vf € W02D+1’1(<—> CPHN V(z,a) € X,
Jf(xz,a) =v(z,a)Vef(z,a). (4.2.6)

Ce théoréme nous indique que la vitesse de convergence du processus microscopique (Z™),enx
vers la solution de 1’équation (3.0.1) est en y/n. Nous obtenons une équation d’évolution limite
pour le processus de fluctuations dont nous verrons des applications a la Section 4.6.

La démonstration du Théoreme 4.2.3 fait I’'objet de ce chapitre. Nous commencons par décrire
le processus de fluctuations a la Section 4.3, et montrons que pour tout n € N*, ™ est a valeurs
dans W, D.D+a'+1 Nous donnons la décomposition de Doob du processus de fluctuations, et
introduisons le crochet et la trace du processus de Meyer associé a la semi-martingale. A la Sec-
tion 4.4, nous étudions la tension de la suite (7"),en+ dans W, DD on nous inspirant de [94]
et [87]. Puis, nous montrons que les valeurs d’adhérence satisfont une équation d’évolution qui
les caractérise (Section 4.5) et implique qu’elles appartiennent a C~ (D1 Nous en déduisons
l'unicité de la valeur d’adhérence et la convergence de la suite (7™)nen«-

4.3 Processus des fluctuations

Nous commencgons par montrer que pour tout n € N* le processus (ﬂf)te[o,T} est a valeurs
dans ID)([O,T],W(;D’DJ“]/H). Il pourra par (4.1.6) aussi étre considéré comme un processus a
valeurs dans C—D:¢+1 0=(D+1).1 oy WO_(2D+1)’1.
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Lemme 4.3.1. Sous les Points 3 et 4 des Hypothéses 4.2.1,

E( sup_|[|7"[|? Wi DD+ +1> < C(n). (4.3.1)

t€[0,T]

D,D+q'+1

Démonstration. Soit (¢r)ren+ une base hilbertienne de W) . Nous avons :

||17t ||W D,D4q'+1 =1 Z Zgla ka’ gtvgok < 2n Z Zgla ka’ <£ta§0k>2)
keN* keN*

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

s H2 ~D.D+a+1 <2n ( Z{1 / Z S% x,a) Z{'(dz,da) + (&, 1 / Z Sﬁk z,a) & (d, da))

keN* keN*

<20 (1) [ 1020 d0) +(61) [ 1Pl s i, i)
<Cn (2 1) [+ PO 20 o da) 4 (6,1) [ (14 1aPOH g, de) )
X X

En utilisant a nouveau 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2
E ( sup ||ny ||W_D Deq! +1> SCn\l E ( sup (Z7, 1>2> \J E ( sup {/~(1 + |a2(D+q’+1))Zg’(da:,da)} )
t€[0,T] t€[0,T) tel0,T] L/ x

O sup [@t, y [+ a|2<D+q’+1>>5t<dx,da>} .

t€[0,T]
On conclut par le Point 4 des Hypotheses 4.2.1 et le Théoreme 3.1.7. |
’ ) 3N . , . s A —D,D+q’+1
Le Lemme 4.3.1 n’est qu'une premiere estimée. Son intérét est de fixer W, comme

espace de référence. Nous allons l'affiner en établissant (Lemme 4.4.3) une estimation en norme
|-l ;y~2p+1).1 ne dépendant plus de n. Nous pourrons alors montrer la tension de la suite (7" )nen--
0

Nous introduisons quelques notations. Pour ¢ € [0, T, soit [f : (z,a,t) — fi(x,a)] € Cg’l’l(/\,’x
R x [0,7]) : ¥n € N¥,

Gl ) =V () + M), (43.2)
ou (Vi(f ))tejo,) est le processus a variations finies défini par :
~ t
=i+ [ o a0 - pea) + [0 ope.a) Koo
X xRd X
— fs(w, a)d(z, a, Z{U(z, a))| n¢ (dz, da) ds — Gg (f, 1) + G1(t,0", f), (4.3.3)

Gy (f,t) / / fs(z,a)vn (d(z,a, ZU (z,a)) — d(z,a,&U(x,a))) Es(de, da) ds (4.3.4)

G (t,n", f) —/ / (U(:n,a)vafs(m,a) + 0 S) ny (dz, da) ds, (4.3.5)
0 JXxRI s
et ou (]\Z”( f))tcjo,m est la martingale donnée par :

MP(f) =v/nMp (4.3.6)
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avec (thf)tE[O,T] définie au Théoreme 3.1.8. Par (3.1.30), le crochet de (]\Z”(f))te[oj] est :

N t
@ = [ [ (0. - pe.a) (43.7)
+ /X ff(x/,O)b(x,a)p(x,a)K(x,a,dx’) + ff(:c,a)d(x,a, Z?U(x,a))) ZY(dx,da) ds.

On introduit également la trace {M . de Mt vu comme opérateur de Wy, (@D+1).1 (cf. [93, 94])
et définie de sorte que (||Mt HW (2D+1)1— {M *1)te(o,1) S0it une martingale locale. Soit (k) ken+

une base hilbertienne de I/V2DJrl . Comme : Vn € N*, Vvt € [0, 7],

HM HW (2D+1),1 = ZMn vr)’,
k>1

on en déduit par (4.3.7) que : Vn € N* vt € [0,T],

¢M"4>t—// [(Zwo) Ja)(1 - /(Zwkm o) (@, 0)K (z, 0, da")

k>1 k>1

+ (Z gai(x,a)) d(x,a,z:U(x,a))] Z"(dx, da) ds. (4.3.8)

E>1

Cette quantité est définie P-presque strement par la Proposition 4.1.4 : V(z,a) € X ,

Zsoi(rv,(l Hon ”W ep+na S C et Z@k (z,a) = HD(z,a)HIz,VO—@DH),l < C(1+]al),
E>1 E>1

par les Points 3 et 4 des Hypotheses 4.2.1 et par le Théoreme 3.1.7.

Nous verrons au Lemme 4.4.5 que Popérateur différentiel G} (¢,7,.) n’est pas borné dans les
espaces de Sobolev de la forme W, B pour B € N et v € R,. Introduisons les fonctions test
f:(z,a,8) € X xRIX[0,t] — fo(z,a) = d(x, Ax(t,s,a)) € R, pour ¢ € Cg’l(./l’ xR, t € [0,T]
et A, défini en (2.1.3).

o) =t o+ [ 0 At s, 0)ba,a)(1 = plaa)
+/ d(2!, Ay (t,5,0))b(x, a)p(z,a)K (z,a, dz’)

— ¢z, Ay (t, s,a))d(z,a, Z1U(x,a))] nt(dz, da) ds
/ / d(x, Ap(t, s,a))vn (d(x,a, ZU (z,a)) — d(x,a,&U (2, a))) Es(dr, da) ds
M (f (4.3.9)

Enfin, nous serons confrontés au fait que la masse de Z" n’est pas a priori bornée. Nous
considérons pour cela :

N > max( sup (&, 1), sup / la|& (dz, da) ) (4.3.10)

t€[0,7] t€[0,T]

et les temps d’arrét ¢, définis en (3.1.6).
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Lemme 4.3.2. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 3.2.1 et pour N défini en (4.8.10) :

lim P(C% <T)=0. (4.3.11)

n—-+o0o

Démonstration. Par le Corollaire 3.2.4, les suites

+

((<ZZ]7 1>)t€[O’T]>n€N* et (/d ’a‘ Z?(dxada)>
R t€[0,T]

neN*

convergent en probabilité dans D([0, 7], Ry) vers

(€6 D)ecor et (/]Rd |a|§t(d$ada)) :
te[0,7

+

Ces limites étant continues, la convergence est une convergence uniforme (cf. [7]). On a :

PR <T) =P <3t € [0, 7], (Z,1) > N ou /~ la|Z (dz, da) > N)
X

SIP’( sup [(Zy' — &, 1)| > N — sup (§t71>>

te[0,T] t€[0,T7]

+P | sup
te[0,7

les termes N — supyeo11(&t, 1) et N — supsepo 7] Jga lalée(dz, da) étant strictement positifs, le
’ ? +

[tz ~ &) (dz. o
R-‘r

>N — sup/ \a|§t(dx,da)>, (4.3.12)
RY

te[0,7

terme de droite de (4.3.12) tend vers 0 lorsque n — +oo par la convergence en probabilité
mentionnée au début de la preuve. |

4.4 Tension de la séquence des fluctuations

Nous allons prouver la tension de la suite (7" ),en+ vue comme une suite de D([0, T, W, (2D+1)’1).

Pour cela, nous allons utiliser un résultat de tension du & Métivier [94]. Nous rappelons ce critére
au Paragraphe 4.4.1 et montrons au Paragraphe 4.4.3 qu’il est satisfait.

4.4.1 Critére de relative compacité dans D([0, T, W()_(QDH)’l)

Les Paragraphe 2.1.5 et Théoreme 2.3.2 de Joffe et Métivier [66] nous fournissent un critere

de tension pour les semi-martingales & valeurs dans un espace de Hilbert (voir aussi le Corollaire
1.5 et le Théoreme 1.6 de Métivier [94]).

Proposition 4.4.1. La suite (L(n"))nen+ de P (D([O,T], WO_(ZDH)’l)) est relativement com-
pacte si :

1.t € [0,7), V¢ € WP e > 0, 3K, > 0, 3ng € N*, ¥n > ny,

P(I{nt', ¢)| > Kc) <e, (4.4.1)
2. Ve >0,Vp>0,Vtel0,T], IF un sous-espace vectoriel de dimension finie de WJQDH)’I,
limsup P (inf I — VHW7(2D+1),1 > p) <e, (4.4.2)

n—oo veEF 0
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3. Ve > 0,¥s > 0,30 > 0, V(Sp, Th)nen+ suite de couples de temps d’arrét tels que S, <
T, <S,+96, Ing € N*¥,

sup P (Hf/ﬁ N g) <e (4.4.3)
n>ng W ’
sup P (HM’”}T” - <tl\7":|>sn\ > g) <e. (4.4.4)

n>ng

Pour montrer que le critére de tension de la Proposition 4.4.1 est satisfait, nous nous appuyons
sur des estimées de moments pour 1" que nous établissons a la Section 4.4.2.

4.4.2 Estimée préliminaire

Proposition 4.4.2. Soit N donné par (4.5.10). Sous les Hypothéses 4.2.1 :

sup E < sup ||,’71?;L”?/V(2D+1)71> < 400. (4.4.5)
neN* te[0,TACR] 0

La fin de cette Section 4.4.2 est dédiée a la démonstration de la Proposition 4.4.2. Par
I'injection continue C~(P+1):1 WJ@DH)J, il suffit d’établir (4.4.5) avec la norme ||.||~—(o+1)1
au lieu de la norme H.HW—(2D+1)71. Au Lemme 4.4.7, nous majorerons |G} (t,n;,.)||c—(o+1).1 par

une expression faisant intervenir la norme ||9;*|| o~ p.q/+1, €t nous aurons aussi besoin d’'une estimée
analogue a (4.4.5) pour la norme ||.||o—p.q+1. Ceci justifie la considération de (3,v) € {(D +
1,1),(D,q + 1)} dans le Lemme suivant.

Lemme 4.4.3. Soit (8,7) € {(D+1,1),(D,q +1)}. Sous les Hypothéses 4.2.1 :
sup E < sup |]77f||é5,7> < +400. (4.4.6)
neN* te[0,TACR]

Ce Lemme est prouvé en fin de section. Nous commengons par établir des majorations pour
les différents termes de (4.3.9).

Lemme 4.4.4. Soit (3,7) € {(D+1,1),(D,q'+1)}. On suppose les Hypothéses 4.2.1 satisfaites.
Soientt € [0,T], n € N*, g € CP7 et f : (x,a,5) € X x [0,t] — fs(x,a) = (x, As(t,s,a)) € R.
Alors : P-presque stirement,

I fsllconr < Cllollcsn (4.4.7)
[(nos fo)l < Clinglle—s 1@l s (4.4.8)

t t
[ s@obea - s ayidndads| <€ [ illc-smdsollers  (4.49)
0 JA xR 0

t t
/ / / S, 0)b(z, a)p(z, ) K (2, a, da’ ) (de, da) ds| < C / I l-sds [l
0 XxRd Jx 0

(4.4.10)
t ¢
| [ radee 220 dds| <€ [ (142200 ] o-onds [0l oo
0 JaxRrd 0
(4.4.11)
ot les constantes dépendent de T et D. O

Démonstration. Nous commengons par prouver (4.4.7). Par la dérivation des fonctions com-
posées, pour k € Ntds tel que |k| < 3, D*fy(x,a) est la somme de produits formés par :
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— une dérivée de ¢ d’ordre au plus |k|, évaluée en (x, A,(t, s,a)),
— des dérivées de (z,a) — A(t,s,a) d’ordre au plus |k| et au moins 1, pour i € [1,d], et
élevées a des puissances inférieures a |k,
le nombre de termes de cette somme dépend de k et D. Par exemple :

d

O fs 9%¢ dAL DAl
8@18a2 (.Z', CL) o by 3ai8aj (‘T7 Ax(tv S, a))Tm(t; S, G)T@(t, S, a)
d .
o¢ %ALY
+ ; 87%(1:7 Am(tv S, a)) da10ay (t, S, a).

Ainsi, en majorant les produits de dérivées de A, (t, s, a) par :

B
max |1+ max sup DF(AL(t, s, a ,
<i€[[1ad]] ( 1<|k|<B (x,a)eXX]Rd| (Al )

on obtient :

|DFo(x, Au(t, s,a))| 1+ | Au(t, s,a)|
1 + ‘Aw(tv 37 G)W 1 + ’a"}/

I fslcsn <C(B,D) Y sup

|k‘|<ﬁ (ac,a)EXde

1+ |A.(£,0,a)|”
<C(8,D)¢llgsr  sup [4:(2,0,0)

< OB, D, T)lesss  (44.12)

(z,a)€X x R4 1+ |a|’}’
car, par la Proposition 2.1.7 :
14 |Au(t,0,a)] 1+ ((2]al? + 45%dT) exp (452T)) "
sup 1+ 1440 a)l7 [42(t,0,0)] < sup (( i v7dT) Xp( Y )) < C(T,d,v) < 4oc.
(z,a)EX xR4 1+ |a"y (z,a)EX xR4 1+ |a|’y

(4.4.13)

Pour (4.4.8), nous avons par le Point 1 des Hypotheses 4.2.1 et par (4.4.7) :

(06> fo)l <lnollc-sallfollesr < CB, D, T, ) ngllc-slldllcon-

Considérons maintenant (4.4.9) :

/ / Fulr, 0)b(, ) (1 — plar, a))f (dr, da)ds
0 X xR4

t
< /0 12l o 11 £s(, 0)bla, ) (1 = plar, @) s (4.4.14)

Pour |k| < 3, le terme D¥(f,(x,0)b(x,a)(1 — p(z,a))) est la somme de produits formés d'une
dérivée de (z,a) — fs(z,0) et d'une dérivée de (x,a) — b(z,a)(1 — p(z,a)), ces dérivées étant
d’ordre au plus |k| et le nombre de termes dans la somme ne dépendant que de k. Par la
dérivation des fonctions composées, les dérivées (z,a) — fs(x,0) sont la somme de produits
formés d'une dérivée de ¢ et de dérivées de (x,a) — A (t,s,0), d’ordre au plus |k| et au moins
1, pour i € [1,d] et élevées a des puissances inférieures a |k|. Enfin, comme :

DF¢(x, Ay(t,s,0)]
sup |DFé(z, Ay(t,s,0))| = su | AN
sup 1D7oe, Axlls s, ) =200 5 a5, 00
<lpllesr (1 + [As(t,s,0)|7) < C(T,d,y)| 9l coms (4.4.15)
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ou C(T,d,~) est une constante ne dépendant pas de x, par (2.1.4), on a :

k X r,a — T, a
s, b @) (1 = plas g = 3 sup 2@ 01 = pl, a)))

Ik|<p (@) EX RS 1+ a7
DF 1_
CCEDNw O S s PO@AO =P D] s g
k|<p (z,a)EX xR 1+ |al7

(4.4.16)
par le Point 5 des Hypotheses 4.2.1. Nous déduisons (4.4.9) de (4.4.14) et (4.4.16).

Nous procédons de fagon similaire pour (4.4.10).
t
[ o apte. o)k .0 da'yi (dn, da) ds
0 JXxRd Jx

</

/fs(x',O)b(m,a)p(x,a)k(m,a,x’)dx’
X

[0t lc-pads. (4.4.17)
Y

cB
Comme :
| [ 500tz ot o)kt o, )
X Ch
3 | D" ([ fs(2',0)b(x, a)p(x, a)k(z, a,a’)da") |
= sup
k<83 (z,a)eX X R4 1+ |a|’Y
!Dk(fs(x’,O)b(ac,a)p(x,a)k(x,a,x’))| ,
§/ sup dx
X jo<p (@,a)€XxRI 1+ |af
DF (b(x, a)p(z, a)k(z, a, x
<) [ 1L Ol Y sup OB R 05 g
X k< (:0)EX xR a
<C(B,D,T,9)l¢llcsn (4.4.18)

par le Point 5 des Hypotheses 4.2.1, en majorant sup, q)c x xrd |DF¢ (', Ay (t,5,0))| comme en
(4.4.15). On déduit (4.4.10) de (4.4.17), (4.4.18).

Pour le terme (4.4.11) :

/t/ fs(x,a)d(z,a, Z2U (x,a))ny (dx, da) ds
0 JXxRd

¢
S/ [fs(z; a)d(z, a, ZSU (2, )| oo 05| c-5-ds,  (4.4.19)
0
avec :

1£s(2, a)d(w, a, Z}U(x,a))llcon <CB, D)l|fs(z,a)llcsn D, sup  [D*(d(z,a, Z}U(z,a))]
‘k‘gﬂ (:c,a)EXX]Rd

<CB, D, T,9)l¢llgs~ (1 +(Z,1))9. (4.4.20)

par le Point 7 des Hypotheses 4.2.1 et (4.4.7). |

Pour obtenir les estimées concernant les termes (4.3.4) et (4.3.6) nous allons nous placer
dans l'espace de Hilbert W(;D’D+q e P+ o, o-Da'+1y,
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Lemme 4.4.5. Soit (,v) € {(D+1,1),(D,q +1)}. 3C1(T), Co(T) > 0, ¥n € N*, Vvt € [0,T],
t
IGE (1B -5 SHGS(’?t)HIQ/VO—D,D+q’+1 < Cz(T)/O 17212 -5, ds (4.4.21)

supE<sup HAZ"HEW> < supE(sup M3, . ) <Ci(T) < +oo.  (4.4.22)
neN* t€[0,7) neN* tel0,T

Démonstration. Soit (¢k)ken+ une base hilbertienne de WD D+a+1 Comme la mesure &s(dz, da)
est positive, on peut écrire par I'inégalité de Cauchy- Schwarz :Vn € N* Vt € (0,77,

(/ / or(z,a)vn (d(z,a, ZlU(x,a)) — d(x,a,&U(x,a))) Es(dz, da) ds>2

keN*

<7 ( sup (1) / / S @R (w, @) LR, U((z, a), )26 (dz, da) ds
t€[0,T] X fone

scT<sup (€1 ) / / (H vy s HU«x,a),»Héﬁ,nmsué_gw)§s<da:,da>ds
t€[0,T (z,a)€XxR4

C(T,¢) /0 I 12 s, (4.4.23)

par la Proposition 4.1.4 et ott C(T', §) dépend de sup,c(o r1(&t, 1) et supyejo 11 [ |a|?P+a D¢, (dx, da)
qui existent et sont finies par (3.2.6) et par le Point 4 des Hypotheses 4.2.1.

Considérons maintenant 'estimée (4.4.22). Par la Proposition 4.1.3 : Vn € N*, vt € [0, T1,

2
IBZ 2 o = 3 (M (en)

keN*

Par ’inégalité de Doob :

E ( sup (M"(somf) <4 ((m«ok)f) = 4E (M" (1)1 )

te[0,T

Par (4.3.7) :
E (M (1) (/ [ [0z, )1 =i, )

+ /Xgoi(x/,O)b(x, a)p(x,a)K (x,a,dx’) + api(:c,a)d(x,a, Z?U(x,a))} Z(dx,da) ds) .

En sommant sur k£ et en utilisant le théoreme de Fubini pour les fonctions positives :

E ((M"( x,0) | b(z,a)(1 — p(x,a))
s == ([ [ [(5 e e
/ <Z (2, O> ,a)p(z, )K(x,a,d:c’)—F(Z iz, a))d(vaU(x a))

keN* keN*

T
<CE ( I/ {nm,ouiﬂ,wﬂ 4 [ IPeall, oo K0,
0 X Y X 0

1Dl oo (14 (22,1)) } 21 (dw,da) ds)
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et par la Proposition 4.1.4 :
T T ,
> B (0" (e0)r) <CE ( [zmass [z [ lpe +1>>Z;’<dx,da>ds>
Ken- 0 0 X

<CTE| sup (Z!, 1)+ sup (Z!, 1)+ sup / |a[?P+4' D) 77 (dz, da)
t€[0,T] t€[0,T] telo, 7] J X

2
+ sup |:/ ‘a|2(D+q'+1)ZZL(dCC, da):| , (4425)
tefo, 7] L/ X

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Grace au Théoreme 3.1.7, au Point 4 des Hypotheses 4.2.1,
(4.4.22) est satisfaite. [

Nous pouvons maintenant prouver le Lemme 4.4.3.

Preuve du Lemme 4.4.3. Soient ¢ € Cﬁ"y()N(), te[0,T],ne N“et f: (z,a,s) € X x [0,t] —
fs(z,a) = ¢p(x, Az(t, s,a)). Par (4.3.9) et par les Lemmes 4.4.4 et 4.4.5, 3C (T, D) > 0,

t

(v [e ( p wuz_m) "
0 ref0,sACH]

+E (I ll7-5-) +1] .

E( sup anué_ﬁ,w) <c

s€[0,tACR;

Par le lemme de Gronwall et le Point 3 des Hypotheses 4.2.1 :

sup E( sup unm%m) <c(v) (sup E <||n3\|§V_D,D+q,+1) n 1) CNT o,
neN* t€[0,TACR] neN* 0

4.4.3 Vérification du critére pour (9"),en-

Proposition 4.4.6. La suite (L(n"))nen+ est tendue sur D([0, T, Wo_(zDH)’l)-

La démonstration de cette proposition fait I’'objet de cette section. Nous allons vérifier que
le critere de la Proposition 4.4.1 est satisfait.

Nous considérons tout d’abord de Point 1 de la Proposition 4.4.1. Soient ¢ > 0, K > 0,
n e Net¢c WO2D+1’1 non nulle. Comme V¢ € [0,7], |(nf, ¢)| < |‘77?||W—(2D+1),1||¢||WO2D+1,1,
0

alors, par l'inégalité de Markov :

K
P ( sup_|(nf',9)| > K) <p ( sup (7]l > )

t€[0,7] te[0,7] 0 ¢l yy2pe11
n K n n
SP sup ||"7tAC]7\L,||W—(2D+1)a1 >, CN >T -+ P (CN S T)
<o ; [Wlyzor
6112 2011 2
S# sup K Sup ||77?HW7(2D+1),1 +P (C]T\LT < T)
neN* t€[0,TACR, 0
COMBypoins
T LB < T, (4.4.26)
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par la Proposition 4.4.2, N étant défini en (4.3.10). Par (4.3.11), 3ng € N*, Vn > ng, P (¢}, <T') <
g/2. Alors, pour K¢ = ||¢||;,204111/2C(N) /e, le membre de droite de (4.4.26) est majoré par e.
0

Dans le cas ol [|¢||;20+11 = 0, [(n}', ¢)| = 0 et la probabilité dans le membre de gauche de
0
(4.4.26) est nulle pour K > 0. Ceci acheve la démonstration du Point 1.

Considérons une base hilbertienne (¢ )gen+ de VV2D+1 ! Nous allons considérer le sous-
espace §, de W2D+1 1 avec m € N*, engendré par (¢k)ke[1,m]- Soient ¢ > 0 et p > 0. Pour
montrer le Pomt 2 du critere de la Proposition 4.4.1, nous souhaitons montrer que : Img €

N* dng € N*, Vm > myg, Vn > nyg,

—+00
Pl osup | > (f,e)2>p]| <e (4.4.27)
te[0,7) jA—

Par I'inégalité de Markov :

—+oo +oo
P ( sup ([ D> (npen)? > p) <P ( sup . ben)?>p, > T) +P(Cy < T)

te[0,T] it te[0,TACR] S
k=m+ k=m+

P t€[0,TACRT \| gyt

“+oo
<lg ( sup > <77{?,<pk>2) +P (v <T). (4.4.28)

Par (4.3.11), il existe ng € N* tel que le second terme du membre de droite soit majoré par /2.
Montrons que 'on peut choisir mg € N* de sorte que le premier terme du membre de droite

soit aussi majoré par €/2. La suite (sup;cjoracn) \/Z;:OomH(nf,gok}Q)meN* converge presque
surement vers 0 et est dominée par sup;¢g TACY] HU?HW,@DH)J donc uniformément intégrable
’ 0

par la Proposition 4.4.2. On en déduit que :

“+00
lim E| sup (', o) | =0,
m—+00 t€[0,TACH] k%l !

ce qui acheéve la preuve de (4.4.27) : on peut choisir mg € N* tel que (4.4.28) soit majoré par e.

Montrons maintenant (4.4.4). Soient 6 > 0 et (Sy, Ty, )nen+ une famille de temps d’arrét tels
que S, < T, <85, + 9. Nous avons : Vn € N*, V¢ > 0,

P (|40 r, — €M s, ] 2 <) <P (|40 $r.nc5
Sl sup E (HM”#T,Q, — & M"%s,

S neN*

G >T) +P(Ch <T)

)Py <T). (4.4.29)

Par (4.3.11), le second membre de (4.4.29) tend vers 0 lorsque n — +o0. Il nous suffit donc de
montrer que le premier terme de (4.4.29) peut étre majoré par €/2 pour ¢ suffisamment petit.

Par (4.3.8) :
TaNCR
(/S . / [(Z ia 0> Ja)(1 - p(z,a))

keN*

—|—/ (Zapkx 0) ya)p(x,a)K (x,a,dx’) + (Z@kxa> (z,a,Z7U(z,a))

keN* kEN*

E (|43 $r, - $M"$s,|)

Z(dz, da) ds)

2
<CSE | sup (Z",1)+ sup (Z',1)* + sup / la]?Z"(dx,da) + sup {/ la?Z;" (dx da)} ,
te[0,T te[0,T] te[0,T] te[0,T]

(4.4.30)
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en réalisant un calcul similaire a (4.4.24) et (4.4.25). Par le Point 4 des Hypotheses 4.2.1 et par
le Théoreme 3.1.7,

sup B (|4 0" r, — 0" $s,
neN*

) < O(T)s, (4.4.31)

ce qui termine la preuve de (4.4.4).

Il nous reste a montrer (4.4.3). Avec les mémes notations que précédemment :

p( |7 -7

(2D+1),1 Z ) <P (HVT AR VS ARy —(2D+1) 1= ESY CN > T) +P(CKI < T)

n n
SQE (HVT,LM;@ ~ Vsuncy

Wy
2

) —(2D+1),1> +P (C]y\Lf < T) . (4.4.32)
Wy

Le second terme de (4.4.32) se traite avec (4.3.11). Pour le premier terme :

gl

A = 1GH T A GR) — Gl S5 G- zps
B, = ||Gn T A CN: ) ) - G?(Sn A C}\Lfa n", -)Hé—(DH),l

TpACT
/~ [f(:v,O)b(w,a)(l —p(x,a)) —i—/ f(@',0)b(z,a)p(z,a)K (z,a,dz’)
Sancy Jx X

- f T, a d(!E,CL, Z;IU($7G))] Zg(dl’,da)d8||é_(1)+1),1 :

‘VT ACR T Ve s

—(2D+1),1

) < CE(An + By + Ch) (4.4.33)

el

Considérons A,,. Nous avons :

T ACH 2
E(A < /, @k(x,a)\/ﬁ(d(x,a, Z;LU(.T,G,)) —d(x,a,fsU(m,a))) gs(dx7da) dS)
keN~ &

SnACT
TnACN
<SC@OE( [ IR ads
SnACY
<82C(T,€) sup E ( sup ||77f||20_(p+1),1> < O(T,N)&?, (4.4.34)
neN* te[0,TACY]

ou la premiere majoration est obtenue par un calcul similaire & (4.4.23). Pour la derniere majo-
ration, on a utilisé le Lemme 4.4.3.
Par des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.4.4 :

2 Tnney 2
E(C,) <C(1 + N*)E / T A
nACR
<O(N)s supE< sup |77?||20—<D+1),1><C(N)57
neN*  \t€[0,TACH]

par le Lemme 4.4.3. Pour majorer B,, établissons un controle de la norme de 'opérateur
différentiel G} (t,n",.) (4.3.4).

Lemme 4.4.7. Vs,t € [0,T], ¥n € N*, Vf € CP*+L1 Popresque sirement,

t
GL(En", f) = GY (s, 0", [ SC/ 178 lc-p.arsrds| fllgp+aa. (4.4.35)
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Démonstration. Soit f € CPTL1. Sous le Point 1 des Hypotheses 4.2.1, on a :
fecPtil 5 v, fe Pl = yv,fecPi,

En effet :
|D*(v(z,a)Vaf(z,a))]

|oVafllopa1 = Z sup

_ 1
k<D (z.0)€X L+ al?
DFvy(z,a
<C(E.D)Voflera Y- sup 2N 4 ja)) < (8, D) flenn.
k=p (@a)e® 1 T o]

en utilisant le Point 1 des Hypotheses 4.2.1. On en déduit, pour tout f € CP+L1 .

t
Gt ) — G (s, f)] < /

| vl Vas(e, o do.da)| ds
X xR4

t
< / o ss 10V f a1 s

t
<C [ 1 llg-oaalflovsrads. (4.4.36)
S

Ceci prouve le Lemme. |

Nous déduisons des Lemmes 4.4.3 et 4.4.7 :

E(B,) <C¢ sup E ( sup ’|77?||0—D,q’+1) < C(N)é. (4.4.37)
neN* te[0,TACR]

Nous pouvons donc majorer le membre de droite de (4.4.33) par C'(N)d, ce qui conclut la
vérification de (4.4.3). Chacun des points du critére de la Proposition 4.4.1 a été vérifié, et la suite
(L(n™))nen+ est tendue dans D([0, T, W, (2D+1)’1). Nous allons maintenant montrer 'unicité de
la valeur d’adhérence de cette suite et identifier sa limite.

4.5 Identification des valeurs d’adhérence

(2D+1),1)>

La suite (£(n™))nen=, tendue, est relativement compacte dans P(ID([0, 7], W, muni

de la topologie de la convergence étroite, par le théoreme de Prohorov. Soit € D([0, 77, W(;(QDJFI)’I)
telle que £(n) soit une valeur d’adhérence de cette suite. Pour simplifier les notations, nous no-
terons & nouveau (n™),cn+ une sous-suite convergeant en loi vers 7.

Tout d’abord, notons que les valeurs d’adhérence 7 sont nécessairement continues, puisque :

C
sup sup s ) =W, Nl < w, [P — presque strement. (4.5.1)
te[0,T] fEC,(X xR4) \/ﬁ

Une difficulté vient du fait que le Lemme 4.4.3 ne nous fournit qu'un controle des moments
des fluctuations 7™ localisées par les temps d’arrét (jy, et que ce controle dépend de N. Grace
au Point 4 des Hypotheses 4.2.1, nous avons cependant une estimée non localisée pour les
moments des martingales (M™),en+ (Lemme 4.4.5). Nous commencons par étudier la tension et
la convergence en loi de ces martingales (Proposition 4.5.1). Nous en déduirons un probleme de
martingale vérifié par n (Proposition 4.5.2).
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Proposition 4.5.1. La suite des martingales (Mn)neN* définies en (4.3.6) converge en loi dans
D([O,T],WO_D’DJrq/H) vers un processus W € C([0,T],C~ P+ tel que Vo € CPTLL W (9)
soit une martingale gaussienne réelle continue, issue de 0, de carré intégrable et de variation
quadratique définie par (4.2.4).

Démonstration. Par le Lemme 4.4.5 :
sup E ( sup ‘Mf”?/[/—D,D-‘rq/ﬁ-l) < 400. (4.5.2)
neN* t€[0,T] 0

On en déduit par le critere de tension de la Proposition 4.4.1 et par des calculs analogues & ceux
de la Section 4.4.3 que (M™),en- est tendue dans ]D([O,T],WO_D’DW/H). Soit W une valeur
d’adhérence. Nous noterons encore (M ™)nen+ la sous-suite convergeant vers W.

Les discontinuités de M™ étant celles de n" Vo e W(f) ’D+q,+1,

~ C
lim sup |[AM(¢)| < lim — =0, 4.5.3
Jim s (M) <t O (453

et les valeurs d’adhérence W de (]\7 ™)nen+ sont continues.
Soit ¢ € CPHLI(— W(P’DMIH). Soient k € N*, 1, ---p € Cp(C~PHTDLR Yot 0 < 51 <
e <8 <s<t<T.Pour M € D([0,T], W(;D’Dﬂ *1) nous introduisons :

k

®(M, ¢) = | [on(My,) (Mi(9) — My(9)) .- (4.5.4)

=1

Comme M™ est une martingale,
E ((I)(M”, ¢)> =0.

De plus, la limite en loi W de (M™),en+ étant continue, nous avons la limite en loi suivante :

lim ®(M",¢) = B(W,¢).

n—-+00

Enfin, par (4.5.2), @(M " ¢) est uniformément intégrable et

E(®(W,$)) = lim IE((I)(M”,QS)):O. (4.5.5)

n—-+0o

Ceci prouve que W(¢) et une martingale. Calculons son crochet. Soit € > 0 et ¢ € CP+11,
N t
P < swp |67~ [ [ 20000 - ploa) + [ #6000 aple. Kz 0,d0)
te[0,7] 0o Jx x
+ ¢*(z,a)d(x, a,fSU(x,a))] és(dx, da) ds‘ > 6)

§1E< sup % /0 e /X » [¢2(x,0)b(x,a)(1—p(ﬂc,a))—l— /X 62z’ 0)b(z, a)p(, ) K (x, a, da’)

€ te[0,7)]

+ d)Q(x, a)d(z,a, Z7U (z, a))] Ny (dz, da) ds|)

tACH:
+1E ( sup /o /)? #*(z,a) (d(z,a, Z"U(z,a)) — d(x, a,&U(x, a))) s (da, da) ds

>+P(C%§T)

€ tc[0,T]
C(T,N)
< E sup 1 lo-orna | +P(CN <T), 4.5.6
ev/n (te[(),T/\C}fj] il ) (A ) ( )
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en adaptant les résultats des Lemmes 4.4.4 et 4.4.5 (terme (4.4.21)). Par le Lemme 4.4.3,
le premier terme du membre de droite est majoré par C(T,N)/(ey/n). On en déduit que
((M™($)))nen- converge en probabilité vers (W (¢)) définic en (4.2.4) uniformément en ¢ € [0, T).

Par (4.5.3) et comme on a de plus sup;(o 1] |A]\Z”(q§)| uniformément intégrable, puisque

majoré par C'/+/n, alors, par le Théoréme 3.12 page 432 de Jacod et Shiryaev [63], (M”(gb))neN*
converge en loi vers la martingale gaussienne W (¢) issue de 0, continue, de carré intégrable, et
de variation quadratique (4.2.4). |

Nous pouvons maintenant caractériser la valeur d’adhérence 7.

Proposition 4.5.2. Sous les Hypothéses 4.2.1, le processus (M)te[o,T] € C([0,T],C~(P+1.1)
défini pour tout ¢ € CP+L1 et t € [0,T) par :

N t
(W0 ) = o) = [ ol Ac(t.0.0)mldoda) = [ ] 1o Aclt.5.0)b(r. )1 = plo. )
+/Xgb(x',A;,(t,s,O))b(:z:,a)p(w,a)K(ﬂv,a,d:p')—QS(:L‘,Ax(t,s,a))d(x,a,ﬁsU(:L‘,a)) ns(dz, da) ds

+/0 /)?gb(:n,Am(t,s,a))du(zr,a,gsU(a:,a))nsU(m,a)fs(d:U,da)ds, (4.5.7)

a méme loi que le processus W défini a la Proposition 4.5.1. O

Démonstration. Définissons pour v € D([0,T],C~P+T1) ¢ € CP+L1 et t € [0,T] :
t
V(,6,) = (,d) ~ | ol sl 0.a)w(deda) = [ (oo As(t.s,0)bGaa)(1 = po,a)
X xRd 0 JXXRI
/ o(x', Al(t,5,0))b(x,a)p(x,a)K (z,a,dx’) — ¢(x, Ap(t,s,a))d(z,a,EU(x,a)) | vs(dz, da) ds

/ / d(z, Az(t, s,a))dy(x,a,&U(z,a))vsU(x, a) €s(dx, da) ds. (4.5.8)

Notons que dans la définition de ¥, la densité-dépendance est ”gelée” : on considere le terme de
mort d(z,a,§U(x,a)) ou £ est la solution déterministe de (3.0.1). Notre objectif est de montrer
que le processus M = (Y(n, ¢,t))selo,r) est une martingale réelle continue, de carré intégrable,
issue de 0, et de variation quadratique définie par (4.2.4).

Comme (n™),en+ converge en loi vers le processus continu 7, alors nous avons la limite en
loi suivante : V¢ € CPFL1
lim ¥(n",¢,.)=Y(n,e,.). (4.5.9)

n—-+o0o

Nous allons montrer que ¥(n", ¢,.) a la méme limite en loi que M "(¢). Par 'unicité de la limite
en loi et par la Proposition 4.5.1, on en déduira le résultat annoncé.

Par (4.3.9) et (4.5.8) :Vn € N*, V¢ € CP+LL vt € [0,T],
U(n", 1) —B(n,$,t) — C(n, ¢,1), (4.5.10)
B(n, ,t) / / o(z, Aa(t, 5, a)) [V (d(z, a, 2°U (2, a)) — d(x, a, &U(z, a)))
— du(z, a,&,U ()i (2, a)] 27 (dz, da) ds

C(n, ¢,t) / /XXW x, Ag(t,s,a))dy(z,a,8U(x,a))ne Uz, a) [Z7 — & (dx, da) ds.



Considérons By, (n, ¢, .). Par le Point 7 des Hypotheses 4.2.1 : V(z,a) € X, Vn € N*, Vs € [0,T7,

d(z,a,Z}U(x,a))—d(z,a,U(x,a)) =d <:c, a,U(x,a) + %n?U(x,a)) —d(z,a,6U(x,a))

1
—nyU(z,a)do. (4.5.11)

1
= dy ya,&U(z,
/0 <x a,&U (z,a) + NG

St
Alors :

‘\/ﬁ(d(x, a, Z2U(z,a)) — d(z,a,U(x,a))) — du(z, a,EU (z,a))ni Uz, a)‘

/01 dy, <:1:, a,&U(z,a) + %n?U(x, a)> neU(x,a)da — dy(x,a,&U(x,a))nsUl(x, a)

1
S/ dy x,a,fsU(x,a)—l—in?U(x,a) —dy(z,a,6U(z,a))| [n2U(z,a)| do
0 Vn
< [ Lo UG P e < Py s UG R, (4512
0 Vvn 2y/n (z,0)€X x R4

et on en déduit, pour € > 0 :

IP’( sup |B(n, ¢,1)| > 6) SP( sup |B(n, ¢, t ACy)| > €, (i > T) +P(CN <T)

te[0,T] t€[0,T]

C t/\q\L/ ni(2 n n
S%\/ﬁE sup /0 51— (Zs 1) ds | +P(Cy < T)

t€[0,T)
CTN C(T,N)
< sup E sup 197 A s | FP(CR S T) < =L 4 P(CR <T),  (4.5.13
2o/ b <te[o,m<m” it - v <T) e/n (v=T), ( )

par le Lemme 4.4.3. On en déduit que B(n, ¢,.) converge en probabilité vers 0 uniformément en
t € [0, 7] lorsque n — +o0.
Considérons maintenant le terme C'(n, ¢,1).

P( sup |C(n, ¢,1)| >€> SP< sup |C(n, ¢, t ACN)| > &, Cz’(‘/>T> +P (v <T)

te[0,T] t€[0,7]

1 INCY
<—=E ( sup / Hn?”C*(EHI),l Hfs(wva)du(x7avésU(wva))ngU(xva)HC(D-HLU dS) +P((y <T)
SAVAL. t€[0,7] 40

En adaptant les preuves de (4.4.11) (en notant que la densité dépendance dans d,, est gelée et
fixée & &U(x,a), avec & la solution de (3.0.1)), on obtient :

C(T, , n n
P ( sup |C(n,o,t)| > 6) < ( g)H(bHCDHlIE ( sup ||n} |‘2~—(D+1),1> +P(N <T)

t€[0,T] ev/n t€[0,TACY]
_C@.en)

~  eyn
par le Point 7 des Hypotheses 4.2.1 et par le Lemme 4.4.3. Donc C(n, ¢, .) converge en probabilité

vers 0 uniformément sur [0, 7] lorsque n — +o0.
On en déduit : Ve > 0,

FP(C<T), (4.5.14)

lim P sup [U(n" ¢,t) — M(¢)| > 2¢ | =0. (4.5.15)
n=+00 \ tefo,7]
et (U(n",¢,.))nen+ et (M”((;S))neN* ont la méme limite en loi W. [
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Lemme 4.5.3. Sous les Hypotheses 4.2.1, toute solutionn de (4.5.7) est a valeurs dans c—(P+).1,

Démonstration. Par le Point 3 des Hypotheses 4.2.1, la condition initiale g est dans W, D’D+q/+1,

donc également dans C~(P+1:1 Par une adaptation des calculs des Lemmes 4.4.4 (avec pour
(4.4.11) une densité dépendance dans le taux de mort "gelée” en {;U(x,a)) et 4.4.5, on a alors :

t
E( sup |7750<D+1>11> <E(’700(D+1)v1)+C(Ta§)/E< sup ]|77sc<D+1>11> du+ C(T).
0

SE[0,tACR] s€[0,unCR

Notons que le fait que la densité dépendance dans le terme de mort soit "gelée” implique que
les constantes C'(T,&) et C(T) ne dépendent pas de N. Par le Lemme de Gronwall :

0,TAC

E ( Jup H??tchH),l) < C(TE ([Inollg-p+na + 1) < +o0. (4.5.16)

te n
Comme le membre de droite ne dépend pas de N, on peut s’affranchir de (3 dans le membre de
gauche, par (3.1.19), par le Lemme de Fatou et par un argument similaire a (2.2.13). |
Nous montrons maintenant I'unicité de la solution forte de (4.5.7) dans C([0, T], C~(P+1.1),

Proposition 4.5.4. Soit W € C([0,T],C~P+:1) un processus gaussien continu, centré, de
carré intégrable et de variation quadratique définie par (4.2.4). Soit ny € C~ P+ yune condi-
tion initiale satisfaisant les Hypothéses 4.2.1. Alors l’équation (4.5.7) admet a plus une unique
solution forte associée a W et ny. Nous avons donc unicité en loi de la solution de (4.5.7). O

Démonstration. Soient ' et n* € C([0,T7, C~(P+1).1) deux solutions de (4.5.7) assocides & W et
a no. Soient t € [0,T], ¢ € CF(X), et f : (x,a,5) — fs(z,a) = ¢(x, Ax(t,s,a)). Nous avons :

t
(nf —nt,¢) = /0 (ny —n2, Y f) ds, (4.5.17)

avec Y f défini en (4.2.5). En adaptant les majorations du Lemme 4.4.4, nous obtenons :

t
Int — 07 lle—pina < C(T)/ Ins — 02l -1 ds, (4.5.18)
0

et par le Lemme de Gronwall, V¢ € [0,7T], ||n} — n?|lc->+1a =0 P — presque stirement. [ |

Corollaire 4.5.5. La suite (L(n™))nen+ admet une unique valeur d’adhérence. La suite (n™)pen
converge donc en loi donc vers lunique solution faible de (4.5.7).

Proposition 4.5.6. L’équation (4.5.7) peut se reformuler par : Vf € CPTH1 vt € [0,T],

t

t
(s 1) =0n ) + /0 (e, Xf) ds + /0 (e T f) ds + Wi f), (4.5.19)

ot Y est Uopérateur défini en (4.2.5) et ou W est donné par la Proposition 4.5.1.
Démonstration. Soient t € [0,T], ¢ € C32(X x RY) et f : (v,a,5) — fs(z,a) = ¢(x, Az(t, s, a)).
Par (2.1.7), ¥(x,a,s) € X x [0,T],
t
fs(x,a) =¢(x,a) —I—/ v(x, Az(u,s,a))Vap(z, Az(u, s,a)) du, (4.5.20)
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(4.5.7) se réécrit :

(0 =tm.) + [ (Y00 as+ W)+ [ [ 0o A1 (0.0.0) V(o Aw.0,0) dum (da do

/ //m@ K/ v(@, Ax(u, 5,0))Vao(z, Ax (u, 8,0))du) b(z,a)(1 — p(z,a))

< ( / o', A 5,0\ V(e A 1:5,0)) ) b, e, @) G0,

_ (/:v(x,Ax(u,s,a))Vad)(w,Ax(u,s,a))du) d(m,a,gsU(x,a))} ne(d da) ds

//X (/:“(x’Am(“’s’“))Va¢<x~4w<%&a>>du> du(w, 0,60 (z,)) .U (z, )6 (dr, da) ds
W (/ (@, A (u,5,0))Vad(x, Ay (u, 5, a)) du) :

1ms]lc—p+1)1 < 400 P-p.s., et les intégrants sont bornés. Par le Théoréme de Fubini,

(0 =)+ [ (00 s+ W)+ [ ] (o 400,00V, A0, 0) ol o)

+/0 /0 /XXW [v(x, Az (u,5,0))Vad(z, Az(u, s,0))b(x,a)(1l — p(z,a))

+/Xv(m’,Ax/(u,s,O))Vad)(z’,Am/(u,5,0))b(z,a)p(x,a)K(x,a,dz’)
—v(z, Ay (u, 8,a))Vedp(z, Ay (u, 8,a))d(x, a, U (2, a))] ns(dz, da) ds du

// /)(Rd v(z, Az (u, 8,a))Vad(x, Ax(u, s,a))dy(x,a, U (2, a)) nsU(x, a)és(de, da) ds du
+/O /0 (dW,v(z, Az (u, 8,a))Vad(x, Ar(u, s,a)))du

t
)+ [ o xOas+ W)+ [ [ vl aota, oo, da) i
par (4.5.7), avec vV ¢ jouant le role de ¢. |

Corollaire 4.5.7. L’équation ({.2.3) a bien un sens dans C~P+D:1 (done dans Wy (2D+1), 1)

Démonstration. Par Yosida [125] (p.123), I'intégrale de Bochner fo Y*ns ds est bien définie dans
C~P+1 qes que :
1. Pour tout fonction F dans le dual de ¢~ (P+1:1 Papplication s — F(T*ns) est mesurable,

T
2. [ 1T*nsll g-p4ads < 4o0.
Ces deux points sont vérifiés, par continuité, par les Lemmes 4.4.4 et 4.4.5 et par la Proposition
4.4.2. L’équation (4.2.3) est alors obtenue a partir de (4.5.19), chacun des termes étant bien

défini dans W0_(2D+1)’1. |
4.6 Applications

4.6.1 Intervalles de confiance

Proposition 4.6.1. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 :
(i) Voo > 0, g > 0, Ing € N*, Vn > ny,

o
P( sup [|Z" — &l -ceoina > —= | <a.
(te[O,T} ! W N4D
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i) YC > 0, Vo € W2PTH Ve > 0, 3ng € N*, Vn > no,
0

" — Q exp | — c* o(r) su €
P (k0 - er.00 > 72 ) <tosn (g ) + o' <te[op}””t”0 D““) !

ot (W(f))r est défini en (4.2.4).

Démonstration. Considérons le Point (i). Par (4.5.16), on obtient : Yo > 0, 3¢, > 0,

B sup [nlly—eoens >0 ) <5 (4.6.1)
te[0,T] 2

Par la convergence en loi du Théoreme 4.2.3, nous avons :

lim P | sup vn|Z]' — ftHW_(2D+1),1 >qq | =P | sup HmHW @2D+1),1 = Qo | -
n—F00 \ tef0,7) 0 te[0,T]

Ainsi, Ing € N*, Vn > ng, P (Supte[oﬂ V||l Zp — &HWO_(2D+1),1 > qa> < a, ce qui fournit I'inter-

valle de confiance souhaité. N
Considérons le Point (ii). Soit f(z,a,t) € X x [0,T] — fi(z,a) = ¢p(x, Ax(T,t,a)) € R.

)
C? C(T)
<2exp <_2<W(f)>T> + e B ( esgép] HmHW (2D+1), 1> ; (4.6.2)

ce qui termine la preuve. |

T
P (o)1 > ©) <P (W] > § ) + B (‘(no,f(ﬂ + [ty

4.6.2 Comportement en temps grand pour une population logistique struc-
turée par un age scalaire

Nous nous intéressons au comportement du processus microscopique au voisinage d’une so-
lution stationnaire de I’équation (3.0.1). L’existence d’une solution stationnaire est un probleme
difficile. Aussi nous restreignons nous dans cette section a un exemple ”simple” : celui d’une
population logistique structurée par un age scalaire.

Définition 4.6.2. Nous expliquons comment ce modéle rentre dans le formalisme précédent :
1. L’espace X est un singleton et la probabilité de mutation est p = 0. Nous omettrons par la
suite la variable de trait afin de simplifier les notations.

2. Les individus sont caractérisés par un age scalaire et vieillissent avec une vitesse 1,

3. Un individu d’dge a € Ry donne naissance avec le taux b(a) ou b € Cp(R4,Ry) est tel que
3b >0, Va € Ry, 0 < b(a) <D,

4. Un individu d’age a € Ry dans la population Z € Mp(Ry) meurt au taux d(a) +n{Z,1), oi
d € Cy(Ry) est le taur de mort naturelle tel que 3d,d > 0, Va € Ry, d < d(a) < d, ou n(Z,1)
est le terme de compétition logistique, avec n > 0 modulant l'intensité des interactions.

Les notations suivantes seront utiles pour la suite de cette section :

M(ay, as) = exp (— / d(a)da) et Ry— /O T pa)e Jd@dag,  (163)
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II(ai,a2) est la probabilité qu'un individu d’age a; vive jusqu’a 'dge ag (cf. (2.1.11)). Ry est
appelé dans la littérature taux de reproduction net. Il s’agit de I'intégrale du taux de naissance
b(a) pondéré par la probabilité de survivre jusqu’a I’age a dans le cas ou I'individu est soumis a
la seule mort naturelle (pas de compétition).

Pour la population logistique étudiée, il existe une unique solution classique a I’équation aux
dérivées partielles décrivant la limite de 'approximation en ” grande population”. Nous disposons
de plus d’une forme explicite de cette solution :

Proposition 4.6.3. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 3.2.1, et si : Img € C} (R4, R4), &o(da) =
mo(a)da, ot §(da) est la limite en probabilité de (Z}'(da))nen=, alors :
(i) la suite (Z™)nen+ de la Définition 3.1.2 converge en probabilité dans D(R, (Mp(Ry), €))
vers la solution faible mesure (&t)icr, de l’équation aux dérivées partielles suivante :
om om

oy (1) == 5 (a.t) — (d(a) + M) m(a. 1)

+00 +oo
m(0,t) :/0 b(a)m(a,t)da, m(a,0) =mg(a), M :/0 m(a,t)da. (4.6.4)

(i) Pour tout t € Ry, & est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgque sur R .
La famille des densités (m(.,t))ier, est l'unique solution classique de (4.6.4) et nous disposons
de son expression explicite : Ya € Ry, Vt € Ry,

My

m(a,t) =
(1) 1+ My fg f0+°° v(a, s)dads

v(a,t), (4.6.5)

mo(a—t) _ . -
avec : v(a,t) :{ Mo (a—t,a) si a>t,

B(t — a)II(a,0) st a<t, (4.6.6)

IT étant défini en (4.6.3) et :
+00
B(t) = By * (Z g*”(t)) , (4.6.7)
n=0

T étant la fonction g convolée n fois avec elle-méme. O

9

Démonstration. L’existence et 'unicité d’une solution faible fonction de (4.6.4) vers laquelle
converge (Z™)pen+ sont un cas particulier du Corollaire 3.2.4 et de la Proposition 3.2.6. Il y a
donc au plus une solution classique de (4.6.4) dans C1* (R, x R, ,R,). En reprenant les calculs
de [15, 56, 82, 124], nous pouvons exhiber une solution classique du systéme (4.6.4), donnée par
(4.6.5) (cf. Proposition A.4.1, en annexe), et de classe C! par rapport aux variables t et a. C’est
donc 'unique solution classique de (4.6.4). [

Nous rappelons quelques résultats sur le comportement en temps long de la solution de (4.6.4).

Hypothése 4.6.4. Dans la suite de cette section, nous nous placerons sous l’hypothése Ry > 1
impliquant que b > d puisque :

+oo
— / be %da > Ry > 1. (4.6.8)
0

] S

Proposition 4.6.5. Pour le modéle étudié dans cette section et sous I’Hypothése 4.6.4 :
(i) L’équation suivante en A1 :

+00
1= / e~ May(a)TI(0, a)da,
0
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admet une unique solution A1 > 0.
(i) On a le comportement asymptotique suivant pour la solution m(a,t) de (4.6.4) :

Ke M911(0, a)

lim m(a,t) = =:m(a). 4.6.9
t—+o00 (@) f0+°° e~ MaTI(0, a)do (a) ( )
uniformément en age sur les intervalles bornés de Ry, ou
A1 too
K:=—= m(a)da. (4.6.10)
n 0

est appelé capacité de charge environnementale.
(iii) m est asymptotiquement exponentiellement stable : dy > 0, I > 0, VC' > 0, IT7 > 0,

vt > T, (mo — il < do) = (Hm(.,t) — il < Ce_)‘t> . (4.6.11)

Démonstration. Ces assertions sont montrées en Annexe A.4. [ |

La Proposition 4.6.5 nous indique que sous I'Hypothese 4.6.4, 'approximation (4.6.4) en
?grande population” du processus microscopique admet une solution stationnaire m vers laquelle
converge toute solution issue de mg non nulle. La question naturelle qui se pose est de savoir ce
qu’il en est pour le processus microscopique.

Proposition 4.6.6. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 3.2.1, 4.2.1 et 4.6.4 et si : Imgy €
CL (R4, Ry), &(da) = mo(a)da, o &(da) est la limite en probabilité de (Z§(da))nen, alors :
(i) Soit n € N*. P-presque surement, lim;_, 4o (Z{*,1) = 0.

(i) Vf € CPHL e > 0, Ve > 0, 3Ty = Ti(s, f) > 0, 3ny = ny(e, T1 (), f) € N*, ¥n > ny,

(|- [ " Haym(a)da

> <> <e. (4.6.12)

ot m a €té défini en (4.6.9).
(tit) On en déduit qu’il existe deux suites (Ty)qen+ et (ng)qen+ de Ry et N*, tendant vers 400
lorsque ¢ — 400, et telles que la suite (Z;:)qu* converge en probabilité vers m(a)da dans

C=P+DL muni de sa topologie faible.

Heuristiquement, ’équation (4.6.12) nous indique que pour 7' > 0 suffisamment grand, et
pour n également grand, Z7 se trouve ”avec une grande probabilité” dans un voisinage de la
solution stationnaire m(a)da de (4.6.4). Cependant, le comportement de Z™ est plus compliqué
que celui de la solution de (4.6.4). Si T' > 0 n’est plus fixé, et qu’on le fait tendre vers l'infini, le
Point (i) nous indique que la suite (Z}),cn+ ne converge pas vers m(a)da, mais vers la mesure
nulle. Les réalisations de (Z}');cr, finissent presque stirement par quitter le voisinage de m(a)da
pour amener la population a ’extinction.

Pour espérer obtenir une convergence de Z7 vers une limite non triviale, lorsque 7" — +o0,
il faut faire tendre simultanément 7" et n vers +o0o. C’est le résultat du Point (iii).

Enfin notons qu’au Chapitre 5, nous reviendrons sur le probléeme du comportement des
trajectoires de (Z{');er, au voisinage de m(a)da. Nous étudierons les temps de sortie d'un
voisinage de m(a)da pour ces trajectoires.

Preuve de la Proposition 4.6.6. Nous divisons la preuve du Point (i) en plusieurs étapes.
Etape 1 : Soit n € N* fixé. Nous montrons que le processus ((Z}",1))ier, est stochastique-
ment dominé par un processus récurrent positif.
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Soit (Y")ier, le processus a valeurs dans (1/n)N suivant :

t
1 .
Yt =(Zy,1) +/O /51{i§nYS"}n <1oga<b(Ai(Z;;)) — Ly(a,(zn ))<6<b(Ai(Zn ))+d+nY;L) Q(ds, di, df)

S__

t
1 .
+/0 /gn [1{1/;1:0,ie[u,n]],ee[o,l]} + 1{z‘gnY;;}1og9<5_b(Ai(z;¢))} Q'(ds, di,db). (4.6.13)

avec les notations de la Définition 3.1.1. ) est la mesure ponctuelle de Poisson introduite a la
Définition 2.2.1 et @’ en est une copie indépendante. Le second terme de (4.6.13) implique que
0 n’est pas un état absorbant pour Y et, lorsque Y,* > 0, complete les naissances de fagon a
ce que le taux de naissance soit b. Par construction, (Y;");cr, domine (Z]');cr, . Nous allons
montrer que Y est exponentiellement ergodique.

Soient (17} )ren+ les instants de sauts de (Y;");er., . Considérons la chaine de Markov a temps
discret (Yﬁl)keN* et a valeurs dans (1/n)N. Pour i € N,

— la chaine saute de i/n a i + 1/n avec probabilité

bi
no= 4,0+ i,
pz,z—i—l (b + d + 772/71)2 >0 =0
— elle saute de i/n & i — 1/n avec probabilité
(d+ni/n)i
i>0-

P = G S a i)

La chaine (Yfl”?) ken= est irréductible. Ceci implique que la chaine (Y;");cr, l'est également.
Nous allons utiliser un critére de Meyn et Tweedie ([97], Théorémes 6.1 et 7.1) pour montrer
que (Y;")ier, est exponentiellement ergodique, donc récurrent positif. Le générateur de Y™ est

Popérateur A défini par : VF € C((1/n)N,R,), Vi € N,

(o (5] - (s ((2) () o)
() o)

Choisissons pour fonction F' la fonction de Lyapounov V™ : i/n — i/n (identité), positive,
mesurable, finie partout et tendant vers +oo lorsque 4 tend vers +o0o. Vi € N,

. . - . 1 1 . __ 2 1
AV <Z> = [b —d- n;] Liso+ Lo € ——V" <Z> P Ul Ve (4.6.15)

n) n2 n 4n3n n

car b—d—ni/n < —1pouri>n(b+1-—d)/n, et

i [+ i (b—d)?
sup — |b—d — ] } <
n(b+1—d) {n2 { 77” 4n3n

n

L’inégalité (4.6.15) est de la forme Vi € N, AV™ (L) < —cV"™ (L) + ¢ (ou n est fixé). Le critere
de Meyn et Tweedie est alors vérifié.

0<i<

Etape 2 : Une condition suffisante pour que le Point (i) soit prouvé est que

P(3EteR,, Y =0) = 1.
89



Soit C' > 1 et 7¢ = inf{t >0, Y =0ou ¥;" = C/n}. Comme (Y;");cr, est récurrent positif,
Pe/n (Y =0) >0 (ou Y™ est issu de C/n sous Pe/n)-

TC
P(OteR, Y =0)=P (YL =0)+P(Y, =C/net Ry, Y7,  =0)
= 0) +P (anc = C/n) Po/m (3t € Ry, V" =0), par la propriété de Markov fort
=0)+P (Y, =C/n) [Pos (Yir =0) +Poyp (Y, =C/net It e Ry, Vi, =0)]

TC

+oo
=P (Y, =0) +P (Y =C/n) [Z Poym (Y =0) Pey, (Y, = C/n)e , par réitération
=0

_ n o __ n o __ PC/”(YTZ‘:O) _ n o _ no_ —
=P (Y}, =0) +P (Y], =C/n) T Pey (Yo —Cn) P(Y? =0)+P(Y} =C/n) =1

Ceci termine la preuve du Point (i).
Considérons maintenant le Point (ii).

P (\<Z%, n-J ™ faym(a)da
avec : A(T,n,<) =P (\<Z§z, £ = {er, )] > %)

+oo
B(T,<) =P (HfHOO/O im(a, T) — fi(a)| da > g) : (4.6.17)

> () < A(T,n,s) + B(T,s) (4.6.16)

2

Comme m est une solution exponentiellement stable de (4.6.4), alors, par le Point (iii) de la
Proposition 4.6.5, 377 = Ti(s) > 0, B(T1,s) = 0. Par le Point (ii) de la Proposition 4.6.1 :
Ve > 0, dng € N*, Vn > ng,

2
ng C(T; €
A(Ti,n,¢) <2exp <_ ) + ( ;)E < sup ||77tHé(D+1),1> + 3 (4.6.18)

8W(f)n ne t€[0,11]

Soit € > 0, In; = ni(e, ¢, T1(s)), A(T1,n1,6) < &, et le Point (ii) est prouvé.
Pour le choix de (T, nq) = (1T1(1/q), n1(1/q, 1/q, T1(1/q))), on a : ¥¢ > 0, Vg > 1/,

1) 1
>— ] < -
q q

(|2 - [ s

> o) < (|@n- [ romd

><>:0

On en déduit que

+oo
Y >0, lim P(‘(Z;f’, - / Fa)i(a)da
q4>+oo q 0

t (<Z;qq, f))qen= converge en probabilité vers f0+°o fla)ym(a)da, pour tout f € WOZDH’l. Ceci
termine la démonstration du Point (iii). |

Au chapitre suivant, nous compléterons ce résultat (Section 5.6.3) en établissant des estimées
pour le temps de sortie du voisinage de 1’équilibre m(a)da, en nous inspirant des travaux de
Freidlin et Wentzell [50] (cf. également [32], [105]).
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Chapitre 5

Déviations exponentielles pour
I’approximation grande population
d’un systeme de particules structuré
en traits et ages

Dans ce chapitre, nous fixons T' > 0 et nous étudions les déviations exponentielles associées
a la convergence de (Z"),en+ vers la solution & de 1’équation (3.0.1) dans D([0,T], (M p(X),é))
(Corollaire 3.2.4). Plus précisément, nous cherchons des estimées de

1
—loglP(Z" € B),
n

pour un borélien B ¢ D([0,T], (Mp(X),6)), lorsque n — 4oc. Les déviations que nous allons
établir nous fourniront des précisions sur la vitesse de convergence et les temps de sortie de
domaine par exemple. Celles-ci seront utiles pour les approximations du Chapitre 6 ol nous
considérons des problemes tirés de la théorie de I’évolution.

Une premiere difficulté est liée a la non-compacité de I’ensemble des mesures finies sur X.
La masse du processus microscopique n’est pas nécessairement bornée et aucune hypothese de
compacité n’est faite sur I’espace X. Une seconde difficulté est liée au fait que les événements
décrivant la dynamique de la population sont de natures différentes (naissances avec ou sans
mutations, morts) et que les taux associés sont non-linéaires.

Nous introduisons la fonctionnelle d’action et notre résultat de déviations a la Section
5.1. Nous considérons ensuite des martingales exponentielles associées & (Z"),en+ et étudions
Pexistence de moments exponentiels (Section 5.2). Nous montrons une majoration de grandes
déviations (Section 5.4) en suivant les idées de Dembo et Zeitouni [32]. L’un des ingrédients est
la tension exponentielle de la famille des lois de (Z™)pen+ sur D([0, T, (M p(X), ¢)). Nous repre-
nons a la Section 5.3 des techniques utilisées par Graham et Méléard [55]. Nous généralisons ces
idées a ’étude de processus a valeurs mesures sur des espaces non nécessairement compacts et de
masses a priori non bornées, en adaptant un argument employé par Dawson et Gértner [31] et
Fontbona [48] pour des systeémes de particules sans branchement et sans saut. Le probleme de la
borne inférieure est étudié a la Section 5.5 et s’appuie sur une formulation non-variationnelle de
la fonctionnelle d’action. Nous utilisons pour cela un théoreme de Riesz sur les espaces d’Orlicz
en nous inspirant de la démarche de Léonard [78], Kipnis et Léonard [73]. Dans la preuve, nous
serons amenés & utiliser un théoréme de densité de Bishop-Phelps-Israel [8, 62].
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Notations : Les notations suivantes serviront a simplifier les futures expressions. Soit ’es-
pace B = X x X x{0,1,2}. A chaque fonction f € B(X x[0,T]), on peut associer une application
W (f) définie sur E x [0,T] par : V(z,a,2’,u,t) € E x [0,T],

f(x,0,t) siu=0,
O(f)(z,a,2 u,t) = f(',0,t) siu=1, (5.0.1)
—f(z,a,t) siu=2.

Pour t € [0,T] et z = (2¢)icpo,r) € D([0, T], Mp(X)), soit la mesure positive suivante sur E :

mf’T(da:, da,dx’, du) = [b(z,a)(1 — p(x,a))do(du) + b(x, a)p(x, a)d (du)
+d(z,a,2-U(x,a))d2(du)] K (z,a,dz’)2_(dx, da). (5.0.2)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera dmf’T au lieu de mf’T(d:r, da,dx’, du).

Rappel sur les espaces d’Orlicz : Pour obtenir une minoration des déviations exponen-
tielles, nous allons nous appuyer sur un théoreme de Riesz sur les espaces d’Orlicz.

On note p la transformée de Laplace de la loi de Poisson standard centrée : si Y suit une loi
de Poisson de parametre 1,

plx) =E (ez(y_l)) =e"—x—1. (5.0.3)
Sa transformée de Legendre est :

(y+Dlog(y+1)—y siy>-—1,
p(y) = sup{yz+1+az—€"}= 1 siy=—1, (5.0.4)
ek +00 siy < —1,

qui est positive et ne s’annule qu’en y = 0. Les fonctions p et p* sont convexes conjuguées.
Pour a € {p,p*}, T > 0 et z € D([0,T], Mp(X)), on définit les normes d’Orlicz suivantes
sur ’ensemble des fonctions boréliennes de £ x R} :

T /
l|9lla.: = inf {/1 >0, / / a (|g(x,a,x ,u,s)|) m> T (dz, da, dz’, du)ds < 1} .(5.0.5)
0 JE K

Les ensembles des fonctions de normes d’Orlicz finies sont notés L”* et LP *. La fermeture
EP*(E x R4) pour la norme ||.|[,. de 'espace des fonctions boréliennes bornées By(E x Ry) est
strictement incluse dans LP# (cf. [73] Section 3, par exemple) et admet un dual topologique qui
peut-étre identifié avec LP* grace au théoreme de représentation suivant :

Théoréme 5.0.7. Théoréme de représentation de Riesz dans les espaces d’Orlicz (cf.
Rao et Ren [107], pages 93 et suivantes ou Kipnis et Léonard [73]) Pour toute forme linéaire
continue £ sur EP*(E x R,), il existe une fonction h € LP"* telle que :

T
Vg € EP*(E xRy), £(g) = / / g(z,a,2' u, s)h(z,a, 2, u, s)dm>" (dz, da, dz’, du)ds.
o JE

5.1 Résultat principal du chapitre

Notre résultat principal est énoncé au Théoreme 5.1.4.

Hypotheése 5.1.1. Les hypothéses suivantes reprennent et renforcent les Hypothéses 3.2.1 :
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X CR%.

La suite (Z§)nen+ est déterministe et converge dans (Mp(X), é) vers une mesure &.
3Co > 0, [$(1+ |a])éo(dz,da) < Cy and 3ng € N*, sup,,>,,, [3(1 + |al) 2§ (dz,da) < Cy
YA > 0, sup,,en- € 4001 < 400, et In €]0, 1], sup,,epn- [[5 lalZg (de, ala)]l—H7 < 400.
Jip € [1,d.], 3ng € N*, Uy € R%, Vn > ng, Yu € Ré%, V¥(x,a) € X, VA >0,

Gud o e =

[ > Uo] = [(e¥" = 1)b(z, @) + (7" = 1)d(z,a,u) < 0], (5.1.1)

ot l'on rappelle que d. est le nombre d’interactions pris en compte (cf. Section 2.1.3).
6. 3U >0, Y(z,a), (y,a) € X, Ui,((z,a), (y,a)) > U, pour lindice ig du Point 5.

Le Point 2 est une hypothese simplificatrice. On peut affaiblir en supposant que (Z{')pen+
converge en loi dans (M F()? ), €) vers &y. Dans ce cas, nous demandons que 'inégalité du Point
3 soit satisfaite P-presque sturement, et nous considérons le Point 4 avec des espérances. Nous
signalerons les modifications que cela entraine pour la fonctionnelle d’action.

Le Point 3 est par exemple satisfait lorsqu’il existe des constantes C; et Cy strictement
positives telles que [5(1+ |a])éo(dz, da) < Cy et sup,en« [5(1 + |a|) Zf (dx, da) < Cs.

Comme b est majoré par une constante b, ’équation (5.1.1) est satisfaite si par exemple
limy,|— 4o d(2,a,u) = 400 (ceci se produit dans le modele logistique, cf. Exemple 2.1.14).
Définissons, pour les constantes Uy et U apparaissant aux Points 4 et 5 :

M = (5.1.2)

[Ips

Alors, si Z € MF(QF) satisfait (Z,1) > M, ceci implique que V(z,a) € X, ZUi (x,a) >
U U /U = Uy et :

Vn > ng, ¥(z,a) € X, YA > 0, (™ — 1)b(x,a) + (e M™ — Dd(z,a, ZU(x,a)) < 0. (5.1.3)

Nous définissons maintenant la fonctionnelle d’action qui apparait dans le résultat de déviations
du Théoreme 5.1.4.

Définition 5.1.2. Pour & € Mp(X) et z € D(0,T], Mp(X)), on déﬁm’tIg;(z) par :

77 () = Supfecg*l’l(?\"x[o,T])If’T(Z)y si 20 = &o (5.1.4)
0 +00, sinon,
avec .
TP (z) = ("(f,2)—c"(f.2) (5.1.5)

ot (T (f, 2) et cT(f,2) sont définies pour (f : (z,a,s) — fs(x,a)) € C,?’l’l(f x [0,T],R) par :
2 o~ o = [ [ (vm.09asi(o0) + 2L 00 ) s
—/t/ O(f)(z, a2, u, s)m> T (dx, da, dz’, du)ds, (5.1.6)
0o JE
et :

T
A2 = [ ] )0 s (o, da o' du) ds. (5.1.7)
0 E
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Remarque 5.1.3. Dans le cas ot la suite (Z§)pen+ n'est pas déterministe, mais est une suite
de variables aléatoires convergeant en loi vers & € (Mp(X), €) :

IL (2) = J(20,&0) + sup TH(2),
fecy (X x[0,1])

1 n
ot :  J(z0,&0) = sup [F(zo) — limsup — log E <e"F(ZO)>] .
FeCy(Mp(¥)R) n—v+oo T

Théoréme 5.1.4. On se place sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1.
(i) Soit z € D([0,T), Mp(X)) telle que IY;(Z) < +o0. Il existe h* € LP** telle que z soit la

solution de ’équation d’évolution suivante : ¥ (f : (z,a,s) — fs(x,a)) € Cl?’l’l(X x R4),

t T
G i) =(z0, fo) + /0 <z vvafs+%f>ds+ /0 [asruaniTas ()

On a alors la représentation non variationnelle suivante de la fonctionnelle d’action :

= /T/ p* (P (z,a,2" u,s)) m>1 (dx, da, dz’, du) ds. (5.1.9)
0 E
(ii) Soit :
6 = {z e D([0,T), Mp(X)) | TE(2) < 400, et h* € L¥(E x [O,T],R)} (5.1.10)

La suite (Z™)pen+ de D([O,T],MF(/E)) satisfait les inégalités de déviations suivantes : VB en-
semble mesurable de D(]0,T], ( Mp(X), é)),

1
— inf I&)() < liminf —logP(Z" € B)

z€BNG n—+oo n
< hmsup—logIP’(Z" € B) < — inf IT( ) (5.1.11)
n—+400 2€B

ot par convention inf ) = +o00.

Ce résultat de déviations exponentielles sera utilisé a la Section 5.6 pour obtenir des résultats
sur les problemes de sortie de domaine. En particulier, le comportement au voisinage des solu-
tions stationnaires asymptotiquement stables de ’équation logistique avec structure d’age sera
étudié (Section 5.6.3). Des applications & la théorie de 1’évolution feront ’objet du Chapitre 6.

La majoratlon dans (5.1.11) est une majoration de grandes dev1at10ns La minoration quant
a elle n’est qu'une minoration locale, I'infimum étant pris sur BN ® et non B. Lors de la
démonstration de la borne inférieure, nous allons étre amenés a régulariser h* en ’approchant
par une suite (hy,)men+ de perturbations de formes particulieres, continues et bornées. A chaque
h.m, nous associons la solution z™ de I’équation d’évolution (5.1.8) perturbée par h,,. La conver-
gence de z™ vers z lorsque h® est bornée est prouvée a la Proposition 5.5.10, mais nous ne
l’avons pas montrée dans le cas général. Les travaux dont nous nous sommes inspirés [78, 73, 48]
se heurtent également a cette difficulté, mais sous une forme différente : le probleme est un
probleme d’unicité de la solution de I’équation perturbée (5.1.8) et non un probléme de conver-
gence.
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La minoration locale que nous obtenons est toutefois un résultat utile, que nous utiliserons
a la Section 5.6. Cette minoration nous fournit une information des que BN& # (), auquel
cas le minorant n'est pas —oo. C’est le cas dés que B contient la solution de I'équation (3.0.1),
correspondant a une perturbation nulle. Plus généralement, les trajectoires de B correspondent
a des évolutions de populations pour lesquelles les taux de naissance et de mort individuels
restent finis.

5.2 Martingales et moments exponentiels

Sous le Point 4 des Hypotheses 5.1.1, supposant l’existence de moments exponentiels pour
la condition initiale, on a propagation des moments exponentiels pour t € [0, 7.

Proposition 5.2.1. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1 : YA > 0, Vt € [0,T],

sup E (eMZtn’U) < sup M4 L NbMTeM < 400, (5.2.1)
neN* neN*
ot M est définie en (5.1.2). O

Démonstration. Soient N > 0 et (T3 )pen+ définis (3.1.5). Soit A > 0. En utilisant les propriétés
de martingales du Théoréme 3.1.8 et la formule d’It6 : Vt € [0,T], Vn € N*,

n tATY
M) _ / v / NI ME) bz, a)n 27 (dr, da) ds
tATR Y Zn1
/ / /n_ A >) d(z, 0, 20U (x,0))n 22 (dz, da) ds + M,
tATY
= MZ 4 / N m(Z") e MZEL) gs + MZ}\T],\L], (5.2.2)
0

ou :

m(ZY) = /)? [(e)‘/” - 1) b(x,a) + (e_/\/” - 1) d(z,a,Z}U(x,a))| nZ2 (dz,da),

et olt (M{")e[o,) est une martingale L? cadlag issue de 0, définie par : V¢ € [0,T], Vn € N*,

t
//a ZY i,0, x)Q(ds,di,dQ,dz'),
0 JE

avec :

o(Z7 i, 0,2

s_1 Y

) = (e)\ (Ze D+a/n _ A <Z§L_,1>> 1{0<0<ma(s.20 i)}

59"

MZP H-Xn  X(2ZP 1
+ <€< L= —€< B >> Ly (s, 27 0,0 <0<ms (s, 2000}

s s Yy

et avec @ la mesure compensée de la mesure de Poisson @ introduite a la Définition 3.1.2.
En prenant I’espérance : (rappelons que Z§ est déterministe)

t
<M _|_/O E(l{SST]T\L]}m(Z;L) 1m(Z;L)Zoe)\(Zs,1>) ds,



en utilisant le théoreme de Fubini ('intégrant est borné en (s,w) par choix de 73). Par les
Hypotheses 5.1.1, {m(Z) > 0} C {(Z",1) < M} et Ing > 0, Vn > ny :

AZD o 1) n t " n
E (6 TN ) < €>\ (zg:n) + / E (m(ZS ) 1m(Z;l)201(ZgL’1>§M/\N€>\ {23 ’1>) ds
0
< D (M —1)b(M A N)Ter NAM)
< sup (eA (2650 4 p(eMm — 1)BMT6AM> , (5.2.3)

neN*

qui est fini par le Point 4 des Hypotheses 5.1.1 et par le fait que lim, 4o n (e)‘/" — 1) =\
Comme (5.2.3) ne dépend pas de N et comme limy_, o 73y = 400 P-p.s. (Point 4 des Hypotheses
5.1.1 et Théoreme 3.1.7), on obtient (5.2.1) en faisant tendre N — +o00 dans (5.2.3) et en utilisant
le lemme de Fatou comme en (2.2.13). [

Théoréme 5.2.2. Soit f € Cb(é’? x [0, T],R). Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1, le
processus défini pour t € [0,T] et n € N* par :

/
AP =exp <M"f / / np ( (2,0,2,u, S)> mZ" 1 (dx, da, dz’ | du) ds) ) (5.2.4)

n

ot (Mtn’f)teﬂzq a été défini en (3.1.29), est une martingale.

Démonstration. Introduisons :

t /
Ef”f = / / np <w(f)(x, “r, 3)> mZ" T (dx, da, d2’, du) ds. (5.2.5)
0o JE

n

Il s’agit d’un processus a variations finies. En appliquant la formule d’It6 au processus Af’f =
exp <Mtn’f - E?’f> localisé par les temps d’arrét 73 (3.1.6) :
y f INTY tATR
n n —_
AR, =Ap /0 A” Jdmmd — /O A =T

tATN
M Mt _=nf n.f n.f
+ g [(e *o—e s*)@ s —ASLAMS’}

s<SEATY

AT tATR
AP+ / A”fdM”’f / APTaz 4 Y T AP p(AM). (5.2.6)
0 0

s<EATY

Comme : AMtn’f =(Z, f) —(Z{~, f),on a:

Z A" ,f (AM! ,f / /A ’f]_{,L<Nn { <> 1{o§9<m1(s,Z;:,i,z’)}

n
s<EATY
f(',0)
P ( n 1{m1(s,ZgL_ i, ) <O<ma(s, 20 iax’)}
f(Xi(Zg ), Ai(Zy.)) .
+ P <_ n > 1{m2(s,Z§L g,x')<0<m3(s, 2 ,i,ac’)}:| Q(ds) di, do, dl‘,)

La partie & variations finies de (5.2.6) est donc :

tATR tATR
e [ e (o (22 oo st
0 0 X n

+/Xp (f(flo)> b(z, a)p(z, a)K (z,a,dz’) + p (—f(””’“)> d(z,a, Z;‘U(x7a))> 2" (dz, da)ds = 0,

n
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par définition de Z™/. Ceci montre que A™f est une martingale locale.
Montrons que A™7 est une vraie martingale. Sous le Point 4 des Hypotheses 5.1.1, limpy—_ 4 o0 TN =
+o00 P-p.s. Alors par le Lemme de Fatou :

0<E(A}) =E (hm inf A?A{n) <lminf E (AfL ) = 1. (5.2.7)
N—+o00 N N—+4o00 N
Donc Vt € [0, 77, A?’f est intégrable et ceci conclut la preuve. |

5.3 Tension exponentielle

La tension exponentielle de (Z™),en+ est centrale pour montrer le Théoréeme 5.1.4.

Définition 5.3.1. La suite des lois de (Z")pen- sur D([0,T], (M p(X), €)) est exponentiellement

tendue si : YL > 0, K, C D([0,T],(Mp(X), €)) compact,

1
limsup —logP (2" ¢ K1) < —L.

n—4oo M

5.3.1 Critére de compacité relative sur D([0, 7], (Mp(X),§))

Afin de construire un compact satisfaisant la Définition 5.3.1, nous commengons par rappeler
une caractérisation des ensembles relativement compacts de D([0, T}, (Mp(X),€)) qui apparait
dans Kurtz [76] (page 9, cf. également Jakubowski [65] Theorem 1.7 and Lemma 3.3) et qui
généralise le théoreme d’Arzela-Ascoli.

Théoréme 5.3.2. Le module de continuité pour y € D([0,T],R) et § €]0,1] est défini par :

/ .
w'(y,d) = inf max  w(y, [t;—1,t;
(,9) (1} (1<i§card{tl} (, [ti—1, 1) >
ou linfimum est considéré sur toutes les subdivisions 0 = to < 1+ < tegraqyy = T telles que
Vi € [1,card{t;}], t; —ti—1 > et ou :

w(y, [ti—1,t)) = sup  |ys — vl
stE€ti—1,t:]

Soient (¢r)ren+ une famille dénombrable dense dans Cg’l(/f,R) (X C R% x R% et il existe
une suite dense dans CO(P},’V,R). On peut supposer ces fonctions de classe CO' par la Proposition
A.2.1). On pose par convention ¢g = 1. Un ensemble A C D([0,T), (Mp(X), é)) est relativement
compact pour la topologie de Skorohod si et seulement si :

1. ¥r € N, lims_gsup,e 4 w'({z, ¢r),0) = 0.
2. L’ensemble {z € Mp(X), z€ A, t € [0,T]} est relativement compact dans (Mp(X), é).

Les mesures Z* pour t € [0,7] et n € N* ne sont pas nécessairement de masses bornées et
I’'espace X nest pas supposé compact. Dans la Section 5.3.2, nous commencons par considérer
la suite (Z.’/L\%)neN* localisée par ¢y (3.1.6), pour N > 0. Nous nous inspirons de Graham et
Méléard [55] pour controler le module de continuité de ces processus (Section 5.3.2). Le Point
2. du Théoreme 5.3.2 ainsi que le probleme de la localisation par (3, sont étudiés a la Section
5.3.3. Nous généralisons un argument utilisé par Dawson Gértner [31], Fontbona [48] dans le cas
de processus continus a valeurs probabilités. Nous montrons qu’il existe un choix de N tel que
la probabilité que (3 < T soit exponentiellement petite. Alors la tension exponentielle des lois
de ((Zt@\%)te[agp])new implique la tension exponentielle des lois de ((Z7').e(o,1))nen-
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5.3.2 Construction d’un ensemble satisfaisant le Point 1. du Théoréme 5.3.2
Proposition 5.3.3. Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1, VL > 0, VN > 0, dng €
N*, HICiN fermé de D([0,T), Mp (X)), ¥Yn > ng :

e—nL _ G_L
P( .T}\g“]’\‘, ¢ ]ClL,N) < (1526_[/)2) (5.3.1)

et tel que le Point 1 du Théoréme 5.3.2 soit satisfait :

Vr e N, %im sup w'({z,¢,),8) =0. (5.3.2)

—0 zeK o

Soit ¢ € Co’l( ~) Nous commengons par montrer que pour toute constante positive n > 0,
la probabilité P <sup‘t sl<s K2}, hens o) — (27 AT o) > 77) est exponentiellement petite pour un

bon choix de § > 0 et n € N* (Proposition 5.3.5). Ceci nous permet de construire 1’ensemble
ICb n et de prouver la Proposition 5.3.3 en fin de section.

Lemme 5.3.4. Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1 : Ve > 0, VN > 0, Ve > 0, Vd >
0, Vn € N, V¢ € )1 (X),

T
P( sup |<Z?A<g,¢>—<Z?A<]@,¢>|>4e> < 8(5“) emneet2mS(N0) - (5.3.3)

[t—s/<6

0t Se(N, ¢) = [p(cllplloa) N (b +d(1 + N))] V [c(02N[|Vadl[so + Nl lloo(b + d(1+ N))]. O

Démonstration. Le supremum dans (5.3.3) est considéré sur les couples de temps (s,t). Nous
allons les dissocier en introduisant la subdivision de pas §, 3 = (id)o<i<[r/5- On note o(s) le
point de la subdivision de ¥ tel que o(s) < s < a(s) + 0. Alors :

P( sup [(Zixen > @) — (Zipen > D) >45)
jt—s] <5

=P (35)t € [OaT]v s<t< 5+67 |< Zl/\gi,’d» _< g/\(;{,v¢>| >45>

<P (337t€ [OvTL s<t<s+9, ’< tn/\q\l,7¢>_< g(s)/\(%:¢>|+‘< g/\{%?¢>_<zg(s)/\(?]7¢>| >45>

<2p (Elt €[0.T).30 €5, 0 <t <0 +20, [{Zfcy . 8) — (Zoacn D) > 25)

T
=2 (5 * 1) SHP}P ( up (Ziner > @) — (Zinep - &) > 26) : (5.3.4)

s€0,T t€[s,s+24]

On a:
N No N N
(Ziry @) — (i) = (MG, — MEE) + (V& — V),

oit M™? et V™9 ont été définis en (3.1.29) et (3.2.1).

P ( [Sup ‘(Zf/\gyva ¢) — <Z;LACJ@> o)| > 25)

tels,s+26]
<P ( sup \MtnA?n - s/\cn| > E) +P ( sup |V;7\?N 5A<n| > 5) : (5.3.5)
te(s,s+28] tels,s+20[
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Par I'inégalité de Doob, on a pour tout réel positif ¢ :

P sup |M"“%, — M™%, |>c¢
<t€[s,s+25[ AR SACK

te[s,s+246] te(s,s+24]

<P < sup nc(MZj\’?x - M:/\?TG) > nce) +P < sup —nc(Mg\’?Ki - M;A?;;) > nca)

) p b b @
<enes (IE (exp (nC(M(Z-',-%)/\C}\L, — M:’AC%)» +E (exp (—nc(M(erz&)/\g\zf - M:M?V)))) :

On a:

_ N No _ No No
A=E (exp (nc(M(Z+25)A% - MS/\%))> =E (E (exp (nc(M(Z—s—Qd)/\C}@ - M:/\Cﬁ)> | fsAC}Q)) .
Par la propriété de Markov fort, et avec mq, mo et mg introduits a la Définition 3.1.2 :
’d) 7¢)
E (exp <nC(M{Ls+26)A(]’Q — M:/\Cfb)) | -7'-5/\@?,)
2N 11 .
=Ez» ., | exp | nc —[ o(Xi(Zy ),0)lo<o<m, + &(77,0) Ly <o<ms
AN 0 en
— G(XZ0), Al Z2 ) Lmy<a<ms | Q(du, di, d0, d')) )
ncM""zs M"’nC(ZS
_ @HACE | @A | _ n,nce =n,nce
_EZ:/\(}{, (6 N) = ]EZ;L/\CK/ <e N) = EZ:/\C}{, (A(25)/\C}\Lj exXp ("(25)/\(}@)) y (537)
pour A™"¢¢ =nned définis en (5.2.4) et (5.2.5). Par choix de (% et par croissance de p sur Ry :
Egg)‘:f% < np(c||pllos)N(b+ d(1 + N)) 20. (5.3.8)

Alors :
A<E {EZ&% (Agg;f%) exp (np(c)|dllse) N (b + d(1 + N)) 20)
<exp (np(c|¢lloc) N(b+ d(1 + N))26) (5.3.9)

car A™"? est une martingale issue de 1.
Par (5.3.6) et (5.3.9) :

P (te[suE%[ \MZLA?% - M‘:L/’\déw > 5> <2exp (—nce + 20np(c|¢[loc) N (b + d(1 + N))) . (5.3.10)
8,8

Pour la partie & variations finies :

’ (m[w [Wtﬁ& “Vl> 8)

5,5+20
—nc ’I’L,(ﬁ n7¢ n7¢ TL7¢
<e Mes (]E (exp (nc(V(er%)Am — V;/\%))) +E (exp (_”C(V(s+25)Aq\l, — VSAC;\L])>>>
<2exp (—nce + 20nc[2ND||Va@|oo + N||¢]loc (b + d(1 + N))]) , (5.3.11)
par choix de (. Le résultat annoncé est obtenu par (5.3.4), (5.3.5), (5.3.10) et (5.3.11). [

On déduit du Lemme 5.3.4 le résultat de déviations suivant :
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Proposition 5.3.5. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1 : ¥¢ € C'(X), YL > 0,
VYN > 0, Vp > 0, 36(L,N,n,T,¢) > 0, In(L,N,n,T,$) € N*, Vn > n(L,N,n,T,$), V5 <
6(L7 N? ,'7’ T? ¢)7

P ( sup |<Zg\gg,a ¢) — <Zg/\qg,, ¢)| > 7]) < e "t

[t—s|<d

Démonstration. On applique le Lemme 5.3.4 avec le choix de e = n/4,¢ = 12L/n, (L, N,n, T, ¢) =
L/(25:(N,¢)) et n(L,N,n,T) = 1/L x log (8 ((T'/6(L,N,n,T,$))+ 1)). Le membre de droite
de (5.3.3) étant décroissant lorsque § décroit vers 0 et lorsque n croit vers infini, pour § <
ce/(25:(N, ¢)), la Proposition est prouvée. [

Preuve de la Proposition 5.3.3. Soit (¢r)ren+ une suite de Cg’l(/\?,R) dense dans Co(X,R) (cf.
Proposition A.2.1) et soit ¢pg = 1. On définit :

rL si r>0
LT—{ I s r—o. (5.3.12)

On introduit :
Ko,9) = { = € D0, T), Mp (), |w/({2,6),0) <}
Comme :

w' ((z,0),6) < sup ([{z5,¢) — (2, 9)]),

ls—t/<6

on obtient pour n(kL,,N,1/k,T, ¢.) et §(kL,,N,1/k,T, ¢,) donnés par la Proposition 5.3.5 :
Vr e N, Vk € N*, ¥n > n (kLy, N, 1/k, T, ¢,) , ¥6 < 8 (kLy, N, 1/k, T, ¢,),

P (Z?AC?V ¢ Ky, (1/k, 5)) < emhLr,
On souhaite maintenant obtenir une borne valable pour tout n € N*. Comme :
¥r €N, vz € D((0,7), Mp(X)), lim w'((z, 6r),8) = 0,
alors, par les propriétés de moment de Z™ : Vr € N, Vn € N*,
lim P (Zﬁw ¢ Ky, (1/k, 5)) —0.

Ainsi, il existe pour tout n € [1,n(kL,,N,1/k,T,¢.)], une constante strictement positive
s (kL,,N,1/k,T,¢,) telle que : V6 < 6 (kL,,N,1/k, T, $,),

P (sz ¢ Ko, (1 /k:,&)) < e mkLr
En choisissant :

Skr(L, N, T) =min <5(1)(k:LT, N,1/k,T,¢,),- - 6PELeNYRTOD=D) (L1, N 1/k T, $y),
6(kLy, N, 1/k, T, ¢,)), (5.3.13)

on trouve : Vr € N, Vk € N*, V6 < §;, (L, N, T), Vn € N* :

IP(Z.’}\%QEIC% (1/k,<5)> < e mkLr,
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En posant :

KLy = adh [ﬂ () Ko, (1/k, 00 (L, N, T)) (5.3.14)
reN keN*
on a:
n nkr n e (2 —e )
P(./\C%éﬂcbf\’) Zze kL+Ze < T eIl
reN* keN* keN*
et par construction, (5.3.2) est satisfait. |

5.3.3 Construction d’un ensemble satisfaisant le Point 2 du Théoréeme 5.3.2
5.3.3.1 Résultat de la Section 5.3.3

Dans cette section, nous construisons un ensemble compact de (M p(X), ) tel que le Point
2 du Théoreme 5.3.2 soit satisfait. Nous obtenons également des inégalités de déviations expo-
nentielles pour les temps d’arrét 73 et ( définis en (3.1.5) et (3.1.6).

Proposition 5.3.6. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1, VL > 0, 3K2% compact de
(MF(X)’ é)v 1
lim sup — log (P(3tel0,T), 2 ¢ K7)) < —L. (5.3.15)
n—-—+00
Pour la démonstration de la Proposition 5.3.6, nous allons étre amenés a considérer la classe
de fonctions K suivante (5.3.16). L’existence d’'une telle classe de fonctions est démontrée en
Annexe (Proposition A.2.3). Soient :
1. (¢m)men est une suite de Cp(X,R4) telle que :
—VYmeN, ey >0,Ve € X, ¢ < o () < ||omlloo < +00.
— pour tout ¢ € Co(X,R,), il existe une sous-suite (Py(m))men de (@m)men convergeant
uniformément vers ¢.
2. (9p)pen est une suite de Cp(R, R, ) telle que :
— pour tout p € N, 9, est polynomiale sur un compact de Ri et constante en dehors de
ce compact,
— VpeN, ¢, >0, Va€R+,cp<z9 (@) < [[Fplloo < +00.
— pour tout ¥ € Co(RL,Ry), il existe une sous-suite (D yp(p) Jpen de (Jp)pen convergeant
uniformément vers .

on définit :

R = QS(ZL',(L) = Z Qli1in Vi (l’)19i2(a), IC N2 finie, (Oéill'z)(ili2)€[ € @5_ , (5.3.16)
(i1,i2)€l

Lemme 5.3.7. La classe & est une famille dénombrable de fonctions strictement positives et
pour tout ¢ € Co(X,Ry), il existe une suite (¢x)ren de K convergeant uniformément vers ¢. De

plus, Y € Mp(X), (p, ¢) = limg_ yoo (1, P1) -

Ce résultat est prouvé a la Proposition A.2.3 en annexe. Afin d’établir lestimée (5.3.15),
nous aurons besoin du Lemme suivant, prouvé a la Section 5.3.3.2 :

Lemme 5.3.8. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1.
(i) VL >0,dN = N(T,L,C()) > 0, dng € N*, Vn > ny,

Pk >T)<e ™, et PR >T)<e ™, (5.3.17)
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Cy €tant définie au Point 3 des Hypothéses 5.1.1.
(ii)) V¢ € R, VL > 0, 3C = C(¢, T, L,Cy) > 0, Ing € N*, Vn > ny,

P sup (Z7,¢)>C| < ek (5.3.18)
te[0,7]
Nous démontrons maintenant la Proposition 5.3.6.

Preuve de la Proposition 5.3.6. Introduisons les ensembles suivants pour C' > O et ¢ € Cb()? yRy):
Ko(C) = {2 € Mp(X) | (2,6) < C}.

Soit (¢r)ren+ une indexation de K (5.3.16). Posons par convention ¢g = 1. On définit L, comme
en (5.3.12). Nous allons montrer que ’ensemble :

K? = adh

N Ko, (C(61. T, Ly, Co)) | , (5.3.19)

reN

ou C(¢,, T, L,,Cy) est déterminée par le Lemme 5.3.8, est compact dans (Mp(f),é) et que
(5.3.15) est satisfait.

Soit (2m)men+ une suite de [,y K, (C(¢r, T, Ly, Cp)). Pour chaque r € N fixé, la suite
((Zm» r) )men+ est, par définition de Ky, (C(¢r, T, Ly, Cp)), une suite réelle positive (les fonctions
(ér)ren sont positives) majorée par C(¢,, T, Ly, Cp). Elle est donc relativement compacte.

Par procédé diagonal, on peut extraire de (2, )men+ une sous-suite, encore notée (2, )men+
par abus de notation, telle que pour tout r € N, la suite ({2, ¢r))men+ converge vers une limite,

U(or).

Soit g € Co(X,Ry). Par le Lemme 5.3.7, il existe une sous-suite (by(r))ren de la famille
(¢r)ren convergeant uniformément vers g et qui est donc une suite de Cauchy pour ||.|le. La
suite (£(@y(r)))ren est alors aussi une suite de Cauchy dans R puisque :

U Dp(r1)) = LDy :ml—i>I—rl—loo |(2m, D) — Pup(ra)) |
<dp(ry) — ¢w(r2)|’ooml_i}£oo<2m7 1) = [[@p1) = Pura)lloct(1).  (5.3.20)

On peut donc définir la limite £(g) = lim;, 4 o0 £(¢y(r))- La définition de la limite ne dépend pas
du choix de la sous-suite (¢y())ren convergeant vers g.

Soient g, f € Co(f, Ry) et A € Ry. Soient (dy,(r))reN, (Pyo(r))reN €t (Pys(r))ren trois sous-
suites de (¢, )rcn convergeant vers g, f et \g+ f. On a :

‘E(/\g + f) - ()\g(g) + K(f))’ = TEI_POO ‘g((bws(r)) - )‘E(¢¢1(r)) - 5(%2(7«))\

< lm D) bys(r) = Ady(r) = Dy r)lloo
<t00) (im0 = 20— Tl 1015 = i) + (F = Gl ) =0 (5320

Pour une fonction g € Co(X,R_) négative, on pose £(g) := —¢(—g). Pour g € Co(X,R), on
pose £(g) = £([g]+) — £([g]-), out []+ et [.]- dénotent les parties positive et négative.
Soient f,g € Co(X,R) :
1£(f) = Ug)| <IIf — glloot(1).
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Si /(1) # 0, 'application
~ 14
g € Co(X,R) — @ eR (5.3.22)
£(1)
est donc bien définie, linéaire, continue, positive. Par le Théoréme de représentation de Riesz (cf.

Rudin [110], Theorem 6.19 page 130), il existe alors une unique mesure de probabilité v € P(AN,’ ),
telle que Vg € Co(X,R),

4(g) :f(l)/fg(:v,a)l/(dx,da). (5.3.23)

Par construction, pour tout g € Co(X, R), ((zm, g))men+ converge vers (((1)v, g). Comme ({2, 1))men-
converge vers /(1) = (¢(1)v,1), la suite (z,)men+ converge étroitement vers ¢(1)v (cf. [91]). Si
(1) = 0, alors Vg € Co(X,R), ({2m, g))men+ converge vers 0 et ((zm, 1))men+ converge aussi vers
0, impliquant que (2, )men+ converge étroitement vers la mesure nulle.
L’ensemble (), oy Ko, (C(0r, T, Ly, Cp)) est donc relativement compact dans (Mp(X),é), et

son adhérence K2 est compacte dans (Mp(X),6). Enfin :

P(Ete(0.7], 21 ¢ K1) <) Pt e[0T, Z' ¢ Ky, (C(¢r, T, Ly, C)))

reN
B a efnL(Q _ efnL)
e e S =2 (5.3.24)
reN*
par le Lemme 5.3.8. Nous en déduisons (5.3.15). [

5.3.3.2 Preuve du Lemme 5.3.8

La démonstration du Lemme 5.3.8 s’appuie sur le Lemme 5.3.9 suivant, ot nous établissons
une condition suffisante pour obtenir les majorations (5.3.17) et (5.3.18).

Lemme 5.3.9. On se place sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1. Soit ¢ € Co’l(f)
telle que 3C(¢p) > 0, V(z,a) € X, |p(x,a)| < C(¢p)(1 + |a|). S’il existe v = v(¢p,T,Co) > 0 (avec
Co défini au Point 3 des Hyposthéses 5.1.1) tel que ¥Vt € [0,T], Vn > Ny (défini au Point 3 des
Hypothéses 5.1.1), P-presque sirement :

/E W(@)dmZ T+ (ZP vV ag) — YZP, ¢) < — [E o (v (g) e ) dm?"T, (5.3.25)

alors : YL >0, 3C = C(¢,T, L,Cp) > 0, Vn > Ny,

P| sup (Z7 ¢) >C | <e "k (5.3.26)
t€[0,T)

Prewve du Lemme 5.5.9. Nous nous inspirons de techniques utilisées par [31] et [48] pour des pro-

cessus continus & valeurs probabilités, et faisons apparaitre la semi-martingale (e~ (Z}", ®))iefo,1-

Par le Point 2 des Hypotheses 5.1.1, 2C(¢)Co + (§o — Z§, $) > 0 pour n assez grand. Alors :

P ( sup (Z1,¢) > T (L +2C(4)Co + (&0, ¢>)>
t€[0,T]

=P (3t € [0,T], (77, 6) > T~ (L +2C(6)Co + (60, )))

<P | sup e "(Z},¢) = (Z5, ) > L +2C(¢)Co + (€0 — 26‘7¢>> car €770 > 1

(o
£

sup MP74 4 / (LD 0V u$ — yd)ds + / / (o f"’Tds>L), (5.3.27)

te[0,T)

<P
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ou dans (5.3.27) :
t t

METE = NZE )~ (2.0) ~ [ (28 oVab - ad)e s~ [ [ w()e o dm? T,
0 0 JE

n, U
. avec les nota-

est une martingale locale issue de 0 (Théoreme 3.1.8). Définissons Efmqﬁ =5
tions de (5.2.5). Par I’hypothese (5.3.25) :

t t
n . —s —s AN
/0 (27, 0Vab — yd)e P dst /0 /E b(@)e*dmZ" T ds
t
< [ / % (0(0)¢ ) dmZ" | ds

1
/ / )e ¢ dmZ Tds = —EE?’%W.

P ( sup (Zp,¢) > €' (L 4+ 20(4)Co + (&0, ¢>>)>

te[0,7)

Donc :

<P|( sup M — =070 s L | <e ) (5.3.28)
te[0,T

par l'inégalité de Doob et par le fait que exp (Mt" ne =i ’7’"¢> est une martingale issue de 1
(Théoréme 5.2.2). [

Prewve du Lemme 5.3.8. Nous commengons par établir une condition suffisante (Inégalité (5.3.29))
pour que (5.3.25) soit satisfaite. Nous obtenons alors les résultats annoncés au Lemme 5.3.8 par le
Lemme 5.3.9, en montrant que cette condition suffisante est satisfaite pour les choix de fonctions
¢ qui nous intéressent.

Soient ¢t € [0,7] et n € N*. Dans le cas ou (Z;',1) = 0, les deux membres de (5.3.25) sont
nuls. Supposons (Z;*, 1) > 0.

Soient ¢ € COL(X, R, ) U {1} positive, et v > 0. Nous avons :

Y p (Y (@) ™) +(¢) =" (exp (¢ (¢) e™™) — () e — 1) +9(¢)

p e~ (b=t = poe
=Z i—w@wa ICE)
e k=0

Comme pour tout k¥ € N, 1/2¥ <1/(k+1) <1, on a:
1 677{/ k k
il <
0|50 < e
et en sommant sur k :

et

¥(¢) exp (w <¢>> <e"'p (¥ () e ™) + ¥(d) < ¥(¢) exp (e 1 (9)) .

efkfyt

| ——
mﬁﬁ[e ’y?/’(ﬁb)]k

On en déduit par positivité de ¢ :
/E [0 (¥ (9) €77") + (9)] ™"
< /)? 6(2,0) exp (¢ (. 0)) b(z, a)(1 — p(z, a)) 2} (dx, da)
+ /f /X o(2', 0) exp (¢ (', 0)) bz, a)p(z, a) K (z, a, da’) 2} (de, da)
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Une condition suffisante pour que (5.3.25) soit satisfaite est qu’il existe v > 0 tel que :
(2,096 =70) + [ 0(2.0)exp (¢"6(2,0)) ba,a)(1 = pla,0)) 27 (. do)
+ /~/ ¢(2',0) exp (e "p(2',0)) b(z, a)p(z, a) K (z, a,dz’) Z} (dz, da) < 0. (5.3.29)
xJx

Nous pouvons maintenant prouver le Point (i) du Lemme 5.3.8. En remarquant que :
P(r <T) =P sup (Z7,1)= N,
t€[0,T]

il nous suffit, par le Lemme 5.3.9, de montrer que (5.3.25) est satisfaite pour ¢ = 1. Pour ¢ = 1,
(5.3.29) devient :

/~ exp (e ") b(z, a) Z{(dx, da) — v(Z]',1) <0
Y

satisfaite dés que : v > eb. Par le Lemme 5.3.9, pour N(L,T,Cp) = (DT (L 4 2C(4)Co +
(€0, 1)) :

1 1
limsup —logP (75 < T) =limsup —logP [ sup (Z}',1) > N | < —L.
n——4oo T n—+oo T t€[0,T]

On procede de méme pour l'inégalité de déviation concernant (y;. Pour ¢ définie par :

V(z,a) € X, p(z,a) =1+ |a| =1+ N a?, (5.3.29) devient :

/ ot d 2vui(x,a)a; n
- exp (e77) b(z,a) + Z ———— — v —7la| | Z](dz,da) <0, (5.3.30)

=

=1 "1

2
et comme par les Hypotheses 2.1.4, (Z?Zl ai) <O, a2 ona:

i(r,a)a; d v ai)a; _ d—ai -~
Z 2%(7‘) <y 2o( +ai)ai _ oo (Zzl + ya|> <20 <m+ Ial) - (5:3.31)

2 ST al
Une condition suffisante pour que (5.3.29) soit satisfaite est que : v > eb + 1/C(d)20. Par le
Lemme 5.3.9, on a alors pour N(T, L,Cy) = el V(2T (1 4 90 (¢)Co + (€, 1)) :

1 1
limsup — log P ((y < T') =limsup —logP [ sup (Z;*,1) > N ou sup / la|Z](dx,da) > N
) n—stoo M t€[0,7] telo,7]J X

1
<limsup —logP | sup (Z;',1+|a|]) > N | < —L.
n—+oo T t€[0,T7]

Ceci conclut la démonstration du Point (i).

Considérons maintenant le Point (ii). Une condition suffisante pour que (5.3.29) soit satisfaite
est que : V(z,a) € X,

p(x)o(z,a)Vad(a) = vp(2)d(a) + p(x)9(0) exp (#(2)0(0)) bz, a)(1 = p(z, a))
—i—/X o(2')9(0) exp (¢(2')9(0)) bz, a)p(x, a) K (z, a, dz’) <0, (5.3.32)

105



qui est satisfaite des que :

1
v> s {(W) (p()o(, a)Vad(a) + ()9(0) exp (p(2)9(0)) b, a)(1 — p(a, a))

+ / o(")9(0) exp (¢(2')9(0)) b(z, a)p(z, a) K (2, a, dm’))] . (5.3.33)
X

Le membre de droite de (5.3.33) est majoré par :

lelloo [ 9(0) exp ([@]loc®(0) | Soii (L +|ail) 52 (a)
(mscgye))?[ ’ (b 9(a) +70 ) . (5.3.34)

La fonction ¢ étant polynomiale sur un compact et constante en dehors de ce compact, (5.3.34)
est borné par une constante indépendante de (x,a) € X car :

e i+ a) (e

< C < +o0.
la|]—+o00 19(0,)

Si on choisit v un majorant de (5.3.34), le Lemme 5.3.9 s’applique et conclut la preuve. |

5.3.4 Tension exponentielle

Grace aux Propositions 5.3.3, 5.3.6 et au Point (i) du Lemme 5.3.8, il est maintenant possible
d’établir la tension exponentielle de (£(Z"))pen-=-

Proposition 5.3.10. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1, la famille des lois de
(Z™)nen+ est exponentiellement tendue. |

Démonstration. Soit N = N(T, L,Cp) la constante positive donnée par le Point (i) du Lemme
5.3.8; N est firé. Considérons les ensembles IC L €t IC2 donnés par les Propositions 5.3.3 et
5.3.6, et définissons :

Ki = Kiyn {z e D([0, T), Mp(X)), tel que V¢ € [0,T], 2 € /c%} (5.3.35)

L’ensemble Kp, satisfait par construction les points 1 et 2 du Théoréme 5.3.2 et est donc relati-
vement compact dans D([0,7], Mp(&X')). Comme :

P(Z" ¢ K1) SP(Zigy ¢ Khw) +P (3t € 0,T], Zy ¢ K3 ) +P(Ch <T)

on a par le Lemme 1.2.15 [32] (cf. Lemme A.3.1) :

lim sup — logIP’(Z" ¢ K1) < max <hm sup — 10gIP’( A ¢ IC};7N) ,

n—-+o0o n—-+oo

lim sup — log}P’ (EIt €[0,T], Zixer ¢ K%) lim sup — logIP’ ((y < T)) —L,

n—-+o00 n—-+00

ce qui conclut la preuve. |
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5.4 Majoration des grandes déviations

Une fois la tension exponentielle obtenue, la majoration des grandes déviations est une
généralisation des Théoreme 4.4.2 et Lemme 4.4.5 de Dembo et Zeitouni [32], obtenue en rem-
plagant les limites par lim sup.

Soit F' € Cp(D(R4+, Mp(X))). Notons :

H(F) = hmsup—logE(exp(nF(Z”))) (5.4.1)

n—-+4oo
éventuellement infini.

Lemme 5.4.1. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1, on a YA C D(R+,MF(2?))
mesurable :

lim sup — ! log]P’(Z" € A) < —inf ( sup (F(z) — H(F))) . (5.4.2)
n—>+oo 24 \Fec, (DR, Mp ()

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que (5.4.2) est satisfaite pour tout ensemble A
compact. Sous les hypotheses, la suite (Z"),cn+ est exponentiellement tendue, et nous pourrons
généraliser ce résultat a un ensemble A fermé.

Soit K un compact de D([0,T], Mp(X)). Soit § > 0, pour tout z € K, il existe G, €
Co(D([0, T), Mp(X))) tel que :

G.(x) — H(G.) > s (F(2) — H(F) =6 > I10(2)
FeCy(D([0,7],MF (X))
N T,0 : L
ou:Z. (2) := min ( sup ~ ((F(z) — H(F)) = 0), 5) :
FeCy(D([0,T],Mp(X)))

G. étant continue, il existe un voisinage O, de z dans D([0, T], M (X)) tel que :
inf G,(y) — G,(z) > —0.
nf Goly) — G2
Par I'inégalité de Markov,
P(Z" € O.) <P(G.(Z") — G.(z) > —6) < €™E (exp (nG,(Z") — nG.(2))),
d’otr :
1 1
- loglP(Z" € O,) < + - logE (exp (nG.(Z"))) — G,(2),
et en prenant la limite supérieure :

lim sup “logP(27 € 0.) <6~ (Gu(2) ~ H(G.))

n—-4o0o

Comme K est compact, il est possible d’extraire du recouvrement : K C J,cx O- un recou-
vrement fini. Il existe donc N € N* tel que K C Uzj\g O;,. En utilisant le lemme A.3.1 :

Ng
1
lim sup —logIP’(Z” € K) < limsup — log [ZP (Z" € Oy)

n—-+o00 n—-+o0o i—1

< max <hmsup loglP(Z" € O, )> <0— min (G (z)— H(G3,))

iE[[l,NK]] n—-+oo n ieﬂl,NK]
<25 — min sup (F(z)— H(F)) <26 — inf sup (F(z) — H(F))
€KY pecy (0,71, Mp (7)) *K pec,(0(0,7,Mp (X))
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La majoration de grandes déviations pour les ensembles compacts est alors obtenue en laissant
0 tendre vers 0.

Nous pouvons maintenant utiliser la tension e_xponentielle pour obtenir (5.4.2). Soit A un
ensemble mesurable de D([0, T], Mp(X)), et soit A son adhérence. Soit également M > 0 et un
compact Kps tel que

1
limsup —logP (Z" ¢ Kp) < —M.
n—+oo M

Nous avons :

1 1 _
limsup — logP (Z" € A) <limsup —log [P (2" € ANKy) +P(Z" ¢ Kup)] -

n—+oo M n—+oo T

En utilisant & nouveau le lemme technique A.3.1, nous obtenons :

sup (F(z) — H(F))

limsupllogP(Z” € A) gmax{— inf [
2€ANKM | Fecy(D([0,T],Mp(X)))

n—+oo M

Pour M > inf 5 [ F(z) — H(F))}, on obtient :

SUP pec, (D([0,7], M £ (¥))) (

1
limsup —logP (Z" € A) <— inf [ sup (F(z) — H(F))
e AN | Fecy(D(0.7] M (X))

S S
2€4 | Fecy, (D([0,T], M p (X))

9

car le terme entre crochet est une quantité positive, ce qui nous permet de minorer 'infimum
sur AN Ky par Uinfimum sur ’ensemble plus large A. |

Le résultat (5.4.2) est intéressant lorsque H(F') n’est pas toujours infinie. Comme on a
établi la tension exponentielle, il est suffisant, par le Théoreme 4.4.10 de Dembo et Zeitouni
[32] de considérer un ensemble de fonctions dense dans Cy(D(Ry, Mp(X))) pour obtenir la
méme majoration. Nous allons restreindre la classe de fonctions F' sur laquelle le supremum est
considéré aux fonctions cylindriques pour lesquelles H (F') peut-étre calculé plus facilement en
faisant intervenir des martingales.

Proposition 5.4.2. Supposons que les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1 satisfaites. Pour
tout ensemble fermé I' C D(Ry, (Mp(X), €)), nous avons :

1
limsup —loglP (Z" € ') < — inf Ifj;(z) (5.4.3)

n—+oo T zel

Démonstration. En restreignant la classe de fonctions sur laquelle porte le supremum dans
(5.4.2), on obtient :

1
limsup —logP(Z" €T') < —inf sup (F(z) — H(F))
n—too €l Fec, (R4 Mr ()
< 1 T _ £,T .
< —if s (T - HE@T))

fecy (X xRy)

Evaluons maintenant H(Z77). Par définition :

1
H(Z''T) = limsup — logE (exp <nIf7T(Z"))) ,avec : nZhT(Z™) = Mg’nf — E%’”f,
n—4oo N
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ot M™S et =/ ont été définis en (3.1.29) et (5.2.6). Comme (eMtn"nf_E?’nf> o) est une
telo,
martingale issue de 1 par le Théoreme 5.2.2 :

E (exp (n7f7(2M)) = E(exp (Mp™ — =) = 1.
Ainsi H(Z/'T) = 0. n

Ceci conclut la majoration du Point (ii) du Théoreme 5.1.4.

5.5 Minoration du Théoréme 5.1.4

Nous souhaitons maintenant établir une minoration correspondant a la majoration obtenue a
la Proposition 5.4.2. L’idée repose sur un changement de probabilité adéquat et sur 'utilisation
du théoreme de Girsanov. Pour cela, nous nous inspirons des travaux de Léonard [78], Kipnis
Léonard [73]. Nous nous appuyons sur le lien entre les trajectoires du domaine de la fonctionnelle
d’action et certaines équations d’évolution obtenues par perturbation de (3.0.1), ainsi que sur
une formulation non variationnelle de la fonctionnelle d’action. Nous montrons & la Section
5.5.2.2 une minoration locale pour les voisinages de trajectoires associées a des perturbations
bornées.

5.5.1 Equations perturbées et représentation non variationnelle de IéTO

Nous montrons que les trajectoires z € D([0,T], Mp(X)) telles que Ig;(z) < 400 sont les
solutions d’équations d’évolution obtenues par perturbation de (3.0.1) (Proposition 5.5.1). Nous
en déduisons une représentation non variationnelle de Ig; (Proposition 5.5.5). Nous utilisons un
théoréme de représentation de Riesz (Théoréme 5.0.7) ainsi qu’un théoréme du a Ekeland [42],
Bishop et Phelps [8] et Israel [62] (rappelé a la Section 5.5.1.2).

5.5.1.1 Représentation des trajectoires du domaine de la fonctionnelle d’action

Proposition 5.5.1. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10. Pour z € D ([O, T], MF()?))
telle que Ig; (2) < +oo0, il existe une application h* € L™ telle que ¥(f : (x,a,s) — fs(r,a)) €
CoN (X % [0,T),R) -

T
T(f,2) = / / O(f)(z,a,2",u, s)h* (x, a, 2, u, s)m>T (dz, da, dz’, du) ds, (5.5.1)
o JE
ou (T (f,2) a été définie en (5.1.6). On en déduit que :
T
276 = [ [ ) - s dmi T ds, (552
o JE

et que z est la solution de l’équation suivante : ¥V (f : (x,a,s) — fs(zr,a)) € C,?’l’l(f x [0,T],R),

afs
s

t T
(2t, ft) =(0, fo>+/0 <zs, vVafs + >ds+/0 /E(lJrhz)Q/)(f)dmj’Tds. (5.5.3)

Démonstration. Par définition de Ig), nous avons pour tout f € Cg’l’l(é? x[0,7]) et kK € R\ {0} :

K 1 /
TRt (z) = EgT(f, z) —cl <K,z> < ZgTO(z) < +oo.
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Nous en déduisons que pour tout f € Cl?’l’l(/\? x [0, T],R) et k € R\ {0} :

/ / ( :U a, x y Uy 3)) m?T(da:,da,dﬂf/adu)dS
/ / < (z,a,2',u, s)> m? 7T (dz, da, dz’, du)ds,

o 7(x) = max(p(x), p(—x)) = p(|z|). En choisissant & = [[{/(f)]],z et £ = —[[¥(f)l],.2
1T(f,2) < (T+Z4(2) [e(f)

par la définition (5.0.5) de la norme de jauge |[¢)(f)]|y.. L’application 9 (f) — €T(f,z) est
donc linéaire continue pour la norme |||, . sur v (Cg’l’l(/\? X [O,T])) C By(E x [0,T]). Par le

IN

(4,2)

IN

P> (5.5.4)

théoreme de Hahn-Banach, il est possible d’étendre cette forme linéaire continue en une forme
linéaire continue sur £7*(E x [0, T]). Par le Théoréme 5.0.7, il existe alors une fonction h* € LP"?
telle que (5.5.1) soit satisfaite. En utilisant (5.5.1) et (5.1.5), on en déduit alors (5.5.2). (5.5.3)
est une conséquence de (5.5.1) et (5.1.6). [ |

On peut remarquer que dans (5.5.3), on a perturbé séparément chacun des trois phénomenes
affectant la taille et la structure en traits de la population (naissances sans mutation, nais-
sances avec mutations, morts). Les taux correspondants sont multipliés par les facteurs (1 +
h*(z,a,2',0,8)), (14+h*(x,a,2',1,s)) et (1+h*(z,a,2’,2,s)). Nous montrerons & la Proposition
5.5.5 (Point 4) que ces facteurs sont positifs.

La fonction A* de la Proposition 5.5.1 n’est pas unique, car elle n’est caractérisée que par les

fonctions de 1 <C£ Llx % |o, T])) Le lemme suivant indique un choix possible de h?.

Lemme 5.5.2. On note pour s € [0,T], zs(dx,da) = ¢i(z,da)zs(dz), Zs(dx) étant la me-
sure marginale de zs(dz,da) en x et ¢Z(x,da) étant une version de la mesure conditionnelle de
zs(dx,da) sachant x. Il est possible de choisir h* telle que pour tout (x,a,2’',u,s) € E x [0,T] :
- h*(z,a,2',0,s) et h*(z,a,2',1,s) ne dépendent que de x et s,
— h*(x,a,2',2,s) ne dépende que de x, a et s,
— si Zs(dx) est absolument continue par rapport a P(dx) alors Vx,y € X, h*(x,a,y,0,s) =
h*(y,a,x,1,s),

Démonstration. Soit h* € LP"? la perturbation donnée par la Proposition 5.5.1. Nous com-
mengons par modifier h* de fagon a ce que les deux premieres conditions du lemme soient
satisfaites. Pour cela, définissons h* par :

fRd [y P (x,a,2',0,5)b(x,a)(1 — p(x,a) K (2, a,dz’)qZ(x, da)

h*(x,0
(:0,5) = fRd Sy b(x,a)(1 = p(x,a))K (z,a,dz’)qZ(x, da)
B 1, 5) = fX h*(x,a,2',1,8)b(z,a)p(x,a)k(x, a,x')zs(dz, da)
o fX (x,a)p(z,a)k(z,a,x")zs(dx, da)
h*(z,a,2,s) —/ h?(x,a,2',2,8)K(x,a,dx’), (5.5.5)
X

(dans le cas olt 'un des dénominateurs des deux premieres lignes de (5.5.5) est nul, le choix du
h# correspondant est arbitraire). On vérifie que pour f € Co’l’l(X x [0,T],R),

/ [ wtmamiTas = / " [ wtpamas (5.5.6)
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Pour le terme de naissance avec mutation, par exemple, le théoreme de Fubini nous donne :
/T /~/ f(w',O,s)BZ(:n’, 1, 8)b(z,a)p(z,a)k(z,a,2")P(dz’)zs(dz, da)ds
/ / f(2',0,s </ “(x,a a:,1,s)b(x,a)p(x,a)k(:c,a,a:’)zs(dx,da)> P(dx)ds
:/0 /;\?/X f(@',0,8)h*(x,a,2",1,8)b(x,a)p(z,a)k(x,a,2")P(da’) zs(dz, da)ds.

Nous vérifions maintenant que h* définit toujours une fonction de L%, Soit x > 0.

/‘/ < )mMﬂB_A+B+Cou
/ / (hz oo S)> b(z,a)(1 = p(z,a))zs(dz, da)ds

B= / //p < (0, S) b(z,a)p(z,a)k(x,a, ') P(dx')zs(dz, da)ds

C:/o / ( Pz, > d(z, a, 25U (2, a))zs(dz, da)ds. (5.5.7)

Par convexité de p*, par l’megahte de Jensen et par le théoreme de Fubini :

B < / / / [z 0" fxax’l’s))5(377a)p(w,a)k(a?,a,x’)zs(dac,da)

7 b, a)p(z,a)k(z,a,2')zs(dx, da)

X b(x,a)p(z,a)k(z,a,z")P(dz")zs(dz, da)ds
/ / / (hz Do xJ,S)) b(x,a)p(z,a)k(z,a, 2" )zs(dx, da) P(dx')ds. (5.5.8)

Il en est de méme pour A et C. Comme h* € L%, nous en déduisons que h* € L.

Enfin, supposons que Zs(dz) soit absolument continue par rapport a P(dx) de densité m?Z.
Montrons qu'il est alors possible de choisir h* telle que le troisieme point du Lemme 5.5.2 soit
satisfait. Définissons h* par :

h*(,0, ) X [/ b(z,a)(1 —p(z,a))mZ(z)q:(z,da) + /Xb(x a)p(:c’,a)k(m’,a,a;)zs(dx’,da)]

[/]R‘i / h*(x,a,2’,0,8)b(z,a)(1 — p(z,a))mZ(x)K (z,a,dx')q? (x, da)

+ /~ h* (2 a,z, 1,s)b(x/,a)p(x/,a)k(x/,a,x)zs(d:c/,da)] . (5.5.9)
X

En multipliant par f(z,0,s), pour f € Cg’l’l()? x [0,T],R), et en intégrant par rapport a
P(dx)ds :

/OT/)?/X [f(2,0,8)h*(z,a,2',0,s)b(z,a)(1 — p(z,a))

+ f(a',0,8)h*(z,a,2',1, s)b(z,a)p(z,a)] K(z,a,dz’) zs(dzx, da)ds

/// F(@,0, )75z, 0, $)b(x, a)(1 — p(z, a))

+ f(2',0,5)h* (2,0, s)b(z, a)p(x, a)} K(z,a,dz’) zs(dz, da)ds,
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et en utilisant I'inégalité de Jensen comme précédemment, on montre qu’en remplagant h* par
h* sur X x X x {0,1} x [0, T], on obtient & nouveau une fonction de L* . |

Jusqu’a la fin de cette section, nous supposerons que h® a la forme particuliere donnée par
le Lemme 5.5.2.

5.5.1.2 Formulation non variationnelle de Ig;

Pour obtenir une forme non variationnelle de la fonctionnelle d’action, nous allons utiliser
(5.5.2) et approcher h* par des perturbations de la forme h,, = e*t/m) — 1 avec (fin)men+ une
suite de 62’1’1(2? x [0,T],R). Le résultat annoncé est donné a la Proposition 5.5.5. Pour I’établir,
nous allons utiliser le lemme suivant, qui est un cas particulier d’un résultat di a Ekeland [42],
Bishop et Phelps [8] et Israel [62] :

Lemme 5.5.3. Soit § un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Banach €. On note &
son dual topologique. Soient A une fonction convexe continue de € dans R et OA(x) son sous-
différentiel en x € € défini par :

ON(z)={led | Vyee Alx)+L(y) <Az +y)}.

Soit by € €' satisfaisant :
de e R, Vx € €, A(x) > ly(z) + ¢, (5.5.10)

alors : Ve >0, 32’ € §, 3’ € ON(2)), Vx € F,
[lo(z) — € (2)] <ellz|le, (5.5.11)

Définition 5.5.4. Nous notons : Vz € D([0,T], Mp(X)), Vg € By(E x [0,T],R), Vh € B(E x
[0,T],R), Vv € (L>®(E x [0,T],R))’,

T
I's2(9) ::/ /p(g(x,a,a:',u,s))m?T(dfc,da,dw’,du) ds (5.5.12)
0 E
T T
r* _(h) = h dm?>T ds — d Z»Td} 5.5.13
() fecgvl,i%‘i[o,ﬂ,m{ [ [wramitas— [ [ pwiopanitas) G519
. (v) = sup {(r,9) = T,.(9)} (5.5.14)

g€BL(E%[0,T],R)
Par (5.1.4) et (5.5.2), nous avons :
Ik (z) =T% . (h7). (5.5.15)

La Proposition suivante nous fournit une représentation non-variationnelle de la fonctionnelle
d’action IgTO (2) =T} .(h*), ainsi qu'un résultat d’approximation lorsque I'on régularise h* :

Proposition 5.5.5. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10. Soit z € D([0, T, MF(/'?))
telle que fg;(z) < 400, et soit h* € LP* la perturbation associée (Proposition 5.5.1). Il existe
une suite (R )men+ de Co(E x [0,T],R) telle que :

1. Vm € N*, 3fy, € CoH X % [0,T),R), By = e¥Um) — 1,
2. la suite (hp)men+ converge vers h* dm?Tds—presque partout.

3. ¥m € N*, % (hn) = Tpe ().
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4. h* € [—1,+o0] dmﬁ’Tds-presque partout et il existe f* € B(z’?x [0, T],R) telle que dmZ 7 ds-
presque partout sur {h* > —1} :

W (x,a, 2 u, s) = e?U)@aztus) _q (5.5.16)

5. Nous avons la représentation non-variationnelle suivante de la fonctionnelle d’action :

T
Iz;(z) =Tp+ . (h?) :/ /Ep*(hz)dmj’Tds

T
/ /1{hz> 1y (RP0(f) — (w(fz)))dm?Tds—i—/O /El{hzzl}dmz’Tds. (5.5.17)

Une difficulté résulte de ce que T'; ,(h*) et fz,z(hz dmZ* ds) ne coincident pas a priori, les
sup dans (5.5.13) et (5.5.14) étant pris sur des ensembles différents (w(Cl?’l’l(/f’ x [0,T],R)) C
By(E x [0,T],R)). Ceci est une conséquence du fait que nous traitons plusieurs types de sauts
(naissances avec ou sans mutations, morts).

Avant d’énoncer la Proposition 5.5.5, nous rappelons quelques propriétés des fonctions in-
troduites a la Définition 5.5.4.

Lemme 5.5.6. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10. Soit z € D([O,T],MF(AN,’)).
(i) T'p.» est convexe et continue.

(i) Soit f € Cy(X x [0,T],R). Le sous-différentiel de I',. en (f) est un singleton {v} ou
v e Mp(X) est caractérisée par : Vg € By(E x [0,T],R),

(v, g) / / dmZTds (5.5.18)

(i1i) On a : Yh € B(E x [0,T],R), telle que h > —1 dm'z’Tds—presque partout,
% (k) <% (hdm"ds) < Tpe . (h). (5.5.19)

Démonstration. La convexité de I',, . est une conséquence directe de la convexité de p (5.0.3).
Pour la continuité, considérons g € By(E x [0,T],R) et une suite (gq)qen+ de By(E x [0,T],R)
convergeant vers g pour la norme uniforme. 3go € N*, Vg > qo, ||9q/loc < ||g]loc + 1. Alors, par

o T, 4 .
convergence dominée, la mesure dmgz" ds étant finie sur E x [0, 7] :

hm Iy = hg_n / / p(gq dmZTds—/ / dszds— I'-(9)
q—+o0

Ceci prouve (i).

Caractérisons OI', . (¢(f)). Soit g € By(E x [0,T],R),

i Loz ($(f) +eg) =T, —hm/ / ( f)+eg) - p(?ﬁ(f))) dm= T ds. (5.5.20)

e—0 5 e—0 5

Comme p est différentiable sur R, V(z,a,2’,u,s) € E x [0,T],

lim P(¢(f)($a a, Il? u, S) + 5g($, a, .73,, u, 5)) - p(w(f)(xa a, xlv u, S))
e—0 IS5

:g(m,a,x',u, 5) (exp (¢(f)($7a7$,7u75)) - 1) )
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qui est bornée donc dmi’Tds—intégrable. On peut dériver sous le signe somme dans (5.5.20) :

lim Lp(¥(f) +e9) = / / dmz T ds. (5.5.21)

e—0 IS

I', . est donc Gateau-différentiable en ¢(f) et son sous-différentiel en ¢(f) existe (Ekeland et
Temam [42], Proposition 5.3 Chapitre I) et est le singleton caractérisé par (5.5.18).

La premiere inégalité de (5.5.19) est une conséquence de 'inclusion w( 0’1’1(/1’ x[0,T],R)) C
By(E x [0,T],R). Pour la seconde inégalité, on a, par définition de p* : V(z,a,2’,u,s) € E X
[0,T], Vg € By(Ex[0,T],R), h(x,a,2’',u, s)g(x,a,2’',u, s)—p(g(x,a,2’',u, s)) < p*(h(z,a,2',u,s)).
Ceci implique :

f; _(hdm?>Tds) = sup / / [hg — p(g)] dm>T ds
’ g€By(EX[0,T],R)
< sup / / (h)dm>T ds = / / p*(h)dm>Tds =T p . (h), (5.5.22)
g€B, (Ex[0,T],R) 0 E
ce qui termine la preuve. |

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 5.5.5.

Preuve de la Proposition 5.5.5. Nous avons Ig) (2) =T} .(h*) < +00, mais nous ne savons pas

si f;z(hzdmﬁ’Tds) < +00. Cependant, comme h* € L% on a par (5.5.19) et par définition de
la norme d’Orlicz ||.||,= - (5.0.5) :

~ h? h?
I dmj’Tds) <Tp . () <1 (5.5.23)
” <HhZHp*,z SN[

et par (5.5.23), on peut écrire : Vg € By(E x [0,T],R),

Par définition de FZ 2

g)Z/OT/

et la condition (5.5.10) est bien satisfaite. Nous pouvons appliquer le Lemme 5.5.3 avec § =
adh (z/; (Cg’l’l(?? x [0, T],R))), sous-espace vectoriel fermé de L>®(Ex [0, T],R) : Vm € N*, 3f,, €

adh (cl?’l’l(i» x [O,T],R)) s 30m € AT, (V(fm)), Vg € CP1H(X < [0, T, R),

z " h?
——gdm>Tds — . (dm‘z’Tds> ,
5z ’ ||hz||p*,z

dm?>T ds — (D, (g ))’ M (5.5.24)

Hh Hp 2 = 2m[hA 2

Par le Point (ii) du Lemme 5.5.6 et en posant Ay, := ||h? ., (ew(fm) — 1), nous avons :

s dm>T d 5.
(D (g //w Hthzm s, (5.5.25)

- hm dmzT ds
p*.z ||h ||p*,z
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lolse
mHhZHp*,z

(5.5.26)




Comme f,, € Cp(X x[0,T],R), et comme dmZ’ ds est une mesure finie sur £ x [0, T, Fp*’z(ﬁm) <
+o0, et par (5.5.19), I‘;z(hmdmﬁ’Tds) < +oo. En utilisant & nouveau la définition de I} , :
Vg € By(E x [0,T],R),

T -~ ~ ~
Tp:(g) > / / hong dmzTds =T, (Rmdmi7ds)
0 E

En appliquant & nouveau le Lemme 5.5.3 et le Point (ii) du Lemme 5.5.6, il existe une suite
(fm)men+ de audh(Cl?’l’1 (X x[0,T7,R)), et une suite de perturbations continues bornées (R, )men=
définies par hy, = e?(fm) — 1 telles que : Vm € N*, Vg € Cl?’l’l(/l’ x [0,T],R),

T
i et g] < ol
/0 /Ei/)(g) (hm hm) dm? ds’_ o

Comme chaque fonction fy, est limite uniforme d’une suite (fy,p)pen+ de 62’1’1(2? x [0, T],R),
B est limite uniforme et dans L(dmZ” ds) (car la mesure dmZ” ds est finie) de la suite himp =
e?(fmp) — 1. Quitte & remplacer h,, par him,p avec p assez grand, il existe une suite (f,)men+ de

CyH (X % [0, 7], R) telle que

! ~ 7, | < lglls
/0 /Ew(g) (hm - hm) dmg’ ds’ < S (5.5.27)
Par (5.5.26) et (5.5.27) : Ym € N*, Vg € G (X x [0, T, R),
g z z,T HgHOO
; Ew(g) (hm — h*) dm3™ ds| < ==, (5.5.28)

avec, en utilisant les notations du Lemme 5.5.2 :

T
| [ (6 (= 1) i s
0 E
T —
:/ /~g(1:,0, s) (efm(x,O,S) —1— h*(x,0, s)) b(z,a)(1 —p(x,a))zs(dz,da) ds
0 X
T
z',0,s efm(@05) _ 1 _ p# 2, 1,8)) b(z,a)p(x, a)K(z,a,dx’)zs(dx, da) ds
<[] ] a0 ( (& 1.5)) bz, )p(, ) K (z, 0, da') 2. (dr, da)

T
—/ /~g(:1:,a, s) (e_fm(m’a’s) —1-h*(z,qa,2, s)) d(z,a,zsU(x,a))zs(dx, da) ds. (5.5.29)
0o JX

Pour une fonction test g € C?(’l’l(Xx(Ri\O) x [0, T, R) satisfaisant Vz € X, Vs € [0,T], g(z,0,s) =
0, seul le dernier terme de (5.5.29) est non nul. On obtient alors par (5.5.28) la convergence vague
de la suite (Ap, dmZ” ds)men+ vers h* dmZ” ds sur {a # 0}. 1l existe donc une sous-suite de
(e —1)men+ qui converge vers h*(., ., 2,.) z5(dz, da) ds-presque partout sur X x (R1\0)x [0, 7.
Pour g € Cl?’l’l()? x [0, T],R), pour la sous-suite précédente de (fp,)men= €t pour m assez grand,
on obtient par le théoreme de Fubini :

T
/ / g(z,0,s) (ef’”(x’o’s) —1—h*(z,0, S)) b(x,a)(1 —p(z,a))q:(z,da)zs(dx)ds
0o Jx R%

T
+/ / g(2',0,5) <efm(m,’0’s) —1—h*(,1, s)> /~ b(z,a)p(x,a)k(z,a,z")zs(dx, da) P(dx")ds
0 X X

([ (s _ 1T 2/|g]]o
1,—09(z,a,s) (e 1—h*(z,a,2,s)) d(x,a,zsU(x,a))zs(de, da) ds| < .
0o Jx m

5.5.30)

—
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Montrons que :
vt € 10,77, / a=02t(dz,da) =0, (5.5.31)
X

Soit € > 0 et soit ¢ € Cl?’l(f ,R}) une fonction positive bornée par 1 telle que pour tout
x € X, ¢pe(2,0) =1 et ¢p-(x,a) = 0 pour |a| > ¢. Pour ¢ € [0,T] et pour la fonction f(z,a,s) =
¢e(x, Ax(t, s,a)) :

(21, 02) =(2t, ft) = (o, fo) / / be(z, Ap(t, 5,0))(1 + h*(x,0, 8))b(z,a)(1 — p(x,a))zs(dz, da) ds
—i—/o /}/X@(x’,Am/(t,s,O))(l—i—hz(x’,1,s))b(m,a)p(w,a)K(x,a,d:r’)zS(dx,da) ds
—/0 /}(ﬁa(x,Az(t,s,a))(l+hz(x,a,2,s))d(a:,a, zsU(x,a))zs(dx, da)ds. (5.5.32)

Pour s < t et (z,a) € X, Ay(t,s,a) > 0 et ¢.(z, Au(t,s,a)) converge vers 0 lorsque e tend vers
0. Comme les intégrants dans (5.5.32) sont dominés par (1+ h?(x,0,s))b(z,a)(1 —p(x,a)), (1+
h*(z',1,5))b(x, a)p(x,a)k(z,a,2') et (1 + h*(x,a,2,s))d(x,a, zU(z,a)) intégrables par rapport
a P(dx')zs(dx,da)ds, alors le membre de droite de (5.5.32) converge vers 0 lorsque ¢ tend vers
0. Comme le membre de gauche de (5.5.32) tend vers [ Lla—o2;(dz,da), on en déduit (5.5.31).

Dans le cas ou zs(dz) est absolument continue par rapport a P(dz) pour tout s € [0,7],
(5.5.30) peut se reformuler par (5.5.31) et par le Lemme 5.5.2 en :

g(z,0,5) (efmwv@ 1 W3 (a, 0, s)) [ /R b, a)(1 = pla, ) (@, da)iins (@)

Cllgllo
.

+ /~ b(:L",a)p(m',a)k(x',a,m)zs(d:x’,da)} P(dm)ds‘ < (5.5.33)
X

Alors, sur Iensemble ot le crochet de (5.5.33) n'est pas nul, h*(x,0,s) est la limite P(dxz)ds-
presque partout de (efm(z’o’s) — 1)men+. Ceci implique que h* est la limite d’mﬁ’Tds-presque
partout d’une sous-suite de (e?(m) — 1), cx-.

Dans le cas ol zZs(dx) n’est pas absolument continue par rapport & P(dz), nous pouvons
décomposer Zs(dr) en une mesure absolument continue par rapport a P(dx) et une mesure
qui lui est singuliere. Dans (5.5.30) lintégrale par rapport & cette derniére mesure converge
nécessairement vers 0 et la partie absolument continue par rapport a P(dz) se traite de la méme
fagon que précédemment. Nous obtenons a nouveau que h? est la limite dmi’Tds-presque partout
d’une sous-suite de (e?(fm) —1),,en-.

Nous avons prouvé les Points 1 et 2. Dans la suite, nous noterons a nouveau (h;,)men+ la
sous-suite ainsi exhibée et c’est elle que nous considérerons.

Comme h,, = e¥(fm) — 1,

p () = () = X0 41 = hp(f) = (207) = (fm) = 1),

et on a:

h) = [ ' [ ) = p @) " ds
< sup U / ht(f) dm3 T ds — pz(w(f))]:r;z(hm). (5.5.34)

fecy (X x[0,11)
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Par (5.5.19) et (5.5.34) :
Fz,z(hm) = fp*,z(hmdm?TdS) = Fp*7z(hm)- (5535)

Ceci prouve le Point 3.

Comme (hy,)men+ converge dmg’Tds—presque partout vers h® et comme Vm € N* h, >
—1, alors A* > —1 dmﬁ’Tds—presque partout. D’autre part, comme h* € L’ * C LY (E x
[0, 77, dmﬁ’Tds), h* < 400 dmZ" ds-presque partout.

La convergence dm‘z’Tds—presque partout de h,, vers h* implique que dmZTds presque par-
tout sur {h* > =1}, ¥(fim)(z,a,2',u, s) = log(hm(x,a,z’,u, s) + 1) converge vers

() (z,a,2' u, ) := log(h*(z,a, 2, u, s) + 1). (5.5.36)

Ceci prouve le Point 4. Sur {h* = —1}, la suite (¢(fm))men+ diverge vers —oo

Sur I'ensemble {hz > —1},ona:
0 < p*(h*) =e"U(f2) — eV 41
= (U 1) w(r?) = (U = () = 1) = KU = p(w (), (5.537)

et Papplication h*(f?) — p(v(f?)) est positive et limite de la suite de fonctions h*i)(fp,) —

p(¥(fm)) lorsque m — +oo. Sur {h* = —1}, on a : R*Y(fm) — p(¢¥(fm)) = —ewgfm) + 1 qui
converge dmﬁ’Tds—presque partout vers 1. En définissant la suite de fonctions (fp,)men+ sur

{h* > —1} par: }
$(fm) = VUm) L p(fon)—p((fin)) 20} (5.5.38)
et sur {h* = —1} par :
U(fm) = Y (fm) Lp () <0} (5.5.39)

on définit une suite de fonctions positives, (h*1(fm) — p(¥(fm)))men-, convergeant vers
[P (f) = (D] Lipes1y + Lipe=m1y

On en déduit que nécessairement I« ,(h*) < 4o00. Sinon, par le lemme de Fatou et (5.5.37) :

I (k%) = (h? d de}
= onsi‘i[om){// V() — () dm T ds

> timint [ [ (10 = o)) s > / [ timint (W) = p((F) ) dm s

m—+oo Jq m—-+00

T
= [ [ 1000~ o) sy + 1] T

T
:/0 /Ep*(hz)dmj’Tds =T 2 (h*) = 400, (5.5.40)

ce qui contredirait 'hypothese I'} ,(h*) < +00. On en déduit la derniére égalité de (5.5.17) en
intégrant (5.5.37) par rapport & dmZ” ds. Le Point (iii) du Lemme 5.5.6 et (5.5.40) nous donnent
la premiere égalité de (5.5.17). [
Remarque 5.5.7. Lorsque h* est bornée, on peut choisir les fonctions hy, bornées par |h*| .
En effet, en régularisant les fonctions fp, au voisinage des points ot ¥(fm) > log(||h?|lec + 1),
on obtient une nouvelle suite (hy, = eV (Fm) — 1)men= bornée par |h? ||« telle que :

1 — o] = |e¥U) - ew(fm’ < ’ewﬂ — VU] = p2 -
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5.5.2 Minoration locale
5.5.2.1 Enoncé de la minoration locale

La preuve de la borne inférieure énoncée au Théoreme 5.1.4 repose sur un changement de
probabilité adéquat et sur l'utilisation du théoreme de Girsanov. On note P" = L(Z"), loi de
probabilité sur D([0, T], Mp(X)). Soit z € D([0,T], Mp(X)) telle que IT( ) < 400. Notre but

est de construire une suite de mesures de probabilité (P),en- sur D([0,T], Mp(X)) absolu-
ment continues par rapport a (P™),en+ et pouvant s’interpréter comme un recentrage sur z. Pour
cela, nous allons utiliser I’équation d’évolution perturbée (5.5.3) satisfaite par z. L’utilisation
du théoreme de Girsanov suppose que h® a une forme et des régularités particulieres. Comme
h* € LP"* nest a priori ni bornée ni dérivable par rapport aux variables d’ages, nous allons
utiliser les perturbations régularisées h,,, de la forme donnée au Point 1 de la Proposition 5.5.5.
11 est alors naturel d’introduire la suite (z™),,en+ des solutions de I’équation (5.5.3) perturbées
par les h,, et nous appliquons un recentrage associé a ces 2. Malheureusement, nous ne savons
montrer la convergence de (z™),en+ vers z que dans le cas ou h* est bornée. Le cas ou h*
est non bornée reste ouvert. Nous serons donc amené a introduire ’hypothese supplémentaire
h* € L*°(E x [0,T],R) et obtenons une minoration locale.

Le résultat de cette section est le suivant. Sa démonstration fait I’'objet de la Section 5.5.2.2 :

Proposition 5.5.8. On se place sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1. Soil z €
D([0,T), Mp(X)) telle que Igo(z) < 400 et h* € L*®(E x [0,T],R). Soit O un ouvert de
D([0, T], (Mp(X), é)) contenant z. Alors :

hmlnf—logIP‘(Zn €0)> IT( ). (5.5.41)

n—+oo N
(dans le cas ou, Ig;(z) = 400, le résultat est automatiquement satisfait). O
Nous en déduisons la minoration annoncée au Théoreme 5.1.4 :

Corollaire 5.5.9. Sous les hypothéses de la Proposition 5.5.8 :

lim 1nff logP(Z" € O) > — inf IgTO (2), (5.5.42)

n—+oo0 N zeONG

ot & a été défini en (5.1.10), et avec la convention inf () = +oo.

5.5.2.2 Preuve de la Proposition 5.5.8

Nous commencons par compléter le résultat d’approximation de la Proposition 5.5.5 en
montrant que toute trajectoire z du domaine de la fonctionnelle d’action IT; associée a h”?
bornée peut étre approchée par une suite de trajectoires (z™),,en+ associées a des perturbations
Ry de la forme h,, = efm — 1 avec f,, € Co’l’l(é\,’ x [0,T],R).

Proposition 5.5.10. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10. Soit z € D([0, T1, MF(.)?))
telle que IETo (2) < +o0 et soit h* € LP* N L>®°(E x [0,T],R) la perturbation associée. Alors,

il existe une suite (fum)men+ de Cg’l’l(é’? x [0,T],R) telle que la suite de perturbations associée,
(B = ¥Um) — 1), cn-, satisfasse :

(i) (hm)men= converge vers h* dmZ* ds-presque partout. _

(ii) Pour tout m € N*, [’équation d’évolution : Vf € Cl?’l’l(/'\,’ x Ry),

t T
(e, fr) = (o, f0>+/0 <y vvafs+%§> ds+/0 /Eexp(lﬁ(fm))w(f)dmg’Tds (5.5.43)



admet une unique solution en y, que l’on note z™ € C([0 T],i\/lF(AN,’))
(11i) La suite (2"™)men+ converge vers z dans C([0,T], ( Mp(X),|.[l7v)) muni de la norme uni-

forme.
(iv) On a :
T . T .
—/ /(hmw(fm)—p(w(fm)))dmi ’Tds—/ /p*(hm)dmj Tds.  (5.5.44)
o JE o JE
et :
Gl Te (M) = Tg (2). (5.5.45)

Démonstration. En appliquant la Proposition 5.5.5, il existe une suite (fy,)men+ de Cg’l’l()? X
[0,T],R) telle que la suite (h,,)nen+ associée converge vers h* dmﬁ’Tds—presque partout. Par la
Remarque 5.5.7, les fonctions h,, peuvent étre choisies bornées par une constante ||h*|o. Par
un argument similaire a (3.2.6) :

(z",1) < (6o, 1) / / Fn@09) b (2 a)(1 — p(z,a)) 2™ (dz, da) ds
+/ /~/ efm(xl’o’s)b(x,a)p(:n,a)K(z,a, dz")20 (dx, da) ds < <§0,1>e(”hz”°°+1)i’t,
0 X JXx

On peut alors définir :

Ap =max | sup (z,1), sup (2", 1), m € N*
t€[0,T] te[0,T)

qui existe, est fini et indépendant de m.

L'existence et 'unicité de la solution 2™ € C([0,T], Mp(X)) de (5.5.43) est une adaptation
des résultats de la Section 3.2.2 (les taux de naissance et de mort sont perturbés par des facteurs
continus bornés, et les Hypotheses 2.1.1 et 2.1.10 sont toujours vérifiées).

Soient t € [0,T] et ¢ € Cg’l(f,R) telle que |[@lloe < 1. Soit f : (z,a,s) € X x [0,T] —
flx,a,s) = o(x, Ax(t,s,a)) € R.

t t
[zt — 24", 9)| = /0 /E(1+hz)1,b(f)dm§’Tds—/0 /E(1+hm)¢(f)dm§m’Tds

<A+ B, (5.5.46)

t
N _ z _ z,T
oun: A= /0 /E(h hn) Y (f)dmZ* ds
t
B= /O /E(1+hm)1/;(f) [dmzT — dmZ™T] ds|.

Par (5.5.28), le terme A est majoré par 1/m. Pour le terme B, on obtient, par un calcul similaire
a (3.2.9) et par la Remarque 5.5.7 :

t
BSW+MM@@+MH%ﬂ+MLWD/Wwﬂﬂw%
0

t
CWNWH/W%—ﬁhM& (5.5.47)
0
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On en déduit :
m 1 z ! m
(et = 5700 o+ O o T) [l = v,

Ceci est valable pour toute fonction ¢ € CO Y(X,R) telle que ||¢]|os < 1. Comme Co’l(.}?,R) est

dense dans Cy(X, R) pour la convergence simple dominée (pour tout ¢ € Cy(X,R), il existe une
suite (¢q)qen de C '(X,R) convergeant simplement vers ¢ et telle que Vg € N¥, | glloe < [|@]loo,
cf. Lemme A.2.1) alors :

1 t
sup ||zy — 2, |l7v <— + C(||hz||oo,T)/ sup ||zu — 25|V ds, (5.5.48)
u€l0,t] m 0 wu€(0,s]

et par le Lemme de Gronwall : sup,c(o 77 |2t — 27" |7v < C(||h*[|oc, T')/m. Donc

Ve >0, I3mo =mo(e,T) € N*, Ym > mg, sup ||z — 2{"||rv < e, (5.5.49)
t€[0,T]

et (2™)men+ converge vers z dans C([0,T], (Mp(X),]|.|l7v)) uniformément en ¢ € [0, T7.

Par une adaptation de la preuve du Point 3 de la Proposition 5.5.5, on a :
Lps zm (hin) =17 m (han). (5.5.50)
Par (5.1.4), (5.5.2), (5.5.19) et (5.5.50) :
T (27) = T o (han) = Do (i),
ce qui prouve (5.5.44). Enfin, montrons (5.5.45).
0<\ IE (™) - I (2)| < A+ B

m)dm>Tds — / / (h*)dm>Tds
m)dm’ Tds—// dmZTds

T
B S/ P (Ihmlloo) (b + d(1 + A7) + LaU A7) 25 — 2" ITvds < C([[P7]|oo, T)e.
0

(5.5.51)

Par (5.5.49) : Vm > my,

z,T .
Comme (hp,)men+ converge dmg” ds-presque partout vers h*, et comme ces fonctions sont
bornées, on a par convergence dominée :

hm Fp Z(hm) - Pp*7z(hz) == II;(Z)7

m—-+00
et limy,,— oo A = 0. Ceci conclut la démonstration de (5.5.45). [
Grace aux Propositions 5.5.5 et 5.5.10 et sous les hypotheses de la Proposition 5.5.8, nous

pouvons restreindre I’étude de la minoration locale aux trajectoires z du domaine de la fonc-
tionnelle d’action telles que h* = e/~ — 1 avec f* € Cl?’l’l(X x [0,T],R) et

T
:/ /(hz¢(fz)—P(w(fz)))dmgdes,
0o JE

Jusqu’a la fin de cette section, nous considérerons une telle trajectoire z. Nous construisons
maintenant le changement de probabilité correspondant a un recentrage sur une telle trajectoire.
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Proposition 5.5.11. L’équation différentielle stochastique suivante sur [0,T] :

t
(Xi(Zg )0,
Dy =1 +/ /ngl{igNt"} [(ef (K250 _ 1) Lio<o<my(s,zn ia)}
0

+ <efz(x/’0’s) - 1) Limi(s,27 ia')<0<ma(s,zp ia')}
+ <6fz(Xi(Z?’)7Ai(Z5T:)’S) - 1) 1{m2(s Z7 ') <0<ms3(s, 27 ,i,x’)}] Qv(dsa d’L, daa d(L‘l) (5552)

admet une unique solution (D?)te[o 1) qui est une P"-martingale exponentielle :

pr o= exp<n [(Zf, £ —(zn, £ //< 2, a)Vaf(z,a) + fz( ,a)> 2" (dw, da) ds

//¢fz )dmZ"" ds — // )) dmZ" Tds}) (5.5.53)

Sous la probabilité P'™ définie par P™ = DI}.- P™, le compensateur de la mesure aléatoire Q est :

q(ds,di,df,dzx) = 1< nmy [efz(Xi(Z?‘)’&s)1{ogagm1(s,zg7 i)}

#(z',0,s
+ ef ( )1{77’7,1(872‘;"’7 7i7$/)<9§m2(57Z§L 7i1x,)}

+ efz(X“Z?—)’Ai(Zéi>7S)1{m2(s,zg_7i,x,)<9§mg(s7zg_,m,)}} dsn(di)do P(dz'). (5.5.54)

Démonstration. Nous souhaitons perturber les taux de naissance, mutation et mort des parti-
cules de sorte que les nouveaux taux soient multipliés par 1+ h*(x,a,2',u, s) = eV (F) (@ a2’ u,s)
Ceci explique 'introduction de 1’équation différentielle stochastique (5.5.52) (cf. Jacod et Shi-
ryaev [63], Théoreme 3.24 page 159).

L’existence et 'unicité d’une solution a cette équation différentielle stochastique est donnée
par Jacod ([63] Théoreme 5.19 page 181). Si 'on note :

v —/ /1{1<N” fz(Xi(Zg‘)’O’s) —1) L{o<o<mi (5,22 i)}

< f (JU OS) _ 1) 1{m1(s Zn ZCE,)<9<TI’L2(3 Zn zm’)}
+ <€fz(Xi(Z;L*)7Ai( Zi)e) _ 1) 1{m2(s,Z;l_ 4,2")<0<ms3(s, 2% ,i,:c’)}i| @(ds,di, d@,d.%'/),
alors le processus (D}');>0 donné par :

Df =exp [ V" + ) (In(1+AY]") — AY")

s<t

t
=exp </0 /Sl{i<Nt"} [fz(Xi(an,)a075)1{0§0§m1(s Zn i)}

+fz(x17075)1{m1( Zn ') <0<ma(s,Z7 iax')}

s_b

+ P20 ) AdZ0) ) L (o0 zm,)<9§m3(s,zwﬁx,)}} O(ds, di,df,dz’)  (5.5.55)

/ / () (2, a, 2, u, s)) mSZn’T(d:L',da,dw',du)ds>

est bien défini. En appliquant la formule d’It6, il satisfait (5.5.52). L’unicité de la solution de
(5.5.52) s’obtient par une démonstration analogue a celle de la Proposition 2.2.6. On montre
(5.5.53) en utilisant la représentation trajectorielle (3.1.29) pour remplacer l'intégrale stochas-
tique dans (5.5.55). [ ]
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Proposition 5.5.12. Plagons nous sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1. Soit z €
D([0, T], Mp(X)) telle que IT( ) < 0o et h* = e¥U") — 1 avec f* € Cl?’l’l(/l’ x [0,T7]). Alors,
sous (P"™)pen+, la suite (Z™ )neN* converge en probabilité vers z. O

Démonstration. Sous P, on peut obtenir, en utilisant le nouveau compensateur de la mesure
@ donné en (5.5.54), des résultats similaires a ceux du Chapitre 3 et correspondant aux rempla-
cements suivants :

b(:l:? (l)(l - p(xv CL)) A exp(fz(a:, 07 5) b(ﬂj‘, a’)(]' - p(x, (I))
b(z,a)p(z,a)k(z,a,z") < exp(f*(a’,0,5))b(z,a)p(x,a)k(z,a,z’)
d(,a, 22U (w,a)) < exp(— (2, a,8))d(z, a, 22U (x, 0)). (5.5.56)
Ceci revient a considérer un systeéme microscopique analogue a celui étudié au Chapitre 2, avec
des taux de naissances et de morts perturbés par une fonction continue et bornée. Les hypotheses

2.1.1, 2.1.10 sont toujours satisfaites. On peut alors montrer, de facon analogue a la Section 3.2
(Corollaire 3.2.4), que Z™ converge étroitement vers z en P"-probabilité. |

Nous somme maintenant en mesure de prouver la minoration annoncée en (5.5.41).

Preuve de la Proposition 5.5.8. Nous avons :

n o m pn 10 dP’I’L o m p'n
P*(0) = P™(O)E (P’"(O)dP’” = P"(O)E dpm|o

ol les termes des égalités précédentes sont éventuellement tous nuls. Par 'inégalité de Jensen :

. . 1 n . . ]. / m 10 (11
- > - n P
hgn inf — log P"(0) hgn inf - log P (O) + hgn inf nE (P’”( 0) log pn

1 m 10 1
> . . - /n : : P
> hnrggfnlogp (O)—i—hnrr_l}oréf]E ( Pn(0) n —1lo gDT>

Par la Proposition 5.5.12, lim,,_ o log P"(O) — 0, ce qui implique lim inf,,_, o, % log P(0) =
0. L’expression (5.5.53), la Proposition 5.5.12, le fait que z soit continue et le fait que h* et f*
soient continues et bornées impliquent la convergence en probabilité suivante :

lim llogDT = hm [(Zt", 2 —(Zy, 13) / / ( v(z,a)Vafi(z,a)+ fs)Z”(da: da)ds

- [ [oramz s [ [ pw <f2>>dm§”7Tds}
//hz () dmZTds—// ?) dmi T ds = I (),

par (5.5.1) et (5.5.17). Comme :

1 n z z n
*logDT S C(T7 Hh H<>07 Hf HOO) (1 + Sup <Zt 71>2> ’
n te[0,T]

alors, par le Point 4 des Hypotheses 5.1.1 et par le Théoreme 3.1.7 :

imsupE” (505 log D} ) < / | B = p G am= T ds = 74 ),

n—oo
d’ou :
1
liminf —log P*(0) > —I[ ().
n—oo N
Ceci conclut la preuve du Théoreme 5.1.4. [ |
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5.6 Application aux problemes de sortie de domaine

Nous déduisons du Théoreme 5.1.4 des estimées sur les temps de sortie de domaine. Les cal-
culs que nous présentons sont inspirés de résultats obtenus par Freidlin et Ventzell [50], Dembo
et Zeitouni [32] (Section 5) en dimension finie, et Da Prato et Zabczyk [105] (Chapitre 12). Nous
adaptons ces travaux dans le cas de nos processus a valeurs mesures. Nous commencons par
établir des estimées pour les probabilités de sortie de certains domaines particuliers (Sections
5.6.1 et 5.6.2). Les contrdles du temps de sortie du voisinage d’un équilibre stationnaire sont
envisagés dans le cas particulier des populations logistiques structurées par un age scalaire, et
considérés a la Section 5.6.3. Ces résultats nous serviront au Chapitre 6 lorsque nous séparerons
les échelles de temps liées a 1’écologie et a ’évolution. Pour cela, nous serons amenés a considérer
des mutations rares, mais de taux suffisamment important pour que la probabilité que la popu-
lation sorte de son état d’équilibre avant ’occurrence d’une nouvelle mutation soit petite. Les
estimées de la Section 5.6.3.2 nous indiqueront que ce taux doit étre supérieur & e ™ ot V est
une constante précisée dans la suite.

Nous allons considérer deux distances sur M F(./\N,’ ). La distance en variation totale est définie
par : Vu, v € Mp(X),

= vl =sup {li ) = . N, £ € By(ER), [l <1}
=sup {[{. ) = .l | € AR, [Ifloe <1}

(cf. Annexe A.6). Nous considérons aussi la distance de Vaserstein L' : Yy, v € Mp(X),
Wi (u,v) =inf {/)?2 [(|]z — y| + |a — a|) A]dr((z,a), (v, a))} (5.6.1)

I'infimum étant pris sur toutes les mesures m € M F(?? 2) ayant pour marginales u et v. Cette
distance métrise la topologie de la convergence étroite (cf. Rachev [106], Villani [121] Théoreme
7.12 page 212). Nous avons également la caractérisation suivante :

/)? fu - /X fv

Par choix de la distance (Jz —y|+ |a —a|) A 1 sur X dans (5.6.1), nous pouvons prendre le
supremum dans (5.6.2) sur les fonctions f 1-Lipschitziennes positives bornées par 1 (cf. Remarque
7.5 de [121)).

La distance W; nous permettra de simplifier certains problemes, car elle se caractérise a ’aide
de fonctions Lipschitziennes, propriété utile pour traiter certains problemes issus de la structure
d’age (cf. Preuve du Lemme 5.6.14 par exemple). En particulier, lorsque f € Co’l(é‘?,R), f
1-Lipschitzienne implique que ||V, f|lco < 1.

Wi (u,v) : (5.6.2)

= sup
f 1—Lip(X)

La difficulté sera de jongler entre ces deux distances (cf. Section 5.6.3 par exemple). Remar-
quons que

Vi, v € Mp(X), Wi, v) < llp—vllzv. (5.6.3)

On notera Bry (u,7) (resp. Bw, (i1,7)) la ||.|rv-boule (resp. la Wi-boule) de centre p €
Mp(X) et de rayon r > 0.
Soit dp 7 la distance de Skorohod sur Dy := D([0,T], (Mp(X),é)) (cf. [7, 63]).
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5.6.1 Probabilité de sortie d’un puits de 7/
Soient R > 0, § > 0 et soient K(R) et By, (K(R),0) les ensembles définis par :

K(R) = {z € Dr, Ig;(z) <R} et K(R)s={zeDyp, 32’ €K(R),dpr(z27)<d}.
(5.6.4)

Proposition 5.6.1. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1 : VR > 0,V§ > 0, Ve >
0, Ing € N*, Vn > ng,
P(Z" € K(R)s) > 1— e "9, (5.6.5)

Démonstration. Soient R > 0, 6 > 0. L’ensemble K (R)§ est fermé dans Dy. Par définition de la
lim sup dans la majoration des grandes déviations (Théoreme 5.1.4), Ve > 0, Ing € N*, Vn > ny,

1
ZlogP(Z" € K(R)S) < — inf ZF )
108 ( (R)§) < ze}?(R)g e(2) +e

Par définition, Vz € K(R)S, Ig)(z) > R. On en déduit : Vn > ny,
P(Z" € K(R)S) < exp(n(—R+2)),

et (5.6.5) est satisfait. [ |

5.6.2 Temps de sortie d’un tube

Proposition 5.6.2. On se place sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.4, 2.1.10, 5.1.1. Vz € & (défini
en (5.1.10)), V6 > 0, Ve > 0, Ing € N*, Vn > ny,

P (dp,r(Z", z) < 8) > exp (—n [Ig(;(z) +¢]). (5.6.6)

Démonstration. L’ensemble {y € Dy | dpr(z,y) < 0} est ouvert. En appliquant la minoration
obtenue au Théoreme 5.1.4, on a par définition de la liminf : Ve > 0, dng € N*, Vn > ny,

. 1
—Ig;(z) —e<— inf IgTo(y) —e < —logP(dpr(Z", z) <),
ye® n
d]D),T(Z/a Z) < 9
ce qui termine la preuve. |

Remarque 5.6.3. Comme {y|dpr(y,§) <} N& # 0, la minoration de (5.1.11) nous fournit
en particulier des informations pour les temps de sortie de tubes centrés sur la solution & de

(3.0.1).

5.6.3 Temps de sortie du voisinage d’un état stationnaire

Dans cette section, nous reprenons le probleme des populations logistiques structurées par
un age scalaire, considéré a la Section 4.6.

Hypothése 5.6.4. Nous supposons que les fonctions a — b(a) et a — d(a) sont Lipschitziennes
de Ry dans Ry, de constantes Ly et Lg.

Nous supposons que la limite & de (Z§)nen+ dans (Mp(Ry), €) est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue, avec une densité mo € C*(Ry,Ry) N LY (R, Ry).
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T n’est plus fixe. Rappelons que dans ce cadre, I’approximation en grande population est
décrite par I’équation aux dérivées partielles suivante :

O (0,8) == G (a1) ~ (d(a) + nNy) m{a 1
+oo +oo
m(0,t) :/0 b(a)m(a,t)da, m(a,0) =mg(a), N¢= /0 m(a,t)da. (5.6.7)

Nous avons vu a la Section 4.6 que les trajectoires du processus microscopique Z", proches de
la solution stationnaire &(da) = m(a)da de (5.6.7) (définie en (4.6.9)) "avec une grande proba-
bilité” pour t et n assez grands, quittaient le voisinage de cette solution P-presque surement.
Nous cherchons a établir des estimées du temps de sortie d’un voisinage de 2 en utilisant les
déviations exponentielles obtenues au Théoreme 5.1.4. La minoration du temps de sortie sera

utilisée au Chapitre 6.

Le résultat suivant concerne le comportement en temps long de la solution de (5.6.7) :

Proposition 5.6.5. Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.10, 5.6. et si fR+ bla)e~ Jo'dle)dagy > 1
i) m défini en (4.6.9) est un équilibre asymptotiquement exponentiellement stable et : Ymgy €
C'(Ry,Ry)NLY(Ry, Ry ), X >0,YC >0, 3T = T(mg) > 0, V¢t > T, ||m(.,t) — i}y < Ce .
ii) Y& € Mp(R4), VR >0, 317 = T1(R, &) > 0, Vt > T, Wi (&, &) < R.

L’hypothese fR+ b(a)e~ Jo'd@degy > 1 est classique pour assurer l’existence d’une solution
stationnaire stable non triviale a I’équation (5.6.7) (cf. Annexe A.4). Elle signifie que I'intégrale
du taux de reproduction b(a) pondéré par la survie en ’absence de compétition e~ Jo dle)dar ogt
supérieure a 1, ce qui assure intuitivement le renouvellement des générations en ’absence de
compétition.

Notons que la démonstration du Point (ii) utilise la caractérisation de Wy par les fonctions
Lipschitziennes.

Preuve de la Proposition 5.6.5. 11 est démontré en Annexe (Proposition A.4.10) que m (4.6.9)
est 'unique équilibre non trivial de (5.6.7) et que cet équilibre est exponentiellement stable au
sens (4.6.11). Soit mg € C'(R4,Ry) N LY (R4, Ry ) non nulle, et soit (m(.,t))er, la solution de
(5.6.7) issue de mg et définie en (4.6.5). Cette solution converge vers m en norme L' (conséquence
du Point (ii) de la Proposition 4.6.5). Alors 3dp > 0 (définie en (4.6.11)), IT1 = T1(mo,do) >
0, [|m(., 1) — ml1 < dp. Par (4.6.11), IX > 0, vC' > 0, 3T, = TQ(C,), YVt > Ty, ||m(., T +t) —
m|1 < C'e™™. Le Point (i) est donc satisfait pour T = T} (myg, dg) + To(Ce™ ).

Remarquons que si mg € By, (14,0), il est possible de choisir T' = T'(u, ) au lieu de T'(my).

Considérons maintenant le Point (ii), dont nous découpons la preuve en plusieurs étapes.
Etape 1 : Nous montrons

Ve >0, Imgp € CH(Ry,Ry) N LYR4, Ry, Wi (&, mo(a)da) < e. (5.6.8)

Le fait que nous considérons des mesures a supports inclus dans Ry nous amene a modifier la
régularisation classique. Nous introduisons les mesures (£]),en+ définies par :

£4(da) = L0 ( /. fRﬁ;;?u‘_“(i) du&)(da)) da, (56.9)
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ou G, est la densité de la normale N(0,1/q). Notons que : Voo € Ry,
Gyla — a)
da =1
/]Rq f]lh Gy(u — a)du
/ la — a|Gy(a — a)da < / |u|Gg(u)du <
R R
+o0 +o0o 1
Gyla — a)da = Gq(u)du > / Gq(u)du = ~.
0

Ry -«

par Cauchy-Schwarz

N

Soit ¢ 1-Lipschitzienne bornée par 1.

6o —&h0 =| [ ototaa) - /R ( o DRy da) 6olda)
Gq(a—a) a o
/I:h. /]R+ ’fR+ U—Oé)dud fO(d )
— Gyla—a) a 2(0, 1)
S/m /R+ la |f]R+ Gq(u_a da &o(da) < N (5.6.10)

On en déduit que limg_ 4o W1 (&0, &) = 0. Les mesures (£{)4en+ sont par construction absolu-
ment continues par rapport a la mesure de Lebesgue sur R . Par les hypotheses de moments sur
€, elles admettent des densités dans C*(Ry, Ry )N LY (R4, R, ). Nous avons bien montré (5.6.8).

Etape 2 : Soient & € Mp(Ry), R >0, > 0 et mg € CL(R,Ry) N LY (R4, R,) telle que
Wi (€, mo(a)da) < e ('existence de mg est donnée par 'Etape 1).

Soient (&t)¢e[o,7] 1a solution faible mesure et (m(a, t)).e(o,7) la solution classique de (5.6.7) cor-
respondant aux conditions initiales &5 € Mp(R4) et mg € CH(Ry, R )N LY (R4, Ry) (Iexistence
et I'unicité découlent du Corollaire 3.2.4 et des résultats de I’Annexe A.4).

VE € Ry, Wi6n &) W (& milas t)da) + (., t) — @, (5.6.11)
par (5.6.3). Par le Point (i), 371 = T1(R,mg) > 0, Vt > T1, ||m(.,t) — m||1 < R/2. Par choix de
my, il est possible de choisir T7 = T3 (R, &).

Considérons le premier terme du membre de droite de (5.6.11). Soit 7' > T;. De méme que
pour (3.2.6) :

sup ({6 1)+ [ mla,t)da) < Ar = (2(60,1) + )"

t€[0,T] Ry

Soient ¢ 1—Lip(R,, R, )NCH (R4, Ry telle que ||¢]|oo < 1, € [0,T) et (f : (a,s) — ¢(a+t—s)) €
C?%Rﬁ_,ﬂ&.). Ona:

¢(a +1)[¢o(da) — mo(a)dal

R4

(&, 0) — [ d(a)m(a,t)da
Ry

+ / / (6t — $)b(a) — dla+ t — 5) (d(a) + nlEwr 1)) [Ea(da) — m(a, s)da]ds
0 JRy

— /Ot . dla+t—s)n ((53, 1) — /R+ m(a, s)da) m(a, s)da ds

t
<1 (&o, mo(a)da) + /0 (Lo + b+ Lg+ d+ 2nA7) Wi (&5, m(a, s)da)ds. (5.6.12)

Le membre de droite de (5.6.12) ne dépend plus de ¢. Comme toute fonction ¢ 1 — Lip(R4,Ry)
telle que ||¢]lco < 1 est la limite uniforme des fonctions :

= / #(a — u)Gp(u)du, pour p € N*,
R



1-Lipschitziennes, de classe C! et bornées par 1, on obtient par densité en prenant le sup en ¢
dans le membre de gauche de (5.6.12) :

t
Wi (&, m(a, t)da) <Wi (&, mo(a)da) + / (Ll7 +b+Lg+d+ 277AT) Wi (&s,m(a, s)da) ds
0
<g elLotb+La+d+2nAn)T (5.6.13)
par le Lemme de Gronwall et le choix de my. Ce terme est majoré par R/2 pour le choix de :
€<T, R) — ge_(Lb+B+Ld+J+2nAT)T.

T > Ty étant arbitraire, nous avons prouvé le Point (ii). |

Soit 0 < v < <§A, 1). Nous allons nous intéresser au probleme de sortie du domaine By, (5, v).
Remarquons que par choix de v, ce voisinage ne contient pas la mesure nulle. On définit le temps
de sortie de By, (&,7) par :

7m=nﬁﬁzo,|23¢&%@7&. (5.6.14)

On pose, pour R > 0 :
V =inf {Ig;(z) | T>0,26DrNS, 20=¢, 27 ¢ Bwl(g,y)} , (5.6.15)
zuosz@g@)\T>Qzem@Jmmm£y<RzT¢ngaw}, (5.6.16)
V = lim V(R), (5.6.17)

R—0

ou l'on rappelle que & a été défini en (5.1.10).

Lorsque I'ensemble de (5.6.15) (resp. (5.6.16)) est vide, V (resp. V(R)) est infini. Remarquons
que les estimées données dans les sections suivantes (Propositions 5.6.6 et 5.6.11) sont alors
automatiquement satisfaites. Notons que V est bien définie dans Ry U{+oc} : la suite (V(R))r>0
est croissante lorsque R | 0 et on a :

V :=lim V(R) < V. (5.6.18)

Notations :

Rappelons que nous notons ¢ la solution faible mesure de (5.6.7) dont la condition initiale
est & € Mp(Ry). Dans la fin de ce chapitre (Sections 5.6.3.1 et 5.6.3.2), nous considérons
& € By, (E, 7). Rappelons aussi que Z converge étroitement vers &p.

Nous noterons " € C(Ry, Mp(R4)) la solution de (5.6.7) de condition initiale ug €
Mp(Ry).

Pour z € Dy tel que ZgTO(Z) < +o0 avec T > 0, il existe h* € L% tel que z soit solution de
(5.5.3) perturbée par h*. On note z"° la solution de cette équation perturbée par h* et issue de
po € Mp(Ry).

5.6.3.1 Majoration du temps de sortie
Proposition 5.6.6. Soit {y € By, (EA, 7). Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.10, 5.1.1, 5.6.4 :

1 _
limsup —logE (7") < V. (5.6.19)

n——+oo N
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Le corollaire suivant nous donne une interprétation de ce résultat : le temps de sortie 7"
peut étre majoré par e”¥ & un ensemble de probabilité exponentiellement petite pres.

Corollaire 5.6.7. Soit £, € By, (E, v). Sous les Hypotheses 2.1.1, 2.1.10, 5.1.1, 5.6.4 : V6 >
0, 3C > 0,

1 —
limsup — log P (T” > e"(VJ“‘S)) < -C. (5.6.20)

n—-4oo T

Démonstration. Soit § > 0. Par I'inégalité de Markov :
(7 2 1049 < 1T (1)

Par la Proposition 5.6.6 : Ve €]0,0[, Ing € N*, Vn > ny, %logE(T”) <V+e, et:

P (Tn > 6n(V+§)> < e—nV—n5+n\7+ne — o nlo—e)

La démonstration de la Proposition 5.6.6 s’appuie sur les lemmes suivants, démontrés en fin
de section. Le Lemme 5.6.8 établit un résultat de continuité par rapport a la condition initiale.
Le Lemme 5.6.9 montre que z — IETo (z) ne s’annule qu’en £. Notons que les résultats donnés par
ces lemmes utilisent la norme en variation totale. En effet, nous ne savons pas si les perturbations
h* sont Lipschitziennes. En revanche, sous la contrainte z € & dans la définition de V (5.6.15)
et dans la minoration du Théoreme 5.1.4, ces perturbations sont bornées.

Lemme 5.6.8. Soit T' > 0. Soit z € Dy N &, de condition initiale zyg € Mp(R;).
(i) Ve > 0, 36 > 0, Yo € Brv(20,0), supepor l124° — zellrv <,
(ii) L’application ug — IZ:O(Z“O) de (Mp(Ry),|.]l7v) dans Ry est continue au point o = 2.

Lemme 5.6.9. SoitT € R.. On a Ig;(z) =0 si et seulement si z = &£, 'unique solution faible
mesure de (5.6.7) issue de &. O

Preuve de la Proposition 5.6.6. Soit z € D(Ry, Mp(R4)) telle que :
- 20 = 57 N
- 3T >0, zr ¢ BW1(€:’Y)7
— (2t)ieo,r) € . Nous faisons cette hypothese car la majoration (5.6.19) se fonde sur la
minoration de (5.1.11).
Pour établir la Proposition 5.6.6, il suffit de montrer que :

1
limsup —logE (7") < IET(z). (5.6.21)

n—-—4oo T

Le membre de gauche ne dépendant pas de z, nous pouvons alors prendre 'infimum en z dans
le membre de droite, ce qui donne (5.6.19) par (5.6.15).
Pour obtenir (5.6.21), nous allons établir une majoration de la forme :

Vn € N*, Vk € N*, P(T" > kC(z,T)) < (p(2,T))", (5.6.22)

ou C(z,T) est une constante positive. Pour cela, nous minorons la probabilité P (7" < kC(z,T))
par la probabilité que (Z}')icjo,xc(z,)) Passe par un voisinage de zz € Mp(Ry) situé hors de
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Etape 1 : Nous commencons par minorer la probabilité de sortie de By, (E, v) lorsque la

condition initiale est ”proche” de 2, en utilisant la trajectoire z.

Soit & := inf{Wi(z1,y), y € Bw,(&,7)}. Comme zp ¢ By, (£,7), § > 0. Considérons
l’équation d’évolution perturbée (5.5.3) dont z est la solution issue de et soit g € Mp(Ry).
Par le Point (i) du Lemme 5.6.8, Vd; €]0, §[, 352 > 0,

[Huo —&llrv < 52} = [lI25° = 2rllrv <0 —&1] .

On en déduit : Vg € BTV(E, 92),

inf  Wi(zF°,y) > inf  Wi(zp,y) = Wi}, 27)
yE€Bw, (£,7) yE€Bw, (£,7)

ian Wl(zT,y) — Hzéﬁo — ZTHTV > o — (5 — 51) = (51 > 0,
yEBw, (£,7)

v

et 24 ¢ By, (£,7)-
Par le Point (ii) du Lemme 5.6.8 :

Ve > 0, 30 > 0, Yo € Brv (€, 60), [T (210) — II(z) <e. (5.6.23)

Supposons que § € BTV(E, do A d2). Nous pouvons minorer la probabilité de sortie de
By, (§,7) par la probabilité que la trajectoire reste dans le tube de rayon d; autour de 280

P(T"<T)>P (dD,T(Z",sz) < 51) .
Par la Proposition 5.6.2, on en déduit : Ve > 0, dng € N*, Vn > ny,

7 (zéo)+g) —n<1'g(z)+26) 7

P(T"<T) ze‘”( >e (5.6.24)

par (5.6.23).

Etape 2 : Nous considérons maintenant une condition initiale £y € By, (fA, ) satisfaisant
I’Hypothese 5.6.4. Par la Proposition 3.2.6, les marginales & de la solution faible mesure de
(5.6.7) sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue. Par le Point (i) de la
Proposition 5.6.5, R R

a7 = T1(50 N 52,5,’}/) >0, Hng - fHTV < 0 N do. (5625)

Soit d3 = infyejom] (’y -W (&,E)) > 0 (la trajectoire déterministe & reste dans Byy, (E, v))-
Comme (Z7, Jnen+ converge en probabilité vers {1, € Bry (5, 0o A d2), nous avons par (5.6.24),
en utilisant la propriété de Markov forte :

P(T" <T+T) 2E (17esn Py (T" < T))

) e—n(zg(z)+25) > e—n(Ig(Z)-‘r?)E)

=P (dpr (Z",€) < d3 : (5.6.26)

ou la minoration de P (dp 1, (2", §) < d3) est obtenue par la Proposition 5.6.2 et le Lemme 5.6.9.

Etape 3 : Nous établissons maintenant (5.6.22). Posons :

—Nn I z
pi=1—e (g ()+3e), (5.6.27)
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Supposons que pour k € N*, nous ayons montré pour & € By, (fA, v) :
P(T" > k(T +1Ty)) < p~. (5.6.28)

Par la propriété de Markov forte, comme sur {7" > k(T+1T})}, Z]?(T+T1) € By, (é\, ) et converge

vers &rymy) € By (E, ) (en utilisant & nouveau le fait que la trajectoire déterministe & reste
dans By, (£,7)) :

P(T" > (k+1)(T +T})) <E (IP’Zn (T">T+1) 1Tn>k(T+Tl))

k(T+T)

<pP(T" > k(T +T7)) < p*tt. (5.6.29)

Par récurrence, nous avons donc (5.6.28) pour tout k € N*.

Etape 4 : Nous en déduisons pour &y € By, (é\’, v)

Tn +oo k1 TN
E = P >t dt
<T—|—T1> kZ:O/k <T+T1 >
+o0 1
<N PT">k(T+T)) < —— =¢"
_kZ:O< >k(T+T) < 7 =e

T z
(Tg (2)+32) (5.6.30)

par définition de p. Alors :

1
limsup — logE (77) gzg(z) + 3e. (5.6.31)

n—-+oo 1
Le choix de £ > 0 étant arbitraire, la Proposition est démontrée. |

Remarque 5.6.10. Pour l'obtention des inégalités (5.6.24) et (5.6.26), le fait de n’avoir qu’une
minoration locale dans (5.1.11) n'est pas restrictif, car nous considérons des déviations par
rapport a la trajectoire &, qui appartient a & (5.1.10).

Preuve du Lemme 5.6.8. Soient ¢ > 0, § €]0,1] et py € Bry(&,d). Par une adaptation de
(3.2.6), supyeo.ry(ze + 217, 1) < (2(&, 1) + 1)e!T =: Ap indépendant de g et 8.

Soit ¢ € C}(Ry,R4) telle que [|¢]|oc < 1. Soient ¢t € [0,T] et (f : (a,8) — dla+1t—3s)) €
C;’l(RJr x R4, R). Nous avons par un calcul similaire a (3.2.9) :

(2t — 2%, 9)| <

| Alatt)zo(da) = [ éla+t)uo(da)

Ry
/(]t/E¢(f)(hZ+1)dm§7Td5—/Ot/Ew(f)(hz+1)dm§u0,TdS

_l’_

t
<llzo — pollzy + (B oo + 1) [b+ d + 20A7] / l2o— 25y ds  (5.6.32)
0

(rappelons que z € & implique que h* est borné). Comme toute fonction ¢ € Cy(R4, R4 ) bornée
par 1 peut s’écrire comme limite simple dune suite de fonctions de C} (R, R.) bornées par 1,
on obtient en prenant le sup en ¢ dans le membre de gauche :

t
lze = 2°l7v <ll2o — pollrv + (I1h*[lse + 1) [0+ d + 20 A7 ] / l2s = 2% llrv ds
0

<Sexp ((|7*loc + 1) [0+ d+20Ar] T), (5.6.33)
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par le Lemme de Gronwall et le choix de pg. En choisissant

6 = min (1, ge—(llhz\\oo+1)[5+J+2nAT]T)

)

on a bien ¢ €]0,1] et on majore le membre de droite de (5.6.33) par ¢, ce qui termine la preuve
du Point (i).

Montrons maintenant le Point (ii). Pour f* est défini en (5.5.16) :

}IT zH0) (z)!
T
[ ity = oot amsTas— [ [ i) = oo dmiTas
<th1/1 fz W NT (b+d+2nAr) sup |lz — 2|7y
te[0,7]
Grace au Point (i), 36 > 0, Yu € B(z0,9),
sup |zt — 2|7y < c — :
te[0,7] 1020 (f*) — p((f*) [T (b + d + 2nA7)
Ceci conclut la démonstration du Point (ii). [

Preuve du Lemme 5.6.9. Nous allons prouver que Ig; (z) = 0 si et seulement si z est la solution
faible mesure dans D7 de (5.6.7) issue de &p.
En choisissant f = 0 dans (5.1.5), on obtient par (5.1.4) que Igg)(z) > 0. Comme Vf €

C;’I(RJr x [0, T],R), r(f,&) =0, alors :

T
o= s {= [0 [ pwiangTash <o
fecht (R4 x[0,T],R) 0o JE
et ainsi Igo(ﬁ) =0

Réciproquement, supposons que Ig; (z) = 0 et que z ne résout pas (5.6.7). Alors, il existe

une fonction g € C;’l(]RJr x R,) telle que ¢7(g, 2) > 0. Pour € > 0 nous avons :
IE(z)=0> Igé”T(z) =elT(g,2) — ' (eg, 2), (5.6.34)

ot £T et ¢! sont définis en (5.1.6) et (5.1.7). Comme p(z) est équivalent & 22/2 lorsque = tend
vers zéro, le membre de droite de (5.6.34) est strictement positif pour € assez petit, ce qui est
absurde. Donc z est solution de I’équation (5.6.7) pour laquelle on a établi 'unicité de la solution
(Théoreme 3.2.3). [

5.6.3.2 Minoration du temps de sortie

Nous complétons maintenant le résultat de la Proposition 5.6.6 en considérant la probabilité
P(T" > e”(z_‘s)), pour ¢ > 0. Nous nous inspirons ici de la démarche de Dembo et Zeitouni en
dimension finie ([32], Section 5). L’estimée que nous allons établir sera utile pour les séparations
des échelles de temps du Chapitre 6. Sa preuve s’appuie sur la majoration des grandes déviations
(5.1.11). Une difficulté provient du fait que V peut-étre infini.

Rappelons que nous notons &y la limite de (Z)nen= et que &y € By, (fA, 7).
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Proposition 5.6.11. Soit & € By, (E, 7). Sous les Hypothéses 2.1.1, 2.1.10, 5.1.1, 5.6.4 :
1. §iV < 400, alors ¥ > 0,

. n n(V—-0)\ _
lim P (T >e ) ~ 1. (5.6.35)
2. 5tV =400, alors YV > 0,
lim P (7" > ") =1. (5.6.36)

Soit p €]0,v/2[. Pour de tels p, nous définissons les temps d’arrét suivants :
o, = inf {t >0, Z € By, (€ p) U B, (€ 7)} : (5.6.37)

0, est le premier instant o1 (Z})er., entre dans Byy, (§A, p) ou sort de Byy, (§A, 7). La démonstration
de la Proposition 5.6.11 s’appuie sur les lemmes suivants, prouvés en fin de section. Remarquons
que pour p < Wi(&,&), &0 € Bw, (&,7) \ Bw, (&, p). Les estimées des Lemmes 5.6.12, 5.6.13 et

5.6.14 sont valables pour tout p €]0,~/2[, mais sont automatiques si p > W (&, 2)

Lemme 5.6.12. Soit p €]0,7v/2],

lim limsup — logIP> (op > 1) = —00. (5.6.38)

=400 notoo

Lemme 5.6.13. (i) On a :

lim Tim sup — log P (Z” € BSy (€, ’y)) V. (5.6.39)

=0 nstoco N

(ou V. est éventuellement égal a +00).
(it) On en déduit pour p €]0,v/2] :

lim IP’(Z" € By, (€, p)) 1. (5.6.40)

n—-+o00

Lemme 5.6.14. Soit p €]0,v/2[. Yc > 0, 3T (c, p) > 0,

lim sup — logIP’ sup Wh(Z],Zy)>p| < —c. (5.6.41)
n—+too M te[0,T(c.p)]

Les Lemmes 5.6.12, 5.6.13 et 5.6.14 nous indiquent que les probabilités suivantes sont expo-
nentiellement petites :
— la probabilité que la trajectoire (Zg')sc(o, reste dans la couronne By, (2, ) \ Bw, (E, )
lorsque t — 400,
— la probabilité que Z" sorte de cette couronne en sortant de By, (é\, v),
— la probabilité que Z" s’écarte "fortement” de sa condition initiale Z en temps court.
Remarquons que 'utilisation de W, est fondamentale dans la preuve du Lemme 5.6.14.

Preuve de la Proposition 5.6.11. Soit § > 0. Soit :

= { 4 siV < +o0,

V= V46 siV=+4oo, (5.6.42)

avec V' > 0 quelconque comme dans ’énoncé. Par le Lemme 5.6.13, il existe p €]0,~/2[ tel que :

1 _
limsup —log P (Z € BS, (€, )) <-v+o
n—-+o0o 4
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et : Ing € N*, Vn > ny,

P (ng € B, (&, 7)) < e V-9/2) (5.6.43)
Nous définissons les temps d’arrét suivants : Vk € N,
6o =0 (5.6.44)
m =inf {t > 0, Z}' € By, (€.0) U By, (€1}, (5.6.45)
Oy 1 = inf {t > 7, 20 € By, (€, zp)} , (5.6.46)

avec la convention 011 = +oo si Z, € By, (5, 7). T est le premier temps de sortie de la
couronne By, (€,7) \ Bw, (€, p) apres 0, et si Z7 € Bw, (£,p), Ors1 est le premier temps de

sortie de By, (é\, 2p). Remarquons que le temps de sortie 7" est I'un des 7%, k € N.

Soient ¢ € N* et Ty = TV, p) donné par le Lemme 5.6.14. L’événement {7" < ¢TI} entraine
qu’il existe k € [0, q] tel que 7™ = 7, ou que 'une des ¢ premieéres ”excursions” [7;_1, 7] pour
k € [1,q] est de durée majorée par Ty. Dans ce dernier cas, I'une des trajectoires [1g_1, x| est
parcourue en moins de Ty. Ainsi :

P(T" < qTp) < Z [P (T" =7) +P <1f<nkil<1q(9k —Tpo1) < To)] +P(T" =) (5.6.47)
k=1 =hs

Par la propriété de Markov forte et par (5.6.43), Ing > 0, Vn > ng, Vk € N,
P(T" = 1) =P (Pzgk (T" = 7o) 1Tn>T,H)

—P <IP’ng (ng € BSy, (€, 7)) 1Tn>m_1) < e~V-6/2) (5.6.48)

en remarquant que pour n assez grand, Zy est dans By, (E, v).
Par le choix de Tp, la propriété de Markov forte et quitte a modifier ng : Vn > ng, Vk € N*,

P (6 — 71 < Tp) <P ( sup Wi (2P, Z%) > p) < e V=3/2), (5.6.49)
te[0,To]

Par (5.6.47), (5.6.48), (5.6.49) : Vg € N*,
P(T" < qTp) <P (T" = 7o) + 2qe"(V=9/2), (5.6.50)

Comme {7" =19} = {Z;‘p S B1C/v1 (E, v)}, alors, pour le choix de g = [e”(f/_‘;)/To] +1:
P (T” < Wﬂ”) <P(T" < qTp) <P (Z” e BS, (€ )) + 2 nop2 (5.6.51)
s e S ~qlp) > op wy (S Y T0€ . .0.

Le membre de droite de (5.6.51) tend vers 0 lorsque n — +o00, car :

im P (ZUP € BS, (f,’y)) =0, (5.6.52)
par le Lemme 5.6.13. |
Preuve du Lemme 5.6.12. Si &y € By, (E, p), alors le membre de gauche de (5.6.38) vaut —oo.

Supposons que p < W (é\, &o). Alors, & € By, (E, ¥) \ B, (é\, p). Soit L > 0. Il suffit de montrer
qu’il existe T'=T(L) > 0 tel que :

1
limsup —logP (o, > T) < —L.
n—4oo N
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Par le Point (ii) de la Proposition 5.6.5 :

~

V§O € BW1(E\7’Y)7 ElTl - Tl(p7577) > 07 vt > T17 Wl( 5075) < p/2

Soit T > T. Sila trajectoire (Z{);c(o, reste dans By, (E, )\ Bw, (fA, p), on a nécessairement
Wi (Z%v ) > P/2

La suite (£(Z"))nen+ étant exponentiellement tendue, 3K(L,T) C Dr compact, Ing €
N*, Vn > ng, P(Z2" ¢ K(L,T)) <e "l

Soit :

A(T) = adh {z € Dy, Wt € [0,T], z € By, (£,7) \ By, (€, p)} NK(L,T). (5.6.53)

A(T) est un ensemble compact ne contenant pas £ par choix de T et Vz € A(T), Ig;(z) > 0
(Lemme 5.6.9). Alors :

1
hmsup—log]P’(ap > T) <max (hmsup —logP (Z" € A(T)), limsup — loglP (Z" ¢ K(L,T))>

n—+oo T n—+oco N n—+oo 1

Smax( inf Ig() L><0.
z€A(T)

Il nous reste & montrer que pour 1" suffisamment grand,

f IF(2) > L. 5.6.54
b Ta(2) > (5.6.54)

Soit z € A(T) issu de & € By, (£,7) \ Bw, (€, p) avec T > Ty. Soient ¢ € C*(Ry,R) bornée
par 1,t € [0,T] et f : (a,s) € RE — fy(a) = ¢p(a+t—s) € R. Nous avons :

6 d) / /R (M@0~ ) = 60+ £ 5) da) iz, ) (oo — ) da)ds
- a — 5 zs — s, s(da) ds t # mi’T s.
/0 [ oatt =81 () +/O/Ew(f)hd d

Pour z € A(T) et par choix de v, supycjor((§t, 1) + (21, 1)) < 4(€,1)e"T = Ap, fini et ne
dépendant pas de & € By, (2, ) ni de z € A(T'). On en déduit :

t t
(2t = & 0 S(b+d+2nAT)/ sup IIZu—fuIITvdSJr/ / |h*|dm" ds
0 JE

0 u€l0,s]

Comme toute fonction ¢ € Cp(R4,R) bornée par 1 peut s’écrire comme limite simple d’une suite
de fonctions (¢p)pen- de C} (R4, R) bornées par 1, on en déduit :

t T
sup ||z — &ullpy < (b+d+277AT)/ sup ||zu — &ull 7y ds+/ / |hz|dm§’Td5,
u€(0,t] 0 u€l0,s] 0 JE

Par I'inégalité de Gronwall et (5.6.3) :

T o
sup Wh(z, &) < sup ||zt — & < R#|dm>T ds | ebtd+2nAn)T 5.6.55
TV 0 5 s

te[0,T] te[0,7]
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Comme supycjo 71 Wi (2, &) = p/2

/ /| z| dms >/0 1 —(5+J+2nAT)T
fo fo Je dm"

dm27 1) 1 (BLd
h? s Sl [ (b+d+2’7AT>T) 5.6.56
(/ /' T T as )-” (2(b+d+17AT)ATTe - (56:50)

p* étant une fonction croissante sur R..
D’autre part, par I'inégalité de Jensen, p* étant convexe et dmg’ ds/ fO fE dmz Tds étant
une mesure de probabilité,

T
(/ /\ z|f0d ;ms ds) / / (1)) fod ;ms . fzdini . (5.6.57)

Par (5.6.56) et (5.6.57), et pour T'="T7 :

T
/ /p*(hz)dmj’T1 ds = IT1 (2)
0
n T 1 —(b+d+2nAr, )T
dmZt ds e )11
</ / ) < (b+d+77AT1)AT1 T )

T T (b+d+277AT1 )Tl
f dm>Td — Oy >0, 5.6.58
o <z€£4n(T1 / / s 5) (b +d+ nArn )Ar, Ty ’ ( )

par compacité de A(TQ dont les trajectoires ne s’annulent pas (par choix de 7 et puisqu’elles
restent dans adh(Byy, (§,7))). Notons que la constante Co ne dépend pas du choix particulier de
la condition initiale & € By, (€,7) \ Bw, (€, p) ni de la trajectoire z € A(T).

Soit maintenant 1" > 0 tel que T' > J 17 avec J € N*. On a :

§5ﬁﬂ [ o0y S e (5.6.59
> p*(h*)dmZ" ds = / / p*(h*)dmZ " ds, 5.6.59
= W JE =iJo JE

(=0T

ou Vvt € [0,T], 2/ = Z(j—1)1y++¢ est une trajectoire de A(T1) solution de : V (f : (a,s) — fs(a)) €

C;’l(RJr X [OaTlLR%
>ds+/ / (1 + 2Y(f)dm>T ds,

qui est une équation perturbée de (3.0.1) associée a la perturbation h?’ (a,u,s) = h*(a,u, (j —
1)T1 + s) pour s € [0,T1]. Par (5.6.58) et par réitération :

(4 ) =g fo) + AK Dy

IE(2) > JCa. (5.6.60)
Ceci prouve (5.6.54). [ |

Prewve du Lemme 5.6.13. Montrons le Point (i). Soit p €]0,~/2[. Soit R > 0 tel que V(R) <
+00. Par le Lemme 5.6.12 :

3Ty > 0, Ing € N¥, ¥n > ng, P (0, > Ty) < e "E), (5.6.61)

ou V(R) est défini en (5.6.16). Pour T' > 0, on définit :

A(T) = {z € D(0,T], Mp(Ry)) | 3t € [0,T), 2 ¢ Bw, () } (5.6.62)
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qui est fermé car z — supyecp ) Wi (2, €) est continue. Par (5.6.16) : V&, € Byy, (£,2p),

£ I2(2) > V(2p).
ot e (2) 2 V(2p)

En utilisant la majoration des grandes déviations (Théoreme 5.1.4) :

Z" e A(Ty)) < — inf I

ZneBwl(E,v)\Bwl(g,p)( s -, nb Ze (2) < =V (2p). (5.6.63)

1
lim sup — log P

n—-4o0o

Par (5.6.61) et (5.6.63) :

lim sup — logP (Zn € Byy, (‘f 'Y))

n—+oo M1

1 1
< max <lim sup —logP (0, > T3) ,limsup — logIP (Z" € A(Tg)))

n—4oo N n—+oo N

<max (—V(R),-V(2p)).

Par (5.6.17), lim,_o limsup,, o, %log]P’ (ng € By, (E, ’y)) < —V/(R), et en faisant tendre R

vers 0, comme le membre de gauche ne dépend pas de R, nous obtenons (5.6.39).
Considérons le Point (ii). Soient € > 0, p €]0,v/2[ et R > 0 tel que V(R) < 400 et :

hmsup — log P(Z;, € By, (£,9)) < —V(R) + =

n—-+o0o o 2

(son existence est donnée par le Point (i)). Alors Ing € N*, Vn > ng, P <Z§p € By, ({A, fy)) <
e~ nV(R)tne o

P(Z5, € Bwi(E0)) = 1P (25, € By, (€7)) 21— W72,
Alors pour le choix de ¢ < V(R), et en faisant tendre n vers +o0o, on obtient (5.6.40). |
Prewve du Lemme 5.6.14. Soient T" > 0 et ¢ > 0. Par le Point (i) du Lemme 5.3.8, il existe
N = N(c,T) > 0 tel que :
lim sup — ! logIP’(CN <T)< (5.6.64)

n—-+o0o

Soient ¢ € C}(Ry,R) 1—Lipschitzienne bornée par 1, t € [0,T], et f(a,s) = ¢la+t—s) €
Cbl’l(R+ x Ry, R). On a, avec les notations de la Définition 3.1.2 :

|(Zirey 0) - (78, 0)|
/}R+ (8la -+ 1) - Bla)) Zg (da)

<

EACT:
/ /1{1<N” £(0,8)Lo<p(a;(zn )

— JAI(ZS), 8) LAy (2 ))<6<b(Ai(Z ))+d(Ai(Z0 ))+n(ZD ,1)} Q(ds, di,dd, dx")

<t(zo1y + MO

n

, (5.6.65)

ot N'(t) est une variable aléatoire de Poisson de parametre tN(b+ d +nN). On en déduit :

N(t
sup Wi(Z{yen» Zg) < t{Z5, 1) + N
s€[0,t] n
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et :

n, 4h) > < > =)+ — > = . .0.
P (ssel[l()%] Wl(ZsACN’ 0) > p> <P <t<20,1> > 2) P< > 2) (5.6.66)

Comme :

1 -
lim sup — log P (N(t) > %) < glog(tN(b—i- d+nN)),

n—+4oo T

qui tend vers —oo lorsque ¢t — 0, alors : 373 €]0,T'[, Vt € [0, T3],
1
hmsmyfbgPQM@)ng><:—a (5.6.67)
n—-+oo n 2

Par le Point 3 des Hypotheses 5.1.1, Ing € N*, Vn > ng, (Z,1) < Co + (£o,1). Alors pour
Ty < p/(2(Co + (&0, 1))), on a : Vt € [0, Ty], Vn > ny,

PQw&w>g>:0

Donc pour t € [0, T3 ATy AT :

1 1
limsup — log P ( sup Wh(Z[', Z3) > p> < max [limsup —logP((y < T),

n—+oo M s€[0,t] n—+oo M
- 1 n PN 1 np

- > L - > “F —c. 6.
lirgili})) - logP (t<Z0,1> > 2) , ligig? - log P (N(t) 2 )] < —c (5.6.68)

Ceci termine la preuve de la Proposition 5.6.11.
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Chapitre 6

Limites des Dynamiques Adaptatives
pour une population structurée par
age

Nous nous intéressons dans ce chapitre a des problemes issus de la récente théorie des dyna-
miques adaptatives [60, 84, 35, 95|, qui consideére I’évolution des traits présents dans la population
sur des "grandes” échelles de temps. Comme 1’a souligné Charlesworth [24], la structuration en
ages est une dimension qu’il est important de prendre en compte dans la théorie de ’évolution,
par exemple pour l'étude des traits d’histoire de vie tels que 1’age a maturité, ou celle des
phénomeénes de sénescence, qui décrivent la fixation de génes déléteres. L’expression d’un trait
au cours de la vie d’un individu va influencer la probabilité que ce trait se fixe dans la population
ou qu’il disparaisse par sélection naturelle. La structure par age de la population dans laquelle
apparait un mutant va également jouer sur la pression sélective qui va s’exercer sur celui-ci.
Réciproquement, les traits qui seront fixés vont eux-mémes modifier la distribution en age de la
population.

Nous cherchons a établir deux approximations macroscopiques du processus microscopique
présenté aux chapitres précédents et décrivant les changements en traits de la population sous les
hypotheses biologiques de grandes populations, de mutations rares et de non-coexistence a long
terme de deuz traits différents. Ces approximations correspondent a une séparation des échelles
de temps associées a I’écologie (qui décrit les variations démographiques de la population) et a
I’évolution (liée aux mutations). Lorsque 'apparition de nouveaux traits au sein de la population
est suffisamment lente, la sélection naturelle a le temps d’agir. Soit la descendance d’un mutant
est éliminée, soit elle remplace la population résidente (on parle alors d’invasion). Entre deux
mutations, la population se stabilise autour d’un état d’équilibre monomorphique (ou tous les
individus portent le méme trait).

Nous décrivons brievement les modeles qui nous intéressent. Des descriptions plus précises
seront données a la Section 6.1.

Le modele de Trait Substitution Sequence (TSS dans la suite) a été introduit, pour les
populations sans structure d’age, par Metz et al. [95] et a été obtenu rigoureusement a partir
du modele microscopique par Champagnat [20, 19], Champagnat et al. [22, 21]. L’idée est que
I’on peut modéliser I’évolution par un processus de sauts, en négligeant les transitions que sont
les invasions et en ne considérant que les successions d’équilibres monomorphiques.

L’ Equation Canonique, proposée par Dieckmann et Law [35] est une approximation du pro-
cessus de TSS sous I'hypothese supplémentaire de petites mutations, (i.e. lorsque le trait mutant
ne differe que tres peu du trait résident). L’aléatoire disparait et le processus de T'SS peut-étre
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approché par la solution d’une équation différentielle ordinaire appelée Equation Canonique.
L’étude mathématique de la convergence du processus de T'SS vers la solution de I’Equation ca-
nonique a été menée dans le cadre de populations sans structure d’age par Champagnat [18, 19].

Notre but est de donner une généralisation du processus de TSS et de I’Equation canonique
pour des populations structurées par traits et par age. A notre connaissance, les équations que
nous proposons a la Section 6.1 n’existent pas dans la littérature sur le sujet, bien que des
modeles de dynamiques adaptatives aient été déja considérés pour des populations structurées
par age, par exemple par [103, 34, 43]. Dans [43], seule la fonction de fitness (liée & la probabilité
de fixation d’un nouveau trait mutant) est discutée. Dans [103, 34], Dieckmann et al. proposent
des modeles de traits fonctionnels, en particulier, des modeles dans lesquels le trait est une
fonction de I'age. Cependant, les taux de naissance et de mort qu’ils considerent ne dépendent
pas de I’age (mais de quantités telles que fR+ z(a)da ou x est le trait fonctionnel, par exemple.
Ceci implique que les taux de naissance et de mort ne varient pas au cours du temps pour
un individu donné). Dans ce chapitre, nous nous restreignons aux traits a valeurs dans R
mais nous considérons des taux de naissance et de mort dépendant de I'dge. Méme au sein
d’une population monomorphique, les individus ont alors des capacités reproductives et des
survies différentes. Nous retrouvons, sous les asymptotiques considérées, les méme successions
d’invasions et d’installations d’équilibres monomorphiques que dans le cas sans age, mais avec
une différence importante. Tandis que dans le cas de populations sans structure d’age cette
dynamique pouvait se décrire a partir de seules quantités de dimension finie (les traits et I'effectif
de la population a I’équilibre), elle dépend ici de 'ensemble de la distribution en traits et en age
de la population.

A la Section 6.1, nous présentons les trois modeles qui nous intéressent dans ce chapitre
(modele microscopique, modele de Trait Substitution Sequence et Equation canonique) et énongons
les théoremes limites qui les relient (Théoremes 6.1.13 et 6.1.20). Les démonstrations de ces
théoremes font I'objet des Sections 6.2 et 6.3.

Notations :

Si X' et X2 sont deux processus aléatoires, nous dirons que X? domine stochastiquement X!
g’il est possible de construire un processus X2 sur le méme espace de probabilité Q que X!, tel
que £(X2) = £L(X?) et Yw € Q, Vt € Ry, X} (w) < X2(w).

6.1 Reésultats

6.1.1 Modele microscopique

Nous reprenons une version simplifiée du modele renormalisé étudié aux Chapitres 3 a 5
(Définition 3.1.2). La différence est que 1’on souhaite considérer en plus de I'asymptotique des
grandes populations, celle des mutations rares. La probabilité de mutation va s’écrire de la forme
puy, ou p € [0,1] et uy, €]0,1]. Le parametre u,, va tendre vers 0 lorsque le parametre n, lié a la
renormalisation des grandes populations, tend vers I'infini. Remarquons que nous augmentons
la taille de la population et diminuons la probabilité de mutation simultanément (prendre les
limites successivement conduirait & des limites déterministes de la forme (3.0.1) sans mutations).

Les individus sont caractérisés par un trait € X compact de R% et par leur dge physique
scalaire a € R ;. La dynamique est la suivante :

1. un individu (z,a) € X € R% x R, donne naissance & un nouvel individu au taux b(z, a).
— avec probabilité u, p € [0,1] le nouvel individu est un mutant, ou w,, est tel que :

1
YV >0, exp(—=Vn) =o(u,) and u, =o (nlogn) . (6.1.1)
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Le trait du mutant est ' = x + h € X, ot h est tiré dans la distribution de probabilité
K(x,dh) = k(x,h) P(dh) a support dans X', P(dh) étant une mesure de probabilité ”de
référence” sur X telle que [, |h|>P(dh) < +oo (par exemple la loi uniforme sur X).

— avec la probabilité 1 — u, p € [0, 1], le nouvel individu est un cléne de son parent.

2. un individu (z,a) € X dans la population Z € Mp(X) meurt au taux d(z,a, ZU (z,a)) :

ou ZU(z,a) = //’i? U((z,a),(y, o)) Z(dy, do),

U : X2 — R étant le noyau d’interaction (A valeurs réelles),

3. les individus sont soumis au vieillissement, et 1’dge biologique au temps ¢ € R; d’un
individu né au temps ¢ < t est a = t — c¢. (Notons que la date de naissance c est variable
d’un individu & lautre).

Nous considérons la suite de processus microscopiques renormalisés : Vn € N*, Vi € R, |
N”l

1 =
Z{(dzx,da) = -~ Z(s(ﬂﬁuai(t)) € Mp(X) (6.1.2)
=1

ol N} est le nombre d’individus vivant au temps ¢.

Nous faisons les hypothéeses suivantes :

Hypothése 6.1.1. 3b,d, d, U, U et k > 0, ¥Y(z,a), (y,a) € X, YVh € X, VZ € Mp(X) :

0 < b(x,a) < b
d(Z,1) < d(z,a,ZU(x,a)) < dx (1+(Z,1))

0 < k(z, h) < k

v < Ulza)(ya) < U.

On suppose que d est continument différentiable par rapport au terme d’interaction, avec une
dérivée d,, bornée et strictement positive :

3d, > 0, V(z,a) € X, Vu € R, 0 < dy(z, a,u) < d.

Les hypotheéses sur le taux de mort signifient que 1’on considere un modele proche du modele
logistique. La stricte positivité de d,, signifie que le taux de mort est une fonction croissante du
terme d’interaction. On parlera alors de terme de compétition.

Rappelons 'exemple fondamental des :

Exemple 6.1.2. Populations logistiques structurées par traits et dage : Cet exemple
correspond au choix de taux de mort suivant. Un individu de traits x € X, d’age a € Ry, dans

la population représentée par Z € Mp(X) meurt au taux :

d(x,a)—i—/}zU(x,y)Z(dy,da), (6.1.3)

ot le noyau de compétition U n’est fonction que des variables de traits.
Dans une population monomorphique de trait x € X, le taur (6.1.3) devient d(x,a) +
U(z,z)(Z,1).
Pour une population dimorphique, dans laquelle les individus portent les traits © € X ou
ye X, (6.1.3) devient d(z,a) + Uz, z)(Z,1;) + U(z,y)(Z,1y).
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Au cours de ce chapitre, nous considérerons des populations initiales monomorphiques ou
dimorphiques. Nous précisons ci-dessous les hypotheses dans chacun de ces cas.

Hypothése 6.1.3. (Condition initiale monomorphique) Soit xg € X.

(i)Nous supposons que pour tout n € N*, Z[' est de la forme :

Zy(dz, da) = 05, (dz)qg (o, da), (6.1.4)
ot q (zg,da) € Mp(Ry), et converge en probabilité dans (Mp(X), é) vers :
€o(dz,da) == 04y (dx)qo(x0,da)  déterministe (6.1.5)
(ii) Les conditions de moments suivantes sont supposées satisfaites :

14+e
YA >0, sup E (€>\<Z6L,1>>) < 400, de>0, supE (</~ |a|Z6‘(dx,da)> ) < 400, (6.1.6)
neN* neN* X

Hypothése 6.1.4. (Condition initiale dimorphique) Soient xo,y € X (on pensera zo € X

comme étant le trait de la population résidente, et y comme étant le trait mutant).

Nous supposons que pour tout n € N*, Z' est de la forme :

Zy (dx, da) = dg,(dx)qh (20, da) + 6y (dz)qy (y, da), (6.1.7)
et converge étroitement, en probabilité, vers la mesure déterministe :
éo(dx, da) = dy,(dx)qo(x0, da) + 0,(dz)qo(y, da). (6.1.8)
Nous supposons aussi que les conditions de moments (6.1.6) sont satisfaites. a
Nous introduisons les notations suivantes :

Définition 6.1.5. Soient g,y € X et qf, q5 € M'B(R4). Nous noterons :

1. P;‘lo,qﬁf la loi du processus microscopique (Z{")ier, issu de Zg(dx,da) = 6z, (dx)qd (w0, da),

et B o Uespérance sous cette loi,
»do
n
2. Pa:o,q{{,y

%(5(%0) (dz,da), et Egqug,y lespérance sous cette loi.

la loi du processus microscopique (Z{)ier.. issu de Zy(dx, da) = dq,(dx)qy (v, da)+

3. IP’;‘()’qg’y;q-g la loi du processus microscopique (Z{)icr.. issu de Zy(dx, da) = dq,(dx)q (zo, da)+

0y (dz)qy (y, da), et E;Lo,qg,y,ag Uespérance sous cette loi.
Nous collectons quelques résultats sur 'asymptotique du processus (6.1.2) lorsque n — +00
(asymptotique des grandes populations). Ces résultats seront utiles pour décrire le modele de
TSS, ’Equation canonique, ainsi que pour les démonstrations des Sections 6.2 et 6.3.
En adaptant le Théoreme 3.2.2, le Corollaire 3.2.4 et la Proposition 3.2.6 (ici, le taux de
mutation pu, tend vers 0 lorsque n — +o0 et il n’y a plus de mutation a la limite), nous avons :

Proposition 6.1.6. Sous les Hypothéses 6.1.1,
(i) Lorsque les Hypotheses 6.1.3 sont satisfaites, la suite (Z")nen+ converge en probabilité dans
D(R4, Mp(X)) vers le processus £ € C(Ry, Mp(X)) tel que :

Vit € Ry, &(dx, da) := dz,(dx)qe (0, da), (6.1.9)
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ot q(g, da) est l'unique solution faible mesure de l’équation suivante paramétrée par xy € X :

0 0
6"?(1'07& t) + ?m(x()aa?t) =d <$07a7/ U((l‘o,a), (ana))m(x07a7t)da> m(;vo,a, t)
a Ry

+o00
m(xo,0,t) = / b(xg, a)m(zg, a,t)da (6.1.10)
0

issue de qo(zo,da) définie en (6.1.5).
(ii) Lorsque les Hypotheses 6.1.4 sont satisfaites, la suite (Z")nen+ converge en probabilité dans
D(Ry, Mp(X)) vers le processus £ € C(Ry, Mp(X)) tel que :

Vt € Ry, &(dz, da) = 03y (dx)qi(x0, da) + 0,(dz)q(y, da), (6.1.11)
ot (q¢(xo,da), g (y, da))icr, est l'unique solution faible mesure de I’équation paramétrée par xg

etye X :

m(an a t)—i_aim(x()vaﬂt)

ot Oa
=d (zo, a,/R (U((xo, a), (xo, a))m(zo, a, t) + U((x0,a), (y, a))m(y, o, t)) doz) m(xo,a,t)
%(yﬂ,t)ﬂL%(y,a,t)
=d (yva,/R (U((y, a), (zo, a))m(xo, o, t) + U((y, a), (y, ))m(y, o, 1)) da) m(y,a,t)
+o0 +oo
m(xo,0,t) :/0 b(xg, a)m(xg, a,t)da, m(y,0,t) :/0 b(y,a)m(y, a,t)da, (6.1.12)
et issue de (qo(xo,da), qo(y, da)). O

Dans la suite, nous ferons les hypotheses suivantes concernant le comportement en temps
long des solutions de (6.1.10) et (6.1.12) :

Hypotheése 6.1.7. Soient zg, y € X.

1. Nous supposons que l’équation (6.1.10) paramétrée par xo admet une unique solution sta-
tionnaire stable non triviale m(wo,a), et que toute solution faible mesure issue d’une condition
initiale & € Mp(X) non nulle de la forme (6.1.5) converge dans (Mp(X), é) vers :

Eny (d, da) = 64, (dz)M(z0, a)da. (6.1.13)
Nous noterons : oo
Ny, = / (o, a)da. (6.1.14)
0

2. Nous supposons que l'une des deuzr assertions suivantes est vérifiée :

+oo ~ +oo ~
/ b(xo, a)e_ an d(x07Oév€yU(x07a))dO‘da >1 et / b(y7 a)e_ foa d(y,a,fon(y,a))dada <1
0 0

(6.1.15)

+o0 ~ +o0 ~
/ b(mo’ a)ei foa d(IO,a,fyU(Io,a))dada <1 et / b(y, a)ei f()a d(y,a,éon(y,a))dada > 1.
0 0
(6.1.16)

3. Nous supposons que l’équation (6.1.12) paramétrée par xo et y admet une unique solution
stationnaire stable non triviale, (m(xo,.),0) si (6.1.15) est satisfaite, et (0,m(y,.)) si (6.1.16)
est satisfaite, ou m(xg,a) et m(y,a) sont les solutions stationnaires de (6.1.10) paramétrée par
xo et y et définies au Point 1. Toute solution faible mesure issue d’une condition initiale non
nulle de la forme (6.1.11) converge vers £x0 ou fy dans (Mp(X), é).
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Remarque 6.1.8. Dans le cas des populations logistiques structurées par dage (cf. Annexe A.J
pour les preuves) ces hypotheéses sont satisfaites des que : Vx,y € X,

U(x,2)U(y,y) — U(z,y)U(y,z) <0, (6.1.17)
et :

U(x,x)]vm — Uz, y)]vy <0 et Uly, y)ﬁy — U(y,x)ﬁz >0,
ou U(z,z)N, — U(:U,y)]/\\fy >0 et Uy, y)]/\\fy — Uly,z)N, < 0. (6.1.18)

(cf. Webb [124] Section 4.4 page 192 et suivantes par exemple pour d’autres modéles).

Lemme 6.1.9. On considére I’équation (6.1.10). Sous le Point 1 des Hypothéses 6.1.7, la condi-
tion de balance suivante est satisfaite par la solution stationnaire non triviale m(xg,a) :

- /O+°O b(o, @) exp <— /Oad (xo,a, /Hh U((z0, ), (xo,u))m(xo,u)du> da) da.  (6.1.19)

Démonstration. En remarquant que m(xo,a) satisfait :

(o, @) =i(o, 0) exp (- /Oad <x0,a, U((xo,a),(xo,u))m(:co,u)du> da> (6.1.20)

Ry

(20, 0) = /O " b(o, a)i(zo, a)da. (6.1.21)

En remplacant m(x,a) dans (6.1.21) par son expression obtenue dans (6.1.20), nous obtenons
la condition de balance (6.1.19) si m(z,0) # 0. Si m(x,0) = 0, alors Va € Ry, m(z,a) =0 et m
est la solution constante égale a 0, ce qui est écarté par hypothese. |

Nous énoncons enfin un résultat de déviations qui sera utile lorsque nous voudrons approcher
le processus microscopique par son approximation en ”grande population” donnée par (6.1.10) :

Proposition 6.1.10. (i) Soient ¢ > 0 et T > 0. Soient o, y € X, qy (resp. q) € ME(RY)

convergeant dans (Mp(X), é) en probabilité, vers qo(zo, da) (resp. Go(y, da) ). Sous les Hypothéses
6.1.1, 6.1.3 et 6.1.4 :

lim Py, gn ( s[up]Wl(Zf’,ft) > 5) =0,
te0,T

lim Pz(]’qab’y,a*g <t€S[%I;] Wl(Ztn)ft) > 5> = 0,

ot & est défini en (6.1.9) ou (6.1.11) suivant que la condition initiale est monomorphique ou
dimorphique.

(i) Sous les Hypotheses 6.1.1, 6.1.3, pour ¢ > 0 suffisamment petit, pour zo € X et pour
(g8 )nen+ convergeant vers qo tel que Wi(qo(da), m(zo,a)da) < e, on a :

V() >0, lim P" (inf{t >0 | W (Zt",g}o) > 5} < e”V(E)> =0,

n
n—-too LY0:90

(iii) Sous les Hypotheses 6.1.1, 6.1.4, et si (6.1.15) est satisfaite :

V() >0, lim P" (mf{t >0 | W (Zf,Exo) > s} < e"V@) —0,

n—-too  %0:40:Y:d0
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pour (Z§)nen+ convergeant vers & tel que W (50,210) <e.
(iv) Sous les Hypothéses 6.1.1, 6.1.4, et si (6.1.16) est satisfaite :

IV(e) >0, lim P" (inf{t >0 | Wy (Z;L,Ey) > 5} < e"V(E)> —0,

n o, on
Nn— 00 20,90 ,Y,490

pour (Z§)nen+ convergeant vers &y tel que Wi (&o, Ey) < e. O

Démonstration. Le Point (i) est une conséquence de la convergence en probabilité montrée au
Corollaire 3.2.4 et du fait que la convergence de ((Z}")ico,1])nen= vers (&t)iejo,r) est uniforme
par continuité de la limite. La démonstration du Point (ii) reprend des arguments similaires &
ceux de la Proposition 5.6.11. |

6.1.2 Processus de Trait Substitution Sequence structuré par dge

L’heuristique du modele de TSS est de décrire 1’évolution dans le cas de mutations rares et
de grandes populations, lorsque la population reste monomorphique. Deux traits ne peuvent pas
coexister et nous avons une succession de périodes d’invasions et de monomorphicité. Dans ce
cas, on peut décrire I’évolution de la population par un processus de sauts dont les valeurs sont
les équilibres monomorphiques successifs de la population, c’est a dire un processus a valeurs
mesures qui saute d’un équilibre de la forme (6.1.13) & un autre. Si &, est fonction uniquement de
x (ce qui est le cas pour les populations logistiques structurées par age, cf. (A.4.61), Section A.4),
I’évolution est entierement déterminée par le processus de sauts a valeurs dans X', décrivant les
traits relatifs aux équilibres monomorphiques successifs de la population, et dont le générateur
infinitésimal est :

Lo(z) = /X [((;5(3: + 1) — ¢(z)) pk(z, h) </R+ b(z, a)i(z, a)da> (1 — zo(z + h, 2))| P(dh).

(6.1.22)
C’est ce processus qui est appelé Processus de Trait Substitution Sequence structuré par age.
Nous décrivons maintenant les termes qui constituent le générateur (6.1.22). De fagon heu-
ristique, le terme pk(x,h) 0+°o b(xz,a)m(z,a)da est le taux avec lequel la population mono-
morphique de trait x, a 1’équilibre, géneére un mutant de trait = + h (il correspond au terme
pb(x)Nyk(x, h) en absence de structure d’age). Le terme (1 — zo(x + h, x)) est appelé fitness
du mutant de trait x + h dans la population de trait = et représente la probabilité d’invasion de
ce mutant. zo(y, x) est le plus petit point fixe sur [0, 1] de la fonction génératrice du nombre de
descendants pour un processus de naissances et de morts linéaire, structuré par age, de taux de
naissance et de mort b(y, a) et :

dya,0) =d (o, [ U0 . ))ie,a)da). (6.1.23)
+

Ainsi, zo(y, x) est la solution de I’équation suivante en z :

+Oo w w
z :/ e* Do b(y’“)dud(y,w,x)effo dlyuz)du gy, (6.1.24)

0
+OO w w
=1+ / (2 — 1)b(y, w)el~ D Jo" byw)du=[o" dyue)du gy, (6.1.25)
0

Cette équation caractérise la probabilité d’extinction d’un tel processus de naissances et de morts
(cf. Annexe A.5 pour une présentation ; ’équation (6.1.25) est obtenue & partir de (6.1.24) par
intégration par partie). Heuristiquement, cette équation provient du fait qu’on peut dans un

premier temps négliger la population mutante ainsi que les écarts de la population résidente a
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son équilibre. Les individus évoluent en premiere approximation dans une population décrite
par la mesure 0, (dh)m(z,a)da. Une difficulté provient du fait que nous n’avons pas de solution
explicite pour (6.1.24), contrairement au cas sans structure d’age (cf. Remarque 6.1.15 en fin de
Section).

Nous pouvons donner une description trajectorielle du de TSS structuré par age :

Définition 6.1.11. Soit Q(ds,df,dh) une mesure de Poisson sur Ry x € := Ry x Ry x X
d’intensité ds ® df @ P(dh), et soit xg € X. Le processus de TSS est solution de l’équation :

t
X, =20+ / / H(s_, h,0)Q(ds, d6, dh), (6.1.26)
0 JE

ou : H(s_,h,0) = (6.1.27)

h 1{0§0§pf]1g+ b(Xs_ :a)m(xs_ (w)aa)da’ (lsz(XS_ +h7XS_ )) k(Xs_ 7h)}
et ot 29(y, z) est la plus petite solution de (6.1.24). On note Py, la loi du processus (Xi)icr, - O

11 est possible de réécrire le générateur infinitésimal (6.1.22) en faisant apparaitre une chaine
de Markov discrete et un Processus de Poisson (cf. Ethier et Kurtz [44], Section 4.2 p. 162) :

Lo) = /X (6 + h) — 6(x)) B()n(x, dh), (6.1.28)

k(x,dh) = (1 — zo(x + h,x)) k(x, h) P(dh) + (/X z20(x + g, 2)k(z, g)P(dg)> do(dh). (6.1.29)

B(x) :/R pb(z,a) m(z,a)da. (6.1.30)

Cette reformulation nous permet de donner une seconde caractérisation du TSS :

Définition 6.1.12. Le processus de T'SS (X¢)i>0 peut se définir a 'aide d’une chaine de Markov
a temps discret (Y (k))ren issue de Xo et de transition k(x,dh), et a laide d’un processus de

Poisson standard (R(t))i>0 -
X, =Y <R (/Otﬂ(Xs)ds)> . (6.1.31)

Soit (T )ken la suite des temps de sauts de (R(t))e>0, et (Sk)ken la suite des temps de sauts de

(Xt)t>0. Alors :
Sk
To= [ B(X,)ds. (6.1.32)
0
Od

Les deux caractérisations précédentes du T'SS seront utilisées dans la suite.

La convergence du processus microscopique vers le processus de T'SS est présenté a la Section
6.2. Nous nous inspirons des travaux de Champagnat [19, 20] pour les populations structurées
uniquement par traits. Le premier résultat important de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 6.1.13. Soit (up)nen une suite réelle satisfaisant (6.1.1). Nous nous plagons sous
les Hypothéses 6.1.1, 6.1.3 et 6.1.7. Nous supposons que q(j(xo, da) converge en probabilité dans
(Mp(X), é) vers m(zo,a)da. Pour tout t € Ry, la suite des mesures (Ztn/(nun))nEN* converge
en loi, pour la topologie de la convergence étroite, vers la marginale au temps t du processus
(Zt)ter, défini par :
Vit € Ry, Zi(dx,da) = dx,(dx)m (Xy, a) da,
ot X a été introduit aux Définitions 6.1.11 et 6.1.12, et ot m est défini en (6.1.13).
146



Corollaire 6.1.14. La suite (Z.n/(nun))'”EN* converge vers Z dans D(Ry, Mp(X)) au sens des

distributions fini-dimensionnelles.

Le Corollaire 6.1.14 provient du fait que la preuve du Théoreme 6.1.13 peut se généraliser a un
nombre fini d’instants 1, - - - t,,. A cause des périodes de transition que sont les phases d’invasion
de la population résidente par la population mutante, nous n’avons pas de convergence au sens
de la topologie de Skorohod.
Ce théoreme nous indique que pour une population structurée par age, il est possible de
réaliser une séparation des échelles de temps en diminuant la probabilité d’occurrence de nou-
veaux mutants et en augmentant la taille de la population avec la méme vitesse que pour les
populations sans structure d’age (la condition (6.1.1) est la méme que dans [20]). Les ingrédients
de la preuve (Section 6.2) sont les suivantes :
— Toute population monomorphique de trait x va se ”stabiliser” au voisinage de son équilibre
donné par le Point 1 des Hypotheses 6.1.7, et y rester pendant une durée d’ordre e™
(V' > 0) (résultat des grandes déviations du Chapitre 5 et Proposition 6.1.10). Ce temps
est suffisamment grand pour que lorsqu’un mutant apparaisse, on puisse approcher la dyna-
mique initiale de la population mutante par celle d’un processus de naissances et de morts
linéaire et structuré par age, évoluant dans une population décrite par d,(dy)m(z,a)da
(Lemme 6.2.7).

— Lorsque la population mutante atteint un certain seuil, il se produit un remplacement de
la population résidente par la population mutante, suivant I’évolution déterministe décrite
aux Points 2 et 3 des Hypotheses 6.1.7.

Remarque 6.1.15. Pour une population sans structure d’age (c’est a dire lorsque b, d et U ne
dépendent pas de a) nous retrouvons le générateur infinitésimal introduit par Metz et al. [95] et
expliqué par Champagnat [18, 20] :

b(z + h) — d(z + h,U(x + h,z)N,)

b(z + h) K(z,dh),

+

Lo(x) = /X (6 + h) — $(z)) pbla) N,

ot [u]y dénote la partie positive de u. Dans ce cas, nous avons une expression explicite pour
zo(x + h, ).
Démonstration de la Remarque. Le terme zo(x + h, x) est solution de I’équation :
+o0 - ~
; :/ =DM+ | b [ (5 + h, 3) N, )e=d@+hUEHha) Now gy,
0

w=-+00

_ d(x + h, U(‘T + h, ‘T)Nﬂﬂ ef((1fz)b(w+h)+d(ac+h,U(m+h,x)]vz))w
(z—=1)b(x+h) —d(x+ h,U(z+ h,x)Ng)

Ainsi :

2 blath) +dath U +h, z)N,) Lyt h U+, 2)N,) 0

b(xz + h) b(z + h)

Cette équation admet deux racines : zg = 1 et 29 = d(z + h,U(x + h,z)N,)/b(z + h). Nous
retrouvons ainsi la fitness considérée par [95, 18]) :

b(z + h) — d(z + h,U(x + h,z)N,)

2oz + h,z) = )

(6.1.33)
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Nous terminons par une derniére remarque qui sera utile par la suite :

Remarque 6.1.16. Considérons une population monomorphique de trait © o l’équilibre. Alors
2o(z,z) = 1.

Démonstration. Par la condition de balance (Lemme 6.1.9),

- /0 T b a) exp (- /0 "4 <x,a, Om Ul(e, a), (x,u))fh(a:,u)du) da> da.

On en déduit par la Proposition A.5.5 que la seule solution de (6.1.24) est 1. |

6.1.3 Equation Canonique pour une population structurée par age
6.1.3.1 L’Equation canonique obtenue a partir du TSS renormalisé

Nous considérons maintenant la limite du TSS structuré par age dans 'asymptotique des
petites mutations. Nous faisons tendre le pas de mutation vers 0 et accélérons le temps.

Définition 6.1.17. Nous considérons le processus de TSS structuré par age de la Définition
6.1.11 renormalisé de la fagon suivante : Ve > 0, Vt € Ry,

t rl
X; =0 —I—/ / / H®(s_,h,0)Q <d§,d6,dh> , (6.1.34)
o Jo Jx €

H*(s_,h,0) =eh1

ou :
{o<p i, b(Xz_@)m(Xs_ (@).a)da(l—20(X5_ +eh, X5 k(XS h)}

Le générateur infinitésimal L* de ce processus est défini par : V¢ € By(X), Vo € X,

Lég(z) = 812/2( (p(x+eh) —p(x))p </R b(m,a)ﬁz(x,a)da) (1 = zo(z + eh,x))k(x,h)P(dh).
(6.1.35)

Nous considérons la limite ¢ — 0. Comme nous le montre par exemple (6.1.33) dans le cas
sans age, une difficulté provient de ce que la fonction € — zg(x + €h, z) est continue mais pas
nécessairement dérivable en 0.

Hypotheése 6.1.18. Nous supposons que :
— les applications b, d et U sont de classe C* de dérivées bornées,
— L’application x — k(x,h) est Lipschitzienne uniformément en h,
~ L’application x — m(x,.) € L*(R,) est Lipschitzienne,
— Pour tout x,h € X, lapplication € — zo(z+ch,z) admet des dérivées a gauche et a droite
en 0, et ces dérivées sont Lipschitziennes uniformément en x.

Définition 6.1.19. Equation canonique structurée par dge

d
a =p / b(xz,a)m(x,a)da / h D} zo(z, z) k(x, h) P(dh) (6.1.36)
1— h
oi : Dhzo(x,) = lim (@ +eh,2) (6.1.37)
e—0 €
e>0

Le générateur L° sous-jacent & I’Equation canonique (6.1.36) est :
Lo¢(z) = /~pb(:c,a)D,1120(a:,x) k(x,h) (h-Vo(z)) P(dh)m(z,a)da. (6.1.38)
X

Nous notons D(L°) le domaine de ce générateur.
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La convergence annoncée, lorsque € — 0 est donnée par le second résultat du chapitre :

Théoréme 6.1.20. Sous les Hypothéses 6.1.1 et 6.1.18, la suite de processus (X¢).~o converge
en loi pour la topologie de Skorohod sur D (Ry,X) wvers la solution de l’Equation canonique
(6.1.56).

Comme la limite et la condition initiale sont déterministes, et comme la limite est continue,
la convergence est une convergence uniforme et en probabilité.

6.2 Du processus microscopique au TSS

Cette Section est dédiée a la preuve du Théoreme 6.1.13. Nous nous inspirons de la démarche
de Champagnat [20], pour des populations sans structure d’age. Nous ne pouvons pas nous
ramener a des quantités de dimensions finies (effectif...) comme dans le cas sans structure d’age,
et il nous faudra :

— définir une notion de ”proximité” entre une population et son équilibre, donné par la

solution stationnaire de (6.1.10), autrement que par la simple comparaison des traits et
des effectifs. La fagon naturelle sera de considérer la distance de Vaserstein entre Z" et E
(5.6.1).
— utiliser des processus de naissances et de morts linéaires structurés par age. Ceci nous
conduit a travailler avec des probabilités d’extinction par toujours explicites.
Nous commencons par définir la suite (Z7),en+ de D(Ry, Mp(X)) par: Vt € Ry, Vn € N*, Vf €
Bb(X ) R+)a

/ F(@) 2" (d) = /~ F(@) 2" (de, da). (6.2.1)
X X

Pour n € N*, I un intervalle de Ry, € > 0 et x € X on définit également I’événement suivant :

AT, e, x) = {sule (Z;ﬁg}) < 5}, (6.2.2)

tel

olt &, est défini en (6.1.13). Sur I'événement A™(I, ¢, z), la distance entre le processus microsco-
pique et la mesure d’équilibre monomorphique de trait z est controlée par ¢ pour tout ¢t € I. La
démonstration du Théoréme 6.1.13 se base sur le Lemme suivant, prouvé a la Section 6.2.1, et
dont I’heuristique est que sous la renormalisation choisie, on va isoler les périodes de monomor-
phicité avec des distributions en age proches de celles données par les solutions stationnaires de
(6.1.10).

Lemme 6.2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.13, Vt € Ry, VI' C X mesurable, Ve > 0 :

lim P2 (5upp(Z,) = {0}y €T, A"({t/nun},e,9)) = Pay (e €T), (6.23)

n—-+400
ot (Xy¢)ier, @ €té défini en (6.1.26).

Preuve du Théoréme 6.1.13. Soient f € Cb(/?,RQ, t € Ry. Nous allons montrer que :

lim E7 o ((Zt”/n%, f)) :Em( f(Xt,a)m(Xt,a)da). (6.2.4)

n—-+oo Ry

Nous commengons par établir une estimée de la masse de m(x,a)da pour x € X. Par les
Hypotheses 6.1.1 sur b et d,

+00 a . +oo ~ h
/ b(l‘, a)ei Is d(m,a,fR+ U((z,a),(az,u))m(m,u)du) dada < / be Nz 1, < L7 (625)
0 0
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ot N, a été définie en (6.1.14). Par la condition de balance (6.1.19) caractérisant m(z,a)da,
nous avons alors nécessairement

N, < = =:N. (6.2.6)

\&.\ Sl

Alors :

VeeX,0< [ f(z,a)i(z,a)da < || flleeN
R4

Soit € > 0, et L = ([|| f|lccN] + 1)/e. Nous notons pour ¢ € [1,L] :
Fg = {x eX | f(z,a)m(z,a)da € |(€ — 1)5,65]} ,
R

et X =i, I‘{.
Nous pouvons maintenant établir (6.2.4). Par (6.2.3) nous avons :

lim P7 (supp( ) = {2}, @ € X, A”({t/nun},e,x)> —P(X, € X) =1,

n—-+o00

ce qui implique la premieére égalité suivante, en utilisant le Point (iii) du Théoreme 3.1.7 :

hmsupqu (< tn/nun’ f>)

n—+o0o
_hmiupExO 0 ((Zt”/nun, H1 {SUPP(Zt/nun) {z}, z € X, An<{t/nun},€,x)}>
L —
Z:hmiupﬂfﬂmO a@ << R 0l | {supp( ) = {2}, @ € Féc’A”({t/nun},E,w)})
=1 n—
L
lim (le + &)Py, g (supp( ) = 17}, T € T/ An({t/nun},a,x))

TL*)+OO

L
Z (le + )P (Xt el ) , par le Lemme 6.2.1
Z
=1

K | Sy (Xt,a)da+25> 1{x; ¢ rg}} = B, [ f(Xt’a)m(Xt’a)da} 4o

Ry

De fagon similaire, on peut établir la minoration :

lim inf B, v (( s f)) >E,, [ f(Xt,a)m(Xt,a)da] %,

Ry

ce qui termine la preuve du Théoreme. |

6.2.1 Preuve du Lemme 6.2.1

Nous généralisons au cas des populations structurées par age les idées de [20]. Nous intro-
duisons les temps d’arrét suivants :

1. Les instants de mutations sont notés par :

T = 07
Vk € N*, 7, = inf{t > 741, une mutation se produit}.

Nous notons Uy le trait mutant apparaissant au temps 7, k& > 0.
150



2. Les temps de monomorphicité sont les temps d’arrét auxquels la population redevient
monomorphique :

fp = 0 sila population initiale est monomorphique,

Vk € N*, 0, = inf{t > 74, le support de Z;" est un singleton}.

Nous notons Vj, le trait survivant au temps 6y, i.e. le trait tel que supp(ngk) ={Vi}.
Remarquons que 6y a un intérét méme si le processus (Z}");cr, est issu d’un état mo-
nomorphique, car nous serons par la suite amenés a considérer des conditions initiales
monomorphiques et dimorphiques.

effectif
f X 7/7\1($0; a)d \‘v/""’\‘\/‘“"’~v~u./ﬂ/?<*»w ‘/\“ )
: \A';VN\ <Zt 3 1{;v0+h}>
f/\j 771(:50 +h, a)da T \'\\\ R ‘/“\“/A‘\v‘/‘v;ﬁ‘r’f‘xf"‘w‘\;;/~.,ﬂw\,_,,\,<fs.,wf{\v,,«‘ .
\ //
A
‘ Nl \\\ :
. yd “N\«/‘f\/\ ’\‘/\Q/\\,\ V\, <Zn 1 >
\/N’.w\‘v\ n ,

i /N/NAVN/‘/\’A V \4\,\'/<V~Z\t ) 1{x0}>/v/t » +{xo+h+h'}
0 1 tl t2 91 Ty ¢

16" mutant de trait xo+h

F1G. 6.1 — Les trois phases successives de l'invasion réussie et de la fization du
dans la population résidente monomorphique Vo = xg. Au temps 11, un mutant de trait Uy = xg + h
apparait. Au temps 01 Uinvasion est accomplie et seuls les individus de trait Vi = xg+ h ont survécu. Au

temps 15 un nouwveau mutant de trait Uy = xg + h + h' apparait.

Premiere étape : Nous allons établir une relation de récurrence pour le processus (X;)¢>o et
montrer que cette relation est presque satisfaite par le processus microscopique.

Nous reprenons les notations de la Définition 6.1.12. Sous P, les variables aléatoires S et
Xg, sont indépendantes, S suit une loi exponentielle de parametre (o) et Xg, — zo a pour loi
k(zo,dh). Soient t > 0, zyp € X et I' un ensemble mesurable de X'. Par la propriété de Markov
forte : Vk € N*,

IP)I[) (Sk <t< Sk+1, X EP) = Exo (PIO (Sk <t< Sk+1, X, el | Sl =S, X51 :$0+h))
t
= / dsﬁ(xo)e_ﬁ(”)s/ K(z0, dh)Pyyin (Sk—1 <t —5 < Sk, X4—s €T)
0 X
P., (0<t<S;, X, €l) = 1{xge e Pl (6.2.7)

Seconde étape : Si nous nous donnons en plus k € N, Vn € N*, ¢qf € M'L(X), € > 0, nous
définissons :

t
pZ(x(]vqg’Evt?F) = Pgo,qg‘ (9k < W < Tk+1, Vk € F? An([ekka+1L€7 Vk)) . (628)

n
La quantité pj(zo, q7, €, t,\F) représente la probabilité qu’au temps t/nu,, le processus microsco-
pique se trouve dans sa k°™€ période de monomorphicité, avec un trait appartenant a I" et une
distribution d’age proche de la distribution d’équilibre de (6.1.10).
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Intuitivement, dans une grande population, lorsque le temps est accéléré d’un facteur 1/nu,,
les transitions entre deux états d’équilibre monomorphiques peuvent étre négligées. Cette idée
est formalisée par le Lemme suivant, qui sera prouvé a la Section 6.2.2.2 :

Lemme 6.2.2. i) Soient k € N, n € N*, 29 € X, ¢} € Mp(X), e >0, t > 0, ' un ensemble
mesurable de X. Sous les Hypothéses 6.1.1, 6.1.3 et 6.1.7, la limite définie par :

Vk e N, pr(xo,t,T) = lim pp(zo,qs,e,t,T). (6.2.9)

n—-4oo

existe et est indépendante de qi(da), qo(da), et €.
i1) Les applications pi(t,x,I') sont continues en t, mesurables en x et satisfont :

po(z,t,T) = 1{z e [}e P@!

pr+1(z, t,T) = /dsﬁ(a:)e_ﬁ(m)s/ k(z,dh) pr(x + h,t — s,T). (6.2.10)
0 X

Troisieme étape : En utilisant (6.2.10) et (6.2.7), nous pouvons maintenant prouver le Lemme
6.2.1. En effet, la relation de récurrence obtenue étant la méme, nous avons

Yk >0, pi(t, 20,T) = Py, (Sp <t < Spa1, Xy €T). (6.2.11)
Comme :
{supp( _gnun) ={z},z €T, A”({t/nun},g,x)} = U By (e, t, 1),
keN
ot : Vk € N,

t
B,?(s,t,F) — {Hk S W < Tk+15 Vk € F, An({t/nun},€,Vk)} y
n
sont disjoints, nous avons :

PL o {supp( ") = {2}, @ € T, A™({t/nuy}, <, 2) } NP2 (BR(et,T)).

k>0
Par les inégalités suivantes :
Vk € N, pZ(ﬂ?O,qg75at7F) < ng ab (Bk (6 t F)) (x0>QOa+OO t F) (6212)
et le Lemme 6.2.2, on a :
vk e N, hrn ]P’x0 a (B (e,t, 1) = pr(xo,t,T). (6.2.13)
Montrons maintenant que :
nETOOZPM (Bi(e.t,T)) = > pr(xo,t,T). (6.2.14)
E>0 k>0
Soit Kp € N*. Nous avons :
Ko
ZPIOq Bk &1, F Zpk xo, t, F < Z (Pgoq <Bg<€7t7r)) _pk($07t7r))
k>0 k>0 k=0
+ > P (BEEHT) + Y pr(xo,t,T). (6.2.15)
k>Ko k>K
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Soit 7 > 0. Comme } ;. (Pk(@0,t,T') + pr(z0,t, 1)) = 1, alors 3K, € N*,

> r(ro,t,T) < D (pr(o,t,T) + pr(o, t,T¢)) <

k>Ko k>Ko

>~

(6.2.16)

On a ainsi majoré le troisieme terme du membre de droite de (6.2.15). Par (6.2.13) : Ing =
n()(K[)) € N*, Vn > ng,

Ko
mn n n n C 77
> [Ploﬂg (B (e, . 1)) + By gp (Bi(e,1,T9)) ) 21— 2. (6.2.17)
k=0
On en déduit, pour le second terme de (6.2.15) :
> Pl (BEELT) < D7 [P g (Bi(e,£.1)) + P2, o (BE (e, 1,T9)|
k>Ko k>Ko
Z |: Z0,qq Bk’ & t F)) + PZO ay (B;g(S?taFC))}
k>0
72 |:P$0q Bk’ & t F)) +ngq (Bg(s7taFC))}
31 —(1—n/2) =n/2. (6.2.18)

Enfin, par (6.2.13), le premier terme du membre de droite de (6.2.15) converge vers 0 lorsque
n — 400, et quitte a augmenter ng : Vn > ng,

Ko

> (Phgp (Bi(e, 1)) = pilao, 1)) | < 7. (6:2.19)
k=0
En réunissant (6.2.16), (6.2.18) et (6.2.19), (6.2.14) est démontré et :
i P2 {supp(Z),,,) = (o}, @ €T, A" ({t/nun} e,0) }
=Y prlwo,t,T) = Pyy(X; €T), (6.2.20)
k>0
la derniere inégalité provenant de (6.2.11). [

6.2.2 Preuve du Lemme 6.2.2

Le Lemme 6.2.2 nous indique que I’évolution peut étre approchée par une succession de
périodes d’équilibres monomorphiques.

Pour cela, nous aurons besoin d’estimées sur les temps de mutation. C’est la relation (6.1.1)
qui va nous assurer que les échelles de temps (mutations et fixations) peuvent bien étre séparées.
La condition u, = o(1/(nlogn)) implique que les mutations sont suffisamment rares et que
la population est retournée a un équilibre monomorphique approché par (6.1.13) lorsque la
mutation suivante se produit. La condition exp(—Vn) = o(u,,) indique que les mutations sont
suffisamment fréquentes pour avoir lieu avant 'occurrence d’événements rares qui laisseraient
la population résidente s’échapper hors du voisinage de son état d’équilibre. Ces idées sont
formalisées dans le Lemme 6.2.3 (Section 6.2.2.1 et prouvé a la Section 6.2.3).

Nous aurons également besoin d’estimées sur le temps de retour a la monomorphicité et
d’évaluations des probabilités de fixation. Ceci sera donné par le Lemme 6.2.4 (Section 6.2.2.1
et preuve a la Section 6.2.4).
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6.2.2.1 Quelques résultats préliminaires

Le premier lemme nous fournit des estimées concernant 'instant 71 de la premiere mutation
et ’état de la population lorsque cette premieére mutation se produit.

Lemme 6.2.3. Soient xg € X, et (q))nen+ une suite de mesures de Mp(Ry). Sous les Hy-
pothéses 6.1.1, 6.1.3, 6.1.7 et si (6.1.1) est vérifiée :
i) 3C > 0, Ve > 0, Vt > 0,

t t+e
lim sup P, .» (Elk >0, — <71 < + ) <1-—e 05
n—+o0o 70 NUn nup

1) Nous en déduisons :

t t+1/2°
lim limsupP? <3k >0, — <7 < +/> =0

1= F00 —+00 Q?O:qg NUp, NUp,
nErEOOPQO’qg (1 <logn)=0. (6.2.21)

iit) Soit € > 0 assez petit (cf. (6.2.40) pour la condition exacte). Nous avons :

lim P? . (7‘1 >logn, sup W (Z7(dz,da),dv,(dz)m(Vo,a)da) > 5) =0.

0,9,
n—+00 0 s€(logn,T1]

i) Vt >0, limy, 4o P <7'1 > ﬁ) = e Pt o5 B a été défini en (6.1.30). O

.
0,97

Le Point (iii) implique la convergence en probabilité¢ de Z! (dx,da) vers éy, (dy)m(Vo, a)da
pour la topologie de la convergence étroite. Le Point (iv) implique la convergence en loi de
(nupT1),cn+ Vers une variable exponentielle de parametre 3(Vp).

Le second Lemme concerne 'instant de premier retour & 1’état monomorphique apres ’ap-
parition d’un mutant, et I’état de la population a cet instant.

Lemme 6.2.4. Soient xg,y € X. Sous les Hypothéses 6.1.1, 6.1.7, et si (6.1.1) est vérifiée :
Z) V77 > 07 hmn—H—oo]P) (90 > %ﬂ /\ 7'1) — 0

(6.1.24).

iii) limy— 400 P

go,qg,y
;Lo,q(},y (0o <11, Vo=9) =1—20(y,x0), ot 20(y, z0) est la plus petite solution de
2o,y (o <71, Vo = z0) = 20(y, z0),
i) Ve > 0, limy,— 4 By (0o < 11, A"({00},¢,Vp)) = 1. O
Le Point (i) indique que le phénomene de sélection est plus rapide que la génération de
nouveaux mutants. Les Points (ii) et (iii) donnent les probabilités de fixation du mutant dans
la population, au sens ou la descendance de celui-ci remplace la population résidente. Le Point
(iv) indique qu’au moment de la fixation (la population résidente est complétement remplacée),
la population mutante est proche de son état d’équilibre.

Ces lemmes sont prouvés aux Sections 6.2.3 et 6.2.4.
Dans la suite, nous aurons besoin d’estimées pour la probabilité d’extinction de la descen-

dance d’un mutant lorsque le taux de mort est perturbé par .
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Proposition 6.2.5. Considérons la probabilité de survie zo(y, xo,€) d’un processus de naissances
et de morts structuré par dge, de tauzr de naissance b(y,a) et de tauz de mort

d(y, a,70,2) = d <y . /R+ U((y, ), (0, @)z, a)dex + e> .

(i) Si f0+oo b(y,a)e” Jo d(y,a,w0,0)da g, ~ 1, alors ¥ > 0, deg > 0, V0 < € < €y,

20(y,z0) — 1 < 20(y, w0, €) < 20(y, x0) < 20(y, 0, —€) < 20(y, x0) + 1,

ot 29(y,xo) est la plus petite solution de (6.1.24).
(ii) Si f0+°o b(y,a)e” o dly.ez00)degy « 1 glors 3ep > 0, V0 < € < &, 20(y, xo, &) = 20(y, x0) =
1

(iii) Si f0+°° b(y,a)e” Jo d(y-a.wo.0)de g — 1, alors ¥n > 0, deg > 0, V0 < € < gy,
11— n < ZO(ya IE(),E) <1l= ZO(y7$0) = ZO(ya Zo, _5)‘
Démonstration. Considérons le Point (i). zo(y, zo, €) résout I’équation suivante en z (cf (6.1.25)) :
+O(> w w
s = 1 +/ (Z N 1)b(y, w)e(z—l)fo b(y,v)dv— [, d(y,v,xo,a)dvdw.
0
Introduisons la fonction :

+OO w w
U(z,e) =2z—1— / (z — )by, w)e =D Jo blyw)dv=Jy" dly.v.z0.e)dv gy,
0

Nous avons :

Y(z0(y,20),0) = 0,

+OO w w
e Cola).0) = = [ (aoly, ) = 1)bly, w)elolm0) 5 oS drz )
0

0
E (- [ (e [ o) (20,0, ) ) ) o < 0,

des que 2p(y, x) < 1 et que d,, est une fonction positive. Par le théoréme des fonctions implicites,
il existe une unique fonction contintiment différentiable décroissante & — zy(y, xg,€) définie sur
I'intervalle ouvert I contenant 0 telle que zo(y, xo,0) = 20(y, x0), et Y(2o(y, x0,€),€) = 0 pour
tout € € I.

X

Considérons maintenant le Point (ii). L’application :
+oo o
®:ececR— / b(y,a)e Jo dv-comoe)dagq (6.2.22)
0

est continue en 0. Il existe donc gy > 0 telle que @ soit strictement plus petite que 1 sur |—eq, £¢].
On conclut par la Proposition A.5.5 (en annexe).
Par les Hypotheses 6.1.1, d,, > 0 et I’application ® est strictement décroissante. Si

400 o
/ b(ya a)e_ fo d(y’a@O’O)dada = ]-7
0

alors Ve € R*, ®(¢) # 1. Soit (ex)ken+ une suite convergente de réels non nuls, de limite 0, et
soit (2%)ren+ la suite des plus petites solutions de (6.1.25) associée. Cette suite de [0, 1] admet
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une sous-suite convergente. Soit Z une valeur d’adhérence. Nous notons & nouveau (2¥)en+ une
sous-suite convergeant vers Z.
Si (2¥)ren+ est la suite constante égale & 1 & partir d'un certain rang, alors z = 1.
Supposons que la suite (zk)keN* n’est pas constante égale a 1 a partir d’un certain rang.
Quitte & en extraire une sous-suite que nous appellerons encore (2*)en+, nous pouvons supposer
que c’est une suite de [0, 1[. Par (6.1.25), chacun des z* est solution de :

+
1= / b b(y, w)e(zk_l)fow blyuydu—Jy" dlyuzex)du gy, (6.2.23)
0
En faisant tendre k vers +o0, on obtient que z satisfait :
+oo ~ w w
1= / b(y, w)eF D Jo" bywdu=[o" dyuz.0)du gy, > §(0) = 1. (6.2.24)
0

Donc nécessairement z = 1. Ceci prouve que ¢ — 2y(y, x, €) est continue en 0, et en utilisant les
Points (i) et (ii), on en déduit le Point (iii). |

6.2.2.2 Preuve du Lemme 6.2.2

Nous raisonnons par récurrence sur k.

Premiere étape : Considérons tout d’abord le cas k£ = 0. Nous allons montrer que :

lim pf(zo,q,e,t,T) = 1{zy € [}eA0)t, (6.2.25)

n—-+00
ou pg(zo,qy,¢,t,I') a été défini en (6.2.8). La condition initiale étant monomorphique,
t
{O <—X T1, Vb € Fv An([logna 7-1]’83‘/0)}
Ny,

t t
= {0 <—<n,We F} \ {O < p— <7, Vperl, CA”([logn,Tl],e,Vo)},

nun n

Comme :

t
lim P" (O <— <7, VeT, CA"([logn,ﬁ],s,VO)> =0,
n

n—too  %0:40 U
par le Point (iii) du Lemme 6.2.3, nous avons :

t
lirf o (o, i, 6,6, 1) = lim P} » <O < — <7, Vo e, A%([logn, 7'1],6,%))
— T 00

n nun

t
Nun

par le Point (iv) du Lemme 6.2.3.

Deuxieéme étape : Supposons que les Points i) et i7) du Lemme 6.2.2 aient été prouvés pour
k > 0. Nous allons maintenant montrer que pg41(zo,t,I') défini en (6.2.9) satisfait :

t
pr+1(z0,t,T) = /ﬂ(xg)e5(””0)5/pk(aco—i—h,t—s,F)m(a;o,dh)ds, (6.2.26)
0 X

ou B(xo), k(xo, dh) et pg(xo+h,t—s,T') ont été définis en (6.1.30), (6.1.29) et (6.2.9). Ceci prou-
vera les Points i) et ii) du Lemme 6.2.2 pour k + 1. Afin d’utiliser ’hypothese de récurrence,
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nous allons utiliser la propriété de Markov pour exprimer la (k+ l)éme période de monomorphi-
cité comme une kSMe période de monomorphicité avec un processus issu de (61, V1) (le premier
retour & un état monomorphique apres la premiere mutation). Pour cela, nous allons appliquer
deux fois la propriété de Markov forte, en 71 puis en ;. Soit £ € N*. Nous notons [u] le plus
petit entier strictement supérieur a u € R.

t
Pr1(@o,qp, 6,6, 1) =P 4o <9k+1 S < Tkt Vi1 €T, A" ([9k+1,Tk+2]75aVk+l)>

n

t t
Peo.ag <Tl S = Ok S o < T, Vienn € 1 A% ([Br, 2] & Vk+1))

n mn
i i i+1 t
< P n| 55— <7< y O < — < , Vi1 €T
- ; 0,90 <2£nun =T 2tnu, Rl = nuy, Th+2, Vh+l
An([ek'f'l’ Tk+2]7 £, Vk-‘rl)) )
e [ i i+1 t
n
< Z Emquo _Pl‘o,qg <2€nun s7 < 2w, Okt1 < Tun < Tt2, Vi1 €1
A ([9k+1,Tk+2]»€’Vk+1) | 71, U)]
[t2¢7-1 - el
t—i/2
S Z Emo,qo _1{2£ 7'1< 1+1 }/ 370»(1:}1,,750"!‘}1 (916 S Tun’
- 1)/2¢
(an;)/ < Tky1, Ve €T, A™([0k, 741, €, Vk)> k(xo, h)P(dh)] ; (6.2.27)
n

ou Z7 _(dx,da) = 6z,(dx)q} _(xo,da). En appliquant la propriété de Markov forte en p nous
obtenons pour 'intégrant :

t—i/2t t—(i4+1)/2¢
Pgo,qgl_,xﬁh <9k < / ; ( )/ < Tgy1, Vi €T, An([Qk,TkH],S,Vk))

Ny, Ny,

n
< Eanqu— ZBO+h <1{90>T1/\2£

1 1
un} + {00371/\2£ Ny,

" t—(i+1)/2° t—i/2tf
Vi e T, A™([0k, Tk+1), €, Vi) +]P’V07q <(Z)/ < Tpg1 < Z/>:|>

NUn, NUn,

t—i/2°
Ly [P?fo,qgo <9k < Ei2 < Tht1,

4
< Ego,qﬂ_l_ zo+h < {90>7—1/\ } + 1{90<Tl/\ }pk (‘/07 Z007€ t— 1/2 ,F)
t—(z+1)/2£ t—i/2¢
T Loo<nng }IP’Vo,qgO (nun ST <o) (6.2.28)
Le premier terme P}/ »n o) (90 > st N ’7'1) de (6.2.28) converge vers 0 lorsque n — 400
Mry—»

par le Point i) du Lemme 6.2.4.

Considérons maintenant le second terme de (6.2.28). Sous P” p, et sur I'ensemble

20,47, _ w0+
{6p < 71} nous avons :

o <V0,Z£0,5,t—z'/2€7 r) — 1{Vp= a0} " (xo,zg),g,t—i/%,r)

+ 1{Vo=ao+h)p} (:1:0 +h, 2 et — i/2f,r> . (6.2.29)
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Par les hypotheses de récurrence :

lim g (w0, Zg, et = i/2T) = py(ao,t —i/2',T)
n—-+o0o
lim pg (azo#—h,ZgLO,e,t—i/Ze,F) = pk(a:0+h,t—i/2e,f‘).
n—-+00

Par convergence dominée, le second terme de (6.2.28) devient :

14

lim E" [1 {90 < 1/2

n
n—-+o0o xo,q_rl,,xo—&-h NUnp

/\Tl}pz (%,Z&,s,t—i/?f,f‘)}
= lim ]P’Zo’q%i@ﬁh (00 < 71, Vo = wo) pr(wo, t — i/2,T)

+ lim P7 (0 < 11, %:xo—i—h)pk(xo—kh,t—i/%,F)

n—-+00 aco,qfli,xo—&-h
=(1 — z0(x0 + h, x0))pr(zo + hyt — i/2°,T) + zo(w0 + h, zo)pr (o, t — /25, T), (6.2.30)

par les Points (i7) et (iii) du Lemme 6.2.4.
Pour le troisieme terme de (6.2.28), on a par le Point (i) du Lemme 6.2.3 :

t—(i4+1)/2° t—i/2¢ ey
E (1{90§7'1/\ L3PV gp <nun S Tt < SE (6.2.31)

2£nun n

Par (6.2.30) et (6.2.31), la limite de 'espérance dans (6.2.27) est :

lim E? n[l i P41 /IP” n <9k<t_i/2£

nSdoo %040 {anunSTl<m’} py 0,97, _»To+h = hu, ’

t—(i+1)/2°
Ny,

< Thtt1, Vie €T, A" ([0k, Tht1)s €, Vk)) k(xo,h)P(dh)]
7 1+ 1

: n
< lim onng |:2£7’L’Um <711 < m

~ n—+oo ] {/X ((1 — z0(zo + h, x0))pk (o + h,t —i/2,T)
+ z0(z0 + R, 20)pr (w0, t — i /2", F)) k(x0, h) P(dh) + (1 B e-cpé)}

< <e—ﬁ<mo>i/2f _ e—mwo)(m)/%) { / pi(zo + byt — /2, T)k(x0, dh) + (1 - e—C/Q‘)} :
X
(6.2.32)

par le Point (iv) du Lemme 6.2.3 et ou la loi x a été définie en (6.1.29). Comme Jg; €]0, 1],

(e o002t _ e=ateoien/2) ﬂgy)e—ﬂ(mxim)/z@ < 5(2:‘20)56@0)%’/2‘,

nous avons par (6.2.27) et (6.2.32) :

lim pi(xo,qp,¢,t, 1)
n—-4o00

[t2¢]-1
g% > ﬁ(g;o)eﬁ@o)i/ﬂ{/ pk(xo+h,t—¢/2f,r)ﬁ(xo,dh)+(1—e0/2’“’)} (6.2.33)
X

=0

En faisant £ — +o0o dans le membre de droite, on a, par convergence de la somme de Riemann :

n

t
1ir+n pr(zo,qp,6,t,T) < / ﬁ(wo)e_ﬁ(xo)s/ pr(xo + h,t — s,T)k(x0,dh)ds. (6.2.34)

En procédant de fagon similaire, on peut établir une borne inférieure de la forme (6.2.34), ce qui
acheve la démonstration. |
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6.2.3 Preuve du Lemme 6.2.3

Preuve des Points (i) et (ii). Sous les Hypotheses 6.1.7 et par (6.2.6), il existe une constante
N > 0 suffisamment grande telle que N > supycg, (&, 1). Définissons :

h=inf{t>0 | (Z'1)> N}.

Par la Proposition 6.1.10, 3V > 0, lim,,— 4 IP’ZO’qg (C]T\‘[ < enV) =0. Alors : Vt € Ry, Ve > 0,

: n n . n n t+e
lim P2 o (Cy > logn) =1, et nEI}LlooPmO’qg (CN > ) =1, (6.2.35)

n—+00 NUp

par (6.1.1).

Soient tj,to > 0. Définissons par U™(t1,t2) le nombre de mutations dans le processus
(Zi")ter, se produisant entre t1 et t3. Sur [0, (3], le taux d’apparition des mutations est majoré

par bpu, nN. Ainsi, nous pouvons dominer stochastiquement (U™(t; A (R, t A CR))est, par un
processus de comptage d’intensité b pu, nN :

t i t t
limsupPZMg (U" (, +5> > 1> :limsupIP’gwg (U" (, +5> >1, (> n+€>

N 00 NUy NUp n—+o0 NUp  NUp Un,
. - € _Nob
<limsup (1 —exp | —bpunnN— | | =1 — e~ VPt
n—-+00 nunp

la premiere égalité étant une conséquence de (6.2.35). Le Point (i) est prouvé. De méme,

nli)rfoo Po.qn (11 <logn) :nEI—ir-loo Po.qn (U (0,logn) > 1, (§ > logn)
< lim sup (1 — ¢~ Npbnun 10%”) =0, (6.2.36)
n—-+00
par (6.1.1). Ceci prouve le Point (ii). [

Preuwve du Point (iii). On consideére la solution faible mesure (§:(dz, da) = 04, (dz)qt(z, da)),cg
de (6.1.10) issue de 6z, (dz)qo(xo,da) non nulle et satisfaisant les Hypotheses 6.1.3. Par les
Hypotheses 6.1.7, & converge étroitement vers une mesure stationnaire Exo indépendante de la
condition initiale, lorsque ¢ — +o00. Soit £ > 0. Nous définissons :

te =inf {t >0 | Wi (q:(z0,da), m(xg,a)da) <e}  (déterministe)

Nous allons montrer qu’a partir de t., le processus microscopique Z" reste dans un tube de rayon
3e autour de 0, (dz)m(xp,a)da pendant un temps suffisamment long pour que lorsque qu'une
mutation se produit en 71, la structure en age de la population décrite par Z™ soit proche de
m(xg, a)da.

Etape 1 : Par la Proposition 6.1.10 :

lim IP’ZOQS < sup Wi (Z7,&) > 5) =0,

0<t<t:-AT1

lim P” (W1 (Z;;,EIO) <2, 7 2t5> = lim P" . (n>t)=1 (6.2.37)

n—-+o0o $0,q67' n—-+oo xOvQ{)L
159



par le Point (i) du Lemme 6.2.3. Au temps t., le processus Z" se trouve donc dans le tube
mentionné précédemment.

Par (6.2.37), par la Propriété de Markov forte et par la Proposition 6.1.10,

IV >0, lim P} . sup W (Z?,§z0> <3¢
n—-+o0o 10 te[tg,env+ts]

= lim E” (1 {7'1 > te, Wl(zgagfo) < 25}

n
N— 00 Z0,4q

]P)TL

0,4z,

(inf{t >0, Wi(Z,6,) = 3¢} > e"v>) =1 (6.2.38)

Etape 2 : Il nous reste & montrer que la premiere mutation se produit avant €™ + t.. Sur
I’ensemble :

B = {7'1 > te, Wl(Z,Z,gmo) < 2e, sup Wl(Ztn,fA;cO) < 35} ,

t€(te eV +ie]

le nombre de mutations (U"(te,t));eps. t.4env| €St minoré stochastiquement par un processus de
Poisson d’intensité :

/ nunpb(xo, a)m(xo, a)da — Cnupe,
Ry

avec C' une constante strictement positive (b étant Lipschitzienne et SUDPye[t.,enV 4. Wl(Zt”,go)
étant majorée par 3¢). Par la propriété de Markov :

lim Po e (< e +t) = lim B (15P2 0 (n < )

n—-—+o0o Io,qg’ n—-+o0o
< lilf [1 — exp <—e”v X [/ nuypb(xo, a)m(zg, a)da — Cnumt})] =1, (6.2.39)
n—-+400 R,

pour un choix de € tel que

Ce < / pb(xo, a)m(zg, a)da, (6.2.40)
R
puisque par (6.1.1), lim,, o nuze™ = +o0.

Etape 3 : On déduit de (6.2.21), (6.2.38) et (6.2.39) que :

. v ~
nETOOIP’ZMg <logn <71 <te4e, sup , WI(Z], Exy) < 35—:) =1,
tE[te tetenV |

ce qui prouve le Point (iii). [

Preuwve du Point (iv). Soit ¢ > 0 et ¢ > 0. Nous considérons n suffisamment grand tel que
logn < t/(nuy,). Par les Points (i7) et (i74) du Lemme 6.2.3 :

lim P2 . (m >logn)=1, lim P7 ( sup Wl(Zf,gxo) < 35) = 1.

T0,q5 0,90
n—-+o0o 0 n—-+00 40 te[log n, 7_1]
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t t ~
lim Pg o <7’1 > > = lim P o (7’1 > > logn, sup Wi(Z}, &) < 35)

Un, te[logn, 1]

: n
- nEr—sI—loo Exo,qg (17'1 >logn, W1 (ql’})g o (z0,a)da)<3e

t ~
<Pt <ﬁ>n —logn, sup W1<Z?,§m>s3e>>,

Un te[ov Tl]

(6.2.41)

en utilisant la propriété de Markov au temps logn. Sur I’ensemble

t6[077—1]

Bz{ sup W1<Z?,Exo)s3s}

tel que limy,— 1o P (B) = 1, 'intensité du processus de mutation est bornée supérieurement

n
0, g 1,
et inférieurement par :

/ nuppb(zo, a)m(zo, a)da £ Cnuye,
Ry

avec C > 0 une constante positive. Ainsi :

n—-+00

lim inf exp <—(t — nuy, logn) </ pb(xg, a)m(zo,a)da + C’€>>
R

t ~
< lim P2 .. (7'1 > — —logn, sup Wi(Z]' &) < 38)

Nun te(0, 71]

n—-+o00

< lim sup exp <—(t — nuy, logn) (/ pb(xo, a)m(zg, a)da — Cs)) . (6.2.42)
Ry

Comme limy,_, 4 o nuy logn = 0, nous en déduisons de (6.2.41) et de (6.2.42) :

t
. 0
exp (~t (3(1) + Ce)) < tim P, (m > L) < exp (-t(3(06) - C2).
ou 3(.) a été défini en (6.1.30). Comme ceci reste vrai pour tout € > 0, la preuve du Point (iv)
du Lemme 6.2.3 est achevée. u

Remarque 6.2.6. (i) Les démonstrations des Points (i) et (ii) du Lemme 6.2.3 ne font en fait
pas intervenir le fait que la population est monomorphique.

(i) Les résultats du Lemme 6.2.3 restent valables pour toute suite de conditions initiales conver-
geant vers une mesure de la forme 0y, (dz)q(xo,da).

6.2.4 Preuve du Lemme 6.2.4

Nous commengcons par donner une description heuristique du phénomene. Reprenons la Fi-
gure 6.1. L’invasion réussie d’un mutant peut-étre décomposée en plusieurs phases. Soit € > 0.

1. Dans un premier temps, entre les instants 7, et ¢; sur la Figure 6.1, la masse de la mesure
représentant la population mutante ne dépasse pas un seuil € > 0 et a un effet négligeable
dans les termes d’interaction. En premiere approximation, sur cet intervalle de temps,
nous pouvons négliger la population mutante. Les individus évoluent dans une population
décrite par une mesure proche de la mesure 0, (dz)m(xo, a)da. L’évolution de la population
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mutante peut alors étre décrite par un processus de naissances et de morts linéaire et
structuré par age, de taux de naissance b(zg + h,a) et de taux de mort

d <m0 +ha, /]R+ Ul(zo + h, ), (xo,a))m(xo,a)da> .

La population résidente n’est pas affectée par la présence négligeable de mutants. (Des
résultats sur les processus de naissances et de morts linéaires structurés par age et qui
seront utiles dans la suite sont rappelés en Annexe A.5).

2. Dans une seconde phase, entre les instants t; et to, les deux populations, mutante et
résidente, sont de tailles non-négligeables. Comme nous sommes dans une asymptotique
de grandes populations, ces deux populations peuvent étre approchées par les solutions de
(6.1.12).

3. Dans une derniere période, entre les instants to et 61, la population résidente devient
négligeable, tandis que la population mutante atteint sa taille d’équilibre. La population
résidente a une dynamique proche d’un processus de naissances et de morts linéaire et
structuré par age, de taux de naissance b(zg, a) et de taux de mort

d <x07 a, /R+ U((zo,a), (xo + h, &) (zo + h, a)da> .

Etape 1 : Considérons la premiere période décrite au Point 1. Soit les temps d’arrét suivants :

R' = inf {t >0 | W (1{950}(:6)2;1(@;,da),g}o(d:ﬁ,da)) > 5}
ST = inf {t >0 | /~ Lzgsny (%) Zf (dz, da) > 6}
X

Sg = inf {t >0 | /~ 1{m0+h}($)Zf(dl‘,da) = 0} .
X

La premiere période est définie par [0,71 A RZ A SZ A Si]. Donnons des estimées pour les temps
d’arrét la définissant. Notre but est de montrer qu’avec une forte probabilité, 71 ARZ ASEASY =
ST ASY, c’est a dire que la population mutante atteint la masse € ou s’éteint avant I’'occurrence
d’une nouvelle mutation, et avant que la population résidente ne s’écarte significativement de
son équilibre.

Par le Lemme 6.2.3 (iv) et la Remarque 6.2.6, 3p > 0, Ing € N*, Vn > ny,

n p
Po.q wot+h (Tl < nu”) <e.

Par la Proposition 6.1.10, 3V > 0, 3n;, € N*, Vn > nj,
v
Pgo,q(;,xﬁh (R? <e" ) <é&.

Ainsi, Ing € N*, Vn > ny,

P

T0.qf w0+h <nun <11 A R?) >1—2e. (6.2.43)

Le processus a valeurs mesures décrivant la population mutante sur [0, 71 A RZ A S A S§]

peut-étre dominé et minoré stochastiquement a l’aide de deux processus de naissances et de

morts structurés par age (non renormalisés) pour n € N* assez grand (tel que 1 —upp > 1—¢) :
Vit € {0,7’1 A R? A Sg], Vf € Bb(R+,R+),

(zh 1) < /X ao sy (2) F(a) 20 (d, da) <

ot Z1¢ et Z%¢ sont les processus de D(R,, Mp(R,)) suivants :
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1. (Ztl’s)teRJr est défini par le taux de naissance by (a) = (1 —¢€)b(zg + h, a) et le taux de mort

di(a) =d <xo + h,a, U ((xo+ h,a), (zg, ) m(xg, a)da + C’s) ,

R

2. (ths)teR+ est défini par le taux de naissance by(a) = b et le taux de mort
dafa) = (0 + a0 (0 + 1), (o0, 00) e, ) — C)
R4

ou C' est une constante positive. Définissons pour i € {1,2} :
S —inf {t >0 | (Z°,1) > 5n} . Si—inf {t >0 | (Z°,1) = o} .

Le Lemme suivant, prouvé en fin de section, nous fournit des informations sur I'extinction
ou le temps d’atteinte du seuil en pour les processus Z%¢ et Z2<.

Lemme 6.2.7. Soit ¢ > 0, et soit i € {1,2}. Considérons le processus (ZZ’E)teRJr de naissances

et de morts linéaire et structuré par dge, introduit ci-dessus et issu de Zé’e(da) = do(da). Soit
(tn)nen+ une suite de réels positifs telle que lim,_, 4 t,,/logn = 400.

1. Si [Fbi(a)e Jo dil@)dadq < 1

lim P(S)<t,AS.,)= (6.2.44)

n—-+o00

2. Si [T bi(a)e o di@dagy > 1

hrf P (S5 < tn A SL,) = 2(x + h,2) (6.2.45)
hrf P (S, <tn < Si) =1-2zi(z+h,z), (6.2.46)

ot 2§ (z + h,x) est la plus petite solution dans [0,1] de I’équation analogue & (6.1.24), ou
les taux de naissance et de mort sont remplacés par b;i(a) et d;(a). O

La probabilité que la population mutante s’éteigne avant d’atteindre la masse €, avant 'occur-
rence d’une nouvelle mutation, et avant que la population résidente ne s’écarte de son équilibre
est minorée par :

p p
PZOHO zo+h (SO <7 VAN Rn VAN Sn) > P.ro qn xo+h <S(T)L < Tun VAN 527 Tun <7 VAN R?)
2P;07q6b7x0+h (SO < Tn A Ss2n7 nL;n <71 A R?) > Zo(l‘o + ]’L,.%'()) — Ck, (6.2.47)

par (6.2.43), par le Lemme 6.2.7 et en remarquant que lorsque ¢ — 0, z'(x + h,z) tend vers
z0(x + h, x) par une démonstration analogue a celle de la Proposition 6.2.5. De fagon analogue la
probabilité pour que la population mutante atteigne la masse € avant ’extinction, ’apparition
d’un autre mutant ou I’écart de la population résidente a 1’équilibre est minorée par :

p p
]P)’rxlo,qo x0+h(sg <7'1/\R?/\So) >]P)7$L()q 20 (Sg < Tn/\sg, Tun <7'1/\Rg>
_PZO’(]O zo (Ssl < —A SO’ l <7 AN Rn) >1-— ZO($0 + h,.CUO) — CEe. (6.2.48)
n n
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Cas ou zo(zo + h,z9) = 1 : Par (6.2.47) :

roqnwoth (50 <TUARINSE) = PR o (0o <1 ARE, Vo =m0, A"({00},¢,V0))

0,90 5 0,90

> 1-Ce. (6.2.49)

Comme ceci est valable pour tout € > 0, le Lemme 6.2.4 est prouvé dans ce cas.

Cas ol zo(zo + h, zo) €]0, 1] : Par définition, sur I'ensemble {S?" < 71 ARZAS{ }, nous avons :

Wi (1{900}2@,5;0) <e, et /55 Lag 11y (%) 28 (dz, da) > €.

Nous allons montrer que I’évolution de la population microscopique va alors suivre, avec une
grande probabilité, celle de son approximation déterministe : la population mutante va rempla-
cer la population résidente.

Etape 2 : Une fois que la population mutante a atteint la taille £, nous entamons la seconde
période. Comme zp(xg + h,zo) < 1, nous avons nécessairement (Proposition A.5.6) :

—+00 a
/ b(xo + h,a) exp <—/ d <xo + h, a,/ U((zo + h, @), (xo,u))m(xo, u)du) du> da > 1,
0 0 Ry

(6.2.50)
et par 'Hypothese 6.1.7 (ii) :

/0+°° b(xo, a) exp <_ /Oa d (mo,a, /R+ U((zo, @), (zo + h,u))m(zo + h,u)du) du) da < 1.

(6.2.51)
Alors par I'Hypothese 6.1.7 (iii), toute solution faible mesure de (6.1.12) de condition initiale
non nulle de la forme (6.1.8) converge vers 0,4 (dz)m(zo+ h, a)da défini en (6.1.13). Soit § < ¢
une constante positive. Définissons :

ts =inf {t >0 | /~ l{xo}(éﬂ)ft(dl‘, da) <e—94
X
et Wi (1{$0+h} ()& (dx, da), @;O+h(da@, da)> <e— 5} ,

ol (& )ier, est la solution faible de (6.1.12) avec condition initiale (6.1.8). Nous noterons t5 pour
t5(0). Par la propriété de Markov et le Point (i) du Lemme 6.2.3, Ing € N*, Vn > ny,

p p
P;LO,CIS,IO‘F}L (Tl < W + t5> :P:O’qéL’mO+h <17_1<t5]?’%t7; (7'1 < )) <eE.

n nup

La Proposition 6.1.10 nous fournit :
B ag oty (;“’3}) WiZE,&) > 5> <
>Us

Nous allons minorer la probabilité de I’événement suivant :
— la population mutante atteint la masse ¢ avant 'apparition d’'un autre mutant et avant
que la population résidente ne quitte le voisinage de son équilibre,
— la population mutante remplace la population résidente : la premiere entre dans un voisi-
nage de son équilibre, la seconde devient de masse inférieure a ¢,
— il n’y a pas de mutation pendant cette transition.
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En utilisant la propriété de Markov forte pour S :

p ~
ot (5; < o ARIASE, m> s 4 ST W (1o 41 (@) 2y 11, (A, da), Euin) <,

et /ﬁ? Liao} (U) Zn 44, (d, da) < 5.)

> Ego,qg,moJrh |:1{Sg<ﬁ/\R?/\S{)‘} Pg’g (Tl > ts, Wi (1{x0+h}(x)ZZ?; (d.ﬁlﬁ, da)7§t5 (d.’L‘, da)) < 57
et /~ Lizo} ()&t (dz, da) < 5)]
X
> po St < LOANRMAST) (1—26) > 1 — 2o(w0 + hya0) — Ce (6.2.52)
= z0,q3 ,T0+h € Ny, € 0 = 0{Zo » L0 . 2.

Etape 3 : Une fois que la population résidente a atteint un seuil inférieur a € et que la
population mutante a atteint un voisinage de son équilibre, nous entrons dans la phase finale de
I’invasion.

Comme zo(xg + h,zp) < 1, nous avons nécessairement (6.2.50) et (6.2.51), ce qui implique
que zo(zo,zo + h) = 1. Nous sommes donc dans une situation similaire & celle de la période 1,
du début de la preuve. Introduisons

Re(to) = inf{t=to | Wi (1qepsn (@) 27 (dw,da), Euypnlde, da)) = e}

S™(ty) = inf {t >ty | /~ Lizo) (2) Z{ (d, da) > 5}
X

Sy (tp) = inf {t >ty | /)? Loy (%) Z{ (d, da) = O} .
Par la propriété de Markov forte en SI'+t5 et avec les mémes idées que pour la premiere période :

P2 ot (sg < LoNRIASE, 1> t5+ ST+ SE(SE + ),
n

Wi (1{xo+h}($)2g§+t5(dx>da)a§x0+h> <e, et /)? 1{xo}(3«")Zgg+t5(d$ada) <é,

SP(ST +t5) < <S§ s+ nZ) ARM(S™ + ts) A SP(S™ + t5)>

n

z0,q3 wo+h \ H{ST<E-AREASE, 1>t5+S0} {Wy (1{x0+h} (m)Zggth(S (dm,da),&zo+h) <e}

n an P DN an
Ly oy 0122y <Py, (3500 < 2 AR 1520 ) )
> (1 — Zo(l‘o + h, l’o)) — Ck, (6.2.53)

par (6.2.52) et (6.2.49).
Ainsi, dans le cas ol zo(zg + h, z9) €]0,1] :

: n
nEr—&I-loo on,qg

zo+h (00 <, Vb = .’L‘o) 220(.%'0 + h,a}o) - CE,
par (6.2.47) et :

ngrfoo Poqnaorn (Bo <711, Vo =20+ h) = 1—2z(z0+ h,x0) — Cb,
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par (6.2.53). Comme :
Proagwo+h (B0 < 715 Vo = 20) + Py gn o in (o <71, Vo =20+ h) =1,

les Points (i7) et (i13) du Lemme 6.2.4 sont nécessairement satisfaits et le Point (i) U'est alors
également. Le Point (iv) est une conséquence de (6.2.47), (6.2.52) et du Point (7).

Preuve du Lemme 6.2.7. Pour les processus de naissances et de morts linéaires considéré, il n’y
a pas d’accumulation d’événements de naissances et de morts et :

lim ¢, A S, = +oo, P—p.s.

n—-+00

Par convergence dominée, les membres de gauche de (6.2.44) et (6.2.45) convergent vers P (Sy < 400),
qui est donné dans les Propositions A.5.2 et A.5.5.
Considérons maintenant (6.2.46) :

P (S, <tn < S)) =P (S, <tnet S§=+00) +P (S, <t, <S)<+00). (6.2.54)

Le second terme de (6.2.54) est majoré par P (tn < 5’6 < —1—00) , qui tend vers 0 lorsque n — 400
par choix de t,,.

Considérons maintenant le premier terme. Sous les hypotheses du Point 2, il existe un unique
A > 0 tel que :

+o0 o
/ bi(a)e_)‘“_fo di(@)dogy — 1,
0

Une condition suffisante suivante pour que (e_’\t(Zti’E, 1))ier, converge presque siirement vers
une variable aléatoire W strictement positive sur {S} = +o00} a été donnée par Doney [36] :

E(Y?) < +oo et E((AweA%@ﬂmm>bg<zf¥:MM@ama>),

ou leffectif de la premiere génération Y et la durée de vie W sont définis en (A.5.6) et a la Propo-
sition A.5.3 (cf. Annexe A.5; rappelons que la densité de la loi de W est d;(a) exp( [y di(@)da)).
Ces conditions sont satisfaites ici :

+o0o w "
E (Y12) :/0 </0 b(y, a)da) d(w)e—fo d(y,a,x)da g, ,

+00 +oo
<bd(1 +/ q(z, da))/ we™ W dw < +o0.
0 0

E((Awe*%@umm>mg([ﬁlﬁmuxama)>
gE(HV[mg@wq+-mg<iu—+f”%>u><:+m.

Alors on a la convergence presque sire suivante sur {S} = 400} :

D’autre part,

1,€
t—-+o00

=A>0. (6.2.55)

Alors, pour n > 1/¢, on a log(en) > 0 et :

4 , S t .
1- ]P) ) < t’ru T — 1 P N < n , 1 __
n—teo (52 < S = +0) n—to0 (log(sn) ~ log(en) 5 +OO>

=P (S{ = +00) =1 — z{(z + h, ). (6.2.56)
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En effet, par choix de t,, lim, o t,/(logen) = +oo et comme lim,,_, | S%, = 400 presque
stirement, on a la convergence presque sire suivante sur {Sy = 400} par (6.2.55) :

1Og<ZSi —31>
lim lim ——*——

o TS, St S,

logen

= A>0. (6.2.57)

6.3 Equation canonique dans I’asymptotique des mutations pe-
tites et rares

La démonstration du Théoreme 6.1.20 est une adaptation de la preuve de Champagnat

[18]. Nous considérons la suite des processus de TSS renormalisés (X¢).~o définis en (6.1.34).

Nous montrons que cette séquence est tendue dans D(R;,X") (Paragraphe 6.3.1), puis, nous

prouvons la convergence des générateurs (Paragraphe 6.3.2), ce qui nous permet d’identifier les

valeurs d’adhérence comme solutions de (6.1.36). L’unicité de la solution de (6.1.36) implique la
convergence de la suite (X¢).~o (Paragraphe 6.3.3).

6.3.1 Tension de la suite (X¢).-¢

Nous considérons les processus (X¢))c>o définis en (6.1.34).

Proposition 6.3.1. Sous les hypotheéses du Théoreme 6.1.20, la suite (L(X®))->0 est tendue
sur D(Ry, X). O

Démonstration. Soient T > 0, « > 0,7 > 0, > 0,9 > 0, et soient (0¢)e>0, (7c)e>0, deux
familles de temps d’arrét tels que 0. < 7. < T et 7. < 0z + d. Nous avons :

Te 1
E (X2 - X)) SIE(/ / /Hs(w;s_,h,e)Q(jj,de,dh»
Oe 0 X

™ 1~ 20(X5_ +ch, X°
IE(/ / b(X;,,a)m(Xg,,a)dap/ Tt 5*;5 X pxe_ mpan) ds>
Oc Ry X

o N 1 —2(X;_ +eh,X: )
ObkE | sup / m(XjJa)da/ |h| P(dh) |,
R, X €

SE[Te,0¢]

IN

IN

Comme 1 — 2o(XE +eh, XE ) = 20(XE , XE ) — 20(X: +¢eh, XZ ) est majoré par C|h|e (car
y +— 2o(y, x) est Lipschitzien uniformément en z), nous avons :

.
E(|X: —XZ|) < SCbkE( sup / m(X: ,a)da /\h|2P(dh)§05b k,
s€[1e,0e]) R4 X d

par (6.2.6). Par 'inégalité de Markov :

SCB?E [ |h|>P(dh)
dn ’

qui converge vers 0 lorsque § tend vers 0. La condition d’Aldous est satisfaite.

IP’(’X;—X;‘ 277,7'5<05+5) <

Soit t € Ry. Par (6.2.6) :

t 1
E(XF]) < |xo|+E<///|H5(w;s,h,9)|Q<w;d§,d9,dh>>
0o Jo Jx €
b’k
< laol+ S [ nPP@n) < +oc,
“ X
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par I'hypothese sur les moments de P(dh) du Théoreme 6.1.20 et par (6.2.6). La suite des lois de
(|X£])e>0 est tendue sur R, par I'inégalité de Markov. Ceci achéve la preuve de la proposition. W

6.3.2 Convergence des générateurs

Proposition 6.3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.20 :
Vo € C2(X), L°¢ — L°¢ uniformément sur X, (6.3.1)
ou LF et LY ont été définis en (6.1.35) et (6.1.38).

Remarquons que CZ(X) C D(L°) C D(L?).
Démonstration. Soient ¢ € CZ(X) et z € X :
| L () — L%(x) / / (x,e,h,®)pb(x,a)k(z,a, h)m(x,a)da P(dh),
R4

ou :

Ao, h,9) = 5

' (¢(z +eh) — ¢(x)) (1 — 20(x +eh,z)) Di zo(x + eh, z) (h - Vﬁf)(@)‘ :

Nous avons :

Ao hd) < ‘qﬁ(x—l—si;)—d)(x) l—zo(a:;— gh, ) ~ Dlag(z.a)
+ |Dhzo(w, )| (Z)x—i—gf;) ¢() —h-Vo(z)|.

Par hypothese, les applications ¢ et y — zo(y, z) étant de classe C! , 361,02 €]0,1],

d(x+¢ch)—¢(xr) = eh-Vo(x + 0ich)
0<1—z(x+echz) = z2(z,2)— 20(x +ch,x) = eD} zo(x + bach, x).

Ainsi,

A(z, e, h,¢) < |h||Vo(z + €61h)] |D}Izo(x + ebah, ) — Di zo(x, x)|
+  |h||D} 20 (z, )| |V (z + e01h) — V(z)|.

Par les Hypotheses 6.1.18, ¢ — DhZO(l’ + e¢h, ) est Lipschitzienne de constante indépendante
de z et par I'hypothese ¢ € CZ(X,R), z — V¢(x) est Lipschitzienne. Alors :

A(z,e,h,¢) < C|h|%,
et :

o) - 20| < O [ wpan < o,

par (6.2.6) et par l'hypothese [, |k|*k(z,a, h)P(dh) < +oc. Ceci prouve (6.3.1). [
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6.3.3 Unicité de la valeur d’adhérence de (X¢).. et identification de la limite

Comme la famille (£(X¢))e>0 est tendue, elle est relativement compacte dans D(R,, X) et
nous pouvons extraire de (X¢).s0 une sous-suite (X )pcn convergeant en loi vers une variable
aléatoire X, dont la loi est une valeur d’adhérence de (£(X?))c~0.

Notre but est de caractériser cette valeur d’adhérence comme solution de ’Equation ca-
nonique (6.1.36), ce qui nous permettra d’identifier la limite et de prouver la convergence en
loi de la suite entiere (X¢).~0 en montrant que I’'Equation canonique admet une unique solution.

Soit p € N*, soit une suite de temps 0 < t; < --- < t, < s < t, soit une fonction continue
bornée ® de AP dans R et soit ¢ € By(X,R) :

‘E <<I>(Xt01,-~,X?p) [gz)(X?)—¢(X2)—/tL0¢(X9)er’ < A+B+C, (6.3.2)

S

ou :

£ o oo [

S

S

|
B = ’E (cb Xk, XpF) [¢(ka)—¢(X§’“)_/tLak(b(ka)dTD'

S

t
¢ = [p (o xi [ o0 - o] ar)|.

Par continuité de L’application y € D([0, T], X') — ®(ys,,- -, yt,) [(b(yt) — &(yo) — fst Loqb(yT)dr]
R est continue des que (t1,---tp, s,t) n’intersecte pas une ensemble dénombrable de points de
R en lesquels le processus canonique n’est pas continu sous £(X) (cf. Théoreme 15.1, page 124
de Billingsley [7]). La convergence étroite de £(X%) vers £(X?) implique que A converge vers
0 lorsque k — 400. Les propriétés de martingale de X°* nous assurent que B = 0. Finalement,
considérons le terme C'. La convergence des générateurs (6.3.1) implique que le terme C' converge
uniformément vers 0 lorsque k& — +oc.

Donc, le membre de droite de (6.3.2) converge vers 0 lorsque k& — +00. Comme le membre
de droite ne dépend pas de k, il est nécessairement nul. Ainsi £(X") résout le probleme de
martingale (3.1.29).

Toute solution du probleme de martingale (3.1.29) est la solution de I’'Equation Canonique
(6.1.36). Par les hypotheses de Lipschitziannité du Théoreme 6.1.20, et le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz, il existe une unique solution & ’Equation canonique (6.1.36).

Ceci termine la démonstration du Théoreme 6.1.20. |
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Annexe A

Annexes

A.1 Preuve de la Proposition 2.1.8

L’équation (2.1.7) est une équation de transport a coefficient non constant. Ce type d’équations
a été étudié dans Golse [53] ou Evans [45] (Sections 2.1 et 3.2) par exemple, et met en oeuvre
une généralisation de la méthode des caractéristiques (cf. [45]). Nous commencons par établir
deux lemmes, puis nous démontrons la Proposition 2.1.8.

Lemme A.1.1. Nous nous plagons sous les Hypotheses 2.1.4. Soient f € CO’LI(/? x Ry),
to e Ry, ag € ]R‘_‘f_, x € X et Ay le flot défini a la Proposition 2.1.5. L’application Fy 54, @ t €
Ry +— f(x, Az(t,t0,a0),t) est de classe C' sur Ry et :

of

(t) = a(w,Ax(t,to, ao),t) +v(w, Ax(t, to, ao)) - Vaf(x, Az(t, to, ao),t). (A.1.1)

dFI,to,ao
dt

Démonstration. Par la Proposition 2.1.5, Papplication ¢ — A(t,to,ag) est de classe C! sur R.
Par composition, 'application Fy 4, q, est également de classe C'. En utilisant le théoreme de
dérivation des fonctions composées :

dFy 40 .a 0 0A,
%(t> :87{(337 Ax(t7 th a0)7 t) + W(ta tO? CLO) . vaf(x7 Al‘(ta th aO)y t)
0
:87{(:67 Al‘(t7 th a0)7 t) + U(‘Ta A$(t7 tO? aO)) : Vaf<.'137 ACL’(tv th CLO), t)7
puisque t — Ay(t,to, ap) est solution de (2.1.2). [ |

Lemme A.1.2. Nous nous placons sous les Hypotheéses 2.1.4. Soient x € X et A, le flot défini
a la Proposition 2.1.5. Nous avons : V0 < s < t, Va € Ri, Vi e [1,d],

DAL DAL
e (s,t,a) + Y vj(a, a) 5= (s,1,0) =0, (A.1.2)

a;

Jj=1

e

ouvj(x,a) est lajéme coordonnée de v(x,a) et ou AL(0,t,a) est la i€Me coordonnée de Az(0,t,a).

Démonstration. Par la Proposition (2.1.5), le flot (2.1.3) est de classe C!. En dérivant la jeme
composante de l'identité :

Ax(tl, t3, a) = Am(tl, tQ, Ax(tg, t3, a))
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par rapport a to € Ry, on obtient :

DA DAL
0 = (b t2, Aulta, ts, 0) +Z + (0,2, Au(ta 15, )

DAL(. t3,a)

o (2

A 0A!
:J(tla t27 Am(tQa t37 CL)) + Z Uj(l’, Ax(t27 t3a a))afax(tla t27 Ax(tQ, t37 CL))

dto = j
o4 Z.
(9t (t1> t27 A:E(t27 t37 CL)) + U(:B; A(E(t27 t37 a))van(tly t27 Al’(t2> t37 CL)),

en utilisant que t — A, (t,to, ap) est solution de (2.1.2). En choisissant t; = s et t9 = t3 =, on
obtient (A.1.2). [

Preuve de la Proposition 2.1.5. Nous nous plagons sous les hypotheses de la Proposition 2.1.8
et nous considérons tout d’abord le probleme avec condition initiale du Point (i). Soient = € X,
a€Rlet fe COLL(X x R.) une solution de (2.1.7) sous réserve d’existence. La fonction
t — f(x,Az(t,0,a),t) est constante d’apres le Lemme A.1.1 et par définition de f. On en
déduit :

vVt € Ry, f(z, Ax(t,0,a),t) = f(z, Az(0,0,a),0) = fo(x,a).

Comme Va € Ri, vVt e Ry,
a= A,(t,0,A,(0,t,a)),

toute solution f de (2.1.7) vérifie nécessairement :
Vt € Ry, Va € RL, f(x,a,t) = fo(x, Az(0,t,a)). (A.1.3)

Réciproquement, montrons que (A.1.3) définit une solution de (2.1.7). Comme (t,a) — A,(0,t,a)
est de classe C! (Proposition 2.1.8) et comme fy € C%!(X), I'application Gzpo @ (t,a) € Ry x
R? — fo(z,A;(0,t,a)) est de classe C! par composition. Par le théoreme de dérivation des
fonctions composées :

d
0G4 »
g (i) VaGaolt,) Z a )20, a)
d .
Ofo 9AL
# Y03 e A0, ) F 010 =0

par le Lemme A.1.2. Ceci conclut la preuve du Point (i).

Le Point (ii) se prouve de facon similaire. Soient z € X, a € RL et f € COLL(X x Ry)
une solution de (2.1.8) sous réserve d’existence. La fonction ¢t — f(x, A, (t,T,a),t) est constante
d’apres le Lemme A.1.1 et par définition de f. On en déduit :

Vit e Ry, f(z,Ax(t,T,a),t) = f(x, Ax(T,T,a),T) = ¢(z,a),

et comme Va € RY, WVt € Ry,a = A,(t,T,A(T,t,a)), toute solution f de (2.1.8) vérifie
nécessairement :
Vt € Ry, Va € RL, f(x,a,t) = ¢(x, Ax(T, t,a)). (A.1.4)
Réciproquement, (A.1.4) vérifie (2.1.8) par application du Lemme A.1.2, comme au Point (i). W
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A.2 Théoremes d’approximation et de densité

Proposition A.2.1. L’ensemble Cg’l(f,R) est dense dans CO(AN,’,]R) muni de la norme de la
convergence uniforme. O

Démonstration. Soit f € Co(i’v,R). On définit, pour n € N* la suite :

V(z,a) € X, fo(z,0) = Gn = f(z,a) = /]Rd f(z,0)Gp(a — a)da, (A.2.1)

(Y2 nla — al?
Gul) = (5-) exp<—2 >

|.| étant la norme euclidienne de R

ou

Les fonctions f,, sont bornées par || f||oo. V(z,a) € X,

fu@al < [ 1f@a)lGue-ada < fls [ Gula—a)a=Ifl  (A22

R

Montrons maintenant la continuité des fonctions fn
— Les applications (z,a,a) — f(z,a)Gy(a — «) sont continues,
— Soit M > 0. Comme par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

d d
ja—aff =3 (4 —ai)? =af* +]a* =2 aias > o> —2a] ],

i=1 i=1

les applications f, sont dominées sur X x {la] < M} par les fonctions

; nye(nllaf — 2Ma)
a e Rl fle (32) " oxp (-2I2L 20D

qui sont intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? et qui ne dépendent pas
du parametre (z,a) € X.
Comme M est arbitraire, on a, par le théoreme de continuité des intégrales a parametres, la
continuité des applications (fy)nen+ sur X.

Comme de plus :
— Les applications (z,a,a) — f(x,a)Gp(a — «) sont dérivables en a de gradients par rap-

port a a, f(z,a)Gn(a — a)n(a — a), continus et dominés sur X x {|a|] < M} par a €

R — || flloon (M + |a|) (%)d/2 exp (—M) qui sont intégrables et indépendants

du parametre (z,a) € X.
Comme M est arbitraire, on a, par théoreme de dérivation sous le signe somme, la classe C%!
des fonctions f,, et on montre de méme qu’en (A.2.2) que les dérivées sont bornées.

Montrons que pour tout n € N*, ﬁl € Co(zlf'~ ,R). Par changement de variable :

fa(z,a) = /]Rd f(z,0)Gp(a — a)da = f(z,a —u)Gyp(u)du.

Ra
Pour n € N* fixé, N
= limy, 4 ja|— oo [f(7,a = u)Gr(u)| = 0, car f € Co(X,R) et Gy, est bornée,
173



~ V(z,0) € X,Vu € R, | f(z,a — u)Gp(u)| < || fllGn(u), qui est intégrable sur RY.
On en déduit : N
| fn(z,a)] =0. (A.2.3)

||+ |al—-+oo

Nous démontrons maintenant la convergence uniforme de (fn) vers f. Soient ¢ > 0et x € X
fixés. Comme f € Co(X,R), il existe un compact K. un compact de Ri tel que

Iy > 0, ¥(x,a) € X, (d(a, KS) <m1) = (|f(z,a)] <e/4). (A.2.4)
Sur K., f(x,.) est uniformément continue, et
dn >0, Va,az € K, (la1 —az| <n) = (|f(z,a1) — f(z,a2)] <e/2). (A.2.5)
On peut choisir sans restriction n < n;. On en déduit : In > 0, Vai,as € ]Rﬂlr,

(lax —azf <m) = ([f(x,a1) = f(2,a2)| <€) (A.2.6)

En effet, si a1, as € K¢, |f(z,a1) — f(z,a2)| <e/2.Sias € K¢, |a; —az| < nimplique que a; est
tel que d(a1, K¢) <n, et [f(x,a1) — f(z,a2)| < [f(z, a1)| + |f(2,a2)] < e/4+ /4 =&/2. Alors :

o)~ o) < [ 17(w.0) = f(2.0)[Gula— a)da
< z,a) — f(x,a)|Gnp(a — a)da z,a) — f(r,a)|Gpla — a)da
<[ e S aGata et [ (1)~ fra)lGala )

la—al>n

/ 2
</2+2||f oo (%)d * exp <_”;7) (A.2.7)

qui est majoré par € pour n > ng tel que le second membre (A.2.7) soit majoré par ¢/2. Ceci
est possible car ce terme tend vers 0 lorsque n tend vers +oc. Ainsi, Ve > 0, 3ng € N*, V(z,a) €
X, ¥n > no, |f(x,a) — fo(z,a)|] < e, et la Proposition est démontrée. |

Proposition A.2.2. Soit f € CO(Ri,RJr). 1l existe une suite de fonctions (ﬁz)nEN* telle que :
— Pour chaque n € N*, .]/0;1 est polynomiale sur un compact et constante en dehors de ce
compact,
— la suite (ﬁb)neN* converge uniformément vers f.

Démonstration. Soit f € Co(RL,Ry). Soit € > 0. Par définition de Co(R%, R, ), il existe un
compact K. C R% tel que Va ¢ K., |f(a)| <e.

Soit n € N* fixé. Par le Théoreme de Bernstein ([54] page 230), f est la limite uniforme sur
K1 /(2n) d’une suite de polynomes (ﬁL,p)pGN*. Alors :

~ 1
Py €N, Vp > Py,  sup  |f(a) — fupla)] < o—.
a€Ky/(an) 2n
En définissant pour n € N* et a € R‘j_ :
N ]/C;p (a)\/l si CLEKl/(Q)
fnla :{ o o " A28
(a) 1/n si ad Kijon ( )

on a une suite (ﬁl)nEN* de fonctions continues (sur 0K /z,, on a |fn7p0’n(a)| <|fla)|+1/(2n) <
1/n), minorées pour tout n € N* par 1/n > 0 et telles que : Vn € N*, Va € K1 /2n)

o~

1£(a) = Fal@)| <I£(@) = fapon (@) + | fnpy (@) = Fala)| < 3/(2n), (A.2.9)
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et Vn € N*, Va & Ky /an),
|f(a) = fala)] <1/n. (A.2.10)
La suite (J?n)neN* converge donc uniformément vers f. |

Proposition A.2.3. (i) Il existe une famille de fonctions (¢m)men de Cp(X,Ry) telle que :
— pour tout m € N, ., est minorée par une constante strictement positive,
— pour tout ¢ € CO()?,RJF), il existe une sous-suite de (@m)men convergeant uniformément
vers .
(ii) Il existe une famille de fonctions (9p)pen de Co(RI,R.) telle que :
— pour tout p € N, ¥, est minorée par une constante strictement positive,
— pour tout p € N, 9, est polynomiale sur un compact de Ri et constante en dehors de ce
compact,
— pour tout ¥ € CO(Ri,RJr), il existe une sous-suite de (Up)pen convergeant uniformément
vers V.
(iii) La classe de fonctions :

R=( o¢(z,a) = Z Qiyin @iy ()04, (a), T C N? finie, (Qiyip)(irin)er € QL 3, (A.2.11)
(il,iz)EI

est dense dans Co(/\?, R4) pour la topologie de la convergence uniforme.

Démonstration. Nous commengons par la preuve de (i). Comme X est localement compact, il
existe une suite (@, )men dense dans Co(X, Ry ). Introduisons la suite (@, p)m pen définie par :
Ve e X, Vm,p €N,

Pmp(T) = Pm(x) V ]19. (A.2.12)

Soit ¢ € Co(X,R). Il existe par définition une sous-suite (Py(m))men de (Pm)men telle que
Ve >0, Img € N, Ym > my, || — @mlloc < &. On en déduit :

Vm > max(mo, 1/¢), [l¢ — Szm,mHoo <l = Pmlloo + |Pm — ‘;Zm,mHoo < 2,

et (Pm,m)men est une sous-suite de (@m p)m pen convergeant uniformément vers . En réindexant
(©m.p)m,peN nOUS obtenons une suite satisfaisant le Point (i).

Considérons maintenant le Point (ii). Comme Ri est localement compact, il existe une suite
(¥p)pen dense dans Cy (Ri, Ry ). Par la Proposition A.2.2, il existe pour chaque p € N une suite

(Vp.k)ken telle que :
-~ VpeN,Vk €N, Va e R, 9, x(a) > 1/k,
—Vp € N,Vk € N, 9, est polynomiale sur un compact et constante a l'extérieur de ce
compact, _
— (9pk)ken converge uniformément vers 9, : Ve > 0, kb € N, Vk > k),

||79p,k - ﬁpnoo <e.

Soit ¥ € Co(R%, R, ). Par définition, il existe une sous suite (5¢(p))p€N de (5p)p€N convergeant
uniformément vers ¥ : Ve > 0, Ipg € N, Vp > po,

19 = Pyl < e
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Alors
vp Z Po, Hﬁ - ﬂw(p)JggHOO S 267

et la suite (U, x# )pen converge uniformément vers ¥.

Comme on consideére I’ensemble des fonctions de limite nulle a I'infini, et comme ’espace X
est localement compact, il suffit d’étudier le probleme pour l'espace C(K; x Ko, R), ou K est
un compact de X et K9 un compact de Ri. La famille

R=2¢(z,a) = Z Qiyiy fir (2)giy (@), Ty x Iy C N finie, (qiyiy)ijizer x1, € Q%%

11€l,i2€ls

fil € C(KlaR)v Giy € C(K27R)}

est une sous algebre de C(K; x K2,R) qui sépare les points : pour (z,a), (y,a) € X tels que
(v,a) # (y,a), et pour ci, co € R, il existe une fonction ¢ de R telle que ¢(v,a) = c; et
¢(y, @) = co. De plus, R contient I’application constante égale & 1. Par le Théoréme de Stone-
Weierstrass, cet ensemble est dense dans C(K; x Ko, R).

Comme la restriction a K7 x K5 des fonctions de K est dense dans {(b € :é, ¢ > O}, ceci
conclut la preuve. |

A.3 Lemme technique pour les grandes déviations

Lemme A.3.1. (i) Soit (af)ic(1,N],nen+ une famille de réels positifs strictement, on a :

li —l = 1 1 A3.1
im sup — log (Za ) ig[lfﬁ} <1msup og a; ) ( )

n—+too N i1 n—+00

(ii) Soient (an)nen+ €t (bn)nen+ deuz familles de réels positifs strictement. On a :

1 1
lim inf — log(an + b,) < max (lim inf — log a,, limsup — log bn> . (A.3.2)

n—+oo N n—+oo N n—+oo T

Démonstration. Commengons par le point (i).
N
Comme Vn € N*, o < >"-" | al, nous avons

li —l 1 1
imsup — log (Za > _zg[lfﬁ} <1msup oga; >

n—-4oo i—1 n—-4oo

Intéressons nous a 'inégalité réciproque. Si max;c(; ] (lim SUP, 400 %log a?) =+o0, il n’y
a rien a prouver. Considérons le cas ol max;c(y N (lim SUP;, 400 % log a?) < +o0.
Soit § > 0. Il existe pour chaque i € [1, N], ng(i) € N* tel que Vn > ng (i),

1 1
loga < lim sup ( log a?) +6
n

n—-4o0o

Notons ng = min(ng(i), ¢ € [1, N]). Nous avons pour tout n > ng

. 1
a;’ <exp (n Khm sup — loga ) + 6]) < exp <n max (hm sup — log a?) + n(5> .
n—-+o00 i€[1L,N] \ n—+oc0 N
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D’ou

1 1 1
limsup —log | sup a | <limsup — log <N exp (n max <hm sup — log a; > + n(5>)
n—+oo T i€[1,N] n—+00 i€[1,N] \ n——+oo

1 1
<limsup — log N + max (lim sup — log a}’ + 5)
n—4doo M i€[1,N] \ n—+oo T

1
< max limsup — logaj + 6.
16[1 N] n—+oo N

On obtient le résultat voulu en faisant tendre § vers 0.

Considérons maintenant le point (i7). Nous étudions d’abord le cas ou
1
lim sup — logb < hm mf — log an =: 1.
n—-+00 —+00
Nous allons alors prouver que
lim inf — log(an +b,) <. (A.3.3)

n—+oo N

Par définition des limites supérieure et inférieure, pour tout § > 0 il existe ng € N* tel que
1 1
Vn > ng, —logb, <149, et —loga, <1 —24.
n n

On en déduit que pour tout n > ng :
d’otur :

by < ane?™ et (an, + bp) < an(l+ 62”5) < 2a,e*"°.
On en déduit :

1
—log(an + by) < — log an + 20+ — log2
n

et

lim inf — log(an +b,) <1+ 20.

n—-+oo N

En faisant tendre § vers 0, on obtient (A.3.3).
Considérons maintenant le cas

1
[ :=limsup — log by, > hm mf — log Qns

n—-4o00

et montrons que (A.3.3) est & nouveau satisfaite, avec le nouveau choix de I. Il est possible de
trouver une suite extractrice (¢(n))pen+ € (N*)N telle que :

1 1 1
lim log a = liminf — loga, <[, limsu log b <.
n s gy 08 “otn) = REIL Togan S T sup ey 108 o) <

Soit § > 0. Il existe ng € N* tel que pour tout n > ng,
1 1
——logagm <Il+96, ——logbymy <I1+9.
o(n) o(n)
Alors :
lim inf — log(a¢(n) + by(ny) <lim 1nf — log (26 (l+6)) =1+9.

n—-+oo 1 n—-+oo 1

En faisant tendre § vers 0, on obtient que liminf, 4 %log(%(n) + b)), qui est une valeur
d’adhérence de la suite (1/nlog(a, + by))nen+ est inférieure & [. Donc, la plus petite valeur
d’adhérence de (1/nlog(a, + bn))nen+, iminf, 4 1/nlog(a, + by), est plus petite que I. W
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A.4 Population Logistique structurée par age

Nous considérons une population structurée par un age scalaire a € R, ou les individus :

— vieillissent avec une vitesse 1,

— donnent naissance avec le taux b(a) ot b € Cy(Ry,Ry) est tel que 3b > 0, Va € Ry, 0 <
b(a) < b,

— meurent au taux d(a) + nN, ou d € Cp(R4,Ry) est le taux de mort naturelle tel que
3d,d > 0,Va € Ry, d < d(a) < d, et on 7N est le terme de compétition logistique,
N étant la masse de la mesure représentant la population et n > 0 étant un coefficient
mesurant 'intensité des interactions.

Soient les équations suivantes, décrivant la dynamique en grande population (cf. Chapitre 3) :

887;(@,75) = —gZ(a,t)—(d(a)JrnNt)n(a,t) (A.4.1)
+oo
n(0,t) — /0 b(a)n(a, t)da (A.4.2)
n(a,0) = mng(a) € L'(Ry,Ry)NCH R, RY) (A.4.3)
Ny = /+Oon(a,t)da. (A.4.4)
0

Dans une premiére section (Section A.4.1), nous allons étudier I’existence et 'unicité d’une solu-
tion aux équations (A.4.1)-(A.4.4), en suivant les résultats de Webb [124], Busenberg et Iannelli
[15], Marcati [82] et Gurtin et McCamy [56]. Dans une seconde section (Section A.4.3), nous
caractérisons les solutions stationnaires de (A.4.1)-(A.4.4) et nous étudions la limite de n(a,t)
lorsque ¢ — +o00. Nous utilisons des résultats de la théorie du renouvellement (cf. Feller [46]
Chapitre XI, Athreya et Ney [4] Chapittre IV) et retrouvons des résultats obtenus par Webb
avec des méthodes d’analyse spectrale ([124], Chapitre 4). Nous étudions enfin le spectre de
Popérateur associé a la linéarisation de (A.4.1)-(A.4.4) autour des équilibres non-triviaux lors-
qu’ils existent, afin d’obtenir des résultats de stabilité et de vitesse de convergence vers les états
stationnaires.

Nous introduisons les notations suivantes :

az
(a1, as) =exp (—/ d(a)da) , pour 0 < aq < as (A.4.5)
+oo ' @
Ry = / b(a)e™Jo de)dagy (A.4.6)
0
+o0o
1 —/ ab(a)I1(0, a)da. (A.4.7)
0

II(a1,a2) est la probabilité qu'un individu d’age a; vive jusqu’a I’dge as > a; dans le cas ou
lindividu est soumis & la seule mort naturelle (pas de compétition). Ry est appelé dans la
littérature taux de reproduction net. Il est bien défini :

+oo _
0<Ry< / be % da = b/d. (A.4.8)
0

11 s’agit de 'intégrale du taux de naissance b(a) pondéré par la probabilité de survivre jusqu’a
I’age a en ’absence de compétition.

La quantité u s’interprete comme 1’Age moyen de reproduction, toujours dans le cas ou les
individus sont soumis a la seule mort naturelle. Elle est aussi bien définie :

0<pu< b/ ae 4 da < +oo. (A.4.9)
0
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A.4.1 Existence et unicité de la solution de (A.4.1)-(A.4.4)

Le résultat principal de cette section est donné par la Proposition suivante. Le systeme
(A.4.1)-(A.4.4) étant une équation de transport avec un terme de source, nous allons pour le
résoudre faire intervenir une équation de renouvellement décrivant ’évolution des naissances
(cf. Webb [124], Sections 1.3 et 5.4). Les solutions de (A.4.1)-(A.4.4) s’obtiennent alors par des
techniques liées aux équations de transport.

Proposition A.4.1. (i) L’équation de renouvellement suivante : ¥Vt € Ry,

¢
B(t) =/ g9(a)B(t — a)da + By(t) (A.4.10)
0
+o0 no(a)
avec : By(t) =1s>0 b(a+1t) II(a,a +t)da (A.4.11)
0 0
g9(a) =b(a)I(0, a)14>0. (A.4.12)
admet pour unique solution bornée sur les compacts de Ry :
B(t) =By« U(t) (A.4.13)
“+o0o
ot U(t) =Y g™ (t) (A.4.14)
n=0

g™ étant la fonction g convolée n fois avec elle-méme, avec par convention ¢*° tel que Vf €

By(Ry,R), f*g* = f.
(ii) Les équations (A.4.1)-(A.4.4) admettent une unique solution : Ya € Ry, Vt € Ry,

N,
n(a,t) = ; +O§ v(a,t), (A.4.15)
14+ No [y Jo ™ v, s)dads

avec !

no(a—t) . .
o(a,t) = o lla—ta) st ax>t, (A.4.16)
B(t —a)lI(a,0) si a<t,

IT étant défini en (A.4.5) et B étant la solution de (A.4.10) donnée en (A.4.13).

La solution B(t) de 'équation (A.4.10) est la quantité de naissances qui ont lieu au temps
t € Ry. Le premier terme correspond aux naissances venant d’individus nés apres ¢ = 0, tandis
que le second terme décrit les naissances venant d’individus présents a t = 0.

Preuve de la Proposition A.4.1. Nous commengons par prouver le Point (i), en nous appuyant
sur les travaux de Feller [46] (Chapitre XI) et Athreya et Ney [4] (Chapitre IV.4).

Premiere étape :

Nous allons tout d’abord montrer que la fonction U définie en (A.4.14) est bien définie.
Notons que par (A.4.6) et (A.4.12), g/Ry est une densité de probabilité. Soient t € Ry, n € N*
et Y1, Y, des variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité g/ Ry par rapport a
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la mesure de Lebesgue. On a :

/Ot §*"(s)ds =R /Ot (g{))m (s)ds = RIP (ZZ:Y, < t)

=RyP (e*c(yﬁ”*y’l) > e*Ct) , pour une constante positive c,

<Rye“E (e_c(yﬁ'“m)) = [E (Roe_cyl)]n , par indépendance

= [ /0 = e_cag(a)da] n. (A.4.17)

Soit : oo
F:ceRywr / e ““g(a)da € Ry
0

L’intégrant du membre de droite est continu en ¢ € Ry, converge simplement vers g(0)1,—¢
lorsque ¢ — 400 et est dominé par g, qui est une fonction intégrable d’intégrale Ry < +o00. On
en déduit que F est une application bien définie, continue, avec F'(0) = Ry et lim._, 1 F'(¢) = 0.
Donc dey € R4, (indépendant de n), Ve > cp, F(c) < 1. Soit ¢ > ¢o, ¥t > 0 :

6ct

t +oo
/O U(s)ds <e ;J(F(c)) =T < +00. (A.4.18)

Ceci implique que )~ g*"(t) est bien définie sur R sauf éventuellement sur un ensemble de
mesure Lebesgue-nulle.

Deuxieme étape :
La fonction B introduite en (A.4.13) est bien définie pour tout ¢ € Ry, car By étant bornée
par b, on a par (A.4.18) :

t t
0<B(t)=ByxU(t) = / By(t — s)U(s)ds < b/ U(s)ds < +oo.
0 0
Montrons que B est solution de (A.4.10). Posons
t
A(t) = Bo(t) + / By« U(t — a)g(a)da. (A.4.19)
0
Nous avons :
t t—a
A(t) =By(t) + / By(t —a— a)U(a)da g(a)da
0o Jo
t t—a
=By(t) + / By(w)U(t — a — u)dug(a)da.
0o Jo
L’intégrant étant positif et mesurable, nous avons par le Théoréme de Fubini :
t t—u
A(t) =By(t) + / By(w)U(t —u — a)g(a)da du
o Jo
t
=DBy(t) + / Bo(u)(U * g)(t — u)du = By(t) + By * (U x g)(t) = BoxU(t),  (A.4.20)
0
par définition de U (A.4.14). Par (A.4.19) et (A.4.20), B est solution de (A.4.10).
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Troisieme étape :

Montrons que cette solution est unique. Soient B' et B? deux solutions bornées sur les
compacts de R,. Nous avons : Vt € R,

t
AB(t) = |B\(t) - B2(t)| g/ BY(t — a) — B2(t — a)| gla)da = AB * g(t)
0
<ABxg™(t), par itération, pour n € N*

:/ AB(t — u)g*™ (u)du < (HBlHOOJr\BQHOO)/ g™ (u)du.
0 0
(A.4.21)

Par (A.4.17) et avec un choix de ¢ comme en (A.4.18), Vs € [0,¢], limp— 400 [ " (u)du = 0.
Nous avons donc Vs € [0,t], AB(s) = 0. ¢t étant arbitraire, I'unicité est prouvée.

Nous considérons maintenant le Point (ii). La preuve suit les arguments de la Section 5.4 de
Webb [124].

L’existence et I'unicité d’une solution faible fonction est un cas particulier du Corollaire
3.2.4 et de la Proposition 3.2.6. Il y a donc au plus une solution classique de (A.4.1)-(A.4.4)
dans CY1(Ry x Ry, R, ). Nous allons exhiber, en reprenant les calculs de [15, 56, 82, 124], une
solution du systeme (A.4.1)-(A.4.4), qui est donc 'unique solution de ce systeme. L’idée est
d’étudier une équation aux dérivées partielles auxiliaire linéaire obtenue a partir de (A.4.1)-
(A.4.4) par changement de variable.

Premiere étape :

Nous commencons par établir une équation non fermée pour la norme L' de la solution de
(A.4.1)-(A.4.4). Cette équation sera utile dans la suite.

d d [To° o9
@Nt _dt/o n(a,t)da —/0 an(a,t)da

+00 b)
_/0 (-aan(a,t) —d(a)n(a,t) —n Ny n(a,t)) da
+o0
= — [n(a,t)]g> — /0 d(a)n(a,t)da —n N}

+oo
_ /O (b(a) — d(a)) n(a, t)da — n N2, (A.4.22)

la derniere égalité étant obtenue en utilisant (A.4.2).

Deuxieme étape :

Nous renormalisons les solutions de (A.4.1)-(A.4.4) par rapport a N;. Pour ¢ € R, nous
définissons :

n(a, t).

w(a,t) = N,

(A.4.23)

Si Ny = 0, nous avons nécessairement Ya > 0, n(a,t) = 0, par continuité puisque nous cherchons
une solution classique, et par la convention 0/0 := 0, w(a,t) = 0. La fonction auxiliaire w(a,t)
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satisfait les équations suivantes : Va € Ry, Vt € R,

ot

ow ow 1 <8n 8n(a7t)> _ n(a,t) d N,

(a,t)—#—a(a,t):ﬁt a(a,t)—i—% N -
+o0
= —(d(a) +nNy)w(a,t) —w(a,t) (/0 (b(a) — d()) w(a, t)da — 77Nt>

+oo
= — <d(a) —I—/O (b(a) — d(@)) w(ey, t)da> w(a,t) (A.4.24)

+o0o
w(0,t) = /0 b(a)w(a,t)da (A.4.25)
w(a,0) = n?\g;z) (A.4.26)
/+OO w(a,t)da = 1. (A.4.27)
0

Troisieme étape :

Nous définissons maintenant une seconde fonction auxiliaire v(a, t), obtenue en renormalisant
w(a,t) par le tauz de croissance naturel k(t) défini par :

+oo
k) = — /0 (b(a) — d(a)) w(a, t)da (A.4.28)
v(a,t) = exp <_/0 k(s)ds> w(a,t). (A.4.29)

Remarquons que par (A.4.27) :

v(a,t)da = exp (— [ (s)ds).
R 0

Les équations satisfaites par cette seconde fonction auxiliaire sont :

%(a,t)+%(a,t) = exp < /Otk(s)ds> @7“:(@, t) + %(a, t)) — k(t)v(a, 1)

+o0o
=— (d(a) —i—/o (b(v) — d(a)) w(a, t)de + k(t)) v(a,t) = —d(a)v(a,t)  (A.4.30)

400
0(0, ) = /O b(a)v(a, t)da (A.4.31)
v(a, 0) ”?\(7:) (A.4.32)

Nous obtenons donc un systeme d’équations linéaires. Nous allons montrer a I’Etape 4 que
son unique solution est donnée par (A.4.16).

Quatrieme étape : Résolution du systeme (A.4.30)-(A.4.32).
Nous avons une équation de transport, avec un terme de source pour décrire le phénomene
de naissances. Nous introduisons la fonction de cohorte liée aux courbes caractéristiques de

(A.4.30)-(A.4.32). Soit ¢ € R. Vt > t. = max(0, —c),

le(t) = v(t+ ¢, ), (A.4.33)
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ot v est la solution de (A.4.30)-(A.4.32). Pour ¢ > 0, ¢, décrit I’évolution au cours du temps des
individus d’age ¢ a t = 0, et pour ¢ < 0, £, décrit I’évolution au cours du temps des individus
nés a —c > 0. La fonction auxiliaire ¢, satisfait I’équation suivante :

d
Jrbe = —d(t + )Le(t). (A.4.34)

Cette équation différentielle du premier ordre se résout en : Vt > .,

¢
(u(t) = Lu(t) exp <— / d(s + c)ds) . (A.4.35)
te
En posant ¢ = a — t, on obtient (A.4.16) pour a >t et pour a <t :
v(a,t) =v(0,t —a)II(0,a) . (A.4.36)

Il nous reste donc a caractériser la fonction B : ¢ € Ry +— v(0,t) € Ry. En remplacant (A.4.16)
et (A.4.36) dans (A.4.31), on obtient I’équation de renouvellement suivante :

B(t) = /Ot b(t — a)II(0, ¢ — a)B(a)da + /Om b(a + t) ”ﬁég) (a,a + t)da, (A.4.37)

qui n’est autre que I’équation (A.4.10) étudiée au Point (i).
Cinquieme étape :

Une fois que nous avons résolu (A.4.30)-(A.4.32), nous souhaitons remonter aux solutions
des équations (A.4.1)-(A.4.4). Nous avons :

¢ Nyv(a,t
n(a,t) = Nyexp (/ k‘(s)ds) v(a,t) = #, (A.4.38)
0 o v(a,t)da
par (A.4.27) et (A.4.29). Ny, qui est la seule inconnue restante, satisfait par (A.4.22) et (A.4.23) :
d 2

Cette équation est une équation de Bernoulli qui peut se résoudre explicitement (cf. [127]) :

Noexp (— [Yk(s)ds
N, = " tp< Jo ( ) . (A.4.40)
1+ Non [y exp (— [3 k(r)dr) ds

Par (A.4.38) et (A.4.40) :

Nov(a,t Nov(a,t
n(a,t) = 0 ( )s = - 0+(OO ) , (A.4.41)
1+ Non fo exp (— fo k(r)dr) ds 14 Ngn fo o vl(a,s)dads

ou la derniére égalité est due a (A.4.27) et (A.4.29). La Proposition est prouvée. [

A.4.2 Caractérisation des solutions stationnaires de (A.4.1, A.4.2, A.4.4)

Nous étudions 'existence d’une solution stationnaire non triviale du systéme (A.4.1)-(A.4.4).
La convergence de la solution de (A.4.1)-(A.4.4) issue de ng € L'(R_,R;) NCY(R,,R,) sera
étudiée a la Section A.4.3. Les problemes de stabilité des solutions stationnaires non triviales
seront étudiés a la Section A.4.4.
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Proposition A.4.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que (A.4.1)-(A.4.4) admette
une solution stationnaire non triviale est que l’équation suivante d’inconnue N € R admette
une solution non nulle :

+o0o
1= / b(a)e~ Jo dl@)da—nNag, (A.4.42)
0

Cette équation est appelée Equation caractéristique. Dans le cas ot elle admet une solution (qui
est alors unique), 'unique solution stationnaire non triviale de (A.4.1)-(A.4.4) est :

]Vexp ( fo )+ nN)da)

) = * exp ( Jo (d(a) + nN)da) da

(A.4.43)

Démonstration. Les solutions stationnaires n € L'(Ry,Ry) de (A.4.1)-(A.4.4) satisfont :

ZZ(a) - —(d(a)+nﬁ)ﬁ(a) (A.4.44)
+oo

A0) = /0 b(a)i(a)da (A.4.45)
- oo

N = /0 n(a)da. (A.4.46)

La solution de (A.4.44) a la forme suivante : Va € R,

7i(a) = 7(0) exp <_ /O ") + n(ﬁ))m) . (A.4.47)

Si n(0) = 0, on trouve la solution nulle. Supposons que 1(0) # 0. En remplacant (A.4.47) dans
(A.4.45) et (A.4.46), on trouve :

1= /0 o b(a) exp (- /0 a(d(a) + nﬁ)da> da,

N =#(0) /0 ™ s <_ /0 "(d(a) + nﬁ)m) da.

Une condition nécessaire pour que les équations (A.4.44)-(A.4.46) admettent une solution est que
I’équation (A.4.42) d’inconnue N admette une solution non nulle. Cette condition est également
suffisante. Si elle est satisfaite, alors (A.4.43) est 'unique solution de (A.4.44)-(A.4.46). |

A.4.3 Convergence vers une solution stationnaire

Nous nous intéressons dans cette partie a la convergence de n(a,t) lorsque ¢ — +oco. On
sépare classiquement 1’étude de la solution de (A.4.1)-(A.4.4) (cf. [124], Section 5.4) et de la
solution de (A.4.10) (cf. [4] Chapitre IV) en plusieurs parties, suivant la valeur de Ry.

Lemme A.4.3. Paramétre de Malthus : Supposons Ry > 1. Il existe une unique solution
A1 € R a léquation :

+oo
/ e~ M%(a)I1(0, a)da = 1, (A.4.48)
0

que l’on appelle paramétre de Malthus. (I étant défini en (A.4.5)).
St Ry=1, alors A\ =0, et si Ry > 1, A\y > 0. O
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Remarque A.4.4. Lorsque b et d ne dépendent pas de l’age, on a :

+00 —(A1+d)a Foo
/ e MIpe~ g =b [_e b
0

= . A.4.49

A +d

Alors (A.4.48) se résout en : A\ = b—d, qui est le paramétre de Malthus classique (cf. Athreya
et Ney [4], Chapitre III).

Preuve du Lemme A.J.3. Considérons la fonction :

F : Ry — R+
A f0+°°e_’\ab(a)1'[(0,a)da'

L’intégrant est continu en A, converge simplement vers b(0)1,—o lorsque A — 400, et est dominé
par b(a)II(0, a) intégrable d’intégrale Ry. On en déduit que F est continue et que

li F(\) =0.

Comme Ry = F(0) > 1, il existe, par le théoreme des valeurs intermédiaires et par stricte
décroissance de F', une unique solution & ’équation F'(\) =1 sur R,. |

A.4.3.1 Casou Ry=1

Nous allons étudier le comportement asymptotique de la solution v des équations linéaires
(A.4.30)-(A.4.32). Par (A.4.16), il nous suffit d’étudier le comportement asymptotique de B.

Proposition A.4.5. Dans le cas Ry = 1, nous avons, avec p défini en (A.4.7)

1 [To°
lim B(t) = — By(t)dt A.4.50
Jm B0 = [ Ba(oy (A4.50)

ot By est défini en (A.4.11).

Démonstration. Ce résultat est une application d’un résultat de Feller [46] (Théoreme 2 Chapitre
XI.1 page 349), qui s’applique si By est directement Riemann intégrable, ¢’est-a-dire si :
— les séries )y hmn(h) et Y- - hm,(h) sont absolument convergentes pour h > 0 suffi-
samment petit, avec :

mp(h) = sup By(t), m,(h)= inf By(t).
( ) nh<t<(n+1)h O() ( ) nh<t<(n+1)h 0()

- hmhﬂo h (ZnGN mn(h) - ZnGN mn(h)) =0.
Une condition suffisante pour que By soit directement Riemann intégrable est que cette fonction
soit positive, bornée, continue, et telle que ) _n. mn(1) < 400 (cf. Ahtreya et Ney [4], page
146). Montrons que cette condition suffisante est satisfaite :

— par définition, By est positive,

— By est bornée :

+o0 B B
| Bo(t)] S/ —ng(a)da = b. (A.4.51)
o No
— D'intégrant dans (A.4.11) est une fonction continue de t, dominée par a +— bng(a)/Ny

intégrable. On en déduit que By est continue.
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— Ona:

Befdn +oo Z_)
/ a)da = [ —od < +o0. (A.4.52)
Ainsi le théoreme de Feller s’applique et nous obtenons le résultat annoncé. |

Corollaire A.4.6. Dans le cas Ry =1 :

(i) On a :
+<>o +oo
M(u, a)dad
lim v(a,t) = eroo no(w)I(u, a)da du (A.4.53)
t—-00 NO ub(u )H(O,u)du
uniformément en age sur les intervalles bornés de R .
(i) On en déduit :
lim n(a,t) =0, (A.4.54)

t——+oo
uniformément en age sur les intervalles bornés de R, .

Démonstration. Le Point (i) est 'application de (A.4.16) et de la Proposition A.4.5. Montrons
maintenant le Point (ii). Par (A.4.40) :

{exp (— fgk (s) ) (fo exp( f(f k(r dr) ds)] . 1 exp (— fg k(s)ds)
1/ (No fyexp (= Jg k(r)dr)ds) +n " Jyexp (= Jg k(r)dr) ds
(A.4.55)

0<N; =

En remarquant que :

s~ e ([ om) << ([ ) a0

(A.4.56)
il nous suffit, pour conclure, de montrer que k(t) — 0 lorsque ¢t — +oo. Par (A.4.28) :
+o0o
lim k(t) = lim (d(a) — b(a)) w(a,t)da. (A.4.57)
t—+o00 t—+oo J

Par (A.4.27), (A.4.29), (A.4.53) :

Jim_w(a,t) = lim_ (v(a,t) exp < /0 tk(s)ds))

— lim v(a,t) _ I1(0, a)
t—too f0+oov(a,t)da 0 (0, ) dav

uniformément en a sur les intervalles bornés. Comme lim;_, ;o v(a, t) est intégrable en a et que :

—+00
Ve > 0,dA >0, dtg € Ry, Vit > tg, / v(a,t)da < e,

A
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alors on peut passer a la limite sous le signe somme dans :

+00 +oo
/ (d(a) — b(a) v(a,)da et / v(a, t)da. (A.4.58)
0 0

On en déduit :

i k() S d(a)11(0,a)da  [;7 b(a)II(0,a)da
m = —
t—-+o0 0+°° I1(0, o) dev 0+°° I1(0, o) dex

=0, (A.4.59)

car d(a)I1(0,a) = —d%H(O,a), et 0+°O b(a)I1(0,a)da = Ry = 1. On déduit de (A.4.55), (A.4.56)
et (A.4.59) que lim;_, ;o Ny = 0, ce qui conclut la preuve du Point (ii). |

A.4.3.2 Casou Ry >1

Dans le cas Ry > 1, il existe par le Lemme A.4.3 une unique solution a (A.4.48) sur R :

Proposition A.4.7. Supposons que Ry > 1. Alors :
(i) On a :

e~ MTI(0, a) < f+°° e Mb(u + a)no(u)(u, u + o)du da)

lim e My(a,t) = , (A.4.60)
t—+oco No [ ae=212b(a)I1(0, a)da
uniformément en age sur les intervalles bornés.
(ii) On en déduit :
KeMaT1(0 _
lim n(a,t) = — 0.9 _ 5 (A.4.61)
t—+o0 0 e~ MeTI(0, a)dav
uniformément en age sur les intervalles bornés de R4, ot
A1 toeo
K :=— :/ n(a)da (A.4.62)
n 0

est appelé capacité de charge environnementale.

Démonstration. Pour prouver (i), nous allons montrer que nous pouvons nous ramener au cas
Ry = 1. En définissant :
By, (1) := e MB(t) et By, (t) := e M Boy(t), (A.4.63)

’équation (A.4.10) multipliée par e~M* se réécrit :

t
By, (t) =By, (t) —|—/ e MY B(t — a)e M (a)II(0, o) dax
0
t
=By, (t) + / By, (t — a)e™1%b(a)I1(0, o) dav, (A.4.64)
0

ou par définition de \; (A.4.48) : f0+°° e~ M%(a)I1(0, a)dor = 1. On peut alors appliquer le
résultat de la Proposition A.4.5 a B),, ce qui nous donne

+00 -\
lim e MUB(H) = Jo = Bo(we At gy

t—+oo 0+°O o e=Meph(a)II(0, a)dor’
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d’ou I'on déduit (A.4.60) par (A.4.16).

Considérons maintenant le Point (ii). Nous allons utiliser la relation (A.4.23) et obtenir la
limite de n(a,t) lorsque t — +o00 en établissant la limite de N; d’une part et celle de w(a,t)
d’autre part.

Pour établir la limite de w(a,t) lorsque ¢ — +o00, remarquons que par (A.4.27) et (A.4.60) :

t +o00o t
lim exp <—/ k(s)ds) e Mt = lim exp <—/ k(s)ds) e Mw(a,t)da
t—+o00 0 t—+oo J 0

—+00

= lim v(a,t)eMda
t—+o0 [q

<f0+oo e~MeTI(0, a)da) < 0+OO f0+°° e~ MY (u 4 a)no(u)TT(u, u + o)du da)

- - . (A.4.65)
No [, ae=1eb(a)IL(0, a)da

Pour obtenir la derniere égalité, on remarque que I’on peut passer a la limite sous le signe somme,
grace a la convergence uniforme sur les intervalles bornés obtenue en (A.4.60), au fait que la
limite dans (A.4.60) est intégrable et que :

+0o0o

Ve >0, dA > 0, Jtg € Ry, Vt > to, / e_)‘ltv(a,t)da <e.
A

Par (A.4.29) :

t
: _ . -1t At
tl}anow(a,t) = tE.IFoo (e v(a,t)) X <e exp </0 k(s)ds))

e~ MTI(0, a)
_ ) . wo(a), A.4.66
0+O° e~ M0, a)da (a) ( )

uniformément en age sur les intervalles bornés.

Pour la limite de Ny lorsque t — 400, nous allons utiliser ’expression (A.4.40). Nous avons :

-1
1 N nfg exp (— [y k(r)dr) ds

Ny exp (— fg k:(s)ds) exp (— fg k‘(s)ds)

Nous allons établir la limite des deux termes apparaissant au dénominateur.
Comme A; > 0, (A.4.65) implique nécessairement :

Ny =

(A.4.67)

t
lim exp <—/ k:(s)ds) = +o0. (A.4.68)
t—+00 0
Le premier terme du dénominateur de (A.4.67) converge donc vers 0 lorsque ¢ — +o0.

Par (A.4.56), la limite du second terme du dénominateur de (A.4.67) peut se ramener au
calcul de la limite de k(t) lorsque t — +o00. Par (A.4.28) et (A.4.66), par la convergence étant
uniforme en age sur les intervalles bornés, par le fait que pour tout t € R, oo w(a,t)da =1

0
et que [;" weo(a)da =1 :

+oo
lim k(1) = /O (d(a) — b(a)) we(a)da

t—+00
+oo —-A1a +o00
_ O (R / ba)ww(a)da.  (A.4.69)
0 o e MaIl(0, a)da 0
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Comme d(a)II(0,a) = —-L11(0,a), nous avons par intégration par parties :

+o0 oo too
/ d(a)H(O, a)e*)qada, = |:_H(07 a)ef)‘la} ; -\ / H(O, a)ef)‘lada
0 0

+oo
= 1—)\1/ I1(0, a)e M%da. (A.4.70)
0
Par (A.4.48) :
+o0 o0 e=Aap(0)T1(0, a) 1
/ b(a)wso(a)da = J = = o (A.4.71)
0 o e MeIl(0,a)da fo e~ MeII(0, a)da

En remplagant (7.4.17) et (A.4.71) dans (A.4.69), on obtient :

lim k(t) = —A. (A.4.72)

t——+o0

Nous déduisons donc de (A.4.67), (A.4.68), (A.4.56) et (A.4.72) :

1
li N; = = A4,
tjinw t 7]/)\1 ( 73)
En réunissant (A.4.66) et (A.4.73) :
Ke eIl

lim n(a,t) = +Ooe (0,0) .

t—+o00 fo e~ MaTI(0, ) dav
[ |

A.4.3.3 Casou Ry<1

Proposition A.4.8. Si Ry < 1, alors lim;_, 4 n(a,t) = 0. O

Démonstration. Par la Proposition A.4.10, la seule solution stationnaire est la solution triviale.
Nous avons :

t
lgllee <&, [lg"™?[loc < sup /0 g(t —s)g(s)ds < |9|o<>/R g(s)ds <bRo, et ||g™"[loc < bRy
+

teRy

par réitération pour tout n € N*. On en déduit :

o D
1Y 6" e < 7=

neN*
Alors :
+00 +oo
Jim B() = tim_ 1[o,t]<s>Bo<t—s>U<s>ds=tg+moo [ 0@ B~ )i
—+o00
<b+ i 1 (t —
bt lim [ Lpg(9)Bols) ) g7 (=)

neN*

L’intégrant est borné par be~% /(1 — Ry) intégrable et converge simplement vers 0 lorsque ¢ —

+00. On en déduit par convergence dominée que limy_, ;o B(t) = 0. Par (A.4.36), limy_, 1 o, v(a, t) =

0, et par (A.4.41), lim; .1 oo n(a,t) = 0. [
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A.4.4 Stabilité des équilibres

Pour les applications du Chapitre 6, il est important de savoir si les équilibres exhibés a la
Section A.4.3 sont stables, et si oui, de connaitre la vitesse de convergence vers ces équilibres.

Définition A.4.9. Une solution stationnaire n des équations (A.4.1)-(A.4.4) est dite asymp-
totiquement exponentiellement stable si et seulement si 35, A\, C > 0, ¥ng € L*(R,,R,) tel que
lng — |y < 8, Vt € Ry, ||n(.,t) — 7|y < Ce |ng — 2|1

Proposition A.4.10. Dans le cas Ry > 1, l’équilibre non trivial déterminé a la Proposition
A.4.7 est asymptotiquement exponentiellement stable.

Pour démontrer A.4.10, nous suivons la démarche de [124]. Nous considérons 'opérateur
linéaire associé a la linéarisation des équations (A.4.1)-(A.4.4) autour de n et nous étudions son
spectre. L’opérateur linéaire B & considérer est donné par le domaine :

“+oo
D(B) = {m c LY(Ry,Ry) | m(0) = /0 b(a)m(a)da}
et par : Vm € D(B), Va € Ry,

~ Y +oo
Bm(a) = —Vam(a) — (d(a) + nN) m(a) — 1 /0 m(a)dafi(a). (A.4.74)

On définit :

B

AeC, Ime LM\ {0}, Bm = )\m}

A€ O'(E ) tel qu’au moins une des assertions suivantes soit satisfaite :
(i) Im(AId — B) n’est pas fermé

(7i) A est un point d’accumulation de O‘(E)

(iii) Nx(B) est un ev de dimension ﬁnie} ,

oll N(B) est le plus petit sous espace fermé de L'(R,,R,) contenant Ui Ker(()\ Id — B)%).
L’espace p(B) est l’espace résolvant de B, o(B) est appelé spectre de B, et Po(B) est le spectre
ponctuel de B. Les éléments de PU(B) sont appelés wvaleurs propres de 'opérateur B et les
éléments m € L'(Ry,Ry) tels que Bm = Am sont les vecteurs propres associés. L’espace EU(E)

est le spectre essentiel de B.
Par le Théoreme 4.12 page 207 de Webb [124] :

Proposition A.4.11. On a :
- st SUP) ¢ o (B)\ Eo(B) Re)\ < 0, alors N est une solution localement asymptotiquement expo-

nentiellement stable de (A.4.1)-(A.4.4),
— sl existe A\g € o(B) tel que Re(Xg) > 0 et

sup ReX < Re(Xo),
A€ o(B)\ Eo(B)
A # o
alors n est un équilibre instable de (A.4.1)-(A.4.4).
190



Par la Proposition 4.11 page 166 de [124] :
A€ o(B) \Ea(é)} = [A c Pa(é)] . (A.4.75)

Nous commencons par déterminer le spectre ponctuel PJ(E). En utilisant le théoreme de Webb
[124] (Proposition A.4.11), nous en déduirons des résultats concernant la stabilité de 1’équilibre
non trivial exhibé a la Proposition A.4.7.

Preuve de la Proposition A.4.10. Soit A € R et m € LY(Ry, Ry )\ {0} tels que Bm = Am. Cette
équation se résout en :

m(a) =m(0) exp (— /Oa()\ +d(a) + nﬁ)da)

_ /0 ’ {exp <_ /a "0+ d(u) + nﬁ)du> . /O () du ﬁ(a)] da. (A.4.76)

On peut en effet vérifier que :

vam(a):—(A+d(a)+nﬁ) m(0) exp <_/0 (\ + d() + nN) da) n/om (u)dufi(a)
+/Oa [(A—I—d(a)—knﬁ)exp(—/{j()d—d( +N)d >77/0+oom(u dui( )] do

= (v d@) + a8 ) @)+ [ mduila)

Cas A =0 : Dans ce cas :

m(a) =m(@)exp (= [ (ata) + )
—n/om (u )du/ exp< /a u) + N du> A(a)da

et la condition au bord (A.4.74) implique que :

m(0) =m(0) /0 T ba) exp (_ /0 "(d(a) + nﬁ)da> da

—m(0)y < /0 o m(u)du) /0 o [b(a) /0 " exp (- /a " (d(w) + nﬁ)du> ﬁ(a)da} da.

Par (A.4.42) et comme m n’est pas la fonction nulle :

0= /0 o [b(a) /0 ’ exp < /a a(d(u) + nﬁ)m) ﬁ(a)da] da,

ce qui est impossible, car le membre de droite est strictement positif. 0 n’est donc pas valeur
propre de B.
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Cas A #0:
m(a) :m(O)e_()‘+77ﬁ)a exp (— /a d(a)da)
0

+oo a ~ ~
_77/ m(u)du/ [6—(>\+77N)(a—a)€— Iy d(u)duﬁ(())e_ foo‘(d(u)—i-nN)du] dov
0 0

—exp (—nz\?a - /0 ad(a)da) [m(O)eM — 7 (0) /0 o m(u)du /0 ' e/\(ao‘)da}
—exp <_nﬁa _ /0 ad(a)da) [m(())e_’\“ _ ”i(o) /0 T ) du (1- e_’\“>] (AATT)

En reportant ce résultat dans la condition au bord m(0) = OJFOO b(a)m(a)da, on obtient :
+oo R a = +oo
0 :/ {b(a) exp <—nNa — / d(a)da> (1 - e*)‘“) {m(O) + n(0) / m(u)du] } da,
0 0 A Jo
(A.4.78)
donc nécessairement : N oo
m(0) = _nn/\(O) / m(u)du. (A.4.79)
0

Alors (A.4.77) devient :
. a = oo
m(a) = — exp (—nNa —/ d(a)da> nn/\(O) / m(u)du, (A.4.80)
0 0

et par intégration :

/;Oo m(a)da <1 - ”i(o) /;0o {exp <—771Va — /Oad(a)doz) } da) = 0. (A.4.81)

Si f0+°° m(a)da = 0, alors Va € Ry, m(a) = 0 par (A.4.80). Ceci est impossible car m, vecteur
propre, n’est pas la fonction nulle. Donc nécessairement (A.4.81) implique :

1+”ﬁA(O> /;oo {exp <—nﬁa - /Oa d(a)da> } da = 0,
et : A= —nn(0) /O+O° {exp (-nﬁa - /0 d(a)da> } da,

qui est strictement négatif. Nous venons de montrer que Pagﬁ), qui contient o(B) \ Eo(B) est
un singleton strictement négatif (ici Po(B) = o(B) \ Eo(B)) et la solution stationnaire non
triviale obtenue a la Proposition A.4.7 est asymptotiquement exponentiellement stable. |

Proposition A.4.12. Dans le cas Ry > 1, la solution nulle est instable.

Démonstration. Nous procédons comme pour la preuve de la Proposition A.4.10. Soit A € R et
m € LY(Ry,Ry) \ {0} tels que Bm = Am. Cette équation se résout en :

m(a) =m(0) exp (—/ A+ d(a))da> ) (A.4.82)
0
La condition au bord nous fournit :
+oo o
m(0) = m(0) [ bla)e FOrDgg, (A.4.83)
0

Comme m n’est pas la fonction nulle, par (A.4.82), m(0) # 0 et par (A.4.83) et la Proposition
A.4.3 A > 0. La Proposition A.4.11 implique que la solution nulle est instable. |
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A.4.5 Non-coexistence dans un modele a deux especes

Nous considérons maintenant le modele a deux especes suivant, ou les individus sont décrits
par un trait x ou y € X, et par un age scalaire a € Ry. On appelle N* la masse de la mesure
représentant la population de trait x, et NY la masse de la mesure représentant la population
de trait y. La dynamique est la suivante :

— Les individus vieillissent avec vitesse 1,

— Ils donnent naissance avec le taux b(z,a) ou b(y, a) ; la probabilité de mutation est p = 0.

— Les individus de trait  meurent au taux d(x,a) + 7z N® + 1z NV ; les individus de trait

y meurent au taux d(y, a) + 10yz N + 1,y NY,
OU Nz, Nay, Nyas Myy sONt des constantes strictement positives et ot b(z, .), b(y, .), d(z,.) et d(y, .)
sont des fonctions continues bornées de R, dans R telles que : 3b, d, d > 0, Va € R,

0<b(z,a)<b, et 0<b(y,a) <b, d<d(x,a)<d, etd<d(y,a)<d. (A.4.84)
Hypotheése A.4.13. Nous supposons que :

+OO a +OO a
/ bz, a)elo M@dagy > 1 et / b(y,a)elo MWy > 1. (A.4.85)
0 0

Cette hypothese nous assure que les traits, pris séparément, sont viables au sens ou les po-
pulations associées ne s’éteignent pas (Proposition A.4.7).

Soient les équations suivantes :

887;/(31'70'775) = _g;l(xaaat) - (d(m,a) +779317Ntx +771ny) n(:z:,a,,t) (A486)
on on
E(% a, t) = _%(% a, t) - (d(y7 ) + nyCUN + 77ny ) (y, a t) (A'4'87)
400 +00
n(x,0,t) = / b(x,a)n(z,a,t)da, n(y,0,t) = / b(y,a)n(y,a,t)da (A.4.88)
0 0
n(z,a,0) = ng(z,a), et n(y,a,0) =np(y,a) (A.4.89)
+o0 +oo
NP = / n(z,a,t)da, et N} :/ n(y,a,t)da. (A.4.90)
0 0

La proposition suivante est une adaptation des résultats du Corollaire 3.2.4 et des résultats
de Webb (cf. Section 5 [124]).

Proposition A.4.14. [l existe une unique solution au systéme (A.4.86)-(A.4.90).

A.4.5.1 Solutions stationnaires de (A.4.86)-(A.4.90)
Nous recherchons les solutions stationnaires de (A.4.86)-(A.4.90).

Proposition A.4.15. Les solutions stationnaires de (A.4.86)-(A.4.90) sont les suivantes :
(i) La solution nulle Va € Ry, n(xz,a) =0 et n(y,a) = 0.
(ii) La solution :

n(y,a) =0, n(z,a)=n(z,0)exp (—/ [d(m, a) + nmﬁx} da> , (A.4.91)
0
avec :
NZ
exp( fo { T, Q) + Nex z} da)da
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ot Xy est la solution de (A.4.48) avec b(x,.) et d(z,.),
(iii) La solution :

wa) =0, a) = (0 exp ([ [t ) + 157 da).

NY
f eXp( Jo [

ou Y est la solution de (A.4.48) avec b(y,.) et d(y,.),
(iv) La solution :

NY = )‘?/Uyya n(y,0) =

@) + 1y, NY| da) da

o) =t 0)exp (= [ [ae,0) 410087 + 10, 57] )
0

. 0) < 0)exp (= [ [dly,0) + 1,87 41, 57] ).

avec :
fo MM N oy e A e A
Naxyy — nmynya:7 NaxxMyy — NayTlyx ’
et :
R N*
n(x,0) =
eXp( fo |: T, +77x:vN +77$yNyi| dOé) da
~ Ny
f exp ( fo [ )+ nya;N + nnyy} da) da

avec X{ et \Y définis auz Points (i) et (iii).

Démonstration. Les solutions recherchées satisfont :
on (
da

on o S\
%(y, a) =— (d(y, a) + nyaN® + nnyy) n(y,a

x,a) =— (d(fL’ a) + Nea N® + nxyNy) n(z,a)

)
+00 +o0
n(x,0) :/0 b(x,a)n(z,a)da, et n(y,0) :/0 b(y,a)n(y,a)da

R +o00 N +oo
N* —/ n(x,a)da, et NY —/ n(y,a)da.
0 0

L’équation (A.4.100) se résout en :

n(x,a) =n(z,0) exp <— / (2, 0) + 1 N7 + 170, NV da)
0

En remplagant cette solution dans (A.4.102) on obtient :

+o00 a R R
n(x,0) =n(z, 0)/ b(x,a) exp (—/ d(z,a)do — (Nee N* + nxyNy)a> da.
0 0
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On établit des formules analogues pour n(y, a).

La solution n = 0 est la solution stationnaire correspondant a n(z,0) = 0 et n(y,0) = 0. Les
solutions stationnaires correspondant a n(x,0) # 0 et n(y,0) = 0 sont celles annoncées au Point
(ii). Nous allons montrer que la solution au bord (A.4.102) et ’équation (A.4.103) définissent
une unique solution. L’équation (A.4.91) devient :

1= /0+00 b(x,a)exp <— /Oa d(z, a)do — T]zm]/\\fma) da. (A.4.106)
Par définition de (A.4.48), on a alors nécessairement :
N =\ /1y, (A.4.107)
et N7 est défini de fagon unique. L’équation (A.4.103) nous fournit :
Ne
exp( IS [ (x, ) +T]MN9”] da) da

iz, 0) = (A.4.108)

qui est donc également unique. On retrouve les résultats obtenus pour la population logistique
simple des Sections A.4.1, A.4.3 et A.4.4. Le résultat est analogue pour les solutions stationnaires
correspondant & n(y,0) # 0 et n(x,0) = 0.

Examinons maintenant le cas d’une solution stationnaire pour laquelle n(z,0) # 0 et n(y,0) #
0. Les équations (A.4.102) deviennent :

+oo . R .
1 :/ b(x,a)e” Jo d(w,0)da—(nee N 412y N¥)a g,
0
+oo . R A
! :/ b(y’ a)e_ fo d(y’a)da_(nyme-H?nyy)ada.
0

Pour A et A\Y définis aux Points (ii) et (iii) de la Proposition A.4.15, on a :

Nya NT + 1y N —Al, (A.4.110)
qui se résout en (A.4.97). Les équations (A.4.103) fournissent alors (A.4.99). [

A.4.5.2 Stabilité des solutions stationnaires

Proposition A.4.16. Sous les Hypothéses de la Section A.4.5 :
(i) La solution (i) de la Proposition A.4.15 est localement stable si et seulement si :

nymﬁx - nyyﬁy > 07 (A.4.111)

ot N* et NV sont définis en (A.4.92) et (A.4.94).
(ii) La solution (iii) de la Proposition A.4.15 est localement stable si et seulement si :

nzyﬁy - 7711?]/\}17 > 0. (A.4.112)

(iii) La solution nulle est instable.
(iv) La solution (iv) de la Proposition A.4.15 est instable si :

NeaNyy — NayMyz < 0. (A.4.113)
195



Remarque A.4.17. Dans le cas ot les individus de traits x et les individus de traits y n’inter-
agissent pas (Nyy =0, nye = 0), la solution (iv) est stable et il peut y avoir coezistence des deux
traits. La mon coexistence des deux traits est un effet des interactions.

Preuve de la Proposition A.4.16. Nous allons étudier la stabilité des solutions stationnaires ex-
hibées a la section précédente en utilisant le Théoréme 4.12 de Webb [124] (rappelé a la Pro-
position A.4.11), comme & la Section A.4.4. Nous linéarisons les équations (A.4.86)-(A.4.90) au
voisinage des solutions stationnaires et nous étudions le spectre des opérateurs linéarisés.

Pour étudier la stabilité des solutions stationnaires de la Proposition A.4.15, linéarisons le
systeme (A.4.86)-(A.4.90). En posant Ya € Ry, Vt € Ry, m(z,a,t) = n(z,a,t) — n(z,a) et
m(?/, a, t) = n(y) a, t) - ﬁ(?/) (I) :

om gty =— 2

- (@0 1) = (dl@,@) + 1ea N7+ 10, NV ) (e, 0,) = (e M7 + 70, M) 27 ()

(A.4.114)
om

om . N
E(f% a, t) == %(yv a, t) - (d(yv ) + nyIN + Uyy ) m ya a, t nyth + Uynyj) ny(a)
+o0o +oo
m(z,0,t) :/ b(x,a)m(z,a,t)da, et m(y,0,t) :/ m(y, a,t)da
0 0
m(x7 a, O) :no(ZE, CL) - /ﬁ(.%', a) et m(y> a 0) = nO(ya a) ( )

+o0
MY :/ m(z,a,t)da, et M} :/ m(y, a,t)da. (A.4.115)
0 0

Stabilité de la solution (i) de la Proposition A.4.15

Le systeme (A.4.114)-(A.4.115) devient :

om om om
E(x,a,t) =— %(m,a,t) —d(z,a)m(x,a,t), 5

+00 +o0
m(z,0,t) :/ b(x,a)m(z,a,t)da, et m(y,0,t) = / b(y,a)m(y,a,t)da
0 0

m(z,a,0) =ng(z,a), et m(y,a,0) =no(y,a).

O 0, t) = =2 (y,0,) — dly, a)m(y 0,1

Ce systeme est linéaire et il apparait que l'on peut séparer 1’étude des solutions relatives a
chacun des traits x et y. On est ramené a I’étude de deux systemes indépendants de la forme
(A.4.30)-(A.4.32). Par 'Hypothese (A.4.85) et les résultats de la Section A.4.3.2, la solution
nulle n’est pas une solution stable de ce systeme.

Stabilité de la solution (iv) de la Proposition A.4.15

Considérons ce systéme au voisinage de la solution (iv) de la Proposition A.4.15. Posons :

dy(2,y,a) =d(x,a) + Nex N + 14y N (A.4.116)
C/i\y x,y,a) =d(y,a) + nym]/\?x + Uyyﬁy (A.4.117)
Ao (2,1, 11) =N M + 1y MY (A.4.118)
dy (2, y,m) =1y M" + 1, MY (A.4.119)



Nous allons rechercher les solutions de

_%;Z(x, a)—dy(z,y, a)m(z, a) — dg(z,y,t, m)i(z, a) = dm(z, a) (A.4.120)
_EZZ(?J, a)—dy(z,y,a)m(y, a) — dy(z,y,t,m)A(y, a) = Am(y, a) (A.4.121)
+oo +o0
m(x,0) :/0 b(z,a)m(z,a)da, m(y,0) :/0 b(y,a)m(y,a)da (A.4.122)
+o0 400
T = m(x,a)da = m(vy. a)da. A
M /0 (@, a)da, M /0 (y,a)d (A.4.123)

La solution de (A.4.120) est donnée par :

m(x7 a’) =exp <_ / [)\ + C/l\:t (.’B, Y, a):| dOé) m<$7 0) - / ¢ f: [A+Ex(x’y7U)]duJ$ (x7 Y, m)ﬁ(x7 a)da.
0 0
(A.4.124)
Cas A\ =0 : L’équation (A.4.124) devient :

m(l‘, a) —e foa c?z(m,y,a)dam(x’ O) _ / e~ f(;l Ez(lﬂy,u)dugx(‘r? Y, m)ﬁ(l‘, Oé)da
0

:ei an C/[I(xayaa)dam(x7 O) — / ei foil Ex(xﬁy:u)dugivx (x) y7 m)ﬁ(x7 O)ef()a C/l\z (z,y,u)duda
0

e da (,y,00)dox (m(:c, 0) — gx(x,y,m)ﬁ(x,())a> ,

ou la seconde égalité est obtenue en utilisant (A.4.104). Les conditions au bord (A.4.122) four-
nissent alors :

+oo o -
m(z,0) = / b(x,a)e” Jo da(@.y,0)de {m(a:, 0) — dz(x,y, m)n(x, O)CL] da.
0
En utilisant (A.4.42), 1 = O+OO b(z,a)e Jo g(x’y’a)dada, et :
+oo o -
m(z,0) =m(z,0) — / b(xz,a)e” Jo do(zy,0)dey (1 4 m)a(z,0)ada,
0

et donc :

+0o0 o~ ~
/ b(xz,a)e” Jo d”(x’y’o‘)do‘dz(x, y,m)n(z,0)ada = 0. (A.4.125)
0

Comme f0+°o b(xz,a)e” J§ de(@ye)dag gy ~ 0 ot n(x,0) > 0, nous avons nécessairement élvx(x, y,m) =
0, c’est a dire :
NeaM™ + NpyMY =0 et 1y M* + 9y, MY =0 (A.4.126)
Comme nous cherchons m non nul, M* et MY ne sont pas tous les deux nuls et 0 est valeur
propre si :
NzxTlyy — Nayllyz = 0. (A.4.127)
Cas \ # 0 : L’équation (A.4.124) devient :

m(:]j7 a) =e an(AJ’_gﬂc (mayva))dam(:ﬂ’ 0) —_ / e_A(a_a)e_ an Jx(wvyvu)duﬁ(x7 O)J(x7 Y, m)da
0

=~ foa(A—i-ggc(m,y,a))dam(x’ 0)—e” IS ggc(:c,y,u)duﬁ(m’ O)JI (2, y,m) /a e—Ma—a) g,
0

—m(z,0)eJo O+de@y.)de _ 50 0)d, (z,y, m)e™ o Ew@yv“)du;u — 7). (A.4.128)
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La condition au bord (A.4.122) devient alors :

—+00 ~
m(z,0) :/0 [m(x,O)e_ n(x,0)dy(z,y,m )i(l — e )| b(x,a)e” Jo' da(@yu)du g,
(A.4.129)

Donc :

+o0 a7
0 :/ [—m(l‘,O) B (ac O)d)\(x s Y, )] (1 . ef/\a)b(x’ a)ei fo dz(z,y,u)duda' (A4130)
0

Nécessairement :

Am(z,0) = ~7(x,0)dq(z,y, m). (A.4.131)
Alors, par (A.4.115) et (A.4.131) :
+o0o
M* 2/ m(z,a)da

0
+o00 u = +o00 - .

:/ m(a:,O)e* Jo (/\erz(m,y,a))dada _/ (:IZ O)d (z y,m ) -f5 dz(m,y,u)dux(l . e*’\a)da
0 0
+oo

:/ € fo () ( (x70)6_)\a + m(x, 0)(1 - e—)\a)) da
0

+o0 o~ +o0 PPN
—m(z,0) / o I Beyng, — A@,0)ds A(x .9, m) / e Jo d@ymdugy (A 4.132)
0 0

En remplagant Jm(m, y, m) par sa valeur (A.4.118), nous avons :

+o0 o~ +o0
= </\ + nmﬁ(x,())/ e~ Jo d"(z’y’“)duda> M?* + (nmyﬁ(x,O)/ e~ I de(@yu duda) MY
0 0

(A.4.133)
+o00

“+o00 PPN PR
0= (nyxﬁ(y, 0) / e Jo dy<y7x7u)duda) M* + (A + 1yy7(y, 0) / e Jo dy(””’y’“)d“da> MY,
0 0
(A.4.134)

la seconde égalité étant établie de facon analogue a la premiere. Comme nous cherchons un
vecteur propre, (M?* MY) # (0,0) et le déterminant de ce systeme linéaire est nul. A est donc
solution de I’équation du second degré suivante :

M+ BA+C =0, (A.4.135)

ou :

(A.4.136)
Le déterminant de (A.4.135) est :

—+00 o~
A- <nmﬁ<:c, ) [ e B g iy 0, [
0 0

—+o00 . +oo PPN
47 (2, 0)7 (s 0) ey e / oI5 g, / e I5 d@yndugy < 0 (A.4.137)
0 0

00 2
e fo Y (T,y,u duda>
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et I’équation admet donc deux racines réelles. Comme B > 0, la somme de ces deux racines est
négative. Si C' < 0, ce qui est équivalent a :

NaaMyy — Moy yz < 0, (A.4.138)

les deux racines sont de signe opposé, et I'une des racines est donc strictement positive. La
solution (iv) de la Proposition A.4.15 est alors instable par la Proposition A.4.11. Si C' > 0, ce
qui équivaut a :

Nzzyy = Naylye > 0, (A.4.139)

les deux racines sont de méme signe et donc toutes les deux négatives, et la solution (iv) de la
Proposition A.4.15 est stable.

Stabilité des solutions (ii) et (iii) de la Proposition A.4.15

L’étude de ces solutions étant symétrique, nous nous intéressons uniquement a la solution
(ii) pour laquelle Ya € Ry, n(y,a) = 0.

Cas A =0 : Des calculs similaires & ceux réalisés pour 1’étude de la stabilité de la solution
(iv) nous fournissent (avec les mémes notations) :

NeaM* + Ny MY = 0. (A.4.140)

On n’a pas la seconde équation de (A.4.126) qui utilise ’hypothese n(y,0) > 0. La résolution de
(A.4.121) nous donne : Ya € R4,

a
m(y,a) =exp (—/ (d(y,a) + ny:ch)da> m(y,0),
0
qui nous fournit dans (A.4.122) :
400 o o
m(y,0) =m(y,0) / b(y, a)e~ Jo (@w:0)+myaN")da gy
0
Cette équation n’admet de solution m(y,0) non nulle que si :
+o0 a o
/ by, a)e i A ine B gy (A.4.141)
0
Soit N¥ défini en (A.4.94) (correspondant & un équilibre monomorphique de trait y). Comme :
+oo a -~
1= / b(y, a)e Jo () tnyy NV)da g, (A.4.142)
0
+00 ~ ~ ~
:/ b(y,a)e_ foa(d(yva)Jrnya:N””)daea(nya:N””—nnyy)da’
0
une condition nécessaire pour que (A.4.141) soit satisfaite est que :

Mye N® = 1y NY = 0. (A.4.143)

Dans le cas ou cette condition n’est pas satisfaite, m(y,0) = 0 et Va € R4, m(y,a) = 0. On est
alors ramené aux calculs de la Section A.4.4 et le systéeme (A.4.120)-(A.4.123) n’admet pas de
solution non nulle pour A = 0.
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Cas A # 0 : De méme que dans le cas A = 0, on obtient :
Naa M + gy MY = 0, (A.4.144)

et d’autre part :

+o0 @ o
m(y7 0) :m<y7 0) / b(y7 a)ei fo (d(y7a)+nyzN )daei)\ada
0

+ - ~ ~
—~m(y,0) / " by, a)e= I @01 N o =ty No =y 9P g (A 4.145)
0

Par (A.4.142), une condition nécessaire pour que (A.4.145) admette une solution une solution
m(y,0) non nulle est que :

A+ 1y N® — 1y N = 0. (A.4.146)

Donc :

- Si nyxﬁm — nyy]\Afy > 0, il ne peut pas exister de solution non nulle a I’équation (A.4.145)
associée & A > 0. Donc Va € R, m(y,a) = 0. Nous sommes ramenés aux calculs de la
Section A.4.4 et la solution (ii) de la Proposition A.4.15 est localement stable.

— Si nyx]/\?x - nyyl/\\fy < 0, il existe A > 0 tel qu’il existe une solution m(y,a) non nulle de
(A.4.121, A.4.122, A.4.123). On déduit alors de (A.4.144) et de (A.4.123) :

M* :%y/ m(y, a)da, (A.4.147)
Nex JR;

et m(z,a) définie par (A.4.128) est bien définie. On a donc une valeur propre A > 0 et par
la Proposition A.4.11, la solution (ii) de la Proposition A.4.15 est instable.

La Proposition est démontrée, et la condition d’instabilité annoncée est obtenue en réunissant
(A.4.127) et (A.4.138). |

Corollaire A.4.18. Supposons que :

NaaMyy — NayMyz < 0. (A.4.148)
Un au moins des équilibres (ii) ou (iii) de la Proposition A.4.15 est stable.

Démonstration du Corollaire A.4.18. Nous notons ici NZ et NV les solutions d’équilibres mono-
morphiques non triviales associées a x et y.
Supposons que :

Mye N® — 1y NV < 0. (A.4.149)
Par la Proposition A.4.16, la solution (ii) de la Proposition A.4.15 est instable. De plus, comme

Nv # 0, nyy > nyxﬁx/ﬁy. Alors par (A.4.148),on a0 > [nmnyﬁw/ﬁy] —NayMyz- En multipliant
par NY/n,, non nul :

~

0 >7pe N% — 10y NV, (A.4.150)

impliquant que la solution (iii) de la Proposition A.4.15 est stable. Nous venons de montrer qu’il
y a au moins une solution non triviale stable sous (A.4.148). [
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A.5 Processus de naissances et de morts structurés par age

Définition A.5.1. Soit Z;(da) le processus de naissances et de morts structuré par dge dont
les individus :
— donnent naissance & un individu d’age 0 au tauz b(a) € Cp(Ry,Ri). Nous supposons
3b, b>0,Va € Ry, b<bla) <b.
~ meurent au tauz d(a) € Cy(Ry,Ry). Nous supposons 3d, d >0, Va € Ry, d < d(a) < d.
— vieillissent a la vitesse 1.

Les résultats présentés ici ont été obtenus par Doney [36].

A.5.1 Calcul de la fonction de fitness

Le résultat principal de cette Section est le suivant :

Proposition A.5.2. La fitness ou probabilité de survie du processus de naissances et de morts
structuré par age de la Définition A.5.1 est 1 — zo(y, x), ot 20(y, z) € [0, 1] résout I’équation :

+w w w
z =1 —|—/ {(z — 1)b(w)e* Jo ¥Wdue=Jo (b(“)+d(“))d“} dw. (A5.1)
0

Notons que le membre de droite de (A.5.1) est la fonction génératrice du nombre de descen-
dants d’un individu.

Nous découpons la preuve en plusieurs parties. A la Proposition A.5.6, nous montrons que
la probabilité que la population ne s’éteigne pas est 1 — 2zo(y,x), ou 2o(y, x) est la plus petite
solution de I’équation (A.5.1).

Descendance d’'un mutant :

Nous commencons par étudier la durée de vie et le nombre de descendants d’un mutant.

Proposition A.5.3. (i) L’dge d la mort W d’un mutant de trait y est une variable aléatoire
réelle de loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et de densité

w € Ry — d(w) exp <—/ d(u)du> e Ry.
0
(ii) La loi du nombre X de descendants est donnée pour k € N par :

pox=iy= [ [ [

Démonstration. Les événements de morts et de naissances sont indépendants, et pendant sa vie,
un mutant donne naissance suivant un processus ponctuel d’intensité b(y, a)1ly<y. |

b(uy)duye o b(u)dul d(w)e~ Jo" dwdugy, (A.5.2)

k
7w] up<--<ug

Remarque A.5.4. Lorsque b est constant, nous retrouvons que le nombre de naissances condi-
tionnellement a la durée de vie w suit une loi de Poisson :

w k
VEeEN,P(X =k|W =w) = [/ H bdujeffo b(“)d“] = (b;:') e b,

[0,w]* u<---<ug

Soit :
+oo
G(2) =E () =) 2P(X =), (A.5.3)
i=0

la transformée de Laplace de la loi de X. Rappelons quelques propriétés de cette fonction G qui
nous seront utiles dans la suite.
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Proposition A.5.5. La fonction G (A.5.3) est convexe et strictement croissante sur [0, 1].
(i) Si
+oo w
/ b(w)e o AW dugy, <1, (A.5.4)
0

le graphe de G ne coupe la premiére bissectrice qu’en (1,1). Dans ce cas, on pose : zgp = 1.
(ii) Dans le cas contraire, il existe un second point d’intersection du graphe de G et de la premiére
bissectrice, d’abscisse zy € [0, 1] telle que G(zp) = zo. O

Démonstration. La stricte croissance et la convexité de G sont obtenues en calculant ses dérivées :

G(0) = P(X =0), probabilité de mourir sans descendant, > 0

G'(1) = E(X).

Ainsi, lorsque E(X) < 1, le seul point fixe de G sur [0, 1] est z¢(y,z) = 1. Lorsque E(X) > 1, le
graphe de z — G(z) intersecte la premiere bissectrice en deux points d’abscisse 1 et zo(y,x) €
[0, 1].

A
1 E(er)
Cas 1
Cas 2
0 20 < 1 =1 7

F1G. A.1 — Points fizes de z — G(z) = E (e**) lorsque G'(1) = E(X) < 1 (Cas 1) et G'(1) > 1 (Cas

Pour retrouver la condition (A.5.4), calculons E(X) :
+o0 w »
E(X)=E(E(X | W)) = / ( / b(u)du> dw)e i A gy,
0 0

w w +o0 +oo w
[ ([ o] 7 [ ass
0 0

0

Comme :

le crochet dans (A.5.5) est nul. [

Survie du mutant :
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Proposition A.5.6. Lorsque f0+°° b(w)e™ Jo" dwdu gy, < 1, alors nous avons extinction presque
stre de la descendance du mutant. Dans le cas contraire, la probabilité de survie de la descendance
du mutant est 1 — zo(y,x) > 0.

Dans chaque cas, la probabilité de survie du mutant peut s’écrire 1 — zo(y,z) > 0, ot 2¢ a
été définie a la Proposition A.5.5. O

Nous commencons par introduire quelques notations.

La probabilité de survie du processus de naissances et de morts de la Définition A.5.1 est la
probabilité de non-extinction de ce processus. Si nous considérons la chaine de Markov & temps
discret (Y)gen sous-jacente a l’arbre phylogénique du processus et définie par :

Vk € N, Y* est le nombre de descendants de la pleme génération, (A.5.6)

la survie du processus de la Définition A.5.1 est équivalente a la non-extinction du processus
(Yi)ken (cf. Athreya et Ney [4]).

time

Fi1c. A.2 — Arbre a temps discret (droite) sous-jacent a l'arbre Gge-dépendant a temps continu (gauche).
Iei, i =3, XV =0, x{V =2, x{Y =3 et v, =5.

Pour i € [1,Y%], nous appelons XZ»(k) le nombre de filles du i®M€ descendant de la kM€

génération. Les variables aléatoires X i(k) sont indépendantes et identiquement distribuées pour
tout k et 4, de méme loi que la variable aléatoire X définie en (A.5.2). Nous avons :

Yy
k
Vi1 = ZXZ( .
i=1

Preuve de la Proposition A.5.6. Nous nous intéressons a la loi du nombre de descendants de la

|eMe genération. Considérons la transformée de Laplace de Yy, Gy(z) = E (z¥*). Comme :

Gr0) =P (Y, =0)=P 3 <k Y, =0), (A.5.7)

la probabilité d’extinction de la descendance du mutant est donnée par limy_, o, Gx(0).
Nous avons Yy =1, et pour k > 1 :

Yi—1 Yi_ 1
B | o) = B[ J[#%7 | ooy | = [JEGY) =6,
=1 i=1
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par indépendance. En intégrant :
Gr(z) = E (E (zy’C ] U(Yk,l))) =E (G(Z)Yk_l) = Gi-1(G(2)) = GOk(z),

avec G°(2) = G°*~1 0 G(z). Comme G est une fonction strictement croissante de [0, 1] dans
[0,1], (Gk(0))ken est une suite croissante majorée par 1, et sa limite lorsque k — +o0 est bien
définie.

Lorsque E(X) > 1, la suite converge presque strement vers I'unique point fixe, 1, de G sur
[0,1], et nous avons une extinction presque sire.

Lorsque E(X) < 1, comme G(0) < zp(y,x) et comme G stabilise l'intervalle [0, zo(y, z)] la
suite converge vers l'unique point fixe de G sur [0, 2o(y, z)] i.e. 20(y, x). |

Equation satisfaite par zg

zp est la solution de I’équation suivante :

+w w w
z=E(z*X)=FE (E (ZX |W)) = / e o bwdu g )= Jo" dw)du gy, (A.5.8)
0

+0o0

—+00
- {_ecz—l)fo‘”b(u)du—f#d(u)du} n / (2 — 1)b(w)eE—V s bedu= 5" d(w)du g,
0

0

+o00o
=1+ / (z — 1)b(w)e D Jo" blw)du=Jo" d(wdu gy,
0

ou (A.5.8) est obtenue en remarquant que conditionnellement & la durée de vie, le nombre de
descendants est le nombre de points d’un processus ponctuel d’intensité b(u) sur u € [0, w].

A.6 Norme en variation totale

Soit E un espace métrique polonais, muni de sa tribu borélienne. La norme en variation
totale sur Mp(F) est définie pour u et v par :

I =vllrv =sup{[(p, f) = W, )|, | €Bp(ER), [|flloc <1} (A.6.1)

(cf. Rachev [106]). Nous allons montrer qu’on a également :

Proposition A.6.1. ||u — v|py =sup{|[{u, f) — (v, )], f€C(E,R), |flloc <1}.

Démonstration. Nous avons :

lw—vlrv = sup{[(n, f) = (. )], f € Co(E,R), [|flloc <1}.

Nous allons montrer 1'égalité. Soit £ > 0. Par définition du sup dans (A.6.1), 3f. € By(E,R),
[felloo <1, €t :
(s fo) = Wi f)l = [lp = viirv —e.

Comme E est un espace métrique polonais et p + v une mesure finie (donc réguliere, cf. Pro-
position 6.5 page 83 [14]), alors, en munissant F de sa tribu complétée pour p + v, Cx(E,R)
est dense dans I’ensemble des fonctions intégrables pour u + v pour la norme L' (cf. Rudin
[110], Theorem 3.14 page 69). u + v étant une mesure finie, ’ensemble des fonctions intégrables
pour u + v contient ’ensemble des fonctions mesurables bornées par 1. Alors, il existe une suite
(f3)4en+ de Cx(E,R) convergeant en norme L' pour u+ v vers f- et : 3¢. € N*, Vg > ¢,

(s f2) = W, fO 2 [l = vllrv — 2,

ceci acheve la preuve. |
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Part 11

Wavelet Particle Approximations for
the Intensity of McKean-Vlasov and

2D-Navier-Stokes Statistical
Solutions
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The results of Chapters 7 and 8 have made the subject of an article accepted in the journal
Stochastic Processes and their Applications.

We are interested in partial differential equations with random initial conditions. The flow
of such partial differential equation is therefore random, and its law is called statistical solution
of the problem.

Statistical solutions are particularly interesting when modelling complex phenomena or when
introducing the notion of uncertainty in the initial state. The 2D-vortex equation we study in
Chapter 8 has been one of the equations motivating these developments. It is obtained from
the famous 2D-Navier-Stokes equation, which models the velocity of a viscous incompressible
fluid in the plane. In the case of this equation, the theory of statistical solutions is for instance
an attempt to take into account the turbulence arising with high velocities and low viscosities.
Vishik and Fursikov [122] or Constantin and Wu [25] have studied such problems with analytical
tools.

Talay and Vaillant [117, 119] generalized the probabilistic approach of McKean-Vlasov equa-
tions developed by Sznitman [114] and Méléard [92] to the case of a random initial condition.
They left however the case of the 2D-vortex equation open. In their work, Talay and Vaillant
[117] propose two particle approximations to compute numerically the moments of the statistical
solutions. The first one is a ”"naive” imbricated simulation procedure, while the second is an
original stochastic particle method with random weights.

We consider here the McKean-Vlasov and 2D-vortex equations with random initial condi-
tions, and our aim is to provide a new numerical method for the computation of the intensities
of the associated spatial statistical solutions, which are the time marginals of the statistical solu-
tions. We follow the probabilistic approach in Talay and Vaillant [117]. The new approximation
we propose is based on wavelet regression estimators. This allows us to extend the method of
Talay and Vaillant [117] to a larger class of initial conditions and to obtain better asymptotic
convergence rates. The procedure uses thresholded wavelet estimators and does not require any
a priori knowledge of regularities for the parameters which govern the randomness of the initial
condition to achieve the given convergence rate. Our main result is presented as Theorem 7.2.1,
for McKean-Vlasov equations, and is used to obtain Theorems 8.3.1 for the 2D-vortex equation.

When the regularity of the initial condition with respect to the alea is known, it is possible
to use linear wavelet regression estimators instead of thresholded ones. We obtain in this case a
convergence rate that involves a term that is known to be optimal in a certain sense in statistics.
This is done for the 2D-vortex equation, Theorem 8.4.1.

In Chapter 7, we work in the quite general frame of McKean-Vlasov equations. In Section
7.1, we recall the probabilistic setting we will consider and define the statistical solutions and
their intensities. We then introduce our new particle system and explain the advantages of using
the nonlinear wavelet regression estimators inspired by the work of Kerkyacharian and Picard
[72]. The end of the Chapter is devoted to the proof of our main result, Theorem 7.2.1, con-
cerning the rate of convergence of our wavelet particle approximation. The major difficulty is
linked to the fact that the laws of the N particles that we consider are parameterized by random
variables (6;);c[1,n] and hence differ. Since we will deal with scalar parameters ;, it is natural
to introduce their distribution function and then to order them. Complications arise since the
ranked (0;))ic1,n) are not independent, even if the (6;);c(1 N are.

In Chapter 8, we adapt our numerical method to the case of the 2D-vortex equation. Addi-
tional difficulties arise since the interaction kernel is not bounded and since the initial conditions
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may have a weight and a sign. We use a cut-off equation, and a trick due to Jourdain [67] to
overcome these problems. The main results for the vortex equation are given in Theorems 8.3.1,
8.3.2 and 8.4.1.

We conclude with some simulations which seem to confirm the robustness of the algorithm
that we propose compared with the procedures given by Talay and Vaillant [117], in particular,
when the initial condition has large variance or when it is a mixing law.

Notations:

We denote by C(E, F') the set of continuous maps from F to F. The space CF(E, F) is the
set of functions of class C*, bounded, and whose successive partial derivatives are continuous
and bounded to the order £ € N. The space CerE(E , F") is the set of functions of Cf'(E, F') whose
derivatives of order k are e-Ho6lder continuous. The space By(FE, F') denotes the set of bounded
measurable functions from F to F'. We denote by LP(E, F') the usual space of measurable func-
tions f from E to F' such that [ |f|P < oo, and we denote by ||f||, the LP-norm. We use D(E)
for the set of probability density functions on E. Finally, for a Lipschitz-continuous function f,
we denote by || f||rip its Lipschitz norm.

For any random variable X, we write £(X) or P¥ for its law.

For a measurable space F, we denote by P(E) the set of probabilities on E, which is
embedded with the topology of weak convergence (the smaller topology for which mappings
m +— (m, f) for f € Cy(F) are continuous). For @ € P(E) and f € By(E,R), we use the
notation (Q, f) := [ fdQ.

We denote by (€2, P) the probability space which will characterize the randomness of the
initial condition.

We introduce the probability space (C([0,T],R"), Py ), where Py is the Wiener probability
measure. The canonical process is thus a Brownian motion in R", which we will write (W;),e[0,77-
[E is the expectation operator under the Wiener law. (F);c(o,r) denotes the natural filtration
associated with (W;).epo0,77-

We will be lead to consider the space C([0,7],R™) x R, on which we will define a reference
measure P¥ := Py Q v, with v a probability measure on R. E" is the expectation operator under
this measure.

Finally, C' is a positive real constant that can change from line to line.
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Chapter 7

A Probabilistic Approach for the
Computation of McKean-Vlasov
Spatial Statistical Solutions’
Intensities

In this first chapter, we study McKean-Vlasov partial differential equations with random initial
conditions. We begin with some definitions (Section 7.1), and then present three particle meth-
ods (Section 7.2). The two first particle methods are studied by Talay and Vaillant [117]. We
introduce an original third particle method based on wavelet regression estimators and inspired
by the works of Talay and Vaillant [117] and Kerkyacharian and Picard [72], and explain its
advantages compared with the two other particle approximations. The last sections are devoted
to the proof of the convergence rate of this wavelet particle approximation.

7.1 Statistical Solutions of McKean-Vlasov partial differential
equations and their Intensities

7.1.1 Presentation

Let us consider a random function py(z,w) depending on z € R™ and on an alea w € , such
that P(dw)-almost surely (P(dw)-a.s. in the following) po(.,w) is a probability density function.
The law L(po) of po, considered as a L!'(R")-valued random variable with support in D(R™) is
a probability measure on the infinite dimensional space L'(R™).

The simplification that we make, in all this work, is that the randomness of py arises through
its dependence on a scalar random variable § € R of law v:

P(dw) —a.s., ]/7\0('7‘“‘)) = pO('v e(w))a

where pg is a deterministic measurable function on R™ x R. In this case, £(pp) is the image
measure of v through the mapping:

®:aeRw— po(.,a) € D(R"). (7.1.1)

Let T be an arbitrary positive number. We consider the following McKean-Viasov equation
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with random initial condition py: P(dw) — a.s., Vt € [0,T], Vz € R™,

Sp(t,z,0) = —ZZ | (sz(t x,0)p(t,x,0))

+ 3 e g (ot 2, 0)us (t,2,0))ip(t, @.6)) (7.1.2)
p(0,2,0) = po(x,0)
up(t,2,0) = [go bz, y)p(t,y, O)dy, us(t,z,0) = [g. o(z,y)p(t,y,0)dy,

where b and o are functions respectively defined from (R™)? to R™ and from (R™)2 to M,,xn(R),
the set of n x n real matrices.

The probabilistic approach which constitutes the frame of our study relies on the weak form
of the partial differential equation (7.1.2).

Definition 7.1.1. We say that the random wvariable in C([0,T],P(R")), (Qi(dz, 0))icio,1), 15
a weak measure-solution of the McKean-Viasov equation if it satisfies: P(dw) — a.s.,Yo €
CZ(R™,R),Vt € [0,T],

Jn 0(2)Qu(dx,0) = [pn o po:rﬂdx+f0fRn( v lubz(sxﬂ)a (x)

T (o (5w, )5 (5,2, 0))iy g (x >) Qudr,0)ds  (713)
up(t, x,0) = Jro b(@,9)Q:(dy,0), us(t,z,0) f]Rn z,9)Q¢(dy, 0)
Qo(dx,0) = po(z,0)dz.

We will say that a random probability measure Q(6) on C ([0, T],R™) is a weak measure-solution
of (7.1.2) or (7.1.8) when its time marginals solve (7.1.3).

Remark 7.1.2. When P(dw) — a.s. and for all t € [0,T], the time marginals Qi(dzx, 8) of the
solution of (7.1.3) admit densities p(t,x,0) with respect to the Lebesque measure dx on R™, the
family of these densities is called weak function-solution of the partial differential equation. It can
be viewed as a random function in C([0,T], L*(R™)), the continuity being a L*-weak continuity.

Let us now define the statistical solutions of the McKean-Vlasov problem:

Definition 7.1.3. When the evolution problem (7.1.3) admits a unique weak measure-solution
(Qe(dx,0))iciom) (up to a null-set), then the following map is v-a.s. well defined:

S: LYR") — C([0,T],P(R"))
p=po(,a) — (Qt(dwaa))te[o,ﬂ-

The lawm € P (C([0,T],P(R™))) of the weak measure-solution of (7.1.3) can thus be written
as the image measure of L(py) through the mapping S, and is called statistical solution of the

McKean-Viasov problem:
m=L({py) oSt =vo(Sod) ! (7.1.4)

where ® is defined in (7.1.1). The marginal Q(dx,0) at time t of the weak measure-solution
of (7.1.3) is a random probability measure on R™ whose law m; € P (P(R")) is the t-time
marginal of m. The probability measure my is called spatial statistical solution at time t of the
McKean-Vlasov equation.

The setting of the problem can be summed up in the following diagram:

(Qu(dz, a))te[O,T]

%R 2 prY) 2 (o, 1], PRY)
v yo'C,I)_ m=vo(Sod)!
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When dealing with statistical solutions, only mean quantities can be computed. Since we
consider random probabilities, interesting mean quantities are their intensities (see Sznitman
[114]). The intensity I(m;) € P (R™) of m; at time ¢ is defined by:

Vi € By (R™R), (I(my), f) = /P (@ Tmtd) = /R (S 0 B(a)). f) v(da). (7.15)

The aim of this work is to approximate (7.1.5) by using a wavelet stochastic particle method.

Remark 7.1.4. When there exists a unique weak function-solution to (7.1.3), and when the ini-
tial mean energy is finite ([5 |[po(., a)||f2v(da) < 00), the intensity I(my) can be linked to the first
moment of the statistical solution as defined in Talay and Vaillant [117]: ¥Vt € [0,T], I M;(t) €

L2R"), Vf € L2(R"), (I(my), ) = (M1(2), f) L2 (n).-

7.1.2 Probabilistic Approach of the Problem

We now recall the probabilistic interpretation of (7.1.2) given in Talay and Vaillant [117].

We deal here with two different sources of randomness. The first one comes from the initial
condition and will be considered through the random variable 8. The second one is related to the
probabilistic approach, which consists in looking for Markovian processes whose time marginals
satisfy the weak partial differential equation (7.1.3). Here, the process of interest is given by the
nonlinear stochastic differential equation introduced in Theorem 7.1.1.

We state existence and uniqueness results for this stochastic differential equation, then we
enounce existence and uniqueness results for the evolution equation (7.1.3).

Assumption 7.1.5. The following assumptions will be made for b, o and pg:

) The functions b and o are Lipschitz continuous functions
Ag)  The functions b and o are bounded,
As) P(dw) — a.s., po(.,0) is a probability density function,

) Pdw) —a.s., [2*po(z,0)dz < oco.

Remark 7.1.6. Notice that we do not need any non-degeneracy assumption on the function o.

Theorem 7.1.1. Suppose that Assumptions (A1) to (Ag) are satisfied. Let (Wi)iepor) be a
Brownian motion on R™, let 6 be a random variable of law v and let (Xo(a))qcr be a family of
random variables such that a — Xo(a) is measurable and such that P(dw) — a.s., L(Xo(0)) =
po(z,0)dz. We assume that (Wi)eor), 0 and (Xo(a))eer are independent. Then, pathwise
existence and uniqueness are available for the following SDE: P(dw) — a.s., Vt € [0,T],

dXt(H) = Ub(t, Xt(Q), G)dt + ug(t, Xt(H) Q)th
up(t, x,0) = [pn bz, ) PO (dy), us(t,z,6) = Jgno(,y) YPX+O) (dy) (7.1.6)
L(Xo(0)) = po(z, 0)dz.

Proof. The idea of the proof is that considering the conditioned diffusion knowing 6 leads us to
the study of a diffusion with an initial condition of deterministic law.

Notice first that the law of X;(0) depends continuously on the initial condition Xy (6) (see
Kunita [75]), which is itself measurable in 6. The conditional law of X;(6) knowing 6 is therefore
well defined.

Since the random variable ¢ is independent from the Brownian motion (W4).cjo,r) and of
the family of random variables (X(a))ser, looking at the conditional version of the stochastic
differential equation (7.1.6) knowing # amounts to considering this equation for every realization
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a of 6. Hence, we are lead to study existence and pathwise properties for the following stochastic
differential equation:

dXi(a) = wp(t, Xe(a), a)dt + uy(t, Xi(a), )th
up(t, ,a) = [zn b(x,y) P (dy),  uy(t,z,a) = [an o(z, y)PX@(dy) (7.1.7)
L (Xo(a)) = po(z,a)dz.

The solution (X¢(0))c[o.7) of the stochastic differential equation (7.1.6) is then linked to the
solution (X¢(a)),ep,r) of the stochastic differential equation (7.1.7) by:

L(X:(0)]0 = a) = £ (X¢(a)). (7.1.8)

For a given realization a of 0, we can use the proofs in Sznitman [114] and Méléard [92],
which we recall here for completeness.
Let 11 = (pi(dz))iepo ) be a given family of probabilities in C([0, T, P(R")). Let us define:

witn) = [ bolds), ubn) = [ oty (7.1.9)

We can associate with the nonlinear stochastic differential equation (7.1.7) a linear stochastic
differential equation by replacing uy(t, z, a) and uq(t, z, a) with uj (¢, z) and ug(t, z):

X!'(a) = Xo(a) + /t ul) (s, X¥(a))ds + /t ub(s, XK (a))dW,, fort e [0,T]. (7.1.10)
0 0

The drift and diffusion coefficients u} and uly are bounded Lipschitz continuous functions in
thanks to Assumptions (A1) and (A2). Thus, pathwise existence and uniqueness of the solution
of the linear stochastic differential equation (7.1.10) hold thanks to Theorems 2.5 and 2.9 (pages
287 and 289) in Karatzas and Shreve [69].

To deduce the existence and uniqueness of a weak solution for Equation (7.1.7), we use a
fixed point theorem.
First, notice that for any solution of the auxiliary stochastic differential equation (7.1.10):

E | sup |X/]*] < 4o,
te[0,7

by use of the Cauchy-Schwarz and Doob inequalities, since the coefficients uff and u} are bounded
and since the initial condition has moments of order 2 (Assumption A4). This allows us to restrict
our study to the set of probability measures belonging to P2(C([0,T],R™)) defined as: ¢ € [0, 7],

P2(C([0,8,R™)) = {n e PC(0,T],R")) | p(supsc;|zs]?) < 00
where x is the canonical process on C([0,¢],R™)}.

The spaces P2(C([0,t],R™)) for ¢t € [0,7], endowed with the weak convergence, are metrisable
with the Vaserstein complete metrics Wa , defined for u!, u? € P2(C([0,t],R™)) by (see [106]):

2 <t

(Wg,t(ul,,uz))Q = inf (/C([o L sup |xs — y3]27r(da:,dy)> ,

the infimum being taken on all 7 € P2(C([0, 7], R"™)?) with marginals ' and p2.
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Weak Existence and uniqueness for Equation (7.1.7) are equivalent to the existence and
uniqueness of a fixed point for the mapping:

G = P2AC([0,T],R™) — P2(C([0,T],R"))
I = L(XH(a)),

where X*(a) solves Equation (7.1.10). The latter result is obtained thanks to the completeness
of (P2(C([0,T],R™)), Wa ) and to the following Lemma (proved in the sequel):

Lemma 7.1.7. Let us consider the map ¢, defined in (7.1.11). 3Cr > 0, Vt € [0,T7,

V:U'lnuz € P2(C([O?T]an))7WQ,t(Ca(Ml)vca(:UQ)) <Cr /Ot WQ,U(:UIMUQ)du' (7'1'11)

[End of the proof of Theorem 7.1.1] Thanks to (7.1.11) we are going to prove the existence
of a weak solution to Equation (7.1.7). Let p € P2(C([0,T],R™)). We have:

Tk
k€ N, W (G (1), G (1) < War (Caln), ;)7

Thus the sequence (¢¥(11))ren is a Cauchy sequence in the complete space (P2(C([0, T],R™)), Wa.r).
It is therefore convergent when k — oo and its limit is denoted by i € Po(C([0,T],R™)). Since
Lemma 7.1.7 ensures that ¢, is continuous, ji satisfies:

¢() = i
Let us show that the choice of T' is not restrictive for the construction of f in that the com-
patibility condition is satisfied. If we consider 77 < T, we can find with the same arguments a
fixed point fi’. Since file([o,77,rn) (vestricted to the continuous functions from [0, 7"] in R") is
also solution, we have by uniqueness of the fixed point of (, that fil¢(jo,7rr) = ji’. Hence, the

compatibility condition of Kolmogorov’s Theorem is satisfied. This achieves the proof of the
existence of a weak solution for Equation (7.1.7).

The uniqueness of the weak solution of Equation (7.1.7) is a consequence of the uniqueness
of the fixed point of (,, since any weak solution of (7.1.7) is a fixed point of (,. Indeed, let
pt, u? € Po(C([0,T],R™)) be two fixed points of (,. Then we have by (7.1.11): V¢ € [0,7],

t
Wai(Ca(pr) Calp?)) = Wau(p',p?) < Cr /0 Wau(ut, p?)du.
Using Gronwall’s Lemma, we obtain Vt € [0, T], Wa(u!, u?) = 0.

From the weak existence and uniqueness properties, we now deduce pathwise results.

The unique weak solution fi of the nonlinear stochastic differential equation (7.1.7) also solves
the linear stochastic differential equation (7.1.10) with u = fi. Since we have a pathwise exis-
tence result for the linear stochastic differential equation (7.1.10), we deduce pathwise existence
for stochastic differential equation (7.1.7).

Let us now turn to the pathwise uniqueness of the solution of (7.1.7). For a given initial
condition Xo(a) of law po(w, a)dz and (Wy)ejo,r) @ given Brownian motion, consider two pathwise
solutions (X} (a))eo,r) and (X7(a))epo,r) of (7.1.7). Since we have uniqueness of the weak
solution, these two processes have the same law i = L((X/ (a))ieo.17) = L((X2(a))tejo,r))- Thus,
these two processes also solve the same auxiliary linear stochastic differential equation (7.1.10)
with = fi. As pathwise uniqueness is available for (7.1.10), we deduce that (th(a))te[O,T] and
(Xf(a))te[oﬂ are indistinguishable. Hence, pathwise uniqueness also holds for the nonlinear
stochastic differential equation (7.1.7). [
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Proof of Lemma 7.1.7. Let a € R be a realization of §. For a random variable Xy(a) of law
1

po(z, a)dz, a Brownian motion (Wy),epo,r) and pt, p? € P(C([0,T],R™)), let (X}* (a))iefo,r] and

(Xt”Q(a))te[O’T] be two pathwise solutions of (7.1.10) with u = p' and p = p?. Let t € [0,T].

Since L((X*', X**)) is a particular coupling of z' and p2.

(Wayt (Cal1)s Ga(2)))* <E(sup | X2 — X272

s<t

_E (bupz ( / ' )ig(u, X0 = ()i, X27) ) AW

s<t

+ /0 (ot X8 — @ X)) d“>2>
= (pz > ([t - <uﬁ2>ij<“’X‘fz)dW5>2)

SStG1 j=1

+E (?ﬁ;i </0 ((ufl)i(u,Xﬁl) — () (u, X;f)) du)2> . (1112

=" =1

since the components of the Brownian motion are independent terms with non zero expectations.
Using Doob and Cauchy-Schwarz inequalities,

E(sup | X1 — X/ 2) <CZZE(/ (ua i (u, X1) — (U)ij(u,XﬁZ)))Qdu)

s<t =1 j=1

+CtZE(/(u S, X2 — (ul )i(u,X{jz))2du)

<CE(/

+CTE (/ al (u, XY =l (u, X52)2du> .
0

1 2 2\ 2
uf )ij(u,X{j ) — (uly )ij(u, X8 )) du)

21]1

Let us upper bound the difference |(uﬁl)m (u, X{fl) - (uff)ij (u, X52)|2:

2

‘/aw (X @)l (der) — /UU(X“ Y (dy)

2 2

<2 [ (s’ omubtao) = [ (8" ot

o ‘ ot apubian) ~ [ (X )

<2l|o |2, | X" —X52|2+2/R ] (03 (X1 ) — 035 (X1 ) (da, dy)

where 7 is a coupling of u! and >

1 2
<2l X5 X0 P 2oy [ el )
<2|o)l3,, [ sup | X2 — X1+ sup |z, — yy | (de, dy) | .
N Plr<u " " c([0,7],R")2 r<u ’

Using the same arguments:

1 1 2 2 1 2
[y (s XE) — s (u, XED) P <Ib]1 25 <Sup\Xff - X1 +/ sup |z, — yrlgﬂ(dx,dy))
r<u C((0.T).R")2 r<u
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where 7 is a coupling of x' and ;2. We therefore deduce that:

s<t r<u

t t
E(sup |X§1 — X§2|2) <Cr / E(sup |X7‘f1 - X,{‘2|2)du —I—/ / sup |z, — y,|*7(dx, dy)du
0 r<u 0 J(e(o.1),r")?
t

t
<Cr ( / E(sup | X/ — X [*)du + / (Wz,u(ul,u2>)2dU>
0 0

r<u

by taking the infimum on all the couplings 7 of p! and p?. By Gronwall’s Lemma:

t
E(sup | X* — X! |2) < Cp exp(Crt) / Wau(ph, 12))” du. (7.1.13)

s<t 0
The conclusion is a consequence of (7.1.12) and (7.1.13). [

Proposition 7.1.8. Under Assumptions (A1) to (A4), there exists a weak measure-solution to
the partial differential equation (7.1.3).

Proof. This can be seen by using It6’s formula to compute E” (p(X¢(6))), where ¢ € CZ(R™,R)
and (X¢(0)):c(o,r) is the solution of (7.1.6). [

For the uniqueness result, we will use a result from Bhatt and Karandikar [6] applying to
linear partial differential equations.

Theorem 7.1.2. (see Bhatt and Karandikar [6], Theorem 5.2)
Let (E,d) be a complete separable metric space. Let (A¢)i>0 be linear operators on Cy(E) with a
common domain D C Cp(E), and let po € P(E).

Denote E° =R, x E and define:

D' ={geCy(E’) | FkeN* (hi)iciy € Co(Ry), (fi)icn € D,
k
Vt>0,Yz € E, g(t,z) = Zhi(t)fi($)} :
=1

Let A% be the operator on Cy(E°) with domain D' defined by:

k
A (t,z) = Z (fi(2)Rj(t) + hi(t) Arfi(z)) .

i=1

Suppose that the operator A satisfies the following assumptions:

(BKy) D' is an algebra that separates points

(BK3) There exists a countable subset of bounded functions (gi)ken C D', such that Vg € D',
(g, A%q) is the pointwise limit of a sequence from (gi, A°gr)ren

(BK3) Every progressively measurable solution to the martingale problem associated with A°
admits a cadlag modification,

then, if (i )i>0 and (u2)i>0 € C([0,T),P(E)) satisfy:

(BK4) For all Borel set U C E, t — ut(U) and t — p2(U) are measurable,

(BKs) Vf €D, [ fdui = [ fduo+ [o ([ Asfdpl) ds fori € {1,2},

then, we have: Yt > 0, ut = 3.

Proposition 7.1.9. Suppose that Assumptions (A1) to (A4) are satisfied. Then if p'(0) =
(pi (de, 0))icio,r) and p2(0) = (M%(d%e))te[o,ﬂ are two weak measure-solutions of (7.1.3):

P(dw) — a.s., Vt € [0,T), p; (dz,0) = pi(dz, ).
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Proof. As in the proof of Theorem 7.1.1, we work conditionally to a realization a of # such that
Assumptions (Ap) to (A4) are satisfied. Let us introduce the linear evolution equation associated
o (7.1.3): Vt € [0,T], Vp € CZ(R™,R),

f]R" 7)Qi(dr) = fR” x)po(z)dr + fot fRn :L luffl(s x) ggf (x)
Y (s @)l (5. 0)y i (0)) Quldads (TL1)
uy (t, ) = Jga bz, ) pe(dy), ub(t,z) = [zn U(wvy)m(dy)-

where = (Mt)tE[O,T] € ,P(C([OaT]aRn»

Consider the solutions (th(a))te[oﬂ and (X7 (a))iejo,r) of the linear stochastic differential
equations (7.1.10) with respectively u = u'(a) and u = p?(a). Using Itd’s formula, we see that
L((X}(a))tejor)) and L((X7(a))ieo)) are solutions of (7.1.14) with = p'(a) and p = 1 (a).

Since p!(a) and p?(a) solve the nonlinear McKean-Vlasov partial differential equation (7.1.3),
they also solve (7.1.14) with u = p'(a) and p = p?(a).

The assumptions of Theorem 7.1.2 are fulfilled. In our case, D D Cg (R™,R), and Assump-
tions (BK7) is satisfied. Since A is a second order differential operator with smooth coefficients,
it is closable and Assumption (BK>) is satisfied. Assumption (BK3) is also satisfied for second
order differential operators with bounded coefficients (see Remark 3.1 in Bhatt and Karandikar
[6]). Assumption (BKy) is a consequence of the L'-weak continuity implied by (7.1.3).

Thanks to Theorem 7.1.2, we have uniqueness of the solution of (7.1.14) with p = p!(a) and
p = p?(a), and thus: V¢ € [0,T], L(X}(a)) = ut(a), and L(X?(a)) = p?(a).

Consequently, (X{(a))eo,r) and (X72(a))iejo,r] also solve the nonlinear stochastic differen-
tial equation (7.1.7) (Notice that the nonlinearity in Equation (7.1.7) only plays through the
solutions’ time marginals). Thanks to Theorem 7.1.1, uniqueness implies: £(X1!) = £(X?).

Thus: Vt € [0,T], ui = p2. [ |

7.2 Particle Approximations

Using the probabilistic approach of Section 7.1.2, we can now reformulate the intensity of the
spatial statistical solutions defined in (7.1.5) with the diffusions (7.1.6) and (7.1.7):

Corollary 7.2.1. We have ¥Vt € [0,T], Vf € By(R™",R),

(I(my). ) = / Ef (Xi(a)) v(da) (7.2.1)
— Ef(X(0)). (7.2.2)

Remark 7.2.2. Until Chapter 8, we will assume, for the sake of simplicity, that n = 1.

In this Section, we review three approximations for the computation of the intensity I(mg)
applied to a test function f € By(R,R) based on the probabilistic reformulations (7.2.1) and
(7.2.2). This allows us to explain our purpose. The first approximation relies on the formulation
(7.2.1), while the second and third ones use the expression (7.2.2). The two first approximations
have been studied by Talay and Vaillant [117, 119]. The third one is an original approximation.

Here, we are interested in the case where the law v is absolutely continuous with respect to
the Lebesgue measure on R. We refer to Talay and Vaillant [117] for the discrete case.
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For numerical purposes, we will introduce Euler schemes. We will write At for the discretiza-
tion step, which will be assumed constant and less than 1 for the sake of simplicity. On the
interval [0,7], we can choose for instance At = %, for K large enough, which defines K + 1
discretization times ¢, = k At for k =0 to K.

7.2.1 Existing Particle Approximations and Problematic

Method 1: The first "naive” idea is to return to the standard McKean-Vlasov case, using
(7.2.1). This first method has been mentioned by Talay and Vaillant [117].

We set 6 to a and approximate the expectation Ef(Xp(a)) under the integral in (7.2.1) by
computing a mean over interacting particles. The latter are simulated by replacing the unknown
law £(X(a)) appearing in the coefficients uy(t, z,a) and u,(t,x,a) by the empirical law of the
particle system. The convergence of the empirical law to £(X;(a)) is known as propagation of
chaos and has been described in Méléard [92] or Sznitman [114]. Once we have done this, we
evaluate in turn the integral in a with a Monte-Carlo approximation.

The algorithm is thus the following:

1. We simulate N7 random variables (01)16[171\;1] ii.d. of law v.

2. For each 6;, we simulate Ny particles, (Yi’l’N2(91))ie[l Nol* To this purpose, we simulate

N5 random initial conditions (Yg’l’N2(01)> N i.i.d. of law po(x,0;)dx. Then, we define
1e|1,N2
the paths of the particle system with an Euler scheme of discretization step At and of

discretization times ¢, = kAt: VI € [1, N1], Vi € [1, No|, Vk € [0, K — 1],

VO) = V) + o S (V00 Y ) A

tkt+1 J

N: 4,0, N 7,0, IN: iyl i\l
o S (TN ), Y ) v - Wi,

where (Wi’l)ie[l, NoJ,le[1,Ny] 18 @ N1 X Na-dimensional Brownian motion, independent from

the random variables (6;);c[1,n,) and from the initial conditions (%’I’NQ (01))%[17]\[2“6[17%].

3. An approximation of (I(mr), f) is given by:

1
<I(mT), f> o~ E Z E Zf (Y%717N2 (90) ]
=1 =1

The corresponding approximation error, though not given by Talay and Vaillant [117], can
be fairly obtained:

Proposition 7.2.3. Ifb, o0 € C§+E(R2,R), with € > 0, and if the initial condition py satisfies
(A3) and (As), then: ¥f € C; (R, R), 3C = C(T, f,b,0) > 0,

1A 1 &, 1 1
E[(I(m7), f) — —3 — S f(¥i™M0,)) < C <++At>.
1tma). £) = 353 5 2 AT @) v/ e

The asymptotic rate of convergence here is the one of the Central Limit Theorem, which is
the best we can hope with stochastic methods.

However, as pointed out by Talay and Vaillant, this method is numerically very expensive,
since it uses a two-steps imbricated simulation procedure. The number of simulations at each
stage has to be high. The total number of simulations, Ny x N, with N; and Ns high, is
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therefore very large: Vaillant ([119], section 3.7 page 79) showed that the complexity of this
method is of order O (N1 N3/At).

Notice however that the assumptions required to obtain the asymptotic convergence rate of
Method 1 are more general than those of the following Proposition 7.2.4 and Theorem 7.2.1.

Methods 2 and 3: The aim is to find numerically more efficient methods. In order to avoid
imbricated simulations, we follow Talay and Vaillant [117] and consider particle approximations
based on Expression (7.2.2) and Equation (7.1.6).

We approximate directly the expectation E” f(X7(0)) in (7.2.2) by computing a mean over
interacting particles (X%N(gi))ie[l,N] whose laws are expected to be close to L(Xr(0)).

To simulate these particles, we have to replace the unknown coefficients u(t, z,60) and
uq(t,z,0) by quantities depending on the empirical measure of the system. Since Equation
(7.1.6) can be rewritten as: P(dw) — a.s., ¥t € [0,T],

dXi(0) = E¥ (b(z, X¢(0))]0) |o=x,(0) dt + E (o(z, X¢(0))10) |o=x,(6) Wt
L(X0(0),60) = po(z,a)dxv(da) (7.2.3)

W is a Brownian motion independent of the random variable § and of X (),

(we will choose for (t,z) — E” (b(z, X¢(0))|0) and (t,z) — E” (o(x, X;(0))|6) continuous modi-
fications of the conditional expectation processes), this amounts to approximating the expecta-
tions in the law of X;(#) conditionally to #. To this purpose, we will use regression estimators.

The particle approximations which are considered here are based on the following algorithm:

1. Simulate N independent random variables (6;);c[1,n] of law v,

2. For all i € [1, N], associate a (single) particle, defined by its initial condition Xé’N(HZ-)
of law po(z,6;)dz and by its trajectory described by the following Euler scheme: Vi €
[1, N], Vk € [0, K],

XN (0 = XN 0) + o (1 X3 (00),00) A+ T (0 X5 0).00) (WE, - W)
B B (7.2.4)
where up (g, XZ;CN (0:),0;) and uy (tg, XZI;N(GZ-), 0;) are regression estimators constructed on
iN

our particle system: we compute the regression of the observations (b(Xt,; (0;), Xg};N (0]))) ]
]6 K

on (0;);en,n) to approximate a — ub(tk,X’;’cN(Qi), a) = E¥ (b(x, X, (0))|0 = a) ‘xzxi,N(e_).
th i

The value of the regression function at point ; gives us (g, X;’CN(H,-), 0;). The same goes
for U
3. The approximation of (I(mr), f) is then:

N
(I(m7), f) = % Mor (X%N(Hi)) . (7.2.5)

=1

The two following methods use this approach, but with different regression estimators.

Method 2: The Particle Method with Random Weights.
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This method has been introduced by Talay and Vaillant [117]. It is based on the use of
Nadaraya-Watson regression estimators to compute @, and u,: Vi € [1, N], Vk € [0, K],

N
Jj=1 Zz:1 Hy(0; — 01)
N

(tk,X’N(ei),ei) = ZZﬁNIf;(ji)el)a(Xj;N(ei),Xg;N(ej)), (7.2.6)
j=1 2ul=1 i

where Hy = H(./hn)/hn for a given window hy and a given Parzen-Rosenblatt kernel H on
R (see Bosq and Lecoutre [11] for more information. A possible choice for H is the Gaussian
density function for instance).

Talay and Vaillant [117] and Vaillant [119] computed the accuracy of this second method:

Proposition 7.2.4. (Talay and Vaillant [117]) Under the following assumptions:
1. The functions b and o are in CgHE(]R,]R),

2. The law v of 0 is absolutely continuous w.r.t. the Lebesque measure and has a strictly
positive Lipschitz continuous density g supported by a compact interval © C R,

3. The function ® : a+ po(.,a) is Lipschitz continuous for the norm in L'(R),
4. Ya € O, po(.,a) is a probability density function,

5. Sup,ce [p #'po(z, a)dz < oo,

6. imy—_00 hy — 0 and limy_.oo(log N)/(NRZ) =0
7. The kernel H used in the weights is a Parzen-Rosenblatt kernel.

Consider the particle system (7.2.4) constructed with the estimators defined in (7.2.6), then:
V0<e<1,Vf e€CT(R,R),IC = CO(T, f,b,0) >0, 3Ny, VN > N,

N
1 zN 1 1/4

EY[{I(m — <Cl|At+——F+h . 7.2.7

(onr). 1) = 3 3 75 0) ( AT N> (727)

The asymptotic rate is not as accurate as for Method 1 because convergence rates of non-
parametric regression estimators are slower than the ones of empirical means.

An optimisation of the right hand side in hy tells us that a window hy ~ 1/V/N gives
a convergence rate in N~/8. This rate is however never attained, since the condition on the
window constrains us to choose hy such that log N/(Nh3;) — 0.

However, simulations are faster than in Method 1 and less demanding in memory. The
random weights Hy (0; — 6;)/ (Zl 1 Hn(0; — 01)> depend only on the realizations of (6;);c; v
and neither on the function being regressed, nor on t;. These weights are thus computed once
and for all at the beginning of the algorithm, when the (Hi)z‘e[l, N are simulated, and are then
used for the computation of u;, and @, at each date .

From the computations of Vaillant ([119], section 3.7 page 79), we know that the complexity
of this method is of order O (N?/At).
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7.2.2 Method 3: The Wavelet Particle Approximation

We now propose a third method. It is based on the algorithm (7.2.4) with the choice of truncated
warped wavelet regression estimators for the computation of %, and u,. These estimators are
inspired by the work of Kerkyacharian and Picard [72]. A short review on the wavelet theory
and on wavelet regression in random design is given in Appendices B.1 and B.2.

Until the end of this Chapter, we will consider the following Assumptions:
Assumption 7.2.5. 1. The functions b, o € C§+E(R2,R),

2. The law v of 8 admits a density g with respect to the Lebesgue measure on R. The support
O of g is assumed to be connected,

3. The law v satisfies a Logarithmic Sobolev Inequality on R:

Jeo > 0, Vf € CH(R,R), (v, f*log [%) — (v, [*)log((v, %)) < colv, [VF]?).
4. P(dw) — a.s., po(.,80) is a probability density function with exponential tails:
Jgo > 0, AC1,Co > 0, Vs > ¢p, Va € O, / 1‘x|><p0(.%',a)d$ < Clefc%.
R

5. The probability law po(z, 0)dx has second order moments in the sense of Assumption (A4).

6. The functions ® : a € © — po(.,a) and ® o G~ are respectively Lo-Lipschitz continuous
and s-Hélder continuous, with s > 1/2, for the L?-Vaserstein metric (we identify the
probability functions po(.,a) with the associated probability measure po(z,a)dx ):

V1, po € P(R), Wa(pu1, p2) = inf \//2 |z — y|?n(da, dy),
R
the infimum being taken on the probability measures = of R? with p1 and po as first and
second marginals.

7. We consider a father wavelet ¢ and a mother wavelet Y which are assumed to be Lipschitz
continuous, with compact support (and hence belonging to L'(R) N L?(R)). Notice that the
following moment properties are then satisfied:

/(1 +lal) [é(a)|da < oo, and /(1 +lal) [(a)|da < oo (7.2.8)

Definition 7.2.6. We introduce the following definitions which will be used to define the particle
approxrimation:

1. In the following, we denote by G the distribution function of 0. Because of the assumptions
on g, G defines a bijection from the interior of © into |0, 1].

We also define G the empirical equivalent of G:

N
1
Ya € R, Gy(a) = > lo<a (7.2.9)
=1
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2. We introduce the following threshold level that will be used in the approrimation:

log N

19]\[:/47 N

(7.2.10)

where Kk is a positive constant that depends only on b, o, co, Lo, ¢ and ¢ (see (7.4.23) in
the proof for a precise condition on k and (7.4.25) and (7.4.26) for more simple sufficient
conditions).

3. We also define the resolution level In satisfying:

LN (7.2.11)

Let us consider a Multi-Resolution Analysis generated by the father wavelet ¢ and the mother
wavelet ¢ defined in Point 7 of Assumptions 7.2.5 (see Appendix B.1 for more details). We define
the descendants of ¢ by

Yr(a) = 21729200 — 1) (7.2.12)

where I = (I1, I3) is a double index with Iy > 0 and I € Z. To simplify notations, ¢ is often
written 9_1 9, and we define for any Iy € Z,

’Lb_ljz (a) = ¢(Ck — IQ). (7.2.13)

A wavelet decomposition on the Multi-Resolution Analysis (1) n>-1,1e7 18 available for any
function of L? (see Appendix B.1).

The following properties concerning wavelet bases (1), >—11,ez Will be very useful (see
Appendix B.3 for proofs).

Proposition 7.2.7. Let (¢¥1); be a Multi-Resolution Analysis on R generated by compactly
supported wavelets.

(i) Vo e R, VI} > —1, card{I; € Z | o € supp(¢r,,1,)} < 00 and does not depend on I.

(ii) Let T be a compact interval of R. YI; > —1,card{Iy € Z | supp(+r, 1,) NI # 0} < C2h
where C' does not depend on 1.

Recall that our aim is to approximate the conditional expectation:
up(ty, z,a) = E” (b(x, Xy, (6))0 = a) .
Since the same holds with u,, we will only consider wu; in the sequel.

The map a € [0,1] — uy(ty,r,G~(a)) is a bounded function, which we can consider as a
bounded function on R with support in [0,1]. It belongs to L?([0,1]) and a wavelet expansion
on the Multi-Resolution Analysis (17); is thus available for this function:

Va € [0,1], Vk € [0, K], Yz € R, uy(tg, z, G} Z Zﬁ(m (a).
I1=—11>€eZ

This is equivalent to the expansion of a € R — wuy(t, z,a) on the warped wavelet basis (17 o G);:

Va € ©, Vk € |0, K], Vo € R, up(tx, z, a) Z Z ﬁ(b t’“) (G(a)). (7.2.14)
L1=—11:€Z
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The coefficients ﬁ§b’tk)(a:) can be expressed with respect to these two equivalent expansions:

B (z) = o V1@V us(te, @, G (@) dor = / V1(G(a))up(ty, z, a)v(da). (7.2.15)

Using (7.2.14) and (7.2.15), we propose the following regression estimator 4y, to approximate
up (To see how this estimator has been built, refer to Appendix B.2):

Va € ©, Vk € [0, K], Vo € R, Gy(ty, z,a,0y) = Zl: 37BN (@)yr (G (a)]7.2.16)
I=—11:€Z
N
with: By)’t’“ Z %wl 6;))b (x,XfI;N(Hj» , and B}b7t’“’§N)(m) = thr (Agb’t’“)(w),ﬂN> ,
- (7.2.17)

where 9 is the threshold level defined in (7.2.10), IV, the resolution level (7.2.11) and thr(z, \)
the thresholding function. It is possible to choose a soft thresholding or a hard thresholding
function as below:

thr(z,v) = [|z| — J]ysign(x), thr(z,d) = 21>

where [z]4 denotes the positive part of x. In the sequel, we will focus on hard thresholded
estimators, but all results also hold if we use a soft thresholding function.

The expression of estimators (7.2.17) is simpler when we rank the couples <9j, XgI;N(Gj)> L]
]E b
in increasing order of (6;);¢c1 ). The ranked sequence of (0;);e1,n] is denoted by (6;))jen,n-
The ranked couples are denoted by (G(j),Xt(Z )’N(H(j)))je[l’ ~] (with the index j between paren-
thesis). The estimators (7.2.17) can then be rewritten as:

B0 i;ﬂm( ) ( (J)N(Q(j)))_ (7.2.18)

Remark 7.2.8. In the proofs, it will sometimes be crucial to work with the reqular grid (j/N)jen-
(see Lemmas 7.4.4, 7.4.5 or 1.6.1 for instance). This grid naturally appears when using the em-
pirical distribution function Gy instead of G.

This has other advantages. Notice that Ezpression (7.2.18) corresponds to the wavelet co-
efficient estimator of a regression computed on an equi-spaced design (i.e. the family (0;)ic;1 N
is replaced by the deterministic sequence (i/N);c;i,n)). This type of estimator has often been
already implemented in statistical softwares, which makes implementations a lot easier.

The estimators (7.2.17) and (7.2.18) can be computed even if the distribution function G is
unknown. This can happen when the simulation procedure for the 6; is complicated, or when the
wnatial condition is obtained from data.

In counterpart, the use of G instead of G introduces technical difficulties in the proofs, that
we could unfortunately not avoid. O

When we plug the regression estimators (7.2.16) in the particle system defined in (7.2.4),
with z = XZ,;N(Gi) and a = 6;, we obtain the particle system on which Method 3 is based:

Definition 7.2.9. Let (0;);c[1,n] be i.i.d. variables of law v, let ()_(é’N(GZ-)> ] be independent
1e|l,

random variables of laws po(z, 0;)dx, and let W = (W1, ... W) be a N-dimensional Brownian
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motion independent of the variables (0;);c[1,n) and of (XS’N(Qi))ie[l,N]- Introduce the coefficients

B}b’t’“’ﬁm(m’) and 5}"7“@”9”(3:) as in (7.2.17). We can define the following particle system: Vi €
[1, N}, Vk € [0, K],

i i v (b9 i,
XN 0) = XPN0) + 0 Yner BT XN 00)0r (G (0:)) At

N ooy , _ (7.2.19)
et Yen BT KGN 000 (G (0) (Wi, —WE) -

Our main result deals with the convergence rate of this method:

Theorem 7.2.1. Under Assumptions 7.2.5, and considering the Definitions 7.2.6, the particle
system of Definition 7.2.9 is well defined and satisfies: V0 < e < 1,V f € Cgl+a’ 3C >0, 34Ny €
N*, VN > Ny, VAt <1,

N 4 o 1/4
BV [(I(me), ) ~ v 3 FREN 6] < C(At+<l ]gVN> ) (7.2.20)
=1

The asymptotic convergence rate of this method, still slower than the one of Method 1, is
better than the one of Method 2, given by Proposition 7.2.4, N~1/4 being more accurate than
the preceding N~1/8.

Compared with Proposition 7.2.4, Theorem 7.2.1 allows weaker assumptions for the law of
f which characterizes the alea of the initial condition. The support of the law v does not need
to be a compact interval of R and the density g of v is not necessarily bounded below by a
positive constant. A much larger class of probability laws is then available to parameterize the
randomness of the initial condition py.

Notice moreover that the optimal choice of the window hy in Method 2 (see Proposition
7.2.4) usually depends on the regularities of ® and g, which may be unknown or hard to obtain
(see Bosq and Lecoutre [11]). Here, the parameters ¥ and I} only depend on the number of
particles and on basic bounds for cg, b and ¢ (not on the regularity s of ® o G~!). In Chapter 8,
we will consider, under the assumption that the regularity s is known, a non-thresholded version
of the estimators (7.2.16). In this case, the choice of the resolution level I {v depends on s, but
the convergence rates will be better.

Numerically, this method is more demanding than Method 2, since the regression estimators
have to be recomputed entirely at each date because of the thresholding procedure. Still, if we
use the Mallat cascade algorithm, which complexity is of order O (N) (see Hérdle et al. [61],
Chapter 12, page 223, or Mallat [80] Chapter VII, sections 7.3 and 7.5), the complexity of Method
3 remains in O (N 2/ At), which is better than Method 1 and equivalent to the complexity of
Method 2.

Simulations carried in Chapter 8 for the Navier-Stokes Equation seem to show that Method
3 is more robust than Methods 1 or 2.

7.3 Convergence Rate of the Wavelet Particle Approximation

In this section, we will prove Theorem 7.2.1, which gives the asymptotic convergence rate of the
wavelet approximation (7.2.5) constructed on the particle system (7.2.19). We work under the
assumptions of this theorem.
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Let us first introduce some objects we will use for the proof. The Euler scheme associated
with the stochastic differential equation (7.1.6) is given by: Vk € [0, K — 1],

{ thﬂ (9) = th (9) + ub(tkﬂ th (9>7 G)At + ua(tkv th (6)7 0) (Wtk+1 - Wtk)

Ty (7.3.1)

We consider as well i.i.d. copies of this Euler scheme coupled with the particles defined in

(7.2.19) (same parameters (6;);c[1,n], same initial conditions (Xé’N(Gi))iE[LN] and same Brownian

motions (Wi)iE[LN]): Vi e [1,N], Vk € [0, K — 1],

XZk-&-l (0 ) thk (01) + Ub(tk, ng (Qz)a ez)At + ua(tkv X;k (01)7 92) (ng+1 B thk) (7 3 2)
Xi=xN.

We introduce the analogue of the coefficient estimator ﬁ(b ot (x) defined in (7.2.18) that is
computed on the nonlinear independent particles (7.3.2):

N .
o 1 (s
Vk € [0, K], Vo € R, VI € [-1,IN] x Z, 3" (2) = =D (]@) b(z, X (0.))), (7.3.3)
j=1

and the associated analogue of the regression estimator (7.2.16):

Va € O, Vk € [0, K], Vo € R, tip(ty, 2, a, ) = Z Zthr( (bti) ﬁN) $1(Gn(a)).
IL1=—1 Is
(7.3.4)

In the sequel, we will also need the wavelet decomposition of the function ¢ € © —
py(ty, z,a) = E” (b(z, X4, (0))|0 = a) on the warped wavelet basis (¢ o G);:

Va € ©,Vk € [0, K], Vz € R, wy(ty, 2, ) Zﬁlbt’“ (G(a)), (7.3.5)

with:
3P@) = [ wr(G@)E” (o X, 6)) | 0= a)vlda) = B (3(GI6)b(a Ko, 0)) . (7.3:6)

Lemma 7.3.1. i) For x € R and t € [0,T], the functions a € © — w(t,x,a) and a €
O — uy(t,x,a) are Lipschitz-continuous and the functions o € [0,1] — up(t,z,G1(a)) and
a € [0,1] = uy(t,z, G () are s-Hélder continuous, where s is the reqularity of the function
a €[0,1] = po(.,G~Y(a)) that appears in Point 6 of Assumptions 7.2.5.

ii)For x € R and k € [0,K] with K = [T/At], the functions a € © — uy(ty,z,a) and a €
O — Uy (tg, z,a) are Lipschitz-continuous and the functions a € [0,1] — y(t, z, G~ () and
a € [0,1] — Uy (tg, z, G (a)) are s-Hélder continuous.

Proof. Let us prove Point (i). Let a1, a2 € ©, (X¢(a1))iepo,7] and (Xi(az2))¢eo,r) be two nonlinear
diffusions satisfying (7.1.7) defined with the same Brownian motion (W).c(o,7), and with the
initial conditions Xo(a1) and Xo(ag2) of laws po(y,a1)dy and po(y, az)dy. For ¢t € [0,T] and
z e R:

[ (b, 2, 01) = wp(t, 7, 02)| < [E” (b, Xi(a1)) — bz, Xi(a2)))]| < Hb\lup\/E” (1(a1) = X(ao) ).

(7.3.7)
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Using It6’s formula:
| Xi(a1) — Xi(az)]? = [Xo(ar1) — Xo(az)[?
+/O 2 (Xs(a1) — Xs(a2)) (up(s, Xs(ar),ar) — up(s, Xs(az),az)) ds

—0—/0 2 (Xs(a1) — Xs(a2)) (ug(s, Xs(ar),a1) — uy(s, Xs(az),az)) dWs

¢
+/ (ug(s, Xs(ar),ar) —uo-(s,XS(ag),ag))2 ds.
0
Since:

lup(s, Xs(ar), a1) — up(s, Xs(az), az)| < |up(s, Xs(a1), a1) — up(s, Xs(a1), az)|

+up(s, Xs(a1), az) — up(s, Xs(az), az)|
<[Ibll LipE” (| Xs(a1) — Xs(az)]) + (b( s(@1),y) = b(X;(az), ) PY) (dy)
<[l LipE” (| Xs(a1) — X (a )|)+||b||sz!X (a1) — Xs(az)]

and similarly:
lug (s, Xs(a1), a1) — uo(s, Xs(az), az)| <[lof|LipE” (| Xs(a1) — Xs(az)]) + llollzip [Xs(a1) — Xs(az)],

we have:

E” (IX¢(a1) — Xi(az)[*) =E” (| Xo(a1) — Xo(az)?) + ; (2+4[bl|7,, + 8llolZip) B (1 Xs(a1) — Xs(a2)[?) ds

<e@H4lIblZ i, +8lolZ ) TRy (IXo(a1) — Xo(az)|?),

by Gronwall’s Inequality. Hence:

]ub(t x al) —ub(t x a2)| <C \/EV |X0 al) XQ((IQ)P).

Notice that no assumption has been made on the joint law of (Xy(a1), Xo(az)). Taking the
infimum on every possible joint laws with marginals po(y, a1)dy and pg(y, a2)dy gives:

|Ub(t, €, al) - Ub(t, €, a2)| SC(T)WQ(pO(y7 (Il)dy, pO(y) a?)dy) < C(T)|(Il - CL2|, (738)

thanks to Point 6 of Assumptions 7.2.5. Replacing a1 and as with G~!(a1) and G~1(az) for ay
and az € [0, 1] gives in the same manner the s-Hélder continuity of a +— uy(ty, r, G~ (). The
proofs for u, are similar.

Let us now prove (ii). Let (Xi(a1))iepor] and (X¢(a2))tejor) be the two Euler Schemes
defined as in (7.3.1) and associated with (X¢(a1))ico,r] and (X¢(a2))ico,7r) (same Brownian
motion (W¢)se(o,77, and same initial conditions Xo(a1) and Xo(az)). Asin (7.3.7): Vk € [0, K —1],

|y (L1, 2, a1) — Up(tptr, T, az)] Sllb\lup\/E” (|th+1 (a1) — th+1(@2)|2>' (7.3.9)
From the definition, for any k € [0, K — 1]:

X (a1) = Xpy (a2) = Xy (ar) — Xy, (a2) + (up(tr, Xe, (a1), a1) — up(te, X, (a2), az)) At

+ (ud(tka th (a/l)a (ll) - Ug(tk, th (CLQ), a2)) (Wtk+1 - Wtk) .
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Taking the square, then the expectation:
E” (| Kty (1) = Kigyr (02)]*) = B (| K, 01) = Koy (a2)]*)
‘HEV <{ub(tk, th (al), a1) — ub(tk, th (ag), ag) }2) At2

+EY (!ua(tk, X1, (a1), a1) — uo (t, Xy, (a2), a2)‘2> At

+2AtE” (X, (a1) — Xy, (a2)) (up(ty, Xe, (a1),a1) — wp(ti, Xi, (a2), a2)))

+2EY (X, (a1) = Xy (a2)) (uo(tr, Xiy(a1), a1) — uo(tr, Xiy (a2), a2)) (Weyy, — Wey)) (7.3.10)
+2ALEY ((up(ty, Xey (a1),a1) — wp(t, Xt (a2), a2))

X (ug(tk,)_(tk(al), ay) — ug(tk,th(ag),ag)) (Wtk+1 — Wtk)) .

The last two terms are zero. This can be seen if we condition by the o-field o(Xo(a1), Xo(az2), (Wi)i<t, )-
Given that 2ab < a® + b%, an upper bound of the fourth term in (7.3.10) is:

At [EV (1%, (a1) — Xiy () [2) + B (}ub(tk, X, (a1), a1) — up(ty, Xi, (a2), az)m .
Hence for At < 1:
v (1o S 2 v (1o S 2
E (| K (@1) = Koy (@2)]°) <0+ ADE” (| Xy (a1) = Koy (a2)]*)
+2ALE (Jun(tr, Koy (1), 1) = wp(ty, i, (a2), a2)]*)
+AtEY (‘Ua(tkthk(al)aal) - Uo(tk,th(%),@)‘Z) .
Using the triangular inequality and Point (i):

|up(tr, Xt (a1), a1) — up(te, Xe, (a2), a2)|
< Jup(tn, Xp, (a1), a1) — up(tr, Xe, (a1), a2)| + |us(te, Xe, (a1), az) — up(te, X¢, (a2), az)|
<lupllLiplar — azl + 16l Lip | Xty (a1) = Xz, (a2)]

and hence:

v > > 2 = = 2
B (Jun (b, Koy (a1), 1) = up (b, Koy (a2), 02)[) < 2l [Fiplar — asl? + 20813, (| Ko, (01) = Koo (a2)]*) -

The same inequality holds for E¥ (‘ﬂg(tk, Xy (a1),a1) — g (t, Xt (az2),as) }2) and thus there
exists two constants C,C’ > 0 such that:

E” (| Kty (1) = Koy (02)]*) SC'Atlar = asf? + (1 4+ CADE” (| K (1) — Kry(a2)]*)
and by induction:

B (Ko (02) = Ky () )
k
gC’Aﬂal - CL2|2 Z(l + CAt)l + (1 + CAt)k—‘rlEu (‘XO(al) - X()(CZQ)F)
=0
(1+CADF — 1
C

Using that £ +1 < K = [T/At], and that for all > —1, log(1 + z) < = we obtain:

SC’\al —a2|2

+ (14 CAtHIE (\Xo(al) - XO(GQ)F) .

(1 + CAHM ! =exp ((k + 1)log(1 + CAt)) < exp (;CAt) =T, (7.3.11)
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Hence there exists a positive constant C(7") that depends only on T such that:
E” (\Xtm(al) - th+1(a2)’2) <C(T) <|a1 —azf’ +E” (’Xo(al) - Xo(a2)|2>) < C(T)]ar — asf?,

thanks to the same argument as in (7.3.8) and Point 6 of Assumptions 7.2.5. Replacing a; and
as with G71(a;) and G71(ag) for aq and ay € [0,1] gives in the same manner the s-Holder
continuity of o +— 1y (ty, x, G~ (). The proofs for u, are similar. |

Remark 7.3.2. From now on, we will write with a notational abuse X} Xti];N, Xt(:) and X,fz)’N

tr’
instead of X}, (6;), XZkN(Hi), t(k) (0(5)) and Xt(k) (0(5)) respectively.
Proof of Theorem 7.2.1. We can decompose the approximation error at time 7" in three sources:

N

(I(mr), f>—% Z f (X%N> =T +1Ty+ 13, (7.3.12)
i=1

where: T7 =(I(m7), f) — E¥ (f()_(T(Q)))

T, = (F(Xr(0)) ~ - D7 (%)

The discretization error 77 can be upper bounded thanks to the following result due to Talay
and Vaillant ([117], Proposition 5.1), which generalizes a result from Talay and Tubaro [116]:

Theorem 7.3.1. (Talay and Vaillant [117]) For b and o in CngE(RQ,R):

Vf € G (R,R), 3C = O(T, f,b,0) > 0, Va € O, [Ef(Xr(a)) — Ef(Xr(a))| < C At. (7.3.13)
The constant C = C(T, f,b,0) can be upper bounded uniformly in a by a sum of terms of type
\|8g(ci)b\|Oo|]8£j)a|]oon(k)Hoo for 0 <i,j,k < 4. Integrating over a, we obtain:

Vf e Cg“re(R,R), 3C =C (T, f,b,0) >0, [EV (f(X7(0))) —E” (f(Xr(0))) | < CAt. (7.3.14)

We use the Central Limit Theorem to upper bound the L'-norm of the statistical error T:

Ol llse
VN
Now let us focus on the Term T5. The difficulty here is that the classical propagation of

chaos is not available since the particles X*V are not in mean-field interactions.
From the definition, for any ¢ € [1, N] and any k € [0, K — 1]:

N

B (F(Xr(6))) — 3 S f (K1) <

=1

3C >0, B¥ (7.3.15)

vi,N i vi,N vi,N
XZ}C_‘_l - sz+1 = sz - sz + (ub(tk‘? th’ 0 ) b(tk’) sz 792'7 ﬁN)) At
(ot X5, 0) — T, X5, 0,00) ) (W, = W)

We proceed as in the proof of Lemma 7.3.1 and use the same arguments as in (7.3.10). This
leads us to:

v v _i7N v v _1:7N
B (| %G, - X ) <+ a0E” (| %5 - X5V )
(At + (ADE” (| uplte, X, 0:) = ot X305, 90) 2)
FALE (| gty X1, 00) = T (e X301, 0) )
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Let us introduce the notation:
N

v i N
Sn(ter) = NZE X7, - X0
=1

By summation, and for At <1, Vk € [0, K — 1]:
SN<tk+1) < (1 + At)SN<tk) + C At (Al(k, N) + Ag(k, N)) , (7.3.16)
where Ay (k, N) and As(k, N) are given by: Vk € [0, K],

N

1 2

Al(k‘,N) = NZEV (‘ub(tkthk79) (tk, tk ,Gz;ﬁN)) )
i=1

1 N _ . 2

Ag(k, N) = NZE“(ua(tk,sz,e) g (tk, X7, ,el,ﬂN)\)
=1

Our purpose is now to upper bound A;(k, N) and As(k, N). Since the terms in b and in o are
similar, we do the computations only for A;(k, N). We have:

Ai(k,N) <3(Bl(k N) + By(k,N)+ B3(k,N)),

where: Bl k, N ZEV (’ub tk,th, ﬂb(tk‘,Xtik,ei)’Q)
Ba(k, N) ZIE” ( [y (b, X, 60:) ab(tk,ng,ei,ﬂN)f)

zEv(

The term Bj(k, N) results from the discretization step and can be handled with arguments
similar to those used to obtain (7.3.13). We replace T" with ¢, f with b(z,.), and choose 6; as
a. Taking the expectation and summing over the particles gives: By(k, N) < C (At)?.

2
(te, X, 05, 9N) — Up(te, Xy, ,9“191\1)’ )

The term By(k, N) looks like a regression error except that the function being regressed,
a — Uy(tg, X{ ,a) depends on a random parameter X7, .

Lemma 7.3.3. Under Assumptions 7.2.5, there exists k > 0 such that for
log N

N )
we have: ANy, C > 0, VN > Ny, Vi € [1,N], VK > 0, Vk € [0, K],

Iy =K

2s
log N\ T+2s
°g> . (7.3.17)

E (‘@b(tk,)_{fkﬁi) - ab(tthka@iaﬁN)f) < C(log N)? ( N

The proof of Lemma 7.3.3 stands in Section 7.5 and it is based on the following Lemma,
which is proved in Section 7.4.

Lemma 7.3.4. Under Assumptions 7.2.5, the coefficients ﬂv§b’t’“)(m) and B§b7tk)(az), defined in
(7.3.8) and (7.8.6) respectively, satisfy: Vv > 0, Ik = k(~, co, Lo, b, 0, ¢,), ANy, C > 0, YN >
No, Vi € [I,N], VI = (I1, Is) € [-1,I]] x Z, VK > 0, Yk € [0, K],

v 30t) i (bt) i k [log N C
P (Iﬁz (X)) - B = \/7) < N (7.3.18)
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In the proof of Lemma 7.3.3, we will use the result of Lemma 7.5.1 with v > 7/2. Then the
constant x that should be chosen in Lemma 7.3.3 is given by k(7/2,cg, Lo, b, 0, ¢, 1) found in
Lemma 7.5.1 (see Equation (7.4.23) in the proof for the accurate expression of ).

Finally, we upper bound Bs(k, N) with the following lemma, proved in Section 7.6:

Lemma 7.3.5. Under Assumptions 7.2.5, we have:aNy, C > 0, VN > Ny, Vi € [1,N], VI =
(I, I2) € [-1,IN] x Z, VK > 0, ¥k € [0, K],

Z > [thr( P (XG), 19N> — thr (Agb’tk)(Xf;N),ﬁN)} Ur <Jif>
L=—1 I>
( ZE” <’Xik X" ) loi,N) (7.3.19)

Let us come back to the proof of Theorem 7.2.1. Gathering the upper bounds of A;(k, N)
and As(k, N) in (7.3.16), we deduce:

SN (tr+1) < (14 C At)Sn(ty) + C At ((At)2 + (log N)? (10gN>1+2S N logN>

N N

2s
(14 C A -1 ) 5 (log N\ T+ log N
GA7 C At | (At)* + (log N) ~ N |

25 S 1
1+2s 2
(equality being achieve with the limiting case s = 1/2), we have for sufficiently large N:

<(1+ C A1y (0) +

since s > 1/2 implies that

log N %< log N
N

(log N)? (

Hence, using the same argument as in (7.3.11), and since Sy(0) = 0 and At < 1:

Sn(trs1) < C(T) ((At)2+ lova ) (7.3.20)

We can now conclude the computation of an upper bound for the L'-norm of Term T in (7.3.12).
Using the fact that f is Lipschitz continuous with constant ||f’||oc and the Cauchy-Schwarz
inequality, we have:

RS N log N\ /4
sup EV X X’L . ( > ' 7321
ke[1,T/At] Zf i) sz( ) c()|| 1] ~ ( )
The result announced in Theorem 7.2.1 is obtained from (7.3.14), (7.3.15), (7.3.21). [

7.4 Proof of Lemma 7.3.4

Let N, K € N*. We have for all k € [0, K], i € [, N], and I € [-1,I}N] x Z,:

- iy k [log N
(w“t“(X’) X > 2=

5 N ) Scl(l,k},i)+02(l,k,i) (7.4.1)
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where

N v [ | 30t) T v [ 5(bty) K log N
Ci(I, k,i) =P (ﬁI (X;)-E (5 (x )) - >\ o )
Co(I, ki) =P" | |E¥ (B(bvtk)(x)) _ A (x| s log N
5 Ivy I x:XtZk I tr 4 N

One difficulty to upper bound Ci(I,k,i) lies in the fact that we deal with the wavelet
coefficients of a function a € [0,1] — 1y (tx, X}, G~'()) which depends on a random parameter
r = Xj, . We first fix z € R and prove the following Lemma 7.4.1 (Section 7.4.1). Then, we use
a localization argument to obtain an upper bound of Ci(I,k,4) announced in Corollary 7.4.2
(proved in Section 7.4.2).

Lemma 7.4.1. Under Assumptions 7.2.5, ANy, C > 0, VN > No, VI = (I1,I5) € [-1,1I}]] x
Z,VK > 0, Vk € [0, K], Vz € R, ¥r > 0,

B (|30 @) — B (B (@) | > 7)

r2

Nr?
<2exp | — : +Cexp [T (7.4.2)
s (R 4 Bl ( 8”ub”%ipcl200>

where C' is a positive constant such that

VN > Ny, Z% ( ) < (7.4.3)

(see Lemma B.3.3 in Appendiz for a proof of the existence of C").

Corollary 7.4.2. Under Assumptions 7.2.5: ¥y > 0, 3k = k(7, b, 0, co, Lo, d,1) > 0, ANy, C >
0, VN > No,, Vi € [I,N],VI = (I1,I2) € [-1,IV] x Z, VK > 0, Vk € [0, K],

L ki) <55 (7.4.4)
A condition for choosing k is given in (7.4.23). |
To upper bound Cs(1, k, i), we study the difference:
v b, b,
B (B0 @)| ., -8
23
1Y _ 1Y _
S NGO Rl I B A e
=1 v=Xj, i=1 v=Xj,

(7.4.5)

Lemma 7.4.3. Under Assumptions 7.2.5: ANg, C > 0, VN > Ny, Vi € [1,N], VI = (I, 12) €
[-1,I]N] x Z, VK > 0, Yk € [0, K],

C
— implying Co(I, k,i) =0, . (7.4.6)

2(bitk) (i

()

x:X’
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The difficulty in proving Lemma 7.4.3 is that the intuitive idea of using the Lipschitz conti-
nuity of ¥y does not lead to the result we are looking for, because the Lipschitz constant 2371/ 2L¢,
is not counterbalanced by E¥||Gn — G| < C+/(loglog N)/N (see Van der Vaart [33], Chapter

19, page 268). We thus follow in Section 7.4.3 some ideas in Kerkyacharian and Picard [72] and
use more deeply the structure of wavelets.

The result announced in Lemma 7.3.4 is obtained from (7.4.1), Lemmas 7.4.1 and 7.4.3.

7.4.1 Proof of Lemma 7.4.1

A difficulty comes from the fact that even if the particles (91-,)7(&)1-6[17 ~) are independent, the
particles (9(1),)_(&))1’6[1’ n] ranked in increasing order with respect to the values of (0;);c1, ) are

not independent any more. However, the particles (ng))ie[l, ~] are independent conditionally to
(61,---,0n). We consider the following decomposition:

(‘ﬁ(b ) (z) — B (B}“k)(x))‘ > 1) < Dyl k,2,7) + Da(L k7).
where:
Di(1ky,r) =P (15 @) =B (3" @) | 1, ,0x) | = 5) (7.4.7)
Do(I,k, x,7) =P¥ (|E”( ) (1) | By, - - ,eN) _E (By’m( )) | > 2) (7.4.8)

Upper bounds for the terms D1 (I, k,z) and Ds(I,k,z) are given by the following Lemmas
7.4.4 and 7.4.5.

Lemma 7.4.4. Under Assumptions 7.2.5: 3Ny, C > 0, VN > Ny, , VI = (I1,I5) € [-1,I}]] x
7, VK > 0, Vk € [0, K], Vo € R, ¥r > 0,
2
g (ACIbE | blloslilloc2™t/
8 (AP - Ileslils2n )

Dy(I,k,z,r) <2exp (7.4.9)

Proof. Since:

N .
Y (B§b7tk)(m> | 6y, ,QN) :%Zwl (Jif) EY (b(-l",Xt(g)(Q(j))) | 0y, >9N>

S (§)e festuin)
j=1
N .

:% S (1‘@) E” (b(x, X1, (0)) | 6 =6;)) ,
j=1

we have:



with Vj € [1, N]:

E” {w; <J‘7V> (b, X (05))) B (b, X (6)) 1 0= 03))) | 61, QN} o,

2172]|3)]l0 x 2][Blloo
N

Lo (2 ¢ ) v %
and | 0r () (bl X200 ~ B (010 X (6)) | 0= 0) | <
using that ¢7 is upper bounded by 21/2||4)|o (see (7.2.12)). For sufficiently large N:
) ; i
ZEV (\N (£) (oo X000~ = 0t X0 10 =005))| | 00 ,0N>
N

U8 el
<— —2 (L) ] 4 < —
sy (Tt (3) ) i = =,

where C” is defined in (7.4.3).
It is thus possible to apply Bernstein’s inequality (see Proposition B.4.2 and Inequality
(B.4.4) in Appendix):

2
v (1308 (o v (At AW 3 (r/2)
F (Wf (z) -E (ﬁf @) 161, ’QN)‘— 2) —QGXP( 2(40/%“20+§gzx211/2ubnmuwuw) ’

and this gives (7.4.9). [ |

Lemma 7.4.5. Under Assumption 7.2.5: ANy, C > 0, YN > Ny, , VI = (I}, I3) € [-1,I{]V] x
7, VK >0, ¥k € [0, K], Vz € R, Vr > 0,

Dy(I,k,z,1m) <Cexp (—NTQ> . (7.4.10)
8|7, C"co
Before proving Lemma 7.4.5 we establish the following Lemma:
Lemma 7.4.6. For I € [-1,I]N] xZ, k € [0, K] and x € R, let us define the following function:
Friz : RN — R
(a1,---,an) + NEJ ﬂbl( )Ub(tkax ag))s

where (a(j))je[l,N] are the terms (ai)iE[LN} ranked in increasing order.

Then, there erists Ny € N*, such that VN > No, VI € [-1,I]] x Z,VK € N*, Vk €
[0, K], Yz € R, the function Fry, defined in (7.4.11) is C'||@p| Lip/ v/ N-Lipschitz continuous,
where C' is defined in (7.4.3).

(7.4.11)

Proof of Lemma 7.4.6. By Lemma 7.3.1, the function a — uy(tg, z,a) is Lipschitz continuous
for any k € [0, K] and z € R. We have for (a1, ---ay), (a}, -+ ,ayy) € RV:

)3 w(@
N N
s[5 (0 E o

HUbHsz S
JZa ‘ (7.4.12)
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[Far,-ax) - F(d,....dy)| < lag) — ay|




Let us now show that: Ny N
2 2
> Joy =ty | < ol —aif” (7.4.13)
: j:l

Since every permutation of [1, N] can be decomposed into transpositions, it is sufficient to prove
(7.4.13) for N = 2. Let (a1,as) and (a},ab) be two couples in ©%. There are three cases.

a;  agal a a1 dhaz a) a;  ahay az

Figure 7.1: Cases 1, 2 and 3 from left to right.

Case 1: We have
lay — a1]” + |ah — asf® = (Ja} — a2f® + |ag — a1]* + 2|a} — az|az — a1]) + |ah — az|?
=la} — as|* + (Jaz — a1|* + |ah — ag|* + 2|ah — ag||az — a1) + 2|ah — d}[ |az — a1
2 2 2 2
>la) — az]” + |ay — a1|* = |agy) — ag)|” + lajyy —a)l™.
Case 2: We have
a1 — a1]? >(la} — as| + |ag — a1])* > |afyy — aq)|* + lajy) — ag)l®
Case 3: We have
) — a1]® + |ay — az]? >|ah — a1 + |af — ao]® = |a/(1) - a(l)’2 + ’a/(z) - a(2)|2-
This shows (7.4.13) and ends the proof. [
Proof of Lemma 7.4.5. Recall that:

(5?”’“ () | 61, ,aN) _ R (“gbvtk»)(w))
1 & ;
NZ <> up(t, 7,6(5)) — B (up(t, z,0(5))))

By Point 3 of Assumptions 7.2.5, the common law v(da) of the random variables (6;);c[1,n
satisfies a Logarithmic-Sobolev inequality with constant ¢yp. By independent tensorization (see

Ané et al. [3], Theorem 3.2.3 p.31), the law v®V of (0)ic, ) also satisfies a Logarithmic-Sobolev
inequality with the same constant cg.

An interest in Logarithmic Sobolev inequalities is that they entail Gaussian deviation in-
equalities as stated by Ledoux [77]:

Proposition 7.4.7. Concentration Phenomenon (Ledouz, [77])
Let p be a probability measure that satisfies a Logarithmic Sobolev inequality with constant cg > 0.
For every r > 0, for every Lipschitz continuous function f:

2
3C >0, u(|f = (u, f)] > 7) < Cexp (‘W) :
p

The constant C' does not depend on f nor on p.
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Applying this inequality to v®" and to the function F 7ko defined in (7.4.11) gives for
Dy(I,k,z) defined in (7.4.8): INy,C > 0,YN > No, VI € [-1,I]N] x Z, VK > 0,Vk €
[0, K], Vx € R, Vr > 0,

N(r/2)?

Eu< (btk)(w) 16y, ’9N> _ g (5“§b,tk)(x)>’ > g) < C{W’

which is the result announced in (7.4.10). [

Do(I, k, ,r) =P (

7.4.2 Proof of Corollary 7.4.2

Our purpose is to prove (7.4.4) by replacing in Inequality (7.4.2) the fixed parameter x with the
random position Xt and by choosing r = k/4 /log N/N with a good choice of k. To achieve
this, we will use a localization argument, and thus need some tail bounds for the law of X;
We begin with establishing these bounds in the following lemma.

Lemma 7.4.8. Under Point 4 of Assumptions 7.2.5, there exists d¢9 > 0, 3Cy, Cy > 0, Vg >
G, VN € N*, Vi € [1,N], VK € N*, Vk € [0, K],

_. 2 — ||b]|oT)?
PY (|1 X; | > <) < Crexp(—Cas/2) +exp | — (/2| 2” ) . (7.4.14)
* 2||o|I3.T
Proof. We have:
_ . — . _ . — Cos — . — .
P (IX7,0 > <) <P (1%8 > 5) + P (161 < 5, 1% > <) < e 2 4 P (1% - Ki| > 5).
Let A € R. Since up and u, are bounded by [|b]|e and |||/ respectively:
B (eA(ka‘Xé)) _ g [eA(szl—Xz;) B <6A<ub<tk_1,)‘<z‘k )t us (te-1, X, 89VEEBL) | Xtik_l>:|

S El/ |:e>\(XtZk—1_Xé)e)\”b“ooAth/ (exp <)\Ua'(tk—1, szilgei) /At Bk;) | szil):| )

As the Laplace transform of a centered Gaussian random variable Y of variance s? is E(e*Y) =

2.2 .
eN'5°/2 we obtain:

E” (eA(ka‘X3)> <E¥ (eA(ka_1X8)€A||b||ooAt exp ()‘ ug (te— 1,th_1,9i)At>>

2

2 2 & Vi 25112
< eMbllooAt+ 2T (eA(th,l—Xo)) < AT T
by induction and since k € [0, K] with K = [T/At]. As a consequence,

i e S >\2 2 T
P (1%, - K| > §) <o ¥ exp (MpllT + 150 )

Optimizing the right hand side in A gives for ¢ > 2||b||ocT

v (15 _ wil < S (s/2 — [[blloT)?
P (|Xi, = X5| > 5) <exp (— ik

Remark 7.4.9. Notice that in case o = 0, the particles move deterministically and:
P¥ (|X}, — Xi| > [bllocT) = 0.
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We are now ready to prove Corollary 7.4.2.

Proof of Corollary 7.4.2. Let r > 0, and let us define the interval IC = [—¢, ] with ¢ > 2||b||ccT’
Since K is a compact interval, it can be covered by a finite number of balls |x; — o, z; + [, with
(21)ieq1,7 @ finite sequence of K and ¢ > 0. It is possible to choose £ = [¢/o] + 1, where [.] stands
for the integer part. Then:

N N
P’ }VZw (Gu(6,))b (X}, X7, ) —E (}VZw (Gij))b(m,Xik)) >
J= = m:X%k
< P Do v (Ga 00 (XEK) - V(NZ%(GN(f)j))b(x,Xik)) >
7j=1 J=1 I:)_(Zk
and Xtik eK)+P (sz ¢ K)
7 1 N 1 N .
< Yr(|Eyw (GN(ej))b( tk,xgk) EY qupI(GN(ej))b(x,ng) >
=1 j=1 j=1 s=X,
and |X{ —x| <o) +P (X ¢K). (7.4.15)
For a given [ € [1, /], we have:
1 Y o 1 .
S 2 (G (0)b (X0 XL, ) — B | D (G (0,)b (2, X3, )
j=1 7=1 a=Xi,
1 N
< |35 uionen ((5.50) b(xl,xtk»‘
1 N 1 N .
+ Nsz (GN(GJ))b(xletk) - E” (N > v (GN(@))b(xlaka))‘
j=1 j=1
1 .
+ sz (Gn (0 (xl, ) - B NZW(GN(QJ'))?)(%X&)
J=1 v=X},
< 20/||bHLip|xl_Xtik’
+ —sz G (6 (xh ) ( Zwl G (0 (xh ))‘ (7.4.16)

where C’ is defined in (7.4.3). Thus, using Lemma 7.4.1:

]P)l/

and

IN

pu(l

1 IR ¢
= 2 (G (0)b (X5, X, ) - (sz/u(GN(ej))b(m,sz))
Jj=1 j=1

|sz - xl‘ < Q)

x:X}'
ke

Néwz (@n(0)b (2. X],) ~E (}Viw CNON (Iz,XgJ)

>r— 2C”b||Lipg)

= P (’By},tk)(xz) —E (vgw(xl))j >r— 2C,||bHLin)

IN

N(r — 2C"|[bl| i) N(r — 20'||bl| i)
2 — C o P
eXp( SB[ oo 7 ’

+ (r = 2C"[[bllLipo) [1blloo 19| oc2"/2/3)
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and from (7.4.15)
N
P¥ Z

z=X}
tg

(4, 5) - (sz (Gn (x,ng_)>

S N(r —2C"||b||ipo)® )
< |-]+1 2 exp <—
(M > ( 8(4[|b]12.C" + (r — 2C"|[b]| Lip0) [blloc ¥ | 2/2/3)

4 Cexp <_N(7" - 20’||b|Lin)2>> + Oy exp (—Cas/2) + exp (_(</2_”b”°°T)2) . (7.4.17)

8C"2 |74 c0 2||o3T

We now choose ¢ = r/(4C"||b||Lip), 7 = /4 \/log N/N and s > 2(||b||2,T + 1) (the constant
o0 has been chosen such that r — 2C"||b||ip0 = 7/2). Let us upper bound the different terms in

the right hand side of (7.4.17).
16¢C"||bl|Lip | N N
1< —. 7.4.18
K log N =G log N ( )

With our choice of 7 and of I}V (see (7.2.11))

1/4
roli/2 < ol /2 < K [log N w 21N /2 < logN < ﬁ
— 4 N 4

/o] +1=

Hence:
o (- N(r = 20'b]111,0)? )
8(4/[b]|2,C" + (r — 2C"||b]| Lipo) bl oo 2| 027/2/3)
~exp (_ N(r/2)? ) <o |- N(k/8 x y/log N/N)?
8(4[16l12,C" + 1l || 00 211/27/6) ) — 8(4[b]12,C" + V/E|bll o [[% |00 /24)
k%log N
<exp (— > 7.4.19
ST@BILC? + y/Albllo [l1/20) (74.19)
We also have:
N(r —2C"||b]| Lipo)? k?log N
exp | — <exp | — . 7.4.20
p( sCPalz,0 ) =P\ TsReRul, (7:4:20)
When ¢ > 2(|[b||2,T + 1),
¢/2 — ||b||ocT)?
C1 exp (—C25/2) + exp <—( /2||a’]‘\2”T ) )
/2 — ||bllocT
<C1exp (—Ca6/2) + exp <_/2H0||]’2HT>
HbHooT : 1 —Cs6/2
< —c/2 < 5¢ 4.21
<(erew (gp7ir) ) o (~o/2min (00 gppypr) ) < o (421
From (7.4.17), (7.4.18), (7.4.19), (7.4.20) and (7.4.21):
1Y : 1 Y iy
P’ NZ%Z)I(GN(GJ))b(XZk,ng)—E = D (G (0)b (2, X, ) =
j=1 j=1

z=X!
Uk

w2 ok
<C3¢ longN <2N_512(4|b|%00/2+ﬁ|b|oo|w|oo/z4) +CN 5120’2ub%1p50> + Cyexp (—Cs¢/2)

<CsNPW) 4 Cyexp (—Cs¢/2). (7.4.22)
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with

N |

K2 K2
B(k) = 2 O A 207,112 -
512(4/[][3,C" + Vbl [ lloc/24) ~ 512 C72||us||7,,c0

Our purpose is now to prove that the right hand side of (7.4.22) can be upper bounded by
a term in 1/N7.

Let us introduce
F(¢) = Ces NP 4 Cyexp (—Cs6/2) .

The derivative in ¢ vanishes for

2 0405 ﬁ( )
- NO
0T n( 2Cs ’

which is equivalent to (28(k)/Cs)log N when N grows to infinity, and is thus greater than
2(||b]|2.T + 1) for sufficiently large N. We have:

2C6 CyCs 2C6(k) 2Cs —B(r)
< .
f(<0) > ( Cs In ( 2Cs > + Cs ID(N) * Cs N

If we choose 7y such that 3(k) > =, i.e., if we choose 7 such that:

- A w” SV (7.4.23)
512(4/b|[2.C" + V/E[[blco|[¥lloc/24) * 512 C72[|1p |75, c0 "7 h

then, there exists C7 > 0 and Ny € N* such that VN > Ny,: f(sp) < C7/N7, and the lemma
will be proved.

The condition (7.4.23) is satisfied if and only if:

K2 1 K2

— >~v+ -, and
512 C"||uy|[7;,c0 2 S12(4/[bl13.C" + Vbl |9l o0 /24)

1
>+ = (7.4.24)

2

A sufficient condition is that the following (7.4.25) and (7.4.26) are fulfilled. The first assertion
in (7.4.24) is satisfied if

1
K > 166””71(,”&;0 2co <'y + 2) . (7.4.25)

A sufficient condition for the second assertion of (7.4.24) to be satisfied is that:

K2

S12(4[b[13.C" + [[blloc [ llc0/24) V5

1
>’y+§ and k> 1,

thus, if :

1 2/3
K> [<v + 2) 512(4/16]|1%,C™ + |1bloo 1% ]| 00 /24) V1. (7.4.26)
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7.4.3 Proof of Lemma 7.4.3

To prove Lemma 7.4.3, we can not use Lipschitz continuity of the function ¢¥;. We rather take
advantage of the regularity of o +— (s, 7, G~!(a)) by an integration by part-like formula.

To this purpose, let us recall that if ¢ is a wavelet with compact support that satisfies
(7.2.8), then, there exists a compactly supported Lipschitz continuous function ¥ such that:
Y =A_p(¥)=U(.—h)— (), with h =271 (see [72]). Thus:

Y =A_p, (Up), with hy = 27171 and U (y) = 212w(2hy — ).

Let us introduce the following notations: for « € [0, 1],

N
Un(@) = 5 Y1 sl GO(= Gn (G (@)

=1
(—3) 1 & Lig(o,)<a<1}
Uy (@) = & D Lwa(G(8) = Un(a) - 5=
N N
1=1,i#j
Recall the Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz inequality (see [40]):
iC >0, Vr >0, P ( sup |Un(a) —al > r) < Ce N7, (7.4.27)
a€gl0,1]

Integrating this inequality in r gives:

3C >0, B | sup [Un(a)—a] | < Cy/—~. (7.4.28)
a€l0,1] 2N

We are now ready to prove Lemma 7.4.3. Let us define:

B=E (3" @)| -8

r=X?
122

We have:

==
M=

<
Il

E=F" ( [r(Gn(85)) — ¥1(G(0;))] b(z, ng(ej))>
=1 x:)_(gk

Let us consider the term A_p, (¥;)(Un(G(85))) — A_p, (¥1)(G(85)):

=

1

<
Il

[A_p, (Y1) (Un(G(0)))) — Ap, (¥1)(G(0;))] bz, ka(%))) :
2=X],

Ay, (U (UN(G(05))) — Ap, (¥1)(G(05)) (7.4.29)
=V (UN(G(0;)) — hr) = Y (Un(G(8;))) — V1(G(8;) — hr) + V1 (G(0;)).

We add and subtract from E the terms \I/[(U](V_j)(G(Hj))) and:

(UL (G0;) = hi)) <o)<t + U(G(0;) = hi)Lo<aio,)<h, - (7.4.30)
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By convention, let us define '
U](\;J)(a) =a for a <0. (7.4.31)

The term (7.4.30) can then be rewritten as U, (U7 (G(6;) — hr)). (7.4.29) then becomes:
A_p, (1) (Un(G(8;))) — Ap, (V1)(G(6;))
= (W1 U(G0;) = ) = Wi(G(0;) — b)) = (WU (G(0,)) - 01(G(6,)))
+U L (UN(G(6;)) = hr) = Ur(UG 7 (G0) = ko) + U1 (U (G(6))) = U1(Un(G(6)))
= (WU (G05) — b)) = wi(G(;) ~ b)) = (WU (G0:)) = 01(G(6,))
#0 (US@0) + 5 —hr) = 01U (G0) ~ )

UL ©0) - v (U560 + )

by using that Uy (G(0;)) = U](\,_j)(G(Qj)) + 1/N. Thus:

E= E1(17k72) +E2(I7ka7;)7
with: Ey(I, k,1)

= ﬁil@ (B (A, (WU () = wi0)) (GO anlta,,05) | 0ivi #5))
a v=Xi,

= % iEV (/01 A_py (\I]I(U](\;j)( ) — ‘1’1(-)) (a)ty(ty, z, G () da) (7.4.32)
= 2= X

I

2=

M=
e

v </01 <q;1 (U](V_j)(a) n % - m) — U5 (a - m))) p(tg, =, Gl(a))da>

r=X?
123

x=X?
g

+
2=
=
=
<
N
B_‘
N
(S
~
—~

U @) =0 (U5 @) + ) ) w6 @)

(7.4.33)

The term Ej(I,k,q) allows us to carry out the integration by parts mentioned previously. The
second term, Fo(I,k,i), is a residual term.

We first upper bound i (I, k, i) defined in (7.4.32). As:
/01 An, (WHOF7() = w1()) (@) (th, 2, G (@) da
= /01 (w105 (@ = k) = Wi(a = hn)) = (B(U5 (@) = Wi()) | n(ty, 2, G () da
. /_ 1:1 (01U (@) = () ) (s, 2. G (o + hy)) da (7.4.34)
- /O 1 (20§ (@)~ Wr(0)) (b1 2, G (@) d
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With the convention (7.4.31), we have for o € [—hy,0],

W (U (@) = ¥i(0) = Wi(a) — ¥(a) =0,

and for a € [1 — hy, 1],
iy (t, ©, G~ () (a + hy) = 0,

since the function @, has a compact support in [0, 1]. Hence, (7.4.34) can be rewritten as:
1 )
/ (w07 (@) = w1(@)) b, 2, G+ hy)) do
0
This gives:
' ()
/ A, (B W570) ~ 1) (@)iy(ts, 2,6 () da
0
' (=)
_/ (0§ (@) = W1(@)) (an(ts, 2, G (@ + hr)) = wlta, 2, G~ (@) dar

0

and:

11,k ) i (/( ‘”(a))—%(a))Ahluatk,x,a-l(.))(a)da)

Thanks to Lemma 7.3.1, the function o +— @y(tg, x, G~ () is s-Holder continuous for every
x € R with s > 1/2. We thus have:

\Ev(LLE,0)| < Cﬁjﬁ;ﬂi“ (/01 (xp[ (U};j)(a)) - \I’I(a)‘ da> . (7.4.35)

r=X!
2%

Let us introduce the following set:

log N
By(<) = { sup |Un(a) —a| > ¢/ o1, (7.4.36)
a€l0,1] N

where the constant ¢ has to be properly chosen (in the sequel, we will be lead to choose ¢ >

\/3/8). Using (7.4.27) yields:

y C
Then:
1 ‘ :
E ( / ‘\1:, (U](\;j)(oz)> - \Ill(a)‘ da> < B9 4 EY. (7.4.38)
0
where:
. 1 )
Eijl) = EY (/ ‘\III <U](V ])(a>> — \P](a)‘ do lBN(<)>
EY) = E (/ “h( a )) —‘I’I(Oé)‘da 1B;V(<)>-
Using (7.4.37), we obtain the following bound for E(J ).
: 2 x 21 /2||w
B <2 x 2120l B (By(s)) < 22210 (7.4.39)

N2
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Now consider the term Eg) On the set Bf/(s), we have:

i 1 log N 1
sup |U1(Vj)(oz)—a\ < sup |Un(a) —a|l+ = <g 08 + —.
a€l0,1] a€l0,1] N N

In this case, the support of a — \II(UJ(\,_j)(a)) — U(a) is in

—j log N 1
[supp (\II(UJ(V J))) U supp (\I/)] C {a €R | 3o € supp(¥), |a —d'| << Oif + N}

which is itself included in a compact interval of length C(s, V) depending only on ¢ and ¥. For
any double index I € [—1,I}¥] x Z, there exists an interval Z; of length C(s, ¥)2~/t such that:

/01 ’\I/] (U](V_])(a)) - \I/[(Oé)‘ do 1BJCV(<) = /I ‘\I/[ (U](V_J) (Oé)) — \I/](a)‘ do 1Bzc\f(§)' (7.4.40)
1
Thus:

EFZ) < 23[1/2L\IJEV (/
I

< PH2LyE (sup|UL () — o] ) C(e, )27 < 212 Ly C(c, W)Cy | 5AT.4.41
o ITN 2N

U](V_])(a) — a‘ do 135:\]({))

where the third inequality has been obtained thanks to (7.4.28).

Therefore, from (7.4.35), (7.4.38), (7.4.39) and (7.4.41) we deduce, with ¢ > 1/2, that there
exists a constant C' > 0 such that:

. 1 1 C
\Ey(L ki) < C<N2<2+\/N>§\/N' (7.4.42)

Now turn to the residual term Fy(I,k,i) defined in (7.4.33). We consider as above the set
By (s) defined in (7.4.36):

\IJI(UJ(V j)(a) +——hr)— ‘I’I(U](vij)(a —hr))

>

[bllso 5~ [6) -, 50)
3 [Em +E22} , (7.4.43)

A 1
where: Eéjl) = [FE¥ </ (
0
, 1
e (]|
0

|Ea(1, k)]

A
=
8

]

=

A
7N
S

+
==

8
M=

&

R
N
c\}_‘

v (057 @) - v (05 @) + )

IN




We have for Eé{):

: _ 4><211/2\|x11|1000.

EY < 4x2D2)|0|| P (By(s)) < g (7.4.44)
Now let us study the term Eéj ). Since on Bf(s):
i 1 i
sup UJ(V J)(a) + N hr — U](V J)(Oé - hl)‘
ael0,1]
_j —j 1 logN 3
< UG (@) — ol + —hr—U(a—h)| + — <2 +=
- azl[ltfl] ‘ v -a azlﬁo?ﬂ ‘a G 1)‘ N="V"nN N
there exists, similarly to (7.4.40), a positive constant C’(¢, ¥) such that:
g _ g o (D L U (o b
2 ;. 1(Uy (a)+N 1) 1(Uy " (= hp))
I
i i 1
+ ‘xpl (U§V ])(a)) — I, (U}V D(a) + N) '> da1BJcV(<)>
i i N -1 h 2
< 2012y, w271 sup (B UG (@) — UG (@ — k) - hy| + L ) :
a€l0,1] N N
Using the Cauchy-Schwarz inequality then the independence of (6;) i€ LN
: : N-1 1 & i
EV U](\;J)(a) o U](\/j])(a — hI) —_ N h[ S ]EV N Z (1]a7h1,a](G(9i)) - h[)
i=1,i#j
1 hi(1—hp)
<\ Lvar (hona(Goy) < | 20,

Then, we finally have:

) _ I/2
G« ohi/2p_ v hi(M—hr)  hr+2) _ 12

From (7.4.43), (7.4.44), (7.4.45), with I € [1,I{¥] and I}V as in Assumptions 7.2.5:

2[1N/2+ 1 +2[{V/2
N2 /N N

| E(1, k, i) §C<

1 1 1 C
<C : < =2 7.4.46
- <N2g2—1/4<log N)1/4 + /N + N5/4(10g N)1/4> - VN ( )
if we choose ¢ such that ¢ > /3/8.

From (7.4.42), (7.4.46), and if we choose ¢ > /3/8, we conclude that:

C
E < —,
RN
and Lemma 7.4.3 is proved. |
With this Section, we have concluded the proof of Lemma 7.3.4. We now have all the tools
to prove Lemma 7.3.3.
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7.5 Proof of Lemma 7.3.3

Recall the definitions of @, and @, given in (7.3.4) and (7.3.5). Since:

E” <|ﬁb(tk7xfk79i,19]v) — Uy (t, Xi,,0;)] )

< E”(Suopl |y (11, X7, G~ (a),z?N)—Ub(tk,XZk,G_l(a))|2>,
a€[0,1] )
< 2B | sup it X, G (@), 0 Z > thr (BP(XG), 0 ) er(@)
a€(0,1] Li—1 I,
2
+ 9E¥ sup. Z Zthr( (bts) ng),ﬁN)¢,(a)—ab(tk,)‘(gk,a—l(a)) , (7.5.1)
aclVlln=—1 I,

We first give a lemma allowing us to control some moments, then we upper bound the first term
n (7.5.1) thanks to Lemma 7.5.3 and the second term thanks to Lemma 7.5.4.

Lemma 7.5.1. Under Assumptions 7.2.5, there exists for any v > 0 a positive constant k as in
Lemma 7.3.4, such that 3Ny, C > 0, YN > Ny, Vi € [1,N], VI = (I1,I3) € [-1,I]N] x Z, VK >
0, Vk € [0, K,

I
(byts) (btk) 5 k [log N Cc2h1 C
P k) X > 2y < < (752
(Sgpmf (X4) - Xilz3y =) = W < Tog NN1-1/2 (7:5-2)

As a consequence, for a choice of v > 7/2, we obtain for every p € [1,6]: INy,C > 0, VN >
No, Vi € [I,N], VI = (I1, Is) € [-1,I}] x Z, VK > 0, Vk € [0, K],

2(b,tr) (bt) 1 C(lOgN)p/Q

Proof. The tail upper bound of Lemma 7.3.4 implies that:

=
)
i
=2

<3P <5§"“><sz> — A >

I>2€Z

| =
|03

=
N——

=

NJ\Z&

© i b, %
g (Supm W) - B (X = 5 N>
SCQIl ]P)l/ <|ﬁul(_b,tk) (sz) /g(b i) (th)|
c2h ool C
< < <

1P
log
N
~ NY — NY = log NNv-1/2’

since the number of non nul coefficients for a given level I; is of order 2/t when we expand a
compactly supported function on a Multi-Resolution Analysis generated by compactly supported
wavelets (see Proposition B.3.1 in Appendice). From the preceding inequality, we have for p > 1,

o (supm/’“( Xi)- “’“@’(Xl)\)

I

(7.5.4)

VR v i v
< 5P <supw<““<xtk> B (X1 < ;V)
y . _ . 9
& oI (sup | () - A () = ) (1.55)
2
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since supy, ]ﬁ(b t’“)(XZ ) — B§b’tk)()?fk)| is bounded by 2C’||b||s, Where C’ has been defined in
(7.4.3). Using (7.5.4) we obtain:

><19§’v CCPIblE _ wP(og NP2 C(2C")7|[bll%

—2r  \JlogNNY—1/2 = 2pNP/2 VIog NN7—1/27
(7.5.6)

E” <sup|g; W (KE ) — FO ()P

Iz

by choice of ¥y (see (7.2.10)). If p € [1,6] and if we choose v > 7/2, the dominant term in
(7.5.6) is in (log N)P/2/NP/2, |

Remark 7.5.2. In the sequel, the choice of v > 7/2 will be assumed.

Lemma 7.5.3. Under Assumptions 7.2.5, and with the choice of k for the threshold 9y as in
Lemma 7.3.4: ANy, C > 0, VN > Ny, Vi € [1,N], VK > 0, Vk € [0, K],
log N =2
<
< (%)

Lemma 7.5.4. Under Assumptions 7.2.5, and with the choice of K for the threshold 9y as in
Lemma 7.8.4: 3Ny, C' > 0, YN > Ny, Vi € [1,N], VK > 0, Vk € [0, K],

2

it X, G Z > thr (B (X4, 9x) (@)

I1=-1 I>

EY | sup
ael0,1]

2

E¥ | sup

logN) s
a€gl0,1]

Z S thr (B9 (). 0a) r(e) = wa(t X G @) | = Cllon)? (5

I=—1 Iy

Let us notice that the convergence rates depend on the regularity s of a — @ (g, z, G~ ()
(see Lemma 7.3.1). This was to be expected, since this regularity can be translated in terms of

properties of the wavelet coefficients B}b’t’“). Indeed, when ¢ and v satisfy Assumption (7.2.8),
the wavelet coefficients ; of any s-Holder continuous function f satisfy (see Hardle et al. [61],
Theorem 9.4 page 119):

3C > 0,V > —1, sup |By,p,| < C 2 11(s+2), (7.5.7)
Iz

7.5.1 Proof of Lemma 7.5.3

Let us define
Arn(a) =v1(G(a)) — ¢¥i1(Gn(a)). (7.5.8)

Since 7 is Lipschitz continuous with constant L¢231 1/2,
¥p > 1, B ([|Arn|B) < 2PPLIEY (|G - GnllE) (7.5.9)

From the law of the iterated logarithm (see Van der Vaart [33], Chapter 19, page 268):

N 1
li —||G -G < —al t ly. 7.5.10
ljznj;lop”ﬂoglogNH Nloo < 5 almost surely ( )

Hence for sufficiently large N and for every p > 1:

(7.5.11)

B (1Al < 2oy (25
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We are now ready to start the proof of Lemma 7.5.3:

B (nab(tk,xtk,a () z S th (B (X,). ) wz<G<G1<a>>>|io)

I1=-1 I3

—E” (n ST 3 [ehr (B0 (X)) (G (G (@) — thr (B2 (K5), 0 ) 61 (GG (@) ||zo)

Ii=—1 I»

<IN Z IEJ(HZth (B (%), 0) AI,NH?)O),

Ii=-1

by convexity inequality. Notice that since we deal with compact supported wavelets, for any
given I, the number C of index I such that A; y(a) does not vanish is finite and does not
depend on I;. Thus:

130 thr (50 (X5,), 0 ) Arx(a) % < CRRE ARV
I

SC(Al + As + Aj),

where :

_ 20te) iy albite) i | 2
Av=opp | ) = B SR 20w LW iy 181N e

_ 300 iy abte) i |2 2
A2 =spp | () = B (X Lo s D20 a0 (x5 o 1A TV o

_ . 2
Ag <sup |5 ()| 1ALl
2

Let us work on Term Aj:

_ . 2
E” (A;) —E” <sup B0 (%) — B (X))

2
I 1{\5§b'tk><)’<zk>|sz}1{|B§b'*”()?z'k)\SﬂN/z} 1AL e
< (E (bup
I

HRGE 1))
< (B (I Arn %)),

Using Lemma 7.5.1 and (7.5.11), we obtain that:

b, i ~(b, i b, i (b, i
AP (X ) - B (X)) GP(XE) - B (X )

log N 211/% 2311 loglog N'_ _ (log N) (loglog N)2'°"1/?

E (Al) < C N N,y/3 N — Nv/3+2
Hence:
v 101N /3 1/3
N y ~ (log N)(loglog N)2'%% (log N)*/?loglog N
0y E(A4) <CH NA7BIE <O , (7.5.12)
L=-1

if we choose « such that 1/3+~/3 > 2s/(1+2s) i.e. 7> (4s—1)/(1+ 2s), the right member of
(7.5.12) will be bounded by CN~25/(1425) " This is the case if we choose v > 7/2 as in Lemma
7.5.1, since Vs > 1/2, (4s —1)/(1 + 2s) < 2.
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Now, consider Term As:

2
£ (S};p L (g Iz om0 (X >|>19N/2}”AI’N”°°>

< (2 (s ))1/3 (P (sup 1 x> ﬂN/z))l/g

2(btk) (i \\6 1/3 T
log N 26(3\") (Xi ) 2311 Jog log N
EY (IIA; ~|I6 )2 < E” L k Z ool

Fe ) - x| 1

B (X)) = 57 (X))

Since o+ T (tg, z, G (a)) is s-Holder continuous for all z € R, we can use (7.5.7) and:

6¢70) (i 116\ \ /°
B Sup2 (B G(th)) <o N N o-an(st1/2).
I v} log N

Thus, if 1/2 < s < 1, since 2/(1 + 2s) < 1:

o 21N (1— s 25
log N)(log log N)22!1" (1=3) log N log N\ T+2s
=1

If s > 1, we have since 2s/(1 + 2s) < 1:

Y
log N log N\ T+2s
Y E”(Ag) <
P Y ) < 0N <o (FEY)
L=
Let us finally work on the expectation of term As:
_. ]2 _ 4\ 231 1o loe N 921 (1-s)
B (sup 60 X3 Nann ) = € (sup 5 (x| ) R Y < .
I I N N

If1/2 < s <1, then 1 —s > 0 and since 2/(1 4 2s) < 1

i log N2211 (1=5) log N\ ° log N T
IV Y EBY(4s) < CzC( ) gc( ) :
L=-1

If s > 1:

by using that 2s/(1 + 2s) < 1.

7.5.2 Proof of Lemma 7.5.4

The proof of Lemma 7.5.4 is very similar to the usual computation of the uniform conver-

gence rate for wavelet regression estimators (see Donoho et al. [38]). We upper bound the

difference between the particle approximation o — ﬂb(tk,th,G Y(a),9y) and the function
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o — Ty(ty, X{, .G (), which is random (as the second argument z is taken at the random
position X3 ):

v b = Vi
E” || Z DA (DT s 1 sy V1 (G (@) = Tl X

L=—1 I
< C[Bl+BQ+B3+B4+B5],

where:
IN

Vv (bt ) 7 2
. Hle;l{iﬁ““w <o /2, 13" (% ) l<on T P&l
1= 2

_ 2(bitk) 2
e HIZIIZI{|B(bt’“) X )I>0n /2,180 (X)) <on} T (X Wrllo
1= 2

1Y

_ v § ' § ' (bitr) (i 2(bst
e HI 1 I 1{|5 brth) (X7 )I<9n/2, B (Xi)=0n} (ﬂ ' (Xi) = b1 ' (th)) ¢I||°°
1= 2

v 3(b, i A(b, i
e Z 2 ez, DI>0n /2,18 (X )|20x) (5§ &) B tk)(thD villz

I1=—1 I»

Bs =E" [ | Y "B (Xi urllA

Ilsz Iz

We now upper bound each of these terms. The terms By and By determine the convergence
rate at speed 2s/(1 + 2s).
Using (7.5.7), we deduce that:

_2s
By < co- 2 /gl < o (108N o (log N T (7.5.13)
N N
since 2/(1 4 2s) <1 for s > 1/2.
Now, let us consider Term Bj.
ny
N I 2 @v (bstr) 2
B OIS P IVIRE (10 ey L)
—

For 0 < r < 2, we have:

2—r
b i 19N (b, o\ |T —ro—Iir(s+i
Lia® o g )1<on B &P < (2) B (XL < oo (sta),

We deduce, with r = 2/(2s + 1):

N
]1

2s
log N\ 2s+1
B < cIV Z 92 lir(s+1/2-1/0) < O(log N)? ( o;gv ) T
Lh—1
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Now turn to Term Bj. Using Lemma 7.5.1 and (7.5.7) again:

B, < cf{VZ Pv(supm}”k( ) (i )\zﬂN)

2
L=—1

\/ v(sup B (X z‘m)nwznio
Y

/2
CIIIV Z N 22—211(54-1/2)211 < CIN Z
1= =1

X

2[1(1/2728) C 10g N
<
NY/2 = Nv/2 7

IN

since 1/2 — 2s < —1/2. Choosing «y such that v/2 > 2s/(1 + 2s), i.e. v > 4s/(1 + 2s) (and this
is the case with v > 7/2, as Vs > 1/2, 4s/(1 + 2s) < 2) implies that this term decreases faster
than the rate announced in Lemma 7.5.4.

Let us consider Term Bj3. From Lemma 7.5.1:

Y
B, < oI Y [Er (S}lpﬂ?’t"‘)(XZk)— §b7“¢><xzk>|4)
L1=—1 2
« \/Pv (sup 3 = B9 (X4 )| 2 02
2
N £l log N 211/2 N 108N gy _ C(log N)>/4
S CI]_ Z N N’Y/221 CIl N7 /2+12 _W

I;=—1

Again, choosing 7 such that v/2+1/4 > 2s/(1+2s), i.e. v > (3s—1/2)/(1+42s) (this is the case
when we choose v > 7/2, since Vs > 1/2, (3s—1/2)/(14+2s) < 3/2) allows us to neglect this term.

Let us finally consider Term By:

Y
B, < oy Y [ <sup|@f“k<‘zk>|zw2>

L=—1

2

3 \/ * (sup BP0 K4 BP0 (K1) e

Thanks to (7.5.7), we know that all the wavelet coefficient Ib ) (X{.) vanish for I such that
2~ N(s+1/2) Y /2. Thus the sum in I is in fact a sum from —1 to I§4) only, where 154) is such
that 21" (+1/2) = Yy /2. Thus:

i
(b,tx) (bt i
Bios on Y o (sl ) - AP )20 el
L=-1 2

2s
(log N)?_,;@ log N T+2
< ——=21 < (ClogN .
< C N < C'log N

|
The proof of Lemma 7.3.3 is now achieved and the term By (k, N) of (7.3.12) in the proof of
Theorem 7.2.1 is upper bounded.
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7.6 Proof of Lemma 7.3.5

We first provide a technical lemma, which will be useful in the sequel. The difficulty lies in the
fact that wavelets can not be uniformly upper bounded: their suprema 2/1/2||3)||s tend to 4oc
when the resolution level I; increases.

Lemma 7.6.1. Assume that the father and mother wavelets ¢ and ¢ are Lipschitz continuous
functions with compact support. Then, for the choice of Uy = k+/log N/N and of IV such that

2 ~ 93t 3C > 0, ANy € N*, VN > Ny, Va € [0, 1],

N | IY ;
1
S Y@ (jv) <cC.
=1 |IL1=-1 Is
Proof. We can write:
e Y
Nz Z 21/;1( )¢1< ) <1y +1Tx,
j=1|I1=—1 I,
J/N
with: Ty = / Z Z¢I Yor (y)|dy, To= Z/ Z ZW [ ¢1( )} dy.
=T D/N|L="11,

Let us consider T1. For I € Z, let us denote by ¢, (z) = 21 (211 /24 — I,), the descen-
dants of the father wavelet ¢ (given in Point 7 of Assumptions 7.2.5). By using the facts that
the orthogonal projection kernels associated with (1) Le[-1,IN], ez and ((;5]{\;7 I,) ez coincide
(see Hardle et al. [61], p.117-118):

1 21{\7
1= [ opn@opn|dy< [ Y6 a - 1ot~ Lt < €,
0 I 0 I

since the chosen wavelets have compact support. Let us now work on 75. Using that vy, r, is
2301/ 2L¢—Lipschitz continuous:
T2 < Z Z Z |¢11 Iz |2311/2L

J/N
[ ()
j=11,=0 I, €% j=1/N

C|[Y||aoL ClldllwLy  Clltb||eLy22t  C||6||L
Z(Z ||| w2211)+z [9llo Ly _ Cll¥llooLy N 10lloo Lo

+ZZ|¢ a—I)| Ly

j=1I,€Z

2N? 2N? - 2N 2N

Jj=1

From the choice of I}¥ such that 2I' ~ \/N/log N, we have 22/1' /N — 0, and hence T, — 0. W

Let us now prove Lemma 7.3.5.

ity (b, X1 03, 0) — ab(tk,X;;N,ei,ﬂN)\Q)

y Lo j e £0)

> % (thr (N;yq <N> b (X1, X )719N)
N | e
e (35 (3l 5%) o) o (3)
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2

o () 0 () (0. 5) (27 527))

Yr (&) DQ - (7.6.1)

The second term of (7.6.1) upper bounds the sum of absolute values of thresholded terms.
Applying the Cauchy-Schwarz inequality for the first term in the right hand side of (7.6.1) and
using the result of Lemma 7.6.1, we obtain:

o | s () o (37) (0 (580 5) = (2 x2))
<R Jbi (;,é ;w <N) V1 <]tf)|) (}vi 2}:7/’1 (Jif> v (Jif>|

S o(i),N|? = (5 =(),N |2
20l (|38 - X0+ |2 - 2]
Pt = (i =(i),N 2
1L (1
2 v
DI, CE | 5D <NZ

8C2BlIEip s [Nm 57 iy |?
<— R (Y| %L - X (7.6.2)
j=1

Let us now consider the second term in the right hand side of (7.6.1).

2 I

i log N ol v ;
2 /2
()] =T X e

i=1 \I1=-1

log N log N
gzﬁcﬁwugo%zw <0y Ojgv . (7.6.3)

From (7.6.1), (7.6.2) and (7.6.3) we obtain:
2 log N
> + N > .

With this last result, the proofs of all ingredients needed for the computation of the conver-
gence rate of our stochastic wavelet particle system are achieved.

892, & I
S A DI

i=1 \I1=—11€Z

N N
1 S B (fa i ~ i, N 2 1 S| % - XN
N E <’ub(tk‘7th79’iaﬂN) - 7~1/1)(2‘:]<,'7)(t;c 707,7"9]\7)’ > S c (E <N ’th - Xt,l
i=1 =1
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Chapter 8

Application to the 2D-Navier-Stokes
Equation

We consider the 2D-Navier Stokes equation with random initial condition and, in analogy with
Chapter 7, design a stochastic wavelet particle approximation to compute the intensity of its
spatial statistical solutions. The latter are related to physical quantities of interest like the mean
velocity vector field.

In Sections 8.1 and 8.2, we study the 2D-Navier Stokes equation with random initial con-
ditions. Existence and Uniqueness of weak function solutions for the 2D-vortex equation are
obtained by following the probabilistic approach of Marchioro and Pulvirenti [83] and Méléard
[88, 90]. We then study wavelet particle approximations in the case where the regularity s of
the initial condition with respect to its alea is unknown by adapting the results of Chapter
7 (Section 8.3). In the case s is known, we introduce a wavelet particle approximation using
linear regression estimators (Section 8.4). This leads us to a convergence rate involving a term
in N=5/(25t1) which is linked to the minimax rate for the estimation of a s-Holder continuous
conditional expectation.

8.1 The 2D-Vortex Equation with Random Initial Condition

8.1.1 From the 2D-Navier-Stokes Equation to the 2D-Vortex Equation

The statistical two-dimensional Navier-Stokes equation models the velocity v = (v1,v2) of a
homogeneous viscous incompressible fluid in the plane: P(dw) — a.s., Vo = (x1,12) € R?, Vt €
(0,77,

(8.1.1)

In the above equation, p is the pressure and o2/2 the viscosity (¢ > 0), which we consider to be
constant. We assume that the random initial condition v is parameterized by a random variable
0 defined on a probability space (€2, P) and with values in © C R (possibly R itself). Detailed
studies of the probabilistic approach for the 2D-Navier-Stokes equation with deterministic initial
condition have been carried by Marchioro and Pulvirenti [83] and by Méléard in [88, 89, 90].

The probabilistic approach relies on the vortex equation which can be deduced from the
Navier-Stokes equation by considering the curl of the velocity: w = curl(v). Let us derive
formally this equation. P(dw) — a.s., Vo € R2, Vt € [0,T],

8—w(t, z,0) + curl (v.V)v) (t,z,0) = 0% /2Aw(t, z,6). (8.1.2)

ot
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This equation is not closed, and we need a formula giving v as a function of the vortex w.
Since divv = 0 (meaning that the fluid is incompressible):

curl ((v.V)v) = (v.V) curlv

and moreover, divv = 0 implies that there exists a courant function T : R? — R such that:
P(dw) — a.s., Yz € R2, ¥t € [0,T), v(t,z,0) = VY(¢,2,0). Then,

P(dw) — a.s., Yz € R?, VYt € [0,T], w(t,z,0) = curlv(t,z,0) = —AY(t,z,6).

This last equation is a Poisson equation in Y, which solves in:
P(dw) - a.s., Vz € R2a vt e [OzT]a T(t,a:,@) = / g(’IL‘ - y’)w(t7y79)dy7
R2

where G is the 2D-Poisson kernel Vr > 0, G(r) = —(lnr)/(27). Hence: P(dw) — a.s.,Vx €
R2, vt € [0, T,

v(t,z,0) = VIY(t,z,0) = / VEG(|lz — yDw(t,y,0)dy = K xw(t,z,0), (8.1.3)
R2

where K is the Biot and Savart kernel:

1
Yz = (x1,22) € R?, K(x) = 2l (—x2,21) (8.1.4)

From (8.1.2) and (8.1.3), we obtain the 2D-vortex equation: P(dw) — a.s., Vz € R?, V¢t € [0, T},

{ 9 (t,x,0) = —(K xw- V)w(t,z,0) + (02/2) Aw(t, z,0), (8.1.5)

w(0,z,0) = wo(zx,0), L(O)=r.

The kernel K explodes at 0. To overcome this problem, we make the following assumptions
and present in Section 8.1.2 a cut-off approximation to adapt the results of Chapter 7.

Assumption 8.1.1. We assume that
P(dw) — a.s., wo(x, ) € L'(R?*) N L>(R?). (8.1.6)
We will also need the following assumption:
JA > 0, P(dw) — a.s. (J|lwo(.,0)|]1 + ||wo(.,0)||e0) < A. (8.1.7)

The assumption (8.1.6) is inspired by the works of Marchioro-Pulvirenti [83] and Méléard
[90], and can be understand with the following Lemma, which tells that the term K s w in (8.1.5)
is defined as long as w(.,.,0) € L'(R?) N L=(R?).

Lemma 8.1.2. The function K is bounded an oo and integrable near 0. Let us introduce:

Ki— / K()|dy, and Ko = sup |K()].
BRQ(Ovl) |y‘21

Then, for every function w € L'(R?) N L>=(R?), and for all x € R?:

1K+ w(@)] < Ky|Jw]leo + Koollwlr. (8.1.8)
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Proof. We have:

K % w(a) s/

{lz—yl<1}
<Ki||w|jeo + Kol|w]1 < C < o0,

K (z - y)w(y)] dy + /{ Kyl
z—y|>

where C' is a constant that does not depend on . |

The assumption (8.1.7) corresponds to the assumption made in [83] to prove existence and
uniqueness of a weak function-solution for the vortex equation with deterministic initial condi-
tion. It is satisfied as soon as 6 is a position parameter for instance (the case where 6 is the
expectation of a gaussian law being a case in point, see Examples 1 and 2 in Section 8.5).

Once the vortex has been studied, it is possible to recover the velocity v from v = K % w.
Then, the mean velocity vector field associated with the Navier-Stokes equation with random
initial condition (8.1.1) at point = € R? and time T > 0 expresses as: Vi € {1,2},

/R wi(T, 2, a)v(da) = / (w(T,dy, a), K'(z — y))v(da) = (I(mp), Ki(z — ). (8.1.9)

R

Our purpose is now to adapt the results of Chapter 7 to the special case of the vortex
equation (8.1.5). This allows us to compute approximations of the mean velocity vector field
(8.1.9).

8.1.2 Regularized Equation

The vortex equation (8.1.5) looks like a McKean-Vlasov equation with: Va,y € R2, Va € O,

b(z,y) = K-y 1<y2—x2>

- 2rle —yl2 \ *1— w1
up(t,z,a) = Kxw(t,z,a), us(t,x,a)=o.

The assumptions (A;) and (Az) of Chapter 7 are not satisfied, since K explodes at 0.
Following [83] we regularize the kernel K. Take ¢ > 0, and consider the cut-off equation:
vVt € [0,T], P(dw) — a.s.,

{ W (t,2,0) = — (Ko *w®).V)w(t,z,0) + (02/2) Aws(t, ,0) (8.1.10)

we(0,x,0) = wo(x,0), L(O)=r,
where the function K. is defined by:

K.(x) = vige<|w|>=<—g;<rm|>”“"2 g;uxr)“), (8.1.11)

x|’ ]
th: _ [ Gzl if |z] = &,
with: Ge(Jz) - = { extended in a Cp° way on B(0,¢).

It is possible to choose G such that its derivatives vanish at the origin and satisfy :

> (k) < (k) <
vr >0, |G (r)] < ilimg Wl <5

ke {0,1,2}. (8.1.12)

In particular, K. is bounded by 1/27¢ and Lipschitz continuous with constant 1/27e2.
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8.1.3 Weighted and Signed Initial Measures

Another difficulty lies in the fact that the vortex initial condition wg is not necessarily a proba-
bility density function. Hence, Assumption (As) of Chapter 7 also fails. We use a trick due to
Jourdain [67] to pass from wy € L' N L* to any density function py. We introduce the bounded
random function h defined by: P(dw) — a.s., Vz € R,

h(z,0) = wo(z,0)||wol.,0)||1/|wo(z, )| = sign(we(x,0)) x ||wo(.,0)||1 or 0, (8.1.13)
with the convention 0/0 = 0. Then P(dw) — a.s., Vz € R?, wo(z,0) = h(z,0)po(z,0) where

|wo(z, 0)]

po(z,0) = Nwo( 0 (8.1.14)

is a probability density function.

Let us also define, for a probability transition measure Q(dy,a) on C([0, 77, R?) measurable
in a € R, the family (Q;(dy, a));>o of weighted signed transition measures on R? measurable in
a by: P(dw) — a.s., VB Borel subset of R?, Vt € [0, 7],

Gu(B.0) = / 15W()h(y(0), 0)Q(dy, 0), (8.1.15)
C([0,T],R?)

where (yt).e[o,r) denotes the canonical process on C([0, 71, R?).

Proposition 8.1.3. If P(dw) — a.s. the marginals Q(dx,0) at time t of Q(dx,0) are absolutely
continuous with respect to the Lebesque measure on R2, then Qi(dz,0) is also P(dw) — a.s.
absolutely continuous. O

8.2 Existence and Uniqueness for the 2D-Vortex Equation

Our approach follows the works of Marchioro and Pulvirenti [83] and Méléard [90] for a determin-
istic initial condition. We first study the regularized equation (8.1.10) for which we generalize
the result of Chapter 7 to the case of a weighted and signed initial condition. As in Chapter
7, we introduce a stochastic differential equation for which pathwise existence and uniqueness
are obtained. Then, existence and uniqueness of a weak function solution of the original vortex
equation (8.1.5) are established by mean of a mild equation and by letting the cut-off parameter
tend to zero.

8.2.1 Existence and Uniqueness of the Solution of the Regularized Equation

The diffusion process (X£(6))teo.r) € C([0,T], R?) whose time-marginal laws are a weak measure
solution of the regularized vortex equation (8.1.10) is given in Proposition 8.2.1. We show that
the laws of the X7 (6) for ¢ € [0,7] are absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure on R? (Proposition 8.2.3), which implies the existence of a weak function-solution of
(8.1.10). Finally, the uniqueness of the weak function-solution of (8.1.10) is given by Proposition
8.2.4.

Proposition 8.2.1. The nonlinear stochastic differential equation: P(dw) — a.s., ¥Vt € [0,T],

X;(0) = Xo(0) + oWy + [y K. x Q5(XZ(0),0)ds

LO) =v, L(Xo(0)) = ot = po(x,0)da

W is a Brownian motion independent of 8 and of the initial condition Xo(0)

Q°(dx,0) = L(X=(0)), Q°(dzx,0) is associated with Q(dx,0) as in (8.1.15).
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admits a unique solution for a given Brownian motion W, a given random parameter 8 and a
given initial condition Xo(6).

Proof. The proof is a direct generalization of the work of Marchioro and Pulvirenti ([83], Section
2). As in the proof of Theorem 7.1.1, let us work conditionally to a realization a of # and prove
existence and uniqueness of a pathwise solution for the nonlinear stochastic differential equation
(8.2.1) with a fixed point argument.

Let Mg(IR?) be the space of signed measures on R?. For all 4 € Mg(R?), we denote by u*
and p~ the positive and negative parts of p. Define

AT = ||(wo(z,a)dz) " ||rv, and A, = ||(wo(z,a)dz)” ||V, (8.2.2)

|.|l7v being the total variation norm. We introduce the space Mg(R?, AT, A7) of signed mea-
sures on R? such that

Vi € MS(szAJr?Ai)? |’/1’+HTV = A+7 and ||:U’7HTV = Ag

The space Mg(R?, A}, A) can be embedded with the following metric:

= G L My
\V/Mb w2 € MS(R27A;_7A;)7 Wl(,&l,/.LQ) = Wl <A4£'_7 ﬁ.) +Wl (A_a 2> 5 (823)

where W, is the following Vaserstein metric:
Vin, o € PORE), Walm,m) = int [ Lo~ yin(dr.dy),
R2xR2

the infimum being taken on all probability measures 7 on R? x R? with marginals 7; and 7.
The topology induced by the metric (8.2.3) is equivalent to the weak convergence topology on
Mg(R?, Af, A;) and makes it separable and complete.

For a given t € [0, 7T, the space C([0,t], Mg(R?, Af, A;)), the continuity being in a L'-weak
sense, embedded with the metric

V1, po € C([0, 8], Ms(R:, AS, A7), Wig(p, p2) = s?p]ﬁa (15 H2,5) (8:2.4)
s€l0,t

is a complete metric space.

Let u € C([0,T), Mg(R?, AF A7) and let us associate with u the following diffusion, which
is obtained from (8.2.1) by replacing the drift coefficient as in the proof of Theorem 7.1.1:

Xe“( ) = XO( )—I—JWt—I—fgui’“ , Xs*(a),a)ds
ub (s,z,a) fRQ y) s (dy)

wolx,a XL 8-25
£(Xo(a)) = i‘niﬁwﬁ'ﬁl — po(, a)dz (8:2:5)

W is a Brownian motion independent of 6 and of the initial condition Xg(a).

The function uz’” is bounded and Lipschitz-continuous with respect to the variables z € R2.
Hence, pathwise existence and uniqueness hold for Equation (8.2.5).

We define the following map:

G @ C(0,T], Ms(R?, AT, A7) — C([0,T], Ms(R? AT, A7)

H = Ca(p),
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where (,(u) is defined by:

vt € [0,7T], Vf € By(R?), (Ga()r. f) = E (h(Xo(a),a) f(X;"(a))) .
(X7 "(a))iefo,r) being the pathwise solution of (8.2.5). The map (, is well defined. Let us write:

Vt S [OuT]a Ca(lu’)t = Ca(/i):_ - Ca(/’b)t_7
where (, (1)) and (,(p); are nonnegative measures defined for all f in B,(R?) by:

<<a(u)?:v f> =E ([h(Xo(a), a)]:tf(th7u(a))) )
[h]+ being the positive or negative part of h. Thus,

vt € [0, T, 1o ITv = ()i, 1) = E([M(Xo(a), a))x) = AT,

and ¢, is C([0,T), Mg(R™, A}, A, ))-valued. The continuity of ¢, is a consequence of the follow-
ing Lemma 8.2.2, proved in the sequel.

As in the proof of Theorem 7.1.1, existence and uniqueness of a weak solution for the non-
linear stochastic differential equation (8.2.1) is equivalent to the existence and uniqueness of a
fixed point for the map (,, which is a consequence of the following result :

Lemma 8.2.2. For (, defined in (8.2.6) : Yu1, u2 € C([0,T], Ms(R2, AT, A7), Vt € [0,T],

— t —_—
Wit (Ca('), Ca(i?)) < A | ip exp (Al K| iy T) ( /0 Wi (), 1) ds) : (8.2.7)
Indeed, for pu € C([0, T], Ms(R?, AT, A~)) and for the sequence of C([0, T], Mg(R?, AT, A7)):

k_ u ifk=0
"= { Ca(*1) if k>0, (8.2.8)

we have for all k¥ € N*:

N T ktk .
Wir (UkH, TZk> S(k!)Wl,t (Calp), 1) -

Hence (7*)gen is a Cauchy sequence in the complete space C([0, T], Mg(R?, A* A7), and con-
verges to a limit i, which is the unique fixed point of {, (see the proof of Theorem 7.1.1).
Hence, there exists a unique weak solution to stochastic differential equation (8.2.1).

Let us consider the pathwise solution (Xj # (a))iejo,r) of the linear stochastic differential
equation (8.2.5) with p = i, for a given initial condition Xy(a) and a given Brownian motion
(Wi)tejo,r)- By definition of ¢, we have:

vt e [OvT]a VfeE Bb(R2)7 E (h(XO(a%a)f(Xf’ﬂ(a))) = <Ca(,a)ta f> = <ﬁtaf>a

since fi is a fixed point of (,. Hence, (X; o (a))te[O’T} is also a solution of the nonlinear equation
(8.2.1). This proves the strong existence of a solution for (8.2.1).

Let us now turn to the pathwise uniqueness of the solution of (8.2.1). For a given initial
condition Xo(a) of law py(z, a)dz and a given Brownian motion (W;)c[o,7], consider two pathwise
solutions (Xf’l(a))t€[07T] and (Xf’Q(a))te[[)’T] of (8.2.1). Since we have uniqueness of the weak
solution, these two processes have the same law i = [,((Xf’l(a))te[o,;p]) = E((sz(a))te[oﬂ).
Thus, these two processes also solve the same auxiliary linear stochastic differential equation
(8.2.5) with u = . As pathwise uniqueness result is available for (8.2.5), we deduce that
(Xf’l(a))te[oﬂ and (Xf’z(a))te[o,T] have the same trajectories. Hence, pathwise uniqueness also
holds for the nonlinear stochastic differential equation (8.2.1). |
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Proof of Lemma 8.2.2. Let a € © be a realization of # and let ' and pu? be two elements
of C([0,T], Ms(R?, AT A7)) and let (Xf’“l(a))te[oﬂ and (Xf’“z(a))te[oﬂ be the associated
diffusions, as in (8.2.5), defined with the same Brownian motion (W;);c[o,7] and the same initial
condition Xg(a) of law py(x,a)dz. Let us define:

L. = max (|| Ke||Lip, 2max K.), and A=max (A", A7). (8.2.9)
We have:
(3570357

E( KX (@) =iy ds = [ [ KX @) = i)
R2 0

</ L .
)

)

(X5 (@) — y) — Ko (X" (a) — y)’ s (dy)

(X5 (a) — y)pad (dy) ds — / KL (X5 (a) — y)ud(dy) ds

R2

<A|K||Lip [EV (
0
t
e ( [
0 (]R2)2
t
= (/)
0 (]RZ)Z

for any product measures m
to m:

X5 (a) = X5 (0)| s

KE(XE’“2(a) — Y1) — Ks(XE’M2 (a) — yz)’ 7 (dyr, dy2) dS)

Ko(X57 (a) — 1) — Ko (X2 (a) — y2)

75 (dy1, dys) dS)] ;

* with marginals (u!')* and (u?)*. Taking the infimum with respect

1 2 t 1 2 t ot
B (|X0 (@) = X0 @) ) <A [ B (|X5 (@) = X2 @) s AR iy [ P (ko) .

By Gronwall’s Lemma, we obtain:

t/—\./
51[1p g (‘X&u (a) — X§,u2(a)‘> <A||K.||Lip </ Wi (,ui,ug) ds) exp (Al Kel zipT) -
s€l0,t 0

This yields (8.2.7). [

Proposition 8.2.3. There exists a weak function-solution of (8.1.10), which we denote by
(wo(ts -, 0))eepo,n)-

Proof. Let e > 0. Let us consider the unique pathwise solution (X5 (0)):ej0,7) = (Xf’l(G), Xf’z(e))te[()j]

of the stochastic differential equation (8.2.1). By construction, Q¢(dz, 8) associated with £(X¢(6))
by (8.1.15) is a weak measure-solution of (8.1.10). Our purpose is to prove that for every
t € [0, T, the law of X{(0) admits a density with respect to the Lebesgue measure on R2.

Recall that K¢ is bounded and hence that the drift coefficient
ug(t,x,a) = K¢ * Qvi(x,a)

is a bounded function. Let us define the following continuous martingale process for ¢ € [0, T:

1 t
L=— / (s, X5(0),0) - AW, (8.2.10)
0

o
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Applying Girsanov’s Theorem, we obtain that the diffusion (X§(0))icp0,7] is a continuous local
martingale under the probability law Q¥ := Qu x v where Qy is the probability measure on
C([0,T],R?) such that for all ¢ € [0, 7],

I e Y ey (5, XE(0),0) -, — L / g5, X2(0), 0)|Pds)
dIP’W . o Jo ) s ) 20.2 0 ) “rs ’
(8.2.11)
We have moreover:
<X€,i(0), Xs,j((g»t :O'Qt]_l-:j. (8.2.12)

The process (Xf/UQ(H))tE[OyazT} is a Q”-2D-Brownian motion. Since the time marginals of the
2D-Brownian motion are absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on R?, we
deduce that the law of X7 is absolutely continuous with respect tot the Lebesgue measure on
R?, under Q¥ and P¥, which are equivalent by construction. |

Proposition 8.2.4. There exists a unique weak function-solution to Equation (8.1.10).

Proof. The proof is the same as the proof of the Theorem 8.2.1 in the sequel, and we do not
give it here to avoid repetition. It is based on the fact that every function-solution of (8.1.10)
also solves a mild equation for which the uniqueness of the solution is easier to obtain. |

8.2.2 Existence and Uniqueness for the Vortex Equation (8.1.5)

Under Assumption (8.1.7) we can obtain existence and uniqueness results for the original vortex
equation (8.1.5) by following the approach of Méléard [88, 89, 90] in the case of a deterministic
initial condition. We prove uniqueness thanks to a mild equation, then, existence is proved with
completeness results by letting ¢ tend to zero.

Proposition 8.2.5. Let wo(.,0) be a random initial condition on L'(R?) N L% (R?) such that
Assumption (8.1.7) is satisfied with a constant A > 0. There ezists a unique weak function-
solution (w(t, ., 0))co,r) of (8.1.5) in the space:

= { @ icpr | ve€ 0.7 e I'OL% suplall < A sup oo < 4]

endowed with the complete norm |||q||| = supyepo r(llgel|1 + [lgt]]oo)- O

The proof of this Proposition makes the end of Section 8.2.2.

8.2.2.1 Proof of Uniqueness

Let us introduce the mild equation associated with (8.1.5). Let G~ be the heat kernel on R2:

exp (—W> . (8.2.13)

202t

2 o? _
Vo e R*, Vt €]0,T], G{ (x) = 5o

By convention, G82 is such that V¢ € C(R%,R), 82 x ¢ = ¢. Some estimates for this kernel will

be needed in the sequel:

Lemma 8.2.6. We have for all z € R? and for all t €]0,T):
C

Vo2t

IVGT ()] < (8.2.14)

and hence: .
Vr € B2, Vi ¢ [O,T],/ VG (2)|l1ds < +o0.
0
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Theorem 8.2.1. Every solution (w(t,.,0));cj0,r) € H of (8.1.5) is also the unique weak solution
of the following mild equation: P(dw) — a.s., Yo € R%, vVt € [0,T),

t
w(t,z,0) = Gg2 x wo(z, 0) + / VGgES<l' —y).K xw(s,y,a)w(s,y,a)dyds. (8.2.15)
0 JR2

As a consequence, there exists a unique weak function-solution to Equation (8.1.5).

Proof. Let ¢ € C12([0,T] x R?). We have: P(dw) — a.s.

/(;Stx tx@d:p—/qSOa:wodex—}—// w(s,x,0)dx ds
Rz O

+Z / Ap(s,x)w(s,x,0)dx ds + / (K xw(s,z,0).V) ¢(s,x) w(s, x,0)dz ds.
2 0 JR2 0 JR2

If we choose: Vt € [0,T], Vs € [0,t], Vo € R?, ¢(s,7) = GI_, * p(z), with ¢ € C2(R?), then,

2

0 — (s, ) + A¢(3 x) =0,

Vs € [0,T], Vz € R?, =

and P(dw) — a.s., Vt € [0,T]:

G82 * p(z)w(t, x,0)d
R2

= G;’ * p(x) wo(x,0)dx —|—/ (K xw(s,x,0).V) (Gis * <p) () w(s,x,0)dx ds

R2

/ do [ dyG7 @~ et w(r.0) + / ds [ do [ dyo(u) V6T (o~ )06 < wls,w.0))w(s,0,6).
R2 R2 0 R2 R2

Lemmas 8.1.2 and 8.2.6 allow to use Fubini’s Theorem and:P(dw) — a.s. and V¢t € [0,T], Vx € R?

[ e@utt.s.00ds = [ (G un(0)w) e(w)dy + / ds [ dyow) V6T, (K v w(s,..0)w(s, . 0)v),
R2 R2 R2

which is the announced mild equation.

Let us prove that the solution of (8.2.15) in H is unique. Let w! and w? be two solutions in
H. We have P(dw) — a.s. and Vt € [0,T], Vo € R%:

w(t, z,0) — w(t,z,0)

t
[ 967 ) (K 50} 50000 5,9, 0) K5 .9.6)0(5,9,6)) d s

/ VG (@ —y) - (K xw'(s,9,0) (w'(s,9,0) = w(s,9,0))
+ K ﬂi Ys,y,0) —w?(s,y,0)) w’(s,y,0)) dyds.
Fubini’s Theorem was allowed by Lemmas 8.1.2 and 8.2.6. P(dw) — a.s. and Vt € [0, T):
Il 0) — w2, . O)]l </ 1], VT =) (0 + 0 (5,9:0) () (5,11.) = w?(5,9.6)
+ K x (w'(s,y,0) — w?(s,y.0)) w’(s,y, ))dylllds
<O (1 + K)ot )12 + o0 l) | IVGE Il s, 0) — w(s, . )] lds

0) = w(s Ol
Na=r

"l (s, -,
<C (K + Koo )(||wo(-, )1 + [[wo(, 0)|| L) ;
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L * |lJw (u, ., 0) = w(u, ., )]
<C bR bR d d
- /0\/t—SA Vs —u was
t t 1 t
<C Yu,.,0) — w?(u,.,0 /dd <C/ Yu,.,0) — w?(u,.,0)||du.
<C [l (.0) = 0 M| = e==dsdu < C | [l @...0) = w'(u,.,0)]lldu

By Gronwall’s Lemma:

P(dw) — a.s., ¥t € [0,T), |[Jw!(t,.,0) — w?(t, ., 0)]|| = 0,
which proves uniqueness. n
Remark 8.2.7. With computations similar to the proof of Theorem 8.2.1, it is possible to prove
that the solution w® of (8.1.10) also solves a mild equation:

t
w(t,y,0) = G?Q * wo(y) + / VG?ES x (K« w(s,.,0)w(s,.,0))(y)ds (8.2.16)
0

8.2.2.2 Existence

Let us now prove existence. The ingredients are the completeness of the space H, the existence
of a solution for the regularized vortex equation and the mild expression for the original and
regularized vortex equations (8.1.5) and (8.1.10).

Theorem 8.2.2. (i) Let ((ws(t,.,6)),§€[O,T})€>0 be the weak function-solutions of Equations
(8.1.10). This family forms P(dw) — a.s. a Cauchy sequence when € decreases to zero.

(ii) As a consequence, there exists a unique weak function solution (w(t,.,0))icjo,r) to Equation
(8.1.5) in H, such that: P(dw) — a.s., ¥t € [0,T],Ve > 0,

Hw(t,.,0) —w(t, ., )] < C(T)e. (8.2.17)

Proof. We know from Remark 8.2.7 that the regularized partial differential equation (8.1.10)
admits a unique weak function solution w®(., ., #) that is P(dw)-a.s. linked by (8.1.15) to the den-
sity process (p°(t, ., 0))ejo,r) of the unique solution (X (6))ejo,r) of (8.1.10): P(dw) —a.s., Vf €
By(R% R), Vt € [0,T],

fwm%me—/‘fwwmmﬂ%Wﬁwwwm.
RQ (RQ)Q
Let us show that w®(.,.,0) belongs to H. We have indeed P(dw) — a.s., ¥t € [0,T],
w0l < [ Il ) PO ay) < 4
R2
This implies that P(dw) — a.s., the drift coefficient K. * w®(t,z,0) is bounded uniformly in
t € [0,T] and z € R2. Applying analysis results due to Friedman [51], it is possible to show that

P(dw) — a.s., w®(.,.,0) € CH2([0,T] x R?,R) and that it is a strong solution of (8.1.10). Then,
applying the Feynman-Kac formula, we have the following representation for w®(., ., 6):

P(dw) — a.s., Vt € [0,T], Vo € R?, w(t,x,0) = E (wo(Y;"°(0),6) | 0),
t
where: Y;"°(0) = x + / (K xw(s,.,0)) (YE(0))ds + oW,.
0

Using this representation, we obtain: P(dw) — a.s., Vt € [0,T],

[w=(#, -5 )l < [[wo(., 0)[|oo < A.
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Using (8.2.16) we will prove that (w®(.,.,8))e>0 is P(dw) — a.s. a Cauchy sequence in H. Let
e < € be two positive constants.

we(t,z,0) — w® (t,x,0)
- [[as [ e - (KE (1, O (1, ,6) — Ko w1y, 0)u (1,9,0))
R2

/ ds [ ay[9.G7" o ) (Koo ((500) = 0 (5..,8)) () (5,9

R2

(K. — K.) % (s y, 0w (s,y,0) + Ko * wal(s,y,ﬂ) <w5(s,y,9) - wel(s,y,9)>)} . (8.2.18)
Thanks to Lemmas 8.1.2 and 8.2.6, the first and third terms in (8.2.18) can be upper bounded

in norm L' and L™ by:
t € -
o [ Irtet)— o200,
0 Vt—s

with a constant C' that can be chosen independent from 6.
The second term in (8.2.18) can also be upper bounded: P(dw) — a.s., Vo € R?, Vt € [0, T],

| (Ko = Ker) we (1,2, 0)] = / (Ke(w —y) = Ker(a —y)) w® (t,9,0)|dy
<[ e )= Koo =) by, 0)dy
<[ K e e 0l

< / K (z — y)llwf (t,y,0)|dy < 24 / K (2)|d=
|lz—y|<e’ |

z|<e’

2m e
1
SC’/ fdz < C’/ / —pdpdn < C€'.
|z|<e’ || o P

We deduce: P(dw) — a.s., Vt € [0,T],

€
|||w5(t, )_ ’ . |H <C/ |Hw ( 7'70)”’(18_1_06/

S

! [|[we (u, ., 6) = w' (u, ., O)]]]
<C Y —— s dud CVt C
A t—s/ — udas + \[5 + e

<C | d “(u,.,0) —w" (u,.,0 ———— + C(T)¢
< [/ aullaf (w,0) ~ w00 [ =2 C0)e
¢
§C/ \[|w® (u, ., 0) — w® (u,.,0)|||du + CTe
0
Applying Gronwall’s Lemma: P(dw) — a.s., Vt € [0,T],
[[w (¢, .,0) — w® (t,.,0)]|| < C(T) e exp(CT). (8.2.19)
As a consequence, (we(.,.,0))s>0 is P(dw) — a.s. a Cauchy sequence in (H, |||.]||) which is com-

plete, and it hence converges P(dw)-a.s. in H to a limit w(., ., #) such that P(dw)-a.s

sup ||jw(t, ., 8)]|| < A. (8.2.20)
te[0,7

By letting e decrease to zero in (8.2.19) and in the mild equation (8.2.16), and by using (8.2.20),
we obtain that w satisfies (8.2.17) and that it is a solution of the mild equation (8.2.15). [
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8.3 Particle Approximation in the Case where s is Unknown

In this section, we are interested in the case where the regularity of the map a € [0,1] —
® o G7(a) € L}(R) (see Condition 6 of Assumptions 8.3.1 below) is unknown. This can be the
case when the law of € is in fact unknown (for instance when the initial condition is determined
from data or from simulations).

We propose a particle approximation based on thresholded wavelet regression estimators
that can be computed without the exact knowledge of the law of 6.

8.3.1 Stochastic Interacting Particle System and Main Theorem

We consider the regularized equation (8.1.10) and the associated stochastic differential equation
(8.2.1), and recall the probabilistic interpretation of the intensity of the spatial statistical solu-
tions. Then, we define a stochastic interacting particle approximation whose rate of convergence
is given in Theorem 8.3.1: Vf € By(R?), VT > 0,

(I*(m7), f / f(@)Q7(dz, 0) = B (h (X5(0),0) f (X7(0))). (8.3.1)
We hence look for an approximation of (I¢(mg), f) of the form:

(1% (mr), f ~}Vih(xﬂvf ),0) £ (X5V<(0,)).
=1

where N € N* is the number of particles (Hj,X'tj’N’E(H ))tefo,11, je1,N] that are simulated and
whose laws are expected to be close of the law of (6, X (0))icpo,r]- To perform simulations,
we discretize time, and since the drift coefficient in (8.2.1) is unknown, we replace it by an
approximation. To this purpose, we will need, as in Chapter 7, to reexpress it as a conditional
expectation. We will then use a wavelet regression estimator to approximate the unknown drift
coefficient.

We have P(dw) — a.s.,

K. % Q5(X5(0),0) = E¥ (h (X5(0),0) Ke(2 — X5(0)) | 0) Lo=xz(0)-

where the function h has been defined in (8.1.15). Thus, the stochastic differential equation
(8.2.1) can be rewritten as: P(dw) — a.s., Vt € [0,T],

X7 (0) = X5(0) + oW, + [y B (h (X5(0),0) Ke(x — X5(0)) 1) |o=xz(9)ds
L(O)=v, L(X§(0)) =po(z,0)dr, where py has been defined in (8.1.14), (8.3.2)
W is a Brownian motion independent of # and of the initial condition X(9).

We simulate N realizations (Gi)z’e[l, N of 0 and associate with each of them a particle
with initial condition of law po(z,0;)dx defined in (8.1.14). We then introduce a wavelet ba-
sis (Y1,1,)1,>-1, 1,ez as in Chapter 7 and compute the regressions component by component:
Vi e [1,N],Vk € [0, K — 1],

Xi,N,s _ Xi,N,s ey, (tlm z NE GZ,ﬁN)At + U(Wtk Wtikf1)’ (8.3.3)

trt1 tk
8.3

(8.3.4)

where: ﬁi(tk,Xti;N’E,gi»ﬁN)
I thr (3 Y500 or (G (0,) b (X374,0;) K (XM = X3 ) oy

= > > v (Gn(0:) | =N N, 2 (xiNe _ giNe
R thr (& SN (G (0;) b (XN, 0;) K2 (XN = XENe) oy
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with ¢ > 0 and where K!(z) and K2(x) are the first and second components of K.(z). thr is
the thresholding function, I{¥ is the resolution level and ¥y is the threshold level, where :

Oy = ky/log N/N, 210 ~ o3, (8.3.5)

with x a positive constant that depends on ¢, o, ¢g, Lo, ¢ and .

Let us introduce the assumptions under which we will compute the convergence rate:

Assumption 8.3.1. 1. The law v of 0 admits a density g on R w.r.t. the Lebesgue measure.
The support © of g is assumed to be connected,

2. The law v satisfies a Logarithmic Sobolev Inequality on R:

Jeg > 0, Vf € CH(R,R), (v, f2log f?) — (v, f*) log({v, *)) < colv, |V ).

3. P(dw) — a.s., wo(.,0) € L' N L™ and satisfies Assumption 8.1.7.
4. The function a € © — ||wy(.,a)|l1 € R is Lo-Lipschitz continuous.

5. AL > 0, Val,ag S @, ]P’({wo(XS(al),al) > 0} AN {'U}O(XS(G,Q),GQ) > 0}) < Ll\al — ag‘
where AN B =(AUB)\ (AN B).

6. The probability density py is defined as in (8.1.15). The map ® : a € © — py(.,a) is Lo-
Lipschitz continuous with respect to the L' Vaserstein metrics (we identify the probability
densities po(., a) with the probability measure po(x,a)dz). The map oG~ : a € [0,1] —
po(.,G7Y()) is s-Hélder continuous, with s > 1/2, for the L' Vaserstein metrics.

7. P(dw) — a.s., the probability density po(x,0) has exponential tails:

dgo > 0, AC1,Cy > 0, Vs > ¢y, Va € O, / 1z>cpo(T, a)dr < Che 2.
R

8. The father and mother wavelets ¢ and v are compactly supported (and thus belong to
L?(R)N LY(R)), Lipschitz continuous, and satisfy Assumptions (7.2.8),

Points 4, 5 and 6 of Assumption 8.3.1 state that the initial measure wo(z, a)dx varies regularly
with the parametrization a € O, in term of total variation norm, sign repartition and support.
Point 4 is trivially satisfied when [|wo(.,a)||; is independent of a (all possible initial measures
have the same total variation norm). Point 5 is straightforward when P(dw) — a.s., wy(.,0) is a
nonnegative function.

Theorem 8.3.1. Under the Assumptions 8.3.1,Ve > 0,V0<n <1,V [ € C;H”(]R), 4Ny, VN >
N, VK >0, 3C > 0,

1 i, N i, N log N 1/4
B (I (mr), f) =~ >0 (X5, 0.) S(X) gC(At+( > > +5>, (8.3.6)
i=1

where h is defined as in (8.1.13).

Notice that it does not seem possible to set € = e and let ey — 0 when N — oo with our
proof, since changing ¢ obliges us to change the threshold 95, which then also grows to oc.

263



8.3.2 Convergence Rate of the Particle Approximation

The proof is an adaptation of the proof of Theorem 7.2.1 to the case of a weighted and signed
initial condition. Let us first introduce some objects and results that will be useful in the sequel.

We associate to the diffusion (X7(0));cpo,r] its Euler Scheme (Xf, (0))rep,x) as in (7.3.1):
VEk € [0, K —1],
{ ka (0) = X5 () + ug (ty, X (0),0) At + o (Wy,,, — Wy,) (8.3.7)
X;5(0) = X5(0).

We consider as well i.i.d. copies of this Euler scheme coupled with the particles defined in
(8.3.3) (same parameters (6;);c[1,n), same initial conditions (Xé’N"E (6:))ie[1,n) and same Brownian

motions (Wi)ie[l,N]): Vi e [1,N], Vk € [0, K — 1],

tet1

{ XEE(0:) = XEE(00) + i, Xi7(00), 00 At + 0 (W, — W) (535)
€ 1,V e e
X07 == X07 .

We also define the analogue of (8.3.4) computed of the independent copies (8.3.8) of the
Euler Scheme

vl&;(t]m t,::,e“’lgN)
i Zzp (GN(6))) thr { % Z;Vﬂ b1 (Gn(0) h (X3,6;) KL (Xis - XT2) o
I1=—1 Iy thr % Zjvzl wl (GN(GJ)) h X(j),s, 9 K2 X Xg: , ﬂN
Finally, we define:

Va € ©, Vk € [0, K], Vo € R2, w(t,z,a) = B (h(X§(0),0)K (x — X£(0)) | 0 =a). (8.3.10)

Proposition 8.3.2. i) The function a € © — uy(ty,x,a) is Lipschitz-continuous and the func-
tion a € [0,1] — u§ (tg, x, G"1()) is s-Hélder continuous, where s > 1/2 is the reqularity of the
map o € [0,1] — po(., G~L(a)) given by Point 6 of Assumptions 8.5.1.

ii)The function a € © — uy(ty,x,a) is Lipschitz-continuous and the function a € [0,1] —
g (ty, x, G H(a)) is s-Holder continuous.

Proof. Let us first consider Point (7). Let ¢t € [0,T], z € R? and a1, az € ©. Let (X£(a1))eepo, )
and (X7 (az2))eo,r) be two nonlinear diffusions as in (8.2.1), defined with the same Brownian
motion (W), and with the initial conditions X§(a1) and X§(az) of laws po(y,a1)dy and
po(y, az)dy respectively, where py has been defined in (8.1.14).

up(t; 2, a1)—up(t, @, a2)| < EY (|h(XG(ar1), a1)Ke(z — Xi(a1)) — M(X§(az2), a2) Ke(z — X{ (a2))])
<E” (|h(X§(a1), )| [Ke(z — Xf(a1)) — Ke(x — X{(a2))])

+EY (|h(X5(a1), a1) — h(XG(az), a2)| [Ke(z — X{ (az2))])

) —

A 1
S27T€2 Y (1X5 (a1) — X§ (a2)|) + %E (|h(XG(a1), a1
264

h(Xg(az2),a2)])  (8.3.11)



by using (8.1.12). For the second term, we have:

E” ([h(X5(a1), a1) — h(XG(az), a2)|)
=E" (|sign (wo(XG(a1),a1)) [lwo(.,a1)l[r — sign (wo(Xj(az), az)) [[wo(., az)|1])
<AL+ Ay + A3+ Ay

where: Ay =B (L (x5 (ar)an)z0 [w0( @)l = [lwo (., az)]|)

A2 =E" (‘1100()(8(0,1),(11)20 - wo(XE(az a2)>0’ HwO ,CLQ)Hl)

N——

)

(-
Az =E <1w0(X5(a,1) ar)<o [lwo(.; a1)[l1 — |lwo(., a2) |1
Ay =E” (‘1wO e (an),a1)<0 — Luo (X (az) a2)<0’ lwo(. ,a2)H1)

By Point 4 of Assumptions 8.3.1 A; and As are upper bounded by Lg|a; — az|. By Point 5 of
Assumptions 8.3.1:

A2 = A4 =pP¥ ({wo(Xg(al), al) > O}A{wo(XS(ag),ag) > 0}) H’wo(., a2)||1 < LlA\al — a2|.
This gives finally:
E¥ (|h(X8(a1), al) — h(XS(GQ), ag)’) < 2(L0 + L1A>’a1 — as|. (8312)

From (8.3.11) and (8.3.12) :

(15 (@) — X7 (ag)) + 20114

|u2(ta$7a1)_ui(t>$va2) =92 J

|CL1 — CL2|. (8.3.13)

In order to obtain the Lipschitz continuity of a — uj (¢, z,a) let us now upper bound:

EY (1X7 (a1) — X7 (a2)]) < BY (|X5(a1) — Xg(a2))) +/0 (Bi(s) + Ba(s) + Bs(s)) ds

Bi(s) =B (| B (h(XG (01),00) K (& = X5 (1)) sz (o) — B (oK (1), @)K (2 = X2 (@) 0|
Ba(s) =E* (| B (h(X§ (01), a1) K (0 = X5(@0)) ], (on) — B (WX (a2), 1) K (& = X (02)))],—x o))
By(s) =B (| E* (h(X§(ar), a0)K (v = XE(@2)))],-x+(0s) — B (X5 (2),02)K (& = XZ(02)) |, xe ()|
We have
c A
By(s) <AEY ( [ VKX 01) —y) = K (X (az), )] P <al><dy>) < 5B (1XE (@) - Xi(az)])
A
Ba(s) <AE” (B (|K (v = Xi(a1) = K (@ = XE(a2)))omxe(un) ) < 5omrB” (1XE(@1) = XE(a2))
Lo+ LA
By(s) 5B (Ih(X5(ar), a1) — h(X5(02), @2)]) < “ oy — g,
by using (8.3.12). It follows that:
Lo+ L1AT
B (X7 () — X7 () < B (1K (ar) - X(an))) + L0 g,
t
+2 [ B (X2 @) - XE(@) ds
e 0
< (B (150n) ~ X5ta)) + E 2 ey - e (23, (8.3.14)
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by Gronwall’s Lemma. From (8.3.13) and (8.3.14) we deduce:
lug (t, z,a1) — up(t,z,a2)| <C1(A,T,e)E” (| X5(a1) — XG(a2)|) + C2(A, T, €)|ar — az|.

No assumption has been made on the joint law of (X§(a1), X§(az2)) yet. Taking the infimum on
every possible joint laws with marginals py(y, a1)dy and po(y, az)dy gives:

|ui(t7 Z, al) - Ui(u x, a?)’ SCI <A7 T7 E)Wl (pO(Z% al)dya pO(ya a?)dy) + CQ(Aa T7 €)|a1 - CLQ’
<C(A,T,e)|lar — a9 (8.3.15)

thanks to Point 6 of Assumptions 8.3.1 where :

LZAEAT/(TI’E2) AeAT/(TI’EQ) LO + LlA
p1) e
2me2

C(A,T,e) = (8.3.16)

2me? e
does not depend on z. Replacing a; and az with G~!(a1) and G~ !(az) for a; and az € [0,1]
gives in the same manner the s-Holder continuity of a € [0, 1] — uf(t, z, G~ (a)).

Let us now turn to the proof of (i7). Let a1, ax € ©. We consider the two preceding diffusions
(Xi(a1))eo,r) and (Xf(az))epo,r], and the Euler schemes (Xf (a1))kejo,x] and (X7, (a2))kefo,x]
defined as in (8.3.7) with the same Brownian motion and the same initial conditions.

Let k € [0, K], z € R?. Proceeding as in (8.3.11) and using (8.3.12), we are lead to an upper
bound similar to (8.3.13):

@ (t, @, a1) — @ (tr, @, a2)| = B (A(XG(a1), a1) Ke (2, X7, (a1))) — B (h(X§(az), a2) Ke (2, X, (a2)))]

A Lo+ L1 A
—27T52E (|th a1 th( 2)|) Jr%

|CL1 — 0,2|.
Since :

E¥ (‘th ) (a1) th+1(a2)’>
<E” (| X}, (a1) — X}, (a2)|) + B (Juj(te, X7, (a1), a1) — uj(te, X;, (a2), a2)|) At
<E¥ (| X7, (a1) th(ag)‘) + B (|u (tr, X5, (a1), a1) — ug(te, Xt (a1), az)|) At (8.3.17)
+EY (‘Ub tk,th (a1),a2) —ub(tk,th(GQ) ag)}) At

<(1

The second term of (8.3.17) has been upper bounded thanks to Point (i), and the Lipschitz
constant ||ug(t,x,.)| rip does not depend on x as can be seen in (8.3.15). The third term of

(8.3.17) has been upper bounded by using the Lipschitz continuity of K.. By induction: Vk €
[0, K],

AN e i ,
52) EY (| X7, (a1) = X (a2) ) + Atllu (th, X5, (1), )| iplar — aal.

k
E” (| X5, (a1) = X, (a2)]) < <1+At AEQ> E” (] X5(a1) — X§(az)|)

(14 At25)  —1
At A

27ra2

+At

lug (tk, X, (a1), )l Liplar — az]

Taking the infimum on every possible joint laws for (X§(a1), X§(az)) with marginals po(y, a1)dy
and po(y, az)dy, using Point 6 of Assumptions 8.3.1, and (7.3.11), we obtain:

EY (|X5, (1) — X¢,(a2)|) <C'(T, A,)ar — ag|
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and:
|ug (th, x,a1) — U5 (tg, 7, a2)| < C"(A,T,€)|ar — aal.

Replacing a1 and as with G=1(a;) and G~!(ag) for a1 and as € [0, 1] gives in the same manner
the s-Hélder continuity of a € [0, 1] — @5 (t, z, G~ (a)). |

Proof of Theorem 8.3.1. We have:

N
BV [{I(me), ) — v S0 (X5, 0) ()
=1
N
<EY|(I(m7), f) — (I (m7), f)| + EY|(I* (m7), Z (ngNﬁei) FXENS) (8.3.18)

Let us consider the first term in the right hand side of (8.3.18) and introduce the solution
(X£(0))efo,m of stochastic differential equation (8.3.2). Then thanks to (8.2.19):

(T}, f) = (5 mo). 1< [ [ 1@ (T.,0) = @ (T, 2. 0)de v(da
< [ 17l (T 0) = (7. )| ) < O, A) ]

The second term of (8.3.18) is dealt in the way similar as in the proof of Theorem 7.2.1.

N
(I (), f)—% Soh (ngN’E(ei), ai) f (X;N’E) =T\ +To+ T, (8.3.19)
=1
where: Ty =(I*(my), f) — B (h(X§(0),0) f(X5(9)))
N
Ty =E* (h(X5(0),0)£(X7(0)) — 5 Y h(XG7(6:),00f (Xi(6)))
=1
N
T, :% ST (X660 [ £ (X3) — 7 (X5)]. (8.3.20)
=1

As in the proof of Theorem 7.2.1, the error 7} is in At A/ and the statistical error T} is in
CA||fllso/V'N. For the term T3, since h is bounded by A and since X*¢ and X®":¢ have the
same initial conditions:

vi,E vi,N,e
T XT :

) Al oo o=,
E (\T3|)§N2;E X

(8.3.21)

Proceeding as in the proof of Theorem 7.2.1 :

N(ther) = ZE”IX&L — XIS St + 7 ZE”

ub tkv tk 7‘9 ) (tka lNE 07,719]\7)

§SN(tk) + At (By(k,N) + Ba(k, N) + Bg(k, N)) : (8.3.22)
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where :

1(k,N,e) ZE” wf (te, X007, 0;) — 5 (t, X2, 0;)

Bo(k,N,¢) ZE” S (th, X1

tr

0:) — iif (tr, X1° ,91,191\;)‘

1 y
B(k, N,¢) :NZE” 5 (b K57 00, 9) — 5 1, X3, 01, 0)|.
i=1
The term Bj(k, N,e) can be upper bounded by CjAt, where the constant Cy is upper

bounded by CA]\ayK§4)]\oo\|3xK,e(4)Hoo < CA/e'0 using (8.1.12). For the term Bs(k, N, ¢), we
follow the computations of Section 7.6

Bs(k,N,e) <
i Z % ﬁ: Y1 (]Z\/') Uy (]{/‘) h (Xéve(ei),ei) (KE ()_(ti;f — Xg};f) K. (XZILN,E B Xij,LN,g)>‘
L=1 I =1

n %Z ( IZN: S 20w n 1, (;{)D . (8.3.23)

i=1 \I1=—1 Iy

For the first term in (8.3.23), we use (8.1.12) and obtain:

I{V N ) ) . . . . .
>y % > (;V) ¥y (jv) h(Xg*(6:), 0:) (KE(XZ;E — X)) = Ko(X[e - Xi,;N’E))

Ii=—1 I, i,j=1
FRRARY Y . . 1
v ? J -i,N,e >j,N,e
< (00| 3 S () v () e (i~ i )
=1 j=1|I1=—1 I»
2A
_2 C (tx), (8.3.24)

thanks to Lemma 7.6.1. To upper bound the second term of (8.3.23) let us write:

N N 1Y
1 1 12
¥ Z S 2y [Yn i, ( )’ <% Z D 205212
=1 =—1 I =1 \I;=-1
<20l ecIN2IT /2 < C < 8 ) , (8.3.25)
by choice of I and 9. Hence:
log N\ 1/4
Bs(k,N,e) < (ty) + C < Ofv ) . (8.3.26)
To upper bound By (k, N, &) we proceed as in the proof of Theorem 7.2.1. Let us define:
» 1 N : B B
A0 = v ( ) (X4°(6,).6,) K. (= - X36) (8.3.27)
/ (W5 (6), ). (x — X5.(6;)) | 0 = a) v(da) (8.3.28)

The following Lemma is proved in Section 8.3.2.1.
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Lemma 8.3.3. Under Assumptions 8.53.1, the coefficients 6}6’19)(30) and B§€k)(x) defined in
(8.3.27) and (8.3.28) satisfy: ¥~y > 0,Ye > 0, Ik = k(y,co, Lo, L1, La,e,0,¢,v), ANy, C >
0, VN > Ny, Vi € [1,N], VI = (I, I) € [-1,IN] x Z, VK > 0, Vk € [0, K],

v [ 15k i =(e,k) /1, k [log N C
P (w§ (X = BN 2 5 7y ) < (8.3.29)

Once the result of Lemma 8.3.3 is established, the proof of an upper bound of Bs(k) follows
the proof of Lemma 7.3.3 in Chapter 7 and relies only on the regularity of the function a —
a5 (t, 2, G ()) and on the law of the random variables (6;);c1,n]:

Lemma 8.3.4. We work under the Assumptions 8.3.1. For e > 0 and v = 7/2, let k be the
constant given in Lemma 8.3.8. For the threshold level (8.8.5), ANy, C > 0, VN > Ny, Vi €
[1,N], VK > 0, Vk € [0, K],

(8.3.30)

log N E=r
~ .

E (‘ﬂi(tk7XZ;E79i) - ai(tk,Xf,fv@mﬁN)D < C(logN) (
The proof of this Lemma follows exactly the proof of Lemma 7.3.3 in Section 7.5.
The end of the proof of Theorem 8.3.1 is the same as for (7.3.20). [

8.3.2.1 Proof of Lemma 8.3.3

As in Section 7.4, we can write:

v %(e,k) / 1, A(ek) / 1,
P ( X)) - BN (X))

Kk [log N
g )
v 3(e,k) [ 1, 3 (e,k
<P ( ) - B (A7 @)

+P ( E (5 (@)

The second term of (8.3.31) is upper bounded with the same proof as for Lemma 7.4.3. For
the first term of (8.3.31), we first study the quantity:

P (|37 @) ~E (5 @)] > 1),

for z € R? and r > 0. As in Chapter 7:

x:X’i,E
2

> g 10gN) (8.3.31)

x:Xi,s
Tk

Lemma 8.3.5. Under Assumptions 8.5.1, we have 3Ny, C > 0, VN > Ny, VI = (I1,12) €
[-1,I]] x Z, VK > 0, Vk € [0, K], Vz € R?, ¥r > 0, Ve > 0,

2 N2
v (| 3k v ek r lac12. c2e
P (‘555 )(x)—E (555 )(1’))‘ >r) <2exp | — o o2l 2A + Ce 11,00
8 <7r252N + 6me N )
(8.3.32)

where C" is defined in (7.4.3).

Once Lemma 8.3.5 has been established, we can use a localization argument similar to the
one used to prove Corollary 7.4.2 in Section 7.4.2. This ends the proof of Lemma 8.3.3. |
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Proof of Lemma 8.3.5. We have:
P (|5 @ - B (50 @)| > ) <p(
+P (

9

ﬁ(s,k)($) _ R (“}s,k)(aj) | 6y, ,QN)‘ > 7")

<B(ek)( )| 6y, --- 79N> EY (B§a,k)<m))‘ > r)
(8.3.33)

By independence of the particles (X7 )tefo,r] defined in (8.3.8):

E¥ (555"“) (z) | 01, ,GN) =% sz <]]V) E¥ (h (Xéj)’5(9<j>)’9<j>) K. (I - Xt(,f)’e(@(j))) | 61, ’9N)
—sz ( ) Y (0 (X§206). 00 ) K- (= X206) 16) -

Hence, the first term in (8.3.33) can be upper bounded by the use of Bernstein’s Lemma as
in Lemma 7.4.4, and the second term can be upper bounded thanks to Point 2 of Assumptions
8.3.1 as in Lemma 7.4.5. |

8.3.3 Approximation of the Mean Velocity Vector Field

Recall that the mean velocity vector field associated to the statistical solution of (8.1.1) at point
r € R? and time T > 0 has been defined in (8.1.9). This computation corresponds to the
following particular choice for f in (8.1.9): Vy € R?, f(y) = K(z — y).

Since K(x —.) and its derivatives are not bounded at 0, we use a cut-off technique again
and cut-off the test function with § > 0 as in (8.1.11). The approximation we will consider for

(I(mr), K(x —.)) is: % Zf\il h (X’évNﬁ’gi) Kz — X%N’6>,

Theorem 8.3.2. Under the assumptions of Theorem 8.3.1: Ve,d > 0, Vx € R?, ANy, VN >
No, 3k = k(e), C >0,

E”|(I(my), K (z — . —7211( ZNge)K(;(x— 1N€)|<c(m+<1°;5VN)1/4+5+5).

Proof. We first decompose the error:

E*|(I(mr), K Zh( X5™%,0,) Kolw — X3
NI (mr). e = ) = (Tma). Koo = |+ B mr), Ko = )) = (0" (m), Koo =)
FEY[(IF (my), Ks(z — .)) — — Zh( XiNe g, ) Ks(z — X2V, (8.3.34)

The two last terms in (8.3.34) can be dealt with Theorem 8.3.1. For the first term:

[(I(m), K(z —.)) = (I(m7), Ks(z = .))|
<|E” (h(Xo(0), 0)K (x — X1 (0))) — E” (h(X0(0), 0) Ks(x — Xr(0))) |

< [ [ 1K@ =) = Kot = )l (T, 0)ldy ()
< [ eyl <2 [ Kl [ ol < o, a6
n

The rate of convergence obtained in Theorem 8.3.2 does not depend on the point z € R?
where we approximate the mean velocity vector field.
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8.4 Particle Approximation in the Case where s is Known

Now we are interested in the case where the regularity s of the function a € [0,1] — ®oG~!(a) €
L'(R) is known. We propose a particle approximation based on linear wavelet regression es-
timators and obtain a convergence rate that involves the term N®/(25T1) that is known to be
the minimax convergence rate for a regression estimator of a s-Hélder continuous function (see
Kerkyacharian and Picard [71]).

8.4.1 Stochastic Interacting Particle System and Main Theorem

As in Section 8.3, we are looking for an approximation of (I¢(mr), f) of the form:
4N, > (0),4,N,
(I (mr), f) ~ —Zh( PN 0),0) 1 (XIV0y)

where N € N* is the number of particles (6;, Xt(z)’j’N’E(Hj))t6[07T],je[17N] that are simulated
and whose laws are expected to be close of the law of (6, X;(0)),c[o,7) that solves the stochastic
differential equation (8.3.2). As in Section 8.3, we discretize time and replace the drift coefficient

K. Q(X5(0),0) = E (h (X§5(0),0) Ke(x — X3(9))) lo=x:(0)

with a regression estimator.

In the case where the regularity s of the function o € [0,1] — ® o G~!() is known, so is
the regularity of the function a € [0,1] — u(t,x, G"}(«)). Proposition 8.3.2 tells us indeed
that the latter function is s-Holder continuous. Instead of using a nonlinear wavelet regression
estimator, we then simply use a linear regression estimator, with a different resolution level,

1 y)’N that depends on the regularity s.

We simulate N realizations (6;);cni,n) of 6 and associate with each of them a particle
with initial condition of law po(z,0;)dx defined in (8.1.14). We then introduce a wavelet ba-
sis (¥1,1,)1,>—1, 1,ez as in Chapter 7 and compute the regressions component by component:
Vi e [1,N], Vk € [0, K —1],

Xt(]?i’NE X(Z)J,NE 4+ ( ) (tk‘?X(Z) ,i,N,e OZ)At + U(Wtzk _ Wtz’kil), (841)
where u(g) “(ty, Xt(g)’i’N’E, 0;)
1oN 1 (v (®,i,Ne  5(€),,N,e
PP K, | X; - X,
) ZZ 1 (G (62) ¥r (G (07)) b (X076 Dine | o@ane || At
Li=—1 I, j=1 ( ) K2 X() _Xt(k)h]’ 7
(8.4.2)

with ¢ > 0 and where K!(z) and K2(x) are the first and second components of K (z). I]EZ)’N
is the new resolution level chosen such that :

21§e),zv ~ N1/(2s+1) (8.4.3)
The estimator (8.4.2) is linear in the sense that we do not use thresholding functions any more.

Theorem 8.4.1. Under the Assumptions 8.8.1, Ve > 0, V0 <n < 1,V f € C;H"(R), dNy, C >
0, VN > Np, VK > 0,

E|[(I(mr Zh( DN g ) FRWOANE) < o (At+ VIog NN~ =71 +5) . (8.4.4)

where h is defined as in (8.1.13).
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The term +/log NN T s up to a factor y/log N the minimax rate for the convergence
of a regression estimator to a s-Holder continuous conditional expectation (see Hérdle et al.
[61] section 10.4, Donoho et al. [38, 39] or Kerkyacharian and Picard [71]). It comes from the

approximation of the unknown drift uj by the wavelet regression estimator u(e) €

8.4.2 Convergence Rate of the Particle Approximation

In the proof, we will use the Euler Scheme (Xf (0))ke(o,x] defined in (8.3.7) and its i.i.d. copies
defined in (8.3.8). Let us also define the analogue of (8.4.2) computed on the independent copies
(8.3.8) of the Euler Scheme

’al()g),&‘(tk, 18 0)

tk ’
o 1 whe  ic
. KM (X7 - X7
Z ZZ U (G (0:)) ¥r (Gn(0;)) b (X35, 05 o At. (8.4.5)
L=-1 I j=1 ( ) K2 (X0 - X7

Recall that @ (, z,a), 55 (z), 3" (2) have been defined in (8.3.10), (8.3.27), (8.3.28).

Proof of Theorem 8.4.1. We have by a computation similar to (8.3.18):
v ),i,N,e -(£),i,N,e
E”|{I(m —*Zh( 0:) PR
< O(T, A)| fllsoe + E[(I*(mr), Zh (X7%9,00) FXPHN), - (3.4.6)

The second term in the right hand side is dealt with in a way similar as in the proof of Theorem
8.3.1. We can do the same decomposition as in (8.3.19) where we define this time:

_ 7Zh X(0:),0 [f(X”)—f(X}@’i’N’Eﬂ.

As in (8.3.21), we have:

y AllF s S [ gie 00N
E'(|T3) <=5 D_E XiF - x{aNe|
=1
We define, similarly to (8.3.22), but with the L!-norm:
N(tes1) = ZE”yXijl — thi’NE\ < Sn(ty) + At (Bi(k,N,e) + Ba(k,N,e) + Bs(k,N,¢)),

N
1
with: Bl(k,N,e):NZE” uj (b, X107, 03) — a5 (4, X125, 05)

tr
i=1
2(k N, ) ZEV a5 (b, X5, 00) — 0% (b, X5, 00)
k N, 5 Z]El, U(Z)E(tk’ Z:,G) l()@),E(t X(@,’L,Ns 92) )
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The term Bj(k, N 5) can be upper bounded by C;At, where the constant C; is upper

bounded by C'Al|0, K HOOH(? K 4)]\00 < CA/e' using (8.1.12). For the term Bs(k, N,¢), we
follow the computations of (8.3.24) and use the results of Lemma 7.6.1:

(4) N

Bs(k, N,e) < E ZZ ZZW( > < >h()‘(g€(9i),9i)

IL1=—1 Is =1 j=1

S > S(0),i,Ne  +(0).4,N, 2AC
(K (X5 = XE7) - K (XM - x(PIV)) | < TS ().
The term By (k, N, ¢) is upper bounded by the following Lemma, proved in Section 8.4.3.

Lemma 8.4.1. We work under the Assumptions 8.8.1. Then, ANy, C > 0, VN > Ny, Vi €
[1,N], VK > 0, Vk € [0, K],

E”(‘ag(tk,th,e) " (b, Xi .0

) < C\/log NN~ 5. (8.4.7)

We can now conclude the upper bound of T3 with computations similar to (7.3.20):
Sn(trsr) <(1+CAHSN () + C At (At+ VIog NN~ 2s+1) <o(T (At+ VIog NN~ zs+1) .
(8.4.8)

Thus: S
T3 < Allf'C(T) (At+ logNN*TH) _

This achieves the upper bound of the last term T3 of (8.3.19). [

8.4.3 Proof of Lemma 8.4.1

As in the proof of Lemma 7.3.3, in Chapter 7, we begin with establishing a moment upper
bound. Then, we prove Lemma 8.4.1.

Lemma 8.4.2. Under Assumptions 8.3.1, ¥y > 0,Ve > 0,3k > 0 (as in Lemma 8.5.3),
(DN % 7, VK >0, Yk € [0, K],

ANy, C > 0, VN > N, Vi € [1, N, VI = (I, I) € [-1, I
. (e k) _ a(ek) E /log N C2h C

As a consequence, for a choice of v > 2, we obtain for every p € [1,2]: INy,C > 0, VN >
No, Vi € [1,N],VI = (I, I,) € [-1, 1?""] x Z, VK > 0, Vk € [0, K],

C(log N)P/?

T (8.4.10)

B <s?pw“§f”“>< Xi€) — BN (X! >|) <

Proof. From the tail upper bound of Lemma 8.3.3, and with computations similar to (7.5.4) :

(6),N
(&%) wiey _ alek) i E log N Cc2h C
PV <s1]12p!ﬂ (X05) =B (X0 = 2\/7) S S oUe (8.4.11)

(£)

Contrary to Lemma 7.5.1, we have this time I; N instead of I fV . From the preceding inequality,
we have for p > 1, and with the same computations as in (7.5.5):

KP(log N)P/? c'r
2 NP/2 aPep Nv—1/(25+1)"

B (supwf”“)( Xi) — AR (X >|P)s (8.4.12)

P
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If we choose v > 2, then

v — >y—-1>1

2541
Then, if p € [1,2] and , the dominant term in (8.4.12) is in (log N)?/2/NP/2. |
Remark 8.4.3. In the sequel, the choice of v > 2 will be assumed.

Lemma 8.4.4. Under Assumptions 8.3.1, Ye > 0, ANy,C > 0, VN > Ny, Vi € [1, N], VK >
0, Vk € [0, K],

IEV(Sl[lopl]‘ﬁl(f)ﬁ(tk,XZ,;&,G_l(a))—ﬂg(tk,th,G ())D < i NN~
ae)|0,

Proof. We can decompose:

E”(s%p”\ﬂé‘)ﬁ(tk,xzf,e () — a5 (1, X1, G >>\> < O+ Co+ O, (84.13)
agc|0,

where:Cy =EY | sup Z Z 5[6 (e.k) th: 1(a)
o€l N Lez
Iié),N
Gy =B | sup| 30 S0 AP(XE) (61(Gla)) — 1(G(a))
€O =11,
I(e)N
C3 =E Sup Z Z( g XZE - (ak(Xw))wI( (a))
a€9 =11,

Let us upper bound the term C';. Since we deal with compactly supported wavelets,

v k
crse Y e (sup [BIC0] ) 20
>N fact
1
Using (7.5.7), we deduce that:
a<c Y ohli) <onTEh, (8.4.14)
n>19N

Let us now consider the term Cy. Recall the definition of Ay n(a) given in (7.5.8). Since the
chosen wavelets have compact support, we have:

[if),N

Co <E” | ¢ Y sup [B7P(X0) 1ALN s | < D1+ Do,
I—— 1[2€Z
1

I{Z)’N
with Dy =B | € 37 sup |50 (00 = 57V (G| 1818
[1:71 2€

IiZ),N

Dy =E" [ C Y sup BV (X5 1AL
L—— 1[2€Z
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Let us upper bound D;. From (8.4.10) and (7.5.10):

(Z)N
B vien  m(ek), oie|? -
Dl < C Z v <Islé%‘ﬂ(8 X 5) _,855 k’)(tha) ) E (HA],NHgO)
2
7ON
lOgN 311 /2 IOg lOgN :

= C\/71212 ' N < C+/log N loglog N N e <CN~ 2s+1

1=—

45 — 1 s } 1

ince : S5 > 8.4.15
BHee [2(1+2s)>25—|—1 °7 3 (8:4.15)

Let us now upper bound Dsy. Using (7.5.7) and (7.5.10):

[ON 70N

- _ 1 E 3_ .1 loglog N
D SCIZf I*””E“(HAI,mw)SOIZI% T
1= 1=—

If 1/2 < s <1, then 1 —s > 0 and using (8.4.15):

4s—1 s
Dy <C+/loglog N N 2Gs+) < O N~ 2541,

If s > 1, then using 1/2 > s/(2s + 1):

Dy <ION /IOgEgNgCN_ﬁ.

Let us consider the term C5. Since our wavelets have compact support, and from (8.4.10):

I((’)N
i — i log N _j@o.~
Cy<C Y B (;u% BIEP (X - f””(XZf))zfl/?kuoo <Oy =2
L=-1 2<

<C\/log NN~ =71,

8.5 Numerical Experiments

8.5.1 Test Case

Following Milinazzo and Saffman [98] and Bossy[12], we consider the vortex equation (8.1.5)
and focus on the following quantity:
Jge [2P0(t, z, a)dx

Jge W(t,z,a)dx

vVt € 10,T], Ya € ©, L(t,a) =

Proposition 8.5.1. The quantity L(t,a) satisfies the following equation:

vt € [0,T], Va € ©, L(t,a) = L(0,a) + 2to?.
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Proof. We consider the weak form of the vortex equation (8.1.5), and choose f : = = (z1,22) €
R? — |z|? as test function. We have:

21‘1

Vi(x)= ( . > and Af(z)=4.
By integration by parts, we have for all a € ©:

t
|x|2@(t,x,a)d:ﬂ:/ |m|2w0(x,a)dx+202// w(t,x,a)dx ds
R2 R2 0o JRr2

Jw(s,.,a)

t 1~ ow(s,.,a) 9 -~ ) 9
_/0 ((K *w(s,.,a))(m)T(m)—l—(K *w(s,.,a))(m)am(az)> |z|“dx ds

t
:/R2 |x|2w0(x,a)dx+202/0 /]R2 w(t,z,a)dz ds
b 0 ~ 0 .
[ @, (0 (8 s @)@l 4 5 (2 (s )l ).

Recalling that for incompressible fluids div(v) = 0, and that V¢t € [0,71], [po W(t, z,a)dz =
Jg2 wo(z, a)dz, we obtain:

Va € O, / |z|? (t, z,a)dr = / || wo (z, a)dx + 2ta2/ wo(x, a)dx
R2 R2 R2
¢
+ 2/ (W(s,z,a)dr, (K s w(s,.,a))(x)z) + (K2 w(s,.,a))(x)rs) ds.
0
Finally the following identity:

/R2 (K% 1w(s,.,a))(x)z1 + (K% 0(s, ., a))(z)z2) W(s,z,a)dx

~ ~ T1Y2 — Y122
= w(s,x,a)dr w(s,y,a)d =0,
/Rz (5:,0) /R (50 @)y (%((m—yl)u(m—yg)?))

yields the desired result. |

In case P(dw) — a.s., wo(.,0) is a density function, we have:
vt € 0,77, / L(t,a)v(da) = / \z|2w(t, z,a)dz v(da) = (I(my)(dx), |z]?).
R R JR2

The idea is then to compute the approximations of ¢ +— (I(m;)(dz),|z|?) given by the three
particle methods introduced in Chapter 7, and to see how they fit the theoretical line ¢ —
Jg L(0,a)v(da) + 2to?. Since the map z € R? — |z]* is not bounded, we replace it with
ze€R?— |$|21{|I\SM} (with M > 0).

Let us mention the convergence theorem for the wavelet particle method:

Theorem 8.5.1. Under the assumptions of Theorem 8.53.1, and if :
1. P(dw) — a.s., wo(.,0) is a density function,
2. P(dw) — a.s., [go |z|*wo(z,8)dz < oo,

then: Ve > 0, 3Ny, VN > Ny, VK >0, 3k > 0, 3C > 0, Vt € [0, T],

log N 1/4 1
< — .
< C <At+( N > +5+M

N

v 1 7i,N, 2

B |(I(me)(da), o) = = D |XEY] g cay
i=1
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Proof. As previously, we decompose the error:

2
K Loximecnrny

0 LN | giNe
(I ma)(do), Jol?) = - S|
=1

(I (my) (de), |x]?) — (I (my)(d), |2|*1{jz1<ar})]
+ B[ (me)(da), |2)*Lgjzi<any) — (U7 (me)(dz), |2 10<ary)]

. 5 1 & i Ne|?
(L% (me), |2 "Lz <ary) —*Z)Xt
=1

IN

+ E¥

N 1{‘XZ,N,5|SM} . (8.5.1)

1=

The two last terms in the right hand side of (8.5.1) can be dealt with Theorem 8.3.1. Let us
now consider the first term:

[(I(me), |2]*) — (L(me)(da), |2 Lp<an) | = KI(me), 22105 am)]

= B (1X00) P 1000 )| < 4/B (1%00)1F) VB (X0)] > M),

Our assumptions imply that: sup;cj 7 E” <|Xt(0)|4> < 00 and supyeo ) P (| X¢(0)| > M) <
supyefo, 7] B (|Xt(9)|2> /M?, which concludes the proof. [
A criterium to compare how well the particle approximations of ¢ — (I(m;)(dx), |z|?) fit to

the theoretical line t — [ L(0,a)v(da) + 2to? is given by the relative error. If we denote by
A(t) the particle approximation of [, L(t, a)v(da), the relative error can be defined by:

o6 — |A(t) — A(0) — 2to?|
)= A0l

8.5.2 Example 1: An Uncertainty Parameter § with Large Variance

Our purpose is now to compare the three methods presented in Chapter 7, Section 7.2, on nu-
merical examples.

We consider first the 2D-Navier-Stokes equation with ¢ = 1073 and € = 5.107%. The initial
condition is given by: L(X(0)) = N(U(0),0.6), where the distribution of 6 is a gaussian of
large variance, N'(0,5), and where U is the following 1-Lipschitz function :

Va € R, U(a) = (UVa)AU,

where U and U are positive constants.

Let us show that Assumptions 8.3.1 are satisfied.

Assumptions 1, 3, 4, 5 and 7 are satisfied. Notice that since we start here with a proba-
bility initial condition, we have Vo € R? Va € R, h(z,a) = 1 in (8.1.15) and Va € ©, Vx €
R2, po(x,a) = wo(x,a).

From Theorem 1.5.2 in Ané et al. [3], the gaussian law satisfies a Logarithmic Sobolev
Inequality and Assumption 2 is also fulfilled.

Let a1, ap € R. Let X; be a random variable of law p; := N(U(a1),0.6). The random
variable Xo := X1 + U(az) — U(ay) is a gaussian variable of law ug := N (U(az),0.6) and:

Wi(p1, p2) < E (| X2 — Xq|) = [U(az) — U(a1)| < |ag — a1].
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Figure 8.1: Evolution of the relative error for the particle methods 1 (with 1 024 particles in dash-dots,
with 32 768 particles in dots), 2 (dashed, 1 024 particles) and 8 (plain, 1 024 particles).

Moreover, the distribution function G of  is such that G~ is Lipschitz continuous on [G~1(U), G=(U)].
Assumption 6 of Theorem 8.3.1 is satisfied.

All the simulations presented here are performed with the R open source software! and the
wavethresh package developped by Nason, Kovac and Maechler [101].

We ran the simulations with At = 0.05, T' = 5 and a fixed number of 1024 particles (N} = 32
and Ny = 32 for the first method). The number of particles is a power of 2 because we use a
Mallat algorithm to handle the wavelet expansions.

The wavelet regression estimators are computed with the Daubechies orthonormal compactly
supported wavelets N = 8 that are implemented in the software. The resolution level and the
threshold are chosen with respect to (7.2.11), (7.2.10), (7.4.25) and (7.4.26).

We use a gaussian kernel for the Method 2, with a window hxy that was suggested by the
software using a plug-in methodology (the idea is to replace the unknown functionals that appear
in expressions for the asymptotically optimal windows by kernel estimates).

Notice that the asymptotic theoretical results of Theorems 8.3.1 and 8.4.1 do not depend
on the particular choices of kernels and wavelet bases that are made, provided Assumptions
8.3.1 are satisfied. Since we deal with gaussian laws for # and Xy(a), it is natural to choose
smooth kernels and wavelet fathers and mothers. The numerical results are robust to the choice
of kernels and wavelets, and we present the better-looking simulations.

The random numbers generator has been seeded such that in each of the three methods, the
same simulations are used for § and for the Brownian motions underlying the particles’ diffusions.

On Figure 8.1, we can see that Method 1 (dash-dots) works very badly, while Method 2
and 3 are equivalent. The poor performance of Method 1 is due to the fact that there are not
enough simulations of @ given the large variance that we have chosen for this random variable.
If we want to obtain results comparable with Methods 2 and 3, we have to increase the number
N; of simulations for #, which implies that we do more simulations than with direct methods.
If we simulate 1024 realizations of 6 and 32 particles for each of these realizations (i.e. 32 768
particles, in dots on Figure 8.1) we obtain results similar to those of Methods 2 and 3 in term
of relative errors.

"http://www.r-project.org/
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8.5.3 Example 2: An Uncertainty Parameter § with a Mixture Law

Let us now give an example of case where the wavelet particle method (Method 3) proves more
robust than the random weights particle method (Method 2).

We study the Navier-Stokes equation (8.1.5) with o = 104 and in which the drift function
is cut-off as in Paragraph 8.1.2, with ¢ = 1072. The diffusions are simulated by using Euler
Schemes with At = 0.5.

The initial condition £(X¢(6)) = NM(U(H),0.3), where the distribution of 6 is a mixing of
two gaussian laws with same standard deviation 0.2 and with respective expectations 1.3 and 0.
There are two ways of simulating such a variable.

The first one is to consider :

0 =1y—10M + 1y,

where Y, 61 and 2 are three independent random variables, with ¥ a Bernoulli random
variable that takes the value 1 with probability p = 0.3, and with 0 and 0@ two gaussian
random variables with respective expectations 1.3 and 0, and with standard deviation 0.2.
The second one is to consider :
=Y +1.37,

where Y is a gaussian variable of expectation 0 and standard deviation 0.2, and where T is a
Bernoulli random variable that takes the value 1 with probability 0.3.

Let us prove that the Assumptions of Theorem 8.3.1 are satisfied. As in Example 1, As-
sumptions 1, 3, 4, 5 and 7 are fulfilled. Assumption 6 is satisfied with the same argument as in
Example 1. Assumptions 2 is harder to obtain. Looking at the proof of Lemma 7.4.5, we see
that the important fact is that the following concentration inequality holds for every Lipschitz
continuous function f, for all » > 0 and all sufficiently large N:

1 N . 1 N . )
PY N;wl <]‘<f> f(ej) —E N;wj <].<f) f(«9j) >r | < Ce_CNr )

This is achieved by writing :

LS [ 1L (i
A ENE (%) 60 -E v (%) 6] >+
1 & j 1 Y j r
<P N;W <N> Yy fOg) —E N;ﬂ)f (N> Y flg) || >3
1 Y j 1Y j r
+P” N;% (N) (1 =Y f(0) —E (szlwl (N) (1 =Y, f0u) || > 3

Since Gaussian and Bernoulli laws satisfy logarithmic Sobolev inequalities (see Ané et al. [3],
Chapitre 1), we obtain the desired result.

In Figure 8.2, we are interested in the mean velocity vector field and use formula (8.1.9),
to simulate its time evolution. We apply our particle approximations to: fs = Ks(z — .), with
x = (x1,22) varying on a grid of 0.5 x 0.5 on [—3,3] x [~3, 3] and with § = 10~!. We compare
the results provided by each of the three preceding methods for a given number of 28 = 256
particles. The evolutions of the mean velocity vector fields on Figure 8.2 look similar in every
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Figure 8.2: Approzimation of the mean velocity vector field given by the first particle method (left),
the second particle method with Nadaraya-Watson estimators (center) and with Kerkyacharian-Picard
estimators (right). The first line corresponds to the initialization, then the two other lines represent the
approximation of the mean velocity vector field after respectively 5 and 11 discretization steps.

case of our example. This was to be expected, since the example has good regularity properties.
We can verify here that the three methods are concordant.
To have a look at the quality of the regression estimators, we plotted in Figure 8.3, the points

(9(1-), K} ()_(151128)’256’6 — X't(i)’%&s)) N with bullets and the first component of the regression
el

1

estimator a — ug_(t1, )_(,5(1128)’256’5, a) in continuous line. We choose the particle number 128 as it

corresponds to the median realization of . Results are only presented for the first components
of K and ug, (tl,Xt(lmg)’%G’E, ).

When looking at Figure 8.3, it seems that the wavelet estimator fits better to the data. In
particular, in the gap between the two peaks of our gaussian mixing, where fewer observations
are available, the Nadaraya-Watson estimator is not robust at all. In contrary, in the ”crowded”
regions, where many realizations of 6 can be found, the Nadaraya-Watson estimator seems to
average more than the Kerkyacharian-Picard estimator and thus, it misses some aggregation
features. This can give an intuition to understand why the method based on wavelet regression
estimators is more accurate than the method based on Nadaraya-Watson estimators, and why
it extends to less regular initial conditions.

Finally, we use the test case of Paragraph 8.5.1 to compare the performances of the three
methods in the case of this mixture initial condition (Figure 8.4). We ran this time the algorithm
with 1024 particles.
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Photo 1 Time 1

-o0.5 0.0 os 10 15 -o.5 0.0 os 10 15

Photo 3 Time 3

-o.5 0.0 os 1.0 15 -o05 0.0 o5 1.0 15

Photo 5 Time 5

Figure 8.3: On the z-awis are the wvalues of (0;)ici,n).  The circles correspond to the points

(9@,[(51 ()_(,5(128)’256’5 — )_(t(i)’%G’E)) ] and in continuous line is the first component of the regres-
i€ll,

sion estimator a +— Uk, (t,Xt(128)’256’6,a). Left is the Nadaraya-Watson estimator with bandwith 0.1,
whereas right is the Kerkyacharian-Picard estimator with threshold 0.1 and level 4 resolution. The results
are presented for the first, third and fifth discretization time.

0.006
|

0.004

Relative error

0.002
|

0.000
|

Time

Figure 8.4: Ewvolution of the relative error for the particle methods 1 (dotted), 2 (dashed) and 3 (plain,).

In term of relative error (Figure 8.4), it clearly appears on this set of simulations that Method
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1 (dotted line) gives the best performance. Our particle method with wavelets (Method 3, in
plain line) is a little less accurate, but remarkably better than Method 2 (dashed line). In term
of simulation time, Method 3 is longer than Method 2 but avoids the imbricated simulation
procedure of Method 1.
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Appendix B

Appendix

We recall here some facts about wavelet decomposition and about the wavelet regression in
random design. For further details, there is an abundant literature on the subject (see for
instance Daubechies [28], Hérdle and al. [61] or Meyer [96] for the wavelet theory, Kerkyacharian
and Picard [71], Donoho and Johnstone [37] or Donoho and al. [38] for wavelet regression).

B.1 Wavelet Decomposition

Notation: In this paragraph, we c denote by ]?the Fourier—transform of f € L? endowed with
its canonical euclidian structure: f = e M f(¢)

Take ¢ € L2 One defines the descendants of this function by ¢7,7, = 211221 g — 1), for
L eN, I, € Z.

Assumption B.1.1. ¢ is said to be a scale function if it satisfies the following properties (HO1):

Loy |$(w +215m)|? = 1 almost everywhere. This condition is equivalent to the orthog-
onality in L? of the translated functions (¢(. — I2))p,cz-

2. There exists a 2m-periodic function mg € L2[0,2n] such that: ¢(w) = my (¥) a(g) which
15 equivalent to the increase in the inclusion sense of the spaces Vi, defined by:

Vo = SP{¢0127 LelZy={f=>cndon| X lnl*< OO}
VII = {h’ 211 ) EIQ CI2¢1112 ) ‘ fEV()v 2’612’ <OO} I > 1.

Assumption B.1.2. We also assume that there exists a map ¢ € L? which satisfies the following
properties (HO2), where the functions (1r,1,) are defined by the same way as the (¢r,1,) were:

LYol (w+2]27r)| =1 a.e.

2. There exists a 2n-periodic function my € L?[0, 27| verifying: i(w) =m (%) gg(%) which
means that ¢ € V1.

82, d(w + 2L )h(w + 2Lom) = 0, which tells us that Vo and Wy are orthogonal, where we
have defined:

Wo = {f= 212 cnor, | Y len? < oo}
Wn = {h 211 )= ZIQ cn¥nn(a) | f € Wo, Z|CI2|2 < OO}, L >1.
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4. mi(w) = e “mg(w + m)p(w), where p is 2m-periodic with |u(w)| = 1 a.e. This implies
that Vi = Vo @& Wy.

These conditions are sufficient to prove that, more generally, for a given I; > 0, the functions

1
(Yn1,), form an orthonormal basis of Wy, and that Vi, 11 =V, © Wi,.
The function ¢ is called father wavelet, whereas v is the mother wavelet.

Assumption B.1.3. Hypothesis (HO3) : ¢ € L' N L%. This assumption implies the continuity
7[/2
of the Fourier transform and the fact that (Uh>0 Vh) = L?. Notice that this assumption is

implied by the concentration property (H) enounced in section 7.2.2.

When all the previous properties are satisfied, the sequence of spaces (V7,) 1,>0 generated by
¢ is called MultiResolution Analysis (Multi-Resolution Analysis) of L?. The sets (W7, ) ;>0 are
then the resolution levels of the Multi-Resolution Analysis.

Then, a wavelet decomposition is available for every f € L?:

Vfe L’ VacR, f Z arn,dor,(a) + Z Z BrnnYnn(a Z Z Brnn(a

I2€Z =0 I12€Z I1=—112€Z
(B.1.1)
where we have written ¢or, := v¥_17, and B_17, = ay, in order to simplify the formulas.
The coefficients of the wavelet expansion are:
B-1r, = ap, = /f(@)%b (a)da and Br 1, = /f(a)whfz (a)da. (B.1.2)

Heuristically, we may consider I; as a degree of liberty in the frequency scale. The coeffi-
cients o thus sum up general shape of f whereas the coefficients 3 correspond to ”details”. The
index I corresponds to a translation parameter and can be viewed as a degree of liberty in the
time or spatial scale.

Using Expansion (B.1.1), we can approximate any f € L2, by its sequence of projections on
Vin:
1

Py, f(a Z > Brii(a

I=—-112€Z

We can show that the projection operator Py iy on VIN, for I{V > 0 is associated with the kernel

V-1
K (2,9) = 12y Spyen vr(@)r(y > Vf € 12, P,y f(@) = [ Ky (e,9)f(y)dy. Tt can also
be proved that under Assumption (H), [ |K ]{v z,y)| dy is bounded uniformly in N by the pos-

itive constant C' appearing in (H).

Finally, let us notice that when ¢ and v satisfy Assumptions (H) and (M), the wavelet
coefficients of any function f € Bgs o0, the Besov space of s-Holder continuous functions,
satisfy:

3C > 0, sup | By, p,| < €27 11(5+3) (B.1.3)
Iz

In fact, this inequality characterizes the functions of the Besov space Bj oo co-
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B.2 Presentation of the Warped Wavelet Regression Estimator

We now present the warped wavelet regression estimator inspired by the work of Kerkyacharian
and Picard [72]. Then, we give a theorem dealing with its L2-error.

Suppose we are trying to estimate the regression function f in:
Yi=f(0i) + e, i€[L,N], (B.2.1)

with independent identically distributed observations (Y;, 0;);c1,n] € (R X R)N, with the same
law as (Y, 0), and unobserved (&;);c[1,n], Which are assumed to be centered and orthogonal to
the sigma-field o(6) generated by the (0;);c[1,n]-

The theoretical solution, which minimizes the variance of the residuals ¢;, is the conditional
expectation: E(Y]0 = a) = argmins E(Y — £(0))*.

In the following, we also suppose that the law £(0) of 6; has an unknown density which we
will call g. We denote by G its distribution function, by G~! the usual generalized inverse of G
and by Gy the empirical equivalent of G as we did in (7.2.9).

The supports of f and g are also assumed to be imbedded in a compact interval Z.

We look for estimators ffor f of the form:

i
flay=>" Zﬁﬂﬂl(a)l‘gﬂzw, (B.2.2)

IL=-1 I

where 3] are estimators of 3; appearing in (B.1.1) and where I {\7 corresponds to the truncation
of the serie (B.1.1). Small terms corresponding to estimated coefficients S with absolute values
under the threshold ¥y are eliminated.

When dealing with deterministic and equi-spaced data 6; (6; = i/N), one classically uses the
following estimator for 3; (see Donoho and Johnstone [37] or Donoho and al. [38]):

N .
Br = ;;wf (;7) Y;. (B.2.3)

When the explicatives 0; are random, the estimator (B.2.3) is no more valid.

Instead of looking for a complicated estimator, whose choice would be conditioned on the
chosen wavelet base, Kerkyacharian and Picard [72] tried to stay close to the statistical data
and therefore used warped wavelets to construct natural estimators. One can indeed reduce the
problem to the case of uniformly distributed data on [0, 1] since G(6;) are uniformly distributed
on [0, 1]. A natural extension of (B.2.3) is then:

N
B =+ S w(G)Y: (B.2.4)
=1

This is an unbiased estimator of the coefficient 8; appearing in the following expansion of
f o G™! on the wavelet base (¢;) or equivalently of the expansion of f on warped wavelets

(Y10 G):
fla)=">_ > Bii(G(a)).

I1>—-1 I
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A natural estimator of f would then be:
Y
Flay= 3 3 BionGaNs .y, (B.2.5)
L=—11€Z

with ¥ and I fV appropriately chosen.

Since this transformation relies on G, which is in fact unknown, we replace it by Gn(a).
The new estimators of the coefficients are then:

Pl 1 al 1 N 7
I=N Z¢I(GN(9i)) Yi= Z% <N> Yy, (B.2.6)
=1 i=1

where the Y(;) correspond to the observations ranked by increasing values of 6;. The ranking is
made here to simplify notation: we have just re-indexed the sum.
A generalization of the estimator (B.2.5) is therefore:

Y
ﬁ(a) = Z ZB}wI(GN<a))1|B}|2§N7 (B‘2'7)

Ih=—112€Z

with ¥ and I}V appropriately chosen.

Notice that the expression (B.2.6) is very similar to (B.2.3), which is nice, since the compu-
tation of (B.2.3) is often already implemented in statistical softwares.

B.3 Some Technical Results on Wavelets

Proposition B.3.1. Let (¢1,,1,)1,>-1, ez be a Multi-Resolution Analysis on R generated by
compactly supported wavelets. Let a € R. For any given Iy > —1, the number of wavelets 1y, 1,
such that a belongs to their support is finite, and this number does not depend on I. O

Proof. Let I} > —1. From (7.2.12) and (7.2.13), the number of wavelets v, 1, such that a
belongs to their support is the number of I € Z such that 2/1a — Iy € supp(v)) U supp(¢). Since
1 and ¢ have compact support by assumption, there exists K > 0, such that the I, € Z we are
interested in are such that

~K <2ha—- 1, <K,

i7.€.
2l - K < I, < 2a + K.

There are at most [2K] such index Is. [

Proposition B.3.2. Let (¢11,I2)I12—1,1262 be a Multi-Resolution Analysis on R generated by
compactly supported wavelets. Let T = [a,b] be a compact interval of R. For any given I > —1,
the number of Is € Z such that the support of 1y, 1, intersect I is of order 20,

Proof. Let I; > —1. Since ¥ and ¢ have compact support by assumption, there exists K > 0,
such that supp(¢) U supp(y) C [-K, K]. The number of I € Z such that the support of ¢y, p,
intersect Z is the number of I € Z such that
olig — L, < K, and 21'b— I, > — K
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i.e. it is the number of Is € Z such that
2l — K <L, <2lh+ K.
There are less than 271 (b — a) + 2K such index 5. |

Proposition B.3.3. Let us consider an index I = (I1,I5) € [—1,00[XZ and a wavelet 1.

1 & j 1
Jim_ Nzlwﬁ <N> = /O Yr(z)2de < 1. (B.3.1)
iz

As a consequence, there exists a positive constant C' > 0 and an integer Ny € N* such that

N .
1
VN > N, quﬁ <z{/> <C
j=1

Proof. The term 1/N Zjvzl ¥? (j/N) is a Riemann sum, and by construction, any wavelet 1y of
the Multi-Resolution Analysis satisfies [ ¢ (z)dz = 1. [

B.4 Bernstein’s Inequality

The aim of this appendix is to give a simple proof of Bernstein’s inequality (see Hardle et al.
[61] p. 241). The proof is based on the following lemma which is a special case of concentration
of measure results.

Lemma B.4.1. Let (X,-)Z-G[LN] be a sequence of independent random variables such that Vi €
[1,N], X; < M and E(X;) < 0. We define b3 = Zf\;l E(X?). Then for any A > 0,

Y b3, (AN
(L) <oe (50 (7)) (B0
where O(x) = (14 z)log(l + x) — x.

Proof. Let us consider the function

We have:
Ve € R, ®(z) >0,

and @ is non-decreasing. The derivative of ® is:

(g — 2 2
Vo e R, Ol(y) = =D FrF2

T3

and the numerator has the same sign as z.
Using the Markov inequality and independence of the X;, we get that, for arbitrary ¢ > 0
and A > 0,

P (i X; > A) <e™ME <exp (itX)) < exp <—)\t + ilogﬂi (etXi)> .

i=1 i=1 i=1
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Since:

logE (') =log (E ("M — 1 — tX; + 1 +tX;))
<log (E (e"¥ =1 —tX;) +1)
=log (1 +E (®(tX,)t*X}))

as E(X;) <0. Since Vu > —1, log(1 + u) <
logE (e'*) <E (@(txi)ﬂxf) < O(tM)HPE(X?),

by using the monotonicity of the function ®. It follows that:

= 2 42 by (AM*t iy
P ZXZ'>/\ <exp (=AMt + by t*®(tM)) = exp “z\ e — (e —=1—tM)
i=1 N
(B.4.2)

We optimize the right hand side of (B.4.2) in ¢. For

1 AM
:Mbg 1+b2 ;

we obtain the result. [ ]

We now prove Bernstein’s inequality

Proposition B.4.2. Let (X;)ic1,n] be a sequence of independent random variables such that
Vi€ [1,N], X; < M and E(X;) < 0. We define b3, = Zfil E(X?). Then for any A > 0,

N )\2
P (; X; > /\> < exp (—w> . (B.4.3)

Proof. 1t suffices to show that in inequality (B.4.1) one can replace the function 6 by the function

322

h(z) = Nwr3)

Hence, we have to prove that
Vr € R, 0(x) — h(xz) > 0.

This is easily done by observing that 6(0) = h(0), #’(0) = £'(0) and 6”(0) = h"(0). ]
The following Corollary is a direct consequence of Proposition B.4.2.

Corollary B.4.3. (i) If (X;);c1,n) are independent random variables such that Vi € [1, N], | X;| <

M and E(Xi) =0, then
PN Xi| > 2] <2exp | 5" —rc (B.4.4)
2 (0% +25°)

(ii) If (Xi)ien,n) are independent and identically distributed random variables such that Vi €
[1,N], |X;| < M, E(Xi) =0 and E(X?) = 02, then

1| N2
P (N > x| > A) <2exp <_2(02+A§”)> . (B.4.5)

i=1
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TITRE : Modeles particulaires stochastiques pour des problémes d’évolution adaptative et
pour ’approximation de solutions statistiques

RESUME : Cette these se divise en deux parties indépendantes. Dans la premiere, nous considérons un
modele microscopique individu-centré pour décrire une population structurée par traits et ages. Nous
étudions ’écologie de ce systéme (problemes de dynamique de populations) dans une asymptotique de
grandes populations. Sous certaines renormalisations, le processus microscopique converge vers la solution
a valeurs mesures d’une équation d’évolution déterministe. Un théoreme central limite et les déviations
exponentielles associées a cette convergence sont étudiés. Nous appliquons ensuite ces résultats pour
établir des généralisations aux populations structurées par age de modeles d’évolution tirés de la récente
théorie des dynamiques adaptatives. Ces derniers modélisent 1’évolution de la structure en traits sur des
grandes échelles de temps et sous les hypotheses de mutations rares (éventuellement petites) et de grande
populations. Dans la seconde partie de la these, nous considérons des équations aux dérivées partielles de
McKean-Vlasov et de Navier-Stokes 2D avec conditions initiales aléatoires. La loi des solutions, qui sont
alors des variables aléatoires, est appelée solution statistique. En nous basant sur une approche probabi-
liste de ces équations aux dérivées partielles, nous proposons de nouvelles approximations particulaires
stochastiques avec ondelettes pour les moments d’ordre 1 des solutions statistiques. Nous étudions leurs
vitesses de convergence et montrons qu’elles améliorent les vitesses des méthodes existantes.
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TITLE : Stochastic Particle Models for Problems of Adaptive Evolution and for the Approxi-
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