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Introduction

Le contexte

Ce travail de these se situe dans le domaine de la géométrie hyperbolique complexe.
Nous nous intéressons aux sous-groupes discrets de PU(n,1), le groupe d’isométries ho-
lomorphes de l'espace hyperbolique complexe H. Nous nous intéresserons notamment
aux représentations des groupes fondamentaux de surfaces de Riemann dans PU(n,1),
notamment dans le cas ou la surface est non-compacte et de volume fini.

Notre objectif initial était de décrire ’ensemble des représentations discretes, fideles
et préservant le type du groupe fondamental du tore épointé dans PU(2,1), c’est a dire de
décrire un analogue de l'espace de Teichmiiller du tore épointé dans PU(2,1). Le groupe
fondamental du tore épointé étant isomorphe au groupe libre a deux générateurs F, =
(m,n), nous avons été amenés a étudier I'espace des représentations de Fy dans PU(2,1).
Nos principaux résultats sont les suivants.

Proposition. 3.23 Soient p; et ps deux représentations Fy dans SU(2,1), telles que
p1 (F2) et po (F2) sont Zariski-denses. Si

tr py (m) = tr p2 (m) tr p1 (n) = trp2 (n)
trpy (mn) = trps (mn)  trp; (m'n) = trps (m™'n)
trpy ([m, n]) = tr p2 ([m, n})

alors py et ps sont conjuguées dans SU(2,1).

Ce résultat a été obtenu de maniere indépendante par Khoi dans [Kho.
Parmis les représentations de Fy dans PU(2,1), nous nous sommes interessés tout par-
ticulierement a celles qui ont la propriété de R-décomposabilité. Une représentation est
dite R-décomposable §’il existe trois isométries involutives et antiholomorphes Iy, I et I3
telles que A = I, 0 Iy et B = I30 I5. 1l existe une notion analogue de C-décomposabilité,
pour laquelle les trois involutions sont holomorphes, que nous étudions également. Nous
obtenons au chapitre 5 le

Théoréme. 5.19 Soient A et B deux éléments lozodromiques tels que C' = [A, B] soit
parabolique pur. Alors :
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1. C est conjugué a une translation de Heisenberg verticale si et seulement si G préserve
une droite complexe.

2. C est conjugué a une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A, B) est R-décomposable.

L’outil principal est 'utilisation du birapport complexe sur le groupe de Heisenberg qui,
comme I’a montré Falbel, permet la classification des tétraedres idéaux de HA. Nous relions
la décomposabilité d'une paire d’éléments loxodromiques (A, B) a l'existence de symétries
du tétraedre idéal formé par les points fixes de A et B. Dans le chapitre 4, nous avons
préalablement énuméré les sous-groupes de Sy susceptibles d’apparaitre comme groupes
de symétrie d'un tétraedre idéal. C’est le théoreme 4.31.
Le chapitre 6 est consacré a I'étude des groupes triangulaires, c’est a dire engendrés par
trois involutions I7, Iy et I3, telles que ¢ = (I;1513)* est non-elliptique. Notons que si p
est R-décomposable p([m, n]) = ¢. Nous décrivons un systeme de coordonnées permettant
de detecter simplement les groupes triangulaires pour lesquels ¢ est parabolique.

Nous consacrons le chapitre 7 a la démonstration de notre résultat principal (77
désigne l'espace de Teichmiiller du tore épointé) :

Théoréme. 7.1 [] existe une famille a un paramétre —m/2 < a < 7/2 d’applications
Cba . Tl,l — HOIH(FQ,PU(Z,].))/PU(2,1)

satisfaisant auxr conditions suivantes.

1. ¢u,([p1]) = Pas([p2]) si et seulement si iy = g et [p1] = [po]

2. Pour tout [p] € Ty et pour tout a € [—m/4,m/4], da([p]) est une classe de
représentations discretes, fideles, préservant le type et R-décomposables du groupe
fondamental du tore épointé.

3. Pour tout [p] € Ti1,1y, ¢a([p]) stabilise un R-plan si et seulement si o« = 0.

4. Le segment (¢a)4<r/a €5t mazimal : si w/4 < |a| < 7/2, i existe [p] € T(1,1) telle
que ¢o([p]) contient un élément elliptique, et est par conséquent non-discréte ou
non-fidele.

Résumons les principales difficultés rencontrées dans ce travail.

— Dans le cas classique de PSL(2,R), la paramétrisation par la trace de 'espace de
Teichmiiller du tore épointé est donnée par la fameuse équation 22 + y? + 22 = zyz
(avec z,y et z > 2). L’approche similaire dans le cas de PU(2,1) est rendue beaucoup
plus lourde par la complexité des calculs (voir par exemple la proposition 3.6 page
63).



— Pour montrer la discrétude d’un sous-groupe de PU(2,1), nous construisons un do-
maine fondamental. H% étant de courbure non-constante, il n’existe pas d’hyper-
surface réelle totalement géodésique, qui constituerait un modele de face privilégié
pour construire un domaine fondamental. Nous définissons donc une famille d’hy-
persurfaces adaptées & notre probleme : les R-surfaces spinales (voir la définition 7.9
page 131), qui nous permettent de prouver le théoréme 7.1.

— Il est difficile de controler I'apparition d’éléments paraboliques ou elliptiques qui
viendraient s’opposer a la discrétude, a la fidélité ou a la préservation de type. La
famille de représentations décrite dans le théoreme 7.1 est contenue dans une famille
connexe contenant des représentations non-discretes. Nous renvoyons a la section 7.6
page 146.

Soit Y4 ,, une surface de genre g et privée de n points et de caractéristique d’Euler négative
(c’est a dire telle que 2 — 29 —n < 0). L'espace de Teichmiiller de X ,, est construit a
partir des représentations du groupe fondamental de >, ,,

p:m(X,,) — PSL(2,R) (1)
satisfaisant aux conditions suivantes

— p est discrete : I'image de p est un sous-groupe discret de PSL(2,R), le groupe des
automorphismes du revétement universel de ¥,

— p et fidele : p est injective

— p préserve le type : les seuls éléments non hyperboliques de p(m(X,,,)) sont pa-
raboliques et sont associés a la classe d’homotopie d'un lacet autour de I'un des n
points oOtés.

Une représentation vérifiant ces trois conditions définit une structure hyperbolique sur
Y4, et s’appelle I'holonomie de cette structure. Deux structures hyperboliques associées
a p1 et py sur X, sont dites équivalentes lorsque p; et ps sont conjuguées dans PSL(2,R).
L’espace de Teichmiiller de X, ,, est I’ensemble des classes d’équivalences de structures
hyperboliques sur Y, ,,. Il peut donc étre vu comme le sous-ensemble de

Hom (1 (£,..) , PSL(2,R)) /PSL(2, R)

formé des classes de représentations discretes, fideles et préservant le type.

Dans le cas des surfaces compactes de genre au moins 2 (c’est a dire pour n = 0 et g > 2),
I’espace de Teichmiiller est homéomorphe a une boule de dimension 6g — 6. Goldman
a montré dans [Gol88] que la variété des représentations possede 4g — 3 composantes,
correspondant aux valeurs possibles du nombre d'Euler de la représentation p (qui est
entier et vérifie 'inégalité de Milnor-Wood |e| < 2g — 2). De plus, les cas d’égalités
le] = 2¢g—2 correspondent aux composantes formées de représentations discretes et fideles.
La variété des représentations d’un groupe de surface compacte de genre au moins 2 dans
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PSL(2,R) contient donc deux composantes connexes qui sont des copies de 'espace de
Teichmiiller.

Cette approche de I'étude de la variété des représentations d’un groupe de surface dans
un groupe de Lie G a donné lieu a de tres nombreuses généralisations, dont on trouvera
un panorama dans [Gol85] et dans [Wie04].

Un premier exemple est celui ou G = PSL(2,C), le groupe d’isométrie de 1'espace hy-
perbolique réel de dimension 3. PSL(2,R) apparait en effet comme le stabilisateur d'un
plongement totalement géodésique de H]?g dans H%. Un sous-groupe discret de PSL(2,C)
est dit fuchsien lorsqu’il stabilise une copie de Hg, ou, de maniere équivalente, lorsque
son ensemble limite est contenu dans un cercle de C. L’inclusion PSL(2,R)CPSL(2,C) a
donc fourni un point de départ a 1’étude des variétés de dimension 3 : I'idée est de partir
d’une représentation préservant un sous-espace totalement géodésique, et de la déformer
en tentant de conserver si possible le caractere discret et fidele de la représentation.
L’étude des déformations a ainsi commencé par les groupes quasi-fuchsiens : les sous-
groupes discrets de PSL(2,C) dont I’ensemble limite est une courbe fermée simple. L’ap-
proche analytique de ces problemes utilise de facon importante la théorie des applica-
tions quasi-conformes . Une représentation est quasi-fuchsienne si et seulement elle est
conjuguée a une représentation fuchsienne par un homéomorphisme quasi-conforme de
C (voir [Ber60, Kap]). L’ensemble des représentations quasi-fuchsiennes d’un groupe de
surface est isomorphe au produit de deux copies de I’espace de Teichmiiller de cette sur-
face (voir [Ota96]). L’étude des variétés de dimension trois a suscité un énorme intérét
durant les 40 dernieres années, notamment suite aux travaux de Thurston. Ce dernier a
émis plusieurs importantes conjectures, parmi lesquelles on peut citer la « Ending Lami-
nation Conjecture », qui fait partie de son « Programme de Géométrisation » (voir [Thul],
[Thu82], et le panorama du sujet dia a Minsky, [Min02]). Minsky a étudié séparément
le cas du tore épointé dans [Min99], avant de démontrer cette conjecture dans le cas des
groupes de surface Kleiniens en collaboration avec J. Brock et R. Canary dans [BCM]. Une
démonstration du cas général des variétés hyperboliques de dimension trois est annoncée
dans [BCM] et [Min02].

Un autre généralisation est le cas ou G = PSL(3,R). Dans les deux articles [Gol90]
et [CGI3], Goldman et Choi ont montré que les holonomies des structures projectives
convexes! sur une surface compacte forment une composante de la variété des représentations
de m(X,,0) dans PSL(3,R). Le cas de PSL(n,R) avec n > 2 a été étudié — entre autres —
par Hitchin et par Labourie. Hitchin a identifié dans [Hit92] une composante de ’espace
Hom(m(X,,0),PSL(n,R))/PSL(n,R), obtenue par déformation du plongement irréductible
de PSL(2,R) dans PSL(n,R). Dans le cas n = 3, la composante de Hitchin coincide avec
celle de Choi et Goldman. La composante de Hitchin est homéomorphe a une boule de di-

1Une structure projective convexe sur une surface compacte X, est une paire (S, f), ot S est une
variété projective convexe et f : ¥,0 — S un difféomorphisme. (Une variété projective convexe est
le quotient d’'un domaine convexe du plan projectif réel RP? par Iaction d'un sous-groupe discret de
PSL(3,R).)
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mension (4g —4)dim(G). Labourie a montré dans [Lab] que toute représentation contenue
dans la composante de Hitchin est discrete, fidele et préserve le type.

L’étude des représentations de groupes de surfaces dans PU(n,1) fait partie de la
famille des généralisations hermitiennes de l'espace de Teichmiiller (voir [Wie04]). Dans
[Tol89], Toledo a défini un invariant qui généralise le nombre d’Euler d’une représentation
dans PSL(2,R). A toute représentation p du groupe fondamental 7= d’une surface compacte
¥ dans PU(n,1) est associé un fibré plat sur ¥ dont la fibre est H. La contractibilité
de HZ garantit l'existence d'une application f : H: — HZ, p-équivariante. f*w, pull-
back par f de la forme de Kahler sur Hf, définit une forme sur H{ qui est invariante
sous l'action de 7. Elle induit donc une forme sur . L'invariant de Toledo 7(p) de la
représentation p est défini comme l'intégrale sur ¥ de cette forme (voir [Tol89]) :

(o) = / frw 2)

Domic et Toledo ont montré dans [DT87] que 'invariant de Toledo satisfaisait a I'inégalité
de Milnor-Wood généralisée |7(p)| < 4m(g — 1), ol g désigne le genre de X. Le résultat
principal de [Tol89] est une caractérisation géométrique des représentations dont 'inva-
riant de Toledo est maximal :

Théoréme 0.1 (Toledo). Si |7(p)| = 4n(g—1), alors p laisse une droite complexe de HE
nvariante.

En corollaire, si |7(p)| est maximal p s’écrit comme somme directe d’une représentation
fuchsienne de 7 et d’une représentation dans U(n — 1) (le stabilisateur d’une droite com-
plexe de HE dans PU(n,1) est isomorphe a P(U(1,1)xU(n)), voir par exemple [CG74]).
Ceci prouve la rigidité des actions des groupes de surfaces compactes préservant une droite
complexe dans Hf. Goldman et Millson avaient auparavant obtenu un théoreme de rigi-
dité locale dans [GM87]. Xia a montré dans [Xia00] puis [Xia03] que l'invariant de Toledo
distinguait les composantes connexes de l'espace de représentations d’une surface com-
pacte dans PU(n,1). Dans [GKLO1|, Goldman, Kapovich et Leeb on montré de plus que
I'invariant de Toledo d’une représentation du groupe fondamental d’une surface compacte
de genre g dans PU(n,1) est soumis a la condition d’intégralité :

47

c
g n+1

Burger, Iozzi et Wienhard ont généralisé dans [BIW03, BIWO06] (voir aussi [Wie04]) I'étude
de ces problemes au cas des espaces symétriques hermitiens (c’est a dire admettant une
structure complexe invariante par isométrie). Les exemples les plus classiques sont les
espaces symétriques associés au groupes unitaires U(p, q), avec par exemple p > ¢ (g
est le rang de 'espace symétrique associé). Le cas de U(p,2) avait déja été étudié par
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Hernandez dans [Her91] et celui de U(p,q) par Bradlow, Garcia-Prada et Gothen dans
[BGPGO3]. L’espace hyperbolique complexe, associé a U(n,1), entre donc dans ce cadre.
Des résultats du méme type ont été obtenus par Koziarz et Maubon dans [KMO04] par des
méthodes de géométrie différentielle. Ils montrent ainsi le

Théoreme 0.2. Soit S une surface de Riemann fermée privée d’un nombre fini de points,
[ son groupe fondamental et p : T' — PU(n, 1) une représentation. L’invariant de Toledo
satisfait |T(p)| < —2mx avec égalité si et seulement si p(I') préserve une droite complexe
H{ C H, p est discréte et fidéle, et S est difféomorphe au quotient HE /p(T).

Dans le cas de PU(n,1), aucun espace de module de représentations de groupes de surfaces
discretes, fideles et préservant le type n’a été completement décrit a ce jour. Les seuls
groupes de présentation finie dont on connaisse ’espace des modules des représentations
discretes et fideles dans PU(2,1) sont

1. Les groupes triangulaires idéaux, de présentation (iy,4s,i3 |12 = 1, (i;i,)>) (voir
[GP92, Sch01, SchO5b)).

2. Le groupe modulaire PSL(2,Z), (voir [FP03]).

—

Notons que si 'on remplace PU(2,1) par PU(2,1) dans le premier cas, autorisant ainsi
les i), & étre représentés par des involutions antiholomorphes, on ne connait qu’un ouvert
de l'espace des modules de représentations discretes et fideles (voir [FKO00]). Dans le cas
de PU(2,1), et pour les surfaces compactes, Parker et Platis ont montré dans [PP06] la
flexibilité des représentations fuchsiennes stabilisant un R-plan (voir la section 1.4.2). Ils
ont décrit des domaines fondamentaux, basés sur un raffinement des R-surfaces spinales
définies dans le chapitre 7 (voir aussi [Wil]). Par cette technique, ils peuvent décrire
explicitement un voisinage de dimension maximale (16g — 16) formé de représentations
discretes, fideles et préservant le type. Ce résultat découle également du théoreme prouvé
par O. Guichard dans [Gui04].

Les représentations de groupes fondamentaux de surfaces compactes dans PU(2,1)
préservant une droite complexe ou un R-plan, qui sont les deux types de sous-espaces
totalement géodésiques maximaux de HZ, ont donc un comportement opposé : rigidité
pour les représentations préservant une droite complexe, flexibilité pour les représentations
préservant un R-plan. Dans le cas ou la surface n’est plus compacte, mais reste de type
fini, c’est a dire admet un nombre fini de cusps, cette dichotomie n’existe plus, comme le
montre le théoreme 0.3 énoncé ci-dessous, démontré par Gusevskii et Parker dans [GP00].
Ce résultat est obtenu par un procédé de passage a un sous-groupe d’indice fini a partir de
représentations du groupe modulaire PSL(2,Z) dans PU(2,1). Ces représentations ont fait
I’'objet de nombreux travaux par Falbel et Koseleff d'une part, Gusevskii et Parker d’autre
part, et finalement par Falbel et Parker (voir [FK02b, FK00, FK02a, GP00, GP03, FP03]).

Théoréme 0.3. Soit S une surface de Riemann non-compacte, de volume fini (i.e avec
un nombre fini de points otés), de caractéristique d’Euler x. Il existe une famille a un
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paramétre (pt)te[fm] de représentations du groupe fondamental de S dans PU(2,1) satis-
faisant aux conditions suivantes.
— L’invariant de Toledo de p; vaut 2mwxt.
— Pour tout t, p; est une représentation discréte, fidele et préservant le type du groupe
fondamental de S.
— La représentation py préserve une R-plan.
— La représentation py préserve une droite complexe.

De plus, Goldman, Kapovich et Leeb ont montré dans [GKL01] que pour tout entier k
tel que 4m(1 — g) < 2km < 4w(g — 1), il existe une représentation du groupe fondamental
de la surface compacte de genre g dans PU(2,1) qui est convexe-cocompacte, discréte et
fidele, et dont I'invariant de Toledo est 2km.

Posons la
Définition 0.4. Un groupe triangulaire est une représentation p de (Z/27)" dans PU/(ZTl)

A ce jour, la plupart des groupes discrets connus en géométrie hyperbolique complexe
sont des groupes triangulaires, ou des groupes d’indice fini dans un groupe triangulaire,
c’est a dire engendrés par trois involutions. Ainsi, Deraux, Falbel et Paupert ont montré
dans [DFPO05] que les réseaux obtenus par Mostow dans [Mos80] étaient d’indice 2 dans
des groupes engendrés par trois involutions antiholomorphes.

Les exemples se présentent souvent comme des familles de groupes dont on cherche a
démontrer la discrétude en construisant des domaines fondamentaux. Le cas typique est le
suivant : on étudie une famille a un parametre de représentations, dont une des extrémités
est discrete et fidele, et préserve un sous-espace totalement géodésique. En général, la
déformation devient non-discrete (ou non-fidele) lorsqu’apparait un élément elliptique.
Goldman et Parker, puis Schwartz ont ainsi étudié la famille des groupes triangulaires
idéaux qui est un exemple typique de comportements des groupes triangulaires. Ainsi,
dans [Sch01], R. Schwartz a démontré le théoreme suivant, conjecturé dans [GP92] :

Théoréme 0.5. Soit G un sous-groupe de PU(n,1) engendré par trois réflexions com-
plezes d’ordre deux Iy, Is et I3, dont les produits deur & deux sont paraboliques (groupe
triangulaire idéal). G est une représentation discréte et fidéle du groupe (Z/2Z) si et
seulement st 111513 est non-elliptique.

Pour prouver la discrétude d'un sous-groupe I' de PU(2,1), on essaie en général de
construire un polyedre P dont les faces sont identifiées par des éléments de I', et d’utiliser
le théoreme de Poincaré (voir [FZ99]) pour prouver que P fournit un domaine fondamen-
tal. Il s’agit d’une technique classique, illustrée par exemple par la méthode de Dirichlet.
Le fait que HE soit de courbure non-constante implique qu’il n’y existe pas d’hypersurface
totalement géodésique. Pour reprendre I'exemple de la méthode de Dirichlet, si x est un
point de H{ et  un élément de PU(n,1), la sous variété de HE définie par
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B={zeH,d(z,z)=d(y z,2)}, (3)

n’est pas totalement géodésique. La méthode de Dirichlet dans HZ a été étudiée par
Mostow dans [Mos80] (voir aussi [Der05]). Les hypersurfaces (3) ont été définies par
Mostow dans [Mos80], et s’appellent des surfaces spinales ou bissecteurs (voir le chapitre
7). Leur caractere non-géodésique conduit a de grandes difficultés techniques, par exemple
pour étudier 'intersection de deux telles surfaces (voir [Gol99, DFP05]).

Suite aux travaux de Goldman et Parker sur les groupes triangulaires idéaux, H. Sand-
ler a établi dans [San95] une relation combinatoire permettant d’exprimer la trace d'un
élément du groupe en fonction de son type combinatoire. Dans [San98], Sandler a pour-
suivi I’étude de la trace dans les groupes triangulaires, s’intéressant au probleme des mots
« trace-équivalents », c’est a dire qui ont la méme trace sous toutes les représentations
sans étre conjugués dans (Z/27)**. Pratoussevitch, dans [Pra05] a décrit des coordonnées
sur ’ensemble des groupes triangulaires complexes. Ces coordonnées généralisent 1'in-
variant de Cartan dans le cas des groupes triangulaires idéaux. Elles sont obtenues en
utilisant la notion de vecteur polaire a une droite complexe (voir la définition 1.31). Dans
ce méme travail, Pratoussevitch a également généralisé la relation des traces de Sandler
des groupes engendrés par trois réflexions complexes quelconques, et étudié les propriétés
arithmétiques de la trace. Voir aussi le preprint [Pra]. Les travaux de Sandler et Pra-
toussevitch, ont été la motivation initiale de I’étude de la trace dans les groupes a deux
générateurs de SU(2,1), exposée au chapitre 3.

Notre travail s’inscrit dans le cadre de I’étude des représentations discretes de groupes
de surfaces a cusps dans PU(2,1). D’un point de vue algébrique, ces groupes sont libres,
avec un nombre fini de générateurs. Si X est une surface de Riemann de genre g avec p
cusps, son groupe fondamental admet la présentation suivante.

p

g9
T (E) ~ <&1,b1, cee ,&g,bg,Cl e Cp ‘ H[&wbz] HCj = 1> (4)
=1

J=1

Un objectif a long terme serait de décrire et classifier les représentations de p : m(3) —
PU(2,1) satisfaisant aux conditions suivantes :

— p est discrete et fidele.
— p préserve le type : les seuls éléments non-loxodromiques de p (7 (X)) sont parabo-
liques et sont conjugués dans p (m; (X)) a une puissance de I'un des p(c;).



15

Il s’agit donc de décrire un équivalent de l’espace de Teichmiiller dans le cas du plan
hyperbolique complexe. Un tel objectif est encore hors de portée pour une surface de type
topologique quelconque.

Posons la définition suivante (définition 5.9).

Définition 0.6. Soient A et B deux éléments de PU(2,1). La paire (A, B) est dite
décomposable s’il existe trois involutions Iy, I, I3 telles que

Azflojgethjgojg

Plus précisément, (A, B) est dite R-décomposable si les I;, sont antiholomorphes, et C-
décomposable si les I, sont holomorphes. Une représentation p : Fy —PU(2,1) sera dite R
(resp. C)-décomposable si la paire (p(m), p(n)) est R (resp. C)-décomposable.

Les représentations R ou C-décomposables sont donc d’indice deux dans un groupe
triangulaire. Rappelons maintenant les principaux résultats obtenus dans ’étude des
représentations de surfaces a cusps.

— Dans les travaux [GP92, Sch01, Sch05b], Goldman et Parker, puis Schwartz ont
décrit completement l'espace des représentations discretes, fideles, préservant le
type, et C-décomposables de la sphére moins trois points. Il s’agit un segment (p;)
avec t € [0, 1[. po stabilise un R-plan, et p; est une représentation discrete et fidele
mais contenant une classe supplémentaire parabolique.

— Dans [FKO00], Falbel et Koseleff ont décrit un ouvert de dimension 4 formé de
représentations deux a deux non-conjuguées dans PU(2,1), discretes, fideles, préservant
le type, et R-décomposables de la spheére moins trois points.

— Le cas des représentations du groupe modulaire PSI.(2,Z) a été traité dans [FKO02a,
GP00, FP03, GP03]. Toute représentation du groupe modulaire contient alors avec
indice fini une représentation du groupe fondamental d’une surface de Riemann de
genre ¢ avec p pointes, g et p étant des entiers quelconques tels que 2 —2g —p < 0
(c’est le théoreme de Millington, voir [GP03]).

Plan de la these

Dans le cas du tore épointé, la relation 4 pour ¢ = 1 et p = 1 montre que le groupe
fondamental du tore épointé est isomorphe au groupe libre a deux générateurs. Dans tout
ce qui suit, nous désignerons par F = (m,n) le groupe libre & deux générateurs m et n, et
par Hom(Fy,PU(2,1))!°% I'ensemble des représentations p de Fy dans PU(2,1) telles que
p(m) et p(n) sont loxodromiques. T}, désignera 'espace de Teichmiiller d'une surface de
Riemann de genre g avec p pointes. Précisons maintenant nos objectifs.
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1. Donner des coordonnées sur Hom(F,,PU(2,1))/PU(2,1). En utilisant les traces, nous
obtenons de telles coordonnées dans la proposition 3.23.

2. Décrire les représentations de Hom(Fy,PU(2,1))1% et donner un critére de R et C-
décomposabilité d’une représentation. Nous obtenons ce critere d’abord en termes
de birapport complexe (cf chapitre 4), puis nous le traduisons en termes de traces
dans la proposition 5.13, et le théoreme 5.17.

3. Identifier dans Hom(Fg,PU(Q,l))IOX les représentations p telles que p ([m, n]) est pa-
rabolique. Ce résultat est obtenu dans le chapitre 6, propositions 6.24 et 6.25.

4. Décrire une famille de représentations discretes, fideles et préservant le type du
groupe fondamental du tore épointé dans PU(2,1). Le théoreme 7.1 décrit une famille
a un parametre de plongements de 'espace de Teichmiiller du tore épointé dans
Hom(F3,PU(2,1))1°%. 11 est obtenu au chapitre 7.

Notre travail est organisé de la facon suivante :

— Chapitre 1. Il s’agit d’un chapitre de préliminaires, ot nous décrivons l’espace
hyperbolique complexe, ses sous-espaces et ses isométries. La référence principale
est le livre de Goldman ([Gol99)).

— Chapitre 2. Ce chapitre est consacré a la description des représentations du groupe
libre & deux générateurs dans SL(2,C) et SL(2,R) (théoreme de Fricke-Vogt), ainsi
qu’a l'espace de Teichmiiller du tore épointé.

— Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous étudions les représentations du groupe libre a
deux générateurs dans SL(3,C). Notre présentation est basée sur le chapitre 10 de
[Fog02]. Le probleme a aussi été étudié par Lawton dans [Law06]. Si A et B sont
deux éléments de SL(3,C), les traces des deux commutateurs [A, B] et [A™!, B] sont
solutions d’une équation

T? - ST+ P

ou S et P sont des polynomes en 8 variables évalués au point
(trA,trB, trAB,trA"'B, trA™! trB~, trA_lB_l,trAB_l)

(voir la proposition 3.6). Ce résultat apparait déja dans [Fog02], mais les polynomes
S et P n’y sont pas explicités. Pour expliciter S et P, nous avons utilisé le logiciel
de calcul formel MAPLE. Nous déduisons de ’étude de SL(3,C) le critere suivant
de conjugaison pour les sous-groupes Zariski-denses a deux générateurs de PU(2,1).
Nous prouvons la proposition 3.23 a ce stade. Dans le cas ou la représentation est
C-décomposable, ces coordonnées nous permettent de généraliser les coordonnées de
Pratoussevitch sur ’ensemble des groupes triangulaires complexes, sans hypothese
géométrique sur la position relative des miroirs.
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— Chapitre 4. Nous décrivons le birapport complexe, introduit par Koranyi et Rei-
mann sur le groupe de Heisenberg dans [KR87]. Nous décrivons la classification des
tétracdres idéaux de HZ, obtenue par Falbel dans [Falb] : un tétraédre est déterminé
a isométrie pres par trois birapports complexes, satisfaisant deux relations réelles
(voir la proposition 4.12, et les relations 4.6 et 4.9). Nous terminons le chapitre
par un résultat explicitant les groupes de symétries possibles d'un tétraedre idéal
(théoreme 4.31).

— Chapitre 5. Nous utilisons le birapport complexe pour paramétrer les représentations
du groupe libre F, envoyant les générateurs sur des isométries loxodromiques. En
utilisant le tétraedre 7, formé par les points fixes des images de m et n par une
représentation p, nous réinterprétons en termes de birapport le critere de conju-
gaison obtenu en termes de traces au chapitre 3. Nous relions alors les symétries
éventuelles de 7, a la R ou C décomposabilité de la représentations p (voir la pro-
position 5.10). Nous en déduisons le résultat suivant, dont le théoréme 5.19 énoncé
plus haut est un cas particulier.

Théoréme. 5.17 Soient A et B deuz isométries lorodromiques de HZ, et G =

(A, B). Supposons que G ne préserve aucun sous espace totalement géodésique.
Alors :

1. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) L’isométrie [A, B] est de trace réelle.
(b) La paire (A, B) est R-décomposable.
2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) Les isométries A, B, AB et A™'B sont de trace réelle.
(b) L’une des deuz paires (A, B), (A%, B?) est C-décomposable.

Nous verrons de plus que I'ensemble des représentations décomposables apparait
comme lieu des points fixes des deux involutions définies sur I’espace de représentations
Hom(F3,PU(2,1))1°%/PU(2,1). Ce résultat est de méme nature que ceux obtenus
par F. Schaffhauser dans sa these dans le cas de représentations a valeurs dans un
groupe de Lie compact connexe (voir [Sch06, Sch05a]). Les ensembles des classes
C-décomposables et R-décomposables sont de dimension respectives 4 et 7 dans
Hom(FQ,PU(Q,1))10X/PU(2,1) , qui est de dimension 8. Si I'on ajoute la condition
de parabolicité du commutateur, on obtient alors des dimensions de 3 et 6.

— Chapitre 6. L’objet de ce chapitre est de décrire les représentations R ou C-
décomposables et d’identifier celles pour lesquelles p([m,n]) est parabolique. Notre
approche est basée sur la remarque suivante. Si G est groupe triangulaire (I, I5, I3)
tel que v = (11[213)2 = [[115, I315] est parabolique, il lui est associé (pi, p2, p3) un
triplet de points au bord de HZ, tel que py est le point fixe de v, et tel que I
échange pyi1 et pryo. En étudiant les triangles idéaux de HZ, nous décrivons des
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coordonnées sur ces groupes dans lesquelles la condition de parabolicité s’écrit sim-
plement (propositions 6.24 et 6.25 page 118). Nous pouvons alors expliciter la trace
du commutateur (propositions 6.26 et 6.26). Nous en déduisons la

Proposition. 6.29 Soit C une classe de conjugaison parabolique. Il existe une
représentation R ou C-décomposable de Fy dans PU(2,1) telle que p(m,n]) € C.

— Chapitre 7. Ce chapitre est consacré a la preuve du théoreme principal 7.1, énoncé
plus haut. Jusqu’a présent les seuls exemples de groupes triangulaires discrets (I, I, I3),
ou la seule classe non-loxodromique est celle de (1 11213)2 et est parabolique sont ceux
liés au groupe modulaire PSL(2,Z) (voir [FP03]). Pour démontrer le théoreme 7.1,
nous définissons les R-surfaces spinales. Ce sont des hypersurfaces de HZ similaires
aux bissecteurs. Les bissecteurs peuvent étre décrits comme les image réciproques
des géodésiques par la projection orthogonale sur une droite complexe. De maniere
analogue, les R-surfaces spinales sont les images réciproques des géodésiques par la
projection orthogonales sur un R-plan. Nous construisons un domaine fondamental
dont les faces sont des R-surfaces spinales construite sur un triangle idéal. Il y a deux
problemes techniques. Le premier est est de montrer que les faces ne s’intersectent
qu’aux sommets du triangle idéal qui forment le cycle parabolique associé a un lacet
autour du cusp (voir les propositions 7.18 et 7.21). Le second est de montrer que
les représentations impliquées préservent le type, c’est a dire que les seul éléments
paraboliques sont associés au lacet autour du cusp. Ce résultat est 'objet princi-
pal d’un article a paraitre dans Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

([Wil05], [Wil]).

Résumons la position relative des différents ensembles de représentations étudiés dans
ce travail.

— Hom(F3,PU(2,1))/PU(2,1) est de dimension 8. Nous donnons dans le chapitre 3 un
critere pour que deux représentations irréductibles p; et py soient égales dans ce
quotient.

— Hom(F,,PU(2,1))1% contient les représentations telles que p(m) et p(n) sont loxo-
dromiques. Hom(Fy,PU(2,1))1°%/PU(2,1) est de dimension 8.

— D¢ est 'ensemble des groupes triangulaires complexes tels (11, I5, I3) tels que (I [2[3)2
est loxodromique ou parabolique. D¢ /PU(2,1) est de dimension 4. Dgar est le sous-
ensemble de D¢ contenant les représentations pour lesquelles (111213)2 est parabo-
lique.

DY /PU(2,1) est de dimension 3.
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— Dg est 'ensemble des groupes triangulaires lagrangiens (I, I5, I3) tels que ([1[213)2
est loxodromique ou parabolique. Dg /PU(2,1) est de dimension 7. D]gar est le sous-
ensemble de Dy contenant les représentations pour lesquelles (I 11'2[3)2 est parabo-
lique.

D™ /PU(2,1) est de dimension 6.

— Nous montrons dans le chapitre 5 que toute représentation de Hom(Fg,PU(Q,l))IOX
telle que p(m,n) est parabolique non-vertical est R-décomposable. L’intersection

entre DY /PU(2,1) et Hom(F,,PU(2,1))19% /PU(2,1) est donc de dimension 6.

— Le théoreme 7.1 montre que l'intersection de Hom(F2,PU(2,1))10X/PU(2,1) et
DY /PU(2,1) contient un sous-ensemble de dimension 3 formé de classes de
représentations discretes, fideles et préservant le type.

Directions de travail

Nous terminons cette introduction en posant quelques questions qui s’inscrivent dans
la continuité de cette these.

— Soit C une classe de conjugaison parabolique dans PU(2,1), et Hom(F,,PU(2,1))¢
I'ensemble des représentations de Fy dans PU(2,1) telles que p(|m,n]) € C. Quel est
le nombre de composantes connexes de Hom(Fy,PU(2,1))¢/PU(2,1)?

— Etudier le cas des représentations du groupe fondamental de surfaces épointées
quelconques.

— Décrire la structure symplectique des différents espaces de représentations étudiés.
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Chapitre 1

L’espace hyperbolique complexe

1.1 Introduction

L’espace hyperbolique complexe Hf: est 1'espace symétrique (de rang un) associé au
groupe de Lie PU(n,1). On utilise PU(n,1) plutot que SU(n,1) pour se débarrasser du
centre de SU(n,1). Les sous-groupes compacts maximaux de PU(n,1) étant des copies de
U(n), HE peut donc étre vu comme 'espace symétrique PU(n,1)/U(n). On peut également
voir Hi comme un sous-ensemble de CP" via la projectivisation du cone associé a la
forme de signature (n,1). Nous exposons cette construction de l'espace dans le cas de
la dimension n = 2 (le plan hyperbolique complexe) au début de la partie 1.2. Cette
description se généralise sans difficultés au cas de la dimension n.

En utilisant par exemple la forme hermitienne associée a la matrice diagonale

10 ... 0
01 ... O
00 ... —1

on constate que I'on peut voir H comme la boule unité de C" (une carte affine de CP™).
A ce titre, HE possede donc une structure de Kahler, qui induit une structure rieman-
nienne et une structure symplectique. Toutes ces structures peuvent s’exprimer en utilisant
I’algebre linéaire de C™! (C"™! muni de la forme J). Ainsi, la distance riemannienne sur
HE, qui correspond a la métrique de Bergman de la boule, s’écrit apres normalisation de
la courbure holomorphe a —1 :

d 9 9 2
cosh? (p1,p2) _ |(P1,P2)| 7 (1.1)
2 (P1, P1) (P2, P2)
ol p; et po sont deux points de HE et p; un relevement de p;.
Il existe bien entendu autant de modeles pour H¢ que de formes hermitiennes de signature

(n,1) sur C**1. Cette remarque peut étre utile dans certains cas, pour choisir le modele
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le plus adapté a une situation donnée. Les applications de passage d’un modele a I'autre
sont appelées des transformations de Cayley. Nous en donnerons un exemple dans le
paragraphe 1.2, ol nous exposerons les deux modeles les plus utilisés de HZ.

PU(n,1) et la conjugaison complexe agissent clairement par isométries sur Hg. Ils
épuisent en fait toutes les isométries de HE :

Théoréme 1.1. Le groupe d’isométries de HE est PU(n,1), engendré par PU(n,1) et la
conjugaison complezxe.

Nous renvoyons par exemple a [Gol99] pour une preuve. Passons maintenant a une
étude plus systématique du cas du plan hyperbolique complexe HZ.

1.2 Le plan hyperbolique complexe

1.2.1 Deux modeles du plan hyperbolique complexe

Parmi les différentes formes hermitiennes utilisées pour donner des coordonnées sur
H2, nous décrivons les deux suivantes, qui nous seront les plus utiles. Dans les deux cas,
les produits hermitiens seront pris antilinéaires par rapport a la seconde variable.

Le modele de la boule

Soit {,-); le produit hermitien sur C? associé a la matrice :
0
0
-1

J1 =

o O =
o = O

A ce produit hermitien sont naturellement associés les trois sous-ensembles de C? suivant

Vit = {veC’(v,v); >0}
VP = {veC®(v,v), =0}
Vi = {veC’|(v,v); <0}

Dans ce modele, HZ = P (Vl_) est entierement contenu dans la carte affine z3 = 1 de
CP?, et peut-étre vu comme la boule unité de C? :

]:‘I2 = {(wl,wg) , \wl\Z + |w2\2 < 1}

Ce modele est une généralisation du modele du disque de Poincaré pour la droite hyper-
bolique complexe.
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Le modele de Siegel.
Soit (-, )2 le produit hermitien sur C? associé a la matrice :

0 01
Jo=10 1 0
1 00
Notons que si v est le vecteur [z 2 zg]T, (v,v)9 = 2Re (2123) + |22
De nouveau, définissons les trois sous-ensembles de C? :
Vb = {veC’(v,v)1 >0}
VP = {veC®{v,v), =0}
Vo = {veC’l(v,v); <0}
Dans ce modele, HZ = P (V{) est de nouveau entierement contenu dans la carte affine
23 = 1 de CP?, et peut donc étre vu comme le domaine suivant de C2.

H?. = {(21,22) ,2Re (21) < —|22]*}.
Dans ces coordonnées, tout point m de HZ admet un unique relevement & C* de la forme

—|z—u+ it
m = V22 avec z € C,;t e Ret u > 0.
1

Le triplet (z,t,u) définit les coordonnées horosphériques du point m. En effet, les sous-
ensembles du type {u = cste} sont des exemples d’horospheres, centrées a U'infini.

La transformation de Cayley associée a ces deux modeles.

De méme que le disque et le demi-plan sont biholomorphiquement échangés par 1’homo-
graphie
1z + 1
z+1
les deux modeles de HZ décrits ci-dessus sont échangés par ’homographie ¢ dont un
relevement a GL(3,C) est

2z —

)

1 1 0 1
211 0 41

c conjugue J; et J,, et vérifie ¢ = Id. Nous avons vu que les deux modeles ci-dessus sont

contenus dans la méme carte affine z3 = 1 de CP2. Dans cette carte, ¢ se lit

c:(w1,w2)'—>(zl’z2):(wl+1 Ve~ )

w1—1’ ’LU1—1
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La métrique H? est équipé de la métrique de Bergman (voir [Cha76]). Dans les deux
modeles décrits ci-dessus, si v et w sont deux points de HZ, leur distance d(v,w) pour est
donnée par

oll v et w sont des relevements de v et w a C?. (L’expression ci-dessus ne dépend pas du
choix des relevements.)

Proposition 1.2. Voir [Gol99], pages 5/ et 16
~ La courbure sectionnelle holomorphe de la métrique de Bergman sur HZ est constante
et égale a —1.
~ La courbure sectionnelle de de la métrique de Bergman de HZ est pincée entre —1
et —1/4.

Le bord de H%. Le bord de H% vu dans le modele de la boule est la sphere S3.
Dans le modele de Siegel, le bord de HZ correspond en coordonnées horosphériques a
'ensemble (z,¢,0)Uoo, c’est & dire au compactifié de R3. Le point a U'infini se releve a C?
en [1 0 O]T, et correspond au point de coordonnées (1,0) du modele de la boule. Dans
un modele comme dans 'autre, ce point est le seul du bord a n’étre pas contenu dans la

carte affine z3 = 1. La transformation de Cayley c induit une projection stéréographique
7 de $%\ (1,0) sur R?, donnée par

wy  —2Im(wy)

—|z]2+it + 1 2z
—|z|2+it — 1" —|z2+it — 1)

et (|2 t]) = (

o, w2) = wy — L jwy — 1[2
Le bord de HZ s’identifie & 'ensemble des éléments unipotents de PU(2,1) fixant un point
du bord (voir page 29). il peut étre vu comme le groupe de Heisenberg C x R muni du
produit

[w,7].[2,t] = [w+ 2,7 + t + 2Im(wZ2)].

Posons la
Définition 1.3. — La translation de Heisenberg par [w, 7] est 'application définie sur
le groupe de Heisenberg par [z,t] —— [w,T].[2,t]. Elle est dite verticale lorsque

w = 0.

— La dilatation de Heisenberg de facteur A € C est I'application définie sur le groupe
de Heisenberg par [z, t] — [Az, [\|*t].

Nous allons voir dans la section suivante que ces deux types d’applications sont en fait
les restrictions & OHZ d’isométries de HZ (cf page 29).
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1.3 Les automorphismes de H%.

Le groupe d’isométries de HZ est PU(2,1), le groupe projectif associé a U(2,1). U(2,1)
est 'ensemble des matrices vérifiant

A JA=1J (1.2)

Autrement dit, U(2,1) est I’ensemble des points fixes de l'involution de Cartan A ——
JZTJ, définie sur GL(3,C). SU(2,1) est un revétement triple de PU(2,1). PU(2,1) agit
transitivement sur chacune des trois composantes de CP? associées au cone isotrope de
la forme hermitienne, P(V*1), P(V ™) et P(VY).

Lemme 1.4. Soit A une matrice de SU(2,1). Le spectre de A est invariant par la trans-
formation z — z7!

Démonstration. C’est une conséquence directe de la relation 1.2. O

Lemme 1.5. Soit A une matrice de SU(2,1). Le polynéme caractéristique de A est X3 —
tr AX? +tr AX — Id.

Démonstration. A étant dans SL(3,C), son polynome caractéristique est X3 — tr AX? +
(v1v2 + vovg + v1v3) X — Id, ou le spectre de A est {vy,vs,v3}. Le produit vjvevg vaut 1,
donc, en utilisant le lemme précédent

1 1 1
VU9 + VU3 + V3 = — 4+ — 4+ —
U1 Vo V3

- 171+172+?73.

1.3.1 Classification des éléments.

Les isométries de HZ sont classées en trois types. Si h est une isométrie de HZ, on dit
que

1. h est elliptique si elle a un point fixe dans HZ
2. h est lozodromique si elle a exactement deux points fixes dans OHZ

3. h est parabolique si elle a exactement un point fixe dans OHZ

Nous allons exposer deux criteres qui permettent de distinguer ces trois types d’isométries.
Le premier est dit & Chen et Greenberg ([CG74]), et est basé sur la forme de Jordan d’un
relevement de h a U(2,1).

Proposition 1.6. Soient h une isométrie holomorphe de H%, et A un relévement de h a
U(2,1).
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1. h est elliptique st A est semi-simple et que ses valeurs propres sont toutes de module
1.

2. h est lozodromique si A est semi-simple et admet une valeur propre de module
différent de 1.

3. h est parabolique si A n’est pas semi-simple. Dans ce cas, ses valeurs propres sont
de module 1.

Posons la

Définition 1.7. — Une isométrie elliptique de HZ sera dite réguliere si elle admet un
relevement & HZ admettant trois valeurs propres distinctes. Dans le cas contraire,
elle sera dite spéciale.

— Une isométrie parabolique sera dite parabolique pure si elle admet un relevement
unipotent a SU(2,1). Dans le cas contraire, elle sera dite ellipto-parabolique

Le second critere est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.8 (Voir [Gol99], chapitre 6). Soit A une matrice de SU(2,1), et T sa trace. A
possede une valeur propre double si et seulement si |7|* — 8Re(T3) + 18|7|> — 27 = 0.

Démonstration. Soit x le polynome caractéristique de A. A possede une valeur propre
double si et seulement si le résultant Res(x, x’) est nul. On obtient le résultat en utilisant
la forme du polynome caractéristique obtenue dans le lemme 1.5. O

Remarque 1.9. Si une matrice de SU(2,1) a une valeur propre double, alors ses trois
valeur propres sont de module 1. C’est une conséquence de la stabilité du spectre de A

par z — z L.

Définition 1.10. Soit f le polynome
f(2) = |z|* — 8Re(2%) + 18]2|* — 27.
Désignons par Us I'ensemble des racines troisiemes de 1'unité.

Lemme 1.11 (Voir [Gol99], chapitre 6). Soit A une matrice de SU(2,1), T sa trace, et h
Uisométrie de HZ associée a A. Alors,
- Si f (1) <0, h est elliptique réguliere.
- St f(1) >0, h est lozodromique.
- Si f(r) =0, alors
- soit T € 3Us, auquel cas h est unipotente
- soit T ¢ 3Us, auquel cas h est parabolique non-unipotente ou elliptique spéciale.

Remarque 1.12. Nous appellerons A le lieu des zéros de f. A est paramétré par la fonction
0o — e % 4 2" pour —1 < a < m. Ce paramétrage traduit le fait que si si A €
SU(2,1), trA est sur A si et seulement si A a deux valeurs propres de module 1 égales.

Nous allons maintenant nous intéresser de plus preés a chacun de ces trois types
d’isométries.



1.3. Les automorphismes de H2. 27

FiG. 1.1 — Classification des éléments par la trace.

1.3.2 Les isométries elliptiques

Les isométries elliptiques réguliéres Si A € SU(2,1) est un relevement d’un élément
elliptique régulier, ’homographie associée a trois points fixes dans CP?, qui sont les images
des droites propres de A par la projectivisation.

— L’un de ces points fixes est dans H?.
— Les deux autres sont dans P(V") et sont polaires' & des droites complexes stables
orthogonales, qui se coupent au point fixe dans HZ.
Utilisons le modele de la boule. Les éléments elliptiques sont conjugués dans SU(2,1) a
un élément admettant le relevement a SU(2,1) :

el () 0
A= 0 €2 0
0 0 e

Dans ce cas le point fixe est le centre de la boule, correspondant au vecteur [0 0 1}T, et
les droites complexes stables sont les deux axes de coordonnées. La classe de conjugaison
d’un élément elliptique est déterminée par les deux quantités a; — a3 et as — a3, que nous
appellerons les angles d’un élément elliptique.

Les elliptiques spéciaux Les isométries elliptiques spéciales ont deux valeurs propres
égales. Leur spectre est donc du type {e', e 2}, En conservant les notations du
paragraphe précédent, on constate que les angles d’un elliptique spécial E sont de 'un
des trois types :

Woir la section 1.4.1
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— {0, ¢}, auquel cas on parle de réflezion compleze : E fixe une droite complexe D et
agit dans les droites complexes orthogonales & D comme une rotation d’angle 6.

— {¢, ¢}, auquel cas on parle de réflexion compleze par rapport a un point : E stabilise
toutes les droites complexes contenant son point fixe, et agit sur chacune d’entre
elles comme une réflexion d’angle .

Remarque 1.13. Parmi les réflexions complexes par rapport a un point, il y a des invo-
lutions : les réflexions dont les angles sont {m,7}. Ces involutions sont aussi appelées
demi-tours. A tout point p de HZ est associé un unique demi-tour qui fixe p et dont la
différentielle en p est —Id. Ces involutions munissent donc HZ d’une structure d’espace
symétrique riemannien (Voir [Gol99], page 82, et [Jos98]).

1.3.3 Les isométries loxodromiques

Soit h un élément loxodromique, et A un relevement de h a SU(2,1). Soient py, et g,
les deux points fixes de h situés au bord de Hz.

Définition 1.14. La géodésique oy, joignant p, et ¢, est appelée I'aze de h. La droite
complexe C}, engendrée par o;, est appelée ’axe complexe de h.

La géodésique oy, et la droite complexe (', sont stables par h. Par conséquent, le point
r, = Ci- est fixé par h. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 1.15. Tout élément lozodromique de PU(2,1) a trois points fizes dans CP?,
dont deuz sont situés au bord de HZ, et le troisieme dans P (V).

Remarque 1.16. Si py, et qp, sont des relevements de py, et g, le point fixe de h situé dans
P (V') admet le relevement p, X qp, (voir la définition du produit vectoriel hermitien
dans la section 1.4.1). Le vecteur p, X qy, est polaire a la droite complexe C}, (voir encore
la section 1.4.1).

Remarque 1.17. Soit h une isométrie loxodromique, et A un relevement a SU(2,1). Quitte
a conjuguer A par un élément de SU(2,1), on peut supposer que py, g, et r;, admettent
les relevements & C3 suivants :

1 0 0
pr= |0 ,rp= |1 et qn= |0
0 0 1
A est alors la matrice
p 00
A= |0 % 0 (1.3)
0 0 pt
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Dans le groupe de Heisenberg, A induit la transformation

—2
M
[th] — [277 ‘:u|2t]

La restriction de A est donc une dilatation de Heisenberg. Si |u| > 1, alors py, est un point
fixe attractif et g, un point fixe répulsif. Dans le cas contraire, les roles sont inversés.

La quantité d(w,h(w)) atteint son minimum en tout point de o,. Ce minimum est
appelé la longueur de translation de h. On la notera l,. Les grandeurs [, et u sont liées

par la relation
Il 1 1
h{=)=- 2, =
o (3) =3 (i i)

Cette expression est invariante par le changement p < i~ !.

Remarque 1.18. La forme normalisée 1.3 montre que p détermine sans ambiguité la classe
de conjugaison de A. Or p est obtenu par résolution du polynome caractéristique de A,
qui s’écrit dans SU(2,1)

X% —trAX® + trAX — 1.
Par conséquent, la classe de conjugaison de A est entierement déterminée par sa trace.
Ceci est faux pour les isométries elliptiques : il y a trois classes de conjugaisons elliptique
par trace elliptique.

Proposition 1.19. Deux isométries loxodromiques commutent si et seulement si elles ont
les mémes points fixes.

Démonstration. Deux isométries loxodromiques commutent si et seulement si elles ad-
mettent des relevements qui sont diagonaux dans une base commune. Dot le résultat. [

1.3.4 Les isométries paraboliques

Les isométries paraboliques purs Soit ~ un élément parabolique pur. Dans le modele
de Siegel, on peut supposer que le point fixe de h est co. L’élément parabolique h admet
alors pour relevement a SU(2,1) la matrice

1 —wv2 —|w]?+ir
h= |0 1 w2 avec w € Cet 7 € R. (1.4)
0 0 1

La restriction de h & OHZ est la translation de Heisenberg
[2,t] — [w, T][2, t].

Si w = 0, h est une translation verticale. Rappelons que l'indice de nilpotence d’une
matrice nilpotente N est le plus petit entier p tel que N? = 0.
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Proposition 1.20. 1. L’ensemble des isométries paraboliques pures h admettant un
relevement H a SU(2,1) tel que (H — Id) est nilpotent d’indice 2 forme une classe
de congugaison dans PU(2,1).

2. L’ensemble des isométries paraboliques pures h admettant un relévement H a SU(2,1)
tel que (H — Id) est nilpotent d’indice 3 forme une classe de conjugaison dans

PU(2,1).

Les isométries paraboliques pures qui appartiennent a la classe de conjugaison du pre-
mier type (indice de nilpotence 2) sont caractérisées géométriquement par le fait qu’elles
stabilise une droite complexe (voir la section 1.4.1)

Remarque 1.21. Comme nous 'avons vu, ’horosphere de niveau ug centrée en oo (modele
de Siegel) est formée des points de coordonnées horoshériques (z,t,ug) avec z € C et
t € R. On vérifie facilement en utilisant la matrice ci dessus qu’elle est préservée par
toute translation de Heisenberg. On peut donc voir toute horosphére comme une copie du
groupe de Heisenberg.

Les isométries ellipto-paraboliques Les éléments ellipto-paraboliques ont une valeur
propre double. La valeur propre « seule » correspond a un vecteur propre contenu dans
V*, polaire a une droite complexe stable.

Soit A un élément ellipto-parabolique. Quitte a conjuguer, on peut supposer que le
vecteur propre positif est [O 1 O] T, et que les points fixes, en coordonnées de Heisenberg
sont oo et [0,0]. Dans ces conditions,

—1i6 —i6

e 0 e "ir
h=| 0 ¢&* 0 avec T€ERet 8 >0
0 0 e

En coordonnées de Heisenberg, h correspond a une translation de Heisenberg verticale
de [0, 7], suivie d'une dilatation de Heisenberg de facteur €. La classe de conjugaison de
h est entierement déterminée par 6.

Remarque 1.22. Toute matrice triangulaire supérieure de SU(2,1) qui n’est pas le relevement
d’une isométrie loxodromique s’écrit

[ —v2ze? —[2 +it
M =3 g e’ V22 . (1.5)
0 0 1

Un calcul montre que I’homographie associée a M stabilise la droite verticale D de groupe
de Heisenberg paramétrée par

—z
el —1°

[w, 7], 7 € Ryw =
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Cette droite verticale est le bord d’une droite complexe C', qui est fixée point par point
si et seulement si D l'est (D est un exemple de C-cercle ?). La translation verticale (i.e.
le long de D) est donnée par
|22 (1 + cos 6)
sin 0

—t. (1.6)

L’isométrie associée a M est parabolique si et seulement si cette translation est non-nulle.
Dans le cas contraire, ¢’est une réflexion complexe de miroir C'. On constate donc qu’a z
et 0 fixé isométrie associée a M est parabolique, sauf pour une seule valeur de t.

1.3.5 Isotropie des points de H%

Lemme 1.23. L’isotropie G, dans PU(2,1) d’un point de H% contient exactement l’en-
semble des isométries elliptiques qui le fizent. G, est un plongement de U(2) dans PU(2,1).

Démonstration. Les seules isométries qui fixent p sont elliptiques, puisque p est intérieur
a HZ. Quitte & conjuguer, on peut supposer que p est le point (0,0), dans le modele de la
boule. On vérifie alors que les éléments de PU(2,1) qui fixent ce point correspondent aux
éléments de SU(2,1) de la forme

A 0
0 detA!

} , avec A € U(2). (1.7)

O

1.4 Les sous-espaces totalement géodésiques de di-
mension 2 de HZ

HZ étant un espace symétrique riemannien, ses sous espaces totalement géodésiques

sont soit totalement réels, soit des sous-espaces linéaires complexes (voir par exemple
[Gol99], chapitre 3 page 82). Il y a quatre types de sous-espaces totalement géodésiques :

les points

les géodésiques

les droites complezes (voir le paragraphe suivant)
les R-plans (voir le paragraphe 1.4.2).

Remarque 1.24. HZ étant de courbure négative, il existe une unique géodésique contenant
deux points donnés. Nous reviendrons sur les géodésiques au début du chapitre 6. Voir
également [Par03].

2yoir la section 1.4.1
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Remarque 1.25. HZ n’a pas d’hypersurface totalement géodésique. C’est une conséquence
du fait que sa courbure sectionnelle réelle est variable.

Nous allons maintenant nous intéresser aux deux derniers types : les droites complexes et
les R-plans.

1.4.1 Les droites complexes de H(%
Définitions et exemples

Rappelons que les droites complexes de CP? sont les projections des plans complexes
de C3.

Définition 1.26. Une droite complexe de HZ est l'intersection d’une droite complexe de
CP? avec HZ, lorsqu’elle est non-triviale.

Ezxemple 1.27. Utilisons le modele de la boule. Le plan de C? d’équation 2z, = 0 se projette
sur la droite complexe vue comme C x {0} dans la carte affine {(z1, 22, 1)}, qui intersecte
H? selon le disque {(z1,0)}, |z1] < 1.

Lemme 1.28. Soient p; et py deuz points de Hz. Il existe une unique droite complexe
contenant p1 et ps.

Démonstration. Relevons p; et py & C*! en p; et ps. Il existe un unique plan complexe
contenant p; et ps : le sous espace vectoriel engendré sur C, qui ne dépend pas du choix
des relevements. Son image dans CP? contient p; et p. O

En utilisant la dualité associée a la structure hermitienne, on associe a toute droite com-
plexe de HZ un point de CP? situé dans P(V™") de la fagon suivante.

Définition 1.29. Soit m un point CP? appartenant & P(V"), et m un relevement de m.
Nous appellerons m* le sous-ensemble de CP? défini par

(P(Z) e B, (m, Z) = 0}.

Proposition 1.30. — m' est une droite complexe de H, qui ne dépend pas du choiz
de m.
~ A toute droite complexe C' de HZ est associé un unique point me de P (V) tel que
C =mg.

— La correspondance C' —— m¢ est bijective.

Définition 1.31. Soit C une droite complexe de H. Un vecteur v de VT tel que P(v)* =
C' est appelé un vecteur polaire a C'.

La transitivité de I’action de PU(2,1) sur P(V ") a pour conséquence la
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Proposition 1.32. PU(2,1) agit transitivement sur ’ensemble des droites complexes de
HE

FExemple 1.33. 1. Dans les coordonnées de la boule, le vecteur v = [O 1 O]T est
polaire a la droite complexe Cy = {(w,0), |w| < 1}.

2. v est fixé par la transformation de Cayley. Dans les coordonnées de Siegel, le vec-
teur v = [O 1 O}T est associé a la droite complexe paramétrée en coordonnées
horosphériques par {(0,¢,u),t € R,u < 0}, qui est donc I'image de C} par la trans-
formation de Cayley.

Les C-cercles

Il est souvent utile d’utiliser la version « dans le bord » des droites complexes.

Proposition 1.34 (cf [Gol99], théoreme 4.3.2). Soit C' une droite compleze de H2. L’in-
tersection de l’adhérence de C' avec le bord de Hz est homéomorphe & un cercle.

Démonstration. D’apres la proposition 1.32, il suffit de la vérifier sur le cas de I'exemple
1.27, pour lequel on obtient la courbe contenue dans S®, paramétrée par {(eia,()) ,0 <
6 < 2r}. O

Définition 1.35. Soit C' une droite complexe de H2. L’intersection C' N OHZ s’appelle
un C-cercle.

Rappelons que le groupe de Heisenberg est muni d’une structure de contact, associée a la
1-forme 0 = dt + xdy — ydx (voir par exemple [Gol99]).
Utilisons le modele de Siegel. Soit C' une droite complexe.

— Si C ne contient pas le point & 'infini, le C-cercle OC' est une ellipse, contenue dans
un plan de contact (i.e. le noyau de la forme 6 en un point).

— Si C contient le point & linfini, le C-cercle dC est une droite verticale, du type
{[20,t],t € R}.

La position relative de deux C-cercles traduit celle des droites complexes associées. Ainsi,
deux droites complexes de HZ

— s’intersectent si et seulement si les C-cercles associés sont disjoints et enlacés.
— sont asymptotiques si et seulement les C-cercles associés s’intersectent.
— sont disjointes si et seulement si les C-cercles associés sont disjoints et non-enlacés.

A toute droite complexe C' de HZ est associé un élément d’ordre deux de PU(2,1) qui fixe
C' : la réflexion par rapport a C.
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Précision : Comme nous 'avons vu au paragraphe 1.3.2, il existe des réflexions com-
plexes fixant C' qui ne sont pas d’ordre deux, mais en ’absence d’indication, nous enten-
drons par réflexion par rapport a C' une involution.

Proposition 1.36. Soit C' une droite complexe de H%, et ¢ un vecteur polaire a C'. En
coordonnées vectorielles, la réflexion par rapport a C' est donnée par

{Z;c)
{e;c)

L— —Z+2

c. (1.8)

Le produit vectoriel hermitien dans C*!.

Définition 1.37. Soient u et v deux vecteurs de C? et J une forme hermitienne sur C3.
Le produit vectoriel hermitien de u et v pour la forme J est le vecteur

uNKyjv=J -uAv
ou A désigne le produit vectoriel.

Le lemme suivant se vérifie par un calcul direct.

Lemme 1.38. Soient u et v deuz vecteurs de C? et {-,-); le produit hermitien associé a
la forme hermitienne J. Alors

(u,u™yv) = (v,u®;v) =0.

Par la suite, nous omettrons l'indice ;, la forme hermitienne étant toujours celle associée
au modele de H2 que nous utilisons. Le produit vectoriel hermitien est une maniére simple
de calculer un vecteur polaire a une droite complexe. Ainsi,

Proposition 1.39. Soient my et my deux points distincts de H(QC. Fizons m; et my deux
relévements a C3. Le vecteur m; X my est polaire & la droite complexe contenant m; et
me.

Démonstration. D’apres le lemme 1.38, (m;, m; X my) = (m;, m; Xmy) = 0. O

On peut aussi utiliser le produit vectoriel hermitien pour relier la position relative de
deux droites complexes au produit hermitien de leurs vecteurs polaires.

Proposition 1.40. Soient C; et Cy deux droites complexes de H%, et ¢y et cy des vecteurs
polaires associés. Alors
— ¢ Xcy est dans VT si et seulement si Cy et Cy sont disjointes. Dans ce cas ¢ X ¢y
est polaire a leur orthogonale commune.
— ¢y XMy est dans VO si et seulement si Cy et Cy sont asymptotiques, et dans ce cas
c; X ¢y est un relevement leur de intersection dans 8H%.
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— SiciXcy est dans V—, Cy et Cy sont sécantes, et c; K cy est un relevement leur de
ntersection.

Pour déterminer le type de c; X ¢y, on dispose du lemme suivant, qui se prouve par
un calcul direct :

Lemme 1.41. Soient a, b, ¢ et d quatre vecteurs de C>'. On a
<a® b,C& d> - <d,a><c,b> - <c,a><d,b>.

En particulier, dans le cas ou a = c et b = d, on en déduit que

(alb,aXb) = |[(a,b)|* — (a,a)(b,b).

La proposition suivante est une application directe de cette relation et de la proposition
1.40.

Proposition 1.42. Soient C; et Cy deuz droites complezes de HZ, dont les vecteurs
polaires sont ¢y et co. Posons
|(c1, )|

"= (c1,e1)(ca, ca)

Alors
~ Sik>1,Cy et Cy sont disjointes et leur distance p est donnée par k = cosh® p/2.
- Si k=1, Cy et Cy sont confondues ou asymptotiques.
- Sik <1, O et Cy s’intersectent, et leur angle ¢ est donné par k = cos? ¢.

Décomposition des loxodromiques de trace réelle

Nous terminons cette section en décrivant les isométries loxodromiques qui sont le
produit de deux réflexions complexes.

Lemme 1.43. Soit A une isométrie loxodromique dont un relévement a SU(2,1) est de
trace réelle. Alors A (ou A?) est produit de deux réflexions complexes d’ordre deuz par
rapport a des droites complezxes.

Démonstration. Sous ces hypotheses il y a deux possibilités. Soit la trace de A est plus
grande que 3, soit elle est plus petite que —1. Utilisons la forme normalisée des éléments
loxodromiques donnée par la relation 1.3. Dans le premier cas, A est conjuguée a une
isométrie se relevant en

z 0 0 0 0O x| |0 0 1
01 0}1=1t0 -—-120 0 —1 0f avecz > 1.
00 1/z I/r 0 0 1 0 O

Les deux matrices impliquées dans le membre de droite représentant des réflexions com-
plexes d’ordre deux par rapport a des droites complexes.



36 Chapitre 1. L’espace hyperbolique complexe

Dans le second cas A est conjuguée a une isométrie se relevant en

—z 0 0
0 1 0 avec r > 1.
0 0 —1/z
A? est donc de trace plus grande que 3. O

Proposition 1.44. Soit A une isométrie loxodromique, admettant un relévement a SU(2,1)
de trace réelle et plus grande que 3. Il existe une famille a un parametre de décompositions
de A sous la forme Iy 015, ou Iy et Iy sont des réflexions complexes d’ordre deux. De plus,
une fois fizé Iy (resp. 1), Is (resp. 1) est entierement déterminé.

Démonstration. Si A s’écrit I, oI, ou I; et I, sont des réflexions complexes d’ordre deux,
alors I; et I échangent pa et g4, les points fixes de A. Si cela n’était pas le cas, comme
A fixe pa, il existerait un point p’ # g4 situé sur OHZ, tel que

/

Ii(pa) = Ix(pa) = p'.

Par conséquent, I; et I, échangeraient p4 et p’, et donc A stabiliserait la géodésique pap'.
C’est absurde car la seule géodésique stabilisée par un élément loxodromique est son axe.

Toute réflexion complexe d’ordre deux qui échange p4 et g4 a son miroir orthogonal a
la géodésique paga. Par ailleurs, toute droite complexe orthogonales a la géodésique paqa
est le miroir d’une unique réflexion complexe qui échange pa et q4. Par conséquent, il
existe autant de décompositions que de points de la géodésique pags. Finalement, si I
est fixé, le miroir de I5 (donc Iy) est entierement déterminé par la longueur de translation
de A. O

Remarque 1.45. Les isométries loxodromiques A dont un relevement A & SU(2,1) est de
trace réelle se lisent dans le bord de HZ de la fagon suivante :

— Si trA > 3, A est conjuguée a une dilatation de Heisenberg de facteur réel positif.

— Si trA < —1, A est conjuguée a une dilatation de Heisenberg de facteur réel A,
négatif. A est alors la composée d’'une dilatation de Heisenberg de facteur —A > 0
et de la rotation d’angle m autour de la droite verticale

1.4.2 Les R-plans

Définitions et exemples

Définition 1.46. Un sous-espace vectoriel réel V' de C*! est dit lagrangien s’il satisfait
aux deux conditions
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2. Il est totalement réel : pour tous vecteurs a et b de V', le produit hermitien (a, b) est
réel.

Définition 1.47. Un R-plan est un sous-espace de HZ de la forme P (V) NHZ, ou V est
un sous espace lagrangien de C>1.

Exemple 1.48. Le sous-espace vectoriel R3 € C*! est lagrangien. Il lui est associé le R-plan
H2 = {(x1,22) € HANR?}

Proposition 1.49. PU(2,1) agit transitivement sur l’ensemble des R-plans de HZ.

Démonstration. Ce résultat provient du fait que U(2,1) agit transitivement sur I’ensemble
des lagrangiens de C*!. Voir par exemple [Ber00] pages 29-30. O

Les R-plans sont donc les images isométriques de HZ, qui est le lieu des points fixes de la
conjugaison complexe sur HZ. On en déduit alors la

Proposition 1.50. Tout R-plan est le lieu des points fizes d’une unique isométrie anti-
holomorphe d’ordre 2 de HZ.

Définition 1.51. L’isométrie antiholomorphe fixant un R-plan P s’appelle 'inversion
par rapport a P. On appellera aussi une inversion par rapport a un R-plan une réflexion
lagrangienne.

Dans une variété riemannienne, le lieu des points fixes d’une isométrie est totalement
géodésique.

Corollaire 1.52 (cf [Par03]). Les R-plans sont des sous espaces totalement géodésiques
de HZ

Les R-plans sont des sous-espaces lagrangiens de HZ pour la forme symplectique associée
a la métrique de Bergman (voir le paragraphe 1.2).

Exemple 1.53. Dans le modele de Siegel, H3 est paramétré en coordonnées horosphériques
par
H: = {(z,0,u),z € R,u > 0}.

Proposition 1.54 (voir [Gol99] ou [Par03]). Tout R-plan est un plongement isométrique
du plan hyperbolique réel dans HZ.
Les R-cercles

De méme que pour les droites complexes, on utilise souvent la version « dans le bord » des
R-plans.

Proposition 1.55. L’intersection avec OHZ de l'adhérence d’un R-plan dans H—% est
homéomorphe a un cercle.
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oH2 -

Ry

F1G. 1.2 — Projections sur C et sur le plan (z,0,t) de Ry et 0Lg

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas de Hg. En utilisant le modele de Siegel, on obtient
dans ce cas que OHZ est la droite de R® donnée par y = ¢t = 0, complétée par le point &
Iinfini. O

Définition 1.56. Soit P un R-plan de HZ. L’intersection 0HZ N P s’appelle un R-cercle.
Ezemple 1.57. Soit Py le R-plan paramétré dans le modele de la boule par
Py = {(ixl,ixg) c H: 2 € R} = iH3

Soit Ry le R-cercle associé a Fy. En coordonnées de Heisenberg, R, est paramétré par

sin 20
r = —
2 + 2sin’ 0
cos 0
= — avec 0 < 0 < 2.
4 1+ sin%6 v = T
;o 2sind
1 +4sin?6

Les deux R-cercles Ry et OHZ sont représentés sur la figure 1.2.

Remarque 1.58. 1. La correspondance R-cercle <+ R-plan est bijective.

2. Les R-cercles ont la propriété remarquable d’étre des courbes legendriennes pour la
structure de contact du groupe de Heisenberg (donnée par la 1-forme 6 = dt + xdy —
ydx), c’est a dire qu’elles sont en tout point tangentes au plan de contact, le noyau
de 6.
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Nous allons maintenant définir le centre et le rayon d’un R-cercle. Jusqu’ a la fin de ce
paragraphe nous n’utiliserons que le modele de Siegel.

Définition 1.59. Soit P un R-plan et R le R-cercle correspondant et [p l'inversion
associée. Le point Ip(00) est appelé le centre de R.

Si R contient oo, il est dit infini, et son centre est co. Dans le cas contraire, il existe un
unique élément parabolique T fixant oo et une unique dilatation de Heisenberg

d:[z,t] — [re?z r?t]
tels que T'(R) = d(Ry).

Définition 1.60. Soit R un R-cercle fini. Le nombre 722 défini ci-dessus est le rayon
de R.

Ezxemple 1.61. Ry, vu a 'exemple 1.57 est le R-cercle de centre [0, 0] et de rayon 1. Pour
cette raison, Ry sera souvent appelé le R-cercle standard.

Remarque 1.62. Notons que l'on peut lire dans le bord I’éventuelle intersection de deux
R-plans : deux R-plan se coupent en un unique point (resp. le long d’une géodésique) si et
seulement si les deux R-cercles associés sont entrelacés (resp. se coupent en deux points.)

Inversions par rapport aux R-plans

Les inversions par rapport aux R-plans jouent un role tres important dans I’étude des
isométries de HZ.

Définition 1.63. Soit P un R-plan, et Ip l'inversion associée. Nous dirons que M €
U(2,1) est un relévement de Ip si pour tout 2 € HZ et pour tout relevement 2 de z & C?,

P (M.2) = Ip(2). (1.9)
(Rappelons que P est la projection C*\ {0} — CP?2.)

Remarque 1.64. Si h est une isométrie de HZ, c’est a dire un élément de Pﬁ(Z\,l) (voir le
théormeme 1.1 page 22). Nous entendrons par « une matrice pour A » ou ¢ un relevement
de h» tout relevement de h & U(2,1) si h est holomorphe, ou toute matrice vérifiant la
relation (1.9) si h est antiholomorphe.

Dans un modele comme dans 'autre, U'inversion par rapport & H2 admet pour matrice
Iidentité. Dans le modele de Siegel, I'inversion par rapport au R-plan Fy peut étre vue,
en coordonnées vectorielles comme

21
2o | = Jo

W W
o=
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Ainsi, Jy est un relevement de Ip,. Il y a donc une légere ambiguité sur J,, a laquelle
nous penserons a la fois comme la matrice de la forme hermitienne, et comme celle de
I'inversion par rapport a Fj.

Remarque 1.65. 1. Si h est une isométrie admettant M € U(2,1) comme relevement,

alors Ip, o h, qui est antiholomorphe, se releve en Jy,M.

2. Si M est un relevement d’une inversion /p par rapport a un R-plan P, le fait que /p
soit une involution se traduit par la relation MM = Id. Cette relation caractérise
les matrices des réflexions lagrangiennes.

Nous utiliserons le lemme suivant au chapitre 6 pour étudier des groupes engendrés par
trois réflexions lagrangiennes.

Lemme 1.66. Soit P un R-plan. Soit R le R-cercle associé. Supposons que R ait le
point [z,t] pour centre et soit de rayon r?e**. Alors Uinversion par rapport ¢ Ip admet le
relévement a SU(2,1) donné par la matrice :

a b c
Jp=—exp(—2i0/3) [d f b (1.10)
g d a
avec )
— i , ,
a= —lf it 2+ Zoh=v2 (az — ze) ¢ =r?a® + 227>
r
22 222 9i0 1

Démonstration. C’est un calcul direct a partir de la définition des centres et rayons de R et
de la forme donnée dans la section 1.3 pour les dilatations et translations de Heisenberg :

Ip=T'odolpod'oT
ou d et T sont comme dans la discussion précédant la définition 1.60. O

Nous aurons également besoin d’une forme matricelle pour les réflexions lagrangiennes
par rapport a un R-plan contenant l’infini.

Lemme 1.67. Soit P un R-plan dont l’adhérence contient le point oo de OHZ. Il existe
z2e€C,teR et eR, tels que la réflexion par rapport a P admette le relevement a
SU(2,1) donné par la matrice :

1
J.r9 = —exp(—2i6/3) |0 (1.11)
0

O~
_ S0
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avec
b=V2(z— Zexp (2i0)) c=2(—|z[* + it + 2% exp 2i0)

et f = exp 210

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 1.66 : il suffit de conjuguer la
réflexion lagrangienne par rapport a HZ, par un élément parabolique quelconque fixant
oo € H. La réflexion par rapport & H3 admet pour matrice I'identité. 11 suffit donc de
calculer MM, ot M est un relevement & SU(2,1) d'un élément parabolique de I'isotropie
de co. Un tel relevement s’écrit (cf 1.22 page 30)

1 —2V2exp (i0) —|z> +it
exp (—i6/3) |0 exp (i) /2 avec ) €R, z€ Cett €R.
0 0 1

O

Toute isométrie de HA se décompose comme un produit d’au plus trois réflexions lagran-
giennes :

Lemme 1.68. Soit h une isométrie de H.
1. Si h est holomorphe, il existe deuzr réflexions lagrangiennes 11 et 1o telles que h =
L1 O lg.

2. Si h est antiholomorphe, il existe trois réflexions lagrangiennes vy, Lo et 13 telles que
h=1t1013013.

Démonstration. 1. Dans le cas ou h est holomorphe, supposons d’abord A loxodro-
mique, et utilisons le modele de Siegel. Quitte a conjuguer, on peut supposer que h
admet le relevement diaginal h donné par la relation 1.3 page 28. Alors, h s’écrit

M M, avec
0 0 -1 0 0 —p 1
Mi=|0 -1 0| etM=|[0 —-ugt 0
-1 0 0 — [ 0 0

M, et M, sont dans SU(2,1) et vérifient MM, = Id. Ce sont donc les matrices
d’inversions lagrangiennes. Les cas ou h est elliptique ou parabolique se traitent
exactement de la méme facon.

2. Si h est antiholomorphe, alors soit ¢ une réflexion lagrangienne. ho est holomorphe,

et on applique le cas précédent.
O

Nous donnerons des précisions sur la décomposition des éléments holomorphes dans le
paragraphe suivant. La proposition suivante est due a Falbel et Zocca (voir [FZ99)).
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Lemme 1.69. Soient P, et P, deux R-plans. Alors,

1. Ip, olIp, est parabolique si et seulement si Py et Py ont evactement un point d’inter-
section situé dans OHZ.

2. Ip, o Ip, est lozodromique si et seulement si Py et Py sont disjoints.

3. Ip, o Ip, est elliptique Téqulier si et seulement si Py et Py ont exactement un point
d’intersection dans HZ.

4. Ip olIp, est une réflexion complexe si et seulement si P et Py s’intersectent le long
d’une géodésique de HZ.

Pour finir, énongons la

Proposition 1.70. [CG7j] Le stabilisateur d’un R-plan est isomorphe a PSO(2,1).

R-plans disjoints et décomposition des éléments loxodromiques.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 1.71. Soit f une isométrie antiholomorphe de Hk. Si f a un point fize dans HE,
alors c’est une réflexion par rapport a une géodésique.

Démonstration. Soit p le point fixe de f. Il existe wy € HE tel que wp, p, et f(wg) ne
sont pas alignés dans cet ordre (sinon f serait un demi-tour, holomorphe). L'une des
deux bissectrices de 1'angle (p, wo, f(wg)) est fixée par f. L’isométrie f est la réflexion par
rapport a cette géodésique. O

Lemme 1.72. Soit ¢ une isométrie antiholomorphe de H%. Supposons qu’il existe deux
points p et q de IHZ tels que p(p) = q et ¢(q) = p. Alors p est une réflexion lagrangienne.

Démonstration. Comme @ échange p et ¢, elle stabilise la géodésique o = (pq) et la droite
complexe C' engendrée par p et ¢q. De plus, ¢ a un point fixe m sur o. Soit C’ la droite
complexe orthogonale a C' en m. C” est stable par ¢. Le lemme 1.71 nous indique alors
que les deux restrictions ¢|c et g de ¢ a C' et C” sont des réflexions par rapports a des
géodésiques v C C et v/ C C’. Comme ~ et 7' sont contenues dans deux droites complexes
orthogonales, elles engendrent un plan lagrangien P, qui est fixé point par point par .
©? fixant point par point deux droites complexes orthogonales, c’est I'identité sur HZ.
est donc l'inversion par rapport a P. O

Nous en déduisons alors la proposition suivante.

Proposition 1.73. Soit A une isométrie lozodromique. Il existe une famille a deuz pa-
rameétres de décompositions de A sous la forme A = 11 01y 0t 11 et 1y sont des réflexions
lagrangiennes. De plus, 1, (resp. ty) est uniquement déterminée par la donnée de 15 (Tesp.

t1).
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Démonstration. Supposons donnée une telle décomposition : A = 11 o 15. Montrons alors
que 1 et 1o échangent p4 et qa, les points fixes de A. Si cela n’était pas le cas, comme A
fixe pa, il existerait un point p’ # g4 situé sur OHZ, tel que

t(pa) = t2(pa) =9

Par conséquent, ¢, et 15 échangeraient p4 et p’, et donc A stabiliserait la géodésique pap'.
C’est absurde car la seule géodésique stabilisée par un élément loxodromique est son axe.

Soit +1 une réflexion lagrangienne échangeant p et g4. Posons 1o = 11 0 A. 15 est anti-
holomorphe, et échange p4 et g4. D’apres le lemme 1.72 15 est une réflexion lagrangienne.

Par suite, une décomposition lagrangienne de A est entierement déterminée par le
choix d'un R-plan P tel que Ip échange les points fixes de A. Il existe une famille a 2
parametres RT x St de tels R-plans. Pour le voir, on peut supposer que les points fixes
de A sont (dans le modele de Siegel) [0, 0] et co. Un R-plan convient alors si et seulement
si le R-cercle associé a pour centre [0,0]. Un tel R-cercle est alors entierement déterminé

par son rayon r2e?®. O

Angle entre deux R-plans sécants.

Définition 1.74. Soient (Li, Ls) et (L}, L)) deux paires de R-plans sécants. On dit
qu’elles ont le méme angle si et seulement il existe un élément de g de PU(2,1) tel
que

L:=g(L;),i=1,2.

Pour mesurer I'angle entre deux R-plans, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.75. Soient deur R-plans Ly et Ly, s’intersectant en un point p dans HZ. I
existe une isométrie g € PU(2,1) telle que g (L) = H3 = {(z,y),z,y € R}, et g(Ly) =
{(ex, e2y) z,y € R}, avec 0 < ay < ap < 7.

Démonstration. PU(2,1) agissant transitivement sur ’ensemble des R-plans, il existe une
isométrie g; telle que g;(L;) = H3. Par ailleurs, le stabilisateur de HZ agit transitivement
sur HZ, il existe donc une isométrie g, telle que g9 0 g1(L;) = H2 et g2 0 g1(p) = (0,0).
Les isométries holomorphes qui fixent (0,0) et stabilisent H3 s’écrivent

O 0
{O 1] avec O € O(2).

(cf le lemmel.7 page 31).

On peut alors choisir g3 dans PU(2,1) qui préserve H, fixe (0,0) et envoie les deux espaces
propres de Iy, o I}, sur les axes de coordonnées de la boule. L’isométrie g = g3 0 g2 0 g3
convient. 0

Définition 1.76. Soit (L;, L) une paire de R-plans sécants. Notons (I:Tg) I'angle entre

Ly et Ly. La mesure de angle (Ly, Ly) est la paire (aq, ap) fournie par le lemme 1.75.
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Intersection de C et Cy avec L. Intersection de L; et Ly avec C;

Fi1G. 1.3 — Angle entre L, et Lo, droites complexes stables de I o I5.

Remarque 1.77. L’élément elliptique £ = I, o I}, a deux droites complexes orthogonales
stables C; et Cy, polaires a ses points fixes situés dans P(V'). E agit sur C} (resp. Cy)
comme une rotation d’angle 2a; (resp. 2as). En conséquence, nous appellerons «; (resp.
ag) l'angle entre Ly et Ly lu dans Cy (resp. lu dans Cy). Cette terminologie est justifiée
par le fait que Ly et Lo intersectent C; le long de géodésiques i et 4. L’angle entre i
et 4 a pour mesure ;.

De méme que pour les droites complexes, la position relative de deux R-plans peut se lire
dans le bord comme suit (voir [FZ99]). Deux R-plans

— se coupent en un point si et seulement si les R-cercles associés sont disjoints et
enlacés.

— se coupent le long d’une géodésique si et seulement si les R-cercles associés se coupent
en deux points

— sont disjoints si et seulement les deux R-cercles associés sont disjoints et non enlacés.

Dans [FZ99], Falbel et Zocca ont défini la notion d’angle entre deux R-cercles entrelacés.
Cette notion coincide avec celle d’angle entre deux R-plans définie ci-dessus.

Le lemme 1.75 et la remarque 1.77 montrent I'existence d’un cercle de R-plans passant
par un point m € Ly d’angle avec L; donné. Si a; = i, le cercle dégénere en un point car
alors le produit des deux inversions commute avec tous les éléments du stabilisateur de m.

Proposition 1.78. Soient P un R-plan et m un point de P.

1. St o # (3, il existe un cercle de R-plans Q) passant par m et tels que la mesure de
Uangle entre P et Q soit («, [3).

2. Pour tout «, il existe un unique R-plan Q) tel que l'angle entre P et () soit de mesure
(o, ).



1.4. Les sous-espaces totalement géodésiques de dimension 2 de H% 45

vue depuis 'axe x =t =10 vue depuis 'axe y =t =0

T
F1G. 1.4 — Tore associé aux R-plans d” angle <Z’ 5) avec H% passant par l'origine.

Démonstration. 1. Si o # 3, E = Ip o Ig est un élément elliptique régulier. La seule
indétermination est la paire de droites complexes stables par E et contenant m. Il
existe un cercle de telles droites.

2. Dans ce cas, I/ = IpoIg est une réflexion complexe par rapport au point m, d’angle
2a. Elle est entierement déterminée par son point fixe et son angle.
O

Exemple 1.79. Supposons que L; = H3 et m = (0,0). L’ensemble des R-cercles corres-

T
pondant aux R-plans dont l'angle avec L; a pour mesure <Z’ 5) est représenté sur la
figure 1.4. C’est un tore feuilleté par des R-cercles deux a deux entrelacés (voir le lemme
1.82).

Ezemple 1.80. L’angle entre iHZ et H a pour mesure (7/2,7/2).

Exemple 1.81. Soit P, un R-plan intersectant HZ. Le R-cercle P est centré au point p
de coordonnées Heisenberg [x, 0] avec = € R si et seulement si Ip (c0) = p. Dans ce cas Ip
stabilise la droite complexe C' contenant oo et p, et son angle avec H% lu dans C' a pour
mesure /2.

Nous terminons ce chapitre par les deux lemmes suivants.

Lemme 1.82. Soient trois R-plans P, P, et Py deux a deux disjoints, contenant un point
m, et tels que les angles entre Py et P et l’angle entre Py et P soient égaux, de mesure

(e, B) avec av # 3.

Alors Uintersection de Py et Py est réduite a {m}.

La preuve est une conséquence directe de la normalisation donnée dans le lemme 1.75.
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Lemme 1.83. Soient P et Q) deux R-plans sécants, d’angle (o, ). Ip stabilise Q si et
seulement st l'une des conditions suivante est réalisée :
1. a=p3=0. Dans ce cas, P et ) sont confondus.

2. a =0 est B = 7. Dans ce cas, Ip|g est la réflexion par rapport a la géodésique
PNQ.

8. a= [ = 7. Dans ce cas, Ip|q est le demi-tour de point five P N Q.

Démonstration. Utilisons le modele de la boule. Sans perte de généralité, on peut supposer
que Q =HZ, et PN Q > (0,0), et que P est paramétré par

P={("z,ePmy) 2t + 25 <1}
Dans ces conditions Ip s’écrit
(wy,wy) — (1D162ia,w262iﬁ) )

Le résultat suit. O

1.4.3 Projections orthogonales sur les R-plans et les droites com-
plexes.

Le plan hyperbolique complexe est un exemple d’espace CAT(0) (voir par exemple
[BH99]). A ce titre, & tout sous-ensemble convexe V de HZ est associé une projection
orthogonale IIy,. Les C-plans et les R-plans étant totalement géodésiques, ils rentrent

dans ce cadre. La proposition suivante décrit les fibres de ces projections. Voir par exemple
[Gol99] ou [PP06]

Proposition 1.84. 1. Soit C' un droite complexe et m un point de C'. La fibre de 1lo
au dessus de m est une droite complexe. De plus, si C' est polaire a c et st m se
reléve en m, 15" (m) et polaire ¢ m X c.

2. Soit P un R-plan, et m un point de P. La fibre de I1p au dessus de m est le R-plan
passant par m d’angle (w/2,7/2) avec P.

Nous renvoyons de nouveau a [Gol99] ou [PP06] (pour le point 2) pour la preuve de
la proposition suivante.

Proposition 1.85. Soit m un point de H: et Z un relévement de m tel que (Z,7) = —1.
1. Soit C une droite complexe, polaire a c tel que (c,c) = 1. Il (m) admet le relévement
a C* donné par
Z —{Z, c)c.
2. Soit P un R-plan, et Ip un relevement de la réflexion par rapport a P. La projection
de m sur P admet le relévement ¢ C* donné par

<Z7 [P(Z)>

22 12))]

Ip(Z)
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1.5 L’invariant angulaire de Cartan

Définition 1.86. Soient p, py et p3 trois points de 9HZ. L’invariant de Cartan du triplet
(ordonné) (p1, pa, p3) est défini par

A (p1, p2, p3) = —arg ({p1, p2) (P2, P3) (P3, P1))

L’invariant de Cartan admet l'interprétation géométrique suivante : (Théoréeme 7.1.2
de [Gol99)]) :

Théoréme 1.87. Soient py, py et ps3 trois points de OHZ. Appelons C' (resp. o) la droite
complexe (resp. géodésique) contenant py et py, et I la projection orthogonale sur C.
Alors :

| tan (A(xy, 29, x3))| = sinh (d(II(z3),0)).

Voir figure 1.5.

Remarque 1.88. Le signe de I'invariant de Cartan est déterminé par les deux composantes
connexes de C'\ o : A(z,x9, x3) et A(z1,x2,24) ont méme signe si et seulement si x3 et
x4 se projettent dans la méme composante.

Nous utiliserons le résultat suivant de maniere importante dans le chapitre 6 (Théoreme
7.1.1 de [Gol99] :

Théoréme 1.89. Soient (p1,p2, p3) et (q1,q2,q3) deux triplets de points de OHZ tels que

A (p17p27p3) =A (Qh q2, Q3)
Dans ces conditions, il existe g € PU(2,1) tel que g(p;) = q; (1 =1,2,3).

Remarque 1.90. Pour n > 2, trois points situés au bord de Hf sont contenus dans un
unique plan hyperbolique complexe, copie de HZ plongée dans Hf. L’invariant de Cartan
classifie donc les triplets de points dans le bord de Hf.

Remarque 1.91. — A(p1,pa,p3) = 0 si et seulement si les trois points sont contenus
dans un R-plan. A(py, pa, p3) = £7/2 si et seulement si les trois point sont contenus
dans une droite complexe.

— Sin =2, 'élément g fourni par le théoreme 1.89 est unique sauf si les trois points
sont contenus dans une droite complexe.
— Sin > 2, I'élément g est unique modulo le stabilisateur du plan complexe engendré

par py, p2 et ps.

L’invariant de Cartan satisfait de plus a la relation de cocycle suivante (voir le chapitre
7 de [Gol99]). Si p1, pa, ps et py sont quatre points de OHE, alors

A(Il, ZT9, ZE3) — A(Zﬁl, ZT9, ZE4) + A(Zﬁl, xs3, ZE4) - A(ZEQ, xs3, I4) = 0. (112)
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T ")/\{Z i)

C
| = d(I1(z3),) = sinh ™' (| tan (A (21, 29, 23))|)

F1G. 1.5 — Interprétation géométrique de l'invariant de Cartan.



Chapitre 2

L’espace de Teichmiiller du tore
épointé.

H{ a été défini dans le chapitre précédent. Rappelons que son groupe d’isométries
est PSL(2,R), qui est conjugué dans PSL(2,C) a PU(1,1). Da@\PSL(?,R), les éléments
loxodromiques sont appelés hyperboliques. Nous noterons PSL(2,R) le groupe complet
d’isométries de HE, engendré par PSL(2,R) et les involutions antiholomorphes, qui sont
les symétries par rapport aux géodésiques. Les groupes discrets d’isométries de la droite
hyperbolique complexe H{. sont souvent appelés fuchsiens. Dans ce chapitre, nous allons
donner une description de 77 ;, 'espace de Teichmiiller du tore épointé. Rappelons que
I' =m(X;1,1), le groupe fondamental du tore épointé, admet la présentation

(a,b,c|la,b]-c=1).

Il s’agit donc de décrire I'ensemble des représentations p discretes, fideles et préservant
le type du groupe fondamental de 3 ; dans PSL(2,R). Rappelons par soucis de clarté
qu’une représentation est dite discrete si son image est un sous-groupe discret de PSL(2,R) -
et fidele si elle est injective. Dans le cas d'un sous-groupe G de PSL(2,R) la discrétude est
équivalente au fait que G agit proprement discontiniment sur H{ : pour tout compact
K de H{, 'ensemble de éléments g de G tels que g - K N K # () est de cardinal fini.
Cette équivalence est I'idée de base du théoreme de Poincaré. Pour un énoncé précis de ce
théoreme, et une discussion sur les propriétés des domaines fondamentaux, voir [Bea83].
Dans ce chapitre nous allons seulement utiliser une version simple du théoreme de Poin-
caré, connue sous le nom de « lemme des colliers de perles », ou « lemme du ping-pong ».
Nous reportons au chapitre 7 une discussion plus précise de ces résultats. La condition de
préservation du type revient a demander que les seuls éléments de I' dont les images par
p sont non hyperboliques ont des images paraboliques, et sont conjugués dans I" a ¢ (ou a
[a,b]). Cette condition traduit le fait que les classes de conjugaison dans G' d’éléments pa-
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raboliques primitifs' d'un groupe fuchsien G sont en bijection avec les cusps de la surface
de Riemann H}/G.

Le groupe fondamental du tore épointé, I', est isomorphe au groupe libre a deux
générateurs, que nous noterons Fy = (m,n). SL(2,R) étant une forme réelle de SL(2,C),
notre premier paragraphe est consacré a la description de la classification des représentations
de F, dans SL(2,C) a conjugaison pres. Le résultat de classification est da a indépendamment
a Fricke ([Fri96]) et Vogt ([Vog86]). Il est prouvé de maniere élémentaire dans le preprint
en ligne [Gol| (Voir également la discussion dans [Gol88]). Une conséquence simple de ce
résultat est le fait que deux représentations p; et py de Fy dans SL(2,R) telles que

tr p1(m) = trpa(m) , tr p1(n) = tr p2(n) et tr pi(mn) = tr p2(mn) (2.1)
sont conjuguées.
L’objet du deuxieme paragraphe est un résultat de décomposabilité des groupes a deux
générateurs dans PSL(2,R). Si A et B sont deux isométries de H, on dit que la paire
(A, B) est décomposable §'il existe trois involutions Iy, I5 et I3 telles que

AzllofgetB:]?)OIQ.

Cette propriété est le point de départ de la classification des groupes a deux générateurs
dans PSL(2,R). En effet, « presque » toutes les représentations de Fy dans SL(2,C) sont
décomposables (voir la proposition 2.6).

Nous exposons ensuite la description classique de l’espace de Teichmiiller du tore
épointé : en utilisant le critere de conjugaison donné par la relation 2.1, on peut voir
I'espace de Teichmiiller comme I’hypersurface de R? définie par la relation

x2+y2+z2:xyz

avec x, y et z réels et supérieurs a 2.

Nous utilisons ensuite la décomposition en produits d’involutions pour donner une
description différente de 1’espace de Teichmiiller basée sur ’étude des groupes engendrés
par trois demi tours. Nous généraliserons ce point de vue au cas du plan hyperbolique
complexe dans les chapitres 6 et 7.

2.1 Représentations de F;, et trace dans SL(2,C)

Commencons par énoncer un critere de conjugaison des représentations de F5 dans

PSL(2,R).

Proposition 2.1. Soient p; et py deuz représentations irréductibles de Fy dans PSL(2,R),
telles que

tr p1(m) = trpa(m) , tr p1(n) = tr p2(n) et tr p1(mn) = tr po(mn).

1c’est & dire engendrant le stabilisateur d’un point au bord de H{. dans G.
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Alors, p1 et py sont conjuguées dans PSL(2,R).
Ce résultat découle du théoréme de Fricke-Vogt (voir [Gol]), qui traite du cas de SL(2,C) :

Théoréme 2.2. — Soit P un polynome sur SL(2,C)xSL(2,C) invariant par conjugai-
son. 1l existe Q € Clx,y, 2| tel que

P(A,B) = Q(trA,trB, trAB)

— L’application
SL(2,C)x SL(2,C) — C3
(A,B) —— (trA,trB,trAB)

est surjective.
— Soient (A1, By) et (Ag, By) deux éléments de SL(2,C)xSL(2,C) tels que
trA; =trAy =z, trB; = trBy =y, trA1B; = trAs By = 2.

Sia? +y? + 2% —xyz — 2 # 2, il existe g € SL(2,C) tel que (Ag, By) = g - (Ay, By).

Notons que si z = trA, y = trB et z = trAB, alors
vyt + 22 —ayz — 2 =tr[A, B]. (2.2)
Cette relation est obtenue grace au Théoreme de Cayley-Hamilton, qui s’écrit dans SL(2,C) :
A* —tr A- A+ 1d =0, pour A€ SL(2,C).

Remarque 2.3. Le cas 2 +y?+ 22 —zyz—2 = 2 correspond aux représentations réductibles,

pour lesquelles [A, B] est 'identité.

Remarque 2.4. Le théoreme 2.2 exprime le fait que le quotient catégorique de SL(2,C)xSL(2,C)
par SL(2,C) agissant par conjugaison diagonale est C* (voir [Dol03]).

Remarque 2.5. La proposition 2.1 reste valable si 'on remplace SL(2,R) par SU(2). Si
p est une représentation d’'un groupe de type fini dans SL(2,C), dont caractere est réel,
alors p est conjuguée a une représentation dans I'une des deux formes réelles de SL(2,C) :
SL(2,R) et SU(2). Dans [Gol88|, Goldman donne un critere sur x, y et z pour distinguer
celle des deux formes réelles qui est atteinte, dans le cas d’une représentation du groupe
libre a deux générateurs.

Nous suivrons au chapitre 3 la méme démarche que dans cette section pour obtenir un
critere de conjugaison des représentations de F, dans SU(2,1) a partir d’une critere dans
SL(3,C).
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I}, est la réflexion par rapport a v

A = I, o I est elliptique et fixe p

B = I, o I3 est parabolique et fixe ¢
AB = I, o I3 est loxodromique, d’axe o

Fi1G. 2.1 — Décomposition d'un groupe engendré par un elliptique et un parabolique.

2.2 Décomposition en produits d’involutions.

Cette proposition est 'outil de base de la classification des sous-groupes a deux générateurs
de PSL(2,R)(voir [Mat82, Gil95]).

Proposition 2.6. Soient A et B deux éléments de PSL(2,R). Supposons que si A et B
sont tous deux hyperboliques, ils n’ont pas de point fixe en commun. Alors

1. Si A et B sont hyperboliques et que leurs axes s’intersectent, il existe trois demi-tours
Iy, 15 et I3 tels que
A:[10[2 etBZIQOIg.

2. Dans tous les autres cas, il existe trois réflexions par rapport a des géodésiques (donc
antiholomorphes) 11, s et i3 telles que

A=1101y et B=19013.

Nous traiterons le premier cas plus en détail dans le paragraphe 2.3.

La figure 2.1 représente la décomposition d'un groupe engendré par un élément para-
bolique et un élément elliptique. L’impossibilité de décomposer les groupes engendrés par
deux loxodromiques dont les axes se croisent en utilisant des réflexions antiholomorphes
est liée au théoreme de Gauss-Bonnet : il est impossible de trouver une géodésique simul-
tanément orthogonale a deux géodésiques qui s’intersectent.

2.3 Tore épointé et groupes triangulaires dans PSL(2,R)

2.3.1 L’espace de Teichmiiller du tore épointé

Nous commencons par rappeler une proposition classique, qui décrit les sous-groupes
G de PSL(2,R) uniformisant un tore épointé, c’est a dire tels que le quotient de H{ par
I’action de GG soit un tore épointé. Posons la
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Définition 2.7. Un groupe de tore épointé est une représentation p : Fy — PSL(2,R)
telle A = p(a) et B = p(b) vérifient les conditions suivante.

1. A et B sont hyperboliques, et leurs axes s’intersectent en un point de Hf.

2. Le commutateur [A, B] de A et B est parabolique.

Proposition 2.8. Tout groupe de tore épointé G est discret et sans points fizes, et la sur-
face de Riemann associée, H /G, est un tore épointé. Réciproquement, tout tore épointé
est uniformisé par un groupe de tore épointé.

D’apres la proposition 2.8, I'espace de Teichmiiller du tore épointé est 1’ensemble des
classes de conjugaison sous PSL(2,R) de groupes de tores épointés. Soient A, B et C' les
images respectives de a, b et ¢ par p. Supposons choisis des relevements A, Bet Cde A,
B et C a SL(2,R) vérifiant

a::tr/~1>2,y:tré>2etz:tr/~ll-3>2.

Alors le groupe engendré par A et B est un groupe de tore épointé si et seulement si z,
y et z satisfont a la relation :

Pyl =y x>2,y>2 2> 2. (2.3)

La relation ci-dessus est une paramétrisation de 1’espace de Teichmiiller du tore épointé.
Une démonstration peut étre trouvée dans [Kee71].

Dans le cas d’un groupe de tore épointé, les axes des deux générateurs hyperboliques
s’intersectent. D’apres la proposition 2.6, il existe un groupe G* engendré par trois demi-
tours, et tel que G soit d’indice deux dans G*. De maniere plus explicite :

Lemme 2.9. Soient A et B deuz éléments de PSL(2,R) satisfaisant a la condition 1 de
la definition 2.7. Il existe un unique triplet de demi-tours (Ey, Eo, E3) tel que A = Ey o Fy
et B = E3 e} EQ.

Remarquons qu’avec les notations du lemme 2.9, on a [A, B] = (F, FE,Fs)?

2.3.2 Groupes triangulaires dans PSL(2,R).

Soient 7y iy et i3 les générateurs du groupe (Z/27Z)**, qui admet donc la présentation
(11,19, 13 | Zi =1).

—

Définition 2.10. Un groupe triangulaire est une représentation p : (Z/2Z)*3 — PSL(2,R)

Dans le reste de ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu’aux groupes triangulaires ayant
des générateurs holomorphes, c’est a dire, ceux dont I'image est incluse dans PSL(2,R).
Ceci revient a supposer que p(ix) est un demi-tour, pour k£ = 1,2, 3. Un groupe triangulaire
engendré par trois demi-tours est déterminé par les points fixes de chacun des p(iy). Une
analyse systématique de ce type de groupes est effectuée dans [Bea83] et [Gil95].

Posons la
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Fi1G. 2.2 — Décomposition de A et B, deux isométries hyperboliques dont les axes se
coupent.

Définition 2.11. Soit 7 I'ensemble défini par

les p(ix) sont des demi-tours distincts } o

T = {p groupe triangulaire o(7) est parabolique /PSL(2,R)

ol y désigne 1'élément (i1i9i3)? de (Z/27)*3.

Nous allons maintenant décrire une famille de groupe triangulaires qui, par normali-
sation, nous fournira des coordonnées sur 7. Pour plus de commodité, nous allons utiliser
le modele du demi-plan supérieur pour H{. Soient py, ps et p3 les trois points de OHE
ayant pour coordonnées dans ce modele :

p1=1,p3 =—1et pp = 0.

Soit vy la géodésique reliant py a p; (k # 1) et A le triangle idéal pypsps, orienté comme
suit : 1o vers po, 732 vers ps, et 13 vers p;. Fixons les notations suivantes :

— Pour k,l,m distincts, soit s la projection orthogonale de pj sur 7, (en coor-
données : sy =i, s = —1+ 2i et s3 =1+ 2i).

— Pour r > 0 et r # 1, soit hy,; I'élément hyperbolique fixant p; et p; et ayant pour
multiplicateur r. Supposons de plus que r > 1 si et seulement si A}, translate le long
de vj; dans la direction positive. Si r = 1, posons hj, = Id.

— Posons ¢, = hj,,(sx) pour k,I,m distincts et > 0. Soit E} le demi-tour fixant gj.

Les trois points s1, Sy et s3 vont jouer le role d'une configuration de référence. Ces différents
objets sont représentés sur la figure 2.3 dans le modele du disque pour H¢.

Définition 2.12. Pour tout triplet (r1,79,73) de nombres positifs, soit T (ry,re,73) le
groupe triangulaire défini par p(iy) = E* (k= 1,2,3).



2.3. Tore épointé et groupes triangulaires dans PSL(2,R) 55

Par construction, les trois demi-tours E7', E3* et E3® sont distincts. Le lemme sui-
vant fournit donc une condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe triangulaire
T(ry,re,1r3) représente un point de 7.

Lemme 2.13. Soit (r,79,73) un triplet de nombres positifs. L’isométrie (E}' Ey2E5)”
est parabolique si et seulement si rirors = 1.

Démonstration. Pour tout point du demi-plan supérieur m = u+iv, avec u € R et v > 0,
le demi tour fixant m admet le relevement a SL(2,R) donné par la matrice

—ufv  (u?+0v?) v

du,v - —1/U U/’U (24)
Un calcul simple montre que dans la normalisation ci-dessus,
, 2, .9 . ri—1  2r3
q11:—1+E,Q33=1+217‘3, et q22:7“§+1+z7“§+1‘ (2.5)

Il s’en suit que (E]* o E5? o E5%) admet le relevement & SL(2,R)

(ryrors) ™ T
O (7”17“27”3)4

ou l'on a posé

3 2 2
T:—<2+(7“17“27"3)4+(7“17"27"3) 4+27“§7“§+27"§+_4+ 1 4)'
rro T

Le coefficient 7 n’étant jamais nul, (E{* o E3? o E}f)2 est parabolique si et seulement si
les coefficients diagonaux de la matrice ci-dessus valent 1. O

Remarque 2.14. 11 aurait été plus léger de calculer E7' o E5? o E5® au lieu de son carré.
Cependant, pour généraliser cette construction a PU(2,1), nous allons remplacer au cha-
pitre 6 les demi-tours Ej par des involutions anti-holomorphes [;. Dans ce cadre, I;1513
est anti-holomorphe, et I’étude de son carré, qui est holomorphe est plus aisée.

Proposition 2.15. Tout point de T est représenté par un unique triplet (11,19, r3) vérifiant
ri >0 (i=1,2,3) et rirors = 1.

Démonstration. Soient Ey, Fy et Es trois demi-tours distincts. (E1E2E3)2 est parabolique
si et seulement si 1 FEyFE5 'est aussi. Dans ces conditions, soit moy le point fixe de E; Es Es.
Au point msy est associé le cycle de longueur 3, obtenu par :

Es Es E
mo — My — Mg — My.
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F1G. 2.3 — A et T(ry,r9,7r3) pour 11 < 1, r9 < 1 et 73 > 1.

Ce cycle est non-dégénéré. En effet si, par exemple, m; et my étaient confondus, Ei,
FE5 et E5 stabiliseraient la géodésique reliant my a ms, le groupe engendré par FrEs et
E3Ey serait abélien, et le commutateur (E1E2E3)2 = [Ey By, E3E,] serait l'identité. En
conjuguant les Ej, par 'unique élément de PSL(2,R) vérifiant g(my) = py pour i = 1,2, 3,
on obtient le résultat. O

Le lemme 2.9 montre que tout groupe de tore épointé est d’indice deux dans un groupe
triangulaire conjugué a un unique T'(rq, 79, 7r3) avec rirorg = 1. Réciproquement, si p est
un point de 7 représenté par T'(rq, 72, 73), le sous-groupe engendré par Ej*o E3? et Ef*o Ej?
est un groupe de tore épointé. En effet, le triangle pipsps est un domaine fondamental
pour T'(ry,re,r3), qui permet de montrer la discrétude et la fidélité de la représentation,
ainsi que le fait qu’elle préserve le type. Nous verrons une preuve plus détaillée dans le
chapitre 7 dans un cas analogue dans HZ.

Par suite, a tout groupe de tore épointé G est associé un unique couple (rq,73) de
nombres positifs tels que G est conjugué au sous-groupe d'indice deux de (BT, ES™) | Er3)
engendré par E; o B et BT o ES 7 Par conséquent, le couple (r1,73) fournit
des coordonnées sur 1’espace de Teichmiiller du tore épointé.

Les coordonnées (z,y, z) décrites au paragraphe 2.3.1 décrivent la structure d’un tore
épointé via la longueur des géodésiques représentant les générateurs du groupe fondamen-
tal. Le lien entre trace du représentant et longueur de la géodésique est donné par

cosh? (1/2) = tr(g)?*/4,

ou [ est la longueur de translation de g, relevement a SL(2,R) de l'isométrie représentant
la géodésique. Le tore épointé symétrique est celui pour lequel © = y = z = 3. Il est
d’indice deux dans le groupe triangulaire T'(1,1,1).

Remarque 2.16. En utilisant le relevement des demi-tours donné par (2.4), ainsi que les
formes normalisées des ¢;' données par (2.5), on vérifie que, dans le cas d’un groupe de
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tore épointé, les trois traces x, y et z sont données par :

4 4. .4
14175 +rory

rir3
14y +rirg
T
o (L) (L+7)
rir$
On en déduit les formules inverses :
2 z? +
Tl —
xz
9 x
ry = —
? y
2 Yz
T =
3 22 + 12
(2.6)
Remarque 2.17. 1. A est un domaine fondamental pour le groupe T'(r1, 72, 73) lorsque

riror3 = 1. Un domaine fondamental pour le groupe de tore épointé associé est
obtenu en considérant A U E5?(A), muni des identifications A = E{* o Ej? et B =
E3? o E5? (voir figure 2.5).

2. Lorsque riror3 # 1, bien que A soit un polygone dont les faces sont identifiées par
des éléments de T (r1,72,73), et ayant la propriété que pour tout g € T (r1,72,73)
différent de l'identité, g(A) N A = (, il n’est pas un domaine fondamental pour
T(ry,re,73). Dans ce cas, la transformation E; FsFEs, associée au cycle pipaps est
hyperbolique et les images de A ne pavent pas Hf. Les images g (A) s’accumulent
sur les axes de E) Fy F3 et de ses conjugués (voir la figure 2.4). Dans ce cas, A permet
de montrer que la représentation est discrete, fidele, mais pas qu’elle préserve le type.

3. En utilisant A comme domaine fondamental, nous avons décrit une famille a deux
parametres de groupes de tore épointé.
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p(7) parabolique p(7) hyperbolique

F1G. 2.4 — Translatés de A par les mots de longueur< 4

Fia. 2.5 — Tore épointé associé a un groupe triangulaire.



Chapitre 3

Représentations du groupe libre F5

dans SU(2,1)

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une étude algébrique des représentations du groupe libre a
deux générateurs Fy dans PU(2,1). Plus précisément, nous nous intéressons au caractére
d’une telle représentation. Dans tout le chapitre, nous noterons m et n les deux générateurs
de FQ.

Notre démarche est la suivante :

1. Comprendre le comportement des traces dans le cas d'une représentation dans
SL(3,C). Nous donnons dans ce but une description effective de I'anneau des in-
variants de SL(3,C)xSL(3,C) sous l'action diagonale de SL(3,C) par conjugaison.
Pour cela, nous suivons la méthode exposée par J. Peyriere dans le chapitre 10 de
[Fog02] (voir aussi [Wen94)).

2. Passer de SL(3,C) a SU(2,1), forme réelle de SL(3,C) fixée par I'involution A —
(JAT)
Notre objectif principal dans ce chapitre est de montrer la proposition suivante. Elle

a été indépendamment démontrée par V. T. Khoi dans [Kho].

Proposition. Soient p; et py deux représentations de Fy dans SU(2,1), telles que py (F»)
et po (F2) sont Zariski-denses. Si

tr p1 (m) = tr p; (m) tr p1 (n) = trpz (n)
trpi (mn) = trps (mn)  trp; (m™'n) = trps (m™'n)
tr p ([mv n]) = trpy ([mv n])

alors py et ps sont conjuguées dans SU(2,1).

29
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La démonstration est faite dans le paragraphe 3.3. Elle est basée sur le cas des
représentations dans SL(3,C), étudiées au cours du paragraphe 3.2.

Dans le cas d'une représentation dans SL(n,C), si deux représentations irréductibles
p1 et po ont méme caractere (i.e. si trp;(w) = trpa(w) quel que soit w € Fy), elles sont
conjuguées (voir par exemple [Lan93] p. 648-651). Un critere effectif de conjugaison est
la donnée d’une famille finie de mots F,, = {f,...,f,, } ayant la propriété suivante :

pour tout w € Fy il existe un polynome P, € C[Xy,...X,, ]| tel que
trp(w) = P, (tr(£1),...,tr(£f,,)) pour tout p € Hom (Fs, SL(n,C))

Le théoreme suivant, di a Procesi, garantit ’existence d’une telle famille, et donne une
borne supérieure pour son cardinal (voir [Pro76]). Le groupe GL(n,C) agit sur M, (C)
par conjugaison : si ¢ € GL(n,C) et (My,...,M;) € M, (C)

g-(My,...,M) = (gMig™ ", ..., gMyg™") (3.1)

k

Soit alors T}, 'anneau des fonctions polynomiales sur (M, (C))" invariantes par 'action

3.1.

Théoréme 3.1 (Procesi). Ty, est engendré sur C par les fonctions tr (Mz‘le‘g = -Mij),
avec j < 2" — 1.

D’apres ce résultat, il suffit donc de prendre pour F,, ’ensemble des mots de longueur
inférieure ou égale & 2" — 1, qui dans le cas ot n = 3 est de cardinal 255. SL(3,C) étant

de dimension (complexe) 8, la dimension de C[SL(3C) x SL(B,C)]SL(3>C) est 8 aussi.
La différence est due a l'existence de relations entre les produits de puissances de deux
matrices. Nous verrons au cours du paragraphe 3.2 que ces relations proviennent toutes
de la relation obtenue par le théoreme de Cayley-Hamilton.

Pour passer de SL(3,C) a SU(2,1), nous utiliserons les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. Soient p; et ps deux représentations d’un groupe G dans SU(2,1), telles que
p1(G) et po(G) soient Zariski-denses. Sitr(pi(g)) = tr(pa(g)) pour tout g dans G alors p;
et po sont conjugués dans SU(2,1).

Démonstration. Sous ces hypotheses, p; et py sont conjuguées dans SL(3,C). Il existe donc
A € SL(3,C) tel que pour tout g dans G,

p2(g) = Ap1(g)A™"

Sur C?, considérons la forme hermitienne associée a N(z) = ||Az||, |ly|| = (y,y). Pour
tout g dans G, pi(g) préserve N @ N(pi(g)x) = [|Api(g9)z|| = [lp2(g9)Az|| = N(z) car
p2(g) appartient a SU(2,1). Comme p;(G) est Zariski-dense, N est SU(2,1)-invariant. La
conclusion résulte du lemme suivant O
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Lemme 3.3. Soit h une forme hermitienne SU(2,1)-invariante. h est proportionelle a

<’>

Démonstration. Soit SU(h) le groupe spécial unitaire associé a h. SU(h) contient SU(2, 1),
donc n’est pas compact. h a donc signature (2,1). a

Nous terminons ce chapitre en appliquant le critere de conjugaison 3.23 a l’étude
des groupes triangulaires complexes, qui apparaissent lorsqu’une représentation est C-
décomposable (voir la définition 5.9 page 97).

3.2 Représentations de F;, dans SL(3,C)

Soient M et N deux éléments de SL(3,C). Nous allons montrer que tr[M, N] et tr[M~!, N]
sont les deux racines d’un polynome
T? - ST + P

ou S et P sont deux polynomes en les traces des éléments de I’ensemble £y n (voir définition
3.4).

Pour effectuer ce calcul nous suivrans la méthode exposée par J. Peyriere dans le
chapitre 10 de [Fog02]. La proposition 3.6 semble avoir été explicitée indépendament dans
plusieurs travaux, parmis lesquels [ADS05] et [Wen94]. S. Lawton expose ce méme résultat
dans [Law06]. A. Sikora a obtenu le résultat de génération de 'anneau des invariants de
SL(3,C)xSL(3,C) par des méthodes différentes, liées a la théorie de graphes, dans [Sik01].

3.2.1 Cayley-Hamilton dans M;(C), et conséquences

Dans toute cette section, M et N désigneront deux éléments de SL(3,C).
Définition 3.4. Soit £y x 'ensemble ordonné de traces :
(trM,trN,trMN,terlN,terl,terl,tr(MN)*l,tr(Mle)*l)

Dans ce qui suit, nous désignerons par z octuplet (z1,---,xs). Si P € Clz], P(tmn)
désignera donc I'évaluation du polyndéme P au point x; = trM, ... xg = tr(M~IN)~1

Notre premier but est d’exprimer les deux quantités
s =tr[M,N] +tr [M~" N] et p = tr [M, NJtr [M~', N]

en fonction des éléments de tyn. L'outil essentiel est I'identité matricielle fournie par le
théoreme de Cayley-Hamilton : si A € M3 (C), qui s’écrit en terme de traces
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X(A) = A° ()47 o ((A)? — (A7) A — S(0x(A)F) + Sx(A)(tr4?) — Str(47)
) (3.2)

En trilinéarisant l'identité (3.2), on obtient une relation liant trois matrices quelconques
Ay, Ay et Az de M3 (C). En posant alors A; = M, Ay = N et A3 = M™!, on obtient une
relation liant M et N, qui n’est autre que

X (M+M™"'+N)
—(xM+M") +x (M +N) +x(M+N))
XM +x(N)+x (M) = o. (3.3)

En utilisant la forme explicite de y donnée ci-dessus, on obtient :

N+MNM'+M7'NM = trM- (M7'N+NM™") + ttM~" - (MN + NM)
—trMtrM ™ - N — trMtrN - M~ — ttM ' trN - M
+trMN - M~ + ttM™'N - M
— (M trM ™" trN — trM trM~'N — tr M~" trMN + trN) - Id.
(3.4)

Seules les traces contenues dans ty;n apparaissent dans le membre de droite de 3.4.

Remarque 3.5. D’une maniere analogue nous aurions pu obtenir :
MNM + M?N +NM? = trM - (MN + NM) + trN - M?
+trMN - M + % (trM? — (trM)?) - N — trM trN - M
+ (trMQN — trM trMN — %tr(MQ) trN + %tr(Mf trN) -1d.
(3.5)

En multipliant (3.4) par N~ & droite et en prenant la trace dans la relation ainsi
obtenue, il vient

s = trMtrM ' + trNtrN~! 4 trMN tr(MN) ™ + trM ™ 'N tr(M~IN)
—trM trN tr(MN) ™" — trM N trM 1 trN~t — trN erM e (MTIN) ™ — trMtarM ' N trN

trM trM ! trN trN— — 3. (3.6)



3.2. Représentations de F» dans SL(3,C) 63

Pour exprimer p, multiplions (3.4) a droite par une matrice L quelconque, et effectuons
le changement

M — MN,N — M7!N"! et L — NM.

Apres avoir appliqué la trace, il vient
tr[M, Njtr[M ™!, N] = 2trMNtr(MN) ™! + trM*M*trM2N"2 — (trMN)*trM >N 2
— (tr(MN)~)? trM2N? + (trMN)? (tr(MN)~1)?

—tr[M, N][N"', M~ — tr[N, M][M~' N7

() (1)

—trMNtr(MN) ™" (tr[M, N] + tr[M~", N]).

.

-~

= s, calculé en (3.6)
(3.7)

Pour terminer le calcul, nous devons exprimer les termes (I) et (IT). (IT) s’obtient a partir
de (I) par le changement M < N. Il suffit donc de calculer la quantité

(I) = tr (MNM'N'N"'M™'NM) = tr (M*NM~'N7°M"'N).

Nous le faisons en deux étapes :
— Dans un premier temps, nous utilisons 'identité de Cayley-Hamilton dans SL(3,C),
qui se réduit a

A2 =trA-A—trA ! Td+ A (3.8)

pour remplacer M? et N=2, et casser le mot M2NM!N"2M~!N en une somme de
mot plus courts.
— Dans un second temps, nous utilisons les relations (3.4) et (3.5) pour casser les mots
obtenus apres ’étape 1 et obtenir une relation polynomiale en les ty n.
Les calculs sont assez lourds, et sont facilités par 'utilisation d’un logiciel de calcul formel
(ici, MAPLE). Les résultats sont rassemblés dans la proposition suivante. Les polynomes
S et P apparaissent également dans [Law06].

Proposition 3.6. Soient M et N deuz matrices dans SL(3,C). Soient S et P les deux
polynomes de Z[xy, - -+ , xs] définis par

S = 1115 + Toxg + T3x7 + T4y — T1X9L7 — T5Tely — TsToly — T1TeLy + T1X2T5Lg — 3
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et

P = xlxga)xze+ 157871 75
a4 27 x5 + XE 17 + TG T T + TT 5 T3
—.CE4.CE5[L'6[L'%—[B4[L'§.CE1.CE2 —$§$61’11’3—[L’§[B8$1$2
—ZE5ZE(231'2I3 —I'5I6[E8£E% —ZE5ZE7I%I2 —I'6I7ZE1£E%
—x§x6x2—x5x2x1 —1'51'1552—1'655?552
—T4 5L L7 Xy — Xg Xy X2 X3 — X5 Lg L7 AL — TgXg L1 Lo X3
+xix6x7+xix1x3+x4x§x6+x4x5x§—|—x4x§x3
+4 22 Ty + Ty T7 TT + T4 T T3 + T2 T7 T + TE T8 T3
+x5x§x8+x5x7x§+x5x§x3+x§x7x1 —i—xﬁxgx%
+x6xfx3+x§x8x1 +x7x8x§+x§x2x3+x8xfx2
—2x3x5x2—2x5x6x§—23:6x§x1 —21’1;521’%
+T4T5 T + Ty Tg Ty To + Ty X7 Xy T3 + Ty Tg L1 T + Ty Ty L1 T3 + Tg Ly Loy
a5 + x5 + a5 + x5+ 28 + xp + 28 +
—3T4X5T7 —3X4 Ty T3 — 3XgT7 X3 — 3Ty T1 X3
+3l‘4$6$1 +3$5$6[E3+3$5$8$2+3$7.’E1$2

—6x4208 — 6501 — 62629 — 62723+ 9.
tr[M, N] et tr[M~! N] sont les deuz racines du polynome
M=T°-5(tun) T+ P (tux) -
Remarque 3.7. Si M et N ont une direction fixe commune dans C?, et un supplémentaire

stable commun, alors on peut supposer que

1 0 1 0
M = [O MJ et N = {0 NJ avec My, N; € SL(2,C).

Dans ce cas, S et P deviennent
52
S =2 ((ter)Z + (tI'Nl)Q + (terNl)Q — tertI'NlterNl — 1) et P = Z,
qui sont prévus par la relation dans SL(2,C) (relation 2.2). Dans ce cas, tr[M,N] =
1 + tI'[Ml, Nl]

Remarque 3.8. Les transformations de Nielsen
ni: (M,N) — (M~",N)

ny : (M,N) — (N, M)
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ns : (M,N) — (MN,N)

engendrent le groupe d’automorphismes de F, (voir [LS01]). Elles laissent invariant 1’en-
semble {tr[M, N], tr[M !, N]} Les transformations correspondantes en coordonnées x laissent,
donc invariants les deux polynomes S et P. Elles sont données par

1 (w1, T2, 3, T4, T5, Te, T7, Tg) — (X5, T2, T3, Ty, L1, T, L7, L)
ny (w1, %9, 3,74, 5, Tg, T7,28) — (T2, T1, T3, Ty, Te, Ts, T7, Tg)
n3 ($1,$2,$3,$4,$57$6,$7,$8) -

(w3, T2, Toxs — TeX1 + Ts, T5, T7, Tg, T6L7 — Tols + Ta, T1)

N1, Mo et fg sont des exemples de « trace map» (voir [Fog02], ainsi que [Wol83]). Elles
traduisent en termes de traces I'action du groupe modulaire PSL(2,Z) sur la variété des
représentations de Fy dans SL(3,C).

Proposition 3.9. Soit w un élément de Fy. Il existe un polynome Q, € Clz,T| tel que

trp(w) = Qu (tmn, tr[M, N]) pour tout p € Hom (Fy,SU(2,1))
ot M et N désignent respectivement p(m) et p(n).
La démonstration de cette proposition suit exactement la méme méthode que celle
que nous avons utilisée pour calculer s et p. Bien qu’'une preuve simple se trouve dans

[Fog02], nous résumons 'argument. Ce résultat a été prouvé par A. Sikora dans [Sik01]
par des moyens différents.

Démonstration. Le théoreme de Cayley-Hamilton implique que la k-ieme puissance d’une
matrice A € SL(3,C) s’écrit

Ak = )\kA + MkId + l/kA_l, (39)

oll \g, fx et v sont des polynomes en trA et trA~!. (Ces polyndomes généralisent les po-
lynémes de Chebyshev obtenus dans le cas de SL(2,C), voir [Gol, San95]). Une utilisation
répétée de la relation (3.9) pour M et N montre que W = p(w) peut se développer sous la
forme

W:pl.W1+...pn.Wn
ot les p; sont des polynomes en tyn et les W; sont des mots en M et N de la forme

M“N7 ... M*N? avec ¢, = £1 et 0; = 1.

On utilise alors les deux relations (3.4) et (3.5) pour casser ces mots. On en déduit alors
que W s’écrit sous la forme

W = Z pv(tuN)V,
VeM
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ou 'ensemble M est
M = {M,N, MN, M™IN, M, Nfl, M N1 MN™1, M, NJ, [Mfl, NI}

et les py sont des polynomes en les ¢y x. Comme tr[M, N]+tr[M~!, N] est un polynome
en les ty n (proposition 3.6), on obtient le résultat. O

Le corollaire suivant est une conséquence simple de la proposition 3.9, et du fait
qu'une représentation semi-simple est déterminée a conjugaison pres par son caractere
(voir [Lan93] p. 648-651).

Corollaire 3.10. Soient py et py deux représentations semi-simples de Fy dans SL(3,C),
définies par deuz paires (My,Ny) et (Mg, Ny). Si les deux ensembles ordonnés

{tMLNl ’ tl"[Ml, Nl]} et {tM2,N27 tr[M27 NQ]}
sont égauz, alors py et py sont conjuguées.

Remarque 3.11. 1l existe donc deux classes de conjugaisons [p;] et [p2] de représentations de
F, dans SL(3,C), qui ne different « que par la trace du commutateur des générateurs » . Ces
deux classes de conjugaison sont associées chacune a 'une des racines de II (cf proposition
3.6) .

3.2.2 Un analogue du théoréme de Fricke-Vogt dans SL(3,C)

Commencons par la proposition suivante.
Proposition 3.12. Le polynéme 11 € Clzy, - -+ , xs] est irréductible sur C.

Démonstration. Si Il était réductible, alors le discriminant S? — 4P serait un carré. Dans
le cas ou

0t O 010
M=pm)=1{0 0 1/t| ee N=p(n)= ({0 0 1],
1 0 0 1 00
on obtient S? — 4P = —(y + 1)(y — 3)® avec y = 1 + ¢ + 1/, qui n’est pas carré. O

M; (C) est l'ensembles des matrices carrées de taille 3 a coefficients complexes. Le
groupe SL(3,C) peut étre vu comme la sous-variété algébrique de C? ~ M3 (C) associée a
I’équation det M = 1, avec

Ty T2 I3
M= |z4 x5 x¢| € M3 ((C)
XTr Ty Tg
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Un polynome sur SL(3,C) est donc un élément de I'anneau des fonctions des cette variété,
qui est le quotient

(C[I'l, ce ,xg]/(detM = ].)
Les polynomes sur SL(3,C)xSL(3,C) sont définis de maniere analogue.

Théoréme 3.13. Soit f un polynome sur SL(3,C)xSL(3,C) invariant par conjugaison.
Il existe un polynome Q tel que pour toute paire (M, N) € SL(3,C)xSL(3,C)

F(M,N) = Q(tm, tr[M, N]).
De plus, si [ est fixé, Q) ainsi déterminé est unique modulo l’idéal engendré par 11.

Démonstration. La proposition 3.9 montre que ’ensemble de traces ¢y suffit a engendrer
C[SL(3,C) x SL(3,C)SLG3.C).

Par conséquent,C[SL(3,C) x SL(B,(C)]SL(?”C) est un quotient de l'algebre de type fini
R = C[z,T]/ (1) par un idéal Z. Comme II est irréductible, R est integre, et donc, si Z
est différent de 0

dim ((C[SL(3,<C) X SL(S,C)]SL(3>C)> < dimR.

La variété algébrique V' associée a Il est de dimension 8 et est irréductible. R(V),
I’ensemble des points réguliers de V' est un ouvert de Zariski.
Soit ® 'application

SL(3,C) x SL(3,C) — 1%

(A, B) —  (tan tr[A, B)). (3.10)

Le rang de ® en un point (A, B) est au plus 8. L’ensemble M des points ot ® est de rang
maximal est un ouvert de Zariski. Comme V' est irréductible, M [ R(V') est non-vide. I
suffit donc d’exhiber un point (A, B) ou ® est de rang 8 pour conclure que I est (0). Le
point donné par

1 10 1 00
A=10 1 1|l eteB=1]1 1 0
001 011

convient. Pour le vérifier, on peut écrire la matrice de ’application tangente a ® au point
(A, B) dans une base de l'espace tangent a SL(3,C)xSL(3,C) en (A, B), obtenue par
transport d’une base de sl(3,C) x s((3,C). On trouve alors un mineur d’ordre 8 non-
nul. O

Remarque 3.14. Par une étude plus détaillée de I’application ¢ on constate :

1. d®4 p est de rang au plus 4 si la représentation est totalement réductible, i.e. si A
et B sont simultanément diagonalisables.
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2. d® 4 p est de rang au plus 7 si A et B ont une direction propre commune.

Ce phénomene est du a ’apparition de relations supplémentaires entre les traces lorsque
A et B ont un drapeau commun stable. Ces relations additionnelles sont détaillées dans
[Wen94].

Remarque 3.15. Le théoreme 3.13 montre que la variété V' associée au polynome II est
le quotient catégorique de SL(3,C)xSL(3,C) par SL(3,C) agissant par conjugaison (voir
[Dol03]).

3.3 Représentations de F;, dans SU(2,1)

Rappelons que M si est un élément de U(2,1), JM J = ML, et donc,
tr(M ') = trM. (3.11)
Posons la

Définition 3.16. Pour tout M € SU(2,1), soit M* = M~1 = JMTJ

. ) . ., =T
Remarque 3.17. 1 Usuellement, la notation M* désigne la « transconjuguée » M de M. La
notation M™, qui est assez proche, peut préter a confusion, mais comme nous n’utiliserons
. . T . .

jamais M* = M dans ce travail, nous nous autorisons cet abus.

Rappelons que m et n désignent les générateurs de F,. Nous désignerons par z =
(21, 22, 23, 24, 25) les coordonnées sur C°.

Définition 3.18. 1. Soit V 'ensemble des représentations p de Fy dans SU(2,1) telles
que p(F3) est Zariski dense.

2. Si p €V, posons
T, = (tr p(m), tr p(n), tr p(mn), tr p(m™'n))
et
Tp = (Tpa trp([m> Il]))

Rappelons qu'un sous-groupe de SU(2,1) est Zariski-dense si et seulement si il ne fixe
pas un point de HZ U9HZ, et ne stabilise aucune droite complexe. C’est en fait vrai dans
les espaces symétriques de type non compact. I. Kim donne une preuve dans [Kim01].
Dans notre cas, ceci est équivalent & dire que le sous-groupe agit sur CP? sans point fixe
global.

En utilisant le fait que trM~! = trM dans SU(2,1), et la proposition 3.9, qui exprime
trp(w) dans le cas ou p est a valeurs dans SL(3,C), on obtient le
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Lemme 3.19. Soit w un élément Fy. 1l existe un polynome Q, € R|z, Z| tel que pour toute
représentation p de Fy dans SU(2,1),

tr (p(w) = Qu (T, T,)

Remarque 3.20. Comme dans le cas de SL(3,C) les variables ne sont pas indépendantes.
En effet, si A et B sont deux éléments de SU(2,1) alors [A, B] est conjugué par A a
[A~1, B]7!. La relation 3.11 implique alors que ces deux commutateurs sont conjugués :

tr[A, B] = tr[A~1, B|

Le produit et la somme des traces des ces deux commutateurs sont donc réels :

tr[A, B] + tr[A™", B] = 2Re (tr[A, B]) et tr[A, B]tr[A™!, B] = |tr[A, B]|?
On obtient donc a partir des deux polynomes S et P explicités dans la proposition 3.6
deux polynémes S et P éléments de Rlzy, ..., zs] tels que pour toute représentation p,

trp(m,n)]) +trp(m*n)) = S(ReT),ImT,)

trp(mm))trp(m *n]) = P(ReT,,ImT),)

On en déduit les deux relations suivantes, valables pour toute représentation p de F; dans
SU(2,1) :

2Re trp(m,n]) = S(ReT,,ImT,) (3.12)

4(Imtr p(fm,n]))® = (415 - 52) (Re T, ImT}) (3.13)

Par suite, 7, détermine entierement la partie réelle de tr p ([m, n]), et sa partie imaginaire
au signe pres.

Définition 3.21. Soit V' la sous-variété algébrique de RY associée au polynome IT =

x3 — <4P — §2) Soit R[V’] 'anneau des polynomes sur V.

En application de la remarque 3.20, on a une description un peu plus précise du
polynéme @, ci-dessus : pour tout w € Fy, la trace de p(w) s’écrit

QY (ReT,, Im T, Im trp([m,n))) + iQ¥ (Re T), Im T}, Im trp([m, n]))

En d’autres termes, nous obtenons une application

Fy, — R[V] xR[V]
W o (Qs,U, 5,2>)

Si w et w’ sont conjugués dans Fj, alors Qg,i) = Q‘(f;) pour ¢ = 1,2. La réciproque est
fausse : H. Sandler a montré dans [San98| l'existence d’éléments non-conjugués de Fy
ayant la méme trace sous toutes les représentations dans SU(2,1).

Notons que R[V’'] est un anneau integre :
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Lemme 3.22. Le polynome 11 est irréductible dans Rz ... x9].

Démonstration. Soient A et B les deux éléments de SU(2,1) :

1 —v2 -1 1 0
A=10 1 V2| etB=|-V2 1
0 0 1 -1 V2

La trace de [A, B] est réelle. Par suite, d’apres la relation 3.13, F = 4P — 52 s’annule
au point t4 p. Cependant, on vérifie qu’en ce point dF' est non-nulle. En conséquence, F'
n’est pas un carré, et 4y2 — F' est irréductible. O

0
0
1

D’apres la proposition 3.9, il suffit de connaitre les 9 traces tyn et tr [M, N] pour
connaitre une représentation dans SU(2,1) modulo conjugaison dans SL(3,C). En utilisant
le fait que tr M~! = trM, on peut réduire ces neuf traces aux 5 traces intervenant dans
T - Finalement, le lemme 3.2, vu dans l'introduction du chapitre, permet d’obtenir la
proposition annoncée dans l'introduction :

Proposition 3.23. Soient p; et py deuzx représentations Fy dans SU(2,1), telles que
p1 (Fy) et po (Fy) sont Zariski-denses. Si

tr p1 (m) = tr pz (m) tr p1 (n) = trp2 (n)
trpy (mn) = trps (mn)  trp; (m'n) = trps (m™'n)
trpy ([m, n]) = tr p2 ([m, n])

alors py et ps sont conjuguées dans SU(2,1).

Remarque 3.24. L’application p — (ReT),,Im T}, Im trp([m,n])), a valeurs dans V’, n’est
pas surjective. Fixons par exemple trois classes de conjugaisons d’éléments elliptiques
C4, Cy et (5. Dans [Pau05], Julien Paupert donne des conditions sur les C; garantissant
Iexistence de A € C; et B € (5 tels que AB € (5. Par ailleurs, Falbel et Wentworth ont
montré dans [FW] que si les C; sont des classes de conjugaison loxodromiques, il existe
toujours A € C et B € (s tels que AB € (3. Nous retrouverons ce résultat au chapitre
5 par une méthode différente.

Remarque 3.25. Supposons la représentation p décomposable : il existe trois involutions
I, I et I3 telles que p(m) = I; o Iy et p(n) = I3 o0 I,. Le groupe engendré par p(m) et
p(n) est d'indice deux dans le groupe triangulaire engendré par I, I et I3. Les traces
impliquées dans la proposition 3.23 sont donc tr (I; o Is) ,tr (I3 0 I3) ,tr ([ 0 Iy 0 I30 I5),
tr ([ o I3) et tr ((Il olyo 13)2). Cette famille de traces joue un role déterminant dans
I’étude des groupes triangulaires, et la plupart des résultats de discrétude de groupes
triangulaires connus proviennent d’une analyse de cette famille de mots. Dans [Sch02]
(2002) R. Schwartz donne un panorama de ces groupes. Nous renvoyons également au
paragraphe 3.5.
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3.4 Deux involutions sur Hom(F,,PU(2,1))/PU(2,1)

Définition 3.26. Soit p une représentation de Fy dans SU(2,1) donnée par
p(m) = A et p(n) = B.

Définissons alors les deux représentations
— p* donnée par p*(m) = A* et p*(n) = B*.
— p/ donnée par p'(m) = A et p/(n) = B~

(cf la remarque 3.17 page 68).
Les deux applications p — p* et p — p’ sont des involutions sur V. Elles induisent des
involutions I* et I’ sur V/PU(2,1), données par

I*([p]) = [p*] et I'([p]) = [¢']

Proposition 3.27. Soit p un point de V. Posons Tp = (21, 22, 23, 24, 25).-
Alors :

Tp* = (21, 29, 23, 24, 25)

et
Tp/ = (217 22) 237 247 ZS)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition de SU(2,1). U

T, =T, et trp* ([m,n]) = trp ([m,n]). Ainsi, p et p* correspondent aux deux traces possibles
pour le commutateur une fois fixées les traces de p(m), p(n), p(mn) et p(m 'n).

Remarque 3.28. Si p(Fy) est Zariski dense, la proposition 3.23 montre que Tp = Tp* si et
seulement si p et p* sont conjuguées, c’est a dire si [p] est fixée par 'involution I*. Nous
verrons dans le chapitre 5 que si p(m) et p(n) sont loxodromiques, ceci est équivalent au
fait que la paire (p(m), p(n)) est R-décomposable, c’est a dire qu’il existe trois réflexions
lagrangiennes telles que

pm) =T olyet p(n) =1I301,

(Voir la définition 5.9 et la proposition 5.13).

Remarque 3.29. En conservant toujours I'hypothese que p(F3) est Zariski dense, la pro-
position 3.23 montre que 7T, o= Tp/ si et seulement si p et p’ sont conjuguées, c’est a dire si
[p] est fixe par I’. Nous verrons que si p est C-décomposable, c’est a dire s'il existe trois
réflexions d’ordre deux telles que

pm) =101y et p(n) =130,

alors [p] est fixe par I'. (Voir la définition 5.9 et la proposition 5.13).
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En général, p et p* sont deux représentations non-conjuguées de F3, qui correspondent
aux deux racines de l'équation 4x7 — F = (. Dans le cas ol m et n ont des images
loxodromiques, Parker et Platis ont remarqué dans [PP] qu’il existait des représentations
non-conjuguées p; et py telles que trp(m) = trps(m), trpi(n) = trps(n), trpj(mn) =
tr po(mn) et tr p;(m~'n) = tr po(m~'n).

3.5 Trace et groupes triangulaires

Commencons par le définition suivante :

Définition 3.30. Un groupe triangulaire complexe est un groupe engendré par trois
réflexions complexes d’ordre deux.

Nous appellerons miroir d’une réflexion complexe la droite complexe de HZ qu’elle
fixe. Suivant la terminologie de Pratoussevitch, nous dirons qu'un groupe triangulaire
complexe ([, s, I3) est ultra-paralléle si les miroirs de [;, Iy et I3 sont deux a deux
disjoints. Si les trois miroirs sont deux a deux asymptotiques, le groupe triangulaire est
dit idéal. Nous qualifierons d’elliptique un groupe triangulaire dont les miroirs sont deux
a deux sécants (c’est a dire tel que les trois isométries I115, 13 et I113 sont elliptiques).

Dans [Pra05], Pratoussevitch a donné des criteres pour déterminer quand deux groupes
triangulaires ultraparalleles ou elliptique sont conjugués. Ces criteres généralisent la clas-
sification des groupes triangulaires idéaux par linvariant de Cartan (voir [GP92] ou
[San95]). Nous allons voir dans ce paragraphe que ces criteres découlent de la proposition
3.23 et sont en fait valables sans hypotheses sur la position relative des trois miroirs.

Soit G I'ensemble des triplets de réflexions complexes. Via la dualité entre les droites
complexes de HZ et leurs vecteurs polaires, la donnée d’un élément de G est équivalente
a celle d'un triplet de vecteurs (nq, ng, n3) tels que

Notons que la réflexion I est donnée alors par

Nous allons utiliser les notations suivantes :
— 2k = (Ngy1, Nka2), les indices étant pris modulo 3.
“re=lal
— a = arg ([Ty_; (g1, nrs2)
« est appelé linvariant angulaire du triplet (I, Is, I3). Si 'on pose 0, = arg(zx), a =

01+ 05+ 65 [27|. Les quatre quantités r1, rq, 13 et « sont indépendantes des relevements
vérifiant (3.14) choisis.
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Définissons alors sur I’ensemble des triplets de réflexions complexes d’ordre deux I’ap-
plication

0 g — R3 x St

(11712713) E— (7”1,7"2,7’3,0[)

Tous les points de R3 x S! ne sont pas atteints par . Plus précisément, le lemme
suivant est du a Anna Pratoussevitch dans [Pra05]

Lemme 3.31. L 7mage de ¢ est [’ensemble
{(r1,72,75,@) , 2rirarscosa < ri + 715 + 15 — 1},

Démonstration. L’existence d'un triplet de réflexions complexes satisfaisant ¢(1y, I, I3) =
(r1,72,73, ) est équivalente a celle d'un triplet de vecteurs (nq, nq, n3) satisfaisant (3.14).
Ces valeurs sont réalisées par un triplet de vecteurs si et seulement si la matrice de Gram
associée & ces trois vecteurs, @ = ((ni,n;)), ;) est de signature (2,1). @ est de trace 3.
Elle a donc une seule valeur propre négative si et seulement si son déterminant est négatif.
On vérifie alors que

det Q = 2ryrorscosa — (17 + 715 +13) + 1.
O

Il existe donc un groupe triangulaire pour les parametres (11, 72,73, ) si et seulement
ces parametres satisfont la relation

2rirargcosa < ry 415 + 15 — 1. (3.15)

Vu le lemme 1.42 les parametres r;, s’interpretent de la maniere suivante :

— 1, > 1 si et seulement si les droites complexes Cy1 et Crio sont disjointes i.e. si et

seulement si [ 1l o est loxodromique.

— 1 = 1 si et seulement si Cyq et Ciio sont asymptotiques ou confondues, i.e. si et

seulement si [, 1/ o est parabolique ou l'identité.

~ 1 < 1 si et seulement si Cyy1 et Ciio se coupent en un point de HZ, i.e. si et

seulement si [, 11 o est elliptique régulier.

Un groupe triangulaire est donc idéal (resp. ultra-parallele, resp. elliptique) si et seule-
ment si 7, = 1 (resp. 7, > 1, resp. 1, < 1) pour k& = 1,2, 3. Dans le cas des groupes triangu-
laires idéaux, ou les trois miroirs sont deux a deux asymptotiques (i.e. 7y =1y =13 = 1),
« est relié & linvariant de Cartan A du triplet de points de 9HZ formé par les points
d’intersections {qg42} = Ci N Chy1 par

oa—T
2
A classifie les groupe triangulaires idéaux a conjugaison pres dans PU(2,1), il en est
de méme pour « (voir [GP92, San95]).

A:

[27].
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Proposition 3.32. Soient (13, s, I3) et (11,1}, I}) deux triplets de réflexions complezes,
et G et G' les groupes triangulaires associés. Supposons que G et G' soient Zariski denses.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. 2 (Ila 127 ]3) = (]{7 Ié? 12/3)
2. Il existe une isométrie holomorphe g € PU(2,1) telle que I}, = glyg™*, k =1,2,3.
Démonstration. — 2. = 1. est clair car les quantités ry, ro, r3 et o sont des invariants
de conjugaisons.
— Pour I'autre implication nous utilisons le calcul des traces dans les groupes triangu-

laires complexes effectué dans [San95] et [Pra05]. Il est basé sur les deux remarques
sulvantes :

~ Soit ¢ vecteur de C*! polaire & une droite complexe C' de HZ, vérifiant (c,c) = 1.
La réflexion complexe par rapport a C' s’écrit —Id 4 2cc*, ou ¢* désigne la forme
linéaire duale de c.

~Sicy, e, ..., 0, €CHY

tr((crer)(cacy) - -+ (ency)) = {2, c1){es; c2) -+ (er, ).
Notons A = 11[2 et B = 1312. Alors :

trA=dr; — 1, ttB=4r] —let trA™'B =tr[1I3 = 4r; — 1
trAB = trly I 1315 = 16173 (1173 — 11 cos «v) + 47"% -1

tr]1]213 = 8T1T2T36ia —4 (T% -+ 'I“% + T%) + 3.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, si M € SU(2,1)

M? = tr(M) - M — trtM~ " - 1d + M.

Par suite,
tr[A, B] = tr (I, [, 15)* = (trI 1,15)* — 2tr ], I, 5.

Les quantités 71, rs, r3 et a déterminent donc les traces de A, B, AB, A™'B et

[A, B]. La proposition 3.23 permet alors de conclure.
U

Remarque 3.33. Dans [San95|, Sandler a démontré une formule combinatoire permettant
un calcul récursif des traces dans un groupe triangulaire idéal. Dans [Pra05], Pratousse-
vitch a généralisé cette formule au cas des groupes engendrés par trois réflexions complexes
quelconques.
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Remarque 3.34. Reformulons les invariants 71, 79, r3 et o en termes de traces, en posant

Azlllg et 3213[2 :

, 14+trB , 1+trA’'B

1+trA
Tl 4 ? T2 4 °

4

2 _
et r3 =

Il s’en suit que

tr AB = (1 +trA) (1 +tr B) — 16rryr3cosa +tr A B.

Et finalement,

1(1+trA)(1+trB)+trA'B—trAB
CoOstx = —

2 JO+trA)(1+trB)(1+trA-1B)

2

En remplacant dans 3.15 rf, r2, r3 et 717973 cos a, par les valeurs obtenues ci-dessus,
on peut récrire la condition d’existence d'un groupe triangulaire uniquement en termes

de traces :

tr AtrB — (trA—l—trB—i—trABthrA*lB) + 3 <0.

(3.16)
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Chapitre 4

Birapport complexe et tétraedres
idéaux

Les birapports sont des invariants géométriques classiques utilisés depuis longtemps
en géomeétrie projective. Ainsi, les transformations de Mobius sont caractérisées par le fait
qu’elles préservent le birapport.

L’utilisation du birapport est donc naturelle dans le cadre du modele projectif de la
géométrie hyperbolique. Le birapport permet par exemple d’exprimer la distance hyper-
bolique et classifie & isométrie pres les tétraedres idéaux de H3. A ce titre, il joue un role
important dans 1’étude des triangulations des variétés hyperboliques de dimension 3 (voir
[Thu]).

Durant les vingt dernieres années, la notion de birapport a été généralisée a des classes
d’espaces plus larges.

Otal a ainsi élargi la notion de birapport aux variétés riemanniennes simplement
connexes de courbure négative dans [Ota92]. Il a défini la notion de birapport symplec-
tique de quatre points dans M, ott M est une variété riemannienne de courbure négative.
Le caractere symplectique de ce birapport vient de ce qu’il est obtenu d’abord dans le
cas de quatre points au bord d’un disque muni d'une métrique a courbure négative via la
structure symplectique sur 'espace des géodésiques d’'un tel disque.

Dans [Bou96], Bourdon a étudié le birapport au bord des espaces CAT(-1), qui consti-
tuent une généralisation des variétés a courbure négative (voir par exemple [BH99]). De
méme que dans le cas particulier de 'espace hyperbolique, le birapport au bord d’un
espace CAT(-1) détermine la métrique de 'espace (voir le théoreme 0.1 de [Bou96)).

Ce chapitre est consacré a 1’étude du birapport complexe, défini sur le groupe de
Heisenberg par Kordnyi et Reimann dans [KR87|, et qui est une version hermitienne
du birapport projectif. Le birapport étudié par Bourdon et Otal coincide dans le cas
de l'espace hyperbolique avec le logarithme du module du birapport projectif (voir par
exemple [Ota92], ou [Kim01] qui traite le cas des espaces symétriques de rang 1, et fait le
lien avec la version hermitienne). Nous allons voir dans ce chapitre et dans le suivant que

7
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le caractere complexe du birapport joue un role important.
Comme dans le cas de H3, nous utiliserons le birapport pour classifier les tétracdres
idéaux. Nous allons voir que contrairement au cas de H3, un seul ne suffit pas. La clas-

o —

sification des tétraedres idéaux de HZ sous Paction de PU(2,1) a été obtenue par Falbel
dans [Falb].

Rappelons que les triangles idéaux sont classifiés a isométrie holomorphe pres par
Iinvariant de Cartan, que nous avons décrit au chapitre 1.

4.1 Le birapport complexe

Par abus de notation, nous appellerons tétraédre idéal tout quadruplet ordonné de
points de OHE. Usuellement, ce terme désigne un simplexe, qui donc, possede des arrétes
et des faces. Nous n’aurons pas besoin de considérer faces et arétes, c¢’est pourquoi nous
nous autorisons cette approximation.

Définition 4.1. Soit (x1, z2, x3, x4) un tétraedre idéal de OHE. Soient Xi, Xo, X3, X, des
relevements des x; & C™!. La quantité

<X37 X1><X47 X2>
<X47 X1><X37 X2>

X (21, 9, k3, 24) = eCr (4.1)

est indépendante du choix des relevements, et s’appelle le birapport complexe du tétraedre
idéal (1'1, T2, T3, 1'4).

X est invariant sous I'action de PU(n, 1), et est changé en X sous I'action des isométries
antiholomorphes. On vérifie simplement que le birapport complexe satisfait aux relations

X(p1, P2, p3, pa) = X(pa, 1, p3, pa) " = X(p1, 02, pa, p3) " = X(ps, pa, pryp2). (4.2)
Remarque 4.2. Par un calcul direct, on vérifie la relation suivante.

(X1, Xo) (X, Xp) (X3, Xi)  [(Xo, Xo)|?
(X1, Xo)(Xo, Xa)( Xy, X1)  [(Xo, X3)[>

X(-Tla Z2,Ts3, .T4) =

Le birapport complexe est donc relié a 'invariant de Cartan par

arg (X(o1, 29, 73, 74)) = arg ((Xy, Xo)(Xo, X3) (X5, X1)) — arg ((X1, Xo) (Xo, X4) (X4, X1))

= Az, x9,24) — Az, 29, 23).

On pourrait exprimer d’une maniere analogue arg (X(xy, z2, x5, x4)) grace a A(xy, x3,x4)
et A(xq,z3,14). Les termes extrémaux de la relation (4.2) montrent que le produit

X(Pb b2, Ps3, p4)X(p3, P4, D1, P2)

est réel et positif. Par conséquent, I’argument de ce produit est nul. En utilisant, la relation
(4.2), on retrouve ainsi la relation de cocyle de I'invariant de Cartan (relation (1.12)).
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Le lemme suivant donne une interprétation géométrique de X (voir [Gol99], chapitre
7).

Proposition 4.3. Soit C la droite complexe contenant xy et xs, et I la projection or-
thogonale sur C. Soit zy5 : C' — C une coordonnée complexe telle que z15(C) C C est le
demi-plan Re z > 0, et satisfaisant z12(x1) = 00 et z19(x2) = 0. Alors

212 (TI(z4))

X(z1, 9, x3,T4) = 7@2 (T(z3))

Voir la figure 4.1.

Démonstration. Soit ¢ un vecteur polaire a C' de norme unité. Soient X; et X5 des
relevements de x; et xq. Utilisons la base (X7, X, ¢) pour décrire les relevement de z3 et
x4 & C*! 1l existe des scalaires \; et p; tels que

X3 = /\1X1 + )\QXQ + /\30 et X4 = ,U,1X1 + ,LLQXQ + HscC.
La projection orthogonale sur C' est 'homographie associée a
Z — Z —(Zc)c

L’image de 215 étant le demi-plan droit, il existe # € R tel que 'application 215 s’écrive

219 aXy + Xy + y¢e — ew%.
En utilisant le fait que (X;, X;) = (X, ¢) = 0 pour i = 1,2, on obtient
(X3, Xa) (X3, X1)
11 =\ X Ao X —— X+ —X
(x3) 1K1 + A Xg = (X, %) <X2,X1> 2
o (X0 X)) | (XX
H _ X X 4, 2 X 4, 1 X
(1) = 1 X1 + poXo = (X1, Xo) 1+ (X, X,) 2.
Le résultat en découle. O

On en déduit directement le

Corollaire 4.4. Soient x1, x9, x3 et x4 quatre points de 8H(2C tels que X(x1, 29, x3,24)
soit réel et négatif. Alors les quatre points sont situés dans une droite complexe, et xq et
To S€parent T3 et xy4.

Remarque 4.5. La proposition 4.3 a pour conséquence que pour x; et xo fixés, 'application

8H% X 3H(2C — C

(1‘3,%’4) — X(xl,l'g,l'g,x4)

est surjective.
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4.2 Classification des tétraedres idéaux

Définition 4.6. (Voir [Fala]). Soient p;, pa, ps et py quatre points distincts de OHZ.
Définissons
X(p1, P2, P3, Pa)
[[P1, P2, p3, pal]l = | X(p1, Pas P2, 3)
X{(p1, 3, Pas P2)

Exprimons maintenant [[p;, pa, p3, ps]] dans une situation normalisée.

Ezemple 4.7. Quatre points distincts de 9HZ sont images par un élément de PU(2,1) de
quatre points py, p2,p3 p4 admettant, dans le modele de Siegel, les relevements suivants :

1 21 0 1
p1= |0| ,p2= |22]|,P3,= |0| ,psa= |w2],
0 1 1 W3

ol 21, 22, We, w3 satisfont aux relations traduisant la nullité de (pg, px) :
21+ 21+ |2]? = 0 et wz + ws + |wy|* = 0.

Dans ce cas
1+ WaZo + W32

Wq = X(p17p27p37p4) - Waz (43)
321
1
wy = X(p1, P4, P2, p3) = A —— (4.4)
We = X(p17p37p47p2) = wWsz (4-5)

En faisant le produit de ces trois nombres, on vérifie que
|wawpwe| = 1. (4.6)

Si 2z est non-nul, c’est a dire si po n’appartient pas a la droite complexe engendrée par p;
et p3, on peut préciser la normalisation, et écrire

2 = —14it, 20 = V2,0, = V2w et ws = |w|*(—1 + is)

avec s,t € R et w € C. Tout tétraedre idéal est alors équivalent a un unique tétraedre tel
que celui-ci sous Iaction de SU(2,1).

L’exemple 4.8 ci-dessous traite du cas ou trois des quatre points sont situés sur une
méme droite complexe.

Les trois birapports deviennent

142w + |w|?(—1 +is)(1 + it)
|w|?(=1 4 1s)(1 + it)
1
|w|?(=1 4 it)(1 +is) + 2w+ 1
we = —|w(—=1+is)(—1+it)

a

Wp =
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Dans beaucoup de situations, nous préférerons cependant avoir une normalisation moins
précise, et des relations plus légeres.

Fxemple 4.8. Si trois des quatre points sont dans une méme droite complexe — par exemple
P1, P2 €t p3 — on peut supposer que

p1 =00, p2 = [0,0], p3 = 1[0,1] et py = [z,t], avec t e R et x > 0

Un calcul analogue montre que

1 1
We=t+ir%, wp=1— — et w, = i (4.7)
Wq 1—w,

On constate alors que si x = 0, c’est a dire si les quatre points sont sur une méme droite
complexe les trois birapports sont réels, et valent
1
wa:t, szlg,wczﬁ.
L’un des trois birapports au moins est donc négatif
A T'opposé, si les quatre points sont au bord d’un R-plan, on peut supposer que

p1 =00, po = [0,0], p3 = [1,0] et py = [z,t] avec z € R
Par suite,
(1—x)? 1

wa:xQ,szl 5 ,u}c:m.

x
Dans ce cas, les trois birapports sont réels et positifs.

Remarque 4.9. En utilisant la normalisation précisée (coordonnées w, s,t), on vérifie que

_ 1—1at b o 1+1s
WeWpe = —— €l WWpW, = .
T Tt T T 1 s

(4.8)

On peut alors exprimer s et t en termes de w,, wy et w,.. Il est ensuite possible d’exprimer
séparément w et |w|? mais il apparait une relation de compatibilité :

2
QRem):;('l_i _1)+]1_i
Wh

jwp|” Wa
Cette relation est équivalente a la nullité du déterminant de la matrice de Gram ((p;, p;))
(1 <i,j <4) (Voir [Gol99]). Elle a été redécouverte via la compatibilité ci-dessus par Fal-
bel (voir [Fala]). En utilisant la relation (4.6), on pourrait obtenir des relations similaires
exprimant w, ou wy en termes des deux autres birapports. Par exemple :

1 12 1
2%@@:—FOL_——Q+F—;

|we Wh

2

(4.9)

2 (4.10)
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Les deux propositions 4.10 et 4.12 sont dues a Falbel (voir [Fala]).

Proposition 4.10. Soient w,, wy et w. des nombres complexes. 1l existe (p1, p2, P3, Pa) €
(3H(2C)4 tel que
wa
[[P1, P2, p3, pal]l = | Wb
wC

si et seulement si w,, wy et w. vérifient les relations (4.6) et (4.10) ci-dessus.

Remarque 4.11. Si wy et w,. sont deux nombres complexes fixés, il existe w, tel que w,, wy
et w, vérifient (4.6) et (4.10) si et seulement si les valeurs de Rew, et |w,|* données par
ces deux relations sont compatibles, c’est a dire si

(Re (wq)? < |wal? .

Cette condition se traduit apres un calcul par la double inégalité suivante :

2 2
1 1 1
- = < - — < — 411
(=) < ome(Fvw)-1 < (lvdy) . @

La preuve donnée par Falbel de la proposition suivante utilise la normalisation « w, s,
t »ci-dessus. Nous donnons ici une preuve indépendante de la normalisation.

Proposition 4.12 (Falbel). Soient (p1, ps, ps3, pa) €t (q1, q2, @3, q1) deuz tétraédres idéaux.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une isométrie f € PU(2,1) telle que f(p;) =q; (i =1,2,3,4)
2. [[p1, P2, p3; pall = [[41: G2, g3, qa])-

Démonstration. 1. implique 2. car le birapport complexe est préservé par PU(2,1).
Prouvons donc que 2. implique 7..

Soit 7 = (p1, p2, p3, p4) un tétraedre idéal. Par un calcul direct utilisant la relation 4.2, on
vérifie que

X(pa, p1, 2, 3) X (D4, D3, P1, P2) X (P4, P2, D3, D1) = (@awba}c>71
= eXp(—QiA(php%p:a))

Par conséquent, si la condition 2. est satisfaite, il existe une unique isométrie h telle que
h(p}) = p? pour i = 1,2,3, (ol les p} et les p? sont respectivement les points de 7 et
7y. Par suite, pour prouver le résultat ci-dessus, nous devons montrer que h(p}) = p3. Il
est donc suffisant de ne considérer qu’un seul tétraedre idéal, et de montrer que les trois
birapports déterminent p, une fois py, ps et p3 connus.
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Revenons-donc a 7, et choisissons des relevements de py, po et p3 : p1, p2 et p3. Nous les
utiliserons jusqu’a la fin de la démonstration. Nous devons donc montrer qu'un relevement
de p4 est déterminé par w,, wy et w. a multiplication par un scalaire complexe pres.

Lorsque les quatre points ne sont pas contenus dans une droite complexe, nous pouvons
supposer que pi, p2 et ps ne sont pas contenus dans une droite complexe. Sous cette
hypothese, (p1, P2, P3) est une base de C3, dans laquelle tout relevemebt py de py s'écrit

apy + Bp2 + vps3 avec a, 5 et v € C.

Utilisons cette écriture pour calculer les produits hermitiens (py, p1), (P4, P2) €t (P4, P3)-
En notant (p;, p;) = t;;, nous obtenons :

0 tgl t31 « t41
tie 0 i3] |B| = |taz
tig tog 0 v l43

La résolution de ce systeme conduit a
a = d ! (taatartss — taatostis + tostasts)
B = d ! (tsitiatss — taitistas + t1atistse)

v = d7 (tiatagtis — tiatortas + tortistay)

ot d = 2Re (t1ata3ts1) est le déterminant de la matrice ci-dessus.
Ces relations se récrivent en utilisant w,, wy et w,

l32ta3li4 131 to1 ol

d 13 12
t31t13t t t1
3 31t13t24 ( 1+£_1_1+—2wa¢;)
d tos o1
t19to1t t
Y 12t21%34 ( 1+_ 1__1‘1‘2@%%)
d 31 l32

Lorsque 7 est non-nul, calculons les quotients a/vy et 3/ :

—1
e log _ ( ts1  _  tor g ) ( l13 11 log _ )
- = =, 14+ —wp, + —w, @ 1+ By + W,
v a1 13 tip 0 € t3 32
—1
t t t1o t13 to3
é — E*;l ( 14+ 2= 32 *—1*—1 + _wbwc) ( 1+ _walf—l + _wawc)
v t12 t23 o1 t31 l32
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Le vecteur [oz I} ﬂT est donc déterminé a dilatation complexe pres par w,, wp et w.
Les t;; restant n’impliquent que p;, ps et p3, et ne dépendent donc que du choix de base
effectué ci-dessus.

Lorsque «y est nul, alors a ou (3 ne l'est pas (sinon p, coinciderait avec p; ou py). Le méme
calcul conduit a la méme conclusion.

Dans le cas particulier ou les quatre points sont contenus dans une droite complexe com-
mune, les 3 birapports sont réels, et liés entre eux par

—1
wp = W, etwczl_w.
a

Ce cas est analogue a celui des quadruplets de points au bord de H}. , qui sont classifiés
sous PU(1,1) par le birapport. O
Le corollaire suivant est une conséquence simple.
Corollaire 4.13. Soient (p1,p2, p3,pa) €t (q1,q2, q3,qs) deux tétraédres idéauzr. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une isométrie antiholomorphe f € PU/(;l) telle que f(p;) = ¢ (i =
1,2,3,4)

2. [[p1, 2,03, p4]] = m'

Démonstration. D’apres la définition du birapport

a1, @2, a3, q4]) = [[f (@), f(a2), f(as), fqu)]]-

Il existe existe une isométrie holomorphe h telle que h(p;) = f(q), i = 1---4. D’ou le
résultat. [

Définition 4.14. On dit qu'un tétraedre idéal (p1, p2, ps, ps) C O (H%)4 est non-plat s’il
n’est contenu dans le bord d’aucun sous-espace totalement géodésique de HZ.

Le corollaire suivant est une conséquence directe et de la remarque 4.9, et de I'exemple
4.8 (voir aussi [Gol99] et [PP]).

Corollaire 4.15. Un tétraédre idéal T = (p1, pa, p3,Pa) est plat si et seulement si w,, wy
et w, sont réels.

1. T est contenu dans une droite complexe si et seulement si ['un des trois birapports
We, Wy et w, est négatif.

2. T est contenu dans un plan lagrangien si et seulement si les trois birapports w,, wp
et w. sont positifs.
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4.3 Action du groupe symétrique sur les birapports
Dans cette section, nous décrivons comment [[p1, p2, ps, p4]] varie lorsque 'on permute
les positions des p;. Le cas classique de CP! est traité dans [Bea83]. Nous désignerons par

Sy le groupe des permutations d’'un ensemble a quatre éléments.

Définition 4.16. Soient py, ps, ps et py quatre points de OHZ, et o un élément de S;.
Définissons 27, le vecteur

X (pcr(l)apa(2)>pa(3)>pa(4))
07 = [[pa(l)apa(2)>pa(3)>pa(4)]] = | X (pa(l)apa(4)>pa(2)>pa(3))

X (Po(1), Po(3)s Po(4)s Po(2))

En utilisant les notations de la section précédente,

Qi = |w, = [[p1, P2, P3, pal]-

Nous allons exprimer 27 pout toute permutation o de Sj.
Désignons par (a; ---a,) le cycle de Sy envoyant ay sur ag.1. Soit G stabilisateur de 1
dans Sy. G est une copie de S3, et nous identifierons G; a &{a,b,c} ~ S; via

2 a,3—betd«—c
Soit V} le sous-groupe (normal) de Sy,
Vi = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Le groupe Sj est isomorphe au produit semi-direct S3 x V,. Ceci fournit une unique
décomposition de tout élément o de S, sous la forme o = 0109 avec 09 € Vj et 01 €
S{a, b, ¢} modulo I'identification ci-dessus. En notant Z = [Za Z ZC]T les coordonnées
sur C3, définissons les applications

Z, Za Za
fia(Z2) = Z, faney(Z2) = Zb s fasyen(2) = | Zy| s fanes)(Z) = | Zo| . (412)
Z. Z. Ze

La relation 4.1 montre que si o € Vj, Q7 = f,(Q).
Par un calcul simple utilisant la relation 4.2, on démontre la proposition suivante.
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Proposition 4.17. Soit o dans S,.

avec 0 = 0109, 01 € &{a,b,c}, 09 €V, et €(01) la signature de oy.

La preuve se fait par une utilisation répétée de la relation 4.2. On obtient ainsi pour tout
o une fonction f, vérifiant Q7 = f,(Q).
Explicitons les fonctions f, :

— transpositions
w,! [, ! w, 1
fuz(Q) = we fas)(Q) = wa | fay(Q) = ng
Wy~ | w, ! Wt
Wl ;! Wl
f(34)(Q) = w;1 >f(24)(9) = ng ) f(23)(9) = Wb_l (4-13)
wy ! Wy w;!
— Groupe de Klein
Wq Wq Wq
Ja2)n () = @ |, faney(Q) = | @], faaes) () = [ws (4.14)
We We We
— Cycles de longueur 3
We We Wy Wy
fe3n(Q) = |wa |, fron)(Q) = |wa |, fron () = |@c| , fusey () = |we
Wy (,Jb Wq (Da
Wy Wy We We
fa3)(Q) = |we| s faan) () = |@c |, fus2)(Q) = [@a|, fras) () = |@a| (4.15)
Wq Wq, Wy Wh
— Cycles de longueur 4
ot Wl B!
fazsn(Q) = | wa' | fusa(Q) = @b_l , faazs)(Q) = |0

@_1
faus2)(Q) = | @71 | fra2as)(Q) = wbj » s (Q) = |w! (4.16)
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4.4 Groupes de symétries des tétraedres idéaux

Nous désignons par & ({p1, p2, ps, p4}) le groupe de permutations de {p1, pa, p3, P4 }-

Définition 4.18. Soit T' = (p1, p2, p3, p4) un tétraedre idéal. Une symétrie de T est un
isométrie de HZ stabilisant 7.

Lemme 4.19. Soient f, et fo deuzr symétries d’un tétraedre idéal non-plat T'. fi et f,
sont €gales si et seulement si elles sont égales sur T'.

Démonstration. Si f, et fo sont égales sur T, alors fi o f, ' a quatre points fixes qui ne
sont pas contenus dans un sous-espace totalement géodésique, car T' est non-plat. Donc

fi=fa O
Définition 4.20. Le groupe de symétrie d'un tétraedre idéal (py, p2, ps, p4) est le plus gros

L —

sous-groupe G de Sy tel qu'il existe une représentation fidele 7 : G — PU(2, 1) vérifiant
la condition que pour tout o € G, 7(0) stabilise I'ensemble {py, p2, p3, P4}

Remarque 4.21. Si o0 € Sy appartient au groupe de symétrie G d'un tétraedre, et si 7 est
la représentation associée, 7(o) peut-étre holomorphe ou antiholomorphe.

Définition 4.22. Soit T" un tétraedre idéal dont le groupe de symétrie est G C Sy. Soit 7
la représentation associée. Nous dirons que o € G est holomorphe (resp. antiholomorphe)
si 7(o) est holomorphe (resp. antiholomorphe).

En appliquant la proposition 4.12 et son corollaire 4.13, qui classifient les tétraedres a
isométries holomorphes et antiholomorphes pres, on montre la proposition suivante.

Proposition 4.23. Soit T = (p1, p2, p3, p1) C (3H(2C)4 un tétracdre. [[p1, pa, p3, pa)] = .
1. 0 € Sy est une symétrie holomorphe de T' si et seulement si 27 = Q).

2. o est une symétrie antiholomorphe si et seulement si Q° = Q.

Les corollaires qui suivent sont obtenus en analysant les équations fournies par la propo-
sition 4.23 (nous donnons une démonstration différente pour le corollaire 4.25).

Corollaire 4.24. Soit T un tétraédre non-plat. Si (12) est une symétrie holomorphe de
T, alors (34) est une symétrie antiholomorphe de T.

Démonstration. En utilisant les expressions des f, données dans la section précédente :

Wa w,! w, !
Q= |wy|, Q8 = [o7' et QBY = |w!
We ot wy !

Donc, si Q = Q02 alors w, = w;!, et w, vaut 1 ou —1. Si w, valait —1, T serait plat

d’apres le corollaire 4.4. Ainsi, w, vaut 1.
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Par suite, (12) est une symétrie holomorphe de T si et seulement si

Dans ces conditions, f3; (Q) = Q. O
Corollaire 4.25. [Goldman] Soit T' = (p1, p2, p3, pa) tétraédre non-plat. (12)(34) est une

symétrie antiholomorphe de T si et seulement si X(p1, P2, P3, Pa) est réel et strictement
positif
Ce résultat a été prouvé initialement par Goldman dans [Gol99] (chap. 7). Il est

possible de le montrer de fagon tres simple en utilisant les fonctions f, ci-dessus, cependant
nous allons en donner une démonstration un peu plus lourde, mais plus éclairante.

Démonstration. L’existence de cette symétrie antiholomorphe signifie qu’il existe une
isométrie antiholomorphe ¢ telle que ¢(x1) = x5 et ¢(xr3) = x4. Supposons l'existence
d’une telle isométrie. Alors, en utilisant la relation 4.2,

X(x1,$2,x3,x4) = X(.TQ,$1,.T4,.T3)

= X(¢(x1), d(x2), p(x3), p(x4))

- X(x17$27x37x4)'

Par suite, X(x1, z9, x5, x4) est réel. Pour déterminer son signe, utilisons la remarque 4.2 :
arg (X(iﬂl, T2, T3, 554)) = A(xb T2, 1754) - A(xb T2, 553)'
¢ est antiholomorphe, donc change A en —A. Par suite

arg (X(w1, 2, 73,74)) = A(@(11), d(22), 9(74)) — A(d(1), ¢(22), d(w3)) (4.17)
= —A(z1, 29, 24) + A1, 2, T3). (4.18)

Par suite arg (X(x1, 22, x3,24)) = 0, et donc X(xy, 29, 3, 24) est positif.

Supposons maintenant que X(xy, za, x3,x4) > 0. Soient v la géodésique reliant z; et
Zo, et C' la droite complexe engendrée par 7.
D’apres la remarque 4.2, A(xy, 29, x3) = A(xq, 22, 24), donc il existe g € PU(2,1) tel que
g(x1) = x1, g(x2) = x5 et g(x3) = x4. 1 y a deux possibilités :

— Si II(z3) = I(x4), alors g est une réflexion complexe. C' et C’ (la droite complexe
contenant 3 et x4) sont orthogonales. Soit o, la géodésique tracée dans C, ortho-
gonale & v au point Il(x3), et o' la géodésique tracée dans C’ passant par II(x3),
et telle que la symétrie par rapport a o’ échange x3 et x4. Comme C et C’ sont
orthogonales, o et o’ sont contenues dans un R-plan P, et la réflexion par rapport
a P échange xy et x5 d'une part, et z3 et x4 d’autre part.
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212 4..4"?12(0)
212(552) — Zu(xl)
o : T z12(11(23)) z12(H(z4))
212()\)

Fic. 4.1 - X($1,$2,$3,$4) e R.

— SiIl(z3) # II(24), g est loxodromique. Dans ce cas, soit o la géodésique orthogonale
a v dans C en II(xz3), et o la géodésique reliant I1(z3) et z3. o et o’ engendrent un
R-plan P, et la réflexion par rapport a P (Ip) échange x5 et x3. Il existe un unique
R-plan @ tel que g = Ig o Ip. () convient.

O

Corollaire 4.26. Soit T = (p1,p2,ps,p4) un tétraédre non-plat. Si (12)(34) est une
symétrie holomorphe de T, alors (13)(24) et (14)(23) sont des symétries antiholomorphes
de T

Démonstration. Si (12)(34) est une symétrie holomorphe, alors w;, et w. sont réels (voir
la relation 4.14 page 86). Si I'un d’entre eux était négatif, le tétraedre serait plat. Donc
ils sont positifs, et le résultat est une conséquence de 4.25. O

Remarque 4.27. De plus, si R est la réflexion complexe associée a (12)(34) et si t3 (resp.
t4) est la réflexion lagrangienne associée a (13)(24) (resp. (14)(23)), alors R = 13 0 14.

Lemme 4.28. Un tétraédre dont le groupe de symétrie est S, est plat.

Démonstration. Considérons d’abord les éléments du groupe de Klein (12)(34), (13)(24)
et (14)(23). Ils sont tous des symétries de T'. Si w,, wp €t w, ne sont pas tous réels, la
seule possibilité est que une de ces trois symétries soit holomorphe, et les deux autres
antiholomorphes. Supposons que (12)(34) soit holomorphe. D’apres le lemme 4.24, (12)
et (34) sont tous deux antiholomorphes.

Par ailleurs, (13)(24) étant antiholomorphe, (13) et (24) sont de types opposés. Sup-
posons que (13) soit holomorphe. Alors, (12)(13) = (132) est antiholomorphe. La forme
donnée ci-dessus pour %2 montre qu’alors les composantes de € doivent étre réelles. [
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Corollaire 4.29. Soit T' = (p1, p2, p3, pa) un tétraédre non-plat dont le groupe de symétrie
G contient un élément holomorphe d’ordre 4. Alors G est une copie du groupe diédral D,.

Démonstration. Supposons que G contienne le 4-cycle ¢ = (1234). Alors G contient ¢ =
(13)(24), qui est une symétrie holomorphe. D’apres le corollaire 4.26, G contient les deux
symétries antiholomorphes (12)(34) et (14)(23). Donc G contient (12)(34)(1234) = (24).
Par suite, G' contient une copie de Dy, engendrée par (13) et (1234). Si G # D, alors
8 = |Dy| divise |G|, et |G| divise 24. Donc G = Sy, ce qui est absurde car T est non-
plat. O

Nous étudions maintenant une configuration spéciale.

Corollaire 4.30. Soit T' = (p1, p2, p3, ps) un tétraédre non-plat dont le groupe de symétrie
contient un élément d’ordre trois. Alors :

1. trois des quatre points sont contenus dans une droite complexe.
2. G, le groupe de symétrie de T’ est isomorphe a Ss.

Démonstration. Supposons que 1'élément d’ordre trois soit le 3-cycle ¢ = (123). ¢ est
holomorphe. La relation f(123)(€2) = Q implique

Wp = Wq, We = Wp, Wq = We.

Les deux relations 4.6 et 4.10 montrent qu’il n’y a que deux possibilités :
Q:le €_i% OUQ:QQZQI.

Par suite, il y a exactement deux tels tétraedres modulo PU(2,1), qui sont identifiés par
une isométrie antiholomorphe. Si les quatre points sont distincts, on est dans la situation
de I'exemple 4.8 avec t = 1/2 et x = (/3/2)"/2 : p1, py et ps3 sont dans une méme droite
complexe. On vérifie alors sur la relation 4.13 que (12), (23) et (13) sont des symétries
antiholomorphes de T'. Une analyse directe des éléments restant de S; montre qu’aucun
d’entre eux ne peut étre une symétrie de T sauf si T est plat. O

Le théoreme suivant énumere les groupes de symétries possibles d'un tétraedre idéal.
La preuve est une application des résultats ci-dessus.

Théoreme 4.31. Soit T tétraedre idéal non-plat. Le groupe de symétrie de T est 'un des
sutvants :

1. {1}, dans ce cas, T est dit générique.

2. (o) ~Zy ot 0 € Sy est une transposition antiholomorphe.

3. (o) ~ Zy ot o est un élément du groupe de Klein.
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4. (0,0") ~ Zy X Ly ol o et o' sont des transpositions a supports disjoints, o est
holomorphe et o’ antiholomorphe.

5. Le groupe de Klein, avec une symétrie holomorphe, et deux antiholomorphes.

6. Ss comme dans le corollaire 4.30 (les deuz 3-cycles holomorphes, et les transpositions
antiholomorphes).

7. Dy le groupe diédral d’ordre 8 , engendré par une transposition antiholomorphe et
un 4-cycle holomorphe.
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Chapitre 5

Traces, birapports et sous-groupes a
deux générateurs

5.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a ’ensemble suivant.

Définition 5.1. Nous désignerons par Hom(Fg,PU(Q,l))IOX ’ensemble des représentations
de Fy = (m,n) dans PU(2,1) telles que p(m) et p(n) sont loxodromiques.

Notre objectif est de décrire ’ensemble des classes de conjugaisons de telles représentations
sous PU(2,1). D’apres les résultats du chapitre 3 deux représentations irréductibles p; et
ps de Hom(Fy,PU(2,1))1% sont conjuguées si et seulement si les cing éléments de Fy
m,n,mn,m 'n et [m,n] ont mémes traces dans p; et dans ps.

En utilisant le birapport complexe, défini au chapitre précédent, nous allons décrire
des coordonnées géométriques sur Hom(FQ,PU(Q,l))IOX. Pour toute représentation p de
Hom(FQ,PU(Q,l))IOX, nous appellerons 7, le tétraedre formé par les points fixes de p(m) et
p(n) (voir définition 5.5).

En utilisant 'invariant [[7,]] formé de trois birapports, et en I'associant aux classes de
conjugaison de p(m) et p(n), nous allons classifier les représentations de Fy sous PU(2,1).
Nous obtenons ainsi la

Proposition 5.2. L’application

Hom (F»,PU(2,1))!°% /PU(2,1) —> C5
(/] — (trp(m), tr p(n), [[7,]])

est injective, et son image est le sous-ensemble de C°

93
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1 1
(ZA,ZB,Wa,Wb,WC,) 2Re (wc) = 2 (']‘ o
W,

\ f(za) >0 et f(zp) >0 )

Rappelons que f(z) = |2]|* — 8Re(2?) + 18]z|*> — 27, et que f(z) est positif si et seulement
si z est la trace d'un relevement a SU(2,1) d'une isométrie loxodromique.

En les appliquant au « tétraedre des points fixes » d’une paire d’isométries loxodromiques
(cf définition 5.5), les corollaires 4.25 et 4.26, qui décrivent les éventuelles symétries
d’ordre deux des tétraedres idéaux, se traduisent par un critere de décomposition des
paires d’isométries loxodromiques en triplets d’involutions. Le groupe engendré par deux
isométries loxodromiques A et B apparait alors comme un sous-groupe d’indice deux d’un
groupe triangulaire (I, I5, I3) via

A=]1ofg et B:]?)O]Q.
On dit alors alors que la paire (A, B) est C ou R-décomposable selon que Iy, I3 et I3 sont
holomorphes ou antiholomorphes (voir la définition 5.9).

Remarque 5.3. Rappelons avant d’aller plus loin qu’une isométrie holomorphe de HZ
admet trois relevements a SU(2,1) obtenus les uns a partir des autres par multiplication
par une racine cubique de 'unité. Deux isométries seront dites de méme trace si elles
admettent des relevements a SU(2,1) de méme trace. De méme, on dira qu'une isométrie
est de trace réelle si elle admet un relevement a SU(2,1) qui est de trace réelle.

Un des objectifs de ce chapitre est de montrer résultat suivant :

Théoréme. (5.17) Soient A et B deuz isométries lozodromiques de HZ, et G = (A, B).
Supposons que G ne préserve aucun sous espace totalement géodésique. Alors :

1. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) L’isométrie [A, B] est de trace réelle.
(b) La paire (A, B) est R-décomposable.
2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) Les isométries A, B, AB et A™'B sont de trace réelle.
(b) L’une des deuz paires (A, B), (A2, B?) est C-décomposable.
Ce critere est exprimé en terme de traces, et les symétries des tétraedres idéaux sont
exprimées en termes de birapport. La traduction « traces—birapports» s’effectue par le

biais de la proposition technique 5.15.
Posons la définition suivante.
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Définition 5.4. Soit p une représentation de Fy = (m,n) dans PU(2,1). On appellera p?
la représentation de Fy dans PU(2,1) définie par p?(m) = (p(m))? et p*(n) = (p(n))?

Le théoreme 5.17 se reformule en termes de points fixes des deux involutions I* et I’
définies au chapitre 3. On obtient ainsi :

Proposition. Soit [p| une classe de représentation Zariski dense du groupe libre & deux
générateurs dans PU(2,1), telle que p(m) et p(n) soient loxodromiques,

— [p] est fixée par Uinvolution I* si et seulement si p est R-décomposable.

— [p] est fizée par Uinvolution I' si et seulement si p ou p* est C-décomposable.

Nous appliquons ensuite le théoreme 5.17 au cas ou le commutateur de A et B est
parabolique pur, pour obtenir le résultat de rigidité suivant.

Proposition. 5.19 Soient A et B deux éléments lozodromiques tels que C = [A, B] soit
parabolique pur. Alors :

1. C est conjugué a une translation de Heisenberg verticale si et seulement st G préserve
une droite complexe.

2. C est conjugué a une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A, B) est R-décomposable.

La derniere section du chapitre est consacrée a 1’étude de ’application

Cl><CQ —_— CIOX

(A,B) — [AB]

ou C; et Cy sont deux classes de conjugaisons loxodromiques, et clox désigne ’ensemble
des classes de conjugaison loxodromiques de PU(2,1). Le fait que le passage des traces au
birapports soit tres simple (affine) nous permet pour finir de montrer que quelles que soient
C; et Cy, toute classe de conjugaison loxodromique est atteinte par cette application. De
maniere équivalente, ceci prouve qu’il existe des représentations du groupe fondamental
de la sphere moins trois points a classes de conjugaison prescrites dans PU(2,1) quel que
soit le triplet de classes de conjugaison loxodromiques (corollaire 5.22). Ce résultat a été
prouvé par des méthodes différentes et dans une plus grande généralité par Falbel et
Wentworth dans le preprint [FW].

5.2 Coordonnées KR sur les paires de loxodromiques

5.2.1 Définition des coordonnées.

Rappelons qu'une isométrie loxodromique A a deux points fixes. L'un, noté p4, est
attractif, l'autre, g4, est répulsif.
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Définition 5.5. Soient A et B deux isométries loxodromiques. Soit 7(A, B) le tétraedre
idéal (pa,qa,ps,qp)- Si p est une représentation de F, dans PU(2,1), nous appellerons 7,
le tétraedre 7(p(m), p(n)).

La proposition suivante est un critere de conjugaison pour les paires d’isométries loxo-
dromiques.

Lemme 5.6. Soient (A1, By) et (A, B2) deux paires d’éléments loxodromiques. Sont
équivalentes :

1. Il existe C tel que Ay = CAC™! et By = CB,C~!

2. (Cl) [[pAl yqA15PB1s q31]] = HpAw A3, PBs) QBQH
(b) trA; =trA; et trB; = trBs

Démonstration. — 1 entraine 2 car toutes les quantités impliquées sont des invariants
de conjugaison.

— Supposons (a) et (b) vérifiées. D’apres la proposition 4.12, 1 entraine l’existence de

g € SU(2,1) envoyant 7(A;, By) sur 7(As, Bs). La paire (As, Bs) est donc conjuguées

a une paire ayant les mémes points fixes que (A, By). (b) montre alors que A; et

Ay sont conjugués ainsi que B; et By (voir page la remarque 1.18 page 29). Une

isométrie loxodromique étant déterminée par sa classe de conjugaison et ses points

fixes, ceci prouve le résultat.
O

Prouvons maintenant la proposition 5.2.

Démonstration. Un point de Hom(Fy,PU(2,1))1°%/PU(2,1) est une classe pour I'action
diagonale par conjugaison de PU(2,1) sur 4Hom(Fy,PU(2,1))1%. 11 est donc représenté

par une paire normalisée (A, B) € PU(2,1)IOX X PU(2,1)10X (voir le lemme 5.8 ci-dessous).
Le résultat est donc une conséquence du lemme 5.6, en notant

wWe = X (Pa,q4,P8,98) wo = X (pa,q8,q94,P8) We= X (pa,PB,4q8,q4)
za = trA zp = trB.
]

Remarque 5.7. Les équations décrivant w,, w, et w. montrent qu’une fois fixés deux des
trois birapports, le troisieme est déterminé modulo conjugaison complexe.
Le lemme technique suivant nous sera utile dans la preuve de la proposition 5.15.

Lemme 5.8. Toute paire d’isométries loxodromiques est conjuguée a une paire (A, B)
donnée par
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Pt ozg (A7) 2g(p) + Zig(n) v 0 0
A=10 it 200(p) et B = wag (V) 27 0
0 0 u wsg(v) +wsg(v™") wag(v™t) v

(5.1)
ol :
— u,v € C sont de module inférieur a 1,
— g désigne la fonction définie sur C\ {0} par z — z — zz~
— et z1, 22, wy et wz satisfont aux relations

1

214+ 2+ |2]? =0 et ws + w3 + |wy|* = 0.

Démonstration. Quitte a conjuguer, on peut supposer que le point fixe attractif de A
(resp. B) est oo (resp. [0,0]), et que son point fixe répulsif admet le relevement

21 1
qa = | ?2 resp. qp = | Ws
1 ws

Les deux relations z; + z; +|22|? = 0 et w3 + w3 + |ws|? = 0 traduisent 'appartenance des
points fixes de A et B a 0HZ. O

Notons que si A et B sont telles que ci-dessus, A~! (resp. B™!) est obtenu & partir de A
(resp. B) en changeant p (resp. v) en 1/pu (resp. 1/v).

5.2.2 Paires décomposables

Définition 5.9. Soient A et B deux éléments de PU(2,1). La paire (A, B) est dite
décomposable s’il existe trois involutions Iy, I, I3 telles que

Azflojgethjgojg

Plus précisément (A, B) est dite R-décomposable si les I, sont antiholomorphes, et C-
décomposable si les I, sont holomorphes. Un représentation p €Hom(Fy,PU(2,1)) sera
dite R-décomposable (resp. C-décomposable) si la paire (p(m), p(n)) est R-décomposable
(resp. C-décomposable).

Proposition 5.10. 1. La paire d’éléments loxodromiques (A, B) est R-décomposable si
et seulement si la permutation (12)(34) est une symétrie antiholomorphe du tétraedre
7 (A, B).

2. La paire d’éléments lozodromiques (A, B) est C-décomposable si et seulement si la
permutation (12)(34) est une symétrie holomorphe du tétraédre T (A, B), et si A et
B admettent des relévements a SU(2,1) de trace réelle et plus grande que 3.
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Démonstration. 1. Si (12)(34) est une symétrie antiholomorphe du tétraedre 7 (A, B),
alors il existe une réflexion lagrangienne qui échange p4 et g4 d’une part, et pg et ¢p
d’autre part. Appelons la I,. Alors A o I, échange les deux points py et g4. D’apres
le lemme 1.72 page 42, A o I, est une réflexion lagrangienne, que nous appelons I;.
De méme, B o I, = I3 est une réflexion lagrangienne.

2. Réciproquement, si la paire (A, B) est R-décomposable sous la forme A = I 0 [5 et
B = I3 0 I, la proposition 1.73 montre que I; permute les points fixes de A ainsi
que ceux de B. Le tétraedre 7(A, B) admet donc une symétrie (12)(34).

3. Supposons que la paire (A, B) soit C-décomposable : A = I o Iy et B = I3 0 I,.
Le lemme 1.43 montre que A et B admettent tous deux des relevements de traces
réelles et plus grandes que 3. D’apres la preuve du lemme 1.44 I, échange d’une
part les points fixes de A, et d’autre part ceux de B. I, réalise donc une symétrie
holomorphe du tétraedre 7(A, B).

4. Réciproquement, sila permutation (12)(34) est une symétrie holomorphe du tétraedre
7(A,B), et si A et B admettent des relevements a SU(2,1) de trace réelle et plus
grande que 3, soit I la réflexion complexe réalisant (12)(34). D’apres la proposition
1.44 page 36, il existe I; et I3 des réflexions complexes telles que A = [, o 5 et
B = I3 0 I5. La paire (A, B) est donc C-décomposable.

[

Lemme 5.11. Soit p € Hom(Fy,PU(2,1))"", une représentation préservant un R-plan
P, et telle que p(m) et p(n) ne partage aucun point fize. p est R-décomposable, et la
décomposition est unique.

Démonstration. Puisque p stabilise un R-plan, le tétraedre 7, est contenu dans P. Il y a
deux possibilités : soit les axes de p(m) et p(n) sont disjoints, soit ils se coupent en un
point m € P.

Dans le premier cas, soit v 'othogonale commune aux axes des p(m) et p(n) et P’ le
R plan contenant ~y, d’angle ((0,7/2)) avec P. Tout R-plan @) qui permute d’une part les
points fixes de p(m) et d’autre part ceux de p(n) doit contenir . Son angle avec P a donc
pour mesure (0, 3). I doit également préserver P. Le lemme 1.83 montre donc que Ip/
est la seule réflexion lagrangienne décomposant la paire (p(m), p(n)).

Dans le second cas, soit p le point d’intersection des axes, et P’ le R-plan orthogonal
a P en p. De méme que ci-dessus, on vérifie en utilisant le lemme 1.83 que Ip: est la seule
réflexion lagrangienne qui décompose la paire (p(m), p(n). O

Corollaire 5.12. Soit p € Hom(F,,PU(2,1))"°" une représentation R ou C-décomposable
ne préservant pas une droite complexe. La décomposition est unique.

Démonstration. D’apres le lemme 4.19, page 87, si un tétraedre idéal non plat admet une
symétrie (12)(34), elle est unique. Or, toute décomposition de la paire (A, B) correspond
est associée a une symétrie (12)(34) du tétraedre idéal 7 (A, B). Si le tétraedre 7 (A, B)
est contenu dans un R-plan, on applique le lemme ci-dessus. O
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La proposition 5.13 est une réinterprétation en termes de birapport de la proposition
5.10.

Proposition 5.13. Soient A et B deux isométries lozodromiques. Supposons que le groupe
(A, B) ne stabilise aucune droite compleze.
Alors :

1. (A, B) est R-décomposable si et seulement si w, = X (pa,qa,pn,qs) est réel et
positif.

2. (A, B) est C-décomposable si et seulement si

(a) wp = X (pa,qB,qa,pB) et w. = X (pa,vB,qB,qa) sont tous deux réels et posi-
tifs.

(b) tr A et tr B sont réelles et vérifient tr A > 3 et tr B > 3.

Proposition 5.14. Soient A et B deux éléments lozodromiques ayant un point fize en
commun. La paire (A, B) n’est ni R ni C-décomposable

Démonstration. A et B ayant un point fixe en commun, leurs axes sont asymptotiques.
Si la paire (A, B) était décomposable, il existerait un plan totalement géodésique simmul-
tanément orthogonal aux deux axes, donc un triangle ayant un anle nul et deux angles
droits. C’est en contradiction avec la courbure négative de HZ. O

5.3 Traces et birapports

Soient C; et Cy deux classes de conjugaison loxodromiques. La proposition 5.2 implique
qu'un point de C; x Cy est déterminé a conjugaison pres dans SU(2,1) par (wa,ws, we)-
D’apres la proposition 3.23 (page 70), il est également déterminé a conjugaison pres les
trois de traces

(tr AB,tr A™'B,tr [A, B]) .

(trA et trB sont fixées par le choix de C; et Cs.
Nous allons maintenant expliciter la relation entre ces deux ensembles de coordonnées.
Les trois relations 5.3, 5.4 et 5.7 sont apparues dans [PP].

Proposition 5.15. Soient Cy et Cy deuz classes de conjugaison loxodromiques dans SU(2,1).

Il existe une bijection affine ® : R* — R* déterminée par C, et Cs telle que pour tout
(A, B) € Cl X Cg,

(trAB,trAilB) =0 (i,wc) .
Wh

Démonstration. Rappelons que g est définie sur C\ {0} par g(z) = z — 2z~ (cf page 97).
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Soit h la fonction définie sur (C\ {0})* par h(z,y) = g(x)g(y). Notons que h vérifie :
11 1 1
h hl—,—)—h|—- h(x,—) =0 5.2
ot (55 ) =n(5o) ) 5:2)
pour tout z,y € C. En utilisant la normalisation (5.1) fournie par le lemme 5.8, exprimons
tr AB et tr A7'B en termes de pu, v, 2, 2z, wy et ws. Dans cette normalisation, les

birapports w,, w, et w. sont fournis par les trois relations (4.3), (4.4). Nous obtenons
les relations

1 1
tr AB = wh(u,v)+oh(p vt + w_h(“’ 1) + Eh(ﬁ—l, v)+a  (5.3)
b b
1 1
trA'B = wh(pv)+wh(p, v )+ —h(w v+ —=h(iv)+ B8 (5.4)
Wy Wh
ou
a = E <V+V_1) +K (,tH—ﬁ_l) _ e
u v uv
8 = Bpar )+ Z(uter) -2
I v Vi

Appliquons la relation (5.2) vérifiée par h pour calculer les combinaisons linéaire sui-
vantes.

(5.3) - h(p,7") - (54) - h(@ ", 77")

53) - hiL,7) — BA) - h(i. ),
ou (5.3) et (5.4) désignent les relations obtenues en conjuguant (5.3) et (5.4). Nous obte-
nons de cette maniere :

We (h(lu’v l/)h(ﬂ, ’7_1) - h(lu’_lv l/)h(ﬂ_l, __1))
+ wib (P, 7= DA, 770) = h(p™, 77 R(a™, 771))
= (wrAB—a)h(p,v ") — (tr A7'B—B)h(n ", v7") (5.5)

et

— (WAB—a)h(i,p) - (F A8 - 5) hiji, 7) (5.6)
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Les birapports complexes w, et w, sont donc solutions d'un systeme affine. Les coefficients
de la partie linéaire de ce systeme ne dépendent que de p et v c’est a dire de Cy et Cs. Le
déterminant de ce systeme vaut

(I = 1) = 2 (v = 72)" (v = 7) (IoI* ~ 1)

5= ’
ul*lv|°w

Les deux facteurs (v? — ) et (1 — ji%) s’annulent respectivement si et seulement si 13 = 1
ou p® = 1. § est donc nul si et seulement si p ou v est de module 1, c’est & dire si A ou
B est elliptique spécial. Par suite, lorsque A et B sont loxodromiques, il existe toujours
deux nombres complexes w; et w,. satisfaisant les équations ci-dessus. Cependant, ces
deux solutions peuvent étre vues comme deux birapports si et seulement si elle satisfont
I'inégalité (4.11) :

2 2
1 1 1
_ 1 < = — < —
(\wc] ‘wb|) < 2Re (wb +wc> 1 < (\wcl + ‘wb|) .

Ceci prouve le résultat. O

Nous avons vu au chapitre 3 qu'une fois fixées tr A, tr B, tr AB, tr A™!'B, il y a
(génériquement) deux classes de conjugaisons de groupes correspondants. Suivant le choix
des coordonnées (traces ou birapports), ces deux classes correspondent a I'indétermination
d’ordre deux sur w, ou tr [A, B]. Nous montrons maintenant comment relier w, et tr [A, B].

La relation 4.10 procure Re (w,) en fonction de wj, et w,, qui sont obtenus en fonction
des traces en résolvant le systeme exposé dans la preuve ci-dessus. Pour obtenir Im (w,),
nous calculons la trace du commutateur en utilisant toujours pour A et B la normalisation
donnée par le lemme 5.8 :

tr[A,B] = 3—2Re (@ch ()b (v + — (h(p,v) h (R ,y_l)))
N 2

(wch (i1, 7) + w.h (/fl, l/’l) + wibh (/2, 1/’1) + wibh (/1’1, y))
ol (1 )+ v ) = o (1 G ) T )

el (wa (17 (v D4+ 10 G ) ) + @0 (10 )P4+ 1 G0 )
(5.7)

Nous obtenons alors la relation suivante, qui lie Im (tr[A, B]) et Im (w,) :
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Im tr[A, B]

Im (w,)

= ol (1 G P+ G = (1) 1 7))

= Jwel? (lg(w))* = g™ ) (lg@)PP = lg(v) ') (5.8)

Or la relation suivante est vérifiée pour tout nombre complexe z non-nul.

9 ~ 1o = (1= |=) |5 +1

2%/Z 4+ 1 est nul si et seulement si 2> = —1. Cette quantité est donc non-nulle si et

seulement si |z| # 1. Comme g et v sont de module inférieur a 1 (cf lemme 5.8 page 96),
Im tr [A, B] et Im (w,) sont de méme signe.

Remarque 5.16. En terminant la résolution du systeme ci-dessus, nous obtenons les ex-
pressions suivantes de wy et w, :

D 1 - -
TPII;I?@_ = ptr(AB) + tr(A7'B) + vtr(AB) + pvtr(A-1B)
b
1 % 1 -
() @ () () € o)
M v 14 ILL 1% M
(5.9)
D, .
11]?] |2Wc = uvtr(AB) +vtr(A " B) + tr(AB) 4+ ptr(A-1'B)
1l?|v

1 v 1 v
= (;ﬂ+—) (E+7) - (y2+—) (H+u) - (2 +7) <ﬁ+u)
W) \V v H v M
ou Dy et D, désignent les quantités

Dy = (lul* = 1) (W] = 1) (u* = 1) (v* = 7)
De = (luf* =1) (W* = 1) (& = ) (v = 7°)

5.4 Le critere de décomposabilité en coordonnées traces

La proposition suivante (5.17) traduit le critere de décomposabilité des paires d’isométries
loxodromiques donné par la proposition 5.13 en un critere exprimé en termes de traces.

Théoréme 5.17. Soient A et B deux isométries lozodromiques de H% et G = (A, B).
Supposons que G ne stabilise aucou sous-espace totalement géodésique de Hz. Alors
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1. Sont équivalentes :

(a) La trace du commutateur [A, B] est réelle.

(b) G stabilise une droite complexe ou la paire (A, B) est R-décomposable.

2. i G ne préserve aucune droite complexe, sont équivalentes

(a) Les quatre traces tr A, tr B, tr AB, tr A™'B sont réelles.

(b) G stabilise un R-plan de H% ou la paire (A, B) est C-décomposable, ou la paire

(A% B?) est C-décomposable.

Remarque 5.18. Soit A une isométrie loxodromique ou de trace réelle. Les valeurs propres
de A sont réelles. En effet, le polynome caractéristique de A est

X —tX?4+tX —1, avect =tr A.

On vérifie simplement que ce polynome a trois racines réelles si et seulement si (£ 4 1)(t —
3) = 0, ce qui est réalisé lorsque A est loxodromique.

Démonstration. (a) Si (A, B) est R-décomposable, alors tr[A, B] est réelle : nous

(b)

(b)

verrons dans la preuve du théoree 5.19 ci-dessus proposition que dans ce cas
[A, B] s’écrit MM, avec M € SU(2,1). Si G préserve une droite complexe,

La relation (5.7) montre que w, est réel si et seulement si tr [4, B] 'est. On uti-
lise ensuite le corollaire 4.25. Si w, est positif, on conclut a la R-décomposabilité
de (A, B), s'il est négatif, G préserve une droite complexe, car le tétraedre formé
par les points fixes de A et B est contenu dans une droite complexe.

Si G préserve un R-plan, les traces de tous ses éléments sont réelles. Si la paire
(A, B) est C-décomposable, les quatre éléments A, B, AB et A~'B sont des
produits de deux réflexions complexes, donc ont de trace réelle. Si la paire
(A%, B?) alors A% et B? ont tous deux trace réelle et plus grande que trois (cf le
lemme 1.43). Or par Cayley-Hamilton, on obtient tr A% = (trA)* — 2tr A. Cette
derniere quantité étant réelle, on en déduit que soit la trace de A est réelle,
soit elle est de partie réelle —1. Dans ce dernier cas, on vérifie alors que tr A?
est inférieure a trois. Donc trA est réelle, de méme que tr B. On conclut gréace
a la remarque 5.18.

D’apres, la remarque 5.18, les hypotheses ci-dessus garantissent que u, v, tr AB
et tr A71 B sont réels, oll 11 et v sont les valeurs propres de modules plus grand
que 1 de A et B. En prenant la partie imaginaire dans les relations (5.3) et
(5.4) , on obtient le systeme linéaire

0 = Im(we) (h(p,v) = h(p='v™h) +Tm (w, ') (A, v~ = h(p~ vip)11)
0 = TIm(we) (Mt v) = h(p, v 1) +Im (w, ) (R v = h(p, €5)12)
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Si z et y sont réels, h(z,y) = (r—1)(y—1). Le déterminant du systeme ci-dessus
vaut

(p=1" (v =1 (u+1) (v +1)

20 :
Il est donc non-nul, car |u| # 1 et |v| # 1. Par suite w, et w,. sont tous deux
réels. On obtient alors le résultat grace a la proposition 5.13 et au lemme 1.43.

O

Notons que les hypotheses de la proposition 5.17 sont des conditions nécessaires :

1. Si (A, B) est R-décomposable, alors tr[A, B] est réelle : nous verrons dans la preuve
de la prochaine proposition que dans ce cas [A, B] s’écrit MM, avec M € SU(2,1)

2. Si (A, B) est C-décomposable, alors tr A, tr B, tr AB, tr A~ B sont réels et contenus
dans Dintervalle ] — 1,00[ : dans ce cas A, B, AB A™'B sont produits de deux
réflexions complexes d’ordre deux.

De la proposition 5.17, nous allons maintenant déduire un résultat de rigidité pour les
groupes engendrés par deux éléments loxodromiques dont le commutateur est parabolique
pur (voir page 29).

Théoréme 5.19. Soient A et B deux éléments lozodromiques tels que C = [A, B] soit
parabolique pur. Alors :

1. C est conjugué a une translation de Heisenberg verticale si et seulement si G préserve
une droite complexe.

2. C est conjugué a une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A, B) est R-décomposable.

Démonstration. Si C = [A, B] est unipotent, il est de trace 3 et donc, soit la paire (A, B)
est R-décomposable, soit G préserve une droite complexe.

1. Si G préserve une droite complexe, C' aussi. C' est donc conjugué a une translation
de Heisenberg préservant une droite complexe, donc a une translation verticale.

2. Si la paire (A, B) est R-décomposable, il existe trois matrices My, My et M3 dans
SU(2,1) telles que A = M, My, B = MsM, et MM, = Id. Par suite C' s’écrit MM
avec M = M;MyMs. Par conséquent, ’homographie associée a C' est le carré de
I'isométrie antiholomorphe dont un relevement est

7 — MZ.

Ces deux isométries ont le méme point fixe dans OHZ. On peut supposer que ce
point est oo (dans le modele de Siegel), qui admet le relevement

1
0
0



5.5. Représentations du groupe fondamental de la sphere privée de trois disques 105

...... ;
FiG. 5.1 — Clox

Il s’en suit que C' et M sont deux éléments triangulaires supérieurs de SU(2,1). On
vérifie alors que tout élément triangulaire supérieur de SU(2,1) M, tel que MM est
soit unipotent soit une translation non-verticale, soit 'identité. Ce dernier cas ne
correspond pas a une isométrie parabolique.

O

5.5 Représentations du groupe fondamental de la sphere
privée de trois disques

Désignons par CloX ensemble des classes de conjugaisons loxodromiques de PU(2,1).
CloX est un cylindre. En effet, la classe de conjugaison d’un élément loxodromique est
entierement déterminée par u, sa valeur propre de module plus grand que 1. Le module
de p détermine la longueur de translation [, et son argument détermine ’angle de rotation
0. C19% st done paramétré par R x St. Nous appellerons les sous-ensembles de Clo% donnés
par {6 = constante} les génératrices de C1O%.

Fixons C; et Cy deux telles classes de conjugaisons, et définissons 1'application

T C xCy —s (lox

(A, B) + [AB] (5.13)

Nous allons montrer que quelles que soient C; et Co, 7w est surjective. Dans ce but, nous
commencons par étudier les représentations réductibles, i.e. les groupes engendrés par

y . . red
deux éléments loxodromiques ayant le méme axe complexe. Nous noterons (C; x Cy)
I’ensemble des paires d’isométries loxodromiques ayant méme axe complexe.

Lemme 5.20. L’image de la restriction de w a (C; X CZ)red est une génératrice du cylindre
Clo:z:'



106 Chapitre 5. Traces, birapports et sous-groupes a deux générateurs

Démonstration. Soient [; et 6; (i = 1,2) les longueurs de translation et angles de rotation
associés a C;. Si A et B sont respectivement dans C; et Cy, on vérifie facilement que I'angle
de rotation de AB est 0; + 65. (On peut pour cela écrire des relevements de A et B a
SU(2,1) dans une base contenant un vecteur polaire & leur axe complexe commun). Cest
un résultat classique qu’il n’y a alors aucune restriction sur la longueur de translation de
AB. (En d’autres termes, l'espace de Teichmiiller de la sphere privée de trois disques est
R3 tout entier). D’ott le résultat. O

Proposition 5.21. L’application 7 est surjective.

Démonstration. C; et Cy déterminent tr A et tr B. D’apres la proposition 5.2, on peut
donc voir C; x Cy comme 'ensemble

|wawpwe| =1

(Wa, wp, we) € C3 1 <‘ 1
2

Soit T" I’application

ClXCQ — C
(A,B) ——— trAB.

L’image de T contient toutes les traces d’éléments loxodromiques. En effet, d’apres la
relation (5.3), dans les coordonnées birapport, cette application est affine réelle :

1 1
trAB = w.h(p,v) +oh(p o) + —h(p, v ) + —h(p ™ v) +a
Wy Wy

(5.14)

(Voir la preuve de la proposition 5.15.)

Elle est donc ouverte et fermée. Son image est donc un sous-ensemble ouvert et fermé
du cylindre CloX_ Elle contient de plus une génératrice d’apres le lemme 5.20 donc est
non-vide. D’ou le résultat. O

Rappelons que le groupe fondamental de la sphere privée de trois points admet la
présentation

(c1,¢a,¢3 ’ C1C2C3 = 1>
On en déduit de la proposition 5.21 le
Corollaire 5.22. Soient Cy, Cy et C3 trois classes de conjugaisons loxodromiques dans

SU(2,1). 1l existe une représentation p du groupe fondamental de la sphére moins trois
points dans SU(2,1) telle que p(c;) € C; (i =1,2,3).



Chapitre 6

Groupes triangulaires

6.1 Introduction
Rappelons la

Définition 6.1. Un grijitriangulaire est un représentation p du groupe de présentation
(i1,19,13]i2 = 1) dans PU(2,1). Un groupe triangulaire est dit lagrangien (resp. complexe)
si pour k = 1, 2,3 p(ig) est une réflexion lagrangienne (resp. une reflexion complexe d’ordre
deux).

Nous parlerons souvent du groupe triangulaire (Iy, I, I3), ou I € P/(Q\,l) pour dire
que plix) = Ii.

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux représentations de F» = (m,n) par des
paires décomposables d’éléments d’isométries. Si p est une telle représentation, il existe
trois involutions isométriques I, I et I3 telles que

p(m) = I 0 Iy et p(n) = I3 0 Is. (6.1)

I, I et I3 sont soit des réflexions lagrangiennes, soit des réflexions complexes d’ordre
deux, fixant point par point une droite complexe.

p(m,n]) = L1311, 1515
= (L LI3)°

Notre approche est basée sur la remarque suivante. Supposons que l'isométrie (I;1513)?
soit loxodromique, parabolique ou elliptique réguliere. Définissons alors py de la maniere
suivante :

— Si (I11513)? est elliptique régulier ou parabolique, p, est son point fixe.

— Si (I, I,13)? est loxodromique, po est son point fixe attractif.

107
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Posons ps = I1(p2) et p1 = I3(p2). Nous sommes alors dans la situation suivante :

I I I
P2 > p3 > p1 > pa. (6.2)

Remarque 6.2. Avec ces notations, p; est le point fixe de Iy11 13, et ps celui I11515.

Définition 6.3. Nous dirons que Iy, I et I3 vérifient la condition (C) si le cycle décrit
ci-dessus est non-dégénéré, c’est a dire si ¢ # j implique p; # p;.

Remarque 6.4. Si py, ps et ps sont confondus en un point de HZ, le groupe (I, I, I3) est
discret si et seulement si il est fini : son sous-groupe d’indice 2 engendré par (1415, I315)
est contenu dans un plongement de U(2) dans PU(2,1). Ces groupes ont été étudiés par
Falbel et Paupert dans [FP04].

(p1, P2, p3) est un cycle de longueur trois associé au triplet (I, I3, I3). Une fois fixés les trois
points du cycle, il suffit de connaitre les triplets d’involutions tels que Ip(pri1) = Prio
(indices pris modulo 3) pour décrire les groupes admettant ce cycle. Posons donc les
définitions suivantes.

Définition 6.5. Nous appellerons D¢ (respectivement D) I'ensemble des groupes trian-
gulaires complexes (resp. lagrangiens) (I, I, I3) satisfaisant aux conditions suivantes.

— L’isométrie (I;1513)* est parabolique ou loxodromique.

— (I, I, I3) vérifie la condition (C).

Définition 6.6. Nous appellerons Dgar (respectivement D]gar) I’ensemble des groupes
triangulaires dans Dg (respectivement Dg) tels que (I31,15)” est parabolique.

Remarque 6.7. A tout élément de Dy et D¢ est donc associé une représentation R ou C
décomposable de Fy dans PU(2,1) en posant

p(m) = I1 15 et p(n) = I315.

Notons que contrairement au chapitre précédent, nous n’imposons aucune restriction sur
les éléments p(m) et p(n). En particulier Dy et D¢ contiennent des groupes triangulaires
pour lesquels p(m) et p(n) ne sont pas loxodromiques.

En adoptant le point de vue explicité ci-dessus, nous allons définir des coordonnées sur D¢
et Dg. Dans les deux cas, le cycle (p1, p2, p3) est situé dans 9HZ, car p, est un point fixe de
p([m,n]), et est donc situé dans 9HZ. Ces coordonnées sont obtenues via une construction
géométrique permettant de paramétrer les triplets d’involutions vérifiant (6.2).

Nous allons ainsi définir deux applications

m™T

D Do —R¥x |2, %

&6 c — X[ 2a2]
g : Dg — R®x (S1)? x [—g,g].
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Ces deux applications associent a une représentation des invariants géométriques. Dans
les deux cas le facteur R? correspond a un triplet de longueurs, mesurées sur les cotés du
triangle idéal pipaps. Le facteur [—m /2, w/2] correspond a I'invariant de Cartan du triplet
(p1, D2, p3), et, dans le cas de Dg, le facteur (S 1)3 correspond a un triplet d’angles entre
R-plans.

Nous allons montrer les propositions suivantes, qui fournissent des criteres de conjugaisons
dans D¢ et Dg.

Proposition 6.8. L’application cc a les propriétés suivantes.
1. c¢ est surjective

2. Soient py et py dans Dc. Sont équivalentes

(a) cc(pr) = cc(p2)
(b) p1 et pa sont conjuguées dans PU(2,1).

Proposition 6.9. L’application cg a les propriétés suivantes.
1. cr est surjective.

2. Soient py et ps dans Dg. Sont équivalentes :

(a) cr(p1) = cr(p2)
(b) p1 et py sont conjuguées dans PU(2,1).

Notre but est d’identifier les représentations p appartenant a Dgar et Dﬂgar. Nous obtenons
un critere de parabolicité en termes des deux applications cc et cg dans la section 6.4.

Nous terminerons ce chapitre par une breve description du cas ou (11]213)2 est ellip-
tique.

6.2 Les triangles idéaux et leurs symétries

Dans cette section, nous allons rappeler quelques faits au sujet des triangles idéaux.
Un triangle idéal est un triplet ordonné de points (ses sommets) du bord de HZ. Les arétes
de ce triangles sont les géodésiques reliant les sommets. Nous avons vu dans le chapitre
1 (page 47) que les triangles idéaux étaient classifiés modulo PU(2,1) par l'invariant de
Cartan A € [—m/2,7/2] (voir théoreme 1.89).

Paramétrisation standard des géodésiques Tout au long de ce chapitre, nous allons
utiliser de maniere importante la paramétrisation suivante des géodésiques reliant deux
points du bord de HZ.
Soient p et ¢ deux points au bord de HZ. Choisissons des relevements p et q de p et
q tels que (p,q) = —1 Dans ces conditions, la géodésique o reliant p et ¢ est paramétrée
— en version relevée — par :
o(t) = e2p+e2q. (6.3)
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t est la longueur d’arc :

d(o(t),o(s)) = |t — s|.

Voir [Par03] pour plus de détails. Nous appellerons ce choix de paramétrisation des
géodésiques la paramétrisation standard associée aux relevements p et q de p et q. 11
faut prendre garde au fait que cette paramétrisation dépend du choix des relevements.

Les symétries des triangles idéaux Le lemme suivant, di a Goldman, décrit les
symétries des triangles idéaux.

Lemme 6.10. Soit (p1, pa, p3) un triplet de points de OHZ, non contenu dans une droite
complezxe. 1l existe un unique triplet de R-plans L(p1,p2, ps) = (L1, Lo, L3), vérifiant

I1, échange piy1 el pio et fize p;
les indices étant pris modulo trois (voir [Gol99] lemme 7.1.7).

Démonstration. Soit par exemple Csz la droite complexe contenant p, et ps, et ¢ le
projeté orthogonal de p; sur Cy3. Par hypothese, p; et ¢; sont distincts. Soient donc ~ la
géodésique reliant p; et ¢y, et 7' la géodésique tracée dans Cos passant par ¢; et orthogonale
a la géodésique (pap3). v et 4/ s’intersectent en ¢; et engendrent des droites complexes
qui sont orthogonales. v et 4" sont donc contenues dans un R-plan L, qui contient p;, et
intersectent Cos le long d’une géodésique orthogonale a (paps). O

Remarque 6.11. En définissant le groupe de symétrie d’un triangle idéal de la méme
fagon que pour les tétraedres idéaux (voir le chapitre 4), le lemme 6.10 implique que
génériquement, les triangle idéaux admettent S3 comme groupe de symétrie, les transpo-
sitions étant antiholomorphes. Les éléments d’ordre trois du groupe de symétrie sont F
et E7' avec B = I, 0oly, = Iy, 01, = I, oIp,. E est un élément elliptique d’ordre
trois qui permute cycliquement py, ps et p3. Les trois R-plans L, Lo et L3 s’intersectent
au point fixe de E, qui est en fait le barycentre de py, ps et ps.

Etant donné trois points de 9HZ, le lemme 6.10 nous fournit trois réflexions lagran-
giennes de référence, vérifiant (6.2). Les R-plans Ly, Ly et Lg, fixés par ces trois réflexions
lagrangiennes vont nous servir de configurations de référence pour définir les application
cc et cg sur D¢ et Dr. Le premier pas est donné par le lemme suivant.

Lemme 6.12. Soient p1, py et ps trois points dans OHZ. Il existe un choiz de relévements
des ces trois points tel que le R-plan L; coupe la géodésique (p;y1pire) en son point de
parameétre 0 pour la paramétrisation standard.

Démonstration. Relevons py, ps et ps en p1, p2 et p3 de sorte que

(P1,P2) = (P2, P3) = —1 et (p3, p1) = —€* (6.4)
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53

0'2(82) 01(81)

S1 S2

0'3(83)

FiG. 6.1 — Orientation des géodésiques reliant les points du cycle.

Les trois géodésiques o1 = (pap3), 02 = (p3p1) et o3 = (p1p2) admettent les paramétrisations
standards

o1(s1) = e/?py+e 1/ py
09(s2) = e Pes2/?py +e7%2/?p; avec s; € R et — 5 <AL (6.5)

o3(s3) = €*/’p1+e 9/ py

Les géodésiques o; sont donc orientées comme indiqué sur la figure 6.1.
Si p et ¢ sont deux points de 9HZ relevés de sorte de (p,q) = —1, la projection d’un
point z sur la géodésique (pg) admet le relevement suivant (voir [Par03]).

\<Z,Q>|.p N \<z,p>\_q

|(z, p)| (z, q)|
Dans le cas qui nous intéresse, |(p;, pj)| = 1. Les composantes selon p;; et p;1o de la
projection de p; sur o; sont donc égales. Le résultat en découle. O

Remarque 6.13. Pour écrire cette paramétrisation de o, en utilisant la forme 6.3, nous
nous sommes ramenés au cas ou (py, p3) = —1, en multipliant le relevement initial de ps
par e,

Notations Par la suite, nous appellerons m;, l'intersection de o et L. Nous appellerons
L), le R-plan passant par my, orthogonal a Ly (i.e. d’angle (7/2,7/2)). L} contient donc
o et my.

Dans le cas ou les trois points pi, ps et ps sont situés dans une droite complexe, les
trois R-plans L; ne sont plus uniques : il existe un cercle de R-plans P tels que Ip(p;) = p;
et Ip(piy1) = Dito-

Nous terminons ce paragraphe par le lemme suivant, qui nous servira dans la définition
de cg (voir le paragraphe 6.3.3).

Lemme 6.14. Soit P un R-plan tel que Ip échange pi11 et piyo. P intersecte L) en un
point de o;, et l'angle entre P et L a pour mesure (7/2,0;) avec 0; € [0, 7[.
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Pi+2

(o ok

0;

Di+1

Fi1c. 6.2 — Positions relatives de P; et L;.

Démonstration. Ip échange les extrémités de o;, donc admet un point fixe a l'intérieur
de ;. C’est l'intersection de P avec o; C Li. Le fait que Ip échange les extrémités de
o; impose que 'angle entre P et L) lu dans la droite complexe engendrée par o; a pour
mesure 7/2. Voir la figure schématique 6.2. O

Remarque 6.15. Notons que 6; peut prendre n’importe quelle valeur dans [0, 7[ : pour tout
0 € [0, x|, il existe un R-plan échangeant p; ;1 et p;;2 dont I'angle avec L, a pour mesure

(r/2,0).

6.3 Coordonnées sur D¢ et Dp

6.3.1 Les involutions échangeant deux points du bord
Commencons par la

Proposition 6.16. Soient p et q deuz points de OHZ.
— Il existe une famille a un parametre t € R de réflexions complexes d’ordre deur R
telles que R(p) = q.
— I existe une famille a deuz paramétres (t,0) € R x [0,7] de R-plans P tels que

Ip(p) =q.

Démonstration. Soient L la droite complexe contenant p et ¢, et o la géodésique reliant
p et q. On parametre o par l'abscisse curviligne ¢ € R. Soit ) un R-plan quelconque
contenant p et ¢ (donc o).
— Toute réflexion complexe complexe d’ordre deux échangeant p et ¢ a pour miroir la
droite complexe orthogonale a L en un point de parametre ¢t de o.
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— Tout R-plan P tels que Ip(p) = ¢ contient une géodésique tracée dans L, orthogonale
a o. A tout point de o, de parametre ¢ € R est associé un cercle de tels R-plans,

paramétrés par leur angle avec ), de mesure (7/2,6) (6 € [0, 7).
U

Nous allons maintenant expliciter ces deux familles d’involutions échangeant deux points
du bord. Etant donnés p et g, deux points au bord de HZ, choisissons deux relévements p
et q tels que (p,q) = 1, et munissons la géodésique o qui les relie de la paramétrisation
donné par 6.3. Soit alors pour tout réel ¢ le vecteur

1 1 t
c(t) = —=e2p— —&=¢e 2 6.6
(0= seip - et (0:6)
Pour tout t € R, le vecteur c(t) vérifie (c(¢),c(t)) = 1. En utilisant la proposition 1.36
page 34, on vérifie que la réflexion par rapport a la droite complexe C(t) a laquelle c(t)

est polaire échange p et q.

Pour obtenir des matrices associées aux réflexions lagrangiennes échangeant p et g,
travaillons dans la base (p, p K q, q). Dans cette base, la forme hermitienne a pour matrice

0 0 -1
Je=10 (pXq,pXq) 0.
-1 0 0
On obtient cette fois pour les réflexions échangeant p et ¢
0 0 _eftfia
M, = 0 —e2i 0
—elmie 0 0

Si I'on travaille dans un modele associé a une forme J fixée, il est attaché a J et J,,
une transformation de Cayley. Pour obtenir des matrices, dans le modele dans lequel on
travaille, il faut conjuguer M, , par la transformation de Cayley en respectant ’antiholo-
morphie des réflexions lagrangienne (voir la remarque 1 page 40). Si P est un reléevement

de la transformation de Cayley, la nouvelle matrice s’écrit PM, ,P~1. On vérifie alors que

PM, o P~TPM,,P1 = Id.

6.3.2 Groupes triangulaires complexes : coordonnées sur Dc.

Définissons maintenant ’application cc.
A tout triplet de réflexions complexes d’ordre deux (I, I, I3) tel que I 513 est non-
elliptique on associe le quadruplet

- T
—_— =

cc (]1,]2,]3):(t1,t2,t3,A) ceRxR xR x [ 2 2] (67)

de la maniere suivante :
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Fi1G. 6.3 — Coordonnées sur Dc.

— A est 'invariant de Cartan du triplet (py, ps, p3).
— Le miroir de I} coupe oy au point de parametre t; (en utilisant la paramétrisation
des trois géodésiques donnée par la relation 6.5 page 111.) Voir la figure 6.3.

D’apres la proposition 6.16 et la relation (6.6), les trois réflexions complexes Iy, I5 et I3
ont pour miroirs respectifs les droites complexes polaires aux vecteurs

(o — % (et1/2p2 _ 6—t1/2p3)
cy = % (e*ZAetz/Qp3 _ e*t2/2p1) avec (ty,ty,t3) € R3 et — T<ALT. (6.8)
| €3 = % (€t3/2pl - €_t3/2p2)

Remarque 6.17. La valeur absolue de t; est la distance d (o (tx), mg).

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 6.8.

Démonstration. de la proposition 6.8

1. cc est surjective. En effet, soit (¢,1s,3,A) € R® x [—7/2,7/2]. Fixons un triplet
de points (py, p2, p3) au bord de HZ, d’invariant de Cartan A. Pour 4, j et k deux a
deux distincts, soit o; la géodésique joignant p; et py. Munissons oy, oy et 03 d'un
paramétrage standard adapté, tel qu’en (6.5). D’apres la proposition 6.16, il existe
un unique triplet de réflexions complexes (11, I5, I3) tel que I; échange p; et py et
fixe le point de parametre t; de ;. Par construction cc(Iy, Io13) = (t1,ta, 3, A).

2. — b implique a car les quantités tq, to, t3 et A sont des invariants de conjugaison de
la configuration.
— Prouvons l'autre implication. Soient (11, Is, I3) et (I, I}, I}) deux triplets de réflexions
complexes tels que
Cc (]1, 12, I3) = Cc(li, ]é, Ié)
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Soient (p1,p2,p3) et (P}, ph, ps) les triplets de points associés respectivement a
(I, I, I3) et (11, 15, I}) comme en (6.2). Par hypothese, ces deux triplets ont méme
invariant de Cartan. Il existe donc g € PU(2,1) tel que g(p;) = p} (i = 1,2,3).
Appelons ¢ (resp. ¢.) le miroir de I (resp. I;). Vu le choix fait pour la pa-
ramétrisation des trois géodésiques o;, et 'expression ci-dessus pour les ¢, le fait
que i = t;. implique que g(cx) = ¢}

O

6.3.3 Le cas R-décomposable : coordonnées sur Dg.

Dans ce cas, le produit ;1515 est antiholomorphe. Nous dirons qu’il est non-elliptique
s'il n’a pas de point fixe a l'intérieur de HZ. Si c’est le cas, I I513 et son carré ([, [13)* =
p ([m,n]) ont exactement les mémes points fixes.

Rappelons qu’au triplet (I3, I5, I3) sont associés canoniquement les objets suivants :

— P, Py et P3, les trois R-plans fixés respectivement par Iy, I et I3.

— le triplet de points (p1, p2, p3) tel que I;(p;) = pi, pour i, j et k deux a deux distincts.
— les trois géodésiques oy, g9 et o3 reliant respectivement py et p3, p; et ps et py et ps.
— les trois points ¢, intersections de P, avec oy.

— les trois R-plans Ly, Ly et Ls tels que I, (p;) = pi et Ir,(p;) = pr (voir le lemme
6.10). Nous appellerons my, I'intersection (orthogonale) de Ly avec oy.

les trois R-plans L; intersectant Lj au point my € 7 avec un angle de mesure
(m/2,m/2). Notons que L} contient ~y; car il est orthogonal & L.

I, intersecte donc L) au point ¢. Py échangeant les extrémités de i, le produit I o [ P
stabilise la droite complexe engendrée par 7. De plus, I'angle entre Py et L) est de la
forme (7/2, Bx). Par conséquent, la donnée de 3y détermine un unique R-plan parmis tous
ceux qui intersectent 7, en ¢ et qui permutent les extémités de ;.

Nous supposerons les trois géodésiques oy, g9 et o3 équipées d'un paramétrage standard
satisfaisant aux conditions du lemme 6.12. En conséquence my, est le point de parametre
0deo k-

Définissons 'application cg .

Soit (I3, I3, I3) un triplet de réflexions lagrangiennes tel que I 1513 est non-elliptique. Au
triplet (I, I3, I3), on associe

-7
e (In, Io, I3) (t1, 01, b2, 0a, 13, 03, A) € (R x [0, 7])° x [77 5] (6.9)
de la maniere suivante :
— A est 'invariant de Cartan du triplet (py, ps, p3).
— Uy, intersection de Py et Lj, est le point de parametre ¢ de la géodésique oy.

— L’angle entre Py et L) a pour mesure (7/2,6) (voir le lemme 6.14)
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Remarque 6.18. La valeur absolue de t; est exactement la distance séparant m; = L; N o;
et le point ¢; = P, No;

Remarque 6.19. 1l n’existe pas d’équivalent des vecteurs polaires pour les réflexions la-
grangiennes. Il n’existe donc pas de description aussi simple que 6.8 pou les groupes
triangulaires lagrangiens. Il serait possible de donner des matrices de relevement de I, Io
et I3, mais leur complexité les rend peu parlantes.

Démonstration. de la proposition 6.9

1. La preuve de la surjectivité de cg est la méme que pour cc, a ceci pres qu’il faut
utiliser la remarque 6.15 pour montrer que 6y, 65 et 63 parcourent [0, 7.

2. — De méme que précédemment, b implique a car toutes les quantités impliquées
sont des invariants de conjugaison.

— Si deux groupes triangulaires lagrangiens (11, I5, I3) et (I, I, I5) ont méme image
par cg, quitte a conjuguer dans PU(2,1), on peut supposer qu’sls ont le méme
cycle (p1,pa, p3). Pour tous ¢; et 6; il existe un unique R-plan échangeant p; et py,
coupant o; en son point de parametre ¢;, ayant un angle de mesure (7/2,6;) avec
L. Le résultat en découle directement.

O

6.4 Quand le commutateur est-il parabolique ?

Nous nous intéressons dans cette section a 1’éventuelle parabolicité du commutateur
de [I1 15, I315] = (111213)2. Nous allons commencer par donner une condition nécessaire
de parabolicité du commutateur commune a D¢ et Dg. Cette condition repose sur le fait
que si (111213)2 est parabolique et fixe po, alors I11515 stabilise toute horosphere centrée
en ps. Nous commengons donc par le lemme suivant,qui décrit les horospheres centrées en
un point p en utilisant le paramétrage standard des géodésiques issue de p.

Lemme 6.20. Soit p un point de OHZ et p un relévement fixé de p. Pour tout point
q € OHZ, on choisit q le seul relévement de q tel que (p,q) = 1, et on munit la géodésique
v = (pq) du paramétrage standard t — ~,(t) associé a p et q. Alors, les horosphéres
centrées en p sont exactement les ensembles

Hy = {74(s),q € OHE \ {p}} .

Démonstration. Utilisons le modele de Siegel. Soient alors ¢; et ¢o deux points distincts
de OHZ, distincts de p, et A linvariant de Cartan du triplet (¢, p, g2) (voir définition
1.86). En normalisant la situation, on peut supposer que p est a l'infini, et que p, ¢; et ¢
admettent les relevements
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—iA

—e -1 0
Qi = [ivV2cosAe /2| p=10| etqa=|0]. (6.10)
1 0 1

En écrivant les paramétrages standards des deux géodésiques pq; et pqz, puis en les
renormalisant de facon a ce que la derniere coordonnée soit 1, on obtient les paramétrages
suivants :

—etl _ efiA _etz
Yo (t1) = |iv2cos Ae /2| et y,(ta) = | 0 |. (6.11)
1 1

Les coordonnées horosphériques de 7, (1) et 7,4, (t2) sont donc (voir le chapitre 1 page
23) :

Yo (1) <\/icosAe”A/2,sinA, etl)
Yo (t2) = (0,0,€").

Par conséquent, les points 71 (t1) et v2(2) sont situés sur une méme horosphere centrée
en p si et seulement si t; = t». OJ

Remarque 6.21. Dans le lemme précédent, il est crucial de fixer un relevement de p, et
d’utiliser le méme pour tous les points ¢ de OHZ.

Le lemme 6.22 va nous permettre de « suivre » une horosphere le long du cycle p;— pso—
Ds.

Lemme 6.22. Soit I une isométrie d’ordre deux échangeant deuz points p et q de OHZ.
Munissons la géodésique v = (pq) du paramétrage standard. Soit alors s € R l'abscisse
curviligne du point de vy fixé par I.

L image par I de l’horosphére centrée en p et intersectant v en son point de parametre
t est I’horosphere centrée en q intersectant v en son point de parameétre 2s — t.

Démonstration. I agit sur v comme un demi tour euclidien sur R. Par conséquent, le
point de parametre ¢ de v est envoyé par [ sur le point de parametre 2s — t. Le résultat
découle alors de ce quune horosphere est entierement définie par la donnée de son centre
et d'un point qu’elle contient. O

Proposition 6.23. Soient py, pa et ps trois points de OHZ, et soit v; la géodésique re-
liant p;ro a piyr1 munie du paramétrage standard. Soient I, I et I3 trois involutions
isométriques telles que I échange prpi1 et pris, et fize le point de paramétre ty, de vi. Si
I’élément I,1513 est parabolique, alors

t1+t2+t320
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Voir la figure 6.1.

Démonstration. Soit H une horosphere centrée en py. On suppose que H intersecte 73
en son point de parametre a € R. Vu le lemme 6.22, I3 envoie H sur H', I'horosphere
centrée en pp, intersectant 3 en son point de parametre 2t3 — a. D’apres le lemme 6.20,
H' intersecte la géodésique v, = (p1p3) en son point de parametre a — 2¢3 (on a changé
de signe pour tenir compte de l'orientation des géodésiques). En appliquant, ensuite I et
I, on constate que I 1513 envoie H sur ’horosphere centrée en p, intersectant 3 en son
point de parametre a + 2(t; + t5 + t3). Comme les éléments paraboliques stabilisent les
horospheres, on obtient le résultat. O

La proposition 6.23 donne donc une condition nécessaire de parabolicité sur Dgr et De¢.
Elle n’est pas suffisante : une transformation stabilisant une horosphere de centre p peut
étre parabolique, mais elle peut aussi étre une réflexion complexe dont le miroir contient
p dans son adhérence. Les deux propositions 6.24 et 6.25 identifient ces cas dégénérés,
nous les énoncons avant de les prouver successivement.

Proposition 6.24. Soit p une représentation appartenant a Dc,
telle que

C(C(P) = (tla t?a t37 A) .
p appartient a Dgar st et seulement sit; +ty +t3 =0 et
L+72(1+7r3)
27“1(]. + D) + 7"17”2)

cos(A) #

our=c¢e* (k=1,2).
Proposition 6.25. Soit p une représentation appartenant a Dg, telle que

CR(p) = (tb 01) t?a 927 t37 03) A)
p appartient a Dgar si et seulement sity +ty +t3 =0 et

o T . o
621(91 02+63) 7é — avec T = 7‘%7’% o ,,,,362191 4 622(91 92)‘
T

Dans le cas d’égalité, p(m) et p(n) commutent.

La démonstration de ces deux résultat se fait par le calcul. Nous normalisons le triplet
(p1, 2, p3), écrivons des matrices pour les trois involutions associées a un point de Dy et
Dc et déterminons par un calcul direct si le produit I I I3 pour De et (I;1513)* pour Dg
est une réflexion complexe ou l'identité.

— Pour le cas de Dy, il faut utiliser la matrice pour I'inversion par rapport a un R-plan

donnée en terme de centre et rayon du R-cercle au premier chapitre (voir le lemme
1.66 page 40).
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— Pour le cas de Dg, il faut utiliser les vecteurs polaires au miroirs des réflexions.
Nous donnons a la fin de la section les éléments nécessaires a ce calcul. En utilisant les
matrices que nous donnons, on peut calculer de fagon précise la trace de (I;1513)* dans
D¢ et Dg. On montre alors les résultats suivant :

Proposition 6.26. Soit p un point de D¢ tel que cc(p) = (t1,ta,t3,A). Soit I1,I5 et I3
les trois réflexions complezes associées. On a

trp ([m,n]) = tr([1]213)2 _ o 2A (e2i(t1+t2+t3) + 6—2i(t1+t2+t3)> 4+ etih

Proposition 6.27. Soit p un point de Dy tel que cg(p) = (t1,01,t2, 04, t3,03A). Soit I, I
et I3 les trois réflexions lagrangiennes associées. On a

trp ([m,n]) = tr([y1,15)? = eXilittatts) | o=2iltirtatts) 4 7

On retrouve ainsi le fait que la condition t; + t5 + t3 = 0 est nécessaire. De plus,
on constate la différence de comportement pour les points de D¢ et Dg ou (I11513)?, le
commutateur de [/, et I35 est parabolique :

— Si le groupe triangulaire (Iy, Iy, I3) appartient & Dg et est tel que (I11y13)* est
parabolique, alors (I11513)* est une translation de Heisenberg (de trace réelle égale
a 3).

— Si le groupe triangulaire (I, I, I3) appartient a Dc, et est tel que ([11513)* est
parabolique, alors (I;1513)? est ellipto-parabolique et sa trace vaut 2e 24 + 44,
Cette derniere quantité paramétrise le « triangle des traces paraboliques», A (cf
page 26).

Nous déduisons de cette derniere remarque la

Proposition 6.28. Soit C une classe de conjugaison ellipto-parabolique. Il existe une
représentation p, C-décomposable de Fy dans PU(2,1) telle que p([m,n]) € C.

D’ou

Proposition 6.29. Soit C une classe de conjugaison parabolique. Il existe une représentation
R ou C-décomposable de Fy dans PU(2,1) telle que p([m,n]) € C.
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Preuve des propositions 6.24 et 6.26

Choisissons un représentant particulier d’un point de D¢ en normalisant les trois points
p1, P2 et p3. Quitte a conjuguer, on peut supposer que le cycle est

—iA

—e -1 0
p1 = |iV2cosAe /2| py=| 0 | et p3= [0
1 0 1

Soit donc le point de D¢ de coordonnées (tq,ts,t3,A). Les miroirs des trois réflexions
complexes décomposant p(m) et p(n) sont polaires aux vecteurs c;, ¢o et ¢z obtenus par
les relations 6.8.

Les trois vecteurs étant de norme unité, l'inversion Iy s’écrit Z — —Z + 2(Z, ¢;)¢y, ou
encore, sous forme matricielle

—Id + 2¢ycy,

ou ¢ désigne la forme linéaire duale de ¢ : ¢;(Z) = (Z, ¢). Matriciellement, ¢ = J¢.
Nous obtenons de cette maniere les trois matrices suivantes pour Iy, I et I3.

0 0 ei
L=[0 -1 0
et 0 0
_p—(t2+iA) ime*(tﬁmm et
I, = |—iv2cos Ae™/? (1 — e~ (t2Fik)) 2cosAe 2 — 1 —iv/2 cos Aet2TiA/2
2 coshty — 2 cos A iVv2 cos AeiA/2 (1 — e_(”_m)) —e~(t2—iA)
—ela—ih —iv/2 cos Aet/? (1 — e~ (Tlatih) 2coshts — 2cos A
I3 = |iv/2cos Ae(Ttst+ih/2) 2cos Ae’s — 1 iv2cos Aem/2 (1 — efstih)
e’ —iv/2 cos AetstiA/2 _ptaHiA

Dans ces conditions, p(m,n]) est parabolique si et seulement si (I1/513) l'est. L’isométrie
(I, 1513) fixant le point a 'infini, elle est représentée par une matrice triangulaire supérieure
de SU(2,1) dont la forme est donnée par la relation 1.5 page 30. On vérifie par le calcul
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que, dans le cas ou t; + to + t3 = 0, les parametres z, 6 et t de la relation 1.5 sont alors
donnés par

5 = imezmm (eiA _ itz + en%A) :

(6.12)
t = —2e"sinA — |z|*tan A,

(6.13)
0 = 3A+m.

D’apres le critere donné page 30, I11513 est parabolique si et seulement si

|22 (1 + cos0)
sin 6

—t£0.

Cette condition se récrit

508 (2A) — cos A

9 t1 sin A 0
cos A sin 3A +ee 7

||

ou encore
sin A sin (3A)

2 ¢
2e't A
|27 # 2¢% cos cos A — cos 2A

et apres simplification
12> # 2¢" cos A(cos A + cos 24)

On obtient alors le résultat annoncé dans la proposition 6.24 en injectant dans cette
derniere relation la valeur de z donnée ci-dessus.
Lorsque la relation t; + t5 + t3 n’est pas vérifiée, 111513 est donnée par la matrice

—w a b
[1[2[3 = 0 % C
0 0 =

w
avec

w = exp(t; +ta+1t3 —iA)
a = iV2cosA (exp (ty +ty +t5 — iA/2) —exp (L + to + iA/2) + exp (t; + 3iA/2))
b = exp(ty) +exp(ty +ta+1t3) +exp(ty +to —t3) +exp (t1 — to — t3)
—2cos A (exp(t; + ta) + exp(t; — t3)) + exp(ty + 2iA)
¢ = —ivV2cosA (exp (3iA/2) — exp (iA/2 — t5) + exp(—ty — t5 — iA/2))

On obtient ainsi la valeur de la trace annoncée dans la proposition 6.26.
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Preuve des propositions 6.25 et 6.27

On procede de la méme maniere que pour la proposition 6.24, mais en utilisant une autre
normalisation des trois points py, ps et p3. Cette fois,

0 1 1 —1+itan A
p1 = VcosA [0, p= 0| et p3 =VcosA V2
1 cosA | 1

Ces trois vecteurs satisfont les conditions 6.4. Dans cette normalisations, les R-plans
de référence L, Lo et Lz sont fixés par les trois involutions lagrangiennes associées aux
matrices I7H(A), IFH(A) et 57 (A) :

—e A 0 0 1 V2 —1+itanA
refay = [V2cosA et 0 | Ba)=lo -1 V2
cosA  V2cosA —e A 0 0 1
0 0 1/cosA
gfay=1 0 -4 0
cos A 0 0

Définition 6.30. Soit P;(, » le R-plan qui intersecte o; au point de parametre ¢; et fait
un angle (7/2,6) avec L}, tel que dans le lemme 6.14. Soit I} , , I'inversion lagrangienne
associée.

Notons 7, = exp ty. Les inversions I} 4, sont associées aux matrices

i ) ) ) 1 ) ) ]
—iA .2 —iA 2 2i6 2 210 —2iA 4 —21A
—e "r —V/2e ry — e’ 1—rie'(1+e + rie
1 ( 1 ) T% cos A ( 1 ( ) 1 )
ML — . , ,
t1,01,A V2cos Ar?  2r?cos A — e?(1—4) —/2e (7‘% — 62Z01)
r? cos A V2 cos Ar? —e g2
[ 1 V2 (—1+itanA)]
r2 s s
22 B V2cos Ae' (rje®® — 1) 1+ €A — p2e2i02th) V2
t2,62,A — 2 - 2 2
L) T3 L)
cos A . , , , , 1 1
— (2r3e*®2 cos A — e — rje=*)  2cos Ae™ | €22 — — —
L T3 T2 T2 .
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r
0 0 3
cos A
Mt:; ok = 0 _ i(A+203) 0
A
cos2 0 0
L T3 A

En calculant le produit M = M UM2M?3, on obtient un relevement C' du commutateur par
C=MM.
Remarque 6.31. Les matrices MfiﬂiA, ci-dessus, ainsi que M ne sont pas dans SU(2,1),
mais dans U(2,1). Cependant la matrice C = MM est, elle, dans SU(2,1). Nous n’avons
pas normalisé ces trois matrices pour ne pas alourdir leur écriture.

Dans le cas ou ¢; + {3 +t3 = 0, C est soit parabolique, soit I'indentité. Si C' est
'identité, alors M~! = M. Nous allons obtenir la condition de la proposition 6.25 en

calculant M — M1,
Calculons M. On obtient

(rirers)™2 Zz (7"17"27“3)72 e201+05=02) /2 (p11yrg) =2 (—|2]? + it)

M = 0 —2i(01+65=62) /2 (6.14)
0 0 (T1T2T3)2
avec , .
z = r2e2l0i=02) _ y2p32000) 4 (ppypg)?

et t = tanA ((rirors)* — (rars)* +13) + 2r(rars)* sin (26;)

+2(r17r9)?risin2 (6 — ;) — 2r3r; sin (26)

En supposant vérifiée 1'égalité t; + to + t3 = 0, qui se traduit par rirerg = 1, calculons
M — M~!. Nous obtenons

o 0 —av2 0
M—-M"'=10 0 a2
0

0 0
ou
p2i(02—01)  ,—2i0 , oo 1 2102
Q=g — L e (T o
riTrs 1 L) 1

Par conséquent, 1'isométrie (1'1[213)2 est parabolique si et seulement si a # 0, ce qui se
traduit par
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2,2 .2 26 2i(61—62)
¢2i05 £ (2i(02-01) riry — et +e

r2r2 — p2e—2if1 4 (2i(62—01)"

On en déduit le résultat

Remarque 6.32. La condition donnée par la proposition 6.25x ne fait pas intervenir 'in-
variant de Cartan A. Dans la forme de M donnée par la relation 6.14, A n’intervient que
dans t, et disparait lorsque 1'on calcule M — M1,

6.5 Commutateur elliptique.

Nous terminons ce chapitre par une bréve description des cas o p ([m, n]) est elliptique
régulier. Dans ces conditions, nous appelons toujours p, son point fixe, ps3 = I1(ps) et
p1 = I3(p2). Cette fois, les trois points sont situés a l'intérieur de HZ. Comme dans le
cas ou le commutateur est non-elliptique, nous commencons par décrire les réflexions
complexes qui échangent deux points de HZ.

Proposition 6.33. Soient p et q deuz points de HZ.
— 1[I existe une unique réflexion complexe d’ordre deux R telle que R(p) = q.
— Il existe un cercle de R-plans P tels que Ip(p) = q.

Démonstration. Soient C' la droite complexe contenant p et ¢, o la géodésique reliant p
et ¢, et m le milieu du segment géodésique [pq]. Toute involution échangeant p et ¢ fixe
m et stabilise C. Par conséquent :
— La seule réflexion complexe d’ordre deux échangeant p et ¢ a pour miroir la droite
complexe orthogonale a C' en m.
— Les seuls R-plans P tels que Ip(p) = ¢ sont ceux qui contiennent la géodésique
tracée dans C' othogonale a o en m. Il existe un cercle de tels R-plans.
O

Nous allons maintenant donner une forme explicite de ces involutions dans les deux cas
holomorphes et antiholomorphes.

Dans le cadre des hypotheses de la proposition 6.33, on peut choisir des relevements p et
q de p et q tels que
(p.p) ={q,q) = —1et (p,q) >0
Notons qu’alors (p,q)? = cosh (p(p,q)/2) > 1. Par suite, le vecteur p + q est de norme
positive :
(p+a,p+a)=-2+2(p,q)

Posons alors

Uy = ————(p+aq)
pq 2(<p7q>_1) p q).
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Le vecteur u,, est polaire a une droite complexe C,,, et la réflexion complexe d’ordre deux
par rapport a Cp, échange p et q. Pour ce qui est des réflexions lagrangiennes échangeant

p et g, elles ont pour matrices dans la base (non-orthogonale) (p,q,p X q)

0 e@ 0
M,= e 0 0 avec a € [0, 7[.
0 0 _62ioz

M vérifie M, M, = Id. Ecrire la matrice d’une isométrie dans la base (p,q, p ¥ q) revient
a travailler dans le modele de HZ associé & la forme de signature (2,1) ayant pour matrice

Jpg= [{a,p) -1 0
0 0 (pXq,pXaq)

On obtient ensuite des matrices dans le modele de travail de méme que dans la section
6.3.1.

6.5.1 Représentations C-décomposables.

D’apres la proposition 6.33, pour toute paire de point de HZ, il existe une unique
réflexion d’ordre deux par rapport a une droite complexe qui les échange. En conséquence,
on obtient directement le lemme suivant

Lemme 6.34. Soit (py,ps,p3) un triplet de points distincts de HZ. Il existe un unique
triplet de droites complexes (C1,Cy, C3), tel que, en notant Iy, la réflexion d’ordre deux
par rapport a Cy, tel que I (pri1) = praa (indices pris modulo 3).

La proposition suivante est une conséquence directe.

Proposition 6.35. Soient (11,5, I3) et (I1, I}, I;) deuz triplets de réflexions complexes
tels que les produit 111515 et 11151} soient elliptiques réguliers. Soient (py, pa, p3) et (P}, ph, Ps)
les cycles associés. Les deux conditions suivantes son équivalentes
- g € PU(2,1) vérifie gl;.g~* = I}, pour k =1,2,3.
- g € PU(2,1) vérifie g(px) = pj,-

On peut donc obtenir un ensemble de coordonnées en normalisant le cycle : tout triplet

de points de HZ est équivalent sous PU(2,1) & un triplet (g1, g2, g3) donné dans le modele
de la boule par

¢ = (0,22), g2 = (0,0) et g3 = (x1, 22) ou xy, x2 €]0,1] (6.15)
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6.5.2 Représentations R-décomposables.

Toujours d’apres la proposition 6.33, il existe un cercle de réflexions lagrangiennes
échangeant deux points donnés de HZ. Nous allons décrire une famille de référence qui
nous fournira des coordonnées. qi, qo et g3 désignent toujours les points définis par 6.15.
Fixons un triplet de R-plans @1, Q2 et Q3 tels que @; contienne ¢; 41 et g2 (indices pris
modulo 3). Pour i = 1,2, 3, soit alors Pfi le R-plan défini de la maniere suivante :

— La réflexion par rapport [f  par rapport a Pfi échange ¢;.1 et giio.

— L’angle entre P et Q; a pour mesure (7/2,6;) avec 6; € [0, 7]
Ces conditions définissent un unique R-plan, car le fait que If * échange ¢;11 et g; 12 impose
que la composée Ig, o If * stabilise la droite complexe engendrée par ¢; 11 et g;io.

On en déduit la proposition suivante

Proposition 6.36. Soit (I, I5, I3) un triplet de réflexions lagrangiennes tel que (]1]213)2
est elliptique régulier. Il existe un unique (x1, s, z2) vérifiant x; €]0,1[ et zo € C tel et
un unique triplet (01,09, 03) € [0, [ tel que le triplet (11, I5, I3) est conjugué dans PU(2,1)
a (17", 1y, I3").



Chapitre 7

Tore épointé et groupes triangulaires
lagrangiens.

7.1 Introduction

Dans le chapitre 5, nous avons donné un critere de décomposabilité des groupes en-
gendrés par deux éléments loxodromiques en un groupe triangulaire lagrangien. Nous
avons vu de plus que si p est une représentation telle que p(m) et p(n) sont loxodromiques,
et telle que le commutateur p ([m,n]) est parabolique pur et conjugué a une translation
de Heisenberg non verticale, alors p est R-décomposable. Nous allons maintenant décrire
une famille de représentations discretes, fideles, préservant le type et R-décomposables
du groupe fondamental du tore épointé (voir définition 5.9). Nous allons utiliser pour la
décrire les coordonnées sur Dgr décrites au chapitre précédent. Une telle représentation
peut étre vue comme la donnée de trois réflexions lagrangiennes [, Is et I3 vérifiant

— Le groupe engendré par Iy, I et I3 est discret et isomorphe au produit libre de trois
copies de Z/2Z.

— Les deux éléments A = I, o I, et B = I3 0 I, sont loxodromiques.

— Leur commutateur [A, B| est parabolique.

— Tout élément non loxodromique du sous-groupe d’indice deux engendré par A et B
est parabolique, et conjugué dans (A, B) a une puissance de [A, B].

Rappelons que T} ; désigne 'espace de Teichmiiller du tore épointé. Notre objectif prin-
cipal est de démontrer le

Théoréme 7.1. I existe une famille a un paramétre —m/2 < o < w/2 d’applications
¢a : Tl,l — HOHI(FQ,PU(Q,l))

satisfaisant auxr conditions suivantes.

1. ¢u,([p1]) = Pay([p2]) si et seulement si a; = g et [p1] = [po]

127
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2. Pour tout [p] € Ty et pour tout a € [—m/4,m/4], da([p]) est une classe de
représentations discreétes, fidéles, préservant le type et R-décomposables du groupe
fondamental du tore épointé.

3. Pour tout [p] € Ti11y, ¢a([p]) stabilise un R-plan si et seulement si o = 0.

4. Le segment (¢a)4<r/a €5t mazimal : si w/4 < |a| < 7/2, i existe [p] € T(1,1) telle
que ¢o([p]) contient un élément elliptique, et est par conséquent non-discréte ou
non-fidele.

Pour ce faire, nous allons devoir prouver la discrétude de groupes engendrés par des
réflexions lagrangiennes. Nous allons dans ce but appliquer le résultat suivant.

Théoréme 7.2. Soit ', I'y, --- , T, des sous-groupes de PU(2,1) tels que la réunion des
I['; engendre T'. Supposons qu’il existe des ensembles ouverts Uy, - - -, U,, de HZ satisfaisant
aux conditions suivantes

— Pour tout g dans T';, g.U;NU; =0

- U =\U; est non-vide
Alors

1. Le groupe T" est les produit libre des I';.
2. Pour tout g dansT, g-DND =10
3. ' est discret.

Ce théoreme, qui est bien connu pour les groupes de Schottky, est de nature topo-
logique. T1 est donc également valable dans HZ, et la démonstration est identique (voir
[Rat94], page 584). On peut également considérer I'action d'un groupe sur 9HZ au lieu
de HZ. Le résultat reste valable en remplagant les ouverts de HZ par des ouverts de OHZ.

Dans notre cas, le groupe I' est engendré par trois réflexions lagrangiennes I, I et I3,
et il y a trois sous-groupes (I1), (I3) et (I3).

Pour appliquer le théoreme ci-dessus, nous allons associer a 'involution chaque I une
hypersurface stable par [, séparant I'espace en deux composantes connexes échangées
par I;. Dans ce but, nous allons introduire les R-surfaces spinales (voir la définition 7.9).
Ce sont des hypersurfaces de HZ feuilletées par des R-plans, et stables par I'inversion par
rapport a chacune de leurs feuilles. La principale difficulté dans la preuve est de montrer
que deux R-surfaces spinales sont disjointes. Les deux propositions 7.18 et 7.21 fournissent
des conditions suffisantes pour garantir que deux R-surfaces spinales sont disjointes.

Ces hypersurfaces sont similaires dans leur définition aux surfaces spinales (aussi ap-
pelées bissecteurs) définies par Mostow. Nous commencons donc par rappeler quelques
faits au sujet des surfaces spinales.
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7.2 Les surfaces spinales

Définition 7.3. Soit v une géodésique de HZ et C' la droite complexe qu’elle engendre. La
surface spinale de spine réelle v, est I'image réciproque de v par la projection orthogonale
sur C'. C est sa spine complexe.

De nombreuses propriétés des bissecteurs sont décrites dans le chapitre 5 de [Gol99].
La terminologie de surface spinale est due a Mostow, mais on lui préfere souvent le terme
de bissecteur. Dans tout le chapitre, nous allons utiliser le terme de spine. Malgré de
longues discussions, il n’existe pas encore de terme satisfaisant pour traduire spine. A
défaut, nous continuerons donc a appeler la spine spine.

Remarque 7.4. Soit v une géodésique de HZ, et C, 'unique droite complexe contenant
(voir le lemme 1.28, page 32). L’unicité de C' montre qu’il y a une correspondance bijective
entre les géodésiques de HZ et les surfaces spinales : toute géodésique est contenue dans
une unique surface spinale dont elle est la spine réelle. On appelle parfois les extrémités
de la spine réelle les sommets de la surface spinale.

Les surfaces spinales apparaissent naturellement lors de 1'utilisation du procédé de Diri-
chlet pour construire des domaines fondamentaux (voir [Mos80, Der05]), qui nécessite
I'utilisation des hypersurfaces de HZ formées des points équidistants de deux points
donnée (voir [Gol99)) :

Proposition 7.5. 1. Soient p et q deux points de HZ, et E(p,q) l'ensemble des points
m de HZ équidistants de p et q. E(p,q) est une surface spinale.

2. Toute surface spinale est obtenue comme lieu des points équidistants de deux points
de HZ.

Les bissecteurs ont la remarquable propriété de posséder un double feuilletage par des
sous-espaces totalement géodésiques. Ainsi, S, la surface spinale associée a la géodésique
~ contenue dans la droite complexe C', possede :

— Un feuilletage en droite complexes, donné par les fibres de la projection sur C au
dessus de . Ces fibres s’appellent les paralléles de S.

— Un feuilletage singulier en R-plans, dont les feuilles sont les R-plans contenant ~.
Ce feuilletage a deux points singuliers, qui sont les extrémités de . Ces R-plans
s’appellent les méridiens de S.

A chacune des feuilles complexes ou réelles est associée une involution, réflexion complexe
ou lagrangienne, qui préserve le bissecteur.

Si B est un bissecteur, B N dHZ est appelée une sphére spinale. Les deux feuilletages en
R-plans et droites complexes de S se traduisent par deux feuilletages de la sphere spinale
associée, en R-cercles et C-cercles, qui sont représentés sur la figure 7.1.

Malgré la simplicité de leur définition, les bissecteurs sont des objets assez complexes. A
titre d’exemple, la proposition suivante est due a Goldman (voir [Gol99], théoreme 5.5.1).
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Feuilletage en C-cercles Feuilletage singulier en R-cercles

F1G. 7.1 — Les deux feuilletages de la sphere spinale associée a un bissecteur.

Proposition 7.6. Soient B un bissecteur, et x et y deux points de B. La géodésique
reliant x et y est contenue dans B si et seulement si x et y sont contenus dans un paralléle
commun ou dans un méridien commun.

De plus, si B est un bissecteur, aucun des deux demi-espaces définis par B n’est convexe.

7.3 Définition et premieres propriétés des R-surfaces
spinales
Posons la définition suivante :
Définition 7.7. Une R-surface est une hypersurface de HZ feuilletée par des R-plans.
Cette définition autorise une grande flexibilité dans la construction d’une R-surface. Le
principal objet de cette partie va étre I’étude d’un type particulier de R-surface : les

R-surfaces spinales (voir définition 7.9).

Lemme 7.8. Soit P un R-plan et v C P une géodésique. Soit I1 la projection orthogonale
sur P, et S ltmage inverse de v par Il. S est une R-surface.

Démonstration. Le feuilletage de S est donné par les fibres de I au-dessus de v, et S est
homéomorphe a | — 1,1[x D, ou D est le disque ouvert (voir la section 1.4.3). O

Suivant Mostow, posons la
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oH2

Fi1G. 7.2 — Vues depuis les axes des + = y = 0 et y = t = 0 d'une R-sphere spinale
orthogonale & OHZ.

Définition 7.9. On appellera R-surface spinale toute R-surface obtenue comme image
réciproque d’une géodésique v par la projection orthogonale sur un R-plan P. Nous no-
terons cette R-surface spinale S, p, et I'appellerons la R-surface spinale construite sur -y
par rapport a P.

Si S est une R-surface, il lui est naturellement associé I'hypersurface du bord de HZ,
dS = OHZ N S. 0S est appelée la R-sphére associée a S. Nous appellerons R-sphére
spinale une R-sphere associée a une R-surface spinale.

Proposition 7.10. Soient P un R-plan, et v = (7(s))s>0 une géodésique tracée dans P,
et C' la droite complexe engendrée par ~y. Fizons 5 € [0,7/2].

Pour tout s > 0, soit Qs le R-plan contenant v(s), d’angle (7 /2, 3) par rapport a P et
tel que I, o Ip stabilise C.

Alors, S = J,., @s est une R-surface spinale.

(Voir le chapitre 1, section 1.4.2 pour la définition des angles entre R-plans sécants.)

Démonstration. Soit P’ le R-plan contenant v, d’angle (0,7/2 — ) avec P. L’angle 0
signifie que P et P’ contiennent tous deux . On vérifie simplement que @), est orthogonal
a P’ pour tout s > 0 (i.e. d’angle (7/2,7/2)). S est donc I'image réciproque de v par la
projection orthogonale sur P’ O

Dans la preuve du théoreme 7.1, nous utiliserons cette description des R-surfaces spinales.

Définition 7.11. Nous appellerons la R-surface spinale construite dans la proposition
7.10 la R-surface spinale sur v d’angle 3 par rapport a P. Elle sera notée Sﬁp.

™
Notons ici pour la cohérence des notations, que S p = S, p.

Remarque 7.12. Comparaison des R-surfaces spinales et des bissecteurs
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F1G. 7.3 — Projection de la géodésique reliant deux points de S, p sur P.

1. De méme que deux bissecteurs, deux R-surfaces spinales sont isométriques. C’est
une conséquence directe de leur définition.

2. Soit S, p une R-surface spinale. La géodésique «y est I'analogue de la spine réelle, et
P I'analogue de la spine complexe. P peut étre vu comme la spine lagrangienne.

3. Contrairement, au cas des bissecteurs (voir la remarque 7.4), v ne détermine pas
uniquement P : il existe un cercle de R-plans contenant un géodésique ~ donnée, et
donc un cercle de R-spheres spinales de spine 7.

4. Une R-surface spinale possede, par définition, un feuilletage régulier par des R-plans,
mais en revanche ne contient qu’une seule droite complexe, qui est celle engendrée
par 7.
Comme toutes les hypersurfaces d'une variété a courbure non constante, les R-surfaces
spinales ne sont pas totalement géodésiques. Plus précisément, le résultat suivant est un
équivalent pour les R-surfaces de la proposition 7.6 sur les bissecteurs. Elle découle du
fait que la projection orthogonale d'une géodésique sur un R-plan n’est en général pas un
segment géodésique.

Proposition 7.13. Soit S une R-surface spinale. Soient x et y deux points contenus dans
S. La géodésique reliant x et y est contenue dans S si et seulement si x et y sont contenus
dans une méme feuille de S ou dans la droite complexe engendrée par la spine de S.

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition des R-surfaces spinales
et du fait qu'une réflexion lagrangienne préserve 1’orthogonalité.

Proposition 7.14. Soit P un R-plan et v C P une géodésique. Soit () une feuille de la
R-surface spinale S, p. La réflexion lagrangienne 1o stabilise S, p, et échange les deux
composantes connexes de HZ \ S, p.
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7.4 Conditions de disjonction de deux R-surfaces spi-
nales

Dans la section 7.5, ot nous allons montrer le théoreme 7.1 annoncé dans l'introduction
du chapitre, nous allons construire des domaines fondamentaux dont les faces sont des
R-surfaces spinales. Nous aurons besoin de pouvoir garantir que ces faces sont disjointes.
Le critere que nous allons obtenir est basé sur le lemme suivant.

Lemme 7.15. Soient S1 = S, p, et S = S, p, deux R-surfaces spinales, dont les feuille-

tages sont donnés par
Si=JW et S, ={JQY.
52

S1

Soit Is(f) Uinversion par rapport au R-plan Qs, . Alors Sy et Sy sont disjointes si et seule-
ment si pour tout couple (81, s9) de parameétres l'isomélrie Is(ll) ) 18(3) est lozodromique.

Démonstration. Sy et Sy sont disjointes si et seulement si toute feuille de S; est disjointe
de toute feuille de Sy. Le résultat est une conséquence directe du lemme 1.69. 0

La proposition 7.15 montre la nécessité de pouvoir tester quand le produit de deux
réflexions lagrangiennes est loxodromique, donc de calculer sa trace. Nous disposons
d’apres le chapitre 1, d'une forme matricielle pour les réflexions lagrangiennes en terme
des parametres du R-cercle associé (centre et rayon). Le lemme suivant fait le lien entre
ces parametres et les angles entre R-plans a ’aide desquels nous avons écrit la proposition
7.10.

Lemme 7.16. Soit P un R-plan vérifiant Ip(]0,0]) = oo, d’angle (g,g+a) avec le
R-plan HZ. Alors

— Le R-cercle associé est centré en [0, 0].

— Il existe v > 0 tel que le rayon de OP soit r’e

2l

Démonstration. La premiere assertion est juste la définition du centre d'un R-cercle (voir
définition 1.59). Remarquons que le fait que Ip([0,0]) = oo impose que I'angle entre P
et H lu dans la géodésique complexe engendrée par oo et [0,0] a pour mesure /2.
Considérons alors le R-cercle centré en [0, 0] et de rayon r2e?<. D’apres le lemme 1.66, la
matrice (dans SU(2,1)) de I'inversion associée est

0 0 —u'r? N
M = 0 —u? 0 avec u=e¢e 3 et r>0.
—u 2 0 0

L’action de Ip s’écrit vectoriellement Z — MZ. L’inversion par rapport & HZ a pour
matrice l'identité. L’application linéaire Z — M Z est donc un relevement de Ip o IH%'
Les angles de I’élément elliptique Ip o IH% sont 7/2 et /2 4 a.

O
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Définition 7.17. Dans la suite de ce chapitre, nous appellerons M, 5 la matrice ci-dessus
pour l'inversion par rapport au R-cercle de centre [0,0] et de rayon r?e*4.

Nous allons maintenant donner une condition de disjonction de deux R-surfaces spi-
nales qui suffira a la preuve du théoreme 7.1.
Soit g la fonction définie sur Rt par

—cosh(l) = 3+ /9 cosh(1) + T0 cosh(1) + 65
l pu—
9() 4 (cosh(l) + 1)
(Voir la figure 7.5)

Proposition 7.18. Soient vy, et v deuzr géodésiques ultraparalléles tracées dans un R-
plan P, a distance mutuelle [ > 0. Soient oy et an deux réels satisfaisant aux conditions
sutvantes.

T 2 T T 2
1. —§<§(041+2042)<§ 6t—§<§(2041+062)<
2

2. 9(l) < cos 3 (g —ag) < 1.

bo| 3

Alors
7r/2+a1 /24 o
’Y1 P ﬂ S"/Q, = 0.
Démonstration. Utilisons les coordonnées du modele de Siegel pour le calcul. Soient @),
et @, (avec 71 et o positifs) les feuilles de S”/ ret et S”/ 2¥e2 respectivement. En norma-
lisant, on peut se ramener a la situation sulvante
— 71 et v, sont tracées dans le R-plan HZ C H2.
— En coordonnées de Heisenberg, les extrémités de 7, sont [0, 0] et oo, les extrémités
de 72 sont [1,0] et [x,0] avec x > 1 (voir la figure) .
Les deux parametres = et [ sont liés par la relation suivante

cosh (1/2) + 1

= 7.1
cosh(l/2) —1 (7.1)

Nous allons utiliser x, qui est plus commode pour les calculs.
Dans les conditions de la normalisation ci-dessus, les feuilles de S”/ T4 correspondent

aux R-cercles centrés en [0, 0] de rayon rje** avec r; > 0 (cf lemme 7 16).

ﬂ'/+2

La R-sphere spinale S’/ est 'image de S;rl/ 2¥2 par un élément loxodromique h vérifiant

— h([0,0]

=[1
— h(o0) = [z,

;0]
0]
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[0,0] n 00

Y2

[1,0]

FI1G. 7.4 — v, et 7 tracées dans H3.

— L’axe de h est transverse a v, et yy. !

Un tel h est fourni par I’élément de SU(2,1) suivant :

[ V2 -1
T
l—z (1—x)?
r+1 V2
h= |-2v2
2 r—1 (1—2)?
V2 1
—1
L r—1 (1—2)%]

Un relevement a SU(2,1) de Iq,, o Ig,, est donc donné par la matrice

M =M, o, h M, ., h".

Calculons la trace de M, nous obtenons

42 1 r3 2
T — 2.2, T 2 <t _
(5 g ) = (e
(x+1)2 44
+m exXp —g(ag — Oél)

+(x_271)2 (rfﬁ(x _124 m) exp (—%(al + zag))

1

+(:E_271)2 (rg + ”:—2) exp (%(2&1 + ag)). (7.2)

2

LCette condition garantit que h n’est pas une symétrie glissée. Si c’était le cas, h enverrait S;rl/ P+a2
71'/2—()(2
sur S,/ p
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Si les conditions de I’énoncé sont satisfaites, alors

2 2
cos g(oq +2a5) >0 , cos §(2a1 +ay) >0

2 4
cosg(ag—oq)>0 , COSg(O&Q—Oél)>0.

Par ailleurs, comme x > 1, nous avons 2

r2r? 4+ x4r% + L + T% = 71 rir? 4+ —1
B ey ARG ) T e\
N x? 2 (x —1)?r} ra
(x —1)2 r3 x2(x — 1)%r}
5 2(1+ 2?)
(z—1)2
(r+1)2

Nous en déduisons donc une minoration de la partie réelle de T :

(§ (:E + 1)2 COS (2 (:E + 1)2 COSs (¢
Re (1) > (T cos(2a) + (14 {7 ) cosla)
2——

( +1)2 COS2Oé (x+1) COSQ—M
@—1) *(“*@—4?) @ 1)

avec a = 2/3(ag — aq).

Nous obtenons alors par résolution directe par rapport a cosa que Re (T) est plus grand
que 3 lorsque

1+F2 1 —1
_+4 +Z(F4+26F2+9)1/2<cos(a)<1 oﬁF:i—HZCOSh(l/Q)A-

Le membre de gauche de la double inégalité ci-dessus est égal a g(1). O

Remarque 7.19. La zone de non-intersection des deux surfaces Sﬁ/ 2o o Sﬁ/ 2

étre vue, dans le plan (g, as) comme I'hexagone délimité par les dr01tes

peut-

2Je remercie John Parker pour m’avoir suggéré une amélioration dans cette inégalité.
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1+ F?2 1
+ + - (F4 +26F? + 9)1/2 en fonction de z.

Fic. 7.5 — Graphe de g = — 1 5

T 3T
d1:a1—|—2agzz d/1i041+2042:—z
™ 3
d222041+062:Z d/2:2a1+@2:_z

d oy —ay = 3 arccos (g(1)) d1:ap —ag = ) arccos (g(1)).

Lorsque z tend vers l'infini, la distance [ entre les deux géodésiques décroit vers 0, et g(I)
tend vers 1. En conséquence, la zone de non-intersection se ramasse autour de la droite
0o : Y] = Q3.

Remarque 7.20.

La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7.18 & un cas un plus
délicat, ou les deux géodésiques ~; et v sont asymptotiques. C’est 1'outil technique que
nous utiliserons dans la preuve du théoreme 7.1.

Proposition 7.21. Soient v, et vo deur géodésiques asymptotiques contenues dans un

R-plan P. Les deux R-surfaces spinales S7) 2P+a1 et S;Z%;La? sont disjointes si et seulement
s1
T 7

Démonstration. Le sens (<) découle de la preuve de la proposition précédente en passant
a la limite quand x tend vers oc.

Pour prouver I'autre implication, nous devons montrer deux choses :
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Q2 Q2
\
\
\\\\
T \
~~
g A\
\ -
aq g
0 <
\ 4 \
I
—~ N\
~ \
\
\
N
r=15 x = 200
: ) 2 2
F1G. 7.6 — Zones de non-intersection de SX;M et S:;Q/’PJFM

1. Si a1 = ay est plus grand (resp. petit) strictement que 7/4 (resp. —m/4), alors il
existe r1 et 12 tels que Ig, o lg,, soit elliptique.

2. Si ay # ag alors il existe r; et o tels que ]er o IQT2 soit elliptique.
On peut cette fois normaliser la situation de sorte que v; relie [0, 0] et 0o, et ~, relie [1, 0]
et 0o. De méme que dans la preuve de la proposition 7.18, tout se ramene a I’étude de la

trace de la matrice, M = M,, o, h M,, o, h™!, o1 cette fois h désigne 1'élément parabolique
unipotent fixant oo :
1 —v2 -1

h=10 1 2
0 0 1
L’isométrie parabolique h envoie [0, 0] sur [1,0]. Ici,

43 r? o rl 1 21
trM = exp (—g(ag—a1)>+(r—2+—2+m exp g(OJg—O{l)

2 21 2 21
2 exp (5(2% - Oég)) + g exp <—§(2a2 + oq)). (7.4)
1. Supposons que a1 = ay = a € [—7/2,7/2].

Alors, si de plus 1 =19 =1 et cos2a < 0

4 cos 2c 1

trM =3+ 2 T

Dans ces conditions, M est elliptique si et seulement si 0 < r < (2\/— cos 204)_1
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2. Supposons maintenant que oy # Qs.
Posons maintenant r; = ro = 1/4/r. Apreés un calcul, tr M devient en posant o =
2/3(062 — Oél)

tr M = @(a) + 2™ 4 4re =% cos (o + ). (7.5)

Rappelons que ¢(a) = 2¢ + e % est un paramétrage du bord du « triangle
elliptique » A (voir la remarque 1.12 page 26). De plus la tangente & A en un point

de parametre o tel que a3 # 1 a pour direction e~%/2.

La relation 7.5 montre donc qu’a a; et s fixés, et lorsque r = r; % = r, % varie, tr M

décrit un arc de parabole P donc l'origine est au point ¢(«), et correspond a r nul.
De plus, on vérifie que P et A partagent la méme tangente T a l'origine de P. Or
le contact entre P et T est d’ordre 2, celui entre A et T est d’ordre 1. Il s’en suit
qu’au voisinage de r = 0, P est situé entre A et T'.

Les points de P situés entre A et T' correspondent a des traces elliptiques, donc a
des feuilles des deux R-surfaces spinales qui s’intersectent.

O

7.5 Preuve du théoréme principal

Description de la famille ¢,

Nous allons utiliser sur I'espace de Teichmiiller de tore épointé T{; 1y les coordonnées
que nous avons décrites au chapitre 2. Tout point [p] de T{; 1) est donc représenté par un
unique triplet (¢, %y, t3) tel que t; +to +t3 = 0.

Rappelons que la Dy est 'ensemble des groupes triangulaires lagrangiens tels que (I, [513)?
est parabolique ou loxodromique, et qui satisfont a la condition de non-dégénérescence
(C) (voir la définition 6.3 page 108).

Supposons fixée une famille A de représentants des classes de conjugaison des points de
Dg, par exemple, celle utilisée au chapitre précédant. Tout point de D /PU(2,1) est donc
représenté par un unique groupe triangulaire A(tq, 0y, ta, 0o, 13,03, A) tel que

cr(A(t1, 01,t2, 04, 15,05, A)) = (t1, 01,12, 02, 3,03, A).

Associons finalement a tout groupe triangulaire G = (I, I5, I3) son sous-groupe d’in-
dice deux Gy = ([11, I315). A tout point de Dr/PU(2,1) est donc associée une classe de
représentation de Fy dans PU(2,1), dont un représentant est A(ty, 61, ts, 02, 3,05, A)s.

Définissons alors ¢, par

Oa + Ty — Dr

(t1,ta,t3) — [A (tl, Staty, 4oty 5 +a, 0)2] (7.6)
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Avant de poursuivre, notons que pour tout « et pour tout triplet (¢,%s,t3) € R? le
cycle (p1, p2, p3) associé au groupe A (tl, 5taty g +ats 5 +a, O) comme en 6.2 (page
108) est contenu dans un R-plan, car la derniére composante, qui correspond a l'invariant
de Cartan, est nulle. Nous supposerons des lors ces trois points fixés jusqu’a la fin du
chapitre.

Injectivité de ¢,

Vue la définition des coordonnées sur Dy donnée au chapitre 6, les parametres t;, 6;
et A (nul ici) sont des invariants, qui d’apres la proposition 6.9 déterminent la classe
de conjugaison de A(tq,01,t2, 05,153,603, A). La premiere assertion du théoréme en découle
donc : ¢, est injective.

Discrétude, fidélité, préservation du type

Nous allons montrer dans ce paragraphe que pour tout « € [—m /4, 7 /4], toute représentation
p donnée par un triplet de réflexions lagrangiennes Iy, I, I3 telle que

cr(p) = (t1, /2 + a,te, m/2 4+ a, t3, /2 + «, 0)

est discrete et fidele et que les seuls éléments paraboliques dans le groupe (I, I5, I3) sont
conjugués a des puissances d'un produit cyclique I;1;1}; avec 7, j et k deux a deux distincts.
La famille A de représentants des classes de conjugaison étant fixée, a tout triplet (¢, t,t3) €
R3 est associé par ¢, un triplet de réflexions lagrangiennes (Ifl’a, S I§3’O‘). Pour tout
réel s, notons P,'* le R-plan fixé par I.®. Pour k = 1,2, 3, posons alors

Sp=J P

seR

D’apres les deux propositions 7.10 et 7.14, Sy est une R-surface spinale stable par I ,i’“a et
telle que I,ﬁ’“’a échange les deux composantes de HZ \ S¢. Comme py, ps et p3 sont contenus
dans un R-plan commun, la proposition 7.21 s’applique : S* et S sont disjointes, et leurs
adhérences s’intersectent en py.

Nous travaillerons jusqu’a la fin de ce paragraphe a « fixé, et a ¢, t, et t3 fixés
tels que t; + 1ty + t3 = 0.

Pour simplifier ’écriture nous omettrons désormais ty, t9, t3 et a dans les notations :
nous noterons les trois réflexions lagrangiennes Iy, I et I3, et les trois R-surfaces spinales
S1, Sy et S3. Nous allons donc montrer que le groupe engendré par I115 et I3ly est une
représentation discrete, fidele et préservant le type du groupe fondamental du tore épointé.
Nous allons utiliser les notations suivantes :
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— Pour k = 1,2, 3, soit By la composante de HZ \ Si ne contenant pas py et By, la
composante contenant py.

3
— Soit l'intersection A = (1) B'ky.
k=1

— Discrétude et fidélité —

Les trois ensembles ouverts B}, B) et B}, associées respectivement aux sous-groupes
(I1), (I2), et (I3) satisfont aux hypotheses du théoreme 7.2 (voir page 128). Par suite le
groupe engendré par I1, I et I3 est discret et admet la présentation (iy,is,13]i2 = 1). De
plus, 'ouvert A a la propriété suivante

g-ANA =0 pour tout g # Id. (7.7)

Le sous-groupe d’indice deux de (11, I5, I3) engendré par I 15 et I3]5 est donc également
discret. La représentation p de Fy dans PU(2,1) définie par p(m) = 115 et p(n) = I3]5 est
une représentation fidele du groupe fondamental du tore épointé. En effet, (7.7) contredit
I'existence d’un mot non-trivial w € F; tel que p (w) = Id.

Remarque 7.22. Le fait que I (A) N A = () montre que A est contenu dans un domaine
fondamental pour l'action de (I, I5, I3).

— Préservation du type —

Notons A = I et B = I315. Nous allons maintenant montrer la proposition suivante.

Proposition 7.23. Soit g un élément du groupe (A, B) différent de l'identité. Alors
— ou g est lorodromique
— ou g est parabolique, et est alors conjugué a une puissance, éventuellement négative,

de [A, B].

Démonstration. Soit g un mot en A et B, distinct de l'identité. Il sécrit g, --- g1, ou
chaque g désigne I'une des involutions I, I et I3. Quitte a réduire cycliquement g (dans
le groupe (I3, I5, I3)), on peut supposer que g, # g;. Soit alors, pour tout k, Dy, celle des
trois boules By, By, Bs qui est associée a ¢;>.

Dans ces conditions, g a un point fixe dans D; et un point fixe dans D,,. En effet, soit
x € D,. Nous avons supposé que g; # g,. Par suite, D; N D,, est vide, et ¢g; - © € Dy.
On vérifie alors que pour tout k, gr---g1 - ©* € Dy, et donc que g-x € D,,. Le mot g
stabilise donc D,, et admet par conséquent un point fixe dans D,,. Le méme raisonnement
appliqué & ¢~ montre que ¢ admet un point fixe dans D;. Par conséquent, si g admet un
seul point fixe, c’est forcément I'un des py, : il est dans Dy U D,,.

Le groupe (A, B) étant une représentation discrete et fidele de Fy, g ne peut étre elliptique.
Les points fixes de g sont donc situés au bord de HZ. Il y a donc a priori trois possibilités :

3en convenant que Bj est associée a I;
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1. g est loxodromique, admet deux points fixes distincts qui sont respectivement conte-
nus dans Dy et D,,.

2. g est loxodromique et ses deux points fixes sont : I'un des trois points (p1, D2, P3),
ainsi qu’'un autre point, contenu dans I'une des boules Bj.

3. g est parabolique et son point fixe est I'un des py.

Nous pouvons d’ores et déja écarter la seconde possibilité, car elle s’oppose a la discrétude :
dans ce cas (A, B) contiendrait un sous-groupe non discret car engendré par un élément
parabolique et un élément loxodromique ayant un point fixe en commun.
Il nous reste donc a montrer que dans le dernier cas g est conjugué a une puissance de
[A, B]. Pour ce faire, commengons par étudier 'action du groupe monogene engendré par
[A, B], qui fixe py. Supposons dorénavant que p, est le point oo de OHZ.

Avant tout, remarquons que [A, B] est parabolique pur, et conjugué a une translation
de Heisenberg non-verticale. En effet, la paire (A, B) étant R-décomposable, d’apres le
théoreme 5.19 et la proposition 6.25, si ce n’était pas le cas, A et B commuteraient.
D’apres la discussion précedente, A = I[1I, a un point fixe dans B; et un dans B,, et
B = I3]5 a un point fixe dans Bs, et un dans Bs. Ils n’ont donc pas les mémes points
fixes. Or deux élément loxodromiques commutent si et seulement si ils ont les mémes
point fixes (proposition 1.19).

Soit A2 la réunion de A et de I5(A). A2 est un polyedre qui a quatre faces : S;, Ss,
Sy = I5(S3) et S} = I5(S1). Comme I;(Sk) = Sk, ces faces sont identifiées de la maniere
suivante :

Remarque 7.24. Appliquons le théoreme 7.2 & Paction du groupe (A, B) sur O0HZ en
utilisant les deux sous-groupes (A) et (B), dont 'union engendre (A, B). Nous obtenons
que OA? est contenu dans un domaine fondamental pour 'action de (A, B) sur 9H%. Nous
désignons ici par dA? l'intersection de 'adhérence de A? dans HZ avec OHZ.

Considérons alors les quatre images de A? suivantes :

A% = A(A%), A%y = AB(A?), Ahpuos = ABATH(A%), A, 4 = [A, B(A?).

Les cing polyedres A%, A%, A% 5 A%, et A[QA, p)» ainsi que les identifications de leurs
faces par des éléments du groupe (A, B) sont représentés schématiquement sur la figure
7.7. Soit Q, la partie de 9HZ comprise entre les R-spheres spinales 95 et [A, B] (05)) (ces
deux R-surfaces spinales sont marquées d’un carré noir B sur la figure 7.7). ) contient la
réunion W = 0A? U A% U A% 5 UIA? 5 .-, qui est un voisinage de p, = oo dans Q.

Les deux R-spheres spinales qui bordent €2 sont identifiées par [A, B]. Par ailleurs, la
représentation étudiée étant R-décomposable, [A, B] est parabolique pur. I découle alors
du lemme 7.25 ci-dessous que les images de ) pavent OHZ.
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Soit alors g un élément du stabilisateur de ps = oo non-inclu dans le groupe engendré par
[A, B]. L’isométrie g étant parabolique (et fixant 0o), pour tout z € HZ N IA?, la suite
g"(x) tend vers oo. Par ailleurs, comme W est un voisinage de l'infini dans 2, W', défini
comme la réunion Ugez[A, B]*(W) est un voisinage de l'infini dans 0HZ. Par suite, g"(z)
appartient & W pour n assez grand. Par conséquent, il existe y € OA? et k un entier
relatif tels que

g"(x) = [A, B]"(y)

Ceci s’oppose a la remarque 7.24, sauf si g est dans le groupe engendré par [A, B]. O

Lemme 7.25. Soit m un point de OHZ et p un élément parabolique firant m. Supposons
données Sy et So, deux R-surfaces spinales adjacentes en m et telles que p(Sy) = Sa, et
soit U la partie de OHZ comprise entre les deux R-sphéres spinales 0S) et 0Sy. Les images
de U par le groupe engendré par p pavent OHZ.

Démonstration. Quitte a conjuguer, on peut supposer que m est U'infini (dans le modele
de Siegel), et que p admet le relevement

1 zv2 —2?
0 1 —zV2 avec z € R
0 0 1

Soit alors ¢; € 9HZ un point de 95y, de coordonnées de Heisenberg [z1, t1]. L’orbite de ¢;
sous le groupe engendré par p est U'ensemble {[(z1 + kz,t1 — 2kxIm (21)]), k € Z}, qui est
contenu dans le R-cercle D, paramétré par {[z; + s,t; — 2sIm (21)], s € R}. Ce R-cercle
est exactement 'orbite de ¢; pour le groupe a un parametre G = {[s, 0], s € R}.

Par hypothese, ¢» = p(q1) appartient a S, N D,,. Les images de U'intervalle [g1, g2
pavent donc le R-cercle D, .

Les orbites du groupe a un parametre G feuillettent le groupe de Heisenberg. Il suffit
donc pour conclure de vérifier qu’elles intersectent toutes 95;. Cela découle de la propo-
sition 7.26 et de la remarque qui la suit. O

Proposition 7.26. Soit S une R-surface spinale de spine v, et P un R-plan contenant
une extrémité de v, notée p € OHZ. P et S s’intersectent dans HE.

Démonstration. Utilisons le modele de Siegel. Quitte a normaliser la situation, on peut
supposer que S est la R-surface spinale construite sur la géodésique reliant [0, 0] et co, par
rapport au R-plan H2, et que p est le point co. Les feuilles de S, sont donc orthogonales
au R-plan H2, et correspondent donc & des R-cercles centrés en [0, 0]. Soit 7, la réflexion
par rapport a la feuille de parametre r de S (r = ¢, ou ¢ désigne I'abscisse curviligne).
Les lemmes 7.16 et 1.66 montrent alors que les réflexions lagrangiennes par rapport aux
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feuilles de S admettent les relévements suivant

0 0 r?
M, = O 1 O0f avecr > 0.
1/r? 0 0

Par ailleurs, le lemme 1.67 (page 40) fourni un relevement J, ;o de la réflexion Ip par
rapport a P pour pour tout R-plan contenant oco. Les trois nombres z, t et 6 sont les
parametres définissant le R-plan P.

Calculons la trace d’un relevement & SU(2,1) de Ip o I,.. Nous obtenons :

. 2—2 _ 2 it
tr (g odDy) = tr (JoooM,) = — (TiQ + 1) exp (4i6/3) — 2(@72“) exp (—2i0/3).

Les trois parametres z, t et 6 étant fixés par le choix de P, lorsque r tend vers 'infini, la
trace ci-dessus tend vers 7 = — exp (4i0/3). T étant de module 1, en notant f la fonction
définie en 1.10

f(r) = =8(1+Re(r?)) <O0.

Par suite, le lemme 1.11 montre que
- SiT ¢ {—1,exp(im/3),exp (—im/3)}, T est une « trace elliptique réguliere ». Pour
r suffissmment grand, la matrice J,,¢M, correspond a une isométrie elliptique
réguliere.
— Si 7 = —1, alors € est congru a 0 modulo 37/2. Si 8 = 0, alors

2o — ) 2t

tr (Joeoly) = =1+ = =

Par conséquent, la partie réelle de cette trace est plus grande que —1, et pour r assez
grand, correspond & une trace elliptique réguliere (voir la figure 1.1 page 27). On
conclut de la méme maniere si § = 37/2. Les cas ou 7 = exp (£in/3) s’obtiennent
en changeant de relevement pour Ip o I, : il suffit de le multiplier par une racine
cubique de 1.
Ceci montre que pour r assez grand, Ip o I, est elliptique, donc que P intersecte la feuille
de parametre r de S. O

Remarque 7.27. En conséquence de la proposition 7.26, tout R-cercle infini intersecte la
R-sphere spinale 35, ou S est une R-surface spinale construite sur une géodésique =y issue
de P.

Remarque 7.28. 1l existe bien entendu d’autres points fixes d’élements paraboliques dans
le groupe (A, B), qui correspondent a des conjugués de puissances de [A, B]. Ces éléments
ne sont pas cyclquement réduits.
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A? Ai A,%xB AiBA,l A[QA,B}

. :

1)
(2) @) ®3) 4) 4)
aS, 5; ®3) G ©®) (6)
0
A N NANYT YN

(1) : A, (2): B
(3) : ABA™L, (4) : ABA7'B71A7!
(5) : ABAT'B71AB 1A=l (6) : [A, B]AA, B]™!

F1G. 7.7 — Représentation schématique de A? et de ses images. Tous les segments
représentent des R-surfaces spinales.
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Représentations stabilisant un R-plan

Nous allons montrer que si a est non-nul, le groupe (A, B) ne préserve aucun R-plan.
Tout découle du lemme suivant.

Lemme 7.29. Soit G un sous-groupe de PU(2,1) préservant un sous-espace totalement
géodésique &, et ne contenant aucun élément elliptique. Soit g un élément de G. Les points
fixes de g sont contenus dans E.

Démonstration. Soit en effet m un point fixe de ¢ € G qui n’appartient pas a P, soit
[I(m) la projection de m sur P. Le point II(m) est a Uinterieur de HZ. Par ailleurs,
g(Pi(m)) appartient également a P. Si II(m) n’est pas fixé par g, le triangle géodésique
(m Pi(m),g(II(m))) a deux angles droits et un angle nul (en m). Ceci s’oppose au fait
que HZ soit de courbure négative. Comme ¢ n’est pas elliptique, II(m) ne peut étre fixé
par g. Dot le résultat. O

Par conséquent, le seul R-plan susceptible d’étre stabilisé par [A, B] est celui qui contient
les trois points (p1, p2, p3). Appelons-le P. D’apres le lemme 1.83 (page 46), si une reflexion
lagrangienne /) stabilise le R-plan P et que P et () s’intersectent en exactement un point,
alors ils sont orthogonaux (i.e. leur angle a pour mesure (7/2,7/2). Par conséquent, si
a # 0, aucun des trois points I1(p1), l2(p2) et I3(p3) n’appartient & P. Comme A(ps) =
I 15(p3) = I1(p1), le groupe (A, B) ne préserve aucun R-plan.

Maximalité du segment (¢ )a|<r/4

A o fixé, ¢o(T(1,1)) peut étre vu comme 'ensemble des groupes engendrés par trois
réflexions lagrangiennes fixant chacune une feuille des trois R-surfaces spinales S;T,c/ e
Nous avons vu dans la preuve de la proposition 7.21 que si 7; et v, sont deux géodésiques
asymptotiques tracées dans un R-plan commun P, alors, des que |a| > /4, les deux
R-spheres S;rl/ Ar et 532/7 Fe Sintersectent. Par suite, si || > 7/4 il existe des valeurs de
ty, ty et t3 pour lesquelles un mot de longueur deux est elliptique.

7.6 Commentaires et remarques

Remarque 7.30. L’existence des trois R-surfaces spinales construite a la section précédente
garantit que toutes les représentations p, éléments de Dy telles que

cr(p) = (L1, m/2 + o, ty, m/2+ i, t3,7/2 + @, 0)

avec —m/4 < a < /4 sont discretes. Cependant, ces trois R-surfaces ne définissent un
domaine fondamental que si p (m,n) est parabolique, c’est a dire si t; + to +t3 = 0. Si le
commutateur est loxodromique, alors le polyedre délimité par les trois R-surfaces et ses
images ne pavent pas HZ (voir la figure 2.4 page 58).
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F1G. 7.8 — Deux vues du domaine fondamental pour le cas a = 0.

Remarque 7.31. On peut considérer des familles moins grosses de représentations pour
essayer de comprendre ce qui arrive pour |«| > /4 lorsque 'on maintient la parabolicité
du commutateur. Si l’on se restreint ainsi a la famille t; = —t3 (donc t3 = 0), le mot ;13
est loxodromique tant que e*! + cos 2« est négatif. Si cette derniere condition n’est pas
remplie, un autre mot peut devenir elliptique, mais il est difficile de déterminer lequel.
Considérons, par exemple la famille a un parametre pour laquelle t; = —t3 = log 2, et
to = 0. On vérifie par le calcul que les trois mots de longueur deux restent loxodromiques

pour « € [0, g[ Une étude expérimentale montre que le mot de longueur 8 I1 1311 5 I3151315,

dont la trace vaut
3+ 1154 cos* o — 429 cos? o — 11504 sin a cos® o

est elliptique sur le segment ag < o < 7, avec 0.4687 < ap < 0.4697. C’est le mot le plus
court qui devienne elliptique pour ces valeurs de t1, t5 et t3. Pour une valeur donnée de
a, il est en général tres difficile de déterminer quel mot devient elliptique le premier dans
une famille & un parametre.

Remarque 7.32. En généralisant ’approche du chapitre 6, on peut considérer des groupes
¢ polygonaux » au lieu de triangulaires, c¢’est a dire engendrés par n involutions I, I ... I,
telles que le mot 111 . .. I,, soit parabolique. De tels groupes possedent un cycle de longueur
n

I
Pn1 Pn 2! P2 Dn1- (7.8)
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F1G. 7.10 — La R-sphere 95, seule, pour o = 75
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En munissant toutes les géodésiques ci-dessus de leur paramétrage standard, si 11, ... 1,
est parabolique, t;+- - -+1t, = 0 (ou t; désigne I'abscisse curviligne le long de la géodésique
stabilisée par Ij). Dans le cas ou les n involutions sont antiholomorphes, on montre alors
que le groupe engendré par Iy, Is, ... ,I, est discret si
— les points p; ...p, sont contenus dans un R-plan P
— les R-plans fixés par les I, ont un angle de mesure (7/2,7/2 + a) avec P, ou
la] < /4.
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