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Chapitre 1

Introduction

L’évaluation du risque alimentaire est un domaine d’application relativement nouveau
pour les statisticiens : il trouve depuis peu sa place dans les congrés internationaux de
statistiques (voir le site du congres du 25¢éme "European Meeting of Statisticians"!, session
Statistics in environmental and food sciences). C’est également 'une des sept priorités du
7ieme PCRD (Programme Cadre de Recherche et Développement?).

Le but d’une analyse de risque alimentaire est de déterminer si une substance donnée
peut poser un probléme de santé publique, de caractériser les individus les plus a risques et
les moyens de réduction du risque les plus efficaces afin de mettre éventuellement en oeuvre
certaines mesures de sécurité sanitaire (FAO/WHO, 1995). La notion de risque alimentaire
ne peut évidemment étre totalement dissociée de la notion opposée de bénéfices. Ainsi une
remarque préalable & la lecture de ces pages est qu’aucune personne travaillant dans ce
domaine n’a cessé de s’alimenter au vu des multiples risques qu’il est toujours important de
relativiser. Le but de cette thése n’est évidemment pas de diaboliser certains aliments ou
groupes d’aliments.

L’évaluation du risque alimentaire est un vaste domaine comportant plusieurs spécialités.
Ceci explique en particulier le caractére pluridisciplinaire de I'unité INRA-Mét@risk dans
laquelle a été effectuée la these.

En effet, les aliments peuvent contenir diverses substances (contaminants chimiques, ad-
ditifs, pesticides, bactéries pathogeénes) qui, lorsqu’elles sont ingérées en grandes quantités ou
de maniére répétée, peuvent avoir des effets néfastes sur la santé. L’étude des moyens d’ac-
tions de ces différentes substances fait appel aux compétences de médecins, toxicologues,
vétérinaires et autres biologistes ainsi qu’a celles des épidémiologistes. Les chimistes ou mi-
crobiologistes doivent aussi développer des techniques analytiques de pointe pour étre en
mesure de quantifier des doses trés faibles de contaminants ou autres substances pathogénes.
Par ailleurs, ’étude du comportement des consommateurs nécessite ’expertise d’économistes
et de sociologues, d'une part, et de médecins nutritionnistes, d’autre part. Enfin, ’évalua-
tion du risque alimentaire nécessite le recours & des bases de données complexes dont la
construction et la gestion requiérent des compétences informatiques certaines.

Le statisticien peut intervenir dans un grand nombre des étapes constituant une analyse

Thttp ://www.ems2005.n0
2http ://www.telecom.gouv.fr/programmes/7pcrd

15



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

du risque alimentaire : de nombreux modeles ont déja été développés dans le cadre de la
microbiologie prévisionnelle (modeles de croissance bactérienne, McMeekin et al. (1993);
modélisation dose-réponse, Daudin & Duby (2002)); des modeles économétriques (Deaton
& Muellbauer, 1980) permettent d’autre part de décrire la demande en biens alimentaires ;
les modeles d’épidémiologie (voir par exemple Clayton & Hills, 1993) tentent de mettre en
évidence le lien entre une forte exposition et le développement d’une maladie ou d’un effet
spécifique... On pourrait encore citer de multiples exemples ot les compétences du statisticien
permettent, & partir de données expérimentales ou d’enquéte, de quantifier un phénomeéne
et 'incertitude y afférant.

Dans le cadre de cette thése, nous nous concentrons sur 1’évaluation du risque lié a la pré-
sence de contaminants chimiques dont la toxicité est avérée et chronique. Le danger est dans
ce cas beaucoup plus sournois puisque c’est I’exposition chronique, i.e. sur une période tres
longue, qui peut avoir des effets néfastes sur la santé des individus. Plus précisément, pour
chaque contaminant chimique susceptible d’avoir ce type d’effet, les médecins et toxicologues
déterminent une dose tolérable par I'organisme humain & partir d’études expérimentales chez
I'animal (Dybing et al., 2002) : si cette dose est dépassée tout au long de la vie ou du moins
sur une longue période, I'individu est considéré comme a risque. Cette dose est appelée Dose
Journaliére Tolérable (DJT) ou Dose Hebdomadaire Tolérable (DHT) selon la période consi-
dérée et est exprimée relativement au poids corporel de I'individu. Nous cherchons dans ce
travail essentiellement & estimer la probabilité que ’exposition & un contaminant dépasse
cette dose tolérable et faisons référence a cette quantité en terme de risque. Certains méde-
cins pensent en particulier pouvoir expliquer la recrudescence de maladies comme le cancer
comme une conséquence de certains comportements alimentaires qui, d’un point de vue nu-
tritionnel, ne semblent pourtant pas poser le moindre probléme. Par exemple, I’ochratoxine
A, mycotoxine présente en particulier dans les céréales, le café, le vin, les raisins et tous les
aliments "& grains", est classé comme un agent cancérigéne et agirait sur le systéme urinaire
(Boizi¢ et al., 1995) : les aliments en cause ont pourtant pour la plupart une image plu-
tot positive en terme de santé. Les enjeux sont donc importants : la quantification précise
du risque est essentielle en vue de politiques de sécurité sanitaire efficientes. On pourra en
particulier s’intéresser a I'impact de normes toxicologiques sur certains aliments ou de re-
commandations nutritionnelles : est-ce que le fait de limiter la contamination du vin, mesure
envisagée par la Communauté Européenne, réduira de maniére significative le risque lié a
la présence d’ochratoxine A ? Est-ce qu’'une campagne d’information encourageant certaines
populations & limiter leurs consommations de tel ou tel produit permettra de réduire de
maniére significative leur exposition ? Autant de questions qui nécessitent le développement
d’outils statistiques adéquats.

L’objectif de ce chapitre introductif est de présenter de maniére générale le domaine d’ap-
plication et de synthétiser les principaux apports de cette thése, tant au niveau statistique
qu’au niveau du domaine d’application. Nous dressons d’abord un panorama de 'analyse
des risques alimentaires qui permettra de situer le contexte de ce travail. Nous présentons
ensuite 'ensemble des données disponibles en France dans le cadre de 1’évaluation du risque
chimique qui nous intéresse plus particulierement, qu’il s’agisse de données de consomma-
tion alimentaire ou de contamination des aliments. Nous décrivons ensuite les différentes
méthodes usuelles d’évaluation de ’exposition & un risque alimentaire avant de présenter les
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principaux résultats de la theése, chapitre par chapitre.

La plupart des travaux présentés ont fait ’objet d’une publication ou sont en cours
de révision pour des revues internationales. Nous reproduisons ces articles dans un TOME
ANNEXE a la thése, intitulé Statistical Methods for Food Risk Assessmment.

1.1 L’analyse de risque alimentaire

L’analyse de risque, telle que définie dans les comités d’experts® et par la FAO (Food
Agricultural Organization, www.fao.org), se décompose en trois étapes :

— L’appréciation du risque : il s’agit de l'identification du danger, I'estimation de la

probabilité de sa survenue et I'importance des effets néfastes.

— La gestion du risque : il s’agit d’identifier les différentes mesures de diminution du
risque préalablement apprécié et de quantifier, en incluant les incertitudes afférentes,
la réduction de risque selon chaque scénario afin de déterminer des solutions jugées
acceptables. Ces mesures peuvent prendre plusieurs formes : introduction de teneurs
maximales en contaminant sur certains aliments, retrait du marché de certaines den-
rées, recommandations nutritionnelles... Dans ce cadre, les impacts économiques de
telles mesures sont étudiées et mis en balance avec les réductions de risque attendues.

— La communication sur le risque : elle peut s’appliquer & tout moment de ’analyse de
risque entre les responsables de I’estimation du risque, les responsables de la gestion
du risque et les autres parties intéressées (milieux professionnels, consommateurs).

Ce processus peut étre appliqué a divers types de risques ou de bénéfices mais nous

ciblerons plus particulierement les risques alimentaires dans la suite.

L’appréciation du risque, souvent appelée évaluation du risque, a fait ’'objet d’un numéro
spécial de Food and Chemical Toxicology (Vol. 40, n° 2et 3, mars 2002) auquel le lecteur
pourra se référer pour une description plus détaillée. Elle suit également un schéma simple
ol plusieurs questions doivent étre traitées :

— l'identification du danger (Barlow et al., 2002) et la caractérisation du danger (Dybing

et al., 2002)

Il s’agit d’identifier les couples aliments-pathogeénes pour lesquels existent un danger,
i.e. pouvant provoquer des effets néfastes sur la santé et d’étudier les mécanismes
d’action du toxique ainsi que sa cinétique dans ’organisme (absorption, métabolisme
et élimination). Ceci requiert des techniques de toxicologies in vitro ou in vivo chez

3Plusieurs comités d’experts se réunissent tant au niveau national ou international pour traiter de ces
questions de risque alimentaires. Citons pour la France, I’Agence Frangaise de Sécurité Sanitaire des Aliments
(AFSSA); pour I'Union Européenne, I’Autorité européenne de sécurité des aliments (EFSA pour European
Food Safety Authority) et les comités internationaux d’experts appelés par la commission Codex Alimenta-
rius, créée en 1963 par l'organisation des nations unies pour 'alimentation et ’agriculture (FAO de 'anglais
pour Food Agricultural Organization) et 1'organisation mondiale de la santé (OMS ou WHO de I'anglais
pour World Health Organization) : le JECFA (Joint FAO/WHO Expert Committee on Food Additives
and contaminants) qui traite les risques liés aux additifs et aux contaminants chimiques, le JMPR (Joint
FAO/WHO Meetings on Pesticide Residues) qui évalue le risque lié aux résidus de pesticides et le JEMRA
(Joint FAO/WHO Meetings on Microbiological Risk Assessment) qui traite le risque microbiologique. Nous
invitons le lecteur a se reporter aux sites internet de ces différents acteurs pour plus de détails sur leurs roles
respectifs.
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I’animal. Il en résulte des relations dose-réponse entre la dose ingérée et le ou les effets
néfastes considérés ou plus simplement des doses tolérables par ’organisme, d’abord
pour ’animal puis pour ’homme.

— D’évaluation de 'exposition (Kroes et al., 2002) et la caractérisation du risque (Renwick
et al., 2003)
Il s’agit de quantifier ’exposition des individus d’une population donnée a I’agent pa-
thogéne étudié sur une période suffisamment longue en comparaison des effets étudiés.
Il s’agit donc d’évaluer la consommation des aliments incriminés et leur contamination
pour estimer I’exposition. Il s’agit ensuite de comparer ’exposition aux doses tolérables
ou relations dose-réponse obtenues dans 1’étape de caractérisation du danger.

C’est cette derniére étape qui nous intéresse principalement dans cette thése. En effet,
nous ne remettrons pas en cause le fait qu’il existe un danger, ni la dose a partir de laquelle
les effets néfastes peuvent se produire, mais garderons toutefois a I’esprit la manieére dont
cette quantité est déterminée afin de relativiser les résultats. En effet, les doses obtenues dans
I’étape de caractérisation du danger sont ensuite transposées a ’homme via des facteurs de
sécurité intra et inter espéces, parfois grossiers, qui laissent une grande incertitude autour
de ces valeurs toxicologiques de référence. Des travaux statistiques sont également entrepris
dans les étapes d’identification et caractérisation du danger (Edler et al., 2002), notamment
pour le calibrage de relations dose-réponse.

On peut distinguer et parfois opposer plusieurs types de risques.

D’abord, selon que les effets néfastes se produisent peu de temps aprés une ingestion
ponctuelle a forte dose ou qu’ils se manifestent plusieurs années plus tard aprés des ingestions
répétées a faible dose. On parle respectivement de risque aigu (acute en anglais) et de risque
chronique (Carriquiry et al., 1990). Un risque aigu typique est par exemple la listériose ou
autre toxi-infection alimentaire dont l’agent pathogéne est bactérien. Un exemple simple
de danger dans le cadre du risque chronique est le développement de cancers. La cause
alimentaire de ce type de danger est souvent difficile & prouver du fait de leur caractére
multifactoriel. L'une des particularités de I'analyse d’un risque chronique est que les doses
tolérables par 1’organisme sont en général déterminées pour une vie entiére par extrapolation
d’expériences réalisées in vivo chez le rat par exemple. La difficulté majeure est alors de
quantifier I’exposition sur une vie entiére...

On peut aussi opposer les risques chimiques (additifs alimentaires, contaminants, sub-
stances aromatisantes, migrants des emballages alimentaires et des résidus de pesticides et
de médicaments vétérinaires) aux risques microbiologiques (souches bactériennes, Jaykus,
1996). L’une des différences majeures entre ces deux types de risque est qu’en milieu favorable
les bactéries peuvent croitre (ou décroitre) alors que la teneur en contaminant chimique d’un
aliment est supposée stable au cours du temps, bien que variable selon ’aliment dans les deux
cas. Les données de contamination ne sont par conséquent pas utilisées de la méme manieére :
par exemple, les résultats de plans de surveillance, réalisées sur ’aliment brut, peuvent étre
intégrés pour I’évaluation d’un risque chimique en utilisant des facteurs de recettes, alors
que dans I’évaluation d’'un risque microbiologique, il faut évaluer la teneur en bactéries au
moment de la consommation de I’aliment ou bien modéliser la croissance / décroissance tout
au long de la chaine alimentaire (Haas et al., 1999).
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Dans le cadre de la thése, nous nous sommes principalement intéressés au risque chronique
lié & la présence de contaminants chimiques. Cependant, pour certains résidus de pesticides,
on peut & la fois étudier des risques chroniques et aigus; de méme, bien que les risques
microbiologiques soient principalement aigus, des thématiques de recherche émergent quant
au risque ou bénéfice de long terme lié & ’absorption réguliére de faibles doses de bactéries.

1.2 Les données disponibles en France et leurs parti-
cularités

Les objets principaux du statisticien dans le cadre de I’évaluation de risque alimentaire lié
a la présence de contaminants chimiques dans les aliments sont les données de consommation
ainsi que les analyses précisant la teneur en contaminant pour ces mémes aliments, appelées
données de contamination. Une bonne connaissance de ces données est indispensable afin de
pouvoir proposer les modélisations adéquates et déterminer si les hypothéses du modeéle choisi
sont bien vérifiées empiriquement. Ce sont méme souvent les caractéristiques des données
qui guident les recherches de modele. Etant amenés a utiliser ces données dans tout le corps
de la these, nous avons décidé de les présenter globalement dans cette introduction.

1.2.1 Consommation alimentaire des individus

La consommation alimentaire est évaluée de plusieurs maniéres. Quatre types de données

sont en général utilisés :

— Les données de production permettent d’avoir une idée des quantités moyennes
consommeées : ce type de données tend a surestimer la consommation individuelle
réelle mais a I'avantage d’étre disponible pour la plupart des pays. La FAO les uti-
lise pour déterminer des régimes alimentaires types pour les différentes régions du
monde (voir http ://www.who.int /foodsafety /chem/gems/en/index.html pour plus de
détails). Cing régimes (probablement 13 trés bientot) ont été mis en place pour pro-
mouvoir et faciliter I’évaluation de certains risques chimiques.

— Les enquétes de ménages sont de deux types : les premiéres s’intéressent plus a
la dépense (recueil de tickets de caisse de supermarchés par exemple) et les secondes
recueillent aussi les quantités achetées (comme les données du panel frangais SECODIP
décrites dans 'annexe 2.A.2). Serra-Majem et al. (2003) ont montré que ce type de
données peut donner une bonne idée des quantités consommées (pour le Canada et
I’Europe) bien que la consommation de certains aliments soit en général sous évaluée
(poisson, viande, légumes frais ou secs) ou surévaluée (sucres, céréales).

— Les enquétes individuelles sont principalement de deux types : celles demandant
a ’enquété de noter chaque aliment consommé (carnets) et celles faisant appel a leur
mémoire (méthodes de rappel). Les carnets de consommations alimentaires sont remplis
par les enquétés pendant un ou plusieurs jours (sept pour l'enquéte INCA décrite
en annexe 2.A.1). Les méthodes de rappel consistent & interroger l'individu sur ses
consommations passées, celles d’une journée (rappel de 24h) ou bien plus globalement
les habitudes de consommations (questionnaire de fréquence).
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— Enfin, les repas dupliqués permettent d’obtenir des données précises sur la com-
position des aliments ingérés mais donnent moins d’information sur le comportement
alimentaire proprement dit.

En ce qui concerne I’évaluation du risque alimentaire, I’'idéal est bien stir de disposer de
données de consommation individuelle précises sur une période assez longue. En effet,
dés que 'on s’intéresse a des expositions chroniques, c’est la consommation individuelle de
long terme qui importe. Il n’existe actuellement pas de données de ce type en France. Une
autre caractéristique importante est la donnée du poids corporel des individus nécessaire
dans l'optique de la comparaison de I'exposition a la DJT/DHT, dose tolérable exprimé en
pg ou ng de contaminant par kilogramme de poids corporel par période (jour ou semaine).

Un panorama des données francaises de consommation est fourni dans 'annexe 2.A.
Dans les applications de cette thése, nous utilisons principalement ’enquéte individuelle
de consommation alimentaire (INCA, 1999) ou les données d’achats des ménages du panel
SECODIP (années 1996 a 2001).

Les données INCA (CREDOC-AFSSA-DGAL, 1999) fournissent le détail de I’ensemble
des consommations de 3003 individus sur une semaine ainsi que le poids corporel des indi-
vidus. Ceci fait de cette base de données une source précieuse pour 1’évaluation du risque
alimentaire et seront utilisées dans les chapitres 2, 3 et 4. Elle présente cependant de mul-
tiples biais principalement dus a la courte durée de 'enquéte et a 1'utilisation de la méthode
des quotas pour la sélection des individus (Deville, 1991, pour une critique de ces méthodes).

Les données SECODIP (Société d’Etudes de la Consommation, de la DIstribution et de
la Publicité, qui s’appelle dorénavant TNS Secodip, http ://www.secodip.fr) sont constituées
des achats alimentaires hebdomadaires (quantités et prix) de ménages francais sur des pé-
riodes longues (en moyenne quatre ans). Ces données permettent donc d’évaluer le comporte-
ment alimentaire de long terme et sont tres utilisées par les économistes de la consommation
pour modéliser les décisions de consommation. Elles ne permettent cependant pas d’étudier
le régime alimentaire total du fait de ’existence de deux sous-panels disjoints n’enregistrant
pas les mémes types d’achats et de I’exclusion de 'autoconsommation et de la restauration
hors foyer. Dans le cadre de I’évaluation de risque, elles présentent des inconvénients ma-
jeurs : les quantités sont agrégées au niveau des ménages dont on connait la composition en
termes d’4ge et de sexe et les poids corporels des individus n’étaient pas demandés jusqu’en
2001. Nous développons dans le chapitre 5 un outil permettant de décomposer ces données
ménage en données individuelles en vue de quantifier le risque de long terme.

1.2.2 Contamination

Les données de contamination sont trés hétérogénes. Elles sont constituées de diverses
séries d’analyses (plans de controle) effectuées par la Direction Générale de I’Alimentation
(DGAL) et la Direction générale de la Concurrence, de la Consommation et de la Répression
des Fraudes (DGCCRF) ou encore par des offices nationales interprofessionnelles de filiéres
agro-alimentaires comme ’ONIVINS (pour le vin) ou par des instituts de recherches spécia-
lises (IFREMER pour les produits de la mer) ou par des centres techniques... Dans certains
cas, comme, par exemple, pour des contaminants encore peu étudiés en France, on ne dis-
pose que de valeurs moyennes ou bien d’intervalles de contamination sur différents aliments
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recueillis dans la littérature.

L’utilisation de données analytiques pose le probléme du traitement de la censure (&
gauche) des valeurs relevées. En effet, de nombreux résultats d’analyses sont inférieurs a la
limite de détection ou de quantification. La limite de détection (LOD) est définie comme
étant la plus petite quantité d’une substance & examiner dans un échantillon, pouvant étre
détectée mais non quantifiée comme une valeur exacte. La limite de quantification (LOQ)
est définie comme étant la plus petite quantité d’'une substance a examiner pouvant étre
dosée dans les conditions expérimentales décrites avec une justesse et une reproductibilité
définies. Ces limites varient donc selon la technique analytique retenue et ’aliment sur lequel
est effectué 'analyse. Une donnée de la forme "<LOD" est donc comprise entre 0 et la LOD ;
de méme, une donnée de la forme "<LOQ" est comprise entre 0 et la LOQ et rien n’assure
qu’elle soit supérieure a la LOD.

Les méthodes traditionnelles préconisent de remplacer ces valeurs censurées sous la forme
"<LOD" ou "<LOQ" par les limites elles-mémes (scénario notée H1), les limites divisées par
2 (scénario notée H2) ou zéro (scénario notée H3) selon la proportion de données censurées
dans I’échantillon. Les recommandations des experts de 'OMS et de la FAO a ce sujet sont les
suivantes : si I’échantillon comporte moins de 60% de valeurs censurées, il convient d’utiliser
LOD/2 ou LOQ/2, sinon, il est recommandé de réaliser I’évaluation de risque selon les deux
scénarios les plus extrémes : remplacement des données censurées par les limites elles-mémes
ou par zéro (GEMs/Food-WHO, 1995). Ces méthodes de substitutions peuvent avoir un
impact tres important sur I’évaluation de risque bien que les valeurs des limites de détection
et de quantification soient tres faibles. Des méthodes statistiques pour traiter ce probléeme
de censure a gauche sont proposées dans le chapitre 4.

D’autres facteurs déterminant le niveau de contamination final (dans I'assiette) peuvent
étre introduits : pour de nombreux contaminants, le mode de préparation de ’aliment peut
faire varier le niveau de contamination. On peut donc introduire des facteurs prenant en
compte ce phénomene si les analyses sont effectuées sur 'aliment brut (c’est le cas des plans
de controle de la DGCCRF et de la DGAL) ou bien mener des analyses sur les aliments tels
que consommés. En 2004, une telle étude, appelée "Etude de I'alimentation totale" (DGAL-
INRA-AFSSA, 2004) a été menée : les aliments sont achetés dans les différentes enseignes
(supermarchés, épiceries, hard discount) selon les parts de marché qu’elles représentent et
sont ensuite préparés tel qu’ils sont habituellement consommés pour étre analysés.

Pour protéger le consommateur, des limites maximales de contamination (ML pour
Maximum Limit) peuvent étre imposées par des réglementations pour les aliments desti-
nés & 'homme ou & 'animal, aux niveaux national et international. Berg (2003) discute
par exemple de la manieére de les fixer pour les mycotoxines. En effet, ce sont souvent
les contraintes de production qui guident les décisions plutdt que la sécurité alimentaires.
Lorsque de telles limites maximales existent, elles peuvent étre utilisées pour une évaluation
conservative des risques.
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1.2.3 Appariement des données de consommation et de contami-
nation

Reste ensuite a apparier les données de consommation aux données de contamination,
c’est a dire faire correspondre les deux nomenclatures. Pour cela, il est souvent nécessaire
de créer des groupes d’aliments dont la contamination est similaire. Un point essentiel de ce
rapprochement de nomenclature est ['utilisation de facteurs de recettes (processing) qui per-
mettent d’attribuer une contamination a des plats composés de plusieurs ingrédients (Counil
et al., 2005a; Verger et al., 2005). Le choix du nombre de ces groupes et des aliments les
constituant peut avoir une influence importante sur le niveau d’exposition et est souvent
dirigé par le mode d’estimation retenu pour cette derniére. En effet, si 'on souhaite dispo-
ser pour chaque groupe d’aliments d’'un nombre important d’analyses, on aura tendance a
agréger davantage des aliments semblables en termes de contamination. Cette question est
difficile et requiert souvent la compétence de spécialistes en toxicologie, en nutrition et en
sciences agro-alimentaires. Une étude de sensibilité a ce choix a été menée pour les produits
de la mer, pour plus de détails, se reporter a Tressou et al. (2004a), article donné dans le
TOME ANNEXE.

1.3 Les méthodes usuelles d’évaluation de ’exposition

Pour un contaminant donné, notons P le nombre d’aliments vecteurs, C' = (C1, ...,Cp)
la consommation d’un individu quelconque de poids corporel w en chacun de ces aliments
et Q = (@1, ..., Qp) leur contamination. L’exposition au contaminant étudié de cet individu,
exprimée en unité relative de poids corporel, est alors

_ 25:1 @pCyp

W

D

On omettra dans la suite le poids corporel en considérant directement les consommations
relatives, i.e. exprimées par kg de poids corporel. On retiendra donc que l’exposition a un
contaminant (ou dose ingérée) est D = 25:1 Q,Cp, ou C' = (C1,...,Cp) est la consommation
relative.

En pratique, on ne dispose pas de la contamination de chaque aliment consommé (hormis
dans les études de repas dupliqués pour lesquelles de telles analyses peuvent étre menées), il
est donc nécessaire d’estimer la distribution de I'exposition.

Quand les données ne sont disponibles qu’en version agrégée, i.e. sous la forme, d’'une
part, d’'une moyenne de consommation par groupe de produit ¢, et du 95iéme percentile
(P95), )% par exemple, et d’autre part, d’'un indicateur de contamination par groupe de
produit, la contamination moyenne g, par exemple, les évaluateurs de risque ne construisent
pas une distribution d’exposition mais donnent seulement :

~ un estimateur de I'espérance de I'exposition : D = 31" | 3,6,

— un "estimateur" de I'exposition d’un fort consommateur de I'un des produits : par

exemple, ’exposition des forts consommateurs des aliments du groupe 1 est appelée
"exposition au P95 de consommation des aliments du groupe 1" et est définie par
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Day,,, = @7 + Z,I;:z Qp-Cp-

Ce type de calcul "grossier" est qualifié de "déterministe" ou "point estimate" au niveau
international. Il est utilisé dans une premiére approche, le plus souvent conservative, de
quantification du risque. En effet, si les "estimateurs" de l’exposition obtenus en utilisant
des contaminations relativement élevées sont trés faibles en comparaison des doses tolérables
par 'organisme, il n’est pas utile de proposer des modéles plus élaborés. Une telle pratique
semble toutefois discutable.

1.3.1 Construction de la distribution d’exposition

Le choix de la procédure de construction de la distribution de ’exposition & un conta-
minant dépend principalement des données & disposition. Une synthéese des méthodes d’éva-
luation usuelles de I'exposition est proposée dans Kroes et al. (2002).

Pour simplifier, si P désigne le nombre d’aliments (ou groupes d’aliments) supposés conta-
minés, trois cas de figures se présentent :

1. Les consommations et contaminations sont sous forme agrégée, typiquement une moyenne
et un écart-type de consommation et de contamination de chaque aliment p =1, ... P.

2. Les contaminations, plus rares, sont sous forme agrégée et une enquéte de consomma-
tion fournit les consommations individuelles détaillées de chaque aliment p pour un
nombre n d’individus

3. Les consommations et les contaminations sont disponibles sous forme détaillée : pour
chaque aliment p, plusieurs teneurs en contaminant ont été mesurées.

L’hypothése d’indépendance entre consommation et contamination n’est généralement
pas remise en cause dans le cas de contaminants chimiques puisque la contamination d’un
aliment n’est pas conditionnel au comportement des consommateurs. De plus, les contami-
nations de deux produits sont supposées indépendantes. Par contre, les consommations de
plusieurs aliments présentent une structure de dépendance complexe.

Dans le cas 1, pour tenir compte des deux sources de variabilité que sont la consommation
et la contamination, les évaluateurs de risque utilisent des méthodes qualifiées de paramé-
trique. Elles consistent en l’ajustement de lois paramétriques usuelles pour approcher les
distributions de consommation et de contamination.

Pour les contaminations, la loi lognormale est la plus utilisée bien qu’elle s’ajuste mal
aux queues de distributions. Pour remédier a cela, des solutions comme l'utilisation de lois
paramétriques tronquées ou la combinaison de plusieurs lois paramétriques différentes (par
exemple, pour la tendance centrale et la queue de la distribution) sont envisagées (commu-
nication personnelle, P. Verger).

Pour la consommation, si les distributions marginales de consommation sont estimées
paramétriquement, il faut ensuite procéder & un nouvel ajustement pour prendre en compte
la structure de corrélation de ces consommations. Ceci fait appel & 'estimation de copules
en dimension P, avec P potentiellement grand. La méthode d’Iman & Conover (1982) men-
tionnée dans Gauchi & Leblanc (2002) et Albert & Gauchi (2002) consiste a simuler les
distributions de consommation selon les ajustements marginaux préalablement effectués et
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a réordonner les échantillons simulés de sorte que la structure de corrélation des consom-
mations soit respectée (utilisation de copules normaux Nelsen, 1999). Une autre solution est
d’utiliser une distribution log-normale multidimensionnelle, relativement simple a simuler
deés que la matrice de variance-covariance des consommations est connue mais qui s’adaptera

mal a la présence de multiples zéros.

La distribution de I'exposition est alors approchée par des simulations de type Monte
Carlo. L’introduction de ces méthodes, couramment utilisées dans les domaines de la phy-
sique, chimie, économie, est beaucoup plus récente dans le domaine de 1’évaluation de risque
(Finley et al., 1994). Si fc est la densité multidimensionnelle des vecteurs de consommations
et que fo,, -, fo, sont les densités (unidimensionnelles) des contaminations, la distribu-
tion fp de I'exposition est une fonctionnelle de fo x [] fg,. Elle est approchée en tirant

p

aléatoirement un grand nombre B de valeurs selon fp.

Dans le cas 2, I'exposition peut étre construite en considérant un niveau fixe de conta-
mination pour chaque aliment ou groupe d’aliments. Ce niveau est déterminé a partir des
données de contamination observées : il peut s’agir de la moyenne, de la médiane pour avoir
une estimation réaliste de I’exposition ou bien encore d’un percentile élevé de contamination
(le P95 ou le P99) pour obtenir une valeur d’exposition "au pire des cas" et avoir une vision
plus conservative.

Si c;', désigne la consommation en produit p de l'individu ¢ exprimée relativement & son
poids corporel (consommation relative) et g, désigne le niveau fixé de la contamination pour
I’aliment p, I'exposition de I'individu ¢ est

L’estimateur de la distribution de ’exposition pour une population de taille n est la fonction
de répartition empirique des expositions ainsi construites, définie par

Fn(a:):%Z]l(Digx).

Cette approche est appelée "distributionnelle" au niveau international. Cependant dans
la mesure ot le niveau de contamination est supposé fixé comme dans le calcul "déterministe"
ci-dessus, le terme de "déterministe" est celui que nous avons le plus souvent retenu dans
cette these. Ceci constitue un exemple des discussions sans fin sur le vocabulaire qu’il convient
de fixer au mieux dans ce cadre pluridisciplinaire.

Par ailleurs, toujours dans le cas 2, la variabilité des données de contamination peut de
nouveau étre prise en compte en utilisant les distributions paramétriques, notées précédem-
ment fo,, -, fo, et une simulation de type Monte Carlo. On qualifie ce type de modéele de
semi-paramétrique. Dans ce cas, les simulations de type Monte Carlo peuvent étre relative-
ment fantaisistes et font apparaitre des confusions entre approximation de type Monte Carlo
et bootstrap. En effet, une approximation de la distribution d’exposition consiste a tirer
aléatoirement avec remise B (>> n) vecteurs de consommation (tirage selon la fonction de
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répartition empirique des consommations) et a affecter & chaque consommation c;, une valeur
de contamination tirée selon fg,. Un intervalle de confiance pour la moyenne d’exposition
peut alors étre obtenu par bootstrap en répétant M fois ’approximation précédente.

Dans le cas 3, si L, analyses sont réalisées pour estimer la teneur en contaminant du
produit p et que qé.’p désigne la teneur en contaminant du produit p lors de la j,-¢me analyse
(Jp=1,...,L,, p=1,..., P), I'estimateur de la distribution de 'exposition d’une population
de taille n est la fonction de répartition des expositions pouvant résulter de la combinaison
de tels niveaux de contamination et des consommations c:f) observées. Elle s’écrit en fait
simplement

Fn,Ll,...,Lp A Z Z Z 1 (Z q] CZ < .CL‘) s (11)

=1 j1=1 jp=1
ot A=nx][]L,.

P

Cet estimateur plug-in de la distribution d’exposition ne peut en pratique étre calculé car
A est trop grand (il vaut 10! dans notre application sur I'ochratoxine A). La distribution
de l'exposition est alors approchée par une simulation de type Monte Carlo de taille B.
Celle-ci consiste & procéder & un tirage aléatoire avec remise des consommations d’une part
et des contaminations d’autre part. L’estimateur de la distribution d’exposition est alors de

la forme
Fro(r) = _1 E 1 E p i <z
B( ) B qucp — 9

(i,jla'“:jp)eﬁ p=1

ot L désigne un sous ensemble d’indices (4, j1, ..., j,) de taille B << A.
Cet estimateur est différent de l'estimateur non paramétrique proposé par Gauchi &
Leblanc (2002) utilisant les lois marginales des consommations.

1.3.2 Grandeurs d’intérét et risque chronique

Quand la distribution d’exposition est déterminée, plusieurs grandeurs peuvent étre cal-
culées : la moyenne, I’écart-type, la médiane, tous les percentiles et en particulier les forts
percentiles, le minimum, le maximum... Les plus utilisées sont la moyenne et le 95°™¢ per-
centile (P95) qui permettent de résumer simplement la distribution.

Comme le risque concerne les expositions trop élevées, on s’intéresse essentiellement a la
probabilité de dépasser un certain seuil de toxicité d, Pr(D > d). Dans le cas de contaminants
chimiques pour lesquels le risque est chronique, des doses journaliéres et hebdomadaires to-
lérables (DJT, DHT) sont déterminées en extrapolant les résultats trouvés sur les animaux.
Ces DJT /DHT sont des doses pour une vie entiére du fait du caractére chronique du risque :
comme la consommation de long terme est trés difficile & estimer, nous ne pouvons évaluer
directement une exposition de long terme et comparons donc une exposition de court terme
(une semaine) & ces doses tolérables. De ce fait, la probabilité de dépasser la DJT/DHT
doit étre percue plus comme un indice de risque que comme une mesure du danger réel.
Certains travaux (Nusser et al., 1996; Wallace et al., 1994; Hoffmann et al., 2002) proposent
des modélisations permettant d’estimer une consommation de long terme a partir de me-
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sures de court terme par réduction de la variance intra-individuelle. Ces méthodes utilisent
une transformation normalisante préalable (par exemple, de type Box-Cox) et une analyse
de la variance. Cependant elles ne prennent pas en compte ’évolution des comportements
de consommation au cours du temps mais lissent la variabilité de la consommation journa-
liere. Dans le cadre de cette thése, nous n’avons pas appliqué de telles méthodes. Il semble,
d’apres les travaux de Counil et al. (2005a), que l'utilisation d’une enquéte de 7 jours permet
également de lisser de maniére importante les consommations extrémes (faibles ou élevées).
Nous travaillons davantage dans I'optique d’une modélisation dynamique du phénomeéne en
proposant d’utiliser des données ménage de long terme (au moins une année) décomposées.
Ce type d’individualisation nous conduira & une nouvelle notion d’exposition et de risque de
long terme (Chapitre 5).

1.4 Principaux résultats de la thése

Le but essentiel de cette thése est de fournir, dans divers cadres, une évaluation statistique
du risque défini comme la probabilité de dépasser une dose tolérable.

Un premier travail (Chapitre 2) a consister & modéliser les queues de distributions de
I’exposition & un contaminant en ayant recours a la théorie des valeurs extrémes. Ceci nous
a permis de quantifier des risques trés faibles. Cependant, les contaminants sur lesquels les
attentes de modélisation sont les plus importantes, présentent des risques qui ne relévent
pas de la théorie des valeurs extrémes. Les méthodes plus classiques d’estimation dans ce
cadre utilisent les distributions d’exposition construites par tirages aléatoires au sein des
données de consommations et des données de contamination décrites plus haut. Un des
objets de cette thése a été de valider par la théorie asymptotique ces méthodes de calcul tres
utilisées en pratique. Nous avons montré que ’estimateur de la probabilité de dépasser une
dose tolérable s’écrit comme une U-statistique généralisée incompléte. Cette constatation
permet de dériver les propriétés asymptotiques de I'estimateur plug-in du risque et d’obtenir
des mesures d’incertitude (chapitre 3). Afin de tenir compte de la censure & gauche des
données de contamination, nous avons alors développé des méthodes d’estimation dans le
cadre de la théorie des modeles de durée (chapitre 4). Cependant, la définition du risque
comme la probabilité de dépassement de la dose tolérable est discutable du fait que la
dose tolérable est définie sur vie entiére et que nous utilisons principalement des données de
consommation sur une semaine (INCA). Comme les seules données disponibles en France sur
le long terme (quelques années) sont agrégées au niveau des ménages, nous avons mis au point
une technique de décomposition de données ménage en données individuelles afin d’estimer
I’exposition de long terme. Cette méthode permet de proposer une nouvelle définition du
risque de long terme (chapitre 5).

Nous discutons briévement les principaux résultats obtenus dans les différents chapitres
de la these.

1.4.1 Les risques alimentaires : un phénoméne extréme 7

Tres utilisée en hydrologie et en finance, la théorie des valeurs extrémes (EVT) permet
de prédire des événements rares non observés, ou partiellement observés, et de quantifier des
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phénomenes extrémes (Embrechts et al., 1999; Reiss & Thomas, 2001; Beirlant et al., 2004).
L’originalité de ce chapitre réside davantage dans I’approche proposée pour 1’évaluation des
risques faibles que dans son contenu mathématique. Ce travail sera prochainement publié
dans un ouvrage sur I’évaluation des risques alimentaires.

L’estimateur plug-in (ou empirique) de cette probabilité de dépassement d’un seuil ne
peut étre inférieur & 1/n si n est la taille de I’échantillon des expositions individuelles.
Les enquétes de consommation individuelle ne portant au plus que sur quelques milliers de
consommateurs, ceci rend impossible la quantification de risques trés faibles, de 'ordre de
107% ou 10~° bien que ce type de risque puisse étre inacceptable & I’échelle de la population
entiere. La méthode d’évaluation du risque proposée consiste a ajuster une distribution de
type Pareto a la queue de distribution de l’exposition, préalablement construite & partir
de données de consommation et de contamination. On fait d’abord ’hypothése que pour x
suffisamment grand

P(D > x) = Ca /",

ou X est la variable aléatoire représentant I’exposition & un contaminant, C' est une constante
et v est I'inverse de I'indice de Pareto qui s’interpréte directement comme un indice de risque.

L’estimateur le plus fréquemment utilisé dans ce cadre est 1'estimateur de Hill (1975). Si
Dy, ..., D, sont les expositions a un contaminant de n individus indépendants alors 1’estima-
teur de Hill s’écrit

k
1
Hk,n = E ; log(anH»l,n) - log(ankm);

ou k désigne le nombre de valeurs extrémes a retenir.

En pratique, cet estimateur de « varie fortement en fonction de £ ; son biais étant impor-
tant pour k petit et sa variance grande pour k£ grand. Ceci peut en partie s’expliquer par le
fait que les données ne suivent pas strictement une loi de Pareto mais sont perturbées par
une fonction dite fonction & variation lente L (typiquement un log, un log itéré). L’hypothese
initiale sur la queue de distribution de I’exposition prend alors la forme, pour = suffisamment
grand

P(D > z) = Ca Y7L(z),

ou L est une fonction a variation lente.

L’introduction de la fonction & variation lente n’est pas simplement un jouet mathé-
matique, qui rendrait les aspects techniques plus compliqués (et donc plus attractifs) aux
chercheurs. Des fonctions & variation lente peuvent apparaitre trés naturellement lorsqu’on
modélise par exemple des phénomenes agrégés ou que 1’on considére des mélanges de popu-
lations ayant des risques différents (Feuerverger & Hall, 1999).

En tenant compte de cette fonction & variation lente, nous avons adapté une technique de
débiaisage de I'estimateur de Hill en considérant des classes de fonctions de type puissance
(1 + Dz~#) ou logarithme ((logz)?). Cette technique, inspirée de Beirlant et al. (1999) et
Feuerverger & Hall (1999), a été mise en oeuvre sur des données simulées et permet de
déterminer un estimateur de v de biais plus faible que ’estimateur de Hill. Notre résultat
est établi en montrant que les espacements en log, renormalisés, Z; = i(log(Dy—it1,) —
log(D,,—i)) se comportent asymptotiquement comme des variables aléatoires exponentielles
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dont la moyenne dépend de v et des parameétres de la fonction & variation lente considérée.
Nous estimons alors par maximum de vraisemblance, pour chaque valeur de k, les différents
parametres du modéle.

Cette méthode permet en outre de déterminer le nombre de valeurs extrémes qui forment
la queue de la distribution par un arbitrage entre réduction du biais et réduction de la
variance de l'indice de Pareto. Les deux méthodes de correction de biais sont comparées
sur des données simulées selon plusieurs hypothéses. Nous montrons alors empiriquement
que l'introduction d’une fonction & variation lente de type puissance permet de corriger
significativement le biais. Nous parvenons ainsi a quantifier des risques trés faibles, P(D > d),
inférieurs a 1/n, dés que la dose tolérable d appartient a la queue de distribution. De plus,
I'estimation des "Value at Risk" (Embrechts et al., 1999), définies comme l'inverse de la
fonction de répartition en un point y proche de 1, permet d’analyser précisément les queues
de distribution d’exposition.

Nous proposons ensuite deux outils permettant de caractériser les populations a risque.
Le premier basé sur un modeéle de type probit(Gouriéroux, 1989) permet de déterminer les
facteurs favorisant I'appartenance a la zone a risque. Par ailleurs, la modélisation des excés
au dela d’un seuil d’exposition selon une loi de Pareto généralisée dont 1'indice dépend de
covariables permet de mettre en évidence les déterminants du risque. L’estimation de ce type
de modele est réalisée par des techniques de maximum de vraisemblance.

En guise d’illustration des possibilités et limites des outils proposés, nous présentons les
analyses de risques liés a ’acrylamide dans I’alimentation totale et au méthylmercure dans les
produits de la mer. Le cas de 'acrylamide montre comment la méthode développée permet
de quantifier un risque trés faible lorsque ’estimateur plug-in de la probabilité de dépasser
un seuil est nul. Nous montrons également sur ’exemple de ’acrylamide que la comparaison
des queues de distribution d’exposition de différentes sous-populations permet une analyse
plus fine que la comparaison des percentiles élevés (P95). Ainsi les "Value at Risk" d’ordre
1 sur un million sont maximales pour les enfants de 7 & 10 ans et trés élevées également
pour les hommes adultes dont le P95 d’exposition n’est pourtant pas trés différent de celui
du reste de la population. L’évaluation du risque li¢ au méthylmercure illustre une limite
de T'utilisation de la méthode proposée : comme la DHT n’appartient pas a la queue de
distribution déterminée par le modele, ’estimation de la probabilité de dépasser la DHT par
ces outils extrémes n’est pas appropriée. Par ailleurs, les outils permettant de caractériser les
populations a risque ont permis de montrer, par exemple, que les retraités, cadres supérieurs
et employés sont significativement plus exposés au méthylmercure que les autres CSP.

L’application de ces méthodes issues de 'EVT a I’évaluation de risque lié a la présence
de métaux lourds dans les produits de la mer a fait ’'objet d’une publication dans un journal
de Toxicologie (Tressou et al., 2004a).

1.4.2 Evaluation empirique des risques

Le caractére fortement multidimensionnel des données de consommation rend 1’estimation
de la probabilité de dépassement d’une dose tolérable plus difficile qu’il n’y parait. En effet, la
consommation alimentaire est un phénomeéne présentant de fortes corrélations, positives ou
négatives entre certains aliments (qui peuvent, en termes économiques, étre complémentaires
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ou substituts : le thé et le café sont par exemple des aliments substituts alors que le café et le
sucre sont plutdt complémentaires). Les consommations des différents aliments ne peuvent
donc étre modélisées marginalement. Par ailleurs, la présence de nombreux régimes alimen-
taires (produits consommés ou non) rend la modélisation paramétrique des consommations
impossible.

Afin de quantifier les risques plus élevés, par exemple pour 'ochratoxine A présente dans
un grand nombre d’aliments, nous avons choisi un cadre totalement non paramétrique qui
conduit & considérer des estimateurs de type plug-in (cf. (1.1)).

En supposant que les contaminations des différents aliments sont indépendantes entre
elles et indépendantes de la consommation des aliments, nous montrons que cet estimateur
empirique de la probabilité d'une dose tolérable d s’écrit comme une U-statistique généralisée.

L’estimateur plug-in de la probabilité de dépasser une dose d prend en effet la forme

P n I
04 (Demp) = Po,,.. (Z Q*C, > d) 1 > Z 1 (Z c > d) :
p=1 =1 j1=1 jp=1
ot D, désigne la distribution empirique jointe des consommations (C' = (Ci,...,Cp)) et
des contaminations (Q?, p = 1, ..., P) déja définie en (1.1).

Cette classe de statistique introduite dans les années 40 par P. R. Halmos et W. Hoeffding
comprend un grand nombre de statistiques usuelles (moyenne, variance, statistiques de tests
et autres estimateurs largement utilisés). La théorie sur les U-statistiques (Hoeffding, 1948;
Lee, 1990) fournit des outils unifiés et puissants pour ’étude de l'estimateur plug-in. En
particulier, nous obtenons le comportement asymptotique de I’estimateur plug-in du risque
et la validité du bootstrap pour I'estimation de sa variance. Sous certaines conditions sur les
tailles des échantillons, on peut montrer que

N2 104 (Demp) — 04 (D)) — N (0,5%),
N—o0
ou N = n—l—zp L,, D désigne la distribution jointe des consommations et des contaminations
et S? une variance que nous estimons par des techniques de jackknife et de bootstrap (voir
Efron & Tibshirani, 1993, pour une introduction) reposant sur la décomposition de Hoeffding
des U-statistiques généralisées (Hoeffding, 1961).

En pratique, seule la version incompléte de cette U-statistique (voir Blom, 1976, pour un
descriptif des propriétés des U-statistiques incomplétes) peut étre calculée en ayant recours a
une simulation de type Monte Carlo : vecteurs de consommations et valeurs de contamination
sont indépendamment tirés dans les distributions empiriques des données de consommation,
d’une part, et de contamination, d’autre part. L’estimateur du risque s’écrit alors

4.8 (Demp) = é Z <Z ¢ ¢ > d)

(iajla"'7jp)€£ p= 1

ot L désigne un sous ensemble d’indices (4, j1, ..., j,) de taille B << A.
Nous montrons que les comportements asymptotiques des versions complétes et incom-
plétes de la U-statistique généralisée différent peu dés que le nombre de tirages B est suffi-
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samment grand, en particulier devant la taille des échantillons disponibles de consommation
et de contamination.

Les théoremes asymptotiques proposés et le recours aux U-statistiques incompletes per-
mettent de proposer des choix raisonnables du nombre de simulations a effectuer. En effet, la
plupart des logiciels proposant des évaluations de risque similaires encouragent 1'utilisation
d’un nombre trés important de simulations qui ne sont pas toujours indispensables. Nous
proposons également plusieurs méthodes de construction d’intervalles de confiance fondées
sur deux estimateurs de la variance asymptotique : (i) un estimateur de type bootstrap (ii) un
estimateur de type jackknife reposant sur la décomposition de Hoeftding de la U-statistique
de départ. L’estimateur (ii) est obtenu en utilisant le fait que la variance S? s’écrit comme
une somme pondérée des variances des gradients de la U-statistique. Comme les gradients
d’ordre 1 sont des U-statistiques simples, leur variance peut facilement étre estimée par ja-
ckknife en utilisant des estimateurs de ces gradients (cf. Arvesen, 1969). L’utilisation d’un tel
estimateur de S? permet de mieux comprendre comment la variance du risque se décompose.

Nous montrons ensuite que les intervalles de confiance de type "basic bootstrap" sont
suffisants et que le recours a des méthodes t-percentiles (studentisation de la statistique par
'écart-type issu de (ii)) n’améliore que peu les intervalles de confiance en terme de probabilité
de couverture.

Ces outils ont été utilisés pour quantifier le risque lié & la présence d’ochratoxine A dans
les aliments. Nous montrons que les enfants sont la population la plus a risque. Nous étudions
également I'impact de l'introduction de limites maximales de contamination pour le vin ou
les céréales (préconisées par 1'Union Européenne) et concluons a l’absence d’une réduction
significative du risque. Cependant les estimations de risque obtenues restent conditionnelles
au traitement des données censurées préalablement effectué et ceci réduit considérablement
la puissance de I’outil lors de comparaisons de populations ou lors de 1’étude de I'impact de
mesures sanitaires. Nous proposons dans le chapitre suivant de modéliser cette censure.

Ce travail a fait 'objet de deux publications : la premiére dans une revue de Toxicologie
(Tressou et al., 2004b) et la seconde, plus technique, dans Biometrics (Bertail & Tressou,
2005)

Par ailleurs, dans le cadre d’un travail sur la combinaison de sources de données par vrai-
semblance empirique (Crépet et al., 2005, non inclus dans le cadre de cette thése mais donné
dans le tome annexe), cette approche par les U-statistiques a permis de simplifier 1’écriture
des contraintes du modele et le recours aux versions incomplétes de ces U-statistiques a
rendu les calculs réalisables dans le cas multidimensionnel (plusieurs produits contaminés
par la méme substance), la décomposition de Hoeffding permettant en effet de linéariser
Iestimateur du risque.

1.4.3 Modélisation de la censure des données de contamination

L’estimateur plug-in du risque défini dans la chapitre 3 dépend fortement de la méthode
de substitution des données de la forme "<LOD" ou "<LOQ" retenue. Nous proposons donc
d’intégrer au modele précédent la censure a gauche des données de contamination.

Dans le cadre des modéles de durée, la prise en compte de la censure aléatoire (en général
a droite) est possible grace a 'utilisation d’estimateurs de type Kaplan & Meier (1958).
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Nous proposons par conséquent d’estimer la distribution des données de contamination par
un estimateur de ce type.

L’estimateur plug-in du risque s’écrit alors comme une fonctionnelle des distributions de
consommation et de contamination. Il prend la forme

0(d) = Pr(D > d) = /Il (2; @ c, > d) dF, (') L]f[l dFLp,KM((qu)l ;

D

ou F,, désigne la distribution empirique des n données de consommation et F7 xas lesti-
mateur de Kaplan Meier des L, données de contamination pour le produit p, censurées a
gauche.

Cette fonctionnelle posséde une propriété d’Hadamard différentiabilité qui permet 1'uti-
lisation de la delta méthode fonctionnelle (von Mises, 1947; Gill, 1989; van der Vaart, 1998)
pour dériver le comportement asymptotique de 5(d) a partir de ceux des estimateurs des
distributions de consommation d’une part (la distribution empirique des consommations) et
de contamination d’autre part (les estimateurs de Kaplan Meier des contaminations). Nous
montrons que

VN |(d) - 0(d)| ~ G (a),

o GEM (d) est une gaussienne centrée dont la covariance peut se décomposer en termes
dépendant de la distribution des consommations, d’une part, et des distributions de conta-
mination, d’autre part.

En pratique, nous avons de nouveau recours & une simulation de type Monte Carlo pour
estimer cette quantité. Il suffit en effet de tirer les valeurs de contamination selon ’estima-
teur de Kaplan Meier des données (sous la forme d’un couple "valeur mesurée et indicatrice
de censure") plutot que selon la répartition empirique des données traitées de maniére dé-
terministe au préalable comme dans le chapitre précédent.

Des intervalles de confiance sont également déterminés par bootstrap dans un premier
temps, puis par double bootstrap et méthodes t-percentile, comme dans le chapitre précédent.
En présence de censure, ces techniques de bootstrap requierent le rééchantillonnage des
couples "valeur mesurée et indicatrice de censure" (Efron, 1981; Akritas, 1986) et I’estimation
répétée des Fr, ks

Les conclusions de ce travail sont trés similaires a celles du chapitre précédent en termes
techniques : les intervalles de confiance de type "basic bootstrap" sont de nouveau retenus.

Comme précédemment, nous proposons une validation de ces intervalles de confiance sur
données simulées et illustrons notre propos par ’évaluation du risque relatif a ’ochratoxine
A. Les enfants restent la population la plus sensible et nous parvenons ici & prendre des
décisions quant a 'impact de l'introduction de normes sanitaires sur certains produits ou
la comparaison de sous populations en s’affranchissant des traitements déterministes de la
censure.

Ce travail fait également ’objet d’un article, en cours de révision (Tressou, 2005).
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1.4.4 Evaluation de ’exposition individuelle de long terme a partir
de données ménage

Toutes les techniques présentées jusqu’ici ont été appliquées en utilisant les données de
consommation francaises INCA (Enquéte nationale sur les consommations individuelles) qui
ne porte que sur sept jours de consommation. Bien qu’elles soient qualifiées de "représen-
tatives" de la population francaise, elles ne peuvent a elles seules permettre ’estimation de
la consommation de long terme. La seule autre source de données disponible et évaluant
indirectement la consommation sur longue période des Francais est le panel de données
SECODIP qui répertorie les achats alimentaires hebdomadaires d’un nombre important de
ménages. Le défaut majeur de ces données est que I’échantillon est constitué de ménages et
non d’individus proprement dits. En effet, méme si I’on peut supposer que les achats alimen-
taires permettent d’approcher (du moins en partie) la consommation des aliments, ceux ci
ne donnent aucune information sur la répartition de ces consommations entre les différents
membres du ménage. Nous proposons donc une méthode de décomposition des données mé-
nage en données individuelles principalement fondée sur 'hypothése que la structure d’ages
et de sexes des individus d'un ménage est le facteur essentiel déterminant cette décomposi-
tion. Cette question de la décomposition apparait dans d’autres domaines d’application, voir
par exemple en économie les travaux de Engle et al. (1986).

Inspirée par les travaux de Chesher (Chesher, 1997, 1998), la méthode proposée consiste
a écrire les quantités individuelles inconnues comme une fonction f de ’age a; 5, et du sexe
s;.n des individus (et éventuellement de certaines caractéristiques socio-démographiques w; 5,
ou du temps) et la quantité "ménage" comme la somme de ces fonctions pour les différents
individus du ménage. Le modeéle le plus simple s’écrit alors

np,
Y), = Z f(@ins Sin) + Eins

1=1

ou ny désigne la taille du ménage.

Chesher (1997) utilise cette approche pour évaluer les apports nutritionnels moyens par
age et sexe. Il propose une estimation non paramétrique de cette fonction en considérant
I’Age comme une variable discréte et en supposant que les individus d’'un méme ménage sont
indépendants. Il propose par ailleurs de multiples corrections pour prendre en compte le
biais relatif a 1'utilisation de données d’achats des ménages qui ne sont qu’un proxy de la
consommation.

Pour I'estimation de la fonction f, nous proposons l'utilisation de splines (de Boor, 1978;
Eubank, 1988; Green & Silverman, 1994) en considérant I’dge comme continu : le modéle ré-
sultant aprés sommation par ménage peut étre considéré comme un modeéle mixte (Robinson,
1991; Ruppert et al., 2003). Il s’écrit en effet sous la forme

Yy, = XufB + Znu + ep,

ou [ est le parametre des effets fixes, u représente 'effet aléatoire et ¢, I'erreur résiduelle
résultant des erreurs d’approximation au niveau individuel. Les vecteurs X, et Z;, dépendent
des ages et sexes des membres du ménage h, du nombre d’individus le composant et éven-
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tuellement d’autres caractéristiques sociodémographiques du ménage ainsi que de la liste de
noeuds utilisées pour le spline.

Ce type de modele, trés bien décrit dans Ruppert et al. (2003), est estimé par maximum
de vraisemblance restreint (REML, Patterson & Thompson (1971)). Nous avons, dans un
premier temps, décomposé une quantité unidimensionnelle (exposition sur une année) pour
chaque ménage en supposant les individus indépendants au sein d’'un ménage. Une modifica-
tion de la structure de variance-covariance du modéle mixte nous permet d’introduire de la
dépendance entre les individus d’'un méme ménage. La variance de I'erreur résiduelle ¢, est
alors fonction de taille du ménage n,;. Le test d’'indépendance entre les individus conduit au
rejet de I'indépendance comme nous le pensions. Nous étudions ensuite certaines extensions
du modele de base

— D’abord, nous introduisons certaines variables socio-démographiques de maniere li-
néaire dans le modele individuel. Des tests de type rapport de vraisemblance nous
permettent de déterminer les covariables significatives pour décrire le phénomeéne.

— Nous proposons ensuite d’introduire une dimension temporelle en décomposant des
quantités multidimensionnelles présentant une dépendance. Les expositions de chaque
semaine pour un ménage sont fortement corrélées et la décomposition de ces expositions
ménage en expositions individuelles impose une nouvelle modification de la structure
de variance-covariance du modele mixte.

— Enfin, nous montrons comment décomposer la consommation de plusieurs produits : les
valeurs obtenues peuvent ainsi étre utilisées dans une évaluation non paramétrique de
I’exposition & un contaminant ou bien dans le cadre de I’estimation des consommations
individuelles proprement dites.

Ces extensions requierent I’estimation de structure de variance-covariance de plus en plus
complexes.

La méthode de décomposition des données ménage, bien qu’imparfaite, permet d’obtenir
des séries d’apports hebdomadaires en contaminants pour chaque individu sur des périodes
relativement longues. On peut donc, a partir de ces séries et d’estimations du poids corporel
des individus, identifier les individus dont ’exposition est durablement au dessus de la dose
tolérable et rendre ainsi plus pertinente la comparaison & la dose tolérable généralement
déterminée sur vie entiere. D’autres propriétés des contaminants chimiques sont alors a
prendre en compte dans ce cadre dynamique : chaque contaminant est éliminé naturellement
du corps humain dans des proportions particulieres. Par exemple, les toxicologues montrent
que, sans nouvel apport en mercure, il faut six semaines pour réduire de moitié la quantité de
mercure initialement présente dans l'organisme d’un individu (Smith & Farris, 1996). Cette
durée est appelée la demie-vie du contaminant. Ce phénomeéne de dégradation progressive
du contaminant et la série d’expositions individuelles hebdomadaires exprimées par unités
de poids corporel, notée ici (Dy),_; r, incitent a définir une nouvelle quantité que nous
appelons "exposition cumulée" & un contaminant, notée S;. Il s’agit de la somme des apports
(D,) en contaminant, convenablement pondérés pour prendre en compte la dégradation, sur
une période de temps choisie (t = 1,...,7"). Ainsi a une date t fixée, le poids des apports
courants D; est de 1 et ceux des apports antérieurs (Dy, s < t) sont inférieurs a 1 et de plus en
plus faibles quand ¢ — s augmente. Si 1 désigne le facteur d’élimination ou dégradation, alors
on peut exprimer ’exposition cumulée a la date ¢ en fonction de celle de la date précédente
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par
Sy = exp(—n)Si_1 + Dy.

D’autre part, les toxicologues attestent qu’apres 5 ou 6 demie-vies du contaminant 1’état
stationnaire est atteint : il faut donc s’intéresser aux valeurs d’expositions cumulées pour ¢
suffisamment grand, on parlera alors d’exposition de long terme. Cette quantité peut étre
comparée a I’exposition de long terme de référence obtenue en cumulant des apports constam-
ment égaux a la dose hebdomadaire tolérable convenablement pondérés. Un individu est alors
considéré comme a risque si son exposition de long terme dépasse la référence. Cette maniére
de caractériser le risque de long terme est nouvelle et de ce fait inhabituelle pour les médecins
et toxicologues, elle est actuellement en cours de validation auprés d’experts du domaine (A.
Renwick, J. Schlaffer).

La quantification du risque de long terme relatif a la présence de méthylmercure dans les
produits de la mer. Ce travail fait 'objet d’un article en collaboration avec Olivier Allais du
laboratoire de recherche sur la consommation (INRA-CORELA, Ivry sur Seine).

1.4.5 Finalisation informatique des recherches

De nombreux logiciels proposent des outils de calcul d’exposition et fournissent des esti-
mateurs des grandeurs d’intérét et des graphiques décrivant la distribution de I’exposition.
Citons par exemple le logiciel Monte Carlo Risk Assessment (MCRA, Boer et al., 2005)
développé en collaboration par le RIKILT et Biometris (Université de Wageningen, Pays-
Bas) qui permet a la fois I’évaluation des risques aigus et chroniques (en utilisant la méthode
Nusser et al. (1996)) ou encore le Central Risk & Exposure Modelling €-solution (CREME)
de 'IEFS (Institute of European Food Studies) et du Trinity Centre for High Performance
Computing (Trinity College Dublin, Ireland) incorporant des procédures particuliéres pour
traiter le risque lié aux migrants des emballages alimentaires.

Un logiciel (baptise CARAT pour Chronic & Acute Risk Assessment) a été développé
au sein de I'unité Mét@risk. Une partie des méthodes proposées dans cette theése (calcul
déterministe ou non paramétrique de I'exposition, avec intervalles de confiance par boots-
trap, Chapitre 3, modélisation de la censure des données de contamination, Chapitre 4) ainsi
qu’un systéme d’aide au rapprochement des nomenclatures consommation et contamination
seront bientot disponibles via une interface JAVA. Ceci permettra de rendre accessible cer-
taines techniques de simulation usuelles a des non-statisticiens ainsi que les outils spécifiques
développés au sein de I'unité.

A terme, les nouveaux outils (utilisation de la théorie des valeurs extrémes, Chapitre 2;
décomposition de ’exposition ménage en expositions individuelles et calcul de I’exposition
de long terme, Chapitre 5) développés dans le cadre de cette theése, ou d’autres travaux,
constitueront des modules supplémentaires du logiciel.



Chapitre 2

L’évaluation des petits risques : la
théorie des valeurs extrémes

Le recours a la théorie des valeurs extrémes parait naturel dans le cadre de I’évaluation
des risques alimentaires. Ce sont en effet les individus forts consommateurs de produits treés
contaminés qui constituent la population la plus a risque. Tres utilisée en hydrologie et en
finance, la théorie des valeurs extrémes (EVT) permet de quantifier des événements rares
non observés, ou partiellement observés (Embrechts et al.; 1999; Reiss & Thomas, 2001).
Nous proposons dans ce chapitre d’adapter des modeles de type Pareto généralisé au cadre
de I’évaluation du risque alimentaire. Ceci permet de quantifier et caractériser le risque, en
particulier lorsqu’il est faible.

Dans une premiére partie, nous rappelons briévement quelques éléments théoriques es-
sentiels de la théorie des valeurs extrémes en insistant plus particulierement sur leur inter-
prétation en termes de risque alimentaire. L’indice de Pareto, intervenant dans ces modéles,
s’interpréte en particulier comme un indice de risque. Nous rappelons les estimateurs usuels
de cet indice de risque ainsi que leurs propriétés. Le plus connu est 'estimateur de Hill
(1975) : il présente dans notre cadre un biais important essentiellement da au fait que cer-
taines sous-populations encourent des risques différents.

Dans une deuxiéme section, nous montrons comment 'introduction de fonction a variation
lente dans la queue de distribution permet de tenir compte de ce phénomeéne et d’expliquer
le biais des estimateurs usuels.

Dans une troisiéme section, nous étudions diverses méthodes de correction du biais de
'estimateur de Hill inspirées de Beirlant et al. (1999) et de Feuerverger & Hall (1999). Nous
présentons rapidement, dans le contexte des risques alimentaires, ces diverses méthodes de
correction de biais qui sont fondamentales pour obtenir des estimateurs de risque précis.
Nous montrons sur des données simulées pourquoi il est trés important dans notre cadre de
tenir compte de ces corrections.

Enfin, dans la section 2.4, nous présentons deux outils permettant d’une part, de détermi-
ner les caractéristiques socio-démographiques favorisant ’appartenance & une zone a risque,
et d’autre part, de modéliser les exceés au-dela d’un certain seuil en fonction de facteurs
socio-démographiques. Il est important de noter ici que les facteurs en jeu dans chacun des
modeles proposés peuvent étre différents.

35
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En guise d’application, nous cherchons dans une derniére partie a évaluer le risque lié
a lexposition a certains contaminants : l'acrylamide présent dans les aliments riches en
carbohydrates et frits (les frites...) et le méthylmercure présent essentiellement dans les
mollusques et crustacés (les moules...).

2.1 Valeurs extrémes et indice de Pareto

2.1.1 Valeurs extrémes

L’ensemble des résultats exposés dans cette section vise a synthétiser la base de la théorie
des valeurs extrémes dans le cas univarié. On pourra également se référer par exemple aux
ouvrages de Embrechts et al. (1999) ou de Reiss & Thomas (2001). Bien que la théorie des
valeurs extrémes soit de plus en plus utilisée dans les sciences environnementales, ce type
d’analyse est peu, voire pas du tout, utilisé en toxicologie et en analyse de risque alimentaire
alors que ces techniques peuvent sans doute aider & I’étude quantitative des risques. Notons
que suite a ces travaux, la dépendance entre des expositions extrémes & plusieurs substances,
contaminants chimiques et nutriments est par exemple analysée dans Paulo et al. (2004).

L’objet de cette section est donc de rappeler et de donner les résultats essentiels de cette
théorie. Nous essaierons de donner une interprétation simple des quantités introduites en
termes de risque alimentaire. Les résultats de cette section nous permettront de justifier
les choix de certaines formes fonctionnelles qui seront faits ensuite dans la modélisation du
risque d’exposition & un contaminant.

Dans toute cette partie, on suppose que 'on dispose d’observations X1, X, ... X, indé-
pendantes de méme fonction de répartition F'(z) = Pr(X < x). On note l'inverse généralisée
de F' par

F~(z) =inf(y € R, F(y) > z).

Le point terminal de F' (i.e. la plus grande valeur possible pour X; pouvant prendre la valeur
+00) est donné par

s(F) = sup(z, F(z) < 1),

et la fonction de survie par
F(z) =Pr(X >x)=1- F(z).

Ainsi pour § €]0, 1], on note x5 = F (§) le quantile d’ordre ¢ de la distribution.

En terme de risque alimentaire, les X; représentent dans la suite le niveau d’exposition
alimentaire globale de chaque individu 7 & un certain contaminant. Ces expositions indi-
viduelles sont préalablement construites de maniére déterministe, comme proposé dans la
section 1.3.1, et supposées indépendantes. Pour illustrer notre propos nous considérons es-
sentiellement le cas du mercure, métal lourd, présent dans peu d’aliments essentiellement
les produits de la mer. Si I’on connait par exemple un niveau dy au-dela duquel ce conta-
minant peut étre dangereux, appelé dans la suite seuil de toxicité, F(d,) représente donc
la ”proportion” de personnes exposées a un risque sanitaire dans la population. Ce seuil de
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toxicité peut étre une dose hebdomadaire tolérable (DHT), une dose journaliére admissible
(DJA) ou encore bien une DHT/10 ou une DJA/10 et plus généralement n’importe quel
seuil dj fixé. Inversement dans une optique de calibrage, si « est un seuil petit par exemple
1075, si I'on pose § = 1 — a, x5 = F~1(d) est donc le seuil a partir duquel ”seulement” 1
personne sur 1 million sera touchée par le risque sanitaire. Cette quantité est I’analogue de
la ”Value at Risk” ou VAR en finance. Ainsi, si cette quantité est grande par rapport au
seuil de toxicité, il y a lieu de s’inquiéter sur les risques d’exposition.

Soit X1,...X,, un échantillon de taille n. On note en général
Xl,n S X2,n S s S Xn,n

I’échantillon ordonné, de sorte que X, , est la valeur maximale de ’échantillon. Il est facile
de voir que X,,,, converge lorsque n — oo vers le point terminal de ’échantillon (fini si la
distribution a un support fini & droite, infini sinon). Dans 'optique d’un théoréme limite et
de la construction d’intervalles de confiance ou de prédiction, on peut alors s’intéresser aux
renormalisations de cet estimateur du maximum qui conduisent & une loi limite. On dit que
G est une loi des extrémes, s’il existe des suites a,, et b, telles que

Xnn_an
I ke N W

bn n—o00

ot W est une variable aléatoire (v.a.) de distribution non dégénérée G. Compte tenu du fait
que 'on peut toujours normaliser a,, et b, de maniére & prendre en compte les paramétres
de taille et d’échelle, il n’existe d’apres le théoréme de Fisher & Tippett (1928) (voir annexe
2.B.1) que trois lois possibles pour G selon la forme de la queue de la distribution F' des X; :

— Loi de type I : Gumbel,
Go(z) = exp(—exp(—x)),
avec a, = F~'(1 = 1/n) et b, = F(a,) ™" [ F(u)du.
— Loi de type II : Fréchet pour v > 0,

| exp(—271/7), six >0,
Fy(z) = { 0, sinon,

avec a, =0 et b, = F~'(1 —1).
— Loi de type III : Weibull pour v < 0,

| exp(—(—2)77), siz <0,
Wy (z) = { 1, sinon,
avec a, = s(F) et b, =a, — F1(1—1).
Ces trois lois peuvent étre représentées (par passage a la limite de v en 0 et & une
normalisation prés) sous la forme suivante, dite représentation de Jenkinson-von Mises (von
Mises, 1936; Jenkinson, 1955),

G (z) = exp(—(1 4+ y2) /), si 1 + vz > 0.
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Le cas limite v — 0 correspond & la loi de Gumbel, le cas v > 0 & la loi de Fréchet et
v < 0 alaloi de Weibull. Si la loi du maximum de n variables aléatoires (v.a.) indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi F' est G alors on dit que le maximum est attiré
par G., et par extension que I’ appartient au domaine d’attraction de G, ce qui est noté
F € D(G,). On peut par exemple montrer que la loi normale, la loi exponentielle et la loi
log-normale appartiennent au domaine d’attraction de la loi de Gumbel.

Les lois de Pareto, de Cauchy, de Student appartiennent au domaine d’attraction de la
loi de Fréchet. Ces lois se caractérisent par la présence de queues de distribution lourdes
(non-exponentielles) ayant tendance & générer de grandes valeurs. L’indice v comme nous le
verrons dans la partie suivante est alors un indicateur de risque.

La loi uniforme et les lois qui ont un support fini mais avec une asymptote en leur
point terminal (par exemple les lois béta) appartiennent au domaine d’attraction de la loi
de Weibull. Le coefficient v modélise le comportement de la loi des observations prés du
point terminal. Ce type de loi peut étre utile pour modéliser des comportements & seuil. Par
exemple, dans une optique inverse de celle que nous adoptons ici, on peut s’intéresser aux
personnes qui sont peu exposées a certains contaminants ou qui ont des déficiences en certains
nutriments. Dans ce cas, on sera amené a étudier le comportement du minimum et de la loi
au voisinage de 0 (par exemple s’il y a beaucoup de non consommateurs ou de personnes
consommant peu d’un produit). Il peut alors étre intéressant d’estimer le parameétre v au
voisinage de 0.

On dispose de caractérisations trés précises du domaine d’attraction de chaque loi F' en
fonction du comportement de ces queues de courbe (voir Bingham et al., 1987). Nous
donnons quelques unes de ces caractérisations dans 'annexe 2.B.3. Ces caractérisations sont
souvent techniques et difficilement vérifiables par le praticien, aussi nous n’entrerons pas
ici dans ses considérations techniques. Bertail et al. (2004) montre qu’il est possible de
proposer des estimations des constantes de normalisation et de la distribution asymptotique
en s’affranchissant presque complétement des hypothéses faites usuellement sur la queue de
courbe de F'.

En terme de risque sanitaire, I’obtention des lois précédentes et en particulier ’estimation
du coefficient v, que nous aborderons dans le paragraphe suivant, sont importantes, par
exemple pour évaluer la probabilité que ’ensemble de la population soit au-dela d’un certain
seuil dy, i.e. P(maxj<;<, X; > dp). Cette quantité peut étre évaluée en théorie par

v (max Ai> do) ~ exp [~ (1+7(do — ) /b))

1<i<n

ce qui signifie qu’en pratique on doit non seulement estimer le coefficient v, mais également
déterminer, voire estimer, les parameétres de renormalisation a,, et b,. Si ’échantillon est de
taille petite, on peut également s’intéresser au comportement du maximum sur une popula-
tion de taille beaucoup plus grande N (par exemple & I’échelle nationale), auquel cas il est
important de connaitre la forme fonctionnelle des parameétres de renormalisation en fonction
de n.
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2.1.2 Loi de Pareto et Pareto généralisée

L’une des méthodes les plus fréquentes pour modéliser le comportement extréme des
distributions et caractériser les quantiles extrémes (voir par exemple quelques travaux em-
piriques appliqués a ’hydrologie, a la finance et a 'assurance dans Reiss & Thomas, 2001)
est de modéliser les queues de distribution par des lois de type Pareto.

La Figure 2.1 donne la forme de la distribution empirique de I'exposition globale au
mercure obtenue & partir des données de panel Secodip (données par ménage ramenées
a un individu en divisant par la taille du ménage, observées sur ’année 1997, soit 3214
relevés) et de données de contamination en mercure (essentiellement sur les produits de la
mer frais, en conserve ou surgelés). Ces données (trés incomplétes car ne tenant pas compte
des repas hors domicile et construites en supposant une consommation identique de chaque
membre du ménage) sont discutables : elles nous serviront plus a illustrer notre propos et a
montrer comment on peut mettre en oeuvre les méthodes proposées, qu’a tirer des conclusions
définitives. Dans le cas particulier du mercure (et de ces données), aucun individu ne se situe
dans la zone a risque i.e. n’a de valeur supérieure & 18 mg/an/personne, dose annuelle
admissible (soit environ 5 pg/semaine/kg p.c. en mercure total pour un individu de 70 kg,
DHT en date de juin 1999). Ceci ne se produit pas pour d’autres contaminants comme les
dioxines ou l'ochratoxine A pour lesquels I’exposition est plus forte. Un estimateur plug-in
classique (cf. section 1.3.1) donnerait une probabilité de 0 de dépasser le seuil, ce qui conduit
a sous-estimer considérablement le risque. C’est pour cette raison que la modélisation de
la queue de distribution est indispensable. On notera que, de maniére générale, sur ce type
de données, la distribution a une queue trés épaisse (la valeur maximum est de l'ordre de
2mg/an) ce qui justifie empiriquement 'utilisation de modeéles de type Pareto.

14

12

10

Estimateur de Hill

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Exposition au mercure en mg/an

F1c. 2.1 — Distribution de 1’exposition totale au mercure en mg/an

Les avantages de ce type de modélisation par rapport & d’autres plus globales ot 1’'on
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modélise le comportement d’ensemble de la distribution, par exemple au moyen de tests
d’adéquation (voir par exemple Gauchi & Leblanc, 2002) sont doubles :

— on ne prend en compte ici que la partie intéressante de la distribution en termes de
risque. On sait en effet que les tests usuels d’adéquation a des distributions connues
(exponentielles, log-normales, gamma etc...) privilégient le centre de la distribution.

— ’approche est conservative dans la mesure ot ’on aura toujours tendance & surévaluer
les risques (i.e. les probabilités de dépasser un certain seuil), ce qui n’est pas le cas si
I’on utilise des lois classiques avec queues de courbes exponentielles.

Pour z suffisamment grand, nous supposerons que la queue de courbe a la forme

F(z)=1-CJa® (2.1)

ou C' est une constante, ou encore de maniére plus robuste ou plus générale
F(z)=1- L(z)/z%, (2.2)

ot L(.) est une fonction dite a variation lente (typiquement un parameétre d’échelle, un log
ou des produits de log itérés) satisfaisant

L(tx)

pour tout £ > 0, ——= — 1 quand x — oo.
L(z)

Ce type de fonction permet de rendre plus flexible la modélisation de la queue de dis-
tribution et permet par exemple de tenir compte du fait que la population résultante est
lagrégation de plusieurs populations ayant des queues de courbes différentes. Nous revien-
drons longuement sur les problémes statistiques induits par la présence d’une fonction a
variation lente dans les problemes d’estimation dans la section 2.3.

On peut aisément montrer a partir des caractérisations de von Mises (présentées en
annexe 2.B.3) que ces lois appartiennent au domaine d’attraction de la loi de Fréchet. On a
dans ce cas a, =0 et b, =F '(1—-L)ety=a"l.

Il est aisé de montrer que ’on a respectivement pour (2.1) et (2.2),

{ Fi(x) = (1 - 2) /C) Yo

by, = n/* =n?

{ Fi@)=1—-2)7((1—2)")
b, = nl(n),

ou [(.) est également une fonction a variation lente en co. La probabilité de dépasser un seuil
dy est simplement donnée dans chacun des deux cas respectivement par

F(do) = Cdy*

F(do) = dy L(do),

qui sont des fonctions décroissantes de «.
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F1G. 2.2 — Comparaison des queues de courbes de type Pareto pour divers

On préfere généralement reparamétrer la loi de Pareto en introduisant l'indice v =
1/, qui s’interpréte directement comme un indice de risque. Plus 7 est petit, moins la
population extréme (représentée par les queues de courbes) peut prendre de grandes valeurs
(voir la Figure 2.2). L’indice v = oo correspond a une situation de risque maximal. Un des
problémes de la théorie statistique des valeurs extrémes est de fournir une estimation adé-
quate de v ou 7, ce qui est clairement plus aisé dans le modele (2.1) que dans le modele
général semi-paramétrique (2.2) dans lequel la fonction a variation lente joue le role d’un
parametre de nuisance de dimension infinie.

Ayant observé un échantillon (statique) d’exposition de taille n, 'estimation de  permet
alors d’évaluer les probabilités de dépasser un certain seuil déterministe de toxicité ou dans
une approche inverse de caractériser les individus les plus & risque en déterminant les quan-
tiles extrémes de la distribution, typiquement F~!(1 — () pour  trés petit parfois inférieur
al/n.

Une paramétrisation en termes d’indice de risque v permet d’introduire une forme plus
générale de la loi de Pareto qui joue un role important dans la méthode d’estimation dite
P.O.T. (Peak Over Threshold : "pic au dessus d'un seuil”, cf. section 2.1.3) et la caractéri-
sation des populations dites & risques (cf. section 2.4). Celle-ci a la forme suivante

_ O<zety>0

— 1/

W) =4 1~ 0F) pour{0<x<1/]'y|et*y<0
exp(—x) pour x >0 et v=0

Lorsque X est de loi Pareto, c’est la loi conditionnelle de X > = + dj sachant que X > dj
(pour dy = 1/) d’ott son nom de loi des exces. Il est clair que W, est de type Pareto pour
v > 0 (elle appartient donc au domaine d’attraction de la loi de Fréchet). Wy, la limite
de W, lorsque v — 0, est une loi exponentielle (dans le domaine d’attraction de la loi de
Gumbel). Pour v < 0, W, est & support borné et de type béta (dans le domaine d’attraction
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de la loi de Weibull). De maniére générale, on a donc W, € D(G.,).

En terme de risque d’exposition & un certain contaminant au-dela d’un seuil donné, cette
distribution peut permettre de modéliser des comportements trés différents et est particu-
lierement adaptée pour mettre en évidence des sous-populations plus ou moins exposées au
risque. En effet, si v est grand alors la queue de courbe de la distribution est trés épaisse
et la probabilité que I'exposition dépasse un certain seuil dy donné est grande. Si v = 0,
cette probabilité est faible. Enfin si 7 < 0 (par exemple pour des sous-populations de non-
consommateurs ou de faibles consommateurs des produits contaminés), la probabilité est
trés faible si dg < 1/|y| et nulle pour dg > 1/||. Ainsi dans ces conditions, 1/|y| s'interpréte
comme le seuil de risque nul. Pour obtenir une plus grande flexibilité d’estimation et tenir
compte de phénomeéne d’échelle, il sera utile d’introduire des paramétres et ¢ > 0 et de
considérer que

W) = ~ W5 (2 — )/

Dans ces conditions p s’interpréte comme l'infimum du support et ¢ est un paramétre
d’échelle. On notera que dans le cas v < 0 le support de la loi est [, i + o /|7]].

2.1.3 L’estimation indirecte : méthode P.O.T.

La méthode la plus ancienne pour estimer I'indice a ou 7y consiste & utiliser directement
la forme de la loi des extrémes et & ajuster une loi de type extréme généralisée a la loi
du maximum. Cette méthode a été trés largement critiquée du fait de la perte d’informa-
tion, évidente lorsqu’on ne dispose que d’un échantillon (et donc d’un seul maximum). La
méthode P.O.T. (Peak Over Threshold) (développée dans les année 70 en hydrologie puis
abondamment étudiée en statistique, voir par exemple Pickands (1975), Smith (1987), Da-
vison & Smith (1990), ou Reiss & Thomas (2001) pour de plus amples références) est une
méthode qui repose sur le comportement des valeurs observées au-deld d’un seuil d. Si on
observe Xi, Xo,...,X;, onappelle Y1 = Xy —d, Yo = Xy —d,..., Ygun) = Xgm) — d, les
exceés d’ordre d (les pics au dessus du seuil d). Le nombre K = K (n) de telles variables est
aléatoire de loi binomiale B (n, F(d)) . En effet, K = > | Iix;5q) €t on a

Pr(K = k) = C*F(d)*(1 — F(d))"".
Conditionnellement & K, les Y; ont pour distribution

Fy(z) = Pr(X <z+d|X >d)
= (F(z+d)—F(d))/(1—F(d)), pour z > d.

La théorie des processus ponctuels permet de montrer qu’il y a en fait totale séparation
(indépendance) entre les valeurs des Y; et le nombre de telles valeurs (cf. Resnik, 1987). On
peut aisément constater que les lois de Pareto généralisées W, , ,(z) sont les seules lois qui
assurent une stabilité de la loi des excés au-dela d’un certain seuil dans la mesure ot il existe
des parametres o, et u, tels que Fy(z) = F((z — pg)/oq) pour F' =W, ,,.

On peut alors montrer que si F' est dans le domaine d’attraction d’une loi des extrémes
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alors on a (Pickands, 1975)

lim sup |Fd($) - W’y,O,cr(d) ($)| =0,
d—s(F) 0<z<s(F)—d

i.e. que 'on peut approcher la loi des excés pour un seuil élevé (proche du point terminal)
par une loi de Pareto généralisée de variance inconnue (dépendant de d).

Une des méthodes les plus utilisées pour déterminer un estimateur de v et de la VAR est
de ne considérer que les valeurs dépassant un certain seuil d assez grand et d’y ajuster une
loi de type Pareto généralisée puis d’estimer les parametres par la méthode du maximum
de vraisemblance (EMV). Smith (1987) a montré que pourvu que 7 < 1/2, I'estimateur du
maximum de vraisemblance existe et est asymptotiquement gaussien. En effet pour v < 1/2,
les moments d’ordre 2 existent et la matrice d’information de Fisher est finie. D’autres
méthodes basées sur le calcul de moments ont également été proposées. Cette approche
est trés utilisée en finance (Teugels, 1985) ou en hydrologie (Hosking & Wallis, 1987). La
question la plus problématique tant d’'un point du vue théorique que pratique est le choix du
seuil d (équivalent en fait dans ’approche directe au choix du nombre k de valeurs extrémes
a retenir pour le calcul de 'estimateur de Hill). Dans notre cadre, ce type d’estimation de
~ conduit a des résultats trés proches de ceux déja obtenus mais s’avére plus pertinent dans
I'optique de la section 2.4.

2.1.4 L’estimation directe : estimateurs classiques
L’estimateur de Hill

L’estimateur de Hill (1975) de « est sans doute le plus utilisé de la théorie des valeurs
extrémes, méme si de nombreux travaux récents remettent en cause sa suprématie (voir par
exemple ensemble des travaux récents de Beirlant, KUL, Belgique). L’estimateur de Hill
pour un k fixé dans {1,...,n — 1} ne fonctionne que pour v > 0 et est donné par

k
1
Hk,n - E ; log(Xn—i—l—l,n) - log(Xn—k,n)'

Il s’interpréte comme 'estimateur du maximum de vraisemblance de v dans le modeéle (2.1),
lorsqu’on ne conserve que les k plus grandes valeurs ou plus simplement comme un esti-
mateur de la pente d'un QQ (quantile-quantile) plot (Embrechts et al., 1999). Rappelons
que la méthode du QQ-plot est une méthode graphique empirique trés simple pour tester
I’adéquation d’une distribution empirique & une loi F' donnée se basant simplement sur la
constatation que les (X ,) suivent la méme loi que n variables uniformes ordonnées d’es-
pérances respectives —= de sorte que les points (X;,, F~! (=%7)) pour i grand doivent étre

. . 7’L+1 . n+1
quasiment alignés sur une droite.

La Figure 2.3 donne ce graphique dans le cas de la distribution de ’exposition au mercure
(estimée & partir des données SECODIP de 1997).

L’estimateur de Hill est un estimateur trivial de la pente & l'infini. Cependant il est
clair que 'estimateur de Hill est trés sensible au choix du nombre de points retenus dans
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Fic. 2.3 — QQ-plot de I'exposition au mercure

la queue de distributions k permettant de le calculer, comme le montre le graphique de la
Figure 2.4 qui donne Hj,, en fonction de k. Ce type de graphique est connu sous le nom de
"Hill-Horror Plot” dans la littérature financiére (Embrechts et al., 1999, page 194) a cause
du mauvais comportement de ’estimateur que 1’on constate ici aussi. Théoriquement, si k
est petit devant n, cet estimateur est une estimateur convergent de v et ’on devrait donc
observer une certaine stabilité de I’estimateur ce qui est loin d’étre le cas en pratique.

o
.
o

Estimateur de Hill

0.36
T

0.28

0.44 0.48
T T

0.40
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0.32
T

I . I . I . I . I .
500 600 700 800 900 1000

k

. I . I . I . I .
0 100 200 300 400

F1G. 2.4 — Estimateur de Hill ﬁkn en fonction de k

Sous les hypothéses

k), 0, Mason (1982) a montré la convergence de

n—oo

k(n) — oo et



2.1. VALEURS EXTREMES ET INDICE DE PARETO 45

I’estimateur dans le cas i.i.d., i.e.

P 1
Hk(n),n n:)oo v= .

Le cas de variables faiblement dépendantes a été traité par Rootzén et al. (1998) et Hsing
(1991), celui des processus linéaires par Resnik (1997). La convergence presque sire de ’es-

timateur de Hill est vraie dans le cas i.i.d., si k) et A

n In(In
1998).

Par ailleurs, sous certaines conditions sur k(n) et L(.) (Embrechts et al., 1999, page 341),
on a la normalité asymptotique suivante

VEM) (Hn —7) 23 N(0,72).

Ce résultat permet de calculer des intervalles de confiance pour ~. Par exemple, a un
niveau de confiance de (1 — a)%, on a

oo (Deheuvels et al.,

) p—oo

Hk: n
€ H n —Q —’7 H n + -« - 9
g k, q1-a/2 /_k:(n) ko T d1-a/2 )

ol G1—qa/2 est le (1 — a/2) quantile d’une loi normale centrée réduite.

Le calcul de cet estimateur est simple dés lors que le nombre de valeurs extrémes k
a retenir est déterminé. Un probléme délicat est évidemment de sélectionner le nombre
k des valeurs les plus grandes utilisées pour calculer ’estimateur de Hill. Ce probléme est
abondamment discuté dans la littérature, voir par exemple Hall (1990); Beirlant et al. (1996);
Danielsson & de Vries (1997); Drees & Kaufmann (1998).0r, celui-ci dépend étroitement de
la forme effective de la fonction a variation lente et du seuil (en général inconnu) & partir
duquel on peut raisonnablement considérer la queue de distribution comme de type Pareto.
Cette question sera aussi un obstacle & 1'utilisation de la théorie des valeurs extrémes pour
I’estimation de la probabilité de dépasser un seuil de toxicité des lors que ce seuil ne se trouve
pas dans la queue considérée comme de type Pareto.

La littérature présente plusieurs autres estimateurs. Ceux-ci sont aussi construits & partir
des k plus grandes valeurs observées. Nous en donnons ici les formules explicites.

L’estimateur des moments

Alors que l'estimateur de Hill est adapté pour les lois dans le domaine d’attraction de
la loi de Fréchet, ’estimateur suivant, appelé estimateur des moments, a été proposé par
Dekkers et al. (1989) pour étendre l'estimation du parameétre de queue quel que soit le
domaine d’attraction de la loi

1 o\ .

R kn N 2 2

Vi = Hin +1- 3 (1 - H(2)> o H) = 3 (X —In X, )
k,n j=1
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L’estimateur de Pickands et estimateur dérivé

L’estimateur de Pickands (1975) est défini par

1 ( Xy — Xpij2in
P m( b/ an — Xy, )

T = In2 X[k/Q]’n — ka

ou [x] désigne la partie entiere de z.

Si k(n) — oo et @ — 0 alors 4,

n— o0 ’

et L(.) on a la normalité asymptotique suivante

P . o
., — 7. De plus, sous certaines conditions sur k(n)
n—oo

T+
2(27 — 1) In2)?

N (0,0(7)  onu(y) = :

Une amélioration de 'estimateur de Pickands est proposée par Drees (1995). Il s’agit
d’une combinaison convexe des estimateurs de Pickands obtenus pour différentes valeurs de
k. Cet estimateur, appelé estimateur de Drees-Pickands, est asymptotiquement meilleur en
particulier pour v < 0.

Comparaison de ces estimateurs

La Figure 2.5 donne l'estimateur de Hill, ainsi que 'estimateur des moments, ’estima-
teur de Pickands et l’estimateur de Drees Pickands. Il apparait clairement en regardant le
graphique de gauche que c’est I'estimateur de Hill (et dans une moindre mesure 'estimateur
par la méthode des moments) qui posséde la plus grande stabilité a cette échelle. Cependant,
si on ne représente que l'estimateur de Hill et celui des moments (graphique de droite), on
observe encore une grande instabilité.

Ce comportement s’explique par le fait que pour des tailles de k petites, la variance de
I'estimateur est forte (forte variabilité des courbes preés de origine) tandis que pour des
tailles de k élevées, la queue de distribution n’est plus strictement de type Pareto (2.1) mais
plutot de type (2.2). La fonction a variation lente (qui peut s’expliquer par le fait que la
distribution dans le cas de I'exposition est un mélange de plusieurs Pareto) induit un biais
fort sur I'estimateur. Des méthodes d’élimination systématique du biais et de choix optimal
de k (en termes d’écart-quadratique moyen) ont été proposées par Feuerverger & Hall (1999)
et Beirlant et al. (1999). Ces méthodes sont détaillées et étendues dans la section 2.3 et ont
été appliquées au risque alimentaire lié & la présence de métaux lourds dans les produits de
la mer dans Tressou et al. (2004a).

Un des points fréquemment omis dans la littérature appliquée sur les extrémes est 1’esti-
mation de la fonction & variation lente L (ou ) et la construction d’intervalles de confiance
pour une transformation non-linéaire du parameétre v et notamment de la VaR (voir 77?).
Des travaux tenant compte de ce probléme avec applications a des données financiéres ont
été récemment réalisés par Bertail et al. (2004). Les auteurs y proposent de nouvelles mé-
thodes d’estimation de l'indice «, en présence du parameétre de nuisance L. L’idée est de
généraliser et d’utiliser les propriétés universelles des méthodes de sous-échantillonnage (voir
Politis & Romano, 1994) et d’estimer la vitesse de convergence du maximum pour obtenir
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Fi1G. 2.5 — Comparaison d’estimateurs de I'index de Pareto, exposition au mercure

simultanément un estimateur de o et de la fonction & variation lente. On peut alors mon-
trer que 'estimateur de la vitesse de convergence peut présenter des changements de régime
qui rendent plus facile le choix du k optimal. L’application de ces méthodes au cas de la
contamination en mercure donne un estimateur dont le comportement en fonction de k,, est
trés caractéristique : une forte variabilité, un palier de stabilité (correspondant a la valeur
de l'indice) puis un fort biais (dit & un changement de régime) : voir la Figure 2.6.

Le choix optimal de k£ dans ce cadre est k,,; = 244 et conduit & une estimation de I'ordre
de 0.387 trés proche de celle obtenue avec l'estimateur de Hill débiaisé par la méthode
présentée dans la section 2.3.

Le choix optimal de k& obtenu par la méthode présentée en détail dans la section 2.3 est
kopt = 220 conduisant & une estimation de valeur de l'indice de Hj, = 0.392. La Figure
2.7 présente l'estimateur ainsi corrigé pour différentes valeurs de k, ainsi que les autres
estimateurs usuels. On observe ici une plus grande stabilité de ’estimateur corrigé. Comme
nous le montrons dans la section suivante, la méthode de correction permet aussi de calculer
la constante C' et donc par (2.1) la valeur de la probabilité de dépasser un seuil. Par exemple,
pour 'exposition au mercure, la probabilité de dépasser 18 mg/an/personne vaut 6.1077, celle
de dépasser 6 mg/an/personne vaut 1072, soit 10 pour un million. En utilisant (??), on peut
aussi aisément déterminer la VAR pour un risque donné. Par exemple, pour un risque de
1075, le niveau d’exposition limite est 15.1 mg/an/personne : il s’agit donc de I’exposition &
ne pas dépasser si 'on souhaite préserver la population avec une tolérance de risque de un
sur un million.

100C
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F1c. 2.6 — Estimateur de 7 basé sur la méthode de Bertail et al. (2004)
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2.2 Mise en évidence du biais

2.2.1 Fonctions a variation lente et biais

L’introduction de la fonction & variation lente (définie dans ’annexe 2.B.2) n’est pas
simplement un jouet mathématique, qui rendrait les aspects techniques plus compliqués (et
donc plus attractifs) aux chercheurs. Des fonctions & variation lente peuvent apparaitre tres
naturellement lorsqu’on modélise par exemple des phénomeénes agrégés ou que 1’on considére
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des mélanges de populations ayant des risques différents. Pour mieux comprendre, ’effet de la
fonction & variation lente, considérons ’exemple suivant qui correspond & un mélange de deux
lois de Pareto. En termes d’évaluation des risques et dans le contexte qui nous intéresse, cela
signifie qu’il y a en fait deux populations distinctes ayant des risques d’exposition différents,
ce qui, en soi, est une situation réaliste dans le cadre des risques alimentaires.

On considére X la variable aléatoire suivante

¥ { X; avec la probabilité p; X; ~ Pareto(Cy,7,) vy >y,

X, avec la probabilité 1 — p; Xy ~ Pareto(Cay,7,)
alors la fonction de survie de X est donnée par
Pr(X > ) = pPr(X; > 2) + (1 — p) Pr(Xy > x) = pCya /" 4 (1 — p)Coz~ /2

et donc
Pr(X > ) = Ca™ /7 [1+Dz7"],

avec C' = pC, v =71, D= (1-p)Cy/pCi et §=1/v, —1/7; > 0.

La variable aléatoire X, décrivant le phénomeéne pour I’ensemble des deux sous-populations,
suit donc une loi de Pareto perturbée par une fonction a variation lente de la forme L(z) =
1 + D27, Cette classe de fonctions & variation lente est connue sous le nom de famille de
Hall (cf. Feuerverger & Hall, 1999).

On notera également que c’est I'indice de risque le plus grand qui domine dans le mélange.
Toutefois si les v;, i = 1,2 sont proches (dans ce cas 3 est proche de 0) les deux sous-
populations seront difficilement distinguables. Le calcul de 'estimateur de Hill omet cette
fonction a variation lente, ce qui introduit un biais dans ’estimation de ~. Notamment, un
choix de k(n) trop grand risque d’inclure des individus de la seconde population et donc de
perturber I'estimation de . De plus, si les données sont issues d’un mélange de lois de Pareto
(ce qui sera ’hypothése faite sur les expositions aux contaminants), on estimera l'indice de
risque v comme l'indice de risque maximum de la population. Nous mettrons en évidence
empiriquement ce résultat dans la section 2.2.2.

Les résultats asymptotiques précédents dépendent du nombre de points utilisés k(n) pour
'estimation sur une population totale de taille n. Quelle valeur choisir pour k(n)? On peut
évoquer deux types de résultats. Les premiers concernent les ordres de grandeur de k(n) a
retenir pour une fonction & variation lente donnée. Les seconds concernent le compétition
entre le biais et la variance.

Haeusler & Teugels (1985) ont démontré que le choix d'un k(n) optimal dépendait de
la spécification de la fonction & variation lente L(.). Pour les deux cas qui nous concernent
dans la suite de ce rapport, les résultats obtenus par les auteurs sont résumés dans le tableau
ci-dessous.

Fonction & variation lente L(.) | kopt(n)
1+ D.x P +o(x ") 0 (n%iﬁ/v)
(log )" 0 (log(n)?)

Alors on a
Lot
kOPt(n)(Hk,n — ) = N(0, 72)7
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pour ces deux cas particuliers.

Plus généralement, le choix du "meilleur” k(n) provient de la compétition entre le biais et
la variance. D’un coté, la tendance naturelle serait, a n fixé, d’accroitre k(n) pour diminuer
la variance. Mais d’un autre coté, il faut tenir compte du biais des estimateurs évoqués
au dessus. L’arbitrage entre les deux effets contraires se fait usuellement en calculant 1’écart
quadratique de l'estimateur (dépendant de k) puis en le minimisant en k. On pourra se référer
a Darticle de Haan & de Peng (1998) pour des résultats généraux. Au-dela des difficultés
pratiques posées par ce probléme, ce dernier constitue un vrai enjeu pour le praticien comme
nous le verrons par la suite dans les applications.

2.2.2 Quelques simulations

Nous allons dans cette section comparer les différents estimateurs proposés dans ce cha-
pitre. Ces simulations comme ’ensemble des implémentations réalisées ont été effectuées sous
GAUSS (Aptech Systems Inc., http ://www.aptech.com/). A ces fins, nous pouvons simuler
des données d’exposition & un contaminant de diverses maniéres. On considére en particulier
que celles-ci sont respectivement données par

1. une loi de Pareto exacte

Fa)=Ca ' = F(y)=(1-y)"

avec v = 0, 3.
2. un mélange de lois de Pareto, équivalent a une loi de Pareto perturbée par une fonction
a VL en puissance.

On génere deux lois de Pareto vraies de parameétres v, et 7, en proportions égales.(y, =
07 3 y V2 = 07 1)

3. une loi de Pareto avec fonction a variation lente logarithmique (VL en log)

F(z) =277 (logz)’ = F*(y) = (1 — y) " (—ylog(1 — y))’,

avec (y=0,3;0=1).

Apres avoir réalisé des simulations de 5000 valeurs pour ces diverses lois, nous avons
calculé pour les estimateurs de Hill, de Pickands et des moments.

Les graphiques des Figures 2.8, 2.10 et 2.12 présentent les variations de chaque estimateur
selon le nombre k de valeurs extrémes retenues pour le calcul. Pour une meilleure lisibilité des
graphiques, nous ne tracons pas ici les intervalles de confiance qui pourraient étre calculés
grace aux lois asymptotiques présentées précédemment.

Nous observons que le choix de k est crucial en particulier pour I'estimateur de Pickands
qui est tres instable. Les Figures 2.9, 2.11 et 2.13 ne comportent que les estimateurs de Hill
et des moments pour mieux observer les variations de ces estimateurs plus stables.

Pour une loi de Pareto exacte (Figures 2.8 et 2.9), on constate que l'estimateur de Hill
est moins biaisé que celui des moments : il est proche de la vraie valeur du parametre pour
k grand. Ce qui se comprend aisément : I’estimateur de Hill revient a calculer une pente qui
est exactement v dans ce cas.
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Pour un mélange de lois de Pareto (Figures 2.10 et 2.11), l'estimateur de Hill est proche
de 7, pour k petit puis décroit vers une valeur intermédiaire entre v, et v, pour k£ grand.
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L’estimateur des moments semble moins affecté par le mélange.

Pour une loi de Pareto perturbée par une fonction a variation lente en log (Figure 2.12 et
2.13), le biais entre l'estimateur de Hill et la vraie valeur augmente avec k, I'estimateur des
moments est plus stable. On retiendra pour la suite la forme particuliére des estimateurs de
Hill, Hy, lorsque k varie, selon le type de simulation : ceci nous donnera une intuition sur
la forme de la fonction a variation lente qui régit nos données.

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, I’estimateur de Hill présente un
biais da principalement a la fonction & variation lente (le second cas étant équivalent & une
perturbation du type 1+ Dz 7, 3 > 0). Nous allons nous intéresser dans la suite au probléme
de la correction de ce biais, qui va permettre de déterminer une valeur de k optimale.

2.3 Meéthode de correction du biais

2.3.1 Description du modéle

Plusieurs auteurs (Feuerverger & Hall, 1999; Beirlant et al., 1999) ont récemment proposé
des méthodes de correction du biais. Beirlant et al. (2004) propose une revue de ces méthodes.
Feuerverger & Hall (1999) présentent une méthode de correction de biais pour la partie
gauche de la distribution (les petites valeurs) et utilisent une fonction & variation lente
en puissance de la forme 1 + Dz~ 3 > 0. Beirlant et al. (1999) présentent une méthode
plus générale, ot la fonction & variation lente n’est pas spécifiée mais doit vérifier certaines
hypothéses de régularité.

Ces méthodes conduisent & des modeéles de régression fondés sur les écarts de statistiques
d’ordre avec résidus exponentiels, qui sont estimés par des méthodes de type maximum de
vraisemblance ou moindres carrés. Nous montrons aussi comment ces résultats peuvent étre
adaptés dans le cadre de I’évaluation de risque et étendus a des fonctions & variation lente
de type logarithmique.

Fonction a variation lente de type puissance

L’hypothése principale du modéle est

1 —F(z) =Ca “L(x),

ota>0,C>0et L(x) =1+ Dx™" + o(z7") lorsque & — +oo, avec D réel et 3 > 0.
Afin de ne pas alourdir la présentation, nous omettrons dans la suite les restes (o(z7?)).

Théoréme 2.3.1 Soient Z; = i(log(X,—iy1.n) — log(Xy_in)) pouri=1,...,k, alors on a'

-\ A1
Z; ~ Eyyexp [Dl <1> ], pouri=1,... k,
n

'La notation X,, ~ Z, signifie X,, = Z,, + op(1) quand n — oo, avec la convention usuelle €, = op(1) ssi

P
€n — 0 quand n — oc.
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ot les (E;) sont des v.a. indépendantes identiquement distribuées selon une loi exponentielle
de moyenne 1, avec v = é, B, = g et D, = —3,0"1D.

La preuve suit les grandes lignes des travaux de Feuerverger & Hall (1999). Nous en
donnons les principaux arguments.

Preuve : On obtient cette approximation en utilisant les résultats sur les statistiques d’ordre
présentés dans ’annexe 2.C et selon les trois étapes suivantes :

Etape 1 :

Etape 2 :

Etape 3 :

Dans un premier temps, on inverse la fonction de répartition

— Y\ Y\~
Fr=y) = (&) Q+am) = (£) epb:)1+ o).
ol do(y) = vC~P1DyPr. On en déduit
log (F~ (1 -y)) = —vlogy + Cy 4 02(y) +0(1), ouC; =~logC.

Or, si U;,, désigne le i élément de la statistique d’ordre d’une variable aléatoire
uniforme sur [0,1] et X;,, est le i élément de la statistique d’ordre de la variable
d’intérét (1’exposition & un contaminant dans notre cas), le lemme de base présenté en
annexe 2.C.1 permet d’écrire la relation suivante

log aniqtl,n = IOg (F‘_(l — Uz,n)) ~ —7 log Uz‘,n + 01 + (52(U17n) (23)

On utilise ensuite la représentation des uniformes ordonnées en fonction d’exponen-

: . _ i+l B N . :
tielles. En effet, si on note Ty —i41 = iy 7=, ou (Ej);, , est un n-échantillon

de loi exponentielle de moyenne 1, on a par la représentation de Rényi (Annexe 2.C.3)

Uin =1 = Up—it1n = exp(—Th—i1)- (2.4)
On déduit de (2.3) et (2.4)que

Zi = iy(Th—iv1 — Tni) + 1 [02 (exp(—Th—iy1)) — 62 (exp(—Th—s))] -

Cette expression est approchée par un développement de Taylor.

On note 03 (z) = 92 (exp(—=2)) et un développement limité donne I’approximation sui-
vante

!/

03 (Tn—iv1) — 03 (Tri) = (Triv1 — Tni)d3 (1) -

On a (toujours par 2.C.3) T,,_; Lov log(Uit1.0) = log’;TJ“ll ~

. . . Bl . Bl
)=~ () () o () ()"

log* et
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Comme T, ;11— T, ;= Enzix1 on obtient en simplifiant pour i = 1,...,k

) 1
Zi ~ En_iay ll + 01 (-)] R Lin—i+17 €XP lfsl (-)1
n n
i B1 i B1
1+ D, <—> ~ Eyyexp | Dy <—> , (2.5)
n n

avec 3, = g et D, = —3,07%1D.

~ by

]

L’estimation d’une probabilité d’excés requiert la connaissance de a = % > 0,0 >0,
C >0et D.~, 3, et D; peuvent étre estimés par maximum de vraisemblance ou moindres
carrés comme présenté dans la section suivante. Ces estimations sont réalisées pour différentes
valeurs de k de sorte que I'on obtient pour chaque valeur de k, des estimateurs 7, (5 1> D1k
Reste la constante C' qui sera estimée par maximum de vraisemblance conditionnel & k, soit

~ k
= — Xn— n
Cr = (Xo—km)

e

Fonction a variation lente de type logarithmique

Une autre forme usuelle pour la fonction a variation lente est L(z) = (log )’ . Une telle
fonction peut introduire une trés forte perturbation de I'estimateur de Hill (sa vitesse de
convergence est alors au mieux en log(n)). Il est donc trés important dans ce cas de corriger
Pestimateur de Hill . On suppose désormais

1— F(z) = Cz (logz)”.
Théoréme 2.3.2 Soient Z; = i(log(X,—it1,) — log(Xn—in)) pouri=1,...,k, alors on a

0
Zi &y exp <logﬂ> E;, pouri=1,... k,

i

ot les (E;) sont des v.a. indépendantes identiquement distribuées selon une loi exponentielle
de moyenne 1, avec v = 1

a’

Preuve : La preuve de ce second théoréme est similaire & la précédente et est reportée en
annexe 2.D. m

Choix optimal de k

Dans l'optique du choix du nombre de valeurs extrémes a retenir, on obtiendra £* et *
en minimisant un écart quadratique moyen asymptotique approché (EQMA) i.e.

~2
. . Vi o~ 2 ¥ _ 5
k" = arg min <_/<: + [Hin — Vil > V= Ve (2.6)
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En effet, le premier terme %’2“ s'interpréte comme la variance de l’estimateur tandis que le

second est une estimation du biais de ’estimateur de Hill, de sorte que le £* optimal permet
d’arbitrer entre biais et variance.

2.3.2 Estimation des paramétres

Il est alors possible d’estimer les parameétres d’intérét de différentes fagons & savoir par
maximum de vraisemblance ou par moindres carrés. Nous détaillons ici l'estimation des
parameétres dans le cas d’une fonction a variation lente de type puissance et reportons en
annexe 2.D 'estimation des parameétres dans le cas d’une fonction & variation lente de type
logarithmique.

1. Maximum de vraisemblance

D’apres I'approximation (2.5), les variables Z; ~ FE;7yexp [Dl (%)51] ci=1,...,k se
comportent asymptotiquement comme des variables exponentielles indépendantes de
moyenne vy exp(D;(i/n)?1). On peut alors écrire la log-vraisemblance correspondante

pour un k fixé, sous la forme
-\ B1
i
D, (_) ] |
n

Les estimateurs du maximum de vraisemblance s’obtiennent en minimisant cette fonc-
tion en v, 5, et D;.

k .\ B k
(4 _
_logLn(Zl7'"JZk;fYaﬁl?Dl):klog,y_‘_Dl E <5> ‘1‘7 ! § ZieXp

=1 1=1

On peut répéter ce calcul pour différentes valeurs de k£ et minimiser I’écart quadratique
moyen asymptotique pour obtenir le k£ optimal (cf. (2.6)). Il semble toutefois que le
choix de k& importe peu vue la correction apportée par la fonction a variation lente.
On constate également pratiquement dans les simulations ou pour des données réelles.
En effet, I'estimateur de v corrigé ne présente plus les fortes croissances/décroissances
observées pour 'estimateur de Hill et reste relativement stable comme fonction de k.

2. Moindres carrés

Une autre méthode, proposée par Feuerverger & Hall (1999), consiste & ”linéariser”
Iexpression (2.5) par passage au log ce qui permet de se ramener a la régression non
linéaire suivante

B1
V; =log(Z;) = p+ Dy (%) + &,

ou u = logvy + 1y, avec uy = E(log E1) = —0,5772...(constante d’Euler), -log E; suit
une loi de Gumbel. ¢; = log E; — iy de loi de Gumbel recentrée s’interpréte alors comme
I’erreur de la régression.

, 2
On cherchera dans ce cadre & minimiser Si(3;, D1, ) = Zle [Vi —u— Dy (%)/Bl]

On obtient alors les estimateurs des moindres carrés non linéaires pour chaque valeur

de k,
(ﬁl,ka D ﬁk) = arg minSk (534, D1, 1)

,31,D1,,LL
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et 7y, = exp(fiy, — o).

Selon Feuerverger & Hall (1999), cette seconde méthode présente une variance asymp-
totique plus importante que celle du maximum de vraisemblance mais peut étre plus per-
formante que la premiére d’un point de vue algorithmique puisqu’elle ne nécessite pas la
minimisation d’une fonction trés complexe. En particulier, Drees & Kaufmann (1998) ont
montré que l'on pouvait choisir sans perte de généralité, 3, = 1 de sorte que le probléme de
minimisation se réduit dans ce cas la, a une simple régression linéaire. Toutefois, pour pouvoir
appliquer cette méthode, il faut que les Z; soient non nuls, i.e. en termes de risques alimen-
taires, que deux individus n’aient jamais la méme exposition, ce qui se produit pourtant
en pratique, en particulier dans le cas d’une exposition construite de maniére déterministe.
Sur des données simulées ces deux méthodes d’estimation donnent des résultats semblables.
Cependant pour éviter le probléeme des log(0) sur des données réelles, nous utilisons dans la
suite la méthode du maximum de vraisemblance.

2.3.3 Mise en oeuvre de ces méthodes sur données simulées

La simulation d’échantillons d’exposition de taille raisonnable permet de comparer les
estimateurs obtenus dans chaque cas aux vraies valeurs (connues). Les méthodes étudiées
font appel a des algorithmes de minimisation numérique (librairie Optmum de Gauss) qui
peuvent demander des temps de calculs importants. En ce qui concerne le modeéle (2.5),
I’estimation des parameétres par maximum de vraisemblance est simplifiée en choisissant
By = 1. Drees & Kaufmann (1998) ont en effet démontré que ce choix n’influe pas sur
I’estimation de ~.

Nous appliquons les méthodes de correction de biais proposées sur des données issues
d’un mélange de loi de Pareto ou d’une loi de Pareto perturbée par une fonction a VL en
log (avec les mémes parameétres que dans la section 2.2.2; en particulier n = 5000).

Dans chaque cas, nous présentons les graphiques de la variation de ’estimateur obtenu
en fonction de k ainsi que les intervalles de confiance a 95% sous ’hypothése d’une fonction
a VL en puissance (Figures 2.14 et 2.15) puis sous 'hypothése d’une fonction a VL en log
(Figures 2.16 et 2.17). Les valeurs optimales sont présentées dans le tableau 2.1.

TAB. 2.1 — Correction de biais : valeurs optimales de k et des paramétres

Données Hypotheése VL | kopT :Y\kOPT DI/Q Ecart type ’/Y\kOPT AMSE C

Mélange Puissance 1120 0.288 0.006 0.009 0.00007 | 0.60
VL en log Puissance 140 0.464 1.19 0.039 0.00160 | 0.39

Mélange log 1120 0.287 0.006 0.009 0.00007 | 0.60
VL en log log 140 0.458 | 0.135 0.039 0.00170 | 0.40

On observe ici que I'estimation est plus difficile pour une fonction a VL en log que pour un
mélange de lois de Pareto et que les valeurs optimales de & et v sont similaires quelle que soit
I’hypothése sur la fonction & VL sous-jacente. Celles-ci ont été obtenues en minimisant 1’écart
quadratique moyen asymptotique (EQMA) selon k, pour k variant de 10 & 2500, de 10 en 10,
pour diminuer le temps de calcul et les risques d’échec de la phase d’optimisation numérique
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(Maximisation de vraisemblance non linéaire). Toutefois, en regardant plus précisément le
graphique 2.17 concernant les données simulées selon une loi de Pareto perturbée par une
fonction & VL en log, on observe que pour des valeurs de k£ un peu plus grandes que celles
obtenues en minimisant 'EQMA, on parvient & corriger le biais dés lors que 1’on utilise bien
la spécification fonction & VL en log : par exemple, si on choisit £* = arg min FQM A, alors

k* = 450 et . = 0.259.

k>200
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2.4 Caractérisation des populations a risque

Mettre en évidence des populations a risque revient implicitement & supposer que, condi-
tionnellement & certaines variables exogénes 71, . . ., Z, (qui vont définir des sous-populations),
le risque d’exposition & certains contaminants est différent. On peut dans un premier temps
pour mettre en évidence cette hétérogénéité essayer de comparer pour différentes catégo-
ries les estimateurs des indices de risques sur des sous-populations. La Figure 2.18 donne
par exemple les estimateurs de Hill obtenus pour des catégories socio-professionnelles (CSP)
différentes.

Hill par C3F : mercure

0.20 024 028 032 038 0.40 044 0.48 0.52 D.56

Q 100 200 300 400 200 A0 F0e0 800 00 100¢

Fic. 2.18 — Hill par CSP

Bien que 'on se heurte 14 encore au probléme du biais et du choix optimal de k, on
constate cependant une certaine hiérarchie dans les niveaux de risque (avec un indice trés
fort pour les retraités et les cadres supérieurs et beaucoup plus faible pour les professions
libérales et les agriculteurs). C’est ce phénomeéne que I'on aimerait pouvoir confirmer par des
méthodes plus précises. 11 faut en effet se méfier d’une interprétation directe de ce graphique :
leffet taille des sous-populations peut fortement affecter la précision des estimateurs, mais
aussi le choix du k optimal qui a priori est différent pour chacune de ces sous-populations.
Une solution possible qui permet d’estimer 'impact des variables socio-démographiques si-
multanément est de considérer un modeéle du type Pareto ou Pareto généralisé dans lequel
I'indice de risque est, conditionnellement aux variables socio-démographiques Z, une fonction
de ces variables,

v = h(Z).

De maniére & pouvoir tester I'impact de certaines variables sur le niveau du risque, il est
plus intéressant de faire des hypothéses sur la forme du lien. En effet, un modele totalement
non-paramétrique ne serait pas identifiable. Une spécification possible et simple (pour les
besoins de I'exposé) est de retenir une formulation de type ”single-index” pour I'indice 7,
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c’est-a-dire une fonction de lien h de la forme
hZ)=T(Z'p)

et une forme de type Pareto généralisé pour la queue de distribution. Dans la formulation la
plus générale du modéle, on peut supposer la fonction I' inconnue. Nous supposons ici que
la fonction I' est connue, typiquement linéaire si les variables explicatives sont toutes des
variables dichotomiques, ou bornée (voir section 2.4.2). Dans cette approche, I’estimation
du modele permet de quantifier 'impact des variables explicatives sur le niveau de risque
d’exposition encouru. Ce modeéle ne permet néanmoins pas de séparer les populations a
faibles risques (celles qui contribuent a la distribution pour X < d) des autres.

2.4.1 Facteurs déterminant ’appartenance a la zone a risque

Une solution est de proposer un modele de type Probit sur cette appartenance ou non,
i.e. de modéliser P(X > d) sous la forme

P(X > d|Z) = hZ 7). (2.7)

Ce type de modele est a rapprocher des modeles de type double Hurdle i.e. des modeéles
en deux étapes utilisés en économie du consommateur (voir Bertail et al., 1999) et peut se
justifier dans le cadre de ’estimation des risques liés & certains contaminants par le fait que
le risque peut provenir de deux sources : le fait de consommer ou non un produit contaminé
(Pinformation pouvant jouer un roéle non négligeable sur cette décision) puis dans un second
temps du niveau de cette consommation. Les effets des variables explicatives sur la premiére
étape (consommation ou non) peuvent étre trés différents de ceux sur le niveau. On peut tres
bien concevoir que le fait d’avoir des enfants a un impact positif sur les achats de céréales
et donc sur le risque d’exposition & 'ochratoxine A, mais que cette variable a un effet nul
(voire négatif) sur la probabilité que le niveau d’exposition dépasse un seuil tolérable (i.e.
dans cette modélisation que v soit trés élevé).

Comme aucune information sur la distribution de la loi de Y sachant Y < ¢ n’est sup-
posée, les estimateurs du maximum de vraisemblance de v et [ s’obtiennent en estimant
respectivement le modeéle Probit dans la premiére étape, que ce soit par des techniques pa-
ramétriques usuelles (maximum de vraisemblance si h est spécifié) soit par des techniques
non-paramétriques puis en estimant comme nous venons de le faire précédemment [ par
I’estimateur du maximum de vraisemblance.

On notera que I'un des inconvénients de ce modéle est que le seuil au-dela duquel la loi
est de type Pareto est supposé fixé. Une autre possibilité qui ne distingue pas entre les deux
étapes est de modéliser directement le comportement de la queue de la distribution de la
variable X et non plus de la distribution des exces Y.
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2.4.2 Caractérisation des populations a risque a partir de la loi
des excés

Un modele possible est de considérer qu’au-dela d’un certain seuil d conditionnellement
aux vecteurs Z = (Z;)o<i<q OU Zp = 1, la distribution des exceés (distribution de X — d
conditionnellement & X > d et & Z) est du type

Wz = - 1= (Lerz ) (23)

ot I' est une fonction croissante bornée (la borne supérieure étant 1/2) nulle en 0. L’indice
v = I(Z'B) est donc a la transformation non-linéaire I' prés, une fonction linéaire des
observations (en effet I'~! existe et I'"!(y) = Z’f3) . L’hypothese de croissance de la fonction
I" permet d’interpréter directement le signe et la valeur des coefficients (/3;)o<i<q-

Ce type de spécification dans lequel I'indice dépend de variables explicatives avec une
forme fonctionnelle linéaire pour I'; a été introduit par Davison & Smith (1990). Le fait que
la fonction de lien soit non bornée induit néanmoins une structure trés forte sur la loi non
conditionnelle de Y. En effet, si la loi de Z charge tout R*, la loi agrégée de Y est de type
Pareto avec un indice de risque v = oo, situation qui est rarement réaliste en pratique.

Par ailleurs, si I'(Z’8) > 1, FEMV n’est méme pas convergent (voir Smith, 1987). L’in-
troduction d’une fonctionnelle I' bornée par 1/2 (pour assurer la normalité asymptotique de
Iestimateur du maximum de vraisemblance) permet d’introduire une plus grande flexibilité
dans le modele : par ailleurs la forme de I peut également donner des renseignements sur
d’éventuels phénomeénes de seuil ou de saturation.

Dans ce cadre, la log-vraisemblance du modéle (calculée sur les K valeurs Y; = X; —d > 0
et leurs covariables associées Zj;) est donnée par

1 r (zfi]ﬁ)

lW(y17-~~yK,U,5):—Zloga— 14+ ——— | log 1+Tyi
j— F(zz}ﬁ)

/

f
Les estimateurs du maximum de vraisemblance de 5 et ¢ sont solutions des équations

K T(z,B)+1

Z [1] _
—Ko + Wyz =0

i=1 1+ Yi

2T zmﬁ) L o T B/ e yz/a B
E = aB)yifo) — (1 +T(z0 =0
i=1 [z]ﬁ) INEE) o GalJuife) = i) 1+ D(zy B)yi/6

L’information de Fisher du modele (dont le calcul est détaillé dans Pannexe 2.E) vaut
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Ce modeéle est intéressant dans la mesure ou il permet a partir de techniques classiques
d’estimation (EMV) d’obtenir des informations sur I'impact des variables exogénes Z sur la
forme des queues de distributions et donc sur I'indice de risque.

2.5 Illustration : risque alimentaire

2.5.1 Risque d’exposition a ’acrylamide

Afin de montrer que la méthode proposée peut permettre de quantifier des risques trés
faibles (inférieurs en particulier a 1/n), nous proposons 1’étude du risque lié a 'exposition a
lacrylamide, présente essentiellement dans les frites et autres produits fris.

L’acrylamide (ACR) est un neurotoxique dont la présence dans l’alimentation n’est re-
cherchée que depuis peu. La communauté scientifique 1’a classé comme "probablement car-
cinogéne pour ’homme". Les aliments & forte teneur en acrylamide sont les produits frits,
en particulier les pommes de terre. Les enfants seraient la population la plus exposée du fait
de leur consommation plus importante des produits concernés. Dybing et al. (2005) propose
une revue compléete de la littérature sur le sujet.

Les analyses en ACR dont nous disposons ont été réalisées par des laboratoires de 'in-
dustrie alimentaire et par I’AFSSA (données publiées dans la Saisine du 24 juillet 2002).
Celles-ci ont été complétées par des données OMS de la méme année.

Les références alimentaires correspondants & ces aliments ont ensuite été identifiées dans
la nomenclature INCA puis regroupées en entités présentées dans le tableau 2.2.

L’exposition est construite de maniére déterministe (cf. cas 2 de la section 1.3.1) en
utilisant les données INCA de consommation et les moyennes de contamination présentées
dans le tableau 2.2. Un histogramme de la distribution est présentée Figure 2.19.

La Figure 2.20 donne les estimateurs de v obtenus en fonction de k ainsi que les valeurs
optimales issues de la minimisation de TEQMA en ajustant dans un premier temps a la
queue de distribution une loi de Pareto perturbée par une fonction & variation lente (VL) en
puissance, puis dans un second temps une fonction & VL en log .

On obtient des valeurs optimales de k identiques pour les deux méthodes mais trés faibles
(k* = 30). Etant donnée la forme de l’estimateur de Hill qui rappelle celle des données
simulées avec fonctions a VL en log, il est donc intéressant de regarder des valeurs plus
grandes de k lors de la minimisation de 'EQMA dans le modeéle avec fonction a VL en log :
on obtient alors une valeur optimale plus proche de celle obtenue pour une fonction & VL
en puissance (notée "Optimal + VL Log" sur la figure 2.20), ce qui laisse penser que -y est
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TAB. 2.2 — Description des données pour ’Acrylamide : Consommations (grammes par se-
maine) et contaminations (ug/kg) moyennes des produits concernés

moyenne de moyenne de

contamination consommation

Frites 1036.5 5.4
Chips 243.8 80.1
Pommes de terre précuites 50.0 10.9
Pommes de terre dauphines 531.7 5.1
Pains 112.0 566.1
Toasts 49.7 16.1
Pains de mie 50.0 16.1
Biscottes 131.5 22.9
Produits laitiers 21.4 272.5
Patisseries 125.8 177.0
Biscuits 258.5 29.9
Poissons frits 35.0 39.6
Chocolats 117.0 36.5
Céréales petit déjeuner 133.5 58.2
Café 485.0 61.2
Chocolat en poudre 75.0 41.6
Boissons maltées 50.0 0.2
o
ot i
wl i
N O -
<l i
o I ‘IIII“"-I“ | | PR
2 6 10 14 18 22

Exposition ACR

Fia. 2.19 — Exposition a I’Acrylamide en pg/sem/kg p.c. (calcul déterministe par moyenne
de contamination)

proche de 0.13. Nous retiendrons donc les résultats obtenus en considérant le modeéle 2.5. On
obtient alors une probabilité de dépasser la dose de 35 pg/sem/kg p.c. d’environ 8 sur un
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F1c. 2.20 — Estimation de I'indice de risque v pour ’exposition a l’acrylamide

million.

Compte tenu des études actuelles, nous disposons d’une dose de référence (RfD) de 0.2
ug/j/kg p.c. (soit 1.4 pg/sem/kg p.c.) ainsi que d’'une NOAEL de neurotoxicité (No Observed
Adverse Effect Level) de 0.5 mg/j/kg p.c. chez animal soit pour ’homme, une dose sans
effet neurotoxique de 35 ug/sem/kg p.c., en appliquant des facteurs de sécurité intra-espece
(10) et inter-espéces (10). Nous évaluons la probabilité de dépasser la dose de référence (RfD)
et la dose sans effet (NOAEL) a titre illustratif. L’acrylamide est en effet un contaminant
sans seuil pour lequel s’applique la régle ALARA (As Low As Reasonably Achievable), i.e.
I’exposition doit étre aussi faible que possible, moyennant un effort raisonnable : il n’y a
donc pas de DHT et la caractérisation du risque utilise le concept de Margin Of Exposure
(MOE), se reporter & FAO/WHO (2005) pour plus de détails. Nous proposons une autre
caractérisation du risque utilisant les "Value at Risk" d’ordre 107¢ (VaR(107°)) : il s’agit du
niveau d’exposition tel que seul un individu sur un million le dépasse.

On observe effectivement que ’exposition est plus forte (en moyenne et au P95) chez
les jeunes enfants (3-6 ans) comme le montre le tableau 2.3. Cependant le calcul de risque,
Pr(D >NOAEL), par la méthode des valeurs extrémes (EVT) montre que les queues de
distributions de l'exposition des enfants plus agés (7-10 ans ) et des adolescents sont plus
épaisses. De méme, la VaR(107°) la plus faible concerne les femmes et les adultes de plus de
60 ans. Ce type d’analyse ne pourrait étre mené en utilisant seulement ’estimateur Plug-In
de Pr(D >NOAEL) qui est dans cet exemple toujours nul.
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TAB. 2.3 — Exposition a I'acrylamide en pg/sem/kg p.c.

Effectif Moyenne Ecart-type P95  P(D>RfD) P(D>NOAEL) P(D>NOAEL) VaR(10

(EVT) (EVT)

Enfants 3-6 ans 341 6.89 3.30 13.40 99.1% 0 7.01E-06 170.1
Enfants 7-10 ans 344 5.67 2.94 11.02 97.4% 0 2.21E-04 205.4
Adolescents 11-14 ans 333 4.19 2.65 8.96 92.5% 0 4.61E-04 37.8
Adolescents 15-18 ans 143 3.05 1.82 6.54 84.6% 0 1.78E-04 38.9
Adultes 18-60 ans 1440 2.85 1.52 5.54 84.2% 0 1.54E-06 43.2
Dont hommes 658 2.96 1.59 5.85 85.4% 0 1.49E-06 115.8
femmes 782 2.76 1.46 5.36 83.1% 0 4.88E-07 31.2

Adultes + de 60 ans 402 2.77 1.51 5.42 82.6% 0 1.78E-06 37.5

2.5.2 Risque d’exposition au méthylmercure
Description des données et résultats obtenus

Le méthylmercure, forme toxique pour ’homme du mercure, est essentiellement présent
dans les produits de la mer. Il peut occasionner des lésions du systéeme nerveux et de sérieux
retards de développement (baisse de quotient intellectuel) pour les enfants dont la meére a
été exposée pendant la grossesse (WHO, 1990). De nombreuses études sont en cours pour
quantifier précisément le risque en France et dans de nombreux pays puisque certains effets
néfastes peuvent se produire & des niveaux d’expositions qui peuvent étre atteints suite a
une consommation "normale" de produits de la mer (Davidson et al., 1995; Grandjean et al.,
1997; National Research Council (NRC) of the national academy of sciences Price, 2000).

Les données relatives a la contamination en mercure des produits de la mer ont été re-
cueillies par différentes administrations frangaises (MAAPAR, 1998-2002; IFREMER, 1994-
1998). Nous disposons de 2643 analyses donnant la quantité de mercure (Hg) contenue dans
différents produits de la mer. On obtient les teneurs en MeHg en appliquant aux teneurs en
Hg les facteurs de conversion suivants : 0.84 pour le poisson, 0.43 pour les mollusques et 0.36
pour les crustacés (Claisse et al., 2001; Cossa et al., 1989).

En consultant la nomenclature des produits de I'enquéte INCA, 92 références corres-
pondant & des produits de la mer ont été retenues. Seuls les consommateurs ayant une
consommation strictement positive de 1'un, au moins, de ces 92 aliments sont retenus pour
le calcul d’exposition, soit 2513/3003 = 84% des individus de I’enquéte?.

Les données de contamination sont quant & elles réparties en 3 groupes : les "poissons
d’aquaculture", les "poissons (sauvages)" et les "mollusques et crustacés". Nous avons donc
considéré deux niveaux d’agrégation : le niveau désagrégé (ND) pour lequel chacune des 92
références alimentaires est reliée & un ensemble de données de contamination et le niveau
agrégé (NA) pour lequel les 3 groupes de contamination servent de base au rapprochement
des nomenclatures. Pour le niveau ND, chaque consommateur est donc représenté par un
vecteur de consommation de dimension P = 92 et son poids corporel, alors que pour le

2Dans le cas de 'utilisation de techniques de bootstrap (comme dans le Chapitre 3), les rééchantillonnages
doivent étre faits sur ’ensemble de la population : ceci permet d’intégrer dans les intervalles de confiance la
variabilité de cette proportion de consommateurs de produits de la mer.
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niveau NA, un vecteur de dimension P = 3 donnant les quantités consommeées de "poissons
d’aquaculture", "poissons (sauvages)" et de "mollusques et crustacés" est associé a son poids

corporel.

La DHT pour le méthylmercure est de 1.6 pug/sem/kg p.c (révision FAO/WHO, 2003).
Elle a été de nombreuses fois révisée ces derniéres années dans le but d’assurer une meilleure
protection des consommateurs et, en particulier, celles des femmes enceintes et des foetus.
Certaines illustrations de ce chapitre 2 ont cependant été réalisées avec des doses tolérables
plus anciennes que celle datant de la derniére révision. Ces derniéres appartiennent a la
queue de distribution et font apparaitre des résultats similaires & ceux trouvés dans le cas
de 'acrylamide.

TAB. 2.4 — Exposition aux métaux lourds, NA : Niveau Agrégé, ND : Niveau Désagrégé;
D-MOY : Déterministe Moyenne, D- 97.5 : Déterministe P97.5, D-MAX : Déterministe Maxi-
mum ; NP : Non Paramétrique ; PI : méthode Plug-In, VE : méthode Valeurs Extrémes.

Hypothese du modele Exposition (en [4g/sem/kg p.c.) Probabilité
Niveau Procédure  Moyenne  P97.5 Maximum  de dépasser la DHT
d’agrégation de calcul PI EVT
ND D-MOY 0.628 2.712 17.213 7.40% 9.26%
D-MAX 9.167 39.989 110.486 75.05% 100%
NA D-MOY 1.113 4.202 10.796 21.53% 100%

D-97.5 4.807 18.270 46.760 76.72% 100%
D-MAX 16.039 60.573 155.832 92.40% 100%
NP 1.114 6.273 50.217 18.38% 75.63%

Le tableau 2.4, extrait de Tressou et al. (2004a), donne une synthése des distributions
d’exposition obtenues selon différentes hypothéses (voir la section 1.3.1) :
— Déterministe® : en utilisant soit les moyennes de contaminations (D-MQY), soit les
97.5°™¢ percentiles (D-97.5), soit les maxima (D-MAX)
— Non Paramétrique (NP) : on procede a des tirages aléatoires avec remise dans la distri-
bution de consommation (relative) et dans chacune des distributions de contamination.
On donne alors la moyenne, le 97.5°™¢ percentile et le maximum d’exposition pour 1’en-
semble des consommateurs de produits de la mer, ainsi que la probabilité de dépasser la
DHT. Cette probabilité est calculée comme le pourcentage d’exposition dépassant la DHT
(PI pour Plug-In) ou bien en utilisant le modéle développé dans ce chapitre (correction de
biais par introduction d’une fonction a variation lente de type puissance, EVT pour Valeurs
Extrémes).
Ces calculs ont été menés pour les deux niveaux d’agrégation (NA et ND). On observe
ici le role important du niveau d’agrégation et de la procédure de calcul. En particulier, la
procédure non paramétrique (NP) permet d’obtenir une variabilité plus importante (P97.5

3 Voc. : il s’agit de l’exposition construite de maniére "distributionnelle", voir la section 1.3.1 pour une
discussion entre les deux termes.



66 CHAPITRE 2. VALEURS EXTREMES ET RISQUE ALIMENTAIRE

09
09

08
T
08

Estimateur de Hill
————— Correction du blals VL Log

07

Estimoteur de Hill +IC VL Log
Correction du blals VL Puls N Optimal VL Log
=<IiC VL Puis

+IS VL Pule
Optimal VL Puls

o 200 400 600 800 1000 1200 1400

0.7

0.6
0.6

Estimation du y
Estimation du y
05

05

0.4

04

03

03
0.2

01

) 200 400 800 800 1000 1200 1400

F1G. 2.21 — Correction de biais : exposition au methylmercure

plus élevé) mais des moyennes équivalentes a celles du calcul déterministe moyen (D-MOY) ;
le niveau le plus agrégé (NA) donne des moyennes plus élevées a procédure de calcul identique.
Nous commentons les estimations de la probabilité de dépassement de la DHT dans la section
suivante.

La figure 2.21 donne, pour chaque hypotheése de correction (Puissance sur le graphique de
gauche et Log sur le graphique de droite), les estimateurs 7, obtenus pour chaque k ainsi que
les indices de risque optimaux obtenus par minimisation de 'EQMA. Les corrections obtenues
sont dans les deux cas beaucoup plus stables en fonction de k£ que ne 'est ’estimateur de
Hill. Nous observons des résultats relativement proches puisque que les estimateurs optimaux
valent respectivement 0.39 et 0.36 sous les deux hypothéses respectives.

Discussion

Les résultats du tableau 2.4 montrent 'intérét d’adapter a I’évaluation de risque les tech-
niques issues de ’EVT mais soulevent également de nombreuses questions. Elles permettent
d’étudier les queues de distributions d’exposition a un contaminant mais ne sont pas tou-
jours pertinentes pour ’estimation de la probabilité de dépasser une dose tolérable, le risque
tel que nous ’avons défini en introduction. Nous nous heurtons dans ce cas a une limite de
I'utilisation du modeéle proposé dans ce chapitre. Comme l’explique le schéma de la Figure
2.22, le calcul de la probabilité de dépassement d’un seuil d n’est pas toujours possible. En
effet, lorsque la dose d n’est pas située dans la queue de distribution mais plus vers le centre
de la distribution 'estimateur calculé a partir de la loi de Pareto sera fortement biaisé (cas
"Mauvaise estimation" du schéma) voire toujours égal a 1 (cas "Pas estimation" du schéma).
Ceci peut étre détecté en comparant ’estimateur de la probabilité de dépassement obtenu
par Pajustement & une loi de Pareto a 'estimateur Plug-In (nombre de valeurs dépassant d
sur nombre total de valeurs) : s’ils sont trop différent ou si le premier vaut 1, la méthode
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Fic. 2.22 — Limite de l'utilisation de la théorie des valeurs extrémes dans le calcul de la
probabilité de dépassement d'un seuil (DHT, par exemple).

proposée (notée VE) n’est pas adéquate et on utilisera plutot I'estimateur Plug-In (PI) ainsi
que les outils fournis dans le chapitre 3, si I’estimateur Plug-in est nul ou proche de 1/n, la
méthode proposée prend alors toute sa dimension. En ce qui concerne le méthylmercure, la
DHT la plus récente est de 1.6 pg/kg pc/sem, elle valait auparavant 3.3 ou 5 pug/kg pe/sem.
Pour une DHT de 1.6, les deux estimateurs sont relativement différents (9.4% pour VE contre
7.6% pour PI) comme nous 'avions souligné dans Tressou et al. (2004a) ; par contre pour
des valeurs plus élevées de d (3.3 ou 5), elles sont trés proches, respectivement autour de
1.5% et 0.5% pour VE et PIL.

Par ailleurs, le modeéle de correction de biais suppose que les expositions observées sont
i.i.d. : cette condition n’est pas vérifiée si les expositions sont obtenues par simulation de
type Monte Carlo. Par exemple, dans le cas d’une distribution construite par la procédure
NP, la queue de la distribution est constituée des expositions issues de fortes consomma-
tions pondérées par différentes valeurs de contamination : ces expositions ne sont donc pas
indépendantes.

Une autre particularité des données INCA pourrait remettre en cause cette indépendance
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entre les expositions : certains ménages ont été interrogés intégralement et une dépendance
entre les consommations des individus d’un méme ménage est trés probable. Pour éliminer
cette dépendance, on propose de sélectionner par tirage aléatoire un membre du ménage pour
chaque ménage interrogé intégralement : ceci réduit I’échantillon de 2513 a 1601 consomma-
teurs de produits de la mer. Les résultats obtenus sont alors graphiquement équivalents mais
quelque peu différents quant aux valeurs de v qui sont un peu supérieures et plus proches
I'une de lautre (0.43 et 0.41). Cependant, les probabilités de dépassement de la DHT (3.3
ou 5 ug/kg pc/sem) sont tout & fait similaires.

2.5.3 Caractérisation des populations exposées au méthylmercure

Les résultats suivants ont été obtenus a partir d’informations socio-démographiques res-
treintes (catégories socio-professionnelles, diplomes, structure familiale, variables géogra-
phiques) issues du panel SECODIP associées aux données de contamination par le mercure.
L’exposition des ménages est calculée de maniére déterministe en affectant aux consomma-
tions de produits de la mer les moyennes de contamination observées?. Les résultats suivants
montrent 'intérét d’une approche en deux étapes. L’étape Probit de (2.7) (sous 'hypothese
usuelle de normalité des résidus du modele latent) et le modele (2.8) ont été estimés par
la méthode du maximum de vraisemblance. La plupart des covariables utilisées dans ces
modeles sont qualitatives : le nombre de paramétres a estimer, proportionnel au nombre de
modalités des variables, devient vite trés important, ce qui, ajouté au caractere fortement
non linéaire des vraisemblances, rend 'optimisation difficile.

La Figure 2.23 permet de comparer les estimateurs du maximum de vraisemblance dans
le modele probit (appartenance ou non a la queue de distribution) obtenus lorsque 1’on
fait varier le nombre d’individus retenus dans la queue de distribution a partir d’un seuil
d; suffisamment grand (ici de l'ordre 1.7mg). Ceci permet d’éviter I’écueil du choix de d
et donc de voir dans quelle mesure les estimateurs obtenus sont robustes a ce choix. Les
intervalles de confiance étant trés serrés autour de la valeur estimée, ils n’ont pas été re-
présentés sur le graphique : seules quelques variables (les variables de diplome) ne sont pas
significatives.

On note sur ce graphique la trés grande stabilité des coefficients. La variable de référence
pour les CSP est la catégorie ”profession intermédiaire”. Toutes les autres catégories ont un
impact négatif (par rapport a la référence) sur ’appartenance a la région a risque : 'impact
est particuliérement marqué pour les agriculteurs et les inactifs (chef de famille inactif), ce
qui s’interpréete facilement par la part tres faible des produits de la mer dans la consommation
de ces catégories. Le fait d’avoir des enfants a aussi un impact négatif fort sur I’appartenance
a la région a risque.

Dans les graphiques suivants, nous analysons I'impact des variables retenues sur le risque,
c’est-a-dire la potentialité de 'individu & se trouver dans les régions extrémes en fonction des
variables retenues. Nous présentons dans les Figures 2.24 & 2.26 les estimateurs ainsi que les
intervalles de confiance dans le modeéle (2.8) associés aux variables de CSP, diplome et avec

‘Dans cette application, nous avons travaillé sur les expositions des ménages, nous proposons dans le
chapitre 5 une méthode de désaggrégation des données ménage en données individuelles.
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FiGc. 2.23 — Coeflicients estimés du modéle Probit

enfant /sans enfant. Les variables de référence sont respectivement pour la CSP ”profession
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F1c. 2.24 — Estimation de I'impact des variables CSP sur le risque d’exposition au mercure.
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Estimation beta par diplome @ mercure
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F1G. 2.26 — Impact de la variable sans Enfant sur le niveau du risque d’exposition au mercure

On constate que 'appartenance aux CSP "agriculteurs" et "professions libérales" a un

impact négatif sur le risque d’exposition. Ce phénomeéne peut étre expliqué de plusieurs
manieres :
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— il reflete des pratiques alimentaires propres aux CSP (les agriculteurs mangent effecti-
vement peu de produits de la mer),

— Deffet de 'information sur la contamination potentielle des produits peut avoir un effet
plus grand chez les professions libérales que chez d’autres CSP.

”

Par ailleurs, I’appartenance aux CSP ”Cadre Sup”, ”Employé” et ”Retraité” a un impact
positif significatif (quel que soit le seuil choisi) sur le risque. Pour les premiers, on peut penser
que cet effet est lié au revenu, les produits contenant du mercure étant des produits chers.
Pour les retraités, on peut penser qu’il s’agit a la fois d’un effet géographique ”"bord de mer”
(nous n’avons pas pu inclure de variables géographiques) et des préférences alimentaires
marquées (poisson plus consommé que la viande pour ses supposées valeurs nutritionnelles
et ses qualités masticatrices...).

La Figure 2.26 étudie 'impact des variables ”avec enfants”, ”sans enfant”. Il montre
que le fait d’avoir des enfants (variables de référence ”sans enfant”) a un impact négatif
significatif sur le risque. On notera que le coefficient est toujours significativement différent
de zéro mais que la valeur parait assez instable suivant le nombre d’observations retenues.

D’autres variables introduites dans le modéle semblent plus difficile & interpréter, c’est
par exemple le cas du diplome du chef de famille. Selon le choix de k, I'impact des variables
peut étre positif ou négatif par rapport a la variable de référence (ici "Bac") par ailleurs
les intervalles de confiance sont trés larges. Il ne nous parait pas possible d’interpréter les
résultats dans ce cas.
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Annexe 2.A Données de consommation francaises

2.A.1 L’enquéte individuelle nationale sur les consommations ali-
mentaires (INCA)

L’enquéte INCA a été réalisée par le centre de recherche pour I'étude et 1’observation
des conditions de vie (CREDOC) en 1998-1999, pour le compte de clients institutionnels et
privés. Les commanditaires de I’enquéte INCA sont la direction générale de 1’Alimentation
(DGAL), I’Agence Francaise de Sécurité Sanitaire des Aliments (AFSSA), les groupes Da-
none (Belin-Lu) et Nestlé, ainsi que les offices et les interprofessions de plusieurs secteurs
agro-alimentaires : produits sucrés (ASPCC), produits laitiers (CIDIL), viandes (CIV), vins
(ONIVINS). Elle a fait I'objet d’un rapport (CREDOC-AFSSA-DGAL, 1999) coordonné
par Jean-Luc Volatier, responsable de I'unité d’observation des consommations alimentaires
(OCA) de PAFSSA.

Cette enquéte vise quatre objectifs principaux :

— connaitre les consommations individuelles réelles ainsi que leurs déterminants, par oc-

casion (petit déjeuner, déjeuner, gotiter, diner, en-cas) et par lieu de consommation
(au domicile et hors foyer),

— suivre I’évolution des pratiques et des connaissances dans le domaine de I’alimentation

et de la nutrition,

— identifier les apports nutritionnels a partir des consommations déclarées et en déduire

la situation nutritionnelle des consommateurs en fonction de leurs besoins,

— analyser les opinions et attitudes des consommateurs, notamment dans le domaine de

la nutrition et de la sécurité alimentaire.

L’enquéte INCA a été conduite selon une méthodologie proche de celle employée lors
des précédentes enquétes de consommation individuelle (enquéte CEDUS-ASPCC, 1994 et
enquéte "Restauration hors foyer", DGCCRF-CREDOC, 1994). Le relevé des consommations
alimentaires a été effectué a ’aide d’un carnet de consommation, sur une période de 7 jours
consécutifs, I'identification des aliments et des portions étant facilitée par 'utilisation d’un
carnet photographique (carnet réalisé pour enquéte SULVI.MAX, Hercberg et al., 2004).
Les 3003 carnets de consommation recueillis correspondent a 75889 prises alimentaires et
environ 900 références alimentaires formant 48 groupes d’aliments.

L’enquéte INCA repose sur un échantillon constitué de 1985 personnes de 15 ans et plus
et de 1018 enfants et jeunes adolescents de 3 & 14 ans, soit au total 3003 individus. Pour
éviter les effets de grappe, tous les individus n’ont pas systématiquement été interrogés : sur
un total de 1865 foyers enquétés, le relevé des consommations a été exhaustif (interview de
tous les membres du foyer de 3 ans ou plus) dans 812 ménages, tandis que dans les 1053
autres ménages, la personne interrogée a été tirée au sort. Cette méthodologie permet a la
fois de disposer de résultats au niveau ménage et au niveau individuel, pour les adultes et
les enfants.

La représentativité de I’échantillon a été assurée :

— par stratification sur les variables région géographique et taille d’agglomération

— et par la méthode des quotas sur les variables dge, sexe, profession et catégorie socio-

professionnelle (CSP), taille du ménage.
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Pour intégrer les effets de saisonnalité, la réalisation des enquétes a été programmeée sur
une période de 11 mois (aotit 1998 & juin 1999), segmentée en quatre vagues.

La méthodologie retenue vise donc a éviter certains biais bien connus : non-représentativité
nationale, saisonnalité, effet de lassitude en fin d’enquéte. La sur-représentation des enfants,
qui constituent un tiers de I’échantillon, est volontaire de la part des commanditaires de
I’enquéte : elle a pour but ’étude ciblée du comportement alimentaire des enfants. Ceci im-
plique que, sauf dans des objectifs purement méthodologiques, nous ne pourrons pas étudier
la population entiére en termes de risques alimentaires & moins de redresser 1’échantillon
pour prendre en compte cette sur-représentation des plus jeunes. Cette enquéte comprend
donc deux échantillons : celui des enfants et celui des adultes.

Les sous-déclarants, identifiés par un apport énergétique du bol alimentaire déclaré trop
faible pour étre vraisemblable, sont en général écartés des analyses réalisées a partir des
données INCA. Toutefois, le retrait de ces individus (au total 511 adultes sur 1985, soit
26%) fausse la représentativité de I’échantillon et nous ne l'effectuons pas dans la plupart
de nos travaux sauf pour réaliser des comparaisons avec d’autres études. La sous-déclaration
est un biais bien connu, en particulier pour ce qui concerne les boissons alcoolisées dont la
valeur énergétique est élevée. L’utilisation d’apports énergétiques moyens "vraisemblables"
pour une majorité d’individus peut aussi conduire a écarter de ’analyse certains individus
au comportement atypique comme par exemple les forts consommateurs de poissons qui
présentent un apport calorique faible.

La durée de 'enquéte (7 jours) s’avére plutdt longue pour une enquéte individuelle, les
enquétes de deux ou trois jours consécutifs ou non étant les plus fréquentes en Europe. Tou-
tefois, dans un but d’estimation de la consommation de long terme, cette enquéte engendre
un biais d’infréquence d’achat. En effet, les produits consommés rarement peuvent ne pas
étre captés par ce type d’enquéte malgré les différentes vagues d’enquéte.

Un autre biais semble toutefois émerger a force de comparaisons entre ces données et
le panel SECODIP, décrit ci-aprés : un biais que nous avons choisi d’appeler le biais du
"bien-manger". En effet, étant donnés les objectifs affichés de 'enquéte INCA et la courte
durée de ’enquéte, il est probable que le comportement alimentaire se trouve modifié en
faveur d’un meilleur équilibre alimentaire ou du moins en faveur des aliments a connotation
nutritionnelle positive (comme le poisson par exemple), mais pour la seule durée de ’enquéte,
probablement.

2.A.2 Le panel SECODIP

La société privée SECODIP (Société d’Etudes de la Consommation, de la DIstribution et
de la Publicité, qui s’appelle dorénavant TNS Secodip, http ://www.secodip.fr) répertorie les
achats des ménages francais depuis 1989. Ces données (Boizot, 2005, pour une présentation
de ces données) sont achetées par 'INRA depuis 1989 dans un délai de 2 ans suivant leur
recueil et conservées au LAboratoire de REcherche sur la COnsommation (CORELA) a Ivry
sur Seine : les données de 2002 sont en cours de traitement au CORELA (mise en forme de
la base, vérification des formats, tests de cohérence, etc.).

Le format de la base évolue continuellement : les achats étaient initialement relevés sur
papier de maniére hebdomadaire, la liste des produits augmentant progressivement, puis, en
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1996 a été introduite la scannette permettant la lecture optique des codes-barre (EAN) d’un
grand nombre de produits; enfin, une technologie encore plus avancée, le palm, est mise
en place en 2005. Ces changements de mode de recueil des données engendrent des biais
rendant difficiles le suivi de long terme de certains produits qui n’étaient pas initialement
enregistrés. Par ailleurs, certaines sous-populations (les hommes seuls) n’étaient initialement
pas interrogés. Pour limiter le temps de recueil et favoriser I'acceptation de participation
au panel, chaque ménage ne répertorie pas ’ensemble de ses achats : de 1989 & 1995, deux
panels disjoints de ménages relevaient leurs achats de produits (types de produits différents
selon les panels) ; depuis 1996, le panel général comprend deux sous-panels, 1'un relevant les
"Viandes et Poissons frais" et 'autre les "Fruits et Légumes frais" en plus des autres produits
(avec EAN). On ne dispose donc pas pour un méme ménage de ’ensemble de ses achats.
Pour un motif de cohérence des données, seules les données de 1996 a 2001 sont utilisées.

Pour chacun des achats, sont fournis : la quantité (en kilogrammes, litres ou nombres
d’unités) le prix d’achat, le lieu d’achat (type de magasin), la marque du produit, etc.
Concernant les ménages, la composition du foyer en termes d’age, de sexe, de CSP, de ni-
veau d’étude est détaillée et des informations globales de type Région, Type de commune,
Classe économique et sociale, Possession d’appareils électroménagers (congélateur), Présence
d’animaux domestiques, Existence d’un jardin. .. sont aussi fournies. Les panels sont initia-
lement constitués par un sondage aléatoire stratifié selon la région de résidence et le type
d’habitat, puis renouvelés tous les quatre ans. Certaines populations sensibles (personnes
agées) sont recrutées directement pour assurer une certaine représentativité nationale des
ménages. Par ailleurs, TNS Secodip fournit pour chaque panel des poids d’activité calculés
par calage sur marges pour chaque ménage. Ces poids permettent de déterminer si le ménage
a été assidu dans ses déclarations (ils sont alors "actifs") et de caler les ménages actifs sur
certaines variables socio-démographiques.

Ces achats alimentaires des ménages permettent d’obtenir une évaluation de la consom-
mation alimentaire a domicile en supposant par exemple que les repas pris chez des amis sont
compensés par ceux pris par des visiteurs au domicile. Ces données présentent I’avantage de
couvrir des périodes longues (un ménage est présent dans la base en moyenne 4 ans) et per-
mettent ainsi d’évaluer les consommations occasionnelles, non capturées par une enquéte de
7 jours comme 'enquéte INCA. Le fait que les achats soient recueillis sur une longue période
et dans un but commercial contrairement aux données INCA qui sont clairement recueillies
dans un objectif de santé publique permet probablement d’éviter le biais du "bien-manger"
décrit précédemment.

Les avantages de ces données résident essentiellement dans le fait qu’elles sont la seule
source permettant de suivre sur longue période la consommation des francais. Les inconvé-
nients majeurs sont au nombre de trois :

1. il s’agit d’achats et non de consommations, ce n’est donc qu'un "proxy" de la consom-
mation a domicile,

2. les achats sont faits par le ménage et les quantités sont recueillies au niveau des ménages
et non des individus,

3. enfin, les données d’achat SECODIP ne comportent pas (jusqu’en 2001 inclus) d’infor-

mations concernant le poids corporel des individus. Cette donnée est demandée depuis
2002.
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En ce qui concerne le point 1, l'utilisation d’informations annexes (enquétes sur la res-
tauration hors foyer, propension & recevoir des visiteurs selon certaines variables socio-
économiques) peut permettre de corriger ce premier biais des données d’achat. Par exemple,
il est possible d’utiliser les informations concernant le lieu de prise des repas fournies par
INCA : on redresse alors la consommation & domicile de SECODIP par le ratio consommation
a domicile sur consommation totale estimé dans INCA.

Pour remédier au point 2, la solution habituelle est de diviser les quantités "consommées"
par la taille du ménage : on obtient ainsi des consommations identiques pour chaque membre
du ménage (voir par exemple Caldas et al., 2005). Nous proposons d’utiliser la structure
des ménages en particulier en termes d’age et de sexe des individus pour estimer la part de
chaque individu au sein du ménage. L’utilisation de splines et d’'un modéle mixte nous a en
effet permis de décomposer ces données ménages en données individuelles ; les données INCA
avec enquéte exhaustive au sein des ménages servant de validation. C’est ’objet du chapitre
5 de cette these.

Enfin, le dernier point est abordé pragmatiquement en estimant le poids corporel des
individus en fonction de leur age et sexe.

2.A.3 Les autres sources de données sur la consommation

Dans le cadre de cette thése, nous avons trés peu eu recours a d’autres sources de don-
nées. Ces différentes sources de données peuvent étre combinées pour mieux caractériser les
comportements alimentaires : ceci fait ’objet de recherches actuelles. En particulier, 'utilisa-
tion d’outils tels que la vraisemblance empirique permet ce type de combinaisons de sources
sans recours & un modeéle paramétrique particulier (voir par exemple dans le tome annexe,
Crépet et al., 2005).

L’enquéte Budget des familles de I'Institut National de la Statistique et des Etudes Eco-
nomiques (INSEE), qui comprenait un volet sur les achats alimentaires jusqu’en 1991, est
utiliste au CORELA mais est trop ancienne pour servir a une évaluation de risque alimen-
taire. Nichele (2005) montre la difficulté de relier les données INSEE aux données SECODIP.

L’enquéte ASPCC, mentionnée comme "’ancétre" d’INCA dans la section précédente,
comptabilise ’ensemble des prises alimentaires & domicile ou hors foyer de 1500 individus
(échantillon représentatif de la population francaise) et a été réalisée entre juin 1993 et juin
1994.

La cohorte SU.VI.MAX (Hercberg et al., 2004) de I'Institut Scientifique et Technique de
la Nutrition et de 1’Alimentation (ISTNA), mise en place en 1994, vise a évaluer I'impact
d’un apport supplémentaire en vitamines et minéraux anti-oxydants dans la prévention des
cancers et des maladies cardio-vasculaires.

L’enquéte "Restauration hors foyer", réalisée par le CREDOC et la Direction générale de
la Concurrence, de la Consommation et de la Répression des Fraudes (DGCCRF) en 1994,
inclut toutes les consommations prises hors foyer, a I’exclusion des aliments emportés de
chez soi et des repas pris chez des amis ou des membres de la famille. Cette enquéte pourrait
étre utilisée pour quantifier la restauration hors foyer et corriger le manque des données
SECODIP par exemple bien qu’elle soit maintenant un peu ancienne.

D’autres enquétes plus ponctuelles et ciblées sur certains aliments peuvent permettre de
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mettre en évidence le manque des données globales : c’est par exemple le cas des données
ONIVINS (D’hauteville et al., 2001) sur la consommation de vin des francais. L’INRA peut
aussi, dans le cadre de projets de recherche, mener des enquétes sur des aliments particuliers :
c’est le cas actuellement en ce qui concerne la consommation de produits de la mer, en
particulier chez les femmes en 4ge de procréer ou enceintes.

Annexe 2.B Rappel sur la théorie des valeurs extrémes

2.B.1 Théoréme de Fisher & Tippett (1928)

On dira que deux fonctions de répartition H et GG sont de méme type s’il existe a > 0 et
b tels que, pour tout = € R, on a G(x) = H(ax + b) (elles appartiennent & la méme famille
homothétie-translation).

Ensuite, si G est une fonction de répartition non dégénérée, son domaine d’attraction est
défini par

D(G) = {F, f.d.r telle que Ja,, > 0 et b, tels que F"(a,z + b,) — G(x),Vz > 0}.

Xn,n_bn

Cela signifie que si F' € D(G), alors la suite de variables aléatoires — converge en loi
vers une variable aléatoire de fonction de répartition G lorsque n — oo. On a alors le résultat
essentiel de caractérisation des fonctions de répartition de domaine d’attraction non vide.

Théoréme 2.B.1 (Fisher & Tippett (1928)) D(G) # 0 <= G appartient & l'un des
trois types suivants :

exp(—exp(—x)) z € R, st 5 =0 Gumbel,
G(z) = Gg(x) = exp(—(z)" V%) x>0, si B3>0 Fréchet,
exp(—(—x) %) 2 <0, si 3<0 Weibull.

Par conséquent, il y trois et seulement trois domaines d’attraction possibles pour le com-
portement asymptotique du maximum. Ce résultat est & comparer & celui du théoréme cen-
tral limite ou il n’existe qu'une seule loi limite, la loi normale (& une homothétie-translation
prés). Il est possible de regrouper ces 3 types de fonction sous une méme formalisation. Cette
représentation est dite de Jenkinson-von Mises :

o) — exp{—(1+ Bz)"Y/%} si B #0
o) = { o ena( ) s b

pour 1+ Bz > 0.
On peut alors classer les fonctions de répartition par domaine d’attraction.

2.B.2 Fonctions a variation lente et réguliére

Les théoréemes de caractérisation font appel a la notion de fonction & variation réguliére
(au voisinage de +00) et de fonction & variation lente (Bingham et al., 1987).
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Définition 2.B.1 L(.) est une fonction a variation lente & linfini si elle est mesurable,
positive sur [0;+oo[ et si :

On notera L € Ry.

Définition 2.B.2 Une fonction h sera dite a variation réguliére d’indice o a linfini (h €
R,) si :

Vo >0, lim hltx)

—2° — 2°L(z) ot L € Ry.
e % <= h(z) =2“L(x) ou L € Ry

Des exemples typiques de fonctions & variation lente sont In(z)? avec § € R, 1+ 27 avec
p > 0 mais encore exp((log(x))?), 0 < § < 1 ou tout produit de celles-ci.

2.B.3 Caractérisation des trois domaines d’attraction

Pour chaque loi d’attraction, on rappelle la fonction de répartition de la loi limite G et
on donne la condition d’appartenance a son domaine d’attraction ainsi que des valeurs des
parametres a,, et b, pour lesquels on a :

Xpn—0b ; ) ..
Dnn T Lok avec M de fonction de répartition G.
an n—oo

Nous présenterons aussi quelques exemples de lois appartenant a chaque domaine d’at-
traction.

1. Lois de type Fréchet

| exp(—z77) siz >0, =
F.(z) = { 0 sinon, alors F' € D(F,) <= F € R_y,,7 > 0.

Dans ce cas on peut montrer que les suites a,, = F*~ (1 — %) et b, = 0 conviennent.

On trouve par exemple dans ce domaine d’attraction les lois de Pareto, de Cauchy
ou de Student. Ces lois sont caractérisées par des supports non bornés & droite et des
queues de distribution épaisses.

2. Lois de type Weibull
| exp(—(—2)7")siz <0,

Wo(z) = 1 sinon,

alors F' € D(F,) <= s(F) < oo et F(s(F)— 1) =2 Y7L(x),
ou L(.) € Ry. Les suites a,, = s(F) — F~ (1 — 1) et b, = s(F) conviennent.

Ce domaine d’attraction est celui des lois & support fini a droite (s(F') < o0). C’est
le cas par exemple des lois uniformes et des lois Beta. Le coefficient v qui intervient
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dans la caractérisation est lié au comportement de la loi des observations prés du point
terminal s(F).

. Lois de type Gumbel

. F(t+zg(t))
Go(x) = exp(—exp(—=z)) alors F € D(Gy) < dg > 0 telle que lim ———F—
o() p(—exp(—x)) (Go) g aue I =50

On montre que les suites a, = g(b,) et b, = F~ (1 — 1) conviennent.

Ce dernier domaine d’attraction comprend par exemple les lois exponentielles, normales
ou log-normales i.e. les lois & support non borné a droite et de queues de distribution
peu épaisses.

—X

Annexe 2.C Quelques résultats sur les statistiques d’ordr

Cette section présente des résultats classiques sur les statistiques d’ordre. Les démons-

trations ultérieures y feront référence.

2.C.1 Lemme de base

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx continue et U une variable

aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], alors :

Lot Lot

1. UY Fy(X) et X 2 Fo(U).

2. Ce résultat est aussi vrai pour les statistiques d’ordre d’un n-échantillon notées res-

pectivement (Xi,,...,X,,) pour la via. X et (Uyy,...,U,,) pour la v.a. U de loi
uniforme sur [0, 1] :

(Ul,rm cee Un,n) [éi (FX(Xl,n); I FX(Xn,n)) ’

Loi

(Xl,na ey Xn,n) - (F)({_(Ul,n)a RN F)((_(Ulyn)) .

Ainsi, toute variable aléatoire de fonction de répartition suffisamment réguliére peut
s’exprimer en fonction de la loi uniforme.

. De plus, (U1, ..., Unp) Los ( L ) oul, = E;+...4+ E; avec E; ~ Exp()\).

1_‘n+1 > ) I‘ln+1
Ceci est vrai pour A > 0 quelconque.

2.C.2 Construction d’écarts

Ce dernier résultat releve de propriétés plus générales sur les écarts entre statistiques

d’ordre (Pyke, 1965). En particulier, notons DZ-U =Upp—U_ippouri=1...,n+1 avec
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par convention Up,, = 0 et U,41, = 1, alors la densité de (DY,..., DY, ;) est :
o n!sid1~20etd1+...+dn+1=1,
f(D?:m,DT[{H) (di,- s dnia) = { 0 sinon.

On peut alors montrer que (Pyke, 1965) :

U U Loi El En
(DY,....DV.,) " (FM,...,_FM).

On retrouve par conséquent le dernier point du Lemme de base par transformation continue.

De plus, en ce qui concerne les écarts de statistiques d’ordre exponentielles (E; ~ Exp(A)),
en notant DZE =L ,—E;_1,pourt=1,...,navec par convention Fy, = 0, on peut montrer
que les écarts normalisés vérifient la propriété suivante :

(AMn—i+1)Df, i=1...n) ~ Exp(1)®".

Ceci permet de justifier la représentation de Rényi qui sera utilisée dans chaque méthode
de correction du biais (voir section 2.3).

2.C.3 Représentation de Rényi

Soit (F1, ..., E,) un n-échantillon d’une loi exponentielle de moyenne 1. Soit H sa fonc-
n n—i+1
tion de répartition (H(x) =1 —e "), on note T, 11, = Z% = lZ:l n—Ezl+1
j=i =

D’aprés le résultat précédent, on a :
Vi=1,...,n, (n—i+1)(Ein— Ei—1n) ~ Exp(l),

ce qui implique que

n—i+1 E. n—i+1 Lo
Vi=1,...,n, Tooivin = Y ?JJFI = Y (Bjn—Ej-10) £ Encisin.
j=1 j=1

Ainsi, pour H(z) =1 —exp(—z),ona H(T\,—iy1,) =1 —exp(—Th—iv1n) Lot n—i+1n OU

Up—i+1. désigne toujours la (n—i+ 1)éme statistique d’ordre d’une loi uniforme. On retiendra

que :

Lot Loi Lot

exp(_Tn—i—l—l,n) =1~ Un—i—i—l,n = Uim — Tn—i+1,n = 10g(UZ7_nl)
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Annexe 2.D Correction de biais pour une fonction a
variation lente de type logarithmique

2.D.1 Preuve du théoréme 2.3.2

On suppose initialement que
1— F(z) = Cz (logz)’ .

Alors l'inverse généralisée de F' est donnée par

_ — 1 ~0 - 1 0
F (1—2/):(%) (710%) zCly”(lo%) ,

avec O] = C7?. Ainsi, on a :

log X—iv1, = log (F~(1 = U;,,)) = vlog U + 6 log (log Ufnl) )

-1 _ :
Comme logU;,, =T, i1, 0n a:

log (log U 1) — log (log UL
Zi =vE, i (1 + 10 ©8 ( o8 W) 0g ( 0g z+17n)> .

EnfiJrl

Or, i (log (log U;,;) —log (log U ,,)) = ilog ;nltl ~ i(Toipr — Toi) X 77— = Efgégl d’ou

6 7
Zi=" < 1 n) Ey_iy1 >~ yexp ( n) Enit1
og log %

2.D.2 Estimation des parameétres du modéle

le résultat :

Il est alors possible d’estimer les parameétres par la méthode du maximum de vraisem-
blance avec Z; ~ Exp ('y_l exp (%)) ,pour ¢z variant de 1 a k, 2 < k <n — 1.
La log-vraisemblance s’écrit :

k k
1
InL(Zy,..., 27,0 z—klnfy—ﬁg *ylE ex < > i
(% g 1) — log % — log %

G - o~k 1 1k 0
On cherchera donc & minimiser numériquement Iny + £ 37 | ogT T 3k > i1 €Xp (@) Z;.
On pourra également mettre en oeuvre la méthode des moindres carrés non linéaires en
considérant la régression

Vi =log Z; = logy + 0 (log 2) +log En i1 =p+0 (log 2) + &,
(3 1

ot pu = log~y + g, avec gy = E(log E1) = —0,5772...(constante d’Euler) et ¢; = log E; —
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On minimisera alors ’expression suivante
k 2

S(,0) =) lVi—u—H (10g%)_1] .

i=1

Annexe 2.E Calcul de ’information de Fisher

On a dans le modéle (2.8),

62lW(y1,...,yK) . K / 2yzr(1)( 15)2
0807 - szzm( L(4B)2(1 + ET(:(;8))

7 ! 2F(1 i 2 F(Q) ;
i (R )

1 yiT W (218) yil® (218)
—(1+ r(z,;ﬁ))(_azu + LT (2(,8))° LPTE LT(zy8) )

i=1

(92lw(y1, s 7ZJK)
0%0

K K(1+ L (- y2T (2], 3)° ) 25,7 (4, 3)
o2 2T TR \ o1 BT 8)? T o3+ ET(E0)) )

0p0o’ — (1 + 2Dz, 8)) o(1+ %I (z,5)
On en déduit 'expression de la matrice d’information de Fisher

Plw (1, - -, yx) _ XK: yi 2™ (28) <_ yi(C(z8) + 1) N 1)
) :

Plw (y1,-yk)  lw (1

----- YK ) I I
. opos’ , opoa’ _ 8,8 8,0
I(p,0) =-E ( Flw (y1,yrx)  OPlw (Y1, YK ) ) < T > ’

0Bda’ 0%0
avec % F(l)(zl 5)
o —_ Z ~[i] [i]
27T L o(1+T(#,B8))(1 + 20 (2], B))
K T (2], 8)?
Igg =2 i )
e ZZ“Z“ T+ T Hﬁ))(l + 20 (<, 5))
K
I 14+ T( zmﬁ
77 a2 < 1+ 2T (2, 1+ 20(2,8)
1 1

1+ 20(28)
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Chapitre 3

Evaluation empirique des risques :
U-statistiques et U-statistiques
incomplétes

Les évaluateurs de risque ont de plus en plus recours & une quantification empirique du
risque dés que des données de consommation et de contamination détaillées sont disponibles
(cf. section 1.3.1). Un des objets de cette thése est de valider par la théorie asymptotique
ces méthodes de calcul trés utilisées en pratique. Nous montrons dans ce chapitre que 1'es-
timateur de la probabilité de dépasser une dose tolérable s’écrit dans ce cadre comme une
U-statistique généralisée incompléte. Cette constatation ”théorique” permet non seulement
de mieux comprendre pourquoi les méthodes de type Monte-Carlo proposées par de nombreux
logiciels pour le calcul de risque d’exposition sont asymptotiquement valides, mais permet
aussi d’estimer trés précisément la variance asymptotique des estimateurs considérés et donc
de construire des intervalles de confiance pour certaines quantités d’intérét fondamentales
dans I’évaluation quantitative des risques alimentaires.

Dans un premier temps, nous décrivons le probléme d’estimation considéré et montrons
que l'estimateur plug-in du risque est une U-statistique généralisée. Cette classe de statistique
introduite dans les années 40 par P. R. Halmos et W. Hoeffding comprend un grand nombre de
statistiques usuelles (moyenne, variance, statistiques de tests et autres estimateurs largement
utilisés). La théorie sur les U-statistiques (Hoeffding, 1948; Lee, 1990; Borovskikh, 1996, voir
également 'annexe 3.A) fournit des outils unifiés et puissants pour I’étude de 'estimateur de
risque. En particulier, nous obtenons le comportement asymptotique de ’estimateur plug-in
du risque et la validité du bootstrap pour ’estimation de sa variance.

En pratique, I'estimateur plug-in est approché par une simulation de type Monte Carlo
de taille B : ceci revient a utiliser une version incompléte de la U-statistique de départ que
nous définissons. Nous montrons alors que les comportements asymptotiques des versions
complétes et incomplétes de la U-statistique généralisée different peu dés que le nombre de
tirages B est suffisamment grand, en particulier devant la taille des échantillons disponibles
de consommation et de contamination (Blom, 1976, pour un descriptif des propriétés des
U-statistiques incomplétes).

Nous proposons également plusieurs méthodes de construction d’intervalles de confiance

83
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fondées sur deux estimateurs de la variance asymptotique : (i) un estimateur de type boots-
trap (ii) un estimateur de type jackknife reposant sur la décomposition de Hoeffding de la
U-statistique de départ. Ce second estimateur permet de mieux comprendre comment la
variance du risque se décompose. Nous comparons ensuite les intervalles de confiance de
type "basic bootstrap" et "t-percentiles" (obtenus par studentisation de la statistique par
'écart-type issu de (ii)) sur données simulées.

En guise d’illustration, nous nous intéressons a ’exemple de 1’évaluation du risque d’expo-
sition a l'ochratoxine A (OTA). Cette mycotoxine présente dans un grand nombre d’aliments
est en effet susceptible d’avoir des effets néfastes sur le systéme urinaire (Boizi¢ et al., 1995).
Nous montrons que le risque d’exposition & ’OTA est plus important pour les enfants.

3.1 Estimation de la probabilité de dépasser un seuil d

3.1.1 Notations et paramétrisation du probléme

Nous souhaitons déterminer la probabilité de dépasser un certain seuil d’exposition d.
Notons D la valeur de 'exposition globale. Chaque produit p (p = 1...P) est supposé
contaminé en proportion P (que l'on supposera aléatoire) de sorte que pour un panier de
consommation! de produit C' = (CY,...,Cp) (également aléatoire) supposé contaminé par
une substance donnée, I’exposition globale est définie par la variable aléatoire

P
D=> QC,
p=1
Notre but est d’évaluer F(d) = P(D > d) = 6. Pour cela, on dispose & la fois de
L, analyses pour chacun des produits p = 1,..., P et de données de consommations indivi-
duelles.

Nous observons :
— ¢; la teneur en contaminant du produit p lors de la j,-¢me analyse, j, = 1...L,
supposée i.i.d. deloi Q,, p=1,..., P,
— = (d,...,d,... cb) le panier des consommations de l'individu ¢ = 1...n, supposé
i.i.d. de loi P-dimensionnelle C.
On supposera de plus que les consommations sont indépendantes des données analy-
tiques et que les analyses des P produits sont indépendantes entre elles.

Ces données vont nous permettre d’estimer la distribution de la consommation C de
chacun des P produits ainsi que les P distributions Q1, ..., Qp de contamination de chacun
des produits; i.e. P + 1 distributions, la premiére étant & valeurs dans ]Ri , les autres dans
R, . La distribution d’exposition au contaminant est une fonction de la distribution produit

définie par

11 s’agit ici de consommations relatives, i.e. exprimées en fonction du poids corporel des individus. Nous
omettrons parfois de le préciser.
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Soit (,?n, la distribution empirique des paniers de consommation et @Lp la distribution
empirique des L, analyses effectuées sur le produit p. La distribution empirique de D est
simplement donnée par le produit D,,,, de ces distributions empiriques. Un estimateur em-
pirique de

04(D) = F(d) = Pp(D > d) = Pp (Z QC, > d) = Ep

p=1

]1 (Z @c, > d>]

p=1

est donné par la U-Statistique généralisée (voir la définition 3.A.5 de 'annexe 3.A) définie
par

R P
Qd (Demp) = F(d) = IP)Demp (Z QPCp > d) = Epemp
p=1

(Eo)

1 L1 Lp P '
XXX ).
p=1

i=1 j1=1 Jjp=1

P . .
ouA=nx[[L,et 1 (25:1 @ ¢, > d) =1si 25:1 q; ¢, > d et 0 sinon.

p=1
Le noyau utilisé (de degrés k¢ =1,k = 1,...,kp = 1) s’écrit alors
P
Y(cq',....q") =1 (quc; > d) ,
p=1

avec ¢! = (¢, p=1,...,P).

Les définitions et propriétés de base des U- et V-statistiques, simples et généralisées, sont
données en annexe 3.A.

3.1.2 Comportement asymptotique de I’estimateur plug-in

On peut obtenir un théoréme de la Limite Centrale pour cette U-Statistique généralisée
de degrés kc = 1,ky = 1,...,kp = 1. Pour cela, on définit les gradients ”d’ordre 1”7 suivants

P90 = er, . cp)

— E(]l{ZQpCp>d} | (01,...,013):(01,...,013)) — 04(D)

p=1

P P
= P (ZQpcp>d) —Pp (ZQPCP >d> ,

p=1 p=1
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etpour j=1,...,P:

00l ng(qj)

_ E (ﬂ{i@pcp >d} | Q; ij> —04(D)

p=1
P P
= ]P’( Y QC,+qC; > d) —Pp (ZQ”C}, > d) :
p=1,p#j p=1

Ces gradients sont les fonctions d’influence de la U-statistique par rapport a C et aux Q;,
j=1,...,P.

On supposera que les distributions des QP ne sont pas toutes dégénérées (réduites & un
seul point) de maniére a assurer que tous les gradients eux mémes ne sont pas égaux a 0. Les

gradients d’ordre supérieurs sont définis de maniere récursive comme proposé dans I’annexe
3.A.

Théoréme 3.1.1 (Comportement asymptotique) Soit N = n + Zj.):l Lj, si 5 —1n>
0, % — B; >0, et si, de plus, au moins l'une des variances V {ngj (Qﬂ)} j=1,...,Pou
Ve (Cy,...,Cp)] est non nulle alors

NY2[04 (Dermp) — 04 (D)) — N (0,5%),

N—oo
avec
1
G _ 5V [o(Ch,...,Cp)] + Z {%J Qa)] (3.1)
Cette variance peut étre estimée, de maniére convergente en probabilité, par
P
-, N N
S% = —S? —S2 3.2

avec

Z Z 1 (Z P> d) — 04 (Deymp) (3.3)

i=1 HL =1 jp=1
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et pourl=1,...P

1 L 1 n Ly L(1—1) L(I+1) Lp
R e D) DD S S T LR BT
Pi=1 | ox H L, =t 7=l gia=lip=1  jp=1
=1
p#l

(3.4)

La preuve de ce théoréme, donnée en annexe 3.B.1, est essentiellement fondée sur la dé-
composition de Hoeffding (1961) de la U-Statistique généralisée en la somme de U-Statistiques
simples dont le comportement asymptotique est connu (Théoréme de Hoeffding, 1948). Se
reporter a Serfling (1980) pour le cas dégénéré au premier ordre et & Gregory (1977); Eagleson
(1979); Hall (1979) pour d’autres preuves. Toutefois, les hypothéses du théoréme précédent
peuvent apparaitre dans la pratique trop fortes dans la mesure ou le nombre d’analyses
pour un produit est faible (pour des questions de cotut). Dans ce cas, on peut modifier les
hypothéses et les résultats du théoréme de la maniére suivante.

Théoréme 3.1.2 (Comportement asymptotique) Soit

N* = miI}lD{Lj, tel que 0 <V [¢Qj(Qj)] < oo}

Jj=1,

On pose 3; = lim(ffi) € [1,+00] et on suppose que lim(=) = 0. alors

N2 04 (Demp) — 04 (D)] — N (0,57),

avec
S
Z 5 V [vo,(@)] . (3.5)
L’estimateur empirique de S*? s’écrit

P
—~2 *
S*N = ZES%Z,

ot S%l, défini en (3.4), est un estimateur convergent en probabilité de @DQZ(QZ).

Les arguments de la preuve sont similaires a ceux du théoréme 3.1.1.
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3.2 Approximation par une U-Statistique incompléte

3.2.1 Principe général

D’un point de vue pratique, il est difficile de construire la U-Statistique généralisée avec
P

A =n x]] L, termes et on utilise plutot une U-Statistique généralisée incompléte en consi-
p=1
dérant comme estimateur de 04 (Depyp), la quantité

P
1 .
005 (Demp) = 5 o1 (Z ¢ c > d) : (3.6)

(/lejlv'-'vjp)EL" p:1

P
ot L est une sous partie de {1,...,n} x [[ {1,...,L,} de taille B << A.
p=1

Cette pratique détériore la variance de I'estimateur (Blom, 1976, pour un descriptif des
propriétés des U-statistiques incomplétes). Cependant, si le nombre de tirages B est suffi-
samment grand, la distorsion induite est négligeable par rapport a ’estimateur de départ.

3.2.2 Cas du tirage aléatoire avec remise

Dans la suite, SASAR désigne un sondage aléatoire simple avec remise.
L’ensemble d’indices £ de (3.6) est défini de la maniére suivante

(3,58, ...,75) € {1,...,n} x {1,..., Ly} x ... x{1,...,Lp}, )
i tiré par SASAR parmi {1,...,n},
[ — Ji tiré par SASAR parmi {1,..., L1},

(

~”

J% tiré par SASAR parmi {1,...,Lp}

\ J

ou card (L) = B. On tire donc aléatoirement avec remise un individu (i.e. son vecteur de
consommations relatives) et un relevé d’analyse pour chaque groupe de produits.
Définition de l’estimateur et calcul de sa variance

Hd,B (Demp), déﬁni pa,I'
1 P
048 (Demp) = B Z 1 {Zqﬁ.’pc}g > d} ,
(i’jl 77777 ]p)€£ p=1

correspond a P'estimateur empirique de 6, (D) dans une simulation de type Monte Carlo non
paramétrique de taille B et sa variance est trés proche de celle de I'estimateur empirique
04 (Demp) quand B est grand. D’ou la proposition suivante,

Proposition 3.2.1 On pose o}, =V {E []l <Z§_1 QrC, > d) |C,Q ..., QP] }
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Siot 1 <00 et Vg (Demp)| < 00, alors on a

¥ laz Pan)] = 252 4 (1= ) V103 (Pon)].

La preuve de cette proposition est donnée en annexe 3.B.2.

Comportement asymptotique

Rappelons que la U-Statistique généralisée incomplete étudiée, notée 04 g (Depp) , €st
construite par tirage aléatoire avec remise des indices et que 04 (Depyp) est la U-Statistique
généralisée compléte associée, supposée non dégénérée, i.e. telle que I'une au moins des
variances des gradients d’ordre 1 est non nulle.

Théoréme 3.2.1 St N =n+ Zle L;, et silimy_o % = «, alors
1. Sia=0,
VN [04.8 (Demp) — 04 (D)) ala méme distribution asymptotique que NN [04 (Demp) — 04 (D)
2. Siael0,4o00],
VN [04.8 (Demp) — 04 (D)] a la méme distribution asymptotique que

VaX + o11,.1Y,

ott X a la méme distribution asymptotique /N [0g(Demp) — 04 (D)] et Y ~ N(0,1),
avec X et Y indépendants.

3. Sia= o0,

-----

Ceci signifie que si ’on choisit B trés grand par rapport a N, on se trouve dans le cas 1,
le cas 2 fait apparaitre un mélange de lois normales indépendantes. La preuve est donnée en
annexe 3.B.3 et est fondée sur Janson (1984) (voir également Lee, 1990, page 200).

Le cas 2 reste le plus général puisque Sz = Nlim BV [04.5 (Demyp)] peut étre estimée par

—00

— —

LS+ 01,1 ou S} est définie par (3.2) et 0F, | par

n L1 Lp P 2
ol =AY DY []1 (Z ¢ c > d) — 04 (Demp)] .
p=1

i=1 j1=1 Jjp=1

Dans tous les cas, le calcul de ces estimateurs de variance n’est pas possible d’'un point de vue
technique (sommation sur A termes). La section suivante en propose des approximations.

3.2.3 Approximation de la variance : Jackknife ou Bootstrap

Lee propose deux méthodes d’estimation de la variance de U-Statistiques complétes ou
incomplétes (dans le cas ou celles-ci sont obtenues par tirage aléatoire avec remise) dans le
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cas unidimensionnel : Jackknife ou Bootstrap (Lee, 1990, page 243). Les principes de base
du bootstrap sont présentés dans Efron & Tibshirani (1993).

Dans le cas des U-Statistiques généralisées, ’estimation de la variance par Jackknife pose
des difficultés. En effet, en dimension 1, pour une U-Statistique U,, la méthode consiste a
définir le ”leave one out” noté U,(:l), estimateur obtenu en laissant de coté une observa-
tion. Dans une dimension supérieure, plusieurs définitions du ”leave one out” sont possibles
(coordonnée par coordonnée ou vecteur par vecteur) ce qui complique considérablement les
calculs.

Nous estimerons donc la variance de notre U-Statistique généralisée par Bootstrap. Par

contre, la méthode Jackknife est tout a fait appropriée pour estimation de V [¢),(CY, ..., Cp)]
et des V [ng(Qj)] apparaissant dans (3.1) ou (3.5). L’estimation de ces variances relatives

a la consommation et aux P contaminations nous permettra d’identifier les différentes com-
posantes de la variance.

Estimation de la variance par Bootstrap.

La variance bootstrap approchée de 04 g (De,p) s’obtient en calculant un nombre impor-
tant de fois (M) la statistique 645 (Demp) sur des échantillons bootstrap de consommation
et de contamination et en prenant la variance sur les résultats obtenus. Plus formellement,
notons 4 5™ l'estimateur obtenu & I’étape m alors

1 M

M

m=1

VBoot - [ed,B(m) - %} ’ s

oulyp = % Z%:l 04, 5™, Cette variance est un estimateur asymptotiquement convergent
de la vraie variance de 6, (D) : la justification de la méthode se trouve dans Lee (1985) et
les propriétés de second ordre du bootstrap de U-statistiques sont obtenues dans Helmers

(1991).

Estimation de V(¢¢(C1,...,Cp) et des V(¢ (Q;)) par Jackknife.

Nous devons de nouveau approcher la variance des gradients ¢ et 1o puisque les estima-
teur Plug in de ces gradients comportent, comme ’estimateur Plug-in du risque, un nombre
trop important de termes. Nous détaillons la méthode uniquement pour V(¢.(Cy,...,Cp).

On définit U©) = LS dhe(c,....ch) et

VoL N Tl
U© (i) = — > el cp),
=1
i
avec

. ‘ 1 P )
Yelcl, ... cp) = B Z 1 <Zq§pc§) > d) — 04,8 (Demp)
p=1

(j1,---dP)ELC
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(jl,...,jp)E{l,...,Ll}X ...X{l,...,LP},
p tiré par SASAR parmi {1,..., L1},
ou Lo = t P :p { i} et Card(L¢) = Be.

jp tiré par SASAR parmi {1,...,Lp}
On définit alors

n

Vaelitie) = (= 1) (0O(=i) - TO)

=1

ou U©) =15 UO©(—i).
De méme pour V(¢g (Q;)), j = 1,... P, on pose

L.
4 -2
VJack(’Qij) — (LJ - 1) Z [U(QJ)(—Z) — U(Qj) ,
=1
avec
(QJ ) —
U L —1 Z/Z/]QJ QZ
z;él
et

P
ISR n(ijpc;,>d>—ed,3<z>mp>,
p=1

J (jl,...jp)eﬁQj

(03715 s Jp—1s Jp+1..Jp) € {1,...,n} X H#p{l,...,Lj},
ou Ly, = { i tiré par SASAR parmi {1,...,n } et Card(Lg,) =
Ji tiré par SASAR parmi {1,...,L;},l#p
Bg,.
Dans tous les cas, on peut omettre le recentrage par —8, g (Depmp) puisque ces termes se
simplifieront dans le calcul de la variance. De plus, les estimateurs peuvent se réécrire

n

VJack(wC) = ! Z |:1/b;(0117 s 633) - zp_C:|2

n—1

i=1
L;

Vialbo) = 73 [fo@) - 7o
=1

L n — i p - L. ——
ou Yo = %Zi:l Yelcy, ..., cp) et ¢Qj = LL] > @DQ]- (@)

Sous les hypotheéses du théoréme 3.1.1, un estimateur de la variance asymptotique définie
en (3.1) est donné par

—

P
N N
Sk = EVJack(z/)C) + Z EVJack(ij)~ (3.7)
=1
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De méme, sous les hypothéses du théoreme 3.1.2, un estimateur de la variance asymptotique
définie en (3.5) est donné par

P *
S3.=> Evjack(%j). (3.8)
=1

3.3 Intervalles de confiance

3.3.1 Construction des intervalles

Grace aux variances déterminées précédemment en (3.7) et (3.8), on peut construire pour
chaque estimateur 64 g(Dey,p) les intervalles de confiance (IC)

2 |53
Qd(D) S ed,B (Demp) + (I);}Q WN et ed(D) S ed,B(Demp) * q)c:/12 %

Cependant ces intervalles sont relativement sensibles aux tirages effectués. On préférera
intégrer la variabilité des données en utilisant les intervalles de confiance Bootstrap.

Plusieurs intervalles peuvent étre construits :

— les IC "Basic Percentile" et "Percentile" utilisent les percentile de la distribution boots-
trap du parametre estimé et sont asymptotiquement équivalents.

— les IC ”Bootstrap aprées Jackknife t-Percentile” sont obtenus en utilisant les variances
Jackknife pour studentiser les estimateurs du paramétre. Ces intervalles t-percentile ont
théoriquement de meilleures propriétés car la loi de la statistique pivotale (studentisée)
ne dépend pas asymptotiquement de la loi sous-jacente (Hall, 1986a; Beran, 1988).

Nous présentons dans la section suivante 1’algorithme permettant le calcul explicite de

chacun de ces IC.

3.3.2 Algorithme de calcul

Pour plus de clarté, nous donnons ici l'algorithme de calcul permettant d’obtenir les

intervalles de confiance décrits précédemment. Dans la suite, V.. désigne indifféremment
— b

2
les variances SWN ou SNL issues des théoremes 3.1.1 et 3.1.2 et définies en (3.7) et (3.8).

1. Etape d’estimation : Supposons que {C'} désigne I’ensemble des vecteurs de consom-
mations relatives observées et que {Q,}, p =1,..., P désignent les ensembles de don-
nées analytiques observées pour chaque groupe d’aliments p, p =1,..., P.

(a) Calculer un premier estimateur § = 04.8(Demyp) de 04(D) en tirant avec remise B
vecteurs de consommation dans {C'} et B valeurs de contamination dans chaque

{@Q,},p=1,...,P.
(b) Calculer 'estimateur de la variance V.., en rééchantillonnant dans {C'} et les
{@,}, p=1,..., P, proposé¢ dans la section 3.2.3, avec des tailles respectives de

tirage de Bo et Bg,, p=1,..., P.
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2. Etape de rééchantillonnage : Répéter M fois, s =1,..., M.
Tirer avec remise un échantillon bootstrap de consommations relatives C®) et P échan-

tillons bootstrap de contaminations Qés), p =1,..., P dans les observations initiales,
de méme taille que les échantillons de départ i.e. n, Lq,..., Lp.

(a) Calculer sur ces échantillons bootstrap la U-Statistique incompleéte 0, 5 en tirant
B vecteurs de consommation dans {C(S)} et B valeurs de contamination dans

chaque {QZ(,S)} ,p=1,..., P (pour obtenir de nouveau B niveaux d’exposition et

calculer la proportion dépassant d).

(b) Calculer 'estimateur de la variance en rééchantillonnant dans {C (8)} et les { I(f)} ,

p=1,..., P, proposé¢ dans la section 3.2.3, avec des tailles respectives de tirage
de Bg et Bg,,p=1,...,P.

(c) Construire Iestimateur studentisé

(d) Calculer la variance bootstrap globale

M

1 — 2

VBoot = i 3—21 (048" — 045)",
o Oy = 57 Yory 048"

3. Plusieurs intervalles de confiance sont alors construits.

(a) L’IC "Basic Percentile" est défini par
a/2 1-a/2
[9&%%9&73 /]} 5 (3.9)

ol 9&% est le B percentile de {Gd,B(S), s=1,..., M} :
(b) L’IC "Percentile" est défini par

[25 — gl 06 — 9%21] , (3.10)

(c) I’IC "Asymptotique" est défini par

|:/é o (I);/lZ \% VBoot;/é—i_ (I);/lg V VBoot:| ’ (311)

2¢me quantile d’une loi normale standard.

ol CD;}Q est le a/
(d) I’IC "t-percentile", défini pour sous les conditions des théorémes 3.1.1 et 3.1.2

est alors % R
[9 - Vjackt[gl_a/ﬂ;e - VJackt[ga/Z]] , (3.12)
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ol t[eﬁ] est le 3™ percentile de {tés), s=1,..., M} :

Le choix du nombre de rééchantillonnage bootstrap M et son impact sur les intervalles
de confiance est un probléme délicat qui commence a étre abordé dans la littérature sur le
Bootstrap. Les principaux résultats ont été obtenus par Hall (1986b) dans le cas de la mé-
thode t-percentile. Il montre que, dans le cas général (méme si M est fixe), Perreur commise
sur le niveau de l'intervalle construit par la méthode ¢-percentile apres rééchantillonnage est
de 'ordre de M~'. Mais si M est tel que, pour un niveau 1 — « désiré, (M + 1)(1 — a) est
entier alors ’erreur commise lors du rééchantillonnage est négligeable par rapport a 1/N.

3.3.3 Validation par simulation

Si fc est la densité multidimensionnelle des vecteurs de consommations et que fo,,- -, fo,
sont les densités (unidimensionnelles) des contaminations, alors nous cherchons a estimer

04 (D) = Pp (Z QrC, > d) = Ep (11 {Z QrC, > d})
= ///]1 {qucp > d} fo(e) fo(q) - for(gp)dedg - - - dgp.

Il est possible d’approcher de maniére aussi précise que l'on veut la "vraie" valeur du
parameétre par une simulation de Monte-Carlo.

Dans nos simulations, nous utilisons une loi log-normale multidimensionnelle pour les
vecteurs de consommations relatives et des distributions de Pareto pour les contaminations
de chaque produit. Les paramétres des lois ont été choisis égaux aux valeurs estimées par
maximum de vraisemblance sur des données réelles (OTA, décrites dans la section 3.4.1)
dans le but de donner des ordres de grandeurs cohérents a la probabilité de dépasser.

En effectuant un tirage de grande taille (N = 100000 ou N = 1000000) dans ces distri-
butions, nous construisons N valeurs d’expositions parmi lesquelles 0, (D) % dépasse le seuil
d d’intérét. Dans le cas de 'OTA, on cherche & estimer la probabilité de dépasser la DHT
européenne de 35 ng/kg pc/sem. En prenant N = 1000000, on obtient 6,-35 (D) = 37.5% a
0.1% pres.

La probabilité de couverture et la longueur des différents intervalles proposés sont es-
timées, par Monte Carlo, en répétant L fois toutes les procédures décrites précédemment
pour la construction des IC sur des échantillons (de méme taille que les données réelles)
issus de fc, d'une part et des fg, d’autre part. La probabilité de couverture de chaque IC
correspond au pourcentage de fois ou 04_35 (D) appartient a I'IC, la longueur des IC a la
longueur moyenne obtenue apreés L répétitions.

Le tableau 3.1 synthétise les résultats obtenus pour une seuil a = 5%.

Aprés un arbitrage entre temps de calcul et précision des estimateurs, il semble que
Iintervalle Basic Percentile soit le meilleur, pour un nombre de rééchantillonnage bootstrap
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TAB. 3.1 — Probabilités de couvertures et longueurs des différents IC : B = 5000, M = 200
and Boc = Bg, = 300, Vj, L = 500

’ Définition de I'IC ‘ Basic-Percentile ‘ Percentile ‘ Asymptotique ‘ t-percentile (3.1.1) ‘ t-percentile (3.1.2) ‘
Probabilité de couverture 97.2% 88.6% 96.0% 97.8% 97.8%
Longueur de I'IC 6.10% 6.13% 6.11% 6.16% 6.19%

M = 200 et des simulations de taille B = 5000 (pour les U-Statistiques incomplétes). La
valeur de B a été choisie de maniére & étre supérieure a max{n, L(1),...,L(P)} (= 3003
dans notre cas). L’intervalle Percentile est en particulier trop sensible a I’estimation initiale
du parametre. Les intervalles "t-percentile" ont de trés bonnes probabilités de couverture
mais sont plus larges.

3.4 Illustration : risque d’exposition a ’ochratoxine A

L’ochratoxine A (OTA) est une mycotoxine particulierement dangereuse pour la santé
humaine. Elle est néphrotoxique, génotoxique et cancérigéne (ex : cancers des voies urinaires
chez 'Homme). Elle est élaborée par des moisissures appartenant aux genres Aspergillus ou
Penicillium. Présente en grande quantité dans de nombreux aliments conservés sous forme
de grains, elle est aussi parfois retrouvée, en moindre quantité, dans les jus de raisin et les
vins. Elle contamine, entre autres, les céréales, et par le biais de la chaine alimentaire, la
viande de porc et de volailles. Sa détection est maintenant possible avec des niveaux de
précision de 'ordre d’une dizaine de nanogrammes. L’OTA a été classée comme potentielle-
ment carcinogéne pour I’'Homme (groupe 2B de la classification de le centre international de
recherche sur le cancer, IARC, International Agency for Research on Cancer) sur la base de
sa potentielle carcinogénicité rénale chez le rat male (Program, 1989). Cette mycotoxine fait
I'objet d'un grand intérét quant a la sécurité alimentaire bien qu’aucune association entre
une forte exposition et une maladie rénale humaine n’ait encore été établie (Boizi¢ et al.,
1995).

3.4.1 Description des données

Les analyses en OTA ont été réalisées sur des produits bruts (DGCCRF, DGAL, environ
1500 relevés) ou tels que consommés (INRA, environ 300 relevés). Par ailleurs, des données
de contamination du vin par I’Ochratoxine A sont issues de I’enquéte nationale réalisée par
I’ONIVINS pendant la campagne de 1999/2000 auprés des vignobles les plus importants.
Cette étude qui comporte prés de 1000 échantillons de dosage d’ochratoxine A est a priori
ce qu’il y a actuellement au niveau national de plus représentatif du niveau de contamination
de 'OTA des vins consommés en France.

Le probleme majeur de ’ensemble de ces données est que la détection du contaminant
et a fortior: sa quantification se heurtent & la précision des appareils de mesure. Ainsi, nous
avons environ 80% de valeurs censurées a gauche par la limite de détection (qui peut différer
selon les laboratoires). Pour les produits tels que consommeés, elle atteint 97% des valeurs,
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pour les produits bruts, 78% et pour le vin, 71% des données. Les méthodes traditionnelles
préconisent de remplacer ces valeurs censurées sous la forme "<LOD" ou "<LOQ" par les
limites elles-méme (scénario notée H1), les limites divisées par 2 (scénario notée H2) ou
zéro (scénario notée H3) selon la proportion de données censurées dans ’échantillon. Les
recommandations des experts de 'OMS et de la FAO & ce sujet sont les suivantes : si
’échantillon comporte moins de 60% de valeurs censurées, il convient d’utiliser LOD/2 ou
LOQ/2, sinon, il est recommandé de réaliser I’évaluation de risque selon les deux scénarios
les plus extrémes : remplacement des données censurées par les limites elles-mémes ou par
zéro (GEMs/Food-WHO, 1995).

Afin d’avoir un nombre de relevés suffisamment important dans chaque groupe, nous
avons agrégé les références alimentaires de I’enquéte INCA concernées en neuf groupes. Nous
donnons pour chaque groupe le nombre d’analyses de teneurs en OTA dont nous disposons
ainsi que le pourcentage de censure.

— "Abats et Charcuterie" : Abats de volaille et de porc et charcuterie (1063 relevés, 90%).

— "Vins" : Vins, et boissons a base de vin, Champagne, Mousseux (996 relevés, 72%).

— 7Produits céréaliers” : Biscuits, Patisseries, Viennoiseries, Céréales petit déj., chocolat

(75 relevés, 96%).
— "Céreéales" : Pains, Biscottes, Autres céréales et pates, Produits & base de farine (241
relevés, 59%).

— "Café" : Café soluble ou en grains (103 relevés, 52%).

— "Fruits et légumes" : Jus de raisin, raisin et mais (103 relevés, 56%).

— "Fruits et légumes secs" :Raisins secs, amandes,... ;haricots, lentilles... (82 relevés, 87%).

— "Riz, Semoule" : Riz, Semoule et produits & base de riz ou semoule (43 relevés, 93%).

— "Bieres" : Bieres et panachés (2 relevés, 100%).

Le nombre d’analyses pour ce dernier groupe est tout a fait insuffisant et ne permet
pas de modélisation. De plus, il s’agit de données censurées : nous considérerons donc les
consommations de ce groupe comme non contaminées ou bien contaminées & un niveau fixe
faible (LOD ou LOD/2).

La figure 3.1 donne les histogrammes des différentes distributions de consommation et
de contamination (sous les scénarios H1 et H3) pour les 4 premiers groupes d’aliments.

La DHT relative a 'OTA est de 35 ng/sem/kg p.c. au niveau européen (SCF) et de 100
ng/sem/kg p.c au niveau international (JECFA). Ceci est da au fait que le SCF et le JECFA
n’utilisent pas les mémes études toxicologiques pour déterminer la dose tolérable, se reporter
a Counil et al. (2005b,a) pour une revue de la littérature sur ce théme.

3.4.2 Reésultats et discussion

Le tableau 3.2 donne la décomposition de la variance du risque (probabilité de dépas-
ser 35 ng/sem/kg p.c.) relativement a chacune des P + 1 distributions considérées : les P
distributions de contamination et la distribution des consommations. Ces contributions a la
variance du risque ont été obtenues en utilisant les estimateurs Jackknife des variances des
gradients (cf. (3.7) et (3.8)). On observe de fortes différences selon I’age des consommateurs :
pour les enfants (moins de 10 ans), c’est le comportement alimentaire qui contribue le plus
a la variance du risque tandis que pour les plus de 11 ans, ce sont plus les distributions de
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Fic. 3.1 — Histogrammes des distributions des consommations et des contaminations asso-
ciées en OTA.

contaminations des céréales et produits céréaliers qui sont en cause.

N

Lorsque 'on cherche & comparer le risque d’exposition de différentes populations, on
observe une nette décroissance en fonction de 1’age, les femmes restant relativement moins
a risque que les hommes (Tableau 3.3). Nous observons également le mode de substitution
retenu pour les données censurées a une influence importante sur ’estimation du risque.

La comparaison des intervalles de confiance permet aussi de mesurer I'impact d’une nou-
velle norme sur un produit particulier en supprimant des données de contaminations toutes
les teneurs supérieures a la norme (en supposant que dans le cas de I'introduction d’une telle
norme, aucune teneur supérieure serait présente sur le marché). Pour le vin, une limite maxi-
male est a ’étude au niveau européen : elle pourrait étre de 1, 2 ou 3 ug/L. Nous observons
que, quelle que soit la norme retenue, le risque ne serait pas réduit de maniére significative,
ni pour la population adulte, ni pour les consommateurs de vins. En effet, I'IC a 95% passe
de [7.4% — 12.3%] a [5.9% — 11.4%] en introduisant une norme de 1 pg/L et en retenant le
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TAB. 3.2 — Décomposition de la variance, comparaison de populations;
Contaminant : OTA; DHT = 35 ng/sem/kg p.c.; B = 5000, M = 200 et Bc = By, =
300,757 =1, ..., P; Traitement de la censure : H1

Echantillon entier Enfants 3-10 ans Plus de 11 ans.
’ Variance issue de | Th. 3.1.1 ‘ Th. 3.1.2 | Th. 3.1.1 ‘ Th. 3.1.2 | Th. 3.1.1 ‘ Th. 3.1.2
Consommations 11.1% - 36.1% - 6.0% -
Abats et Charcuterie 0.3% 0.4% 0.3% 0.5% 0.3% 0.3%
Vins 0.6% 0.7% 0.2% 0.3% 0.8% 0.8%
Produits céréaliers 22.8% 25.6% 30.1% 47.1% 21.8% 23.2%
Céréales 46.6% 52.5% 20.7% 32.5% 55.3% 58.8%
Café 4.9% 5.6% 1.7% 2.7% 5.6% 6.0%
Fruits et légumes 2.7% 3.0% 2.5% 3.9% 2.0% 2.1%
Fruits et légumes secs 4.1% 4.6% 2.8% 4.4% 3.3% 3.5%
Riz, Semoule 6.8% 7.7% 5.5% 8.5% 5.0% 5.4%
Bieres 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%

TAB. 3.3 — Probabilité de dépasser la DHT, comparaison de population ;
Contaminant : OTA; DHT = 35 ng/sem/kg p.c.; B = 5000, M = 200 et Bc = Bg, =
300,57 =1,..., P

Type Intervalle de confiance & 95% (Basic Percentile)

de population Censure H1 ‘ Censure H2 ‘ Censure H3

Enfants 3-6 ans

82.2% - 89.2%

43.2% - 53.6%

15.1% - 24.9%

Enfants 7-10 ans

68.3% - 76.4%

28.5% - 40.1%

12.4% - 22.3%

Adolescents 11-14 ans

41.0% - 51.8%

17.2% - 25.9%

10.2% - 17.4%

Adolescents 15-18 ans

19.3% - 29.5%

8.8% - 17.6%

6.5% - 14.8%

Adultes 18-60 ans

17.0% - 23.9%

9.2% - 16.1%

7.0% - 13.7%

Dont hommes 19.3% - 27.0% | 11.3% - 18.5% 8.4% - 15.5%
femmes 14.4% - 21.7% 7.7% - 14.6% 6.0% - 12.3%
Adultes + de 60 ans 12.0% - 19.3% 7.5% - 13.8% 6.6% - 12.8%

traitement de la censure H2. La conclusion quant a I'impact d’une norme sur le vin reste
la méme quel que soit le traitement de la censure appliqué. Par contre, pour les céréales,
on peut conclure a un impact d’une norme de 5 ug/kg positif pour certains traitements de
la censure et non significatif pour d’autres. Une étude plus compléte de cette question est
proposée dans Tressou et al. (2004b) et Counil et al. (2005Db).
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Annexe 3.A Quelques résultats sur les U-statistiques

Nous donnons ici les principales définitions concernant les U-Statistiques ainsi que le
théoreme de base sur leur convergence asymptotique (Cf. Lee (1990)).

Définition 3.A.1 Soit F l’ensemble des fonctions de répartition de support fini ou absolu-
ment continues. Soit X1, ... X, une suite de variables indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon F' € F. La fonctionnelle, définie par

Q(F):/_OO... _Ooz/)(xl,...,:ck)dF(:cl)...dF(:ck):E[w(Xl,---,Xk)L

est appelée fonctionnelle statistique réquliére de degré k, et 1) fonction de k variables est ap-
pelée noyau. On peut sans perte de généralité (quitte a symétriser la fonction) supposer 1
symétrique 1.e. invariante par permutation de ses arguments.

Définition 3.A.2 On appelle U-Statistique [’estimateur suivant

1
/é:Un(XlaaXn): <Z) Zw(XH??X’Lk)?

(n,k)

ou Y, désigne la somme sur toutes les combinaisons (i, ...1y) telles que 1 < i3 < ... <
(n.k)
ir <mn parmi {1,...,n}.

Définition 3.A.3 On appelle V-Statistique, l'estimateur empirique de 0(F), défini par

1 n n
0(F,) = Vo(X1,..., X)) = WZ---ZWXZ-U--»XM

=1 =1
ou F, désigne la fonction de répartition empirique.

Une V-Statistique autorise les répétitions (redoublements) des indices contrairement a
une U-Statistique. Si la taille n de I’échantillon ou le degré k de la fonctionnelle sont élevés,
le calcul de U, peut s’avérer trés onéreux puisqu’il implique une moyenne de (Z) termes.
Or, étant donnée la dépendance entre chacun des termes, en omettant certains termes de la
somme, on n’augmente que peu la variance de ’estimateur.

Définition 3.A.4 On appelle U-Statistique incompléte, ’estimateur de la forme

U =B > (X, X)),
{i1,in}EL
ou L désigne un sous-ensemble des k-uplets parmi {1,...,n} de taille B (B < (})). A B
fixé, L peut étre déterminé de maniére optimale par minimisation de V(UT(L[:)) sur l’ensemble
des parties L de taille B.
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Définition 3.A.5 Soient maintenant m échantillons indépendants et identiquement distri-
bués selon FO) ... F™ m fonctions de répartition. On note (Xl(j), . ,X(] ) léchantillon
jpourj=1,....,m, i.i.d. de loi F9. Soit alors

m

9 = Q(F(1)7 : ’F(m)) =B |:wm (X1(1)7 c 7X1$)7 te 7X1(m); RN ,Xlgm>>:| .

On suppose 1, symétrique par bloc.
On appelle U-Statistique généralisée, ’estimateur sans biais de 6 suivant

0 = Uiy (X370 X0, X, X))

m N L
() S T (K X ).

J=1 (n1,k1) (nm;km)

On pourra alors définir, de la méme maniére que précédemment, des U-Statistiques gé-
néralisées incomplétes.

Définition 3.A.6 Si F ,E}), F,g), . Fr(f,:) désignent les fonctions de répartition empiriques
respectives des m échantillons définis précédemment, la V-Statistique généralisée est la contre-

partie empirique de 0 = O(FWY .. F(™) définie par

7)) 1 2 m
0 = 0[FY,F? .. Fm™]
_ —k;j (1) (1) (m) (m)
“ s S Y (X XXl 1,...,Xim’km).
j=1 lgin,...ilklgm 1<imi1,---Tmky SPom

Le comportement asymptotique des U et V-Statistiques a été étudié par de nombreux
auteurs (voir par exemple Serfling, 1980; Lee, 1990; Borovskikh, 1996). Le Théoréme de la
Limite Centrale s’obtient par une décomposition de la U(ou V)-Statistique en termes ortho-
gonaux (projection au sens de Hajek) que I'on peut interpréter comme une décomposition
de type ANOVA : la décomposition de Hoeffding.

Soit ) (x1,... 25, P) = [y, ..., yk)d(62,—P)(31) - . . (00, —P)(y;)dP(y;41) - . . AP (),
pour j variant de 1 & k. Cette quantité est appelée gradient d’ordre j de la U-Statistique.
En particulier, on a

w(l) ZCl, /¢ yl;---ayk ( z1 P)(yl)dp(yg)dp(yk) :E[w(leka:) | Xl ::cl]—Q,

VO (z1, 29, P) = B(X1,...,Xp) | X1 =21, Xo = 29) —B(Xy,..., Xp) | Xi = 14
—E [w(Xl, NN ,Xk) | X2 = IQ] +(9
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Ces gradients sont définis de maniére récursive par

(1, P) = BE(X1,...,Xe) | X1 =21] — 0,
¢(])($1,...,$j,P) = ]E{[ (X17 k>|X1:$1,,X]:I]]
7j—1
¢ (xil,...,xil,P)—O.
I=1 (5,0)
En notant w 0) fw Y1, - - Jyk)dp(yl)dp(y2) . dP(yk) = E[w(Xla SR JXk)] = ‘97 on

peut ainsi écrire 1a decomposmon suivante :

Proposition 3.A.1 (Décomposition de Hoeffding) Soit Uéj ) la U-Statistique associée
au noyau YW, définie par

Uygj) = ( ) Zdjw 119 )7
(n.9)

avec UY) = »O(P) =6, alors on a

k
Up(Xy,.., X :Z( )U(J)
J=

On peut vérifier que les gradients intervenant dans cette décomposition sont d’espérance
nulle, i.e. pour j =1...%k, on a

E [@b(j)(Xl,...,Xj,P)] —0,
et qu’ils sont orthogonaux, i.e. pour j # [, avec j,l € {0,1,...,k}, on a

E [¢(j)(X1,...,Xj,P)¢(l)(X1, L ,XZ,P)] —0.

Cette décomposition permet de se ramener & 1’étude de U-Statistiques orthogonales, de
degrés inférieurs. En particulier, si »M est non dégéneéré (i.e. w(l)(x,P) # 0, P-presque
partout), alors Ul,n(zp(l)) = %2?21 w(l)(Xi,P) est linéaire, asymptotiquement gaussien si

o<V (w(l)(Xl, P)) < 00. On a ainsi les résultats suivants :

Proposition 3.A.2 (Variance d’une U-Statistique) Soient U, la U-Statistique de noyau
v d’ordre k, sa variance est donnée par

ven-2() () 4

J

ou 82 =V (¢(j)(X1, . ..Xj,P)) .
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On a encore, en notant 02 =V [E ((Xy,..., Xp) | X1,..., X.)],

wo-()' 06

c=

5?- et o2 étant reliés par la relation

On note que o? = §2. Pour la suite, on définit 62 = d5 = 0. De plus, on note que
°

02 = Cov [1)(S1),9(S2)], ot Sy et Sy sont des k-uplets (X;,,...,X;,), i; € {1,...,n} ayant
c indices i; communs.

Théoréme 3.A.1 (Comportement asymptotique : Théoréme de Hoeffding (1948))
SiV[p(Xy,...,Xp)] <ooetsior=V [w(l)(Xl,P)} #£0, on a alors, quand n — o,

2 (Up(X1,. .., X,) — 0) 225 N(0, k202).

On peut montrer un résultat similaire pour les V-Statistiques (pourvu que 1’on controle
les variances des gradients lorsque les indices sont redoublés).

Ce théoréme peut étre étendu au cas des U-Statistiques généralisées (voir Lehmann, 1951;
Sen, 1974).

Dans le cas de deux échantillons (m = 2), la représentation de Hoeffding s’écrit

k1 ko
AV
1 1 2 2 1 2
U = U (X0 X0 X xP) =303 <j1) <j2>U”’(1J1177’1]22)’ (3.13)

J1=072=0

avec

—1 ~1
[l _ <”1> <"2) >3 (XX XL X))
ni,n2 - 21,17 ") 7,1“]-17 22,177 ") 12, g Y

)1 J2 (n1,91) (n2,52)

ou @D(jl’”)(xgl), . 33;‘1)’ x§2), . ,xg)), gradient d’ordre (ji, j2), est défini de maniére analogue

au cas unidimensionnel.
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On a
p0E0 Py = By (x XX X)X =] -6
OV Py = E¢(X@waﬁhﬂ%”wxb)ha _ﬁﬂ 9
i 1) 1 @ )
I RN O NI ¢(X&>-~aﬁ%1~X1»-~ Xz
g ooy ]1, goe oy 32 1 1 1 1 2 2 2
B L U N e B
Ji—lja—1

_ZZ Z Z w(lllz)( (1) ...,:cz(lll),xz(-f),..., 1(122)),

11=0 12=0 (j1,l1) (j2,l2)

avec ¢(0’0) =4.
On définit
i1, 1 1) 2 2
y,:V@om@p X(X“nwﬂh)

J1,J2 J1 0

et

= B (6 (X0 X0 ) 0 x)]

c1 )

avec 0%y = 0g = 0.
On obtient alors par un calcul direct

- BT ()%

J1=0j2=0
k k n1—k na—k
gy (G )
n C1,C2
c1=0c2=0 (k1)<k'2>
et
2 _
001702 - ZZ( >< ) J1,J2
J1=0j2=0
]1 .72 j ]
2 _ ¢ e (I (2 2
6]1 Jz Z Z Jl l J2 2 <Cl> (62) Ocyenr
c1=0co=0
Comme précédemment, on a 03, = 03, et 0%y = 83, mais 07, # 07, puisque o7, =
o1 + 019 + 071, Par ailleurs, 02 . = Cov[1h)(51),¥(S2)] out Sy et Sy sont des (ki + kq)-
uplets (Xi(l) Xl(kl),Xl(1 ), . .,Xl(f)) cip e {1,...,m}, 0l € {1,...,no} ayant ¢; indices i,
2

communs et ¢, indices [; communs.

Théoréme 3.A.2 (Comportement asymptotique des U-statistiques généralisées (m =

On suppose 0, 01 €t (520 non nuls et on note N = ny +ny, alors si 5t o VE 10, 1], alors on
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a, quand N — oo,

v 1—v

. k252 k262
\/N(Uru,nQ - 9) ﬂ <07 L0 + 2 071) .

La preuve (voir Lee (1990) page 140) est une extension directe du théoréme de Hoeffding
et s’obtient directement & partir de la décomposition de Hoeffding généralisée.

Annexe 3.B Preuves et compléments

3.B.1 Preuve du théoréme 3.1.1

Ecrivons la représentation de Hoeffding pour cette U-Statistique généralisée de degrés
ke =1,k =1,...,kp = 1. Par une généralisation immédiate de 3.13, on a

1 1 1
1\ /1 1\ o
Oi Dewnp) = Untroip = D > eee ( > ( ) <jp> gy ir),

J1

-1 -1 -1
n,Ly,....Lp jC jl jP

1,0,...,.0 0,1,0,...,0 0,...,0,1
04 (Denp) = 04(D) + U0 U0 U L Ry

avec

Alors, on obtient

n P Lp
1 i i 1
= 04 (D) + ﬁ E ¢C(Cla O CP) + E L_ E 'QZJQ,,(QZD) + Rn,Ll,...,Lp-
1=1 p=1

P Jp=1

Comme tous les gradients s’écrivent comme une somme finie de probabilités, ils sont tous
bornés. Le reste R, 1,,...1, est donc une U-Statistique dégénérée, dont tous les moments sont
finis, il s’en suit que R, 1, .1, = O(N71).

Par le théoréme de Central Limit, on a
2 (U000),) — N0,V [ge(Cr,o., Cr)])

ou V(¢ (Cy,...,Cp)) = (530,_“70 = 0.0 avec les notations de la section précédente.

Et pour j =1,..., P, on obtient de méme

L (US52) — N (0, V(0o (@)

""" N—oo
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On a donc

N2 (04 (Demp) — 04 (D))
N 1/2 1,0,...,0 N 12 1/2 0,1,0,...,0
- <g) n1/2 (U1’(L,L17,...7,[)/p) + <L—l> Ll/ UT(L’LI” )‘f‘

N\ /2
(2 L1/2U7(Loi..,01) +op(1).
Lp v

Par indépendance des U .Lp» €t puisque  —n >0, —j — f; >0, on en déduit

1o 1 "1
N2 04 (Deny) = 04 (D)) — N (0, /WG Col 4 3o g o, (@ D

3.B.2 Preuve de la proposition 3.2.1

Ce résultat est démontré dans 'ouvrage de Lee dans le cas de U-statistiques simples (Lee,
1990, Théoréme 4 page 193), nous ’étendons aux U-statistiques généralisées.

Soient (iT, J1 s j};)T_l 5o B éléments de £, alors on peut écrire

=1l,..

ed,B emp 1Z¢<ZT7Q1T,...,QJJ.;).

Pour plus de clarté, notons (i, qjl,?, s qu) = (ir, 47, ..., %) , alors on a

Vlhas Do) = B30 Cove [0 (5t 35) 0 (11 75)]

=1 7'=1
Zf: ZTB’: C’O'Uﬂ- |:77b Z‘7'7.]‘1'7—7 s 7ji7— 7¢ (Z‘T’mji‘rlv v 7jiTl):|
— B2 nwil (i1 ) ' P , (3.14)
B . - -
+ZT:1VW <¢ (ZT7]]_ Yt 7.7P))
ou 7 désigne le plan de rééchantillonnage selon lequel sont tirés les indices (Sondage Aléatoire
Simple Avec Remise ici).

Pour tout 7 # 7/, par échangeabilité, les termes de covariance de la relation (3.14)
s’écrivent

COUW [w (Z'Tm]‘?a cee 7]?’—) ;¢ (iT’ajiTla tee 7];/)]

2
_ (nxﬁLp) Z Z Cov, [w(i,jl,-wajP)vw(Z./ajia"'vj}’)]
p=1

(4,415--,0P) (z iendp )

= V(Uniy,..p) = V04 (Demp)] -
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Et, pour tout 7,de nouveau par échangeabilité, les termes de variance de la relation (3.14)
s’écrivent

P -1
Vﬂ' (w (17'7]{7—77]?)) = <nXHLp> Z V[w(%‘]laajp)]
(45150 P)

= 011,

aaaa

tous leurs indices communs (k¢ = 1,k = 1,...,kp = 1).
On a donc le résultat

V1045 (Pemp)] = B (B(B = 1)V [0 (Denyp)] + Boti, 1)

2
011,.1 1
— 5 + (1 — E) V04 (Demp)] -

3.B.3 Preuve du théoréme 3.2.1

Ce résultat est démontré dans 'ouvrage de Lee dans le cas de U-statistiques simples (Lee,
1990, Théoreme 1 page 200), nous ’étendons aux U-statistiques généralisées en corrigeant
une erreur de Lee (1990) page 190 dans ce résultat préliminaire.

Résultat préliminaire :

Montrons que V [0 5 (Demp) — 0d (Demp)] = V [0a.58 (Demp)] — V [0a (Demp))-

Soient S, ..., Sp, les éléments tirés dans £ et S un (P+1)-uplets quelconque de {1,...,n}x
{1,..., L1} x...x{l,...,Lp}, alors on a par équiprobabilité des S;,

Cov (04,5 (Demp) » 0a (Demp)] = B Z Cov([1(S;), 0a (Demp)] = Cov [¢(S), 04 (Demp)] -
De plus, on a

V(04 (Demp)] = A Y Cov [0 (Demp) , 12(S)] = Cov [0 (Demp) , 12(S5)]

et on en déduit

\% [Qd,B (Demp)] Cov W(S), 04 (Demp)]

V04,8 (Demp) = ba (Demp)] =V [0ap (Pemp)] + V [0a (Demp)] — 2C0v [fa,5 (Demp) ; 0a (Demp)]
=V [Qd,B (Demp)] -V [ed (Demp)] .

|
Prouvons maintenant chaque assertion du théoréme 3.2.1.

1. 11 suffit de montrer que v N 104.58 (Demp) — 0d (Demp)] £,0.
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Comme E (\/N 04,58 (Demp) — 04 (Demp)]> =0, et que d’apreés le résultat préliminaire,
on a
V10,5 (Demp) = 04 (Demp)] = V045 (Demp)] — V [0 (Demyp)]
= lim V (\/N 0.5 (Domp) — O (Demp)])
11,1+ Vi (Dep)]

=0,

A0t VN [04.5 (Demp) — 0d (Demp)] — 0.

2. Notons S les (P +1)-uplets de £ et Zg le nombre de fois ou S est tiré. Alors, si on note

1
A=nx[Li_Lj, (Z1,...,Zn) ~ M B, 5
A fois

, la loi multinomiale d’espérance

==

B
X On a

VB 04,5 (Pernp) — 4 (D)] = % D> Zs([W(S) — ba (D))

Notons ¢, la fonction caractéristique de v/B [04.5 (Demp) — 04 (D)] et ¢ celle de la loi
limite de v/N [0 (Depp) — 04 (D)] .

On a alors
vt = 8o fix B33 Y zlots) - o)
ch...,C™
- B Q.. \ Qb
- B|E exp{ @2( . )w<s>—ed<2>>1}| 5
.,pr
- B (exp {it@ (04 (Demnp) — 4 (D)]})
N ch...,0™
xE exp{itX\/EZ <Z5—§> [w(S)—Hd(D)]}’ 17-.;,QL1;
- PLLQr

L’espérance conditionnelle (second terme du produit) est la fonction caractéristique
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d’une v. a. de loi N'(0,07, ;) par le lemme A, page 201 de Lee (1990)°. D’ou,

2

lim oy(t) = lim B (exp {itVB [0 (Demy) — 04 (D))} ) e Fien’s

N—00 N—o00

= Nli_r)n()@E (exp {zt%\/ﬁ 100 (Denp) — 04 (D)]}) e, 1%

t

— ¢(a—1/2t) 6—‘7%,1 ..... 1§,

N

qui correspond a la fonction caractéristique de /aX + 013, 1Y, ou X a la méme
distribution asymptotique V' N [04 (Demp) — 04 (D)] et Y ~ N(0,1), avec X et Y indé-
pendants.

Or, on sait que VN [04 (Demp) — 04 (D)] =2 N(0,52), ot S? est défini par 3.1, on en
déduit que

VB 04,5 (Demp) = 0a (D)] =5 N (0,05* + 03, 1)

On retrouve ainsi

) . J?,l,...,l 2 2 2
lim BV (045 (Demp)] = lim B (— + (1 — —) NS ) =aS +O01q -

N—0o0 N—00

Preuve analogue a la précédente.

. . . _ N
2Le lemme assure que si ai,...,ay est une suite de constante telle que lim N—! Yoiiai = 0 et
N —o00 -

NN a2 = 0% et que (Z1,...,Zn) ~ M (m; N™1,.., N~1) alors quand m — oo et N — oo,
Zijil a; (Z; —m/N) — N(0,0?).



Chapitre 4

Les problémes de censure des données
et leur traitement

L’utilisation de données analytiques pose le probléme du traitement de la censure (&
gauche) des valeurs relevées. En effet, de nombreuses analyses sont inférieures a la limite de
détection (LOD) ou de quantification (LOQ). Ces limites dépendent de multiples facteurs
et peuvent étre considérées comme aléatoires. Les recommandations OMS/ JECFA & ce
sujet sont les suivantes : si I’échantillon comporte moins de 60% de valeurs censurées, il
faut simplement remplacer les données censurées (de la forme ("<LOD" ou "<LOQ") par
LOD/2 ou LOQ/2; sinon, il faut réaliser I’évaluation de risque selon les deux scénarios les
plus extrémes : remplacement des données censurées par les limites elles-mémes ou par zéro
(GEMs/Food-WHO, 1995). Le fait d’utiliser I'un ou l'autre des scénarios influe de maniére
importante sur ’évaluation du risque comme nous ’avons montré dans le chapitre précédent.

Le but de ce chapitre est de proposer des méthodes statistiques permettant d’intégrer au
modeéle cette censure a gauche des données de contamination.

La définition précise du type de censure que présentent les données de contamination est
une question délicate : s’agit-il d’une censure ou d’une troncature 7 Le doute s’installe du fait
que les modeles de durée (Lawless, 1982; Little & Rubin, 1987) font en général apparaitre
des censures a droite et des troncatures a gauche. Il s’agirait de troncature si I’échantillon
de données de contamination ne comportait que les mesures quantifiées et la donnée de la
limite de quantification : dans ce cas, la taille de I’échantillon serait aléatoire. Il s’agit donc
bien de censure. Est-elle fixe ou aléatoire 7 Comme les données proviennent de laboratoires
présentant des limites de détection et de quantification trés différentes, nous supposons que
la censure est aléatoire. Helsel (2004) propose une revue compléte et pratique des outils
utilisés en sciences environnementales pour analyser des données analytiques censurées, éga-
lement sous ’hypothése d’'une censure fixe (Singh & Nocerino, 2002; Shumway et al., 2002;
Kroll & Stedinger, 1996, pour quelques exemples utilisés dans le domaine des sciences envi-
ronnementales). En particulier, en choisissant une distribution paramétrique usuelle pour la
contamination, la maximisation de la vraisemblance de I’ensemble des observations (censu-
rées ou non) permet d’obtenir un ajustement paramétrique prenant en compte une censure
a gauche fixe. Cette solution a été implémentée pour différentes lois paramétriques usuelles.
Cette premiére solution permet de conserver le caractére aléatoire de la contamination des

109
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aliments en présence d’une censure fixe mais s’est révélée peu satisfaisante, en particulier
pour l'estimation des queues de distributions. Nous présentons briévement cette méthode
dans la section 4.1.

Dans un second temps, nous nous tournons vers une solution non paramétrique. L’outil
généralement proposé pour prendre en compte une censure aléatoire est l'estimateur de
Kaplan & Meier (1958). Généralement utilisé pour une censure a droite, nous donnons dans
la section 4.2.1 une méthode simple de calcul de cet estimateur dans le cas d’une censure a
gauche. Son comportement asymptotique est également déterminé et donné en annexe 4.B.
Nous proposons ensuite de combiner les valeurs de contaminations en les tirant selon cet
estimateur de la fonction de répartition et avec les vecteurs de consommation tirés selon la
fonction de répartition empirique de ces consommations pour calculer un nouvel estimateur
de la probabilité de dépasser un seuil d d’exposition, Prp(D > d). Nous dérivons les propriétés
de cet estimateur dans la section 4.2.2 et proposons plusieurs intervalles de confiance dans
la section 4.2.3. Ces intervalles de confiance sont comparés sur données simulées, puis dans
le cadre de I’évaluation du risque relatif a la présence d’Ochratoxine A dans de nombreux
aliments.

4.1 Meéthode paramétrique

La méthode consiste a ajuster une loi paramétrique a chaque distribution de contamina-
tion, par exemple, une loi log-normale, une loi gamma, ou toute autre distribution paramé-
trique, dont le paramétre # peut étre multidimensionnel. Les parameétres sont estimés par un
maximum de vraisemblance prenant en compte la censure.

Plus précisément, si on note 6 le parameétre, fy la densité de la distribution choisie et
Fy la fonction de répartition associée, ¢ = (¢1,...,qr) les contaminations pour un produit
donné et 6 = (61,...,60r) l'indicatrice de censure associée (valant 0 quand la donnée est
censurée, dans ce cas, ¢; = LOD) alors f est obtenu en maximisant la log-vraisemblance
suivante (Helsel, 2004) :

1(q,0,0) = 253' In{fo (q;)] + (1 —0;) In[Fp (¢;)] -

Dans Tressou et al. (2004b), nous proposons l'ajustement a 4 lois : la loi log-normale,
trés souvent utilisée pour décrire les distributions de contamination; la loi Gamma, moins
sensible aux valeurs extrémes que la précédente ; la loi de Weibull et la loi du Chi-Deux qui
a I'avantage de n’avoir qu’un seul parameétre.

L’étape suivante consiste & combiner, dans une simulation de Monte-Carlo de taille B,
les tirages selon ces lois pour la contamination et la distribution empirique des vecteurs de
consommation relative.
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4.2 Méthode non paramétrique

Dans cette section, nous utilisons deux outils théoriques que sont la méthode delta fonc-
tionnelle et ’'Hadamard différentiabilité. Nous donnons en annexe 4.A les définitions et théo-
rémes utilisés. Se reporter par exemple & van der Vaart (1998) pour de plus amples références.
Nous utilisons en particulier ces outils pour définir et montrer la convergence de 1’estimateur
de Kaplan Meier (KM) pour des données censurées a gauche. Comme nous ’a souligné un
rapporteur de la revue JASA, Gémez et al. (1994) propose également une démonstration
de la convergence de l'estimateur de KM pour des données censurées a gauche utilisant
I’équation Backward de Doléans.

4.2.1 Estimateur de Kaplan Meier pour des données censurées a
gauche

Kaplan & Meier (1958) ont obtenu un estimateur de la fonction de survie pour des
données aléatoirement censurées a droite. Ce type d’estimateur est par exemple utilisé dans
le domaine médical lorsqu’on étudie les durées de vie de certaines populations : on ne peut
alors observer le phénoméne que de maniére incompléte. Dans le cas d’une censure & gauche,
on peut se ramener & une censure & droite en considérant une transformation des données
initiales du type x — M — x, o M est grand. En effet, si X est la v.a. dont on recherche
la fonction de répartition Fx(x) = Pr(X < z), alors la fonction de survie de Y = M — X
est : Sy(y) = Pr(Y > y) = Pr(X < M —y) = Fx [(M —y)_] . Ce type de raisonnement
permet d’obtenir un estimateur de la fonction de répartition de données censurées a gauche.
Cependant, de plus amples développements sont nécessaires pour déterminer la variance et
le comportement asymptotique de cet estimateur en particulier dans le cas ou la distribution
n’est pas continue (se reporter & 'annexe 4.B pour plus de détails).

Introduisons quelques notations afin de donner une formule simple de calcul de cet esti-
mateur.

Soit (@, 6;)j=1,.. 1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distri-
buées et censurées a gauche, i.e.

Qj = maX(Tj, CJ) et 5j = ]1(/]—'] > C]) N

ou Tj est la variable d’intérét, i.e. la contamination d’un aliment, et C; est la censure, i.e.
la limite de détection. On suppose que 7} et C; sont indépendante et que 1(7; > C;) = 1 si
T; > Cj et 0 sinon.

Notons F et G les fonctions de répartition des 7 et des C}, on a alors F'(z) = Pr(T < z)
et G(x) = Pr(C < z). Ces fonctions ne peuvent étre estimées par leur contrepartie empirique
car les T; et C; ne sont pas observés. Par contre, en considérant H, la fonction de répartition
des @;, définie par H(x) = Pr(Q < z), et Hy, la fonction de répartition des (); non censurés,
c-a~d. Hi(x) = Pr(Q < z,d = 1), on peut calculer leurs contreparties empiriques Hy, et Hj,



112 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DE LA CENSURE

définies par

<l’ et HlL <:13,(5j:1).

IIMD
IIMh

L’estimateur de type Kaplan-Meier pour des données censurées & gauche s’écrit alors

— dHlL
Front = 1—
KM T(} < HL > )

].,00

ol 7( est la fonction "produit intégral" qui est au produit discret [] ce qu’est l'intégrale [
a la somme discréte » | (se reporter a annexe 4.B pour plus de détails).

Donnons maintenant une écriture simplifiée de I’estimateur obtenu : soient QE‘O) =0<
Qz‘l < Q’("Z e < Qi*k) les k valeurs distinctes et non censurées de 1’échantillon

(Qj,0;)j=1...1,, on définit pour i =1,... k:
L M 2z 2z ~ *
- R, = Z i1 ll(Qj:QW =1), le nombre d’observations non censurées égales a Q(i). On a
R; = LdH, ..
- N; = Zle H(QJSQEZ) ), le nombre d’observations censurées ou non et inférieures ou égales
a Q- Ona N; = LHy.

Alors, on peut écrire
k 1
— R’L Q*z >t
FKM(t):H(l—ﬁ) (@t>)

i=1
Cet estimateur est équivalent a celui proposé par Patilea & Rolin (2001) pour des données
doublement censurées en ’absence de censure a droite. Remarquons qu’en absence totale de

censure, @ est la fonction de répartition empirique Fy(z) = % Zle 1, <a)-
Un exemple d’estimateur est donné pour la contamination du café en OTA (Figure 4.1).

4.2.2 Estimation de la probabilité de dépasser un seuil d

Nous souhaitons estimer Pr(D > d) = 6(d) ou D = 25:1 Q,C, est lexposition au

P

contaminant étudié. Comme dans le chapitre 3, D =C x [] Q, est la distribution jointe
p=1

des vecteurs de consommations (relatives) C et des P contaminations Q,.p = 1,..., P, &

valeurs dans R?”. On rappelle que les contaminations sont indépendantes deux a deux et
indépendantes des consommations.

~ ~ ~ P
Le risque Prp(D > d) est estimé par Prz(D > d) = 6(d) avec D = C, x [] Qp, et
p=1
ol 5n et les @Lp sont les distributions empiriques obtenues en considérant les estimateurs
de Kaplan Meier de chacune des distributions C et Q,, p = 1,..., P. A priori, nous ne
considérerons aucune censure dans les vecteurs de consommations, ’estimateur de Kaplan
Meier est alors simplement la fonction de répartition empirique classique. Pour respecter la
corrélation des consommations, nous considérons C,, la fonction de répartition des vecteurs
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FiG. 4.1 — Estimateur de la fonction de répartition FK/\M pour la contamination en OTA du
café (exprimée en pg/kg de matiére séche).

de consommations et non celles des consommations prises une a une.
Définissons pour toute distribution D & valeurs dans R*”

D~ Y (D) = Prp(D > d) = Ep

alors la fonction d’influence associée & Y est

E _Il(

E]l(

25:1 QpCp >d)

P
T/ (D) = _ szl QPCp>d)

E |1

oute=(1,...,1) € R?.

Bl g0 | Q1)

| Ch

| Cp

25=1 QpCp>d) | QP]

n<§¢;pcp>d)],

— PI‘D(D > d).e,

Comme 7T est la composée de plusieurs fonctions Hadamard différentiables, elle I’est aussi

et & pour gradient

Tg).(C—D):/T’(D)d(C—D),

ou L est une distribution a valeurs

dans R2%,

De la méme maniére que dans le chapitre précédent (cf. Théoreme 3.1.1, Chapitre 3),
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nous donnons le comportement asymptotique de ’estimateur Plug-in de la probabilité de
dépasser une dose d.

Théoréme 4.2.1 (Comportement asymptotique) Si
N = L;, — 0 et Li 0,¥j=1,. .. P C1
_n+z ij_)77> eﬁﬁﬁj> V] =1,..., 17 ( )

alors on a, quand N — oo,

VN [E(d) _ e(d)} Lot GEM ()

avec
GgM (d) = 77_1/2 /E [11(25:1 QpCp>d) | C = C} GgM (dc)
P
—1/2
+Zﬁj / /E []l(zjj:l QpCp>d) | Q= %} Ggf” (dg;) ,
j=1
ot GEM et les ngM pour j =1,..., P désignent les distributions asymptotiques respectives

deCNn et des éLj pour j =1,...,P.

Preuve : L’indépendance des consommations et des contaminations et le comportement
asymptotique des estimateurs de Kaplan Meier donné en annexe 4.B permet d’écrire quand
n— oo, L, —oopourp=1,... P,

Vi (G =) G
VI (@ = Q1) | g | GEY
VEr (s - Qo) o5

ou les P + 1 processus limites sont gaussiens centrés et indépendants.

En utilisant I'hypotheése (C'1) fixant le comportement asymptotique des tailles des diffé-
rents échantillons, on obtient quand N — oo

?n - Cn Gé{M/\/ﬁ
\/N QL1 - Ql L_o;i G[Qi]w/\/ﬁ_l

Gun — Qr GEM /\/Br

(4.1)
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Notre estimateur 6(d) étant défini comme

Pr (D>d):T(6n,@L1,...,@LP),

on obtient, en appliquant la méthode delta fonctionnelle (voir annexe 4.A) a (4.1) ,quand

N — o
GEY [/
VN |1 (D) -1 (D)| = rf) GglM:/\/B_l = GEM(a),
SNGE
ot

G5 (@) = 17 [ B[y g00) |C =] GEY (@)
P
#3067 (B[ g,000 | @ = 0] S5 (@),
j=1

par définition de la fonction d’influence Tg). ]

Ce processus limite est gaussien centré et s’écrit comme combinaison linéaire de processus
gaussiens centrés. La variance-covariance de ce processus peut se décomposer en P+ 1 termes
orthogonaux deux a deux : un terme dépendant de la consommation (pondéré par 1/n) et
P termes dépendant de chacune des distributions de contamination (pondérés par 1/ j). Le
calcul explicite de ces termes est difficile mais seront estimés en utilisant les techniques de
rééchantillonnage décrites dans la section suivante.

En remplacant les hypotheses (C'1) par (C2), on obtient un théoréme analogue.

Théoréme 4.2.2 (Comportement asymptotique) Si

*

— 0,

(C2)

X : L; . N
N* = ‘_nllmp{Lj, tel que 0 <V [E (]Z(Z§=1Qp0p>d) | Q])} < OO}’FJ* —fB;>1et -

il vient, quand N* — oo,

VN* P(d) - e(d)} L (GEMY (d) = i (57) " / E [u(zfl%cpzd) |Q; = q]-] GEM (dgj) -

j=1

Ce processus limite est gaussien centré et sa variance-covariance peut se décomposer en
P termes (pondérés par 1/43}) dépendant de chacune des distributions de contamination.
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4.2.3 Mise en oeuvre pratique : estimation et intervalles de confiance

Le calcul de 5(d) est fait grace a une simulation de taille B selon les estimateurs de
Kaplan Meier des distributions de consommations et de contaminations (5 ,Q1y ., Q p) :

Comme les consommations ne sont pas supposées censurées, on procéde en réalité a un tirage
selon la fonction de répartition empirique des consommations relatives, i.e. en tirant avec
remise parmi les vecteurs de consommations observés. Pour chaque vecteur de consommation,
P valeurs de contamination sont tirées selon l’estimateur de Kaplan-Meier préalablement
déterminé (cf. section 4.2.1) lorsque le pourcentage de données censurées est < 100%. Dans le
cas contraire, on utilise une valeur de contamination fixe notée g (trés basse ou bien nulle). Ces
valeurs de contaminations sont ensuite combinées aux vecteurs de consommations relatives
pour construire B valeurs d’exposition. Enfin, 0(d) est le pourcentage de ces expositions
dépassant le seuil d. Dans la suite nous désignerons par Procédure KM 1’ensemble de ces
calculs dont la synthése est présenté dans ’encadré 4.2.

F1G. 4.2 — Description de la Procédure KM

— Tirer B vecteurs de consommation selon la fonction
de répartition empirique des données

— Pour chaque produit p, tirer B valeurs de contamina-
tion selon l'estimateur de Kaplan Meier associé¢ aux
données de contamination du produit p ou bien une
valeur fixe § (petite) lorsque I’échantillon est totale-
ment censuré. _

— En déduire B valeurs d’expositions ainsi que 6(d), le
pourcentage de ces expositions dépassant le seuil d

Afin d’estimer les variances décrites dans la section précédente, nous proposons l’'uti-
lisation d’un bootstrap simple, puis d’'un double bootstrap. Efron (1981); Akritas (1986)
ont montré la validité du bootstrap en présence de données censurées. Celle-ci dérive di-
rectement de la validité du bootstrap pour des fonctionnelles Hadamard différentiables (cf.
van der Vaart, 1998; Gill, 1989; Pons & Turckeim, 1989). Nous déterminons ainsi un estima-
teur de la variance de 5(d), ainsi que ses différentes composantes orthogonales mentionnées
précédemment. De plus, nous construisons des intervalles de confiance de maniére similaire
au chapitre 3 en studentisant les estimateurs obtenus dans le premier bootstrap par les
variances obtenues dans le second. Nous donnons ici ’algorithme de calcul.

Dans ce cadre, il se peut que certains échantillons Bootstrap de contamination ne com-
portent que des données censurées, la contamination est alors fixée au niveau g.

1. Etape d’estimation : Calculer 6 = 6(d) sclon la procédure KM (encadré 4.2).

2. Premier niveau de rééchantillonnage : répéter M, fois, m; =1,..., M,
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— Tirer un échantillon bootstrap de consommations relatlves, C*m1) ainsi que des
échantillons bootstrap pour chaque contamination, Q* ma) ,p=1,..., P de tailles

respectives n, L, ..., Lp. On notera qu'un échantillon bootstrap de contamination
comprend & la fois les niveaux de contamination et les indicatrices de censure asso-
ciées. :
~(m .
— Calculer " selon la procédure KM sur les échantillons bootstrap C*(™V) et Q5 (ml)
p=1,...,P.
Un premier estimateur de la variance s’obtient par
L1 ey 18 ]
o2 = — 0 — =S8 .
WX (e
mi1=1 mi1=1

— Cette premiére étape de bootstrap permet de calculer les IC a (1 — a)) % suivants :

. . i ~/2] ~1—a/2] . 78] eme .
— IC Basic Percentile défini par [9 ;0 } ou 6 " est le percentile de

{5(m1),m1 =1,.. .,Ml} ,

— IC Percentile CI défini par [25 —0
de {5(m1),m1 =1,... ,Ml} ,

— IC Asymptotique défini par [5 + CID;/IQ X \/ﬁ] ou CD;}Z est le a/2°™¢ quantile d'une

loi normale standard.

1—a/2 ~la ~ N
gl 20 0 / ]] ou 9[51 est le ¢ percentile

3. Pour construire des intervalles de type t-percentile (Hall, 1986a), une seconde étape de

~(m1)
rééchantillonnage est nécessaire pour estimer la variance de 6

—> Second niveau de rééchantillonnage : pour chaque rééchantillonnage m;, ré-
péter M, fois, mq = 1,... M,

— Tirer un échantillon bootstrap de consommations relatives C**(™2™1) ainsi que des

échantillons bootstrap pour chaque contamination, Q;*(m’ml), p=1,..., P dans les
échantillons du premier rééchantillonnage C*(™) et Q;(ml), p=1,..., P, échantillons
de tailles respectives n, L1, ..., Lp.

— Pour 'estimation de la variance de 5(m1), calculer g(m%ml) selon la procédure KM sur

les échantillons bootstrap C**(m2m1) et Q;*(mQ’ml), p=1,...,P. La variance de 5(m1)

est alors estimée par

m) 1 Mo 5 i
0_2 mi L ’é’ m27ml ~(ma, ml

mo=1 mo=1

— Pour P'estimation des différentes composantes de la variance, il faut calculer pour

chaque rééchantillonnage ms
~(ma, **(ma,m1)

— 9|C ™ selon la procédure KM sur les échantillons bootstrap C*(™1) and Q;, ,
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p=1,...,P. La variance "conditionnelle & C*("1)” est alors estimée par
M, 2
3 mi) ma,m1) L ~(ma,m1)
A = g 3 (e - [ e )
mo=1 2 mo=1
— Pour j =1...,P, 9‘5 2 selon la procédure KM sur les échantillons bootstrap

Crmzm) Q;(ml) et Q5 ™™ p=1,..., P;p+#j. La variance "conditionnelle &

* : 2,
Qj(ml)” est alors estimée par

Mg M2 2
-~ (m1) 1 ~(ma,m1) 1 ~(ma,m1)

mo=1 mo=1

— La variance sous (C'1) est estimée par
ST S
et sous les conditions (C2), par
P = ZU o

— Gréace a ces estimateurs de la variances on peut construire les trois statistiques
studentisées suivantes :

>lm1) — ~ Hlm1) — ~ >(m1) >
gy 00y 0 ) 00 (4.2)
Sm) (4.2.1) (m1) (4.2.2) — Sm) :
(4.2.1) (4.2.2)

Les intervalles de confiance de type t-percentile de niveau 1 — « sont alors donnés
par

75 x 10— o]

ou /% est le 5™ percentile de {t(ml),ml =1,..., Ml} oude {tETzl)n my=1,..., Ml}
ou de {t( ™) my = 1,...,M1}

(4.2.2)
Ces IC peuvent étre comparés a ceux obtenus dans le chapitre 3, i.e. sans modéli-

sation de la censure.

4.2.4 Validation par simulation

Comme dans le chapitre précédent (section 3.3.3), les probabilités de couverture et lon-
gueurs des différents intervalles de confiance proposés ont été évaluées sur données simulées.
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Nous utilisons de nouveau une loi lognormale multidimensionnelle pour les consommations,
fc, et des lois de Pareto pour les contaminations, fo, . La vraie valeur du parametre est de
nouveau approchée par une simulation de Monte Carlo de taille 1 000 000, avant censure des
données de contamination. Pour intégrer une censure aléatoire sur ces distributions, nous
utilisons la répartition empirique des censures observées pour I’ensemble des aliments. Nous
choisissons donc une distribution discréte pour la censure.

Le tableau 4.1 donne les résultats obtenus pour les trois premiers IC pour L = 500
simulations. Pour les intervalles de type t-percentile, il n’était techniquement pas possible
d’effectuer 500 simulations (une seule simulation prenant déja plus de deux jours), apres
L = 10, la probabilité de couverture était de 100% et la longueur moyenne des IC de 6.5%.

TAB. 4.1 — Probabilités de couverture et longueurs des IC : B = 5000, M; = 200, L = 500.

Définition de I'IC Basic-Percentile | Percentile | Asymptotique
Probabilité de couverture 96.8% 87.4% 95.0%
Longueur de I'IC 6.26% 6.26% 6.24%

Aprés un arbitrage entre temps de calcul et précision des estimateurs, il semble que
Iintervalle Basic Percentile soit encore le meilleur, pour un nombre de rééchantillonnage
bootstrap M; = 200 et des simulations de taille B = 5000 (pour la Procédure KM ). Toutefois,
ceci n’exclut pas d’utiliser la décomposition proposée dans les théoremes 4.2.1 et 4.2.2 pour
mesurer le role des différentes distributions de contamination et de consommation.

Afin de démontrer I'intérét de I'utilisation de la Procédure KM, nous comparons les pro-
babilités de couvertures obtenues lorsqu’on utilise les traitements adhocs de la censure (HI,
H2, H3). Pour les IC Basic Percentile, la probabilité de couverture atteint au mieux 11% pour
le traitement H2, i.e. lorsque les valeurs censurées sont remplacées par la moitié des limites
de détection ou de quantification. Pour les scénarios H1 et H3, la probabilité de couverture
est estimée a 0% pour L = 500 ...

4.3 Illustration : risque d’exposition a ’ochratoxine A

Nous nous intéressons de nouveau a 1’évaluation du risque relatif & la présence d’ochra-
toxine A dans un grand nombre d’aliments. Nous invitons le lecteur a se reporter a la section
3.4 pour une description des effets de cette mycotoxine et des données francaises utilisées
pour mener cette évaluation de risque.
La figure 4.3 propose une comparaison entre plusieurs distributions de 1’exposition a
I’OTA (cf. section 3.4.1 pour la description des données), sont représentées :
— les distributions obtenues en remplacant les données censurées selon les scénarios H1
(LOD ou LOQ), H2 (LOD/2 ou LOQ/2) et H3 (zéro),

— la distribution obtenue en appliquant la méthode paramétrique proposée dans la section
4.1 en utilisant des lois Gamma pour chacune des distributions de contamination (notée
P-Gamma),
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— la distribution obtenue en utilisant un estimateur de Kaplan Meier pour chacune des
distributions de contamination.

— KM i
— — P-Gamma
H1
-—-= H2

H3

DHT = 35 ng/sem/kg p.c. i

0 20 40 60 80 100 120

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
————T— —— T

Exposition OTA en ng/sem/kg p.c.

F1G. 4.3 — Comparaison de différentes distributions de ’exposition & 'OTA.

On observe que les deux distributions proposées (KM et P-Gamma) donnent des ré-
sultats trés proches graphiquement du moins pour la partie centrale. En effet, ces deux
procédures permettent d’obtenir des distributions comprises entre celle obtenue sous H2 et
celle obtenue sous H3, ce qui semble raisonnable étant donnée la grande proportion de don-
nées censurées. Toutefois, une analyse plus poussée permet de remarquer que ’ajustement
paramétrique conduit souvent & une sur-estimation ou une sous-estimation des queues de
distributions (voir tableau 4.2). En particulier, I’ajustement & une loi log-normale conduit
A une sur-estimation de la queue de distribution puisque le 99°™¢ percentile (P99) est plus
élevé pour P-LogNormale que pour le calcul le plus conservateur (H1). Les ajustements a des
lois Gamma ou Chi-deux produisent 'effet inverse. Ceci est di au fait que les estimateurs
des parameétres de ces lois sont obtenus par maximum de vraisemblance sur I’ensemble des
données de contamination d’un méme produit, méthode favorisant la tendance centrale au
détriment des extrémes.

Le tableau 4.3 donne les intervalles de confiance (IC) pour notre parameétre d’intérét 0(35)
obtenus pour différentes valeurs de B, M; et M, et ¢ = 0 et définis dans la section 4.2.3. Nous
notons respectivement "Double Bootstrap", "t-percentile (4.2.1)" et "t-percentile (4.2.2)")
les IC de type t-percentile obtenus en utilisant respectivement les statistiques studentisées
tm1); tgzg)l) et tEZLQl,)z))’ définies en (4.2).

On observe dans le tableau 4.3 que les IC Percentile et Asymptotique sont trés sensibles

a ’étape d’estimation de la procédure bootstrap, on préférera donc 'IC Basic Percentile
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TAB. 4.2 — Comparaison des distributions d’exposition & ’OTA obtenues sous H1, H2, et H3
et de celles obtenues en utilisant des ajustements paramétriques (4 lois) et I'estimateur de

Kaplan Meier Taille des simulation : B = 5, 000.
] P25 \ Médiane \ Moyenne \ P75 \ P95

| roo | PD>DHT) |

KM 1.3 7.4 19.9 18.9 83.2 215.8 13.8%

H1 | 164 26.6 39.2 45.7 | 105.5 | 220.3 35.6%

H2 9.9 17.0 29.9 30.6 91.7 254.4 20.4%

H3 0.1 4.5 18.2 16.5 81.7 210.2 12.2%
P-LogNormale 3.9 8.7 75.5 20.6 85.1 312.1 14.8%
P-Gamma | 2.5 7.7 21.0 21.6 84.7 179.5 15.8%
P-Weibull | 3.0 8.1 23.1 21.3 79.5 218.4 15.1%
P-ChiDeux | 2.3 8.5 22.8 25.8 91.8 192.8 18.0%

avec B = 5000 et M; = 200. Le choix des paramétres ne semble pas influer de maniére
importante y compris dans les intervalles de type t-percentile. Dans le cadre de calculs précis
de la variance terme & terme, nous retenons donc B = 5000, M; = 200 et M, = 200. Nous
obtenons des résultats trés similaires en considérant § = 0 ou 0.05 comme valeur fixe de
contamination, en cas de censure totale de I’échantillon. Dans la suite, nous retenons g = 0.

TAB. 4.3 — Influence du choix des parametres dans la construction des intervalles; DHT =
35;q = 0.

Parameétres Intervalle de confiance a 95% pour 6(35) (%)
B ‘ M1 ‘ M2 Basic Percentile ‘ Percentile Asymptotic
5000 200 200 9.58 -16.82 8.34 - 15.58 8.95 - 16.21
5000 200 300 9.60 - 16.54 10.30 - 17.24 10.02 - 16.82
5000 400 100 9.24 - 16.52 10.88 - 18.16 10.03 - 17.37
5000 400 200 9.26 - 16.74 9.02 - 16.50 9.10 - 16.66
10000 200 200 9.34 - 17.36 8.56 - 16.58 9.21 - 16.71
5000 400 300 9.22 - 16.96 8.76 - 16.50 9.06 - 16.66
10000 400 400 9.36 - 16.07 9.37 - 16.08 9.05 - 16.39
’ B ‘ Ml ‘ M2 ‘ Double Bootstrap | t-Percentile (421) ‘ t-Percentile (422) ‘
5000 200 200 9.40 - 16.50 9.45 - 16.25 9.46 - 16.24
5000 200 300 10.98 - 17.91 10.98 - 17.91 10.98 - 17.91
5000 400 100 11.05 - 20.08 11.14 - 19.56 11.15 - 19.54
5000 400 200 9.37 - 17.81 9.42 - 17.89 9.42 - 17.87
10000 200 200 8.98 - 18.43 8.96 - 18.29 8.94 - 18.30
5000 400 300 9.29 - 18.11 9.43 - 18.10 9.43 - 18.08
10000 400 400 9.47 - 17.49 9.51 - 17.41 9.50 - 17.43
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TAB. 4.4 — Décomposition de la variance

Nombre d’ Pourrcentage de Contribution a | Contribution a

analyses données censurées /0-\(01) /0-\(6’2)

Consommation (tous produits) 3003 - 12.3% -
Abats et Charcuterie 1063 90% 12.3% 14.1%
Vins 996 72% 12.4% 14.1%
Produits céréaliers 75 96% 9.6% 10.9%
Céréales 241 59% 4.2% 4.8%
Cafeé 103 52% 12.3% 14.0%
Fruits et légumes 103 56% 12.3% 14.1%
Fruits et légumes secs 82 87% 12.3% 14.0%
Riz, Semoule 43 93% 12.3% 14.0%

Bieres 2 100% 0 0

TAB. 4.5 — Influence de I’dge sur la probabilité de dépasser un seuil tolérable. (IC Basic
Parcentile, M; = 200, B = 5000 and § = 0)

Population | Taille de la population ‘ Intervalle de confiance & 95% pour 9(35) (%) ‘

Enfants (moins de 15 ans) 1018 13.02 - 21.88
3-6 ans 341 14.38 - 27.68

7-10 ans 344 13.28 - 22.80

11-14 ans 333 9.72 - 18.30

Adultes (plus de 15 ans) 1985 7.42 - 12.86
15-24 ans 311 7.10 - 14.18

25-64 ans 1365 7.52 - 13.46

plus de 64 ans 309 7.12 - 12.52

TAB. 4.6 — Impact de I'introduction d’une limite maximale sur les céréales pour deux sous-
populations : les adultes et les enfants (IC Basic Percentile, M; = 200, B = 5000 and g = 0)

Population (Taille) ‘ Scénario Intervalle de confiance a 95% pour 9(35) (%) ‘
Adultes (1985) Pas de ML 7.18 - 13.64

ML=5 ,U,g/k?g pour les céréales 5.00 - 10.46
Enfants de moins de 10 ans (685) | Pas de ML 15.06 - 24.76

ML=5 (1g/kg pour les ceréales 13.38 - 20.92

Le tableau 4.4 donne les contributions & la variance totale de chaque distribution utilisée
(P = 9 distributions de contamination et une distribution multidimensionnelle de consom-
mation) pour chacun des théorémes proposés dans 'une des sections précédentes. On observe
que chaque distribution a une contribution & peu prés équivalente sauf les contaminations des
groupes "Produits Céréaliers" et "Céréales" dont la contribution est plus faible. Ceci différe
des résultats obtenus dans le chapitre précédent (tableau 3.2) du fait des approximations
différentes des composantes de la variance. Ce sont de nouveau les produits qui contribuent
le plus & la DHT du SCF qui ont une contribution atypique a la variance totale : leurs
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TAB. 4.7 — Impact de I'introduction d'une limite maximale sur les vins pour les adultes et
les seuls consommateurs de vin. (IC Basic Percentile, M; = 200, B = 5000 and § = 0)

’ Population (Taille) ‘ Scénario ‘ Intervalle de confiance a 95% pour 9(35) (%) ‘
Adultes (1985) Pas de ML 6.96 - 14.28
ML=3 (1g/ L pour le vin 6.72 - 13.24
ML=2 19/ L pour le vin 7.56 - 13.58
ML=1 ftg/ L pour le vin 6.72 - 12.88
Consommateurs de vin (1198) | Pas de ML 8.48 - 14.72
ML=3 (g /L pour le vin 8.46 - 14.76
ML=2 f1g/ L pour le vin 7.56 - 14.70
ML=1 f1g/ L pour le vin 7.20 - 13.86

contributions a la DHT du SCF (35 ng/sem/kg pc) sont en moyenne respectivement de 10%
pour les "Produits Céréaliers" et de 74% pour les "Céréales".

Le tableau 4.5 donne les IC obtenus pour des sous populations de différents 4ges : on
retrouve ici que les enfants (les plus jeunes) sont la population la plus exposée.

Les tableaux 4.6 et 4.7 montrent I'impact de 'introduction d’une limite maximale respec-
tivement sur les céréales et sur les vins pour les adultes d’une part et des sous populations
plus sensibles (respectivement les jeunes enfants et les consommateurs de vin). Les réductions
consécutives & ces nouvelles normes ne sont pas statistiquement significatives.
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Annexe 4.A Hadamard différentiabilité et Delta-méthode
fonctionnelle

La delta-méthode fonctionnelle est une généralisation de la méthode dite de Slutsky uti-
liste en économétrie, elle permet de dériver le comportement asymptotique d’une variable
aléatoire Y = ¥ (X)), a valeurs dans R*, dés lors que celui de X est connu et si ¥ satisfait
des conditions de différentiabilité. La delta-méthode fonctionnelle s’applique a des processus
aléatoires a valeurs dans un espace de dimension infinie et pour des fonctionnelles Hadamard
différentiables. Cette différentiabilité, aussi appelée différentiabilité compacte, est plus sou-
vent vérifiée que la dérivabilité au sens de Fréchet et est plus puissante que la dérivabilité au
sens de Gateaux : c’est la notion de différentiabilité la plus faible permettant de conserver
la continuité de la composition (i.e. la composée de deux fonctions Hadamard différentiables
est Hadamard différentiable) et de Defficacité (la transformée d’une statistique efficace par
une fonction Hadamard différentiable est efficace).

Nous donnons dans cette annexe les définitions et théorémes utilisés dans les preuves de
ce chapitre et détaillés dans van der Vaart (1998).

Définition 4.A.1 (Hadamard Différentiabilité, van der Vaart (1998), page 296) Une
fonction ® : Dg C D — E définie sur Dg, sous ensemble de [’espace vectoriel normé D,

contenant 0, est dite Hadamard différentiable en 60 s’il existe une application linéaire continue
Q) : D — E telle que

0] —®
H (6 +th,) (9)—<I>’0(h) 0.
t E t—0
ht—>h

Si @y n'est définie que sur un sous-ensemble Dy de D et que h € Dy alors @ est dite Hadamard
différentiable en 60 tangentiellement a .

Le théoréme suivant assure la stabilité par composition de la propriété d’'Hadamard dif-
férentiabilité et donne la composée de deux fonctions Hadamard différentiables. Ce théoréme
de composition est connu sous le terme "Chain rule".

Théoréme 4.A.1 (Chain rule, van der Vaart (1998), page 298) Soient® : D C D —
EetV:Ey CE— F. Supposons que ® est Hadamard différentiable en 6 tangentiellement a
Dy et que U est différentiable en ®(0) tangentiellement a @) (Dy) , alors Vod : Dy C D — F
est Hadamard différentiable en 0 tangentiellement a Dy de dérivée \II’@(g) o Oj.

Théoréme 4.A.2 (Delta-Méthode fonctionnelle, van der Vaart (1998), page297)

Sotent D et B, deux espaces vectoriels normés. Soit ® : D C D — E une fonction Hada-
mard différentiable en 0 tangentiellement a Dy. Soit T, : 2, — De une application telle
que r(n)(T,, — ) ~ T pour r(n) — oo et T processus aléatoire & valeurs dans Dgy. Alors
r(n)(®(T,) —®(0)) ~ @), (T). De plus, si Dy est définie et continue sur tout l’espace D alors
r(n)(® (T,) — ®(0)) = @}, (r(n)(T, — 0)) + op(1).
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Nous appliquons cette delta méthode fonctionnelle & des processus empiriques et rappe-
lons ici le théoreme donnant leur convergence asymptotique.

Théoréme 4.A.3 (Donsker (1952) van der Vaart (1998), page 266) Si X1, ..., X,, sont
des variables aléatoires i.i.d. alors \/n (F, — F) converge en distribution vers Gr processus
gaussien de distributions marginales N (0, F(t; Nt;) — F(t;)F(t;)). Ce processus est un F-
Pont brownien.

Annexe 4.B Comportement asymptotique de I’estima-
teur de Kaplan Meier pour des données
censurées a gauche

Reprenons les notations de la section 4.2.1.
Soit (@, 0;)j=1,.. r une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distri-
buées et censurées a gauche, i.e.

Q; = max(Ty, Cy) et §; = 1(T; > Cj),

ou T} est la variable d’intérét, i.e. la contamination d’un aliment, et C; est la censure, i.e.
la limite de détection. On suppose que 7} et C; sont indépendante et que 1(7; > C;) = 1 si
T; > C}; et 0 sinon.

Soit H la fonction de répartition des @);, définie par H(z) = Pr(Q < x) et Hy, la fonction
de répartition des (); non censurés, c.-a-d. Hy(z) = Pr(Q < z,6 = 1). Ces fonctions de
répartition seront estimées par leur contrepartie empirique Hy, et H;j, définies par

<I et HlL <I,5j:1).

I\Mh
I\Mh

Nous souhaitons estimer la fonction de répartition de la variable d’intérét 7). Notons F' et G
les fonctions de répartition des 7 et des C}, on a alors F'(x) = Pr(T < z) et G(z) = Pr(C <
x). Par indépendance des 7T} et des C;, on a H = FG et dH; = GdF.

On définit alors le hasard cumulé inverse (Csorgd & Horvéth, 1980) par

— dF dH
o= F=f %
]¢,00] Jt,00]

Introduisons les fonctions @, ®5 et ¥, définies par
<I>1:]D>><]D)—>]D)><]D:(sc,y)—>(:c,y_1),
<I>2:]D)><]D)—>]D):(x,u)—>/ udzx,

UiD-Div— J[ (1-dv(s) = [ Q=vishep[-v ()],

5€].,00] S€].,00]
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ot I désigne un espace vectoriel normé & valeurs fonctionnelles (dans la suite I’ensemble
des fonctions cadlag, continues & droite et ayant une limite & gauche) et T( est le "produit
intégral" (voir Gill & Johansen, 1990), v° est la partie continue de v et v {s}, les éventuels
sauts de v.

Ces trois fonctions sont Hadamard différentiables, leur composée, I' = ¥ o &, o ®4, 'est
donc aussi par composition (voir annexe 4.A). Elles ont pour dérivées (voir par exemple Gill
& Johansen, 1990)

/ —k .
1(m,y)‘(h7 k) - <h7 ?) = (hvj) ’

].,00] ].,00]

Z_ 1
== —dl = — dl
) & /},oo] z : /],oo] 1-— AV ’

1 dh k
T, (hk :—z/ (———dm),
( ,y)( ) 1. o0 1-Av \ y y2
oAy =v —v_.

La fonction de répartition de la variable d’intérét est estimée par

Frnr =D (H,,, Hy) = U (@, (D (H,,, Hy )| = T l% (Hm, Hi_)] = U(A,)

Cette fonction étant la composée de fonctions Hadamard différentiables, elle I'est aussi et la
delta méthode fonctionnelle permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.B.1 (Comportement asymptotique de F/K;ﬂ En utilisant les notations
précédentes, on a

—_—
\/E |:FKM — F:| ~ GKM;
ot Ggpr est un processus gaussien centré de covariance

dA(u)
ntoo) H(u) — AH: (u)

cov (Gt (), Grent (8)) = F(s)F(#) /

Is
L’estimateur de la variance de l’estimateur de Kaplan Meier est donné par

=2 dAL(u)
(Ficw) /] o FL() — AHL ()’

i.e. pour tout t € R™, la variance de @(t) est estimée par

_— 2 L Ri]l(X
(FKM(t)) Z

=1

>t
Ni(N; — R;)’
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ot R;, N; et X,y sont les quantités définies a la fin de la section 4.2.1.

Preuve : Une extension (van der Vaart, 1998, page 269) du théoréme de Donsker (1952) per-
met d’obtenir le comportement asymptotique du couple de processus empiriques (H;, Hy )

VLM, — H,H, — H) ~ (Ga,,Grr) = Gy,

ou G( H,,H) €st un processus gaussien centré.
Comme I' est Hadamard différentiable, la méthode delta fonctionnelle permet d’écrire

\/Z[F(HlLa]HIL) - F(H17H)] ~ /(Hl,H) (GH17GH) = GgMa

ou G?M est encore un processus gaussien centré. En effet, on a

/ 1 d(GHl Q}H
Gy, ,Gy)=—-F — — H
(Hiz,Hz) (Guy, Gp) /] 7 < 7 2d 1>

1 _
= —F\/]’OO} m (dGHl - GHdA) 5

et donc la covariance du processus GEMs’écrit

con(GEV(5) S @) = FOPO) | (i- A1K)2 I

1 _
= Flo)F) /]w,oo] (1~ Ak () 2"

((1— AR) HdR)

avec (1 — AA(u)) H(u) = H—AH,. Ce calcul est dérivé du calcul analogue pour des données
censurées a droite.

Le calcul de la covariance du processus limite pour des données censurées a droite est
disponible dans Gill (1994) ou Andersen et al. (1993). m



128 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DE LA CENSURE



Chapitre 5

Décomposition de données ménage en
données individuelles pour
I’évaluation du risque de long terme

Toutes les techniques présentées jusqu’ici ont été appliquées en utilisant les données de
consommation francaises INCA (Enquéte nationale sur les consommations individuelles) qui
ne portent que sur sept jours de consommation. Bien qu’elles soient qualifiées de "repré-
sentatives" de la population francaise, elles ne peuvent a elles seules permettre I’estimation
de la consommation de long terme. Les seules données disponibles en France permettant
I’évaluation de la consommation de long terme sont des données d’achat recueillies au ni-
veau des ménages. Nous développons dans ce chapitre une méthode permettant d’estimer
des quantités individuelles & partir de données ménage afin de pouvoir mettre en oeuvre une
évaluation de risque a partir des estimations individuelles ainsi obtenues.

Les données d’achats alimentaires des ménages sont beaucoup moins utilisées que les
données individuelles dans le cadre de ’évaluation de risque du fait de leur agrégation et de
leur caractére approximatif mais sont cependant reconnues comme de bons estimateurs de
la consommation (Serra-Majem et al., 2003). Habituellement lorsqu’un évaluateur de risque
ne dispose que de données ménage, il construit des données individuelles en divisant les
quantités ménage par la taille du ménage, ce qui conduit a une consommation individuelle
uniforme au sein de chaque ménage. Des corrections peuvent également étre apportées pour
prendre en compte les repas hors domicile et le fait qu’un ménage puisse recevoir des invités
(voir par exemple Chesher, 1997).

L’idée de la méthode proposée dans ce chapitre est d’utiliser les structures en termes d’age
et de sexe des individus composant le ménage pour estimer les quantités individuelles. Che-
sher (1997) (s’inspirant des travaux de Engle et al., 1986) utilise cette approche pour évaluer
des apports nutritionnels moyens par age et sexe. La méthode part du constat simple que le
total consommeé par un ménage est la somme des quantités consommées par les membres du
ménage. Les quantités individuelles inconnues sont écrites comme une fonction f de I’dge et
du sexe des individus (et éventuellement de certaines caractéristiques socio-démographiques
ou du temps). La quantité "ménage" observée est la somme de ces fonctions pour les différents
individus du ménage. Chesher (1997) propose une méthode d’estimation non paramétrique
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de cette fonction en considérant 1’dge comme une variable discréte (voir ’annexe 5.A). Ce
modeéle présente cependant le défaut majeur de considérer les individus d’'un méme ménage
comme indépendants. Chesher (1997) propose également d’introduire dans ce modele des
dummies temporelles au niveau ménage pour obtenir une décomposition des apports nutrion-
nels sur plusieurs périodes consécutives. Cette méthode ne nous semble pas complétement
satisfaisante dans la mesure ol I'on s’intéresse a des prédictions des quantités individuelles.

Nous proposons dans ce chapitre des modeéles de type additif qui different des modéles
usuels sur plusieurs points. Le principe est de supposer que I’exposition y; ;, de I'individu ¢
du ménage h est une fonction f de certaines variables x; (éventuellement temporelles),

Yin = f(zin) +€in,

ou €; 5, sont des erreurs centrées. L’exposition du ménage observée Y} se décompose alors
sous la forme additive

Th
Y, = Z f(@in) + e,
i=1

avec €5, = Z:l:hl gin €t ny, est la taille du ménage. On notera que, contrairement aux modeles
additifs usuels, la fonction f est la méme pour chaque terme additif ¢ et que le nombre de
termes sommeés ny, est aléatoire.

Les modéles additifs peuvent étre estimés par des algorithmes de backfitting ou bien plus
simplement par 'utilisation de splines (voir par exemple Hastie & Tibshirani, 1990; Hastie
et al., 2001). Notre premiére tentative utilisant une adaptation des algorithmes de backfitting
n’ayant pas donné de résultats satisfaisants, nous développons une méthode d’estimation
basée sur les splines (voir par exemple Ramsay & Silverman, 1997, pour une présentation
générale des méthodes d’estimation fonctionnelle).

Nous présentons dans une premiére section le modeéle le plus simple, i.e. le cas de la
décomposition d’une quantité unidimensionnelle (consommation, exposition, apport en un
nutriment...) et expliquons comment on peut prendre en compte la corrélation des indivi-
dus au sein d’'un ménage. Dans la seconde section, nous validons empiriquement ce modéle
en utilisant les données de consommation individuelles de I’enquéte INCA. Puis dans une
troisiéme section, nous proposons quelques extensions du modéle initial, notamment pour
I'introduction de certaines caractéristiques socio-économiques des ménages et 'introduction
d’une dimension temporelle. Dans une quatriéme section, nous proposons une nouvelle dé-
finition de I'exposition et du risque de long terme. Le risque de long terme doit en effet a
la fois tenir compte du caractére accumulatif de ’exposition & un contaminant et des possi-
bilités d’élimination naturelle par I’organisme du contaminant. En guise d’illustration, nous
estimons le risque de long terme relatif & la présence de méthylmercure dans les produits de
la mer.

5.1 Décomposition de quantités unidimensionnelles

Nous nous plagons dans un premier temps dans le cas ou la quantité a décomposer est
unidimensionnelle. Il s’agit par exemple de I’exposition totale du ménage a un contaminant
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obtenue par une procédure déterministe ou bien de la consommation d’un aliment ou groupe
d’aliments. Pour plus de clarté, nous ne parlerons que d’exposition dans cette section. Rap-
pelons que l'exposition totale (déterministe) d’un ménage est la somme des consommations
de P groupes d’aliments pondérées par les valeurs moyennes de contamination de chacun de
ses P groupes d’aliments (cf. section 1.3.1). Les expositions individuelles obtenues devront
ensuite étre divisées par un poids corporel (estimé) pour pouvoir étre comparées a une dose
tolérable.

5.1.1 Indépendance des individus

Nous supposons dans un premier temps que les individus d’un méme ménage sont indé-
pendants et que I'exposition individuelle est une fonction de ’age et du sexe de 'individu,
le.

Yin = f(@in, Sin) + €in,
ol y; ;, est I'exposition de I'individu ¢ du ménage h, a;j son age, s;j son sexe (masculin noté
M ou féminin noté F), i = 1,...n,, h = 1,... H, f une fonction a estimer et ¢;, est un
résidu centré gaussien.

On suppose dans la suite que les ménages sont indépendants, ce qui se traduit par
cov(g;n, i) = 0 pour tout ¢ # j et tout h # h’. On suppose également dans cette sec-
tion que les individus sont indépendants au sein du méme ménage, ce qui se traduit par
V (ein) = 02 et cov(ein, ejn) = 0 pour tout i # j.

La fonction f est estimée par spline d’ordre 1 pour chaque sexe, les splines d’ordre
supérieur’ ne modifiant pas la forme des fonctions. On pose pour cela

flain,sin) = fM(ai,h)ﬂ{s,,;7,L:M} + fF(ali’h)Il{si,h:F}’

avec, pour S = M, F,

Ks

fs(ain) = B3 + Biain + Z ug (@in — Ksk)y (5.1)

k=1

77777

ol les (Ksx),_y . sont une série de noeuds (une liste d’ages) et ot la quantité
(ain — ksk)y = (@Gin — Ksk) LY -

désigne la partie positive de la différence entre ’age de I'individu a;j, et le noeud rgy.
Nous utilisons la méthode de choix par défaut des noeuds proposée dans Ruppert et al.
(2003), page 125. Pour cela, on définit ag la liste des ages distincts des individus de sexe S,

Lk 1 eme
Ks:min{‘%g ,35} et Ii&k:( + ) quantile de ag pour k =1,..., Kg.

Kg+2

P
1Un spline d’ordre p s’écrit 85 + 5 aipn + ... + Bgafyh + Zf:sl uy ((aiﬁ - 557k)+) .
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Cette regle empirique semble bien fonctionner en pratique et assure en particulier la
présence d’un nombre suffissamment grand de points entre chaque noeud. Elle n’est cependant
pas justifiée par des considérations théoriques. Il existe de nombreux algorithmes permettant
de définir de maniére optimale le nombre de noeuds et leurs valeurs. Citons par exemple le
"myopic algorithm" (Ruppert & Carroll, 2000) et le "full search algorithm" (Ruppert, 2002)
utilisant essentiellement des techniques de validation croisée généralisée. Ces méthodes n’ont,
dans notre cas, pas conduit & une sélection raisonnable du nombre de noeuds.

Pour introduire une forme de pénalisation et lisser la fonction fg définie en (5.1), les uy
sont supposés aléatoires et indépendants de loi

uy o~ N(0,0’is) )
11 s’agit de la représentation spline par un modeéle mixte proposée par Speed (1991) et Verbyla
(1999) pour le lissage de fonction et discutée dans Brumback et al. (1999) pour les splines
pénalisés.

L’exposition de chaque individu s’écrit sous forme vectorielle

Yih = Tipf + Zipt + € p, (5.2)

ol z; p, est un vecteur ligne défini par

Tip = ( Leomny ainlyo ary g om ainlyg, _py )

z; p, est un vecteur ligne (Kj; + Kp colonnes) dont les K, premiéres colonnes sont

{(ai,h - Rka)-F H{Si,th} }k—l K
et les Kr derniéres sont
{(ai,h — Rsk) ]I{Si,h:F} }k—l Kr'

8= (Bg/‘f , [3{” , ,BOF , Bf )/ est un vecteur colonne de parameétres & estimer et

/ . 2 3
U= (u{”, ey u%M, ul’ ..., uf(F) est un vecteur colonne de taille K, + K d’effets aléatoires

de loi N(0,G), out G est une matrice diagonale dont les K, premiers éléments sont o et
les K derniers sont o2 .
F
Par sommation sur I’ensemble des n; individus d’'un ménage, ces quantités deviennent

np

np
Yn = Zyi,h = Z (TinB + zipu +e€in) (5.3)
i=1

i=1

ou ¥y, est I'exposition totale du ménage h et n; désigne sa taille.
Plus précisément, en notant

ng np
rp = E Tin et zp = E Zi by
i=1 =1
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on peut réécrire le modele (5.3) sous la forme vectorielle
Yn = T + zpu + Ep,

U gy =D Ein

En sommant les erreurs individuelles, on introduit de I’hétéroscédasticité puisque V (g5,) =
npo?. Pour corriger cette hétéroscédasticité, nous divisons 1’ensemble des vecteurs par NS
et redéfinissons Yy, = yn/\/1n, Xn = n/\/Mh, Zn = 2n/\/Ton €t €, = €p/y/np. On a alors un
modeéle mixte usuel,

Yh :Xhﬁ—l—Zhu—i—sh, (54)

ou (ep), ~ N(0,021y), Iy désignant la matrice identité de taille H.

Le modele (5.4) ainsi défini est un modeéle mixte (McCulloch & Searle, 2001; Ruppert
et al., 2003, pour une présentation générale de ce type de modele). La technique d’estimation
usuelle de ce modéle, le maximum de vraisemblance restreint (REML pour REstricted Maxi-
mum Likelihood), est due a Patterson & Thompson (1971) et est présentée en annexe 5.B.
Elle permet d’obtenir des estimateurs de la structure de variance-covariance moins biaisés
que ceux obAtenus par maximum de vraisemblance.

Notons [ 'estimateur de S dans le modeéle (5.4) et u la meilleure prévision de u dans
ce modele. Nous obtenons dans le modéle (5.2) une estimation de 'exposition individuelle,
donnée par R

Uih = Tipnl + 2 pu.
Rappelons ici que les quantités z;, et z;, définies plus haut sont des quantités individuelles
et qu’elles ne sont pas divisées par |/n;, contrairement aux quantités ménage X, et Zj,.

Connaissant les estimateurs des variances de et u, on peut facilement montrer que

(@)izl,...,nh,hzl,...n}[ ~ N(Yin, ), (5.5)

ol X est la matrice de variance-covariance des expositions individuelles.
Cette matrice de variance-covariance dépend de la matrice de variance-covariance du vec-

teur (B, ﬂ) Afin de ne pas alourdir la présentation, le calcul de X et de son estimateur, sous

des conditions plus générales sur la forme de la variance des erreurs et des effets aléatoires,
est reporté en annexe 5.C.

Quelques tests mis en oeuvre sur ce modéle

Plusieurs tests peuvent d’ores et déja étre mis en oeuvre sur ce modele de base : les
effets aléatoires different-ils réellement selon le sexe des individus 7 En d’autres termes, a-
t-on 0 = 0. = 02?7 On peut aussi se demander si I'une ou Pautre de ces variances est
nulle? A-t-on 02 = 0 (resp. 05 = 0 ou 0. = 0)? On peut également s’interroger plus
globalement sur la nécessité d’introduire une fonction différente pour chaque sexe? Est-ce
que fu = fs?

Détaillons briévement la mise en oeuvre de chacun de ces tests.

L2 2 . 42 2
Test 1 Hy : 0y, = o, contre H, : 0 # 05
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Test 2

Test 3

CHAPITRE 5. INDIVIDUALISATION ET RISQUE DE LONG TERME

Soit (02* [ 02*) lestimateur REML de (62 02 ) dans le modele (5.4) et soit o2

Upr? U Uy’ T UpR
I’estimateur du maximum de vraisemblance dans le modeéle contraint, i.e. celui pour
lequel u = (u{w, ey u%M, ul’ ... ,uf(F) est un vecteur de taille K; + K d’effets aléa-

toires de loi N'(0,0%1k,, k). Alors, on a, par des arguments standards de statistique
asymptotique

T =—2[InLgo (Ya, Xn, Zn; B,02°) —In Ly, (Ya, Xn, Zn; B 00,0t )] P X%l);
ou Lgo (Y, Xn, Zn; B*,0%) est la valeur du maximum de vraisemblance sous Hy et

Ly, (Yn, Xn, Zp; 8%, 02,02 ), celle du maximum de vraisemblance sous H,.

Hy:02 =0 contre H, : 02 >0

Le modeéle sous Hj s’écrit comme un modeéle sans effet aléatoire, i.e. de la forme
Y, = X0+ ep.

On calcule comme précédemment la valeur de la statistique de test

T=-2 |:1n LHO (YhaX/’wﬁ*) —In LHa (Yh7Xh7 Zha 5*7 0-12;)} .

Le test concerne la frontiére des valeurs possibles pour o2 € [0, +00], la loi de T sous
Hy est dans ce cas non-standard, égale 4 un mélange de lois du x? (Self & Liang, 1987;
Crainiceanu et al., 2003). Dans ce cas précis (02 = 0), c’est un mélange en proportions
(1/2,1/2) entre un x?(0) (masse en zéro) et un x?(1).

Hy: far = fs contre H, : far # fs

Le test fy = fs consiste a tester le modele (5.4) contre le modele plus simple défini
par -
Y, =X,8+ Zyu+ ey (56)

ot (g), ~ N(0,021x), X} est un vecteur ligne a 2 colonnes défini par

X, = ( NG Z?Lai,h/\/n_h )’

Z, est un vecteur ligne & K colonnes, avec K = min { ‘ %‘ ,35} , a étant la liste des ages

distincts quel que soit le sexe, dont les K colonnes sont (Z?:hl (a;p — ki) +) 1 e lik

étant le (%)éme quantile de a ; B = (B,, ;) est le vecteur colonne de paramétres &
estimer et U = (uq,...,ux) est un vecteur colonne de taille K d’effets aléatoires de loi

N(O, U?L.IK).

Comme (5.6) est un sous modele de (5.4), nous pouvons de nouveau procéder a un test
de rapport de vraisemblance (cf. test 1).
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5.1.2 Dépendance au sein du ménage

Reprenons le modele (5.2) en supposant cette fois que les erreurs sont corrélées pour les
individus d’'un méme ménage. On a

V(&‘z”h) = 0'2

g
cov(€in, Ejn)

po?, i # .

On conserve par contre I'hypothése d’indépendance des ménages qui se traduit par cov(e; p, ;) =
0 pour Vi, j et Vh # 1.

On a alors
np
V(gh) =V (Z 5i,h> = nhO'E + np (nh — 1) pO'g,
i=1
d’ou
V(en) =V En/vnn) = nppo? + o2(1 — p). (5.7)

Le modele (5.4) n’est donc modifié que dans la structure de variance-covariance : (g5), ~
N(0,R) ou R est une matrice diagonale de taille H x H et de terme diagonal général
nppo? +a%(1 — p), i.e. une fonction affine de la taille du ménage n;. Cette nouvelle structure
de variance-covariance modifie 'écriture de la vraisemblance (annexe 5.B). Ceci pose en pra-
tique quelques difficultés d’optimisation. Une solution est d’estimer une variance résiduelle
différente pour chaque taille de ménage n; : on estime donc N = maxy n; variances notées
(ai)nzlw - Ainsi, les moindres carrés asymptotiques (Gouriéroux et al., 1985) permettent
d’obtenir des estimateurs convergents de p et o2 par régression linéaire simple des variances
des ménages o2 sur les tailles des ménages n. Pour assurer la convergence de nos estima-
teurs, il faut toutefois vérifier que le nombre de ménages de chaque taille est suffisamment
important. En particulier, comme il y a en général peu de ménages de grande taille, il est
judicieux de les regrouper et donc de limiter le nombre de variances résiduelles estimées en
considérant une seule variance pour les ménages de taille supérieures ou égale & N. On peut
déterminer le niveau optimal pour N par des tests de rapport de vraisemblance.

Un test supplémentaire est celui de l'indépendance des individus que 'on peut noter
p=0ouoci=...=0%. Ce test est tout a fait équivalent au test 1 de la section précédente
et pourra également étre mis en oeuvre par rapport de vraisemblance.

5.2 Validation empirique sur les données INCA

Nous proposons dans cette section une validation empirique de la méthode de décompo-
sition de données ménage en données individuelles en 'appliquant aux données de consom-
mation INCA. Ces données, recueillies au niveau individuel sur une semaine, permettent le
calcul direct de ’exposition individuelle de chaque individu a partir des consommations de
"Poissons" d’une part, et de "Crustacés et Mollusques" d’autre part, pondérées par les conta-
minations moyennes en méthylmercure (0.147 mg/kg pour les "Poissons" et 0.014 mg/kg
pour les "Crustacés et Mollusques" aprés conversion du mercure en méthylmercure ; voir
sections 1.3.1 et 2.5.2).
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L’échantillonnage de cette enquéte (décrit dans 'annexe 2.A.1) fait apparaitre deux types
d’individus, ceux appartenant & un ménage dont les individus ont tous été interrogés et ceux
ayant été choisis de maniére aléatoire au sein de leur ménage. Nous ne retenons que les
premiers afin de calculer I'exposition totale du ménage comme 'agrégation des expositions
individuelles : nous disposons au total de H = 697 ménages, soit ), n, = 1613 individus.
Nous appliquons alors notre modeéle en supposant :

— la dépendance des individus au sein du ménage,
— deux fonctions différentes selon le sexe de I'individu,
— des effets aléatoires identiques selon le sexe de I'individu.

La dépendance des individus au sein du ménage implique I'estimation d’une variance
résiduelle fonction de la taille du ménage, au plus N = 8 dans cet échantillon. Cependant,
étant donné le faible nombre de ménage de taille importante, nous n’estimons que N = 6
variances résiduelles, la sixiéme correspondant au ménage de taille 6 et plus.

La figure 5.1 donne les expositions individuelles moyennes observées et estimées selon
'age et le sexe des individus. Les expositions individuelles moyennes observées (les "vraies")
sont extrémement variables en fonction de I’age et sont lissées (par spline) sur le graphique
présenté. Les résultats obtenus sont cohérents bien que ’erreur d’estimation sur la moyenne
par age et sexe apparaisse graphiquement comme importante, en particulier pour les plus
jeunes. En comparant directement les estimateurs obtenus pour chaque exposition indivi-
duelle (noté précédemment 7, 5,) aux valeurs observées d’exposition individuelle, on obtient
une erreur absolue moyenne de 20.6 et une erreur quadratique moyenne de 791.4. La non
détection des expositions nulles explique une grande partie de ces erreurs.

Le calcul des intervalles de confiance et de prédiction, comme proposé en annexe 5.C, a
été mené pour ce modéle. On obtient :

— des intervalles de confiance de longueur moyenne 20.6 (pour une exposition estimée
moyenne de 26.8) et pour lesquels 32.3% des vraies expositions sont bien dans I'inter-
valle de confiance

— et des intervalles de prédiction extrémement larges de longueur moyenne 137.4 et pour
lesquels 97.6% des vraies expositions sont bien dans l'intervalle de prédiction.

A titre comparatif, nous avons également appliqué la version la plus simple de la méthode
de Chesher (1997) décrite dans I’annexe 5.A. Le faible nombre d’individus agés conduit a
regrouper les plus de 78 ans. La figure 5.2 donne les expositions individuelles moyennes
observées et estimées selon ’dge et le sexe des individus. Les résultats obtenus sont moins
satisfaisants. Les erreurs moyennes absolue et quadratique sont respectivement 21.6 et 818.4
et c’est de nouveau la non détection des expositions nulles qui contribue le plus & ces erreurs.
Nous discuterons ce point dans les sections 5.5 et 5.6.1.
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Fic. 5.1 — Validation de la méthode de décomposition sur les données INCA (en noir, les
hommes, en gris, les femmes ; — exposition observée, - - - exposition estimée).

5.3 Extensions du modéle : variables socio-démographiqu
dimension temporelle et quantités multidimension-
nelles

Le modéele de la section précédente peut étre étendu pour prendre en compte certaines
caractéristiques socio-démographiques des ménages ou bien pour décomposer des données
de plus grande dimension. On peut en effet considérer les expositions d’'un méme ménage a
plusieurs dates ou périodes différentes ou bien les consommations de plusieurs produits.

5.3.1 Introduction de caractéristiques socio-démographiques

Une maniere simple d’introduire certaines caractéristiques socio-démographiques des mé-
nages est de supposer qu’elles interviennent de maniére linéaire dans le modeéle individuel
(5.2) . Les variables disponibles étant pour la plupart qualitatives, nous les introduisons sous
forme d’indicatrices des différentes modalités possibles sauf une (la modalité de référence).

Supposons que S variables qualitatives (W7,...,Ws) ayant respectivement mg modalités
(s =1,...,S5) soient introduites dans le modele, alors le modele (5.2) s’écrit
S ms—1
Yin = Tinb + Z Z VsmLwo=my + 2Zipt + €in, (5.8)
s=1 m=1

autrement dit,
Yih = Tip + Wi ny + Zip + €ip,
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F1G. 5.2 — Estimation de I’exposition individuelle moyenne par 4ge et sexe par la méthode de
Chesher (en noir, les hommes, en gris, les femmes ; — exposition observée, - - - exposition
estimée).

N . S . .
ol w;p, est un vecteur ligne (M = > 7_; (ms — 1) colonnes) dont chaque colonne est I'indi-
catrice d'une des modalités, références exclues.

Le modéle agrégé au niveau des ménages s’écrit alors

Y. :Xhﬁ—i—thy—i—Zhu—i—gh, (59)

ou W, est un vecteur ligne (M colonnes) dont les colonnes valent 'indicatrice d’une des
modalités multipliée par ,/n;, références exclues.

La structure de variance-covariance reste inchangée, avec une variance unique pour les
effets aléatoires (ou bien une pour chaque sexe) et que 1’on soit dans le cadre d’individus
indépendants ou non au sein du ménage. Les W), ne constituant que des effets fixes supplé-
mentaires, la forme générale de la log vraisemblance restreinte est inchangée. Les tests de
significativité des différentes modalités seront de nouveau des tests de rapport de vraisem-
blance.

5.3.2 Introduction d’une dimension temporelle

Afin de mieux évaluer le risque chronique (de long terme), il est intéressant de décom-
poser l’exposition a un contaminant de plusieurs périodes consécutives. Il s’agira ensuite
d’expositions hebdomadaires.

Soit y;,» 'exposition pour la semaine ¢ de l'individu ¢ du ménage h, t = 1,...,T, ¢ =
1,...,nn, h = 1,...,, H. Nous proposons d’introduire cet effet temporel a la fois comme
effet fixe dans le modéle individuel et de modéliser la dépendance ainsi introduite entre les T’
expositions d’'un méme ménage par une modification de la structure de variance-covariance.
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Le modele (5.2) prend donc la forme

T
Ytih = Teih + WeinY + 25t + E arl—p + i,

=1
T#TR
ou les matrices x,w et z sont les mémes que précédemment, les différents vecteurs étant
empilés selon I'ordre des indices et T est la semaine de référence.
Le modele agrégé (et renormalisé par /my,) s’écrit alors

Yin = XenB + Weny + Zipt + 0ppx + €4 p,s (5.10)

ot a=(a1,...,0p 1,0 p41,---,07) €t 6z p, est le vecteur ligne de taille T — 1 prenant pour
valeur |/n; dans la colonne correspondant a la semaine d’exposition.

En supposant une forme autorégressive d’ordre 1 pour les erreurs individuelles €;;, ou
le paramétre 0 vérifie |0] < 1, on a

Etih = 08t 100+ Nyins
< 2
ou nt,i,h ifivd N (0, O'n).

. . — o2
La structure de variance-covariance de €, est alors telle que cov(eyp, epp) = gt ‘W

dans le cas simple ou les individus du ménage sont considérés indépendants. On a alors
V(Et,h) = 0'%/ (1 — (92) .

Dans le cas d'une dépendance au sein du ménage, la structure de variance-covariance des
erreurs sur le modele ménage dépend de nouveau de la taille du ménage, on a

o
cov(epm cvp) = O (14 (ny —1)p),

V(en) = L)(l + (nn — 1)p).

19 0
2
Onzm 00 0 1 6 &
R: O Un—ng O ® 9
N ¢ 9 .0
> 6 1

ol ® est le produit de Kronecker.

5.3.3 Décomposition de quantités multidimensionnelles

Une autre extension du modeéle proposé est I'individualisation de quantités multidimen-
sionnelles, typiquement les consommations de plusieurs produits, disons p = 1,..., P. La
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forte dépendance entre les produits consommés rend impossible le traitement indépendant
de la consommation de chacun des produits. Le modéle comporte alors un nombre de pa-
ramétres trop important : le nombre d’effets fixes et aléatoires est multiplié par P et la
matrice de variance-covariance résiduelle comprend P termes de variance résiduelle de la
consommation de chaque produit et P(P — 1)/2 termes de covariance entre les consomma-
tions de produits pris deux a deux, et éventuellement, le paramétre p de corrélation entre les
individus et le parameétre § modélisant une dépendance temporelle de type AR(1) proposée
précédemment. Le modeéle peut étre estimé en théorie par REML mais 'optimisation s’avere
en pratique tres difficile. Ce probléme constitue un défi important puisque la décomposition
des consommations de plusieurs aliments pourrait permettre d’estimer la distribution de ’ex-
position individuelle de maniére non paramétrique a partir des consommations individuelles
estimées et des distributions empiriques de contamination des aliments (cf. section 1.3.1) et
prendre ainsi en compte, a la fois, la variabilité des comportements alimentaires et celle de
la contamination des aliments.

5.4 Quantification du risque de long terme

Le modeéle de la section 5.3.2 permet de prédire les expositions individuelles hebdoma-
daires y; ;5. Afin d’évaluer la probabilité de dépassement de la dose hebdomadaire tolérable
associée, d, ces expositions doivent étre exprimées en fonction du poids corporel des indivi-
dus. Celui-ci n’est pas disponible en pratique et nous ’estimerons de maniére pragmatique
a partir de données annexes (cf. section 5.5.3).

Notons w; j, le poids corporel de I'individu ¢ du ménage h. Nous supposons que le poids
corporel est indépendant de l'exposition et qu’il est stable en fonction du temps. Cette
hypotheése n’est pas totalement satisfaisante et pourra éventuellement étre levée par la suite.
En effet, la corrélation entre le poids corporel et les quantités consommeées est certainement
non nulle et se répercute immanquablement sur la corrélation entre exposition et poids
corporel.

Pour chaque semaine ¢ et chaque individu 7 d’'un ménage h, on considere l'indicatrice
d’appartenance a la zone a risque, définie par

Ri7h(t) =1 (Dt,i,h > d) ,

ot Dy ;p = Urin/wip est Pexposition estimée de l'individu ¢ du ménage h pour la semaine ¢
exprimée relativement a son poids corporel.
On définit alors les risques moyens suivants :

— le risque global de la population, fonction du temps, donné par

R = -3 Rulh), (5.11)

h=1 i=1
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— le risque individuel moyen sur la période (7" semaines), donné par

T
1
Rin= ; Ry (1), (5.12)

— et le risque moyen de la population sur la période, donné par

T H np

R= % > ) Rialt), (5.13)

t=1 h=1 i=1

oun =)y, ny, est le nombre total d’individus et T" est le nombre total de semaines.

L’analyse de ces différents risques moyens permet d’étudier ’évolution temporelle du
risque et de détecter éventuellement une saisonnalité. Elle permet également de caractériser
les individus les plus a risque en croisant la variable R;; avec différentes variables socio-
démographiques. Toutefois, le caractére accumulatif de 'exposition n’est pas pris en compte
par ce type d’estimateurs.

Nous proposons par conséquent de déterminer, & partir des expositions individuelles
hebdomadaires estimées, I’exposition cumulée & un contaminant. D’autres propriétés des
contaminants chimiques sont alors a prendre en compte dans ce cadre dynamique : chaque
contaminant est éliminé naturellement du corps humain dans des proportions spécifiques.
Par exemple, les toxicologues montrent que, sans nouvel apport en méthylmercure, il faut
six semaines pour réduire de moitié la quantité de méthylmercure initialement présente dans
I’organisme d’un individu et que cette élimination progressive de la quantité de mercure est
exponentielle (Smith & Farris, 1996). Cette durée de 6 semaines dans le cas du méthylmer-
cure, que nous noterons plus généralement [;/, dans la suite, est appelée la demie-vie du
contaminant.

Nous définissons une nouvelle quantité que nous appelons "exposition cumulée jusqu’a
la semaine t" a un contaminant, notée S; 5 (). Il s’agit de la somme des apports hebdoma-
daires (D&i,h)s:L“.,t en contaminant, convenablement pondérés pour prendre en compte la
dégradation. Si 0 désigne le facteur d’élimination ou dégradation, alors on peut exprimer
I’exposition cumulée jusqu’a la semaine ¢ > 0 par

t
Si,h(t> = Z Ds,i,h exp(_a(t - S))’
s=0

avec 0 = In(2)/l; 2, soit encore
S@h (t) = exp(—5) : Si,h (t - 1) + Dtﬂ-ﬁ.

Ainsi a une date ¢ fixée, le poids des apports courants D, est de 1 et ceux des apports
antérieurs (Ds;p, s < t) sont inférieurs & 1 et de plus en plus faibles quand ¢ — s augmente.
Cette actualisation courante dans les domaines de la finance et des assurances n’est pas du
tout utilisée en toxicologie.

Cette quantité peut alors étre comparée a ’exposition de long terme de référence obtenue
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en cumulant des apports constamment égaux & la dose hebdomadaire tolérable d convena-
blement pondérés. Un individu est alors considéré comme a risque si son exposition de long
terme dépasse la référence. L’exposition de référence cumulée jusqu’a la semaine t est

exp(—d(t+1))—1
exp(—0) — 1

Sues(t) = 3 dexp(~5(t — 5)) = d

Une difficulté réside dans le fait qu’a la premiére semaine d’observation, l'individu a
subi des expositions antérieures qui ne sont ni observées ni "estimables" par la méthode
proposée dans la section précédente, faute de données de consommation sur la période. Le
choix de la valeur initiale pour S;,(0) = Dy, est donc effectué de maniére arbitraire.
Par convention, nous retenons la moyenne des apports (D ;) b1, T soit la dose tolérable
d dans le cas de lexposition cumulée de référence. Ce terme initial S;,(0) ne contribue
cependant pas a l'exposition pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, qui sont celles
d’intérét lorsqu’on s’intéresse au risque de long terme. Nous ne comparerons les expositions
cumulées des individus a celle de référence que pour de telles valeurs de t.

Les toxicologues, lorsqu’ils étudient les taux sanguins d’un contaminant, le méthylmer-
cure en particulier, attestent qu’aprés 5 ou 6 demies-vies du contaminant 1’état stationnaire
est atteint, soit environ 30 semaines pour le méthylmercure (communications personnelles,
A. Renwick, J. Schlaffer). Cette durée dépend certainement du contaminant et de ses pro-
priétés pharmacocinétiques. L’extension de la définition du risque de long terme a d’autres
contaminants est conditionnelle a la connaissance de telles propriétés.

5.5 Application : méthylmercure dans les produits de
la mer

Nous utilisons dans cette section les données du panel SECODIP de I'année 2001 décrites
dans 'annexe 2.A.2.

Dans un premier temps (sections 5.5.1 et 5.5.2), nous considérons les achats totaux de
produits de la mer sur 'année 2001 des H = 3214 ménages a la fois actifs dans le panel
général et dans le sous-panel Viande-Poisson-Vin. Dans un second temps (section 5.5.3),
nous utilisons les achats hebdomadaires de ces mémes ménages.

Les repas pris a l'extérieur ne sont pas comptabilisés comme consommation puisqu’ils
n’entrent pas dans les achats alimentaires enregistrés alors que les consommations effectuées
par des invités au domicile du ménage viennent augmenter les achats alimentaires. Nous
n’avons pas utilisé de corrections qui demanderaient des données supplémentaires sur la res-
tauration hors domicile et la propension a inviter ou étre invités des ménages, comportements
dépendant probablement de multiples caractéristiques socio-démographiques (4ge, sexe, mi-
lieu social, région de résidence, ...). De telles corrections sont proposées sur données anglaises
par Chesher (1997). Nous nous en tiendrons ici a I'utilisation des achats alimentaires en tant
qu’approximation de la consommation.

L’exposition des ménages, exprimée en ug/ménage par an ou par semaine, est calculée
comme la somme des achats (en grammes par an ou par semaine) de "Poissons" d’une part,
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et de "Crustacés et Mollusques" d’autre part, pondérés par des contaminations moyennes en
méthylmercure obtenues & partir des données de contamination francaises décrites dans la
section 2.5.2 (0.147 mg/kg pour les "Poissons" et 0.014 mg/kg pour les "Crustacés et Mol-
lusques" apres conversion du mercure en méthylmercure). Nous obtenons alors les expositions
individuelles estimées de ), nj, = 9261 individus exprimées en pg/an ou pg/semaine.

5.5.1 Choix du modéle de base pour une quantité unidimension-
nelle

Rappelons que nous cherchons a décomposer les expositions totales des ménages SECO-
DIP de 'année 2001.

Le tableau 5.1 donne les estimateurs des effets fixes et des variances résiduelles et des

effets aléatoires pour le modeéle 5.4 sous différentes hypotheses :

— Modele TI-2AS : on suppose I'indépendance des individus au sein du ménage et des
effets aléatoires différents selon le sexe de I'individu,

— Modeéle II-1AS : on suppose l'indépendance des individus au sein du ménage et des
effets aléatoires identiques selon le sexe de I'individu,

— Modéle ID6-1AS : on suppose la dépendance des individus au sein du ménage et des
effets aléatoires identiques selon le sexe de I'individu ; la dépendance est prise en compte
en considérant N = 6 variances résiduelles (valeur de N retenue suite & plusieurs tests
de rapport de vraisemblance).

TAB. 5.1 — Estimation des parameétres du modele 5.4 selon différentes hypotheses

Modéle TI-2AS Modele TI-1AS Modeéle TD6-1AS
’ Parametre | Estimation ‘ Ecart-type | Estimation ‘ Ecart-type | Estimation ‘ Ecart-type
65 319.75 149.16 318.14 148.45 400.95 118.77
b’f -6.74 21.72 -6.51 21.40 -10.55 19.62
ﬁéw 322.68 143.87 324.33 144.63 383.64 115.23
5]1\4 -0.81 20.77 -0.81 21.12 1.05 19.39
o2 | 1409977 35251 1409974 35251 2018701 270230
p 0 0 -0.14967 0.02989
JiF 218.48 180.42 209.60 124.74 211.66 116.83
o | 19984 170.05 id id id id
—2InL | 546192 54619.2 54248.1

Les trois modéles donnent des résultats sensiblement identiques en ce qui concerne les
effets fixes. Les comparaisons rapides des log vraisemblances renormalisées, —2 In L, laissent
penser que le dernier modeéle est le meilleur. Ceci est confirmé par les tests.

Le test 02 = o2 a pour Py, 94.4%, ce qui conduit & préférer le modele a un seul
effet aléatoire pour les deux sexes.

De plus, 'hypothese nulle 02 = 0 est rejetée (Pyaue =~ 1079).
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F1G. 5.3 — Estimation de ’exposition individuelle moyenne selon ’Age et le sexe en supposant
la dépendance des individus au sein du ménage (en noir, les hommes; en gris, femmes)

Par ailleurs, le test fi; = fs conduit & considérer comme différentes les deux fonctions
(Poatue =~ 1.3%), ce qui est confirmé graphiquement. La Figure 5.3 a été obtenue en lissant
les valeurs estimées de l’exposition y; 5, de chaque individu selon 'age et pour chaque sexe.
On observe que les femmes adultes sont plus exposées du fait qu’elles consomment plus de
produits de la mer. Pour les enfants, la différence entre les deux sexes est inversée et moins
marquée.

Enfin, 'indépendance des individus au sein des ménages est rejetée avec une P, nulle,
ce qui est de nouveau confirmé graphiquement (Figures 5.5 et 5.4). On observe en particulier
que la prise en compte de la dépendance au sein des ménages conduit & des expositions
individuelles plus élevées pour les enfants et plus faibles pour les plus agés.

5.5.2 Influence de certaines caractéristiques socio-démographiques

Quatre variables ont été choisies pour illustrer notre propos :

— La région de résidence, spécialement créée a partir des départements INSEE pour
refléter 'importance des zones cotiéres dans ces phénomeénes de fortes expositions au
méthylmercure ; ses modalités sont :

Départements cotiers du Nord,
Départements cotiers de Bretagne et Vendée,
Départements cotiers du Sud-Ouest,
Départements cotiers de Méditerranée,

Paris et région parisienne,

SEEENAN Sl

Départements non cotiers (référence).
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Fic. 5.4 — Estimation de I'exposition individuelle moyenne des hommes selon 1’age (- - -
indépendance des individus ; — dépendance des individus au sein du ménage)

— La classe sociale, variable du panel SECODIP a 4 modalités construite a partir du
revenu par unité de consommation ; ses modalités sont :

1

2
3
4

Aisée,

Moyenne Supérieure,

Moyenne Inférieure (référence),
Modeste.

— Le dipléme du chef de famille ; ses modalités sont :

— Et la catégorie socioprofessionnelle (CSP) du chef de famille; ses modalités sont :

S A

A S i

Encore en cours d’études ou non déclaré,
Bac+2 et Supérieur a Bac + 2 (référence),
Bac, brevet de technicien, brevet de maitrise,
CAP BEP,

BEPC Certificat d’études,

Aucun Diplome.

Agriculteurs exploitants, artisans, commercants, chefs d’entreprises,
Cadres et professions intellectuelles supérieures,

Professions intermédiaires, employés ou ouvriers (référence),
Retraités,

Autres personnes sans activité professionnelle ou non déclaré.



146 CHAPITRE 5. INDIVIDUALISATION ET RISQUE DE LONG TERME

1800

1600

1400

[
1)
=3
3

1000

@
Q
]

=3
Q
]

Exposition individuelle moyenne au Me

400

200

Age

Fic. 5.5 — Estimation de l'exposition individuelle moyenne des femmes selon I'age (- - -
indépendance des individus ; — dépendance des individus au sein du ménage)

Nous avons dans un premier temps testé la significativité globale de chacune de ces
variables qualitatives : le dipléme et la CSP du chef de famille ne permettent pas d’expliquer
I’exposition individuelle dans le modele ot les autres variables, région de résidence et classe
sociale, sont introduites. Lors d’une premiére analyse, nous avons regroupé les modalités
1, 5 et 6 de la variable région de résidence. En effet, ces différentes régions n’étaient pas
significativement différentes et seront référencées par "Non cotiers", modalité 1 et référence
pour la nouvelle variable région.

Nous présentons donc les expositions individuelles moyennes des femmes selon les quatre
modalités de revenu, d’une part (Figure 5.6) et selon les quatre modalités de région, d’autre
part (Figure 5.7). Nous observons que les classes sociales les plus aisées et les ménages
résidant dans les régions cotiéres, et en particulier le sud-ouest, sont les plus exposés. Les
résultats sont similaires pour les hommes.

5.5.3 Quantification du risque de long terme
Individualisation de I’exposition hebdomadaire au méthylmercure

Nous avons de nouveau utilisé les données du panel SECODIP de 'année 2001 en désagré-
geant cette fois les achats de ’année en achats hebdomadaires de "Poissons", d’une part et de
"Crustacés et Mollusques", d’autre part. Nous obtenons en pondérant ces achats par la conta-
mination moyenne de ces groupes d’aliments une approximation de ’exposition des ménages
en ug/sem, notée Y; 5, pour chaque semaine de I'année 2001 (¢t =1,...,53). Ces expositions
présentent évidemment de nombreuses valeurs nulles puisque les ménages n’achétent pas des
produits de la mer chaque semaine, nous les excluons de ’analyse car il est clair que les
expositions individuelles en découlant sont également nulles.
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F1G. 5.6 — Exposition individuelle moyenne des femmes selon ’age et la classe sociale (en
noir, Aisée en - - -, moyenne supérieure en —, en gris, moyenne inférieure en —, modeste
en - - -)

Nous utilisons de nouveau les variables région de résidence (4 modalités) et classe sociale
(4 modalités), supposons de nouveau la dépendance entre les individus du ménage, I’existence
de deux fonctions différentes selon le sexe des individus. Nous n’avons pas réussi en pratique
a estimer le modele avec a la fois une dépendance entre les individus d’un méme ménage et
une dépendance de type AR(1) entre les différentes semaines. Avec la seule dépendance dans
le ménage (modele D1), la corrélation entre les individus vaut p = —16.5% et la variance
résiduelle est 02 = 7,281. Inversement, avec la seule dépendance temporelle (modele D2), le
paramétre 6 vaut 22.9% et la variance résiduelle est 02 = 4, 558. Nous retenons le modele D1
par comparaison des critéres d’Akaike (AIC, Akaike, 1973) : on a en effet AICp; = 844,292
et AICpy = 850, 645.

Analyse des risques moyens

Pour exprimer les expositions individuelles hebdomadaires estimées dans la section pré-
cédente dans la méme unité que la dose hebdomadaire tolérable (1.6 pg/sem/kg pc pour le
MeHg), nous estimons le poids corporel moyen de la maniére suivante.

Pour les adultes de plus de 20 ans, le poids corporel moyen par age et sexe est estimé a
partir de 'enquéte INCA. Pour les moins de 20 ans, nous utilisons les estimations proposées
par 'US National Health and Nutrition Examination Survey (CDC, 2000). Ces derniéres
sont trés proches des courbes de Sempé et al. (1979) que 'on trouve dans les carnets de
santé en France.

Les risques moyens estimés ici sont définis en (5.11), (5.12) et (5.13).

La figure 5.8 représente le risque moyen en fonction du temps, R(t) : on observe que le
risque moyen est relativement stable au cours du temps avec toutefois une petite augmenta-
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(en noir, Bretagne-Vendée en - - -, Sud-Ouest en —, en gris, Non cotiers, Nord et Paris en
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tion au printemps (semaines 12 & 24).

Le calcul des risques moyens individuels (R;;) permet par ailleurs de déterminer les
individus les plus a risque : ce sont les jeunes enfants qui présentent les risques les plus élevés.
Une meilleure approximation des poids corporels par age, en particulier en considérant 1’age
en mois pour les plus jeunes, pourrait toutefois réduire ce phénomeéne chez les moins de 1
an.

Le risque moyen vaut R = 0.62%, ce qui reste largement inférieur & ce que nous trouvions
en utilisant les données INCA. En effet, pour une estimation équivalente de 1’exposition, la
proportion de dépassement de la dose tolérable était de 22% (cf. tableau 2.4 de la section
2.5.2). D’autre part, en utilisant une décomposition uniforme des expositions des ménages
(division par la taille du ménage) et des poids corporels estimés selon I’dge et le sexe des
individus, nous obtenons un risque moyen encore inférieur (0.36%). La seule consommation
hors domicile ne peut expliquer cette différence : en regardant sur une longue période, le
risque se trouve lissé et ce niveau de risque est certainement plus conforme & la réalité que
celui trouvé précédemment en utilisant une unique semaine de consommations.

Exposition et risque de long terme

La figure 5.9 présente les expositions cumulées au cours de 'année de certains individus
du panel SECODIP. Ces individus ont été choisis selon leur exposition moyenne au cours
de I’année 2001. La courbe "Pmin" correspond & l'individu qui a la plus petite exposition
moyenne (strictement positive) ; la courbe "P50" correspond a 'individu dont I’exposition
moyenne est proche de la médiane des expositions moyennes strictement positives, etc. La
courbe "réf" correspond a celle d'un individu de référence qui a un apport égal & la DHT
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F1G. 5.8 — Risque moyen de dépassement de la DHT (MeHg) au cours du temps pour année
2001.

chaque semaine (1.6 pug/sem/kg pc pour le MeHg). Comme expliqué dans la section 5.4, il
convient de comparer les expositions cumulées & la référence pour un nombre de semaines
suffisant pour atteindre 1’état stationnaire, soit 30 semaines pour le méthylmercure. Nous
observons qu’aprés une trentaine de semaines, la plupart des courbes se stabilisent (la crois-
sance initiale n’étant qu’un artefact dit au choix de la valeur initiale) et que seules les courbes
"Pmax" et "P99.9" semblent durablement au dessus de la référence. Ceci ne concerne donc
qu'un nombre trés faible d’individus, environ 2.7 sur 1000. Ces personnes a risque sont toutes
des enfants 4gés de moins de 3 ans; soit 6% de la classe d’age des enfants de moins de 3 ans.

Nous observons en outre que les individus de classe de revenu modeste n’atteignent jamais
des niveaux d’exposition cumulée supérieurs a ceux de l'exposition cumulée de référence.
Enfin, 59% des enfants dont le niveau d’exposition est supérieur a celui de 'exposition
cumulée de référence sont des enfants vivant dans des départements non cétiers, du nord ou
en Ile de France.

Discussion

Cette définition du risque de long terme est trés inhabituelle pour les médecins et toxico-
logues, elle est actuellement en cours de validation aupres d’experts du domaine (A. Renwick,
J. Schlaffer et P. Verger). De plus, la définition de la DHT étant issue d’études expérimen-
tales sur ’animal auxquelles sont appliqués des facteurs de sécurité prenant en compte les
différences inter-espéces et intra-espéces, il est légitime de se demander si 'utilisation de
cette dose dans le calcul de I'exposition de long terme de référence a un sens. Par ailleurs,
nous nous intéressons principalement a la quantité de contaminant ingérée alors que, d'une
part, le facteur d’élimination est estimé & partir d’études analytiques ot les mesures sont
effectuées sur le cheveu, et d’autre part, ’état stationnaire auquel se référe habituellement
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les médecins concerne le taux de contaminant dans le sang. Le temps entre I'ingestion et le
passage dans le sang et le cheveu est court (30 heures entre 'ingestion et la présence dans le
cheveu) mais les quantités ingérées sont certainement dégradées.

En comparant les résultats obtenus par cette méthode (pourcentage d’individus a risque)
a ceux des méthodes statiques du chapitre 2, on s’apercoit que la dimension de long terme
réduit considérablement l’estimation du risque. On observe en effet que seuls 25 individus
sur les 9261 étudiés (0.27%) dépassent Pexposition de long terme de référence (¢t > 33) et
qu’il s’agit principalement de jeunes enfants. Dans le chapitre 2, nous estimions a partir des
données INCA sur une semaine une probabilité de dépassement de la DHT proche de 22%.
Le risque est donc trés largement réduit : est-ce un effet de l'individualisation des données
ménage ou bien une réelle correction d’une systématique surestimation des risques 7 Répondre
a cette question est primordial puisque les évaluations de risque sont ensuite utilisées pour
mettre en place des mesures de gestion du risque et communiquer sur ce risque. Ceci peut
avoir des conséquences économiques importantes pour les filieres concernées, renforcées par
I’application quasi systématique du principe de précaution.
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5.6 Perspectives

5.6.1 Une modélisation en deux étapes

Le défaut des modeles précédents est leur difficulté a détecter les consommations ou
expositions nulles d’'un individu au sein d’'un ménage. Un modele de type tobit généralisé
(Gouriéroux, 1989) permettrait d’intégrer dans un premier temps la décision d’achat ou de
consommation (et donc d’exposition) et dans un second temps le niveau de ces consom-
mations individuelles. Ce type de modéle, bien connu des économistes de la consommation
(voir par exemple Shonkwiler & Yen, 1999) permet d’estimer des décisions d’achat ou de
consommation en fonction des prix et des revenus des ménages. Transposé au cadre de I'in-
dividualisation de données ménage, nous espérons ainsi mieux prédire les consommations
nulles de certains individus.

L’écriture de la vraisemblance de ce modéle ne pose pas de difficulté majeure sous des
hypothéses de normalité usuelles. Cependant sa maximisation semble trés difficile, la dé-
cision de consommation et le niveau de consommation individuelle étant inobservés. Une
idée en cours d’étude est d’utiliser des algorithmes de type EM (Expectation Maximization,
Dempster et al., 1977). Ce modéle en deux étapes "inobservées" fait I'objet de recherches
actuelles.

5.6.2 Vers le modéle de ruine

Notre proposition pour caractériser le risque de long terme, présentée dans la section
5.4, est fortement inspirée des modeéles de ruine, de type Cramér-Lundberg, empruntés au
domaine de la finance et des assurances (Embrechts et al., 1999, pour quelques définitions
et applications en finance et assurance). Dans ce type de modele, le processus de risque est
défini comme la différence entre le capital disponible & une certaine date et la somme des
pertes réalisées jusqu’a cette date.

Par analogie, le processus de risque, est dans notre cadre défini comme la différence entre
la dose tolérable par 'organisme a une certaine date (I’exposition cumulée de référence) et la
somme des apports en contaminants jusqu’a cette date correctement pondérés pour prendre
en compte ’élimination du contaminant (I’exposition cumulée). Toutefois, le modeéle de ruine
sous-jacent & notre probléme prend une forme particuliére puisque les dates auxquelles in-
terviennent les pertes (apports en contaminant) ne sont pas indépendantes et que la prise en
compte de I’élimination du contaminant impose une modification du modeéle de ruine usuel.
L’introduction de la dépendance dans un modeéle de ruine nécessite des développements
théoriques importants. Ce théme fera ’objet de recherches futures.

5.6.3 Intégration des méthodes d’évaluation des risques sur le long
terme
Dans ce dernier chapitre, la contamination est supposée déterministe. La variabilité des

teneurs en contaminant peut étre prise en compte en individualisant directement des vecteurs
de consommation des ménages et en utilisant les techniques développées dans le chapitres 3 et
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4. La méthode proposée dans ce chapitre (section 5.3.3) ne donne pas de résultat satisfaisant
dans ce cadre, essentiellement, 14 encore, du fait de la non détection des consommations
nulles. Ce probléme dans un cas multidimensionnel nécessite de développer des modéles de
régime de consommation encore rares dans la littérature économétrique.

Dans la perspective de I’évaluation a terme d’un modele de ruine, les queues de dis-
tribution des expositions individuelles (elles-mémes inobservées mais pouvant étre estimeées
grace aux méthodes d’individualisation) jouent un role important dans la compréhension du
phénomene sur le long terme. Donner des estimateurs des parameétres de queue (chapitre 2)
dans ce cadre reste un probléme délicat étant données les phases d’estimation préalables.

L’intégration des différentes méthodes proposées dans cette thése fera 1'objet de re-
cherches futures et devrait permettre une meilleure quantification du risque alimentaire.
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Annexe 5.A Description simplifiée de la méthode Che-
sher

Le modéle de base s’écrit
y = By + nly B + 0Bt + ¢

ou y est le vecteur des apports nutritionnels des H ménages, n/g est une matrice de dimension
H x A de terme général (ligne h, colonne a) le nombre de personnes d’age a — 1 et de sexe
S qui vit dans le ménage h.

A désigne le nombre de valeurs discrétes prises par 1’dge : il sera souvent nécessaire de
regrouper les individus les plus 4gés sur un "dge maximal" pour assurer la non colinéarité
des régresseurs. La premiere colonne des matrices n/g correspond aux personnes d’age 0, i.e.
de moins de 1 an.

Le parameétre 3° est également de dimension A, si bien que sa a'“™¢ coordonnée est

l’apport en nutriments moyen des individus d’dge a — 1 et de sexe S.

Ce modele est estimé par la méthode des moindres carrés pénalisés (voir Green & Sil-
verman, 1994). La contrainte de pénalisation de la forme 37 | — 287 + 37, cherche pour
S = M ou F & minimiser la dérivée seconde de la fonction i — 37 .

Le parameétre [, s’'interpréte comme un reste des "achats" (non consommé ou donné au
chien).

Annexe 5.B Estimation d’un modéle mixte par maxi-
mum de vraisemblance restreint (REML)

Soit le modéle mixte général pour n observations

Y = XB+Zu+e,
e ~ N(0,R),
u ~ N(0,G).

Alors, on a

V(Y)=V =ZGZ +R.

La log-vraisemblance s’écrit alors
1
1B, V) = =5 {nn2r + I |V] + (Y = X8)"VH(Y - XB)} .
En maximisant par rapport & , on obtient ’estimateur des moindres carrés généralisés

BV) = (XTV X)) XTIV,
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d’ou la log-vraisemblance profilée & maximiser en V,
1 _
(V) = —5 {m V] + YTV [I - X (XTvix) XTv—l] Y} - gm or.

On appelle log-vraisemblance restreinte ou critere REML, la quantité suivante (Ruppert
et al., 2003, page 101)

1
lr(V) =1p(V) = 5n X"V X .

Maximiser cette quantité est équivalent a maximiser la vraisemblance de combinaisons li-
néaires de Y indépendantes de 3. Pour plus de détails, se reporter au chapitre 6 de Searle
et al. (1992). L’avantage principal du maximum de vraisemblance restreint (REML) par
rapport au maximum de vraisemblance usuel (ML) est que les estimateurs REML tiennent
compte du degré de liberté des effets fixes dans le modele. Par exemple, dans le cas d'un
échantillon (X71,...,X,) gaussien de loi N (11, 0?), en notant X = L3 X, ona

n n

R 1 N 1 _
O-?WL = EZ(XZ_X)z et U%’,EML = mz (X,L—X>2

Le terme n — 1 au dénominateur de 63y, tient compte de I'estimation de p par X et on
obtient par REML un estimateur sans biais de o2.

L’estimation de V' (ou plutot de ses composantes) est moins biaisée par REML que par
ML (Searle et al., 1992; Ruppert et al., 2003).

Si R =021 et G = 021, on parvient a simplifier la fonction a maximiser. Les identités
de Hartville (1977) permettent d’exprimer l'inverse de V' et de son déterminant en fonction
de ses composantes R et G de la maniére suivante

V' = R'—R'ZG(I+Z"R'ZG)Z"R™!
V] = |R||T+Z"R™ZG]|.

En posant a = 02/0%, A(a) = oI, ¥(a) = 02V~ ! et en utilisant les identités de Hartville
(1977), on a alors

> v 1| (n=p)ho?+5[Y - Xﬁ( )] (@) [Y = XB()] | _n
wloe,0) = =3 +1n\I+ZTZA | 4+ In [ X7 () X| g nEm. (514

ot p est le nombre d’effets fixes (nombre de colonnes de X) et

Ba) = (XTW()X)  X"¥(a)Y
V(o) = T-Z[A(e)+27Z] ' Z".
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En maximisant [r(0?, ) par rapport a o2, on obtient

(5.14)et (5.15) conduisent au critére a maximiser en «, donné par

Ir(a) = —% [(n—p)noi(a)+n—p+In[I+Z"ZA(c)' |+ In|X"¥(a)X]|] — gln(27r).

Si la matrice de variance-covariance des effets aléatoires, GG, reste diagonale, le méme
type de raisonnement peut étre appliqué. Par contre, dés que R ou GG ne sont pas diagonales,
I’estimation peut étre beaucoup plus difficile en pratique. Nous avons au maximum utilisé les
possibilités de la PROC MIXED de WSAS en nous référant aux ouvrages de Searle et al. (1992)
et de Verbeke & Molenberghs (1997) pour comprendre comment paramétrer la procédure
pour estimer les matrices de variance-covariance de notre modéle.

L’ensemble des modeéles présentés dans les sections 5.1, 5.3.1 et 5.3.2 peuvent s’écrire
sous cette forme générale Y = X3 + Zu + . La matrice X est alors une notation générique
pour I'ensemble des effets fixes. En particulier dans le modeéle (5.9), X correspond alors &
la matrice formée des X;, et des W), indicatrices des variables socio-démographiques et (3
est le vecteur de parameétres des effets fixes relatif a ’age et des effets socio-démographiques
(noté précédemment ) ; de méme, dans le modele (5.10), les effets temporels §; , sont aussi
ajoutés a X.

Annexe 5.C Estimation de la variance de I’exposition
individuelle

En reprenant les notations de I’annexe précédente, le modéle de décomposition des don-
nées ménage s’écrit de maniére générale

Y = X8+ Zu +¢,

ouY, X et Z ont H lignes dans les modeles sans dimension temporelle (sections 5.1 et 5.3.1)
et HT lignes dans le modele avec dimension temporelle (section 5.3.2) ; H étant le nombre
de ménages, T' le nombre de périodes (semaines) d’observation des consommations.

Les calculs sont analogues pour I’ensemble des modeéles et nous nous restreignons ici aux
modeéles sans dimension temporelle dans le cadre ot

e~ N(0,R) et u~ N(0,G).

Pour estimer les expositions individuelles, a partir des estimateurs 3 et u de 3 et u, nous
calculons

—

ot X, est la matrice des effets fixes au niveau individuel (les x;; et les w;;), Z, est la
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matrice des effets aléatoires au niveau individuel (les z; ;) et Y, est le vecteur des expositions
individuelles estimées (les ;).

En suivant le raisonnement de Ruppert et al. (2003), pages 137-142, on montre que

v(Y.)=C.(C"R'Cc+B) "l

. 0 O
ouC,=[X, Z,],C=[X Z]etB:lO G_1]

En remplacant R et G par les estimateurs obtenus par REML, on obtient un estimateur
de la variance de I'exposition individuelle ¥ dans (5.5) . Cet estimateur prend en compte les
deux composantes de lerreur (variance et biais au carré) et est plus simple a calculer que
celui ne prenant en compte que la variance (voir aussi Hastie & Tibshirani, 1990, page 60,
pour une comparaison de ces deux estimateurs).

On peut également construire des intervalles de prédiction en utilisant la variance de
I’erreur de prédiction.

V(Y.-Y,) =V(e)+V(Y.) = R+ C. (C"R'C+B) ' CI

ou ¢, est le vecteur des erreurs dans le modele individuel, indépendant de 5 et u, et R, est
sa matrice de variance-covariance.
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RESUME en frangais

Les aliments peuvent étre contaminés par certaines substances chimiques, qui, lorsqu’elles
sont ingérées a des doses trop importantes, peuvent engendrer des problémes de santé. Notre
but est d’évaluer la probabilité que I’exposition au contaminant dépasse durablement une dose
tolérable par I’organisme que nous appelons risque. La modélisation de la queue de
distribution par des lois extrémes permet de quantifier un risque trés faible. Dans les autres
cas, I’estimateur empirique du risque s’écrit comme une U-statistique généralisée, ce qui
permet d’en dériver les propriétés asymptotiques. Des développements statistiques permettent
d'intégrer a ce modele la censure des données de contamination. Enfin, un mode¢le
économétrique de décomposition de données ménage en données individuelles nous permet de
proposer une nouvelle méthode de quantification du risque de long terme prenant en compte
I’accumulation du contaminant et sa lente dégradation par 1’organisme.

TITRE en anglais : Statistical methods for food risk assessment.

RESUME en anglais

Contaminants and natural toxicants such as mycotoxins may be present in several food items,
which may be considered as dangerous for human health if the cumulative intake remains
above the toxicological safe references. We focus on the estimation of the risk, defined as the
probability for exposure to exceed a tolerable intake on a long term basis. Extreme value
theory allows to quantify very low risk. In others cases, the empirical estimator of the risk is
written as a generalised U-statistic, which allows to derive its asymptotic properties.
Statistical developments are used to model the left censorship of the analytical data. Finally,
an econometric model aiming at decomposing household quantities into individual quantities
is used to propose a new method for the quantification of the long term risk integrating the
possible accumulation and slow degradation of the contaminant in the human organism.

DISCIPLINE : Mathématiques appliquées et applications des mathématiques.

MOTS-CLES :

Risque alimentaire, dose hebdomadaire tolérable, Valeurs extrémes, Estimateur de Hill, U-
statistiques incomplétes, Estimateur de Kaplan Meier, Censure a gauche, Bootstrap, Modéles
mixtes, consommation, individualisation.
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