N

N

Modélisation de séquences génomiques structurées,
génération aléatoire et applications
Yann Ponty

» To cite this version:

Yann Ponty. Modélisation de séquences génomiques structurées, génération aléatoire et applications.
Mathématiques [math]. Université Paris Sud - Paris XI, 2006. Francais. NNT: . tel-00144130v2

HAL Id: tel-00144130
https://theses.hal.science/tel-00144130v2

Submitted on 14 Apr 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00144130v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : 8480

THESE

présentée a I'université Paris-Sud a Orsay

pour 'obtention du grade de Docteur en Sciences

Spécialité informatique

Modélisation de séquences génomiques structurées,
génération aléatoire et applications

Yann PONTY

Soutenue le 29 Novembre 2006 devant le jury composé de :

Mr Joffroy BEAUQUIER  Président

Mr Alain DENISE Directeur

Mr Philippe FLAJOLET  Rapporteur
Mr Daniel GAUTHERET Examinateur
Mr Markus NEBEL Examinateur
Mr Jacques NICOLAS Examinateur
Mr Eric RIVALS Rapporteur






A mes parents,
pour m’avoir rendu bien incapable
d’énumérer ce qu’ils m’ont offert.



TABLE DES MATIERES

1. ReMErCIEIMENTS . . . .« v v v v e e e e e e e e e e e e e

2. Introduction . . . . . . . . . . e e e e

Partie]l Etude et enrichissement des modéles pris en charge par GenRGenS

3. Techniques de génération aléatoire uniforme : Le cas non-contextuel . . . . . ... ...
3.1 Outilsetlexique . . . . . . . .. e
3.1.1 Grammairesformelles . . . ... ... ... .

3.1.2 Modeles syntaxiques/modeles statistiques . . . . .. ... ... ... ... ..

3.2 Définitionsformelles . . . . . . . ... L L
321 Langages . . . . . ... e

3.2.2 Grammaires non-contextuelles . . . . ... .. ... .. L Lo L.

3.3 Principes de génération aléatoire . . . . . . ... ... oL

3.3.2 Méthodeparrejet. . . . . . . .o it i e e
3.3.3 Méthoderécursive . . . .. ... ...
3.3.4 Meéthode de Boltzmann pour la génération d’objets combinatoires [36] . . .

4. Application aux grammaires non-contextuelles pondérées . . .. ... ..........
4.1 Génération récursive pondéréel29] . . ... ... ... L oL
4.2 Extension de la méthode de Boltzmann aux grammaires pondérées . . . .. .. ..
4.3 Grammaires pondérées et modeles markoviens . . . .. ... ... .. L0,
4.4 Calcul des pondérations liées a des fréquences attendues . . . .. ... ... ....

4.4.1 Avant propos : Une optimisation de la génération en fréquence exacte
4.4.2 Evaluation de la fréquence d'un symbole dans une grammaire pondérée . .
4.4.3 Calculdespondérations . . . .. ... ... ...t

5. GenRGenS : Génération de séquences et structures aléatoires . . . . .. ... ... ....
5.1 Motivation . . . . . . . . .. e e e
5.2 Fonctionnementgénéral . . . . . .. ... . ... ... e
53 Modelesprisencharge. . . . . . .. ... e

20

24
25
25
26
26
26
27
29
30
33
33
34
35
42



Table des matiéres 5

53.1 ModelesdeMarkov . . . . . ... . 63

5.3.2 Expressions régulieres, motifsPROSITE . . . . .. ... .. ... ........ 65

5.3.3 Grammaires non contextuelles pondérées . . ... ... ... ......... 68

5.3.4 Modeles hiérarchiques . . . . .. ... .. ... .. .. .. ... . .. ... ... 71

5.3.5 Perspectives . . . . . ... 73

Partie Il Etudes de I’ARN et ses structures 74
6. Notions de biologie moléculaires . . . . . . . ... ... .. .. .. 77
6.1 Lesmacromolécules . ... .. ... ... ... . 78
6.1.1 LADN . . . . e e 78

6.1.2 LAcide Ribonucléique (ARN) . . . . . ... ... ... ... ... 80

6.2 Le dogme central de la biologie moléculaire . . ... ... ... ... ......... 82
6.2.1 Laréplication . .. ... ... . . . e 83

6.2.2 Latranscription . . . . . . . . . . . . i e e e 84

6.2.3 Latraduction . ... ... ... ... ... 84

6.3 Structuresdes ARN . . . . . .. e 89
6.3.1 Représentations de la structure dunemolécule . . . . ... ... ... .... 89

6.3.2 Structure secondaire de 'ARN : Discussion . . . . . ... ............ 91

6.3.3 Origine des données structurales. . . . . . . ... ... ... .. ........ 93

6.3.4 Fonctionsetstructures. . . . . . . ... .. . it 93

7. Génération aléatoire de structures d’ARN réalistes . . . . ... .. .. ... ........ 98
7.1 Introduction . . . . . . . . . . e e e 98
7.1.1 Motivation . . . . . .. e 98

7.1.2 Méthode . . . . . . . 99

7.2 Grammaires pour la structure secondaired’/ARN . . . .. ... ... ... ...... 102
7.2.1 Grammairede Nebell65] . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... .. ... 103

7.2.2 Grammaire inspirée des motsde Motzkin . . . ... ... ........... 103

7.2.3 Grammaire compléte : marquage des sous-structures [73;65] . . . . . .. .. 104

7.3 Cas analytiques simples : Les proportions de bases appariées . . . . ... ... ... 105
7.3.1 Lestiges-boucles . ... .. ... . ... .. ... . 105

7.3.2 Lastructure secondaire ’ARN . . . . ... .. ... ... ... .. 107

7.4 Approche optimisation : Expériences . . ... .. ... ... ... ... . ... 108
7.4.1 LARNt . . e e 108

742 ARNr5Set23S. . . . . e 110

75 Conclusion . . . . . ... . 111

8. Planarisation de la structure d’ARN . . . . . . . . . e 112
8.1 Motivation . . . . . . . . L 112
8.2 Criteresd’optimalité . . ... . ... . ... ... . e 113
8.3 Planarisation de structure secondaire maximisant le nombre d’appariements . . . 114



Table des matiéres 6

8.3.1 Complexité et probleme MAX-INDEPENDANT-SET . ............. 117

8.3.2 MAX-INDEPENDANT-SET pour les graphes circulaires . . . . ... ... ... 117

8.4 Application. . . . . . . . .. e 119
8.5 Discussion et perspectives . . . . . . . . .o i o e e e e e e e e 119
Partie Il Dénombrement et génération aléatoire des chemins culminants 121
9. Introduction . . . . . . . ... 124
9.1 Recherche de similarité : Principe des algorithmes heuristiques . . . ... ... .. 124
9.2 Formalisationduprobleme . . ... ... ... ... ... ... ... . .. ... ..., 125
9.3 Propriétésdulangageassocié . . . . . . .. ... e 127
9.3.1 Chemins culminants de hauteurbornée . ... ... ... ... ........ 127

9.3.2 Chemins culminants: Lecasgénéral .. ... ... .. .. ... ........ 128

10. Approche récursive et sensibilité d'unegraine . . . . . ... ... .. .. oo, 130
10.1 Génération aléatoire : approcherécursive . ... .. ... .. ... ... ...... 130
10.2 Calcul de sensibilité de la recherche heuristique de similarité . . . . ... ... ... 131
10.2.1 Echantillonnage . . . . . . . ... ...t 131

10.2.2 Adaptation de l'algorithme deKeich . . . . .. ... ... .. ........... 132

11. Propriétés énumeératives et complexité durejet . . .. ... .. ... ... .. ....... 134
11.1 Marches de dérive positive (a> b) : Une conjecture . . . . . . .. .. ... ...... 134
11.2 Marches de dérive négative (a < b) : Déficit exponentiel . . . ... .. ... ... .. 135
11.3 Marches de dérive nulle (a=b=1) : Résultatsexacts . . . . .. ... ......... 135
11.4 Efficacité de laméthode parrejet . . . . . . . .. .. .. ... 138
11.5 Rejet a partir des marches non-contraintes . . . . . .. ... .. .. .......... 139
11.6 Rejetapartirdesméandres . . . . . . . ... ... 139
11.7 Utilisation du langage des images-miroir . . . . . .. ... ... ... ... ...... 139
11.8 Algorithmes . . . . . . . . . e e 140
11.9 Conclusions et perspectives . . . . . . . . . o v it e e e e 141
12.Conclusion et Perspectives . . . . . . . o v v v v it i e e e e e e 143
12.1 Conclusion . . . . . . .o e e e 144
12.2 Perspectives : GenRGensS . . . . . . . . . .. e 144
12.3 Perspectives : ARN etstructures . . . . . . .. .. ..., 145
12.3.1 ARN réalistes. . . . . . . . o i 145

12.3.2 Planarisation . . . ... .. .. ... 146

12.4 Perspectives : Chemins culminants . . . ... ... ... ... ... .......... 146



Table des matiéres 7

Annexe 158
A. Méthode récursive généralisée . . . . . . .. .. ... ... 159
Al Principe . . . . ... 159
A.1.1 Information caractéristique d'une classed’états . . . . . ... ......... 163

A.1.2 Application aux grammaires non-contextuelles non-ambigué . ... .. .. 165

A.1.3 Application aux chemins culminants . .. ... .. .. ............. 166

A.1.4 Conclusion et perspectives . . . . . .. .. . it 167

B. Validation des grammaires proposées . . . . . . . . . .o v i i i 168



RESUME

En bioinformatique, de nombreux modeéles s’attachent a formaliser un lien entre une propriété
observée dans une entité génomique et son impact sur le réle, la fonction de celle ci. Cepen-
dant, certaines de ces propriétés peuvent n'étre que le produit "émergeant" d'un ensemble de
phénomenes déja étudiés et compris, ou encore n'étre que le résultat du hasard, du bruit de
fond. La distinction entre les phénomeénes nouveaux, qui méritent I'attention des biologistes et
bioinformaticiens, et ceux artefactuels, qui sont déja expliqués par ce qui est connu, fait appel au
concept statistique de score de significativité. Ce dernier se base sur la probabilité d’apparition
d’'un phénomene dans une population présentant un certain nombre de caractéristiques. Dans
le cas des séquences et structures des macromolécules (ADN, ARN ou protéines), cette proba-
bilité peut étre évaluée soit mathématiquement, soit par le biais d'une génération aléatoire. Des
séquences sont alors engendrées selon des contraintes associées aux phénomenes déja com-
pris, et le score de significativité est évalué expérimentalement sur cet échantillon. La principale
difficulté liée a cette approche réside dans la mise sous contrainte des séquences engendrées.
Comment peut-on a la fois exprimer ces contraintes tout en gardant un certain controle sur la
distribution des séquences, le tout en consacrant le moins de temps possible a la génération ?

La premiere contribution de cette these présente un premier élément de réponse a ce prob-
léeme. A travers le développement et la diffusion de GenRGen$S, un logiciel dédié a la génération
aléatoire de séquences et structures génomiques, nous avons fourni a la communauté un en-
semble d’algorithmes de génération aléatoire pour différentes classes de modeéles de séquences.
Parmi celles-ci, le formalisme des grammaires pondérées, étendu par Denise et al. [29], qui ad-
joint des pondérations aux symboles terminaux d'une grammaire non-contextuelle, ce qui in-
duit une distribution de probabilités sur les séquences. Je propose un mécanisme de construc-
tion d'une grammaire pondérée réalisant le produit d'une grammaire non-contextuelle et d'un
modele de Markov. J’ai par ailleurs obtenu un algorithme de génération en taille approchée
linéaire pour ce formalisme par une adaptation de la mé-tho-de dite de Boltzmann, introduite
par Duchon et al. [36] pour la génération aléatoire d’objets combinatoires. Enfin, la distribu-
tion de probabilité induite par le systeme de pondérations peut étre utilisée pour contraindre
les fréquences d’apparition des symboles terminaux dans les séquences engendrées. Je me suis
dans un premier temps intéressé a I’évaluation des fréquences d’apparition des non-terminaux
pour une pondération donnée. Il en est ressorti deux types d’approches : Une premiere basée
sur le calcul symbolique fournit la limite des fréquences quand la taille des séquences est grande,
et une deuxieme inspirée de la programmation dynamique. C’est cette deuxieme méthode qui a
rendu possible le développement du logiciel GrGFreqs, qui calcule la pondération réalisant des
fréquences attendues par une approche optimisation.
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Ces travaux ont fait 'objet d’'une application a 'ARN et plus particulierement a sa structure
secondaire, qui consiste en une restriction planaire de 'ensemble de ses liaisons. L'utilisation de
symboles terminaux disjoints au sein des différents types de sous-structures (hélices, boucles,
renflements ...) a permis, vial’adjonction de pondérations, de contraindre en moyenne les tailles
et nombres d’occurrences de ces sous-structures au sein des structures engendrées. L'utilisation
du logiciel GrGFregs implémentant I'approche optimisation a alors permis le calcul de jeux
de pondérations réalisant les valeurs de ces parametres pour quelques grandes familles d’ARN.
D’autre part, le calcul de ces valeurs pour des structures d’ARN issues de la cristallographie m’'a
amené a m'intéresser au probléme de la planarisation de structure d’ARN. Par planarisation, on
entend |'extraction dans un ensemble de liaisons d'un sous-ensemble planaire, et maximal selon
un certain critére. Je me suis donc intéressé a quelques familles de critéres d’optimalité. Je pro-
pose un algorithme en O(n? + nm), o1 n est le nombre de bases et m le nombre de liaisons, pour
ce probléme dans I'hypothése d'un critére d’optimalité additif. Il s’agit a notre connaissance de
la premiere solution non heuristique a ce probleme.

Mais la génération aléatoire de séquences connait d’autres champs d’applications que ceux
sus-cités. En particulier, celle-ci peut étre utilisée pour évaluer la sensibilité d’algorithmes heuris-
tiques, algorithmes qui sacrifient un peu de leur capacité de prédiction au profit d'une complex-
ité optimisée. Je me suis intéressé a la génération aléatoire de chemins culminants, une variété
de chemins dans le quart de plan qui modélisent particulierement bien le cheminement des
scores dans I'heuristique XDrop centrale a 'algorithme BLAST. Ces chemins sont composés de
pas (+1,+a) et (+1,—b) etrelient (0,0) a (n, k), ou k estla plus grande ordonnée jamais atteinte au
cours de la marche. J'ai prouvé que le langage défini par ces chemins n’est pas algébrique, c’est a
dire qu’il n’existe pas de grammaire non-contextuelle les décrivant. Dans le cadre d'une collabo-
ration avec L. Noe et G.Kucherov, j'ai ensuite découvert une décomposition de ces chemins qui a
permis 'élaboration d’'un algorithme de génération aléatoire uniforme de complexité linéaire
aprés un précalcul en O(n®). Cette décomposition a été utilisée pour calculer la probabilité
d’apparition d'un motif appelé graine (seed) dans le chemin, probabilité équivalente a la sen-
sibilité de cette graine dans I’algorithme FLASH. Nous avons ainsi mis en évidence un biais dans
les précédentes méthodes d’évaluation. J'ai poursuivi cette étude sur un plan combinatoire, et
ai obtenu, dans une collaboration avec M. Bousquet-Mélou, des algorithmes de génération aléa-
toire linéaires basés sur des méthodes par rejet dans les trois cas a < b, a = b et a> b. La preuve
de cette linéarité nous a amenés a pousser plus en avant I'étude de ces chemins d'un point de
vue énumératif, et a fait apparaitre des régimes différents dans ces trois cas, ainsi que des séries
génératrices de dénombrement transcendantes.
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scientifique. Comme quelqu’un qui se reconnaitra me I'a fait jadis remarquer, ils ont construit,
par la gratuité de leur amour, une maison qui me protége des averses; Béa, qui devait étre la seule
personne plus émue que moi au moment de I'énoncé du verdict. Déja 13 ans que nos histoires
se cotoient, s'influencent, s’éloignent et se rapprochent, et je n’en vois ni n'en présage la fin;
Nolwenn, qui a su remettre du désordre et de la 1égereté dans une vie déja bien entropique, me
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semblait-il. Cette petite promenade au royaume des illusions romanesques ne fut-elle pas tout
simplement exquise ?; Emilie, pour m’avoir enseigné un peu de sa belgitude, et que la mélancolie
est un sentiment noble; Ma petite soeur préférée, que je ne désespere pas de voir grandir d'un
peu plus prés dans un avenir proche. Puisse-je t'offrir ma foi en ton bonheur futur; Mon p'tit frere
préféré (trop facile, je sais), pour m’avoir offert pendant tant d’années I'occasion de méditer sur
la politique, le cul et le foot, quotidiennement au cours de nos debriefings cathodiques a des ho-
raires impossibles. Je lui souhaite une prompte intégration dans le monde de ceux qui écoutent
France-Info avant d’aller au travail et qui sentent de la bouche ('entreprise, quoi ...), quoique je
doute sincerement que sa fréquentation satisfasse a ses aspirations humanistes (et le syndical-
isme, sinon ?); Toyo, Ludo, David et Nico, avec qui on aura érigé la défaite en art de vivre, quoi
qu’il paraisse finalement bien impossible d’expliquer en quoi cet art procede d'un humanisme
au pays du can-doisme (mais pourtant, c’en est bien un ...), ni pourquoi cette aspiration aura
au final rendue possible la musique qu’'on a créée ensemble. Non, on va VRAIMENT pas y ar-
river ! J’espére revenir vite et souvent pour voir vos petites gueules, et entendre vos nouveaux
gimmicks; Enfin Tof, Mélanie, Alina, Alexander et Nazli, les copains de cordées avec qui on a
déja vécu des quantités d’expériences assez impressionnantes, propices a faire vieillir un peu
vite, parfois, mais en bonne compagnie ! Merci d’avoir tous participé a la création d'un lieu it-
inérant (la piece ot nous sommes, le caillou auquel on est plus ou moins suspendus) ot il fait
bon manger, boire, vivre, et grimper, oui, surtout grimper !



2. INTRODUCTION

11 est loin désormais, ce temps ol le biologiste moléculaire, ayant chaussé ses bésicles et ravivé
le feu en prévision d’'une nouvelle nuit sans sommeil, s’attelait a la recherche d’'une incongruité
dans ce listing du génome d’ Haemophilus Influenzae, tronant sans partage sur le bureau ban-
cal...Peut-étre n'a-t-il d’ailleurs jamais existé ailleurs que dans I'imaginaire des jeunes bioinfor-
maticiens, élevés avec Internet, et bercés d’illusion par les témoignages épiques de quelques an-
ciens, pionniers de la grande époque ? Que celui qui ne fut pas interloqué a la vue d'un biologiste,
cherchant un ARNt de visu dans une séquence d’ADN, me jette la premiere pierre. .. Quoi qu’il en
soit, ce temps est désormais révolu, avec la croissance exponentielle des données disponibles, et
nous vivons actuellement la fin d'une transition entre un traitement manuel des données issues
de la biologie moléculaire et son automatisation par le biais de I'informatique. L'élaboration de
tels dispositifs de traitement est assurément une mission centrale de la bioinformatique, champ
émergeant dont on serait bien en peine de définir les limites. Comment concilier en effet, dans
une définition sans exception, le travail d’organisation rationnelle et de mise a disposition des
données (Expasy,Embl,UniProt), 'analyse automatisée de données de symptomes, destinée a
identifier automatiquement les facteurs d’'une maladie inconnue, ou encore la recherche de
la conformation la plus stable pour une macromolécule dans un modéle thermodynamique ?
Tout au plus pourra-t-on proposer l'utilisation d'un ordinateur, permettant I’automatisation du
traitement de 'information, comme dénominateur commun a toutes ces méthodes.

L'automatisation des traitements nécessite une étape de formalisation préalable. Quelle est
la manifestation dans nos données d’intérét du phénomene recherché, et dans quel langage la
décrire ? C’est entre autre cette nécessaire formalisation qui a provoqué I'apparition des modéles
dans les méthodes bioinformatiques. Celles-ci ne focalisaient ainsi plus sur des comparaisons
deux-a-deux de nos objets de prédilection (séquences, structures, données d’expression), mais
cherchaient désormais a capturer les propriétés communes a un ensemble de ces objets par le
biais d'un modéle. Dans un premier temps, des modeles se sont développés parallelement dans
une acception strictement probabiliste et dans un sens de la théorie des langages, comme les
expressions régulieres ou les grammaires non-contextuelles (stochastiques). En effet, celles-ci
permettent la capture de phénomenes liés a des proximités séquentielle et/ou spatiale, propriété
souhaitable dans 'optique d'une application a la génomique.

Quand 'apparition d'un phénomene connu est suspectée dans un objet d’'intérét, une ques-
tion qu’il est naturel de se poser est : Lapparition de ce phénomene est elle imputable au hasard ?
On peut utiliser pour illustrer ce principe le célebre paradoxe du singe et de la machine a écrire :
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Supposons qu’on attache un singe immortel et insensible a 'ennui a une machine a écrire, alors
il finira par écrire Hamlet de Shakespeare avec probabilité 1 (ou n'importe quel autre livre). La
raison de ce phénomeéne, rarement constaté en pratique car n'arrivant en moyenne que toutes
les 26130000 frappes!, est liée au fait que la frappe au hasard de touches sans mémoire attribue
une probabilité non-nulle a toute séquence. Transposé dans le domaine du vivant, on peut, dans
une approximation grossiere, considérer le génome d’'une espece comme une chaine de Markov,
c’est a dire que la probabilité d’'une base en une position donnée ne dépend que d'un sous en-
semble des bases précédentes. Dans une version non dégénérée, une telle chaine attribuera
donc une probabilité non-nulle a la présence en son sein de chaque motif de taille inférieure a
celle du génome?.

Plus généralement, on utilise pour répondre a la question initiale le concept statistique de signi-
ficativité, concept comparable a une quantification de I'étonnement face a un phénomene ob-
servé. Celui-ci est fréquemment matérialisé dans la bioinformatique par les valeurs du Z-score
et de la P-value. IIs sont respectivement calculés a partir des formules

m-— o

0o

Z-Score(m) = P-Value(m) = P(Xo = m | Hy)

ol m est la valeur observée pour un parametre p, Hy est le modele nul, la variable aléatoire
X correspondant a la valeur du parametre p dans Hy. Enfin pg et oy sont respectivement la
moyenne et I'écart-type associés a la variable X dans Hj.

Ces deux indicateurs de la significativité d'un phénomene observé (ou d’autres proches) sont
omniprésents dans les démarches bioinformatiques. Ils permettent d’attirer I'attention des biol-
ogistes expérimentaux sur des phénomenes encore incompris ou en tout cas non-induits par les
connaissances avérées. Une telle application fait alors apparaitre la nécessité de modeles nuls
complexes, aptes a tenir compte de I'existant. En effet, il est important, au moment d’évaluer la
significativité d'un phénomeéne observé, de tenir compte de tous les phénomenes connus oeu-
vrant sur les objets considérés, et donc de leur impact sur ces objets. Par exemple, on peut tenir
pour significative la rareté du motif TGA dans une séquence intergénique. Cette rareté sera, du
moins partiellement, expliquée et donc non-signifiante au sein d'une région codante du fait de
I'interdiction d’'un tel triplet en phase codante trop proche d’'un START. Avec la complexité crois-
sante des phénomenes validés, et leur multiplication au sein de mémes régions, il est essentiel de
construire des modeles nuls capturant 'impact de tous les phénomenes avérés, et qui feront donc
ressortir par complément ceux encore inexpliqués et méritant une étude. Il existe des classes de
modeles pour lesquels I'analyse en vue de I'évaluation d’'un test est facile ou, du moins, déja ré-
solue analytiquement ou algorithmiquement. On dispose alors de formules closes, comme pour
la probabilité d’apparition d'une séquence sous un modele de Markov, ou encore d’algorithmes
pour évaluer les critéres de significativité. Cependant dans de nombreux cas, les phénomenes
dont on doit tester la présence dans le cadre du test sont trop complexes pour bénéficier d'une

! Dans le modele uniforme et en négligeant I'auto-corrélation du texte.

2 Fvidemment, ce modele est imparfait, car les mutations en certaines positions se retrouvent de fait interdites car
létales et intransmissibles. Le modéle de Markov montre ici ses limite, car étant théoriquement interdit de prendre
en compte d’avantage d’'information, comme la position exacte, par exemple.
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approche purement analytique. En particulier, dans le domaine des motifs structurés, notre
capacité d’analyse symbolique se limite pour 'instant aux expressions régulieres [66]. Au-dela
des expressions régulieres, on peut parfois trouver des décompositions qui rendent possible la
génération aléatoire des objets modélisés. Une évaluation probabiliste par une méthode de type
Monte-Carlo de la significativité d'une découverte est alors possible. Pour cela, on engendre des
séquences ou des structures aléatoires, de facon a calculer la valeur moyenne d'un parametre,
par exemple. En comparant la valeur observée pour un parametre avec celle ainsi obtenue en
moyenne dans le modele, on obtient une indication sur la significativité du phénomene observé.

On opeére une distinction entre les modeéles statistiques et modéles syntaxiques. Les mod-
eles statistiques associent des probabilités, en général non-nulles, a chacun des objets sur un
espace préalablement défini, comme I'’ensemble des séquences sur {A,C,G,T} pour 'ADN. Les
modeles syntaxiques discriminent dans I'espace de départ les objets autorisés (ou acceptés) de
ceux interdits (ou rejetés). Parmi les premiers, on trouve les modeles markoviens, omniprésents
en bioinformatique et qui permettent la prise en compte de dépendances séquentielles entre les
bases. Les seconds comprennent, entre autre, les motifs PROSITE [8] ou toute autre expression
réguliere permettant d’exprimer un consensus séquentiel. Un mariage entre ces deux types de
formalismes peut avoir lieu, par exemple afin d’exprimer la présence de motifs structurés dans
des séquences présentant des contraintes statistiques (ARNt dans un organismes riches en GC,
par exemple). On qualifiera les modeles cumulant I'interdiction de certains objets et I'attribution
de probabilités aux autres de modeles statistico-syntaxiques. Plusieurs classes de modéles méri-
tant ce qualificatif voient le jour, principalement dans 'optique d’application a la recherche de
motifs. Parmi celles ci, les profils HMM et les grammaires stochastiques, qu’on présente brieve-
ment en vue de leur génération aléatoire. On présentera aussi les SVG qui excédent de loin les
précédentes au niveau expressivité, mais ne présentent pas d’aspects statistiques a proprement
parler:

- Profils HMM : Un profil HMM est un consensus, c’est a dire I'expression probabiliste con-
densée d’'un ensemble de motifs, basée sur une chaine de Markov cachée (Hidden Markov
Model). Les profils HMM sont principalement utilisés pour modéliser des familles dans les
bases de données dédiées aux protéines [91; 8]. Une introduction plus générale aux HMM
peut étre trouvée dans un des ouvrages de référence concernant I'analyse de séquences
biologiques, du a Durbin et al [37]. Cependant, ces profils sont d'une expressivité, au sens
de la théorie des langages, trop faible pour capturer certains types d’interactions. En effet,
leur pouvoir expressif est exactement égal a celui des expressions réguliéres, auquel serait
adjoint un modele de Markow.

- Grammaires stochastiques : 1l s’agit de grammaires auxquelles on adjoint des probabil-
ités associées a chacune des réécritures pour un non-terminal. Prises en tant que modele
génératif, elles ne permettent pas le contrdle simultané de la distribution de probabilité
sur les structures engendrées et de 'espérance de la taille de celles-ci. Or la maitrise de la
taille est essentielle a qui veut mimer le réel, surtout dans ces formalismes aptes a mod-
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éliser des interactions longue-distance. En pratique, I’ espérance de la taille des objets
engendrée diverge, et une génération, par rejet anticipée, est au mieux exponentielle, a
moins de pratiquer une génération dite de Boltzmann, qui contraint alors totalement les
probabilités d’émission.

- String Variable Grammars : Les SVG [86] (Et les Grammaires a Transformation Morphiques
de Sinoquet [89]) sont basées sur un principe d'unification de variables, dont on attend
qu’elle apparaissent plus loin dans le texte, identiquement ou ayant subies un morphisme
et/ou quelques altérations dans le cas des GTM. Elles sont quant a elles extrémement ex-
pressives, dépassant méme 'expressivité des grammaires non-contextuelles pour décrire
une partie du contextuel. Elles peuvent ainsi modéliser des phénomeénes complexes d'un
point de vue algorithmique, comme les pseudo-noeuds (Parentheésages A.B.A’.B’). Mal-
heureusement, cette expressivité d’ordre supérieur induit des difficultés algorithmiques
dans le cadre de la génération aléatoire. Principalement, la présence dans ces grammaires
de variables non-instanciées et de taille variables introduit une ambiguité dans la dériva-
tion d’'un mot. Cette ambiguité, recherchée par le créateur de ce formalisme afin de trou-
ver plusieurs instances d'un motif dans un texte, met en échec les approches classiques de
génération aléatoire.

I n’existait donc pas encore de modele qui soit suffisamment expressif pour capturer des phénomenes
non-strictement séquentiels, comme les interactions a longue-distance, et permette la généra-
tion aléatoire controlée.

C’est pourquoi nous avons étudié, dans la premiére partie de cette these, les propriétés d’'une
adjonction statistique aux modeles basés sur des grammaires non-contextuelles, et di a Denise
et al. [29], les grammaires pondérées. Celles-ci, de méme que les grammaires classiques sur
lesquelles elles sont basées, restreignent leur langage a un sous-ensemble des séquences sur
le vocabulaire considéré. Cela permet, par le biais d'un codage ou d'une bijection, de décrire
des objets structurés, comme les arbres, les structures secondaires d’ARN ou encore 'ensemble
des séquences décrites par un consensus. On n'évoquera plus désormais que la génération de
séquences, en gardant al’esprit que les séquences en question peuvent étre des codages pour des
objets plus complexes. En outre, ces grammaires associent a chaque lettre un poids, contribu-
tif multiplicativement a la probabilité d’émission d'une séquence la contenant, ce qui permet
d’altérer la distribution des séquences.

Un algorithme de génération aléatoire, en temps linéaire apres un précalcul en temps et
espace quadratique sur la taille de la séquence engendrée, existait déja pour ce formalisme
avec des poids donnés. On propose une adaptation de la méthode dite de Boltzmann, due a
Duchon et al [36], aux grammaires pondérées, qui évite désormais ce précalcul et permet méme
la génération en temps linéaire quand la taille des séquences a engendrer est reldchée d'un fac-
teur €. De plus, nous prouvons la possibilité de réaliser avec une grammaire pondérée la conju-
gaison d'un modele de Markov et d'une grammaire non-contextuelle. Pour cela, nous exhibons
une construction pour une telle grammaire.

Laltération des probabilités d’émission liées a I'ajout de pondérations peut aussi étre util-
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isée pour contraindre les fréquences des différents symboles dans les séquences engendrées.
Apres avoir proposé des pistes et algorithmes pour I'évaluation les fréquences associées a une
pondération donnée, nous dérivons un algorithme probabiliste, basé sur une technique d’optimisation
due a Vanden Berghen [14] pour le probleme inverse, a savoir la détermination d’'une pondéra-

tion réalisant des fréquences imposées.

Enfin, la découverte de contraintes multiples pesant sur des ensembles de séquences souléeve
la nécessité de prendre simultanément en compte des phénomenes capturés par des modeles
différents, sous peine de s’étonner de 'apparition de phénomenes émergeants. On a donc besoin
d’'un langage de modeles expressifs pour distinguer I'émergeant du non-encore compris. C’est
a ce besoin que souhaite répondre GenRGen$S, une boite a outils de génération aléatoire dans de
différentes classes de modeles de séquences aléatoires, incluant le formalisme des grammaires
pondérées. Nous illustrons 'utilité des différentes classes de modeles sur des exemples issus de
problématiques biologiques.

Dans une deuxieéme partie, nous nous intéressons a la structure secondaire de 'ARN. Celle-
ci, dans son acception classiquement admise par les bioinformaticiens, représente une sorte de
frontiere dans les problémes liés a sa comparaison, a sa résolution in silico, a la recherche de mo-
tifs structurés. .. Elle fait 'objet d'un regain d’intérét de la part de la communauté biologique. En
effet, avec la croissante popularité de 'hypotheése de monde a ARN, les promesses liées a ’ARN-
interférence ou la compréhension du role de la structure dans les mécanismes traductionnels
non-conventionnels, la structure de 'ARN cesse d’étre considérée uniquement dans I’ARN ri-
bosomal et de transfert, et est désormais considérée comme informative aussi dans ’ARN mes-
sager. Dans un premier temps, nous proposons quelques rappels de biologie moléculaire, suivis
d’une description des grandes classes d’ARN structurés.

Nous proposons alors une modélisation de la structure secondaire d’ARN par des gram-
maires non-contextuelles. Ces grammaires sont équivalentes du point de vue de I'ensemble de
structures engendrées, mais peuvent s’avérer plus ou moins aptes a capturer différentes con-
traintes pouvant peser sur ces séquences. Nous ajoutons ensuite des pondérations, obtenant
ainsi des grammaires pondérées permettant la contrainte des nombres et tailles de sous-structures.
Nous obtenons, dans un modele simple distinguant uniquement les bases appariées et non-
appariées, une évaluation de la pondération en fonction des fréquences attendues. Nous obtenons
aussi un résultat similaire, et remarquablement simple, pour la grammaire pondérée des tiges-
boucles. Enfin, nous appliquons I'algorithme de recherche des pondérations a une grammaire
de I'ARNt, ainsi qu’a la grammaire générale afin d’obtenir des pondérations dans le cas du 23s
ribosomal d’eucaryote et du 5s ribosomal bactérien.

Enfin, le besoin de statistiques structurelles fiables, lié a la modélisation des ARN par des
grammaires pondérées nous a amené a nous poser le probleme de la planarisation de structure
d’ARN. En effet, la définition pour la structure secondaire ’ARN qu’on a adopté lors de cette
modélisation exclut les pseudo-noeuds, c’est a dire des arcs en situation de croisement dans une
représentation circulaire de ’ARN. Or I'extraction d'un ensemble de liaisons a partir d'un ARN
cristallographié, et qui peut étre réalisée par les logiciels MC-Sym [55] ou RNAView [104], nous
retourne des pseudo-noeuds. On remarque aussi la présence de telles sous-structures dans les
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structures obtenues par une approche comparative [22]. C’est pourquoi on s’est intéressé au
probleme de la planarisation de structure d’ARN. On propose un algorithme de programmation
dynamique en & (min(m, n)m) pour la maximisation pondérée du nombre d’arcs. Un lien avec le
probléeme Max-Independant-Set dans les graphes circulaires révele une complexité concurren-
tielle avec les meilleurs algorithmes pour ce probleme.

La troisieme partie est consacrées a I'étude et I'utilisation d'un modele de séquence afin
d’étudier la sensibilité d’algorithmes de recherche de similarités heuristique. Les études con-
sacrées a I'évaluation de la sensibilité des algorithmes heuristiques ont été menées conjointe-
ment avec L. Noé et G. Kucherov. Les aspects énumératifs des chemins culminants font actuelle-
ment 'objet d’'une étude, en collaboration avec M. Bousquet-Mélou. 1l s’agit des chemins cul-
minants, séquences encodant I’évolution du score d’homologie de deux séquences au cours de
sa construction par I'heuristique X-Drop de BLAST [4]. On peut voir ces chemins comme des
marches aléatoires de taille bornée, composées de pas (1, a) et (1, —b) correspondant respective-
ment au bonus attribué sur une conservation (encodée par m) et au malus lié a une altération
(encodée par m). Linterrogation a 'origine de ces travaux portait sur la sensibilité associée a une
graine, c’est a dire la probabilité d’observer une séquence donnée sur {m,m}* dans un chemin
culminant. Loptimalité du score d’alignement impose le respect, par la marche qui lui est as-
sociée, des deux propriétés suivantes : La positivité, car une marche atteignant des ordonnées
négatives verra son score optimisé par son suffixe débutant a une des ordonnées négatives; La
culminance, est la propriété d’atteindre en son dernier pas la plus grande hauteur jamais at-
teinte. J’ai étudié les propriétés des langages associés aux chemins culminants, et il s’est avéré
que ceux ci n'appartiennent pas a la classe des langages non-contextuels. Il n’était donc pas
possible d’utiliser une telle grammaire pour modéliser ces chemins.

A partir d'une relation de récurrence entre les suffixes associés a ces chemins, il a été pos-
sible de mettre en oeuvre 'approche récursive introduite par Wilf [103], qui a résulté en un
algorithme en temps linéaire aprés un précalcul en @ (n®) opérations arithmétiques. La récur-
rence ainsi trouvée a alors permis a mes coauteurs, L. Noé et G. Kucherov, de découvrir une
variante de I'algorithme de Keich, ce qui a permis |'évaluation de la sensibilité exacte associée a
une graine [53]. On a ainsi mis en évidence un biais dans les modeles utilisés par les précédentes
approches.

Mais certaines questions restaient encore sans réponse. En particulier, on avait tout d’abord
tenté une génération par rejet a partir de {m,m}", génération qui revient a tirer a pile ou face n
fois et rejeter la séquence obtenue tant qu’elle ne code pas un chemin culminant valide. Cette
génération aléatoire semblait de complexité linéaire quand a > b, quadratique quand a = b et
exponentielle quand a < b. Comment pouvions nous expliquer ce phénomene, et en tirer partie
pour obtenir un algorithme de génération aléatoire efficace ? Ces aspects ont été étudiés en col-
laboration avec M. Bousquet-Mélou, et ont permis 'obtention d’algorithmes de rejets linéaires
a partir de différents langages.



Partie I

ETUDE ET ENRICHISSEMENT DES MODELES PRIS EN CHARGE PAR
GenRGenS
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Plan et contributions

Le premier chapitre de cette thése est consacré a un nouveau formalisme introduit par Denise
et al. [29], les grammaires pondérées, ainsi qu'a leur génération aléatoire efficace au sein
du logiciel GenRGenS. Apres quelques rappels et définitions théoriques (Section 3.1, page 25),
suivis d'un état de I'art de la génération aléatoire de séquences a partir d'une grammaire non-
contextuelle (Section 3.3, page 33), nous abordons I'étude des grammaires pondérées. Nous rap-
pelons’adaptation de I'approche récursive proposée dans Denise et al[29] (Section 4.1, page 47),
que nous complétons par une adaptation de la méthode dite de Boltzmann[36] au cas des gram-
maires pondérées (Section 4.2, page 48). Nous nous intéressons alors au gain d’expressivité lié a
I'adjonction d’'une pondération a une grammaire, et proposons une méthode pour simuler par
une grammaire pondérée le produit d'un modele de Markov et d’'une grammaire non-contextuelle
(Section 4.3, page 50).

Ensuite, nous nous intéressons a la relation entre les pondérations et les fréquences des dif-
férents symboles terminaux (les lettres des séquences modélisées). En particulier, nous souhaitons
calculer les pondérations réalisant des fréquences attendues pour les terminaux, car par exem-
ple observées dans des séquences biologiques. Les outils et méthodes permettant de résoudre
théoriquement ce probleme se heurtant malheureusement en pratique a des difficultés liées au
calcul symbolique, nous nous intéressons a une résolution heuristique, par le biais d'un algo-
rithme d’optimisation, de ce probléme. Un tel algorithme nécessite la résolution du probleme
inverse, c’est a dire le calcul des fréquences moyennes des terminaux pour des pondérations
données, c’est pourquoi nous proposons un algorithme basé sur une approche récursive pour
ce probleme (Section 4.4.2, page 55). La mise en conjonction de cet algorithme avec un algo-
rithme d’optimisation da a E Vanden Berghen [14] donne naissance au prototype GrgFregs qui
permet I'obtention des pondérations associées a des fréquences attendues dans une grammaire
non-contextuelle donnée (Section 4.4.3, page 59).

Enfin, nous présentons GenRGen$S, un logiciel dédié a la génération aléatoire de séquences
génomiques, et proposant des générateurs génériques pour différentes classes de modeles. Parmi
ceux-ci, les modeles de Markov (homogeénes, hétérogene cadré ou cachés multi-urnes), les ex-
pressions régulieres, motifs PROSITE, grammaires non-contextuelles uniformes ou pondérées et
les modeles hiérarchiques (Section 5, page 62).
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Contributions:

- Adaptation de la méthode de Boltzmann aux grammaires pondérées
Section 4.2, page 48

- Simulation par une grammaire pondérée d'un produit de modele de Markov et de modele
a base de grammaire non-contextuelle
Section 4.3, page 50

- Optimisation de la génération de séquences a partir d'une grammaire non-contextuelle
ayant une composition exacte imposée
Section 4.4.1, page 53

- Calcul exact des fréquences des symboles terminaux pour une taille et une pondération
données
Section 4.4.2, page 55

- Conception et implémentation du prototype GrgFreqs calculant les pondérations asso-
ciées a des fréquences attendues
Section 4.4.3, page 59

- Conception et diffusion de GenRGenS, unlogiciel dédié ala génération aléatoire de séquences
génomiques
Section 5, page 62
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Notations

Conventions typographiques

ol ,9B,%6 ... Leslettres manuscrites sont généralement réservées aux ensembles.
S,T,U... Symboles non-terminaux ou éléments d'une spécification combinatoire.
Sp,tw ... Variables contenant les cardinaux des restrictions de I'ensemble des mots

dérivables de S, T,... a ceux de taille n, n’/, ... Par exemple, s,, & Z(S) .
Mathématiques
{a,b,c...} Unensemble comprenant des éléments a, b, c, ... .
lof | Cardinal (nombre d’éléments) de 'ensemble <.
oy Restriction de 'ensemble <f a ses objets de taille n.
Z f(x) Somme sur tous les éléments x de 'ensemble </ de la valeur f(x), pour f une
xesd fonction quelconque.
[] f@) Produit sur tous les éléments x de 'ensemble <f de la valeur f(x), pour f une
xesd fonction quelconque. Le produit peut étre commutatif (multiplication) ou
non-commutatif (concaténation).
Z f(x) Union de tous les ensembles f(x), pour tout x élément de 'ensemble <, et [
e une fonction a valeur dans I’ensemble des ensembles.
O(f(n)) Classe des fonctions croissant au plus aussi vite qu'une fonction f donnée.
Formellement, pour toute fonction g dans O (f(n)), lim,_., g(n)/f(n) = «,
ol x > 0 est une constante de 7.
O(f(n)) Classe des fonctions croissant aussi vite quune fonction f donnée.
Formellement, pour toute fonction g dans O(f(n)), lim,_ g(n)/ f(n) = «,
oll x = 0 est une constante de n
Théorie des langages
W Séquence ou mot.
w; Symbole apparaissant en i-éme position dans w.
|w] Taille ou longueur de la séquence w.
lwly Nombre d’occurrences du symbole a dans w.
w Image-miroir du mot w.
t,t',f;... Symboles terminaux.
z Vocabulaire terminal, c’est a dire ’alphabet qu’utilisent les séquences.
S,8',S1... Symboles non-terminaux.
N Vocabulaire non-terminal, ensemble des non-terminaux.
Z(S) Langage des mots obtenus a partir de S.
zL" Langage des mots obtenus par concaténation de n éléments de Z.
zL* Langage des mots obtenus par concaténation d'un nombre arbitraire
(éventuellement nul) d’éléments de £.
Combinatoire énumérative
n Taille des séquences d’intérét.
S(2) Série génératrice du langage associé au non-terminal S. Formellement,.
8(2) = Loesp(s) 291 = Xiz08i2"
[z"]1f(z) Coefficient de degrés n dans le développement de f en z =0.




3. TECHNIQUES DE GENERATION ALEATOIRE UNIFORME : LE CAS
NON-CONTEXTUEL
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3.1 Outils et lexique

Nous présentons ici quelques outils et techniques utilisés dans la suite de ce document. La plu-
part sont rattachés a la théorie des langages ou a la combinatoire, énumérative ou analytique.

3.1.1 Grammaires formelles

Les grammaires non-contextuelles apparaissent lors de I'établissement de la hiérarchie des lan-
gage formels de Chomsky-Schiitzenberger. Un langage formel est un ensemble potentiellement
infini de séquences (ou mots) sur un alphabet. Une grammaire est un mécanisme de réécriture a
base de regles qui engendrent, par dérivations successives a partir d'un symbole initial, un lan-
gage. La position d'un langage dans la hiérarchie de Chomsky-Schiitzenberger dépend du type
des regles nécessaires pour engendrer exactement ce langage :

- Type 3 : Les grammaires régulieres :
Leurs regles sont toutes de forme S — tN ou S — ¢ (ou toutes de forme S — Ntou S — ¢,
mais pas de cohabitation possible de ces deux types de régle au sein d’'une méme gram-
maire réguliere ). Ces regles suffisent pour engendrer les langages reconnus par un auto-
mate fini, ou ceux dénotés par une expression réguliere.

- Type 2 : Les grammaires hors-contexte ou algébriques:
Leurs regles sont de la forme S — a oll @ est une séquence non contrainte de symboles
terminaux ou non-terminaux. Ces grammaires permettent de décrire les langages hors-
contexte, qui sont reconnus par des automates a pile.

- Type 1: Les grammaires contextuelles:
Elles admettent des régles de la forme aSf — anp ou «, B et n sont des séquences non-
contraintes de symboles. De telles grammaires permettent d’engendrer les langages con-
textuels, reconnus par des machines de Tiiring travaillant sur mémoire linéaire sur la taille
du mot en entrée.

- Type 0: Les grammaires générales :
Toutes lesregles @ — 3, o a et f sont des séquences de symboles, sont autorisées. Toute la
puissance expressive de la machine de Tiiring est nécessaire pour reconnaitre les langages
construits a partir de cette grammaire, une telle machine ne s’arrétant pas nécessairement
sur de telles entrées.

Les regles étant de facon évidente d’expressivités strictement croissantes, il est donc possible de
mimer une grammaire utilisant des regles d'une catégorie donnée avec une grammaire utilisant
des regles d'une catégorie supérieure. Cette hiérarchie des grammaires induit donc une hiérar-
chie sur les langages formels ainsi engendrés. On retrouve en outre cette hiérarchie dans les
modeles de calculs nécessaires pour tester 'appartenance d'un mot a un langage. Cette hiérar-
chie se retrouve aussi dans la complexité des algorithmes nécessaires pour engendrer uniformé-
ment un mot du langage.
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3.1.2 Modeéles syntaxiques/modeéles statistiques

Les langages formels induisent ce qu’on est tenté d’appeler des modeles syntaxiques sur les séquences
génomiques. Parmi I'ensemble des séquences sur un alphabet donné (A,C,G,U pour '’ARN), ils

ne font que distinguer les séquences autorisées des interdites. En I'absence d’informations sup-
plémentaires, on est forcé de supposer que les séquences autorisées sont équiprobables, soit
parmi les séquences d'une taille donnée, soit parmi 'ensemble des séquences autorisées. C’est
pourquoi de nombreux formalismes se sont attachés a adjoindre une distribution de probabilité
aux séquences autorisées.

Les chaines de Markov peuvent par exemple étre utilisées dans une version dégénérée, en
annulant certaines probabilités de transition, ce qui interdit alors I'apparition de certains mo-
tifs de tailles supérieures a 'ordre. Cependant, I'expressivité réduite sur le plan syntaxique de
ce formalisme! permet uniquement I'adjonction de contraintes simples, du type motif exclu,
au modele. Celles-ci peuvent en outre avoir un impact non-négligeable sur la distribution des
séquences.

Les grammaires stochastiques de Searls semblent conjuguer 'expressivité des grammaires
non-contextuelles et la puissance d'une distribution de probabilité non-uniforme. De plus, les
parametres du modeles peuvent étre appris a partir d'un ensemble de séquences par une stratégie
maximiser la vraisemblance. Malheureusement, ce formalisme n’offre que peu de prise sur
I'espérance de la taille des séquences engendrées, et est donc peu adapté a la génération aléa-
toire.

Nous nous intéressons donc a un autre formalisme, introduit par Denise et al., les gram-
maires non-contextuelles pondérées qui, via 'introduction de la notion de pondérations, permet
d’altérer la distribution des séquences et ce faisant de contraindre les espérances des différentes
lettres dans les séquences générées.

3.2 Définitions formelles

3.2.1 Langages

Soit £* le monoide libre, c’est a dire ’ensemble constitué des k-uplets d’élément de %, k = 0, doté
d’un produit . non-commutatif, associatif, tel que a, b€ Z* = a.b € £*, et enrichi d'un élément ¢
neutre pour le produit.

On appellera X le vocabulaire ou le lexique.

Les éléments de X sont alors appelés les symboles.

Les éléments de ~* sont quant a eux les mots ou séquences.

On note ¢ le mot vide, de taille nul et élément neutre pour le produit de concaténation.

Définition 1 (Langage) :
Un langage est un ensemble £ < X*. O

1 Le graphe des k-grams dans une chaine de Markov étant aisément assimilable 2 un automate fini.
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Définition 2 (Fonction de taille) :
On appelle fonction de taille la fonction|.| : £* — N définie récursivement par :

el = 0 3.1)
lal] = 1,aeX (3.2)
lwo'| = o+, w o eX* 3.3)
(3.4)

)

Si l'on ne considere que le nombre d’occurrences d'un symbole a € %, on obtient une fonction
l.lg : Z* — N telle que :

lela = 0 (3.5)
lale = 1 (3.6)
Bla = 0, B#a, B,acl (3.7)
wow'le = oo+, v,0" X" (3.8)
(3.9

3.2.2 Grammaires non-contextuelles
Définition 3 (Grammaire non contextuelle) :
Une grammaire non-contextuelle G est caractérisée par la donnée d'un quadruplet (£, /,X,0)
ou:
- X est 'ensemble des symboles terminaux, parfois appelé vocabulaire ou lexique.
- N est'ensemble des symboles non-terminaux.

- X e N estlesymbole non-terminal initial a toute dérivation, aussi appelé axiome.

- 0 SN x(NUX)" est'ensemble des regles de réécriture des non-terminaux de la grammaire,
aussi appelées productions. O

Définition 4 (Dérivation directe) :
Soit G = (£,/,X,0), on dit quun mot f € (N UZ)* dérive directement dans G d'un mot a €
(N UZ)* ssi:

a=apSa;, P=aywa; et (S,w)ed

On note cette propriété a — ¢ p. o
Définition 5 (Dérivation) :

Dans G = (£, /,X,0), un mot w € T* dérive d'un non-terminal S € N, ssi il existe (s1,...,S;) €
(N UZ)*, keN tels que:

S—»Gsl —G.--GSk—GwW
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Définition 6 (Langage associé a une grammaire) :
On appellelangage d'un non terminal S dans G, qu'on note £¢(S), U'ensemble des mots terminaux
dérivables a partir du non-terminal S dans G :

L6(8) ={we XS —¢w}

Le langage £ (G) associé a une grammaireG = (£, /, X, 6) est le langage associé a l'axiome X dans
G:
Z(G) = LX)

Définition 7 (Grammaire non-ambigué) :

Une grammaire non-contextuelle G est ditenon-ambigué si tout mot w de £ (G) admet une unique
dérivation a partir de l'axiome X, au cours de laquelle le non-terminal le plus a gauche est réécrit
a chaque étape. o

Dans la suite du document et dans un souci de simplification des notations, on omettra d’'indicer
les dérivations et langages par la grammaire considérée quand celle ci est implicite.
D’autre part, 'expression @ — £ est équivalente au couple (a, ) € 6.
De plus, on notera (6, S) 'ensemble des régles de § ayant le non-terminal S comme partie
gauche :

R(6,9) ={(S —a)cb|S =S}

Exemple :
Considérons la grammaire P des palindromes composés de lettres a ou b. Les palindromes sont
des mots dont la lecture est identique de gauche a droite ou de droite a gauche.

- X ={a, b}, il s’agit des lettres présentes dans les mots a engendrer.

- N ={X} est 'ensemble des symboles non-terminaux, réduit au seul axiome dans ce cas
précis.

X est]'axiome.

L'ensemble 6 des regles est le suivant :
01| X — aXa

62| X — bXb
53X—>€

Le mot aabbaabbaa appartient au langage £ (P) décrit par la grammaire, car on peut le dériver
de I'axiome X de la facon suivante :

X o aXa o aaXaa % aabXbaa % aabebbaaﬁ aabbaXabbaaﬁ aabbaabbaa

Dans [29], Denise et al. introduisent le formalisme des grammaires non contextuelles pondérées
au niveau des terminaux (le terme grammaire pondérée apparaissant déja dans la communauté
traitement du langage), dans lequel la grammaire se voit adjoindre une fonction de pondération.
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Définition 8 (Fonction de pondération) :
On appelle fonction de pondération 7 pour un alphabet X une fonctionn : X — R.
Une telle fonction est étendue multiplicativement sur tout mot de X* de la facon suivante :

nw) =[] )

CEwW

Elle est enfin étendue additivement sur un langage de la facon suivante :

(&L= nw)

we(L)

Définition 9 (Grammaire non-contextuelle pondérée) :
Une grammaire non-contextuelle pondérée est caractérisée par un quintuplet (X, V, X,6,7) oii :

X est l'ensemble des symboles terminaux.

N est l'ensemble des symboles non-terminaux.
X e N estlaxiome.

O S N x (N UZX)* est 'ensemble des regles.

7 : X — R est une fonction de pondération. O

Lintérét d'une telle adjonction n’apparait pleinement que dans I'optique d’'une génération aléa-
toire non-uniforme et sera détaillé en section 3.3.

3.2.3 Classe combinatoire
Définition 10 (Classe combinatoire) :
Une classe combinatoire € est un ensemble muni d’'une fonction de taille |.| : € — N, qui induit
des sous ensembles finis €, d'objets de € ayant taille n. 0

Si une classe combinatoire est engendrée par un ensemble ¥ de fonctions d’arités variées, alors
on parle de classe combinatoire décomposable. On appelle alors ¥ I'ensemble des constructeurs
de €.

De plus, on notera |¢|, ¥ € ¥ I'arité d'un constructeur, c’est a dire son nombre d’arguments.
Cependant, ces constructeurs ne travaillent pas uniquement sur des objets de ¢, mais sur des
objets antécédents par 'application de f € ¥ d’objets de €.

Définition 11 (Antécédents d’une classe combinatoire) :
Lensemble €< des antécédents d’'une classe combinatoire € relativement a un ensemble ¥ de
constructeurs est défini récursivement par :

€ ={a=y(B), yeV¥efeceIVl
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Exemple :

Les langages £ forment des classes combinatoires assez naturelles, car la fonction de taille |.| :
>* — N définie usuellementhabituellement par |e| =0, |[¢| =1, Vi € X et |a.f] = |a| + |B] sur le
monoide libre 2* est bien telle que &£, < |Z|" soit fini.

En particulier, on peut s'intéresser pour illustrer les définitions ci-dessus au langage 2 des mots
a.b", décrit par la grammaire suivante :

P— aPb|e

Soit ¢ et ¢, les morphismes définis par ¢;(a) = ¢pa2(a) = a, ¢1(b) = Pp2(b) = b, p1(P) = aPb et
¢2(P) = €. Les constructeurs ¢, et ¢, naturellement associés a cette classe sont les extensions
multiplicatives des morphismes 1, et ¥, définis par

vi(a.p) =¢1(@).y1(B), acia b P} yila.f)=da2(a).y2(P), a€{a,b,P}

On a alors 2, = {a*.b*} et < = P U {a*Pb¥, ke N}.

Les antécédents d'une classe combinatoire peut étre vus comme des objets immatures faisant
encore apparaitre des traits de construction dans les cas ou la construction des objets n’est pas
récursive purecomme les spécifications de [42]. Cette définition nous permettra de définir formelle-
ment les univers sur lesquels agiront les générateurs.

3.2.4 Analyse combinatoire
Commencons par définir I'objet de base de la combinatoire analytique, la série génératrice.

Définition 12 (Série génératrice de dénombrement) :
Soit € une classe combinatoire et c,, = |6,| le nombre d’objets de taille n dans €, alors on appelle
série génératrice de dénombrement de € la série formelle C(z) en une variable complexe z € C telle
que

C(z) = Zoe%zlol =Zp>0Cn2" ]

Ces séries sont centrales a bien des démarches d’analyse combinatoire, car elles peuvent étre
construites quasi-automatiquement a partir d'une spécificationnon ambigué pour la classe com-
binatoire considérée. En particulier, dans le cas d'une grammaire non-ambigué, I’ensemble des
regles de la grammaire peut étre vu comme une telle spécification, et se transpose alors directe-
ment en un systeme d’équations sur les séries génératrices associées aux non-terminaux. Il
s’agit de la méthodologie DSV, baptisée ainsi par X.G. Viennot conformément au souhait de M.
Schiitzenberger.

Définition 13 (Méthodologie DSV) :

Soit € une classe combinatoire, la méthodologie DSV est une méthode générale pour la détermi-
nation de la série génératrice associée a la classe €. Elle consiste en U'application des 3 points
ci-dessous :



3. Techniques de génération aléatoire uniforme : Le cas non-contextuel 31

- Encodage de 6 :
Trouver un langage algébrique £ décrit par une grammaire ¢ non-ambigué telle que £,
soit en bijection avec 6.

- Construction d’'un systéme d’équation :
On transpose le systeme de regles de ¢ = (£, ./, X,0) en équations sur les séries génératrices
Si(z) associés aux non-terminaux S;.

Si — ajl...la Sie) = ¢l +...+pla™
S2 — al.lay® S2(2) = Play)+...+Pplay")
Sk — apl...lal* Sk(2) = ¢lay)+...+Pp@)™)

oitk=|Z|,S;ie N, a} €(ANUD)", Sj(2) =Loez(s) !9 et ¢ est telle que

¢le) = ¢
O(tw) = z.Ppw), teX
¢Siw) = Si(2).9w), Sie N o

- Résolution du systeme d’équations :
Lélimination est toujours possible (systeme d'équation algébrique), on peut donc se ramener
a une unique équation impliquant S;(z) et z. Celle ci peut cependant s'avérer d'un degrés
élevéen S;, ce qui rend la détermination de S;(z) potentiellement problématique.
Soit Sy := X l'axiome de la grammaire, on a alors

Sa(2) = ZL(X)(2) = £L(9)(2) = L(2) =€ (2)

Définition 14 (Coefficient d’'une série génératrice) :

Soit C(z) la série génératrice de dénombrement d’'une classe €. On appelle coefficient de degré n
de C(z), qu'on note [2"]C(z), le coefficient du monéme z"* dans un développement de C(z) autour
de z = 0. En remarquant qu'un tel développement est aussi un développement de Taylor, on a
10"C(0)

[2"]1C(2) = pri Cn

ol c, est le nombre d'objets de taille n dans €6 . o

On voit alors une premiéere application possible des séries génératrices a I'étude combinatoire
d’'une classe €. En effet, si la série génératrice se préte aux dérivations multiples, alors on peut
en déduire des expressions exactes pour les c,,. On peut dériver ainsi les nombres de Catalan de
la série génératrice des mots de Dyck.

Il existe en outre des outils théoriques, comme l'inversion de Langrange, pour extraire les
coefficients de séries dont la série génératrice n'est pas fournie explicitement, mais nait d'une
composition de fonction.
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Une deuxiéme application des séries génératrice concerne 1'asymptotique des coefficients.
Pour de nombreuses familles de classes combinatoires (rationnelles, algébriques ou holonome),
il existe des comportements asymptotiques stéréotypés pour les coefficients. Le dogme central
de 'analyse de singularités est en effet le suivant :

e La singularité de plus petit module p, ou singularité dominante, d'une série génératrice
détermine le comportement exponentiel des coefficients.

o Letypedesingularité détermine le comportement sous-exponentiel (polynomial, poly-logarithmique,

)

o Les constantes multiplicatives du comportement asymptotique sont déduites du comporte-
ment de la série au voisinage de p.

On n'entrera pas dans les détails, rappelant juste le rapport marquant entre singularité domi-
nante et ordre exponentiel.

Définition 15 (Ordre exponentiel) :
Soit{c,} une suite a coefficients dans R.
On appelle ordre exponentiel de {c,} la fonction K" telle que :

¢, =K"
Cest adire|c,| =9(n)K" ot 9(n) est un facteur subexponentiel :

lim suplﬁ(n)lé =1
n—oo

Théoréme 1 (Ordre exponentielle des coefficients d’'une série) :

Soit C(z) =Y ,0 cn2" une fonction analytique en 0 et p le module de la singularité dominante de
C.

Alors :

1 n
=)
P
Par exemple, dans le cas d'un langage algébrique, cela signifie qu’on pourra dériver directement

le comportement exponentiel des nombres de mots de taille n de la plus petite valeur p pour z
qui pose probleme.
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3.3 Principes de génération aléatoire

La génération aléatoire uniforme d’objets combinatoires a donné lieu a de nombreuses études.
En particulier dans le cas des grammaires non-contextuelles, deux applications de la méthode
récursive donnent des algorithmes de génération aléatoire en taille exacte [42; 45; 30] effectuant
un nombre d’opérations arithmétiques linéaires @ (nlog(n)) (resp. @ (nlog(n)) et G(n'*¢)) apres
un précalcul en @ (n?) (resp. @(n)) en utilisant une mémoire @ (n?) (resp. G(1) et G(n'*¢)). La
méthode dite de Boltzmann permet la génération en taille approchée en temps @ (n) sans autre
précalcul que celui, symbolique, d’'une série génératrice. Des explications plus détaillées sur ces
algorithmes peuvent étre trouvées dans la partie 3.3.3. Nous nous intéressons ici a la transposi-
tion de ces méthodes au cas des grammaires non-contextuelles pondérées pour une génération
aléatoire non uniforme maitrisée.

3.3.1 Complexité arithmétique ou complexité binaire ?

I est d’'usage d’évaluer la complexité d'un algorithme en le nombre d’opérations atomiques
nécessaires a son exécution. Traditionnellement, on choisit des opérations arithmétiques comme
unité de I'évaluation de la complexité. On parle alors de complexité arithmétique, 'hypothese
implicite étant que de telles opérations s’effectuent en un temps constant, ou du moins borné
par une constante.

Malheureusement, quand les nombres manipulés explosent, cette hypothese devient irréal-
iste. En particulier, siles nombres faisant I'objet de ces opérations sont en @ (k") sur un parametre
n, le simple codage d'un de ces nombres nécessitera un espace proportionnel a .

De telles explosions sont fréquentes dans les algorithmes de génération aléatoire, il est alors
plus pertinent de s'intéresser a la complexité binaire. La complexité binaireestle nombre d’opérations
nécessaires a l'algorithme sur un processeur travaillant sur des nombres au codage borné (32-
bits).

On indiquera donc par une astérisque (*) les complexités arithmétiques nécessitant la prise
en compte de la taille du codage des nombres manipulés lors de I'évaluation de la complexité
binaire. La différence entre ces deux complexités porte alors sur les facteurs suivants en fonction
du type d’opération pour des nombres nécessitant un codage de taille 7 :

- Comparaison : ©(n) au pire et (1) en moyenne.
On compare deux entiers p et g codés sur n bits en regardant les termes du poids fort au
poids faible. Dés que les termes p; et g; different, on peut conclure. Or, dans I’hypotheése
d’une distribution uniforme des nombres comparés, P(p; = g;) = %, Vie[l,n]etsoit Y le
nombre de comparaisons binaires :

k
1
P(Y = k) = (1= P(Prs1 = Grs1)) i:l_ll']]’(’?i =40 =55
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Lespérance E(Y) du nombre de comparaisons binaires est donnée par :

E(Y)

Y ((+DP(Y =k)

n
i=0
n

i+1
= )

y 02i+1
i=
n_

1

- Addition et soustraction : L'addition de I'écolier avec propagation de retenue a une com-
plexité binaire en ©(n) opérations binaires.

- Multiplication : Lutilisation de la transformée rapide de Fourier [85] permet d’obtenir le
produit de deux nombres en & (nlog(n)loglog(n)) opérations binaires.

En général, il est raisonnable d'imaginer un rapport linéaireentre les complexités binaireet arith-
métique, et on notera G (n**%) les complexités pour lesquelles des facteurs poly-logarithmiques
ont été négligés.

3.3.2 Méthode par rejet

Soit «/ un ensemble dans lequel on veut tirer un élément aléatoirement des mots de taille n,
mais pour lequel il est difficile de trouver une approche constructive (Ex. : Langage contextuels).
Parfois, il est possible d’engendrer efficacement des objets dans un surensemble? % > /. On
engendre donc des éléments de 28,, jusqu’a obtenir un élément de «7,. Les tirages correspon-
dants aux différents éléments engendrés dans %,, étant indépendants, la probabilité d’obtenir
un élément w de 7, est donc égale a celle d’obtenir w dans %,,, renormalisée a 1. En partic-
ulier, dans le cas uniforme, ce facteur de renormalisation est égal a |98,,|/|<,| et la probabilité
P(w | &) d’émission d'un élément w donné est alors égale a

Bal 1 1Bl _ 1

Plw | <)) =P(w | 4,) = =
" Nyl 1Bl |l |yl

La complexité de cette méthode repose sur plusieurs facteurs :
o Complexité a(n) de la génération dans %,,.
o Cofit B(n) du test d’appartenance a <;,.

o L'espérance E(X | «,,, ,,) du nombre X de rejets, tel que

1
Y weat, Pl | Bp)

E(X | dnr%n) =

2 Ex.: £* est par exemple un surensemble de tous les langages dans lequel la génération aléatoire de mots de taille
n est aussi simple que n lancer de dés !
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Dans le cas uniforme, cette expression se simplifie et on obtient

|9,
|Znl

E(X | p, Bn) =

Au final, cette complexité revient a (a(n) + f(n)E(X | of,, B,).

Dans un grand nombre de cas, le test d’appartenance a «f,, peut étre effectué au cours de
la création de 'objet candidat, et donc f(n) peut étre négligé devant a(n). De plus, il n'est pas
systématiquement nécessaire de disposer de I'intégralité de |’objet candidat pour décider de son
appartenance a <7,. On peut alors pratiquer un rejet anticipé, ou florentin, baptisé ainsi d’apres
I'école florentine de combinatoire a I'origine de cette technique. On peut ainsi, pour des ob-
jets combinatoires simples (chemins positifs, ...), obtenir des termes (a(n) + f(n)) sub-linéaires,
ce qui permet de compenser un terme E(X | <7, 98;,) non-constant. En particulier, Barcucci et
al [11] arrivent ainsi a engendrer des préfixes de mots de Dyck en temps linéaire.

Cependant, cette technique n’est pas trés efficace dans le cas des grammaires non-contextuels
car, a moins de choisir judicieusement le surensemble, car le nombre de rejet est souvent expo-
nentielle, et presque sirement en @ (ny/n) (D’apres 'asymptotique stéréotypée en p~"/n\/n de
[34]) a partir de *.

3.3.3 Meéthode récursive

Comme son nom l'indique, la méthode récursive repose sur I'existence d'une récurrence sur les
nombres d’objets accessibles a partir d'un choix local. A partir de celle-ci, et au prix d'un précal-
cul, il est possible de déterminer avec quelles probabilités opérer ce choix local afin d’engendrer
les objets d'une classe selon la distribution souhaitée. Un tel algorithme se décompose donc en
deux phases :

- Précalcul : On calcule des valeurs (cardinaux, poids, fonction de partition) définies par
récurrence pour chacun des choix locaux.

- Génération : On opere une série de poids locaux avec des probabilités judicieusement dé-
duites des valeurs précalculées, et qui restreignent de plus en plus 'ensemble des futurs
possibles (objets accessibles), jusqu’a obtenir le singleton ne contenant que I'objet engen-
dré selon la distribution de probabilité souhaitée.

On trouve naturellement une telle récurrence dans la structure récursive qu’est une gram-
maire non-contextuelle. Cependant, confronté a une regle ayant pour partie droite de nombreux
non-terminaux, on se pose la question de la répartition des lettres a engendrer parmi les dif-
férents non-terminaux. Une telle répartition, implémentée de facon naive, risquerait d’étre ex-
ponentielle sur le nombre maximal de non-terminaux apparaissant en partie droite d'une regle.
C’est pourquoi on utilise une forme normale, la forme normale de Chomsky, qui fait apparaitre
au plus deux termes dans chaque partie droite de regle.
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La forme normale de Chomsky : Décomposition canonique des grammaires non-contextuelles

Dans le cas général, la méthode récursive présuppose de l'existence d'une décomposition non-
ambigué de la classe combinatoire considérée. Dans le cas des grammaires non-contextuelles,
une telle décomposition peut étre trouvée dans la forme normale de Chomsky.

Définition 16 (Forme Normale de Chomsky (FNC)) :
UnegrammaireG = (£, ./, X, 6) est enforme normale de Chomsky ssi, pour tout S € N l'ensemble
Z(0,S) ={(S,a) € 8} des regles ayant S pour partie gauche est tel que :

R6,8)={S—1}, tex
ou R©6,5)=1{S— 8152}, S1,S€ N
ou R6,5)={8S—S81), (S—8}, S1,82e N

Plus simplement, on pourra dire et noter que chaque non-terminal S d'une grammaire en forme
normale de Chomsky n’est concerné que par une des trois situations ci-dessous :

Regle Terminale: S—1tf, teX
Regle Produit : S— 818, S§1,Se N
Regle Union : S—81182, S1,5¢eN

On notera & I'ensemble des grammaires en forme normale de Chomsky.

Proposition 1 (Existence de la forme normale de Chomsky) :
Pour toute grammaire G non-ambigué, il existe une grammaire G' en forme normale de Chomsky
reconnaissant le méme language, moins éventuellement le mot vide :

VG,3G € F telle que £(G') = £L(G)\{e}
On donne ci-dessous une idée de I'algorithme utilisé pour une telle mise en forme :
1. Binarisation des conjonctions
2. Restriction des productions € a I’axiome
3. Suppression des regles unaires solitaires
4. Réécriture des regles impliquant des terminaux
5. Binarisation des disjonctions

On pourra trouver une preuve compleéte de I'existence d'une FNC dans [49].
Lordre des opérations lors de la mise en forme normale de Chomsky devra toutefois re-
specter quelques contraintes, sous peine d’obtenir une grammaire en FNC de taille exponen-

tielle par rapport a celle de la grammaire initiale.

Exemple :
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Considérons les arbres ternaires, c’est a dire des arbres n’ayant que des noeuds de degré trois ou
zéro. On encode naturellement les arbres ternaires de taille n par des mots de taille 37 issus de
la grammaire suivante :
S — aSbScS
— €

Une approche naive du dénombrement de tels mots conduit a la récurrence suivante sur les
nombres s, de mots issus de S de taille 7 :

sop = 1
S1 = 0
S = 0
Sp = Z?:_gzygg_isiSjsn_g_i_j, Yn>2

Le terme général de cette récurrence semble indiquer une complexité quadratique sur n pour
I'évaluation du terme s, a partir des termes de rangs inférieurs, c’est a dire une complexité cu-
bique pourI'évaluation ab initiodu termes,. Cependant, une mise en forme normale de Chom-
sky aboutit a la grammaire suivante :

S — Tle
T — MU
U — NO
M —- V]A
N — W|B
0O - X|C
vV — AT
w — BT
X - CT
A — a

B -

cC - ¢

Cette grammaire engendre bien le langage des arbres ternaires a partir de I'axiome S, en effet :

T — MU
T — MNO
T — (VIAWI|BXIC)
T — (AT|A)BT|B)(CT|C)
T — a(T|e)b(T|e)c(T]e)
T — aS'bScS
o8 — aS'bhS'cS |e
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On retrouve ici, 2 un renommage de S’ en S pres, la grammaire des arbres ternaires. Cette
représentation donne naissance a une nouvelle récurrence sur les coefficient s,, qui, bien qu’apparemment
plus complexe que la précédente du fait de la croissance du nombre de non-terminaux, ne fait
apparaitre que des produits de convolutions a deux termes. Cela permet un calcul en temps

linéaire d'un coefficient s, a partir de tous les coefficients de rang inférieur, ce qui raméne a une
complexité quadratique en opération arithmétique le calcul ab initiode s,,.

B 1 Sia=s
% = 0 Sinon
1 Siae{ab,c,m,n,o}
ay = .
0 Sinon
a = 0, VaeN
th = Z?z_ll m;up—;
u, = YXrlsion
My = Sp=0p=Vp=Wp=Xp="tx1
s'h =ty

Une telle forme normale sera un allié de poids quand nous serons confrontés au probleme de la
génération aléatoire de mots issus d'une grammaire, c’est a dire bien souvent au comptage de
tels mots. En effet, une telle construction, préservant la non-ambiguité supposée de la gram-
maire originale, se traduit immédiatement en des mécanismes de construction du langage pris
en tant que classe combinatoire. De tels mécanismes peuvent bien sir étre trouvés dans la gram-
maire originale, mais induisent une complexité supérieure dans la spécification combinatoire,
et amplifient les difficultés rencontrées lors de 'énumération, comme l'illustre I'exemple précé-
dent.

Génération aléatoire de mots d’'un langage non-contextuel[29;
42]

A partir d'une forme normale de Chomsky, il est classique de dégager des relations entre les
cardinalités des langages associés aux non-terminaux (voir par exemple [29]).

Théoréme 2:
Dans une grammaire ¢ non-ambigué en FNC, les langages £ (S) et les nombres s de mots de
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taille k issus de S obéissent aux relations suivantes :

Regles Unions : S—S§"18"
> ZLO)=2EHhuLlS")
= sp=s +5]

Regles Produits : S—8's"

=> ZL(S=%2(5).2S"

k-1
_ /i
= 5k= Z 5iSk—i
i=1

Regles Terminales : S—t
= Z(S)={1}
Lo { 1 Sik=1
0 Sinon

Dans le cas des régles produits, on notera que la somme exclut les termesi =0 et i = n, de facon a
éviter 'apparition d'un terme s, dans la somme. Un tel terme peut étre éliminé sans remords car
il est non-contributif a la somme. En effet, tout terme s), contribue au sein d’'une multiplication
avec sy, et so = 0, comme conséquence de la mise en forme normale de Chomsky.

Les relations portant sur les langages correspondent a la définition 6 du langage associé a
un non-terminal. Afin de les transposer en relations sur les cardinalités, il faut, dans le cas des
regles unions, que les langages associés aux deux alternatives soient disjoints. Il faut en outre
que tout mot w engendré par un non-terminal produit n'admette qu'une seule décomposition
w=uv uec LS etve £(S"). Ces deux conditions sont garanties car nécessaires a la non-
ambiguité de la grammaire.

Une fois le précalcul des coefficients s effectués, la génération aléatoire uniforme est immé-
diate :

Théoréeme 3 :
Lalgorithme 1 engendre des objets de £ (9) de taille n avec probabilité uniforme Iiﬂ—}sﬂﬁnl'

PREUVE : Conformément ala philosophie générale de la méthode récursive formalisée par Wilf [103],
I'algorithme opére une série de choix locaux entre des ensembles distincts d’objets. On peut
donc raisonner par induction sur le nombre d’appels a la fonction generation de I'algorithme.On
remarque que celui ci est bornée par n|%|, ou % est 'ensemble des non-terminaux de type
union. En effet, il ne peut pas exister de cycle dans le graphe de dépendance des unions (non-
ambiguité). De plus, une génération ne faisant appel qu’a des non-terminaux de type produit
voit son nombre d’appels borné par n — 1, car I'arbre des appels est alors un arbre binaire a n
feuilles (regles terminales).

D’abord, on remarque la correction de I'algorithme dans le cas des regles terminales, pour
lesquelles le mot constitué d’'un seul terminal renvoyé est bien le seul du langage. On suppose
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Algorithme 1 Approche récursive pour la génération uniforme de mots d'un langage non-

contextuel
1: Function generation(Se /A, ke S):

2: si Z(S) ={S — t} alors
3:  return?
4: sinon si Z(S) ={S— §'| S"} alors
Tirer aléatoirement x € R compris entre 0 et 1 exclu

5
6: six< 3 alors

7: return generation(S’,k)

8: sinon

9 return generation(S”, k)

10: finsi

11: sinon si Z(S) = {S — §'S"} alors o

12:  Choisir k’ € [1, k — 1] avec probabilité %ﬁ*k’
13:  return generation(S’,k’).generation(S”,k — k')
14: fin si

ensuite I'algorithme correct pour tout nombre d’appel a < p, c’est a dire :

1

VSe N, VneS, Yoe L (S, P =———=—
" LSl sn

Poura=p+1:

- RS ={S—5|5"
Si §'(resp. S”) est choisi, alors la probabilité a posteriori d'un mot w issu de S'(resp. S”) est
Plw) = :ii = i (resp. P(w) = :_’:Esl',; = sin) par application de I'hypothese de récurrence a
I'appel sur S'(resp. S”).

- R(S)={8§— 85"}
Soit n’ le nombre choisi, et w = w’.w" le mot finalement engendré, ol w’ (resp. ") est le
mot de taille n'(resp. n— n') engendré a partir de S'(resp. S”) avec probabilité sL(resp.

l

n!
S,,L), par application de 'hypotheése de récurrence. La non-ambiguité de la grammaire
n-n'

implique qu'’il n’existe qu'une décomposition de w en produit de mots issus de S’ et S”.
On a donc a posteriori:

ShS_ 11 1
P(w) = — n_nT 77 =—
Sn S, S _. Sn
L'algorithme 1 engendre bien uniformément des objets de £ (%) de taille n. m

Complexité de la méthode

Nous décrirons d’abord la complexité de la méthode récursive dans une implémentation naive,
nous évoquerons ensuite diverses améliorations portant sur les différentes phases deI'algorithme.
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Implémentation naive:

La phase de précalcul, correspondant a I'implémentation des équations du théoreme 2, est en
O (n?)* opérations arithmétiques, nécessaires lors du calcul des produits. Comme évoqué en sec-
tion 3.3.1, il faut multiplier cette complexité arithmétique par le cotit de chacune de ces opéra-
tions, effectuée en précision arbitraire, ce qui entraine une complexité binaire en G (n>+¢).

La complexité mémoire du précalcul est en O (n|4'|)* variables encodant des nombres crois-
sant généralement en € (|Z]"), et nécessitant donc chacune @ (n) bits. La complexité mémoire de
cette méthode est donc en @ (n?|./|) bits.

La phase de génération nécessite la répartition des symboles a engendrer entre les deux ter-
mes d'une regle de type produit, ce qui peut requérir ¢(n) comparaisons, précédées pour cha-
cune d’'une multiplication de grands nombres en O (nlog(n)loglog(n)). De plus, on a vu que le
nombre d’appels a la fonction engendrer de l'algorithme 1 est en O(|.4|n). La complexité en
temps de la phase de génération est donc en @ (|4 |n3*¢).

Optimisations :

- Stratégie boustrophédonl42]:
Une organisation judicieuse des tests des candidats pour k' pour les non-terminaux pro-
duits permet de réduire a ©(nlog(n))* la complexité de la phase de génération. Précisé-
ment, on teste les valeurs putatives pour k' dansl'ordre 1, k—1,2,k-2,...,i,k—1i,... Le colt
f(n) au pire de la génération d'un mot de taille n a partir d'une arborescence de regles pro-
duits obéit donc a une récurrence de type

fm= max (f)+f(n=k)+2min(k’,n-k))

dont la solution est en G (nlog(n))*.

- Récurrences linéaires des coefficients de séries holonomes [45] :
Un résultat fort sur les séries holonomes [92], auxquelles appartiennent les séries généra-
trices des langages algébriques, conclut sur 'existence d'une récurrence linéaire a coeffi-
cients polynémiaux pour sy les nombres de mots de taille k issus de S, VS € A4/, et mettant
en jeu un nombre borné de termes :

Sk =P1(m)sg_1+ Pa(m)sg_a+...+ Pp(n)sg_p

1l est donc possible d’évaluer les s;,, VS € A en temps @ (n|A|)* et en mémoire G (| A |)*
en oubliant définitivement les termes antérieurs a k — h au moment de calculer le k-ieme
terme.

Au cours de la phase de génération, on peut redescendre en inversant la récurrence

sk — (P1(M)8g—1+ ...+ Pp_1 (M)Sk—(h-1))

Sk—h = .
k=h Py (n)

On traite le cas des régles produit en utilisant a la fois la récurrence inversée et les termes
initiaux de la récurrence, pour chacun des deux non-terminaux mis en jeu. La mise en
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conjonction de cette remarque avec une stratégie boustrophédon permet alors de limiter

le surplus de calcul a cette étape. On obtient donc alors un algorithme de génération en

O (nlog(n)| A )*.

Il est a noter que la récurrence permettant ce précalcul peut étre extraite du systéme d’équation
défini par les regles de la grammaire grace a un outil de calcul symbolique comme Gfun [83].

- Précalcul des produits [61] :
Partant du principe que ce sont les résolutions des produits qui empéchent I'obtention
d’algorithme linéaires sur la génération, Mairson précalcule dans [61] les séries de produits
de convolution et les stocke dans une structure de donnée adaptée. Il en résulte un surcotit
lors de la phase de dénombrement, qui passe en @(n?)*, et qui permet une génération en
O(n)*.

- Arithmétique flottante et évaluation paresseuse [30] :
Apres avoir évalué dans le cas des langages rationnels [26] la perte d’information liée a
l'utilisation de nombre flottants, Denise et al. généralisent dans [30] 1'utilisation de cette
arithmétique et déterminent des intervalles de confiance, dans lesquels I'algorithme se
comporte comme si les calculs sans arrondis avaient été effectués. Si les nombres aléa-
toires tirés sont hors de ces intervalles, alors on a recours au calcul exact(évaluation pa-
resseuse). Apres avoir exhibé une relation entre la taille de la mantisse et la taille de ces
intervalles, ils obtiennent un algorithme de génération en & (n' *¢)(Choix judicieux de la re-
lation mantisse/taille de séquence) en moyenne aprés un précalcul en @ (n'*€) (Améliora-
tion due a I'’évaluation rapide [97] des coefficients d'une série génératrice algébrique [27]).

3.3.4 Méthode de Boltzmann pour la génération d’objets combinatoires [36]

La méthode dite de Boltzmann [36] apporte actuellement un nouveau souffle au domaine de
la génération aléatoire d’objets décomposables, inspirant de nombreux travaux[43; 68; 12; 39]
de part sa beauté conceptuelle et la simplicité de sa mise en oeuvre. Elle consiste a reldcher
initialement la taille des objets a engendrer tout en maintenant I'équiprobabilité des objets au
sein d’'une classe de tailles. Plus précisément, elle affecte a chaque objet w € € non-étiqueté une
probabilité

|wl

X
Py(w) = % (3.10)

ol x est un parametre analytique affectant la performance du générateur, et C(z) =Y ,50cn2" la
série génératrice de dénombrement de la classe combinatoire €°.

On engendre alors des objets jusqu’a ce qu'un objet d’'un taille acceptable soit obtenu. Par
acceptable on entend : Soit d'une taille fixée n, auquel cas on parle d'un générateur de Boltz-
mann en taille exacte; Soit une tolérance ¢ est accordée, et des objets de taille [n(1 —¢€), n(1 +¢€)]
sont acceptés, auquel cas on parle d'un générateur en taille approchée.

30n retrouve, en substituant e P a x dans I'équation (3.10), la loi de Boltzmann bien connue en physique statis-
tique, et a I'origine du nom de cette méthode.
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Dans le cas des grammaires non-contextuelles, Duchon et al. consacrent un paragraphe a
I'analyse des points suivants :

1. Lalgorithme de génération aléatoire selon la probabilité de I'équation (3.10).
2. Lastratégie de rejet utilisée.

3. Le choix d'une valeur pour le parametre x.

Langages non-contextuels et implémentation du modéle de Boltzmann

Les langages non-contextuels peuvent étre construits a partir d’ensembles singletons #,#,...,,
d’un produit non-commutatif x (concaténation) et d'une union disjointe +. Ces constructions se
plongent trés bien a la fois dans I'algebre des séries génératrices et dans 'univers de la génération
de Boltzmann. Ces briques de bases sont bien stir équivalentes aux trois types de regles dans les
grammaires en forme normale de Chosmky. On aura donc autant de générateurs de Boltzmann
que de non-terminaux dans la grammaire initiale.

Algorithme 2 Générateur de Boltzmann pour le non-terminal Sd’une spécification algébrique
1: Function ¥ (x) :
2: si S — t alors
3:  return t
4: sinonsi S — S’ | S” alors
5:  Tirer aléatoirement y € R compris entre 0 et 1 exclu
6: six< % alors
7: return %' (x)
8
9

sinon
return I.¥" (x)
10: finsi
11: sinonsi S — S'S" alors
122 return %' (x) x %" (x)
13: fin si

Théoréme 4 :
Lalgorithme 2 engendre chaque objet w € £ (S) avec probabilité

|wl

Py(w) = %

On peut constater qu'une telle distribution affecte des probabilités égales a deux objets de méme
taille, elle est donc uniforme pour une classe de taille donnée.

Remarque : On a fait référence dans I'algorithme aux séries génératrices de langages S(z), S'(z)
et S”(z). Les valeurs de ces séries en x sont obtenues grice a l'intervention divine d'un oracle,
et supposée résolues par ailleurs, dans I'article fondateur [36]. Leur obtention représente le seul
obstacle a 'automatisation totale de la méthode, bien que le package Maple GFun [83] sache se
montrer particulierement perspicace dans la résolution des systemes d’équations algébriques.
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Valeur du parameétre x et performances

On dispose donc d'un générateur qui engendre des mots d'un langage de différentes tailles,
qu’'on va rejeter jusqu’a obtenir un mot de taille acceptable. Mais comment limiter 'impact
du rejet sur la complexité de cet algorithme ? C’est la qu'intervient le parameétre x, qui perme-
ttra, selon 'approche adoptée, de décaler la moyenne de la distribution des tailles engendrées
ou méme de passer a la limite afin d’augmenter les performances d'une stratégie de rejet an-
ticipé. C’est cette deuxieme méthode qui est privilégiée dans [36], mais nous commencerons
par rappeler la premiere, qui illustre a notre sens d’avantage la philosophie sous-jacente a cette
technique :

- Générateur classique de Boltzmann :
Soit E,(N) 'espérance de la taille N d'un objet de £ (S) engendré par un générateur de
Boltzmann, on a
x" §'(x)
E,.(N)= lw|Py (w) = ns;,—— =2Xx
= = o e = St

De méme, on accede aux moments d’ordre supérieur en dérivant la série génératrice de
probabilité :

x28"(x) + xS (x)  Ysosnn(n—1x"2x*+s,nx""1x S s x"
= = S
S(x) S(x) " S(x)

n=0

= Ex(N?)

Ainsi, on connait désormais une relation entre x et la moyenne des tailles générées. On
peut aussi vérifier que la variance n’est pas trop importante, c’est a dire qu’on sait quan-
tifier la probabilité de tirer un mot d'une taille admissible. Ce n’est malheureusement pas
toujours le cas pour les grammaires non-contextuelles, et leur génération efficace grace a
un générateur de Boltzmann nécessite souvent une modification de la spécification* afin
de modifier le type de singularité de la série génératrice. Cette transformation s’automatise
assez bien, a condition toutefois de limiter les tailles des parties droites de regles (Forme
Normale de Chomsky), et rend possible une génération en taille approchée en €'(n) et ex-
acte en 0 (n?) a partir d’'une valeur de x adaptée a la taille souhaitée.

- Générateur polaire de Boltzmann :
Comme on I'a vu dans le cas précédent, il existe une relation entre la valeur du parametre
x et'espérance E (N) de la taille d'un objet engendré par le générateur. Quand x tend vers
une valeur p appelée singularité dominante de la série génératrice, alors Ex(N) — oco. En
s'intéressant a la distribution de probabilité, on constate que P, (N = ng) décroit avec N.
Sil'on tronquela distribution, on gratifie N = ny d'une probabilité non-exponentiellement
négligeable.

411 s’agit de I'opérateur de pointage, qui marque un des symboles terminaux dans chaque mot engendré. 11 suffit
alors d’oublier le caractere particulier de cette lettre dans le mot engendré pour obtenir un générateur uniforme. La
transformation équivalente au pointage dans les séries génératrices étant la dérivation, on obtient une distribution
des taille plus pointée, qui entraine une génération plus efficace [36].
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Au niveau algorithmique, cela revient simplement a stopper et relancer I'algorithme de
réécriture quand I'objet en cours de génération dépasse la taille ny souhaitée, ce qui peut
étre réalisé grace a une variable globale. Cette stratégie, aussi appelée rejet anticipé a été
introduite pour une génération par rejet efficace dans le cas des animaux dirigés [11]. 11
est a noter qu'un tel élagage provoque I'apparition d'un facteur de normalisation dans la
formule donnant les probabilité d’émission.

On doit alors évaluer la probabilité associée a une taille ny dans la distribution tronquée
en ny, afin de déterminer la complexité de I'algorithme. Dans le cas des grammaires non-
contextuelles, deux propriétés assez naturelles contraignent fortement I’asymptotique des
coefficients, et nous permettent de répondre a cette question.

Définition 17 (Irréductibilité d’'une grammaire) :

Le graphe de dépendance 4 d'une grammaire G = (X, 4, X,0) est le graphe dont les som-
mets sont les non-terminaux A de G et dans lequel il existe un lien (o, ) € N? ssi (@ —
...p..)€b.

On dit qu'une grammaire G = (£,./, X, ) est irréductible si son graphe de dépendance est
fortement connecté, cest a dire que tout sommet est accessible a partir de tout autre som-
met. O

Définition 18 (Périodicité d’'une grammaire) :
Une grammaireG = (£, ./, X, 6) estditepériodique si l'ensemble.¥ des rangsi pour lesquels
si = 0 est inclus dans une progression arithmétique. O

Théoréme 5 (Forme stéréotypée des s.g. de classes récursives[36]) :
Soit G = (£, 4, X,0) une grammaire irréductible et apériodique, alors la série génératrice
G(z) =Y y=08n2" estde la forme

G(2) = G(p) - co(1— 2/ p)? +G(1 - z/p) 3.11)
ot p est la singularité dominante de G, et G(p) > 0, ¢y > 0. Lasymptotique des s, est alors
donnée par

B _ cop" 1
sn=12"1G(2) = m(l +@(;)) (3.12)

O

L'équation (3.12) permet d’établir des complexités moyennes pour les générateurs par rejet
anticipés en @ (n) pour une taille approchée, et en @ (n?) pour une taille exacte.

On préférera I'approche polaire a celle classique, car elle ne nécessite que I'évaluation des dif-
férentes séries génératrices, supposées résolues par ailleurs, en sa singularité dominante p. On
trouvera dans [36] une discussion sur I'impact d'une I’évaluation en précision bornée sur 'uniformité.
Une telle restriction rend possible I'implémentation d'un générateur de Boltzmann hors du cadre
d’un logiciel de calcul symbolique, une fois cependant les séries génératrices calculées. De plus,

elle ne nécessite pas d'examen critique du type de singularité.
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4.1 Génération récursive pondérée[29]

Dans [29], Denise et al. s'intéressent a une génération aléatoire non-uniforme de mots d'un
langage non-contextuel .Z. Leur but est de contraindre par ce biais les nombres d’occurrences
de chacun de symboles terminaux, afin de simuler plus crédiblement certains phénomenes bi-
ologiques. Pour cela, ils fixent a prioriles probabilités des différents mots w € £ :

Plopm = —2__ (4.1)
Yegn(w)
ol 7 est la fonction de pondération, définie page 29 et étendue multiplicativement des symboles
non-terminaux vers les mots de Z.
Théoréme 6:

Soit Ay l'adaptation de U'algorithme 1 page 40 obtenue en remplagant

1 Sin=1
S—t =
( )= Sn {0 Sinon
par
n(t) Sin=1
S—t =
( )= Sn { 0 Sinon

lors de la phase de dénombrement préliminaire, les s, devenant alors les sommes des poids des
séquences de taille n issues des S, c'estadire: s, =} e ¢ (s), T(W)
Alors Ay engendre bien les mots de £(%9),, avec les probabilités décrites par I'équation (4.1).

PREUVE : Par récurrence sur k, on prouve que s = Y ,ec #(s), T(w). En effet, on vérifie triviale-
ment cette propriété pour les régles de type (S — ). De plus, les appels récursifs reviennent

N

a:

- (S§—8'S"):
TR T o I ) | B SR
i€[l,k-1] i€[l,k-1] \w'eZL(5); "'eL(S")k-i
= ) Y a)nw")
i€[l,k-1] w'eL(S);
w”e&f(S”)k,i
= ) 7w
wef(S)k
- (S—S8'15"):

Sk=Sp+8]. = Z (') + Z ORE Z 7 (W)
w'eL (S w'eL (S weZL(S)k
Apreés la phase de dénombrement préliminaire, on a donc bien dans sy la somme des poids des
mots de Z(S)g.
A partir de ce résultat, on prouve par récurrence que la phase de génération engendre bien dé-
sormais les mots du langage selon les probabilités de I'équation (4.1). Le cas terminal (S — £) est

trivial, car '’équation (4.1) revient alors a P(w|7) = % = 1. Dans les cas récursifs :
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1!

S.S .
L S:". Des mots o’ et w” sont alors

- (S — 8'S") : Un nombre i est choisi avec probabilité

! 1"
engendrés avec probabilité % et % Si la grammaire est non-ambigué, alors

i k—i
sisy_; m(w') m(w'") _ m()r(w")

/ "
Sk Si Sk—i Sk

Plw | x) =

oul'on retrouve bien la probabilité de 'équation (4.1) car

1) =n@)n@") et sp= Y 7).
xe.,Sf’(S)k

- (§— 81 8"): Le premier tirage aléatoire choisit S’ (resp. S”) avec probabilité :—Z (resp. Z—Z).
7(w)
W)y

) p : ' I iite TW)
L'appel récursif sur S'(resp. S”) engendre alors un mot w avec probabilité o (resp. %

La probabilité totale d’émission d'un tel mot est alors égale a
! 1
Sk _ Sprw)  7mlw)

Plw|r)=— T 11
Sk 2 Sk Sk Sk

8
si les langages £ (S) et £(S"”) sont disjoints.

Le générateur 1 modifié est donc un générateur valide pour une grammaire pondérée non-ambigué
en forme normale de Chomsky. =

Limpact sur la complexité binaire de I’adjonction de pondérations se limite a une constantedans
I'implémentation naive. En effet, la manipulation de réels dans toute leur généralité étant inac-
cessible a I'informatique numérique classique’, on se limite donc classiquement & des nombres
ayant un développement binaire borné, les nombres flottants, qui équivalent a des nombres en-
tiers multipliés par des puissances négatives de 2. En décalanttoutes les représentations binaires
de ces nombres, i.e. en les multipliant par la plus petite puissance négative de 2 présente dans
I'écriture d'un poids, on obtient des nombres entiers. En remarquant que la distribution (4.1) est
stable sur une multiplication des poids par un facteur k € N, on déduit que la seule influence des
poids sur la complexité de I'algorithme par rejet réside en un facteur a = log,(n*), ot 7* est le
plus grand nombre représentant un poids apres décalage.

4.2 Extension de la méthode de Boltzmann aux grammaires pondérées

Onrappelle que le but d'un générateur aléatoire de mots d'une grammaire pondérée G est d’émettre

w € £(G), avec probabilité
P |m) = —2) 4.2)
&Gy '

1 En effet, pour toute séquence de bits, il existe un nombre réel qui admette cette séquence comme mantisse.
Ces nombres sont tous compris entre 0 et 1, donc la théorie de I'information nous empéche de réver d'un codage
d’espérance finie ne serait ce que pour les nombre de I'intervalle [0, 1].
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Avec C. Pivoteau et M. Soria, nous avons étudié la possibilité de transposer la méthode de Boltz-
man aux grammaires pondérées. On montre que cette transposition peut étre réalisée au seul
prix d’'une substitution des séries génératrices pondérées aux séries génératrices de dénombre-
ment.

Théoréme 7 :

Ladaptation de algorithme 2, dans laquelle S(z) (resp. S'(z) et S"(z)) est remplacée par la série
génératrice pondérée S, (z) (resp. Sy (2) et Si1(2)), engendre w € £(S) avec probabilité

3 7(w)x'?!

Pylw|m)= W (4.3)

PREUVE : Onrappelle la définition de la série génératrice pondérée L;(z) pour un langage £ :

Ly(2)= Y nwz"
we?
Une fois les séries génératrices pondérées Sy (z) substituées au S(z) d’origine, on peut raisonner
par induction pour obtenir les probabilités d’émission attendues.
Supposons que I'¥’ (resp. I.#") engendrent bien des mots selon une probabilité conforme
al’équation (4.3) :

-S—t: L) =1{t}=> Sz =n()z=> ”S(n’g;)l =1. Or ¢ est bien engendré avec probabilité 1.

- §—8'|S": Onrappelle que S;(2) = S (z) + Sij(2) sil'union £ (¥")u L (F") est disjointe.
Si #' est choisi, alors Vo € £(F) :

_ S n@) X m(w)x®!

Py(w|m)= 7
Sz(x) Sy(x) Sz (x)

Ce raisonnement vaut aussi pour un mot de &£ (%").

- §— §'S": Apres avoir rappelé que n(af) = n(a)m(f) et que S;(2) = S, (2)S,(2) ssi il existe
une unique factorisation des w € % en un produit w = w,.w2, w1 € ¥ et w, € F". La
probabilité d’émission de w est donc de :

n(wﬂx"”l' n(wz)x“”Z' n(wl)n(wz)xlwﬂﬂwzl n—(w)xlwl
P(w ] m) = - Do e -
§'(x) S"(x) Sq(x)S7(x) Sz (x)

Lhypothese de correction des deux générateurs filsT.#' et T.%" est trop forte, et risque d’induire
des dépendances circulaires (cycle dans le graphe de dépendance de la grammaire). On risque
ainsi de supposer I correct pour en déduire que I'.¥ est correct !

On pourra donc transposer le raisonnement par induction ci-dessus sur le nombre n d’appels
a un générateur pour obtenir w. On affaiblira alors 'hypothese de correction en la restreignant
aux objets engendrés en un nombre < n d’appels a un générateur. Cette adaptation est essen-
tiellement technique et omise dans un souci de simplicité. m
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Une conséquence directe de I'équation (4.3) est le respect de la distribution induite par (4.2) au
sein d'une classe de taille donnée, c’est a dire pour une génération de Boltzman en taille exacte.
En taille approchée, les fréquences d’apparitions des non-terminaux sont connues pour attein-
dre rapidement le régime asymptotique. Elles restent donc fixes au sein des différentes classes
de tailles de I'intervalle [1n(1 —¢€), n(1+¢)], et sont déterminées par les constantes ¢y de I'équation
(3.12). Ce type de génération permet donc de cumuler la pondération des symboles terminaux,
qui permet de jouer sur leur fréquence, a une variabilité € parametrable sur la taille des séquences
générées, le tout en temps linéaire et sans précalcul ! C’est donc un outil trés prometteur pour la
modélisation des structures biologiques.

4.3 Grammaires pondérées et modeles markoviens

En préambule de ce chapitre consacré au produit de modeles Markoviens et grammaticaux, je
tiens a remercier Michel Termier pour son opiniatreté dans sa volonté de me voir traiter ce prob-
leme. L'idée sous-jacente a ce probléme est de tenir compte a la fois de dépendances structurelles

et séquentielles dans I'élaboration de modeles de couples séquence/structure pour ’ARN.

On considere des modeles structurels syntaxiques, c’est a dire des modeles restreignant I’ensemble

des séquences/structures engendrées a un ensemble décrit par une grammaire. Notre but est de

leur adjoindre une distribution basée sur un modele de Markov, on réalise alors un produit de
modeles, dans un sens explicité par la définition suivante.

Définition 19 (Produit d'un modele de Markov et d'une grammaire) :
Pour tout modele de Markov .4 et toute grammaire 4, on appelle /' =94 x M le modele produit
de M et de4 tel que, pour toute séquencew € £(G),

P(w | A)
Ywez@PW' | M)

Pw |4 = (4.4

O

La probabilité de ’équation (4.4) est aussi celle du modele de Markov, multipliée parl'indicatrice
d’appartenance de la séquence au langage décrit par la grammaire, et normalisée pour com-
penser la soustraction des contributions des séquences interdites.

On prétend qu'un tel modeéle peut étre réalisé par une grammaire non-contextuelle pondérée.
Pour cela, on proposera une preuve constructive de I’existence de la grammaire pondérée équiv-
alente, qui constitue aussi un algorithme pour sa construction.

Théoréme 8 (Markovx Grammaire=Grammaire pondérée) :
Pour tout modele de Markov 4 d’ordre k et toute grammaire 9, il existe une grammaire pondérée
4’ telle pour toute séquence w, et tout n>k :

Pw|¥x.4,n=Pw|¥4, n

PREUVE : Soit .4 un modele de Markov d’ordre k émettant a chaque instant £ un symbole a; de
X avec probabilités

Plar=xlay...ar-1)=Pla;=x|lw=a; f...0t-1) = Py x-
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On suppose sans perte de généralité la grammaire ¢4 = (X, .4/, X, ) en forme normale de Chom-
sky. On propose la grammaire pondérée ¢’ = (', &', X', 6', ) telle que :

- X' est dupliqué afin d’autoriser une influence des k-lettres précédemment émises sur la
lettre en cours d’émission

= U {tw}

wezk rex
La sémantiquedun symbole terminal ¢, est symbole t émis immédiatement apres la séquence
w.

- A" est dupliqué pour des raisons similaires

e/V, = U {Sa-»ﬁ}
a,Bezk,Se N

La sémantique d'un symbole non-terminal S,_.p est non-terminal S directement précédé
des symboles « et dont la réécriture, concaténée a «, admet p comme suffixe de longueur k.

- X' est le nouveau symbole de départ, ou axiome.

- &' est plus complexe, car il matérialise les dépendances. Pour tout non-terminal S € A4 de
¢ en forme normale de Chomsky :

- RS ={§— 515"}

O — %&wmﬁﬁs;w|$ﬁ@
a,

- R(S)={S— §'§"}
05— U (Sa—p— SapSp_p)
a,ﬁ,nezk
- R(S)={S—t}
(5{9 — U (Sa—lez...dkt - t[lx])
aexk

Enfin, on propose les régles 6’X, suivantes pour le symbole initial X, en supposant un état
initial w :
8y — U X = Su—w)

w'exk

On propose alors §" — Use.4 05 U0,

- Enfin, pour les pondérations r :

Tt = Pa,t» Ve € !
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Lemme1:
Soitp: X' — X un morphisme tel que

Plti) =t

Alors l'extension produit/ensembliste de ¢ est telle que pour tout S'€ N', w € £ :

L8)= J $L(S,_ )

w'exk

On peut prouver ce lemme par induction sur le nombre maximal de réécritures pour engendrer

le langage associé a un non-terminal S:

- S—t:Soitw = x.a, on a alors les égalités

U ¢(LSw—u)) = d(L(Sxa—a.1,)) = pUtim}) = {8} = L(S).

w'exk
-S—-818":

U ¢(ZLSwv—u)

w'exk

- §-8'§":

U (l)(g(sw—mﬂ))

w'exk

U ¢S, ) uLs) )

w'exk

U oS, ,hu U ¢S, )
w'ezk w'exk

LESHhuLS") =21

U U oS, oS, 0

w'ezk w"exk

U oS, 0 U oS!, 0

w'exk w"exk
U ¢S, )26
w'exk

MANFAERAS)

Remarque : On n’a pas utilisé ici explicitement la condition de récurrence la taille maximale
d’une réécriture pour un mot de taille n. Cependant celle ci est nécessaire ici, entre autre pour les
cas S — SS'. De plus, on remarquera que la non-ambiguité de la grammaire interdit I'existence
de cycles dans le graphe de dépendances entre les non-terminaux de type union. L'application
de I'hypothese de récurrence est donc valide.

Lemme 2:

La probabilité d'une séquence w € £ (4') est telle que :

Pw|¥' n)=

P(p(w) | A)
Ywer@), P | H)
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En effet, on peut prouver par induction que les séquences de terminaux engendrés par la nou-
velle grammaire sont de la forme ¢}, 12 ...t} , ol a; = x.; = a;41 = fi 1’ et a; = . La probabil-
ité d'une telle séquence est donc proportionnelle a 17, | pq,,;; = P(¢p(w) | ). La partie inférieure
de la fraction est juste un facteur de normalisation, donc le lemme est prouvé. m

Le résultat précédent prouve I'inclusion de 'expressivité des modeles produits d'une grammaire
non-contextuelle et d'un modele de Markov dans celle des grammaires non-contextuelles pondérées.
La preuve constructive de cette inclusion présentée ici peut étre transposée en un algorithme
pour la construction d'un tel modele. La taille du modele ¢’ en nombre de non-terminaux est
alors en @ (|.4||2|?), son nombre de régles croissant d’un facteur @ (|2[*%).

On a supposé l'existence d'un état initial w unique. Cependant, les modeles de Markov
définissent traditionnellement une distribution de probabilité initiale sur les états. On pourra
donc aussi prendre en compte une telle distribution, associant a chacun des états initiaux a
une probabilité pY, en distinguant le premier caractére émis. Pour cela, on peut construire un
ensemble de regles, obtenues en étendant celles de &', et dont les premiers symboles en par-
tant de la gauche sont systématiquement des terminaux. On remplace alors 'occurrence d'un
tel terminal ¢, par un non-terminal T tel que T — U,cxk tg,. Les poids des nouveaux symboles
terminaux seront alors tels que

T, = Pg Pa,
4.4 Calcul des pondérations liées a des fréquences attendues

Dans [29], Denise et al. étudient la mise sous contrainte des fréquences des symboles terminaux
dans les mots engendrés. Dans un premier temps, ils étudient la génération aléatoires de mots
ayant des nombre d’occurrences imposées pour chacun des symboles terminaux. Ils proposent
pour cela un algorithme, issu de 'approche récursive, en temps et en espace exponentiel sur le
nombre de symboles terminaux.

Apres avoir conclu a l'inefficacité de cet algorithme pour des tailles de séquences n’excédant
pas quelques dizaines de bases, ils introduisent les grammaires pondérées et étudient la rela-
tion entre les parameétres du modele pondéré et les fréquences des symboles terminaux dans les
séquences émises.

Dans le chapitre qui va suivre, on va rappeler et compléter ces travaux par une optimisation de
I'algorithme de génération en fréquence exacte, qui devient linéaire sur le nombre de symboles
terminaux, la phase de précalcul restant exponentielle. On va ensuite rappeler les fondements
théoriques de ce probléeme. On présentera enfin un prototype dédié a I'évaluation de pondéra-
tions réalisant des fréquences souhaitées pour les symboles terminaux.

4.4.1 Avant propos : Une optimisation de la génération en fréquence exacte

Dans un premier temps, Denise et al. étudient une transposition de 'approche récursive clas-
sique pour engendrer des mots ayant exactement 1y, ..., ;5| occurrences des symboles ay, ..., @|5|.
1l dérivent un algorithme en temps ©(n$n3 ... nj)* et en espace ©(m17n;...njz))* pour la phase
de dénombrement préliminaire. L'idée est de calculer I'ensemble des nombres sy, ., de mots
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du langage étudié ayant n; occurrences du symbole «;, pour tout «;, en utilisant une récurrence
répartissantles ny,..., njz; occurrences entre les non-terminaux :

1 Sing=0,Vk#ietn;=1

(S=a) = Snmny =Y ) Sinon (45
1ol _ 7
(§—518) = Snyyeanyg = Sn’l,...,n"z‘ +Sn’1,...,nl’2| (4.6)
Il _ / 7
(S=88" = Smmn= X o 2 Sy Spatmg-n, (4.7)

! !
}‘ZlSnl n|z|5n|z|

La génération aléatoire par application de la méthode récursive est alors immédiate.

La complexité de la phase de génération, annoncée en ©(n;n,...n,Z|)* en temps dans l'article
originel, peut étre ramenée a ©(n|Z|)* au prix du calcul des sommes partielles pour le cas des
regles de type produit, ce qui permettent de s'intéresser aux répartitions des n; successivement
plutot que simultanément dans I'article.

Par exemple, il est possible de choisir une valeur pour n] compatible avec I'uniformité de la

génération si’'on connait les sommes partielles s , Yk < n telles que
(ng,...,n‘z‘)

(k) _ / "
S(nz,...,n|z|) - Z Z Sk,...,n",_‘snl—k,...,n‘y_‘—n",_"

! !
n,=np nlz' =Nz

/!
(n)
(n2,...,n5))

La probabilité d’'une valeur candidate 7 est alors donnée par P(n} | @) = 5

1|3

', on prolonge l'affectation

Dans le cas général, une fois des valeurs déterminées pour n},...,n;_,,

a n; en utilisant les sommes partielles

(n'l,...,n;._l,k) _ Z Z / "
S(niﬂ,...,n‘z‘) - ) . Sn’l,...,n;_l,k,n;H...,n"z‘Snl—k,...,n‘y_‘—n"z"
nHlsn,-H n|z|5n|z|
(et}
S
. o . 1es 2 (N 4190w )
qui permettent de choisir une valeur n’ avec probabilité P(n’ | n’,...,n, ) = —=2="2  Une
i l 1 i—1 (e ni—l)
S
(nl- AAAAA "\Z\)

preuve rapide de la correction de cette optimisation peut étre fournie par le calcul de la proba-
bilité d'une répartition (n}, ..., njy) :

/ / / / / / / /
P(ny,....ng) = Py | Py | ny)...Plrg | ny,..omys )
(n}) (n'1,n}) ()
_ (ng,.., ) = (n3,...,y5)) (@)
Sny, gz, S(n’l) ()5 )
n2,..,Nz| (nIZI)
’ ’ ! "
s("1r~~~r”|z|) B Sn’l,...,n"z‘ nl—n’l,...,n|z|—n"z‘

snl,...,nm Snl,...,nm

On retrouve bien ici la contribution de la répartition (n}, ..., n|’2|) ala somme de I'équation (4.7).
Le calcul des sommes partielles ne modifie pas la complexité en temps de la phase de précalcul,
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car il peut étre réalisé a la volée au cours du calcul des sy, . ;- Cependant, il introduit un facteur

|Z| supplémentaire dans la complexité en mémoire, car 'espace des Snin s & calculer est
i+1reeey

égal a celui des sy, ny, pour chaque i € [1,|Z]]. En combinant cette optimisation avec une
stratégie boustrophédon (voir section 3.3.3), on obtient la complexité annoncée.

! !
A N
n

4.4.2 Evaluation de la fréquence d’un symbole dans une grammaire pondérée

Le principal probleme qui nous intéresse est le suivant : Comment calculer une pondération 7
telle que les symboles terminaux apparaissent avec des fréquences imposées a priori ? Cette
interrogation nous amene a nous intéresser tout d’abord au probleme inverse, c’est a dire a
I'évaluation des fréquences des terminaux dans une grammaire dont la pondération est connue.
En effet, si cette relation s’avere tres simple, il est alors possible de 'inverser. Plus généralement,
la capacité a évaluer de telles fréquences permet la mise en oeuvre d’approches heuristiques is-
sues du domaine de 'optimisation, qui pourraient méme se révéler déterministes si certaines
conditions sont remplies.

On commence par définir formellement la fréquence d’apparition d’'un symbole terminal
dans une grammaire pondérée.

Définition 20 (Fréquence d’apparition d'un symbole terminal) :
On appelle fréquence d’apparition d’'un symbole «; dans une grammaire pondérée 4, pour une
taille n la valeur réelle iy, ,, € [0,1] telle que

E(Xy =lwlg, | 7, |lw| = n)

/Jdiy" = n

ot X;, est la variable aléatoire associée au nombre d’occurrences de a; dans un mot w engendré
selon la probabilité définie par 7. 0

De plus, on notera pq, 'asymptotique de g, 5, :
Ha; = ,}1_1)1010 Ha;,n

Evaluation symbolique

Il est possible de calculer les fréquences p, ,, a partir dela série génératrice G, (z, uy, ..., u;,..., Uz
multivariée en les différents symboles terminaux. En effet

Gx(z,1,...,ui..., 1) Z n(w)ull.wlai Pl

weZL(4,)
0G,(z,1,...,u;,...,1
nl 5 ’ )(z,l) = Y 710wl
Ui weL(Gy)
0G,(z,1,...,U;,...,1)
[2"] ou; @D Yeez@, T@oly,  Yoezw,), P@ | mlolg,
nlz"1Gy(z,1,...,1) nY weL@,), Tw) n

E(X, = ola, |m)

- n - :ulliyn
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De plus, 'extraction des deux termes de degré n peut étre accélérée par l'utilisation de récur-
rences linéaires, dérivables automatiquement par le biais de GFun [83], en remarquant que la
%ul”’” (z,1) est algébrique, car la série génératrice d'un lan-
gage obtenu a partir de £ (G,) en marquant une occurrence de ;. On trouvera de plus amples
détails sur 'opérateur de pointage et son impact sur la série génératrice et sur la grammaire en-
gendrant le langage dans [36]. Le calcul de ces fréquences peut donc étre obtenu en temps @ (1?)

a partir de la série génératrice bivariée.

série génératrice numérateur

Une autre approche utilisant le calcul symbolique consiste a évaluer I'asymptotique des dérivées
partielles, qui sont aussi des séries génératrices algébriques?, et dont on sait donc extraire au-
tomatiquement un équivalent asymptotique pour le n-ieme coefficient. On peut pour cela en-
core une fois utiliser GFun [83] pour dériver automatiquement des équivalents asymptotiques
des [z"]%&;”““”n(z, 1) etde [2"]Gyr(z2,1,...,1).

Enfin, il est possible d’appliquer la variante du théoréme de Drmota présenté en section 4.4.3
pour ce probleme.

Approche récursive

Les deux premiéres approches présentées ci-dessus présentent I'avantage d’étre de faibles com-
plexités. Cependant, elles supposent les séries génératrices de langage déja acquises, ce qui n’est
pas toujours tout a fait réaliste, quand les grammaires sont complexes. La troisieme nécessite la
résolution d'un systeme d’équations complexe, et requiert que la grammaire respecte de nom-
breuses propriétés non-triviales.

On propose ici une approche complémentaire, adaptée de la phase de dénombrement prélim-
inaire de I'approche récursive.

On s’intéresse au nombre moyen fy, s, d’occurrences d'une lettre @; au sein d'un mot de
taille n, issu de S et engendré selon la distribution induite par 7 :

le,‘,S,n = [E(|w|a, |7’:, n)
Y Pw|mlwl,
weZL(S),

Ly _mw
) wQ:;(S)nn(x(S)n>'w'“"
1 n
- - k
n(Z(S)n) kg() wea‘;(S)nn(w)
|w|ai:k

ZZ:() kaai,S,n,k
n(Z(S)n)

2 Le marquage d’une occurrence de a; équivaut dans le domaine des séries génératrices multivariées 2 une dérivée
partielle et réciproquement.
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ol Oy, s nk= Z 7(w). On peut aussi dire que 0, s,k est la somme des poids des mots de
weZ(S),
|w|ai:k

taillen issus de S ayant k occurences de la lettre a;. On remarque que la connaissance des o g; s 1
nous conduit en temps O (n) a celle des fy, 5,k car (L (S)n) = X} _,Oa; S,k YA €.

On propose la récurrence suivante pour le calcul des o4, s, k, €n supposant la grammaire en
forme normale de Chomsky sans production ¢ :

wla;) Sia;=aj, n=letk=1

S—aj = Ogsnk=4 7la;) Sia;Zaj,n=letk=0
0 Sinon
i —_
S§—S | S = a'a,-,S,n,k - a'a,-,S’,n,k + O'a,-,S”,n,k
n-1 k
1l —_
§—=88" = oasnk=2., Y Oais.ab-Tais n-ak-b
a=1p=0

Une fois ces nombres calculés, on obtient les fréquences (1, , en remarquant que
n

Zk:O kaai,X,n,k
Bain = fai,xn = <5
Zk:() Oq; X, nk
ol X estl’axiome de la grammaire.

Le stockage des 04, s, Nécessite un tableau de dimension @(n?), ot n est la taille des
séquences a engendrer. Le calcul d'une de ces @' (n?) entrées nécessite au pire @ (n?) opérations
arithmétiques pour I'opération produit. Le calcul des fréquences exactes est donc en @ (n*)*.

4.4.3 Calcul des pondérations
Approche analytique

Un résultat dat a Drmota [34], transposé par Denise et al dans [29] permet d’envisager une éval-
uation statique des pondérations réalisant des fréquences attendues.

Définition 21 (Grammaire de type simple) :

Soit§ = (X, ./, X,6) une grammaire non-contextuelle et s, , ... k-1 le nombre de mots issus du
non-terminal X de taille n et ayant kj occurrences de la lettreaj, j € [1,|Z] —1].

4 est alors de type simple si il existe || cones |Z|-dimensionnels €; c R associés a des non-
terminaux S;, centrés en 0, et saturés, c'est a dire que pour tout (n,ky,..., ks € €¢;"N*, on a
Si nkiy.nkz1 7 0- o

Cette notion garantit I'existence d'un noyau dense dans I'espace des s;  , ...k, qui contraint
asymptotiquement les nombres d’occurrences de chaque « j dans un mot du langage £(S;) aun
comportement en K;n’

On rappelle que la série génératrice multivariée de langage S(x, uy,..., ujg) associée a un non-
terminal S est définie telle que

_ |, 1©lay Wlayy _ n. ki kiz|
S ut,.ouwz) = Y, Xy ety = YD Snky,ks XUy gy
weZ(S) n=0 k;=0

kiz=0
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ki
17 16
15\ XA T 1
A T 1T ]
13 \[CEEEETE AT T
12 | [T T 1]
n\[CHEEETETAT ] 9
o | [T 8
n 9 n
8 7
7 |[] 6
6 1] | 5
5 JIT ] 4 ~7
4 7k
3 3 7
2 2 5
1 1
0 0
0123456789 101112131415
k k

Fig. 4.1: Exemples de cone Z-dimensionnels saturés par des langages a deux (gauche) et trois (droite) sym-
boles terminaux. Les cases grisées représentent des coefficients saturés. Par exemple, la case
(4,15) (croix) est grisée dans la partie gauche, ce qui signifie qu’il existe au moins un mot issu de
la grammaire, de taille 15 et faisant apparaitre 4 occurrences du symbole a;.

Exemple :
Reprenons le langage des palindromes décrit par une grammaire ayant un axiome S et une regle
S — aSa| bSb|varepsilon. 1l est possible de transposer les regles d'une grammaire en équa-
tions sur les séries génératrices multivariées manipulées en marquant tous les terminaux avec
la variable x et celles de a (resp. b) avec la variable u, (resp. up).

La série génératrice multivariée S(x, 14, up) est alors telle que :

S(x, Ug, Up) = XUGS(X, Ug, Up) X U4+ XURS(X, Ug, Up) XUp + 1
Sil'on ajoute une pondération x a la grammaire, alors la récurrence ci dessus devient

Sy(X, Ug, Up) = W aX UGSy (X, Ug, Up)T g XUg + T pXULSy (X, Ug, Up)TpX UL + 1

Théoréme 9 (Asymptotique des fréquences des terminaux [34; 29]) :
Soit%4, = (£, /,X,6,n) une grammaire non contextuelle telle que :

1. £ (%,) ¢ Rat.
2. Y, wadmet pas de production .

3. ¥, estdetype simple.
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4. 4, est fortement connexe (voir définition 17 en page 45).

Soient S les séries génératrices associées aux non-terminaux, et S; = ®;(x, uy,..., us|, S1,..., S|4
les relations déduites des regles de la grammaire.
Soit A la matrice des dérivées partielles de ® telle que A = (g%]f) ,i,j €1, /1. On considere le

systeme suivant:

S1(xmyuy, ..., xms i us) = O1(X, U, ..., U, Sty S|a)

(4.8)

S (XU, ..., X1z Uz = Py (X, Ur, ..o, Uyz), S1yee o Siny) -

O0=detl-A

Soit (x,S1,...,S|.x)) un|A|+1-uplet de fonctions en les variables u, ..., us|, solution du sys-
teme (4.8) et tel que x(1,...,1) > 0 Alors :

1 0x

- %% g
Hai = 0 1) o, )

Remarque :

On peut relacher la contrainte 2 car la mise en forme normale de Chomsky fait remonter les
vers un axiome absent des parties droites des regles. 1l suffit alors de supprimer cet axiome ar-
tificiel, et d’utiliser comme nouvel axiome sa partie droite. Le langage obtenu est alors le méme
que celui de la grammaire originale, a € pres. De plus, en substituant leurs parties droites aux oc-
currences des non-terminaux n'engendrant qu'un langage fini, on obtient une grammaire forte-
ment connexe si celle d’origine I’était aussi.

On peut dongc, en introduisant des poids 7 dans les polyndmes ®;, obtenir une relation, par-

fois étonnamment simple, entre les poids et les fréquences des non-terminaux, comme en at-
teste I'application a ’ARN de la section 7.3.2, page 107.
Cependant la résolution du systéme (4.8) dans le cas de pondérations multiples reste encore
problématique, car inaccessible a un logiciel de calcul scientifique, etles conditions d’application
du théoreme sont un peu restrictives. Nous avons donc développé une approche orthogonale
basée sur 'optimisation de fonction.

Approche optimisation

Comme nous I'avons vu dans la section 4.4.2, nous disposons de plusieurs méthodes pour éval-
uer les fréquences (1, des différents terminaux dans une grammaire pondérée par une fonction
7. On peut donc, en comparant ces fréquences a celle souhaitées f,,, associer algorithmique-
ment a chaque fonction 7 candidate un score basé sur la distance aux fréquences souhaitées.
On dispose alors de ce que les membres de la communauté optimisation qualifient de fonction
objectif, c’est a dire d'une fonction a k parameétres pour laquelle on souhaite trouver un max-
imum. De nombreuses approches ont alors été développées, suivant que 'on dispose ou non
d’une forme close pour la fonction objectif, de ses dérivées, de son comportement au voisinage
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d’un point ou encore d'une propriété d'unicité du minimum. On peut aussi exiger une conver-
gence ou se contenter d'une approximation obtenue rapidement, et risquant de stagner par la
suite.

Dans notre cas, on était intéressé par la construction d'une fonction de pondération x réalisant
des fréquences attendues f; ou, a défaut, s’en approchant le plus possible. Une approche analy-
tique pouvant traiter les cas simples, c’est a dire les cas ol les grammaires proposées ont peu de
symboles non-terminaux et des regles peu autoréférentielles, on réservera les méthodes issues
de I'optimisation a des cas plus complexes, en utilisant pour la fonction objectif I'évaluation al-
gorithmique des fréquences présentée en section 4.4.2.

Candidat
(ﬂl,...,”|2|)

Optimisateur > Algo4.4.2
A

Non (1,5 lyz))

@ Fréquences

Distance Y
flry,...,mx) Foncti
(my,..omz) <€t o ion
fom = Objective
Oui
Y
Solution

Fig. 4.2: Schéma de fonctionnement de notre optimisateur pour le calcul de la pondération 7 réalisant
des fréquences f; pour les terminaux «;.

Il existe enfin deux grandes catégories d’optimisateurs :

o L'approche linéaire, qui chemine dans I'espace des parametres en se laissant coulerle long
des pentes les plus fortes. Dans le cas d'une expression explicite de la fonction objectif,
le plus célebre représentant de cette famille est la descente de gradients bien connue des
physiciens.

o Lapproche intervalle de confiance, qui approche le comportement local en un point de la
fonction objectif par un polynéme. Elle alterne des étapes de raffinement de I'approximation,
permettant d’en étendre le rayon de pertinence, et des étapes de translation vers le maxi-
mum.

Nous avons donc couplé une implémentation de I'algorithme de la section 4.4.2 a deux implé-
mentations d’optimisateurs dues a E VanDen Berghen : L'algorithme de Rosenbrock [82] et celui
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de Vanden Berghen [14]. Nous avons pour cela utilisé comme fonction objectif des fonctions f,
et f; telles que:

|Z|

Y (fi—u)? frm,..,mz) =
i=1

fe(”l;---;”lZl) =

La fonction f, est une distance euclidienne classique, et la fonction f; est une distance apres
normalisation. Cette derniere a pour objectif d’attirer I'attention de 'optimisateur sur les petites
fréquences, qui avaient tendance a étre négligée, car peu contributive a f,.
Notre idée était de comparer les performance de représentants des deux familles d’optimisateurs.

La comparaison de ces deux optimisateurs sur des exemples réels, ot I'évaluation de la fonc-
tion objectif est trés cotiteuse (0(n°)), s'est révélée nettement favorable a I'algorithme de Van-
Den Berghen, qui semble converger logarithmiquement sur les cas testés. Par logarithmique,
on entend que la distance aux fréquences attendues décroit exponentiellement sur le nombre
d’évaluation de la fonction objectif. Cependant, nous avons conservé I'algorithme de Rosen-
brock dans le logiciel, car celui ci fait moins d’hypothese sur le comportement de la fonction a
optimiser. En particulier, I'approximabilité des comportements locaux des fonctions f, et f; par
des polynomes de degré 2 nécessite une étude spécifique sur le plan théorique, qui n'a pas été
fournie pour I'instant et figure dans les perspective de la présente thése. L'algorithme de Rosen-
brock est quant a lui beaucoup plus permissif sur ce sujet, tolérant par exemple des fonctions
objectifs non-dérivables. Des applications de ce logiciel a la génération de structures d’ARN
réalistes sont présentées en section 7.



5. GENRGENS : GENERATION DE SEQUENCES ET STRUCTURES ALEATOIRES

5.1 Motivation

Avec mes coauteurs a l'origine de GenRGen$, a savoir Michel Termier et Alain Denise, nous avons
oeuvré a sensibiliser la communauté bio-informatique a l'intérét de modeles de séquences et
structures aléatoires. Le constat de départ étant qu’il n'existait pas ou peu d’outils permet-
tant la génération aléatoire de séquences biologiques structurées, ou combinant différents for-
malismes. Une illustration de la nécessaire prise en charges de modeéles plus complexes que
les chaines de Markov phénomene peut étre trouvée dans la partie 9 et plus particulierement
dans [53], ol1 nous avons prouvé I'existence d'un biais dans la mesure de sensibilité d'un algo-
rithme, mesure basée sur une modélisation par chaine de Markov la ol les objets considérés
étaient en réalité structurés et complexes. Concretement, cette sensibilisation a donné lieu a
une publication de GenRGenS dans le journal Bioinformatics [76], a sa présentation en de nom-
breuses conférences [72; 28; 75], a 'élaboration d'un manuel introductif trés complet [74] et a
I'élaboration d’un site internet dédié a la cause et accessible a I'adresse :

http:/lwww.lri.fr/ibio/GenRGenS

GenRGenS suscite un intérét croissant au sein de la communauté, il a été téléchargé a partir de
216 adresses IP distinctes originaires de 24 pays sur la seule période Décembre 2005-Aotit 2006.
Il apparait dans de nombreuses théses [80; 50; 13; 2] récentes en Bioinformatique et articles de
recherche [7; 93; 9411

5.2 Fonctionnement général

GenRGensS est un logiciel boite a outil dédié a la génération aléatoire de séquences génomiques. Il
a pour vocation de permettre a son utilisateur d’engendrer des séquences aléatoires a partir d'un
modele statistique/syntaxique sans avoir a se soucier des détails algorithmiques. Lutilisateur
formule le modele dans un fichier de description en utilisant pour cela un langage de haut
niveau. 11 fournit alors la taille de base n des séquences et leur nombre k, et GenRGenS procede
a la génération aléatoire de ces séquences, les renvoyant sur la sortie standard. Au sein de
GenRGenS, une abstraction de la notion de générateur aléatoire a été mis en place afin de perme-
ttre de futures extensions a de nouveaux modeles de séquences. Linterface Generator implé-
mente cette abstraction, selon le schéma de la figure 5.1.

111 est intéressant de noter que les auteurs de [93; 94 ont utilisé GenRGen$S pour engendrer des exemples positifs
pour une compétition d’algorithmes d’inférence grammaticale, ce qui représente une application nouvelle et promet-
teuse des principes de génération aléatoire a base de grammaire non-contextuelles.
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FlChlleI‘ (.1e Séquences
Description
L ACCGCAGTGCGT

TYPE=MARKOV —=| GenRGenS [ ——=||Générateur ACGTTGCATGCT
ORDER=2 CATGCTCGTATC
SYMBOLS=LETTERS T ACGTTGCATGCT

Parametres

Taille n

Nombre k

Fig. 5.1: Fonctionnement général de GenRGenS : Un générateur, implémentant I'interface Generator, est
créé a partir d'un fichier décrivant le modele de séquences aléatoires. 1l est par la suite utilisé
pour engendrer k séquences de taille n.

5.3 Modéles pris en charge

GenRGenS ayant pour vocation d’étre utilisé par des non-informaticiens capable de formuler un
modele de séquences aléatoires, il comprend des générateurs pour les principales classes de
modeles utilisés en bioinformatique.

5.3.1 Modeles de Markov
Définition statistique

Les modeles de Markov pour les séquences s’attachent a capturer des dépendances de courtes
portées entre les symboles. Formellement, soient X3, ..., X}, les variables aléatoires dont les con-
tenus sont les symboles de la séquence, on dit d'un modele M qu’il est markovien si le contenu
de la n + 1-ieme lettre ne dépend que des k lettres précédemment émise :

[FD(X}’Z+1 =a | M»Xn»---»Xn—k) = [FD(X}’Z+1 =a | M»Xn»---»Xn—k—i); Vl € [Orn_ k+ 1]

Le parametre k du modéle est alors appelé 'ordre. On parle alors de processus a mémoire finie.
Un modeéle de Markov est donc caractérisé par la donnée de son ordre k et celle de toutes les
probabilités P(X,+1 = a | M, X,,,..., X,—k), aussi appelées probabilités de transition. On appelle
contextele suffixe w, i := Xy, ..., Xn—r composé des valeurs des k derniers symboles émis.

BuildMarkov : Apprendre un modéle de Markov d’'un ensemble de séquences

Un modeéle de Markov standard peut étre appris a partir d'un ensemble de séquences en une
seule passe sur I'ensemble des séquences. De plus, la mise en forme du fichier de descrip-
tion pour un grand modele? peut s’avérer particulierement fastidieux. C’est pourquoi nous

2 Le nombre de probabilités de transitions a fournir croit en o(zk,
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avons développé un outil BuildMarkov qui construit le modele de Markov associé a I’ensemble
de séquences, puis le renvoie sous la forme d'un fichier de description prér a l'emploi dans
GenRGenS.

Variantes du modéle standard

Au cours du développement de GenRGenS, il est vite apparu que, outre le modele standard ou
homogeéne, deux variantes du modele markovien étaient utilisées par la communauté :

- Les modeles de Markov hétérogenes :
1l se caractérisent par la prise en compte d'un parametre nombre de phases p supplémen-
taire. Ainsi, les probabilités d’émission pour un symbole X, tiendront compte, outre les
k derniers symboles émis, de la position (n mod p) de X,, relativement a une fenétre de
taille p. Les nouvelles probabilités d’émission pour un modele M’ sont donc données par
P(Xp+1=a | M, 0y, nmod p).

Cette adjonction permet de simuler a faible cotit 'importance de la position d'une base
au sein d'un codon, dans le cas de '’ARN messager et des zones de ’ADN codant pour des
genes, comme l'illustre la figure 5.2.

5 @@@(@(@ﬂ@@@@@@@ S ©@3

iy

AT

TYPE=MARKOV TYPE=NARKOV TYPE=NARKOV
ORDER=2 ORDER=2 ORDER=2
FREQUENCI ES= FREQUENCI ES= FREQUENCI ES=
GGA 10 ACG 2 GGA 25 ACG 18 GGA50ACGO
GCC 25 ACA 58 GCC35ACA 13 GCC55ACA 24

M

M,

M;3

Fig. 5.2: Lors de la transcription de I'ARN, les bases constituant les codons ne jouent pas des roles iden-
tiques, on doit alors utiliser des modeles différents (M;, M» et M3) pour les différentes phases.

Cependant, il ne s’agit pas d'un enrichissement du modele de Markov, car il est possible
d’opérer p copies disjointes X, ..., Z ;-1 du vocabulaire X initial, et de fixer dans ce modele
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de Markov homogene M" les probabilités de transitions suivantes :

[P’(Xn+1:a|M',wn_k,i) Sia’EZi,X,ZEZj
PXp1=al M w,x) = eti=(j+1)modp
0 Sinon

La probabilité d’'une séquence dans M", dans laquelle on raméne les caractéres émis au
vocabulaire X initial, est alors la méme que dans le modele M’.

- Les modeles de Markov cachés (HMM) :

Egalement appelés modeles de Markov multi-urnes, ils permettent de modéliser la dé-
composabilité des séquences génomiques en régions gouvernées par des regles spéci-
fiques. Par exemple, dans 'ADN, il est possible de discriminer partiellement entre les
zones codant pour des protéines et celles intergéniques (non-codantes) uniquement en
observant les proportions de mots de k lettres dans ces régions. Transposé dans le do-
maine markovien, la modélisation d’'un tel phénomene implique I'utilisation de deux niveaux
d’abstraction :

- Un premier modele M}, va modéliser I'alternance des régions codantes et non-codantes.
Ces états sont qualifiés de cachés, d’ ot le nom donné au formalisme.

- Des modeles de Markov classiques M;, M,,, M., et M., se chargeront des composi-
tions en bases des régions intergéniques (Modele M;) ou codantes (M., ,M,, et M,
modélisant les trois positions des bases dans le codon).

I en résulte le modele de Markov caché de la figure 5.3, pour lesquels les probabilités du
modele M; ne sont pas instanciées, et peuvent étre apprises sur les séquences réelles.
L'adjectif caché vient du probléme historique ayant vu 'apparition de ce formalisme, a
savoir : Etant donnée une séquence (ADN, par exemple), et un modeéle de Markov caché,
trouver la séquence d’'états cachés (Régions codantes/non-codantes) qui maximise la vraisem-
blance. En effet, seule la séquence est disponible, et les états dans lesquels ont été émis ses
symboles sont cachés, toute la difficulté consistant a les révéler.

Encore une fois, on peut prouver qu’en construisant des copies Z,p du vocabulaire, pour
tout « et § états du modele caché, et en prenant pour probabilité d’émission de sup le
produit de la probabilité d’émission d'un symbole s dans a et de probabilité de transition
B — a, alors on obtient un modele de Markov classique présentant des mémes probabil-
ité d’émission qu'un modele caché donné. L'expressivité des modeles de Markov cachés
n'excéde donc pas celle du modele classique.

Ces deux variantes du modeéle classique sont prises en charge par GenRGenS.

5.3.2 Expressions régulieres, motifs PROSITE
Présentation générale

Selon la distinction introduite en section 3.1.2, et par opposition au modeles de Markov, les mod-
eles de séquences basés sur des expressions régulieres rentrent dans la catégorie des modeles
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TYPE=NARKOV
ORDER=0
FREQUENCI ES=
A32 1-pe
G18
c18
T32
Mnc
Pc pi
M h
TYPE=MARKOV TYPE=NARKOV TYPE=NARKOV
ORDER=0 ORDER=0 ORDER=0
FREQUENC! ES= 1 FREQUENC! ES= 1 FREQUENC! ES=
A30 F————— A33 F————— A27
G34 G15 G23
c19 ca1 c21
T18 T31 T29

M, M., M.,

1-pi

Fig. 5.3: Modele de Markov caché pour 'alternance de régions codantes/intergéniques dans 'ADN de
Bacillus Subtilis.

syntaxiques, c’est a dire ceux qui discriminent les séquences autorisées de celles interdites. Les
expressions réguliéres sont un outil bien connu de la théorie des langages, qui permettent une
description condensée d’'un langage, c’est a dire d'un ensemble de séquences. Elles sont définies
récursivement, de méme que le langage qui leur est associé, de la facon suivante :

e > ZLle)=ZLEeh*
ele => ZLle)=%LEHuZL()
) e = ZLeey=ZLE)xZL(E)
1 @) = Ze@=2e
a > Ze)={a}
€ > ZLe)={g

Ou ¢’ et ¢” sont des expressions régulieres et a est un symbole du vocabulaire terminal .

Des mots d’'une taille n, donnée appartenant au langage dénoté par I'expression réguliére
peuvent étre engendrés uniformément en temps @ (n) (voir [47] ou [45]). De plus, nous avons
transposé le systeme de pondération des symboles terminaux introduit en section 3.3 et définis
en page 29, afin de contrdler la proportion des symboles.

Exemple :
Lexpression réguliere

e=(A.T.G).(AITIGIC).(AIT|GIC).(AITIGIC)* (T.A.G|T.G.A|T.A. A)
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décrit un modele simple pour une région codante, ou ORE débutant par un codon START (ATG),
prolongé par une séquence de codons non-contraints ((A|T|G|C).(A|T|G|C).(A|T|G|C))* et ter-
minant par un des trois codons STOP TAG, TGA ou TAA. On notera qu'une telle expression
n’empéche pas 'apparition d'un codon STOP au sein des séquences engendrées.

Exemple :

Une expression réguliere peut aussi étre employée pour coder efficacement des mutations. Par-
tons de ces trois séquences d’ARN ribosomal 5.8S, proches les unes des autres et alignées comme
suit :

G C C G G G G
C C C G G G G

O >0

G C C C C C
C G C G A U
c u G U u - GUGGUGG

Une expression réguliere peut alors étre utilisée pour modéliser une famille de séquences con-

tenant les trois séquences d’origine, de méme que de nombreuses autres séquences proches des
originaux.

e=---(C|A).(CIG).(CIGIU).(CIG).(CIGIU).(CIAIU).(GICle).(CIG).(CI).G.G.(CIU).G.G---

Pondérations

Comme dans le cas des grammaires pondérées, il est possible d’'utiliser des poids associés aux
symboles terminaux pour altérer la distribution des séquences. Ce systéme de pondération per-
met de contraindre la proportion de chaque symbole terminal dans les séquences engendrées.
On trouvera dans [29] une résolution analytique du calcul des pondérations réalisant des pro-
portions (ou fréquences) attendues.

Motifs PROSITE : Origine et fonction

PROSITE est une base de données consacrée aux différentes familles de protéines et aux do-
maines protéiques. Elle consiste en une collection de sites, de motifs et de profils aidant a iden-
tifier a quelle famille de protéines appartient une séquence donnée. Elle a été initiée en 1989
par Amos Bairoch, et fait partie du programme SWISS-PROT [8]. Elle contient des fichiers texte
structurés par des balises et des retour-chariots. Parmi ces balises, certaines sont utilisées pour
définir des motifs, qui établissent un lien entre une propriété de la séquence et une propriété
fonctionnelle. On peut les interpréter comme des séquences consensus, dans la mesure ou elles
focalisent sur des similarités a I'intérieur des ensembles de séquences a partir desquels ils sont
construits.

De plus amples informations peuvent étre trouvées a I’adresse :

http://www.expasy.org/prosite/prosuser.html
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Pris en temps que formalisme syntaxique, on peut dire des motifs PROSITE que leur expressivité
est strictement incluse dans celle des expressions réguliéres.

Génération en taille non fixée

De plus, les ensembles de séquences dénotés par ces motifs sont toujours de cardinalités finies,
ce qui ne les empéche pas d’étre trés souvent impossibles & manipuler explicitement. Le car-
dinal de 'ensemble de séquences engendrées par un motif est en effet potentiellement expo-
nentiels sur la longueur du motif. Cependant, cette finitude nous permet d’envisager une ap-
proche récursive alternative, dans laquelle la taille des séquences a engendrer n’est plus fixée, et
la séquence choisie uniformément sur 'ensemble des séquences dénotées. Cette approche a été
implémentée dans GenRGensS, ol 'on peut choisir ou non de tenir compte de la taille spécifiée
pour les séquences.

Syntaxe et sémantique

Soit 2 I'ensemble des acides aminés connus, ramenés a leur codes TUPAC standards?, de la fig-
ure 5.3.2. On peut alors définir récursivement les motifs PROSITE, ainsi que les ensembles de
séquences associés, comme suit :

p'-p" = ZL(p)=2L(p)xZL(p"
p' (n) => Zp)=ZLpH)
P (Mmin, Nmax) = ZL(p)=ZL(p)"min x ({efu L (p'))tmax="min
e (pH => Zp)=<ZLp)
(7] = x(p):{ll,...,l”ﬁ
{1} = $(p)==@\{l1,...,l|l|}
X = ZL(p=2
l => ZL(p) =i

ou p’ et p” sont des motifs PROSITE, n, nyi, et nyq, sont des entiers positifs et [ est une
séquence d’acides aminés.

5.3.3 Grammaires non contextuelles pondérées

Les grammaires non-contextuelles pondérées sont présentées formellement en section 3.2.2,
définition 9 et sont étudiées tout au long de la section 4. Rapidement, on peut en dire qu'il
s’agit de grammaires non-contextuelles ¢, formalisme syntaxique qui discrimine par un pro-
cessus génératif des séquences reconnues et interdites, auquel vient se greffer un systéme de
pondération 7 induisant une distribution sur les séquences potentiellement engendrées. On
trouvera dans la figure 5.5 un exemple de grammaire, la grammaire des mots de Dyck ou mots
bien parenthésés, et dans la figure 5.6 la dérivation d'une séquence dans cette grammaire.

3 Voir http:/www.chem.qmul.ac.uk/iubmb/misc/naseq.html pour plus de détails
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Alanine
Aspartic acid ou asparagine
Cysteine
Aspartic acid
Glutamic acid
Phenylalanine
Glycine
Histidine
Isoleucine
Lysine
Leucine
Methionine
Asparagine
Proline
Glutamine
Arginine
Serine
Threonine
Valine
Tryptophan
Inconnu
Tyrosine
Glutamic acid ou glutamine

NKXSE<HuodOoO9wZIrA~IOommOoOw»

Fig. 5.4: Codes standards pour les acides aminés, conformément a la proposition de 'TUPAC.

11S — aSbS
218 — €

Fig. 5.5: Une grammaire non-contextuelle pour les mots bien parenthesés.

(195}

oo =]

aSbS T aaSbSbS Py aabSb$S T aabaSbSbS Py aababSb$
aababb$ T aababbaSbS T aababbaaSbSbhS
aababbaabSbS Py aababbaabb$ Py aababbaabb

Fig. 5.6: Dérivation de la séquence aababbaabb a partir de 'axiome S. Le symboles nouvellement créés
au cours d'une dérivation sont en gras, et ceux qui seront réécrits a la prochaine étape soulignés.



5. GenRGenS: Génération de séquences et structures aléatoires 70

1S — aTbS
218 — ¢S
31 — €
41S — aTbS
5/ — ¢S

Fig. 5.7: Une grammaire pour un sous-ensemble des mots de Motzkin en bijection avec les structures

secondaires d’ARN.
VRN
S— a T-b-S
.
—= aa T b-Sb-s
P
3 a-a-a-T-b-S-b-S-b-S c-C
—= aaa T-b-aSb-Sb-Sb-S LN
a\/ RC\C
m /T 1 a\ \C
—~ a aaa T b-Sb-aT b Sb-Sb-S — a \
1 4. I 41 9! L Ly a,a’\\b /b
4 31 41 I 31 I Y, D-a” b
I | I 2 | 12 a N b 5
é‘ Y g‘ Y Y 12 C/a\\b/b \a/b\c
2. ) 20 . @ S Lod
2y 2y c-c-c ~c”
a-b
it .
I I
/a*b\ e e
\ %
C\ /C c-c

Fig. 5.8: Les bases 1 et 2, bien qu’'engendrées a un méme instant, se retrouvent éloignées dans la séquence
finale. On peut grace a ce type de mécanisme tenir compte de la proximité géographique, con-
statée dans la structure secondaire équivalente visible dans la partie droite de la figure, de ces
deux bases.

Utilisées comme des modeles de séquences structurées, les grammaires non-contextuelles
permettent la modélisation d’interactions longues distances, c’est a dire de phénomenes im-
pliquant conjointement des bases (ou symboles) situés a des distances non-bornables dans la
séquence d’arrivée. La figure 5.8, qui simule une dérivation a partir de la grammaire des struc-
tures secondaires d’ARN présentée dans la figure 5.7, illustre ce mécanisme. On observe que
des bases engendrées au cours d'une méme étape peuvent étre séparées par les réécritures suc-
cessives. Cette proximité de génération autorise la prise en compte de leurs natures respectives
dans leur contributions au poids total de la séquence. De plus, la possibilité d’adjoindre un mod-
eéle de Markov a toute grammaire non-contextuelle, résultat établi dans la section 4.3, prouve la
capacité de ces modeles a prendre en compte des dépendances séquentielles classiques. Ce for-
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malisme permet donc une prise en charge de toutes les dépendances induites par des liaisons
(hydrogene ou phosphodiester) comprises dans la structure secondaire d'un ARN.

5.3.4 Modeles hiérarchiques

On I'a vu, les modeles de Markov cachés trouvent leur origine dans la nécessité de décom-
poser les séquences génomiques en régions présentant des propriétés différentes, et donc né-
cessitant des modélisations différentes. Les grammaires non-contextuelles se prétent aussi ad-
mirablement a cet exercice, par 'emploi de non-terminaux différents pour les différentes ré-
gions. Cependant, il nous manquait un formalisme pour combiner naivement ces différents
modeles. C’est la raison d’étre des modeles hiérarchiques, qui permettent une approche hiérar-
chique multi-modeles.
Le fonctionnement d'un modele hiérarchique est le suivant :

- Une premiere séquence maitresse w,, de taille n, est engendrée sur un vocabulaire X,
selon un modele M,,,.

- Chaque occurrence dans w,, d'un symbole a € X,, faisant 'objet d’'une réécriture a —
(Mg, fa) est remplacée par une séquence de taille f,(n) issue de M,. On obtient ainsi la
séquence w, qui est renvoyée par le logiciel.

Remarque 1: Le traitement des occurrences de X, n'est pas récursif, c’est a dire qu'un symbole
de X,, obtenu lors de la réécriture d'un symbole « ne fera pas I'objet d'une réécriture.
Remarque 2 : La taille n fournie en argument au générateur n'a qu'une influence trés indirecte
sur la taille |w,| de la séquence engendrée.

Les fonctions de tailles f, associées aux symboles de X, sont définies récursivement a partir
des opérations arithmétiques classiques (+,-,/,*,” ), des fonctions utilitaires (min, max, floor
ou ceil), de générateurs aléatoires de nombres (Lois uniformes sur [n,i;,, Pmax] et normales
de parametres i et o) ainsi que par un systéme de variables permettant des effets de bord, des
dépendances entre les tailles des séquences issues des réécritures successives. Ces dépendances
utilisent la pseudo-fonction VAR(v,e), qui associe une variable v aux évaluations successives
d’'une expression e. Cette variable peut alors étre utilisée dans I'évaluation des autres expres-
sions. Ce mécanisme permet d'imprimer des contraintes transversales, comme : La somme des
tailles de ces deux régions est un multiple de trois ou bien Les tailles de deux régions A et B succes-
sives sont, en moyenne, égales, mais peuvent varier d'un facteur €.

Afin d’illustrer ces différents aspects, on propose un modele simple pour un site de décalage
de phase -1 ribosomique basé sur une tige-boucle dans un ARN messager. Un site de décalage de
phase provoque stochastiquement un comportement inhabituel du ribosome, qui glisse ou pa-
tine sur un motif structuré, ce qui modifie sa phase de lecture. La protéine engendrée n’est alors
plus uniquement dépendante de la séquence de 'TARNm. On s’inspire ici d'un modéle de site ob-
servé dans le HIV-1 et basé sur la succession d'un heptamer, caractéristique de ce phénomene,
d’'une séquence glissante, appelée espaceur et d'une structure secondaire en tige-boucle.
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Lheptamer, dont la séquence est contrainte par un consensus XXXYYYZ, sera modélisé par une
expression réguliere (Modele Mjp,).
Lespaceur ayant une structure moins contrainte et comprise, sera modélisé par une chaine de
Markov (Modele Mj).
La tige-boucle, nécessitant des interactions courtes et longues distances, sera économiquement
modélisée par une grammaire non-contextuelle, éventuellement pondérée (Modele M;).
Les sites-candidats seront alternés avec un modele Markovien triphasé général pour '’ARN mes-
sager(Modele M,,).

Lalternance des modeles ci dessus sera gouvernée par un modele maitre tres simple, basé sur

TYPE=GRAMVAR

Tige—-Boucle

:=ASUS
S::=USAS
1:=GSCS

e
R Y W LA =
LT ,{ | @ @ “ ﬁ 0 “\,/H\/H\,/H\/H\J | T
""""" I 1T 1

ARNmM Heptamer Espaceur ARNmM

TYPE=RATI ONAL TYPE=NARKOV
LANGUAGE= ORDER=. . .
RATI ONAL FREQUENCI ES=
EXPRESSION=
(AlUICIG).(AlU

TYPE=NARKOV
~FREQUENCI ES=

Fig. 5.9: Modele de décalage de phase -1 basé sur une tige-boucle inspiré de VIH-1.
I'expression réguliere :
e, = (heptamer.espaceur.tige-boucle.ARNm)*

Les réécritures sont alors les suivantes :
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heptamer — (Mj,VAR(X,7))
espaceur — (M,,VAR(Y,UNIFORM(5,8)))
tige-boucle — (M,,VAR(Z,UNIFORM(24,33)))
ARNm — (M,,3*FLOOR((NORMAL(100,302)+X+Y+Z)/3)-X-Y-Z)

Lutilisation du mot-clé VAR permet le stockage des évaluations des tailles dans des variables
X, Y et Z. On peut ainsi garantir que les sites de frameshift apparaitront tous dans la méme phase,
ce qu'on réalise dans la derniere formule, un peu cabalistique, pour la taille des réécritures du
symbole ARNm. Concrétement, elle permet la génération d’'un entier a compris entre 100 et 302
tel que la somme a+X+Y+Z soit multiple de 3.

5.3.5 Perspectives

GenRGenS est déja intégré a certaines méthodes bioinformatiques [80; 50; 13; 2; 7; 93; 941. 11 lui
mangque encore la prise en charge de certaines classes de modéles pour une utilisation massive
par la communauté.

Tout d’abord, on pourrait s’intéresser au shuffling, qui consiste a mélanger les lettres d'une
séquences d’origine, et qui jouit d'une certaine popularité. De nombreuses variantes existent,
allant jusqu’a soulever des problématiques algorithmiques complexes et intéressantes. Par ex-
emple, le fait de préserver les nombres d’occurrences des différents k-lets peut étre assimilé a
la génération aléatoire uniforme d’'un chemin eulérien dans un graphe*. On pourrait aussi ten-
ter I'intégration du logiciel SMACK de R. Riviere et al., qui engendre aussi dans ce modele en
intégrant des contraintes de type motif exclu [81].

Ensuite, les grammaires stochastiques, transposée de I'étude du langage a la bioinforma-
tique par Eddy et Durbin [38] méritent notre attention, car elles restent au coeur de nombreuses
méthodes bioinformatiques orientées vers la structure des macromolécules. Leur génération
pose cependant un probleme quant a sa finitude. Pour certaines classes de grammaires stochas-
tiques, le processus de génération diverge et il n’est pas possible de le stopper arbitrairement
comme dans le cas des chaines de Markov, sous peine d'obtenir une séquence immature, présen-
tant encore de nombreuses occurrences de non-terminaux. Il pourrait étre intéressant d’étudier
la convergence des grammaires stochastiques apprises automatiquement, a partir de structures
d’ARN [38] ou plus généralement.

4 Ce formalisme avait déja fait 'objet d’'une implémentation publiée [25], mais elle n’est 2 notre connaissance plus
accessible...
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Plan et contributions

Ce deuxieme chapitre traite principalement de 'application des méthodes et techniques intro-
duites précédemment a la structure de '’ARN. Nous procédons tout d’abord a un bref rappel des
notions fondamentales de la biologie moléculaire, en mettant I'accent sur la nécessaire prise en
compte de la structure de 'ARN par les méthodes bioinformatiques visant a élucider sa fonction.

Nous nous intéressons alors a la génération aléatoire de structures secondaires d’ARN réal-
istes. Apres avoir rappelé et illustré les insuffisances du modele uniforme classique pour ces
structures (Section 7.1.1, page 98), nous proposons des grammaires de complexités et d’expressivités
croissantes pour la structure secondaire d’ARN (Section 7.2, page 102). Nous nous intéressons
alors a 'adjonction de pondérations aux grammaires proposées, et en particulier aux valeurs
des pondérations pour lesquelles des propriétés observées dans des familles d’ARN sont réal-
isées par les structures engendrées. Dans les cas analytiquement simples des tiges-boucles (ou
micro-ARN) (Section 7.3.1, page 105) et des structures secondaires (Section 7.3.2, page 107) pour
lesquelles seule sont considérées les proportions de bases appariées et non-appariées, des ré-
sultats analytiques exacts sont obtenus. Dans le cas de parametres plus complets et complexes
(nombres et tailles moyennes des sous-structures), le prototype GrgFreqgs introduit au chapitre
premier permet le calcul de pondérations compatibles avec des valeurs pour les parametres ob-
servées dans des familles connues d’ARN (Section 7.4, page 108).

Enfin, nous nous intéressons a 'obtention des données de structures secondaires d’ARN.
Les méthodes fiables pour la détermination de la structures des ARN étant principalement ex-
périmentales, il est nécessaire de pouvoir tenir compte de ces données. Cependant, celles-ci
font apparaitre des interactions, principalement non-planaires, incompatibles avec les outils
algorithmiques disponibles. Nous nous interrogeons alors sur I'extraction d'une quantité maxi-
male d’information dans une structure générale d’ARN issue de méthodes expérimentales. Nous
proposons principalement deux piste : Extraire la sous-structure planaire comprenant le plus
grand nombre d’appariements, ou extraire la sous-structure d’énergie libre minimale, dans un
modele simple d’énergie libre (Nussinov-Jacobson ou Turner). Dans le cas du nombre maximal
d’appariements, un algorithme est proposé(Section 8.3, page 114), qui se transpose naturelle-
ment au modele de Nussinov, et le probleme est rapproché du classique MAX-INDEPENDENT-
SET dans les graphes circulaires.
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Contributions:

- Calcul des nombres et propriétés des sous-structures dans les différents ARNs ribosomaux
des différents regnes
Figure 7.4 page Figure 101

- Grammaire non-contextuelle simple pour la structure secondaire d’ARN permettant I'exigence
de tailles minimales pour les boucles et helices, ainsi que la contrainte ultérieure des nom-
bres et tailles moyennes de ces deux sous-structures
Section 7.2.2, page 103

- Grammaire compléete pour la structure secondaire d’ARN, permettant le marquage des dif-
férents types de sous-structures
Section 7.2.3, page 104

- Résolution analytique de la relation pondérations/proportions de bases appariées/non-
appariées dans le cas des tiges-boucles et des structures secondaires
Section 7.3.1, page 105 et Section 7.3.2, page 107

- Conception et implémentation d’un algorithme dédié a I'extraction d’'un sous-ensemble
planaire d’appariements dans une structure générale
Section 8.3, page 114
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6.1 Les macromolécules

Les macromolécules, terme regroupant I'’ADN, les ARN et les protéines, sont au coeur des hy-
potheses actuellement proposées pour expliquer le vivant.

6.1.1 L'ADN

L’ADN est le support de I'information génétique. Et, bien que son étude hors-contexte ne suff-
ise pas a expliquer son role prédominant dans les mécanismes cellulaires, celle ci constitue un
premier champs d’investigation fructueux. On présentera donc dans un premier temps ’ADN
nu ou au repos en temps que macromolécule régie par des regles chimique, sans se soucier de
ses interactions avec son milieu. On évoquera ensuite quelques dynamiques dans laquelle il est
impliqué, et particulierement la transcription, a I'origine des ARN.

Dans une définition biochimique, ’ADN est un polymere unidimensionnel, c’est a dire une
séquence de monomeres, les nucléotides.

Les désoxyribonucléotides

NH;
o CH20H \
OH C
| e v ey
o P—o /N\I_I/ T
‘ H c—cC H
R HC G /CH
O- OH H N H
Phosphate Désoxyribose  .Base azotée (Adénine)
I
c
N \C—T
0 | | CH
| HC\N /C\N y
o—pP—

O—CH2
C‘) & /O\L
- Ce H H
/ AN
H \(“: . (::/ H
OH H

Nucléotide

Fig. 6.1: Constitution d'un désoxyribonucléotide (Adénosine-phosphate)

Un nucléotide est une combinaison covalente d'un acide phosphorique, d'un sucre et d'une
base azotée parmi I’Adénine(A), la Guanine(G), la Cytosine(C) et la Thymine(T). Dans le cas de
I'ADN, le sucre est un désoxyribose, on parle donc de désoxyribonucléotides . On sépare ces
bases en deux catégories, les bases puriques (adénine et guanine), qui contiennent 2 cycles et
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les base pyrimidiques(cytosine, thymine!), qui ne contiennent qu'un cycle.

Bases Puriques

NH2 (|D
i L el
ROy
Mo S S e

H H

Adénine Guanine

Bases Pyrimidiques
L I
CH

N/C\CH HN/C\C/ ’
lel ol
o N o~ N

Cytosine Thymine

Fig. 6.2: Les bases azotées.

Appariements des bases azotées dans '’ADN

La structure chimique des bases donne lieu a des assemblages de bases dites complémentaires,
formant des cycles pyrimidiques/puriques. Les bases complémentaires, classiquement, dans
I’ADN sont ’Adénine-Thymine (A/T) et la Cytosine-Guanine (C/G). Les appariements qui en
découlent sont appelés appariements Watson Crick. Lunion A/T est consacrée par deux liaisons
hydrogeéne, tandis que I'appariement C/G met en jeu trois liaisons hydrogene.

La double hélice

Les nucléotides s’empilent dans la séquence au moyen de liaisons phosphodiester, qui par-
ticipental’assemblage, grace a un phosphate, des désoxyriboses des nucléotides. Les nucléotides
s’assemblent ainsi en de longues séquences orientée 5’/3" par héritage des polarités des dé-
soxyriboses, polarités illustrées par la figure 6.4.

La structure tridimensionnelle de ’ADN est une double hélice[101] particulierement stable, réguliére
et relativement insensible a la composition en bases. 1l est donc admis que I'information géné-
tique contenue dans '’ADN est plus a chercher dans la séquence de ses base que dans sa struc-
ture tridimensionnelle ou tertiaire?. On étudie donc d’abord la structure primaire de 'ADN, qui

1 L' Uracile, substitut dans 'ARN de la thymine, est aussi une base pyrimidique

2 Cependant, I'étude de 'enroulement de la double hélice autour d’un histone, appelé nucléosome,  permis de
mettre en évidence des interactions entre paires de bases proches géographiquement, ce qui plaide pour une impor-
tance de la structure tertiaire de 'ADN. Notamment, des périodicités de 200bp sont observées lors de I'observation
dans les séquences, ce qui correspond a la circonférence des nucléosomes.
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Fig. 6.3: Les appariements Watson Crick.

correspond a la séquence des bases sur un brin lu dans I'ordre 5’ vers 3. Les bases du brin com-
plémentaires sont entierement déterminées par complémentation, on peut donc les ignorer lors
d’'un traitement algorithmique. En effet, dans 'ADN, les seuls appariements possibles sont A/T
et C/G pour des problemes de stabilité et d’encombrement stérique.

6.1.2 L’Acide Ribonucléique (ARN)

L’ADN est circonscrit au noyau de la cellule chez les eucaryotes. Or I'expression phénotypique
du matériel génétique passe essentiellement par I'action de protéines, qui sont localisées hors
du noyau, dans le cytoplasme.

L’ARN est donc entre autre I'intermédiaire par lequel 'ADN s’exprime en dehors du noyau. Il est
synthétisé a partir d'un segment d’ADN.

Tout le contenu informatif de 'ADN est transcrit en un ARN qui sera soit un acteur (ARN ribo-
somaux ou ARN de transfert), soit une information brute nécessitant étape supplémentaire de
traduction pour s’exprimer (ARN messagers).

Définition bio-moléculaire de ’'ARN

La molécule d’ARN est, comme I’ADN, un polymere linéaire dont les monomeres sont cette fois
ci des ribonucléotides, par substitution du sucre -D-ribose au désoxyribose. Comme le mon-
tre la figure 6.5, un ribonucléotide est la combinaison covalente d’'un phosphate, d'un ribose et
d’'une base azotée. Les bases azotées disponibles pour ’ARN sont I'Uracile, I’Adénine, la Guanine
et la Cytosine. Lorientation de la molécule d’ARN est la méme que celle de 'ADN, du 5’ au 3.
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Fig. 6.4: Assemblages de nucléotides formant la double hélice.

Repliement de 'ARN

Les structures secondaires et tertiaires de ’ARN sont bien plus variées et porteuses d'informations
fonctionnelles que celles de 'ADN. En effet, la structure simple brin de '’ARN permet un repliement
de la molécule sur elle méme, au moyen d’appariements Watson-Crick(voir 6.3 en substituant
I'uracile a la thymine), mais aussi d’appariements Wobble ou Hoogsteen (voir 6.7). On trouvera
en [56] un travail de classification des appariements.

Le systeme de liaisons ainsi défini, associé aux dispositions des ribonucléotides dans les dif-
férents types d’appariements, définit la conformation spatiale de I’ARN.

Dans de nombreux cas, on met en évidence une relation entre cette structure de I’ARN et son
intervention dans les mécanismes biologiques. Cette structure est donc porteuse d’information
sur la fonction de 'ARN, au méme titre que la séquence des bases.

De plus, il n'existe pas d’inclusion stricte entre les contenus informatifs de la séquence et ceux
de la structure. En effet, on ne peut pas associer a une conformation spatiale donnée une unique
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Fig. 6.6: Luracile, substitut de la thymine dans les ARNs

structure primaire, de méme qu’il semble impossible d’établir le repliement tridimensionnel de
I'ARN avec certitude a partir de la structure primaire. L'étude conjointe de la séquence de bases
et de la structure semble donc nécessaire a la compréhension du réle d'un ARN. La complex-
ité, prise ici au sens algorithmique, de I'étude de la structure tertiaire étant rédhibitoire®, on ne
considere souvent que la structure secondaire d'un ARN quand on veut prendre en compte sa
topologie.

6.2 Le dogme central de la biologie moléculaire

On présente ici le dogme central de la biologie moléculaire, simplification pour certains ex-
cessives des mécanismes régissant le vivant. Il fait actuellement 'objet d'une remise en ques-
tion assez radicale, notamment de la part des tenants du monde a ARN. On axera cependant
I'introduction ci-dessous sur ce dogme fondamental, ceci autant pour son role historique que
pour sa simplicité.

Selon ce dogme, 'ADN serait le support de I'information génétique, 'ARN un intermédi-
aire intervenant parfois dans des mécanismes cellulaires et la protéine I'acteur du monde extra-
nucléaire.

3 Lapparition d’interaction tertiaire simple, comme les pseudo-noeuds fait sortir les structures étudiées de
I'univers hors contexte, ce qui pénalise un traitement récursif. Par exemple, le repliement de 'ARN avec des pseudo
noeuds généralisés est déja un probleme NP-Complet(58] dans le modele d’énergie libre simple de Turner[106].
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Fig. 6.7: Quelques appariements non Watson Crick observables chez certains ARNs

6.2.1 Laréplication

5!

3!

Fig. 6.8: Réplication de 'ADN

Lors de la mitose, les deux brins de '’ADN sont séparés par une enzyme, I'hélicase (voire fig-
ure 6.8, 1). Son travail est complété par des protéines de liaisons (2), qui empechent les deux
brins de se recoller derriere I’hélicase. Les complémentaires, aussi appelés molécules filles, des
deux brins ne peuvent, pour des raisons chimiques, étre générés que dans le sens 5’—3". Le
brin pere 3’ est donc complété séquentiellement par la DNA-polymérase(3). Le brin 5’ néces-
site quant a lui la création, toujours par la DNA-polymérase, de petites séquences, les fragments
d’Okazaki, qui seront ensuite recollés par une ligase(4).

La replication est, toujours chez les procaryotes et trés souvent chez les eucaryotes, bidirection-
nelle et initiée a partir de sites d’amorcage, des séquences de bases spécifiques. Lintervention
d’'une enzyme, la télomerase, est ensuite nécessaire pour reconstituer les extrémités, appelées
télomeres, altérées par le mécanisme de réplication. Les télomeres sont donc reconstitués de
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facon quasi systématique par des copies d'un fragment d’ARN puis se replient en boucle pour
éviter toute dégradation de '’ADN.

6.2.2 Latranscription

On a jusqu’ici évoqué le support et la copie de I'information génétique, il convient maintenant
d’en expliquer I'expression. UADN s’exprime par l'intermédiaire des ARN, auxquels nous con-
sacreront le prochain chapitre, molécules qui sont créées au cours de la phase de transcription.
Seules certaines portions de ’ADN sont transcrites, ces séquences sont appelés genes.

Lors de la phase de transcription, un complexe protéique,’ARN polymérase, se fixe sur '’ADN.
On appelle promoteur le site de fixation de 'ARN polymérase. Il est de taille variable, et peut
associer plusieurs séquences cibles. La plus fréquente est la séquence TATAAT, qui est propice a
I'écartement des deux brins.La fixation de 'ARN polymerase sur '’ADN peut étre activée ou in-
hibée par la présence de protéines, appelées facteurs régulateurs de transcription.

Une fois 'ARN polymérase fixée, elle réalise une copie complémentaire d’'une portion du brin
sens de 1’ADN dans le sens 5'—3’, en complémentant le brin anti-sens dans le sens 3'—5’ (voire
Figure 6.10). Elle substitue au passage I'uracile a la thymine. La transcription est stoppée quand
I’ARN polymérase rencontre un site particulier, appelé terminateur, ou sur intervention de fac-
teurs protéiques chez certains procaryotes*. Le polymeére obtenu est appelé transcrit primaire
de 'ARN ou préARN. Ce transcrit présente une segmentation en 3 régions : 5’UTR, ORE 3'UTR,
I’ORF pouvant étre interrompue par des introns

Chez les eucaryotes, il existe quelques aménagements au cadre général de la transcription :

e Chaque classe d’ARN est engendrée par une ARN polymérase spécifique.

o Avant d’étre fonctionnel hors du noyau, le transcrit primaire doit faire I'objet d’'une mat-
uration. La maturation consiste, classiquement, en 'adjonction d’'une coiffe’ en 5, d'une
queue polyadénilée en 3’5, ainsi qu’en un épissage du transcrit primaire. Celui est en ef-
fet constitué d’'une alternance d’exons, matériel génétique codant, et d’introns non co-
dants. L'épissage est le mécanisme par lequel les introns sont éliminés du transcrit pri-
maire comme le montre la figure 6.9 et les introns sont concaténés.

6.2.3 Latraduction

La traduction est le mécanisme par lequel une protéine est engendrée a partir des informations
contenues dans un ARN messager. Elle met en jeu une macro molécule complexe, le ribosome.
Dans la suite, on appellera codon un triplet de nucléotides.

4 Facteur rho chez E. Coli.
5 Une coiffe est la somme d’un groupement triphosphate et d"une base purique (A ou G).
6 Sauf chez les ARN codant pour des histones, protéines 2 la base du nucléosome.
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Fig. 6.9: Lépissage du transcrit primaire chez les eucaryotes

Le ribosome

Le ribosome est constitué de matériel mixte ARNr/protéines. On le décompose en deux partie,
appelées petite et grande sous unités. Chacune des sous unités est composée d’ARNm(s) et de
protéines. Hors de la phase de traduction, les sous unités des ribosomes sont séparés par la
présence de protéines.

Initiation

Grossiérement, on peut dire que la petite sous unité du ribosome se fixe sur '’ARNm, ce qui
permet a la plus grande sous unité de se coller a elle en entourant ’ARNm.

Le début de la traduction d’'un ARN messager se fait a partir d'un codon spécifique, ou codon
START(AUG,GUG ou UUG).

Chez les eucaryotes, le ribosome se fixe en amont du codon START. Il glisse alors dans le sens
5'—3’ en scannant '’ARNm a la recherche d’'un codon START.

Chez les procaryotes, 'ARN 16S se fixe sur TARNm en amont de moins de 10 bases du codon
START. Cette zone contient un motif dit de Shine-Dalgarno qui correspond au complémentaire
du 16S.

Une fois le codon START trouvé, un ARNt chargé spécifique de I'initiation, ’ARNi, se fixe sur le
codon START et initie la traduction.

Elongation

Pendant la phase d’élongation, les acides aminés sont concaténés pour former des protéines.
L'élongation est une séquence de formations de liaison peptidiques et de translocations.

Tout d’abord, le ribosome permet la fixation d'un ARNt chargé dans le site A. Une liaison pep-
tidique se forme alors entre les acides aminés fixés a ’ARNt présents sur le site P et celui fixé sur
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I’ARNt de A.

Intervient alors une étape de translocation, au cours de laquelle le complexe formé par TARNt de
A et sa chaine peptidique sont décalés sur le site P par une translation du ribosome d’exactement
un triplet. UARNt initialement présent en A hérite alors de la chaine peptidique présente en
P. LARNt déchargé est alors éjecté. Le site A, libre et exposé a un nouveau codon, provoque
I'arrivée d'un nouvel ARNt porteur de son anti codon et de son acide aminé correspondant. On
se retrouve alors dans les conditions initiales de la translocation, qui se reproduit donc jusqu’a
la terminaison.

Terminaison

La terminaison se produit quand le ribosome rencontre un codon STOP (UAG, UAA et UGA), qui
ne correspondent a aucun anticodon d’ARNt. Le site A, vide, est disponible pour un facteur pro-
téique RF (Release Factor) qui permet une derniére translocation. Cette translocation provoque
une coupure entre ’ARNt présent en P et la chaine polypeptidique dont il est le porteur. Les sous
unités du ribosomes se séparent alors.
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Famille Sous-Unité ARNr Nombre de protéines

Procaryotes | Grande Sous-Unité | 55+23S 34

Petite Sous-Unité 16S 21

Eucaryotes | Grande Sous-Unité | 58+5,85+28S | 49

Petite Sous-Unité 18S 33

Fig. 6.11: Les compositions des ribosomes
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6.3 Structures des ARN

6.3.1 Représentations de la structure d’'une molécule

On caractérise I'organisation dansI'espace des macromolécules biologiques (ADN, ARN ou pro-
téines) par leurs structures primaire, secondaire et tertiaire.

- Structure primaire :

La structure primaire est la séquence des bases lues dans le sens 5’—3".
®OOECGCOOOOOOEEOOGRACOOOODOO® ¢ v

Fig. 6.13: Structure primaire d’ARNr 16S de Pyrococcus Furiosus

- Structure secondaire :

Il n’existe pas de consensus total sur la définition des structures secondaires.

Fig. 6.14: Structure secondaire d'un ARNr 5s chez E. Coli

On peut cependant caractériser la structure secondaire d'une macromolécule par un en-
semble de liaisons entre ses bases. De plus, afin de respecter une correspondance entre

type de structure et dimension de I'espace requis pour les dessiner’, on considére parfois
7 primaire < linéaire (1D)

secondaire < planaire (2D)

tertiaire < tridimensionnelle (3D)



6. Notions de biologie moléculaires 90

o,
@Oo//?

Fig. 6.15: Structure d'un pseudo noeud

qu’'une structure secondaire se doit d’étre planaire. Au dela de ce plus petit dénominateur
commun, il reste a définir les types de liaisons autorisée, ainsi que la tolérance ou non de
pseudo-noeuds (voir Figure 6.15). 1l circule dans la communauté bioinformaticienne au-
tant de définitions des structures secondaires que de variations® sur ces deux thémes. On
reviendra sur ce point dans la suite de ce document.

- Structure tertiaire :
La structure tertiaire, est la localisation des constituants chimiques de la molécule dans

Fig. 6.16: Structure tertiaire d'un ARNt

I'espace. La encore, certains se cantonne a la topologie de la molécule quand d’autres lui
préferent les positions relatives des bases dans I'espace tridimensionnel.

8 Des pseudo-noeuds imbriqués ne sont plus planaires. Certaines définitions admettent donc la présence de
pseudonoeuds raisonnables, c’est a dire planaire.
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- Structure quaternaire:
On évoque parfois la structure quaternaire d'une molécule en indiquant son position-

Fig. 6.17: Structure quaternaire des histones

nement relativement a des molécules avec lesquelles elle est liée physiquement pour per-

mettre une fonction. C’est le cas de la structure tridimensionnelle du nucléosome (voir

Figure 6.17), décrite comme la structure quaternaire des histones.”.

6.3.2 Structure secondaire de I’ARN : Discussion

Il n’existe pas de consensus total sur la définition des structures secondaires. On peut dégager les
points suivants, parfois contradictoires, et classés plus ou moinspar ordre de consensus décrois-
sant :

1. La structure secondaire ne comprend pas les coordonnées tridimensionnelles des bases.
2. Elle considere un sous-ensemble des appariements.

3. Elle serestreint a des liaisons canoniques, définis comme telles du fait de leur forte énergie.
4. Elle exclut les liaisons triples.

5. Elle se limite a la donnée de liaisons, c’est a dire de données strictement topologiques.

9 La structure tridimensionnelle du nucléosome est parfois décrite comme la structure quaternaire des histones.
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6. Elle contient une forte majorité de I'énergie totale de la structure.

7. Elle est planaire, c’est a dire dessinable sur une surface plane sans croisement.
8. Elle n'est pas unique a travers le temps.

9. Elle existe.

Si les points 1 et 2 sont généralement admis dans la communauté s'intéressant a la structure de
I'ARN, on peut facilement montrer que la condition de planarité en 7 peut théoriquement em-
pécher I'existence d'une structure secondaire contenant plus de quelques appariements. De
plus, l'affirmation 7 est ambigué : Parle-t-on du graphe de 'ARN, ou bien d'une carte don-
née ? Un tel objet est construit a partir du graphe mais on opere au cours de cette construc-
tion des choix compromettant parfois la possibilité d’extraire un grand sous ensemble planaire
d’appariements, comme l'illustre la figure 6.18.

3 ¥

Fig. 6.18: Deux cartes B et C associées a un méme graphe d’ARN A, et admettant des sous-ensembles
planaires d’arcs de taille respectivement 1 et 7.

En outre, I'adjectif planaire est souvent utilisé en lieu et place de planaire extérieur, terme
désignant dans le cas des ARN un graphe pouvant étre dessiné sans croisement en placant les
arcs sur le demi-plan supérieur. Cette notion de type de planarité est cruciale pour des raisons
algorithmiques. En effet, les graphes d’ARN planaires extérieurs admettent une décomposition
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non-ambigué extrémement simple [100] alors que les structures bisecondaires, ou dessinables
sur deux demi-plans, ne sont déja décrits par aucun langage non-contextuel, ce qui complique
la découverte de décomposition. On trouvera aussi dans [58] une preuve de NP-complétude du
repliement de ’ARN dans le modele de Turner quand les pseudonoeuds sont inclus.

Le dernier point est un rappel en forme de boutade du fait que la structure secondaire n’est,
quelle qu’en soit la définition formelle, que la projection d'un instantané. Elle ne devrait donc,
outre la remarque 8, ne pas étre trop définitivement associée a un ARN donné.

6.3.3 Origine des données structurales
Cristallisation aux rayons X

Au cours de 'observation des macromolécules, les échelles mises en jeu rendent impossible
I'observation optique classique. On peut alors avoir recours aux rayons X qui, de partleur longueurs
d’ondes plus faibles, produisent un phénomene de diffraction au contact de la molécule. Les
faibles longueurs d’ondes des rayonnements observés rendent difficile la focalisation, c’est pourquoi
on travaille des structures cristallisées. Les cristaux sont en effet plus stables et offrent une or-
ganisation réguliere, ce qui permet I'apparition de phénomenes d’interférences résultant de la
diffraction de photons sur des facettes ayant méme orientations et positions relatives.

Résonance magnétique nucléaire

De part leur spin non nul, les atomes d’hydrogéne et de carbone peuvent étre assimilés a de
petits électro-aimants. On peut alors les exciter, les faire entrer en résonance, en les soumettant a
un champs magnétique. Quand I'action de celui ci est interrompue, on peut mesurer par le biais
d’'une transformée de Fourier la distance a I'observateur des différents atomes et, en multipliant
les mesures, retrouver leur positions initiales.

Génomique comparative

On part du principe que la structure de certains ARN est essentielle a sa fonction, et donc in-
directement a 'adéquation de I'individu avec son milieu. On peut donc s’attendre a ce que les
mécanismes de la sélection naturelle privilégient un faible taux de mutation dans les régions
contribuant a la structure secondaire. On peut aussi s’attendre a ce que la mutation d'une
base impliquée dans un appariement ne soit viable que dans le cas ou la deuxieme base de
I'appariement mute aussi, rendant possible de nouveau I'appariement initial. Autrement dit,
dans les hélices, les mutations sont corrélées au sein d'une paire de base. A partir d'un ensemble
de séquences homologues suffisamment grand, on peut donc reconstruire la structure a partir
des corrélations observées dans les probabilités de mutations des bases.

6.3.4 Fonctions et structures

On distingue les différents types d’ARN selon les roles qu’ils jouent au sein de la cellule.
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Les ARN messagers (ARNm)

IIs représentent moins de 5% des ARN cellulaires.

Role : IlIs ameénent I'information extraite de TADN au ribosome, qui va exprimer cette informa-
tion par la synthese protéique.

Structure: Les structures secondaires des ARN messagers semblent assez variées, aucun mod-
ele fortement contraignant n’a jusqu’ici été formulé. Cependant, cette structure est essentielle
car centrale au fonctionnement de la technique d’ARN interférence. De plus, la formation de
motifs structurels spécifiques, comme des pseudo-noeuds, provoque I'apparition de phénomenes.
Jusqu’a présent, on considérait que la structure des ARNm était négligeable. En effet, au cours de
la traduction, 'ARN est étiré en une structure linéaire, ce qui semblait plaider pour une nullité
du role joué par sa structure. Cependant, des études récentes sur le phénomene d’interférence
d’ARN confere a TARNm un role qui dépasse celui d'intermédiaire et qui ferait intervenir sa
structure. Cet intérét pour la structure de '’ARNm étant assez récent, il n'existe pour I'instant

que relativement peu de structures secondaires connues!?.

Boucle V
Variable

Anticodon

Fig. 6.19: Structure secondaire d'un ARNt de levure

Les ARN de transfert (ARNt)

IIs représentent environ 15% des ARN cellulaires. Leur structure primaire est trés variable.

Role: Les ARNt sont des molécules qui traduisent les codons des ARNm en acides aminés. De
structures fortement contraintes et quasi identiques, ils sont caractérisés par leurs anticodons(voir
Figure 6.19). Un enzyme spécifique a chaque anticodon, I'aminoacyl-ARNt synthétase, se charge

10 1 4 fiabilité des structures prédites in silico étant, pour I'instant, sujette a caution ...
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d’adjoindre a chaque ARNt 'acide aminé correspondant au complémentaire de I'anticodon. Cet
acide aminé est collé sur le brin 3’ de 'ARNt au niveau d'un triplet CCA. Lors de la traduction,
I'anticodon va s’apparier avec le codon de ’ARNm et permettre la concaténation d'un acide am-
iné adéquat.

Structure : Comme l'illustre la Figure 6.19, la structure secondaire de ’ARNt est tres fortement
contrainte. Sa forme de trefle est invariable, et seule la dimension du renflement(Boucle V de la
Figure6.19) permet de distinguer les structures secondaires de différents ARNt.

Remarque : On rencontre dans les ARNt des bases inhabituelles chez les ARN (pseudouridine,
inosine ou encore des bases méthylées) qui sont en fait des bases modifiées apres la transcrip-
tion afin de conserver la structure tridimensionnelle de ’ARNt.

Les ARN ribosomiques (ARNT)

‘Secondary Structure: large subunit ribosomal RNA

Fig. 6.20: Structure secondaires des ARN ribosomaux 16S (gauche) et 23S (droite) chez Escherichia coli
établis par une approche comparative[22]

IIs représentent pres de 80% des ARN cellulaires.

Roéle: Ils forment, avec des protéines spécialisées, le ribosome, qui est le siege de la traduction.
IIs sont caractérisés par leur constante de sédimentation, exprimée selon une unité S(de Sved-
berg).

Structure: Les structure secondaire classiquement associées aux ARNr sont assez variées, méme
au sein d'une classe d’ARNr ayant méme constante de sédimentation. On constate la présence
de pseudo-noeuds, dont certains sont impliqués dans des tetraboucles GNRA!!, motifs struc-
turels parfois non-contigus et essentiels a la stabilisation des complexes impliquant des ARN
(ribosome, par exemple).

11 Oy N est un raccourci pour une base non-contrainte, et R représente une base purique (A ou G).
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Famille Localisation Nom | Taille
Procaryotes(70S) | Grande Sous-Unité(50S) | 58 120 nt
23S 2900 nt

Petite Sous-Unité(30S) 16S | 1542 nt
Eucaryotes(80S) | Grande Sous-Unité(60S) | 5S 120 nt
5,85 | 160 nt
28S 4800 nt
Petite Sous-Unité(40S) 18S | 1900 nt

Fig. 6.21: Les différents ARNr

Micro ARN (ARNmi) et petits ARN interférents (ARNSsi)

Role: Les ARNmi et ARNsi sont des petits ARN non-codants pour des protéines, de tailles de
I'ordre de la vingtaine de nucléotides. Principalement, leur réle est la régulation de I'expression
d’un gene, par fixation sur '’ARN messager correspondant, ce qui rend plus ou moins difficile sa
transcription en protéine. Ces deux classes divergent par leur origine, principalement exogene
(injection expérimentale mais parfois issus d’exons) pour les ARNsi, et entierement endogene
(encodés par des genes spécifiques) dans le cas des ARNmi. Dans le cas des ARNsi 'efficacité de
la régulation du géne-cible repose sur une complémentarité presque parfaite entre un brin de
I’ARNsi et 'TARNm visé. 1l est alors théoriquement possible de construire des ARNmi adoptant
spontanément la bonne conformation, et ciblant avec une spécificité remarquable un ARNm
donné (impliqué dans une pathologie). C’est la technique d’ARN interférence, sur laquelle re-
posent d'immenses espoirs thérapeutiques.

Structure : Les ARNsi sont injectés directement sous la forme d’'un ARN double-brin, c’est
a dire de deux ARN simple-brin parfaitement complémentaires et appariés. La structure des
ARNmi est quand a elle assimilable a une tige-boucle, pouvant faire apparaitre des renflements
ou des boucles internes, comme l'illustre la figure 6.22. La détection automatique des ARNmi au
sein d'un génome est un des challenge actuel de la bioinformatique, et leur modélisation pour
I'évaluation des candidats susceptible de tirer partie de formalismes syntaxiques expressifs.
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Fig. 6.22: Trois exemples de précurseurs d’ARNmi [70]



7. GENERATION ALEATOIRE DE STRUCTURES D’ARN REALISTES

7.1 Introduction

7.1.1 Motivation

On s’intéresse ici a la génération aléatoire de structures secondaires d’ARN. Une telle génération
connait divers champs d’applications. Tout d’abord, elle permet I'évaluation expérimentale de la
probabilité d’apparition d'un motif structurel donné dans un ARN. Elle permet aussi d’établir des
seuils pour les algorithmes de comparaisons de structures d’ARN, algorithmes faisant actuelle-
ment 1'objet d'une attention soutenue de la part de la communauté bioinformatique [105; 51;
46; 3; 69; 98], tant pour la beauté intrinseque du probleme que pour ses applications multiples
(Calcul de scores de similarité, recherche d’ARN non-codants dans un ADN ou encore extrac-
tion d'une sous-structure commune). Elle permettrait enfin de calibrer les algorithmes dédiés a
la détection de motifs structuraux particuliers au sein d'une séquence d’ARN, comme RNAMO-
TIF [60] ou ERPIN [44].

Lapproche classique pour la génération aléatoire de structures d’ARN tire partie d'une bijec-
tion entre un langage proche des mots de Motzkin et une variété de cartes planaires décrivant les
structures d’ARN. Cependant, une implémentation uniforme de cette approche, bien qu’efficace,

Fig. 7.1: Bijection entre les mots de Motzkin sans motif ab et structures secondaires d’ARN.

possede la désagréable propriété d’engendrer des structures a la granularité bien trop pronon-
cée, comme l'illustre la figure 7.2. Cette apparence, plus proche du bonsai que de I'arborescence
épanouie, est expliquée directement par les propriétés asymptotiques du modele uniforme. En
effet, des études séparément menées par M. Nebel [64] et 'auteur de cette these [73] ont permis
de dériver les propriétés suivantes pour les sous-structures d’ARN ribosomal, résumées dans la
table 7.3. On peut les comparer a celles observées sur des ARN ribosomiques issus d'une méth-
ode comparative, que j'ai compilées en 2003 a partir de la base de données du Gutell Lab [22], et
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Fig. 7.2: Structures secondaires aléatoires : Exemples issus du modeéle uniforme

récapitulées dans la table 7.4. L'incapacité constatée du modele uniforme a modéliser correcte-
ment les structures d’ARN suggere alors I'emploi de contraintes additionnelles, ou I'altération
de la distribution des séquences. Ding et Lawrence [33] étudient le probleme de la génération
de structures a partir d'une séquence. Il cherchent a engendrer un ensemble de structures tirées
selon des probabilités liées au modele d’énergie libre de Turner. Ils en déduisent un algorithme
en O(n?) aprés un précalcul en @ (n®) (Approche récursive). Cette complexité en @ (n?) de la
phase de génération peut étre optimisée en & (n) par une stratégie boustrophédon. Cependant
leur approche se limite a une séquence, ce qui empéche I'évaluation de scores statistiques. De
plus, leur attachement a un modeéle d’énergie libre additif peut représenter une limite dans le
temps de la validité de leur travail.

Dans son mémoire de DEA [102], E Weinberg présente une version des grammaires non-contextuelles,
pondérées au niveau des dérivations, dans un formalisme qui ressemble alors aux grammaires
stochastiques. Il propose alors des pistes pour apprendre les poids d'une telle grammaire, et
tente 'application d'une d’entre elles aux structures secondaires d’ARN dont les proportions de
bases appariées/non-appariées sont fixées. Les résultats sont partiels, mais prometteurs.

7.1.2 Meéthode

Dans ce chapitre, nous présentons une modélisation de la structure secondaire de ’ARN par des
grammaires pondérées, et son application a la génération aléatoire de structures d’ARN réalistes.
Par réalistes, nous entendons qui possédent des valeurs pour certains parametres structurels en
moyenne égales a celles observées dans des structures réelles. Les parametres structurels auxquels
nous allons nous intéresser sont les nombres et tailles des différents types de sous-structures,
présentées dans la figure 7.5 :

- (H) Hélice: 1l s’agit d'une séquence de paires (Liaisons Hydrogenes) de bases empilées (Li-
aison Phosphodiester). Nous nous bornonsici a des considérations uniquement topologiques,
on ne fait donc pas d’hypotheses sur le type de ces liaisons (Watson-Crick, Wobble ou non-
canoniques). Alternativement, on peut dire qu’il s’agit des portions double-brin de ’ARN.
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Distributions des bases dans les sous-structures

Sous Structure

Taille cumulée

Extrémité 5’

@ +0(1)

Extrémité 3’

@ +0(1)

Hélice brin 5’

(5—\/5) 3+2\/_ +@>( )

20

Hélice brin 3’

(5—\/5) 3+2\/_ +@>( )

20

Renflement

(25—11\/§)n+\/_ ligd L)

5

Boucle Interne

2(9\/55—20)n+53 23f+@>( 1

Boucle

(3\/5—5)n+ f+9+@>( L)

10

MultiBoucle

(7-3v5)n _ 7-v5 1
RO

Nombres d’occurences et tailles des sous-structures

Sous Structure Nombre Taille
Hélice
VB-2n- 2542 L ply | 35, p(ly
Boucle
5—?/5 3f 13+@>( L) 1+2\/§+@>(%)
Renflement 18v/5-40 57\/_ 127 1+V5 1
5 n-+ + @( ) 3 + @(ﬁ)
Boucle Interne
852935 4 5205 4 g (1) | 145 +0(L)
MultiBoucle
7\/15615’1_'_69\/1;0129_,’_@( ) \/5_,_@,(%)
Intervalle
(V5-2n-235+0G) | 51, g1,
Intervalle 2 "
5+v5 oL
par Multiboucle 2 n

Fig. 7.3: Propriétés asymptotiques du modele uniforme pour les structures secondaires d’ARN
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(A) Regne:CS | NB | #Bases | %Ex3+Ex5 %H %R %B %l %M

Archae 5S 1 123 4,88 61,79 | 3,25 | 13,82 | 10,57 | 4,88

16S | 18 1486 1,07 60,06 | 4,24 | 11,85 | 9,84 12,87

23S | 12 2946 0,37 56,20 | 3,03 | 13,25 | 13,78 | 13,34

Bacteria5S | 24 120 1,76 64,16 | 2,49 | 13,95 | 9,32 7,49

16S | 231 1531 1,44 58,97 | 4,35 | 11,569 | 10,88 | 12,70

23S | 100 3325 0,23 49,28 | 2,48 | 11,80 | 11,43 | 24,74

Eucaryotes 5S 1 119 0,84 62,18 | 1,68 | 13,45 | 1597 | 5,04

16S | 38 1648 0,92 52,93 | 4,09 | 12,26 | 11,31 | 18,43

23S | 56 2261 0,59 50,56 | 2,82 | 16,94 | 11,06 | 18,01
Théorique

. - — 00 0 55,27 | 8,06 | 17,08 | 4,98 14,58
(Uniforme)

(B) Regne:CS | NB | #Bases H R B I M #K/M
Archae 5S 1 123 9,50 1,33 8,50 6,50 6,00 3,00

16S 18 1486 9,45 2,62 5,87 5,75 9,11 2,81

23S 12 2946 8,16 1,93 5,59 7,53 11,79 4,05

Bacteria 5S 24 120 10,90 1,49 8,42 5,43 9,04 3,00
16S | 231 1531 8,71 2,35 5,72 5,92 8,82 2,82

23S | 100 3325 8,25 1,98 5,72 6,82 | 25,41 4,09
Eucaryotes 5S 1 119 12,33 | 2,00 8,00 9,50 6,00 3,00
16S | 38 1648 8,80 2,52 6,98 6,70 | 14,46 | 2,77

23S | 56 2261 8,21 2,12 7,31 7,71 | 14,44 | 3,19
Théorique
(Uniforme)

- — 00 2 1,618 | 1,618 | 3,236 | 2,236 | 3,618

Fig. 7.4: Pourcentages de bases dans les différentes sous structures (A), et tailles moyennes de ces sous-
structures (B) chez des ARN ribosomiques obtenus par génomique comparative [22] et les struc-
tures aléatoires issues du modele uniforme.

- (B) Boucle Terminale : Portion d’ARN simple-brin reliant directement les deux bases ter-
minant une hélice.

- (R) Renflement : Portion d’ARN simple-brin placée entre deux hélices au niveau d'un seul
des deux brins (5’ ou 3’).

- (I) Boucle Interne : Portions d’ARN simple-brin placées entre deux hélices au niveau de
chacun des deux brins.

- (M) Multiboucle : Multiples portions d’ARN simple brin organisant I'arrivée d’'une hélice
et le départ d’au moins deux hélices. Cette sous-structure est responsable de 'aspect ar-
borescent des structures d’ARN. On peut s'intéresser, outre le nombre global de bases non
appariées qu’elle contient, a la taille moyenne des portions simple-brin séparant les dé-
part d’hélices, et surtout au nombre moyen d’hélices dont elle voit le départ. On nomme
Intervalle (K) la portion simple-brin séparant deux hélices. Le nombre d’intervalles dans
une multiboucle sera donc égal au nombre d’hélices qui en partent, moins un.
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Boucle ... 4/
i '/7?(/be Renflement
Intervalle
;“‘vBoucle o
. Multiple / l / \ \ \
Extremltg f~ Boucle
S L Interne
~Extrémite
s o

Fig. 7.5: Les différents types de sous-structures dans un ARN.

- (Ex5,Ex3) Extrémité (5’ ou 3’) : Portions d’ARN simple-brin placées aux extrémités de
I’ARN.

Dans un premier temps, nous présenterons différentes grammaires équivalentes, en ce sens
qu’elles permettent toutes la description de toutes les structures secondaires d’ARN. Nous dis-
cuterons leur simplicité (nombre de symboles non-terminaux), et leur capacité a discriminer
les différents types de sous-structures décrites ci-dessus. Nous nous intéresserons ensuite a
I'adjonction de pondérations a ces grammaires, selon le paradigme des grammaires pondérées,
pour modéliser la structures de certains ARN. Dans le cas simple ou I'on ne s’intéresse qu’aux
proportions de bases non-appariées et appariées dans les structures engendrées, une solution
analytique est dérivée grace a une application d'une variante du théoréme de Drmota. Dans des
cas plus généraux, cette méthode échoue car nécessitant la résolution de systemes d’équations
bien trop complexes pour une utilisation standard d'un logiciel de calcul symbolique. On utilise
alors une approche d’optimisation décrite en section 4.4.3 pour dériver des modeles pondérés
pour 3 ARN : UARN de transfert, 'ARN ribosomal 5S bactérien et '’ARN ribosomal 23S eucaryote.
On présentera en outre un modele pour le langage des tiges-boucles, qui posséde des propriétés
théoriques intéressantes.

7.2 Grammaires pour la structure secondaire d’ARN

Nous présentons ici différentes grammaires pour la structure secondaire d’ARN, présentant des
potentiels de personnalisation et des complexités différents. On trouvera en annexe un argu-
ment de preuve d’équivalence des langages engendrés par ces grammaires avec les structures
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secondaires d’ARN telles que définies par Waterman dans [100]. Dans ces grammaires, on utilis-
era des symboles a et b pour représenter les bases appariées respectivement en 5’ et en 3’, et le
symbole ¢ pour représenter les bases non-appariées.

7.2.1 Grammaire de Nebell65]

Dans [65], M. Nebel propose une jolie grammaire pour les structures secondaires d’ARN.

R — T|TR
T — claRb

Cette grammaire présente la propriété de ne pas posséder de transition N — €. Cependant, elle
ne permet pas le marquage simple des sous-structures, ni I’adjonction de tailles minimale pour
les différentes sous-structures. En effet, I'initiation et la prolongation d'une sous structure sont
pris en charge par le méme non-terminal (7).

7.2.2 Grammaire inspirée des mots de Motzkin

Une facon de caractériser les structures secondaires d’ARN en tant que langage consiste a dire
qu’il s’agit de mots de Motzkin sans motif ab. La grammaire ci-dessous, basée sur celle des mots
de Motzkin, distingue les bases issues d'un non-terminal encadrée par deux bases appariées (T)

des autres (S).
S — aTbS|cS|e

T — aTbS|cS

Cette grammaire permet la distinction des bases appariées (a-b) responsables de l'initiation
d’une hélice (S) de celles prolongeant une hélice existante (7). Cela permet, outre le marquage
par un symbole m; des débuts d’hélices pour capturer le nombre d’hélices dans un ARN, d’injecter
une taille minimale /% pour les hélices. De plus, en remarquant que le non-terminal T engendre
des portions de la structure directement encadrées par des bases appariées, on peut alors in-
jecter une taille minimale b dans les boucles terminales, ainsi qu'un marquage de celles-ci par
un symbole terminal dédié mp.

S — mya"'Tbh"S|cS|e
T — aTbS|cT|mpch!

Mais cette grammaire ne permet pas encore d’'imposer des contraintes sur les portions simple-
brin. En particulier, il est impossible d’attribuer le ¢ de la réécriture T — ¢S a une sous-structure
simple-brin précise.
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7.2.3 Grammaire compleéte : marquage des sous-structures [73;
65]

Cette dernieére décomposition, qui a été découverte indépendamment par Nebel [65] et 'auteur
du présent document [73], repose sur 'arborescence sous-jacente a une structure d’ARN.

X — NH;N|B|M

N — c¢Nle¢

H; — aHDb

H — c¢NH;|H;iNc|cNH;Nc|aHb|B|M
B — c¢N

M — NH;M|NH;NH;N

On peut désormais distinguer les paires de bases initiant des échelles (H;) de celles les pro-
longeant (H). On peut aussi distinguer les boucles, les renflements et les boucles internes (resp.
B, productions cNH;/ H;Nc et cN H; Nc). Les multiboucles peuvent aussi faire I'objet d'un mar-
quage spécifique au sein du non-terminal M et a chacune de ses occurrences dans le reste de
la grammaire. Les contraintes de tailles minimales pour les hélices (k) et les boucles (b) peu-
vent en outre étre injectées, d’ol1 'apparition de termes de la forme a* dans la grammaire, qui
correspondent a la concaténation de k copies de a. Il en résulte la grammaire suivante :

X — NH;N|BIM

N — Kle¢
H - mHah‘leh
H — RH;|H;R\mIH;If|aHb|B|M
B — dB|mpd’!
R — eR|mp
I — fI|e
M — Nmya" YHb" YmxM| Nmya" *Hb" Y mx Nmya" ' Hb" Ymg N
K — gKle

Remarque : L'application a la grammaire du morphisme ¢ tel que

dd) = ¢ Pmy) = a
®le) = ¢ dPmy) = c
O(f) c ®mp) = ¢
g = ¢ Pmy) = a
(I)(m[()zb

nous permet, en conjonction avec des valeurs pour les minimums & =1 et b = 1, de retrouver
une grammaire pour les mots de Motzkin sans facteur ab.

Ces marquages permettent de mettre en relation les nombres d’occurrences des différents
symboles terminaux et les nombres et tailles des différentes sous-structures dans les structures
d’ARN engendrées.
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Type de sous-structure | Nombre total de bases du type
Hélices #a+#b+#myg+#my +#myg
Boucles #d +#mp

Boucles Internes #f+#mg
Renflements #e+#mpg
MultiBoucles #g

Intervalle #g
Type Sous-structures | Nombre de sous-structure du type
Hélices #mpy +#myy
Boucles #mp

Boucles Internes #mp
Renflements #mpg
MultiBoucles #mpyr

Intervalles #my +#myy

7.3 Cas analytiques simples : Les proportions de bases appariées

7.3.1 Les tiges-boucles

La structure de tige-boucle découle d'une autre facon de décomposer la structure de 'ARN que
celle utilisée tout au long de ce chapitre. Elle débute par une hélice et se prolonge jusqu’a qu'une
boucle terminale soit rencontrée. Des renflements et autres boucles internes peuvent étre com-
prises dans cette structure, mais pas de multiboucle. Ces structures peuvent étre modélisées par
la grammaire ¥p suivante :

P — RaPbR
P - ¢

R — R

R — ¢

On peut déja remarquer que, bien que ce langage soit algébrique, car ressemblant furieusement
au langage des palindromes, sa série génératrice sera rationnelle, ce qui exclut de fait 'utilisation
du type de technique (Théoreme de Drmota) utilisées pour contraindre la proportion de bases
appariées dans 'ARN. Cette rationalité est due au fait que I'algébricité stricte de ce langage tient
a la non-commutativité du produit de concaténation, propriété non-préservée par la transpo-
sition dans l'univers des séries génératrices. Cependant, les comportements asymptotiques des
coefficients des séries rationnelles étant mieux connus, on dérive le résultat suivant.

Théoréeme 10:
Soient i, 1y le poids associé aux symboles appariés a et b, et 7. le poids associé au symbole non-
apparié c, alors les proportions asymptotiques (L, p, (resp. [ic) de bases appariées (resp. non-
appariées) dans les séquences engendrées a partir de la grammaire 9p des tiges-boucles, pondérée
par  sont données par

T{a,b} ¢

Ha+vy = —— He= 777"
Tia,bpy +7Tc Tiap T 7Tc
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PREUVE : On s'intéressera uniquement a la proportion y, de symboles ¢, son complément a 1,
Wia+b), €tant directement déductible. De plus, on se raménera sans perte de généralité a I'étude
d’'une pondération 7 telle que 7y, = 1 et . rationnel. En effet, si I'on souhaite adapter le

résultat a 7’ tel que nga n# L alors il suffit de remarquer que I'impact des pondérations est stable
7[!

par homothétie, et qu’on peut donc toujours se ramener a I'étude du cas (4,5 = 1 et o = .
{a,b}
Une fois ces quelques simplifications, transparentes, du probleme effectuées, on transpose

la grammaire en systeme d’équations sur les séries génératrices pondérées associées aux non-

terminaux :
P(z,u)
R(z,u)

En résolvant ce systeme, on obtient alors

R(z,u)?z*S+1
n.uzR(z,u)+1

(1-7meuz)?
P(z,u)
(meuz+z—1)(meuz—2z-1)
n2 1 1 1 1
P(z,1) =

nZ-1 " @r.+2) -z +1)) - @Cr,-2) A -z(m:-1))

Le terme dominant dans cette décomposition est le deuxieme élément simple, dont le comporte-
ment asymptotique nous donne :

2Pz ~ Y G -1ym
27+ 2
De plus,
0P(z,u) 1) = 27,.23(1 — 7. 2)
ou Q- zme+ 1))2 (1 - 20w, — 1))2

Sans rentrer dans les détails du calcul, une décomposition en éléments simples désigne comme
terme dominant la fraction rationnelle m(z) telle que

Ti¢
2+ 1)2(1 — z(mwe +1))?

m(z) =

et dont le comportement des coefficients est tel que :

n _ ¢ n
[z"]m( )—72(%“)2(71#1) (n+1)

n OP(z,u) e n n
[z"] o (z,1) 2(n0+1)2(n0+1) n+0((me+1)")

u
. 2" 2EE (2,1) . .
Donc, en se remémorant la relation . = =, {575~ entre une série génératrice P(z, u) de lan-
gage et la fréquence y. d'un terminal ¢, on obtient

Tic

'ucznc+1
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7, N P P fes

En se souvenant que 7, = —~ dans un systeme de pondération 7’ équivalent car homothétique,
{a,b}

on trouve

7.3.2 La structure secondaire d’ARN

Considérons la grammaire de la section 7.2.2 pour les structures secondaires d’ARN, au sens de
Waterman [100] : On s'intéresse a un systeme de pondérations permettant de contraindre la
proportion d’occurrences de la lettre ¢, qui représente une base non-appariée.

Théoréme 11 :
Le poids m. associé aux bases non-appariées afin de réaliser une proportion (. de bases non-
appariées est tel que :

Ay
1—pg
PREUVE : En transformantlesregles de la grammaire en équations algébriques sur les séries liées
aux non-terminaux, on remarque que 7 = S — 1. On peut donc se limiter a I’étude d'un systeme
a deux variables fonctionnelles Set x :

o= (7.1)

S xX(S-1DxS+xucn.S+1
0 = 1-x2S—x(S—-1)—7cuUex

En résolvant ce systeme de facon a ce que x(1) = 0, on obtient

JICuC+2+\/JI%u§+4nCuC

x(uc) = 2
et
e = 1 ox(u.) 1) = e
x(1) OJu Vacme+4)
ce qui, en inversant I'’équation, nous donne I'équation (7.1). n

Par exemple, si 'on souhaite 50% de bases non appariées dans un ARN engendré aléatoire-
ment, il suffitde fixern, =7, =1etm,.= %.

Une telle approche ne supporte malheureusement pas le passage a l’échelle que représente
I'adjonction a la grammaire de parametres additionnels. Les capacités de résolution d'un logi-
ciel de calcul formel, dont I'’emploi est toutefois nécessaire dés que plus de deux variables sont
introduites, se trouve tres vite dépassées. De plus, il n'est pas possible de traiter les variables
indépendamment. On devra donc faire appel au logiciel développé a partir du couplage d'un
algorithme d’évaluation des proportions des symboles dans un modéle pondéré et d'un algo-
rithme d’optimisation pour pouvoir prendre en compte plus de parametres (voir section 4.4.3).
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7.4 Approche optimisation : Expériences
7.4.1 L’ARNt

ARNt

3
HelixA E OO E
&

Fig. 7.6: Correspondance entre les non-terminaux de la grammaire de ’ARNt et les régions qu’ils engen-
drent.

On considere le modele simple suivant pour 'ARNt, dont la structure est trés contrainte com-
parée aux structures secondaires générales ci-dessus :

ARNt  — Tail HelixA Tail ttt

Tail — tTail|e

HelixA — aHelixA a| bv bv HelixB bv HelixC VLoop HelixD
HelixB — b HelixB b | BLoop

HelixC — ¢ HelixC c| CLoop

HelixD — dHelixD d | DLoop

BLoop — bbBLoop|bbbbbb

CLoop — bcCLoop|bcbcbc

DLoop — bdDLoop |bdbdbd

VLoop — bvVLoop |bvbvbv

Les relations entre les non-terminaux de la grammaire et les portions de '’ARNt qu'’ils engendrent
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Fig. 7.7: Evolution de la distance aux fréquences souhaitées en fonction du temps (Echelle logarithmique)
pour un modeéle simple d’ARNt.

sont illustrées par la figure 7.6. On se fixe comme but les tailles moyennes finales suivantes pour
les différentes hélices et boucles :

HelixA | 7 paires | BLoop | 12 bases
HelixB | 4 paires | CLoop | 7 bases
HelixC | 4 paires | DLoop | 7 bases
HelixD | 4 paires | VLoop | 11 bases

Tail | 5 bases

On répercute alors ces contraintes sur les nombres d’occurrence des symboles du vocabulaire
terminal :

Symbole | Nombre d’occurences | Symbole | Nombre d’occurences
a 14 bb 12
b 8 bc 7
c 8 bd
d 8 bv 11
t 5

On exécute alors notre algorithme d’optimisation, décrit en section 4.4.3 page 59, et on obtient
le tracé de la figure 7.7 pour I'évolution de la distance aux fréquences attendues réalisées par les
propositions de I'algorithmes a travers le temps. Il est a noter que la meilleure proposition de
l'algorithme induit des fréquences estimées a une distance euclidienne égale a 3.733597...1079
des fréquences attendues. On croit déceler dans ce graphique une convergence exponentielle,
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c’est a dire que le temps nécessaire pour estimer des poids réalisant des fréquences a une dis-
tance de I'ordre de 10~* de I'objectif, prendrait un temps proportionnel 2 k.

7.4.2 ARNr5S et 23S

Nous nous intéressons maintenant a I'’application aux ARNr du calcul des pondérations, en bas-
ant notre approche sur la grammaire générale de la section 7.2.3. Ces ARN étant réputés jouer un
role de part leur structure, celle-ci a donc fait 'objet d’études, et de nombreuses données sont
disponibles. Elles permettent ’évaluation des différents parametres structurels résumés dans la
figure 7.4.

Regne:CS | NB | #Bases | %Ex3+Ex5 | %H | %R | %B %I %M
Bacteria 5S | 24 120 1,76 64,16 | 2,49 | 13,95 | 9,32 | 7,49
Eucaryotes 23S | 56 2261 0,59 50,56 | 2,82 | 16,94 | 11,06 | 18,01
Regne:CS | NB | #Bases H R B I M | #K/M
Bacteria 5S | 24 120 10,90 | 1,49 | 8,42 | 5,43 | 9,04 3,00
Eucaryotes 23S | 56 2261 8,21 | 2,12 | 7,31 | 7,71 | 14,44 | 3,19

On s’intéressera plus particulierement au 5S bactérien et au 23S eucaryote, dont les parametres
sont rappelés ci-dessus. Ils possedent des proportions de bases appariées assez différents. De
plus, les nombres de bases non-appariées dans les multiboucles sont tres différents, suggérant
'existence de nombreux pseudo-noeuds, éliminés par I'algorithme d’évaluation des parameétres
structurels, dans les multiboucles de 23S. Le probleme d’optimisation associé au calcul des pondéra-
tions dépend critiqguement du nombre de parametres structurels distincts, c’est pourquoi on va
regrouper certains parametres, donnant naissance aux deux modeles suivants :

- Modele hélicoidal : 11 s’agit de contraindre les nombres et tailles de hélices. Cela revient a
uniquement considérer les occurrence des symboles a, ¢ et my dans la grammaire de la
section 7.2.2.

- Modeéle simplifié : On part de la grammaire la plus générale (section 7.2.3, page 104), qui
fait apparaitre 11 parameétres structurels. Parmi ceux ci, certains jouent des roles qu’on
peut assimiler sans trop perdre d’'information. En particulier, le nombre total de bases
dans des renflements, des boucles internes et des multiboucles sera considéré globale-
ment, de méme que les nombres de renflements et de boucles internes. On se ramene
donc a un modele a 8 parametres, dont la résolution est en temps réaliste.

On exécute alors I'algorithme d’optimisation sur ce modele, et on trouve les résultats illustrés
par la figure 7.8. Dans le modele hélicoidal, une convergence brutale arrive tres vite, permettant
l'obtention de poids réalisant des fréquences a une distance 10-2° de celles souhaitées.

Dans le cas simplifié a 8 parametres, il est difficile de prédire le type de convergence de 1'algorithme,
mais on peut prédire qu’'une telle convergence aura lieu. Peut étre est elle exponentielle de fort
coefficient (proche de 1) ? Il est difficile de répondre a cette question en 'absence d'une étude
théorique précise de notre fonction objectif.
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Fig. 7.8: Distance aux fréquences souhaitées au cours du temps. Modeles hélicoidal

(ARNr55-Helice.ggdet ARNr23S-Helice.ggd), et simplifié (ARNr5S . ggd et ARNr23S.ggd).

7.5 Conclusion

On dispose, par application d'une approche d’optimisation présentée dans le chapitre précé-
dent, d'un mécanisme d’évaluation automatique de pondérations réalisant des parametres struc-
turaux correspondant a un ou plusieurs ARN. A partir de ces pondérations, il est désormais pos-
sible d’engendrer des structures secondaires d’ARN mimant la réalité. Ce mimétisme se limite
dans 'approche actuelle a des valeurs égales en moyenne pour les nombres et tailles des sous-
structures, mais il est aisé d’étendre cette notion a d’autres, pourvu que ceux-ci puissent étre
modélisés par des grammaires non-contextuelles.

D’autre part, les observations du comportement de I'algorithme d’optimisation doivent étre
corroborées par une étude théorique rigoureuse des paysages dessinés par notre fonction objec-
tive. En général, on pourrait s'interroger sur l'unicité du minimum local, condition nécessaire
pour assurer la convergence vers une pondération réalisant exactement les fréquences désirées.

Dans le cas de 'ARNt, une telle étude nous permettrait de mieux comprendre I'origine des
oscillations finales, ou encore de savoir sila rapidité de la convergence de I'algorithme, frappante
en présence de nombreux parametres, est due a 'aspect essentiellement rationnel du langage.
Dans le cas de 'ARNT, on peut s'interroger sur la nature et I'existence d'une convergence dans le
cas a 8 parametres et, sur les raisons de I'existence de tels régimes de convergence.

Enfin, on pourrait intégrer I'approche optimisation au sein d'un logiciel de calcul symbol-
ique, de fagon a tirer parti du calcul automatique de 'asymptotique des coefficients de séries
algébriques [83], ce qui permettrait une évaluation plus pertinente, et en un temps constant sur
n, de la fonction objectif.



8. PLANARISATION DE LA STRUCTURE D’ARN

8.1 Motivation

En de nombreuses occasions au cours de cette these, j’ai été amené a confronter mes résultats
et expériences sur la structure de 'ARN a des données expérimentales. Celles ci peuvent étre
de plusieurs type : Elles peuvent soit résulter de 'application in silico de méthodes bioinforma-
tiques (repliement, voir un état de I'art exhaustif dans [62] ou génomique comparative [22]), soit
étre obtenues par une observation biochimique des molécules d’ARN (Résonance Magnétique
Nucléaire, cristallisation aux rayons X ou cryo-microscopie électronique).

Les premieres ont 'avantage d’étre disponibles en grande quantité dans des bases de don-
nées, ce qui peut leur conférer une valeur statistique. Elles ont cependant I'inconvénient de
dépendre fortement du modéle thermodynamique ou évolutif utilisé pour les résoudre. Il en
résulte un biais mis en évidence lors de la comparaison par méthode de centroides [32] des
structures obtenues par MFold [107] (modele d’énergie libre de Turner) a celles issues de la
génomique comparative [22]. Lexistence d'un tel biais peut s’expliquer I'approximation que
constituent ces modeles, qui se doivent d’étre particulierement simples afin que les temps de cal-
cul ne soient pas trop prohibitifs. On peut aussi aussi pointer du doigt les contraintes topologiques
fortes imposées aux structures obtenues. En effet, bien que des avancées récentes ont été con-
statées dans ce domaine [23; 87], on ne dispose toujours pas de valeurs expérimentales pour
I'énergie libre des pseudo-noeuds. En outre, des problemes liés a la théorie de la complexité [58]
limitent 'univers des structures explorées par les algorithmes de repliement a des structures
planaires, c’est a dire représentables sans croisement sur un demi-plan, ou a des sous-ensembles
restreints de pseudo-noeuds [79; 77]'. Cette contrainte, pertinente d'un point de vue algorith-
mique dans de nombreux cas [18; 171, est a priori sans fondement biologique.

On accorde donc souvent un plus grand degré de confiance a celles résolues expérimentale-
ment et archivées dans des bases de données, parmi lesquelles la PDB [16], la NDB [15] ou RN-
ABase [63]. Des méthodes algorithmiques issues de la biochimie [55; 104] permettent la déduc-
tion, a partir des coordonnées atomiques, des appariements classés selon la nomenclature Leon-
tis/Westhof. Ces méthodes laissent entrevoir la possibilité d'un nouveau corpus de structures
déterminées expérimentalement, a partir desquelles il serait désormais possible d’étalonner des
outils de détection, d’évaluer les sensibilités d’algorithmes heuristiques, de connaitre les com-
plexités pratiques de nos outils ou encore de comparer les performances de divers algorithmes
s’attachant a résoudre le méme probléme.

1 On trouvera dans [24] une comparaison des espaces de conformations explorés par les différents algorithmes
incluant des classes restreintes de pseudo-noeuds.
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Fig. 8.1: Liaisons inférées par RNAView[104] a partir de la structure 3D d’'un ARNt de phénylalaline de
levure déterminée par rayons X[88]. On remarquera que méme la restriction de cette structure
aux liaisons canoniques Watson Crick/Watson-Crick Cis (Arcs noirs) n’est pas dessinable dans un
demi-plan.

Cependant, les structures ainsi obtenues sont rarement (sinon jamais) dessinables sur un
demi-plan, comme l'illustre le schéma "aplani” de la structure d’'un ARNt déterminée par rayons
X [88] présenté dans la figure 8.1. De nombreux autres exemples peuvent étre trouvés dans la
NDB [15] dont la structure, méme restreinte aux liaisons canoniques WC/WC Cis (Voir [56]) n’est
pas dessinable sur le demi-plan sans croisements. Or, de nombreux outils en bioinformatique
ne savent efficacement travailler que sur des structures planaires, pour des raisons évoquées ci
dessus.

On se propose donc d’étudier le probleme de la planarisation des structures d’ARN, c’est a
dire 'extraction de la quantité maximale d’information contenue dans un schéma similaire a
la figure 8.1, telle que la structure obtenue soit dessinable sur un demi-plan. Alternativement,
on pourra parler de sélection d'un sous-ensemble des appariements, optimal selon un certain
critere et dessinable sans croisement sur le demi plan supérieur.

8.2 Critéres d’optimalité

1. Maximiser le nombre d’appariements :
On peut tout d’abord s’attacher a maximiser le nombre d’appariements. On pourra ou non
choisir de se limiter aux liaisons canoniques, c’est a dire Watson-Crick/Watson-Crick Cis
selon la nomenclature Léontis/Westhof [56]. Une telle maximisation présente I'intérét de
se transposer dans le cas des protéines dont les interactions tertiaires seraient résolues, et
dans lesquelles on souhaiterait adopter une définition élargie de la structure secondaire,
ne se limitant pas aux hélices-a et aux feuillets- 8.

2. Minimiser I'énergie libre de la structure :
Il s’agit cette fois de trouver, parmil’ensemble des structures secondaires constituées d'un
sous-ensemble des appariements initiaux, celle dont1'énergie est minimale selon un mod-
eéle thermodynamique. On pourra plus particulierement s’'intéresser au modele de Turner,
sur lequel repose MFold [106].

Remarque : Il peut paraitre paradoxal de réduire a une forme planaire une structure dont la
richesse réside justement dans ses interactions tertiaires. De plus, l'utilisation de I'énergie libre
dans le modeéle de Turner comme critere a optimiser pourrait laisser penser que le résultat d'une
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exécution de l'algorithme sur une structure déterminée expérimentalement serait similaire a
celui de MFold sur sa séquence. Il n’en est cependant rien car notre algorithme, en restreignant
I'espace des conformations aux appariements observés, retournera un repliement presque siire-
ment sous-optimal relativement au modéle thermodynamique utilisé. Notre espoir est que cette
restriction de I'espace de recherche permette a des phénomenes non-capturés par les modeles
thermodynamiques de s’exprimer. On pourra évoquer les interactions de ’ARN avec son milieu,
ou bien la séquentialité de sa génération.

8.3 Planarisation de structure secondaire maximisant le nombre d’appariements
On commence par définir une structure secondaire comme un objet strictement topologique,
auquel on adjoindra des informations supplémentaires ultérieurement.

Définition 22 (Structure générale) :
Une structure générale est un graphe (V,A) ouV =[1,n]l et A< {(i, j) € [1, n?li < Jjl. o

On dit d’une structure générale S = (V, A) qu’elle est inclue dans S’ = (V, A) ssi A< A’. On écrit
alors Sc S'.

Définition 23 (PLANAR-MAX-ARCS) :
Etant donnée S = (V, A) une structure générale, renvoyer S' = (V, A') telle que :

1. Inclusion:S'c S

2. Planarité:

)
Vi, )20 jheA, G2INNGZFIN NG, jT=1 ouli,j]
ouli',j"
3. Optimalité: ¥ A" < A tel que (V, A") planaire, |A"| < |A'| 0

Tout d’abord, on rappellera que I'algorithme de repliement de Nussinov-Jacobson [67] se donne
pour objectif de retourner la structure secondaire planaire ayant le plus grand nombre d’appariements
possibles. De fagcon équivalente, celui ci sélectionne, dans la structure générale comprenant
tous les appariements compatibles avec la séquence(voir figure 8.2), la structure planaire ayant
un maximum d’appariements. C’est méme le point de vue explicitement adopté dans [96],
qui proposent un algorithme parallele heuristique partant de la structure générale développée
avant d’en sélectionner un sous-ensemble planaire. On se propose donc d’adapter I'algorithme
de Nussinov en limitant son espace de recherche, c’est a dire en ne considérant que des ap-
pariements compris dans une structure secondaire générale parametre de 1'algorithme. Pour
cela, on commencera par reformuler 'algorithme de Nussinowv.

On s’appuiera pour cela sur une décomposition des structures secondaires, celle de Wa-
terman découverte lors du dénombrement de ces structures [100] et illustrée par la figure 8.3.
Contrairement a celle qui sous-tend 'algorithme de Nussinov [67], celle ci est non-ambigué.
Elle posséde en outre 'avantage de regrouper dans un méme cas’appariement et la disjonction
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Fig. 8.2: Structure secondaire construite a partir de la séquence AAUAGCGGAUAA, et faisant apparaitre tous
les appariements potentiels A-U et C-G. Lensemble des arcs clairs constitue I'un des repliements
optimaux dans le modele de Nussinov.

Fig. 8.3: Décomposition des structures secondaire de Waterman : Une structure de taille n est soit une
structure de taille n—1 précédée d’'une base non-appariée, soit deux structures de tailles i et n—i—2,
insérées respectivement sous et a droite d’'un couple de bases appariées.

en deux sous-structures autonomes, ce qui nous permettra d’optimiser le @(n®) de I'algorithme
original. On propose alors la récurrence suivante pour le calcul du nombre maximal d’appariements
compris dans un sous-ensemble d'une structure secondaire donnée.

Théoréeme 12:

Soit § = (V, A) une structure générale, alors le nombre 0y; ;) d’arcs compris dans la plus grande
sous-structureS' < S planaire, restreinte aux bases et arcs compris dans Uintervalle i, j], obéit a la
récurrence suivante :

9@ = 0

0.0 = maxd CU+Li) (a)
]l Oliv1,k-11+0ks1,j+1, VI, K) €A k=] (by)

oit (i > j) = ([i, j1 © @) pour la simplicité des notations.

PREUVE : Par induction : On suppose que les 6;/ j sont correctement calculés par la récurrence
pour tout [i', j'] < [i, j].

Base : Le nombre maximal d’arc compris dans un intervalle vide de la structure initiale est 0.
Cas Général : Considérons la base i dans la structure optimale (V, Aprax), Apmax S A4, il se dégage
deux cas :

- Soit i est non-appariée, alors seuls les appariements de [i + 1, j] contribuent a Ap;,,0, et
donc 6;,j) = 6(i+1,j), dont le calcul par la récurrence est supposé correct.

- Soit i est appariée a une base k, ce qui suppose que (i,k) € A. Comme (V, Apsqy) €St
planaire, Ay, ne peut pas contenir d’arc (I, m), [ €]i, k[ et m €]k, j]. Les autres arcs de
Aprax sont donc circonscrits a i, k[(resp. ]k, j1) et ont déja été correctement calculées
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par 0(;11,k-1) (resp. O(41,j). 1l suffit alors d’ajouter 1 (ou une contribution a I'énergie
de la structure) a la somme de ces deux nombres pour sanctionner la contribution de
I'appariement (i, k) a la structure optimale.

On peut donc calculer les 6|;, ;) a partir des valeurs des 0y, jn), [i’, j'] < [i, j] grace a la récurrence
exhibée. [

Une fois les 6;, j) calculés, on peut reconstruire récursivement la structure secondaire solution
enrepartantde [1, n], puis en testant a chaque étape lequel des termes (a) ou (b) 'emporte dans
le max de la récurrence. On choisit alors d’apparier ou non la premieére base, et on relance récur-
sivement le mécanisme de reconstruction sur le ou les intervalles apparaissant dans le terme
choisit. Il en résulte I'algorithme suivant :

Algorithme 3 Algorithme MAX-ARCS-WATERMAN : Adaptation de Nussinov/Waterman

1: Procédure FillMatrix(60,n,A) :

2: 05 —0

3: pour tout m € [0, n— 1] faire

4:  pour tout i € [1, n — m] faire

5: j—i+m

6 O1i,j1 — i1,

7 pour tout (i,a) € A, a < j faire
8 01i,j) — max(1 +0(i+1,a-1) + Oja+1,j1, 014, j1)
9 fin pour
10: fin pour
11: fin pour
12:

13: Fonction Traceback(9,i,j,n) :

14: sii = j alors

15:  return &

16: fin si

17: si 9[,',]'] = 9[i+1,j] alors

18:  return Traceback(@,i +1,j,n)

19: fin si

20: pour tout (i,a) € A, a < j faire

21: si 9[,',]'] = 1+9[i+1,¢x—1] +9[¢x+1,j] alors

22: return {(i, a)} U Traceback(8,i + 1,a — 1,n) u Traceback(@, a + 1, j, n)
23:  finsi
24: fin pour

Quand le nombre de noeud 7 est supérieur au nombre d’arc m, on pourra, dans une traver-
sée préliminaire de I'instance en temps @ (n), sélectionner les noeuds (en nombre & (m)) por-
teurs d’au moins un arc, et exécuter ’algorithme sur cette nouvelle instance.
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8.3.1 Complexité et probleme MAX-INDEPENDANT-SET
Etude de la complexité

On rappelle que I'algorithme de Nussinov, a I'origine de cet algorithme, est en @ (n®). Cependant,
dans I'application de 'algorithme initial a des instances du probléme du repliement, chacune
des bases était susceptible de former des liaisons avec de I'ordre de &' (n) autres bases, ce qui
provoquait I'apparition d'un surcott linéaire lors de 'exécution des lignes 7 a 9. Dans notre cas,
on peut raffiner ce calcul en pratiquant une analyse amortie de la complexité.

Théoréme 13:
La complexité de l'algorithme MAX-ARCS-WATERMAN est en © (min(m, n)m), avec n la longueur
de la séquence d’ARN considérée et m = | A| le nombre d'appariements.

PREUVE : Intéressons-nous au nombre de la comparaisons de la ligne 8 de 'algorithme. Un ap-
pariement («;, B;) est extrait de A (ligne 7) a chaque fois qu'un intervalle [a;, B; + k] est observé.
Donc laligne 8 est exécutée n— f; + 1 fois pour chaque appariement (a;, 8;). Le nombre Cg(n, A)
de passage par la ligne 8 est donc donné par la formule suivante :

Cs(m, A= ) n—-Pi+l<sm+)m-m=nm
(ai,fi)eA

De plus, on doit évaluer séparément le nombre d’exécutions de la ligne 7 afin de se faire un
idée plus compléte de la complexité. En effet, on pourrait imaginer de nombreuses exécutions
de la ligne 7 pour lesquelles aucun candidat n’existerait dans A.

nn+1)

n-1
C:m=) n-i=
i=0 2

La complexité fotale de la phase de remplissage de la matrice de programmation dynamique
est donc en @ (n? + nm). La remontée (fonction Traceback) est linéaire. Quand n > m, il n’existe
qu’au plus m noeuds porteurs d'un arc. La passe préliminaire sélectionne au plus @ (m) noeuds
avant d’executer I'algorithme. La contribution de n a la complexité ne peut donc pas dépasser
m, d’ol1 la complexité en & (min(m, n)? + min(m, n)m) = G (min(m, n)m) annoncée. -

8.3.2 MAX-INDEPENDANT-SET pour les graphes circulaires

Comme on I'a vu, le probleme PLANAR-MAX-ARCS inclut le probleme du repliement dans le
modele de Nussinov. II est aussi relié étroitement au probleme du MAX-INDEPENDANT-SET
(MIS) pour les graphes circulaires.

Définition 24 (MAX-INDEPENDANT-SET) :
Etant donnée G = (V, A) un graphe, renvoyer V' c V, tel que

Ya,beV' (a,b)¢ A.
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Dans le cas général, ce probléme est NP-Complet. Cependant, appliqué a des familles de graphes
présentant des propriétés additionnelles, il est parfois résoluble en temps polynomial. C’est le
cas pour les graphes circulaires :

Définition 25 (Graphe circulaire) :
Un graphe circulaire est un graphe isomorphe au graphe d’intersection d’'un ensemble de cordes
sur un cercle. O

Fig. 8.4: Ensemble de cordes et graphe circulaire associé. Une des solution au probléme MIS est
I’ensemble des noeuds {1,6,7}

On reconnait dans 'ensemble de cordes de la figure 8.4 une structure tres similaire a nos objets
de prédilection. En particulier, il est possible de transformer une structure générale en un en-
semble de cordes d’'une telle facon que la solution au probléeme MIS dans ce graphe puisse étre
adaptée en une solution pour PLANAR-MAX-ARCS pour 'instance d’origine. Pour cela, il suffit
de rendre incompatibles tous les arcs ayant un noeud en commun, comme l'illustre la figure 8.5.

Fig. 8.5: Transformation d'une instance de structure d’ARN en représentation ensemble de cordes d'un
graphe circulaire.
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Il existe une littérature riche s’attachant a résoudre ce probleme en la plus faible complexité
polynomiale possible. En particulier, Supowit résout ce probleme dans [95] par une approche
programmation dynamique similaire a celle présentée ici, obtenant un algorithme en G (N?),
ou N est le nombre de noeuds du graphe circulaire. Cependant, la nécessaire transformation
de l'instance d’origine en un ensemble de cordes provoque I'apparition de ¢ (m) noeuds supplé-
mentaires dans le graphe circulaire associé. Lutilisation d'un tel algorithme pour résoudre notre
probléme entraine une complexité en & (m?), ne tirant pas profit des cas, nombreux dans '’ARN,
ol les noeuds sont de forts degrés.

Une autre solution, proposée par Apostolico et al. dans [1], et qui est a I'heure actuelle tenue
comme la meilleure pour ce probleme, revendique une complexité en G (Nd), ou N est le nom-
bre de noeuds et d le nombre maximal de cordes survolant un point du cercle dans la représen-
tation ensemble de cordes du graphe circulaire. Encore une fois, quand m > n, c’est a dire dans
les cas ou ’ARN d’origine est tres dense, et en remarquant que d € G(m), borne atteinte par une
clique de taille 7, la complexité de I'algorithme revient a @ (m?), quand celle de notre algorithme
reste en & (nm). Cependant, il est fort probable que 1'algorithme d’Apostolico soit supérieur en
moyenne au notre, dans la mesure ol le parametre d peut aussi étre interprété comme la hau-
teur maximale de la marche aléatoire, dite de Dyck, associée a l'instance du probleme (Ensemble
de cordes < Mot bien parenthesés). Ce parametre est connu pour se comporter comme O (y/71)
en moyenne. Le cas au pire nous reste cependant favorable.

8.4 Application

Cet algorithme a été implémenté, et appliqué a toutes les structures secondaires de la base de
donnée CRW [22], ol1 les structures sont déterminées par une méthode comparative, c’est a dire
n’'excluant a priori pas les interactions fertiaires. On trouvera dans la figure 8.6 un exemple du
type de structure obtenue.

Dans les structures issues de cette base de données, la proportion totale des appariements
impliqués dans des interactions tertiaires est de 'ordre de 2%.

Il appartient aux perspectives de ces travaux d’appliquer cet algorithme aux structures issues
de la NDB, ramenées a des structures grace a MC-Sym ou RnaView.

8.5 Discussion et perspectives

On a présenté un algorithme issu de la programmation dynamique pour la planarisation de
structure générale d’ARN maximisant le nombre d’arcs conservés. La complexité de cet algo-
rithme est en @ (min(m,n)m) en temps et @ (min(m, n)> + n) en espace. Cet algorithme est,
a notre connaissance, le premier algorithme non-heuristique pour la planarisation de struc-
ture d’ARN. En outre, il posséde une complexité concurrentielle avec les meilleurs algorithmes
disponibles pour le probléme MIS dans les graphes circulaires. Enfin, il se transpose naturelle-
ment dans un domaine pondéré par une fonction o, c’est a dire dans des modeles trés simples
d’énergie libre, comme celui de Nussinov, ot les différentes paires de bases se voient associer
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//ﬂ

Fig. 8.6: Version originale et aplanie de la structure d’'un intron du groupe 1 chez B. atropupurea

| | I

des poids différents?, c’est a dire des contributions différentes a I'énergie libre de la structure
obtenue.

Un algorithme similaire peut étre construit pour des modéles thermodynamiques plus com-
plexes, en s’inspirant des algorithmes de programmation dynamique proposés en réponse au
probleme du repliement de 'ARN. Une étude spécifique dans le cas du modele de Turner sous-
tendant I'algorithme MFold permettrait de conclure sur la possibilité d’optimiser cet algorithme
dans le cas de la planarisation, comme nous avons pu le faire dans le modele de Nussinov-
Jacobson.

2 Typiquement, on utilise 0 ({G, C}) =3, 0({A, U} =2 et 6 (G, U}) = 1.



Partie III

DENOMBREMENT ET GENERATION ALEATOIRE DES CHEMINS
CULMINANTS
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Plan et contributions

Les études présentées dans ce dernier chapitre sont initialement motivées par 'analyse d'un
algorithme heuristique de recherche de similarités, dont la sensibilité s’avere étroitement liée a
la probabilité de présence d’'un motif dans le cheminement de I algorithme.

On s’est dans dans un premier temps intéressé a la génération aléatoire de ces séquences,
qu’'on a baptisé chemins culminants en référence aux cheminements du score lors d'une lecture
de gauche a droite. De tels chemins doivent étre positifs et culminer, c’est a dire terminer a la plus
grande hauteur jamais atteinte, sous peine de contenir une partie de plus grande amplitude. Une
étude préliminaire révele que ces chemins sont codés par un langage rationnel quand la hauteur
finale est bornée préliminairement, et contextuel sinon.

Une adaptation de la méthode récursive présentée précédemment permet alors de trouver
un algorithme de complexité polynomiale pour la génération aléatoire de ces chemins. De plus,
une transposition de la phase de dénombrement préliminaire en un algorithme de programma-
tion dynamique donne une évaluation exacte de la sensibilité d'une graine dans ce modele[53].
L'application de cet algorithme met en évidence un biais dans I'évaluation de la sensibilité par
des méthodes ne tenant pas compte de I'aspect culminant. Cependant, sa complexité, bien que
polynomiale, reste élevée et rendrait impossible I'évaluation de la sensibilité dans des séquences
de tailles de I'ordre du millier de base.

On poursuit alors cette étude de ces chemins sur un plan plus combinatoire, afin de trouver
une description de ces chemins permettant une génération aléatoire plus efficace, ou bien des
propriétés énumératives permettant une application de la génération aléatoire par rejet. Celle ci
consiste a engendrer itérativement des objets dans un surensemble de '’ensemble étudié jusqu’a
obtenir un objet de I'ensemble souhaité. Si le surensemble est sympathique, c’est a dire qu’il ad-
met une décomposition rendant efficace la génération aléatoire, et que les cardinalités des deux
ensembles ne sont pas trop déséquilibrées, alors on tient un algorithme de génération aléatoire
pour nos objets. Dans le cas des chemins culminants, L. Noé et G. Kucherov avaient déja tenté
d’engendrer des chemins culminants par rejet a partir des séquences de (m,m)* prises unifor-
mément, et avaient constaté des complexités respectivement linéaires et exponentielles en fonc-
tion valeurs relatives des bonus/malus associés aux conservations/altérations. Nous avons donc
étudié avec M. Bousquet-Mélou les propriétés énumératives de ces chemins, qui ont corroboré
les observations et intuitions formulées par mes précédents coauteurs. Les comportements
énumératifs ont permis la formulation d’algorithmes de génération aléatoire par rejet linéaires
en nombre d’opération arithmétiques.

Enfin, I'aspect contextuel du langage associé aux chemins culminants, n’ayant pas empéché
la mise en oeuvre d'une légere variante de la méthode récursive, suggere la possibilité d’étendre
ce paradigme. Nous proposons donc un cadre unificateur pour décrire et analyser I'approche
récursive de génération aléatoire initiée par Wilf et étendue par Flajolet et al aux structures dé-
composables, en I'étendant a certaines classes descriptibles itérativement.
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Contributions:

- Propriétés linguistiques des langages associés aux chemins culminants
Section 9.3, page 127

- Algorithme de génération aléatoire basé sur une approche récursive pour les chemins cul-
minants
Section 10.1, page 130

- Equivalent de I'algorithme de Keich pour les chemins culminants, mise en évidence d'un
biais dans I'estimation de la sensibilité
Section 10.2.2, page 132

- Par la méthode du noyau, obtention de la série génératrice des chemins culminants et
asymptotique en 2" /4n du nombre de chemins culminants a pas +1,—1 de taille n
Section 10.2.2, page 132

- Cas +1,—1, génération linéaire en moyenne grace au langage miroir des préfixes de Dyck
généralisés
Section 11.3, page 135

- Algorithmes de rejet dans les cas de dérive positive ou nulle, linéaires et sans précalcul

(Rejet anticipé)
Section 11.3, page 135

- Un cadre unificateur pour la méthode récursive de génération aléatoire
Section A, page 159



9. INTRODUCTION

La génération aléatoire de séquences et structures génomiques permet aussi I'évaluation de la
sensibilité des algorithmes heuristiques. De tels algorithmes, qui gagnent en complexité ce qu’ils
perdent en capacité prédictive, permettent le traitement de grands volumes de données en des
temps raisonnables, ce qui constitue un atout de taille dans 'optique d'une application a la
bioinformatique. De plus, leurs bases théoriques, c’est a dire les probléemes informatiques qu’ils
sont censés résoudre, refletent I’état des connaissances biologiques sur les données manipulées,
c’est pourquoi un déterminisme cofiteux en temps de calcul, voire rédhibitoire, n’est pas essen-
tiel. Cependant, il peut étre intéressant, afin d’établir des intervalles de confiance par exemple,
ou bien juste pour augmenter l'efficacité de la méthode a temps de calcul constant, de disposer
de mécanismes d’évaluation de la sensibilité des algorithmes.

Dans ce chapitre, nous aborderons I'étude de la sensibilité des algorithmes heuristiques de
recherche de similarité entre deux séquences [4; 71; 21]. Au cours de sa thése, L. Noé s'intéresse a
la conception de graines, un parametre de certains algorithmes caractérisant des masques pour
des motifs parfaitement conservés entre les séquences a partir desquelles I’algorithme va con-
struire des zones candidates. Ces zones sont ensuite étendues jusqu’a ce qu'une certaine con-
dition de seuil ne soit plus respectée, et une région d’amplitude maximale est alors extraite de
la zone étendue. Cette amplitude est relative a une fonction de score additive calculée séquen-
tiellement, qui pénalise deux bases différentes et favorise deux bases identiques. On voit donc
apparaitre deux origines a la non-exhaustivité dans I'exploration par I'algorithme de I'espace de
recherche : La recherche de régions conservées pour I'ancrage initial et la condition de seuil lors
de I'extension. La question est alors de savoir quelle est la proportion des similarités qui sont
effectivement détectables par I'algorithme malgré I'heuristique d’ancrage initial. De nombreux
auteurs se consacrent a ce probléme, en le ramenant au calcul de la probabilité d’observer la
graine dans une séquence aléatoire, constituée de conservation/altération, et engendrée selon
un modele uniforme ou markovien. Ils négligent en cela implicitement la sélection d’'une région
d’amplitude maximale. Or cette condition a un impact important sur les séquences considérées,
et sa non-considération résulte en I'apparition d'un biais dans les sensibilités calculées, comme
nous allons le mettre en évidence (Travaux publiés dans [53]).

9.1 Recherche de similarité : Principe des algorithmes heuristiques

Historiquement, le premier algorithme pour la recherche locale de similarité est le classique
Smith-Waterman [90]. En utilisant une approche programmation dynamique, il extrait la meilleure
similarité entre deux séquences S; et S,. Le critere maximisé est lié a un systéme de score assez
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simple, et sa complexité est en O(n;1,), ou n; et ny sont les tailles des deux séquences en jeu.
Avec la multiplication des données disponibles et surtout de leur taille, une telle complexité est
vite devenue rédhibitoire, et des solutions heuristiques ont vu le jour. Parmi celles-ci, BLAST [4],
qui optimise cette complexité quadratique de la fagon suivante :

1. Décomposition : Une des deux séquences, par exemple S», est cassée en motifs de taille
k. On alors construit une liste £ de motifs ressemblant a un motif de la liste, c’est a dire
ayant un score de similarité supérieur a un certain seuil.

2. Recherche : On recherche alors des occurrences exactes des motifs de £ dans S;. On
obtient alors un ensemble & de positions candidates, appelées ancrages.

3. Extension: Pour chacun des ancrages, on part du score de similarité, et on étend1’alignement
dans les deux directions, jusqu’a ce que la fin de la séquence soit rencontrée, ou qu’'un cer-
tain seuil inférieur X pour le score soit dépassé (heuristique XDrop). On extrait alors de
I'alignement obtenu le sous-alignement de score maximal, et on stocke I'alignement can-
didat.

Cependant, on a pu déplorer, dans la communauté, un manque de sensibilité de la part de cette
approche, particulierement dans des génomes tres variables. Ce défaut était attribué a la né-
cessité, au cours de I'étape de recherche, de trouver des occurrences exactes des motifs de Z.
C’est pourquoi on retrouve, dans [21] par exemple, un affaiblissement de la condition d’ancrage
au cours de la phase de recherche. L'idée est alors d’ancrer en des positions faisant apparaitre un
occurrence approchée dun motif de . On utilise pour cela un masque, ou graine, une séquence
composée de 0 et de 1 qui autorise explicitement (0) des variations du motif-cible en certaines
positions. C’est a I'influence de cette graine sur la sensibilité de I'algorithme que nous nous in-
téressons dans la suite de ce chapitre.

9.2 Formalisation du probleme

Nous assimilerons dans la suite de notre étude le cheminement du score dans une lecture de
gauche a droite d'une homologie sélectionnée a une marche aléatoire uniforme, composée de
pas m = (+1,+a) et m = (+1,—-b). Ces deux types de pas correspondent respectivement a une
conservation (Codée par m) et a une altération (Codée par ) dans I'alignement modélisé par la
marche. Les pas m correspondant a une conservation se verront associer un bonus +a, et les pas
mun malus —b. La prise en compte de probabilités différentes pour les différents pas, ainsi que
de différents types de pas pour différentes altérations, feront 'objet d'une discussion ultérieure.
Ces marches aléatoires doivent alors posséder deux propriétés supplémentaires pour prétendre
a modéliser le cheminement d'un score d’alignement :

- Culminance : Si la hauteur atteinte a la fin de la marche n’est pas la plus élevée jamais at-
teinte pendant son parcours, alors il existe un préfixe de la marche qui optimise la hauteur
finale. La marche ne représente alors pas un alignement valide, car celui-ci se doit d’étre
de score maximal par construction.
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Fig. 9.1: Encodage d’'un chemin par un mot sur {m, m}*

\\\'/L/\ T T \B\ L L

Fig. 9.2: Deux marches aléatoires non-culminantes, car violant respectivement les conditions de positivité
(A) et de culminance (B)

- Positivité : Si la marche atteint des altitudes négatives, alors il est possible de trouver un
suffixe de cette marche de score supérieur, en partant de n'importe quel point négatif. Le
score de ce I'alignement correspondant a cette nouvelle marche est alors supérieur a celui
de 'alignement original, ce qui est impossible par construction de I’alignement.

Définition 26 (Chemins culminants) :
Soit n € N, un chemin culminant est une marche (0,1y),...,(n,n,) sur Z> commencant en (0,0),
composée de pas {(1, a),(1,—b)} et satisfaisant les deux propriétés suivantes :

Vie[0,n—1], n;<n, (Culminance).
Vie[l,n], n;>0 (Positivité)

Puisque nous allons nous intéresser a la génération aléatoire de ces marches, nous allons ma-
nipuler le langage des codages associés a des chemins culminants. Pour cela, nous utiliserons
un codage naturel, qui consiste a remplacer chaque occurrence de (1, a) par m et chaque occur-
rence de (1, b) par m dans la séquences des pas composants la marche.
Soit ¢, : {m, m}* — Nune fonction de hauteur qui associe a chaque codage d'une marche w sa
hauteur finale telle que

¢Gapw) = alwly, - bloly

Les contraintes sur la marche se transposent alors naturellement en contraintes sur leur codage.
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Définition 27 (Langage des mots culminants) :
Le langage des mots culminants est l'ensemble 6" € {m, m}* de mots w tels que, pour tout préfixe
non-videw' dew :

Pap@) >0 (Positivité),

et, pour tout préfixe propre ' dew :
Pap@) <Pgp@) (Culminance).

On rappelle que le préfixe ' d’'un mot w est propre si 0’ # w. Nous noterons €*"=* le sous-
ensemble des mots de €“” contenant les mots terminant 4 hauteur k. De plus, nous restrein-
drons notre étude aux cas ou a et b sont des entiers premiers entre eux, cas auquel on peut
toujours se ramener en remarquant que les culminants sont stables par homothétie(e € %" =
€*@b) Enfin, on utilisera le seul terme chemin culminant pour faire référence, selon la situa-
tion, a un chemin culminant ou a son codage.

9.3 Propriétés du langage associé

Quand on s’intéresse a la génération aléatoire de mots d'un langage, une question naturelle
est : A quelle catégorie des langages formels mon langage appartient-il ? En effet, si la réponse
place le langage étudié dans la catégorie des langages rationnels ou algébrique, alors la décou-
verte d'un automate ou d'une grammaire décrivant le langage permet la dérivation automatique
d’algorithmes de génération aléatoire uniforme efficaces [26; 42; 76]. Nous allons donc étudier
les propriétés du langage des chemins culminants.

9.3.1 Chemins culminants de hauteur bornée
Théoreme 14 :
Pour tout a,b € N* et k € N, le langage €“"=* des chemins culminants atteignant une hauteur
finale k est rationnel.

PREUVE : Quand la hauteur finale k est imposée a priori, les chemins culminants circulent dans
une bande de hauteur k, c’est a dire dans un espace fini de positions atteignables. De plus, les
futurs autorisés a partir d'une position dépendent uniquement de la position en cours et de la
valeur de k. Il est donc possible de construire un automate fini qui reconnait exactement les
chemins de €=k,

Les états de cet automate sont les auteurs accessibles [0, k], plus un état poubelle L. O(resp.
k) est alors I'état initial(resp. final) de 'automate, et la fonction de transition 6 est telle que :

6(q,m)

6(q,m)

1 otherwise il otherwise

1 6(L,0)

{q+a ifg<sk-a, {q—b if g> b,

6k,

L.

11 est clair que cet automate rejette tout mot cherchant a descendre en dessous de O(resp. au
dessus de k) vers1'état poubelle L, ol il restera jusqu’a la fin de sa lecture et sera rejeté. De plus, il



9. Introduction 128

accepte uniquement les mots dont la lecture termine en I'état k, jamais atteint précédemment. Il
reconnait donc exactement 6 “?=*_ Comme I'espace d’états est fini, alors €*?= est un langage
régulier. [

Cet automate peut alors étre utilisé pour dériver un algorithme de génération aléatoire uni-
forme pour €*?=F et linéaire [47; 45] sur la taille des objets engendrés, par une application
de la méthode récursive similaire a celle présentée dans le cas des mots du langage d'une gram-
maire non-contextuelle. On précalculera, dans un premier temps, pour tout état g et tout i < n,
les nombres NZ] de mots de taille i reconnus par 'automate en partant de 1'état g. Une fois ces
nombres calculés, un chemin culminant de taille » et de hauteur finale k peut étre engendré en
marchant dans 'automate, en partant de 0 et en prolongeant a chaque étape un chemin arrivant
en ¢ par un pas montant m vers un état g + a (resp. descendant m vers g — b) avec probabilité
Nc',l;f[l/ NL’;‘" (resp.N :;l—_zi_l/ NL’;‘" ). On obtient alors un algorithme en complexité arithmétique
linéaire.

9.3.2 Chemins culminants : Le cas général

En général, quand on veut prouver qu'un langage n’est reconnu par aucune grammaire non-
contextuelle, on utilise deux outils familiers des étudiants en Licence d' Informatique : La version
algébrique du lemme de I'étoile, ou le lemme d’Ogden. Ici, une propriété amusante du langage
des chemins culminants est qu’il n’est mis en défaut par aucun de ces deux lemmes, bien qu’il
s’avere au final appartenir a une classe supérieure a celle des langages non-contextuel, comme
I’établit la proposition suivante.

Proposition 2 :
Pour tout a, b € N, le langage 6" des chemins culminants n'est pas non-contextuel.

PREUVE : On rappelle que I'intersection d'un langage non-contextuel et d'un langage rationnel
est non-contextuel [48]. De plus, d’apres la version algébrique du lemme de I’étoile [48, Theorem
4.7], pour tout langage %, il existe n € N tel que tout mot w € £ de taille au moins n admet une
factorisation w = u.x.v.y.t satisfaisant les propriétés suivantes :

1. [x.yl=1,

2. |x.vyl=n,

3. V0 20,0, == ux‘vylte #.

Soit Z le langage rationnel défini par 'expression rationnelle
R=%Lm*m".m")

et qu'on peut voir comme le langage des chemins en zig-zag. Soit # = €% L. On prouve
facilement que
K ={m'm/.m*i>0,bj<aiethj<ak}.
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On va raisonner par I’absurde, en supposant avéré € *? non-contextuel. Si €“? est non-contextuel,
alors £ l'est aussi.

Comme a et b sont premiers entre eux, alors il existe i > n et j > n tels que ia— jb =1
(Théoreme de Bachet-Bezout). Alors le mot w = m!7/ m! appartient a £ . Dans le reste de la
preuve, nous appellerons Ala premiere série de pas montants de w, B la série de pas descendants
et C la série finale de pas montants.

Nous résumons dans la table 9.1 pour chacune des décompositions admissibles de w, une valeur
de ¢ pour laquelle le mot w, n'appartient pas a % . Laraison pour laquelle w, n’appartient pas a
A est explicitée dans la colonne de droite.

Position de x.v.y 4 Wy Condition mise en défaut
A 0 mi~"m! .m! Pos.: p(mi~"m))=1-ah<0
B 2 miml " m! Pos.: p(mi.m/ ™) =1-bh =<0
C 0 m!.m! .mi=" Culm. : ¢p(wy) = p(m') — ah
< ¢p(m?)
AUB
h

Xl X + | Yllylm 20 | 2 | mim" .mPmi.m! | w, ¢ & (Trop de pics)

ot
x=m" y:mh

A<O 2| mithm"timi | Pos.: p(mth ity =1+A<0
A=0 2| mithm"timi | Culm.: ¢p(mi*h) = ali+h) = p(we)
A>0 0| mhmi™".ml | Pos.:mihmiTM =1-A<0
BucC

[ X5l % + 1Yl YIm #0 | 2 mi ! .m" mmt | wp ¢ A (Trop de vallées)

x=m", y=m"

A<0 2| mim"*.mi*h | Pos.: p(mi.m" )=1-bh' <0
A>0 0| mim/™".mi~" | Culm.: ) = pw)—A =< p(m)

Tab. 9.1: Décompositions de w = mim/ m' et mises en défaut du lemme de I'étoile. i et J sont les valeurs
pour lesquelles ia— jb=1et A:= ah—bh'.

Dans les cas AU B et BUC, il faut traiter séparément les cas ol x et y sont monotones. On
remarquera aussi que, du fait de la condition 2 du lemme de 1'étoile, le facteur x.v.y ne peut
empiéter simultanément sur les régions A et C, ce qui limite le nombre de décompositions a
examiner. Comme nous avons décrit toutes les décompositions possibles pour w, et qu'aucune
ne satisfait aux conditions du lemme de I'étoile, alors le langage .# n’est pas non-contextuel,
donc €*? neI'est pas non plus. m



10. APPROCHE RECURSIVE ET SENSIBILITE D'UNE GRAINE

Il n’existe donc pas de grammaire non-contextuelle qui décrive les langages €%?, la génération
aléatoire de mots de ce langage devra donc utiliser d’autres techniques que celles disponibles
pour les langages algébriques. Parmi les techniques alternatives a la génération aléatoire de mots
d’'un langage non-contextuel, I'application de la méthode récursive de Wilf [103], qui transpose
une relation de récurrence entre des cardinalités du langage en principe de génération aléatoire
uniforme.

10.1 Génération aléatoire : L'approche récursive

C’est sur cette approche que repose I'algorithme de génération aléatoire proposé en [53], linéaire
en temps apres un précalcul non-linéaire. Les trois idées sous-jacentes a I'algorithme sont ré-
sumées ici :

1. Soit # un langage et #), le langage des préfixes de mots de #. Supposons que pour tout
w € W) et tout n = |w|, nous connaissons le nombre de mots de #” de taille » commengant
par w (Nous appellerons ces mots des extensions de w). Alors il est possible d’engendrer
uniformément des mots de #” de taille n en adoptant une approche pas a pas.

2. Quand # = €“?, le nombre d’extensions de taille 7 d’'un préfixe w € #, dépend unique-
ment de trois parametres :
- Lenombre i = n — |w| de pas restants,
- Lahauteur finale j = ¢p(w),

- Laplus grande hauteur & atteinte par w.
Soit ¢; j ; le nombre d’extensions de taille n pour un préfixe w.

3. Les nombres c; j , obéissent a la récurrence suivante :

Cijjh = Ci-1j+amax(hj+a)+ Lj>pCi-1,j-pn POUri>1,
cjh = Ljiash

Comme les trois parametres i, j et h sont bornés par n, an et an respectivement, le précalcul
des nombres c(i, j, h) requiert ©(n3)* opérations arithmétiques (et requiert autant d’espace).
Ensuite, la génération proprement dite de mots de taille n requiert & (n)* opérations arithmé-
tiques. Cependant, on doit tenir compte du surcotit lié a la manipulation de grands nombres,
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c’est a dire de nombres croissant exponentiellement avec n. C’est ici le cas et, les nombres ¢; ; 5
étant exponentiels en i, la complexité binaire en temps et en espace associée a cette étape est
susceptible de croitre jusqu’a ©(n*). En utilisant une technique adaptée de Denise et Zimmer-
mann [30], nous pouvons limiter les complexités binaires des phases de dénombrement et de
génération respectivement a @ (n3*¢) et & (n'*¢).

On peut aussi précalculer les rapports

Ci—l,j+a,max(h,j+a)
m =

Ci,j,h

qui correspondent a la probabilité d'un pas ascendant. Ces nombres sont rationnels, donc ad-
mettent un développement binaire périodique. On peut donc noter sous une forme condensée
ces développements, en les décomposant sous la forme (préfixe,période). En tirant des bits aléa-
toires correspondant aux termes successifs du développement binaire d'un nombre aléatoire
compris dans [0, 1[, on arrive a choisir un pas m ou m en temps constant en moyenne.

10.2 Calcul de sensibilité de la recherche heuristique de similarité

Apres avoir modélisé le cheminement du score, on s’intéresse dans un premier temps au calcul
de la sensibilité associée a une graine [21; 59; 20]. Une graine est un mot s composé de 1 et
de 0, ou masque, dans lequel les 1 correspondent a des conservations obligatoires, et les 0 a
une conservation optionnelle (altération autorisée). L'aspect heuristique des algorithmes [21;
59; 20] réside dans le fait qu'ils imposent qu'une homologie de séquence respecte exactement
les 1 du masque.

Soit 2(s) c {m, m}* I'ensemble des séquences décrites par s, telle que :

20.5)={m}.2(") 20.5)={imm.9(") DE) =0

On dit alors qu'une graine s reconnait le codage w d'un alignement ssi w = aw’p tel que w' €
2(s). La sensibilité associée a une graine est donc égale a la probabilité qu’elle reconnaisse un
alignement.

10.2.1 Echantillonnage

Il est possible, pour estimer une probabilité, d’effectuer I'analogue d’'un sondage. Il existe alors
une relation entre I'incertitude, 'erreur relative et le nombre d’expériences n de tirages, sup-
posées indépendants, a effectuer. En particulier pour une incertitude de 1%, le nombre de
séquences a engendrer afin d’obtenir une erreur relative sur I'estimation de 1% est de 22500.
Il est a noter que ce nombre est indépendant de la taille des séquences considérées. Dans la
mesure ol le rapport entre les complexités des phases de précalcul et de génération est au moins
en 0 (n?), cette multiplication du nombre de générations ne représente pas réellement un sur-
colit majeur. De plus, la reconnaissance d'une graine s peut étre effectuée a la volée au prix d'un
facteur |s|. Cependant on peut aussi calculer exactement la sensibilité d'une graine.
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Fig. 10.1: Mise en évidence du biais dans les approches ne tenant compte ni de la culminance ni de la
positivité des chemins.

10.2.2 Adaptation de I'algorithme de Keich

Dans [52], Keich et al. proposent un algorithme de programmation dynamique pour le calcul
exact de la sensibilité d'une graine sous un modele de Bernoulli pour les séquences de {m, m}",
n fixé. Nous adaptons cet algorithme en utilisant les quantités c; ; , calculées au cours de la
phase préliminaire. L'idée générale de cet algorithme consiste en une décomposition des c;, j
en c‘l.‘fj’ ,, dont la sémantique est nombre de suffixes w; de taille i distincts pour un préfixe w, de
chemin culminant terminant en j, de hauteur maximale h et terminant par la séquence w, et tels
que wyws est reconnu par s. Si w est reconnu par s, alors c‘i‘f].y n=Cijh c’est a dire que tous les

suffixes suivants comptent comme des suffixes de chemins culminants reconnus par s.

Ci i Si s reconnait w
o= 3 e i Vi1
o i—1,j+amax(h, j+a) T 1i>bCi 1 j_py OMON

C1,j,n Sisreconnait w
Lj.h 0 Sinon

g
I

Une implémentation naive de cette récurrence donne une complexité en @ (|s[2!*!1n?), le facteur
|s| étant di1 au test de reconnaissance par s de w et 2!*! étant la taille de 'espace des w. Le facteur
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|5|21¥1 peut étre remplacé par la taille, fonction de s, de 'automate fini déterministe minimal
reconnaissant le langage m, m"*.2(s). On remplace alors le suffixe w dans la récurrence ci dessus
par I'état actuel dans 'automate, et le test de reconnaissance revient juste a tester la finalité de
I'état en cours.

On met alors en évidence dans la figure 10.1 un biais dans 'estimation de la sensibilité par
des approches ne tenant pas compte des propriétés de culminance et de positivité. En parti-
culier, la non-prise en compte des deux contraintes (positivité et culminance) revient a sous-
estimer (courbes all sequences, figure 10.1), parfois grandement, la sensibilité constatée en se
limitant aux séquences culminantes(courbes homogenous sequences).

Cependant, cette étude initiale ne s’était pas révélée pleinement satisfaisante. En effet, on
n’avait pas encore bien analysé et compris la structure combinatoire de ces objets. Leur dénom-
brement donnait-il naissance a des séries génératrices algébriques ¢ Comment expliquer les
comportements observés, de nature différente selon les valeurs relatives de a et de b ? Enfin,
était il possible de dériver des algorithmes de génération aléatoire linéaires pour ces objets, afin
de permettre une évaluation de la sensibilité pour des séquences de grande taille ? C’est a ces
aspects que nous nous sommes intéressés avec M. Bousquet-Mélou, donnant naissance aux ré-
sultats résumés dans le prochain chapitre.



11. PROPRIETES ENUMERATIVES ET COMPLEXITE DU REJET

Cette section décrit quelques observations, conjectures et résultats concernant I'énumération
des chemins culminants. Soit cf{’b le nombre de mots de taille n dans € *?. Intuitivement, on
va distinguer trois cas selon la dérive de la marche, définie comme la différence a — b. En ef-
fet, une marche aléatoire non contrainte de taille n ayant une dérive positive est réputée finir a
une hauteur €'(n) en moyenne et est intuitivement assez probablement positive et culminante.
A T'opposé, une marche de dérive négative possede une tres faible probabilité de rester posi-
tive. Nous avons examiné le cas particulier de la marche de dérive nulle, et obtenu des résultats
énumératifs exacts dans la section 11.3.

Dans la suite du document, nous seront amenés a considérer le surensemble .# *? des marches
positives partant de (0,0) et composées de pas {(1,a), (1,—b)}. Lénumération, a la fois exacte et
asymptotique, de ces marches appelées méandres discrets dans la littérature probabiliste, et pré-
fixes de mots de Dyck généralisés en combinatoire [54], a été completement résolue dans [10].
Dans la suite du document, on notera mZ'b le nombre de marches de taille n dans .« “?.

11.1 Marches de dérive positive (a > b) : Une conjecture

Quand la dérive est positive, on sait que la proportion des marches constituées de pas +a, —b et
restant positive est non-nulle. Plus précisément, quand n — oo,

mal ~ i, p.2"

avec K, une constante (explicite) positive. Nous pensons que la contrainte de culminance
jouera un réle filtrant similaire, et formulons la conjecture suivante

Conjecture 1:
Quand a > b, il existe une constante K; , telle que le nombre de chemins culminants de taille n est

tel que

a,b

Cn

! n
~ Ka,b.z .

Comme nous savons déja que les méandres sont un surensemble des chemins culminants, et
qu'un chemin culminant composé de pas 1, —1 reste culminant sil’on remplace ses pas par a, —b,
avec a > b, nous obtenons les bornes suivantes :
n
1,1 2 a,b

o'~ s s mal ~ i p2" (11.1)

Lasymptotique de c},’l repose sur le résultat de la section 11.3.
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11.2 Marches de dérive négative (a < b) : Déficit exponentiel

Quand la dérive est négative, on sait que les marches positives sont exponentiellement rares
parmi les marches aléatoires. En effet, Flajolet et al [10] montrent qu'il existe des constantes
Kap>0etayp€ll, 2] telles que

n

a
a,b a,b
my’ - ~ Kuybm.

, oll mZ’b est le nombre de marches positives sur des pas {(1, a), (1, —b)}, b > a. Plus précisément

a+b 1+q
aa,b = a(q)r

ol g = al/b < 1. En dérivant a(q) selon g, on obtient

In(q) S
1+q) "¢/q7

d’ot1]’on déduit que la constante de croissance exponentielle de I'asymptotique (Ou ordre asymp-
totique) de mZ’b est une fonction croissante sur g € [0,1]. De 1a, on déduit la borne supérieure
suivante sur le nombre de chemins culminants :

a'(q)=—-

n

a
,b
ab _ Ka,b#, avec a,p €11,2]. (11.2)

a,b
¢y’ <my,
On en déduit qu'il n’existe qu'une proportion exponentiellement faible de marches de taille n et
composée de pas +a, —b qui soient culminants. Plus précisément, on présentera en section 11.7
la construction d’'un langage £*?, surensemble des chemins culminants, et qui nous permet de
dériver la borne améliorée qui suit :

an
a,b 1,1 a,b
¢, =&y IE@’(( 3 )). (11.3)

Nous pensons poursuivre I'étude de ce cas, afin entre autre de déterminer si la constante de
croissance des chemins culminants reste a, ;. On pourra pour cela utiliser le fait que la hauteur
finale d'un méandre de longueur n suit une loi limite discrete quand n — co.

11.3 Marches de dérive nulle (a = b = 1) : Résultats exacts

Pour la simplicité des notations, nous appellerons ¢, le nombre de chemins culminants de taille
n, quand a = b = 1. Soit C(#) =Y ,5gcnt" la série génératrice de dénombrement associée. Si
un chemin culminant est de taille au moins égale a 2, alors nous pouvons supprimer le premier
et le dernier pas, obtenant ainsi un chemin faiblement culminant, c’est a dire un chemin non-
strictement positif dont le dernier pas atteint une hauteur supérieure ou égale a toutes celles
précédemment atteintes. Soit W (¢) la série génératrice de dénombrement des chemins faible-
ment culminants. La construction de ces chemins implique que C(f) = 1+ ¢+ W (t).
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Proposition 3 :
Soit k = 0. La série génératrice de dénombrement Wy.(t) des chemins faiblement culminants com-
posés de pas +1,—1 est donnée par

ko Uka-uY

Wi(t) = = R 114
k(1) Fo  1_y2ke (11.4)
ol
1-vV1-4¢2
UEU(t):T

et Fy. est le k-ieme polynéme de Fibonacci, tel que Fy = F) = 1 et Fy. = Fy_y — t>Fy_, pour k = 2. En
conséquence, la série génératrice de dénombrement des chemins culminants en pas +1,—1 est

1-U? Uk

C(t) = .
(0 1+U2,§11—U2k

Quand n — oo, le nombre de chemins culminants en pas +1,—1 de taille n est équivalent asymp-
totiquement a 2"/ (4n). o

PREUVE : Commencons par 'énumération des chemins faiblement culminants de hauteur k.
Tout d’abord, on dérive I'équivalence entre les expressions pour Wy du fait que

1— U2k+2
1-U>1+U>k"

U=t(1+U? and F=

On peut prouver une telle expression pour Fy par récurrence sur k.

Ensuite, la fagon la plus élégante de prouver 'équation (11.4) est probablement d’utiliser
la correspondance établie par Viennot entre les marches dans un graphe et les empilements de
cycles [99]. Résumons ici cette application. Cette correspondance se transpose en particulier
en une bijection entre les chemins faiblement culminants de taille n et hauteur k, et les em-
pilements de (n — k)/2 dimers, pris sur le segment [0, k]. Le lemme d’inversion (Qqu’'on trouvera
aussi dans [99]) nous dit que la série génératrice des empilements de dimers [99] sur ce segment
est 'inverse de la série génératrice des empilements triviaux sur [0, k], dont on peut facilement
montrer qu'’il s’averent étre Fy, ;. Le résultat s’ensuit.

Nous décrivons avec davantage de détails une approche alternative qui a le mérite d’étre
généralisée (jusqu’a un certain point) aux marches utilisant des pas +a, —b. Cette approche est
basée sur une construction pas a pas des marches, et requiert de tenir compte d'un parametre
additionnel, la hauteur finale de la marche. Plus précisément, soit G(¢, u) = G(u) la série généra-
trice des marches commencant en (0,0) et restant confinées dans la bande comprise entre les
hauteurs 0 et k, comptées sur leur longueur (variable #) et leur hauteur finale (variable u). Re-
marquons que G(t, u) est une série formelle en ¢ dont les coefficients sont polynémiaux en u.
On peut aussi écrire G(u) = Z’flzo u"Gy,, ot G, est la série génératrice de dénombrement des
marches confinées finissant a hauteur k Alors Gy compte précisément les chemins faiblement
culminants de taille k. De plus, une construction pas a pas de ces chemins donne

_ 1 r k+1
Gu=1+tlu+—|Gu)——Go—tu"" "Gy,
u u
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c’est a dire,
(u —t(1+ uz))G(u) =u—tGo— tuk+2Gk. (11.5)

On résout cette équation en utilisant la méthode du noyau [19; 91. Le noyau de cette équation,
c’est a dire le polynéme K (¢, u) = u— t(1 + u?), aun degré 2 en u. Ses deux racines sont

1FV1-4t2

Un: =
0.1 2t

Si I'on remplace u par Uy, puis par U;, dans (11.5), on obtient alors deux équations linéaires
reliant Gy a Gg. En le résolvant puis en utilisant la relation UyU; = 1, on trouve I'expression
annoncée pour G = W en fonction de Uy = U. Lexpression de C(¢) provient alors du fait que
C(t)=1+t+2W(1).

Résumons alors les étapes-clé de la dérivation du comportement asymptotique des c,. On
part de I'expression de C(f), puis on utilise 'analyse de singularité de [40]. Etudions tout d’abord
la partie paire de C(t): .

1-U? U?
Ci(n) = 1202 kz Uik

=1

Soit Z = Z(x) tel que U()?> = Z(t?). C’est a dire,

1-2x—-v1-4
ZEZ()C)=¥.
2x
Alors C. () = D(t%) pour
1-2 zk
D = )
0 1+Z,§11—Z2k

Nous nous sommes donc ramené a I'étude du comportement asymptotique des coefficients de
D(x). Les séries Z = Z(x) ont pour rayon de convergence 1/4. Elles sont analytiques en C\
[1/4,+00), avec exactement une singularité en x = 1/4. Son module maximum dans le disque
|x| < 1/4 est atteint pour x = 1/4, et est égal a 1. Enfin, quand x — 1/4,

Z(x)=1-2V1—-4x+0(1—-4x).
En particulier, |arg(1 — Z(x))| < /4 + o(1). De plus, il existe un camembert de la forme
A={x#1/4:14x|<1+n et |arg(l —4x)| > ¢}

avecn >0et0< ¢ <m/2ou Z aun module strictement inférieur a 1.

Les séries .
1-2z z
S@)=-——— T_ 2k
1 +Z kZl ]. _Z

ont rayon de convergence 1, and satisfont S(Z(x)) = D(x). Cela implique que D(x) est analytique
dans le domaine A, et que nous pouvons envisager une composition de singularités, quand x est
proche de 1/4, et Z(x) proche de 1.
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Quand z — 1 de telle fagon que |arg(l — z)| < a < 7/2 pour un certain a, alors

k

> £ L gt tel que S(z) Log—1-
Si1-z2¢ 2(1-2) 12 d PRt

Ceci peut étre obtenu par une transformée de Mellin.
Par une composition des comportements en leur singularité de Z(x) et S(z), nous obtenons
que, quand x — 1 dans le domaine A,

1
D(x) ~=lo ,
) 8 & 1-4x
d’ot1 nous concluons que le coefficient de x" dans D(x) est équivalent a 4”/(8n). En transposant
ce résultat sur les séries C, (t), on obtient que le nombre de chemins culminants de taille paire
N = 2n est équivalent 2 2V /(4N). Létude de la partie impaire C_(#) est similaire. n

Remarque: La construction pas a pas des chemins dans une bande de hauteur k, combinée avec
la méthode du noyau, nous permet de calculer la série génératrice des chemins (faiblement) cul-
minants pour toute valeur (donnée) de a et b. Cette série génératrice peut étre exprimée comme
une simple fonction rationnelle en les racines U; d'un polynéme calculable. Cette fonction a
donc pu étre établie explicitement pour des valeurs (1,-2) et (2,—1) de a et b. Il reste a dériver
de ces résultats le comportement asymptotique du nombre de chemins culminants généraux.

11.4 Efficacité de la méthode par rejet

On s’intéresse ici a une autre famille d’algorithmes de génération aléatoire, employant une tech-
nique dite de rejet, principe décrit en section 3.3.2 ou en [31]. Le principe extrémement simple
d’un algorithme par rejet pour les des mots de #  consiste a engendrer des mots uniformément
dans un surensemble 7 2 # jusqu’a ce qu'un objet de # soit obtenu. La complexité d'une telle
technique est alors {(n)w,/v,, ou {(n) est le cott de génération d'un mot de taille n dans 7, et
w,, et v, sont les nombres de mots de taille 7 dans # et 7.

La complexité de cette méthode repose alors sur celle de la génération dans 7. On peut
cependant, en relachant des contraintes, obtenir des algorithmes efficaces. Par exemple, on re-
marquera que le langage {m, m}"" admet un générateur efficace en un tirage de n pile ou face, et
que ce langage est un surensemble des chemins positifs (eux mémes surensembles des chemins
culminants).

Lintérét de cette méthode est principalement I'absence de surcot(it en mémoire, ainsi que
I'absence d’étape de précalcul. Cependant, la génération de mots de 7 est d’'une certaine fagon
cachée dans la description ci-dessus, et est susceptible d'impliquer un algorithme consomma-
teur en temps. De plus, le test d’appartenance des objets engendrés a # pourrait, en tout
généralité, provoquer un surcolit a prendre en compte dans la complexité générale des algo-
rithmes présentés ci-dessous. Il n'en est rien ici, car la positivité et la culminance d'une marche
peuvent étre vérifiées en une unique passe sur le codage de celle-ci.

Nous examinons donc dans la suite plusieurs candidats pour 7.
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11.5 Rejet a partir des marches non-contraintes

Vi={im,m}"*

Ce choix peut sembler extrémement naif, mais s’avere raisonnable quand a = b (dérive positive).
Les mots de taille n dans 7 peuvent étre engendrés en tirant a pile ou face n fois, ce qui implique
{(n) = net v, =2", dans les notations ci-dessus. Le colit moyen de I'algorithme de rejet est donc
n2"/ cfl’b, qu’'on peut estimer grace aux résultats et conjectures de la section 11.

Quand a < b, alors 'équation (11.2) révele une complexité exponentielle de constante de
croissance 2/, p.

Quand a = b, la proposition 3 implique une complexité en G (n?).

Enfin, quand a > b, la conjecture 1 suggere que cet algorithme est linéaire, et stirement
bornée par une complexité quadratique.

11.6 Rejet a partir des méandres

V=P

Les méandres .« “?, définis en section 11, peuvent étre engendrés des deux facons suivantes :
Une décomposition dernier passage prudemment adaptée de [35] permet de dériver une ap-
proche récursive en @ (nlog(n)) aprés un précalcul en @ (n?), qu’on utilisera quand a < b; Une
technique de rejet anticipé [11] nous donne une complexité en @ (n) quand a > b.

-3/2

Quand a < b, le nombre v, de méandres de taille n se comporte comme a’ , n™>'%, a une

a,b

constante multiplicative prés. Si c” se comporte comme a” , n=37Y pour y = 0 (voir 'équation
a,

b
(11.2)), la complexité sera en @ (n?+>/?log n), aprés un précalcul en & (n?) (sans parler de la con-
struction de la grammaire reconnaissant les méandres). Si la constante de croissance de cZ'b est

inférieure a a, 3, alors la complexité sera exponentielle.

Si a = b, alors v, se comporte comme 2" /+/n, alors que ¢, ~ 2" /n, d’ol1 une complexité en
@ (n*?) (A une constante multiplicative pres).

11.7 Utilisation du langage des images-miroir

Proposition 4 :
Soitw l'image miroir d'un mot w. Alors

we€" o BeE®?,
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La preuve de cette propriété repose sur le fait que les conditions de positivité et de culminance
jouent des roles symétriques. La transformation correspondant graphiquement a une symétrie
centrale sur la marche, ces roles sont alors échangés, et la marche obtenue est bien un chemin
culminant.

Un corollaire de cette propriété est qu'en moyenne, la marche atteint la moitié de sa hau-
teur finale en son milieu. De plus, on peut sentir intuitivement que la condition de positivité
sera surtout discriminante au début de la marche, et la condition de culminance principale-
ment a la fin de celle-ci. La proposition 4 nous permettant désormais d’engendrer efficacement
des chemins culminants non-nécessairement positifs (image miroir d'un méandre), ce qui nous
permet d’envisager un nouveau surensemble dans lequel pratiquer la génération par rejet : Le
langage &“” des mots positifs dans leur premiére moitié, et culminants dans leur deuxieme. Plus
précisément

&vt .= Jﬂ("zﬁwf’zf
n=0
ot 4P est le langage des méandres en pas +a,—b, et .4 *? est le langage des images-miroirs
des mots de .#*?. 1l est alors évident que €*? c £*?. Etudions maintenant I'efficacité de la
méthode de rejet basée sur ce langage.

Quand a = b,
2
n/2 on
2 2
~ 21(1’1 .

1,1 n n
2

Comme on sait générer les méandres en temps @ (n), et que c,l,’1 ~ 2"/n (a une constante mul-
tiplicative pres), alors on en déduit que la complexité de la méthode de rejet basée sur &' est
linéaire.

2~K

1, 1, 1
&Y = |t ~ )
a2 a) 1

n 3 a,b n 3/2 ;
~ aa’b/n ,car my" ~ aa'b/n , et le gain obtenu par rapport

3/2)

Enfin, pour a < b, on a |+
au tirage pile ou face est donc de I'ordre de O'(n

11.8 Algorithmes

Dans le cas d’'une dérive négative (a < b), aucune optimisation de I'approche récursive ne ré-
sulte de I'étude des propriétés énumératives des chemins culminants.

Dans le cas d’'une dérive nulle (a = b), un algorithme en temps linéaire sans précalcul est le
suivant, pour des séquences de tailles attendues n :

1) Engendrer aléatoirement uniformément des chemins positifs (préfixes de Dyck) a et § de
tailles respectives [5] et [ 5].

2) Affecter w := af, o1 § est 'image miroir de f.
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3) Siwe €%, alors retourner w.
Sinon retourner a I'étape 1).

La complexité linéaire proclamée repose sur la linéarité de chacune des trois étapes ci-dessus,
ainsi que sur le faible nombre, constant en moyenne, de rejets 3)—1). En effet, 'étape 1) peut
étre réalisée en temps linéaire, par une technique de rejet anticipé par exemple [11]. L'étape 2)
revient a une copie de chaine de caractere, et I'étape 3) peut étre réalisée en une unique passe,
en lisant la séquence candidate de gauche a droite, vérifiant a chaque nouveau pas la positiv-
ité du préfixe et gardant en mémoire I'altitude maximale atteinte en vue d'une comparaison a
l'altitude finale. Le nombre de rejets 3)—1) est quant a lui constant en moyenne grace au rap-
port constant des cardinaux des ensembles &' et ¢!, La complexité de cette génération est
donc bien linéaire.

Dans le cas d’'une dérive positive (a > b), un algorithme en temps linéaire sans précalcul est
encore plus simple, en tenant pour acquise la conjecture 1 :

1) Engendrer uniformément w € {m, m}".

2) Siwe€*P, alors retourner w.
Sinon retourner a I'étape 1).

Comme explicité ci-dessus, la génération de I'étape 1) est linéaire (< n bits aléatoires) le test
d’appartenance de w a €% est linéaire, et le nombre de rejets 2)—1) constant en moyenne, par
un argument de cardinalité. La complexité de cet algorithme est donc elle aussi linéaire.

11.9 Conclusions et perspectives

Nous avons étudié les chemins culminants, a la fois des points de vue langages formels, généra-
tion aléatoire et combinatoire. En utilisant une application de la méthode récursive, nous avons
obtenu un algorithme de génération aléatoire linéaire aprés un précalcul en @ (n®) opérations
arithmétiques et espace. Une étude des propriétés énumératives de ces chemins a permis en
outre d’évaluer l'efficacité de la génération par rejet, pratiquée a partir de trois classes de lan-
gages différents, dérivant les complexités de la table 11.1. On notera que les complexités mar-
quées d’'une étoile * dénotent un nombre d’opérations arithmétiques, potentiellement inférieur
au temps réel d’exécution de I'algorithme d’'un facteur 7, en raison de la taille, exponentielle
sur n, des nombres manipulés (voir section 3.3.1). Dans le cas a > b, la complexité linéaire de
I'approche par rejet repose sur une conjecture formulée sur le nombre de chemins culminants,
que nous prévoyons de prouver dans un futur proche.

Des extensions futures des méthodes présentées ici pourraient prendre en charge différent
types de pas montants (+1,+m,),...,(+1,+m,) et descendants (+1,+m,),...,(+1,+my), corre-
spondant a des bonus/pénalités associés a des bases traditionnellement conservées, capturant
ainsi intégralement le systeme de score de I'algorithme FLASH. Il semblerait alors que le pendant
de la dérive soit la différence Z;‘zl m; — z;lem,-, et qu'on retrouve les comportements étudiés ici.
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Méthode Essais | Précalcul | Cott/Séquence
€¢“P=k | Récursive (version rationnelle) 1 onk)* O(n)
a<b Récursive [53] 1 O(n3)* O (nlog(n))
a=>b Rejet (Images mirroir) o(1) 10/ O (n)
a>b Rejet ~ O0() %] ~ O0(n)
conj conj.
< 0(n) < O0(n?
déf. def.

Tab. 11.1: Domaines de validité des différentes approches

De plus, il peut étre intéressant, afin de capturer d’évaluer la sensibilité de facon encore
plus réaliste, de tenir compte d'un modele probabiliste additionnel, comme I'ont fait Keich et
al dans [52] pour un modele de Bernoulli. Ici, nous pourrions facilement injecter un modele
de Markov dans I'approche récursive, en comptant les sommes des probabilités des séquences
ayant un certain préfixe plutdt que le nombre de ces séquences. Le surcotit engendré est alors
en a, o1 k est I’ordre du modeles. 1l est aussi possible d’utiliser les probabilités de transition du
modele au cours de la génération dans I'approche par rejet. Cependant, une telle transposition
mérite une étude minutieuse, dans la mesure ot :

— Correction : L'approche par images-miroir dans le cas a = b ne doit pas faire 'objet d’'une
adaptation irraisonnée, dans la mesure ou il est hautement improbable (de I'ordre de
0 (1/a?*)) que les deux demi-séquences finissent dans des états symétriques. Cette con-
dition est pourtant nécessaire au respect de la distribution markovienne. Cependant, un
rejet a partir des méandres est susceptible de résoudre ce probléme, au prix d'une com-
plexité @ (ny/n).

— Efficacité : Au cours de la génération, la prise en compte de probabilités markoviennes
a clairement une influence sur la dérive réelle de la marche. Comme nous 'avons déja
remarqué, le nombre de méandres pourrait alors étre exponentiellement plus faible que
2", résultant en une complexité exponentielle pour le rejet, et ce méme dans le cas a > b.
Peut étre devrait on alors retrouver nos différents régimes en s’intéressant a des produits
pondérés par les probabilités d'émission au moment d’évaluer la dérive, comme le fait
Louchard dans [57] ? Par exemple, dans un modeéle de Bernoulli attribuant p,, a une con-
servation m, et ps = 1 — p;; a une altération m, la dérive considérée pourrait étre la dif-
férence apy, — bpy;.

Enfin, on envisage d’étendre les résultats énumératifs exacts aux cas (+1,—-2) et (+2,—1). Une
telle extension nous fournirait en effet une intuition sur la valeur réelle de la constante de crois-
sance dans le cas a < b, et corroborerait notre conjecture pour le cas a > b.
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12.1 Conclusion

Au cours de cette these, on s’est intéressé a la génération aléatoire de séquences structurées. De
tels modeles de séquences ont justifié I'étude du formalisme des grammaires pondérées, ainsi
que son ajout au sein du logiciel GenRGenS. La dérivation automatique de pondérations perme-
ttant I'imitation de séquences réelles a été étudiée, a la fois d'un point de vue analytique et a
travers 'implémentation d'un logiciel basé sur une approche d’ optimisation. Ce logiciel a alors
été appliqué a la génération aléatoire de structures secondaires d’ARN, des objets biologiques
particulierement bien modélisés par des grammaires pondérées. Un algorithme quadratique
de planarisation de la structure d’ARN a alors été proposé, afin de tirer un parti optimal des
récentes avancées dans l'inférence des liaisons d'un ARN dont on connait une conformation.
Enfin, dans des travaux conjoints avec G. Kucherov et L. Noé, puis M. Bousquet-Mélou, nous
avons introduit et étudié les chemins culminants, une variété de marche aléatoire qui modélise
le cheminement du score dans un algorithme heuristique de recherche de similarité. L'étude
poussée de ces chemins a permis la découverte d’algorithmes de génération aléatoire efficaces,
basés sur des décompositions qu'on a pu adapter pour évaluer la sensibilité des algorithmes
heuristiques de recherche de similarités. Les propriétés combinatoires de ces chemins se sont
avérées assez surprenantes, faisant apparaitre des séries génératrices transcendantes et des lan-
gages contextuels. Enfin, les nombreuses facettes de 'approche récursive pour la génération
aléatoire nous ont laissé entrevoir la possibilité d’étendre ce formalisme. On a donc proposé
une approche récursive généralisée, qui a comme mérite d’autoriser des transformations mor-
phiques ainsi que trés peu de restrictions dans la récurrence, ce qui permet des incursions dans
I'univers contextuel.

12.2  Perspectives : GenRGenS

GenRGenSdevrait, au cours des suites données a cette these, faire I'objet d’'un travail organisé
autour de trois axes :

1. Réflexion autour de la notion de modele de séquence: Les modéles de séquences sont om-
niprésents au sein des méthodes bioinformatiques. Cependant, ceux-ci sont souvent un
peu trop simples, et peinent a capturer I'impact de phénomenes connus et admis. Idéale-
ment, il faudrait étre capable de modéliser tous les phénomenes déja avérés, dans nos
séquences d’intéréts, avant d'utiliser des séquences aléatoires pour valider la significativité
d’'un nouveau phénomene. Mais, alors que les connaissances s’accumulent sur certaines
portions du génomes, est-il possible d’adopter une approche séquentielle pour la création
du modele ? Un nouveau modele pourrait alors étre construit a partir du précédent et
du phénomene nouvellement compris. C’est dans cette optique que les modeles hiérar-
chiques ont été ajoutés a GenRGenS. Cependant, de tels modeles ne risquent-ils alors pas
d’interagir pour donner naissance a des phénomenes émergeants ? Existe-t'il des classes
de modéles orthogonaux, c’est a dire tels que les propriétés du modele produit soit exacte-
ment la sommes des propriétés des modeles ? De telles investigations sont nécessaires
pour permettre une construction itérative des modeles de séquences structurées.
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2. Amélioration des algorithmes et modeles : La présente version de GenRGenSne tient pas
encore compte de toutes les améliorations susceptibles d’étre apportées a la génération de
mots d'un langage non-contextuel. De plus, son codage en Java fait perdre des constantes
non-négligeables a celui qui souhaite engendrer des séquences de grande taille. Il est donc
dans les perspectives de mes travaux de continuer le portage de GenRGenSdans un lan-
gage compilé, comme le C++. Enfin, la construction proposée pour le produit de modeles
Grammaire x Markov est loin d’étre optimale, on pourrait donc implémenter soigneuse-
ment un tel algorithme.

3. Intégration de nouveaux modeles : GenRGenSa pour vocation d’intégrer le plus grand nom-
bre de familles de générateurs possible. On s’intéressera tout d’abord aux grammaires
stochastiques. Prises comme un mécanisme de génération aléatoire, pendants algébriques
des HMM pour les séquences, celles-ci ne se révelent guere intéressantes (Pas de garantie
de convergence). Cependant, on a vu que la génération de Boltzmann utilise une struc-
ture algorithmique proche des grammaires stochastiques, consacrant toutes ses probabil-
ités de réécritures a I'obtention d'une complexité linéaire en taille approchée. De plus, E
Weinberg adapte en [102] la stratégie récursive aux grammaires stochastiques, un précal-
cul permettantla génération d'une séquence de taille souhaitée avec une probabilité égale
a celle du modele initial, renormalisée. Peut étre ce formalisme pourrait-il étre intégré a
GenRGenS dans un proche futur.

Enfin, on s’intéressera aux modeles de shuffling, ou mélange, qui permettent de respecter
les nombres de motifs d'une taille donnée de la séquence originale dans la séquence en-
gendrée. Ces modeles ont fait 'objet d’extensions imposant des contraintes supplémen-
taires, comme l'interdiction de certains motifs [80], et sont alors particulierement adaptés
a la modélisation de 'ADN. On prévoit I'intégration du logiciel SMACK, dii a R. Riviere et
implémentant ces principes, dans GenRGensS.

12.3 Perspectives : ARN et structures

12.3.1 ARN réalistes

Tout d’abord, on tentera d’étendre les calculs de pondérations a des valeurs pour les parametres

calculées dans toutes les familles d’ARN. Une fois ces poids obtenus, on peut s’en servir pour

classifier les ARN. En particulier, on voudrait comparer les valeurs pour les parameétres struc-

turaux dans les bases de données de Gutell [22] et de la NDB [15] (Méthodologie : RNAView+Planarisation).
De plus, il est presque stir que les résultats analytiques peuvent étre étendus au cas ot 'on

souhaite uniquement contréler la taille moyenne des hélices. Dans des cas plus généraux, une

résolution analytique restera probablement problématique, c’est pourquoi il estimportant d’étudier

les paysages dessinés par la fonction objectif. En particulier, existe-t-il un unique minimum local

(vallée) ? Comment expliquer les différentes vitesses de convergence constatées ? Existe-t-il des

transitions de phase dans ce probléme ?



12. Conclusion et perspectives 146

12.3.2 Planarisation

Lalgorithme ayant fait 'objet d'une implémentation, il est donc possible d’analyser massive-
ment les bases de données structurelles, pour évaluer la proportion de base dans des pseudo-
noeuds. Une réflexion sur ce qu’est un pseudo-noeud, c’est a dire incidemment sur la définition
de la structure secondaire, devra alors étre menée, de pair avec des biochimistes, biologistes et
algorithmiciens.

De plus, on voudrait ajouter le modele d’énergie libre de Turner aux critéres a maximiser
dans le cadre de la planarisation, afin par exemple d’approximer la proportion d’énergie maxi-
male contenue dans une structure, une fois les pseudo-noeuds extraits.

12.4 Perspectives : Chemins culminants

Les chemins culminants ont fait I'objet de recherches assez poussées maintenant. Il nous reste
cependant encore quelques conjectures a prouver, et des constantes a évaluer. On pourrait aussi
s'intéresser a I'impact d'un modele de Markov sur les constructions pas a pas utilisées pour les
algorithmes de rejet. Se pourrait il que I'expression de la dérive fasse appel a la probabilité sta-
tionnaire de la chaine de Markov ? De plus, cette probabilité stationnaire sera-t-elle influencée
par les conditions de positivité et de culminance ? Existe-t-elle méme encore ?

De méme pour I'adjonction de différents types de pas négatifs correspondant aux différents
types d’altérations. Qu’en serait-il alors de I'impact sur la dérive, ou ce qui en tiendrait lieu dans
cette nouvelle marche ?

Enfin, la généralisation de I'approche récursive pourrait bénéficier d’au moins une amélio-
ration générique, et dont pourraient bénéficier toutes les décomposition dans lesquelles le degré
d’'un noeud n’est pas borné. En effet, on peut distinguer la contribution de la taille a 'espace
d’état, ce parametre existant toujours dans nos objets d’intérét. On peut alors s’'intéresser aux
noeuds conjonctifs et implémenter la stratégie boustrophédon pour gagner un facteur @’(bgﬁ).
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ANNEXE



A. METHODE RECURSIVE GENERALISEE

Cette application de la méthode récursive a un cas non-algébrique laisse entrevoir la possibilité
de généraliser 'approche de Wilf a une approche récursive généralisée. Celle-ci engloberait a la
fois I'ensemble des classes décomposables non-étiquetées de Flajolet [42], c’est a dire entre autre
les grammaires non-contextuelles, ainsi que les chemins culminants. On présente donc ici une
variante de la méthode récursive introduite par Wilf [103] particulierement adaptée a la généra-
tion de marches aléatoires. On remarquera que cette définition ne permet pas de représenter
toutes les classes combinatoires prises en charge par le package CombStruct de Maple [42].
Cependant, elle permet, par 'introduction de la notion de caractéristique d’'une classe d’états, de
clarifier I'évaluation des complexités associées a cette famille d’algorithmes.

A.1 Principe

La méthode récursive, introduite par Wilf [103], repose sur 'idée suivante :

Sil'on trouve une décomposition non-ambigué des objets a engendrer, alors on sait
compter puis engendrer uniformément ces objets.

On assimile une décomposition pour une classe combinatoire 6 a un automate étiqueté sur les
arcs et les noeuds.

Définition 28 (Décomposition d’une classe combinatoire) :
Une décomposition pour une classe combinatoire€ est caractérisée par la donnée d'un quintuplet
o =(Q,q5,P,7,1) oit :

- Q est l'ensemble des états de 'automate, aussi appelés choix locaux.

- g5 est l'état initial de I'automate.

® est un ensemble de fonctions sur la classe combinatoire 6.
- 7 :Q—oU({®} x®) U ({o} x D) associe a chaque état q un type :

- 1(q) = & : q est un état disjonctif.

- 1(q) = (®, f) : q est un état conjonctif muni d'un constructeur f a k arguments, k =
A

- 7(q) = (0, f) : q est un état terminal muni d’'un constructeur f sans argument.
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- A :Q— (QxD)* définit les transitions de 'automate, c’est a dire un ensemble de couples
(q', f), ot f est un constructeur a un argument. O

On impose en outre que le graphe dirigé défini implicitement par la fonction A soit acyclique, c'est
adire:
Alqr,01),..., (K, 08),  (Gi+1,0i+1) €A(G:), tels que g ~~ Gk —

Définition 29 (Ensemble d’objets associés a un état) :
Soit £y l'ensemble des objets dérivables a partir d'un état q tel que A(q) = ((f1,91),..., (fx, qk),

alors :
T((/I) =& : gq = U(f,q’)e/l(q) f(gq’)
(@)=, : ZLy=[f((i(ZLg).... [k(ZLg)
(@)= : ZL4=f0

Remarque :
Les fonctions f n-aires associées aux transitions (n = 1) et aux états conjonctifs (n = k) devront
étre telles qu'il existe p : N* — N telle que

|f (&L, Ll = pl ... | Zkl)

ol Z; est 'ensemble d’objets issus de la i-eme transition. Cette propriété garantit 'existence
d’une récurrence sur la taille des ensembles considérés, et non sur leur contenu.

Fig. A.1: Deux décompositions pour une méme classe combinatoire. A est localement non-ambigué car
LyNLy, =Ly N Ly = Lg N Ly, = 9. Bestambigué car Ly, N Ly, # .
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Définition 30 (Canonicité d’'une décomposition) :
On dit qu'un état ou choix local q, A(q) = (1, q1),---, (fx» qx)) est non-ambigu s’il respecte la con-
dition suivante :

‘[(q):@ . v1¢]€[1rk]r ﬁ(gq;)mf](“%QJ):Q
H(@=®f) : VXEYE[i(Ly)%...x fi(ZLy), fFX) # fY)

Un état terminal est toujours non-ambigu.

Une décomposition est non-ambigué si fous ses choix locaux sont non-ambigus.

Une décomposition o = (Q, qs,P,1,1) d'une classe combinatoire € est canonique si elle est non-
ambigué et que £, =6 O

Remarque:
Les fonctions pu évoquées en remarque a la définition d’'une décomposition sont en réalité to-
talement déterminées dans le cas d'une décomposition canonique :

- Etat g disjonctif, 7(q) = & :
On rappelle que Z; = Uy gnerq [ (ZLg) et cqg = X (r,q1erq Hf(cq)- Les f sont des fonctions

= |Elz|f(BE)l= pr<1=cqg<Z(f,q7e14Cq -

De plus, si ¢; < Z(f,q7erqCq > alors il existe (f1, q}) # (f2, g5) tels que fi (Zg) N fo(Ly) # 9,
ce qui contredit'hypothese de canonicité (ambiguité). Onaalors ¢; := Y. (7 ¢nea(q) Lf(Cq) =
Z(f,q’)el(q) Cq, et (Ui =0, donc:

pp(n)=n

- Etat g conjonctif, 7(q) = (®, f) :
Onrappelle que £, = f(fl’(xqi), . "fllfl (ffq‘/ﬂ)), donc ¢ = II(f",g1eriq) Cq'-
Or ¢ <Il(f",qrerq) €q implique qu'il existe (ay,-, ayp) # (by,---, bjp)) tels que

fUfi@a,... fr @) = FH B, .., £ b)),

ce qui implique 'ambiguité de la décomposition. On a donc

Cq = My ( [1 Hf’(cq’)) = II «q-
(f",q9YeAq) (/",9")eA(q)
Comme les fonctions p; candidates sont inférieures a [, alors il n'y a pas de compensation
possible a la sublinéarité stricte d'une d’entre elles, donc:

/]
ppm=n, VielLIfll et ppm,...np)=]]n
i=1

On utilise alors cette décomposition canonique pour dénombrer les cardinalités c,, des ensem-
bles £, d’objets constructibles a partir de chaque état g;.

Une fois ces cardinaux calculés, la génération aléatoire uniforme est immédiate. En partant
de g = g, I'état initial de la décomposition de €.
Selon le type de g :
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- Etat terminal t(q) = (o, f) :
Onrenvoie f().

- Etat conjonctif 1(q) = & :
On choisit aléatoirement une des transitions (f;, g;) parmil’ensemble 1(g) des transitions
selon des probabilités P(Y = (f},q;)) = Cci; On engendre alors récursivement un objet w;
uniformément a partir de g; et on renvoie f;(w;).

- Etat disjonctif t(q) = (®, f) :
Soit A(q) = ((f1, q1),---, (fx» g&)), on engendre récursivement des objets w; ...w} uniformé-
ment a partir des états q; ... g, puis on renvoie f(fi(w1),..., fr(Wg)).

La probabilité a posteriori P(X = w|g) quun objet w soit engendré a partir d'un état g est
donc la suivante :

- Etat terminal T(q) = (o, f) :
P(X=f0lq) = ;.

- Etat conjonctif 1(g) = @ :
Soit (f;, g;) la transition permettant la création d’'un objet ' tel que f(w') = w, unique par
canonicité de la décomposition. On suppose que la génération a bien été uniforme a partir

de g;. Onadonc:
:P(Y=(fi,qi)): Cqi 1

P(X = w|q)
Cq; CqCq;  Cq
- Etat disjonctif t(q) = (®, f) :
Soit A(q) = ((f1,q1),---, (fx, qx)). On suppose que la génération des w; a partir des g; est
bien uniforme. De plus, dans une décomposition canonique, chaque objet w € £, s’obtient
a partir de I'application de f a un unique k-uplet w; ...wy. Onadonc:

P(X =wlq) ﬁ ! !
=W = _— = —
i-1¢q;  Cq

La complexité de cette méthode est dépendante de trois facteurs :

- Lalongueur des séquences d’états a parcourir avant d’atteindre un état final, celle-cin’étant
pas nécessairement linéaire sur la taille des objets a générer.

- Le nombre de transitions associées a un état disjonctif : Si celui ci est trop important, on
devra adopter une stratégie dichotomique, ou bien exploiter des propriétés des cg; .

- Lataille du graphe associé a la décomposition : Elle peut étre proportionnelle au nombre
d’objets dans la classe, faisant ainsi augmenter déraisonnablement le temps et la mémoire
nécessaires a la phase de dénombrement préliminaire. C’est pourquoi il convient de tirer
partie autant que possible de symétries dans le graphe représentatif de la décomposition,
d’ot1 la notion d’'information caractéristique d’une classe d’états.
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A.1.1 Information caractéristique d’une classe d’états

Il s’agit d’exploiter des symétries dans le graphe représentatif de la décomposition. Pour cela, on
va chercher a caractériser en un minimum d’informations les classes d’états sommets d’arbres
isomorphes. On factorisera ensuite la décomposition de facon a ne faire apparaitre qu'une seule
copie des graphes isomorphes. On transposera ensuite trivialement les récurrences de dénom-
brement obtenues sur les états a ces classes.

Exemple :

Considérons les mots de Dyck, exemple historique pour lesquels des algorithmes de génération
aléatoires linéaires en temps sont donnés dans [5], [6] ou [78]. Les mots de Dyck &, ou mots bien

(sl (ol
(o —(aaana
(8} S

” S C

rrrrrrrrr
@

——————
b A
————————

’-

-
—————————
——————

———————

Fig. A.2: Décomposition marche aléatoire des mots de Dyck de taille n = 8. On remarque que les arbres A
et Bissus des états aba et aab sont isomorphes.

parenthesés, sont les mots w € {a, b}* tels que |w|, = |w|p et Vaf = w, |al, = |al,. On appellera D,
I'ensemble des préfixes des mots de Dyck, c’est a dire 2, = {a € {a, b}* | 3B tel que af € Z}. On
adopte une décomposition itérative pour ces mots de taille n paire, les assimilant a une marche
aléatoire, en partant du mot vide € et a chaque étape, en prolongeant un préfixe a soit par un b
si|al, > |alp, soit par un a si n—|al < |al, — |alp. Cette approche conduit a une décomposition
canonique naturelle illustrée par la figure A.2 pour n = 8. L'évaluation des ¢, Yo € 2, obéit ala
récurrence suivante :

1 Silw|l=n
Co = .
Lin-twi<iol-loly) Co.a + Liol>loly) Cob  SINON
Dans la figure A.2, on voit apparaitre quantité d’arbres isomorphes. Par exemple, aab = aba et
aaab = aaba= abaa.
En général, on remarquera que la hauteur h(w) = |w|, — ||y et le nombre 7 — |w| de pas a engen-
drer caractérisent entierement une classe d’états sommets de sous-arbres isomorphes :

Vo,0' €2, (ol = |']) et (h(@) = h(@)) = ¢y = cu
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{
Petele

Fig. A.3: Décomposition factorisée des mots de Dyck de taille n = 8. Les états sont étiquetés par les cou-
ples (n, h), longueur/hauteur, des états avant factorisation. Par exemple, I'état (5,1) résulte de la
factorisation des états aaabb,aabab,aabba,abaab et ababa.

En effet, on a alors :

sef, © wWSeD
h(w.s) =
= [s| + |w| =
Va.f=s, h(w.a) = h(w)+ h(a) =0
h(w'.s) = h(w') + h(s) = h(w) + h(s) =
= |s|+ 'l = |s| +|w| =
Va.f=s, h(w'.a) = h(w") + h(a) = h(w) + h(a) =0
=> ow'.sePcarw' €,
& sely
>%Ly=Ly = Cu=Cy

On factorise donc la décomposition en contractant des états étiquetés par des mots de &, ayant
mémes hauteur et longueur. On obtient alors une nouvelle décomposition illustrée par la figure
A.3. La récurrence précédente se transpose alors naturellement sur le nouvel espace des états
représentants des classes d’isomorphisme :

Ci,h =

1 Sik=0
Tik<myCk-1,n+1+ L(h>1)Ck-1,n-1 Sinon

Lalgorithme de génération aléatoire est alors le suivant :
1: w—¢€
2: tant que |w| < n faire
3: 1 —RANDOM()
si h(w) = n—|w| alors
w—w.b
sinon si /1(w) = 0 alors
w—w.a



A. Méthode récursive généralisée 165

8. sinon sir < Zolel-Liledtl glhpg
Cn—|wl,h(jwl)
w—w.a
10:  sinon
11: w<—w.b
12: finsi

13: fin tant que

On obtient donc un dénombrement initial en temps' et en espace ©(n?)*, car les valeurs k et
h prennent des valeurs sur [0, 72]%. La génération nécessite n transitions et les alternatives sont
au plus au nombre de deux ce qui, au prix d’'un léger précalcul supplémentaire?, indique une
complexité en temps O(n).

Remarque : Une astuce combinatoire qui trouve son origine dans [5] et qu’on trouvera no-
tamment dans [84], permet d’éviter le stockage des cy. ;, et d’optimiser la phase de génération. En
effet, il existe une forme clause pour les nombres de préfixes/suffixes de Dyck de taille n com-
mencant a hauteur h :

h+1 (k+ 1)
Cle,h

=7 1| k=h
k+1\ ==
Grace a des propriétés sympathiques des binomiaux, on arrive a la forme suivante pour la prob-

abilité d’émission d’une lettre a :

Ck_1,h+] _ h+2 k_h
Ck,h h+1 2k

Le calcul de probabilité ci dessus mettant en jeu des nombres croissant linéairement sur la taille
des mots a engendrer, 'approximation qui consiste a considérer les opérations arithmétiques en
temps constant est donc légitime, la génération aléatoire est donc en temps vraiment linéaire.

A.1.2 Application aux grammaires non-contextuelles non-ambigué

Soit G une grammaire non-contextuelle non-ambigué. Elle admet donc une forme normale de
Chomsky G’ = (Z, ./, X, §), qui se transpose en la décomposition o/ = (Qn, g5, P, 7, 1)

- Qu=(NU{P?|ISeN,S— S 1Sz etie[l,nl}) x(1,n]
- gs=(X,n)

- b={p,0=a, VaeZ}u{ps(a,b) = a.b} U{p(w) =w}

! Lunité de référence étant I'opération arithmétique qui, on va le voir, ”'opére pas nécessairement en temps con-
stant c.f. section 3.3.1.

2 Soit p(resp. q) le nombre de mots de Dyck accessibles en prolongeant par a(resp. b). Alors 2 est rationnel,
et admet donc un développement binaire fini ou périodique. Lespérance du nombre de bits aléatoires nécessaires
pour départager a et b est donc borné par 2. La génération est donc linéaire, quelques soient les tailles des nombres
manipulés, a condition de précalculer ces développements binaires périodiques.
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- Lafonction T déterminant le type des états est telle que :

® SiS—S1S,
® SiS—8S,
©0,pa) SiS—a

(®,¢s)

7((S, 1)

(P}, 1))

- Les transitions A sont quant a elles définies par :

{((l)ﬂy(sbi)))((l)ﬂy(SZ)i))} SIS_’S] |SZ

AS, ) = USi{en (P],i)  SiS— 815
) SiS—a
APF ) = @ (S11), @ (S2, 0= )} ot S — 815,

Cette décomposition permet la génération aléatoire uniforme de mots de £ (G) de longueur n
en temps @ (n?) apres un précalcul en @ (n?), dans une implémentation naive. Cependant on
peut adopter, dans la recherche d'une répartition des lettres a engendrer pour un état conjonctif,
une stratégie boustrophédon similaire a celle de la section 3.3.3 pour obtenir une génération en
O (nlog(n)).

A.1.3 Application aux chemins culminants

On considére les chemins culminants €%? a pas +a, b, ils sont engendrés dans 'approche
récursive généralisée par la décomposition /¢, = (Q),, g5, @', 7', 1) suivante, issue de la récur-
rence sur les chemins culminants:

- Q),=10,n] x[0,an] x [0,an]

qs = (n,0,0)
- O = {Pp(w) = mo, prw) =m.o, ¢r() =&, P(0) = w}
- Lafonction 7’ déterminant le type des états est telle que :

(0, ¢) Sii=0,h>y

(@ by = { ® Sinon

Les transitions A’ sont quant a elles définies par :

{(pm(i-1,max(h, y+a), y+a)), (b, (i-1,h, y-b))} Sii>lety>b
{(pm(i-1,max(h, y+a), y+a))} Sii>lety<b
{(¢pm (0, max(h, y+a), y+a))} Sii=lety+a>h
(%} Sinon

A, h,y) =
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On obtient donc une génération en @ (n)* apres un calcul en G(n%)*. Le degré constant des
noeuds dans la décomposition, ajouté a la croissance exponentielle des nombres manipulés,
suggere le précalcul des probabilités pour les pas montants et descendants, a chaque position.
Le surcott lié au calcul d'une telle division, en @ (nlog(n)loglog(n)) par probabilité si les nom-
bres manipulés croissent exponentiellement, se fond dans la complexité de I'addition de ces
nombres. Un fois ces probabilités écrites en base 2 et en notation factorisée, (nombres ra-
tionnels) 'espérance du nombre de bits & comparer avant de décider en quel état poursuivre
la génération est borné par une constante. L'étape de génération est alors en ©(n) aprés un pré-
calcul en G(n3+4)*.

A.1.4 Conclusion et perspectives

On a introduit un nouveau formalisme pour exprimer une approche récursive de génération
aléatoire. Celle-ci se veut légerement plus générale que les formalismes existants [41], dans la
mesure ol ceux-ci voient leur expressivité se borner aux grammaires non-contextuelles. Ici,
l'utilisation d'un maximum dans la récurrence, qui ne perturbe absolument pas’approche choisie,
a permis de décrire les chemins culminants, prouvés contextuels au cours du chapitre 9.3.

De plus, il existe de nombreuses classes combinatoires dont la série génératrice est algébrique
alors que le langage associé est contextuel. L'aspect contextuel d'un tel langage est alors di a la
non-commutativité du produit de concaténation, et non a des propriétés combinatoires pro-
fondes. 1l n'existe alors pas de grammaire non-contextuelle décrivant le langage. Notre formal-
isme permet la description de telles classes, et une génération aléatoire efficace.

Ce formalisme pourrait aussi faire 'objet d'une implémentation générique, la description
de 'ensemble d’états et de la récurrence permettrait alors d’obtenir des générateurs automa-
tiquement. En distinguant une des dimensions de I'espace d’états comme étant la faille des
séquences, on peut utiliser des optimisations génériques classiques, parmilesquelles la stratégie
boustrophédon (voir section 3.3.3), dans les cas ou1 le nombre de transitions associées a un état
est non-borné. Dans le cas d’états ayant un nombre borné de transitions, le précalcul des prob-
abilités associées aux différentes alternatives permettra d’éviter un surcott lié a la manipulation
de grands nombres au cours de la phase de génération.
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Validation de la grammaire inspirée de Waterman pour les
structures secondaires d’ARN

S->aTbS|cS|epsilon
T->aTbS|cS

Argument 1 : 1l s’agit d’engendrer tous les mots de Motzkin sans motif ab, or les Motzkin sont
engendrés par S ->aSb S|cS]|epsilon. Donc il suffit de créer un nouveau terminal dont le
langage soit celui de S moins epsilon et de le substituer a l'occurrence de S séparant une lettre a
du b correspondant.

Argument 2 : Calcul des nombres de mots engendrés par la grammaire.
> restart;
> SYS17:= {S=z*T*z*S+z*S+1,T=z+T*z*S+z*3};
SYS1 :={S=2"TS+2zS+1, T=2*TS+2zS}
> solve(SYS1,{S,TH);

{S=RootOf(1 + z?> _Z? + (~1+2z—2%)_Z), T = =1 +RootOf(1 + 2z _Z* + (-1 +z— z%)_7)
>} assign(%);
> allvalues(S);
1-z+2°4V1-22-22-223+2% 1-2+2°-V1-2z-22-223+27*
2272 ' 2272
> series(%[2],z=0,25);

142422 +228+424+82°+1725+3727 +8228 + 18522 + 423 210 + 978 21! + 2283 712
+5373 213 + 1273521 + 30372 21° + 72832 216 + 175502 217 + 424748 z18 +
1032004 z'? + 2516347 220 + 6155441 z21 + 15101701 222 + 0(2%3)

Un petit coup d’oeil chez Sloane et youpi, il s’agit bien des structures secondaires d’ARN !

(On avait reconnu la s.g. de Watermann, donc le suspense était pas énorme ...)
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Grammaire pour les structures secondaires d’ARN
admettant des tailles minimales pour les hélices et boucles

Décomposition des mots de Dyck en arbres dont les noeuds sont de degrés non bornés.
Ex:(1(2)(3)4))=>2,3et4sous-arbres "fils" de 1

Idée de la décomposition : Distinguer les noeuds de degrés 1 (Non Terminal T) de ceux de
degrés 0 (NT A) ou >1 (NT B)

En effet, seul les noeuds de degrés 1 peuvent "prolonger" des hélices déja entamées. Ce sont ces
parentheésages, et uniquement ceux-1a, qui ne devront pas étre affectés par la taille minimale h
des hélices.

On propose la grammaire suivante :
S->T|A|B

T->aSb

A -> epsilon

B->aSbB|aSbaShb
> restart;
> SYS27:= {S=T+A+B,T=z*S*z,A=1,B=z*S*z*B+z~2*S*z*S*z};
SYS2:={S=T+A+B, T=2*S,A=1,B=2z"SB+2z*5%}
> solve(SYS2,{S,T,U,A,B});

{A=1,T=2°%1,S=%1,B=%1—-1-2>%1, U = U}
%1 :=RootOf(—_Z+1+z%_7?%)
> assign(%);
> allvalues(S);
1+V1-422 1-V1-422

222 ’ 272

\

series(%[2],2z=0,25);

1422 +22*+528+1428 + 42219+ 132212 + 429 214 + 1430 216 + 4862 28 + 16796 220 +
58786 222 + 0(z%4)

=> Catalan !
On est sur la bonne voie, ajoutons les lettres ¢ pour obtenir les mots de Motzkin :

S->T|A|B
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T->UaSbU
A->U
B->UaSbB|UaSbUaSbU

U ->c U | epsilon
> restart;
> SYS37:=
> {S=T+A+B,T=Uxz*S*xz*U,A=U,B=Uxz*S*xz*B+U*z*S*z*xUxz*xSxz*U,U=z*U+1};
SYS3:={S=T+A+B, T=U?2?S,A=U,B=Uz>SB+U%z*S*>, U=2zU+1}
> solve(SYS3,{S,T,A,B,U});

Z22%1 1 —%1+2%lz+1—-2z 1
:—,A:— ’B:— ,U:— ,S:%l}
(-1+2)? -1+z (—1+2)? -1+z
%1 :=RootOf(1+ 2% _Z%+(-1+2)_2)
> assign(h);

{T

> allvalues(S);

1-z+vV1-2z-32z2 1-z-V1-2z-322

272 ’ 272

> series(%[2],2z=0,25);

1424222 +423+924+212°+5128+12727 +323 28 + 83529 + 2188210 + 5798 211 +
15511 z'2 + 41835 213 + 113634 z'* + 310572 2!° + 853467 216 + 2356779 217 +

6536382 218 + 18199284 219 + 50852019 220 + 142547559 z?! + 400763223 z%% +

O(Z23)

=> Motzkin, c’est a dire les structures secondaires d’ARN dans lesquelles la taille minimale pour
une boucle est 0!

Introduisons maintenant les parametres h et b, tailles minimales respectivement des hélices et
boucles :

- Boucles : Facile, il s’agit des noeuds de degres 0 (NT A) !!!

- Hélices : Plus compliqué, elles sont "prolongées" par certains des noeuds de degres 1 (NT T),
mais pas tous.

Par exemple, dans un noeud unaire du type "a (ca... b) b", la partie entre parentheses débute
une nouvelle hélice, a cause de la présence de la lettre ¢, qui correspond dans I'objet biologique
correspondant a un renflement qui déstabilise la structure. On "éclate" alors laregle T->Ua$
bUenT->cUaSb|aSbUc|cUaSbUc|aSh.

Seule le dernier terme de la disjonction prolonge une hélice préalablement initiée, toute autre
occurence d'un parentheésage a S b devra étre remplacée par a*h S bAh que nous regrouperons
en un non-terminal
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H->arh SbArh.

Enfin, pour étre qu'une hélice puisse étre prolongée, il faut qu’elle ait été initiée, ce qui n’est pas
le cas lors de la toute premiére réécriture de S en T. On introduit donc un nouvel axiome X, qui
"force" I'initiation d'une hélice méme dans le cas "unaire pur" a S b => a~h S bAh. On obtient
alors la grammaire suivante :

X->UHUJ|A|B

S->T|A|B
T->cUH|HUc|cUHUc|aShb
A->crbU
B->UHB|UHUHU

U ->cU |epsilon

H->arh Sb”h

> restart;h:=1;b:=1;

SYS4~:= {

X=UxH*xU+A+B,

S=T+A+B,
T=z*xUxH*xzxU+H*z*U+z*UxH+z*xS*xz,
A=z"bx*U,

B=UxH*B+UxH*xU*xH*U,

U=z*xU+1,

H=z"h*S*z"h};

VvV V.V V V V V V

SYS4 :={T=z2U*H+2HzU+2z*S,B=UHB+U3H?, U=2zU+1, H=2%S, A=zU,
X=U?H+A+B,S=T+A+B}
> solve(SYS4,{S,T,A,B,U,H,X});

1 %1 —2%12z—2z+ 2 ) z
{S=%1,U=- ,B= , X=%1, H=2"%1, A=— ,
-l+z (—1+2)? “1+z
B Z2 %1
S (-1+2)?

%1 :=RootOf(z?>_Z?+ (—1+ 2% +2) Z+2)
> assign(%);

> allvalues(X);

1-22—2+V1-22-22+24-223 1-22-2-V1-22-2z+2z4-223
272 ’ 272
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> series(%[2],2z=0,26);

24224223 +42* +82°+1728+3727 +8228 + 18527 +423 210 + 978 21! + 2283 212+
5373213 +1273521% + 30372 21° + 72832 216 + 175502 z'7 + 424748 218+
1032004 z19 + 2516347 220 + 6155441 z21 + 15101701 222 + 37150472 223 + O(2%%)

Or, d’apres Sloane : Les structures secondaires sont en nombre 1, 1, 1, 2, 4, 8, 17, 37, 82, 185, 423,
978, 2283, 5373, 12735, 30372, 72832, 175502, 424748, 1032004, 2516347, 6155441, 15101701,

37150472, 91618049, 226460893

Et puis la s.g. est correcte pour h=1, b=1, donc il n'y a plus qu’a s’assurer que toute hélice est
débuté par arh S bAh pour conclure sur la correction de la grammaire.



