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Introduction

La justification de la tenue et le suivi en service de strswéronautiques
sont aujourd’hui d’'un intérét capital pour les avionreudn des aspects étudiés
pour cette certification est la tolerance aux dommages tguéades matériaux
métalliques qui, par I'estimation des vitesses de propagdes fissures existantes,
conduit a une évaluation de la tenue résiduelle de |z tre et a la définition des
intervalles d’inspection et de réparations éventuellespropagation d’une fissure
peut avoir des conséquences catastrophiques sur las@gtobale de la structure
modifiant ainsi considérablement les chemins d’efforte dmalyse compléte ne
pouvant étre menée sur un modele éléments finis¢ daulon par boulon qui
serait de I'ordre de plusieurs millions d’'inconnues, dealgses détaillees sont
réalisées dans les zones fissurées et incluses dans weng@héral grossier de
I'avion. En fait, en fonction des besoins, une suite de nexléet de« calculs gi-
gognes; (Figure 1) sont ainsi fabriqués de facon récurrente fusi@urs échelles
d’analyse jusqu’a obtenir celle adéquate pour I'anatyese champs de contraintes
cherchés [Cornuault 1998]. Raffiner ces modeles va alsaite avec les change-
ments d’échelles des structures et des phénomenesigéea eux-mémes. Chez
Dassault Aviation, une méthodologie dezoom structural est ainsi employée.
Dans le cas ou les maillages des deux modeles sont congsasir la zone de
raccord, il est alors possible de condenser la rigidité ddete fin sur sa frontiere
et de construire ainsi un super-élément incorporé aueteogénéral. En pratique,
des problemes d’'inhomogénéité de rigidités relatides maillages apparaissent.
Dans le cas plus général ou les maillages des deux n®delsont pas compa-
tibles, une analyse locale-globale est menée. Les conditimites de chargement
ou de déformations pour les difféerents cas de chargenhenfigstaires a traiter sont
prélevées sur le contour de la zone correspondante delsgénéral et reportées
sur le modele plus fin. Cette demarche d’analyse descénd&cessite de mettre
en place une étape supplémentaire permettant de rendrpteale I'impact du
modele fin sur le modele grossier. Cette technique de zdarotsral n'incorpore
pas completement I'aspect multiéchelle induit par lalsation des déformations
dans la zone fissurée. Enfin, malgré les améliorationsrégs aux mailleurs auto-
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Figure 1: La méthode du zoom structural : en fonction desibssil est possible
de« zoomer» de fagon récurrente sur plusieurs échelles d’analyspija
obtenir celle adéquate pour I'analyse des champs de dot@saherchés.
On fabrique ainsi une suite de modeles et de calculs gigo@»ec. Das-
sault Aviation).

matiques, les processus de maillage et de remaillage tektsmaches fastidieuses
pour I'ingénieur confronté a la situation de propagatie fissure.

L'objectif de ce travail de these est de proposer uneegiatde calcul multi-
échelle répondant a la problématique d’analyse legidbale pour le suivi de fis-
sure et permettant de lever les difficultés de maillage.

Les méthodologies de calcul globales-locales mise eregaas le milieu in-
dustriel s’articulent autour d’'un calcul global associeraodele grossier qui, par
post-traitement, permet de résoudre des problemes dbdation sur les zones de
la structure ou I'on cherche a déterminer une solution@échelle inférieure, ou a
un niveau de précision supérieure. La difficulté résldas I'utilisation des condi-
tions issues de la résolution du probleme global (modédssier) pour résoudre
le probleme local (modele fin). L'approche en déplacenuem consiste a recol-
ler les modeles en imposant les déplacements du maillaxgsigr sur le bord du
maillage fin a, en général, tendance a sous-estimenieamk de déformations dans
la zone raffinée. L'approche en effort, bien que fournissi@s résultats meilleurs,
a tendance a les surestimer. Dans ces deux approchegsdjraatune information
tiree du modele fin n'affecte la réponse du modeéle gevssia nécessité de re-
coupler les deux problemes, le grossier et le fin, est eergémdispensable. Sur
cette question, les travaux de Hietial. [Hirai et al. 1984 - 1985] qui utilisent de
maniere conjuguée des techniques de condensationug&tigle re-analyse locale,
les travaux de Mao et Sun [Mao et Sun 1991] qui proposent enedche en trois
temps (analyse globale, analyse locale, analyse globffileée) ainsi que ceux de
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Whitcomb [Whitcomb 1991] qui proposent une démarche ¢éotant itérative sont

des approches mettant en place un certain dialogue loob&lgINéanmoins des
problemes de conditionnement di au traitement des phénes multiechelles sans
séparation particuliere apparaissent.

D’un autre co6té, le calcul des structures avec fissuragiraujourd’hui revi-
sité que ce soit par la méthode des discontinuités f¢8Bg\) introduite par Simo,
Oliver et Armero [Oliver 2000, Oliveet al. 2002 - 2003] ou par la méthode des
éléments finis étendus (X-FEM) basée sur le concept d&i®a de I'Unité [Be-
lytschko et Black 1999, Moést al. 1999 - 2002a, Daut al. 2000]. En enri-
chissant la cinématique du milieu continu, ces techniguezmettent d’introduire
des discontinuités dans le champ de déplacement enaatilisn nombre relati-
vement faible de degrés de liberté. Le principal avantdges ce cas, est que le
maillage n’a pas besoin d’étre conforme a la géoméegikdissure. Ces techniques
simplifient grandement les processus de maillage et de Hagwiau cours de la
propagation de fissure. Cependant, ces techniques n’im@rppas completement
I'aspect multiéchelle induit par la localisation desal@fiations dans la zone fis-
surée. Généralement, ces méthodes nécessitent willegya en pointe de fissure
qui change la structure du probleme a résoudre. Ainsipieblemes de condition-
nement persistent.

Pour pallier les difficultés de conditionnement et de ragd, la stratégie déve-
loppée en collaboration avec Dassault Aviation est base@ne approche a deux
échelles dans laquelle I'enrichissement est introdli&cnelle micro. La démarche
envisagée met en synergie deux techniques [Guigdudt. 2004c¢ -b -a]. Une ap-
proche multiechelle basée sur une méthode de décotiggnde domaine est ainsi
utilisée pour traiter de facon efficace la localisatios déformations dans la zone
fissurée. Un probleme macroscopique est associé dgptase globale de la struc-
ture et un probleme résolu a I'echelle microscopiqu&ééni dans la zone d’intérét
fissurée (Figure 2). Le rble de la stratégie multiéahebnsiste a coupler de fagon
efficace ces deux problemes. L'approche multiéchellentgt pour réaliser cette
analyse locale-globale couplée est issue de travaux srean&MT-Cachan ou ont
eté elaborées des stratégies de calcul a fort comegeanique et par la méme
tres performantes. Cette stratégie micro-macro [Lade\et Dureisseix 1999, Loi-
seau 2001, Nouy 2003] batie sur ueehnique d’homogreisation automatiquea
permis de simuler la réponse de structures fortememrbgénes. Cette approche
traite indifferemment les zones intérieures et les zalgekord ou des gradients de
déformations« macroscopiques surviennent. Un des enjeux de notre travail est
de développer I'approche dans le cadre de la fissurationlpquelle surviennent
également des gradients a I'eéchelle macroscopiqueldawme fissurée.

La deuxieme technigue permet de répondre aux difficultesnaillage et de
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description grossiére

/

/ probléme macro

X

description fine requise

;

probleme micro

Figure 2: Structure fissurée : probleme macro et problémceo

remaillage A cet effet, la X-FEM est utilisee pour décrire, & I'etleade la micro-
structure, la discontinuité et la solution en pointe deufiesCouplée a des outils
appropriés tels que la technique desvel Set§Osher et Sethian 1988, Sethian
1999], cette méthode permet également de gérer faailelagropagation de fis-
sure. Avec cette séparation des échelles, la structuwlemigée informatique tant au
niveau macroscopique qu’au niveau microscopique restanmgee tout au long du
calcul de propagation de fissure tandis que tout I'effort @tique est concentré au
niveau microscopique ou une description adaptée de laégst obtenue au moyen
de la X-FEM [Guidaultet al. 2003 - 2005b].

La rédaction de ce document est organisée de la fagoargaiv

— Le chapitre 1 présente une étude bibliographique coaceérd’une part les
stratégies de calcul multiechelles et de I'autre leshoé@és d’enrichissement
permettant de traiter la fissuration. Les points forts etifegations de cha-
cune des approches pour le cadre de notre étude sont fEésen

La suite du document est alors divisée en deux parties.

— Dans la premiere partie, nous nous intéressons a la emsglace d’'une
méthode d’analyse locale-globale couplée permettaritlider une descrip-
tion fine dans la zone d’intérét tout en conservant unerg#gm grossiere
dans le reste de la structure.

e Le chapitre 2 décrit I'approche itérative micro-macrdisiée pour coupler
les échelles macroscopiques et microscopiques. Des taspatcernant
son implantation dans un code éléments finis en prograiromatientée
objet sont présentés.

e Le chapitre 3 présente le raccord mis en place dans le cadeestratégie
pour coupler une description fine (microscopique) et unerggson gros-
siere (macroscopique).
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— Dans la seconde partie, 'approche micro-macro pour laris®n est ex-
posée. Une fissure ayant une influence aussi bien a llechklbale qu'a
I'échelle locale, la question de la description de la oiaéique et des efforts
aux échelles microscopique et macroscopique se pose. [izette donne lieu
a trois chapitres :

e Le chapitre 4 définit des echelles macroscopiques et stofques ada-
ptées au suivi de fissure et en étudie les performances.

e Le chapitre 5 présente le traitement de la microstructarelg X-FEM.
Les choix d'implantation et la validation de la méthode aunglu code de
calcul sont exposeés et discutés.

e Enfin, le chapitre 6 s'interesse aux performances de léégimdans sa
globalité. Lutilisation combinée de I'approche micnoacro et de la X-
FEM est ainsi illustrée au travers d’exemples de propagate fissure en
fatigue qui intéressent Dassault Aviation.
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Notations

Calcul tensoriel et diff érentiel

Tenseurs d’ordre 1 souligrs: champs de déplacementsvecteur position, ...
Tenseurs d’ordre 2 et 3 en lettres capitales d@ast tenseur des déformations...
... tenseur des contraintes
Tenseurs d’ordre 4 en gragenseur de HookK, ...
A :  produit vectoriel
® . produit tensoriel extérieur
. produit simplement contracté
produit doublement contracté

VouZ : gradient

div . divergence

£(u) . partie symétrique du gradient de
i ou % . dérivée dey par rapport au temps t

Notations alg ébriques

Matrices en lettres capitales ou entre crochetsou [A]

R . espace des matrices a coefficients réels de dimensiom
AT . transposée dd
At . inverse ded
Ker(A) : noyaudeA
Tr(A) : trace deA

Notations topologiques

A . adhérence dd
0A . frontiere deA
A\B  : complémentaire de B dans A
mes(A) : mesure d’'un domaind deR"
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Notations

Notations sur les ensembles

{reX|P} : sousensemble dess X vérifiant la propriété P
X xY :  produit cartésien des ensemblést Y’
L1 X; . produit cartésien des ensembl€¥,; } ;1

Espaces vectoriels

X +Y : somme de deux espaces vectorigletY
X oY : somme directe de deux espaces vectoriekst Y
X+ . orthogonal de X

Notations sur les applications

X — Y . . .
f: v o o) application qui & € X fait correspondre (z) €Y
fia . restrictiondef : X - YaAcCX
Ly)ouf, . gradientdef : z — f(z)eny

Espaces fonctionnels

Soit O un ouvert d&R™, X un espace de Banach.
|- Ilx . norme naturelle sur I'espace X
(-, )x . produit scalaire naturel sur I'espace de Hilbert X
L?(0;X) @ {u:0— X ; umesurable sup et [, |lu(z)|5dx < oo}
L*(0) . L*(O;R)
H'(O) : espace de Sobolev d'ordre 1
CH(0) . fonctions k fois continment différentiables sur O
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CHAPITRE
Vers une approche
multi eéchelle du suivi
de fissure

Dans ce chapitre, unétude bibliographique concernant d'une part les sbgies

de calcul multechelles et de l'autre les @hodes d’enrichissement permettant de
traiter la fissuration est p¥senge. Les points forts et les limitations de chacune des
approches sont expés compte tenu du cadre de noéteide.

Sommaire
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2.3 Approche des fortes discontinuites . . . . . ... ... ... 43
2.4 Comparaison SDAetX-FEM . . . .. .. ... ... ... a7

3 Bilan . . . ... 49
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

L'objectif de ce chapitre est de faire le point sur deux féesilde stratégies
de calcul. La premiere concerne les stratégies de calaltiéohelles. De facon
générale, une démarche multiechelle met en place : ablgme global, macro-
scopique,« homogénéisé associé a une solution grossiere et un probleme mi-
croscopiqueg hétérogene associé aux détails ou zones d'intérét. Toute la diffi-
culté réside dans la maniére de définir ou de séparegdbslles ainsi que dans
celle de les coupler. Nous tenterons de décrire les r@gsoagportées a cette dif-
ficulté par differentes stratégies multiéchelles goasavons regroupées en trois
catégories : les méthodes dérivant de la théorie deribgénéisation classique, les
méthodes de superposition et adaptatives et les métihadéss sur des approches
de décomposition de domaine.

La deuxieme famille dont nous parlerons, concerne leshatets d'enrichis-
sement permettant de traiter les problemes de fissurdlies.démarches rendent
possible I'introduction d’une discontinuité en déplamnt dans les champs d’ap-
proximation de la solution simplifiant ainsi les processesndaillage et de re-
maillage. Cet enrichissement du comportement de la micrcstre peut se faire
de differentes manieres. Nous avons classé ces apgrechgois catégories : les
approches basées sur la construction d’éléments filisdes dédiés au traitement
des fissures, les approches permettant de prendre en camgtecau de I'élément
un saut de déplacement qui joue alors le role d’une vagiaibérne et les approches
permettant d’introduire une discontinuité via la métaai@® la partition de I'unité.

1 Stratégies de calcul multechelles

Dans cette partie, les differentes stratégies seradgmtees dans le cadre non
limitatif d’'un probleme de mécanique classique. Pluscigément, on s’intéresse
a I'étude des petites perturbations d’une structarsoumise a des déplacements
imposésu, sur 0,12, a des efforts surfaciques, sur la partie complémentaire
0,02 = 00\0: 2 et a des efforts volumiqueg, (Figure 1.1). On s'interesse a la
réponse quasi-statique et isotherme de la structure.8aafion contraire, on se
placera dans le cas de I'elasticité linéairdetiésignera le tenseur d’élasticité de
Hooke. On notera: le champ de déplacement,le champ de contrainte etle
champ de déformation. Le probleme de référence ¢'alois :

Probleme 1 Trouver(u, o) € U x S qui verifie :
— ladmissibilite cirematique :
U= U, sur o, 2
— l'admissibilite statique €quation déquilibre) :
div(e) + f, =0 sur (2 eton = F, sur 9,2
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1 Stratégies de calcul multiechelles

w

Figure 1.1: Schématisation du probleme de réference

— la relation de comportement :
o=Ke sur 2 avecs = ¢(u) = 5

ou U et S représentent les espaces de champnergie finie classiquement uti-
lises en raécanique des milieux continus respectivement pour éptadements et
les contraintes. Classiquement, en dimensigl = [H1(Q)]? etS = [L?(Q)]? ou

p = 6 en dimension 3 et = 3 en dimension 2.

Enfin, on introduit, 'espacéfag = {u € [H*(Q)]*|u = u, surd,Q} des champs
de déplacement admissibles ainsi que I'espace vect®selc® Usqo = {g €
[H ()] | w=0surd,}.

1.1 Strategies baées sur la tteorie de 'homogeneisation

La plupart des approches multiechelles reposent sur iheipg d’homogénéi-
sation. Les premiers travaux ont consisté a mettre erep@s méthodes d’ho-
mogéneéisation spatiales basées sur des études gnalytou semi-analytiques a
I'échelle microscopique aboutissant ainsi a I'idenéfion d’'un comportement ma-
croscopique entre des quantités moyenneffectives» [Eshelby 1957, Hashin
1962, Hill 1965, Mori et Tanaka 1973]. Cependant, ces @eesi ne permettent
pas de remonter aux propriétés locales. La prise en codgtmécanismes de
plus en plus complexes au niveau microscopique ont domoedides méthodes
appelées« Unit Cell Methods» [Christmanet al. 1989, Tvergaard 1990, Sluis
et al. 1999]. Elles permettent d’identifier un modele macrosgopipar des es-
sais numériques sur un volume élémentaire représentatif (VER) de lacstme et
d’obtenir des informations locales sur la solution. Malteeisement, la définition
a priori d'un modele macroscopique reste pénalisante lorsdatjiitsde traiter des
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

problemes ou des grands gradients de déformationsesurent (pres des bords,
des trous, des fissures) et plus généralement lorsqagltde traiter des problemes
non-linéaires. Par ailleurs, ces approchpsénoménologiquesne sont pas vérita-
blement des approches multiechelles.

Lathéorie de 'lhomogénéisation des milieux périodig{Sanchez-Palencia 1974,
Duvaut 1976, Benssoussahal. 1978, Sanchez-Palencia 1980], basée sur I'ana-
lyse asymptotique, propose une véritable approche eahiélle mettant en jeu un
probleme« macro» et un problemex micro» permettant de remonter aux pro-
priétés locales. Dans cette partie, nous décrivonsdaggclefs de cette théorie et
présentons quelques stratégies de calcul qui en détoule

1.1.1 Theorie de I'homogeneisation des milieux griodiques enélasticite

Cette technique est utilisable dans le cas ou la strucés@te de la répétition
périodique d'une cellule de base appelée maille éléaienou volume élémentaire
représentatif (VER) comme sur la figure 1.2. Un domaine pliaption par ex-
cellence est celui des matériaux composites. Dans ce cégute, la solution
a I'echelle de la microstructure est quasi-périodigsip€rposition d’'une valeur
moyenne quasi-constante par maille et d’'une solution regopique dont la forme
se reproduit d’'une maille a 'autre) au moins loin des batelsa structure, et d’au-
tant mieux que la structure est grande par rapport a la en@iimentairel/( <
L). On peut alors tenir compte de cette propriété pour d@len les effets aux
différentes échelles.

L'idée consiste alors a introduire deux variables (unegehelle) pour décrire
la solution : une variable de position macroscopidué I'échelle de la structure
(L), et une variable de position a I'intérieur de la maille dont I'amplitude va-
rie dans un intervalle de largeur(Figure 1.2). En notant le rapport d’échelles
€ = % on peut définir une variablg = % (zoon) pour gu’elle soit comparable
en amplitude aX. La solution en déplacement du probleme s’écrit aldi/) =
u(X,y) et 'opérateur de Hooke edf (M) = K(y) puisqu’il est périodique d’'une
maille & l'autre. L'idée consiste alors & développesddution sous la forme d’'un
développement asymptotique £nAinsi :

u(X,y) =uy(X,y) +euy (X, y) + € uy (X, y) + ...

Ce développement est d’autant plus judicieux guest petit. La deuxieme étape
consiste a développer les équations d’équilikelie () + f, =0,00f estune
force volumique etr = Kg), puis a les écrire séparement pour les differentés pu
sances du parameteequi apparaissent. Les méthodes d’homogénéisation eu pr
mier ordre tronquent le développement a I'ordre 1 et p&ieneainsi de déterminer
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1 Stratégies de calcul multiechelles
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Figure 1.2: Définition des échelles et du probleme mioopgjue sur la maille

le champ macroscopiqug et le champ microscopiqug. On peut alors écrire une
succession de probléemes aux differents ordres:en

Probleme eny, (¢72) : divy (Key(u,)) = 0 permet de montrer que, est indé-
pendant de : uy(M) = u,(X). On noteraey = £, (uy),

Probleme enu, (e7') : divy (Key(u,)) = — divy (Keg,) . Ce probleme s'écrit sur
une maillew (X étant fixé, la variable courante étantdans la maille et
étant considéré comme connu et uniforme syr. trouvery, € Uy. per tel
que :

Vu* € Uy-per, /Tr (gy(gl)Kgy(g*))dw = — / Tr ($0K$y(g*))dw

(1.2)
OUUy-per €St I'espace des champs vérifiant les conditions de péiiedurow.
On montre que ce probleme admet une unique solution emrdéfmn. Par
linéarité, il existe un champ de tensdtify) d’ordre 4, défini suw, vérifiant
les conditions de périodicité séw, tel que la solution vérifie :

&'y(gl) = H$0

D’ou, en notant™ = ¢, + £y (u,), la valeur principale de la déformation
locale (déformation a I'ordre 0) :

g" = g9+ Hsgg
o = (K+KH)gg

Cet opérateur de localisation des déformati®hg;), est determiné par résolu-

tion du probléeme 1.1 pour une série de déformations nsaomques.
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

Probléme enu, (°) : La condition d’existence du probleme enconduit a écrire :

/wd)i(v(wm) + f,dw =0

En notant< - >,= [ -dw, on obtient:

: M o
d)l(VGT + < id >, = 0
oM =<o™>, = <K+KH>_<gy >,
avec< gy >, = go=¢M

ce qui donne le probleme macroscopique portant sur lestiggmoyennes
aM, eM et le déplacement macroscopiqu¥ = wu,. Le comportement ho-
mogénéisé, macroscopique s'écil{* =< K + KH >_,.

M Bilan et limitations pour notre étude
Cette approche constitue une véritable stratégie dellcaldeux échelles. Elle
met en place un probleme a I’échelle macroscopique et@iele remonter aux
propriétés locales de la solution. En effet, connaiskadéplacement macro1
scopiqueu, il est possible de déterminer le champ de contrainteddeed’
par I'opérateur de localisatiofiX + KH). Cependant, 'approche repose sur
deux hypotheses fortes : la périodicité et un rappathélle tres grand (pe-

tit). Lhypothese de périodicité ne permet pas d’homogser le matériau pre
des bords ou des zones a forts gradients ou cette hygotfest plus vérifiée.
Pour illustrer ce point, considérons I'exemple de la figlu@représentant une
structure composit, 90], idéalisée et étudiée dans les travaux de [Loiseau
2001]. La figure 1.4 représente la valeur d’'un indicateerm@ury rendant
compte pour chaque mailké de la non vérification des conditions de transmis-
sion en effort et en déplacement entre cette mailét ses voisines, I'hypothesg
de périodicité de la solution microscopique ayant atéef La carte de cet indi-
cateur montre des valeurs élevées pres des bords etedar@les de transition
entre les differentes couches de composites. Des traitisrapécifiques des eft
fets de bord ont &té proposés dans [Aueiedl. 1982, Dumontet 1986, Lecuyey
et al.1987].

U7

D

1.1.2 Extensions de la thorie de 'hnomogenéisation au non-lireaire

Encouragées par I'accroissement des puissances de, csugxtensions de la
théorie classique de ’'homogénéisation des milieuxgoques ont &té proposées
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1 Stratégies de calcul multiechelles
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Figure 1.3: Structure composife, 90|, idéalisée, encastrée a une extrémité et sol-
licité a un déplacement horizontal a I'autre extrémit

dans le cadre du non-linéaire. Ces approches reposeritdaa suivante : au lieu
de chercher a identifier un modele de comportement n@ailia macroscopique,
définia priori, au moyen de la théorie de ’'homogénéisation des milganodiques,
le comportement macroscopique de la structure est dictérpaalcul mené sur la
microstructure. Ces calculs microscopiques, généemtemealisés sur une cellule
élémentaire de maniere concurrente au calcul macrago®pené sur la structure,
ont pour entrée le champ de déformation macroscopiqueuwat gortie le champ
de contrainte macroscopique. La résolution du problemerascopique est généra-
lement réalisée par une méthode éléments finis classid.es problémes microsco-
piques peuvent étre résolus par une technique élerfieigt€galement [Smigt al.
1998, Feyel et Chaboche 2000] ou par des techniques commgdeonoi Cell
Finite Element Method [Ghoshet al. 1995]. Dans ce paragraphe, deux extensions
représentatives sont présentées.

B Méthodeélements finisa deux niveaux : F E?

Les premiers travaux précurseurs de cette approche sena dRenard [Renard
1990]. lls portent sur la modélisation des dégradaticarssdes matériaux com-
posites. La décroissance des differents modules diél&sdu comportement ma-
croscopique de la structure est pilotée par la modatisatiicroscopique d’une cel-
lule. L'état d’'endommagement en un point d’intégratiemdaillage macroscopique
dépend de 'endommagement microscopique, di a la ésomh fibre-matrice par
exemple, au sein de chaque cellule. Les travaux de Chabadfeyel [Feyel et
Chaboche 2000] présentent une vision étendue de cettmde

La méthodeF E? propose une discrétisation éléments finis de la stractur
laquelle se base le probleme macroscopique. A chaque gamégration de ce
maillage grossier est alors associé le comportement ctalhgle de base du maté-
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure
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Figure 1.4: Carte de l'indicateu¢r et profil dans I'épaisseur pour une solu-
tion microscopique périodique. Les valeurs élevées 'uhitateur
désignent les zones ou I'hypothese d’'une solution digpanicrosco-
pigue périodique est remise en cause.

riau représentatif de la microstructure. L'idée coreséstrechercher la solution sur
chaque cellulee comme la somme d’une partie macroscopique, indidéet d’une
partie microscopique, indicée, a qui on impose des conditions de périodicité sur
Ow. Ainsi, sur une celluley :

o(z) = oM +o™z) avec oM =< >, (1.2)
wz) = eVz+um(z)=u" +u"(2) (1.3)
g(x) = M +e™(z) avec &Y =<g >, (1.4)

Les quantités macroscopique¥ ete* en un point d’intégration donné du maillage
macroscopique sont supposées constantes sur la cellatestopigue associée a
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1 Stratégies de calcul multiechelles

ce point. La méthode de résolution peut étre décritedearx niveaux nécessaires
a l'intégration du comportement non-linéaire du peshE macroscopique au sein
d’un algorithme itératif de type Newton-Raphson par exiemp

e Etape globale (niveau« macro ») : étape linéaire de la méthode de Newton-
Raphson du probleme macro qui donne I'incréement de d&ton macro-
scopiqueAs™ en chaque point d’intégration,

e Etape locale (niveau« micro ») : enchaque pointd’intégration (chaque cellule) :

o Détermination des conditions limitesa partir de A« : prise en compte
des conditions de périodicité et utilisation de la reat{1.3) pour déter-
miner les conditions limites a appliquer sur chaque celhgdsociée a
chaque point d’intégration,

o Méthode de Newton-Raphson sur chaque cellulealternance des étapes
de vérification de I'équilibre (étape globale sur la gkd) puis de vérifi-
cation du comportement (locale pour chaque point d’irgégn de la
cellule). Détermination a convergence du comportemamgént de la
cellule par une méthode de perturbation,

o Détermination du comportement macroscopique tangent :calcul de la
contrainte« macro» o =< & >, et du comportement tangent ho-
mogéneéis& M par résolution d’'une série de problémes microscopiques
résolus sur la cellule.

Notons que les calculs microscopiques menés sur chadquie@hnt completement
indépendants, ils peuvent étre aisement parall@ésall est possible, sur le prin-
cipe, d’ajouter un niveau supplémentaire et de rép&earbcessus pour chaque
point d’intégration de chaque cellulemicro» donnant lieu ainsi a une méthode
FE3. Cette technique, certes performante, présente les mémigations que la
théorie de 'homogénéisation classique : elle restéineite uniqguement lorsque
les échelles sont bien séparées.

W Milieux continus généralisés au niveau macroscopique

Dans le cas, ou les échelles ne peuvent plus étre s&pange amélioration consiste
a utiliser des milieux continus généralisés de types€rat ou second gradient [Cos-
serat et Cosserat 1909, Zéatal.1997, Forestet Sab 1998, Sleitsal. 1998, Kouz-
netsoveet al. 2002, Feyel 2003] au niveau macroscopique. Cette cingomatna-
croscopique enrichie, pour laquelle un champ de rotatient\s’ajouter au champ
de déplacement classique, permet alors de mieux prendrengpte au niveau ma-
croscopique de forts gradients tels que les bandes dd@isaitt ou les singularités.

Généralement difficile a construire, le comportementrdglieu continu généra-
lisé est, dans la stratégie proposée dans [Kouznetsioah 2002], déterminé de
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

fagon automatique. Un milieu du second gradient est cénsidu niveau macro-
scopique. La méme séparation que precédemment ee panicro » et « macroy
de la solution est opérée et la méme condition de pégitgdest faite pour les quan-
tités « micro» :

oM (z) +o™(z) =2V + QY -z + 0™(2)

a
&
Il

u(z) = eVz+u"(z)=E" -z + %GM Sz @)+ u™(z)

ouZM etEM sont des tenseurs d’ordre 2 constants sur la cellifeet G sont des
tenseurs d’ordre 3 constants sur la cellule et préseneatibpriétés de symétiael
hoc. Les stratégies de résolution du premier ordre peuventélisées de la méme
maniére pour résoudre. Seules les définitionsdeet £/ ont changé. Ici, elles ne
sont plus constantes sur la cellule et peuvent prendre epteodes gradients au
niveau macroscopique.

M Bilan et limitations pour notre étude

Ces stratégies ne fournissent donc pas une faroiese» de la loi de compor-
tement macroscopique mais déduisent une relation ergrquantités duales
macroscopiques en chaque point d'intérét de la structmreésolvant des
problémes aI'échelle microscopique. Elles ne nétessilonc pas d’hypothesg
a priori sur le modéele macroscopique qui est déterminé de facbonsa-
tique. L'enrichissement de la cinématique macroscopigge permettre de
prendre en compte des gradients de déformation et traitsr @us aisément
des problemes ou la séparation des échellesmcro» et « micro» n’est plus
aussi évidente que dans le cas des structures périodijéasmoins, cette
question de la séparation des échelles persiste dans leucéon souhaite
prendre en considération des gradients encore plus iamgsrtels que ceux
provoqués par la présence d’une fissure. Notons aussibigre que permet-
tant de traiter des comportements matériau complexestiaggies de calculs
basées sur la résolution de problemes d’homogéng@gisgpatiale ne sont pas
véritablement adaptées aux problemes non-linéaigaulition.

1%

1.2 Meéthodes de superposition et adaptatives

Les approches décrites précédemment et basées swcthesgues d’homogeé-
néisation permettent d’'opérer un passage de I'echethécro» a I'eéchelle « ma-
cro» en définissant un probleme macroscopique issu d’analy®ehelle micro-
scopique. Les approches étudiées dans cette partiessdoptpoint de vue différent
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1 Stratégies de calcul multiechelles

et cherchent plutdt a superposer a la solution d’un gmlel macroscopique un enri-
chissement microscopique dans les zones d’intérét. Newsloppons ici quelques-
unes de ces méthodes.

1.2.1 Meéthode de Projection de Dirichlet Herarchique

Introduite par Oden et Zohdi [Zohdit al. 1996, Oden et Zohdi 1997, Oden
et al. 1999], la méthode de Projection de Dirichlet HiérarcleigtilDPM) consiste
a resoudre un probleme homogénéisé, macroscopigquasnaillage régulier dont
un élément correspond a une cellule représentative aténmau considéré. Un es-
timateur de sensibilité permet de localiser les zones dillaga macroscopique
nécessitant une ré-analyse. Une correction est alaesrdimée dans ces zones en
résolvant sur les cellules concernées des problemesiogrenant en compte la
microstructure pour des conditions aux limites homogétesype Dirichlet. Un
estimateur d’erreua posterioripermet alors de déterminer la qualité de la solu-
tion corrigée. Plus précisément, les principales &tage cette stratégie sont les
suivantes :

Etape 1: Partitionnement sans recouvrementlel = {Qg}Eeer (Figure 1.5).
Un opérateur de comportement homogén&idéest déterminé par une tech-
nique d’homogénéisation quelconque, la théorie denibhgénéisation pério-
dique dans le cas de matériaux périodiques par exemple.

LT [

Qp

— O

M~ |

Figure 1.5: Maillage macroscopique : partitionnement saoguvrement de

Etape 2: Résolution du probléeme macroscopique : trouvdr € Uag = {g €
[H ()] | u = u,ysurd,Q} tel que :

Vi € Usgo, /Tr (f(uM)KM&f(u*))dQI/fd'ﬂ*df”/ Fy-udl
Q Q 9292
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

Etape 3. Détermination des cellulds,.,.. € E qui nécessitent une correction mi-
croscopique a l'aide d’'un estimateur de sensibilité &at la solution macro-
scopiqueu?.

Etape 4: Résolution du probléme microscopique, pour taue E.,,., : trouver
up € Upaqo = {ue [H(Qp)]Y|u = 0surdQp \ 9.Q} tel que :

Vuy, € Ug ado; / Tr (e(up + up ) KMe(u}))dQp = - -
Qg

/ [y updQe + / F,-updl
QE_ 0NN

ol ul! = Q%E Dans ce probleme microscopique, on constate que la so-
lution macroscopique! est utilisee comme condition limite de type Di-
richlet, d’'ou la dénomination Dirichlet dans HDPM. On ramuera que,
étant indépendants, ces problemes microscopiquesepe@éire résolus en
parallele. La solution totale corrigée peut alors siecpar prolongement de
chaque solution locale :

u=u"+ Y epup) =u +u"
E€Ecorr

ou ¢ est un opérateur de prolongement permettant de prolomgehamp
microscopique défini surQ2g a la structure compléte et tel ques g (u) =
0OsurQ2\ Qg.

Etape 5: Détermination de I'erreur de la solution ameéliorée paestimateur d’er-
reur a posteriori Si le critere d’erreur n’est pas satisfait, I'opératd<t’
est amélioré et I'on reprend les étapes 2 a 5. Si lereritkerreur n’est tou-
jours pas satisfait apres cette nouvelle boucle, une Hieupartition7”’ plus
grossiere est proposée et le processus est répété.

M Bilan et limitations pour notre étude

Le lien de parenté de cette approche avec les méthodewmtdaepest évident :
un premier calcul macroscopique étant proposé, un etdimee qualit&é pos-
teriori construit a partir de la solution macroscopique permet &ealer les
zones les plus erronées. Si, dans les démarches adaptatimninuer I'erreur
consiste a raffiner le maillage dans ces zones, dans I'apprproposée patr
Zohdi et Oden, cela consiste a adapter non pas la taille déenmeis plutdt
I'échelle de modélisation du matériau : ce qui constttude la force de I'ap-
proche. Cependant, la théorie de ’lhomogénéisatiant&lassiquement utilisée
pour définir 'opérateur macroscopiqi€, on est confronté a la méme diffi-
culté de séparation des échelles.
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1 Stratégies de calcul multiechelles

1.2.2 Methode variationnelle multiechelle

Cette méthode, initialement proposée par Hughes [Hu@y@®5], part du prin-
cipe que toutes les échelles présentes dans un problérsem pas« solubles»
numériquement parlant, pour reprendre le terme de Huglesseffets microsco-
piques,« insolublesy, sont ainsi impossibles a représenter par un mailla&aéhts
finis de taille supérieure aux dimensions de la microstmectil propose un principe
de superposition permettant de prendre en compte au nivaawstopique les ef-
fets des petites échelles. En résolvant, souvent deareaanalytique, des problemes
« locauxy, I'effet des petites échelles est condensé au niveauaseapique, ce qui
conduit a la définition d’'un probleme macroscopiguguasi-exact.

La solution du probléme est decomposée en une partie macroscopidtiet
une partie microscopiqueé” telles que :

u=u" +u" (1.5)

u™ appartient a un espace de dimension fiij§ et «™ appartient a un espace
a priori de dimension infinié/;}, tel queu™ = 0 sur le contoud™™ ol cette
analyse a deux champs est requise (Figure 1.6). Ces deagesspont tels que
u e uad:ua{g@ ;ﬁo.

Un point crucial de I'approche repose alors dans le chobne’bonne ap-
proximation deu™. Dans le cas ou une méthode spectrale ou de Fourier est uti-
lisée pour 'approximation du probleme macroscopiguepon choix consiste a
déterminery™ en fonction d’une fonction de Green. ChoislggLO revient alors a
choisir une fonction de Green. Cette déemarche devientnckgrd difficile lorsqu’il
s’agit de I'appliquer au cadre des éléments finis clagsiquour lesquels I'espace
d’approximation engendré n’est pas suffisamment regi@ur adapter I'approche
a ce cadre, certains auteurs ont proposé d'utiliser pespdce microscopique des
enrichissements locaux propres a chaque élement fioi{de fonctions bulles qui
s’annulent sur le bord de chaque élément (Figure 1.6)neré-analyse microsco-
pique est requise) ou a plusieurs eléments finis. Dang@at cas, on utilise des
fonctions éléments finis d’ordre complémentaires aux fonctions éléments finis
utilisées pour le probleme macroscopique et dont le sugetend sur plusieurs
éléements. En augmentant le degré de raffinerpepnn augmente la qualité de la
solution macroscopique.
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vV

@

Figure 1.6: Maillage élément finismacro» de(2 — Choix de fonctions bulles pour
I'espaceiy

M Bilan et limitations pour notre étude
Les méthodes variationnelles multiéchelles permettenprendre en compte
des effets microscopiques au sein d’'une approximatiemefits finis relative-
ment grossiere par une sorte de procédé de régulans&ependant, les fonct
tions d’enrichissement définissant la partie microscopicestent localisées a
un ou plusieurs éléments finis et constituent donc un Bissement relative-
ment pauvre. En d’autre terme, la conditiofh = 0 sur le contoul™™ de la
zone enrichie peut s’avérer étre une hypothese tropaigniante.

1.2.3 Meéthode Arlequin

La méthode Arlequin, introduite par Ben Dhia [Ben Dhia 1998n Dhia et
Rateau 2001] permet de superposer a un probleme macigseame analyse plus
fine dans des régions d’'intérét. Cette approche perroet de faire dialoguer des
modeles différents tant au niveau de la discrétisatismdp la nature des équations
qui les régissent. Le raccord des deux problemes s'@erinaniere faible dans le
volume des zones de jonction et non pas sur des interfacaseaast le cas pour
la plupart des approches. Ainsi, dans ces zones, la comcardes modeles est
gérée par I'introduction de fonctions de pondérationsda principe des puissances
virtuelles utilisé pour I'écriture de la formulation dlale.

Considérons la situation ou les deux modeles a supermmnt régis par les
equations de I'élastostaticité classique. Le premiedéte est le modele grossier et
est associé au domaiig”. Le deuxieme modele est le modele fin et est associé
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1 Stratégies de calcul multiechelles

au domaine d’interéf)™ (Figure 1.7). La méthode consiste a chercher un couple

)

QM

Figure 1.7: Définition du domaine d'inter®™ c . Ici, on aQ2 = QM et la zone
de jonctionQM™ = O™,

. dé N . N PP
solutionu = (u™, u™) € Uag x U™ ) W,.q 0 la solution grossiere™ est définie

sur tout le domain€ = QM et ol la solution fine/™ est définie uniquement sur le
domaine™. On précise qual™ = [H*(Q™)]? et que les conditions limites ne sont
appliquées que sue™ pour simplifier. Le probléme s’@nonce alors comme suit :
trouver(u, A™) € Wag x U™ tel queV(u*, \™) € Wago X U™ :
ao(u, u”) +bA™ u") = lo(u”)
b(A™,u) = 0

ao(u,u*) = / a'Tr (g(gM)Ks(gM*))dQ 4.

Q=M

/(1 —a) Tr (g(u™)Ke(u™))dQ

Qm
b(Am*u Q) = (Am*u QM - Qm)Hl(Qm)
la(u") = / af - uM*dQ + /(1 —a)f, - umdQ + /Ed.QM*dF
Q=M Qm 022

Le paramétre scalaire de pondératiorest un champ scalaire tel quec [0, 1]
dans(? eta = 1 dansQ) \ Q™. (-, -)Hl(ﬂm) représente le produit scalaire classique
sur H'(Q2™). Cette formulation est donc mixte et le multiplicateur dgtamge\™
permet de garantir 'égalité des champ¥ et v™ au sens faible sur la zone de
jonctionQM™ = O™, La solution est alors définie comme suit :

Y uM surQ\ Q™

= | auM + (1 —a)u™ surQ™

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 23
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La qualité du raccord dans la zone de jonction dépend dix ale I'espace
du multiplicateur de Lagrang@™ appelé espace médiateurs. Le choix clas-
sique qui a été fait ici consiste a prendié (2™ = ™), mais prendre le dual
de H'(Q2™) peut paraitre plus judicieux. Cependant, si ce choix ne pas de
probleme en continu, il est plus difficile a réaliser esadet. En fait, la définition
de I'espace d’approximation du multiplicateur de Lagradges la zone de jonction
reste délicate et fait encore I'objet de travaux. Notorssague le raccord réalisé ici
dans le volume permet en général de faire dialoguer demeznt les deux modeles,
permettant ainsi d’@changer beaucoup plus d’informatiemu’un raccord surfa-
ciqgue. Cependant, tout ceci a un prix a payer qui est cellindegration numérique
dans le volume du produit scalaife -)Hl(ﬂm) lorsque les discrétisations dé’ et
dew™ ne sont pas compatibles dans la zone de jonction.

M Bilan et limitations pour notre étude

La méthode Arlequin propose une approche originale peamietie superpo-
ser dans une méme zone des états mécaniques issus désatmiés pouvant
etre tres differentes. Néanmoins une difficulté mtesdans le choix de I'es
pace d’approximation du multiplicateur de Lagrange petam¢tde recoller en
volume les deux modeles dans leur zone de jonction.

1.3 Meéthodes multigrilles

La résolution de systéemes linéaires de grande taillesids problemes de méca-
nique conduit a 'utilisation de méthodes numériquésatives (gradient conjugué,
Gauss-Seidel, Jacobi, relaxation, ... [Saad 2000]) plastageuses que les méthodes
directes. Les méthodes itératives classiques sont depeplus efficaces pour ré-
duire les résidus a faible longueur de variation au coessitérations, que ceux a
grandes longueurs de variation. Cela se traduit par undeal@croissance de I'er-
reur lors des premieres itérations puis par une stagnalocelle-ci ou du moins
une diminution du taux de convergence. Lidée des méthoalgltigrilles initiees
par [Southwell 1935] et [Fedorenko 1964] est d’associerr@s$olution itérative du
systeme linéaire, une résolution globale de maniafengnuer rapidement I'erreur
commise sur les modes aux valeurs propres les plus basses.

La méthode 2-grilles pour résoudre un systé&ng;,,, = f.., iIssud’une discréti-
sation élements finis par exemple, met en place une démale calcul dit cycle
en« V » entre une grille grossiere et une grille firemboitée» (Figure 1.8). Le
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2 QJW

QWL

Figure 1.8: Représentation schématique d’un cycle ¥n pour une superposition
de deux grilles : une grossiefe”’ et une fineQ™

maillage grossier permet de capturer I'erreur résidwetieande longueur de varia-
tion. La réalisation d’'un cycle enV » sur deux échelles comporte les trois étapes

suivantes :

1. Onréalise plusieurs itérations sur la grille fine awemEthode itérative choi-
sie. Cette étape a pour but de faire diminuer les hautgadriéces de I'erreur.
C’est I'étape de lissage.

2. Le résidur’) = fm — qﬁ,? obtenu est alors restreint a la grille grossiere par
un opérateur de restrictidr : rﬁj} — Rrl). Puis, on résout le probléme de
résiduKMeg\i} = 7«53,) associé au maillage grossier Ky, est 'opérateuiK,,,
restreint a la grille grossiere.

3. La solution obtenue est prolongée sur la grille fine enatrde corrigeqﬁf)
comme suit xjﬁ? = Peﬁf} + qff;) ou P est I'opérateur de prolongement. Des
opérations de lissage supplémentaires peuvent ereuiteffectuées afin de
gommer les perturbations induites par I'opération degrgément.

Remarque Il existe un lienétroit entre les rathodes multigrilles et la &thode
desélements finis @rarchiques dont le principe &t donre dans [Zienkiewicz
et al. 1983]. Elles peuverdtre réécrites sous la #me forme avec unesfinition
particuliere des oprateurs de restriction et de prolongement.
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M Bilan et limitations pour notre étude
Les approches multigrilles permettent d’accélérer laveogence des méthodes
iteratives classiques. Le passage par une grille gn@spgrmet d’obtenir une
approximation du résultat sur un grille plus fine et ainsilohinuer rapidement
'erreur commise sur les modes aux valeurs propres les @ases. Par un
couplage avec I'échelle grossiere, le résultat dehkdle fine est alors corrigé
Il est cependant difficile de donner un sens au probléemesgmoassocié a la
grille grossiere. Aussi, il est difficile par cette denmtsgqurement numérique
de tenir compte de la spécificité du probleme mécanicpieet

1.4 Strategies bages sur des rathodes de @composition de do-
maine

Dans le cas d'une analyse a I'échelle de la microstruaiur@robleme, deux
situations sont a envisager. La premiere est la situationne analyse fine est re-
qguise uniquement dans une zone d’intérét. C’est la probtique d’'une analyse
locale-globale. Un partitionnement naturel est alordigéaentre zone fine » et
zone« grossiere. L'interface entre les deux zones permet, par une techrdgue
condensation statique ou de recollement, de prendre enteamp description fine
dans une description grossiere de la solution.

L'autre situation est celle du calcul de structures fortenig&térogenes ou une
analyse a I'echelle micro» est réalisée sur tout le domaine. Trop colteux pour
une résolution directe, ces calculs ont conduit a la misplace de méthodes de
décomposition de domaine. La structure est ainsi décsg®gen sous-structures. La
condensation sur les interfaces de chaque probléeme poseps-structure conduit
a un probleme d’interfaces (posé sur«equelettey constitué de I'ensemble des
interfaces) de petite taille.

1.4.1 Techniques de condensation statique et dé-analyse locale

Prendre en compte les effets d’un détail structural teliqtrou dans la réponse
globale d’une structure, est un probleme courant danslieumndustriel durant une
phase de conception ou de re-conception. Deux techniquesgades sont utilisées
(Figure 1.9). Dans le cas ou le maillage raffiné de la zomgé&ret est compatible
avec le maillage grossier, une simple méthode de condensaatique (utilisation
de « super-élements) peut &tre utilisée. Si le maillage fin de la zone d'ietérest
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pas compatible, ce qui est le plus frequent, une méthoaleatise locale-globale
doit étre mise en ceuvre.

Ré-analyse locale

jﬁ: O

maillage incompatible L]

Condensation statique

maillage compatible

*r————— 0

Figure 1.9: Ré-analyse locale et condensation statique

Les méthodologies de calcul globales-locales s’artitudautour d’'un calcul
global associé au modele grossier qui, par post-trainpermet de résoudre des
problemes de localisation sur les zones de la structuteomeherche a déterminer
une solution a une échelle inférieure, ou a un niveauréeigion supérieure. La
difficulté réside dans I'utilisation des conditions issule la résolution du probleme
global (modele grossier) pour résoudre le problemel lpnadele fin). L'approche
en déplacement qui consiste a recoller les modeles ensamt les déplacements du
maillage grossier sur le bord du maillage fin a, en génératjance a sous-estimer
les niveaux de déformations dans la zone raffinée. L'agpreen effort, bien que
fournissant des résultats meilleurs, a tendance a lesssumer. Ce point est illustré
sur I'exemple de la plaque trouée en traction (Figure 1.B8) symétrie, un quart
du probléme seulement est étudié. Deux maillages gn@ssont considérés : le
premier ne modeélise pas du tout le trou (Figure 1.10(c)g etelcond le modélise
grossierement (Figure 1.10(d)). Le maillage fin du détail représenté sur la fi-
gure 1.10(a). Pour chacun des maillages grossiers, umeal§gse locale est réalisée
en utilisant soit un recollement en déplacement, soit aallement en effort. Le ta-
bleau 1.1 donne les valeurs maximales de la contraintet de la contrainte de Von
Mises pour les differents maillages grossiers et recalas L'axer correspond a
la direction du chargement de traction. Comme attendu, glmacun des maillages,
les deux recollements aboutissent a un encadrement destgaa’intéerét calculées
avec le maillage compatible de la figure 1.10(b). Enfin, orstaiie qu’une informa-
tion méme grossiere sur la microstructure (présenceal) fiu sein du probleme
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(a) Ré-analyse locale (b) Référence

(c) Maillage grossier M1 (d) Maillage grossier M2

Figure 1.10: Plaque trouée en traction : ré-analyse éogqdartir de deux maillages
grossiers differents

grossier permet une amélioration des résultats. Le aga@lM2 conduit ainsi a un
encadrement plus serré des valeurs de référence.

Dans ces deux approches directes, aucune informati@endirénodele fin n’af-
fecte la réponse du modele grossier. C’est une analysendante qui est menée
du « macro» vers le« micro». La nécessité de recoupler le probleme grossier et
le probleme fin est indispensable. Une analyse ascendantensi réalisée dans
un second temps. En pratique, les déplacements ou efaitgnt I'approche, sont
récupérés posteriorisur la zone ré-analysée et imposés sur le maillage grossi
C’est de cette facon que le détail est pris en compte audsemaillage grossier.

déplacement effort Réference
M1 M2 M1 M2

o 200.51| 240.00| 636.99| 491.26| 312.02
OV Mises,., | 175.06| 209.52| 556.67| 429.30| 274.22

Tableau 1.1: Valeurs maximalesdg. et de la contrainte de Von Mises pour une ré-
analyse locale en effort ou en déplacement menée sur deillages
grossiers differents
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Répéter plusieurs fois une analyse descendante puisdeste permet d’améliorer
les résultats obtenus dans la zone d'intérét. Les traslaHirai [Hiraiet al. 1984 -
1985] qui utilisent de maniere conjuguée des technigeemddensation statique et
de ré-analyse locale, les travaux de Mao et Sun [Mao et S@ih] t@i proposent une
démarche en trois temps (analyse globale, analyse |auaddyse globale raffinée)
ainsi que ceux de Whitcomb [Whitcomb 1991] qui proposentd&maarche totale-
ment itérative sont des approches qui permettent dernti@@t@robleme d’analyse
locale-globale et de converger en peu d'’itérations vesslation.

M Bilan et limitations pour notre étude

Les technigues de condensation statique et de rée-analgsaée Ine traitent
pas de facon efficace les phénomenes multiechelleeisant dans la zone
d’intérét. Aucune séparation des échelles n’est affse. Pour les technique
de condensation statique, cela se traduit par des problédeneonditionnement
dus a des inhomogénéités relatives des raideurs éeteals grossiers et des
« super-éléements. Pour les méthodes de ré-analyse locale classiquesseela
traduit par la nécessité d’alterner plusieurs fois asedydescendante et ascen-
dante pour obtenir des résultats satisfaisants et mettpdage un certain dia-
logue local-global. Si le processus fonctionne relativerbén pour des détails
structuraux a effets tres localisés, rien ne permet deloce quant a la qualité
des résultats lorsque ces détails ont un effet a la fors\aau local et au niveau
global comme c’est le cas pour la fissuration.

[2)

1.4.2 Meéthodes de écomposition de domaines

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrgraevent étre
classées en trois familles : les approches primd@easaficing Domain Decompo-
sition Method[Mandel 1993], les approches dualésnfte Element Tearing and
Interconnecting FETI) [Farhat et Roux 1991]) et les approches mixtes (iodxtls
basées sur un algorithme de type Lagrangien augmentéviidki et Le Tallec
1990] ouLATIN [Ladeveze 1999]). La méthode de résolution est, ergdnbasée
sur un algorithme itératif. Afin d’obtenir des méthodesn@iiquement extensibles,
la question de savoir comment propager une informationaigof'est posée. Ceci
conduit a la mise en place d’'un probleme grossier issu dédification partielle
des conditions de transmission entre les sous-structeces.les approches duales
une veérification partielle des conditions de continuitéedfort est imposée. Pour
les approches duales cette vérification partielle corclesdéplacements. Pour les
approches mixtes, cette vérification partielle concerteefois la continuité des ef-
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forts et la continuité des déplacements. Ces stratégi@gsnnent alors de véritables
stratégies de calcul multiechelles.

B Une approche duale : la néthode FETI

La méthode FETI recherche de facon itérative un chamffadtea priori continu
aux interfaces afin de garantir, & convergence, la conéimigis déplacements. Pour
gue les problemes locaux par sous-domaine soient biessptes champ d’effort
doit vérifier la contrainte d’equilibre des sous-domaines-a-vis des chargements
extérieurs. Une technique itérative de résolution éstsautilisée. Il s’agit d’'une
méthode itérative de type gradient conjugué projetéagorojection est associée a
la contrainte d’eéquilibre des sous-domaines. Cette pHaserojection peut alors
étre considérée comme un probléme macroscopiqueigraggantissant a chaque
iteration la continuité des modes rigides des sous-do@saiu niveau des interfaces.
Ce probleme global fait de la méthode FETI une stratégieadcul a deux échelles.
Cependant, le probleme macroscopique est relativement@auisqu’il est sim-
plement associé aux modes rigides qui sont des modesgi€nalle. Ainsi, il peut
paraitre plus juste de considérer que I'approche FETisda version originale, est
une approche a deux échelles en déplacement mais mueileéen effort. Pour pa-
lier ce probleme, la méthode FETI2 [Farletal. 1996] apporte une amélioration
consistant a vérifier des contraintes supplémentainds sléplacement, telles que la
continuité en moyenne sur les interfaces. La phase degbiajedu gradient devient
alors un probléme macroscopique enrichi. Ces premierauseont ainsi donné lieu
a une version plus aboutie appelée FETI-MRIgl-primal FETI methodl [Farhat
et al.2001].

La méthode FETI permet d’atteindre des performances igmadies moyen-
nant le choix d’un préconditionneur adéquat pour I'aitjone itératif de résolution.
Ce choix dépend essentiellement de la nature du problemité te qui enleve
un peu a la méthode son coté généraliste. Un choisicjas consiste a prendre
les préconditionneurs lumped» ou Dirichlet. Pour le traitement des structures
hétérogenes, on pourra se référer au travaux de Rix€arbat [Rixen et Farhat
1999]. Enfin, la construction de problemes grossiers t&dur les espaces de Kry-
lov des opérateurs d’interface [Gosselet et Rey 2002] @ppom moyen tres intée-
ressant de propager une information pertinente dans le ckedia multirésolution.
Pour plus de détails, on pourra se référer a [Gosselk2]20

B Une approche mixte : 'approche micro-macro
L'approche micro-macro [Ladeveze et Dureisseix 1999, evade et Dureisseix
2000, Ladevezet al.2001] s’articule autour de trois points fondamentaux :
— Un partitionnement de la structure en sous-structures et iterfaces
Une sous-structur@ est soumise a I'action de son environnement (les in-
terfaces voisines) qui se traduit par une distributionfdi¢ff’,, et une distri-
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bution de déplacement .. Ce partitionnement confére le caractére mixte a
cette méthode de decomposition de domaine.

— Un aspect multiéchelle introduit au niveau des interfaces
Contrairement a la plupart des approches multiechdieséparation entre
les échelles ne se fait qu’au niveau des interfaces. Lestites d'interface
s’écrivent ainsi comme la somme d’une partie macro et djpsréie micro.
Ainsi, F, = Fi + FretW , = WY + W7, Les définitions des quantités
macro et micro sur une interfadg;z, entre deux sous-structures; et Qg
sont telles qu’elles vérifient la relation de découplags ttavaux micro et
macro d'interface qui s’écrit :

/ E-EdF:/ EM-der+/ F™.Wwmdr (1.6)
I'ppr I'ppr

I'gr

Un projecteurIIy,, vérifiant cette relation de découplage (1.6) peut ainsi
étre défini sur l'interface. On a alorst" = Iy, (F) et ™ = (id —
IIr__,) (F). llen est de méme poli¥’. Un choix classique est de prendre un
projecteur qui extrait la partie linéaire de la quantiiatérface.

— Une Vérification partielle des conditions de transmission
Les efforts macro d’interface doivent systématiquemerifier les conditions
de transmissioa priori. L'espace associé est noty.

L'algorithme itératif LATIN [Ladevéze 1999] est alors utilisé pour résoudre.
Deux groupes d’équationd, et I" permettant de séparer les difficultés sont ainsi
constitués :

— l'admissibilité statique d¢o g, F ), VM €Qp
A4 || — ladmissibilité cinématique deep, W), VM €Qp
— l'admissibilite de|J, e {F'} } € FM

— larelation de comportement de chaque sous-stru€igre

T — larelation de comportement décrivant le comportementrdesgfaces

I" regroupe les équations locales éventuellement na@aiias etA ;, les équations
linéaires éventuellement globales. La stratégie @@si chercher une solution qui
vérifie alternativement les équations Alg puis celles dd" par le biais de deux di-
rections de recherche rendant le probleme bien pos@dadution d’'une succession
de probleme micro par sous-structure pour des sollioitatimacros (ne générant
qu’un travail macro d’apres la relation de découplagé)jlpermet de construire
un opérateur homogénéisé sur chaque sous-structurelgules quantités inter-
face d’effort macro et de déplacement macro. L'admisisibile| ), { £} } € F M

et la définition des opérateurs homogénéisés par stousture permet de définir
un probléme macro portant sur les inconnues d’efforts matY. Le caractére
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mixte de la stratégie et la définition de quantités maao ipterface permet de
construire automatiquement des opérateurs homodgEnéapable de représenter
une cinématique relativement riche au niveau macro. legpe s’est ainsi avéerée
tres efficace pour le traitement de structures fortemetétrbgenes [Ladevest al.
2001, Loiseau 2001]. Dans le domaine du non-linéaire, ar piéer les travaux
de [Ladevezeet al. 2002] pour la prise en compte de non-linéarités au nivessu d
interfaces dans les problemes de contact. Les travaux et al. 2005] sur
les systemes de tenségrité constituent une applicdediapproche dans la situa-
tion ou les non-linéarités sont localisées dans lessbuctures. Cette approche
micro-macro est détaillée dans le chapitre 2.

M Bilan et limitations pour notre étude
Ces stratégies de calcul itératives basées sur uneodetlte decomposition de
domaine sans recouvrement mettent en place un problemssigrassu de la
vérification partielle des conditions de transmissiorreds sous-structures|.
Le choix de ces conditions de transmission est primordiat pbtenir une ap-
proche numériquement extensible et performante en teeniauk de conver-
gence. Une vérification partielle mais mixte de conditidagransmission a la
fois en effort et en déplacement fait de I'approche micrero et de la méthode
FETI-DP des stratégies multiechelles efficaces y congaiss le cas ou des
gradients de sollicitations au niveau macroscopique,ffesceux rencontrés
dans les structures hétérogenes, surviennent. Cepefalarise en compte de
gradients plus importants a I'echelle macroscopiqus,daee ceux induits par
une fissure, nécessite la mise en place d’'un comportemembdiEnéisé des
sous-structures plus riche.

2 Meéethodes d’enrichissement traitant de la fissura-
tion

Le traitement de la fissuration a fait I'objet de plusieuas&iux spécifiques per-
mettant de répondre aux deux difficultés posées par lpggation de fissure. La
premiere, d’'ordre technique, concerne les difficultéssthux processus de maillage
et de remaillage au cours de la propagation. Cette diféastinduite par I'utilisa-
tion de la méthode des éléments finis qui reste aujourtBhméthode de simulation
la plus répandue dans le milieu industriel. Elle proviantait qu’une fissure ne peut
se propager que le long des bords des éléments. En d’éeitness, le maillage doit
étre conforme a la géomeétrie de la fissure. La deuxieiffieudté concerne la des-
cription correcte des champs singuliers en pointe de fis€lgte singularité est
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en effet difficile a représenter avec des éléments filsstques. Néanmoins, les
lois de propagation de fissure s’alimentent de donnéesel®ea pointe de fissure
telles que les contraintes et les déformations pour pddi direction de propa-

gation. Dans cette partie, conscient de I'intérét tresqué des industriels pour la
méthode des eléments finis, nous présenterons eskamdat des approches qui en
sont issues. Mais d’autres approches permettent de regpand question telle que
la méthode des équations intégrales appliquée a lardissn [Hocine 1998].

Trois approches de philosophie differente sont presentians cette partie. La
premiere approche est celle de Tong et Pian [Teh@l. 1973]. Afin de mieux
décrire la solution en pointe de fissure, ils proposentl@meént fini hybride spéci-
fique pour les problemes plans de mécanique élastigéaite de la rupture. Les
deux autres approches sont basées sur un enrichissenlartidematique du mi-
lieu continu qui permet d’introduire une discontinuiténdde champ de déplacement.
Ainsi, la méthode de Ipartition de I'unite (PUM) introduite par Melenk et BabuSka
[Melenk et BabuSka 1996] propose une fagon d’augmengspfice d’approxima-
tions de la solution et a donné lieu a la méthode des @hsnfinis étendus (X-
FEM) [Belytschko et Black 1999, Moé&st al. 1999] et a celle des éléments finis
généralisés (G-FEM) [Strouboule al. 2000 - 2001]. Enfin, I'approche des fortes
discontinuités (SDA) [Oliver 2000, Olivest al. 2002 - 2003] prend en compte
un saut de déplacement au sein de chaque élément swevemn¢ept cenhanced
assumed straifSimo et Rifai 1990].

2.1 Elements finis hybrides

Les éléments finis classiques permettent difficilemenegessenter la singula-
rité survenant en pointe de fissure. Les fonctions de fo&teraents finis polyno-
miales classiques ne présentant pas la régularitésgéite, raffiner le maillage en
pointe de fissure permet difficilement d’approximer la solutLa convergence de
I'erreur en énergie en fonction de la taille des élémeststoujours pilotée par la
nature de la singularité. Tong et Pian [Tagtal. 1973] ont ainsi proposé un élément
fini hybride spécifique permettant de décrire les champsptotiques en pointe de
fissure.

La formulation de cet éléement HCHEYybrid Crack Elements’appuie sur une
formulation hybride de I'éléement en contraintes et depments, inspirée des tra-
vaux de Pian [Pian 1964]. Le nombre de nceuds sur le bord iéenlént peut étre
arbitraire. La figure 1.11 représente un élément HGEhaesuds utilisé en pointe de
fissure. Les déplacements ne sont interpolés que surdes tie I'éléement HCE,
linéairement, de fagon a pouvoirconnecten cet éléement a des éléments finis
classiques linéaires. La contrainte est interpoléer@éfieur de maniére polyno-
miale, par exemple, par des fonctions de contrainte (e@tifliv(c) = 0). Ainsi,
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Figure 1.11: Un élément HCE polygonal a 9 nceuds= 9) utilisé en pointe de
fissure

sur 'élémentFE, déplacement., et contrainterz sont interpolés de la fagon sui-
vante :

lup(M)] = [Ne(M)]lqx]
lop(M)] = [Pe(M)][0E]

La minimisation de I'énergie complémentaire sur lieént £ par rapport a la
contrainte et les interpolations précédentes donnent :

1
Eyop, = 3 /Tr (GTEKAG’E)dQ - / opng - updl’ =

Qp oNE
5517 ELe] 55] — (8] (Gl

d'oll [Hg][Be] = [GE][qe] et[Be] = [He| ' [GE][qz]- En substituant, les déplace-
ments aux contraintes dans I'expression de I'énergieaderaiation exprimée en
terme de contrainte, on en déduit la matrice de rigiditéadement :

5 [ T (0K 1) a2 = 515017 FLE] 5] = 3l K]
et ainsi :[Kg] = [Gg|T[Hg| }[GE]. De maniere a ce que la matrigi ;] soit

réguliere, aux modes rigides pres, la condition sumaltit &tre respectée pour la
matrice[Hp| :
rang[Hg]) > rand [Kg]) = n. — n,

ou n,. est le nombre de degrés de liberté en déplacement denléit etn, est le
nombre de modes rigides de I'élement (= 3 en 2D). Ainsi, une condition ap-
parait sur la dimension de I'espace d’approximation dedramtes compte tenu
du nombren de nceuds. Pour un élément a sept nceuds, un espace diapgrox
tion de dimension 12 est nécessaire, conduisant a unpatétion quadratique des
contraintes. Pour prendre en compte une pointe de fissusepdetions polyno-
miales pour l'interpolation des contraintes ne sont papi@&ds. La base des fonc-
tions de forme pour les contraintes est déduite du dépelmgnt asymptotique de
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la solution en pointe de fissure tronqué a I'ordfeAinsi, pour un modd d’ouver-
ture, en coordonnées cylindriques :

fo N fip(r,0)
Oyy | = Z fop(r,0) | ap = [Pr][B]
Oy p=1 fgp(T, 9)

ou:

(G- [(G-2)] = G+ cvr)sn[(5-1)¢]]

Les coefficient$3z] sont alors les coefficients,. Pour un nombre de nceuds donné
de I'élement, il convient alors de choisir correcteménttdre N du développement
asymptotique [Karihaloo et Xiao 2001, Xiao et Karihaloo 2D approche four-
nit un excellent moyen de déterminer directement et pément les facteurs d’in-
tensité de contraintes, ceux-ci correspondant & un caffi multiplicatif 1//27
pres, aux coefficientsl].

Remarque: La formulation de cetlement hybride peut ausgétre obtenue
par les formulations variationnelles de Hu-Washizu et ddliktger-Reissner sur
I’ élement. Les conditions de contireides vecteurs contraintes et deptacement
du bord de IElement avec les champsénieurs correspondants sont alorénifiees
au sens faible.
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M Bilan et limitations pour notre étude
Par la formulation d’'un éléement hybride, cette approcienet de prendre en
compte de fagon exacte les solutions asymptotiques emepdnfissure. L'in-
troduction de la forme de la solution permet alors d’estimesc précision les
facteurs d’intensité de contrainte pour une taille dé&ehi&nt hybride relative-
ment faible. Bien que simplifiant considérablement le tagé en pointe de fis-
sure, les difficultées de maillage persistent. Elles sorsdula nécessité d’avoir
un maillage conforme a la géométrie des levres de larBsfar ailleurs, le trai-
tement spécifique de I'elément HCE en pointe de fissuré gaverer difficile

a gérer dans un contexte de propagation de fissure nm&ié étank attaché

a la pointe de fissure. On retrouve les difficultés techeégencontrées par le
méthodes éléments finis classiques traitant de la fissarpour lesquelles un
maillage fixe, appelé communémenboite a fissure, est attaché a la pointe
de fissure pour faciliter le calcul des facteurs d’intemdit”contrainte.

v}

2.2 Methodes bages sur la partition de l'unité
2.2.1 Methode de la partition de I'unité

Un espace d’approximation composé de fonctions polyniesieomme I'es-
pace engendré par une base eléments finis, peut s’@teeenadapté pour appro-
cher certaines solutions non réguliéres. Pour ce typgpdee d’approximation, le
raffinement de la taille de maille h (h-version) ou 'augnatian du degré des po-
lyndmes p (p-version) permet difficilement d’approchesddution, la singularité
de celle-ci pouvant difficilement étre représentée. doenaissance analytique ou
numeérique sur la nature de la solution, comme par exemetes¢émble des po-
lyndmes harmoniques, solution de I'équation de Laplaceles solutions asymp-
totiques en pointe de fissure doit permettre en effet de narstes espaces d’ap-
proximation plus pertinents et/ou de régularité déssil’a prise en compte de cette
connaissance dans un espace d’approximation peut se faile RUM (Partition
of Unity MethodMelenk et BabuSka 1996)).

Considérong = {Q; }ic1, un ensemble d’ouverts réalisant un recouvrement du
domaine d’étud€). Chaquef); peut recouvrir une partie de ses voisins. De nou-
velles fonctionsy; sont définies sur chaqueatch 2; aveci € I. Ces fonctions
représentent soit une partie de la solution (solution gégtigue en pointe de fis-
sure par exemple) soit une base de fonctions mieux adaptesaije des éléments
finis classiques et sont telles quee I,v; € H'(Q; N Q). Par ailleurs, définissons
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également un ensemble de fonctidns };cr sur les(2; de maniere a ce qu’elles
forment sur(2 une partition de l'unité associée a la partitidn Plus présicément,
ces fonctions doivent vérifier :

support(p;) C Q, Viel
1

Z% =

1€l

surf)

Remarquons que les fonctioaxhapeaw &léments finis classiques forment une
partition de 'unité (Figure 1.12). Dans ce cas, une fantip;, ¢ € I, est associée

a un nceud et Ipatch; N Q2 comprend I'ensemble des éléments contenant ce
nceud. On définit alors I'espace d’approximation PUM sucmdinel? de la fagcon

Figure 1.12: Choix d’'une partition de I'unité basée sue urniangulation d&? :
définition dupatch(2; associé au nceud

suivante :

Voua = {u(x) =Y wil@)uile) [u eV, Vi C H(QN Q)} c HY(Q)

i€l

Si sur chaquepatch(2; N €, la fonctionu peut &tre approximée par une fonction
v; €V;, telle que :

| —vill L2une) < €ld)
IV(u —v)|[ 20y < (i)
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alors la fonctionu, = >, ; wiv; € Vpy Verifie [Melenk et BabuSka 1996] :

lu— w2y < Cr > eli)

||V(u — uh)HLz(Q) < CQ\/Z 61(2')2 + 62(2')2

ou (' et Cy sont deux constantes dépendant uniquement de cartigtegsde la
partition 7 (taille desf?;, nombre maximale dpatchse recouvrant en un méme
point) et de I'ensemble de fonctiods; };c1. En d’autres termes, la PUM permet
de fournir une bonne approximation desur 2 dés lors qu’une bonne approxima-
tion dewu sur chaque&?; est fournie et ceci quelle que soit la partition de l'unité
formée par lesp;. Si une base éléments finis classique est choisie comrtigqrar
de 'unité, ce résultat est donc valable quels que soient p. Notons que I'espace
d’approximationVp s, hérite des propriétés des espaces locEyc’est-a-dire
gue la fonction: peut étre approximée st par les fonctions engendrant 'espace
Vpu s Siles restrictions de a chaqué?; peuvent étre approximées par les espaces
locauxV; correspondants. Par ailleurs, I'espage;,, hérite de la régularité de la
partition de l'unité formée par leg;. En particulier, la régularité de la partition
de 'unité assure, par définition, la conformité (conitd entre chaque élément fini
dans un espace d’approximation €léments finis) de I'esgapproximation/py .

2.2.2 X-FEM et G-FEM

Le paragraphe 2.2.1 a montré que I'on pouvait approcheollgisn » sur un
domaine? par la PUM sous la forme :

un(z) = 3 eila) (D o @)
icl jed;

ou vj(.i) est une fonction particuliere de I'ensemble de foncti{)v}@}jeji définies
sur chaque?; et définissant une bonne approximation de la solutionfsutes
fonctions{y; }:c1 forment quant a elle une partition de l'unité Suret permettent
d’assurer une continuité de la solution entre chafqzudaeSay) sont des coefficients
constants, des degrés de liberté PUM. Un choix classiquelps fonctiong ¢; }ier
consiste a prendre les fonctions de forme éléments fiarslards. Un domaing;
correspond alors au support des fonctiarchapeaw définies au nceud c’est le
domaine d’influence du nceudFigure 1.12). Ce choix conduit a ce que BabuSka
et Melenk appellent la PUFEMPartition of Unity Finite Element MethofMelenk

et BabuSka 1996].
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Dans la G-FEMGeneralized Finite Element Meth¢8troubouliset al. 2000 -
2001], comme dans la X-FEMgXtended Finite Element MethdBelytschko et
Black 1999, Dolbowet al. 2000a, Stolarskat al. 2001, Moeset al. 2002a],
on inclut dans la liste des fonctior{ﬁj(.”}j@i définies sur chaqug;, la fonction

constante)j(i) =1, Vi € . Ainsi, sila Iiste{v](.i) },es, Ne contient que cette fonction
constante, la PUFEM est rigoureusement équivalente appche élément finis
classique FEM dont les fonctions de forme sont définiesaaaltition de I'unité
formée par legy; }.c1. Ceci explique les qualificatiiGeneralizeceteXtendedie la
G-FEM et de la X-FEM. Cette version de la PUFEM inclut dons/iace éléments
finis classique. Rien n"’empéche d’inclure dans cette esghes fonctions de forme
éléments finis de degré plus élevé que I'on notebgd 1. Ainsi, 'approximation
correspondant a ces deux nouvelles versions de la PUFEMsirire sous la
forme :
nNrEM e ng ) )
v x-ren(e) = Y al@u+ > ei@)( Yo o’@) @
i=1 i=1 j=1
oun. correspond au nombre de nceuds dont le sugpoest enrichi par des fonc-
tions particuliéreivj(»i)}j@i, n; est le nombre de fonctions particulieres associées au
domaine enrichf?; etnrg) est le nombre total de nceuds du maillage. Le nombre
de degrés de libert, pour le cas owg_x_rzyr €St un champ scalaire, est donc :

Ne
n=nrgm + E n;

i=1

La G-FEM et la X-FEM ne sont donc pas des méthodes fondameemtat
differentes. La difference réside essentiellementsdanrs motivations. Celles-ci
ont donné lieu a des travaux qui ont mis I'accent sur desasplifferents. La G-
FEM met I'accent sur la qualité de I'espace engendré psdiolections d’enrichisse-
ment afin d’obtenir une convergence optimale en énergia gelltion (h-version et
p-version). Signalons aussi que la G-FEM étudie le cagsidnctions d’enrichis-
sement peuvent étre des solutions numériques a degpreblelémentaires appelés
handbooksorrespondant a des problemes en milieux infinis ou sens-fCette
technique permet de traiter des problemes de structurgsrtant plusieurs cen-
taines de trous. Dans ce cas, une séribatelbooksont associés a un élement du
maillage grossier. Les trous situés dans cet élémentsasars isolés. Une série de
problemes posés sur un domaine contenant uniquemenbosssbnt alors résolus
pour des chargements simples de type Dirichlet ou Neumagar@g-1.13). La G-
FEM s’incrit completement dans la lignée des travaux deuBka.

La X-FEM a exploité essentiellement la flexibilité offeppar la PUM dans la
génération des maillages; les maillages n’ayant pluséosformer a des surfaces
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Figure 1.13: Méthode G-FEM : définitions andbooksésolus sur un élément du
maillage grossier contenant trois trous

comme celles décrivant une fissure par exemple. Les tras@pernant la X-FEM
ont ceuvré de fagon a permettre son introduction danslieumindustriel. Les choix
d’outils appropriés comme la technique devel Set§Osher et Sethian 1988, Se-
thian 1999] permet de faciliter son implantation en 2D conem&D dans un code
industriel. Cet outiLevel Setpermet en effet de décrire avec une grande souplesse
la géomeétrie d’'une fissure par exemple, de définir lestfons d’enrichissement
associees (modélisation de la discontinuité et de latieol en pointe de fissure)
et de faire eévoluer, propager, cette fissure. La X-FEM conueelonc a susciter
lintérét de nombreux industriels et chercheukstitre d’exemple, nous pouvons
citer a ce jour le développement de la X-FEM dans SAMCEF @lat8ch et dans
le code ASTER ainsi que des projets de développement dabs®3S et Cast3M.
Il faut noter la rapidité avec laquelle la X-FEM est pasda@emonde scientifique
(début des travaux en 1999) au monde industriel, aujouréh 2005 : moins de
10 ans! De nombreux scientifiques s’y intéressent égalgnse qui a permis de
réaliser des études comparatives avec d’autres siategmme la comparaison
entre I'approche des fortes discontinuités (SDA) et laBvHaite par Dumstorff et
Meschke [Dumstorfét al. 2003] ou celle réalisée par Jirasek et Belytschko $&ka
et Belytschko 2002]. Actuellement, les développemeatemts concernant la X-
FEM visent a rendre la méthode plus robuste [Bédtetl. 2004] afin d’atteindre
les taux de convergence optimaux attendus [Labetdg. 2004].

2.2.3 Mocklisation d’'une fissure selon la X-FEM

La méthode X-FEM utilise un choix de fonctions spécialesimptraiter des
problémes ou la solution présente des discontinuités' &franchissant des diffi-
cultés de maillage. Ces discontinuités peuvent appardans le champ de dépla-
cement [Moé<st al. 1999] ou dans sa dérivée normale sur une surface entre des
matériaux de nature differentes [Sukuneaal. 2001]. Pour le cas de la fissuration
qui nous intéresse, une discontinuité en déplacemeptiss en compte en introdui-
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2 Méthodes d’enrichissement traitant de la fissuration

sant la fonction de Heavysidé comme enrichissement. Pour représenter au mieux
la solution en pointe de fissure, une base de quatre fonctibyls—;..., décrivant

les solutions asymptotiques dans cette zone est égalémtiematuite. Cette base de
fonctions a été initialement utilisée dans la métho8&HEIement Free Galerkin

par Fleming et Belytschko [Flemingt al. 1997]. Le champ de déplacementst

alors cherché sous la forme :
4

(@) =Y e+ Y e Hoe+ Y w@(Y H@Y) @8

iEN i€Ng i€EN, j=1
ou :
— N estl'ensemble des nceuds du maillage;
— u; est le degré de liberté (vectoriel) classique au negud
— ; est choisie, en pratique, identique>aet est la fonctiork chapeaw élé-
ments finis classique associée au naesud
— Ny C N est I'ensemble des nceuds enrichis par la discontinuitéseto-
efficientsa, sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondahtsiceud
appartient &V, si son support est coupé par la fissure mais ne contient aucun
de ses pointes. Ces noeuds sont entourés d’un carré sgure 1.14 ;
— N, C N estl'ensemble des nceuds a enrichir pour modéliser lederiidsure
et les coefficient, sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondéints.
noeud appartient &), si son support contient la pointe de fissure. Ces noeuds
sont entourés d’un cercle sur la figure 1.14.
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Figure 1.14: Fissure placée sur un maillage uniforme. Lesigls entourés d’un
cercle sont enrichis par la discontinuité et les noeudsueasod’'un
carré sont enrichis par la bases de fonctions asymptatigneointe
de fissure.

On remarquera que cet enrichissement opéré suivanttlzoaé de la partition
de l'unité est tres local et ne concerne qu’un petit nond@enceuds et un petit
nombre depatchs Aussi si I'on souhaite que I'enrichissement soit efficdadaille
de cette zone enrichie doit étre pertinente. Le chapitrétaie I'implantation de
la X-FEM.
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2.2.4 Les difficultes lieesa la PUM

L'utilisation d’'une méthode d’enrichissement qui se bagela PUM fait ap-
paraitre plusieurs difficultés. La premiere est lieensuvais conditionnement de
la matrice de raideur a laquelle la PUM conduit, celle-aiyemt méme &tre sin-
guliere. En effet, si I'espace d’approximation (voirdigtion (1.7)) est engendré
par les fonctions{cpivj(.i)} cela ne signifie pas que Iésaivj(-i)} forme une base de
cet espace. Aussi, une attention particuliere [Stroubetilal. 2000, Béchett al.
2004] doit étre portée sur le choix des fonctions d’eﬁsisbment{vj(i)} de fagon

a ce que I'ensemble de fonctiorﬁ@iv](.")} ne présente pas de dépendances linéaires
avec les fonctions éléments finis classiques [Melenk buBka 1996]. Si d’un point
de vue continu, il est facile de faire un bon choix pour cetisey cela n’est plus
aussi simple des lors qu'il s’agit d’integrer numériquent la formulation faible
qui en découle. Néanmoins, comme dans le cas d’'une mg#iédhents finis clas-
sique, il existe une solution unique (& uneonstante pres) bien que la solution du
systeme linéaire d’équations qui donne lieu a la mattie raideur et au vecteur des
efforts généralisés, ne soit pas unique. Si, pour uninodie eléments finis, il est
facile d’identifier les mouvements de corps rigide défiagde noyau de la matrice
de raideur, I'identification du noyau de la matrice de rard@UM n’est pas aussi
simple.

Une autre difficulté réside dans I'intégration de cesvedas fonctions{gol-v](.i)}
pouvant étre tres complexes. Demaillages d’intégration pour intégrer correc-
tement les quantités de part et d’autres d’'une fronticoeétisée par la PUM sont
a mettre en place [Sukumat al. 2001, Stroubouli®t al. 2001]. Néanmoins, ce
probleme reste relativement bien identifié et cerné.

Enfin, d’'un point de vue programmation, la base de donnéesedgpe de
méthode peut s’avérer étre difficile a mettre en placesdan code industriel compte
tenu de la diversité du nombre et de la nature des degrésedtela gérer. On pourra
se référer aux travaux de Strouboulis [Strouboatigl. 2000 - 2001] et de Moes
concernant I'architecture de leur code de développeniéog$ 1999]. Certaines de
ces difficultés seront discutées dans le chapitre 5.
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M Bilan et limitations pour notre etude

Les approches basées sur la partition de l'unité permeti®btenir une
amélioration conséquente de la qualité de la solutiomgggport aux approches
eléments finis standard tout en s’affranchissant desl@mds de maillage.
Néanmoins, des difficultés persistent concernantdgmation numérique des
fonctions de forme enrichies qui peuvent étre complexes problemes de
conditionnement liés a une dépendance linéaire, daintgle vue numérique,
de ces nouvelles fonctions de forme avec les fonctions dedseléments fi-
nis standard peuvent survenir. Par conséquent, sansaiépgoarticuliere des
échelles, ce probleme de conditionnement devient daiytlus génant si on
souhaite traiter des phénomenes de localisation telsewe engendrés par |z
présence d’une fissure.

1=

2.3 Approche des fortes discontinuigs

Comme la X-FEM, la SDA $trong Discontinuity Approaghest basée sur un
enrichissement de la cinématique du milieu continu petanéet'apparition de dis-
continuité dans le champ de déplacement. Considératenaine (Figure 1.15)
séparé en deux parti€s” et 2~ par la surface de discontinuife On noten la nor-
male unitaire &' dirigée de2~ versQ ™. Le champ de déplacemenest decomposé
en une partie continug et une partie discontinue:

w(M) = a(M) + a(M)  YMeQ (1.9)

La difference essentielle entre la SDA et la XFEM résidesda choix du champ
discontinuz. Dans la SDAu(M) = (Hr(M) — ¢(M)) [u] ot est une fonction
suffisamment réguliere permettant d'imposer les coongilimites sur. unique-
ment en terme de et non a la fois en terme deet dew. ¢» est donc choisie de
facon a localiser le support deaux éléments traversés par la discontinuité. Le
saut de déplacemefit] est en général choisi constant par élément. Ainsi iméer

¢ (Ju]) n"apparait pas dans I'expression du champ de déformagtios'écrit alors :

gspa (u) =€ () — ([u] ® Wj)sy@ + S[[g]] 1) gym 55 (1.10)

v~ ~~

régulier singulier

ot ([u] ® n),,,, represente la partie symétrique(de] © n). Pour I'approximation
éléments finis de, la fonctiony est définie de maniere a ce quesatisfasse les
conditions de Dirichlet. En particulier, en chaque ncepudu maillage :
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Figure 1.15: Milieu(2 séparé en deux parti€s" et )~ par la surface de disconti-
nuitéI" de normalez

Une facon simple de choisir est alors de prendre :

ou lesn, sont les noeuds de I'élement qui se trouve d@riset les N; sont les
fonctions de forme éléments finig.représente le vecteur position dans I'élément
fini de référence. Le support de la foncti6h (M) = Hp(M) — (M) est alors
restreint aux éléments traversés par la discontiduitt I'approximation éléments
finis dew s’écrit sur I'elément de référence :

Nel

u,(x) = Z Ni(x) ; + Gr(x) [u]., (1.11)

ou [u],, représente le saut de déplacement constant dans éalémaversé par la
discontinuité. La figure 1.16(b) illustre, en dimensioreula fonction d’enrichisse-
mentGr associée au saut de déplacenjeijtconstant dans I'élément 2. On notera
gue le support dé&/- est restreint a I'élement 2.

L'équation (1.11) montre clairement que les degrés derté]u] , sont simi-
laires a des variables internes a I'elément. D’ap@guation (1.10), l'interpolation
des déformations écrites sous forme vectorielle gécri

Nel

Espan (W) = ngz u; + G, [[Q]]eff orfu],, = Bd+ G [u], (1.12)
=1 régaier singulier

ou B est I'opérateur matriciel associé a la déformation fitestions de forme
eléments finis classiques;, et G celui associé a la fonction de forme disconti-
nue Gr. G est donc composée d’'une partie réguliere et d’une paitiguliere.
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(a) X-FEM (b) SDA

Figure 1.16: Approximation discontinue en dimension unergda X-FEM et la
SDA
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G [u],, peut étre considéré alors comme une déformation egou€ dépendant
que de variables internes propres a I'élémet];, (Figure 1.17). Les champs de

or[u]
Bd G, [u]
Bd+ G, [u]
[ @
2 QT Ot 3

Figure 1.17: Interpolation des déformations pour la SDAI®IEment 2 traversé
par la discontinuité

déplacement et de déformation discrétisés ne vérifias I'équation de compatibi-
lité qui est alors vérifiee au sens faible. La facon didraette incompatibilité des
déformations ne sera pas explicitée ici. La SDA s’argcalitour de cet enrichis-
sement de la déformation a partir d’'un champ de déplanediscontinu. C’est le

concept deenhanced assumed strgBimo et Rifai 1990].

M Bilan et limitations pour notre étude

En introduisant au niveau élémentaire un saut de déplesequi joue alors le
role d’une variable interne, la SDA permet de rendre condgtéeffet d’'une
fissure a I'echelle de la structure. La discontinuitégnt€rvenant qu’au nivead
des éléements fissurés, I'implantation de I'approchesdam code élements fi-
nis standard est particulierement aisée. Neanmoirgedaription du trajet de
fissuration et de la solution a I'échelle microscopiqusteeparticulierement|
pauvre : le trajet est discontinu et la solution en pointe slgufie est tres ma
décrite. Aussi, I'application de la SDA au contexte de lagargation de fissure
semble mal adaptée ; la détermination des caractaregiges champs locaux
en pointe de fissure étant primordiale pour déterminevild’evolution d’'une
fissure.
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2.4 Comparaison SDA et X-FEM

L'idée de base des deux méthodes est d’enrichir I'appnation du déplacement
par des fonctions de forme discontinues (Figure 1.16). [ff&rénce essentielle
entre les deux approches est que la X-FEM se base sur unisgeiotent du dépla-
cement alors que la SDA se base plutdt, au final, sur un essietment de la défor-
mation (introduction d’un terme singulier de déformajion

Pour la SDA, le trajet de fissuration est discontinu (Figue)puisque la dis-
continuité au niveau é€lémentaire n’'est pas attach&enaeuds du maillage mais
a la variable interne saut» propre a I'elément. La déformation est enrichie et

JAN

(a) Maillage grossier irrégulier (b) Maillage fin régulier

Figure 1.18: Essai de traction simple sur un matériau@lesdommageable : trajet
des lignes de dicontinuité déterminé par la SDA pour deaxlages
differents (d’apres [Brancherie 2003])

est constituée d’'une partie réguliere et d’'une partgugliere. La compatibilité
des modes de déformation n’est alors assurée qu’'au sixhs. fRar ailleurs, les
déformations sur un élément coupé par la discon@nolittenues de part et d’autre
de la fissure ne sont pas indépendantes. En effet, 'hggettsaut de déplacement
[u] constant par élémententraine que ([u]]) = 0 et que par conséquent :

lim e(M*)= lim (M) VM,el' (1.13)

M+ A’MO M~ "Mo

Pour la X-FEM, les fonctions d’enrichissement sont restes non pas a l'élé-
ment mais au support des noeuds a enrichir. Ainsi, le tradisduration interpolé
est continu a la traversée des éléments. L'approxonatu déplacement est parfai-
tement compatible. Contrairement a la SDA, aucune hygsatim’est faite quant au
saut de déplacemeft] = u surT. a4(M) = Hyp(M) u(M) (voir équation (1.9))
ou Hr est la fonction de Heaviside centrée sur la surface de wiiseote I" (Fi-
gure 1.16(a)). Un terme de sgut® @)Sym est alors inclus dans le champ de défor-

mation :

ex_rem (U) = 2 () + Hre (@/+ (z® @)sym or
~ —_————

regulier singulier
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Il convient d’intégrer correctement I'expression du pipe des puissances vir-
tuelles de part et d'autre de la discontinuite. Un effomi#gration numeérique sur
les éléments enrichis est alors a faire et nécessijgutale points d’intégration
(maillage d’intégration) sur ces éléments (Figure L[Mbéset al. 1999, Dolbow
et al. 2000a]. On remarquera bien que cet effort numérique restdisé unique-

maillage d’interpolation du déplacement
maillage d’intégration

+  points d’intégration

Figure 1.19: Intégration numeérique pour la X-FEM sur lan@ent triangulaire tra-
versé par la discontinuité

ment au niveau des éléments enrichis dont le nombre eséméra négligeable
devant le nombre total d’éléments.

Enfin, notons que les fonctions de forme éléments finisajagsV; complétées
par I'ajout de fonctions d’enrichissemefnt Hr correspondent aux fonctions de
formes de deux éléments obtenus par découpage en del@térednt traversé par
la discontinuité. Les déformations de chaque coté dissare sont par conséquent
indépendantes (contrairement a la SDA, voir équatiob3)) et représentatives de
la « séparation de cet element en deux morceaux.

Concernant I'effort d'implémentation, on constate que<t«EM nécessite la
gestion de I'ajout de degrés de liberté supplémentaiess:,. Dans le cas de la
propagation de fissure, le nombre de degrés de liberté entgm: a chaque pas
du calcul, on est conduit a assembler et a inverser la ceadi¢ rigidité de fagon
systématique a chaque avancée de la fissure. La SDA, cdrarg& montré, n’in-
troduit pas véritablement de degrés de liberté supeiéaires et le sauu] =
u affecté & chaque élément enrichi peut étre vu commevaniable interne au
méme titre qu’une déformation plastique localisée ursant le comportement de
I'élément et plus précisément dd'interface» qui le traverse. Le code de calcul ne
voit donc qu’un probleme global portant sur les inconrelésents finis classiques
u,; dont le nombre ne change pas au cours du calcul. Le traitethesrds variables
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internes de saut est réalisé alors par une forme éterellialgorithme de retour
radial.

3 Bilan

L'utilisation d'une stratégie de calcul multiéchelle yrotraiter la fissuration
pose plusieurs difficultés. Une fissure ayant une influentzefois a I'échelle de
la structure et a I'échelle de la microstructure, la questle la description de la
cinématique et des efforts aux é&chellemacro» et « micro» se pose. La définition
d’'un comportement homogénéisé d’'une structure fissurée n’est pas évident a
exhiber.

Les techniques basées sur la théorie de 'homogém@isainsistent a définir un
comportementk macro» entre des quantitéseffectives» qui puissent permettent
une séparation pertinente des échelles. Les opérdtenrsgénéisés (défingsprio-
ri) de la théorie de 'homogénéisation périodique cdustun exemple mais ils
restent valides et performants lorsque les échelles sentde@parées. Lorsque les
échelles ne sont pas bien séparées, c’est le cas ourtiegrfadients de déformation
surviennent (bords, trous, fissure, ...), la constructigoriori d'une telle loi de
comportement macro n’est plus aussi facile et il s’averamianalyse pertinente
a I'échelle micro nécessite un couplage fort entre |d&edintes échelles. Une
détermination automatique et itérative du comportenm@mbogénéisé sans hypo-
these contraignante (périodicité des quantites migrand rapport d’échelle ... )
concernant sa forme semble nécessaire. De plus, la prisengote de gradients au
niveau macroscopique nécessite de pouvoir enrichir Eneatique macroscopique
(milieu de Cosserat ou second gradient).

Une autre difficulté concerne la possibilité de pouvoineraune étude a I'echel-
le de la microstructure uniguement ou cela est nécessdaes la zone fissurée (Fi-
gure 2). Une technique dezoom» ou une analyse locale-globale est alors requise.
Le couplage d’'une descriptionfine » et « grossiere» de la solution dans la zone
de raccord doit alors se faire sur des quantiteffectives.

Pour traiter ce probleme d’analyse locale-globale, lisdtion d’'une stratégie
multiéchelle basée sur une méthode de décompositioodeine semble judi-
cieuse. Dans I'approche FETI et 'approche micro-macesentées au paragraphe
1.4.2, un probleme grossier est construit a I'échelldadstructure et est associé
a des quantites mécaniques effectives : mouvements s cgides des sous-
domaines pour la méthode FETI ou déplacements moyensnguinterface pour
la méthode FETI-DP, efforts et déplacements moyensetfate pour I'approche
mixte micro-macro. Cette définition mécanique des debkedemble plus & méme
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

de prendre en compte des particularités propres au pnebleité de facon a pro-
pager une information globale efficace entre les sous-dmsal enrichissement
du probleme macro se fait ainsi sur des considérationardage mécaniques que
numeériques. On notera que, dans I'approche mixte microropanrichir le proble-
me macro revient simplement a augmenter I'espace dan&llsgmt cherchées
les quantités macro d’interface. On définit ainsi un n@uvprojecteur macrosco-
pique. Par ailleurs, le dialogue entre sous-domaines sarfauniquement par les
interfaces, le raccordement de descriptions difféeredéela solution se traduit, en
général dans ces approches, par un probleme local squeliaterface: incompa-
tible » facile a résoudre.

Si le traitement multiéchelle de la fissuration pose ddicdifés concernant la
définition et la séparation des échelles, la difficukéécrire correctement la solu-
tion en terme de déplacement et de contrainte en pointesigdisa’en est pas pour
autant résolue. La X-FEM ou l'utilisation d’'un élémentidnide HCE permettent
de répondre a cette question. Par ailleurs, I'enrichies# de la cinématique par
des fonctions discontinues selon la X-FEM ou la SDA, palleunx difficultés de
maillage, celui-ci n'ayant plus besoin d’étre conforme Bvres de la fissure. Avoir
recours a la X-FEM pour décrire la fissure a I'eéchelle @enlicrostructure semble
donc judicieux.

Dans la suite du document, nous présentons nos travalersuaigux axes don-
nant lieu a deux parties disctinctes. Dans la premierggparous nous intéressons
a I'approche multiéchelle utilisée pour séparer lesgdles et mener a bien une ana-
lyse locale-globale couplée. Cette partie n'est pasétedpécifiquement a I'etude
de la fissuration. Elle s’intéresse au cadre plus large’amudouhaite mettre en
place une description fine dans la zone d’intérét tout ersexvant une descrip-
tion grossiére dans le reste de la structéreet effet, 'approche micro-macro est
utilisée. Deux chapitres sont consacrés a cette partie :

e Le chapitre 2 décrit I'approche itérative micro-macrdisie pour coupler
les échelles macroscopiques et microscopiques. Destagmatcernant son
implantation dans un code éléments finis en programmatiamtée objet
sont présenteés.

e Le chapitre 3 présente le raccord mis en place dans le cadia stratégie
pour coupler une description fine (microscopique) et unerg&gon grossiere
(macroscopique).

Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons a I's@atfyltiéchelle pour
la fissuration proprement dite. La présence de la fissuréwealors de nouvelles
guestions concernant la séparation des échelles magvicretainsi que leur défini-
tion. Cette partie donne lieu a trois chapitres :
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e Le chapitre 4 définit des échelles macroscopiques et stofmques adaptées
au suivi de fissure et en étudie les performances.

e Le chapitre 5 présente le traitement de la microstructardgpX-FEM. Les
choix d'implantation et la validation de la méthode au shircode de calcul
sont exposés et discutés.

e Enfin, le chapitre 6 s’intéresse aux performances de l&égimdans sa glo-
balité. L'utilisation combinée de I'approche micro-maet de la X-FEM est
ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation geresen fatigue qui
intéressent Dassault Aviation.
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Premiere partie

Analyse locale-globale coup@e
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Dans cette prengire partie, nous nous iatessong I'approche multechelle utili€e
pour £parer leschelles et menexr bien une analyse locale-globale co@el Cette
partie n’est pas @diee sgcifiguemend I’ étude de la fissuration. Elle s’iatesse au
cadre plus large @ I'on souhaite mettre en place une description fine dans e zo
d’intérét tout en conservant une description gressidans le reste de la structure.
A cet effet, I'approche micro-macro est utéds Deux chapitres sont consas@a
cette partie :

e Le chapitre 2 écrit I'approche i&rative micro-macro utiliée pour coupler les
échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspecterc@ants son im-
plantation dans un codéléements finis en programmation oriéet objet sont
présengs.

e Le chapitre 3 pesente le raccord mis en place dans le cadre de la&giatpour
coupler une description fine (microscopique) et une desoripgrossere (ma-
croscopique).
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CHAPITRE

M ethode iterative
pour le couplage :
I'approche
micro-macro

Ce chapitre é@crit I'approche iérative micro-macro utiliée pour coupler les
échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspautero@ant son implan-
tation dans un codélements finis en programmation oriéetobjet sont @sengs.
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1 Probleme de réféerence sous-structuré

Dans ce chapitre, nous présentons la stratégie de caldtieohelle qui inclut
une procédure d’homogénéisation automatique en egpadeveze et Dureisseix
1999, Loiseau 2001]. Cette stratégie ne formule pas d'thgsea priori sur la
forme de la solution et ne posséde donc pas les limitatiesstechniques d’ho-
mogéneéisation standard évoquées dans le chapitre 1.

Le premier point de cette stratégie consiste a partittotem domaine d’espace
en un ensemble de sous-structures et interfaces, chacsmatites possédant ses
propres variables et ses propres équations. Elle coaslitce titre une méthode
de décomposition de domaine mixte. Le deuxiéme point eor 'introduction
de I'aspect multiéchelle dans I'approche. La séparaties échelles n’est en effet
opérée qu’'au niveau des interfaces ce qui est en rupt@e lavplupart des ap-
proches multiechelles. Les quantités d’interface defiet de déplacement sont
alors décomposées en partiesnacro» et « micro». Les quantités macro sont
définies par projection sur une base permettant d’extcEsemoyennes en espace
des quantités d’interface. Le troisieme point est lisétion de la méthodeaTIN
[Ladeveze 1999] qui est une méthode de résolutiontite&raon incrémentale en
temps qui construit des approximations successives delldéicgo sur I'espace-
temps tout entierA chaque itération, on résout un problémenacro» défini sur
la structure entiere et tout I'intervalle de temps d’'&gudinsi qu'un ensemble de
probleme« micro » indépendants par sous-structures. Le probleme macreszor
pond & la résolution d’'un probleme non classique sur tmetsire homogénéisée
en espace.

Nous nous intéressons, ici, au cadre de la mécaniquéageiadinéaire sous
I'hypothese des petites perturbations. Le temps n’ingetvpas. Par conséquent, la
capacité de la méthodeTIN atraiter des problemes non-linéaires d’évolutiorsh’e
pas pleinement exploitée dans notre étude. Néanmoins, mous plagons dans le
cadre tres général de IATIN pour expliquer notre approche. Une présentation de
la stratégie multiechelle dans un cadre plus large quuinme procédure d’ho-
mogéneéisation a la fois en espace et en temps est peesdgnis [Ladeveze et Nouy
2002 - 2003]. Les points clefs de I'approche micro-macra sgrprésentés ainsi
que l'algorithme de résolution basé sur la méthogein . Enfin, nous détaillons
guelques points techniques concernant I'implantation'ajgtoche dans le code
orienté objet développé au LMT-Cachan.

1 Probleme de eference sous-structue

Dans ce paragraphe, nous introduisons le probleme eeeréfé, décrit al'échelle
microscopique, ainsi que les hypotheses de I'étude.
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

1.1 Description du probleme

On considere I'equilibre statique d’une structure o@ntpun domaineg? de
R? (avecd = 2 ou 3), sous les hypothéses des petites perturbations et aneég
isotherme. Cette structure est soumise a des forces \Aqxuﬂslf et a des forces
surfaciqued’, sur une partie de sa frontiéve(2. Sur la partie complementalﬁfQ
le déplacement,, est imposé (Figure 1.1). Enfin, on suppose que la structure a
comportement élastique. Le probléme de référenagis@ors :

Probleme 2 Trouveru(M) eto (M) définis sur() qui verifient :
— leséquation de liaisonsw € U

u=u,; Sur 0,0

— leséquations céquilibre :c €S

Vg*euo,/Tr((m( ))dQ = /f udQ+/Fd u*dl’

Q 0282

— larelation de comportement :

8

VMeQ), o=Ke avec ¢=¢(u) (Vu + Vul)

l\'>|>—t

oulf etS représentent les espaces sont cherchs les @placements et les contrain-
tes.U, est 'espace vectoriel ass@:a .

1.2 Partitionnement en sous-structures et interfaces

Le premier point de la méthode consistd@&omposer la structure en sous-
structures et interfaces Chacun de ces constituants est une entité mécanique a
part entiere avec ses propres variables et son propre etenpent (Figure 2.1).
Pour le probleme d’analyse locale-globale, un partiteamant naturel peut-étre
fait entre zone d'intérét et le reste de la structure. Lendime matériel occupé
par I'une des sous-structures est notg, £ € E. Elle est soumise a l'action de
son environnement, les interfaces voisines, définie pardistribution d’efforts
F, et de déplacementd’ , sur sa frontiere)2x. Une interfacd gz entre deux
sous-structureQ etz génére une relation de comportement efife, £'.,) et
(W 5, W) (Figure 2.2). Lintroduction des distributions de dé@atents et d’ef-
forts d’interfaces confere a la stratégie son caracteixte. Les interfaces corres-
pondant aux conditions limites seront traitées de mangguivalente. Enfin, les
déplacements, contraintes et déformations sur une sowsture(2; seront notés
respectivementy, u, eteg.
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EE' Q
E

Figure 2.1: Décomposition du milieu : sous-structuresitrfaces

QE‘/

Figure 2.2:Echange sous-structures / interfaces
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1.3 Choix des espaces d’approximation

Les sous-structures et interfaces sont classiquementtis@es par une tech-
nigue éléments finis standard. Dans le cadre d’'une méttiedécomposition mixte,
un intérét particulier doit étre porté sur la discsation des quantités d’interface
[Ladevezeet al. 2002, Nouy 2003].

1.3.1 Sur une sous-structure

Le déplacement et la contrainter; sur une sous-structufe; appartiennent
respectivement aux espaces d’approximalign etSg ;. L'indice « h» désigne un
espace d’approximation. Les déformations appartienad¢espacey ;. Pour ces
espaces d’approximation, on adoptera dans cette partidiscr@tisation éléements
finis classigue. Dans le chapitre 6, nous utiliserons la XAEBmme méthode d’'ap-
proximation.

1.3.2 Sur une interface

Les déplacementd/ et les effortst” sur une interfacé’; appartiennent res-
pectivement aux espac®¥xs , et Fpp . Ces espaces sont pris de fagon a étre
compatibles avec la forme bilinéaire travail :

(£, W) — F-WdS (2.1)

et la proposition (1) :

Proposition 1 Les espace®Vgg ;, et Frpr, sont tels que la forme biléaire tra-
vail soit non &geréerée, c’esta-dire :

{EefEE’Ju / E . Edl—‘ = O, VEGWEE’,]'L} = {0}
1—‘E'E'/

{EEWEE/,h, / F-wdl' = 0, \V/EEFEE’,h} = {0}
I'ppr

Le choix des espaces d’approximations; s ;, et Frg, doit étre fait avec soin.
En effet, un distribution d’effort” appartienta priori & 'espaceH ~'/?(I'pz/) et,
par conséquent, n'est pas nécessairement continue.dircdturel est de prendre
pour Frgr ;, Un espace de fonctions continues par morceaux. Cependartéells
discrétisation génere des modes d’oscillations p@®gjui conduisent a des in-
stabilités numériques. Ce probleme est d0 @ une mseestimation des énergies
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associées a des distributions oscillantes d’effortsrgurespectent pas la propo-
sition (1). Pour plus de détails, on pourra se réfereLadgvezeet al. 2002] et
[Nouy 2003]. Indiquons simplement que les solutions agesta ce probleme
consistent a raffiner localement pres des bords le mailliegchaque sous-structure
(« h-version») ou d’utiliser un degré p d’approximation plus élevé pbapproxi-
mation du déplacement; , pres des bords«(p-versiony) comme illustré sur la
figure 2.3. La figure 2.4 illustre lah-version» sur un exemple qui sera étudié dans
le paragraphe 1 du chapitre 4.

DISCRETISATION INITIALE

INTERFACE

............. o Intereffort m=0
: ! — Interdéplacement m=0

K SOUS-STRUCTURE

Intereffort m=0
Déplacement p=1

SUR-
DISCRETISATION

h-version p-version

SOUS-STRUCTURE SOUS-STRUCTURE
Intereffort m=0 Intereffort m=0
Déplacement p=1 Déplacement p=2

Figure 2.3: Modification des approximations classiquesidesefforts (approxi-
mation par des fonctions EF de degn@ et du déplacement bord (ap-
proximation par des fonctions EF de deg)éles sous-structures pour
une méthode éléments finis h- et p- versions

Pour les differents exemples qui seront présentés damstke, nous avons choisi
d’utiliser la « h-version». En effet, la« p-version» a I'inconvénient de nécessiter
I'implantation d’un élément spécifique avec une intéagtion du déplacement diffé-
rente pour les noeuds situés sur le bord. Par ailleurs, rfmisions le méme es-
pace d’approximation pour les quantités d'interface.sSAiWgp ), = Frp p. La
méthode eléments finis utilisée pour les sous-strastatant basée sur des élements
P1 (TRI3) ou Q1 (QUAA4), I'utilisation de la h-version» conduit & des espaces
Wer » €t Fgrp, correspondant a 'ensemble des fonctions constantesegle d
PO0) continues par morceaux dugz:.
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I
I
I

(a) Avant raffinement

!
1Y
{

I
J Y
\ [

YL,

(b) Aprés raffinement (c) Interfaces

Figure 2.4: Raffinement (sur-discrétisation) du maillags sous-structures pres
des bords( h-version»)

1.4 Formulation du probleme de Eference sous-structue
1.4.1 Quelques éfinitions et notations

On étend la définition des espaces d’interface a I'enéedds interfaces d’une
sous-structur€) ;. On note ainsi :

Fr = H Frr €t Wg = H Weg (2.2)
E/EVE E/EVE

ou'V représente la liste des sous-structures voisin€s,d@our une sous-structure
E € E, on donne les définitions suivantes :

Définition 1 Un couple(¢p, W) € Eg = &g x Wg, E € E, est dit ciremati-
quement admissible s'il existe un champe Uy tel quesy = ¢(uy) etup,, =
W, au sens faible, c’est-dire :

VI € Fg, / F* - (up —Wg)dl' =0
NE

On noteraEg .4 I'espace vectoriel correspondant.

Définition 2 Un couple(og, F;) € Fp = Sp x Fg, E € E, est dit statiquement
admissible s’il erifie leséquations déquilibre, soit :

Yu* € Ug, /Tr (o;Es(g*))dQ = /id - dQ + / Fp-udl
Qp

Qp 0NE
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On noteraF g ., I'espace correspondant &t ., I'espace vectoriel assaeipour
des donges homognes (= 0).

Proposition 2 Un couple(¢g, W) € Eg, E € E, est dit cirematiguement admis-
sible si et seulement si :

V(G*,E*) € FE,ad,Oa /TI' (J*é?E)dQ = / E* EEdF

Qp g

On définit alors la E-admissibilité de la fagon, suivante

Définition 3 sg = (¢p, Wy, 05, F ) €Sg est dit E-admissible s'il &rifie :

— l'admissibilite cirematique (g, W) EEg 44

— l'admissibilite statique (o, F) €Fg a4

— la relation de comportement, = Kep

L'espace correspondant est B 4. L'espaceSg .4 €st I'espace vectoriel
assoce pour des donges homognes.

1.4.2 ProbEme de éférence sous-structue

Le probleme de référence 2 sous-structuré peut atvec de la fagon suivante :

Probléeme 3 Trouvers = {sg}pcg avecsy = (¢, Wy, op, F') € S qui \erifie :
— sg est E-admissiblefE € E,
— le comportement des interfaces, les conditions aux lgbii@nt des cas par-
ticuliers

1.5 Exemples de comportement d’interface

Le comportement d'une interfadézz entre deux sous-structute; et Qg
dépend de la liaison que I'interface doit modéliser. Caportement peut &tre écrit
comme une relation de comportement mixte entre les inpdadéments et les inter-
efforts agissant sur I'interface. Tres formellementteetlation s’écrit localement
en chaque point de l'interfadég s :

VMEFEE/, R(EE,EE,KE/,EE/) =0

Voici quelques exemples de comportement d’interface :
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M Interface parfaite
Les déplacements sont continus a travers l'interfaceseefforts sont en équilibre.
La relation de comportement se traduit alors par les deuatéuns :

EE+EE/ =0
Wgp—Wg =0

M Interface de type condition limite
Pour une interface définissant un lien avec I'extérielastea-dire une condition
limite. La relation s’écrit :

F, = F,; sur 00N (condition limite en effort)
Wg = u, sur 0Qrno022 (condition limite en déplacement)

M Interface de contact unilateral avec frottement
On notef le coefficient de frottement de Coulombdésigne le vecteur normal a
'z au point courant et sortant par rappofa P; désigne le projecteur orthogo-
nal associé. La relation de comportement se traduit akrs p
— équilibre des efforts £, + F o, = 0,
— non-pénétrationn - (W — W) > 0etn - Fy <0,
— complémentarité(n - (W —Wg))(n- Fg) =0,
— lois de Coulomb :
S|P gl < fln- Fgl, alorsPy(W g — Wg) =0 (adhérence)
Si|[PoF | = fln- Fpl, alors
PWg —Wp)ANPFy=0etP, (W, —W,) -P,Fp>0 (glissement)

2 Aspect multiechelle introduit au niveau des inter-
faces

Le probleme 3 correspond en quelque sorte au problemesaigpique, mono-
echelle. On désire introduire une vision a deux éckealleprobleme. Cela demande
de définir des quantités macro ainsi qu'un moyen de passatge I'échelle micro
et I'eéchelle macro. Une fois ce choix effectué, le faindfioser aux quantités macro
de vérifier des contraintes d’admissibilité conduira &nise en place d’un probleme
macroscopique.

2.1 Definition des quantites macro

En rupture avec la plupart des approches multiechellssinkerfaces jouent
un rdle majeur dans la séparation des échelles. En &fegfinition des champs
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2 Aspect multiechelle introduit au niveau des interfaces

microscopiques et macroscopiques porte sur les quadtitésrface du probleme
sous-structuré et est proposée avant méme toute tsstién.La distinction des
échelles micro et macro n’est donc effecte qu’au niveau des interfaced.'échel-

le macro est définie par une dimension caractéristiquentiesaces qui esd priori
beaucoup plus grande que I'echelle de discrétisatioa dadrostructure. Considé-
rons une interfacEx entre deux sous-structur@g et25.. On choisit de chercher
les déplacements macro et les efforts macro dans les espacdénension finie res-
pectifs 7L, et W2, Ce choix doit étre fait de facon a ce que ces espacestsoien
compatibles avec la forme bilinéaire travail (2.1) et lagwsition suivante :

Proposition 3

{EMGF%/, / FM . WwMAr =0, va*eW%}z{O}
gp

{EMGW%, / EMe . wMdr =0, \fﬂﬂf*ef%/}:w}
I'gr

Cette proposition impose que les espagg, et W2, aient la méme dimension.
Dans I'approche micro-macro, la définition des quantit&ero est faite de fagon
a avoir un sens physique : ce sont des moyennes en espacéspiisements et
des efforts d’interface. Plus précisément, elles sefintEs comme les meilleures
approximations au sens de la forme bilinéaire travail)(8ur I'interface. La pro-
priété (3) permet alors de les définir par les expressoeadrées suivantes :

Définition 4 Les parties macroWW™, FM) ¢ WM., x FM., de(W, F) € Wgg ¥
Frr sont cefinies par :

/ FM (WM —wydl =0, VFM e Fil
I'ppr

[ @ —pywrar—o, A ew,
I'gr

Définition 5 Les efforts et @placements micro sonéfinis simplement par :

F"=F—-F" et Wr=Ww-w"
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

Les définitions des quantités macro (définition (4)) etnm{définition (5)) conduisent
alors a larelation de découplage des travaux micro etordicrterface qui s'écrit :

/ E-Edl“:/ EM-der+/ F™.Wwm™dr (2.3)
I'ppr I'ppr

I'ppr

On adoptera les mémes notations pour les espaces macsoespleces micro que
celles définies par (2.2). AinsiZy' = [[pey, F, ... On étendra également ces
définitions a 'ensemble des sous -structures. Ainsi,&finda 'espacer.

Remarque 1Cette relation de @couplagd€2.3)est incdependante de la prédure
d’homogeréisation qui sera étaillée plus loin.

Remarque 2 Une autre fagon d’interpéter la céfinition(4) est de dire qug
(resp.W™) est la projection dg” (resp.w) sur FM., (resp.WL.)) parallelement
al'orthogonal [W, }l (resp. []—“EE] ) au sens de la forme bil&aire travail(2 1)
sur l'interface. Compte tenu de |8Bﬁﬂ|tl0n(4) la définition(5) entreine queF ), =

Wa1* et quewp,, = [Fi]

2.2 Choix des espaces macro

La seule contrainte sur le choix des espargd’ et 7Y, F < E, est que
WH contiennent les modes rigides de la fronti&te; et queF» contienne les
résultantes et moments s ;. Cette contrainte permet de garantir I'extensibilité
numeérique de I'approche de décomposition de domaine.

Afin d’expliciter 'opérateur de projectiofl_ , permettant d’extraire la partie
macro d’une quantité d’interface dle 5/, on notee}l,, = (e, .., nM) une base du

sous-espace de dimension fidkg’., des interefforts macroscopiques ou du sous-
espace/Vy.., qui est identique. On a alors :

Ny nnM
FM o= Ty, (F) = Y (Fefe’ = > [FMe
nat nar (2.4)

wM = Iy, (W) = Z(w&fw)gy — Z[ka]igivj

i=1 i=1

ou[FM], et[WM]. représentent les composantes respectives'det delw dans
la base macroscopiqug’,,..

Le projecteur macro en moment et résultante s’interpastéermes de déplace-
ments, comme un extracteur de la partie mouvements de agiges de I'interface
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2 Aspect multiechelle introduit au niveau des interfaces

G o N3
Figure 2.5: Interface linéique en deux dimensions.

I'zr. Au final, les déplacements macroscopiques représelaanmématique de
corps rigides des interfaces, et les efforts, la résudtabie moment duaux d’'une
telle cinématique. L'enrichissement de cette base ré&vin point de vue de la
cinématique macroscopique, a considérer I'interfamarme un milieu déformable,
au lieu d’'un simple corps rigide. Ici, nous ne détaillonsar@ichissement que pour
le cas bidimensionnel (ou une interface est un milieudjué), ou on ajoute a la base
de départ des fonctions polynomiales de la variable a8s@cune direction princi-
pale de l'interface. Le cas tridimensionnel ne pose pas ffieudiés particulieres.

Considérons une interface linéique, contenue dans e gganormaleV,, de
centre de gravité&, telle que celle représentée en figure 2.5, N,, N,) désigne
la base principale d’'inertie dég/, et ces vecteurs sont ordonnés de telle maniere
que les moments d'inertig o r, ) par rapport a chacune de ces directions vérifient :

Iyar,,) = Iacrp,) + hery,) = Lery,) = her,) =0 (2.5)

Les trois fonctions de base définies par la projection salténte et moment sont
définies ci-dessous :

1
et = ——— N, (2.6)
vmesTlge)
1
eM = N 2.7
YT VmesTin) o0
1
ey = ————= (N3 AGM) (2.8)
]3(G7FEE’)

Un choix classique consiste a utiliser un projecteur déxtfaction de la« partie
linéaire» des champs. Il nécessite l'introduction de la fonction dsdsupplémen-
taire suivante :

éiw = (E1G_M) N, (2.9)

Cette fonction représente I'allongement de l'interfag®ant la directionV, . Cette
fonction de base n’est pas celle qui est ajoutée a la baselle n’est ni orthogo-
nale aux autres fonctions de la base (au sens de la formédiintravail(-, -)), ni
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normée. La fonction ajoutée a la base est déduite de-celpar le procédé d'or-
thogonalisation de Schmidt. La figure 2.6 illustre cetteebds fonctions affines.
Par suite, les fonctions de degré plus élevé sont despoigs de la méme variable

ﬁ el(v) el(v)

Figure 2.6: Base macro linéaife } nar = 4), sur une interfac€ p

L

suivant les deux directions de I'espace [Loiseau 2001],aia keur définition pour
toutp > 2:

é%ﬂ = (Nr_GM)p N, (2.10)
é%u = (N,.GM)" N, (2.11)

De la méme maniére que padlY, la constitution d’'une nouvelle base par ajout de
fonctions de degrés plus elevés est complétée paokEdé d’orthogonalisation de
Schmidt. On obtient alors plusieurs bases macroscopigefasssant des projec-
teurs aptes a filtrer la partie polynomiale de degré dates®echamps d’interface.
Les projecteurs obtenus sont résumés dans le tableanl2¥, désigne la fonction
déduite deg}’ par le procédé d’orthogonalisation. Dans la suite noilserons
principalement une base macro qui extrait la partie lirgganais nous utiliserons
aussi une base macro cubique.

Remarque On remarquera que la&finition des composantes ma¢fo" |
et[WH] est faite avant @me toute dis@&tisation.

i=1.np

i=1..npr

2.3 Admissibilités des quantiés macro

Le dernier point important de I'approche micro-macro consiste a définir
des conditions d’admissibili€ sur les quanti€s macro. Ainsi, on leur impose de
vérifier partiellement les conditions de transmission aux iterfaces.Dans notre
approche, seuls les efforts sont contraints a vérifiectexlitions d’équilibre aux
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Type de projecteur | fonctions de base en 2D
Résultante et moment (er!, e, e3")
Partie linéaires = 1) (elf, ed, ed, edh)

Partie quadratiques(= 2) (ef,..., el
Partie cubiquey = 3) (e, ..., ed")

Tableau 2.1: Projecteurs macroscopiques et fonctions skstzssociées en 2D

interfaces ainsi que les conditions limites au sens macesphce correspondant
est notéF 2 et est défini par :

F ={FM e FM|VE € E,VE' € Vg, FY + F}, =0}

De facon similaire, il est possible de définir un espacl des déplacements macro
verifiant les conditions de transmission aux interfacesluiant les conditions aux
limites :

WY — {WM e WM |VE € E\VE' € Vi, WY — W3 = 0}

Il faut néanmoins noter que, a part pour des interfaceype parfait, la solution
du probleme ne vérifie pas, en général, les conditionsaesmission décrites par
W2 Cest le cas pour des interfaces de contact. En revanchenfimporte quel
type d’interface, I'equilibre des interfaces doit toujp@tre vérifié. C’est la raison
pour laquelle la version de I'approche micro-macro quisgiles conditions d’ad-
missibilité décrites paF2] est classiquement retenue.
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3 Strategie iterative de resolution

3.1 Principe

La vérification partiellea priori des conditions de transmission aux interfaces
conduit a réécrire le probleme 3 de la fagcon suivante :

Probleme 4 Trouvers = {sg}pcg avecsg = (¢, Wy, 05, Fg) € Sg qui
veérifie :
A — la E-admissibilie desg, E€E : sp€Sg 44
¢ 1l = radmissibilite deF™ : FM e FM

I' || — Lecomportement des interfaces

I" représente un ensemble d’équations éventuellemenlimemires mais locales
en variable d’espace\ ; est un ensemble d’équations linéaires éventuellenent g
bales. Avec ce partitionnement des équations du prohlérest possible d’appli-
guer la méthodeATIN [Ladeveze 1999] qui est une méthode de résolutiontitéera
de problémes non-linéaires d’évolution qui agit gl@maént sur le domaine espace-
temps. Cette méthode permet de construire des approrimsatuccessives de la so-
lution dansI” puis dansA ; en se donnant des directions de recheiehet E~. Ce
sont ces directions de recherche qui rendent le problenerdposé. La figure 2.7
représente le schéma d’une itération de la méthodeaquporte une étape locale
et une étape linéaire.

Figure 2.7: Schéma d’une itération de la méthoaeN

Remarque L'admissibilitt des efforts macrétant sysgtmatiquementérifiee,
une information globale est donc progaga I'ensemble de la structure lors de
I étape lireaire. Le fait d’avoir inclus dans I'espace macro lessultantes et mo-
ments des efforts appligs sur les interfaces de chaque sous-structure proaure
la strategie la proprét d'extensibilié nungérique attendue de touteétihode de
décomposition de domaine.
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3 Stratégie itérative de résolution

3.2 Etape localea I'it ération n

L'étape locale consiste a construire une soluign /, € I' connaissant, € A ;.
(§n+1/2 - sn) doit suivre la direction de recherclie”. Compte tenu de la définition
du groupe d’équatioilir, I'étape locale ne met en jeu que des quantités d’interfac
Ainsi, pour chaque interfaceg ., avecE € E et E' c E maisE # £/, ’S,,41/, doit
veérifier :

(Elﬂ_fEE> - k+(EEE'_LZE> - (L VA[EFEE/
(EE’ - EE’) - kJr (EE’ - wE’) - 07 VMEFEE‘/

ou k™ estun parameétre scalaire positif de I'approche qui peatiBterprété comme
une rigidité micro de I'interface [Nouy 2003]. Les indices- 1/2 etn ont été omis
pour alleger les notations. On remarquera que cette &apke ne pose aucune dif-
ficulté. Les problemesa résoudre sont locaux en variable d’espacet conduisent
donc a un degré de parallélisme optimale.

Dans le cas d’'une interface parfaite, la vérification du | portement. traduisant
I'appartenance ds, ., al', permet d’exprimer dlrectemem’E, WE,, E et FE,
en fonction déV ,, W .., ', et I, fournis par I'étape linéaire. Ainsi :

—~

Wy = Wp = sWp+Wg) — 5(Fp+Fp)
Py —Ep 3By —LEp) — 3h(Wp—Wp)

3.3 Etape linéairea I'it ération n

L'étape linéaire consiste a construire une solugipn € A, connaissarg,, ./, €
T. (Sp+1 — Say1/2) doit suivre la direction de recherclie. Ainsi, pour chaque in-
terfacel' pr/, avecE €eE et B’ e E maisE # E', s, 1 doit vérifier :

(EE—_EEJ + ki(zKE'_EEE) - (L VAZGFEE’

~ A (2.12)

(Fo—Fp) + b (Wp-W,) = 0, VMelpp
ou k£~ est un parametre scalaire positif de I'approche que I'engren général
tel quek~ = k™ = k. La prise en compte de 'admissibilite d&" (£ ¢ FM
couple les équations (2.12). On reformule donc sous foaii®ef la direction de
descentds— définie par les équations (2.12). On en déduit que ponséeble des
sous-structureQr, FcE :

VE* € F™UFN, Z/{k‘ —EE>+(EE_EE>}'E*E(1T:0

EEEOQ
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Les indicesn + 1/2 etn + 1 ont été omis pour alléger les notations. Ce probleme
sous contrainte{™ ¢ FM), peut étre réécrit en introduisant le multiplicateer d

—~M i
Lagrangél” € Wﬁo ou Wé‘fw est I'espace des déplacements macro continus aux
interfaces et nuls suh 2 [Nouy 2003].

VET € F, Z /{k_l(EE‘EE)JF(wE—EE)}'E*EdF:

EEEaQE

3 / Wy - Fpdl (2.13)

E€E 5,
—~— M %
YW e Wiy,
M= —~ M=
3 /wE Fpdr=Y" Wy F,dr (2.14)
E€E 50, E€E 50 .M 9,0

Cette expression exprime I'admissibilité des efforts rma sens faible.

Remarque 1 La prise en compte de I'admissibgide - (FY € FM) modifie
la direction de descentB~ (équations(2.12) assoceea chaque interface. L'in-

. L M . .
troduction du multiplicateui’’ permet de lever la contrainte d’admissib@ites
efforts macro. Ainsi, Bquation(2.13) permet de @duire, pour une interfacEg g,
la nouvelle direction de descente sous forme locale sugvant

M

N SR (2.15)
(EE/ - EE’) + kji (EE’ - EE/ - wE’) — 0, VMGFEE’

—~M —~M . , - ..
ou W, = W, pour toute interface ne métlsant pas une condition limite en
déplacement, c’est-dire n'appartenant paa 0; (2. Pour les interfaces appartenant
a 0:(, leséquations locales sont lesames que le8quationg2.12) le multiplica-

—~M

teur de Lagrangél” étant nul suro; (2. Enfin, on remarquera que,convergence,
—~M

le multiplicateurW” est nul, les quantits d’interface de Btape lireaire étant

égales aux quangés d’interface« chapeaw correspondantes issues déthpe lo-
cale.

Remarque 2Concernant le choix des paratresk™t etk —, on pourra se eferer
aux travaux de [Violeau 2003] sur l'intergtation et I'optimisation des directions
de recherche dans le cadre délastostatique.
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3.3.1 ProbEme micro sur une sous-structure);

On définit le probleme micro associé a la sous-strudiyreomme suit :

Probleme 5 Trouversg = (¢p, Wy, op, F'i) € SE qui Verifie :
— sp est E-admissible,
— la direction de recherch.13)

Ce probleme est linéaire. La direction de recherche 2ttt locale a la frontiere
00, chaque probleme micro est indépendant d'une souststeua I'autre.

B Formulation variationnelle du probl eme micro surQ :
L'admissibilité cinématique exprimée au sens faiblei(Wroposition 2) et la rela-
tion de comportement de la sous-structure (qui est icaine®, donnent la relation :

(0", F*) € Fg a0, / Tr (0K '0*)dS2 = / F* - W ,dl

Qp 0p

En introduisant la direction de recherche (2.13) dans dstriere équation, cela
conduit a la formulation variationnelle en contrainte dalgeme micro suivante :

Probleme 6 Trouver(og, F ) € Fg .4 qui Verifient :

V(o*, F*) € Fp aa0, / Tr (opK '0")dQ + / h™F, - F*dl' =
Qp g
~ — —~M
/ (h_EE + EE + EE ) . E*dr
0NE

ouh =1/k".

La solution du probleme micro associé a la sous-stradiy dépend uniquement
de quantités connug_"sde,gE et deﬁgj sur sa frontieré<) . ﬁ,ﬁf sera considéré
comme une donnée pour le probleme micro. Nous verrons ldaswste comment

le déterminerK et h~ étant définis positifs, le probleme micro 6 admet une et un
seule solutionLes problemes micro, c&finis surQg, F € E, sont indépendants

et sont donc paralElisables.Pour la résolution par une méthode éléments finis
standard, le probleme micro 6 est dualisé en terme dedépient. Ainsi la formu-
lation variationnelle en déplacement du probleme mi&@findsur(2z, s’écrit :
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Probleme 7 Trouver(uy, W) € Eg 44 qui Verifient :

V(u", W*) € Eg qa, /Tr (Ke(up)e(u*))dQ + / kW -W*dl' =

Qp g
~ —~ —~M
Qg Np

B Définition d’op érateurs homogenéises sur)g :
K eth~ étant définis positifs, le probleme micro 6 admet une etsegule solution.
Par linéarité du probléme micro, on en déduit que latsmhwunique est telle que :

FY = LEWy)+Ey, (2.16)
WY = LY (W) + Wi, (2.17)

M v M —~M , =R
oulW, € Wg,. F'p ,etWp , ne dépendent que Q_%QE et desg.

L% (resp.LYY) est un opérateur linéaire &2 dansF% (resp. deww dans
WA, Ces opérateurs peuvent étre considérés comme deatepr's homogéneéisés
sur la sous-structur@p. lls représentent I'effet de couplage entre les diffégen
échelles. lls sont déterminés en résolvant une sérigrdblémes micro sukz ou

. —~M .
I'on prend successivement poldf; les fonctions de base &2/, toutes les autres

donn'ees;(dm etsy) étant prises nulles.e colt de calcul est relativement faible
— E

puisqueﬁzj ne depend que d'un nombre ©duit de parametres. Si n,; est la
dimension de I'espacgV2L., pour une interfacd . et queQ)y est entourée de

n; interfaces, alors,; x n; calculs micro sont nécessaires pour déterminer ces
opérateurs. Les propriétés de ces opérateurs pecsans [Nouy 2003] sont rap-
pelées en annexe A.

. - ~M : }

Connaissant le multiplicateur de Lagrangé, , il est possible de résoudre
le probleme micro suf2; et de déterminesz connaissangz. Il existe ainsi un
opérateur de localisatidi, de W2 dansSg, tel que :

s (M -~
Sg = LE(KE) +SE.d

ousg 4 dépend d&y et deideE
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Remarque Une relation entre les efforts macro et lesglacements macro, qui
définit un ogerateur homogreise plus classique, peétre ceduite tes simplement
a partir des efinitions des relationg.16)et (2.17) Ainsi :

FY = LELY (W) + Fy, — LELY (W) (2.18)

3.3.2 Probkme macro

Le probleme macro est écrit a partir des relations (221.16). |l peut s’énoncer
de la maniére suivante :

~M
Probleme 8 Trouver(W , M) qui verifie :
—~M
— l'admissibilite cirematique W € W7,
— l'admissibilite statique :F" ¢ FM,
— la relation de comportement hon@giste :
M FoMy | oM
VEeE, F :LE(EE) +EE7d

L'écriture sous forme faible de I'admissibilité state(2.14) et la relation de com-
portement (2.16) conduisent a la formulation variatidlenen déplacement (en

- ~M, .
multiplicateurlV/ ) suivante :

p NM NM - 7 ..
Probléme 9 TrouverV = {W }EeE e W2, qui verifie :
—~— M *
VIV € Wiio,
—~— M * —~M ~ —~— M x
> [ Wy -(LE(MHE%) ar =" Wy - Fydr
BB ooy, E€E 50 6,0

Ce probleme admet une et une seule solutionesi(0,£2) # 0 [Nouy 2003].

Remarque 1Le probleme macro 9 esésolu de facon exacte. Par c@mgienta
chaque iération, 'admissibilié des efforts macro et du multplicateur de Lagrange
est \erifiee. Dans le castwle probEme macro est de grande taille, il est possible
de le iesoudre de facon approeh par approximation du multiplicateur sur un es-
pace plus petit. Ce nouvel espace d’approximation des g@sntmacro éfinit ,
en quelque sorte, une troisneéchelle : I'echelle « super-macro [Loiseau 2001,
Nouy 2003].

Remarque 2 Une formulation variationnelle du probme macro en effort @@
propoee dans [Nouy 2003]. Rcisons que cette formulation introduit alors des
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inconnues suppmentaires : la trace des mouvements de corps rigides deuehaq
sous-structure sur chaque interface.

Remarque 3Les quantiés macro sontéfinies uniguement au niveau des inter-
faces. Le couplage entre les éiféntes interfaces estalis via I'operateur de com-
portement homagreise qui est non local. Le probine macro n’est pas un prahe
mécanique standard dans la mesurl‘eibne fait pas appardére un milieu continu

classique. Les inconnues enmathues{WE }E p correspondent des transla-
tions, des rotations et des allongements par interface pouprojecteur macro
linéaire. Une telle ciematique peut s’apparentér celle cefinie par un milieu de
Cosserat @reralisé [Cosserat et Cosserat 1909] ou micropolaire [Eringen 1966

3.4 Contrdle et convergence de la str&gie

Pour le cas ou le comportement du matériau est monotoridext mterfaces
représentent des liaisons parfaites, des conditionsianute$ ou des interfaces de
contact unilatéral sans frottement, alors la strategieacul multiéchelle vérifie
les hypotheses usuelles de la méthodeN [Ladevéze 1999]. Si les directions de
recherche sont telles que = &~ = k£ > 0 alors la convergence de I'algorithme
est assurée.

Pour les stratégies de calcul monoéchelles et multisshqui se basent sur
la LATIN, un indicateur d’erreur servant a controler la convecgeet a arréter les
iterations est utilisé. Cet indicateur est basé sur lgugaison des directions de re-
cherche. Pour une itération de la méthogdeiN , les solutions consécutives vérifient
les directions de recherche comme suit :

(/S\n+1/2_sn) € EJF
(Sn+1—§n+1/2) c E°

La vérification croisée de ces deux directions de recleeirmique que la difféerence
s — s est nulle dans les deux cas et que I'on est a convergenca.dbac possible
d’utiliser les résidus de non-vérification croisée da@eations de recherche afin
d’évaluer la qualité de la solution itérée, au moyem@unorme en énergie sur les
interfaces. On définit alors l'indicateur de convergenedadfacon suivante :

> IWe - Wellbe! + 1Es — Exliss,]
n? = bep (2.19)
Z [HWEHaQE + HWEHOQE + HFEHOQE + HFEH()QE]

EcE

= [ kW -Wdl et|E|z, = [ E-k'EdL.

aQE aQE
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3 Stratégie itérative de résolution

Pour assurer la convergence de la stratégie pour une lEggeade comporte-
ments, on modifie 'étape linéaire en incluant une phaseetixation [Ladeveze
1999]. En renommar, ; la quantité précédentg  ; € A4, on définit alorss,,
par la relation :

Snt1 = NgnJrl + (1 - /~L) Sn
ou le parametre de relaxatipnest choisi en pratique égaba.

3.5 Bilan : algorithme de résolution

L'algorithme 1 décrit les principales étapes de la sgya de résolution multi-
échelle présentée dans ce chapitre. La résolution aliggme micro 5 est réalisée
par une méthode éléments finis en déplacement (Prebi@mnia discrétisation du
probleme aboutit a la résolution du systeme linéauneast :

(1K) + [ke)) lup) = [Fpa) + K17y ]

ou [-] représente la discrétisation éléments finis de la digectnsidérég K x| est la
matrice de rigidité éléments finis classiqlig;| est la matrice de rigidité d’interface
associée au termag k=W - W*dl'. [E, 4] est le chargement associq_CQQE et

E
asg. De la méme maniére, la résolution du probléeme macraitttila résolution

d’un systeme linéaire qui s’écrit :
—~M o~
L o (W Jonr = (B Jous + [E3 ]

ou [-]om représente les composantes de la projection de la qeaotiSidérée dans

la base macro. Le probleme macro 9 est un systeme caritnéasiony ., - n%}

ou nﬁf} est le nombre d’'inconnues macro (translations, rotat@iiengements) pour
. . . ~M .
I'interface i etnr le nombre d'interfaces. Le vectelfr,, |.» est associé au terme

—~Mx*x ~M ., —~— M *
Spep | Wp - Fpo,dl et[F)]ou estassocie auterne ., [ W, -
12,955 0y N 0212
F,dr.

L'initialisation de I'algorithme consiste a construiraaisolutions, appartenant
a A,. Une fagon simple de procéder est de trouver une soI@tj%)rqui a les pro-
priétés voulues pour faire partie de On prend don@_% = 0 et on affecte les
conditions limites aux quantités d’interfaceshapeaw correspondantes. Avec la
direction de recherchB—, on redescend suX, pour détermines,.

Remarque 1 La version monéchelle de la stragie decrite dans [Blané et al.
1996, Champaney et al. 1999] peut@msengétre ceduitea partir de I'algorithme 1.
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

Algorithme 1 Stratégie de calcul multiechellel( phase parallélisable)

Déterminer : k et projecteur macro définis pour chaque interface
— k = «aF/LouFE estle module dYoungl une dimension caractéristique de

l'interface eta = 10 en pratique.
Calculs préliminaires :
— Pour chaque sous-structurec E :

O Création des rigidités élementairdsy] et [k x|,

[0 Assemblage, factorisation d& x| + [kz],

[0 Détermination de I'opérateur homogénéisé].
— Sur I'ensemble des sous-structures

B Assemblage, factorisation de la rigid{#é”].» du probleme macro,
Initialisation : sy € Ay
bouclepourn = 0 an,,,, faire

1. Etape locale Calcul deS, 12 € T

[0 Reésolution de problemes locaux sur les interfdtgs, £ € E, E' €
Vg R . R .
—  caleulde(E g 10, W i1/0) €U g g1y0 W yg)

2. Etape linéaire Calcul des,.; € Ay
[0  Résolution du probleme micro pour les donnégs ./, et id sur

chaque sous-structufé € E : ([Kg] + [kg])[ig] = [EE,d].
M

—  calculdeSg ani1 = Fg g,
B Résolution du probléeme macro défini sur I'ensemble dessso
structures,
—~M
—  calcul delV, .,
, . < . —~M
O Résolution du probleme micro pour le chargeméht,, , sur

—~M
chaque sous-structufé € E : ([Kg] + [kg]) [t = [kW g ].
— calculdeuy = ap + Uy = Spa
[0 Relaxation
- Snt1 — Sntis
—  Spy1 = pSpe1 + (1 — p)s, oup = 0.8 en pratique.
3.  Critere d’arréy
fin boucle
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3 Stratégie itérative de résolution

Le probEme macro n’est plu€solu et un seul probme micro estésolu. Le mul-

~M
tiplicateur de Lagrangé?. n’a bien dir plus lieu detre. On obtient I'algorithme
de la straégie monéchelle (Algorithme 2).

Algorithme 2 Stratégie de calcul monoéchellg ( phase parallélisable)

Déterminer : k défini pour chaque interface
— k = E/LouF estle module d’Youngl une dimension caractéristique de la
structure.
Calculs préliminaires :
— Pour chaque sous-structurec E :
[0 Création des rigidités élementairgsy] et [k,
0 Assemblage, factorisation d& x| + [kz],
Initialisation : sy € Ay
bouclepourn = 0 an,,,, faire
1. Etape locale Calcul deS, 12 € T
0 Reésolution de problemes locaux sur les interfdtes, £ € E, £’ €
VE =R /\ . Y
—  caleulde(E g, 10 W p1/0) €U 510 W i)

2. Etape linéaire Calcul des,,; € A,
0  Reésolution du probleme micro pour les donnégs ./, et id sur
chaque sous-structufé € E : ([Kg] + [kg]) [ug] = [Eﬂd].
—  calcul desg 41
0 Relaxation
- Sp4+1 — §n+1,
—  Spy1 = MSpy1 + (1 — p)s, oup = 0.8 en pratique.
3.  Critere d'arrét
fin boucle

Remarque 2 Dans le cas particulier d’interface parfaite, I'algorithe 2 se
confond avec d’autres algorithmes progsa partir de cemarches diffrentes [Du-
reisseix 1997]. La technique d&domposition de domaine l&essur une @thode
alternée de Schwartz lorsque le recouvrement des sous-domaintegdes O et uti-
lisant une formulatiora partir de lagrangiens augmegd [Glowinski et Le Tallec
1990] en est un exemple. Plusgiment, I'algorithme&sultant correspond une
variante d’un algorithme UZAWA appeRALG3 pour ésoudre le prokiime de point
selle qui en écoule.
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

4 Implantation dans un code orien€ objet

4.1 Demarche de @&veloppement

La mise en ceuvre de I'approche micro-macro a fait I'objet duetbppement
d’'un code prototype orienté objet sous Matlab. Face affecdlité d’avoir a tester
differentes idées et concepts, le besoin de maitrisapt&tement I'architecture du
code de calcul s’est fait ressentir. Ainsi, nous étionsrareae gérer des difficultés
d’ordre géomeétrique induites par l'utilisation de mages incompatibles dans un
contexte de fissuration, a implanter une formulatiom@&ats finis non standard telle
que la X-FEM (voir chapitre 4) et a mettre en ceuvre uneegiatmultiéchelle basée
sur une méthode de décomposition de domaine. De nomlsrébsaries libres de
calcul éléments finis sont disponibles sur Internet, malbusement I'aide fournie
avec ces librairies reste souvent tres limitée. De pkispbe source est en général
tres difficile @ manipuler pour celui qui n’en a pas suividieveloppement. Deux
autres chercheurs du LMT-Cachan, Emmanuel Baranger esGilibineau, ayant
aussi besoin d’'une telle plateforme, un développemerdlomatif a été entrepris.

Afin d’avoir un code flexible et évolutif, la programmationentée objet (POO)
s’est avérée tres intéressante [Mackie 2001, Ber§iR2 Mackerle 2004]. Cette
méthode de programmation met I'accent sur le dialoguedesrdifferents objets et
non pas sur les données qu'ils contiennent [Besson et FA&27, Archer 1996].
Enfin, le langage associé au logiciel Matlab a été ch@siangage étant interprétée,
il permet un débogage simple. Par ailleurs, le calcul mialry est tres efficace
car basé sur des librairies standard performantes (LINRAISPACK) ou permet
d’y accéder (MPI). Cependant, les manipulations de desisent ralenties par un
typage dynamique. Cet inconvénient peut étre en pariié& pgzar I'inclusion de
code compilé (C, C++ ou Fortran) au sein des fonctions dédidaCette technique
est malgré tout assez limitée dans le cas de la POO et estélegrvé aux fonctions
de bas niveau. Enfin, un argument majeur dans le choix ded&tiarche repose sur
I'idée qu’'une programmation propre dans un langage rsé@itvaut mieux qu’une
programmation maladroite dans un langage plus puissastmoai maitrisé.

4.2 Structure du code EF

Dans ce paragraphe, nous présentons et justifions br@éntdrarchitecture du
code EF orienté objet développé. Notons que cette aathite n’est évidemment
pas attachée au langage Matlab. Des diagrammes UML gasielt représentés
afin de détailler certaines classes d’objets [Bersini 2002formalisme usuel pour
représenter les notions d’héritages, d’agrégatiorgaieposition ... est utilisé. Le
nom des classes d’objet sont écrits en caracteres méggstaliques.

82 Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



4 Implantation dans un code orienté objet

Deux grandes architectures d’'un code éléments finisexign POO. La pre-
miere consiste a considérer des opérations sur despsheomme dans CAST3M
par exemple. La seconde, utilisée ici, repose sur uneigéseorplus morcelée des
éléments finis [Zimmermanet al. 1992, Dubois-Pélerin et Zimmermann 1992 -
1993]. Ainsi, plus le découpage est fin et plus le code esibfeexmais plus le
temps passé amanipulers les données est conséquent. Une attention particuliere
doit donc &tre portée sur ce point crucial lorsqu’il staig traiter des problemes de
grande taille.

L'architecture du code objet est représentée sur la figildePour avoir une vi-
sion d’ensemble, seuls les noms des classes d’objets efrddikns y figurent. La
structure compléete (obj@ TRUCTURIE est découpée en sous-structurs®US-
STRUCTURE Une sous-structure contient un ensemble de poR@NT), d’elé-
ments ELEMENT) et est définie de fagon a avoir un comportement matéhiAr
TERIAU) unique.A chaque élément est associé une technique d'int@graiN-
TEGRATION qui lui est propre. Concernant la définition du problemepbjet de
typeMODE_CALCpermet de spécifier le type de probleme étudié (cortegitane,
déformation plane, thermique, Fourier, ...), la dimensia probleme, les champs
inconnus et les directions de dérivation attachés auveheariécanique continu uti-
lisé (3D, poutre, plaque, coque, ...) et d’autres paregsdels que les notations de
Voigt utilisées.

4.3 Sous-structuration : nouvelles classes d’objets

Pour I'implantation d’'une méthode de décomposition dmdme telle que I'ap-
proche micro-macro deux objetsmécaniques supplémentaires doivent étre dé-
finis : les sous-domaineSOQUSDOMAINE) et les interfacesINTERFACH. Un
sous-domaine pouvant représenter une partie de la steuawec des comporte-
ments matériau differents (un VER par exemple), la cl&9& SDOMAINE de-
vient une sous-classe de la claSSERUCTUREFigure 2.9) et en hérite toutes les
méthodes. Linterface quant a elle doit permettre deefaiialoguer deux objets
SOUSDOMAINE entre eux c’est-a-dire, plus généralement, deux olg&RUC-
TURE entre eux. Plus précisément, il s’agit de faire dialogesrdeux bords en
vis-a-vis de deux sous-structures. L'ob|BTERFACEcontient donc deux objets
STRUCTUREassociées au bord des sous-domaines voisins (Figure 2d @it
qgu’une interface puisse avoir sa propre discrétisatioir @aragraphe 1.3.2), dans
une méthode de décomposition de domaine mixte, condodl@uler un certain
nombre de matrices permettantdelialogue» entre les sous-domaines via les in-
terfaces. En particulier, 'admissibilité cinématigde champu,, sur le bord d’'une
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

sous-structur€l; et du déplacement’ ; de I'interfacel g (Figure 2.2) :

VE* € Fpn, / F* - (uy, — W )dT = 0 (2.20)
I'ppr

doit étre traduite. Si les quantités d’interface sontidétisées sous la fornfé(z) =

> ieny Yi(z) f. etle champ de déplacement d'une sous-strudtyrsous la forme
ugp(z) = > ey wilz) up(z;) , 'équation (6.2) conduit, apres discrétisation, as-sy
teme :

[Nep|[Bepllug) = [Mpp )W g] (2.21)
ou [Bgg] est la matrice de restriction booléenne des inconnuesle®fs,| de
la sous-structur@y au bordl' g/, [Nggrlij = (¢, <pj|FEE/)pEE/ est la matrice de
projection e{Mpg];; = (i, WFE )r,,, lamatrice de masse de l'interfag@/ ;|
est le vecteur des inconnues nodales en déplaceméntgeDe la méme maniere,
I'admissibilité cinématique du chamg,, de la sous-structur@ . en vis-a-vis et du
déplacement bortd’ ., de l'interfacel zz doit étre écrite. Ainsi, pour chague inter-
face, une matrice de restriction booléenne et une mataqeajection doivent étre
calculées de chaque coté de 'interface. Pour déteanaies differentes matrices, les
maillages bord des deux sous-domaines sont stockés aaurtdeel’ objet interface

correspondant (Figure 2.11).

4.4 Implantation de I'approche micro-macro

Dans l'approche micro-macro, des méthodes propres arkeahe sont a im-
planter au niveau des obje@©USDOMAINE et INTERFACE En particulier, pour
un objetINTERFACE(Figure 2.10), une méthode permet de créer le type degroje
teur désiré : linéaire, quadratique, cubique, ... P@ufaire, un certain nombre de
données géomeétriques telles que le centre de gravitgébetse principale d’inertie
de linterface sont utilisées. Une autre méthode permeattdoudre I'étape locale
sur l'interface de facon a vérifier le comportement (p#yfcontact avec ou sans
frottement, condition limite, ...) qu’elle doit modélise

Pour un objeSOUSDOMAINE associé &g, il est nécessaire de déterminer
la matrice de raideufkz], les matrices de restriction booléenii#; /| pour cha-
cune de ses interfaces voisines et la matrice de rigiditéetiface(k ] faisant in-
tervenir le parametré de direction de recherche. Enfin, il convient de calculer
I'opérateur homogeéeneiskl;|. Toutes ces quantités peuvent étre calculées dans une
phase de calcul préliminaire, y compfi& z] puisque nous nous intéressons ici a
des problemes d’élasticité linéaire.

Enfin concernant I'implantation de la stratégie de résotuproprement dite,
une nouvelle méthode associée au solveamnN est introduite au niveau de la
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4 Implantation dans un code orienté objet

classeSTRUCTUREjui contient I'ensemble des sous-domaines partitionrant |
probleme. Une méthode permet également de définir ueenaptimisée [Violeau
2003] ou approchéei(= aF/L ou E est le module d’Young/. une dimension
caractéristique de l'interface et = 10 en pratique [Loiseau 2001]) du parameétre
de direction de recherche pour chaque interface.
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4 Implantation dans un code orienté objet

STRUCTURE
+ensemble d'objets SOUS STRUCTURE ou SOUS DOMAINE

+rigidité ()

+conditions limites(): COND LIMITE
+résolution lineaire() L >——
+résolution LATIN()

+détermination des directions de recherche()
+calcul Level Sets ()

+mise a jour Level Sets()

+calcul FIC(): valeurs des FIC
+enrichissement X-FEM()

A

——

SOUS_DOMAINE SOUS_STRUCTURE
+liste des interfaces voisines +numérotation ddls
+matrices de trace par interface +ensemble d'objets ELEMENT
+matrice de raideur +ensemble d'objets POINTS (noeuds)

+comportement homogénéisé Trigidite ()

+numérotations des ddls macro +conditions limites ()

+création comportement homogénéisé ()
+résolution probléme micro()

Figure 2.9: Diagramme UML partiel de la classERUCTUREet de son descendant

SOUSDOMAINE

STRUCTURE

+ensemble d'objets SOUS_STRUCTURE ou SOUS_DOMAINE

+rigidité ()

+conditions limites(): COND_LIMITE
+résolution lineaire ()

+résolution LATIN()

+détermination des directions de recherche ()
+calcul Level Sets()

+mise a jour Level Sets()

+calcul FIC(): valeurs des FIC
+enrichissement X-FEM()

INTERFACE
+commentaire = 'compatible', 'incompatible', 'CL en déplacement’
+comportement interface = 'PARFAIT', 'CONTACT'
+type de projecteur macro = 'LINEAIRE', 'LINEAIRE X', 'QUADRATIQUE', 'CUBIQUE'

+ensemble des maillages bords des sous-domaines: cellule de deux objets STRUCTURE
+liste des sous-domaines voisins

+caractéristiques géométriques = base principale d'inertie, G

+projecteur macro coté 1 et 2

+direction de recherche cé6té 1 et 2

+quantités d'interface c6té 1 et 2

+création projecteur macro()
+résolution étape locale()

Figure 2.10: Diagramme UML partiel de la clasSERUCTUREet de la classéN-

TERFACE
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2 Méthode itérative pour le couplage : I'approche micraeno

25 *’ WgeWg H Qg

objetINTERFACE

Figure 2.11: Chaque objéNTERFACEcontient les maillages bords de ses sous-
domaines voisins. Une interfadg; contient alors toute I'informa-
tion nécessaire pour calculer les matrices de proje¢fign:| de part

et d’autre de l'interface.
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CHAPITRE

Choix du raccord
entre zone locale et
zone globale

Dans ce chapitre, on s’iBtessea la question du raccora effectuer pour coupler
une description fine (microscopique) et une descriptiosgeoe (macroscopique).
Deux types de raccord sont prof@sset illustés. Une facon simple de les prendre
en compte au sein de I'approche micro estalllée. Le chapitre conclut sur la mise
en place d’'un estimateur d’erreur a posteriori permettarévdluer la qualié du
raccord et de guider le choix de la taille de la zone cérét a raffiner.

Sommaire
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2 Nouveaux« comportements» d'interface . . . . .. .. .. ... 94
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4  Estimateur d’erreur en raccord aposteriori . . . ... ... ... 100

5 Bilan . . . ... 100
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3 Choix du raccord entre zone locale et zone globale

L'enjeu d’'une analyse locale-globale est double. Elle deitmettre non seule-
ment d’accéder a une bonne approximation de la solutiors ¢ zone d’intéerét
ou surviennent des phénomenes localisés autour @dsigtructuraux, mais aussi
de voir I'impact de ces deétails sur la réponse globale dsrlacture. Une stratégie
locale-globale permettant un dialogue micro-macro estdw@tessaire. L'aspect
multiéchelle de la question est traité dans cette pavee Bapproche micro-macro
décrite dans le chapitre 2.

Partitionner la structure en sous-structures et intesfas¢ une fagcon naturelle
de faire la distinction entre la zone de la structure ou urayae fine est requise
et les zones ou une description grossiéerecestffisantes (Figure 3.1) A I'échelle

interface

_/

sous-structure fine »

sous-structure grossiere

Figure 3.1: Analyse locale-globale et sous-structuration

de la microstructure, le probleme du raccord de deux dasmnis differentes de la
solution entre zone fine et zone grossiere se pose alonseiface et la facon d’in-
troduire I'aspect multiechelle dans I'approche microensgpermettent de répondre
efficacement a ce probleme. Du point de vue technique, ppeogimation par
eléments finis de la solution conduit alors a la problégue du raccord de maillages
incompatibles.

Apres un bref rappel de quelques techniques permettaothizexion de mailla-
ges incompatibles, nous proposons une méthode de raadort contenu méca-
nigue basée sur le principe de Saint-Venant qui peutf@tikement pris en compte
par un nouveau comportement d’interface dans I'approcleeoamacro. Des exem-
plesillustrent la pertinence d'un tel raccord. Enfin, unagse locale-globale néces-
sitant la définition arbitraire d’une zone fine et d’une zgnmessiere, il peut étre
intéressant de mettre en place un estimateur d’eagasterioripermettant de ju-
ger de la qualité de la solution.
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1 Traitement des maillages incompatibles : un bref étatade |

1 Traitement des maillages incompatibles : un bref
état de I'art

1.1 Meéthodes @nérales

Dans le cadre de la méthode des éléments finis en déeptatesans déecom-
position de domaine, le principe général de connexion délages incompatibles
[Quiroz 1993] est d’écrire une relation linéaire entrs tkegrés de liberté de part
et d’autre de I'interface de raccord puis d’imposer cettatien dans les équations
d’équilibre du probleme. Cette relation peut étre ing®de diverses manieres :

— Méthode d’élimination directe : une partie des degrédiloerté connectés
sont écrits en fonction des autres a I'aide des relatangposer puis éliminés
dans les équations d’equilibre,

— Méthode de pénalisation : Les relations sontimpoaé&esde d’un parametre
de pénalisation de telle sorte que plus sa valeur eseélpius les relations
sont vérifiees. Cette méthode entraine des probleme&rnques lorsque le
parametre de pénalisation est éleve,

— Méthode des multiplicateurs de Lagrange : des inconnujggl@mentaires,
homogenes a des efforts, sont ajoutées sur l'interfactagon a forcer les
relations a imposer,

— Méthode du Lagrangien Augmenté : cette méthode est omdinaison des
deux précédentes pour laquelle il n’est pas nécessaedajparametre de
pénalisation soit tres élevé pour que les relationsrgaimposées correcte-
ment [Sassi 1993].

De méme, il existe diverses méthodes pour écrire lesisalde connexion

entre les degrés de liberté de part et d'autre de l'interfa

— Collage homogene : une relation linéaire directe esteeentre un degré de
liberté d’'un nceud d’'un maillage et ceux de I'eléement dmuife maillage
en face duquel il est placé. Cette méthode nécessite ameebcompatibi-
lité géomeétrique entre les deux surfaces et peut coa@uites problemes de
blocage,

— Utilisation d’une discrétisation intermédiaire sunterface elle-méme. Dans
ce cas, une interpolation des déplacements sur I'interdat choisie et deux
approches peuvent étre utilisees pour la connexion :

e liaisons discretes : réalisation d’'un collage homogéaehaque maillage
bord de I'interface, puis élimination des degrés de tibee I'interface,

e liaisons continues : les écarts entre les champs de dapkld sur les
maillages bords et celui sur I'interface sont minimiséar(pn méthode
des moindres carrés, par exemple). Cette approche atayad’'assouplir
les conditions de connexion et donc d’éviter les évestidbdcages. On
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pourra citer la méthode des éléments d’'interfdo¢e(face Element Me-
thod (IEM)) [Kim 2002] ou le recollement est assuré par la nogkd des
moindres carrés mouvants (MLS).

1.2 Meéthodes de écomposition de domaine

Dans le cadre des méthodes de décomposition de domasngrdelemes par
sous-structures sont indépendants. Les conditions d#élersent en effort ou en
déplacement ne concernent que Exueletter des interfaces sur lequel le probleme
est condenseé. Plus précisément, le probleme de rewatieest un probleme local
sur les interfaces. L'idée consiste alors a vérifier aauxiles conditions de trans-
mission en effort ou en déplacement suivant la méthodelepudiscrétisations bord
des sous-structures soient compatibles ou non.

Une fagon classique d'imposer un recollement en déplao¢sst d'utiliser des
multiplicateurs de Lagrange sur I'interface [Park et Redi2000]. Considérons le
cas du recollement de deux sous-structures par multiplicade Lagrange (Fi-
gure 3.2). On suppose que les champs de déplacements etli@icateurs de

Figure 3.2: Méthode des mutliplicateurs de Lagrange paurptobleme sous-
structuré

Lagrange sont discrétisés sur une base de fonctions aeefeléments finis appro-
priees comme suit :

N’l(LS) Ny

W(@) =D wi@u” et Az) =3 hila) A

ot N représente le nombre de nceuds de la discrétisation bdadsdas-structure
s et N, représente le nombre de nceuds de la discrétisation desplicateurs de
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Lagrange. En pratique, une seule discrétisation pour ldpficateurs est choisie
sur l'interface. Le probleme discrétisé a resoudéest alors :

(KO = [E¥] - [BY)]

S B = 0

s=1

ou [K®)], [u®] et[F*)] sont respectivement la matrice de raideur, le vecteurdépl
cement et le vecteur des efforts généralisés assaclassous-structur@®). La
matrice [B*)] assure la continuité des déplacements au sens faibleerdretde
cette matrice s’écrit :

B, = sign(n®) / i(2);(z)dT

a0 (s)

ol n(®) est la normale sortante sur le bord 4&). [)\] représente le vecteur des

multiplicateurs de Lagrange et représente les forcesssaires pour recoller les
sous-structures entre elles.

Le choix de I'espace d’approximation des multiplicateued dgrange est pri-
mordial. En pratique, sur une interface entre deux sousadwes, les multiplica-
teurs de Lagrange peuvent étre approximés en utilisant :

— des fonctions linéaires ou constantes par morceaux. G cbnduit a la
méthode mortar [Bernaréi al. 1990] qui repose sur des bases mathématiques
solides permettant d’en assurer la convergence,

— des fonctions polynomiales ou des fonctions polynomigégsmorceaux sur
l'interface [Farhat et Géradin 1992, Rixehal.1998] :

V=Y
=1

ou & est lI'abscisse curviligne sur le morceauwe I'interface. Le choix du
degrép des polyndmes ainsi que du découpage de l'interface@stlahsé sur
la régularité supposée de la solution sur l'interfacess®llement. Il est alors
possible de recoller deux sous-structures sans probldenbbcage avec re-
lativement peu de multiplicateurs de Lagrange si la sahugist relativement
réguliere, c’est-a-dire si le raccord a lieu suffisamtieim des détails struc-
turaux.

Cette idée de recoller des maillages incompatibles suesiesces polynomiaux
est également exploitée par Duarte [Dua&ttal. 2005] via la méthode de la partition
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de l'unité. Une partition de I'unité particuliere quimrduit a des degrés de liberté
globaux a l'interface de raccord est proposée. L'autewalifie cette partition de

l'unité de Clustered Finite Element Partition of Uni{figure 3.3). Des fonctions

d’enrichissement polynomiales sont alors choisies.

Ef Ef Clustered FE PU

Figure 3.3: Partition de I'unité éléments finis uniform€lustered Finite Element
Partition of Unity— pour le recollement de maillages incompatibles

H Bilan

Dans le cadre des méthodes de décomposition de domaprebleme du rac-
cord de maillages incompatibles semble traité de facficaek par I'introduc-
tion de multiplicateurs de Lagrange approximés par une bdadonctions po-
lynomiales par morceaux. Le recollement sur un espaceméiaire de faible
dimension permet non seulement de faire intervenir un neméguit de mul-
tiplicateurs mais aussi de ne pas générer de blocage.Vanaiee, le choix
du degré des polyndmes doit étre guidé par des coradidas mécaniques et
mathématiques liées a la régularité de la solutiorsdazone de raccord.

2 Nouveaux« comportements» d'interface

Le paragraphe 1 a montré que le raccord de deux descriptiénsents finis
differentes doit &tre fait sur des espaces permettamadsrettre k essentieb de
'information sans générer de problemes de blocageseaud-contraintes. Autre-
ment dit, la qualité de la solution dépend fortement deaceard qui doit alors se
faire sur des quantités mécaniques pertinentes, desitpsareffectives». Afin de
répondre a ce probleme, nous proposons de raccordersdeisxstructureS , et
Qp présentant une incompatibilité de maillage, sur les tjtemmacro d’interface.

Considérons la base macroscopique linéaire de la fig@r@&mettant d’ex-
traire les efforts macroscopiqués" sur une interface a partir de la distribution

94 Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



2 Nouveaux« comportements d’'interface

d'effort F. Les vecteurs de basé’, e} et ¢}’ extraient les efforts généralisés
(résultante et moment) au sens de la théorie exacte désepgduadeveze et Sim-
monds 1998]. Notons que cette extraction est possiblegpigllie soient les discréti-
sations de part et d'autre de l'interface. Aussi, pour reseples efforts et déplace-
ment d’interface de part et d’autre de celle-ci, nous propsde nouveau com-
portement d’interface suivant :

B Interface de raccord & effort micro nul
Les déplacements sont continus a travers l'interfacesefforts sont en équilibre
au sens macro du terme. La relation de comportement settpdues équations :

FM LM = 0 F7 = 0

Par dualité, nous proposons aussi le raccord suivant :

M Interface de raccord a déplacement micro nul
Les déplacements sont continus a travers l'interfacesefforts sont en équilibre
au sens macro du terme. La relation de comportement sett@aadues équations :

{E%E% =0 et{wzo

wi -w = o wp o= o

On remarquera que le raccord a effort micro nul correspmuh raccord en
« moyenne» de déplacement alors que le raccord a déplacement miticorres-
pond a un raccord enmoyenne; d’effort. La définition de moyenne étant ici liee a
la définition de la base macroscopique sur laquelle on rdedes quantités. Dans
le cas d’'une base macro linéaire, il faut entendre«gaoyenne» d’'une quantité, sa
partie linéaire ; ce qui est une définition classique de dgenne. Dans le cas d’'un
projecteur cubique, il faut entendre pamoyenney d’'une quantité, sa partie cu-
bique. Notons que, par construction (voir paragraphe 2.@ndpitre 2), cette base
cubique contient les vecteurs de base de la base macrodinéa

Ces relations de comportement sont utilisées pour @gdercomportement d’in-
terfaces incompatibles. Elles sont facilement prises empte au niveau de I'étape
locale de la stratégie décrite dans la partie 3 du chagit®n remarquera que
du point de vue de lI'implantation, raccorder les quantit&ro revient tout sim-
plement a raccorder les composantes des quantitésrééiogéedans la base macro.
Ainsi pour raccorder les déplacements macro, on raccesdedmposantes de trans-
lations, rotations, allongement, ... En d’autres ternesg¢cord des quantités macro
d’interface peut étre vu comme un raccord sur des degrébatée macro qui sont
globaux a l'interface.
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Remarque On notera que, pour ces deux raccords, les conditions deearen
gence de l[aATIN sont respe@es. Ainsia convergence, les relations de comporte-
ment d’interface incompatibles @edentes sontérifiées.

3 lllustration du principe de Saint-Venant

Afin de confronter les deux raccords proposés dans le pgshgr2 précédent
et d’en illustrer les performances, considérons I'exengline plaque comportant
un trou libre d’effort soumise a une sollicitation de tiant(Figure 3.4). Le choix

] QE [t
(a) Définition des sous-structure3, et g/) et des (b) Maillage de réféerence

quatre interfaces entouraffz

(c) Maillage incompatible

Figure 3.4: Plaque comportant un trou libre d’effort sowerasune sollicitation de
traction

des sous-structures est décrit sur la figure 3.4(a) : lasousturef2; correspond
a la zone d'intérét et est entourée de quatre interfdoesnaillage incompatible
utilisé pour le calcul est illustré sur la figure 3.4(c) etrhaillage de référence
est représenté sur la figure 3.4(b). Notons que la d&fmitiune réference pour
la problematique du raccord de discrétisations difieas n’est pas évidente. Les
problemes discrétisés correspondant aux maillage®ouae et non-conforme étant
differents, les solutions approchées ne sont pas lesanéfussi, a I'erreur due au
raccord utilisé pour le maillage incompatible, une ergipollution vient se rajou-
ter. Pour limiter ce probleme deux précautions ont igep. La premiere consiste
a utiliser la méme discrétisation éléments finis darwdne d’intérét pour les deux
maillages. La seconde consiste a faire le raccord suffisarhinin du trou afin
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3 lllustration du principe de Saint-Venant

d’obtenir une solution suffisamment réguliere au niveavedtcord pour étre décrite
par le maillage grossier dey et ainsi limiter I'erreur de pollution. Nous verrons
que malgré cette derniere précaution qui peut semldsrréstrictive pour comparer
nos deux types de raccord, les résultats sont tres sigifiic

Pour les quatre interfaces incompatibles entourant la-swusture(2;, nous
utilisons successivement le raccord a effort micro nukatkccord a déplacement
micro nul. Pour chacune de ces interfaces, un projecteuranag extrait la partie
linéaire est mis en ceuvre. Les figures 3.5 et 3.6 reprasamspectivement les dis-
tributions de déplacemenit ,, et d’effortsF'j; sur les interfaces entouraff;. Les

(a) Raccord a effort micro nul (b) Raccord a déplacement micro nul

Figure 3.5: Déplacement/ . d’interface pour les deux raccords. La référence est

en pointillés.
SNl
> ,ﬁ'AVAV
R
LI
(a) Raccord a effort micro nul (b) Raccord a déplacement micro nul

Figure 3.6:Effort F,, d'interface pour les deux raccords. La référence est @m po
tillés.
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3 Choix du raccord entre zone locale et zone globale

traits pointilles représentent la solution obtenue pardicul mené sur le maillage
de référence qui utilise un raccord parfait sur ces iate=$. La figure 3.5(b) montre
bien que le déplacement d’interfagg,, a convergence, est linéaire sur chaque
interface et que, par conséquent, le déplacement nhi€foest nul. De méme, la
figure 3.6(a) illustre parfaitement le raccord a effort raicl’effort d’interface £,

a convergence, est linéaire sur chaque interface.

Considérons la carte d’erreur en énergie par rapport&éaence pour la sous-
structureQ); (Figure 3.7). On constate que, pour le raccord a effort onmer, les

SCAL SCAL
>3.14E-07 >2.08E-06
<6.10E-04 <1.06E-03
1L03E-05
5.99E-05
L09E-04
1.59E-04
209E-04
LASE-04 2.58E-04
176E-04 3.08E-04
205E-04 35TE-04
234E-04 407E-04
2,626-04 4.57E-04
291E-04 5.06E-04
3.19E-04 5.56E-04
348E-04 6.05E-04
376E-04 6.55E-04

ISE~ 7.04E-04
434E-04 7.54E-04
4.62E-04 B.04E-04
491E-04 8.53E-04
5.19E-04 9.03E-04
S548E-04 9.52E-04
576E-04 1.00E-03
6.05E-04 LOSE-03

(a) Raccord a effort micro nul (b) Raccord a déplacement micro nul

Figure 3.7: Carte d’erreur relative en énergie par rapadatréférence. Le raccord
a effort micro nul conduit a une erreur nulle dans la zonetéiét (au-
tour du trou) et a une localisation des erreurs au niveawadcord. Le
raccord a déplacement micro nul localise I'erreur darmlze d'intérét.

erreurs sont localisées pres du bord (Figure 3.7(a)) mpn&s du trou comme c’est
le cas du raccord a déplacement micro (Figure 3.7(b)). 'Buatiet terme, le rac-
cord a effort micro conduit a la solution intérieure dersd/enant qui est cor-
recte loin du raccord. Cet exemple montre que le raccordoét eficro nul donne
une équivalence en terme de torseurs d’effort (résdsaet moments) sur la zone
d’intérét avec le chargement obtenu dans le probleméféeance. On remarquera
gue, bien que le raccord a déplacement micro nul semblexwaigprocher les quan-
tites d’efforts d’interface de référence (Figure 3)§(la partie linéaire correspon-
dante ne conduit pas au méme torseur équivalent que ceh@fdrence. En effet,
rappelons que, pour un déplacement d’interface, la baseonextrait uniguement
les mouvements de corps rigides de l'interface (translatet rotations) ainsi que
son allongement; ce qui ne correspond pas aux déplacegemésalisés tels qu’ils
sont définis dans la théorie exacte des poutres [LadeteZmonds 1998] et qui
conduiraient a la localisation des contraintes et desrd&itions autour du trou.
Dans la suite, nous considérerons systematiquementdenda effort micro nul,
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c’est-a-dire le raccord en résultante et moment, poworaer des descriptions fine
et grossiere de la solution.

Remarque 1La définition de la base macro qui repose sur le principe de Saint-
Venant illusté ici, expligue non seulement I'extensil@liunérique de la streégie
mais aussi les performances de I'approche. En effet, la beszo est telle qu’elle
extrait sysematiquement les moments ésultantes d’effort sur chaque interface.
Elle contient toujours les vecteurs de bagé, e} and e}!. Par congquent, les
effets des efforts micrerésiduelss (a torseur d’effort nul par éfinition) d’inter-
face, ', restent localigs dans les sous-domaines voisins de I'interface céresid
Précisons Banmoins, que cette deeme affirmation est valable sous la condition
gue la microstructure de chaque sous-domaine n’ait padet'afgrande longueur
de variation et n'affecte que localement la solution.

Remarque 2 L’hypothese faite sur les parties micro pour les deux raccords (ef-
fort micro nul ou @&placement micro nul)épare le traitement degchelles de la
méme facon que la condition dé&podicite du ceplacement micro pour la dorie
de 'homogréisation griodique. Ainsi, pour le raccor@ effort micro nul par
exemple, la relation de&touplagg2.3) conduita un probEme microscopique sur
la sous-structuré?; qui n’est alors soumise ga’un chargement macro :

Probleme 10 Trouveruy, € Ug .4 qui Verifient :

V' € Up aao, / Tr (Ke(up)e(u"))dQ = / F o A2+ / FY - o, dT
Qp

Qp NE

La résolution de ce prokime pour uneéie de sollicitations d’effort macro does,
F} permet de @terminer un nouveau comportement hoérégse de la sous-
structure assoé@a I'hypothese effort micro nul. Un nouveau préohe macro peut
ainsi étre cefini. Par localisation, on peut alors reconstruire la satut microsco-
pigueu, dans la sous-structure. La prédure de ésolution est donc similaira
celle utilisee dans la thorie de 'hnomo@reisation @riodique dcrite au para-
graphe 1.1.1 du chapitre 1. Une formulation du pmaile peugtre réécrite dans
laquelle la conditiont; = 0 estimpogéea I’ étape lireaire (cette relation fait alors
partie du groupe c¢quationA; de la methodeLATIN) et non plusa I’ étape locale
pour les interfaces incompatibles.

Remarque 3 Le raccord a effort micro nul correspondard un raccord en
moyenne de &placement, restitua la zone d’'inérét une souplesse sur ses bords
« réalister. Un constat similaire &galemenété remarq@ dans les travaux de Cor-
nuault [Cornuault 1987] sur le postflambage de maillegalbées» de fuselage.
Dans cettectude, le prol®me est pascomme un probine d’homogréisation en
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non-lineaire geonetrique air 'on exprime d’une part les conditions dépétitivite,

et d’autre part des conditions deetbrmations moyennes, issues d’'un calcul glo-
bal, auxquelles est soumise la maille. Ce type de conditioirtes,a rapprocher
du raccorda effort micro nul, conduits une bonne estimation de la charge cri-
tigue de flambage contrairemeatun calcul avec conditions aux limites rigides
(déplacements impés).

4 Estimateur d’erreur en raccord a posteriori

Dans I'exemple de la plaque trouée traité dans le paragrppecédent, la solu-
tion autour du trou correspond a la somme de la solutioraadg longueur d’onde
(solution de Saint-Venant) et de la solution localisée dudrou a condition que
les effets de bords dus au raccord restent localisés gpebalds et ne soient pas
trop pénétrants. En d’autres termes, le raccord dait @tffisamment loin du trou
et la zone ou une description fine est requise doit étresaumfiment large. Dans la
méthode de projection de Dirichlet hiérarchique d&aidans le paragraphe 1.2.1
du chapitre 1, la mise en place d’'un estimateur de qualp@sterioripermet de
définir la taille de cette zone.

Dans l'approche micro-macro, on propose un estimateuralierbati sur le
non respect de la continuité en déplacement micro parfawe pour les interfaces
incompatibles délimitant la zone d’intérét et pour keslg un raccord a effort micro
nul est utilisé. Afin de savoir dans quelle direction éterld zone décrite finement
(Figure 3.8), un estimateur d’erreur par interface est psépet peut s’écrire de la
facon suivante :

W5 — Mg/EHFEE, N /
- ou [Wlr,, = [ W-wdr
gFEE/ ||wEE’||FEE/ + ||EE’E||FEE/ ||—||FEE’ w -V

I'gr

La valeur du critere associé a cet estimateur reste dape@ déterminer. La vérifi-
cation du critere traduit le fait que la solution du prob& au niveau du raccord
présente la méme régularité que celle décrite parda beacroscopique. En d’autres
termes, la base macro permet de bien représenter la soadiaiveau du raccord
et 'erreur de pollution peut étre supposée suffisamnaahtd.

5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux raccords paningdk connectep
une description fine et une description grossiere quekesgit la discrétisation des
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Figure 3.8: lllustration de la procédure de raffinementadédscription pour I'indi-
cateur d’erreugr,, par interface basé sur le non respect de la conti-
nuité des déplacements micro d'interface. Ici, le cetetant atteint sur
les quatre interfaces entourant la sous-structure comtéedrou, les
guatre sous-structure grossieres adjacentes soneesfin”

deux zones a recoller. Ces deux raccords sont basés serifigation des condi-
tions de transmission en effort et déplacement au sensos@apique du terme.
Cette connexion de maillage est ainsi effectuée sur degtitemeffectives que sont
les torseurs d’effort, pour le raccord a effort micro nul,les mouvements de corps
rigide sur les interfaces, pour le raccord a déplaceméeromul. Basé sur le prin-
cipe de Saint-Venant, le raccord a effort micro nul perneteatrouver la solution
intérieure dans la zone d’intérét contrairement augett@ déplacement micro nul.
Il a été montré que la prise en compte de ces raccords @gmpsdche micro-macro
au niveau de I'étape locale de la stratégie sous la forme mduveau comportement
d’interface ne pose pas de difficulté particuliere. Dansuite, nous considérerons
systématiquement le raccord a effort micro nul, c’eslira le raccord en résultante
et moment, pour raccorder des descriptions fine et gresdéla solution.

Enfin, un estimateur d’errearposteriorj basé sur le non respect de la continuité
en déplacement micro par interface pour les interfacemipatibles, a été proposé
afin d’évaluer la qualité du raccord. Il constitue un iredeur intéressant permettant
de définir la taille de la zone a raffiner et controler ladiigation des effets du détail
(trou, fissure ...) que I'on souhaite étudier.
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Deuxieme partie

Approche micro-macro pour la
fissuration
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Dans cette deugime partie, nous nous #&ressons l'analyse multechelle pour

la fissuration proprement dite. La @sence de la fissure séwuk alors de nouvelles

questions concernant la&eparation de€chelles macro et micro ainsi que de leur

définition. Le probéme de eference en fissuration de fatigue est d'aborégené
ainsi que la loi de propagation utilee par Dassault Aviation. Cette ggentation
du cadre de letude est suivie de trois chapitres :

e Le chapitre 4 éfinit destechelles macroscopiques et microscopiques dskgpau
suivi de fissure et e@tudie les performances.

¢ Le chapitre 5 pesente le traitement de la microstructure par la X-FEM. Liesix
d'implantation et la validation de la Bthode au sein du code de calcul sont
expogs et disclés.

e Enfin, le chapitre 6 s’irdresse aux performances de la sbgie dans sa glo-
balité. L'utilisation combiiee de I'approche micro-macro et de la X-FEM est
ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation de fissure en fatigue
interessent Dassault Aviation.
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Probleme de
reference en
fissuration de fatigue

Cette partie d’introduction formule le probime de &ference en fissuration de fa-
tigue. La loi de propagation utilise par Dassault Aviation estsgpifiee. Il est moné
que le probkmea résoudre reviend la résolution d’une succession de prefries
d’'élasto-statique ; ce qui nous place dans le cadezamique utili& pour pésenter
I'approche micro-macro (voir chapitre 2).

On considere I'équilibre quasi-statique d’une struetfissurée qui occupe un
domaine& deRR? sous les hypothéses des petites perturbations en régpiherme.
Cette structure est soumise a tout instaappartenant a l'intervalle d’étude, 7' a
des forces volumlque;é et a des forces surfaciquéy sur une partie de sa frontiere
0-02. Sur la partie complementalﬁeQ le déplacement, est imposé (Figure 3.9).

La fissure décrite par ses leviEs etI'~ est supposée libre d’effort. Les quantités
indicées« d » sont des données. Les déplacements et vitesses védéeius des
conditions initiales en = 0. Enfin, on supposera que la structure a un comporte-
ment élastique.

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 107



Probleme de référence en fissuration de fatigue

N Ug

Figure 3.9: Schématisation du probleme de fissuratiofigence

Probleme de eference

L'écriture du probleme quasi-statique de fissurati@nelice alors de la fagon
Suivante :

Probleme 11 Trouveru(M,t) et @ (M, t) définis surQ2 x [0,¢] et les pararmtres
d’évolution de la fissuréa,(t)} i1, € A% qui verifient :
— leséquation de liaisons et les conditions limites € /[
Vie[0,t], uw = wu,; sur 0
VM € Q@), wu—y = uy €t =1,

— leséquations d&quilibre : o € SO

vt € [0,t], Vu* € U™, /Tr (o2 (u))dQ = /id~g*dQ—|— / F,-u*dl
Q(t) Q(t) 82Q(t)
— larelation de comportement :

déf

vt e[0,t], VYMeQt), o=Ke avec £=2g(u) = ~(Vu+ Vu')

N | —

— laloi d’évolution de la fissure :
vt € 0,1, ({aitiz1.n) = f(G(t, {ai}iz1.0), Ge) (3.1)

ou U4 et S représentent les espaced sont cherchs les éplacements et les
contraintesu(go’t] est I'espace vectoriel ass@i /1. K est le tenseur de Hooke.
La loi d’évolution de la fissure egfrite ici d’une fagon ts formelle comme une
relation f entre des paragtres caradtrisant la ggonetrie de I'avanée quasi-
statique de la fissuréa; };—1 ., et les taux de restitution courant et critique et
G..
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Probleme de référence en fissuration de fatigue

Loi de propagation de fissures
B Quelques criteres de propagation

Dans le reste de I'étude, nous nous intéressons a la gatipa d’'une fissure
sous chargement quasi-statigue dans un milieu en étatrdeatde plane ou de
déformation plane, de comportement élastique homogéisotrope et sous I'hy-
pothese des petites perturbations (Figure 3.10). Cetfgagation est caractérisée a
chaque instant par une direction et undtesse». Comme le chargement est quasi-
statique, il faut comprendre par vitesse la relation en&eahcée de la fissure et
I’évolution du chargement.

Figure 3.10: Paramétrage en pointe de fissure

Concernant la direction de propagation, differentesties existent. Le critere
de la contrainte circonférentielle maximaheaximum hoop stress criterigirdo-
gan et Sih 1963], prédit une propagation de la fissure seqgdn sur lequel la
contrainte circonférentielle,y est maximale. Sur ce plan, le cisaillement est nul.
Le critere de I'énergie de déformation minimag#tain energy density criterion
[Sih 1973], prédit une propagation de la fissure dans lactime ou I'eénergie de
déformation est minimale. L'utilisation de I'un de ces geviteres ne nécessite que
la connaissance des facteurs d’intensité de contraintenben fond de fissure.

Le critere de symétrie localg@yinciple of local symmetrjGoldstein et Salga-
nik 1974], et le critére de restitution maximale d’energiaximum energy release
nécessitent quant a eux la connaissance des facteutsrdite de contrainte juste
apres branchement. Les facteurs d’intensité de com¢rawvant et apres branche-
ment sont en effet differents. Le critere de symétri@aleqrédit que la fissure se
propage de maniere a annuler le second facteur d’'inéedsitontrainte juste apres
branchementX;, = 0). Quant au principe de restitution d’énergie maximale, il
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Probleme de référence en fissuration de fatigue

impose que la propagation quasi-statique d’une fissureesigg dans la direction
qui maximise le taux de restitution d’energie G :

o K Ki

B~ B~
ou E£* est défini en fonction du module de Yourhget du coefficient de Poissan
par E* = E en contrainte plane éf* = F/(1 — v?) en déformation planek’,
K7, sont les facteurs d'intensités de contrainte juste dmaschement. Ce principe
découle de I'hnypothése de base de la théorie de Griffkist@nce d’'une énergie de
rupture caractéristique du matériau et proportionreelee surface fissurée).

Les travaux de Leblond et de Amestoy [Leblond 1989, Amestdyeblond
1992] ont montré que les facteurs d’intensité de conteaiune fissure juste aprées
branchementK;, K7;) dépendent uniquement des facteurs d’intensité deaioier
juste avant branchement’(, K;;) et de I'anglef caractérisant le changement de la
direction et ce par une relation universelle de la forme :

K}k = Fll(e)K[+F12(9)K[[
K;(I = le(e)K[+F22(9)K[[

ou les quatre fonctions;; sont des fonctions universelles. Ce résultat leur a per-
mis de comparer le critere de symétrie locale et le prmde restitution d’énergie
maximale et de conclure gu’ils sont proches mais diffes¢Amestoy et Leblond
1985 - 1992].

Bl Croissance de fissure par fatigue

Concernant I'avancée de fissure et pour la rupture en fatigin matériau sou-

mis a une force périodique (Figure 3.11), on utilise dassment la loi de Paris :

da m F, K[

_:C(l—RK ) o R=--"=_-"

dN ( ) K Fvo Ko
et ol a représente I'avancée de fissurg, est le nombre de cycles ét et m
dépendent du matériau. C’est cette loi de propagatiorsfuittilisée dans les cal-
culs de rupture en fatigue par Dassault Aviation. La dimectie propagation est
quant a elle déterminée par le critere de la contraimt@cférentielle maximale qui
se traduit par la relation suivante :

1/ K; . Kr\2
0. = 2arctan |- — — sign( K <—) 8
s[4t ) )
ou . représente I'angle de bifurcation recherché. Remarsjgome cette loi ne fai-
sant intervenir que les facteurs d’intensité de conteadaturants est compléetement

(3.2)
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Fy

Figure 3.11: Chargement de fatigue

explicite. On remarque aussi que I'évolution du chargenméntervient plus. Le
pilotage se fait en nombre de cycles ou en avancée de fisSewée la géométrie
change et le calcul peut se faire pas a pas sur de nouveldéiguwations du do-
maine. Dans cette étude, nous piloterons en avancée deefiddous supposerons
aussi que cette avancée est décrite par deux paraméteggriques : une avancée
a etun angld.. Le trajet de fissure en 2D est ainsi décrit par une sucaedsiseg-
ments de droite. La loi d’évolution de la fissure (voir étijpia (3.1)) s’écrit alors :

a = Qq

00 - HC(KI7 KII)

On trouvera en annexe B une présentation de la technigis®atdans notre étude
pour extraire les facteurs d’intensité de contrainterdimpdiintégrales d’interaction
[Shih et Asaro 1988].

Remarque Chez Dassault Aviation, comme chez tous les avionneus,les
calculs de fatigue, des cas de chargements beaucoup plysems que le charge-
ment @riodique illusté sur la figure 3.11 sont conges. En fait, des spectres
de charges, quequivalenta une suite de manoeuvres en vol (spectre de mission),
sontétudis.

Réecriture du probleme de eférence

Le probléeme 11 de fissuration en fatigue revient alors &salution d’'une suc-
cession de problemes de statique. Ainsi, a chaque pagagation, la géométrie
étant connue, le probléme a résoudre s’écrit :

Probléeme 12 Trouveru (M) eto (M) définis sur() et le parangtre dévolution de
la fissured,. € R qui verifient :
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— leséquation de liaisonsu € U
u=u,; Sur o

— leséquations céquilibre :c €S

Yu* € Uy, /Tr (og(g*))dQ:/id-g*dQ+ /Ed-g*df
Q

Q 0282

la relation de comportement :

)Y Z(Vu+ V")

DO | —

VMeQ, o=Ke avec ¢ =c¢(u
— laloi d’évolution de la fissure :

a = Qaq
1 K] . KI 2
b = 2arctan | (EL ~ sigriaen [(£L) 4 s

oulf etS représentent les espaces sont cherchs les @placements et les contraintes.
U, est I'espace vectoriel ass@:a .

Le nombre de cycle®/® correspondant & une avancée de fissyreau pasi de
propagation, est déterminé par la loi de Paris (3.2).iAins
N® = “4 o0 RF,=F, e F,=F,
C ((1 _R) K}”)
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CHAPITRE

Choix de la base
macroscopique

Une fissure ayant un effétla fois au niveau local et au niveau global, la ques-
tion de la description de la cematique et des efforts aéxhelles micro et macro
se pose. L'approche micro-macro est uBkspour effectuer cetteeparation des
échelles et la possibiktde choisir facilement défents projecteurs macroscopiques
dans la straggie est pleinement expleé. Dans ce chapitre, didfente€chelles ma-
croscopiqgues et microscopiques adzgs au suivi de fissure sont ainsi propes et
leurs performances soltudiées.

Sommaire
1 Introduction de la discontinuitéa I'échelle micro . . . . . . . .. 114
2 Introduction de la discontinuité aux deuxéchelles . . . . .. .. 116
2.1 Définition d’'une base macro discontinue . . . . . .. .. .. 611
2.2 lllustration de la séparation des échelles . . . . . . ..... 118
3 Influence de la base macro sur la convergence . . . . . ... ... 12
4 Bilan . . . . . ... e 129
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4 Choix de la base macroscopique

Dans I'approche micro-macro, le fait qu’une fissure ait urflsence aussi bien
au niveau local qu’au niveau global souleve la questionadddscription de la
cinématique et des efforts aux deux échelles : micro etronddous proposons
dans cette partie deux alternatives pour effectuer laraépa des échelles dans ce
contexte de fissuration. Afin que le probleme macro consierveéme structure,
une premiere possibilité consiste a n’introduire lacdigtinuité qu’au niveau mi-
cro. Les quantités macro sont alors continues et les géantiicro discontinues.
Un enrichissement de la cinématique macroscopique ast @toposé pour mieux
rendre compte de I'effet de la fissure au niveau global. k&aatternative consiste
a introduire la discontinuité aux deux échelles. Lesngjti@s micro et macro sont
alors discontinues.

Dans ce chapitre, nous proposons ainsi deux fagcons diuir® la disconti-
nuité : soit au niveau micro uniquement soit aux deux nixeaicro et macro. Les
differents enrichissements de la base macro, continus darcas et discontinue
dans l'autre, sontillustrés. Les performances induitesps differentes séparations
d’échelles sont discutées. En particulier, il est mefitnfluence de ces enrichisse-
ments sur le taux de convergence de la stratégie iténatig-macro exposée au
chapitre 2. L'aspect propagation n’est pas abordé iciSAumus nous intéressons
essentiellement a la prise en compte et au traitement @ohkile d’'une fissure
donnée.

1 Introduction de la discontinuitéa I’echelle micro

Afin que le probleme macro global conserve la méme stracurcours de la
propagation, un premier choix consiste a n’introduireitecdntinuité qu’au niveau
micro. Par conséquent, sur une interfige, traversée par une fissure, les quantités
macroF et W sont continues, tandis que les quantités migfd et W™ sont
discontinues.

Pour illustrer ce point, considérons I'exemple acad@mid'une structure com-
portant une fissure libre d’effort qui traverse une integféi€igure 4.1(a)). Le mail-
lage macro d’interface est montré en Figure 4.1(c) et ldlag@ micro sur chacune
des sous-structurés; ety est décrit en Figure 4.1(b). La déformée totale micro
et les deplacements madio} obtenus avec une base macro linéaire (Figure 4.2(a))
montre qual’}, contrairement & sa partie complément&iré, est continu. Afin
de mieux décrire la solution grossiere, le méme calctr@alisé avec une base
macro cubique qui extrait les résultantes, les momentssepérties linéaire, qua-
dratique et cubique a la fois (voir paragraphe 2.2 du chay2}. Les résultats a
convergence en terme de déformée de la microstructuger@i4.2(b)), sont bien
entendu les mémes qu’avec la base macro linéaire. Notomsa@mpte tenu de la
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1 Introduction de la discontinuité a I'échelle micro
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Figure 4.1: Structure comportant une fissure libre d’effloiittraverse une interface
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4 Choix de la base macroscopique

définition de la base macro sur une interface, I'opérateumogénéisé résultant
obtenu pour chaque sous-structure peut représenter lutésagyrossiere tenant
compte de la présence de la fissure. Ainsi, ces opératearedeénéisés permettent
de représenter non seulement des états de contraintesgboss mais aussi des
états de sollicitations a forts gradients tels que cedxiis par la présence d’'une
fissure. Ce constat est d’autant plus vrai qu’on enrichialsebmacro.

2 Introduction de la discontinuité aux deuxéchelles

Dans le paragraphe précédent, la discontinuité eradépient due a la fissure
n’est introduite qu’au niveau microscopique. Constrypgétir de quantités d’inter-
faces linéaires ou cubiques, le comportement homogértkis sous-structures qui
en découle est capable de prendre en compte des gradigugamis a I'échelle
macro, tels que ceux induits par la fissure. Néanmoins, tinléssement plus ef-
ficace de la cinématique macro consiste a introduire leodisnuité au niveau ma-
croscopique également. Il convient alors de définir unevatbe base macro apte a
prendre en compte une discontinuité.

2.1 Definition d’'une base macro discontinue

Considérons une interface coupée par une fissure en undwsiné. Une fagon
simple de construire une base macro linéaire discontinnsiste a associer a cha-
cun des deux morceaux de l'interface une base macro le&amilaire a celle
proposée dans le paragraphe 2.2 du chapitre 2 (Figure BdBy. engendrer la
cinématique d’'un des morceaux, on utilise des vecteurgase similaires a ceux de
la base macro linéaire mais valant zéro sur l'autre marckeas vecteurs!?! (M),
ed (M), (M) et e}!(M) sont ainsi automatiquement orthogonaux aux quatre
autres vecteurs (M), eX (M), e} (M) eted (M) de I'autre morceau au sens de
la forme bilinéaire travail. L'orthogonalité des huitfctions de base macro est ainsi
assurée. En revanche, il convient de normer convenablechacun des vecteurs
par rapport aux caractéristiques de l'interface. Ainsijpune interfacé’ séparée
en deux morceauk; etl'y, e} (M) est défini de la fagon suivante :

/mesr) —!
0 pourM € I'y

1
eM:{ —L_ N, pourM eI,

La figure 4.4 représente, pour 'exemple traité préc@aent, la déformée totale et
les déplacements macro d’interface obtenus avec une bag® tméaire disconti-
nue utilisée pour l'interface traversée par la fissures tleplacements macid %/
et sa partie micro complémentaifé’, sont bien discontinus.
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Figure 4.3: Base macro linéaire par morc{@ﬁ‘ﬁ}i
facel'p traversée en son milieu par une fissure
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Figure 4.4: Déformée totale et déplacements macrdgtfaits continus) a l'inter-
face pour une base macro discontinue : la discontinuitstuite au

niveau micro et au niveau macro.
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4 Choix de la base macroscopique

Remarque 1 Concernant la disagtisation des quangés d’interface, on notera
gue le choix d’une approximation par des fonctions consfde degr PO) conti-
nues par morceaux (voir paragraphe 1.3.2 du chapitre 2) aséonaturellement
I'apparition d’une discontinué entre deueléments de l'interface.

Remarque 2La définition de cette base macro discontingéeessite de @ciser
le point de coupure par la fissure sur l'interface. Ceci peavérer ardu dans le
cas de la propagation de fissure. Nous verrons au chapitreea’gtilisation d’une
fonction distance (Level Sets), dont I'isovalea@racfinit le point de coupure, per-
met de faciliter cette cgration.

2.2 lllustration de la separation deséchelles

L'enrichissement de la base macro par une partie cubiquse {ipacro cubique)
ou une discontinutité (base macro discontinue) permebdstouire des opérateurs
homogénéisés capable de prendre en compte des grawitsngsade déformations
a I'échelle macroscopique. Dans ce paragraphe, on mdatre quelle mesure il
est possible de séparer le traitement des échelles nticn@&o pour chacun des
opérateurs homogénéisés associés aux differeatesrhacro etudiées.

On considere I'exemple du paragraphe 1. Pour l'interfaaeersée par la fis-
sure, on utilise successivement une base macro linéaiezbase macro cubique
et une base macro discontinue. Pour les autres interfaedgd condition limite
en effort ou en déplacement), une base macro linéairetiéiséa. Afin d'illustrer
la séparation des échelles, on utilise le raccord atefficero nul présenté au para-
graphe 2 du chapitre 3. Ce raccord permet d’assurer lestcamglde transmission
d’effort et de déplacement au sens macroscopique du téams, pour la base ma-
cro linéaire, on« raccorde» les parties linéaires. Pour la base macro cubique, ce
sont les parties cubiques. Enfin, dans le cas de la base macontinue, les par-
ties linéaires par morceaux sont connectées. La figureepisente la deformée
micro totale et le déplacement macro d’interface pourieis bases. En terme de
déformée, les cas utilisant une base macro cubique oordisce semble donner
d’excellent résultats contrairement a celui de la basersnbnéaire. Dans ce der-
nier cas, rappelons que le raccord a effort micro nul cpoed a un raccord en
moyenne du déplacement. La figure 4.5(a) montre claireffieatiffisance de ce
raccord pour représenter le mode d’ouverture de la fissure.

Considerons a présent la carte d’erreur en énergie flposous-structuré?
(Figure 4.6), la référence étant le calcul obtenu poucoamportement parfait de
l'interface fissurée. Ce calcul de référence correspdonc a celui présenté aux
paragraphes 1 et 2.1. On constate que les opérateurs bogisgs décrits par I'uti-
lisation de la base macro discontinue ou de la base cubiqueettent d’obtenir la
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(a) Base macro linéaire

R
Y
ZHARRY

(b) Base macro cubique

(c) Base macro discontinue

Figure 4.5: Déformée totale et déplacements macrdgtfaits continus) a l'inter-
face pour les bases macro continues (linéaire et cubidua)ase ma-
cro dicontinue avec raccord a effort micro nul sur I'ingeré traversée
par la fissure.
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(c) Base macro linéaire discontinue

Figure 4.6: Carte d’erreur en énergie pour les bases mamrtnces (linéaire et
cubigue) et la base macro dicontinue avec raccord a effantormul
sur l'interface traversée par la fissure : un enrichisserder’échelle
macro découple les échelles et permet de retrouver ldcolatérieure
uniquement avec le comportement homogénéisé macro.
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3 Influence de la base macro sur la convergence

solution intérieure de Saint-Venant qui est correcte thirraccord. Ceci est d’au-
tant mieux veérifié dans le cas de la base macro disconétarg donné que, compte
tenu de sa définition (voir paragraphe 2.1 précédent)aocorde les torseurs d’ef-
fort (résultantes et moments) sur les deux morceaux deiface fissurée.

3 Influence de la base macro sur la convergence

L'objectif de ce paragraphe est d’illustrer I'influence @deldase macro et de
ses enrichissements (cubique et discontinu) sur la coemegyde la stratégie. Pour
ce faire, on étudie le cas de la poutre fissurée en flexias paints représentée
en figure 4.7(a). Le maillage micro est défini sur la figure(ld). 2t présente un
raffinement dans le voisinage de la fissure. Le maillage messocié aux interfaces
et au partitionnement en sous-structure est donné en figid¢e). Concernant le
choix de la base macro sur les interfaces, on prend une bage timgaire partout
excepté pour les quatre interfaces situées dans la zamtérét pour lesquelles on
utilise successivement une base macro linéaire, une bas®rubique et une base
macro discontinue.

Les figures 4.8, 4.9 et 4.10 représentent les déforméae naitales et les dépla-
cements macro d’interface obtenus pour chacune des treesbaacro utilisées
dans la zone d’intérét. Les solutions a convergence dbl@me (solution totale)
sont, bien entendu, les mémes. On notera qu’'un comportemero enrichi (cu-
bique ou discontinu) permet de mieux approcher la solutarsda zone d’intérét
y compris pour les sous-structures entierement tragengér la fissure. Lannexe A
précise les propriétés de I'opérateur homogérgssecié a une sous-structure sépa-
rée en deux.

Si I'on observe la convergence de l'erraTIN, 1, définie au paragraphe 3.4
du chapitre 2, au cours des itérations (Figure 4.11), opes&it que le taux de
convergence est amélioré avec I'utilisation d’'une baaenmcubique ou d’une base
macro discontinue. Pour la courbe de convergence assot@dsase macro discon-
tinue, on observe deuxrégimes, de convergence. Dans la premiere phase, le taux
de convergence est essentiellement piloté par la conveegdes quantités d’effort
et de déplacement macro d’interface associées a léut&sodu probleme macro.
Dans la deuxieme phase, la convergence est pilotée pgudesités micro. L'apport
du probléme macro dans ce cas est alors remarquable.

La définition de I'erreurLATIN, 1, étant une erreur globale sur I'ensemble des
interfaces, elle ne donnent pas nécessairement une iafilomsuffisamment per-
tinente concernant la convergence de quantités locatepaHiculier, dans le cas
traité ici, 'erreur peut se localiser justement dans laezd’intérét ou la séparation
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4 Choix de la base macroscopique

(a) Poutre fissurée en flexion 3 points
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(c) Maillages macro et micro

Figure 4.7: Poutre fissurée en flexion trois points : madlagcro conforme a la
géomeétrie de la fissure et maillage macro d’interface.
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Figure 4.8: Déformée totale et déplacements macrdgtfaits continus) a l'inter-
face pour la base macro linéaire
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Figure 4.9: Déformée totale et déplacements macrdgtfaits continus) a l'inter-
face pour la base macro cubique
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3 Influence de la base macro sur la convergence
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Figure 4.10: Déformée totale et déplacements macritqficats continus) a I'inter-
face pour la base macro discontinue
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4 Choix de la base macroscopique

Convergence de I'erreur Latin

base macro discontinue|
— — — base macro cubique
N — - — - base macro lineaire
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Figure 4.11: ErreuLATIN, 7, en fonction du nombre d'itérations pour les bases
macro continues (linéaire et cubique) et la base macratioee : un
enrichissement de la base macro améliore le taux de canvezg

des échelles micro et macro permet de traiter plus ou mdiice@&ement la loca-
lisation des déformations due a la fissure. Les figures dt 1213 représentent la
convergence de la valeur des facteurs d’'intensité desaintesk ; et K;; ainsi que
de leur erreur relative en fonction du nombre d’itératiddgur le calcul d’erreur,
les valeurs de référence sont déterminées a partiabtuica convergence (pour un
grand nombre d’itérations). La encore, I'amélioratauntaux de convergence des
facteurs d’intensité de contrainte est significative.Halbase macro cubique, on
note qu’une erreur inferieureld sur K; (Figure 4.13(a)) ef<;; (Figure 4.13(b))
est atteinte en moins de 10 itérations. Si I'on se réel@ courbe de convergence
LATIN (Figure 4.11), on constate qu’en 10 itérations, I'indécatd’erreury a at-
teint un niveau situé entr)—* et 10~° pour I'utilisation d’une base macro discon-
tinue. Méme si le critere est discutable, pour les raigamgjuées précédemment,
on pourra retenir qu’un niveau d’erreL&TIN heuristique de0~* permet d’obtenir
une estimation raisonnable des facteurs d’intensité de&@ote a environ% avec
I'utilisation d’'une base macro discontinue dans la zoneféss.

Remarque: On remarquera que cette a@tioration des performances de la
strategie en terme de vitesse de convergence obtenu par endaoiess de la base
macro, a un c@t a payer qui se traduit par I'ajout de degs de liberé macro (as-
socés aux nouvelles fonctions de base macro @es}. Cet enrichissement local
spécifiquea la zone d’inérét fissuée conduit donc, a prioria une modification de
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3 Influence de la base macro sur la convergence
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Figure 4.12: Valeur des facteurs d’intensité de conteaikif et K;; en fonction
du nombre d’itérations pour les bases macro continuesg(iia et cu-
bique) et la base macro dicontinue

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005

127



4 Choix de la base macroscopique

Convergence de KI: erreur relative
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Figure 4.13: Erreur relative des facteurs d’intensitéeatgmintex’; et ';; en fonc-
tion du nombre d'itérations pour les bases macro contiflirésire et

cubique) et la base macro dicontinue
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4 Bilan

la taille du probEme macroscopique au cours de la propagation de la fissure. Un
compromis est dong faire entre la non modification de la taille du pré&ohe macro
au cours de la propagation et I'atioration du taux de convergence de la ségie.

4 Bilan

Dans cette partie, nous avons proposé differentes aémas d’'échelles per-
mettant un traitement multiéchelle de I'effet d’'une figssur la réponse a la fois
globale et locale d’'une structure. Dans le cadre de I'agprauicro-macro, cela
s’est traduit par la proposition de differentes bases osmopiques. Deux fagons
de prendre en compte la discontinuité en déplacementiosit&é proposées. La
premiere introduit la discontinuité uniguement au niveacro. Les quantités ma-
cro obtenues sont alors continues et les quantités misoodiinues. Afin de mieux
prendre en compte l'effet de la fissure au niveau macro, uiclessement de la
base macro linéaire permettant d’extraire la partie aubid’'une quantité d’'inter-
face a été étudié. L'autre fagon d’introduire une distinuité a consisté a prendre
en compte celle-ci a la fois au niveau micro et au niveau mddne base macro
linéaire discontinue a ainsi été envisagée pour legfates traversées par une fis-
sure. Ces enrichissements successifs de la base macrocedwpnobleme macro
permettent d’améliorer le taux de convergence de laegm@itérative micro-macro
en particulier dans le cas de l'introduction de la discantgnaux deux échelles.

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 129



4 Choix de la base macroscopique

130 Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



CHAPITRE

Traitement de la
microstructure par la
X-FEM

Dans ce chapitre, nous psentons le traitement de la microstructure par la X-
FEM. Par une technique d’enrichissement adagptu champ deéplacement, la
méthode permet de repsenter correctement la solution singu& en pointe de
fissure et simplifie grandement les processus de maillage et¢rdaillage lors de
la propagation. Les choix d'implantation et la validatioe th néthode au sein du

code de calcul sont expes et disclés.
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1 Modélisation d’une fissure selon la X-FEM

Afin de s’affranchir des difficultés de maillage et de retagié posées par la
propagation de fissure, on se propose d'utiliser la métho@&&EM [Belytschko
et Black 1999] comme technique d’enrichissement local pi@arire la fissure a
une échelle fine. La méthode permet de décrire correctelaeolution singuliere
en pointe de fissure. Lintroduction d’une fonction d’ehigsement discontinue
autorise au maillage de ne plus étre conforme a la gé&aard la fissure.

Ce chapitre ne présente pas de résultats nouveaux cantéarméthode. Il a
pour but de valider et d’exposer son implantation au seinatie @léments finis
orienté objet développé au LMT-Cachan. Son utilisatians le cadre multiechelle
exposé precédemment n’est pas abordée ici. Il seté @aichapitre 6. Nous décri-
vons, tout d’abord, la méthode X-FEM ainsi que les diffiealtechniques sous-
jacentes. La gestion de la propagation de fissure a l'aid®migions de niveau,
Level Sets[Osher et Sethian 1988] est également rappelée. Leg dhiniplanta-
tion de la méthode dans le code de calcul sont ensuitergésset discutés. Enfin,
le chapitre se termine sur une série d’études permetamalkider I'intégration de
la X-FEM. Les résultats sont comparés a ceux de ladittee et permettent d’illus-
trer certaines caractéristiques de la méthode ainsi guaines difficultés qui font
aujourd’hui I'objet de travaux de recherche.

1 Modelisation d’'une fissure selon la X-FEM

Pour représenter une fissure, deux types de fonctionsichessement (voir pa-
ragraphe 2.2.3 du chapitre 1) sont utilisés pour modéli'sme part la discontinuité
du déplacement le long de la fissure et, d’autre part, laisolen pointe de fissure.
Le champ de déplacememest alors cherché sous la forme :

w (@) =Y @+ Y wile) Haa + Y wile) (Y F@b)  (6.2)

ieN iENy iEN, j=1

~

ou :

— N est'ensemble des nceuds du maillage;

— u; est le degré de liberté (vectoriel) classique au neeud

— ; estchoisie en pratique identiquéget est la fonctior chapeau éléments
finis classique associée au ncgud

— N; C N est I'ensemble des nceuds enrichis par la discontinuitéseto-
efficientsa, sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondahisiceud
appartient @V, si son support est coupé par la fissure mais ne contient aucun
de ses pointes. Ces noeuds sont entourés d’un carré sgure .14 ;

— N, C N estl'ensemble des nceuds a enrichir pour modéliser lederiidsure
et les coefficientg, sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondéints.
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

noeud appartient &, si son support contient la pointe de fissure. Ces noeuds
sont entourés d’un cercle sur la figure 1.14;
Les fonctionsF; permettent de représenter les solutions asymptotiquesiate de
fissure. Elles valent en élasticité :

0 0 0 0
{F;(z)} = {/rsin 2 \/1 cos 2 \/7 sin 3 sin 6, \/r cos 5 sin 0} (5.2)
ou (r, d) sont les coordonnées polaires dans les axes locaux en éofiskdre (Fi-
gure 3.10). On remarquera que, parmi ces fonctiBnseule la fonction/r sing

est discontinue. La fonctioH (z) est discontinue sur la fissure et de valeur constante
de part et d’autre de celle-cit:1 d’'un cdté et—1 de l'autre. Avec les notations de la
figure 5.1, on peut ainsi écriref (z) = sign((z — z*)".n,). Pour plus de détails,

on pourra se référer a [Mo@s al. 1999].

Figure 5.1: Vecteur normal et tangent a la fissure. Le poingst le point le plus
proche der sur la fissure. La valeur de la fonctidhau pointx vaut—1
pour la situation représentée sur la figure.

Remarque 1 Dans le cas ou la discontinten éplacement se confond avec
le bord desélements (maillage conforme la fissure), la X-FEM revien& une
mocklisation de la discontinu& par double nceuds. Dans ce cas, les ésgfe li-
bertes enrichis assoesa H(zx), lesa;, correspondent aux sauts démacement
nodaux [Mas et al. 1999].

Remarque 2 On remarquera que seuls les nceuds ddétent contenant la
pointe de fissure sont enrichis par [Eset ceci quelque soit |a taille desélements.
Le taille du support des fonctions; tend donc vers) lorsque’ diminue. Cette
manere de faire ne permet pas d’obtenir le taux de convergentienapde I'er-
reur enénergie lorsqueé: diminue. En fait, c’est toujours la singulag@tqui pilote
la convergence, si bien que I'on retrouve le taux de converge=ny/h obtenu
classiguement avec la FEM. Concernant ce peold, on seéferera aux travaux
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2 Les difficultés techniques de mise en ceuvre

de Laborde [Laborde et al. 2004]. Notons simplement, qu'swiation apporéea
cette question consisteenrichir par lesF; tous les nceuds sig dans un domaine
de rayon fixe et ceci quel que soit. On parle d’enrichissementtopologique» en
pointe de fissure.

2 Les difficultes techniques de mise en ceuvre

Comme il a été précisé au paragraphe 2.2.4 du chapites inéthodes d’enri-
chissement basées sur la PUM donnent lieu a plusieursudiéis en ce qui concerne
leur implémentation. La grande flexibilité offerte paXe&FEM (le maillage n’a pas
besoin de respecter la position de la fissure) a un prix quagegans sa mise en
ceuvre.

2.1 Description de la fissure

Dans une approche éléments finis classique, la positisrisiires est décrite
par un ensemble de faces d’éléments. Dans I'approcheM;Ele estindépendante
de la topologie du maillage et doit donc étre fournie a.@ant2D, une fissure peut
étre représentée par une succession de segments de [@®eiytschko et Black
1999, Moeéset al. 1999, Dolbowet al.2000a]. Il faut noter que la seule opération
ou la représentation de la fissure intervient dans la X-ESM' évaluation des fonc-
tions d’enrichissemen{tF;(z)} et H(z). En un point d’intégration, il faut savoir si
I'on se trouve d’'un c6té ou de l'autre de la fissure et coimedés coordonnées po-
laires (r, ) de ce point dans les axes locaux en pointe de fissure. Casaévals
peuvent se révéler ardues a implémenter et lentes €dengtrie de la fissure est
complexe. Une alternative est alors la représentatioradissure par la méthode
desLevel SetdStolarskaet al. 2001, Moéset al. 2002a] qui sera présentée au
paragraphe 3.

2.2 Intégration numérique

Sur les éléments finis coupés par une fissure, des fosalisnontinues doivent
étre integrées. Afin de permettre l'intégration de pert’autre de la fissure, on
peut proposer un découpage de ces élements en sonsrite(triangles en 2D et
tetraédres en 3D). La figure 5.2 montre un exemple d’ure t&composition en
2D. Sur les sous-triangles, en 2D, 3 points de Gauss soigégtilinsistons sur le
fait que ces sous-éléments créés n'apportent aucuveaowdegrée de libertée. Leur
seule raison d’étre est I'intégration.

Sur les éléments qui ne sont pas coupés par la fissure oraisd moins un des
degrés de liberté est enrichi par les fonctions asyngpiei/; en fond de fissure
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

- points de Gauss
R . . . ole . . o ZeNd

..°'../ e oo o o W IEN,

Figure 5.2: Intégration numérique prenant en compte wsseife avec la X-FEM.
Les éléments coupés par la fissure sont décomposésusrirgangles
sur lesquels une intégration a 3 points de Gauss estéatilBour les
eléments quadrangulaires qui ne sont pas coupés pasuadisais dont
au moins un des degrés de liberté est enrichi par les famectisympto-
tiqgues (< V,), une intégration a 16 points est effectuée.

présentant la singularité gpr, un nombre élevé de points de Gauss est utilisé : 12
pour les triangles, 16 pour les quadrilateres.

Enfin, sur les eléments non coupés par la fissure et payuédstous les degrés
de liberté sont classiques, le nombre de points de Gause st standard : pour
des élements du premier degré, on prend 1 point pourieggtes, 4 pour les qua-
drilatéeres.

Remarque 1 Il est bienévidemment possible d’ieqgrer leselements en pointe
de fissure avec la @me technique deedoupage en sousements que celle utikee
pour lesélements comptement travekss par la fissure. Ce sougdoupage peut
cependant s’aérer difficile a implementer, en particulier en 3D [Sukumar et al.
2000].

Remarque 2 Une technique d’irggration iecursive (maillages quadtree ou oc-
tree) de lelement en souslements base sur une estimation a posteriori de I'erreur
d’intégration peugtre utilisee [Strouboulis et al. 2000].

Remarque 3 Un nceud dont le support est traverpar la fissure est enri-
chi par la fonctionH (z) dont la valeur estt-1 d’'un cdté et—1 de l'autre dté.
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3 Utilisation ded_evel Sets

L'implémentation de cette & recessite une térance. En effet si I'aire du support
d’'un coté de la fissureA™, est regligeable par rappora I'aire de I'autre dté, A,
les fonctions de formes classiqugset celles enrichies pak (x) ne se distinguent
gue sur une aire s petite. En pratique, un nceud est enrichi si :

min(A*, A7)

(A++A7) > Prol (53)

ol une valeur dey,, = 10~ est utilie en pratique (Figure 5.3). Dans le cas o

A+

A

Figure 5.3: Support d’'un nceud traversé par une fissureniDéfi des airesA™ et
A~ intervenant dans le critere permettant la sélection desds a enri-
chir par la fonctionH (z).

le maillage se conforma la fissure, ce crére conduita n’enrichir que les noeuds
situés sur le trajet de la fissure. On retrouve ainsi la ralshtion élements finis
classique par double nceuds.

3 Utilisation desLevel Sets

Dans I'approche X-FEM, la position des fissures et des tretigndépendante
de la topologie du maillage et doit donc étre fournie a.fdaans le paragraphe 2.1,
deux descriptions ont été mentionnées : celle qui se fiasene description de la
frontieres (fissure, trou, ...) par des entités geoimads éléementaires (succession
de segments de droite en 2D) et qui peut s’avérer ardue l@memter et celle qui
se base sur I'utilisation deevel SetsUn champ de valeur appdkével set function
(fonction de niveau) est défini dans le voisinage de la fevet La fonction de
niveau associée a une frontiere donne en chaque poinstande de ce point a
la frontiere. Le signe placé devant la distance indiquke goint se trouve d’'un
cOté ou de l'autre de la frontiere. Par exemple, pour an,tla fonction de niveau
est, disons, négative a l'intérieur du trou et positivBextérieur du trou avec une

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 137



5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

valeur donnant la plus courte distance a la frontieresd-zéro de la fonction de
niveau donne la position du bord du trou. En pratique, lationcde niveau est
calculée aux nceuds et interpolée entre les nceuds pank&gofts de base eléments
finis classiques;. Une fois cette fonction de niveau créée, elle permeteterges
opérations géométriques nécessaires a la modéhssglon la X-FEM d’un trou
par exemple, a savoir : trouver les éléements coupésedamnd du trou, €liminer les
nceuds dont le support est totalement a l'intérieur du étomodifier les fonctions
de forme dont le support est coupé par le bord du trou. Ladi§ut représente la
fonction de niveau qui permet de représenter un congeé.

e e
ggimgghn"

(a) Congé a représenter en (b) Fonction de niveau (c) Carte d'iso-valeurs de la
pointilles fonction de niveau

Figure 5.4: Représentation interpolée de la fonction ileau (Figure 5.4(b))le-
vel set functionpermettant de décrire un congé (Figure 5.4(a)) sur un
maillage éléments finis de TRI3.

3.1 Description d'une frontiere par Level Sets

La méthode desevel Setsest une technique permettant de représenter une
frontiere qui peut étre en mouvement. Elle est basée asueprésentation de la
matiere par des courbes de niveau d’'une fonctiom, ¢) ou ¢t est un parametre
décrivant I'evolution spatiale de la frontiere. Unerftigre'(¢) C R® en mouve-
ment peut étre représentée par la fonction de nivealR® x R — R ou :

L(t) = {z € R*|p(z,t) = 0}
On peut prendre par exemple pour fonctiota fonction distance signée :

t) =+ mi _
o(z,1) gfélr%)”@ ar||
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3 Utilisation ded_evel Sets

ou le signe est positif (négatif) siest a I'intérieur (extérieur) du contour défini par
I['(t), ce qui permet de définir un intérieur et un extérieur.

L'évolution de la frontiere est alors décrite par I'eqion d’évolution deyp,
donnée par Osher et Sethian dans [Osher et Sethian 1988] :

0
a—f + F||Vg| =0 avecp(z,0) donné (5.4)

ou F'(z,t) est la vitesse de déplacement de la frontiérecen I'(¢) dans la di-
rection de la normale extérieure (Figure 5.5). Lavantaggeur de cette méthode

F(z,t).n
I'(t)

I8

Figure 5.5: Vitesse normale de déplacemgft, t).n de la frontierel(¢)

est que les calculs sont réalisés sur un maillage fixé eflguient compte na-
turellement des changements topologiques de l'interfllodons également que
I'équation d’évolution précédente (5.4) a toujoursriame forme quelle que soit la
dimension de la frontiere (courbe en 2D ou surface en 3D)lDg, la fonctionyp
permet de déterminer facilement la normala la frontiere par la relation :

Ve
Vel

ﬁ:

3.2 Description d’'une fissure

Une seule fonction de niveap permet de représenter une courbe fermée ou
une courbe fermée par une frontiere donnée (ParagragheEh revanche, pour
modéliser une fissure, plusieurs fonctions de niveau seoéssaires : une pour
représenter la surface fissurée et une pour représenter le front de fissurgFi-
gure 5.6).

Pour représenter, les deux extrémités d’une fissure abawthante en 2D, trois
fonctions de niveau sont donc nécessaires comme celaedt eh figure 5.7. Les
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

b <0 >0
p >0 pf
¢<0\
p <0 Y =0

p=0
Figure 5.6: Représentation d’'une fissure par deux fonsta niveau p pour
modeéliser la surface fracturéewepour repérer le front de fissupg.

fonctions de niveaux, ¢, etvy, se calculent alors de la fagon suivante :

r,t) = 4+ min |z —=x
plz.t) = + min z -z
Vilz,t) = (z—zpp) L

On peut remarquer qu’une seule fonction de niveaaermet de définir la position
des deux pointes de fissure. Elle s’ecrit :

Y = max; (5.5)
La fissurel'(t) est alors définie par :
L(t) = {z € R?|p(z,t) =0 et ¢(z,t) <0}

La propagation d’'une fissure consiste alors a mettre agsuionctions de niveau,
Level Setsa chaque pas de propagation en vérifiant les équati@vsldtion (5.4)
correspondantes. La fagon de faire cette mise a jouretaili@ée en annexe C.

Remarque 1 En pratique, une fonction de niveau est caéeibux nceuds et in-
terpolee entre les nceuds par les fonctions de @&ments finis classiques. Pour la
description d’'une fissure par une succession de segment®ite, dn montre que
la taille de ces segments ddtre de la taille de€léements finis utiligs pour I'in-
terpolation du champ deéplacement. Ainsi, les erreurggneétriques ne prennent
pas le pas sur les erreurs n@mques. Ceci justifie le choix de prendre, en pra-
tique, des fonctions de baé&ments finis identiques pour I'interpolation des fonc-
tions de niveau @crivant la geonetrie et pour l'interpolation du @dplacement. La
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4 Implantation dans un code orienté objet

P <0 t

\ ¢ <0 by =0

wg >0 wg =0

Figure 5.7: Représentation d’'une fissure non débouchmamtiFois fonctions de ni-
veau ;¢ pour modéliser la surface fracturéey/gt resp.y),, pour répérer
le front de fissure f1, resp.pfs.

représentation de cetteégnetrie se raffine alors lorsque le maillage se raffine.
Bien que le maillage n’ait pas besoinalte conforme la géonetrie, une descrip-
tion fine des surfaces physiquemockliser par les Level Sets pegire recessaire.
Des pro@&dures de raffinement adaptatives du maillage, au niveaesi&anteres,
peuvengétre mise en place de fag@natteindre une descriptionégnetrique suffi-
sante [Mds et al. 2003].

Remarque 2 Les fonctions de niveap(z, t) ety (z, t) sont choisies de fagan
ce que leurs gradientséfinissant la base locale en pointe de fissure, soient ortho-
gonaux. C'est-dire que :

VoV =0 W (5.6)

ainsi le front de fissure est toujourgfini.

4 Implantation dans un code orient objet

L'implantation de la X-FEM au sein d’'un code de calcul sael@lusieurs dif-
ficultés évoquées au paragraphe 2. Rappelons que le citdgodivoir gérer une
diversité dans la nature et le nombre de degrés de lipartaoeud. Il doit aussi per-
mettre d’avoir une technique d’intégration propre a cleglément fini (Figure 5.2)
afin d’intégrer correctement les fonctions d’enrichissatmDans cette partie, nous
apportons quelques précisions concernant les choix tBim@tion qui ont été faits
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

dans le code éléments finis orienté objet développe &tatlab au LMT-Cachan
(Figure 2.8).

4.1 Gestion des dedrs de liberé

En chaque point du maillage ou d’'une zone du maillage, lesuvalded. e-
vel Setssont stockées au niveau des obje@INT (Figure 5.8). Ces valeurs sont
stockées dans un arbre suivant differentes clés : le pasltul et le numéro du
détail modélisé. La sélection des nceuds a enriclai@dd ded_evel Setgst détaillee
en annexe C. Un nceud enrichi est converti en un éiENT_X qui hérite des pro-

POINT

+coordonnées

+numérotations locales des ddl

+valeurs au POINT (noeud ou point d'intégration)
+valeurs des Level Sets

+enrichissement d'un noeud ()

1

POINT_X

+nombre de ddl classiques

+liste des numéros du type d'enrichissement par ddl
+liste des numéros du détail modélisé par ddl

+enrichissement d'un noeud ()

Figure 5.8: Diagramme UML partiel de la clasB®OINT et de son descendant
POINTX

prietés de la classBOINT. Il contient I'information nécessaire pour regénéier

numeérotation locale des degrés de liberté. Pour chaggeedie liberté (ddl), une
clé permet de définir le numéro du détail modélisérfpése fissure, deuxieme fis-
sure, premier trou, ... ). Cette liste de détails est gaméors de la définition du
probleme. Une clé permet aussi de déterminer le typemidifin d’enrichissement
associé a chaque degré de liberté (0 pour un dddl classigpour un ddl enrichi

par H, 2 pour un ddl enrichi par la fonctioo/?sing, ... ). La liste des fonctions

d’enrichissement et leur numérotation est définie, & pdans un fichier de donnée.

4.2 Intégration numérique

Dans la X-FEM, le maillage n’a plus besoin d’étre conforarla fissure. La fis-
sure est modélisée par les fonctions d’enrichissemedisi®ntinuité et de pointe
de fissure. Il convient d’intégrer correctement la forntiolafaible associée a I'ap-
proximation enrichie X-FEM décrite par I'equation (5.Bour les fonctions en
pointe de fissure une technique de sur-intégration (atibe d’'un nombre élevé
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4 Implantation dans un code orienté objet

de points d’intégration) est utilisée (voir paragraph®)2Pour les éléments tra-
versés par la fissure, il faut intégrer correctement deé gtad’autre de la fissure,
c’est-a-dire positionner correctement, sur ces élésmées points d’intégration de
chaque cdté de la discontinuité. Les difficultés de lagéd des méthodes élements
finis standard se traduisent ici par une difficulté dansfndion géométrique d’'un

« maillage d’intégration. Typiqguement, sur un élément quadrangulaire traveasé p
une fissure, tous les cas d’intersection de cette discatéiauec I'élément sont a
envisager : la fissure passe par un coin de I'élément, pax deins, ... Nous ne
détaillerons pas ici la fagon de dénombrer tous ces cdgydees d’intersection,
ni la facon de déterminer si le support de I'éléement efisamment coupé par la
fissure (voir remarque 3 du paragraphe 2.2). Ce problemedmétrie est relati-
vement bien cerné et des outils existent pour y repondoeshetiendrons simple-
ment qu’il est manifestement nécessaire d’avoir une tegctend’intégration propre
a chaque élément.

Pour répondre a ce probleme, a chaque dbigIMENTest associé un objétl-
TEGRATIONpar agrégation (Figure 5.9). Pour les éléments appamteau support
des fonctions de forme des noeuds enrichis, on associe uraotype d’intégration
spécifique INT_-QUAD_X pour un élément quadrangulaire) défini a partir de la va-
leur desLevel Setgjui permettent de décrire la fissure. Pour un élément&pajp
la fissure (enrichi par la fonctiof/), la procédure est la suivante (Figure 5.10) :
I'interpolation desLevel Setgpermet de définir le partitionnement de I'élément
en deux (détermination des points de coupure) dansé@té de référence. Un
maillage d’intégration (création de sous-élémengngulaireELETRI3 permet de
positionner les points d’intégration (intégratitil_TRI a trois points de Gauss as-
sociée a chaque sous-éleément triangulaire) dargswéht de référence. Ce maillage
d’intégration ne rajoute pas de degrés de liberté srpphitaires. Il permet simple-
ment de définir la position des points d’intégration poa&lement enrichi.

4.3 Calcul de la ceformation

Concernant la prise en compte des fonctions d’enrichissefiér) et F(z),

il suffit de considérer les nouvelles fonctions de forgneassociées aux degrés de
libertés des nceuds enrichisy;(z) = H(x)¢;(x) pour les degrés de libertées
des nceuds enrichis par la discontinuitégtr) = Fj(z) ¢;(z) pour les degrés de
Iibertésl_){ enrichis par les solutions asymptotiques en pointe de égsukumar
et al.2000]. Ce formalisme permet d’utiliser sans difficultéd@sthodes (fonctions)
opérant au niveau de la structure : assemblage des matt@asntaire, calcul des
matrices des rigidité, calcul des matrices de masse .teTaulifficulté est reportée
au niveau local. En particulier, il convient de calculer &afrmation associée a ces
nouvelles fonctions de forme pour les éléements dont ansnon des noeuds est
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4 Implantation dans un code orienté objet

ELEMENT DE REFERENCE
3

/
/
/
/
/
)
,
,
;
; n
;
7
:
/

ELEMENT REEL oo

intégration dans I'elément de référence

Figure 5.10: Intégration sur un élément quadrangulaoepé par la fissure. Un
maillage permet de positionner les points d’intégratiansdl’éléement
de référence.

enrichi.

Afin de ne pas trop modifier I'ecriture du code existant, unevelle classe
d’objet ELEM_GRAD.X est créée pour ces €lements. Un objet de cette classe con
tient (encapsule) un objet de tyg EM GRADQqui correspond a une formulation
des éléments de type premier gradient. La déterminaidia valeur des fonctions
de forme enrichie aux points d’'intégration (ptintg) ne @gms de difficulté des
lors que lesLevel Setsont connus. En revanche, le calcul des dérivées de ces
fonctions de forme enrichies est plus difficile. La prerai€ifficulté réside dans
le fait qu’il faut dériver un produit de fonction. La deexne, plus contraignante,
provient du fait que le support des fonctions d’enrichissend! et F; concerne
plusieurs éléments (un patch). Aussi ces fonctions sorgéméral connues dans
un systeme de paramétrage attaché a la géométiie ks €léments et non pas
dans un systeme de coordonnées de référence dansseqtidonnées, en général,
les fonctions de forme &éléments finis classiques. Airsirune fonction enrichie
F; ¢;, F; est paramétrée dans un systeme de coordonnées oyliedfir, ) at-
tachée a la pointe de fissuregtest donnée dans le systeme de coordonnées de
réferencey = (¢,7) de I'élement.F; est donc dérivée dans I'élément réel (RE) et
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

¢, dans I'élement de référence (RF). Ainsi, pgdr= F; o; :

0@l (z)  OF;(z dei(x) 0
——— —— ~~
dans RE dans RF jacobierr!

Cela conduit a créer une nouvelle méthode pour les @#snenrichis de type
(ELEM_.GRAD X) permettant de calculer la matrice de déformatidigui relie le
vecteur des inconnues nodales a la déformation écrite feome vectorielle.

5 Validation de I'implantation

L'objectif principal de cette partie est de présenter quek résultats connus
concernant la modeélisation d’'une fissure par la méthodeetianents finis étendus
(X-FEM) en vue de valider son implantation dans le codeneléts finis developpé
[Guidaultet al. 2005a]. Ainsi I'équivalence d’'une modeélisation par dasnceuds
et d’'une modélisation selon la X-FEM n’utilisant que lesdtions d’enrichissement
« saut» est illustrée en partie 5.1. En partie 5.2, Le calcul detefas d’intensité
de contrainte pour un calcul X-FEM est également étudo®mparé a des résultats
de la littérature. L'apport des fonctions d’enrichisseen pointe de fissure est
exposeé en partie 5.3. Cette partie ne présente pas deatéswouveaux concernant
la méthode X-FEM. Elle peut donc étre simplement parceyrar une personne
connaissant bien le domaine.

5.1 X-FEM et modélisation par doubles nceuds

Dans le cas ou la discontinuité en déplacement se cordwad le bord des
eléments (maillage conforme a la fissure), la X-FEM revi@ une modélisation
de la discontinuité par doubles noeuds. Dans ce cas, leéldgribertés enrichis
associés & (z), les a;, correspondent aux sauts de déplacement nodaux [Moés
et al. 1999]. Notons que, dans cette situation, seuls les ncewds sitr le trajet de
la fissure sont enrichis par la fonctiéh

Considérons le cas d’'une structure fissurée soumise &alhatation de trac-
tion comme illustré sur la figure 5.11(a). Un maillage de 248éléments est
etudié (Figure 5.11(b)). Ce maillage est tel qu'il soinfmrme a la fissure. Une
modélisation de la fissure par doubles nceuds et une mati@tise la fissure par
la X-FEM avec uniquement I'enrichissement &h sont proposées. Notons que,
comme illustré sur la figure 5.12, seuls les noeuds situés tajet de la fissure sont
enrichis par la fonctiorf{ dans la X-FEM. Pour comparer les deux modélisations,
observons une quantité locale comme la contrainte(Figure 5.14) le long des
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RRERE

(a) Fissure en mode | (b) Maillage conforme
a la fissure

Figure 5.11: Structure fissurée sollicitte en mode |. idgé de 24 x 48 QUAA4.
a/w=1/2,L/w=16/7,w=Tetoc =1MPa

05F

—05k

Figure 5.12: Nceuds enrichis (cerctggpour la X-FEM avec enrichissemeHtuni-
guement, dans le cas ou le maillage est conforme a la fissure
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

guatre lignes de points de Gauss paralleles a la fissuger@b.13). Les résultats
sontrigoureusement identiques, c’est pourquoi nous Napoésenté qu’un seul jeu
de courbes pour les deux modélisations. On notera, cependgrésence d’oscil-

lations lorsqu’on se rapproche de la pointe. Ces osciliatsmnt caractéristiques du
fait que I'on cherche a approximer un champ singulier awecfdnctions régulieres

[Fleminget al. 1997].

251

151

0.5F

-05F

Figure 5.13: Définition des lignes 1 a 4 paralleles a lsufie pour un maillage de
24 x 48 QUA4 conforme a la fissure

5.2 Calcul des facteurs d’intensié de contraintes

La technique d’extraction des facteurs d’intensité detreante que nous utili-
sons, fait intervenir des intégrales dites d’interac{i®hih et Asaro 1988] ou plus
précisément leur forme volumique. Cette technique estit¥ dans I'annexe B et
s’applique parfaitement dans le cadre de la X-FEM.

Considérons le cas d’'une structure fissurée encasséédase et soumise a une
sollicitation de cisaillement sur son bord supérieur canilfastré sur la figure 5.15.
Afin d’étudier la précision de la méthode d’extractionus considérons differentes
taille du domaine d’intégration et ceci pour differentiscrétisations. Linvariance
du calcul des FIC en fonction de la taille du domaine est udieation de la qualité
numeérique de la solution. Pour chacune des discrétisatia taille du domaine est
paramétrée par le rapportt/hj.; OU T4 €st le rayon du domaine &f,.,; est égale
a la racine carrée de l'aire de I'elément contenant iateade fissure.
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14

—&— ligne 1
—+—ligne 2

12

10

Figure 5.14: Contrainte,, en M Pa le long des lignes 1 a 4 paralleles a la fis-
sure. Une modélisation par doubles nceuds ou la modéelsptr X-
FEM donnent les mémes résultats (un seul des deux jeux e
est représenteé).
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

Figure 5.15: Structure fissurée sollicitee en mode mixte: = 1/2, L/w = 16/7,
w=T7etr=1MPa

Trois discrétisations uniformes de la structure sont psées : 7 x 15 éléments,
13 x 25 éléments et 25 x 49 élements. Pour ces trois rgaslale maillage n’est
pas conforme a la fissure. Afin de montrer I'aptitude de |laB{a représenter une
fissure que le maillage soit conforme a la fissure ou nors tr@illages conformes
a la géomeétrie de la fissure sont aussi proposés. Lesagesl conforme et non
conforme pour le cas de 7 x 15 éléments sont représeespgctivement sur les
figures 5.17(a) et 5.17(b). Les figures 5.17(c) et 5.17(d)asmtent les nceuds en-
richis associés. La figure 5.16 représente aussi les d@®al'inteégration utilisés
pour des rapports;/hi. valantl.5, 2 et 2.5. On notera que, quelle que soit la
taille des élements et compte tenu de la normalisatiafy gar h;,..;, les domaines
utilisés sont homothétiguement similaires. Ainsi, lentwe d’€léments inclus dans
un domaine pour le maillage 7 x 15 et 13 x 25 sont identiques pauapport
Td/hlocal donné.

Les tableaux 5.1 et 5.2 donnent respectivement les valeurs; et K;; pour
les differents maillages et différents rapportghi...;- Les valeurs de référence
pour K; et K;; sont données par Yau, Wang et Corten [dual. 1980] et valent
K theorique = 34.0 M Pay/mm et Kjfneorique = 4.55 M Pay/mm. Quant aux ta-
bleaux 5.3 et 5.4, ils donnent les valeurs normaliséegspandantes. On constate
gue la X-FEM permet de représenter, avec une qualité cabfe la singularité en
pointe de fissure que le maillage soit conforme a la fissuneoou
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Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 1.5492 Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 2.0656

15F 251

15

05F

-0.5F

-15F

-15p ) ) ) -25¢ )
15 2 25 3 35 4 45 5 1 2 3 4 5 6

(a) rd/hlocal =1.5 (b) rd/hlocal =2

Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 2.582

0 1 2 3 4 5 6

(C) rd/hlocal =25

Figure 5.16: Domaines d’intégration pour le calcul des ptQr differents rapports
r4/hiocar POUr le cas d’'un maillage de 7 x 15 éléments QUAA4.

Type de non conforme conforme

maillage

Tq / hl ocal

7x15 | 13x25| 25x49 | 7x15 | 13x25| 25x49

1.5

32.3803

33.1235

33.9342

31.8953

32.8994

33.6247

2

31.2829

32.7302

33.5374

31.4715

32.8130

33.5512

2.5

31.1423

32.5822

33.4114

31.3402

32.6770

33.4359

3.5

X

32.5993

33.4308

X

32.6981

33.4608

Tableau 5.1: Valeurs d&; en M Pa+/mm en fonction de la taille du domaine uti-

lisé pour I'extraction des FICK heorique = 34.0 M Pay/mm).
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

(a) Maillage non conforme a la fissure (b) Maillage conforme a la fissure

(c) Neeuds enrichis pour le maillage non(d) Nceuds enrichis pour le maillage conforme
conforme

Figure 5.17: Maillages non-conforme et conforme a la fisspour le cas d’'un
maillage de 7 x 15 eléments QUA4. Noeuds enrichis par latimmc
H (cercleso) et les fonctiond’; (carrés) pour les deux maillages.

Type de non conforme conforme
maillage
Ta/Pocar || 7X15 | 13x25| 25x49| 7x15| 13 x25| 25x49
15 4.6308| 4.5713| 4.5872| 4.4568| 4.5299| 4.5717

2 4.4676| 4.4988 | 4.5139| 4.4453| 4.4868 | 4.5285
2.5 4.4719| 45071 | 4.5238| 4.4472| 4.4946| 4.5341
3.5 X 45102 | 4.5255 X 4.4940| 4.5340

Tableau 5.2: Valeurs d&’;; en M Pa+/mm en fonction de la taille du domaine
utilisé pour I'extraction des FIC K neorique= 4.55 M Pa\/mm)
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Type de non conforme conforme
maillage
Ta/hioear | 7X15 ] 13x25| 25x49| 7x15| 13x25| 25x49
15 0.9524| 0.9742| 0.9981 || 0.9381| 0.9676| 0.9890

2 0.9201| 0.9627| 0.9864 || 0.9256| 0.9651| 0.9868
2.5 0.9159| 0.9583| 0.9827 || 0.9218| 0.9611| 0.9834
3.5 X 0.9588 | 0.9833 X 0.9617| 0.9841

Tableau 5.3: Valeurs normalisées He (K / K neoriqud €N fonction de la taille du
domaine utilisé pour I'extraction des FIC

Type de non conforme conforme
maillage
Ta/hioear | 7X15 ] 13x25| 25x49| 7x15| 13x 25| 25x49
15 1.0178| 1.0047 | 1.0082| 0.9795| 0.9956| 1.0048

2 0.9819| 0.9888| 0.9921 || 0.9770| 0.9861| 0.9953
2.5 0.9828| 0.9906| 0.9942 || 0.9774| 0.9878| 0.9965
3.5 X 0.9913| 0.9946 X 0.9877| 0.9965

Tableau 5.4: Valeurs normalisées 8¢; (K;;/ K eoriqud €N fonction de la taille
du domaine utilisé pour I'extraction des FIC
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X-FEM X-FEM

(LMT) (littérature)

Ta/Pocar || 12X 24| 24 x 48 || 12 x 24| 24 x 48
1.5 0.980 | 0.997 | 0.995 | 1.004
2.5 0.971 | 0.989 | 0.986 | 0.996
3.5 0.970 | 0.988 | 0.986 | 0.996

Tableau 5.5: Comparaison avec la litterature : valeursmabsées de K;
(K1/K1teoriqud €N fonction de la taille du domaine utilisé pour I'ex-
traction des FIC

L'invariance du calcul des FIC en fonction de la taille du done est également
relativement bien respectée avec tout de méme desatssatt géneral plus précis
mais plus variables pour des rapportsh;,..., valant1.5 et 2. Rappelons que,
compte tenu de la définition de la fonctigrutilisée dans la technique d’extrac-
tion des FIC (Annexe B), seuls les éléments situés ael@ppérie du domaine
d’intégration contribuent & I'évaluation des FIC. Pdes petits rapports de/ hocai,
les élements en question contiennent des nceuds enrihlegy¥;. Ceci semble
améliorer le calcul des FIC. D’ailleurs, le rappoyt hjo.a. = 2 €St Systématiguement
utilisé par Moés, Dolbow et Belytschko [Moés al. 1999]. Concernant la fluctua-
tion des résultats, nous reviendrons sur ce point en fagie

On note qu’un raffinement du maillage conduit & de meillegsultats. Mais
compte tenu du fait que I'on enrichit uniquement par#ed'€lement en pointe de
fissure, cette amélioration apportée par I'enrichissgrdevrait &tre moins consé-
guente, le support de I'enrichissement tendant Vdsqueh tend vers). Nous
reviendrons sur ce point et sur 'importance d’inclurefeslans la partie 5.3.

Enfin, a titre de comparaison, les tableaux 5.5 et 5.6 ddrieswaleurs norma-
lisees dek; et K;; pour 'approche X-FEM développée au LMT Cachan et I'ap-
proche exposée dans [Moéisal. 1999]. Les résultats sont en excellente corrélation.
Notons que les differences peuvent s’expliquer par lsdtion de techniques d’inté-
gration differentes a celle utilisée ici, notamment cemant I'intégration sur les
eléments en pointe de fissure. Ici, I'intégration nuiopée de ces €léements utilise 16
points de Gauss (Figure 5.2).

5.3 Apports des fonctionsF; d’enrichissement

Dans cette partie, nous cherchons a montrer I'importarioeldre, parmi les
fonctions d’enrichissements, les fonctiafisassociées aux solutions asymptotiques
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X-FEM X-FEM

(LMT) (littérature)

Ta/Pocar || 12X 24| 24 x 48| 12x 24| 24 x 48
15 1.001 | 1.006 1.016 | 1.015
2.5 0.988 | 0.993 | 1.001 | 1.000
3.5 0.989 | 0.994 || 1.001 | 0.9998

Tableau 5.6: Comparaison avec la littérature : valeursmabsées deK;;
(K 11/ K riheoriqud €N fonction de la taille du domaine utilisé pour I'ex-
traction des FIC

en mode | et Il. D’autre part, afin d’étudier la précisionldeméthode d’extrac-
tion, nous considérons differentes tailles du domairiat@&gration et ceci pour
differentes discrétisations. Pour chacune des disat@&ins, la taille du domaine
est paramétrée, comme au paragraphe 5.2, par le rappbrs..; our, est le rayon

du domaine eh,,.,; est égale a la racine carrée de l'aire de I'elémentemeantt la

pointe de fissure. Pour se faire, reprenons I'exemplestdatis la partie 5.1. Uti-
lisons le méme maillage mais ajoutons en plus les fonctignPans ce cas, les
nceuds enrichis sont définis en figure 5.18. La figure 5.1%septe la contrainte

Figure 5.18: Noeuds enrichis pour la X-FEM avec enrichissgrfe(cercleso) et
F; (carréd]) dans le cas ou le maillage est conforme a la fissure

oy, 1€ long des quatre lignes de points de Gauss parallelefissime (Figure 5.13).
En comparant aux résultats de la figure 5.14, on constatéqiisation des en-
richissementst; améliore la description locale du champ de contrainte. @n n
tera toujours la présence d’oscillations malgré I'idimotion des champs singuliers.
Ces oscillations surviennent en fait dans les éléementsatisition dont les nceuds
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

sont partiellement enrichis. Sur ces éléments apparténka fois aux supports des
noeuds enrichis par leB; et aux supports des nceuds enrichis par la fonction

la base des fonctionB; ne « s’exprime» pas totalement dans cette zone de tran-
sition. Concernant ce probleme on se reportera aux tradaughessa et Belyt-
schko [Chessat al. 2003]. Ce sont ces oscillations qui expliquent la fluctuatio
des résultats du calcul des facteurs d’intensité de aoné lorsque le domaine
d’intégration fait intervenir ces éléments de tramsitdans I'extraction des facteurs
d’intensité de contrainte.

30

—&—ligne 1

251

20

151

10

Figure 5.19: Contrainte,, en M/ Pa le long des lignes 1 a 4 paralléles a la fissure
pour un maillage de 24 x 48 QUA4 conforme a la fissure. L'sdili
tion des enrichissements; améliore la description locale du champ
de contrainte malgré la présence d’oscillations.

On notera la nette amélioration apportée par la prise erpt@des fonctions),
concernant le calcul des FIC (Tableau 5.7). La valeur exd@et€; est donnée par
Ewalds et Wanhill [Ewalds et Wanhill 1989] :

K;=Covar (5.7)
ou C est un facteur de correction géométrique (plaque de dsioerfinie) :

C =112 - 0.231 (%) 10.55 (g)Q —91.72 (g)g +30.39 (g)A‘; (5.8)
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5 Validation de I'implantation

Type H etF; H
d’enrichissement
Ta/Piocal valeur valeur valeur valeur
normalisée normalisée

1.5 9.3359| 0.9961 | 8.8697| 0.9464

2 9.2708| 0.9892 | 8.8488| 0.9442
2.5 9.2565| 0.9877 | 8.8978| 0.9494
3.5 9.2554| 0.9875 | 8.8884| 9.9484

Tableau 5.7: Valeurs deX; en MPa/mm et valeurs normalisées dé;
(K1/K1weoriqud €N fonction de la taille du domaine utilisé pour I'ex-

traction des FIC K eorique = 9.3721 M Pay/mm). Lutilisation des
enrichissements); améliore les valeurs de FIC calculées.

Type Hetrl; H
d’enrichissement
Ta/Niocar 12x24| 24x48 | 12x24 | 24 x48
15 33.3330| 33.9095|| 30.5586| 32.2296
2 33.0605| 33.6554| 30.4738| 32.1620
2.5 33.0031| 33.6081|| 30.6229| 32.3172
3.5 32.9835| 33.5969| 30.5756| 32.2762

Tableau 5.8: Intérét d’incorporer 1€§ : valeurs dei(; en M Pa./mm en fonction
de la taille du domaine utilisé pour I'extraction des FIE; {eorigque =

34.0 M Pay/mm)

La méme étude est menée sur 'exemple de la fissure en miatketraité dans
la partie 5.2. Les valeurs d&; et K;; ainsi que leurs valeurs normalisées sont
données dans les tableaux 5.8, 5.9, 5.10 et 5.11. Les sioietusont similaires
au cas de la fissure en mode |. Ces deux tableaux permettibumstddr également
le point signalé a la fin du paragraphe 5.2. On constateffet) gue I'apport des
fonctions F; est moins significatif lorsque la taille de mailtetend vers 0. Ainsi,
si I'on regarde le gain obtenu pour un maillage 12 x 24 surdiar relative dek;
(Tableau 5.10), il est d&% contre4% pour un maillage 24 x 48. Rappelons que
seuls les nceuds de I'élément contenant la pointe de fissateenrichis. Lorsquk
tend vers 0, I'enrichissement par les fonctidr)glevient donc inutile.
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

Type HetF; H
d’enrichissemen]
Ta/Riocal 12x24| 24 x48| 12x24| 24 x 48
1.5 45540 | 4.5784 | 4.3423| 4.4363
2 45282 | 4.5483| 4.3157| 4.4162
2.5 44946 | 4.5195| 4.3604 | 4.4529
35 45013 4.5231| 4.3574| 4.4492

Tableau 5.9: Intérét d’incorporer |€3 : valeurs def(;; en M Pa+/mm en fonction

de la taille du domaine utilisé pour I'extraction des FUC { ieorique =
4.55 M Pay/mm)

Type H etF; H
d’enrichissement
Ta/Riocal 12x24| 24 x48| 12x24| 24x 48
1.5 0.9804 | 0.9973 || 0.8988| 0.9479
2 0.9724 | 0.9899 || 0.8963| 0.9459
2.5 0.9707 | 0.9885| 0.9007| 0.9505
3.5 0.9701| 0.9881 || 0.8993| 0.9493

Tableau 5.10: Intérét d’incorporer

led’;

valeurs normalisées deK;

(K1/Kreoiqud €N fonction de la taille du domaine utilisé pour
I'extraction des FIC

Type HetF; H
d’enrichissemen]
Ta/Piocal 12x24| 24x48| 12x24| 24x 48
1.5 1.0009| 1.0062| 0.9543| 0.9750
2 0.9952| 0.9996 | 0.9485| 0.9706
2.5 0.9878| 0.9933| 0.9583| 0.9787
3.5 0.9893| 0.9941 | 0.9577| 0.9779

Tableau 5.11: Intérét d’incorporer

pour I'extraction des FIC

led”;

J

valeurs normalisées deK;;
(K11/Krreoriqud €n fonction de la taille du domaine utilisé
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5 Validation de I'implantation

‘ H X-FEM H FEM ‘
Ta/Pocar || X-FEM || FEM1 | FEM4 | FEM10 | FEM12
15 33.8044| 31.8779| 32.5277| 33.0137| 33.0957
2 33.5463| 31.8329| 32.4817| 32.9686| 33.0502
2.5 33.4979| 31.9730| 32.5696| 33.0579| 33.1379
3.5 33.4848| 31.9305| 32.5399| 33.0272| 33.1071

Tableau 5.12: X-FEM et FEM : valeurs d€; en M Pa+/mm en fonction de la
taille du domaine utilisé pour I'extraction des FI& fieorique =
34.0 M Pay/mm)

Pour terminer, nous montrons, a titre indicatif, quellalgé du maillage en
pointe de fissure est nécessaire pour qu’une méthoneals finis classiques (FEM)
permettent d’obtenir la méme qualité sur le calcul des §lUGine modeélisation
selon la X-FEM. Pour ce faire, considérons un maillage dex 2@ QUA4 (Fi-
gure 5.21(a)) de la structure fissurée sollicitee en maldd4 partie 5.2. Les nceuds
enrichis pour la X-FEM sont représentés sur la figure S\NRfus proposons trois
maillages pour lesquels la taille des éléments a éfiaeaf pour les quatre éléments
en pointe de fissure appartenant aux supports des nceudsi€pac les fonctions
F;. Ces maillages sont notées FEM4 (Figure 5.21(b)), FEM1@uf& 5.21(c)) et
FEM12 (Figure 5.21(d)). Les valeurs @& et K;; ainsi que leurs valeurs norma-

Figure 5.20: Noeuds enrichis pour la X-FEM avec enrichissegrfe(cercleso) et
F; (carréd]) dans le cas ou le maillage est conforme a la fissure

lisees sont données dans les tableaux 5.12, 5.13, 5.14%pbur les differents
maillages : X-FEM, FEM1, FEM4, FEM10 et FEM12.
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

(a) Maillage X-FEM et FEM1 (b) FEM4

3 32 34 36 38

(c) FEM10 (d) FEM12

Figure 5.21: Maillages X-FEM et FEM1 (modélisation par deu nceuds).
Maillages FEM4, FEM10 et FEM12 pour lesquels le maillagtga&f-
finé au niveau des quatre éléements appartenant aux gspiesrnosuds
enrichis par les fonctions); pour le maillage X-FEM.

‘ H X-FEM H FEM ‘
ra/hiocar || X-FEM || FEM1 | FEM4 | FEM10 | FEM12
1.5 45740 | 4.4393| 4.4871| 4.5091 | 4.5136
2 45448 || 4.4076| 4.4519| 4.4733 | 4.4775
2.5 45150 || 4.4371| 4.4736| 4.4965| 4.5008
3.5 45191 | 4.4314| 4.4704| 4.4933 | 4.4977

Tableau 5.13: X-FEM et FEM : valeurs d€;; en M Pay/mm en fonction de la

taille du domaine utilisé pour I'extraction des FI& heorique =
4.55 M Pa/mm)
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5 Validation de I'implantation

‘ H X-FEM H FEM ‘
ra/hocar | X-FEM | FEM1 | FEM4 | FEM10 | FEM12
15 0.9942 | 0.9376| 0.9567| 0.9710| 0.9734
2 0.9867 | 0.9363| 0.9553| 0.9697 | 0.9721
2.5 0.9852 | 0.9404| 0.9579| 0.9723 | 0.9746
3.5 0.9848 | 0.9391| 0.9571| 0.9714 | 0.9737

Tableau 5.14: X-FEM et FEM : valeurs normaliseed96 K / K tneoriqud €N fONC-
tion de la taille du domaine utilisé pour I'extraction dd€F

‘ H X-FEM H FEM ‘
Ta/Pocar || X-FEM || FEM1 | FEM4 | FEM10 | FEM12
15 1.0053 || 0.9757| 0.9862| 0.9910| 0.9920
2 0.9989 | 0.9687| 0.9784| 0.9831| 0.9841
2.5 0.9923 | 0.9752| 0.9832| 0.9882 | 0.9892
3.5 0.9932| 0.9739| 0.9825| 0.9875| 0.9825

Tableau 5.15: X-FEM et FEM : valeurs normaliséesidg (K;;/ K theoriqud €N
fonction de la taille du domaine utilisé pour I'extractides FIC
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

On constate que, par rapport a la X-FEM, une modélisatass@ue par doubles
nceuds en FEM ne permet d’approcher que difficilement lest@&rstiques locales
de la solution en pointe de fissure, c’est-a-dire les FICn@rra donc I'importance
d’'incorporer les champs singuliers en pointe de fissure BaXs-EM.

6 Bilan

Dans ce chapitre nous avons exposé la méthode X-FEM ailesleg aspects
techniques qui lui sont liés. Son implantation au sein ddecde calcul orienté
objet a été présentée et discutBetravers differents exemples, certains résultats
de la littérature ont pu étre retrouvés, notamment covace I'apport des fonctions
d’enrichissement en pointe de fissure vis-a-vis de lard@tation des facteurs d'in-
tensité des contraintes. Bien que ce chapitre n’ait pasrépge résultats nouveaux
concernant la X-FEM, il a permis de valider son utilisatiensain du code de cal-
cul. Cette étape de validation s’est avérée nécessair de pouvoir envisager son
utilisation combinée avec I'approche micro-macro.
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CHAPITRE
Approche
micro-macro pour la
fissuration : methode
MS-X-FEM

Dans ce chapitre, on s’iBtesse aux performances de la shgie dans sa globakt
L'utilisation combirée de I'approche micro-macro et de la X-FEM, aeMS-X-
FEM (MultiScale-X-FEM), est ainsi illuske au travers d’exemples de propagation
de fissure en fatigue qui iatessent Dassault Aviation.

Sommaire

1 Implantation de la X-FEM al'echellemicro. . . . . ... .. .. 164
1.1 Espace d’approximation sur une sous-structure fissure. 164
1.2 Espace d’approximation sur une interface fissurée . . . .165
1.3 Plaque fissurée en flexion trois points . . . . . .. ... .. 165
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2.2 Fissuration de fatigue dans une plaque trouée . . . . .. 171
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

Dans ce chapitre, nous présentons I'approche micro-nyzauio la fissuration.
Plus précisément, on se propose de combiner la stratagt&chelle, présentée au
chapitre 2, et la technique d’enrichissement local X-FEB&trde au chapitre 5.

Dans la premiere partie de ce document, nous nous somnéessgés a I'ap-
proche micro-macro utilisée pour séparer les échetlesemer a bien une analyse
locale-globale couplée. Pas spécifiguement dédi&=ude de la fissuration, cette
partie s’est interessée au cadre plus large ou I'on staihenettre en place une
description fine dans la zone d’'intérét tout en conservastdescription grossiéere
dans le reste de la structure. Tout I'effort numérique Essaoncentré dans la zone
d’intérét autour du détail (trou, fissure ...). La deargrié partie a permis de mettre en
place une séparation des échelles macro et micro efficaoegpendre en compte
les effets d’'une fissure a la fois au niveau global et au niVeeal (voir chapitre 4).
Des enrichissements de la description de la cinématiqdestfforts a I'échelle
macro ont ainsi été proposeés. lls permettent au mailtagero, grossier, de rester
inchangé quelle que soit la topologie de la fissure, ce quodp une réponse aux
difficultés de maillage au niveau global. Pour répondreges mémes difficultes a
I'échelle micro, nous nous proposons d'utiliser la X-FE&hume outil de descrip-
tion de la fissure dans la zone d’intérét.

Dans un premier temps, ce chapitre présente la facoredieat la X-FEM au
sein de I'approche micro-macro. Les choix des espaces b&ppation sur les
sous-structures et les interfaces sont précisés. Dassaamd temps, on s’intéresse
a la simulation de la propagation de fissure par l'utilisatcombinée de I'ap-
proche micro-macro et de la X-FEM, appelée MS-X-FEM (Mbitiale-X-FEM).
La démarche de calcul associée est exposée. Enfin, liesmpances de la stratégie
sont illustrées au travers d’exemples de propagation slerésen fatigue.

1 Implantation de la X-FEM a I’ échelle micro

1.1 Espace d’approximation sur une sous-structure fissue

Afin de s’affranchir des difficultés de maillage au niveawmj la X-FEM est
utilisée pour représenter la fissure. L'aspect mulideln’étant introduit qu’au ni-
veau des interfaces (voir paragraphe 2.1 du chapitre 2)pkdgme micro 5 sur une
sous-structur€l est un probleme standard, portant sur les champs de éepdad
uy et de contrainterz, avec condition de Robin. Pour une résolution éléments
finis en déplacement de ce probleme, rien n'empéche idl@nt’approximation
du champ de déplacement sur une sous-structure selon ENKfGuidaultet al.
2005b]. Ainsi,u, est approché sous la forme exposée au paragraphe 1 du cha-
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1 Implantation de la X-FEM a I'echelle micro

pitre 5 :

4

ws, (@) = Y el u+ Y pil) Hw e+ Y wilo) (Y K@) (61)

ieEN iEN, iEN, j=1

ou les mémes notations ont &té adoptées.

1.2 Espace d’approximation sur une interface fissuge

Sur une interfacd'xz/ traversée par une fissure, le projecteur mddig,
est défini avant méme toute discrétisation (voir panalgea2.2 du chapitre 2). La
définition des quantités macro et micro restent donc ingha. Toute la difficulté
réside alors dans I'admissibilité cinématique du charpsur le bord d’une sous-
structuref); et du déplacemerit’ , de l'interfacel g :

\V/E* GJTEE/’h, / E* . (QE — EE)dF = 0 (62)
I'gr

Un premier choix consiste a enrichir égalementfddrespace d’approximation des
guantités d'interface sous la forme :

E=Y ila) f,+ Y vilx) H(z)ar, 6.3)

iENp iENFd

ou Ny correspond aux noeuds de linterface\gt, désigne les noeuds dont le sup-
port des fonctions de formg est traversé par la fissure. Un autre choix, qui s’avere
plus simple, est de considérer palf , un espace de fonctions continues par
morceaux (voir paragraphe 1.3.2 du chapitre 2). Cet espapprdximation peut
alors représenter naturellement une discontinuité eteeessite pas l'introduction
de la fonctionH discontinue. Ainsi :

= Z Vi(x) L— (6.4)

Nous prendrons ici comme fonctian des fonctions constantes PO par morceaux
(par éléments d’interface). On conserve donc la méma&isation que dans les
études précédentes.

1.3 Plaque fissuee en flexion trois points

Pour valider I'utilisation combinée de la X-FEM et de I'apphe micro-macro,
on se propose de s’intéresser a la plaque fissurée enrfléxis points sur ap-
puis courts illustrée en figure 6.1. L'aspect propagatiastnpas étudié ici. On

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 165



6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

Figure 6.1: Plaque fissurée en flexion trois points sur appourts

traite le probleme d’analyse locale-globale avec le rest@oeffort micro présenté
au chapitre 3. Ainsi, seules deux sous-structures somé&afii Pour toutes les in-
terfaces, on réalise un raccord en résultantes et monesnepté pour les deux
interfaces situées dans la zone d’intérét pour lesgsielh raccord exact est uti-
lisé. Par ailleurs, afin de mieux décrire I'effet de la figsau niveau macro, une
base macro discontinue est employée pour les deux ingsrtaaversées par la fis-
sure. La figure 6.2 représente la déformée totale, miarcsda zone d’intérét et
macro ailleurs, ainsi que le déplacement mdéitf d’interface. La contrainte,,
est illustrée sur la figure 6.3. Comme attendu, on constad'gtilisation de la X-
FEM permet de décrire la singularité en pointe de fissueenmavec un maillage
relativement grossier. La valeur d€; calculée est ainsi tres proche de la valeur
théorique déterminée par [Gettial. 1990] : K theorique = 664, 69 M Pa+/mm. On
trouve : K; = 665.23 M Pa/mm et une erreur relative d’envirdn08%.

2 Propagation de fissure en fatigue

Dans cette derniere partie, nous présentons deux cassdeafion traités par
'approche MS-X-FEM (MultiScale-X-FEM) qui combine I'appche micro-macro
et la X-FEM. Il s’agit ici de valider I'approche dans sa glét#a L'approche répond
a la problématique d’'une analyse locale-globale agepta fissuration. La deémar-
che de calcul employée pour la fissuration en fatigue estgmtée et est suivie de
difféerents exemples d’application. L'influence du choeld séparation des échelles
est ainsi illustrée et permet, en particulier, de montietérét d’introduire la dis-
continuité due a la fissure a la fois au niveau micro et agau macro.
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2 Propagation de fissure en fatigue

60

50

(b) Zoom

Figure 6.2: Déformée micro dans les sous-structureséafi et déplacements ma-
cro (traits forts continus) a I'interface avec utilisatid’'une base macro

discontinue pour les interfaces traversées par la fiskarX-FEM est
utilisée au niveau micro.
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSEWVF
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Figure 6.3: Poutre fissurée en flexion trois points : conteai,, I'axe = étant ho-
rizontal

2.1 Meéthode MS-X-FEM
2.1.1 Algorithme

Le probleme de fissuration de fatigue 12 (voir au début dealdie 1), traitée
par une loi de propagation explicite, revient a la résofut’'un probleme de sta-
tique & chaque pas de propagatibnchaque avancée de fissure, le probléme est
résolu par la stratégie micro-macro avec une descriftela géométrie courante
de la fissure selon la X-FEM. La démarche est décrite plydiféhme 3. L'avancée
de fissure est pilotée par la loi de Paris et la direction dpagation est définie
par le critere explicite de contrainte circonferengethaximale. On remarquera
gue la mise a jour des opérateurs homogénéisés au deuespropagation n’est
effectuée que pour les sous-structures raffinées. Rappejue le raccord a ef-
fort micro nul, qui est utilisé sur les interfaces entre sstructures raffinées et
sous-structures grossieres, connecte uniquement les composantes macro d’ef-
forts et de déplacements dans la base maéfd et ceci guelles que soient les
discrétisations. Cette procédure de raffinement n’&éfelonc pas les opérateurs
définis sur les sous-structures grossieres.

2.1.2 <lection des interfaces base macro discontinue

Le choix d’une base macro discontinue pour une interfavets&e par la fissure
nécessite une tolérance. En effet, si la définition deakelbmacro est indépendante
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2 Propagation de fissure en fatigue

Algorithme 3 Stratégie MS-X-FEM pour la fissuration de fatigue { phase pa-
rallelisable)

Données :

— géomeétrie de la préfissure,

— avanceée de fissurg (pilotage en avancée de fissure),

— liste des sous-structures raffinéﬁ:(fg) au pas (0).

Calculs préliminaires au pas (0) :

— Pour chaque sous-structufies E{” :

O Calcul des valeurs initiales desvel Setsp© ety

O Enrichissement X-FEM des nceuds.

O Enrichissement de la base macro des interfaces fissurées.
— Pour chaque sous-structurec E :

O Création des rigidités élémentairdsg| et [kg],

O Assemblage, factorisation & z] + [kz],

[0 Détermination de I'opérateur homogénéjibé|.
— Sur 'ensemble des sous-structures

B Assemblage, factorisation de la rigid[tH]g)A)f du probleme macro,
bouclepourp = 1 an,,s (pas de propagatioriire

Initialisation : s € A,

bouclepourn;y., = 0 an,,., (iterationLATIN) faire

1. Etape locale

2. Etape linéaire

3. Test critere d’'arréy < 10~*
fin boucle

Calcul des FIC, détermination dé”, avancée de fissure
Mise a jour au pas (p) :
1. Mise &jour deB} (critere de sélection & définir)

2. Pour chaque sous-structurec E;p) :

0 Mise ajour ded.evel Setsp® ety®),
O  Enrichissement X-FEM des nosuds.
0  Enrichissement de la base macro des interfaces fissurées.

3.  Pour chaque sous-structurec ng’) X
[0  Création des rigidités élementairdég| et [k x|,
O  Assemblage, factorisation d& »] + [kz],
[0  Détermination de I'opérateur homogénélké|.

4.  Sur'ensemble des sous-structures

B Assemblage, factorisation de la rigid[tH]faﬁ)f du probleme macro.
fin boucle
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

de la discrétisation, il faut néanmoins que la discegig de l'interface soit telle
gu’elle puisse permettre de la décrire. Par exemple, pparbase macro linéaire,
deux noeuds d’interface sont nécessaires pour définmojegieur macro discrétisé
correspondant. Ainsi pour une interface traversée passafe, la définition d’'une
base macro linéaire par morceau est utilisée uniquemehague morceau d’inter-
face comporte un nombre minimal de deux nceuds. Dans le casicenlinterface

est trop peu coupée et une base macro linéaire est atéigé toute l'interface.
La figure 6.4 illustre ces deux situations pour une quant&aéplacement bord
u discontinue et linéaire par morceau. Sur cet exemplequeigr et dans le cas

L'interface est suffisamment coupée L'interface est trop peu coupée

Base macro linéaire discontinue Base macro linéaire

Figure 6.4: Critere de sélection du type de projecteurrmpour une interface tra-
versée par la fissure et discrétisée par des fonctionaP&lgment. Une
base macro linéaire discontinue est choisie si I'interfast suffisam-
ment coupée.

ou la base macro discontinue est validée (figure de gaulehé@placement macro
WM donne exactement le déplacemeraux noeuds d'interface et le déplacement
micro complémentairé’™ est nul. Dans l'autre situation (figure de droite), le
déplacement macrid@™ ne fournit qu’une moyenne (trait fin continu sur la figure
de droite) du déplacement Le déplacement micro complémentait€” complete

la solution.

La procédure permettant de définir la position de la coaptide choisir la base
macro est basée sur la valeur devel SetsLes fonctionsy et sont interpolées
aux nceuds des interfaces. L'isovaleur Q«dgermet de trouver le point de coupure
sur l'interface et le signe de permet de savoir si la fissure I'a bien traversée.
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2 Propagation de fissure en fatigue

2.2 Fissuration de fatigue dans une plaque troge

2.2.1 Presentation du probEme

Afin d’illustrer l'utilisation de la méthode MS-X-FEM poda fissuration de fa-
tigue, nous proposons de traiter le cas de propagation di'sswee dans une plaque
d’acier (F = 200000 M Pa etv = 0.3), comportant trois trous, en flexion trois
points (Figure 6.5). Cet exemple présenté dans [Bitteriai al. 1996] a été traité
par [Hocine 1998] a l'aide de la méthode des équatiorgsgiaties duales. Deux
configurations de fissure sont étudiées. Le trajet de gatpzn dépend alors forte-
ment de la taille et de la position relative de I'entaille pgpport a I'axe vertical des
trous. L'intérét de la présence des trous est que cemadifient considérablement
le champ de contrainte et donnent lieu & des trajectoireBsdaeration« parti-

culieresy.

12.5

20

25 20

20 140

10 t I
A 200 A

(a) Configuration 1

|

10

15

AN AN

(b) Configuration 2

Figure 6.5: Plaque fissurée soumise a de la flexion troistp@t comportant trois
trous. Deux configurations de préfissure sont étudiées.
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

L'évolution de la fissure est régie par la loi de Paris etiteaion de propga-
tion est définie par le critére de contrainte circonfésdie maximale. Notons que
I'utilisation de ce critere est discutable lorsque la fissarrive dans le voisinage
d’un trou ou d'un bord. Le pilotage du calcul est effectuéagancée de fissure et
'incrément de propagation es§ = 0.1 mm. Les maillages macro et micro utilisés
dans la méthode MS-X-FEM sont représentés en figure @Gls@et exemple, la
procédure de raffinement des sous-structures n’est pasemiseuvre. La sélection
des sous-structures raffinées est arbitraire et faitecsutdiu calcul de facon a ce
gu’au moins une sous-structure raffinée se trouve de pdidetre du trajet de fissu-
ration obtenu en fin de propagation. Les bases macro Im@&aibique et discontinue
sont utilisées successivement pour les interfacesesitdans la zone d’intérét.

Enfin, nous prendrons comme référence le calcul direcEXKAFnené sur les
maillages décrits en figure 6.7. Les maillages sont idees8caux maillages de la
figure 6.6 dans la zone correspondant a celle des soudtstsicaffinées.

2.2.2 Influence du choix de la base macro

Les figures 6.8 et 6.9 représentent les trajets obtenuslaveéthode MS-X-
FEM pour les differentes bases macro et ceux détermiagsapméthode directe
X-FEM. Les résultats sont en bonne corrélation. Le trajgenu avec une base
macro discontinue est méme tres proche de celui deargfér Des déviations sont
cependant obtenues (Figure 6.8(b) et Figure 6.9(b)). Rappeue les itérations
de la méthodeATIN sont stoppées pour un critere d’erreur heuristigu®nné de
10~* qui permet d’obtenir une précision sur le calcul des FIG%een utilisant une
cinématique macro discontinue (voir paragraphe 3 du tteap). Cette précision
n'est pas atteinte pour les bases macro linéaire et culfi§gere 4.13). Le cumul
de ces erreurs et 'utilisation d’un critere de propagaggplicite explique en partie
ces differences de parcours. Nous reviendrons sur laitealill critere d’erreur
(n = 107%) plus loin.

Les déformées dans la zone d’intérét et les déplactsmeacro pour l'utilisa-
tion, dans la zone d'intérét, d'une base macro linédiigure 6.11 et 6.12), d’'une
base macro cubique (Figure 6.13 et 6.14) et d’une base masctontinue (Fi-
gure 6.15 et 6.16) sont en bon accord avec les déforméesuds par le calcul
direct X-FEM (Figure 6.10(a) et 6.10(b)).

Les figures 6.17(a) et 6.18(a) représentent la valeut den fonction de la lon-
gueur de fissure obtenue avec I'approche multiéchellereétaode directe X-FEM
pour les deux configurations. Les résultats obtenus avéada macro disconti-
nue sont trés proches de ceux du calcul direct X-FEM. Orfie&qu’une erreur
relative d’environ1% sur K; est obtenue avec le critere d’errawtiN n = 104
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2 Propagation de fissure en fatigue
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(a) Configuration 1
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(b) Configuration 2
Figure 6.6: Plaque fissurée comportant trois trous en fietxms points : maillage

micro dans la zone d’intérét et maillage macro d’'integfpaour les deux
configurations.
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF
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(a) Configuration 1
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(b) Configuration 2

Figure 6.7: Plaque fissurée comportant trois trous en fetxais points : maillages
utilisés par le calcul direct X-FEM pour les deux configioas. Les
maillages autour de la fissure sont identiques a ceux agilgar I'ap-
proche MS-X-FEM.
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2 Propagation de fissure en fatigue
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(b) Zoom au voisinage du deuxiéme trou

Figure 6.8: Trajets de fissure obtenus avec la strategiXNF&EM et le calcul direct
X-FEM pour la configuration 1
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Trajet de fissure
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(b) Zoom au voisinage du deuxieme trou

Figure 6.9: Trajets de fissure obtenus avec la strategiXNF&EM et le calcul direct
X-FEM pour la configuration 2
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2 Propagation de fissure en fatigue
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(b) Configuration 2

Figure 6.10: Déformées obtenues par le calcul direct XARiour les deux confi-
gurations. Les maillages autour de la fissure sont idengigueeux
utilisés par I'approche MS-X-FEM.

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 177



6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF
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(b) Zoom

Figure 6.11: Déformée dans la zone d’intérét et déptants macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro lineaire au iéempas de
propagation de la configuration 1
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Figure 6.12: Déformée dans la zone d’intérét et dépiants macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro lineaire au iéempas de
propagation de la configuration 2
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Figure 6.13: Déformée dans la zone d’intérét et déptants macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro cubique localelernier
pas de propagation de la configuration 1
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Figure 6.14: Déformée dans la zone d’intérét et dépiants macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro cubique localeernier
pas de propagation de la configuration 2
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Figure 6.15: Déformée dans la zone d’intérét et déptants macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro discontinualleau dernier
pas de propagation de la configuration 1
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Figure 6.16: Déformée dans la zone d’intérét et dépiaents macro (traits forts
continus) a l'interface pour la base macro discontinuallmeu dernier
pas de propagation de la configuration 2
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

(Figure 6.17(b) et 6.18(b)). Des differences sont a nptar la deuxieme confi-
guration. En effet, la pointe de fissure passant trop prededixieme trou (dans
I'élément du bord) pour le calcul X-FEM, la fonctigrde la technique d’extraction
(Annexe B) ne vaut pas 1 en pointe de fissure. Le calcut gdest donc erroné.

Enfin, les figures 6.19 et 6.20 donnent le nombre d'itérati@m fonction du
pas de propagation, nécessaires pour atteindre une e@ecwnvergenceATIN
n de 10~* avec les trois bases macro. Lutilisation de la base ma@codiinue
conduit a un nombre quasi-constant de 10 itérations pibeindre ce niveau d’er-
reur. Le probleme macro est suffisamment riche pour reradrgpte de I'effet macro
de la fissure et séparer efficacement les échelles. Enale@apour les bases ma-
cro linéaires et cubiques, un nombre d'itérations cams&n fonction de I'avancée
de fissure est obtenu. Le probleme macro n’étant pas suffeaur décrire I'effet
global de la fissure, en particulier lorsque la fissure dé\geande, ce sont les quan-
tites micro qui doivent le« capturer. Les quantités micro ayant a converger dans
un espace plus grand, le nombre d'itérations est d’autastimportant. Un com-
promis doit donc étre fait entre I'enrichissement de laelrasicro (ajout de degrés
de libertés macro) et I'obtention d’'un taux de convergant&ressant.

3 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté I'approche roéie MS-X-FEM pour
la fissuration. Cette stratégie est une combinaison derdtgie micro-macro, qui
permet un traitement multiéchelle efficace des effetselfigsure, et de la méthode
X-FEM. L'implantation de la X-FEM au sein de I'approche nuemacro a été ex-
posée. En particulier, les choix des discrétisationsstes-structures et des inter-
faces ont été revisités. La stratégie utilisée paaitdr la fissuration de fatigue a été
détaillée et des exemples permettant de valider 'agprant été présentés. Il a été
montré, en particulier, I'intérét d'incorporer la dsttinuité due a la fissure a la fois
a I'echelle macro et a I'échelle micro. Un certain nombe difficultés de mise en
ceuvre restent cependant a résoudre. En particulier, iseeanjour adaptative de la
zone a décrire finement ainsi que la sélection automatiigs enrichissement micro
et macro doivent étre mises en place. Une analyse plus fite @eactualisation
des differents opérateurs et de la base de données iatigune reste a faire pour
améliorer les performances de la stratégie en termesidalecalcul.
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Valeur de Kl en fonction de la longueur de fissure
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(b) Erreur surK; pour la base macro discontinue

Figure 6.17: Valeur et erreur relative ég en fonction de la longueur de fissure ob-
tenues avec la stratégie micro-macro MS-X-FEM et la méttdirecte
X-FEM pour la configuration 1
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MSBWVF

Kl en fonction de la longueur de fissure
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Figure 6.18: Valeur et erreur relative dg en fonction de la longueur de fissure ob-
tenues avec la stratégie micro-macro MS-X-FEM et la méttdirecte
X-FEM pour la configuration 2
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Figure 6.19: Nombre d'itérations en fonction du pas poteiatire une erreur de
convergenceATIN 1 de10~* avec les trois bases macro dans le cas de
la configuration 1
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Figure 6.20: Nombre d’itérations en fonction du pas poteiatire une erreur de
convergenceATIN 1 de10~* avec les trois bases macro dans le cas de
la configuration 2
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Conclusion

Dans ce travail, une stratégie de calcul multiechelle;XABEM, répondant a
la problematique d’une analyse locale-globale pour leislg fissure et permettant
de lever les difficultés de maillage a été présentééeG@pproche met en synergie
deux techniques. L'approche micro-macro [Ladeveze eeBaeix 1999, Ladeveze
et al. 2001] est utilisée pour effectuer une séparation d’Bet@daptée a la fissu-
ration. Elle est basée sur une méthode de déecompositiaioohaine mixte et une
technique d’homogénéisation automatique non classque sens ou les variables
macro et micro ne sont pas associées aux sous-domainesuxaisterfaces. La
deuxieme technique est la méthode d’enrichissemenitiddc&EM [Belytschko et
Black 1999] qui permet de gérer efficacement la propagatefissure en simpli-
fiant considérablement les difficultés de maillage.

Dans le cadre de cette thése, deux aspects principaux@etuiés pour si-
muler la propagation de fissures en fatigue dans le cadre m@danique linéaire
élastique de la rupture. Nous nous sommes tout d’aboeddssés a la mise en place
d’'une analyse locale-globale couplée permettant deid@fe description fine de
la solution dans une zone d’intérét tout en se contentaneddescription grossiere
dans le reste de la structure. L'utilisation de I'approchieramacro et de I'entité
mécanique interface a semblé bien adpatée a ce prebleanflexibilité des inter-
faces a été mise a profit pour effectuer un raccord destig@mmacroscopiques au
niveau des interfaces qui correspond a un raccord enta@ses et moments (a ef-
forts micro nuls). L'idée sous-jacente est celle du ppedle Saint-Venant, celui-ci
assurant une solution non entachée d’erreur dans la zortérét.

Le deuxieme aspect concerne la simulation de la fissurg@tioprement dite.
Le premier objectif de notre étude a consisté a mettrel@acepune stratégie qui
évite toute procédure de remaillage au cours du calculr Be faire I'approche
micro-macro a été utilisée pour assurer le couplage giobleme macro basé sur
un maillage grossier fixe et d’'un probleme micro décribedh X-FEM. L'aspect
multiéchelle permet d’utiliser dans la zone potentiekefidsuration des maillages
locaux de la finesse requise pour avoir une solution de @uialisque la fissure,
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modélisée par la X-FEM, interagit avec les élémentsgiey du maillage macro. Le
deuxieme objectif a été d’améliorer les performancesadstratégie de résolution
iterative basée sur la méthodetIN [Ladeveze 1999] dans le cadre de la fissura-
tion. L'idée a consistée a rechercher une séparatisredbelles judicieuse et effi-
cace dans le cas de la fissuration. La souplesse offertegmgaréiche micro-macro
pour enrichir le comportement macro d’un sous-domainerigssupermis d’envi-
sager differentes facons de rendre compte, aux deuxléshde la discontinuité
en déplacement due a la fissure. Deux versions ont am&tatiées : la premiere
introduit la discontinuité uniquement au niveau microaetleuxieme l'introduit a
la fois au niveau micro et au niveau macro. Cette derniersioe a présenté les
meilleures performances.

Enfin, 'aspect implantation de la stratégie au sein d’uthecde calcul éléments
finis programmé orienté objet a été présenté. La siracde données ainsi que
les concepts de programmation associés au développeorabiné de I'approche
micro-macro (méthode de décomposition de domaine mettde la X-FEM (for-
mulation éléments finis en déplacement particuliens) @&é discutés. Cette ap-
proche de programmation permet d’envisager d’'une fagamqibjective le transfert
de la stratégie dans un code industriel.

Suite a ces travaux qui ont montré la faisabilité d’'unpraphe multiechelle du
suivi de fissure, les perspectives sont nombreuses. D’umt geivue ingénieur, il
conviendrait tout d’abord d’intégrer la stratégie danscode éléments finis stan-
dard en tant qu’outil de traitement spécifique de la zonerfess D’autre part, une
automatisation de la sélection des zones a décrire fineaiesi que la sélection
automatique des enrichissement micro et macro doiveatrgises en place. Pour
ce faire, des indicateurs de raffinement fiables assoadiles &stimateurs d’erreurs
restent a définir. Dans ce travail, la propagation de fessur fatigue revient a
résoudre a chaque pas un probléme de statique qui niexpas d’information
du pas précédent. Aussi, une analyse plus fine de la valesztion des differents
opérateurs et de l'initialisation de I'algorithme itéfale résolution reste a faire
pour améliorer les performances de la strategie en tedeelt de calcul. En-
fin, bon nombre de simulations dans le milieu industriel fappel a I'utilisation
de modeles plague ou coque. L'extension de I'approche aypes de modele de-
vrait &tre considérée. Concernant la X-FEM, cette esitana fait I'objet de travaux
exposés dans [Dolboet al. 2000b].

D’un point de vue mécanique, un enjeu important est la miseompte de
modeles de matériau plus fins dans le cadre de la ruptutdedat de 'endom-
magement. L'approche micro-macro ayant donné de bondtaés pour modéliser
des comportements d’interface de type contact [Ladeeézd. 2002], la simula-
tion de la refermeture de fissure et la prise en compte de leodézone cohésive
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peuvent étre naturellement envisagées. Notons queenuantt la X-FEM, la propa-
gation de fissure en compression avec frottement [Dokioal. 2001] et de fissure
cohésive [Moés et Belytschko 2002, Remmetral. 2003, De Borset al.2004] a
été etudiée. Par ailleurs, la stratégie de résaluti@sée sur laATIN peut s’avérer
intéressante pour traiter les problemes non-linéait@golution. Plus précisément,
le traitement de la fissuration dans les matériaux dont hepootement met en jeu
de la plasticité et de 'endommagement diffus est endsag”
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ANNEXE
Propri etes des
operateurs
homogeneises

1 Rappels

Le probléme micro sur une sous-structlxg s’énonce de la fagcon suivante :
Probléeme 13 Trouver(og, F'f) € Fg .4 qui Verifient :

V(e*, F*) € Fg a0, /Tr ((/FEK_l(/F*)dQ + / h™Fp- F*dl' =

Qp 0NE
~ — —~M
/ (h_EE +EE + EE) . E*dr
Ng
ouh™ =1/k".
Les opérateurs homogénéisés suivants ont été sléfini
y —~M ~M
Fy = Ly(Wg) + Fp, (A.1)
) —~M —~M
wy = Ly Wg)+Wgy (A.2)

=M . ~M —~M ; .
ouW, € Wi . F,,etW, , ne dépendent que d’% et desg. On rappelle
K b b —_— E

. - ~M . .
également que, connaissant le multiplicateur de Lagréiige il est alors possible
de résoudre le probléeme micro U, et de déterminesy = (¢g, Wy, 0r, Fr)
connaissaréy. Il existe ainsi un opérateur de localisatibfy de W2! dansSy, tel
que :

s oM R
Sg = LE(wE) +SEd

ousg , dépend d&y et deide
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A Propriétés des opérateurs homogénéisés

2 Propriéetes des oprateurs homogneises

A I'étape linéaire, la distributiod™ sur la frontiere)2; est en équilibre avec

le chargemenideE. Elle appartient a I'espace :

Fraa= {EY € 7Y |Vay e Rp, [ [, 0pd0)

1297

Qg

OURE = {ap €U | £(ay) = 0} représente I'espace des modes rigides infinitési-
maux de2;. On désignera pa?gad,o I'espace correspondant pour des conditions
homogenes.

[ Preuve : La solution du probleme micro vérifie nécessairement :

Qg

12,955

D’apres la définition des espaces macro, @&l'a c W2 Larelation de découplage
des travaux micro et macro (2.3) permet d’écrire :

Fp-apdl = / FyY - apdl
0NE

121975

Ce qui termine la preuvél

Proposition 4 . L'opérateurLZ, :
. —M
— asonimage dang g .,
— n'est pas éfini et son noyau efRYY, I'espace des traces degplacements
deRp surle bordoQ)y,
— realise une bijection de 'espace quotiéfit, = WX /RW dans]_-"gad,o,
— est positif visa vis de la forme biligaire travail sur la frontere 92 .

0 Preuve : Soitsp = L%(Eg). On a donGy € Sg a0 qui Vérifie la direction
de recherche :
—~M
VE* € Fp, / (WEpg+ Wy —Wg)-Fdl' =0 (A.3)
g
sp est solution de la formulation variationnelle suivanteutrer(cg, £ ) € Fg j 4
qui vérifient :
~M

V(a*, F*) € Fg aa0, /Tr (orK'0*)dQ + / h™F, - Fdl = /EE . F*dr

Qp oNg oNg
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3 Opérateur homogénéidé; pour une sous-structure fissurée

En injectants; comme champ virtuel de cette formulation et compte tenu de la
relation de découplage (2.3),ona:

/ (W) Fpar = / (W) - LW, dr

8QE aQE

Les opérateur¥ et h~ étant définis positifs, on en déduit qlié est positif. De

—~M
plus, siLL(W ) = 0, alorsor = F 5 = 0. En utilisant la relation de comportement
or = Kep on obtientzy = 0, ce qui impliqgue quéV , € R}Y. La direction
~M —~M
de recherche (A.3) donnd , = W, et par conséquet’, € R}Y. On a alors
Ker(LE) = RY. LE définissant une injection dé/y, dans]_-"gadp, espaces de

A . . .. VR .. . =M —M
méme dimension finie, il réalise donc une bijectiontle dansFy ;- U

Proposition 5 L'opérateurL!? réalise une bijection d&V¥ dansW}!. Sa restric-
tiona R est'operateur identié surrR}Y.

O Preuve : La démonstration est similaire a celle de la propositiom#&is en
prenant la formulation variationnelle en déplacement chbi@me micro (voir le
probleme 7))

3 Opérateur homogenei LL pour une sous-structure
fissurée
Dans le cas d'une sous-structulg séparée en deux parti€s;, et Qg, (Fi-

gure A.1) par une fissure libre d’effort, les propriétéd’dpérateurL, sont simi-
laires a quelques détails pres. On précise simplemezitjges notations :

QE1 QEz

Figure A.1: Sous-structur@; séparée en deux parti€s;, et 2z, et entourée de
guatre interfaces
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A Propriétés des opérateurs homogénéisés

Reg = {(gEl,gE2) €Up, xUg, |e(ap,) =0, e(ag,) =0, ap, = ag, SurF}

Cet espace correspond au méme que celui présenté daasatgaphe précédent.
C’est I'espace des mouvements de corps rigides infinig@sxde2, et(z, conti-
nus surl’. On note aussi :

Rp = {(QElaQEQ) € Up, XU, | e(ag,) =0, e(ag,) = 0}

I'espace des mouvements de corps rigides infinitesimadxdetQy,. RY etﬁgf
désignent respectivement les espaces des traces dasrisrigRR . et deR ; sur

O8). Les définitions d?ﬁad et deT—“ﬁad’O tiennent toujours moyennant la nouvelle
définition deR . La proposition 6 devient :

Proposition 6 . Pour une sous-structut@, sepae en deux, I'oprateurL;
— asonimage dan?gadyo,
— n'est pas éfini et son noyau eRY N WH,
— realise une bijection de I'espace quotienty, = WX /RW N W dans
F adon
— est positif visa vis de la forme biligaire travail sur la frontere 92 .

[0 Preuve : La démonstration est similaire a celle de la propositiomets le noyau
est réduit, cette fois-ci, R N WH. O

Dans le cas, ol une base macro linéaire ou cubique esfelpaisr les quatre
interfaces, le noyau de I'opératelif,, R N W2, est réduit &R}Y . La figure A.2
illustre, en 2D, les trois modes de corps rigides corresaotsd Dans le cas, ou
une base macro discontinue est choisie pour les deux ioésrfimaversees par la
fissure, le noyau de l'opératelif;, R N W4, estréduit aR)Y (RY c W¥). La
figure A.3 illustre, en 2D, les six modes de corps rigidesespondants.
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3 Opérateur homogénéidé; pour une sous-structure fissurée

mode 1

mode 2

mode 3

20

20

15
151 1 151

10

107/ | ok

0 0
_5 5
5l
-10k . 4 10
0 2 4 6 8 0 5 10 5 10

Figure A.2: Pour une base macro continue (linéaire ou auigpr interface), le
noyau de I'opérateuk.’; est réduit aux mouvements de corps rigide (3
modes en 2D) de la sous-structure non fissurée équivalente

0 —
2
[} 2 4 6 8 10 o 2 4 & 8 10 2 4 6 8
mode 4 mode 5 mode 6
10—
——
10 Te——————— 10} ——— _— 9
8
8 8 7
6
6 6
5
4 4 4
3
2 2 2
Tm—— — ° — !
0 0 —
——
[} 2 4 6 s 10 o 2 4 & 8 10 0 2 4 6 8

Figure A.3: Pour une base macro discontinue, le noyau dédaspurl.f; est reduit
aux mouvements de corps rigide (6 modes en 2D) des deunr-
ceaux» (g, et{lg, de la sous-structur@y.
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A Propriétés des opérateurs homogénéisés
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ANNEXE
Extraction des
facteurs d’intensite
de contrainte

1 Calcul des FIC - un breféetat de 'art

La détermination de la direction de propagation condugé@méral a déterminer
les facteurs d’intensité de contrainte (voir le probledeeréféerence en fissuration
de fatigue décrit au début de la partie Il). Pour ce fairedistingue les approches
locales, des approches globales. Les approches local@ssetlsur I'exploitation
de la forme des champs de contraintes (approche statiqud®) daplacement (ap-
proche cinématique) en pointe de fissure. La qualitéemdtdts depend énormément
de la qualité du maillage en pointe de fissure. Ces méthoolesduisent souvent a
des maillages tres fins et/ou a l'utilisation d’élensefihis spéciaux a nceuds au
quart pour approximer le mieux possible la partie singalde la solution en pointe
de fissure.

Les approches globales ou énergétiques passent eragpagéle calcul du taux
de restitution d’énergié&/. Celui-ci peut &tre déterminé par des méthodes depertu
bation de maillage, ce qui nécessite plusieurs calculaleul au pas courant et
le calcul simulant une avancée de fissure. Une autre méttmusiste a calculer
par I'intermédaire de I'intégrale de Rick En effet dans le cas d’une fissure libre
d’effort (Figure B.1), on a:

1 ou
G=J= /F (5 Te(os)n -z, o5 .@)dz (B.1)

L'utilisation de la formule d’Irwin pour un probléeme plardissuration s’écrit :

KK

G
Ex  E*
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B Extraction des facteurs d’intensité de contrainte

ou E* est défini en fonction du module de Yourgyet du coefficient de Poisson
v par E* = F en contrainte plane é* = E/(1 — v?) en déformation plane.

K;, K;; sont les facteurs d’intensité de contrainte courants. trdathode utilisant

des champs auxiliaires ou virtuels, qui sont souvent lagtisols asymptotiques en
mode | et mode Il, permet alors d’extraire les facteurs dhisité de contrainte. Pour
plus de détails sur ces approches, on pourra se ref@iretia 1994].

m

Figure B.1: Fissure libre d’effort. Le domairteest délimité pat”, 'y, I'" etT'~.
La normale unitaire extérieure® m, est telle quen = n surl'y, I'*
etl'” etm = —n surl’

2 Extraction des FIC par intégrales d’interaction

La technique d’extraction des facteurs d’intensité detreante que nous utili-
sons, fait intervenir des intégrales dites d’interacf{idhih et Asaro 1988] ou plus
précisément leur forme volumique.

Considérons deux états en fond de fissure : I'état r&@l (19 et I'état auxiliaire
noté (2) correspondant aux champs asymptotiques en fofidsdee pour le mode
pur | ou Il. Pour la somme des états (1) et (2) :

1 2
Ja+2) / (% Tr ((G,(l)+0,(2))(5(1)+$(2)))ﬂ.£1_(0(1)+@(2))wﬂ) dl
r 1

216 Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



2 Extraction des FIC par intégrales d'interaction

ou encore J(12) = J) 4 j@) 4 70.2)

ou® ou
Q~£1—07(1) u .2_0(2) u Q) dl (B.2)
(91‘1 axl

avec: 12 :/ (Tr(ar(l)g(z))
r

L'integrale] () est appelée intégrale d’interaction entre les étatst((@). L'écriture
de J pour la somme des états (1) et (2) en déformation placets

K(l) K(2) 2 K(l) K(2) 2 9
(K + K;7) +( 0+ Kir) :J(1)+J(2)+—(K§1)K§2)+K2)Kﬁ))

(1+2) _
/ B+ B+ b

Si I'on choisit successivement pour I'état (2), le mode i (M}z) =1 etKﬁ) =0)

puis le mode Il purK}Q) =0et Kﬁ) = 1), les facteurs d’intensité de contrainte

recherch'esK}l) et Kﬁ) sont alors obtenus par les relations suivantes :

E*

[(l,mode I) et K}}) _ B* [(17mode II)
2

KO
I 2

L'intégrale de contour (B.2)](?), est réécrite sous la forme d’'une intégrale de
domaine plus appropriée pour les calculs elements firiitegrant de (B.2) est
multiplié par une fonction régulier@ M) de valeur unitaire sur le domairte(Fi-
gure B.1) et de valeur nulle sur et en dehors du confgubans le cas ou la fissure
est libre d’effort g = 0 surI'* etI'"), I'intégrale d’interaction s’écrit :

ou® ou®
702) _ / (G,u) {i : JpC) a@x : _Tr(a,u)g@))&) - qm dS (B.3)
oS

oudS =T'ulyUI'* U~ etm estla normale unitaire extérieureSaEn utilisant,
le theoreme de flux-divergence pour le contddret en passant a la limite polir
se réduisant a la pointe de fissure, I'équation (B.3) &®vi

o Ou® 0
712) :/S<07(1)aﬂ_xl+w(2) 8%51 _Tr(a,(l)g@))&l) .a_zds (B.4)

Pour le calcul de cette intégrale, le domaifieest constitué de I'ensemble des
eléments finis situés dans un raygnautour de la pointe de fissure. En pratique,
rq €st choisi comme le double de la racine carrée de l'aireé@lerfient touché par

la pointe de fissure. La figure B.2 illustre un domakeomposé d’éléments finis

et la fonctiong associée. Cette fonction vaut 1 pour les nceuds intéreedrst O
pour les nceuds situés sur la frontierefieCette fonction; est interpolée sur les
fonctions de forme &éléments finis utilisées pour I'ip@ation de la géométrie. On
remarguera que cette définition gl@ pour conséquence que seuls les éléments du
bord deS, pour lesquels le gradient den’est pas nul, apportent une contribution
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B Extraction des facteurs d’intensité de contrainte

108

= - 07

= — 0.6

05

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Figure B.2: Les éléments sélectionnés pour I'extmactles facteurs d'intensité de
contrainte et la valeur de la fonctigndéfinie sur ces €lements. La fis-
sure modeélisée par la X-FEM n’est ici pas conforme au ragd!

au calcul de l'intégrale d’interactiofi’-?). C’est cette méthode d’extraction qui est
utilisée pour le calcul des facteurs d’intensité de cinte dans la méthode X-FEM
et ce depuis les travaux de Belytschko et Black [Belytschi&@lack 1999].

Concernant les techniques de calcul des facteurs d’iiéedsi contrainte par
des intégrales de contour ou de domaine, on pourra aussiéserraux travaux de
Destuynder [Destuyndest al. 1983] pour la méthodé&y ainsi qu’a ceux de Stern
[Sternet al. 1976].
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ANNEXE
Evolution d’'une
fissure - misea jour
desLevel Sets

1 Misea jour desLevel Sets

Les fonctions de niveau sont calculées et stockées auxish@iuinterpolées
entre les noeuds par les fonctions de base éléments fisisigii@s. Une mise a
jour de ces fonctions de niveau est effectuée a chaque e@sogagation de la
fissure Evidemment, ces mises & jour ne sont faites que pour unetsi@i@ments
contenant la fissure. Le stockage des fonctions de niveaaitseniquement pour
cette bande. En fait, a chaque pas de propagation, la njae des fonctions de
niveau ne concerne que les éléments avoisinant la poérfissiire dans un domaine
(un cercle en 2D) défini par 'avancée de fissuigure C.1).

I}
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m
L¥)
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[um)
|
(Nm]
|
mm)
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Figure C.1: Mise a jour des fonctions de niveau. Seuls lagdsadont le support est
intercepté par le cercle de rayelfr > «) bénéficient d’'une mise a jour
pour le pas de propagation représenté (nceuds entounésatré).

Au pas initial, on étend artificiellement» la fissure a travers tout le domaine
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C Evolution d’une fissure - mise & jour desvel Sets

pour calculer les valeurs initiales @g ), et (Figure C.2). Ce calcul initial des
fonctions de niveau peut se faire sur tous les nceuds du geitla sur une zone
restreinte prédifinie incluant la fissure initiale.

Figure C.2: Calcul initial des fonctions de niveau. La figsast étendue artifi-
ciellement» a travers tout le domaine suivant la direction définie par |
vecteur tangent en pointe de fissure

La propagation de fissure passe par la mise a jour des fosam®niveau L(evel
Set$, ¢ ety et la reconstruction de (voir équation (5.5)). Les évolutions geet
1; sont déterminées par I'angle de branchement de la figsuee par la vitesse
de propagatiod” = (F,, F},). La norme||£|| dépend de la loi de propagation. Pour
I'algorithme 4, décrivant la mise a jour des fonctions deau pour une propagation
d’une fissure en 2D, on suppose duet £’ sont connus au pgs Cet algorithme a
eté décrit dans [Stolarskat al. 2001]. Pour la mise a jour des fonctions de niveau
en 3D, on pourra se référer a [Moétsal. 2002b].

Qno update

Qupdate

Figure C.3: Mise a jour des fonctions de nive&il, ypdare COrrespond a la zone
grisée.
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1 Mise a jour det.evel Sets

Algorithme 4 Mise a jour ded.evel Seten 2D (Figure C.3)

Données au pas courant .., F' et At connus
bouclej = 1 ton faire X
1. Rotation dez/zi(” pour que; soit orthogonal & = || F||(cosf.z +
sin 6. y)

£y

C.l1l
] €1

. F,
i = (@ = Tpp) (U = Yps)-
TE] g
¢, doit étre calculé exactement avec cette relation et norrgtation
géomeétrigue d%—m-

2. Mise & jour dep uniquement la ol; > 0 qui définit Qupaae ¥ < 0
définit Qno update

(p(j+1) = QD(j) SUr o update
. F s
PUH) = & (z—z,;) N W‘ d’apres (5.6)
. F, E
G — 4l —zop)— — (y— s ) —2| sur Q
2 (ZC xpﬂ) ”E” (y ypfz) HEH ' update

Le signe depU+1) est défini de maniére a étre consistant avec le signe
de 900) dans(2n, update

3. Calcul dey Y. D'aprés (5.4) écrite pou :

IV = g — At|F||

puisque par construction (voir (C.1))V«|| = 1.
4.  Calcul de)U ) = max; ™

5.  Stockage del*+D, Y™™ ety i+1) au niveau des nceuds.
fin boucle
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C Evolution d’une fissure - mise & jour desvel Sets

2 Evaluation des fonctions d’enrichissement

La connaissance dg, ¢; ety permet alors de déterminer facilement la valeur
des fonctions d’enrichissemeft(z) et{ F;(z)}. On a alors :

1 pourg(z,t) > 0,

H(z,t) = H(p(z,1)) = {_1 pourp(z, t) < 0.

0 0

{F;(r,0)} = {/rsin g, /1 cos 2 /7 sin 5 sin 6, \/r cos g sin 0}

avec pour la pointe de fissupg; :

ro= \Jerlat) + 9t
p(z, )
%(Lt

Notons que, comme le montre la figure C.4, les calculs ééded en fonction
de et ne sont pas rigoureusement exacts pour les points tels que) < 0.
Les fonctions d’enrichissemeq#;(r, §)} ne contiennent donc pas exactement la
base de fonctions définissant la solution asymptotiquenertgpde fissure. D’apres
[Moéset al. 2002a], il semblerait, néanmoins, qu'il soit plus impattgue la dis-
continuité soit correctement placée que d’inclure exaent la solution asympto-
tique en pointe de fissure. De plus, pour un trajet de fisslatwement régulier, on
est moins sensible a ce probleme.

La sélection des nceuds a enrichir ainsi que leur enrieissat peut alors se
faire sur des tests tres simples portant sur les valeugsete) en ces nceuds. Pour
chaque élément situé dans la zone de mise a jour, ortedfées tests suivants :

— SiY < 0 etnaomin < 0 alors enrichissemerf{ des nceuds,

— Si YimazVmin < 0 €1 QaPmin < 0 alors enrichissementt;(r,0)} des

nceuds.
OU ©iaz €1 Umae (r€SP.Ymin €1 Ymin) représentent les valeurs nodales maximales
(resp. minimales) de et ¢) sur I'elément. Puisque I'on boucle sur les éléments
pour faire ces tests, il faut remarquer que cela conduitrgchdn certains nceuds
de I'eléement contenant la pointe de fissure a la fois pdotation H et par les
fonctions{F(r,0)} (Figure C.5). Il faut donc veiller & ce probleme qui petreé
tres facilement corrigé en exécutant le test sur I'dnsisementd puis celui sur
I'enrichissement ed F(r, )} de maniere & écrasen I'eventuel enrichissement
précédent d’'un nceud par la fonctiéh
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;>0

P <0

Figure C.4: Calcul de et def en fonction ded.evel Sets et),. Pour le pointz,
ouvy(z,,t) < 0, le calcul der et def n’est qu’approximatif.

D any any m
D % N7 —t
T O 1€N, d
Pan) Pan) Fany Pany L mh
k%/ Ny N> ~ ' ]
'\ O 1€N
A0 g P
& ! A 1EN, an N, P

Figure C.5: Probleme d’enrichissement sur les noeudsafeniént contenant la
pointe de fissure. Les nceuds entourés d’'un triangle sorhéna la
fois par la fonctionH et par les fonction$£;(r, 6)}.
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3 Bilan et remarques

Au bilan, l'utilisation de la X-FEM avec la technique desvel Seteut se
résumer de la maniéere suivante :

1. Mise a jour dep et v); et reconstruction de au voisinage de la pointe de
fissure,

2. Sélection des nceuds a enrichir au voisinage de la pdmtissure. Pour
chaqgue élément de cette zone, on exécute les tests wuivan
— SiY < 0 etvmar@min < 0 alors enrichissemerf{ des noeuds,
— Si VmazVmin < 0 €t QarPmin < 0 alors enrichissemertt;(r, 0)} des
nceuds,

3. Calcul des fonctions d’enrichisseméitet { /;(r, 6)},
4. Calcul X-FEM,

5. Post-traitement. Détermination de la direction de pgaion et de I'avancée
de fissure.

Remarque I Les fonctions de niveaatant interpokes sur les fonctions de
forme éléments finis du maillage, laégnetrie de la fissure estétessairement
réguliere dans lelement. Par exemple, en 2D pour ddements P1 ou Q1, la fis-
sure ne peuétre que lirgaire dans lelement. On ne peut donc pas répenter de
brisure de la fissure dansdlement. Ceci est cependant possible si I'on choisit une
représentation de la fissure par une succession de segmentsitie[Bedytschko et
Black 1999, Dolbow et al. 2000a].

Remarque 2 L'utilisation des Level Setspermet de simplifier le critre de
selection(5.3) des nceuda enrichir par la fonctionH. En effet, si le signe de
change sur le bord d’'uglément, alors on rechercha,partir des valeurs nodales
de ¢, le pointz, ou la fissure coupe ce bord. Ainsi sur le bord d'@ément (Fi-
gure C.6), une interpolation ligaire de la gonetrie donne :

z,=(1—r)z, +r.z, avec r.c0,1]

Le pointz, est tel que :

o(z,)
p(z,) — plz)
pour une interpolation ligaire de la fonction de niveap. Sir. < 1, alors on
change la valeur de(z,) eny(z,) = 0. Sil — r. < 1, alors on change la valeur
dey(z,) enp(z,) = 0. En pratique, on prenda;,, = 10~2. On remarquera que la
valeur du crire surfaciqués.3) est telle quey,,, = r2,.

T'e =
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=
=

Figure C.6: Fissure coupant le bord d’un élément triaaigelenz,.

Thése de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 225



