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2 Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



Au moment même où j’écris ces quelques lignes, je suis bien loin de Cachan,
outre-Atlantique. Et pourtant, le souvenir des personnes que j’y ai côtoyées pendant
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David N., Geappy, Jay, Pierre F., Delphine B, Seb et Laeti, Lydia. Aux rockers du
LMT : Jay (il peut chanter plus haut que R. Plant), Rouchy, Frisou (batteur de choc
et catalyseur de bonne humeur). Merci aussi à vous, Didou, Delphine C., Ludo, Juju
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Table des matìeres
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1.4.2 Méthodes de décomposition de domaines . . . . . 29
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5.2 Calcul des facteurs d’intensité de contraintes . . . . . .. . 148
5.3 Apports des fonctionsFj d’enrichissement . . . . . . . . . 154

6 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MS-X-FEM 163
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iv Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



Table des figures

1 La méthode du zoom structural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 Structure fissurée : problème macro et problème micro . .. . . . . 4
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structuré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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3.5 Déplacement d’interface pour les deux raccords . . . . . .. . . . . 97
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macro continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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macro continues et la base macro dicontinue avec raccord à effort
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macro continues et la base macro dicontinue . . . . . . . . . . . . . 126

4.12 Valeur des facteurs d’intensité de contrainteKI etKII en fonction
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C.1 Mise à jour des fonctions de niveau pour les nœuds dont lesupport
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lisé pour l’extraction des FIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.4 Valeurs normalisées deKII en fonction de la taille du domaine uti-
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Introduction

La justification de la tenue et le suivi en service de structures aéronautiques
sont aujourd’hui d’un intérêt capital pour les avionneurs. Un des aspects étudiés
pour cette certification est la tolérance aux dommages en fatigue des matériaux
métalliques qui, par l’estimation des vitesses de propagation des fissures existantes,
conduit à une évaluation de la tenue résiduelle de la structure et à la définition des
intervalles d’inspection et de réparations éventuelles. La propagation d’une fissure
peut avoir des conséquences catastrophiques sur la réponse globale de la structure
modifiant ainsi considérablement les chemins d’effort. Une analyse complète ne
pouvant être menée sur un modèle éléments finis, dit« boulon par boulon» qui
serait de l’ordre de plusieurs millions d’inconnues, des analyses détaillées sont
réalisées dans les zones fissurées et incluses dans un modèle général grossier de
l’avion. En fait, en fonction des besoins, une suite de modèles et de« calculs gi-
gognes» (Figure 1) sont ainsi fabriqués de façon récurrente sur plusieurs échelles
d’analyse jusqu’à obtenir celle adéquate pour l’analysedes champs de contraintes
cherchés [Cornuault 1998]. Raffiner ces modèles va alors de paire avec les change-
ments d’échelles des structures et des phénomènes mécaniques eux-mêmes. Chez
Dassault Aviation, une méthodologie de« zoom structural» est ainsi employée.
Dans le cas où les maillages des deux modèles sont compatibles sur la zone de
raccord, il est alors possible de condenser la rigidité du modèle fin sur sa frontière
et de construire ainsi un super-élément incorporé au modèle général. En pratique,
des problèmes d’inhomogénéité de rigidités relatives des maillages apparaissent.
Dans le cas plus général où les maillages des deux modèles ne sont pas compa-
tibles, une analyse locale-globale est menée. Les conditions limites de chargement
ou de déformations pour les différents cas de chargementsforfaitaires à traiter sont
prélevées sur le contour de la zone correspondante du mod`ele général et reportées
sur le modèle plus fin. Cette démarche d’analyse descendante nécessite de mettre
en place une étape supplémentaire permettant de rendre compte de l’impact du
modèle fin sur le modèle grossier. Cette technique de zoom structural n’incorpore
pas complètement l’aspect multiéchelle induit par la localisation des déformations
dans la zone fissurée. Enfin, malgré les améliorations apportées aux mailleurs auto-
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Figure 1: La méthode du zoom structural : en fonction des besoins, il est possible
de« zoomer» de façon récurrente sur plusieurs échelles d’analyse jusqu’à
obtenir celle adéquate pour l’analyse des champs de contraintes cherchés.
On fabrique ainsi une suite de modèles et de calculs gigognes (Doc. Das-
sault Aviation).

matiques, les processus de maillage et de remaillage restent des tâches fastidieuses
pour l’ingénieur confronté à la situation de propagation de fissure.

L’objectif de ce travail de thèse est de proposer une strat´egie de calcul multi-
échelle répondant à la problématique d’analyse locale-globale pour le suivi de fis-
sure et permettant de lever les difficultés de maillage.

Les méthodologies de calcul globales-locales mise en place dans le milieu in-
dustriel s’articulent autour d’un calcul global associé au modèle grossier qui, par
post-traitement, permet de résoudre des problèmes de localisation sur les zones de
la structure où l’on cherche à déterminer une solution àune échelle inférieure, ou à
un niveau de précision supérieure. La difficulté résidedans l’utilisation des condi-
tions issues de la résolution du problème global (modèlegrossier) pour résoudre
le problème local (modèle fin). L’approche en déplacement qui consiste à recol-
ler les modèles en imposant les déplacements du maillage grossier sur le bord du
maillage fin a, en général, tendance à sous-estimer les niveaux de déformations dans
la zone raffinée. L’approche en effort, bien que fournissant des résultats meilleurs,
a tendance à les surestimer. Dans ces deux approches directes, aucune information
tirée du modèle fin n’affecte la réponse du modèle grossier. La nécessité de re-
coupler les deux problèmes, le grossier et le fin, est en général indispensable. Sur
cette question, les travaux de Hiraiet al. [Hirai et al. 1984 - 1985] qui utilisent de
manière conjuguée des techniques de condensation statique et de ré-analyse locale,
les travaux de Mao et Sun [Mao et Sun 1991] qui proposent une d´emarche en trois
temps (analyse globale, analyse locale, analyse globale raffinée) ainsi que ceux de
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Whitcomb [Whitcomb 1991] qui proposent une démarche totalement itérative sont
des approches mettant en place un certain dialogue local-global. Néanmoins des
problèmes de conditionnement dû au traitement des phénomènes multiéchelles sans
séparation particulière apparaissent.

D’un autre côté, le calcul des structures avec fissurationest aujourd’hui revi-
sité que ce soit par la méthode des discontinuités fortes(SDA) introduite par Simo,
Oliver et Armero [Oliver 2000, Oliveret al. 2002 - 2003] ou par la méthode des
éléments finis étendus (X-FEM) basée sur le concept de Partition de l’Unité [Be-
lytschko et Black 1999, Moëset al. 1999 - 2002a, Dauxet al. 2000]. En enri-
chissant la cinématique du milieu continu, ces techniquespermettent d’introduire
des discontinuités dans le champ de déplacement en utilisant un nombre relati-
vement faible de degrés de liberté. Le principal avantage, dans ce cas, est que le
maillage n’a pas besoin d’être conforme à la géométrie de la fissure. Ces techniques
simplifient grandement les processus de maillage et de remaillage au cours de la
propagation de fissure. Cependant, ces techniques n’incorporent pas complètement
l’aspect multiéchelle induit par la localisation des déformations dans la zone fis-
surée. Généralement, ces méthodes nécessitent un remaillage en pointe de fissure
qui change la structure du problème à résoudre. Ainsi, les problèmes de condition-
nement persistent.

Pour pallier les difficultés de conditionnement et de maillage, la stratégie déve-
loppée en collaboration avec Dassault Aviation est baséesur une approche à deux
échelles dans laquelle l’enrichissement est introduit àl’échelle micro. La démarche
envisagée met en synergie deux techniques [Guidaultet al. 2004c -b -a]. Une ap-
proche multiéchelle basée sur une méthode de décomposition de domaine est ainsi
utilisée pour traiter de façon efficace la localisation des déformations dans la zone
fissurée. Un problème macroscopique est associé à la réponse globale de la struc-
ture et un problème résolu à l’échelle microscopique est défini dans la zone d’intérêt
fissurée (Figure 2). Le rôle de la stratégie multiéchelle consiste à coupler de façon
efficace ces deux problèmes. L’approche multiéchelle retenue pour réaliser cette
analyse locale-globale couplée est issue de travaux menés au LMT-Cachan où ont
été élaborées des stratégies de calcul à fort contenumécanique et par la même
très performantes. Cette stratégie micro-macro [Ladev`eze et Dureisseix 1999, Loi-
seau 2001, Nouy 2003] bâtie sur unetechnique d’homoǵeńeisation automatique, a
permis de simuler la réponse de structures fortement hét´erogènes. Cette approche
traite indifféremment les zones intérieures et les zonesde bord où des gradients de
déformations« macroscopiques» surviennent. Un des enjeux de notre travail est
de développer l’approche dans le cadre de la fissuration pour laquelle surviennent
également des gradients à l’échelle macroscopique dansla zone fissurée.

La deuxième technique permet de répondre aux difficultésde maillage et de
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description grossière

description fine requise

problème macro

problème micro

Figure 2: Structure fissurée : problème macro et problèmemicro

remaillage.À cet effet, la X-FEM est utilisée pour décrire, à l’échelle de la micro-
structure, la discontinuité et la solution en pointe de fissure. Couplée à des outils
appropriés tels que la technique desLevel Sets[Osher et Sethian 1988, Sethian
1999], cette méthode permet également de gérer facilement la propagation de fis-
sure. Avec cette séparation des échelles, la structure dedonnée informatique tant au
niveau macroscopique qu’au niveau microscopique reste inchangée tout au long du
calcul de propagation de fissure tandis que tout l’effort numérique est concentré au
niveau microscopique où une description adaptée de la fissure est obtenue au moyen
de la X-FEM [Guidaultet al.2003 - 2005b].

La rédaction de ce document est organisée de la façon suivante.
– Le chapitre 1 présente une étude bibliographique concernant d’une part les

stratégies de calcul multiéchelles et de l’autre les méthodes d’enrichissement
permettant de traiter la fissuration. Les points forts et leslimitations de cha-
cune des approches pour le cadre de notre étude sont présentées.

La suite du document est alors divisée en deux parties.
– Dans la première partie, nous nous intéressons à la miseen place d’une

méthode d’analyse locale-globale couplée permettant d’utiliser une descrip-
tion fine dans la zone d’intérêt tout en conservant une description grossière
dans le reste de la structure.
• Le chapitre 2 décrit l’approche itérative micro-macro utilisée pour coupler

les échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspects concernant
son implantation dans un code éléments finis en programmation orientée
objet sont présentés.

• Le chapitre 3 présente le raccord mis en place dans le cadre de la stratégie
pour coupler une description fine (microscopique) et une description gros-
sière (macroscopique).
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– Dans la seconde partie, l’approche micro-macro pour la fissuration est ex-
posée. Une fissure ayant une influence aussi bien à l’échelle globale qu’à
l’échelle locale, la question de la description de la cinématique et des efforts
aux échelles microscopique et macroscopique se pose. Cette partie donne lieu
à trois chapitres :
• Le chapitre 4 définit des échelles macroscopiques et microscopiques ada-

ptées au suivi de fissure et en étudie les performances.
• Le chapitre 5 présente le traitement de la microstructure par la X-FEM.

Les choix d’implantation et la validation de la méthode au sein du code de
calcul sont exposés et discutés.

• Enfin, le chapitre 6 s’intéresse aux performances de la stratégie dans sa
globalité. L’utilisation combinée de l’approche micro-macro et de la X-
FEM est ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation de fissure en
fatigue qui intéressent Dassault Aviation.
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Notations

Calcul tensoriel et diff érentiel

Tenseurs d’ordre 1 soulignés: champs de déplacementsu, vecteur positionx, ...
Tenseurs d’ordre 2 et 3 en lettres capitales doublées: tenseur des déformations", ...

... tenseur des contraintes�
Tenseurs d’ordre 4 en gras: tenseur de HookeK, ...

∧ : produit vectoriel
⊗ : produit tensoriel extérieur
· : produit simplement contracté
: : produit doublement contracté

∇ ou ∂
∂x

: gradient
div : divergence"(u) : partie symétrique du gradient deu

u̇ ou ∂u
∂t

: dérivée deu par rapport au temps t

Notations alg ébriques

Matrices en lettres capitales ou entre crochets: A ou [A]
Rn×m : espace des matrices à coefficients réels de dimensionn×m
AT : transposée deA
A−1 : inverse deA

Ker(A) : noyau deA
Tr(A) : trace deA

Notations topologiques

A : adhérence deA
∂A : frontière deA
A\B : complémentaire de B dans A
mes(A) : mesure d’un domaineA deRn
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Notations sur les ensembles

{x∈X|P} : sous ensemble desx∈X vérifiant la propriété P
X × Y : produit cartésien des ensemblesX etY
Πi∈IXi : produit cartésien des ensembles{Xi}i∈I

Espaces vectoriels

X + Y : somme de deux espaces vectorielsX etY
X ⊕ Y : somme directe de deux espaces vectorielsX etY
X⊥ : orthogonal de X

Notations sur les applications

f :
X → Y
x 7→ f(x)

: application qui àx∈X fait correspondref(x)∈Y
f|A : restriction def : X → Y àA ⊂ X

∂f
∂x

(y) ouf ′
y : gradient def : x 7→ f(x) en y

Espaces fonctionnels

Soit O un ouvert deRn, X un espace de Banach.
‖ · ‖X : norme naturelle sur l’espace X
(·, ·)X : produit scalaire naturel sur l’espace de Hilbert X

L2(O;X) : {u : O → X ; u mesurable surO et
∫

O
‖u(x)‖2

Xdx <∞}
L2(O) : L2(O; R)
H1(O) : espace de Sobolev d’ordre 1
Ck(O) : fonctions k fois continûment différentiables sur O
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CHAPITRE

1 Vers une approche
multi échelle du suivi
de fissure

Dans ce chapitre, unéetude bibliographique concernant d’une part les stratégies
de calcul multíechelles et de l’autre les ḿethodes d’enrichissement permettant de
traiter la fissuration est pŕesent́ee. Les points forts et les limitations de chacune des
approches sont exposés compte tenu du cadre de notreétude.
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1.3 Méthodes multigrilles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

L’objectif de ce chapitre est de faire le point sur deux familles de stratégies
de calcul. La première concerne les stratégies de calcul multiéchelles. De façon
générale, une démarche multiéchelle met en place : un problème global, macro-
scopique,« homogénéisé» associé à une solution grossière et un problème mi-
croscopique,« hétérogène» associé aux détails ou zones d’intérêt. Toute la diffi-
culté réside dans la manière de définir ou de séparer leséchelles ainsi que dans
celle de les coupler. Nous tenterons de décrire les réponses apportées à cette dif-
ficulté par différentes stratégies multiéchelles que nous avons regroupées en trois
catégories : les méthodes dérivant de la théorie de l’homogénéisation classique, les
méthodes de superposition et adaptatives et les méthodesbasées sur des approches
de décomposition de domaine.

La deuxième famille dont nous parlerons, concerne les méthodes d’enrichis-
sement permettant de traiter les problèmes de fissuration.Ces démarches rendent
possible l’introduction d’une discontinuité en déplacement dans les champs d’ap-
proximation de la solution simplifiant ainsi les processus de maillage et de re-
maillage. Cet enrichissement du comportement de la microstructure peut se faire
de différentes manières. Nous avons classé ces approches en trois catégories : les
approches basées sur la construction d’éléments finis hybrides dédiés au traitement
des fissures, les approches permettant de prendre en compte au niveau de l’élément
un saut de déplacement qui joue alors le rôle d’une variable interne et les approches
permettant d’introduire une discontinuité via la méthode de la partition de l’unité.

1 Stratégies de calcul multíechelles

Dans cette partie, les différentes stratégies seront pr´esentées dans le cadre non
limitatif d’un problème de mécanique classique. Plus pr´ecisément, on s’intéresse
à l’étude des petites perturbations d’une structureΩ soumise à des déplacements
imposésud sur ∂1Ω, à des efforts surfaciquesF d sur la partie complémentaire
∂2Ω = ∂Ω\∂1Ω et à des efforts volumiquesf

d
(Figure 1.1). On s’intéresse à la

réponse quasi-statique et isotherme de la structure. Saufmention contraire, on se
placera dans le cas de l’élasticité linéaire etK désignera le tenseur d’élasticité de
Hooke. On noterau le champ de déplacement,� le champ de contrainte et" le
champ de déformation. Le problème de référence s’écrit alors :

Problème 1 Trouver(u,�) ∈ U × S qui vérifie :
– l’admissibilit́e cińematique :

u = ud sur∂1Ω

– l’admissibilit́e statique (́equation d’́equilibre) :

div(�) + f
d

= 0 surΩ et�n = F d sur∂2Ω
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1 Stratégies de calcul multiéchelles

Ω

ud

F d

f
d

Figure 1.1: Schématisation du problème de référence

– la relation de comportement :� = K" surΩ avec" = "(u) déf
=

1

2
(∇u+ ∇uT )

où U et S représentent les espaces de champsà énergie finie classiquement uti-
lisés en ḿecanique des milieux continus respectivement pour les déplacements et
les contraintes. Classiquement, en dimensiond, U = [H1(Ω)]d etS = [L2(Ω)]p où
p = 6 en dimension 3 etp = 3 en dimension 2.

Enfin, on introduit, l’espaceUad =
{
u ∈ [H1(Ω)]d | u = ud sur∂1Ω

}
des champs

de déplacement admissibles ainsi que l’espace vectoriel associé :Uad,0 =
{
u ∈

[H1(Ω)]d | u = 0 sur∂1Ω
}

.

1.1 Stratégies baśees sur la th́eorie de l’homoǵenéisation

La plupart des approches multiéchelles reposent sur le principe d’homogénéi-
sation. Les premiers travaux ont consisté à mettre en place des méthodes d’ho-
mogénéisation spatiales basées sur des études analytiques ou semi-analytiques à
l’échelle microscopique aboutissant ainsi à l’identification d’un comportement ma-
croscopique entre des quantités moyennes« effectives» [Eshelby 1957, Hashin
1962, Hill 1965, Mori et Tanaka 1973]. Cependant, ces derni`eres ne permettent
pas de remonter aux propriétés locales. La prise en comptede mécanismes de
plus en plus complexes au niveau microscopique ont donné lieu à des méthodes
appelées« Unit Cell Methods» [Christmanet al. 1989, Tvergaard 1990, Sluis
et al. 1999]. Elles permettent d’identifier un modèle macroscopique par des« es-
sais numériques» sur un volume élémentaire représentatif (VER) de la structure et
d’obtenir des informations locales sur la solution. Malheureusement, la définition
a priori d’un modèle macroscopique reste pénalisante lorsqu’il s’agit de traiter des

Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 11



1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

problèmes où des grands gradients de déformations surviennent (près des bords,
des trous, des fissures) et plus généralement lorsqu’il s’agit de traiter des problèmes
non-linéaires. Par ailleurs, ces approches« phénoménologiques» ne sont pas vérita-
blement des approches multiéchelles.

La théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques [Sanchez-Palencia 1974,
Duvaut 1976, Benssoussanet al. 1978, Sanchez-Palencia 1980], basée sur l’ana-
lyse asymptotique, propose une véritable approche multi´echelle mettant en jeu un
problème« macro» et un problème« micro» permettant de remonter aux pro-
priétés locales. Dans cette partie, nous décrivons les points clefs de cette théorie et
présentons quelques stratégies de calcul qui en découlent.

1.1.1 Th́eorie de l’homoǵenéisation des milieux ṕeriodiques enélasticité

Cette technique est utilisable dans le cas où la structure résulte de la répétition
périodique d’une cellule de base appelée maille élémentaire ou volume élémentaire
représentatif (VER) comme sur la figure 1.2. Un domaine d’application par ex-
cellence est celui des matériaux composites. Dans ce cas defigure, la solution
à l’échelle de la microstructure est quasi-périodique (superposition d’une valeur
moyenne quasi-constante par maille et d’une solution microscopique dont la forme
se reproduit d’une maille à l’autre) au moins loin des bordsde la structure, et d’au-
tant mieux que la structure est grande par rapport à la maille élémentaire (l ≪
L). On peut alors tenir compte de cette propriété pour découpler les effets aux
différentes échelles.

L’idée consiste alors à introduire deux variables (une par échelle) pour décrire
la solution : une variable de position macroscopiqueX à l’échelle de la structure
(L), et une variable de positiony à l’intérieur de la maille dont l’amplitude va-
rie dans un intervalle de largeurl (Figure 1.2). En notant le rapport d’échelles
ǫ = l

L
, on peut définir une variableY =

y

ε
(zoom) pour qu’elle soit comparable

en amplitude àX. La solution en déplacement du problème s’écrit alorsu(M) =
u(X, y) et l’opérateur de Hooke estK(M) = K(y) puisqu’il est périodique d’une
maille à l’autre. L’idée consiste alors à développer lasolution sous la forme d’un
développement asymptotique enε. Ainsi :

u(X, y) = u0(X, y) + ǫ u1(X, y) + ǫ2 u2(X, y) + . . .

Ce développement est d’autant plus judicieux queǫ est petit. La deuxième étape
consiste à développer les équations d’équilibre (div(�) + f

d
= 0, où f

d
est une

force volumique et� = K"), puis à les écrire séparément pour les différentes puis-
sances du paramètreǫ qui apparaissent. Les méthodes d’homogénéisation du pre-
mier ordre tronquent le développement à l’ordre 1 et permettent ainsi de déterminer
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1 Stratégies de calcul multiéchelles

Ω
VER ω

amplificationǫ

Y1

Y2

O

X

y

Figure 1.2: Définition des échelles et du problème microscopique sur la maille

le champ macroscopiqueu0 et le champ microscopiqueu1. On peut alors écrire une
succession de problèmes aux différents ordres enǫ :

Problème enu0 (ǫ−2) : divY (K"Y (u0)) = 0 permet de montrer queu0 est indé-
pendant dey : u0(M) = u0(X). On notera"0 = "x(u0),

Problème enu1 (ǫ−1) : divY (K"Y (u1)) = − divY (K"0) . Ce problème s’écrit sur
une mailleω (X étant fixé, la variable courante étantY dans la maille et"0

étant considéré comme connu et uniforme surω) : trouveru1 ∈ UY- per tel
que :

∀u∗ ∈ UY-per,

∫

ω

Tr
("Y (u1)K"Y (u∗)

)
dω = −

∫

ω

Tr
("0K"Y (u∗)

)
dω

(1.1)
oùUY-per est l’espace des champs vérifiant les conditions de périodicité sur∂ω.
On montre que ce problème admet une unique solution en déformation. Par
linéarité, il existe un champ de tenseurH(y) d’ordre 4, défini surω, vérifiant
les conditions de périodicité sur∂ω, tel que la solution vérifie :"Y (u1) = H"0

D’où, en notant"m = "0 + "Y (u1), la valeur principale de la déformation
locale (déformation à l’ordre 0) :"m = "0 + H"0�m = (K + KH)"0

Cet opérateur de localisation des déformations,H(y), est déterminé par résolu-
tion du problème 1.1 pour une série de déformations macroscopiques"0.
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

Problème enu2 (ǫ0) : La condition d’existence du problème enu2 conduit à écrire :
∫

ω

div
X

(�m) + f
d
dω = 0

En notant,< · >ω=
∫

ω
·dω, on obtient :

div
X
�M+ < f

d
>ω = 0�M =< �m >ω = < K + KH >ω< "0 >ω

avec< "0 >ω = "0 = "M

ce qui donne le problème macroscopique portant sur les quantités moyennes�M , "M et le déplacement macroscopiqueuM = u0. Le comportement ho-
mogénéisé, macroscopique s’écrit :K

M =< K + KH >ω.

� Bilan et limitations pour notre étude
Cette approche constitue une véritable stratégie de calcul à deux échelles. Elle
met en place un problème à l’échelle macroscopique et permet de remonter aux
propriétés locales de la solution. En effet, connaissantle déplacement macro-
scopiqueuM , il est possible de déterminer le champ de contraintes locales�m

par l’opérateur de localisation(K + KH). Cependant, l’approche repose sur
deux hypothèses fortes : la périodicité et un rapport d’´echelle très grand (ǫ pe-
tit). L’hypothèse de périodicité ne permet pas d’homog´enéiser le matériau près
des bords ou des zones à forts gradients où cette hypothèse n’est plus vérifiée.
Pour illustrer ce point, considérons l’exemple de la figure1.3 représentant une
structure composite[0, 90]s idéalisée et étudiée dans les travaux de [Loiseau
2001]. La figure 1.4 représente la valeur d’un indicateur d’erreurξE rendant
compte pour chaque mailleE de la non vérification des conditions de transmis-
sion en effort et en déplacement entre cette mailleE et ses voisines, l’hypothèse
de périodicité de la solution microscopique ayant été faite. La carte de cet indi-
cateur montre des valeurs élevées près des bords et dans les zones de transition
entre les différentes couches de composites. Des traitements spécifiques des ef-
fets de bord ont été proposés dans [Aurielet al.1982, Dumontet 1986, Lecuyer
et al.1987].

1.1.2 Extensions de la th́eorie de l’homoǵenéisation au non-lińeaire

Encouragées par l’accroissement des puissances de calcul, des extensions de la
théorie classique de l’homogénéisation des milieux périodiques ont été proposées
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Figure 1.3: Structure composite[0, 90]s idéalisée, encastrée à une extrémité et sol-
licité à un déplacement horizontal à l’autre extrémité

dans le cadre du non-linéaire. Ces approches reposent sur l’idée suivante : au lieu
de chercher à identifier un modèle de comportement non-linéaire macroscopique,
définia priori, au moyen de la théorie de l’homogénéisation des milieuxpériodiques,
le comportement macroscopique de la structure est dicté par un calcul mené sur la
microstructure. Ces calculs microscopiques, généralement réalisés sur une cellule
élémentaire de manière concurrente au calcul macroscopique mené sur la structure,
ont pour entrée le champ de déformation macroscopique et pour sortie le champ
de contrainte macroscopique. La résolution du problème macroscopique est généra-
lement réalisée par une méthode éléments finis classiques. Les problèmes microsco-
piques peuvent être résolus par une technique élémentsfinis également [Smitet al.
1998, Feyel et Chaboche 2000] ou par des techniques comme la« Voronoı̈ Cell
Finite Element Method» [Ghoshet al.1995]. Dans ce paragraphe, deux extensions
représentatives sont présentées.

� Méthodeéléments finisà deux niveaux :FE2

Les premiers travaux précurseurs de cette approche sont dus à Renard [Renard
1990]. Ils portent sur la modélisation des dégradations dans les matériaux com-
posites. La décroissance des différents modules d’élasticité du comportement ma-
croscopique de la structure est pilotée par la modélisation microscopique d’une cel-
lule. L’état d’endommagement en un point d’intégration du maillage macroscopique
dépend de l’endommagement microscopique, dû à la décohésion fibre-matrice par
exemple, au sein de chaque cellule. Les travaux de Chaboche et Feyel [Feyel et
Chaboche 2000] présentent une vision étendue de cette méthode.

La méthodeFE2 propose une discrétisation éléments finis de la structure sur
laquelle se base le problème macroscopique. A chaque pointd’intégration de ce
maillage grossier est alors associé le comportement d’unecellule de base du maté-
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Figure 1.4: Carte de l’indicateurξE et profil dans l’épaisseur pour une solu-
tion microscopique périodique. Les valeurs élevées de l’indicateur
désignent les zones où l’hypothèse d’une solution à partie microsco-
pique périodique est remise en cause.

riau représentatif de la microstructure. L’idée consiste à rechercher la solution sur
chaque celluleω comme la somme d’une partie macroscopique, indicéeM , et d’une
partie microscopique, indicéem, à qui on impose des conditions de périodicité sur
∂ω. Ainsi, sur une celluleω :�(x) = �M + �m(x) avec �M =< � >ω (1.2)

u(x) = "Mx+ um(x) = uM + um(x) (1.3)"(x) = "M + "m(x) avec "M =< " >ω (1.4)

Les quantités macroscopiques�M et"M en un point d’intégration donné du maillage
macroscopique sont supposées constantes sur la cellule microscopique associée à
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1 Stratégies de calcul multiéchelles

ce point. La méthode de résolution peut être décrite pardeux niveaux nécessaires
à l’intégration du comportement non-linéaire du probl`eme macroscopique au sein
d’un algorithme itératif de type Newton-Raphson par exemple :

• Etape globale (niveau« macro ») : étape linéaire de la méthode de Newton-
Raphson du problème macro qui donne l’incrément de déformation macro-
scopique∆"M en chaque point d’intégration,

• Etape locale (niveau« micro ») : en chaque point d’intégration (chaque cellule) :

◦ Détermination des conditions limitesà partir de ∆"M : prise en compte
des conditions de périodicité et utilisation de la relation (1.3) pour déter-
miner les conditions limites à appliquer sur chaque cellule associée à
chaque point d’intégration,

◦ Méthode de Newton-Raphson sur chaque cellule :alternance des étapes
de vérification de l’équilibre (étape globale sur la cellule) puis de vérifi-
cation du comportement (locale pour chaque point d’intégration de la
cellule). Détermination à convergence du comportement tangent de la
cellule par une méthode de perturbation,

◦ Détermination du comportement macroscopique tangent :calcul de la
contrainte« macro» �M =< � >ω et du comportement tangent ho-
mogénéiséKM par résolution d’une série de problèmes microscopiques
résolus sur la cellule.

Notons que les calculs microscopiques menés sur chaque cellule étant complètement
indépendants, ils peuvent être aisément parallélisables. Il est possible, sur le prin-
cipe, d’ajouter un niveau supplémentaire et de répéter le processus pour chaque
point d’intégration de chaque cellule« micro» donnant lieu ainsi à une méthode
FE3. Cette technique, certes performante, présente les mêmes limitations que la
théorie de l’homogénéisation classique : elle reste pertinente uniquement lorsque
les échelles sont bien séparées.

� Milieux continus généralisés au niveau macroscopique
Dans le cas, où les échelles ne peuvent plus être séparées, une amélioration consiste
à utiliser des milieux continus généralisés de type Cosserat ou second gradient [Cos-
serat et Cosserat 1909, Zhuet al.1997, Forest et Sab 1998, Sluiset al.1998, Kouz-
netsovaet al.2002, Feyel 2003] au niveau macroscopique. Cette cinématique ma-
croscopique enrichie, pour laquelle un champ de rotation vient s’ajouter au champ
de déplacement classique, permet alors de mieux prendre encompte au niveau ma-
croscopique de forts gradients tels que les bandes de cisaillement ou les singularités.

Généralement difficile à construire, le comportement dumilieu continu généra-
lisé est, dans la stratégie proposée dans [Kouznetsovaet al. 2002], déterminé de
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1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

façon automatique. Un milieu du second gradient est considéré au niveau macro-
scopique. La même séparation que précédemment en partie « micro» et « macro»

de la solution est opérée et la même condition de périodicité est faite pour les quan-
tités« micro» :�(x) = �M(x) + �m(x) = �M + QM · x+ �m(x)

u(x) = "Mx+ um(x) = EM · x+
1

2
GM : (x⊗ x) + um(x)

où�M etEM sont des tenseurs d’ordre 2 constants sur la cellule.QM etGM sont des
tenseurs d’ordre 3 constants sur la cellule et présentant des propriétés de symétriead
hoc. Les stratégies de résolution du premier ordre peuvent être utilisées de la même
manière pour résoudre. Seules les définitions de�M et "M ont changé. Ici, elles ne
sont plus constantes sur la cellule et peuvent prendre en compte des gradients au
niveau macroscopique.

� Bilan et limitations pour notre étude
Ces stratégies ne fournissent donc pas une forme« close» de la loi de compor-
tement macroscopique mais déduisent une relation entre les quantités duales
macroscopiques en chaque point d’intérêt de la structureen résolvant des
problèmes à l’échelle microscopique. Elles ne nécessitent donc pas d’hypothèse
a priori sur le modèle macroscopique qui est déterminé de façon automa-
tique. L’enrichissement de la cinématique macroscopiquepeut permettre de
prendre en compte des gradients de déformation et traiter ainsi plus aisément
des problèmes où la séparation des échelles« macro» et « micro» n’est plus
aussi évidente que dans le cas des structures périodiques. Néanmoins, cette
question de la séparation des échelles persiste dans le cas où l’on souhaite
prendre en considération des gradients encore plus importants tels que ceux
provoqués par la présence d’une fissure. Notons aussi que,bien que permet-
tant de traiter des comportements matériau complexes, cesstratégies de calculs
basées sur la résolution de problèmes d’homogénéisation spatiale ne sont pas
véritablement adaptées aux problèmes non-linéaires d’évolution.

1.2 Méthodes de superposition et adaptatives

Les approches décrites précédemment et basées sur des techniques d’homogé-
néisation permettent d’opérer un passage de l’échelle« micro» à l’échelle« ma-
cro» en définissant un problème macroscopique issu d’analyse `a l’échelle micro-
scopique. Les approches étudiées dans cette partie adoptent un point de vue différent
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1 Stratégies de calcul multiéchelles

et cherchent plutôt à superposer à la solution d’un problème macroscopique un enri-
chissement microscopique dans les zones d’intérêt. Nousdéveloppons ici quelques-
unes de ces méthodes.

1.2.1 Méthode de Projection de Dirichlet Híerarchique

Introduite par Oden et Zohdi [Zohdiet al. 1996, Oden et Zohdi 1997, Oden
et al. 1999], la méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique (HDPM) consiste
à résoudre un problème homogénéisé, macroscopique sur un maillage régulier dont
un élément correspond à une cellule représentative du matériau considéré. Un es-
timateur de sensibilité permet de localiser les zones du maillage macroscopique
nécessitant une ré-analyse. Une correction est alors déterminée dans ces zones en
résolvant sur les cellules concernées des problèmes locaux prenant en compte la
microstructure pour des conditions aux limites homogènesde type Dirichlet. Un
estimateur d’erreura posterioripermet alors de déterminer la qualité de la solu-
tion corrigée. Plus précisément, les principales étapes de cette stratégie sont les
suivantes :

Étape 1: Partitionnement sans recouvrement deΩ, T = {ΩE}E∈E (Figure 1.5).
Un opérateur de comportement homogénéiséK

M est déterminé par une tech-
nique d’homogénéisation quelconque, la théorie de l’homogénéisation pério-
dique dans le cas de matériaux périodiques par exemple.

Ω
ΩE

ΩE′

Figure 1.5: Maillage macroscopique : partitionnement sansrecouvrement deΩ

Étape 2: Résolution du problème macroscopique : trouveruM ∈ Uad =
{
u ∈

[H1(Ω)]d | u = ud sur∂1Ω
}

tel que :

∀u∗∈ Uad,0,

∫

Ω

Tr
("(uM)KM"(u∗))dΩ =

∫

Ω

f
d
· u∗dΩ +

∫

∂2Ω

F d · u∗dΓ
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Étape 3: Détermination des cellulesEcorr ∈ E qui nécessitent une correction mi-
croscopique à l’aide d’un estimateur de sensibilité bâti sur la solution macro-
scopiqueuM .

Étape 4: Résolution du problème microscopique, pour toutE ∈ Ecorr : trouver
um

E ∈ UE,ad,0 =
{
u∈ [H1(ΩE)]d | u = 0 sur∂ΩE \ ∂2Ω

}
tel que :

∀u∗E ∈ UE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
("(um

E + uM
E )KM"(u∗E)

)
dΩE = · · ·

∫

ΩE

f
d
· u∗EdΩE +

∫

∂ΩE∩∂2Ω

F d · u∗EdΓ

où uM
E = uM

|ΩE
. Dans ce problème microscopique, on constate que la so-

lution macroscopiqueuM
E est utilisée comme condition limite de type Di-

richlet, d’où la dénomination Dirichlet dans HDPM. On remarquera que,
étant indépendants, ces problèmes microscopiques peuvent être résolus en
parallèle. La solution totale corrigée peut alors s’écrire par prolongement de
chaque solution locale :

u = uM +
∑

E∈Ecorr

εE(um
E ) = uM + um

où εE est un opérateur de prolongement permettant de prolonger un champ
microscopiqueum

E défini surΩE à la structure complèteΩ et tel queεE(um
E ) =

0 surΩ \ ΩE.

Étape 5: Détermination de l’erreur de la solution améliorée par un estimateur d’er-
reur a posteriori. Si le critère d’erreur n’est pas satisfait, l’opérateurK

M

est amélioré et l’on reprend les étapes 2 à 5. Si le critère d’erreur n’est tou-
jours pas satisfait après cette nouvelle boucle, une nouvelle partitionT ′ plus
grossière est proposée et le processus est répété.

� Bilan et limitations pour notre étude
Le lien de parenté de cette approche avec les méthodes adaptatives est évident :
un premier calcul macroscopique étant proposé, un estimateur de qualitéa pos-
teriori construit à partir de la solution macroscopique permet de détecter les
zones les plus erronées. Si, dans les démarches adaptatives, diminuer l’erreur
consiste à raffiner le maillage dans ces zones, dans l’approche proposée par
Zohdi et Oden, cela consiste à adapter non pas la taille de maille mais plutôt
l’échelle de modélisation du matériau : ce qui constituetoute la force de l’ap-
proche. Cependant, la théorie de l’homogénéisation étant classiquement utilisée
pour définir l’opérateur macroscopiqueKM , on est confronté à la même diffi-
culté de séparation des échelles.
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1.2.2 Méthode variationnelle multiéchelle

Cette méthode, initialement proposée par Hughes [Hughes1995], part du prin-
cipe que toutes les échelles présentes dans un problème ne sont pas« solubles»
numériquement parlant, pour reprendre le terme de Hughes.Les effets microsco-
piques,« insolubles», sont ainsi impossibles à représenter par un maillage éléments
finis de taille supérieure aux dimensions de la microstructure. Il propose un principe
de superposition permettant de prendre en compte au niveau macroscopique les ef-
fets des petites échelles. En résolvant, souvent de mani`ere analytique, des problèmes
« locaux», l’effet des petites échelles est condensé au niveau macroscopique, ce qui
conduit à la définition d’un problème macroscopique« quasi-exact».

La solution du problèmeu est décomposée en une partie macroscopiqueuM et
une partie microscopiqueum telles que :

u = uM + um (1.5)

uM appartient à un espace de dimension finieUM
ad et um appartient à un espace

a priori de dimension infinieUm
ad,0 tel queum = 0 sur le contourΓMm où cette

analyse à deux champs est requise (Figure 1.6). Ces deux espaces sont tels que
u ∈ Uad = UM

ad ⊕ Um
ad,0.

Un point crucial de l’approche repose alors dans le choix d’une bonne ap-
proximation deum. Dans le cas où une méthode spectrale ou de Fourier est uti-
lisée pour l’approximation du problème macroscopique, un bon choix consiste à
déterminerum en fonction d’une fonction de Green. ChoisirUm

ad,0 revient alors à
choisir une fonction de Green. Cette démarche devient cependant difficile lorsqu’il
s’agit de l’appliquer au cadre des éléments finis classiques pour lesquels l’espace
d’approximation engendré n’est pas suffisamment régulier. Pour adapter l’approche
à ce cadre, certains auteurs ont proposé d’utiliser pour l’espace microscopique des
enrichissements locaux propres à chaque élément fini (choix de fonctions bulles qui
s’annulent sur le bord de chaque élément (Figure 1.6) où une ré-analyse microsco-
pique est requise) ou à plusieurs éléments finis. Dans ce dernier cas, on utilise des
fonctions éléments finis d’ordrep complémentaires aux fonctions éléments finis
utilisées pour le problème macroscopique et dont le support s’étend sur plusieurs
éléments. En augmentant le degré de raffinementp, on augmente la qualité de la
solution macroscopique.
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ΩE

Figure 1.6: Maillage élément finis« macro» deΩ – Choix de fonctions bulles pour
l’espaceUm

ad,0

� Bilan et limitations pour notre étude
Les méthodes variationnelles multiéchelles permettentde prendre en compte
des effets microscopiques au sein d’une approximation él´ements finis relative-
ment grossière par une sorte de procédé de régularisation. Cependant, les fonc-
tions d’enrichissement définissant la partie microscopique restent localisées à
un ou plusieurs éléments finis et constituent donc un enrichissement relative-
ment pauvre. En d’autre terme, la conditionum = 0 sur le contourΓMm de la
zone enrichie peut s’avérer être une hypothèse trop contraignante.

1.2.3 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin, introduite par Ben Dhia [Ben Dhia 1998, Ben Dhia et
Rateau 2001] permet de superposer à un problème macroscopique une analyse plus
fine dans des régions d’intérêt. Cette approche permet alors de faire dialoguer des
modèles différents tant au niveau de la discrétisation que de la nature des équations
qui les régissent. Le raccord des deux problèmes s’écritde manière faible dans le
volume des zones de jonction et non pas sur des interfaces comme c’est le cas pour
la plupart des approches. Ainsi, dans ces zones, la concurrence des modèles est
gérée par l’introduction de fonctions de pondération dans le principe des puissances
virtuelles utilisé pour l’écriture de la formulation globale.

Considérons la situation où les deux modèles à superposer sont régis par les
équations de l’élastostaticité classique. Le premier modèle est le modèle grossier et
est associé au domaineΩM . Le deuxième modèle est le modèle fin et est associé
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au domaine d’intérêtΩm (Figure 1.7). La méthode consiste à chercher un couple

ΩM

Ωm

Figure 1.7: Définition du domaine d’intérêtΩm ⊂ Ω. Ici, on aΩ = ΩM et la zone
de jonctionΩMm = Ωm.

solutionu = (uM , um) ∈ Uad× Um déf
= Wad où la solution grossièreuM est définie

sur tout le domaineΩ = ΩM et où la solution fineum est définie uniquement sur le
domaineΩm. On précise queUm = [H1(Ωm)]d et que les conditions limites ne sont
appliquées que surΩM pour simplifier. Le problème s’énonce alors comme suit :
trouver(u, λm)∈Wad× Um tel que∀(u∗, λm∗)∈Wad,0 × Um :

aα(u, u∗) + b(λm, u∗) = lα(u∗)

b(λm∗, u) = 0

où :

aα(u, u∗) =

∫

Ω=ΩM

αTr
("(uM)K"(uM∗)

)
dΩ + · · ·

∫

Ωm

(1 − α) Tr
("(um)K"(um∗)

)
dΩ

b(λm∗, u) =
(
λm∗, uM − um

)
H1(Ωm)

lα(u∗) =

∫

Ω=ΩM

αf
d
· uM∗dΩ +

∫

Ωm

(1 − α)f
d
· um∗dΩ +

∫

∂2Ω

F d · uM∗dΓ

Le paramètre scalaire de pondérationα est un champ scalaire tel queα ∈ [0, 1]
dansΩ etα = 1 dansΩ \ Ωm.

(
·, ·

)
H1(Ωm)

représente le produit scalaire classique

surH1(Ωm). Cette formulation est donc mixte et le multiplicateur de Lagrangeλm

permet de garantir l’égalité des champsuM et um au sens faible sur la zone de
jonctionΩMm = Ωm. La solution est alors définie comme suit :

u =

{
uM surΩ \ Ωm

α uM + (1 − α) um surΩm
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La qualité du raccord dans la zone de jonction dépend du choix de l’espace
du multiplicateur de Lagrangeλm appelé espace« médiateur». Le choix clas-
sique qui a été fait ici consiste à prendreH1(ΩMm = Ωm), mais prendre le dual
deH1(Ωm) peut paraı̂tre plus judicieux. Cependant, si ce choix ne pose pas de
problème en continu, il est plus difficile à réaliser en discret. En fait, la définition
de l’espace d’approximation du multiplicateur de Lagrangedans la zone de jonction
reste délicate et fait encore l’objet de travaux. Notons aussi que le raccord réalisé ici
dans le volume permet en général de faire dialoguer correctement les deux modèles,
permettant ainsi« d’échanger beaucoup plus d’information» qu’un raccord surfa-
cique. Cependant, tout ceci a un prix à payer qui est celui del’intégration numérique
dans le volume du produit scalaire

(
·, ·

)
H1(Ωm)

lorsque les discrétisations deuM et
deum ne sont pas compatibles dans la zone de jonction.

� Bilan et limitations pour notre étude
La méthode Arlequin propose une approche originale permettant de superpo-
ser dans une même zone des états mécaniques issus de modélisations pouvant
être très différentes. Néanmoins une difficulté persiste dans le choix de l’es-
pace d’approximation du multiplicateur de Lagrange permettant de recoller en
volume les deux modèles dans leur zone de jonction.

1.3 Méthodes multigrilles

La résolution de systèmes linéaires de grande taille issus de problèmes de méca-
nique conduit à l’utilisation de méthodes numériques itératives (gradient conjugué,
Gauss-Seidel, Jacobi, relaxation, ... [Saad 2000]) plus avantageuses que les méthodes
directes. Les méthodes itératives classiques sont cependant plus efficaces pour ré-
duire les résidus à faible longueur de variation au cours des itérations, que ceux à
grandes longueurs de variation. Cela se traduit par une rapide décroissance de l’er-
reur lors des premières itérations puis par une stagnation de celle-ci ou du moins
une diminution du taux de convergence. L’idée des méthodes multigrilles initiées
par [Southwell 1935] et [Fedorenko 1964] est d’associer à la résolution itérative du
système linéaire, une résolution globale de manière àdiminuer rapidement l’erreur
commise sur les modes aux valeurs propres les plus basses.

La méthode 2-grilles pour résoudre un systèmeKmqm = fm, issu d’une discréti-
sation éléments finis par exemple, met en place une démarche de calcul dit cycle
en « V » entre une grille grossière et une grille fine« emboitée» (Figure 1.8). Le
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ΩM

Ωm

1

2

3

Figure 1.8: Représentation schématique d’un cycle en« V » pour une superposition
de deux grilles : une grossièreΩM et une fineΩm

maillage grossier permet de capturer l’erreur résiduelleà grande longueur de varia-
tion. La réalisation d’un cycle en« V » sur deux échelles comporte les trois étapes
suivantes :

1. On réalise plusieurs itérations sur la grille fine avec la méthode itérative choi-
sie. Cette étape a pour but de faire diminuer les hautes fréquences de l’erreur.
C’est l’étape de lissage.

2. Le résidur(i)
m = fm − q

(i)
m obtenu est alors restreint à la grille grossière par

un opérateur de restrictionR : r(i)
M = Rr

(i)
m . Puis, on résout le problème de

résiduKMe
(i)
M = r

(i)
M associé au maillage grossier oùKM est l’opérateurKm

restreint à la grille grossière.

3. La solution obtenue est prolongée sur la grille fine et permet de corrigerq(i)
m

comme suit :̃q(i)
m = Pe

(i)
M + q

(i)
m où P est l’opérateur de prolongement. Des

opérations de lissage supplémentaires peuvent ensuite ˆetre effectuées afin de
gommer les perturbations induites par l’opération de prolongement.

Remarque: Il existe un lienétroit entre les ḿethodes multigrilles et la ḿethode
deséléments finis hiérarchiques dont le principe áet́e donńe dans [Zienkiewicz
et al. 1983]. Elles peuvent̂etre ŕeécrites sous la m̂eme forme avec une définition
particulière des oṕerateurs de restriction et de prolongement.
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� Bilan et limitations pour notre étude
Les approches multigrilles permettent d’accélérer la convergence des méthodes
itératives classiques. Le passage par une grille grossière permet d’obtenir une
approximation du résultat sur un grille plus fine et ainsi dediminuer rapidement
l’erreur commise sur les modes aux valeurs propres les plus basses. Par un
couplage avec l’échelle grossière, le résultat de l’échelle fine est alors corrigé.
Il est cependant difficile de donner un sens au problème grossier associé à la
grille grossière. Aussi, il est difficile par cette démarche purement numérique
de tenir compte de la spécificité du problème mécanique traité.

1.4 Stratégies baśees sur des ḿethodes de d́ecomposition de do-
maine

Dans le cas d’une analyse à l’échelle de la microstructuredu problème, deux
situations sont à envisager. La première est la situationoù une analyse fine est re-
quise uniquement dans une zone d’intérêt. C’est la probl´ematique d’une analyse
locale-globale. Un partitionnement naturel est alors réalisé entre zone« fine» et
zone« grossière». L’interface entre les deux zones permet, par une techniquede
condensation statique ou de recollement, de prendre en compte une description fine
dans une description grossière de la solution.

L’autre situation est celle du calcul de structures fortement hétérogènes où une
analyse à l’échelle« micro» est réalisée sur tout le domaine. Trop coûteux pour
une résolution directe, ces calculs ont conduit à la mise en place de méthodes de
décomposition de domaine. La structure est ainsi décomposée en sous-structures. La
condensation sur les interfaces de chaque problème posé par sous-structure conduit
à un problème d’interfaces (posé sur le« squelette» constitué de l’ensemble des
interfaces) de petite taille.

1.4.1 Techniques de condensation statique et de ré-analyse locale

Prendre en compte les effets d’un détail structural tel qu’un trou dans la réponse
globale d’une structure, est un problème courant dans le milieu industriel durant une
phase de conception ou de re-conception. Deux techniques principales sont utilisées
(Figure 1.9). Dans le cas où le maillage raffiné de la zone d’intérêt est compatible
avec le maillage grossier, une simple méthode de condensation statique (utilisation
de« super-éléments») peut être utilisée. Si le maillage fin de la zone d’intérˆet n’est
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pas compatible, ce qui est le plus fréquent, une méthode d’analyse locale-globale
doit être mise en œuvre.

maillage incompatible

maillage compatible

Ré-analyse locale

Condensation statique

Figure 1.9: Ré-analyse locale et condensation statique

Les méthodologies de calcul globales-locales s’articulent autour d’un calcul
global associé au modèle grossier qui, par post-traitement, permet de résoudre des
problèmes de localisation sur les zones de la structure oùl’on cherche à déterminer
une solution à une échelle inférieure, ou à un niveau de précision supérieure. La
difficulté réside dans l’utilisation des conditions issues de la résolution du problème
global (modèle grossier) pour résoudre le problème local (modèle fin). L’approche
en déplacement qui consiste à recoller les modèles en imposant les déplacements du
maillage grossier sur le bord du maillage fin a, en général,tendance à sous-estimer
les niveaux de déformations dans la zone raffinée. L’approche en effort, bien que
fournissant des résultats meilleurs, a tendance à les sur-estimer. Ce point est illustré
sur l’exemple de la plaque trouée en traction (Figure 1.10). Par symétrie, un quart
du problème seulement est étudié. Deux maillages grossiers sont considérés : le
premier ne modélise pas du tout le trou (Figure 1.10(c)) et le second le modélise
grossièrement (Figure 1.10(d)). Le maillage fin du détailest représenté sur la fi-
gure 1.10(a). Pour chacun des maillages grossiers, une ré-analyse locale est réalisée
en utilisant soit un recollement en déplacement, soit un recollement en effort. Le ta-
bleau 1.1 donne les valeurs maximales de la contrainte�xx et de la contrainte de Von
Mises pour les différents maillages grossiers et recollements. L’axex correspond à
la direction du chargement de traction. Comme attendu, pourchacun des maillages,
les deux recollements aboutissent à un encadrement des quantités d’intérêt calculées
avec le maillage compatible de la figure 1.10(b). Enfin, on constate qu’une informa-
tion même grossière sur la microstructure (présence du trou) au sein du problème

Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 27



1 Vers une approche multiéchelle du suivi de fissure

(a) Ré-analyse locale (b) Référence

(c) Maillage grossier M1 (d) Maillage grossier M2

Figure 1.10: Plaque trouée en traction : ré-analyse locale à partir de deux maillages
grossiers différents

grossier permet une amélioration des résultats. Le maillage M2 conduit ainsi à un
encadrement plus serré des valeurs de référence.

Dans ces deux approches directes, aucune information tirée du modèle fin n’af-
fecte la réponse du modèle grossier. C’est une analyse descendante qui est menée
du « macro» vers le« micro». La nécessité de recoupler le problème grossier et
le problème fin est indispensable. Une analyse ascendante est ainsi réalisée dans
un second temps. En pratique, les déplacements ou efforts,suivant l’approche, sont
récupérésa posteriorisur la zone ré-analysée et imposés sur le maillage grossier.
C’est de cette façon que le détail est pris en compte au seindu maillage grossier.

déplacement effort Référence
M1 M2 M1 M2

σxxmax
200.51 240.00 636.99 491.26 312.02

σV Misesmax
175.06 209.52 556.67 429.30 274.22

Tableau 1.1: Valeurs maximales deσxx et de la contrainte de Von Mises pour une ré-
analyse locale en effort ou en déplacement menée sur deux maillages
grossiers différents
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Répéter plusieurs fois une analyse descendante puis ascendante permet d’améliorer
les résultats obtenus dans la zone d’intérêt. Les travaux de Hirai [Hiraiet al.1984 -
1985] qui utilisent de manière conjuguée des techniques de condensation statique et
de ré-analyse locale, les travaux de Mao et Sun [Mao et Sun 1991] qui proposent une
démarche en trois temps (analyse globale, analyse locale,analyse globale raffinée)
ainsi que ceux de Whitcomb [Whitcomb 1991] qui proposent unedémarche totale-
ment itérative sont des approches qui permettent de traiter ce problème d’analyse
locale-globale et de converger en peu d’itérations vers lasolution.

� Bilan et limitations pour notre étude
Les techniques de condensation statique et de ré-analyse locale ne traitent
pas de façon efficace les phénomènes multiéchelles survenant dans la zone
d’intérêt. Aucune séparation des échelles n’est effectuée. Pour les techniques
de condensation statique, cela se traduit par des problèmes de conditionnement
dus à des inhomogénéités relatives des raideurs des éléments grossiers et des
« super-éléments». Pour les méthodes de ré-analyse locale classiques, celase
traduit par la nécessité d’alterner plusieurs fois analyses descendante et ascen-
dante pour obtenir des résultats satisfaisants et mettre en place un certain dia-
logue local-global. Si le processus fonctionne relativement bien pour des détails
structuraux à effets très localisés, rien ne permet de conclure quant à la qualité
des résultats lorsque ces détails ont un effet à la fois auniveau local et au niveau
global comme c’est le cas pour la fissuration.

1.4.2 Méthodes de d́ecomposition de domaines

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement peuvent être
classées en trois familles : les approches primales (Balancing Domain Decompo-
sition Method[Mandel 1993], les approches duales (Finite Element Tearing and
Interconnecting(FETI) [Farhat et Roux 1991]) et les approches mixtes (méthodes
basées sur un algorithme de type Lagrangien augmenté [Glowinski et Le Tallec
1990] ouLATIN [Ladevèze 1999]). La méthode de résolution est, en gén´eral, basée
sur un algorithme itératif. Afin d’obtenir des méthodes numériquement extensibles,
la question de savoir comment propager une information globale s’est posée. Ceci
conduit à la mise en place d’un problème grossier issu de lavérification partielle
des conditions de transmission entre les sous-structures.Pour les approches duales
une vérification partielle des conditions de continuité en effort est imposée. Pour
les approches duales cette vérification partielle concerne les déplacements. Pour les
approches mixtes, cette vérification partielle concerne `a la fois la continuité des ef-
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forts et la continuité des déplacements. Ces stratégiesdeviennent alors de véritables
stratégies de calcul multiéchelles.

� Une approche duale : la ḿethode FETI
La méthode FETI recherche de façon itérative un champ d’effort a priori continu
aux interfaces afin de garantir, à convergence, la continuité des déplacements. Pour
que les problèmes locaux par sous-domaine soient bien pos´es, le champ d’effort
doit vérifier la contrainte d’équilibre des sous-domaines vis-à-vis des chargements
extérieurs. Une technique itérative de résolution est alors utilisée. Il s’agit d’une
méthode itérative de type gradient conjugué projeté o`u la projection est associée à
la contrainte d’équilibre des sous-domaines. Cette phasede projection peut alors
être considérée comme un problème macroscopique grossier garantissant à chaque
itération la continuité des modes rigides des sous-domaines au niveau des interfaces.
Ce problème global fait de la méthode FETI une stratégie de calcul à deux échelles.
Cependant, le problème macroscopique est relativement pauvre puisqu’il est sim-
plement associé aux modes rigides qui sont des modes à énergie nulle. Ainsi, il peut
paraı̂tre plus juste de considérer que l’approche FETI, dans sa version originale, est
une approche à deux échelles en déplacement mais monoéchelle en effort. Pour pa-
lier ce problème, la méthode FETI2 [Farhatet al. 1996] apporte une amélioration
consistant à vérifier des contraintes supplémentaires sur le déplacement, telles que la
continuité en moyenne sur les interfaces. La phase de projection du gradient devient
alors un problème macroscopique enrichi. Ces premiers travaux ont ainsi donné lieu
à une version plus aboutie appelée FETI-DP (Dual-primal FETI method) [Farhat
et al.2001].

La méthode FETI permet d’atteindre des performances remarquables moyen-
nant le choix d’un préconditionneur adéquat pour l’algorithme itératif de résolution.
Ce choix dépend essentiellement de la nature du problème traité ce qui enlève
un peu à la méthode son côté généraliste. Un choix classique consiste à prendre
les préconditionneurs« lumped» ou Dirichlet. Pour le traitement des structures
hétérogènes, on pourra se référer au travaux de Rixen et Farhat [Rixen et Farhat
1999]. Enfin, la construction de problèmes grossiers définis sur les espaces de Kry-
lov des opérateurs d’interface [Gosselet et Rey 2002] apporte un moyen très inté-
ressant de propager une information pertinente dans le cadre de la multirésolution.
Pour plus de détails, on pourra se référer à [Gosselet 2003].

� Une approche mixte : l’approche micro-macro
L’approche micro-macro [Ladevèze et Dureisseix 1999, Ladevèze et Dureisseix
2000, Ladevèzeet al.2001] s’articule autour de trois points fondamentaux :

– Un partitionnement de la structure en sous-structures et interfaces
Une sous-structureΩE est soumise à l’action de son environnement (les in-
terfaces voisines) qui se traduit par une distribution d’effort FE et une distri-
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bution de déplacementWE. Ce partitionnement confère le caractère mixte à
cette méthode de décomposition de domaine.

– Un aspect multíechelle introduit au niveau des interfaces
Contrairement à la plupart des approches multiéchelles,la séparation entre
les échelles ne se fait qu’au niveau des interfaces. Les quantités d’interface
s’écrivent ainsi comme la somme d’une partie macro et d’unepartie micro.
Ainsi, FE = FM

E + Fm
E etWE = WM

E +Wm
E . Les définitions des quantités

macro et micro sur une interfaceΓEE′ entre deux sous-structuresΩE et ΩE′

sont telles qu’elles vérifient la relation de découplage des travaux micro et
macro d’interface qui s’écrit :

∫

ΓEE′

F ·WdΓ =

∫

ΓEE′

FM ·WMdΓ +

∫

ΓEE′

Fm ·WmdΓ (1.6)

Un projecteurΠΓEE′
vérifiant cette relation de découplage (1.6) peut ainsi

être défini sur l’interface. On a alors :FM = ΠΓEE′
(F ) et Fm = (id −

ΠΓEE′
) (F ). Il en est de même pourW . Un choix classique est de prendre un

projecteur qui extrait la partie linéaire de la quantité d’interface.
– Une vérification partielle des conditions de transmission

Les efforts macro d’interface doivent systématiquement vérifier les conditions
de transmissiona priori. L’espace associé est notéFM

ad .

L’algorithme itératif LATIN [Ladevèze 1999] est alors utilisé pour résoudre.
Deux groupes d’équationsAd et Γ permettant de séparer les difficultés sont ainsi
constitués :

Ad

∥∥∥∥∥∥

− l’admissibilité statique de(�E , FE), ∀M ∈ΩE

− l’admissibilité cinématique de("E ,WE), ∀M ∈ΩE

− l’admissibilité de
⋃

E∈E{FM
E }∈FM

ad

Γ

∥∥∥∥
− la relation de comportement de chaque sous-structureΩE

− la relation de comportement décrivant le comportement desinterfaces

Γ regroupe les équations locales éventuellement non-lin´eaires etAd, les équations
linéaires éventuellement globales. La stratégie consiste à chercher une solution qui
vérifie alternativement les équations deAd puis celles deΓ par le biais de deux di-
rections de recherche rendant le problème bien posé. La r´esolution d’une succession
de problème micro par sous-structure pour des sollicitations macros (ne générant
qu’un travail macro d’après la relation de découplage (1.6)) permet de construire
un opérateur homogénéisé sur chaque sous-structure qui relie les quantités inter-
face d’effort macro et de déplacement macro. L’admissibilité de

⋃
E∈E{FM

E }∈FM
ad

et la définition des opérateurs homogénéisés par sous-structure permet de définir
un problème macro portant sur les inconnues d’efforts macro FM . Le caractère
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mixte de la stratégie et la définition de quantités macro par interface permet de
construire automatiquement des opérateurs homogénéisés capable de représenter
une cinématique relativement riche au niveau macro. L’approche s’est ainsi avérée
très efficace pour le traitement de structures fortement h´etérogènes [Ladevèzeet al.
2001, Loiseau 2001]. Dans le domaine du non-linéaire, on peut citer les travaux
de [Ladevèzeet al. 2002] pour la prise en compte de non-linéarités au niveau des
interfaces dans les problèmes de contact. Les travaux de [Nineb et al. 2005] sur
les systèmes de tenségrité constituent une applicationde l’approche dans la situa-
tion où les non-linéarités sont localisées dans les sous-structures. Cette approche
micro-macro est détaillée dans le chapitre 2.

� Bilan et limitations pour notre étude
Ces stratégies de calcul itératives basées sur une méthode de décomposition de
domaine sans recouvrement mettent en place un problème grossier issu de la
vérification partielle des conditions de transmission entre les sous-structures.
Le choix de ces conditions de transmission est primordial pour obtenir une ap-
proche numériquement extensible et performante en terme de taux de conver-
gence. Une vérification partielle mais mixte de conditionsde transmission à la
fois en effort et en déplacement fait de l’approche micro-macro et de la méthode
FETI-DP des stratégies multiéchelles efficaces y comprisdans le cas où des
gradients de sollicitations au niveau macroscopique, telsque ceux rencontrés
dans les structures hétérogènes, surviennent. Cependant, la prise en compte de
gradients plus importants à l’échelle macroscopique, tels que ceux induits par
une fissure, nécessite la mise en place d’un comportement homogénéisé des
sous-structures plus riche.

2 Méthodes d’enrichissement traitant de la fissura-
tion

Le traitement de la fissuration a fait l’objet de plusieurs travaux spécifiques per-
mettant de répondre aux deux difficultés posées par la propagation de fissure. La
première, d’ordre technique, concerne les difficultés dues aux processus de maillage
et de remaillage au cours de la propagation. Cette difficult´e est induite par l’utilisa-
tion de la méthode des éléments finis qui reste aujourd’hui la méthode de simulation
la plus répandue dans le milieu industriel. Elle provient du fait qu’une fissure ne peut
se propager que le long des bords des éléments. En d’autrestermes, le maillage doit
être conforme à la géométrie de la fissure. La deuxième difficulté concerne la des-
cription correcte des champs singuliers en pointe de fissure. Cette singularité est
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en effet difficile à représenter avec des éléments finis classiques. Néanmoins, les
lois de propagation de fissure s’alimentent de données locales en pointe de fissure
telles que les contraintes et les déformations pour prédire la direction de propa-
gation. Dans cette partie, conscient de l’intérêt très marqué des industriels pour la
méthode des éléments finis, nous présenterons essentiellement des approches qui en
sont issues. Mais d’autres approches permettent de répondre à la question telle que
la méthode des équations intégrales appliquée à la fissuration [Hocine 1998].

Trois approches de philosophie différente sont présent´ees dans cette partie. La
première approche est celle de Tong et Pian [Tonget al. 1973]. Afin de mieux
décrire la solution en pointe de fissure, ils proposent un élément fini hybride spéci-
fique pour les problèmes plans de mécanique élastique linéaire de la rupture. Les
deux autres approches sont basées sur un enrichissement dela cinématique du mi-
lieu continu qui permet d’introduire une discontinuité dans le champ de déplacement.
Ainsi, la méthode de lapartition de l’unit́e(PUM) introduite par Melenk et Babuška
[Melenk et Babuška 1996] propose une façon d’augmenter l’espace d’approxima-
tions de la solution et a donné lieu à la méthode des éléments finis étendus (X-
FEM) [Belytschko et Black 1999, Moëset al. 1999] et à celle des éléments finis
généralisés (G-FEM) [Stroubouliset al.2000 - 2001]. Enfin, l’approche des fortes
discontinuités (SDA) [Oliver 2000, Oliveret al. 2002 - 2003] prend en compte
un saut de déplacement au sein de chaque élément suivant le concept d’enhanced
assumed strain[Simo et Rifai 1990].

2.1 Eléments finis hybrides

Les éléments finis classiques permettent difficilement dereprésenter la singula-
rité survenant en pointe de fissure. Les fonctions de formeséléments finis polyno-
miales classiques ne présentant pas la régularité nécessaire, raffiner le maillage en
pointe de fissure permet difficilement d’approximer la solution. La convergence de
l’erreur en énergie en fonction de la taille des élémentsest toujours pilotée par la
nature de la singularité. Tong et Pian [Tonget al.1973] ont ainsi proposé un élément
fini hybride spécifique permettant de décrire les champs asymptotiques en pointe de
fissure.

La formulation de cet élément HCE (Hybrid Crack Element) s’appuie sur une
formulation hybride de l’élément en contraintes et déplacements, inspirée des tra-
vaux de Pian [Pian 1964]. Le nombre de nœuds sur le bord de l’élément peut être
arbitraire. La figure 1.11 représente un élément HCE àn nœuds utilisé en pointe de
fissure. Les déplacements ne sont interpolés que sur les faces de l’élément HCE,
linéairement, de façon à pouvoir« connecter» cet élément à des éléments finis
classiques linéaires. La contrainte est interpolée à l’intérieur de manière polyno-
miale, par exemple, par des fonctions de contrainte (vérifiantdiv(�) = 0). Ainsi,
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Figure 1.11: Un élément HCE polygonal à 9 nœuds (n = 9) utilisé en pointe de
fissure

sur l’élémentE, déplacementuE et contrainte�E sont interpolés de la façon sui-
vante :

[uE(M)] = [NE(M)][qE ]

[�E(M)] = [PE(M)][βE ]

La minimisation de l’énergie complémentaire sur l’élémentE par rapport à la
contrainte et les interpolations précédentes donnent :

Ec|ΩE
=

1

2

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�E

)
dΩ −

∫

∂ΩE

�EnE · uE dΓ =

1

2
[βE ]T [HE ][βE ] − [βE ]T [GE ][qE ]

d’où [HE ][βE] = [GE][qE ] et [βE ] = [HE ]−1[GE ][qE ]. En substituant, les déplace-
ments aux contraintes dans l’expression de l’énergie de d´eformation exprimée en
terme de contrainte, on en déduit la matrice de rigidité del’élément :

1

2

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�E

)
dΩ =

1

2
[βE ]T [HE][βE ] =

1

2
[uE ]T [KE][uE]

et ainsi : [KE] = [GE]T [HE ]−1[GE ]. De manière à ce que la matrice[KE ] soit
régulière, aux modes rigides près, la condition suivante doit être respectée pour la
matrice[HE] :

rang([HE]) > rang([KE]) = ne − nr

où ne est le nombre de degrés de liberté en déplacement de l’élément etnr est le
nombre de modes rigides de l’élément (nr = 3 en 2D). Ainsi, une condition ap-
paraı̂t sur la dimension de l’espace d’approximation des contraintes compte tenu
du nombren de nœuds. Pour un élément à sept nœuds, un espace d’approxima-
tion de dimension 12 est nécessaire, conduisant à une interpolation quadratique des
contraintes. Pour prendre en compte une pointe de fissure, des fonctions polyno-
miales pour l’interpolation des contraintes ne sont pas adaptées. La base des fonc-
tions de forme pour les contraintes est déduite du développement asymptotique de
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la solution en pointe de fissure tronqué à l’ordreN . Ainsi, pour un modeI d’ouver-
ture, en coordonnées cylindriques :



σxx

σyy

σxy


 =

N∑

p=1



f1p(r, θ)
f2p(r, θ)
f3p(r, θ)


 ap = [PE][βE ]

où :

f1p(r, θ) =
p

2
r

p
2
−1

[(
2 +

p

2
+ (−1)p

)
cos

[(p
2
− 1

)
θ
]
−

(p
2
− 1

)
cos

[(p
2
− 3

)
θ
]]

f2p(r, θ) =
p

2
r

p

2
−1

[(
2 − p

2
− (−1)p

)
cos

[(p
2
− 1

)
θ
]

+
(p

2
− 1

)
cos

[(p
2
− 3

)
θ
]]

f3p(r, θ) =
p

2
r

p
2
−1

[(p
2
− 1

)
sin

[(p
2
− 3

)
θ
]
−

(p
2

+ (−1)p
)

sin
[(p

2
− 1

)
θ
]]

Les coefficients[βE ] sont alors les coefficientsan. Pour un nombre de nœuds donné
de l’élément, il convient alors de choisir correctement l’ordreN du développement
asymptotique [Karihaloo et Xiao 2001, Xiao et Karihaloo 2003]. L’approche four-
nit un excellent moyen de déterminer directement et précisément les facteurs d’in-
tensité de contraintes, ceux-ci correspondant à un coefficient multiplicatif1/

√
2π

près, aux coefficients[βE].

Remarque: La formulation de cet́elément hybride peut aussiêtre obtenue
par les formulations variationnelles de Hu-Washizu et de Hellinger-Reissner sur
l’ élément. Les conditions de continuité des vecteurs contraintes et du déplacement
du bord de l’́elément avec les champs intérieurs correspondants sont alors vérifiées
au sens faible.
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� Bilan et limitations pour notre étude
Par la formulation d’un élément hybride, cette approche permet de prendre en
compte de façon exacte les solutions asymptotiques en pointe de fissure. L’in-
troduction de la forme de la solution permet alors d’estimeravec précision les
facteurs d’intensité de contrainte pour une taille de l’élément hybride relative-
ment faible. Bien que simplifiant considérablement le maillage en pointe de fis-
sure, les difficultés de maillage persistent. Elles sont dues à la nécessité d’avoir
un maillage conforme à la géométrie des lèvres de la fissure. Par ailleurs, le trai-
tement spécifique de l’élément HCE en pointe de fissure peut s’avérer difficile
à gérer dans un contexte de propagation de fissure ; l’élément étant« attaché»
à la pointe de fissure. On retrouve les difficultés techniques rencontrées par les
méthodes éléments finis classiques traitant de la fissuration pour lesquelles un
maillage fixe, appelé communément« boite à fissure», est attaché à la pointe
de fissure pour faciliter le calcul des facteurs d’intensit´e de contrainte.

2.2 Méthodes baśees sur la partition de l’unité

2.2.1 Méthode de la partition de l’unité

Un espace d’approximation composé de fonctions polynomiales comme l’es-
pace engendré par une base éléments finis, peut s’avérerêtre inadapté pour appro-
cher certaines solutions non régulières. Pour ce type d’espace d’approximation, le
raffinement de la taille de maille h (h-version) ou l’augmentation du degré des po-
lynômes p (p-version) permet difficilement d’approcher lasolution, la singularité
de celle-ci pouvant difficilement être représentée. Uneconnaissance analytique ou
numérique sur la nature de la solution, comme par exemple l’ensemble des po-
lynômes harmoniques, solution de l’équation de Laplace,ou les solutions asymp-
totiques en pointe de fissure doit permettre en effet de construire des espaces d’ap-
proximation plus pertinents et/ou de régularité désir´ee. La prise en compte de cette
connaissance dans un espace d’approximation peut se faire via la PUM (Partition
of Unity Method[Melenk et Babuška 1996]).

ConsidéronsT = {Ωi}i∈I, un ensemble d’ouverts réalisant un recouvrement du
domaine d’étudeΩ. ChaqueΩi peut recouvrir une partie de ses voisins. De nou-
velles fonctionsvi sont définies sur chaquepatchΩi aveci ∈ I. Ces fonctions
représentent soit une partie de la solution (solution asymptotique en pointe de fis-
sure par exemple) soit une base de fonctions mieux adaptée que celle des éléments
finis classiques et sont telles que∀i ∈ I, vi ⊂ H1(Ωi ∩ Ω). Par ailleurs, définissons
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également un ensemble de fonctions{ϕi}i∈I sur lesΩi de manière à ce qu’elles
forment surΩ une partition de l’unité associée à la partitionT . Plus présicément,
ces fonctions doivent vérifier :

support(ϕi) ⊂ Ωi, ∀i ∈ I∑

i∈I

ϕi = 1 surΩ

Remarquons que les fonctions« chapeau» éléments finis classiques forment une
partition de l’unité (Figure 1.12). Dans ce cas, une fonctionϕi, i ∈ I, est associée
à un nœud et lepatch Ωi ∩ Ω comprend l’ensemble des éléments contenant ce
nœud. On définit alors l’espace d’approximation PUM sur le domaineΩ de la façon

Ωi

i

Figure 1.12: Choix d’une partition de l’unité basée sur une triangulation deΩ :
définition dupatchΩi associé au nœudi

suivante :

VPUM =
{
u(x) =

∑

i∈I

ϕi(x)vi(x) | vi∈Vi , Vi ⊂ H1(Ωi ∩ Ω)
}
⊂ H1(Ω)

Si sur chaquepatchΩi ∩ Ω, la fonctionu peut être approximée par une fonction
vi∈Vi, telle que :

‖u− vi‖L2(Ωi∩Ω) 6 ǫ1(i)

‖∇(u− vi)‖L2(Ωi∩Ω) 6 ǫ2(i)
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alors la fonctionuh =
∑

i∈I
ϕivi ∈VPUM vérifie [Melenk et Babuška 1996] :

‖u− uh‖L2(Ω) 6 C1

√∑

i

ǫ1(i)
2

‖∇(u− uh)‖L2(Ω) 6 C2

√∑

i

ǫ1(i)
2 + ǫ2(i)

2

où C1 et C2 sont deux constantes dépendant uniquement de caractéristiques de la
partition T (taille desΩi, nombre maximale depatchse recouvrant en un même
point) et de l’ensemble de fonctions{ϕi}i∈I. En d’autres termes, la PUM permet
de fournir une bonne approximation deu surΩ dès lors qu’une bonne approxima-
tion deu sur chaqueΩi est fournie et ceci quelle que soit la partition de l’unité
formée par lesϕi. Si une base éléments finis classique est choisie comme partition
de l’unité, ce résultat est donc valable quels que soient hou p. Notons que l’espace
d’approximationVPUM , hérite des propriétés des espaces locauxVi, c’est-à-dire
que la fonctionu peut être approximée surΩ par les fonctions engendrant l’espace
VPUM si les restrictions deu à chaqueΩi peuvent être approximées par les espaces
locauxVi correspondants. Par ailleurs, l’espaceVPUM hérite de la régularité de la
partition de l’unité formée par lesϕi. En particulier, la régularité de la partition
de l’unité assure, par définition, la conformité (continuité entre chaque élément fini
dans un espace d’approximation éléments finis) de l’espace d’approximationVPUM .

2.2.2 X-FEM et G-FEM

Le paragraphe 2.2.1 a montré que l’on pouvait approcher la solution u sur un
domaineΩ par la PUM sous la forme :

uh(x) =
∑

i∈I

ϕi(x)
( ∑

j∈Ji

a
(i)
j v

(i)
j (x)

)

où v(i)
j est une fonction particulière de l’ensemble de fonctions{v(i)

j }j∈Ji
définies

sur chaqueΩi et définissant une bonne approximation de la solution surΩi. Les
fonctions{ϕi}i∈I forment quant à elle une partition de l’unité surΩ et permettent
d’assurer une continuité de la solution entre chaqueΩi. Lesa(i)

j sont des coefficients
constants, des degrés de liberté PUM. Un choix classique pour les fonctions{ϕi}i∈I

consiste à prendre les fonctions de forme éléments finis standards. Un domaineΩi

correspond alors au support des fonctions« chapeau» définies au nœudi, c’est le
domaine d’influence du nœudi (Figure 1.12). Ce choix conduit à ce que Babuška
et Melenk appellent la PUFEM,Partition of Unity Finite Element Method[Melenk
et Babuška 1996].
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Dans la G-FEM,Generalized Finite Element Method[Stroubouliset al.2000 -
2001], comme dans la X-FEM,eXtended Finite Element Method[Belytschko et
Black 1999, Dolbowet al. 2000a, Stolarskaet al. 2001, Moëset al. 2002a],
on inclut dans la liste des fonctions{v(i)

j }j∈Ji
définies sur chaqueΩi, la fonction

constantev(i)
j = 1, ∀i ∈ I. Ainsi, si la liste{v(i)

j }j∈Ji
ne contient que cette fonction

constante, la PUFEM est rigoureusement équivalente à uneapproche élément finis
classique FEM dont les fonctions de forme sont définies par la partition de l’unité
formée par les{ϕi}i∈I. Ceci explique les qualificatifsGeneralizedeteXtendedde la
G-FEM et de la X-FEM. Cette version de la PUFEM inclut donc l’espace éléments
finis classique. Rien n’empêche d’inclure dans cette espace, des fonctions de forme
éléments finis de degré plus élevé que l’on notera{ϕ̂i}i∈I. Ainsi, l’approximation
correspondant à ces deux nouvelles versions de la PUFEM peut s’écrire sous la
forme :

uG−X−FEM(x) =

nF EM∑

i=1

ϕ̂i(x)ui +

ne∑

i=1

ϕi(x)
( ni∑

j=1

a
(i)
j v

(i)
j (x)

)
(1.7)

oùne correspond au nombre de nœuds dont le supportΩi est enrichi par des fonc-
tions particulières{v(i)

j }j∈Ji
,ni est le nombre de fonctions particulières associées au

domaine enrichiΩi etnFEM est le nombre total de nœuds du maillage. Le nombre
de degrés de libertén, pour le cas ouuG−X−FEM est un champ scalaire, est donc :

n = nFEM +

ne∑

i=1

ni

La G-FEM et la X-FEM ne sont donc pas des méthodes fondamentalement
différentes. La différence réside essentiellement dans leurs motivations. Celles-ci
ont donné lieu à des travaux qui ont mis l’accent sur des aspects différents. La G-
FEM met l’accent sur la qualité de l’espace engendré par les fonctions d’enrichisse-
ment afin d’obtenir une convergence optimale en énergie de la solution (h-version et
p-version). Signalons aussi que la G-FEM étudie le cas où les fonctions d’enrichis-
sement peuvent être des solutions numériques à des problèmes élémentaires appelés
handbookscorrespondant à des problèmes en milieux infinis ou semi-finis. Cette
technique permet de traiter des problèmes de structures contenant plusieurs cen-
taines de trous. Dans ce cas, une série dehandbookssont associés à un élément du
maillage grossier. Les trous situés dans cet éléments sont alors isolés. Une série de
problèmes posés sur un domaine contenant uniquement ces trous sont alors résolus
pour des chargements simples de type Dirichlet ou Neumann (Figure 1.13). La G-
FEM s’incrit complètement dans la lignée des travaux de Babuška.

La X-FEM a exploité essentiellement la flexibilité offerte par la PUM dans la
génération des maillages ; les maillages n’ayant plus à se conformer à des surfaces
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Ω

handbooks

Figure 1.13: Méthode G-FEM : définitions dehandbooksrésolus sur un élément du
maillage grossier contenant trois trous

comme celles décrivant une fissure par exemple. Les travauxconcernant la X-FEM
ont œuvré de façon à permettre son introduction dans le milieu industriel. Les choix
d’outils appropriés comme la technique desLevel Sets[Osher et Sethian 1988, Se-
thian 1999] permet de faciliter son implantation en 2D commeen 3D dans un code
industriel. Cet outilLevel Setspermet en effet de décrire avec une grande souplesse
la géométrie d’une fissure par exemple, de définir les fonctions d’enrichissement
associées (modélisation de la discontinuité et de la solution en pointe de fissure)
et de faire évoluer, propager, cette fissure. La X-FEM commence donc à susciter
l’intérêt de nombreux industriels et chercheurs.À titre d’exemple, nous pouvons
citer à ce jour le développement de la X-FEM dans SAMCEF de Samtech et dans
le code ASTER ainsi que des projets de développement dans RADIOSS et Cast3M.
Il faut noter la rapidité avec laquelle la X-FEM est passéedu monde scientifique
(début des travaux en 1999) au monde industriel, aujourd’hui en 2005 : moins de
10 ans ! De nombreux scientifiques s’y intéressent également, ce qui a permis de
réaliser des études comparatives avec d’autres stratégies comme la comparaison
entre l’approche des fortes discontinuités (SDA) et la X-FEM faite par Dumstorff et
Meschke [Dumstorffet al.2003] ou celle réalisée par Jirásek et Belytschko [Jirásek
et Belytschko 2002]. Actuellement, les développements r´ecents concernant la X-
FEM visent à rendre la méthode plus robuste [Béchetet al. 2004] afin d’atteindre
les taux de convergence optimaux attendus [Labordeet al.2004].

2.2.3 Mod́elisation d’une fissure selon la X-FEM

La méthode X-FEM utilise un choix de fonctions spéciales pour traiter des
problèmes où la solution présente des discontinuités en s’affranchissant des diffi-
cultés de maillage. Ces discontinuités peuvent apparaı̂tre dans le champ de dépla-
cement [Moëset al. 1999] ou dans sa dérivée normale sur une surface entre des
matériaux de nature différentes [Sukumaret al.2001]. Pour le cas de la fissuration
qui nous intéresse, une discontinuité en déplacement est prise en compte en introdui-
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sant la fonction de HeavysideH comme enrichissement. Pour représenter au mieux
la solution en pointe de fissure, une base de quatre fonctions{Fj}j=1···4 décrivant
les solutions asymptotiques dans cette zone est égalementintroduite. Cette base de
fonctions a été initialement utilisée dans la méthode EFG (Element Free Galerkin)
par Fleming et Belytschko [Fleminget al. 1997]. Le champ de déplacementu est
alors cherché sous la forme :

uh(x) =
∑

i∈N

ϕ̂i(x) ui +
∑

i∈Nd

ϕi(x)H(x) ai +
∑

i∈Np

ϕi(x)
( 4∑

j=1

Fj(x) b
j
i

)
(1.8)

où :
– N est l’ensemble des nœuds du maillage ;
– ui est le degré de liberté (vectoriel) classique au nœudi ;
– ϕi est choisie, en pratique, identique àϕ̂i et est la fonction« chapeau» élé-

ments finis classique associée au nœudi ;
– Nd ⊂ N est l’ensemble des nœuds enrichis par la discontinuité et les co-

efficientsai sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondants.Un nœud
appartient àNd si son support est coupé par la fissure mais ne contient aucune
de ses pointes. Ces noeuds sont entourés d’un carré sur la figure 1.14 ;

– Np ⊂ N est l’ensemble des nœuds à enrichir pour modéliser le fondde fissure
et les coefficientsbi sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondants.Un
nœud appartient àNp si son support contient la pointe de fissure. Ces noeuds
sont entourés d’un cercle sur la figure 1.14.

i∈Nd

i∈Np

Figure 1.14: Fissure placée sur un maillage uniforme. Les nœuds entourés d’un
cercle sont enrichis par la discontinuité et les nœuds entourés d’un
carré sont enrichis par la bases de fonctions asymptotiques en pointe
de fissure.

On remarquera que cet enrichissement opéré suivant la méthode de la partition
de l’unité est très local et ne concerne qu’un petit nombrede nœuds et un petit
nombre depatchs. Aussi si l’on souhaite que l’enrichissement soit efficace,la taille
de cette zone enrichie doit être pertinente. Le chapitre 5 détaille l’implantation de
la X-FEM.
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2.2.4 Les difficult́es líeesà la PUM

L’utilisation d’une méthode d’enrichissement qui se basesur la PUM fait ap-
paraı̂tre plusieurs difficultés. La première est liée aumauvais conditionnement de
la matrice de raideur à laquelle la PUM conduit, celle-ci pouvant même être sin-
gulière. En effet, si l’espace d’approximation (voir l’équation (1.7)) est engendré
par les fonctions{ϕiv

(i)
j } cela ne signifie pas que les{ϕiv

(i)
j } forme une base de

cet espace. Aussi, une attention particulière [Strouboulis et al.2000, Béchetet al.
2004] doit être portée sur le choix des fonctions d’enrichissement{v(i)

j } de façon

à ce que l’ensemble de fonctions{ϕiv
(i)
j } ne présente pas de dépendances linéaires

avec les fonctions éléments finis classiques [Melenk et Babuška 1996]. Si d’un point
de vue continu, il est facile de faire un bon choix pour cette base, cela n’est plus
aussi simple dès lors qu’il s’agit d’intégrer numériquement la formulation faible
qui en découle. Néanmoins, comme dans le cas d’une méthode éléments finis clas-
sique, il existe une solution unique (à une« constante» près) bien que la solution du
système linéaire d’équations qui donne lieu à la matrice de raideur et au vecteur des
efforts généralisés, ne soit pas unique. Si, pour une méthode éléments finis, il est
facile d’identifier les mouvements de corps rigide définissant le noyau de la matrice
de raideur, l’identification du noyau de la matrice de raideur PUM n’est pas aussi
simple.

Une autre difficulté réside dans l’intégration de ces nouvelles fonctions{ϕiv
(i)
j }

pouvant être très complexes. Des« maillages d’intégration» pour intégrer correc-
tement les quantités de part et d’autres d’une frontière modélisée par la PUM sont
à mettre en place [Sukumaret al. 2001, Stroubouliset al. 2001]. Néanmoins, ce
problème reste relativement bien identifié et cerné.

Enfin, d’un point de vue programmation, la base de données dece type de
méthode peut s’avérer être difficile à mettre en place dans un code industriel compte
tenu de la diversité du nombre et de la nature des degrés de liberté à gérer. On pourra
se référer aux travaux de Strouboulis [Stroubouliset al. 2000 - 2001] et de Möes
concernant l’architecture de leur code de développement [Moës 1999]. Certaines de
ces difficultés seront discutées dans le chapitre 5.
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� Bilan et limitations pour notre étude
Les approches basées sur la partition de l’unité permettent d’obtenir une
amélioration conséquente de la qualité de la solution par rapport aux approches
éléments finis standard tout en s’affranchissant des problèmes de maillage.
Néanmoins, des difficultés persistent concernant l’int´egration numérique des
fonctions de forme enrichies qui peuvent être complexes. Des problèmes de
conditionnement liés à une dépendance linéaire, d’un point de vue numérique,
de ces nouvelles fonctions de forme avec les fonctions de formes éléments fi-
nis standard peuvent survenir. Par conséquent, sans séparation particulière des
échelles, ce problème de conditionnement devient d’autant plus gênant si on
souhaite traiter des phénomènes de localisation tels queceux engendrés par la
présence d’une fissure.

2.3 Approche des fortes discontinuit́es

Comme la X-FEM, la SDA (Strong Discontinuity Approach) est basée sur un
enrichissement de la cinématique du milieu continu permettant l’apparition de dis-
continuité dans le champ de déplacement. Considérons ledomaineΩ (Figure 1.15)
séparé en deux partiesΩ+ etΩ− par la surface de discontinuitéΓ. On noten la nor-
male unitaire àΓ dirigée deΩ− versΩ+. Le champ de déplacementu est décomposé
en une partie continuēu et une partie discontinuêu :

u(M) = ū(M) + û(M) ∀M ∈Ω (1.9)

La différence essentielle entre la SDA et la XFEM réside dans le choix du champ
discontinuû. Dans la SDA,̂u(M) = (HΓ(M) − ψ(M)) JuK oùψ est une fonction
suffisamment régulière permettant d’imposer les conditions limites suru unique-
ment en terme dēu et non à la fois en terme dēu et deû. ψ est donc choisie de
façon à localiser le support dêu aux éléments traversés par la discontinuité. Le
saut de déplacementJuK est en général choisi constant par élément. Ainsi le terme" (JuK) n’apparaı̂t pas dans l’expression du champ de déformationqui s’écrit alors :"SDA (u) = " (ū) − (JuK ⊗∇ψ)sym︸ ︷︷ ︸

régulier

+ (JuK ⊗ n)sym δΓ︸ ︷︷ ︸
singulier

(1.10)

où(JuK ⊗ n)sym représente la partie symétrique de(JuK ⊗ n). Pour l’approximation
éléments finis deu, la fonctionψ est définie de manière à ce queû satisfasse les
conditions de Dirichlet. En particulier, en chaque nœudxi du maillage :

û(xi) = 0 ∀ i∈J1, . . . , nK
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Ω−

Ω+

n

Γ

Figure 1.15: MilieuΩ séparé en deux partiesΩ+ et Ω− par la surface de disconti-
nuitéΓ de normalen

Une façon simple de choisirψ est alors de prendre :

ψ(χ) =

n+
el∑

i=1

Ni(χ)

où lesn+
el sont les noeuds de l’élément qui se trouve dansΩ+ et lesNi sont les

fonctions de forme éléments finis.χ représente le vecteur position dans l’élément
fini de référence. Le support de la fonctionGΓ(M) = HΓ(M) − ψ(M) est alors
restreint aux éléments traversés par la discontinuitéΓ. Et l’approximation éléments
finis deu s’écrit sur l’élément de référence :

uh(χ) =

nel∑

i=1

Ni(χ) ūi +GΓ(χ) JuKel (1.11)

où JuKel représente le saut de déplacement constant dans l’élément traversé par la
discontinuité. La figure 1.16(b) illustre, en dimension une, la fonction d’enrichisse-
mentGΓ associée au saut de déplacementJuK constant dans l’élément 2. On notera
que le support deGΓ est restreint à l’élément 2.

L’équation (1.11) montre clairement que les degrés de libertéJuKel sont simi-
laires à des variables internes à l’élément. D’après l’équation (1.10), l’interpolation
des déformations écrites sous forme vectorielle s’écrit :

εSDA,h (u) =

nel∑

i=1

Bi ūi +Gr JuKel︸ ︷︷ ︸
régulier

+ δΓJuKel︸ ︷︷ ︸
singulier

= B d+G JuKel (1.12)

où B est l’opérateur matriciel associé à la déformation desfonctions de forme
éléments finis classiquesNi, et G celui associé à la fonction de forme disconti-
nueGΓ. G est donc composée d’une partie régulière et d’une partiesingulière.
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2 Méthodes d’enrichissement traitant de la fissuration

Ω− Γ Ω+

1 2 3 4

N2 N4

N1
N3

GΓ = HΓ

N2 HΓ

N3 HΓ

u

xū1 ū2
ū3

ū4¯̄u2

¯̄u3

(a) X-FEM

Ω− Γ Ω+

1 2 3 4

N2 N4

N1
N3

u

xū1 ū2

ū3
ū4

HΓ

GΓ = HΓ − N3 − N4

JuK

JuKJuK

(b) SDA

Figure 1.16: Approximation discontinue en dimension une pour la X-FEM et la
SDA
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G JuKel peut être considéré alors comme une déformation ajout´ee ne dépendant
que de variables internes propres à l’élément :JuKel (Figure 1.17). Les champs de

Ω− Ω+Γ

B d

δΓJuK

Gr JuK

B d+Gr JuK

2 3

Figure 1.17: Interpolation des déformations pour la SDA sur l’élément 2 traversé
par la discontinuité

déplacement et de déformation discrétisés ne vérifient pas l’équation de compatibi-
lité qui est alors vérifiée au sens faible. La façon de traiter cette incompatibilité des
déformations ne sera pas explicitée ici. La SDA s’articule autour de cet enrichis-
sement de la déformation à partir d’un champ de déplacement discontinu. C’est le
concept deenhanced assumed strain[Simo et Rifai 1990].

� Bilan et limitations pour notre étude
En introduisant au niveau élémentaire un saut de déplacement qui joue alors le
rôle d’une variable interne, la SDA permet de rendre comptede l’effet d’une
fissure à l’échelle de la structure. La discontinuité n’intervenant qu’au niveau
des éléments fissurés, l’implantation de l’approche dans un code éléments fi-
nis standard est particulièrement aisée. Néanmoins, ladescription du trajet de
fissuration et de la solution à l’échelle microscopique reste particulièrement
pauvre : le trajet est discontinu et la solution en pointe de fissure est très mal
décrite. Aussi, l’application de la SDA au contexte de la propagation de fissure
semble mal adaptée ; la détermination des caractéristiques des champs locaux
en pointe de fissure étant primordiale pour déterminer la loi d’évolution d’une
fissure.
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2.4 Comparaison SDA et X-FEM

L’idée de base des deux méthodes est d’enrichir l’approximation du déplacement
par des fonctions de forme discontinues (Figure 1.16). La différence essentielle
entre les deux approches est que la X-FEM se base sur un enrichissement du dépla-
cement alors que la SDA se base plutôt, au final, sur un enrichissement de la défor-
mation (introduction d’un terme singulier de déformation).

Pour la SDA, le trajet de fissuration est discontinu (Figure 1.18) puisque la dis-
continuité au niveau élémentaire n’est pas attachée aux noeuds du maillage mais
à la variable interne« saut» propre à l’élément. La déformation est enrichie et

u

(a) Maillage grossier irrégulier

u

(b) Maillage fin régulier

Figure 1.18: Essai de traction simple sur un matériau élasto-endommageable : trajet
des lignes de dicontinuité déterminé par la SDA pour deuxmaillages
différents (d’après [Brancherie 2003])

est constituée d’une partie régulière et d’une partie singulière. La compatibilité
des modes de déformation n’est alors assurée qu’au sens faible. Par ailleurs, les
déformations sur un élément coupé par la discontinuit´e obtenues de part et d’autre
de la fissure ne sont pas indépendantes. En effet, l’hypoth`ese« saut de déplacement
JuK constant par élément» entraı̂ne que" (JuK) = 0 et que par conséquent :

lim
M+→M0

"(M+) = lim
M−→M0

"(M−) ∀M0∈Γ (1.13)

Pour la X-FEM, les fonctions d’enrichissement sont restreintes non pas à l’élé-
ment mais au support des nœuds à enrichir. Ainsi, le trajet de fissuration interpolé
est continu à la traversée des éléments. L’approximation du déplacement est parfai-
tement compatible. Contrairement à la SDA, aucune hypoth`ese n’est faite quant au
saut de déplacementJuK = ¯̄u surΓ. û(M) = HΓ(M) ¯̄u(M) (voir équation (1.9))
où HΓ est la fonction de Heaviside centrée sur la surface de discontinuitéΓ (Fi-
gure 1.16(a)). Un terme de saut(¯̄u⊗ n)sym est alors inclus dans le champ de défor-
mation : "X−FEM (u) = " (ū) +HΓ " (¯̄u)︸ ︷︷ ︸

régulier

+ (¯̄u⊗ n)sym δΓ︸ ︷︷ ︸
singulier
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Il convient d’intégrer correctement l’expression du principe des puissances vir-
tuelles de part et d’autre de la discontinuité. Un effort d’intégration numérique sur
les éléments enrichis est alors à faire et nécessite l’ajout de points d’intégration
(maillage d’intégration) sur ces éléments (Figure 1.19) [Moëset al.1999, Dolbow
et al. 2000a]. On remarquera bien que cet effort numérique reste localisé unique-

Γ
maillage d’interpolation du déplacement

maillage d’intégration

points d’intégration

Figure 1.19: Intégration numérique pour la X-FEM sur un élément triangulaire tra-
versé par la discontinuitéΓ

ment au niveau des éléments enrichis dont le nombre est en général négligeable
devant le nombre total d’éléments.

Enfin, notons que les fonctions de forme éléments finis classiquesNi complétées
par l’ajout de fonctions d’enrichissementNiHΓ correspondent aux fonctions de
formes de deux éléments obtenus par découpage en deux de l’élément traversé par
la discontinuité. Les déformations de chaque côté de lafissure sont par conséquent
indépendantes (contrairement à la SDA, voir équation (1.13)) et représentatives de
la « séparation» de cet élement en deux morceaux.

Concernant l’effort d’implémentation, on constate que laX-FEM nécessite la
gestion de l’ajout de degrés de liberté supplémentaires, les ¯̄ui. Dans le cas de la
propagation de fissure, le nombre de degrés de liberté augmentant à chaque pas
du calcul, on est conduit à assembler et à inverser la matrice de rigidité de façon
systématique à chaque avancée de la fissure. La SDA, commeil a été montré, n’in-
troduit pas véritablement de degrés de liberté supplémentaires et le sautJuK =
¯̄u affecté à chaque élément enrichi peut être vu comme unevariable interne au
même titre qu’une déformation plastique localisée traduisant le comportement de
l’élément et plus précisément de« l’interface» qui le traverse. Le code de calcul ne
voit donc qu’un problème global portant sur les inconnues ´eléments finis classiques
ūi dont le nombre ne change pas au cours du calcul. Le traitementde ces variables
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internes de saut est réalisé alors par une forme étendue de l’algorithme de retour
radial.

3 Bilan

L’utilisation d’une stratégie de calcul multiéchelle pour traiter la fissuration
pose plusieurs difficultés. Une fissure ayant une influence `a la fois à l’échelle de
la structure et à l’échelle de la microstructure, la question de la description de la
cinématique et des efforts aux échelles« macro» et« micro» se pose. La définition
d’un comportement« homogénéisé» d’une structure fissurée n’est pas évident à
exhiber.

Les techniques basées sur la théorie de l’homogénéisation consistent à définir un
comportement« macro» entre des quantités« effectives» qui puissent permettent
une séparation pertinente des échelles. Les opérateurshomogénéisés (définisa prio-
ri ) de la théorie de l’homogénéisation périodique constitue un exemple mais ils
restent valides et performants lorsque les échelles sont bien séparées. Lorsque les
échelles ne sont pas bien séparées, c’est le cas où des forts gradients de déformation
surviennent (bords, trous, fissure, ...), la constructiona priori d’une telle loi de
comportement macro n’est plus aussi facile et il s’avère qu’une analyse pertinente
à l’échelle micro nécessite un couplage fort entre les différentes échelles. Une
détermination automatique et itérative du comportementhomogénéisé sans hypo-
thèse contraignante (périodicité des quantités micro, grand rapport d’échelle ... )
concernant sa forme semble nécessaire. De plus, la prise encompte de gradients au
niveau macroscopique nécessite de pouvoir enrichir la cinématique macroscopique
(milieu de Cosserat ou second gradient).

Une autre difficulté concerne la possibilité de pouvoir mener une étude à l’échel-
le de la microstructure uniquement où cela est nécessaire: dans la zone fissurée (Fi-
gure 2). Une technique de« zoom» ou une analyse locale-globale est alors requise.
Le couplage d’une description« fine» et « grossière» de la solution dans la zone
de raccord doit alors se faire sur des quantités« effectives».

Pour traiter ce problème d’analyse locale-globale, l’utilisation d’une stratégie
multiéchelle basée sur une méthode de décomposition dedomaine semble judi-
cieuse. Dans l’approche FETI et l’approche micro-macro pr´esentées au paragraphe
1.4.2, un problème grossier est construit à l’échelle dela structure et est associé
à des quantités mécaniques effectives : mouvements de corps rigides des sous-
domaines pour la méthode FETI ou déplacements moyens sur une interface pour
la méthode FETI-DP, efforts et déplacements moyens d’interface pour l’approche
mixte micro-macro. Cette définition mécanique des échelles semble plus à même
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de prendre en compte des particularités propres au problème traité de façon à pro-
pager une information globale efficace entre les sous-domaines. L’enrichissement
du problème macro se fait ainsi sur des considérations davantage mécaniques que
numériques. On notera que, dans l’approche mixte micro-macro, enrichir le problè-
me macro revient simplement à augmenter l’espace dans lequel sont cherchées
les quantités macro d’interface. On définit ainsi un nouveau projecteur macrosco-
pique. Par ailleurs, le dialogue entre sous-domaines se faisant uniquement par les
interfaces, le raccordement de descriptions différentesde la solution se traduit, en
général dans ces approches, par un problème local sur chaque interface« incompa-
tible» facile à résoudre.

Si le traitement multiéchelle de la fissuration pose des difficultés concernant la
définition et la séparation des échelles, la difficulté de décrire correctement la solu-
tion en terme de déplacement et de contrainte en pointe de fissure n’en est pas pour
autant résolue. La X-FEM ou l’utilisation d’un élément hybride HCE permettent
de répondre à cette question. Par ailleurs, l’enrichissement de la cinématique par
des fonctions discontinues selon la X-FEM ou la SDA, pallient aux difficultés de
maillage, celui-ci n’ayant plus besoin d’être conforme aux lèvres de la fissure. Avoir
recours à la X-FEM pour décrire la fissure à l’échelle de la microstructure semble
donc judicieux.

Dans la suite du document, nous présentons nos travaux suivant deux axes don-
nant lieu à deux parties disctinctes. Dans la première partie, nous nous intéressons
à l’approche multiéchelle utilisée pour séparer les échelles et mener à bien une ana-
lyse locale-globale couplée. Cette partie n’est pas dédiée spécifiquement à l’étude
de la fissuration. Elle s’intéresse au cadre plus large où l’on souhaite mettre en
place une description fine dans la zone d’intérêt tout en conservant une descrip-
tion grossière dans le reste de la structure.À cet effet, l’approche micro-macro est
utilisée. Deux chapitres sont consacrés à cette partie :

• Le chapitre 2 décrit l’approche itérative micro-macro utilisée pour coupler
les échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspects concernant son
implantation dans un code éléments finis en programmationorientée objet
sont présentés.

• Le chapitre 3 présente le raccord mis en place dans le cadre de la stratégie
pour coupler une description fine (microscopique) et une description grossière
(macroscopique).

Dans la deuxième partie, nous nous intéressons à l’analyse multiéchelle pour
la fissuration proprement dite. La présence de la fissure soulève alors de nouvelles
questions concernant la séparation des échelles macro etmicro ainsi que leur défini-
tion. Cette partie donne lieu à trois chapitres :
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• Le chapitre 4 définit des échelles macroscopiques et microscopiques adaptées
au suivi de fissure et en étudie les performances.

• Le chapitre 5 présente le traitement de la microstructure par la X-FEM. Les
choix d’implantation et la validation de la méthode au seindu code de calcul
sont exposés et discutés.

• Enfin, le chapitre 6 s’intéresse aux performances de la stratégie dans sa glo-
balité. L’utilisation combinée de l’approche micro-macro et de la X-FEM est
ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation de fissure en fatigue qui
intéressent Dassault Aviation.
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Première partie

Analyse locale-globale coupĺee
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Dans cette première partie, nous nous intéressons̀a l’approche multíechelle utiliśee
pour śeparer leśechelles et mener̀a bien une analyse locale-globale couplée. Cette
partie n’est pas d́edíee sṕecifiquement̀a l’ étude de la fissuration. Elle s’intéresse au
cadre plus large òu l’on souhaite mettre en place une description fine dans la zone
d’intérêt tout en conservant une description grossière dans le reste de la structure.
À cet effet, l’approche micro-macro est utilisée. Deux chapitres sont consacrés à
cette partie :
• Le chapitre 2 d́ecrit l’approche it́erative micro-macro utiliśee pour coupler les

échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspects concernants son im-
plantation dans un codéeléments finis en programmation orientée objet sont
présent́es.

• Le chapitre 3 pŕesente le raccord mis en place dans le cadre de la stratégie pour
coupler une description fine (microscopique) et une description grossìere (ma-
croscopique).
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CHAPITRE

2 Méthode it́erative
pour le couplage :
l’approche
micro-macro

Ce chapitre d́ecrit l’approche it́erative micro-macro utiliśee pour coupler les
échelles macroscopiques et microscopiques. Des aspects concernant son implan-
tation dans un codéeléments finis en programmation orientée objet sont pŕesent́es.
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1 Problème de référence sous-structuré

Dans ce chapitre, nous présentons la stratégie de calcul multiéchelle qui inclut
une procédure d’homogénéisation automatique en espace[Ladevèze et Dureisseix
1999, Loiseau 2001]. Cette stratégie ne formule pas d’hypothèsea priori sur la
forme de la solution et ne possède donc pas les limitations des techniques d’ho-
mogénéisation standard évoquées dans le chapitre 1.

Le premier point de cette stratégie consiste à partitionner le domaine d’espace
en un ensemble de sous-structures et interfaces, chacune des entités possédant ses
propres variables et ses propres équations. Elle constitue à ce titre une méthode
de décomposition de domaine mixte. Le deuxième point concerne l’introduction
de l’aspect multiéchelle dans l’approche. La séparationdes échelles n’est en effet
opérée qu’au niveau des interfaces ce qui est en rupture avec la plupart des ap-
proches multiéchelles. Les quantités d’interface d’effort et de déplacement sont
alors décomposées en parties« macro» et « micro». Les quantités macro sont
définies par projection sur une base permettant d’extrairedes moyennes en espace
des quantités d’interface. Le troisième point est l’utilisation de la méthodeLATIN

[Ladevèze 1999] qui est une méthode de résolution itérative non incrémentale en
temps qui construit des approximations successives de la solution sur l’espace-
temps tout entier.̀A chaque itération, on résout un problème« macro» défini sur
la structure entière et tout l’intervalle de temps d’étude, ainsi qu’un ensemble de
problème« micro» indépendants par sous-structures. Le problème macro corres-
pond à la résolution d’un problème non classique sur une structure homogénéisée
en espace.

Nous nous intéressons, ici, au cadre de la mécanique élastique linéaire sous
l’hypothèse des petites perturbations. Le temps n’intervient pas. Par conséquent, la
capacité de la méthodeLATIN à traiter des problèmes non-linéaires d’évolution n’est
pas pleinement exploitée dans notre étude. Néanmoins, nous nous plaçons dans le
cadre très général de laLATIN pour expliquer notre approche. Une présentation de
la stratégie multiéchelle dans un cadre plus large qui inclut une procédure d’ho-
mogénéisation à la fois en espace et en temps est présentée dans [Ladevèze et Nouy
2002 - 2003]. Les points clefs de l’approche micro-macro sont ici présentés ainsi
que l’algorithme de résolution basé sur la méthodeLATIN . Enfin, nous détaillons
quelques points techniques concernant l’implantation de l’approche dans le code
orienté objet développé au LMT-Cachan.

1 Problème de ŕeférence sous-structuŕe

Dans ce paragraphe, nous introduisons le problème de réf´erence, décrit à l’échelle
microscopique, ainsi que les hypothèses de l’étude.
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

1.1 Description du problème

On considère l’équilibre statique d’une structure occupant un domaineΩ de
Rd (avecd = 2 ou 3), sous les hypothèses des petites perturbations et en régime
isotherme. Cette structure est soumise à des forces volumiquesf

d
et à des forces

surfaciquesF d sur une partie de sa frontière∂2Ω. Sur la partie complémentaire∂1Ω,
le déplacementud est imposé (Figure 1.1). Enfin, on suppose que la structure aun
comportement élastique. Le problème de référence s’écrit alors :

Problème 2 Trouveru(M) et�(M) définis surΩ qui vérifient :
– leséquation de liaisons :u ∈ U

u = ud sur ∂1Ω

– leséquations d’́equilibre :�∈S

∀u∗ ∈ U0,

∫

Ω

Tr
(�"(u∗))dΩ =

∫

Ω

f
d
· u∗dΩ +

∫

∂2Ω

F d · u∗dΓ

– la relation de comportement :

∀M ∈Ω, � = K" avec " = "(u) déf
=

1

2
(∇u+ ∇uT )

oùU etS représentent les espaces où sont cherch́es les d́eplacements et les contrain-
tes.U0 est l’espace vectoriel associé à U .

1.2 Partitionnement en sous-structures et interfaces

Le premier point de la méthode consiste àdécomposer la structure en sous-
structures et interfaces. Chacun de ces constituants est une entité mécanique à
part entière avec ses propres variables et son propre comportement (Figure 2.1).
Pour le problème d’analyse locale-globale, un partitionnement naturel peut-être
fait entre zone d’intérêt et le reste de la structure. Le domaine matériel occupé
par l’une des sous-structures est notéΩE, E ∈ E. Elle est soumise à l’action de
son environnement, les interfaces voisines, définie par une distribution d’efforts
FE et de déplacementsWE sur sa frontière∂ΩE . Une interfaceΓEE′ entre deux
sous-structuresΩE et ΩE′ génère une relation de comportement entre(FE , FE′) et
(WE,WE′) (Figure 2.2). L’introduction des distributions de déplacements et d’ef-
forts d’interfaces confère à la stratégie son caractère mixte. Les interfaces corres-
pondant aux conditions limites seront traitées de manière équivalente. Enfin, les
déplacements, contraintes et déformations sur une sous-structureΩE seront notés
respectivement�E, uE et"E.
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1 Problème de référence sous-structuré

ΩE

ΩE' ΓEE'

Figure 2.1: Décomposition du milieu : sous-structures et interfaces

ΩE

ΩE′

ΓEE′

FE

WE

FE′

WE′

Figure 2.2:Échange sous-structures / interfaces
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

1.3 Choix des espaces d’approximation

Les sous-structures et interfaces sont classiquement discrétisées par une tech-
nique éléments finis standard. Dans le cadre d’une méthode de décomposition mixte,
un intérêt particulier doit être porté sur la discrétisation des quantités d’interface
[Ladevèzeet al.2002, Nouy 2003].

1.3.1 Sur une sous-structure

Le déplacementuE et la contrainte�E sur une sous-structureΩE appartiennent
respectivement aux espaces d’approximationUE,h etSE,h. L’indice « h» désigne un
espace d’approximation. Les déformations appartiennentà l’espaceEE,h. Pour ces
espaces d’approximation, on adoptera dans cette partie unediscrétisation éléments
finis classique. Dans le chapitre 6, nous utiliserons la X-FEM comme méthode d’ap-
proximation.

1.3.2 Sur une interface

Les déplacementsW et les effortsF sur une interfaceΓEE′ appartiennent res-
pectivement aux espacesWEE′,h et FEE′,h. Ces espaces sont pris de façon à être
compatibles avec la forme bilinéaire travail :

(F ,W ) 7→
∫

ΓEE′

F ·WdS (2.1)

et la proposition (1) :

Proposition 1 Les espacesWEE′,h etFEE′,h sont tels que la forme bilińeaire tra-
vail soit non d́eǵeńerée, c’est-̀a-dire :

{
F ∈FEE′,h,

∫

ΓEE′

F ·WdΓ = 0, ∀W ∈WEE′,h

}
= {0}

{
W ∈WEE′,h,

∫

ΓEE′

F ·WdΓ = 0, ∀F ∈FEE′,h

}
= {0}

Le choix des espaces d’approximationsWEE′,h et FEE′,h doit être fait avec soin.
En effet, un distribution d’effortF appartienta priori à l’espaceH−1/2(ΓEE′) et,
par conséquent, n’est pas nécessairement continue. Un choix naturel est de prendre
pourFEE′,h un espace de fonctions continues par morceaux. Cependant une telle
discrétisation génère des modes d’oscillations parasites qui conduisent à des in-
stabilités numériques. Ce problème est dû à une mauvaise estimation des énergies
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1 Problème de référence sous-structuré

associées à des distributions oscillantes d’efforts quine respectent pas la propo-
sition (1). Pour plus de détails, on pourra se référer à [Ladevèzeet al. 2002] et
[Nouy 2003]. Indiquons simplement que les solutions apportées à ce problème
consistent à raffiner localement près des bords le maillage de chaque sous-structure
(« h-version») ou d’utiliser un degré p d’approximation plus élevé pour l’approxi-
mation du déplacementuE,h près des bords (« p-version») comme illustré sur la
figure 2.3. La figure 2.4 illustre la« h-version» sur un exemple qui sera étudié dans
le paragraphe 1 du chapitre 4.

Intereffort m=0
Interd�placement m=0

...

... ...

DISCRETISATION INITIALE

SUR- 
DISCRETISATION

h-version p-version

INTERFACE

Intereffort m=0
D�placement p=1

SOUS-STRUCTURE

Intereffort m=0
D�placement p=1

SOUS-STRUCTURE
Intereffort m=0

D�placement p=2

SOUS-STRUCTURE

Figure 2.3: Modification des approximations classiques desinterefforts (approxi-
mation par des fonctions EF de degrém) et du déplacement bord (ap-
proximation par des fonctions EF de degrép) des sous-structures pour
une méthode éléments finis :« h- et p- versions»

Pour les différents exemples qui seront présentés dans la suite, nous avons choisi
d’utiliser la « h-version». En effet, la« p-version» a l’inconvénient de nécessiter
l’implantation d’un élément spécifique avec une interpolation du déplacement diffé-
rente pour les nœuds situés sur le bord. Par ailleurs, nous choisirons le même es-
pace d’approximation pour les quantités d’interface. Ainsi : WEE′,h = FEE′,h. La
méthode éléments finis utilisée pour les sous-structures étant basée sur des éléments
P1 (TRI3) ou Q1 (QUA4), l’utilisation de la« h-version» conduit à des espaces
WEE′,h et FEE′,h correspondant à l’ensemble des fonctions constantes (de degré
P0) continues par morceaux surΓEE′.
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

(a) Avant raffinement

(b) Aprés raffinement (c) Interfaces

Figure 2.4: Raffinement (sur-discrétisation) du maillagedes sous-structures près
des bords (« h-version»)

1.4 Formulation du problème de ŕeférence sous-structuŕe

1.4.1 Quelques d́efinitions et notations

On étend la définition des espaces d’interface à l’ensemble des interfaces d’une
sous-structureΩE. On note ainsi :

FE =
∏

E′∈VE

FEE′ et WE =
∏

E′∈VE

WEE′ (2.2)

oùVE représente la liste des sous-structures voisines deΩE. Pour une sous-structure
E∈E, on donne les définitions suivantes :

Définition 1 Un couple("E ,WE) ∈ EE = EE × WE, E ∈ E, est dit cińemati-
quement admissible s’il existe un champuE ∈UE tel que"E = "(uE) et uE|∂ΩE

=

WE au sens faible, c’est-à-dire :

∀F ∗∈FE ,

∫

∂ΩE

F ∗ · (uE −WE)dΓ = 0

On noteraEE,ad l’espace vectoriel correspondant.

Définition 2 Un couple(�E, FE) ∈ FE = SE × FE, E ∈ E, est dit statiquement
admissible s’il v́erifie leséquations d’́equilibre, soit :

∀u∗ ∈ UE ,

∫

ΩE

Tr
(�E"(u∗))dΩ =

∫

ΩE

f
d
· u∗dΩ +

∫

∂ΩE

FE · u∗dΓ
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1 Problème de référence sous-structuré

On noteraFE,ad l’espace correspondant etFE,ad,0 l’espace vectoriel associé pour
des donńees homog̀enes (f

d
= 0).

Proposition 2 Un couple("E ,WE)∈EE, E ∈E, est dit cińematiquement admis-
sible si et seulement si :

∀(�∗, F ∗) ∈ FE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(�∗"E

)
dΩ =

∫

∂ΩE

F ∗ ·WEdΓ

On définit alors la E-admissibilité de la façon, suivante:

Définition 3 sE = ("E ,WE ,�E, FE)∈SE est dit E-admissible s’il v́erifie :
– l’admissibilit́e cińematique :("E ,WE)∈EE,ad

– l’admissibilit́e statique :(�E, FE)∈FE,ad

– la relation de comportement :�E = K"E

L’espace correspondant est noté SE,ad. L’espaceSE,ad,0 est l’espace vectoriel
assocíe pour des donńees homog̀enes.

1.4.2 Probl̀eme de ŕeférence sous-structuŕe

Le problème de référence 2 sous-structuré peut être énoncé de la façon suivante :

Problème 3 Trouvers = {sE}E∈E avecsE = ("E ,WE ,�E, FE)∈SE qui vérifie :
– sE est E-admissible,∀E∈E,
– le comportement des interfaces, les conditions aux limites étant des cas par-

ticuliers

1.5 Exemples de comportement d’interface

Le comportement d’une interfaceΓEE′ entre deux sous-structureΩE et ΩE′

dépend de la liaison que l’interface doit modéliser. Ce comportement peut être écrit
comme une relation de comportement mixte entre les interdéplacements et les inter-
efforts agissant sur l’interface. Très formellement, cette relation s’écrit localement
en chaque point de l’interfaceΓEE′ :

∀M ∈ΓEE′, R(WE, FE,WE′, FE′) = 0

Voici quelques exemples de comportement d’interface :
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

� Interface parfaite
Les déplacements sont continus à travers l’interface et les efforts sont en équilibre.
La relation de comportement se traduit alors par les deux équations :

FE + FE′ = 0

WE −WE′ = 0

� Interface de type condition limite
Pour une interface définissant un lien avec l’extérieur, c’est-à-dire une condition
limite. La relation s’écrit :

FE = F d sur ∂ΩE ∩ ∂2Ω (condition limite en effort)

WE = ud sur ∂ΩE ∩ ∂1Ω (condition limite en déplacement)

� Interface de contact unilat́eral avec frottement
On notef le coefficient de frottement de Coulomb.n désigne le vecteur normal à
ΓEE′ au point courant et sortant par rapport àΩE. Pt désigne le projecteur orthogo-
nal associé. La relation de comportement se traduit alors par :

– équilibre des efforts :FE + FE′ = 0,
– non-pénétration :n · (WE′ −WE) > 0 etn · FE 6 0,
– complémentarité :(n · (WE′ −WE))(n · FE) = 0,
– lois de Coulomb :

si ‖PtFE‖ < f |n · FE|, alorsPt(WE′ −WE) = 0 (adhérence)
si ‖PtFE‖ = f |n · FE|, alors
Pt(WE′ −WE) ∧PtFE = 0 etPt(WE′ −WE) · PtFE > 0 (glissement)

2 Aspect multiéchelle introduit au niveau des inter-
faces

Le problème 3 correspond en quelque sorte au problème microscopique, mono-
échelle. On désire introduire une vision à deux échelles du problème. Cela demande
de définir des quantités macro ainsi qu’un moyen de passageentre l’échelle micro
et l’échelle macro. Une fois ce choix effectué, le fait d’imposer aux quantités macro
de vérifier des contraintes d’admissibilité conduira à la mise en place d’un problème
macroscopique.

2.1 Définition des quantités macro

En rupture avec la plupart des approches multiéchelles, les interfaces jouent
un rôle majeur dans la séparation des échelles. En effet,la définition des champs
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2 Aspect multiéchelle introduit au niveau des interfaces

microscopiques et macroscopiques porte sur les quantitésd’interface du problème
sous-structuré et est proposée avant même toute discrétisation.La distinction des
échelles micro et macro n’est donc effectúee qu’au niveau des interfaces. L’échel-
le macro est définie par une dimension caractéristique desinterfaces qui esta priori
beaucoup plus grande que l’échelle de discrétisation de la microstructure. Considé-
rons une interfaceΓEE′ entre deux sous-structuresΩE etΩE′ . On choisit de chercher
les déplacements macro et les efforts macro dans les espaces de dimension finie res-
pectifsFM

EE′ etWM
EE′. Ce choix doit être fait de façon à ce que ces espaces soient

compatibles avec la forme bilinéaire travail (2.1) et la proposition suivante :

Proposition 3
{
FM ∈FM

EE′,

∫

ΓEE′

FM ·WM∗dΓ = 0, ∀WM∗∈WM
EE′

}
= {0}

{
WM ∈WM

EE′,

∫

ΓEE′

FM∗ ·WMdΓ = 0, ∀FM∗∈FM
EE′

}
= {0}

Cette proposition impose que les espacesFM
EE′ etWM

EE′ aient la même dimension.
Dans l’approche micro-macro, la définition des quantitésmacro est faite de façon
à avoir un sens physique : ce sont des moyennes en espaces desdéplacements et
des efforts d’interface. Plus précisément, elles sont d´efinies comme les meilleures
approximations au sens de la forme bilinéaire travail (2.1) sur l’interface. La pro-
priété (3) permet alors de les définir par les expressionsencadrées suivantes :

Définition 4 Les parties macro(WM , FM) ∈ WM
EE′ ×FM

EE′ de(W,F ) ∈ WEE′ ×
FEE′ sont d́efinies par :

∫

ΓEE′

FM∗ · (WM −W )dΓ = 0, ∀FM∗ ∈FM
EE′

∫

ΓEE′

(FM − F ) ·WM∗

dΓ = 0, ∀WM∗ ∈WM
EE′

Définition 5 Les efforts et d́eplacements micro sont définis simplement par :

Fm = F − FM et Wm = W −WM
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

Les définitions des quantités macro (définition (4)) et micro (définition (5)) conduisent
alors à la relation de découplage des travaux micro et macro d’interface qui s’écrit :

∫

ΓEE′

F ·WdΓ =

∫

ΓEE′

FM ·WMdΓ +

∫

ΓEE′

Fm ·WmdΓ (2.3)

On adoptera les mêmes notations pour les espaces macro et les espaces micro que
celles définies par (2.2). Ainsi :FM

E =
∏

E′∈VE
FM

EE′. On étendra également ces
définitions à l’ensemble des sous-structures. Ainsi, on définira l’espaceFM .

Remarque 1: Cette relation de d́ecouplage(2.3)est ind́ependante de la procédure
d’homoǵeńeisation qui sera d́etaillée plus loin.

Remarque 2: Une autre façon d’interpŕeter la d́efinition(4) est de dire queFM

(resp.WM ) est la projection deF (resp.W ) surFM
EE′ (resp.WM

EE′) parallèlement

à l’orthogonal
[
WM

EE′

]⊥
(resp.

[
FM

EE′

]⊥
) au sens de la forme bilińeaire travail(2.1)

sur l’interface. Compte tenu de la définition(4), la définition(5)entrâıne queFm
EE′ =[

WM
EE′

]⊥
et queWm

EE′ =
[
FM

EE′

]⊥
.

2.2 Choix des espaces macro

La seule contrainte sur le choix des espacesWM
E et FM

E , E ∈ E, est que
WM

E contiennent les modes rigides de la frontière∂ΩE et queFM
E contienne les

résultantes et moments sur∂ΩE . Cette contrainte permet de garantir l’extensibilité
numérique de l’approche de décomposition de domaine.

Afin d’expliciter l’opérateur de projectionΠΓEE′
permettant d’extraire la partie

macro d’une quantité d’interface deΓEE′, on noteeM
EE′ = (eM

1 , .., e
M
nM

), une base du
sous-espace de dimension finieFM

EE′ des interefforts macroscopiques ou du sous-
espaceWM

EE′ qui est identique. On a alors :

FM = ΠΓEE′
(F ) =

nM∑

i=1

(F , eM
i ) eM

i =

nM∑

i=1

[FM ]i e
M
i

WM = ΠΓEE′
(W ) =

nM∑

i=1

(W, eM
i ) eM

i =

nM∑

i=1

[WM ]i e
M
i

(2.4)

où [FM ]i et [WM ]i représentent les composantes respectives deFM et deWM dans
la base macroscopiqueeM

EE′.

Le projecteur macro en moment et résultante s’interprète, en termes de déplace-
ments, comme un extracteur de la partie mouvements de corps rigide de l’interface
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2 Aspect multiéchelle introduit au niveau des interfaces

ΓEE’

G

N1

N2

N3

Figure 2.5: Interface linéique en deux dimensions.

ΓEE′. Au final, les déplacements macroscopiques représententla cinématique de
corps rigides des interfaces, et les efforts, la résultante et le moment duaux d’une
telle cinématique. L’enrichissement de cette base revient, du point de vue de la
cinématique macroscopique, à considérer l’interface comme un milieu déformable,
au lieu d’un simple corps rigide. Ici, nous ne détaillons cet enrichissement que pour
le cas bidimensionnel (où une interface est un milieu linéique), où on ajoute à la base
de départ des fonctions polynomiales de la variable associée à une direction princi-
pale de l’interface. Le cas tridimensionnel ne pose pas de difficultés particulières.

Considérons une interface linéique, contenue dans le plan de normaleN3, de
centre de gravitéG, telle que celle représentée en figure 2.5 :(N 1, N 2, N3) désigne
la base principale d’inertie deΓEE′, et ces vecteurs sont ordonnés de telle manière
que les moments d’inertieIi(O,ΓEE′) par rapport à chacune de ces directions vérifient :

I3(G,ΓEE′) = I2(G,ΓEE′) + I1(G,ΓEE′) > I2(G,ΓEE′) > I1(G,ΓEE′) > 0 (2.5)

Les trois fonctions de base définies par la projection en résultante et moment sont
définies ci-dessous :

eM
1 =

1√
mes(ΓEE′)

N 1 (2.6)

eM
2 =

1√
mes(ΓEE′)

N 2 (2.7)

eM
3 =

1√
I3(G,ΓEE′)

(N 3 ∧GM) (2.8)

Un choix classique consiste à utiliser un projecteur dit d’extraction de la« partie
linéaire» des champs. Il nécessite l’introduction de la fonction de base supplémen-
taire suivante :

ẽM
4 = (N1.GM) N 1 (2.9)

Cette fonction représente l’allongement de l’interface suivant la directionN1. Cette
fonction de base n’est pas celle qui est ajoutée à la base, car elle n’est ni orthogo-
nale aux autres fonctions de la base (au sens de la forme bilinéaire travail(·, ·)), ni
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

normée. La fonction ajoutée à la base est déduite de celle-ci par le procédé d’or-
thogonalisation de Schmidt. La figure 2.6 illustre cette base de fonctions affines.
Par suite, les fonctions de degré plus élevé sont des polynômes de la même variable

e  (M)4e  (M)3

e  (M)2e  (M)1
MM

M M

Figure 2.6: Base macro linéaire
{
eM

i

}
i=1..4

, (nM = 4), sur une interfaceΓEE′

suivant les deux directions de l’espace [Loiseau 2001], on note leur définition pour
toutp > 2 :

ẽM
2p+1 = (N1.GM)p N2 (2.10)

ẽM
2p+2 = (N1.GM)p N1 (2.11)

De la même manière que pourẽM
4 , la constitution d’une nouvelle base par ajout de

fonctions de degrés plus élevés est complétée par le procédé d’orthogonalisation de
Schmidt. On obtient alors plusieurs bases macroscopiques définissant des projec-
teurs aptes à filtrer la partie polynomiale de degré donnédes champs d’interface.
Les projecteurs obtenus sont résumés dans le tableau 2.1,oùeM

k désigne la fonction
déduite dẽeM

k par le procédé d’orthogonalisation. Dans la suite nous utiliserons
principalement une base macro qui extrait la partie linéaire, mais nous utiliserons
aussi une base macro cubique.

Remarque: On remarquera que la d́efinition des composantes macro[FM ]i=1..nM

et [WM ]i=1..nM
est faite avant m̂eme toute discrétisation.

2.3 Admissibilités des quantit́es macro

Le dernier point important de l’approche micro-macro consiste à définir
des conditions d’admissibilit́e sur les quantit́es macro. Ainsi, on leur impose de
vérifier partiellement les conditions de transmission aux interfaces.Dans notre
approche, seuls les efforts sont contraints à vérifier lesconditions d’équilibre aux
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2 Aspect multiéchelle introduit au niveau des interfaces

Type de projecteur fonctions de base en 2D

Résultante et moment (eM
1 , e

M
2 , e

M
3 )

Partie linéaire (p = 1) (eM
1 , e

M
2 , e

M
3 , e

M
4 )

Partie quadratique (p = 2) (eM
1 , . . . , e

M
6 )

Partie cubique (p = 3) (eM
1 , . . . , e

M
8 )

Tableau 2.1: Projecteurs macroscopiques et fonctions de bases associées en 2D

interfaces ainsi que les conditions limites au sens macro. L’espace correspondant
est notéFM

ad et est défini par :

FM
ad =

{
FM ∈ FM | ∀E ∈ E, ∀E ′ ∈ VE , F

M
E + FM

E′ = 0
}

De façon similaire, il est possible de définir un espaceWM
ad des déplacements macro

vérifiant les conditions de transmission aux interfaces, incluant les conditions aux
limites :

WM
ad =

{
WM ∈ WM | ∀E ∈ E, ∀E ′ ∈ VE ,W

M
E −WM

E′ = 0
}

Il faut néanmoins noter que, à part pour des interfaces de type parfait, la solution
du problème ne vérifie pas, en général, les conditions detransmission décrites par
WM

ad . C’est le cas pour des interfaces de contact. En revanche, pour n’importe quel
type d’interface, l’équilibre des interfaces doit toujours être vérifié. C’est la raison
pour laquelle la version de l’approche micro-macro qui utilise les conditions d’ad-
missibilité décrites parFM

ad est classiquement retenue.
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

3 Stratégie it́erative de résolution

3.1 Principe

La vérification partiellea priori des conditions de transmission aux interfaces
conduit à réécrire le problème 3 de la façon suivante :

Problème 4 Trouvers = {sE}E∈E avecsE = ("E ,WE ,�E, FE) ∈ SE qui
vérifie :

Ad

∥∥∥∥
− la E-admissibilit́e desE, E∈E : sE ∈SE,ad

− l’admissibilité deFM : FM ∈FM
ad

Γ
∥∥ − Le comportement des interfaces

Γ représente un ensemble d’équations éventuellement non-linéaires mais locales
en variable d’espace.Ad est un ensemble d’équations linéaires éventuellement glo-
bales. Avec ce partitionnement des équations du problème, il est possible d’appli-
quer la méthodeLATIN [Ladevèze 1999] qui est une méthode de résolution itérative
de problèmes non-linéaires d’évolution qui agit globalement sur le domaine espace-
temps. Cette méthode permet de construire des approximations successives de la so-
lution dansΓ puis dansAd en se donnant des directions de rechercheE

+ etE−. Ce
sont ces directions de recherche qui rendent le problème 4 bien posé. La figure 2.7
représente le schéma d’une itération de la méthode qui comporte une étape locale
et une étape linéaire.

Ad

Γ

E
+

E
-

sn+1/2

sréf.

snsn+1

Figure 2.7: Schéma d’une itération de la méthodeLATIN

Remarque: L’admissibilité des efforts macróetant syst́ematiquement v́erifiée,
une information globale est donc propagée à l’ensemble de la structure lors de
l’ étape lińeaire. Le fait d’avoir inclus dans l’espace macro les résultantes et mo-
ments des efforts appliqués sur les interfaces de chaque sous-structure procureà
la strat́egie la propríet́e d’extensibilit́e nuḿerique attendue de toute méthode de
décomposition de domaine.
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3 Stratégie itérative de résolution

3.2 Étape localeà l’it ération n

L’étape locale consiste à construire une solutionŝn+1/2∈Γ connaissantsn∈Ad.(
ŝn+1/2 − sn

)
doit suivre la direction de rechercheE+. Compte tenu de la définition

du groupe d’équationΓ, l’étape locale ne met en jeu que des quantités d’interface.
Ainsi, pour chaque interfaceΓEE′, avecE ∈E etE ′∈E maisE 6= E ′, ŝn+1/2 doit
vérifier :

(
F̂E − FE

)
− k+

(
ŴE −WE

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′(

F̂E′ − FE′

)
− k+

(
ŴE′ −WE′

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′

oùk+ est un paramètre scalaire positif de l’approche qui peut être interprété comme
une rigidité micro de l’interface [Nouy 2003]. Les indicesn+1/2 etn ont été omis
pour alléger les notations. On remarquera que cette étapelocale ne pose aucune dif-
ficulté.Les problèmesà résoudre sont locaux en variable d’espaceet conduisent
donc à un degré de parallélisme optimale.

Dans le cas d’une interface parfaite, la vérification du comportement traduisant
l’appartenance dêsn+1/2 àΓ, permet d’exprimer directement̂WE, ŴE′, F̂E et F̂E′

en fonction deWE,WE′, FE etFE′ fournis par l’étape linéaire. Ainsi :

ŴE = ŴE′ = 1
2
(WE +WE′) − 1

2k
(FE + FE′)

F̂E = −F̂E′ = 1
2
(FE − FE′) − 1

2
k(WE −WE′)

3.3 Étape linéaire à l’it ération n

L’étape linéaire consiste à construire une solutionsn+1∈Ad connaissant̂sn+1/2∈
Γ.

(
sn+1 − ŝn+1/2

)
doit suivre la direction de rechercheE−. Ainsi, pour chaque in-

terfaceΓEE′, avecE∈E etE ′∈E maisE 6= E ′, sn+1 doit vérifier :
(
FE − F̂E

)
+ k−

(
WE − ŴE

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′(

FE′ − F̂E′

)
+ k−

(
WE′ − ŴE′

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′

(2.12)

où k− est un paramètre scalaire positif de l’approche que l’on prend en général
tel quek− = k+ = k. La prise en compte de l’admissibilité deFM (FM ∈ FM

ad )
couple les équations (2.12). On reformule donc sous forme faible la direction de
descenteE− définie par les équations (2.12). On en déduit que pour l’ensemble des
sous-structuresΩE, E∈E :

∀F ∗ ∈ Fm ∪ FM
ad ,

∑

E∈E

∫

∂ΩE

{
k−1

(
FE − F̂E

)
+

(
WE − ŴE

)}
· F ∗

E dΓ = 0
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

Les indicesn + 1/2 etn + 1 ont été omis pour alléger les notations. Ce problème
sous contrainte (FM ∈ FM

ad ), peut être réécrit en introduisant le multiplicateur de

LagrangẽW
M ∈WM

ad,0 oùWM
ad,0 est l’espace des déplacements macro continus aux

interfaces et nuls sur∂1Ω [Nouy 2003].

∀F ∗ ∈ F ,
∑

E∈E

∫

∂ΩE

{
k−1

(
FE − F̂E

)
+

(
WE − ŴE

)}
· F ∗

E dΓ =

∑

E∈E

∫

∂ΩE

W̃
M

E · F ∗
E dΓ (2.13)

∀W̃M∗ ∈ WM
ad,0 ,

∑

E∈E

∫

∂ΩE

W̃
M∗

E · FE dΓ =
∑

E∈E

∫

∂ΩE ∩ ∂2Ω

W̃
M∗

E · F d dΓ (2.14)

Cette expression exprime l’admissibilité des efforts macro au sens faible.

Remarque 1: La prise en compte de l’admissibilité deFM (FM ∈FM
ad ) modifie

la direction de descenteE− (équations(2.12)) assocíeeà chaque interface. L’in-

troduction du multiplicateur̃W
M

permet de lever la contrainte d’admissibilité des
efforts macro. Ainsi, l’́equation(2.13)permet de d́eduire, pour une interfaceΓEE′,
la nouvelle direction de descente sous forme locale suivante :

(
FE − F̂E

)
+ k−

(
WE − ŴE − W̃

M

E

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′

(
FE′ − F̂E′

)
+ k−

(
WE′ − ŴE′ − W̃

M

E′

)
= 0, ∀M ∈ΓEE′

(2.15)

où W̃
M

E = W̃
M

E′ pour toute interface ne modélisant pas une condition limite en
déplacement, c’est-à-dire n’appartenant pas̀a ∂1Ω. Pour les interfaces appartenant
à ∂1Ω, leséquations locales sont les mêmes que leśequations(2.12), le multiplica-

teur de LagrangẽW
M

étant nul sur∂1Ω. Enfin, on remarquera que,à convergence,

le multiplicateurW̃
M

est nul, les quantités d’interface de l’́etape lińeaire étant
égales aux quantités d’interface« chapeau» correspondantes issues de l’étape lo-
cale.

Remarque 2: Concernant le choix des paramètresk+ etk−, on pourra se ŕef́erer
aux travaux de [Violeau 2003] sur l’interprétation et l’optimisation des directions
de recherche dans le cadre de l’élastostatique.
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3 Stratégie itérative de résolution

3.3.1 Probl̀eme micro sur une sous-structureΩE

On définit le problème micro associé à la sous-structureΩE comme suit :

Problème 5 TrouversE = ("E ,WE ,�E, FE)∈SE qui vérifie :
– sE est E-admissible,
– la direction de recherche(2.13).

Ce problème est linéaire. La direction de recherche (2.13) étant locale à la frontière
∂ΩE , chaque problème micro est indépendant d’une sous-structure à l’autre.

� Formulation variationnelle du probl ème micro surΩE :
L’admissibilité cinématique exprimée au sens faible (voir Proposition 2) et la rela-
tion de comportement de la sous-structure (qui est ici linéaire), donnent la relation :

∀(�∗, F ∗) ∈ FE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�∗
)
dΩ =

∫

∂ΩE

F ∗ ·WEdΓ

En introduisant la direction de recherche (2.13) dans cettedernière équation, cela
conduit à la formulation variationnelle en contrainte du problème micro suivante :

Problème 6 Trouver(�E, FE) ∈ FE,ad qui vérifient :

∀(�∗, F ∗) ∈ FE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�∗
)
dΩ +

∫

∂ΩE

h−FE · F ∗dΓ =

∫

∂ΩE

(
h−F̂E + ŴE + W̃

M

E

)
· F ∗dΓ

où h− = 1/k−.

La solution du problème micro associé à la sous-structure ΩE dépend uniquement

de quantités connuesf
d|ΩE

, ŝE et deW̃
M

E sur sa frontière∂ΩE . W̃
M

E sera considéré
comme une donnée pour le problème micro. Nous verrons dansla suite comment
le déterminer.K eth− étant définis positifs, le problème micro 6 admet une et une
seule solution.Les problèmes micro, d́efinis sur ΩE, E ∈ E, sont indépendants
et sont donc paralĺelisables.Pour la résolution par une méthode éléments finis
standard, le problème micro 6 est dualisé en terme de déplacement. Ainsi la formu-
lation variationnelle en déplacement du problème micro défini surΩE, s’écrit :
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

Problème 7 Trouver(uE,WE) ∈ EE,ad qui vérifient :

∀(u∗,W ∗) ∈ EE,ad,

∫

ΩE

Tr
(
K"(uE)"(u∗))dΩ +

∫

∂ΩE

k−WE ·W ∗dΓ =

∫

ΩE

f
d|ΩE

· u∗dΩ +

∫

∂ΩE

(
F̂E + k−ŴE + k−W̃

M

E

)
·W ∗dΓ

� Définition d’opérateurs homoǵenéiśes surΩE :
K eth− étant définis positifs, le problème micro 6 admet une et une seule solution.
Par linéarité du problème micro, on en déduit que la solution unique est telle que :

FM
E = L

F
E

(
W̃

M

E

)
+ F̂

M

E,d (2.16)

WM
E = L

W
E

(
W̃

M

E

)
+ Ŵ

M

E,d (2.17)

où W̃
M

E ∈ WM
E,h. F̂

M

E,d et Ŵ
M

E,d ne dépendent que def
d|ΩE

et deŝE.

L
F
E (resp.LW

E ) est un opérateur linéaire deWM
E dansFM

E (resp. deWM
E dans

WM
E ). Ces opérateurs peuvent être considérés comme des op´erateurs homogénéisés

sur la sous-structureΩE. Ils représentent l’effet de couplage entre les différentes
échelles. Ils sont déterminés en résolvant une série de problèmes micro surΩE où

l’on prend successivement pour̃W
M

E les fonctions de base deWM
E , toutes les autres

données (f
d|ΩE

et ŝE) étant prises nulles.Le coût de calcul est relativement faible

puisque W̃
M

E ne dépend que d’un nombre ŕeduit de paramètres. Si nM est la
dimension de l’espaceWM

EE′ pour une interfaceΓEE′ et queΩE est entourée de
ni interfaces, alorsnM × ni calculs micro sont nécessaires pour déterminer ces
opérateurs. Les propriétés de ces opérateurs précis´ees dans [Nouy 2003] sont rap-
pelées en annexe A.

Connaissant le multiplicateur de LagrangẽW
M

E , il est possible de résoudre
le problème micro surΩE et de déterminersE connaissant̂sE. Il existe ainsi un
opérateur de localisationLs

E deWM
E dansSE, tel que :

sE = L
s
E(W̃

M

E

)
+ ŝE,d

où ŝE,d dépend dêsE et def
d|ΩE
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3 Stratégie itérative de résolution

Remarque: Une relation entre les efforts macro et les déplacements macro, qui
définit un oṕerateur homoǵeńeiśe plus classique, peutêtre d́eduite tr̀es simplement
à partir des d́efinitions des relations(2.16)et (2.17). Ainsi :

FM
E = L

F
EL

W
E

−1(
WM

E

)
+ F̂

M

E,d − L
F
EL

W
E

−1(
Ŵ

M

E,d

)
(2.18)

3.3.2 Probl̀eme macro

Le problème macro est écrit à partir des relations (2.14)et (2.16). Il peut s’énoncer
de la manière suivante :

Problème 8 Trouver(W̃
M
, FM) qui vérifie :

– l’admissibilit́e cińematique :̃W
M ∈ WM

ad,0,
– l’admissibilit́e statique :FM ∈ FM

ad ,
– la relation de comportement homogéńeiśee :

∀E ∈ E, FM
E = L

F
E

(
W̃

M

E

)
+ F̂

M

E,d

L’écriture sous forme faible de l’admissibilité statique (2.14) et la relation de com-
portement (2.16) conduisent à la formulation variationnelle en déplacement (en

multiplicateurW̃
M

) suivante :

Problème 9 TrouverW̃
M

=
{
W̃

M

E

}
E∈E

∈ WM
ad,0 qui vérifie :

∀W̃M∗ ∈ WM
ad,0 ,

∑

E∈E

∫

∂ΩE

W̃
M∗

E ·
(
L

F
E

(
W̃

M

E

)
+ F̂

M

E,d

)
dΓ =

∑

E∈E

∫

∂ΩE ∩ ∂2Ω

W̃
M∗

E · F d dΓ

Ce problème admet une et une seule solution simes(∂1Ω) 6= 0 [Nouy 2003].

Remarque 1: Le probl̀eme macro 9 est résolu de façon exacte. Par conséquent,̀a
chaque it́eration, l’admissibilit́e des efforts macro et du multplicateur de Lagrange
est v́erifiée. Dans le cas òu le probl̀eme macro est de grande taille, il est possible
de le ŕesoudre de façon approchée par approximation du multiplicateur sur un es-
pace plus petit. Ce nouvel espace d’approximation des quantités macro d́efinit ,
en quelque sorte, une troisièmeéchelle : l’́echelle« super-macro» [Loiseau 2001,
Nouy 2003].

Remarque 2: Une formulation variationnelle du problème macro en effort áet́e
propośee dans [Nouy 2003]. Précisons que cette formulation introduit alors des
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2 Méthode itérative pour le couplage : l’approche micro-macro

inconnues supplémentaires : la trace des mouvements de corps rigides de chaque
sous-structure sur chaque interface.

Remarque 3: Les quantit́es macro sont d́efinies uniquement au niveau des inter-
faces. Le couplage entre les différentes interfaces est réaliśe via l’opérateur de com-
portement homoǵeńeiśe qui est non local. Le problème macro n’est pas un problème
mécanique standard dans la mesure où il ne fait pas apparâıtre un milieu continu

classique. Les inconnues cinématiques
{
W̃

M

E

}
E∈E

correspondent̀a des transla-
tions, des rotations et des allongements par interface pourun projecteur macro
linéaire. Une telle cińematique peut s’apparenterà celle d́efinie par un milieu de
Cosserat Ǵeńeralisé [Cosserat et Cosserat 1909] ou micropolaire [Eringen 1966].

3.4 Contrôle et convergence de la stratégie

Pour le cas où le comportement du matériau est monotone et si les interfaces
représentent des liaisons parfaites, des conditions aux limites ou des interfaces de
contact unilatéral sans frottement, alors la stratégie de calcul multiéchelle vérifie
les hypothèses usuelles de la méthodeLATIN [Ladevèze 1999]. Si les directions de
recherche sont telles quek+ = k− = k > 0 alors la convergence de l’algorithme
est assurée.

Pour les stratégies de calcul monoéchelles et multiéchelles qui se basent sur
la LATIN , un indicateur d’erreur servant à contrôler la convergence et à arrêter les
itérations est utilisé. Cet indicateur est basé sur la conjugaison des directions de re-
cherche. Pour une itération de la méthodeLATIN , les solutions consécutives vérifient
les directions de recherche comme suit :

(
ŝn+1/2 − sn

)
∈ E

+

(
sn+1 − ŝn+1/2

)
∈ E

−

La vérification croisée de ces deux directions de recherche indique que la différence
s − ŝ est nulle dans les deux cas et que l’on est à convergence. Il est donc possible
d’utiliser les résidus de non-vérification croisée des directions de recherche afin
d’évaluer la qualité de la solution itérée, au moyen d’une norme en énergie sur les
interfaces. On définit alors l’indicateur de convergence de la façon suivante :

η2 =

∑
E∈E

[
‖WE − ŴE‖W,k

∂ΩE
+ ‖FE − F̂E‖F,k

∂ΩE

]

∑
E∈E

[
‖WE‖W,k

∂ΩE
+ ‖ŴE‖W,k

∂ΩE
+ ‖FE‖F,k

∂ΩE
+ ‖F̂E‖F,k

∂ΩE

] (2.19)

où‖W‖W,k
∂ΩE

=
∫

∂ΩE

kW ·WdΓ et‖F‖F,k
∂ΩE

=
∫

∂ΩE

F · k−1FdΓ.
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3 Stratégie itérative de résolution

Pour assurer la convergence de la stratégie pour une large classe de comporte-
ments, on modifie l’étape linéaire en incluant une phase derelaxation [Ladevèze
1999]. En renommant̃sn+1 la quantité précédentesn+1 ∈Ad, on définit alorssn+1

par la relation :
sn+1 = µ s̃n+1 + (1 − µ) sn

où le paramètre de relaxationµ est choisi en pratique égal à0.8.

3.5 Bilan : algorithme de résolution

L’algorithme 1 décrit les principales étapes de la strat´egie de résolution multi-
échelle présentée dans ce chapitre. La résolution du problème micro 5 est réalisée
par une méthode éléments finis en déplacement (Problème 7). La discrétisation du
problème aboutit à la résolution du système linéaire suivant :

(
[KE ] + [kE ]

)
[uE ] = [F̂E,d] + [kW̃

M

E ]

où [·] représente la discrétisation éléments finis de la quantité considérée.[KE] est la
matrice de rigidité éléments finis classique.[kE ] est la matrice de rigidité d’interface
associée au terme

∫
∂ΩE

k−WE ·W ∗dΓ. [F̂E,d] est le chargement associé àf
d|ΩE

et

à ŝE. De la même manière, la résolution du problème macro aboutit à la résolution
d’un système linéaire qui s’écrit :

[LF ]eM [W̃
M

]eM = [F̂
M

d ]eM + [FM
d ]eM

où [·]eM représente les composantes de la projection de la quantit´e considérée dans
la base macro. Le problème macro 9 est un système carré de dimension

∑
i=1..nΓ

n
(i)
M

oùn(i)
M est le nombre d’inconnues macro (translations, rotations,allongements) pour

l’interface i etnΓ le nombre d’interfaces. Le vecteur[F̂
M

d ]eM est associé au terme
∑

E∈E

∫
∂ΩE

W̃
M∗

E · F̂M

E,d dΓ et [FM
d ]eM est associé au terme

∑
E∈E

∫
∂ΩE ∩ ∂2Ω

W̃
M∗

E ·

F d dΓ.

L’initialisation de l’algorithme consiste à construire une solutions0 appartenant
à Ad. Une façon simple de procéder est de trouver une solutionŝ− 1

2
qui a les pro-

priétés voulues pour faire partie deΓ. On prend donĉs− 1
2
≡ 0 et on affecte les

conditions limites aux quantités d’interfaces« chapeau» correspondantes. Avec la
direction de rechercheE−, on redescend surAd pour déterminers0.

Remarque 1: La version monóechelle de la strat́egie d́ecrite dans [Blanźe et al.
1996, Champaney et al. 1999] peut aisément̂etre d́eduiteà partir de l’algorithme 1.
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Algorithme 1 Stratégie de calcul multiéchelle (� : phase parallélisable)

Déterminer : k et projecteur macro définis pour chaque interface
→ k = αE/L oùE est le module d’Young,L une dimension caractéristique de

l’interface etα = 10 en pratique.
Calculs préliminaires :
– Pour chaque sous-structureE ∈ E :

� Création des rigidités élémentaires[KE ] et [kE],
� Assemblage, factorisation de[KE ] + [kE ],
� Détermination de l’opérateur homogénéisé[LF

E ].
– Sur l’ensemble des sous-structures

� Assemblage, factorisation de la rigidité[LF ]eM du problème macro,
Initialisation : s0 ∈ Ad

bouclepourn = 0 ànmax faire
1. Étape locale: Calcul dêsn+1/2 ∈ Γ

� Résolution de problèmes locaux sur les interfacesΓEE′,E ∈ E,E ′ ∈
VE

→ calcul de(F̂E,n+1/2, ŴE,n+1/2) et (F̂E′,n+1/2, ŴE′,n+1/2)

2. Étape linéaire: Calcul desn+1 ∈ Ad

� Résolution du problème micro pour les donnéesŝE,n+1/2 et f
d

sur

chaque sous-structureE ∈ E :
(
[KE ] + [kE ]

)
[ûE ] = [F̂E,d].

→ calcul dêsE,d,n+1 ⇒ F̂
M

E,d,n+1

� Résolution du problème macro défini sur l’ensemble des sous-
structures,

→ calcul deW̃
M

n+1

� Résolution du problème micro pour le chargementW̃
M

E,n+1 sur

chaque sous-structureE ∈ E :
(
[KE ] + [kE ]

)
[ũE ] = [kW̃

M

E ].
→ calcul deuE = ûE + ũE ⇒ sE,n+1

� Relaxation
→ sn+1 → s̃n+1,
→ sn+1 = µ s̃n+1 + (1 − µ) sn oùµ = 0.8 en pratique.

3. Critère d’arrêtη
fin boucle
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3 Stratégie itérative de résolution

Le probl̀eme macro n’est plus résolu et un seul problème micro est ŕesolu. Le mul-

tiplicateur de LagrangẽW
M

n’a bien ŝur plus lieu d’̂etre. On obtient l’algorithme
de la strat́egie monóechelle (Algorithme 2).

Algorithme 2 Stratégie de calcul monoéchelle (� : phase parallélisable)

Déterminer : k défini pour chaque interface
→ k = E/L oùE est le module d’Young,L une dimension caractéristique de la

structure.
Calculs préliminaires :
– Pour chaque sous-structureE ∈ E :

� Création des rigidités élémentaires[KE] et [kE ],
� Assemblage, factorisation de[KE] + [kE],

Initialisation : s0 ∈ Ad

bouclepourn = 0 ànmax faire
1. Étape locale: Calcul dêsn+1/2 ∈ Γ

� Résolution de problèmes locaux sur les interfacesΓEE′,E ∈ E,E ′ ∈
VE

→ calcul de(F̂E,n+1/2, ŴE,n+1/2) et (F̂E′,n+1/2, ŴE′,n+1/2)

2. Étape linéaire: Calcul desn+1 ∈ Ad

� Résolution du problème micro pour les donnéesŝE,n+1/2 et f
d

sur

chaque sous-structureE ∈ E :
(
[KE ] + [kE ]

)
[uE ] = [F̂E,d].

→ calcul desE,n+1

� Relaxation
→ sn+1 → s̃n+1,
→ sn+1 = µ s̃n+1 + (1 − µ) sn oùµ = 0.8 en pratique.

3. Critère d’arrêtη
fin boucle

Remarque 2: Dans le cas particulier d’interface parfaite, l’algorithme 2 se
confond avec d’autres algorithmes proposésà partir de d́emarches diff́erentes [Du-
reisseix 1997]. La technique de décomposition de domaine basée sur une ḿethode
alternée de Schwartz lorsque le recouvrement des sous-domaines tend vers 0 et uti-
lisant une formulatioǹa partir de lagrangiens augmentés [Glowinski et Le Tallec
1990] en est un exemple. Plus préciśement, l’algorithme ŕesultant correspond̀a une
variante d’un algorithme UZAWA appelé ALG3 pour ŕesoudre le probl̀eme de point
selle qui en d́ecoule.
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4 Implantation dans un code orient́e objet

4.1 Démarche de d́eveloppement

La mise en œuvre de l’approche micro-macro a fait l’objet du développement
d’un code prototype orienté objet sous Matlab. Face à la difficulté d’avoir à tester
différentes idées et concepts, le besoin de maı̂triser complètement l’architecture du
code de calcul s’est fait ressentir. Ainsi, nous étions amené à gérer des difficultés
d’ordre géométrique induites par l’utilisation de maillages incompatibles dans un
contexte de fissuration, à implanter une formulation éléments finis non standard telle
que la X-FEM (voir chapitre 4) et à mettre en œuvre une strat´egie multiéchelle basée
sur une méthode de décomposition de domaine. De nombreuses librairies libres de
calcul éléments finis sont disponibles sur Internet, malheureusement l’aide fournie
avec ces librairies reste souvent très limitée. De plus, le code source est en général
très difficile à manipuler pour celui qui n’en a pas suivi ledéveloppement. Deux
autres chercheurs du LMT-Cachan, Emmanuel Baranger et Gilles Lubineau, ayant
aussi besoin d’une telle plateforme, un développement collaboratif a été entrepris.

Afin d’avoir un code flexible et évolutif, la programmation orientée objet (POO)
s’est avérée très intéressante [Mackie 2001, Bersini 2002, Mackerle 2004]. Cette
méthode de programmation met l’accent sur le dialogue entre les différents objets et
non pas sur les données qu’ils contiennent [Besson et Foerch 1997, Archer 1996].
Enfin, le langage associé au logiciel Matlab a été choisi.Ce langage étant interprété,
il permet un débogage simple. Par ailleurs, le calcul matriciel y est très efficace
car basé sur des librairies standard performantes (LINPACK, EISPACK) ou permet
d’y accéder (MPI). Cependant, les manipulations de données sont ralenties par un
typage dynamique. Cet inconvénient peut être en partie pallié par l’inclusion de
code compilé (C, C++ ou Fortran) au sein des fonctions de Matlab. Cette technique
est malgré tout assez limitée dans le cas de la POO et est donc réservé aux fonctions
de bas niveau. Enfin, un argument majeur dans le choix de cettedémarche repose sur
l’idée qu’une programmation propre dans un langage maitrisé vaut mieux qu’une
programmation maladroite dans un langage plus puissant mais non maitrisé.

4.2 Structure du code EF

Dans ce paragraphe, nous présentons et justifions brièvement l’architecture du
code EF orienté objet développé. Notons que cette architecture n’est évidemment
pas attachée au langage Matlab. Des diagrammes UML partiels sont représentés
afin de détailler certaines classes d’objets [Bersini 2002]. Le formalisme usuel pour
représenter les notions d’héritages, d’agrégation, decomposition ... est utilisé. Le
nom des classes d’objet sont écrits en caractères majuscules italiques.
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Deux grandes architectures d’un code éléments finis existent en POO. La pre-
mière consiste à considérer des opérations sur des champs comme dans CAST3M
par exemple. La seconde, utilisée ici, repose sur une description plus morcelée des
éléments finis [Zimmermannet al. 1992, Dubois-Pèlerin et Zimmermann 1992 -
1993]. Ainsi, plus le découpage est fin et plus le code est flexible, mais plus le
temps passé à« manipuler» les données est conséquent. Une attention particulière
doit donc être portée sur ce point crucial lorsqu’il s’agit de traiter des problèmes de
grande taille.

L’architecture du code objet est représentée sur la figure2.8. Pour avoir une vi-
sion d’ensemble, seuls les noms des classes d’objets et de leurs liens y figurent. La
structure complète (objetSTRUCTURE) est découpée en sous-structures (SOUS-
STRUCTURE). Une sous-structure contient un ensemble de points (POINT), d’élé-
ments (ELEMENT) et est définie de façon à avoir un comportement matériau(MA-
TERIAU) unique.À chaque élément est associé une technique d’intégration (IN-
TEGRATION) qui lui est propre. Concernant la définition du problème,un objet de
typeMODE CALCpermet de spécifier le type de problème étudié (contrainte plane,
déformation plane, thermique, Fourier, ...), la dimension du problème, les champs
inconnus et les directions de dérivation attachés au mod`ele mécanique continu uti-
lisé (3D, poutre, plaque, coque, ...) et d’autres paramètres tels que les notations de
Voigt utilisées.

4.3 Sous-structuration : nouvelles classes d’objets

Pour l’implantation d’une méthode de décomposition de domaine telle que l’ap-
proche micro-macro deux objets« mécaniques» supplémentaires doivent être dé-
finis : les sous-domaines (SOUSDOMAINE) et les interfaces (INTERFACE). Un
sous-domaine pouvant représenter une partie de la structure avec des comporte-
ments matériau différents (un VER par exemple), la classeSOUSDOMAINE de-
vient une sous-classe de la classeSTRUCTURE(Figure 2.9) et en hérite toutes les
méthodes. L’interface quant à elle doit permettre de faire dialoguer deux objets
SOUSDOMAINE entre eux c’est-à-dire, plus généralement, deux objetsSTRUC-
TURE entre eux. Plus précisément, il s’agit de faire dialoguerles deux bords en
vis-à-vis de deux sous-structures. L’objetINTERFACEcontient donc deux objets
STRUCTUREassociées au bord des sous-domaines voisins (Figure 2.10). Le fait
qu’une interface puisse avoir sa propre discrétisation (voir paragraphe 1.3.2), dans
une méthode de décomposition de domaine mixte, conduit àcalculer un certain
nombre de matrices permettant le« dialogue» entre les sous-domaines via les in-
terfaces. En particulier, l’admissibilité cinématiquedu champuE sur le bord d’une
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sous-structureΩE et du déplacementWE de l’interfaceΓEE′ (Figure 2.2) :

∀F ∗∈FEE′,h,

∫

ΓEE′

F ∗ · (uE −WE)dΓ = 0 (2.20)

doit être traduite. Si les quantités d’interface sont discrétisées sous la formeF (x) =∑
i∈NΓ

ψi(x) f i
et le champ de déplacement d’une sous-structureΩE sous la forme

uE(x) =
∑

i∈N ϕi(x) uE(xi) , l’équation (6.2) conduit, après discrétisation, au sys-
tème :

[NEE′][BEE′][uE ] = [MEE′][WE] (2.21)

où [BEE′] est la matrice de restriction booléenne des inconnues nodales [uE ] de
la sous-structureΩE au bordΓEE′, [NEE′]ij = (ψi , ϕj|Γ

EE′

)ΓEE′
est la matrice de

projection et[MEE′]ij = (ψi , ψj|Γ
EE′

)ΓEE′
la matrice de masse de l’interface.[WE]

est le vecteur des inconnues nodales en déplacement deΓEE′. De la même manière,
l’admissibilité cinématique du champuE′ de la sous-structureΩE′ en vis-à-vis et du
déplacement bordWE′ de l’interfaceΓEE′ doit être écrite. Ainsi, pour chaque inter-
face, une matrice de restriction booléenne et une matrice de projection doivent être
calculées de chaque côté de l’interface. Pour déterminer ces différentes matrices, les
maillages bord des deux sous-domaines sont stockés au niveau de l’objet interface
correspondant (Figure 2.11).

4.4 Implantation de l’approche micro-macro

Dans l’approche micro-macro, des méthodes propres à l’approche sont à im-
planter au niveau des objetsSOUSDOMAINEet INTERFACE. En particulier, pour
un objetINTERFACE(Figure 2.10), une méthode permet de créer le type de projec-
teur désiré : linéaire, quadratique, cubique, ... Pour ce faire, un certain nombre de
données géométriques telles que le centre de gravité etla base principale d’inertie
de l’interface sont utilisées. Une autre méthode permet de résoudre l’étape locale
sur l’interface de façon à vérifier le comportement (parfait, contact avec ou sans
frottement, condition limite, ...) qu’elle doit modéliser.

Pour un objetSOUSDOMAINE associé àΩE, il est nécessaire de déterminer
la matrice de raideur[KE ], les matrices de restriction booléenne[BEE′] pour cha-
cune de ses interfaces voisines et la matrice de rigidité d’interface[kE ] faisant in-
tervenir le paramètrek de direction de recherche. Enfin, il convient de calculer
l’opérateur homogénéisé[LF

E ]. Toutes ces quantités peuvent être calculées dans une
phase de calcul préliminaire, y compris[KE] puisque nous nous intéressons ici à
des problèmes d’élasticité linéaire.

Enfin concernant l’implantation de la stratégie de résolution proprement dite,
une nouvelle méthode associée au solveurLATIN est introduite au niveau de la

84 Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



4 Implantation dans un code orienté objet

classeSTRUCTUREqui contient l’ensemble des sous-domaines partitionnant le
problème. Une méthode permet également de définir une valeur optimisée [Violeau
2003] ou approchée (k = αE/L où E est le module d’Young,L une dimension
caractéristique de l’interface etα = 10 en pratique [Loiseau 2001]) du paramètre
de direction de recherche pour chaque interface.
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Figure 2.8: Diagramme UML partiel du code éléments finis
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Figure 2.9: Diagramme UML partiel de la classeSTRUCTUREet de son descendant
SOUSDOMAINE

Figure 2.10: Diagramme UML partiel de la classeSTRUCTUREet de la classeIN-
TERFACE
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objetINTERFACE

ΩE ΩE′

FE FE′

WE WE′

[NEE′ ][NE′E ]

Figure 2.11: Chaque objetINTERFACEcontient les maillages bords de ses sous-
domaines voisins. Une interfaceΓEE′ contient alors toute l’informa-
tion nécessaire pour calculer les matrices de projection[NEE′] de part
et d’autre de l’interface.
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CHAPITRE

3 Choix du raccord
entre zone locale et
zone globale

Dans ce chapitre, on s’intéressèa la question du raccord̀a effectuer pour coupler
une description fine (microscopique) et une description grossìere (macroscopique).
Deux types de raccord sont proposés et illustŕes. Une façon simple de les prendre
en compte au sein de l’approche micro est détaillée. Le chapitre conclut sur la mise
en place d’un estimateur d’erreur a posteriori permettant d’ évaluer la qualit́e du
raccord et de guider le choix de la taille de la zone d’intérêt à raffiner.
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3 Choix du raccord entre zone locale et zone globale

L’enjeu d’une analyse locale-globale est double. Elle doitpermettre non seule-
ment d’accéder à une bonne approximation de la solution dans la zone d’intérêt
où surviennent des phénomènes localisés autour de détails structuraux, mais aussi
de voir l’impact de ces détails sur la réponse globale de lastructure. Une stratégie
locale-globale permettant un dialogue micro-macro est donc nécessaire. L’aspect
multiéchelle de la question est traité dans cette partie avec l’approche micro-macro
décrite dans le chapitre 2.

Partitionner la structure en sous-structures et interfaces est une façon naturelle
de faire la distinction entre la zone de la structure où une analyse fine est requise
et les zones où une description grossière est« suffisante» (Figure 3.1).À l’échelle

sous-structure« grossière»

sous-structure« fine»

interface

Figure 3.1: Analyse locale-globale et sous-structuration

de la microstructure, le problème du raccord de deux descriptions différentes de la
solution entre zone fine et zone grossière se pose alors. L’interface et la façon d’in-
troduire l’aspect multiéchelle dans l’approche micro-macro permettent de répondre
efficacement à ce problème. Du point de vue technique, une approximation par
éléments finis de la solution conduit alors à la problématique du raccord de maillages
incompatibles.

Après un bref rappel de quelques techniques permettant la connexion de mailla-
ges incompatibles, nous proposons une méthode de raccord `a fort contenu méca-
nique basée sur le principe de Saint-Venant qui peut-êtrefacilement pris en compte
par un nouveau comportement d’interface dans l’approche micro-macro. Des exem-
ples illustrent la pertinence d’un tel raccord. Enfin, une analyse locale-globale néces-
sitant la définition arbitraire d’une zone fine et d’une zonegrossière, il peut être
intéressant de mettre en place un estimateur d’erreura posterioripermettant de ju-
ger de la qualité de la solution.
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1 Traitement des maillages incompatibles : un bref
état de l’art

1.1 Méthodes ǵenérales

Dans le cadre de la méthode des éléments finis en déplacement sans décom-
position de domaine, le principe général de connexion de maillages incompatibles
[Quiroz 1993] est d’écrire une relation linéaire entre les degrés de liberté de part
et d’autre de l’interface de raccord puis d’imposer cette relation dans les équations
d’équilibre du problème. Cette relation peut être imposée de diverses manières :

– Méthode d’élimination directe : une partie des degrés de liberté connectés
sont écrits en fonction des autres à l’aide des relations `a imposer puis éliminés
dans les équations d’équilibre,

– Méthode de pénalisation : Les relations sont imposées `a l’aide d’un paramètre
de pénalisation de telle sorte que plus sa valeur est élev´ee plus les relations
sont vérifiées. Cette méthode entraı̂ne des problèmes numériques lorsque le
paramètre de pénalisation est élevé,

– Méthode des multiplicateurs de Lagrange : des inconnues supplémentaires,
homogènes à des efforts, sont ajoutées sur l’interface de façon à forcer les
relations à imposer,

– Méthode du Lagrangien Augmenté : cette méthode est une combinaison des
deux précédentes pour laquelle il n’est pas nécessaire que le paramètre de
pénalisation soit très élevé pour que les relations soient imposées correcte-
ment [Sassi 1993].

De même, il existe diverses méthodes pour écrire les relations de connexion
entre les degrés de liberté de part et d’autre de l’interface :

– Collage homogène : une relation linéaire directe est écrite entre un degré de
liberté d’un nœud d’un maillage et ceux de l’élément de l’autre maillage
en face duquel il est placé. Cette méthode nécessite une bonne compatibi-
lité géométrique entre les deux surfaces et peut conduire à des problèmes de
blocage,

– Utilisation d’une discrétisation intermédiaire sur l’interface elle-même. Dans
ce cas, une interpolation des déplacements sur l’interface est choisie et deux
approches peuvent être utilisées pour la connexion :
• liaisons discrètes : réalisation d’un collage homogènede chaque maillage

bord de l’interface, puis élimination des degrés de liberté de l’interface,
• liaisons continues : les écarts entre les champs de déplacement sur les

maillages bords et celui sur l’interface sont minimisés (par un méthode
des moindres carrés, par exemple). Cette approche à l’avantage d’assouplir
les conditions de connexion et donc d’éviter les éventuels blocages. On
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3 Choix du raccord entre zone locale et zone globale

pourra citer la méthode des éléments d’interface (Interface Element Me-
thod (IEM)) [Kim 2002] où le recollement est assuré par la méthode des
moindres carrés mouvants (MLS).

1.2 Méthodes de d́ecomposition de domaine

Dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine, les problèmes par
sous-structures sont indépendants. Les conditions de recollement en effort ou en
déplacement ne concernent que le« squelette» des interfaces sur lequel le problème
est condensé. Plus précisément, le problème de recollement est un problème local
sur les interfaces. L’idée consiste alors à vérifier au mieux les conditions de trans-
mission en effort ou en déplacement suivant la méthode, que les discrétisations bord
des sous-structures soient compatibles ou non.

Une façon classique d’imposer un recollement en déplacement est d’utiliser des
multiplicateurs de Lagrange sur l’interface [Park et Felippa 2000]. Considérons le
cas du recollement de deux sous-structures par multiplicateur de Lagrange (Fi-
gure 3.2). On suppose que les champs de déplacements et de multiplicateurs de

Γ1,2

λ

Ω(1)

Ω(2)

Figure 3.2: Méthode des mutliplicateurs de Lagrange pour un problème sous-
structuré

Lagrange sont discrétisés sur une base de fonctions de forme éléments finis appro-
priées comme suit :

u(s)(x) =

N
(s)
u∑

i=1

ϕi(x) u
(s)
i et λ(x) =

Nλ∑

i=1

ψi(x)λi

oùN (s)
u représente le nombre de nœuds de la discrétisation bord dela sous-structure

s etNλ représente le nombre de nœuds de la discrétisation des multiplicateurs de
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Lagrange. En pratique, une seule discrétisation pour les multiplicateurs est choisie
sur l’interface. Le problème discrétisé à résoudre s’écrit alors :

[K(s)][u(s)] = [F (s)] − [B(s)]T [λ]
Ns∑

s=1

[B(s)][u(s)] = 0

où [K(s)], [u(s)] et [F (s)] sont respectivement la matrice de raideur, le vecteur dépla-
cement et le vecteur des efforts généralisés associés `a la sous-structureΩ(s). La
matrice[B(s)] assure la continuité des déplacements au sens faible. Un terme de
cette matrice s’écrit :

[B(s)]ij = sign(n(s))

∫

∂Ω(s)

ψi(x)ϕj(x)dΓ

où n(s) est la normale sortante sur le bord deΩ(s). [λ] représente le vecteur des
multiplicateurs de Lagrange et représente les forces nécessaires pour recoller les
sous-structures entre elles.

Le choix de l’espace d’approximation des multiplicateurs de Lagrange est pri-
mordial. En pratique, sur une interface entre deux sous-domaines, les multiplica-
teurs de Lagrange peuvent être approximés en utilisant :

– des fonctions linéaires ou constantes par morceaux. Ce choix conduit à la
méthode mortar [Bernardiet al.1990] qui repose sur des bases mathématiques
solides permettant d’en assurer la convergence,

– des fonctions polynomiales ou des fonctions polynomialespar morceaux sur
l’interface [Farhat et Géradin 1992, Rixenet al.1998] :

λj
i =

p∑

i=1

λj
i ξ

i

où ξ est l’abscisse curviligne sur le morceauj de l’interface. Le choix du
degrép des polynômes ainsi que du découpage de l’interface est alors basé sur
la régularité supposée de la solution sur l’interface derecollement. Il est alors
possible de recoller deux sous-structures sans problèmesde blocage avec re-
lativement peu de multiplicateurs de Lagrange si la solution est relativement
régulière, c’est-à-dire si le raccord a lieu suffisamment loin des détails struc-
turaux.

Cette idée de recoller des maillages incompatibles sur desespaces polynomiaux
est également exploitée par Duarte [Duarteet al.2005] via la méthode de la partition
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3 Choix du raccord entre zone locale et zone globale

de l’unité. Une partition de l’unité particulière qui conduit à des degrés de liberté
globaux à l’interface de raccord est proposée. L’auteur qualifie cette partition de
l’unité de Clustered Finite Element Partition of Unity(Figure 3.3). Des fonctions
d’enrichissement polynomiales sont alors choisies.

FE PU

Clustered FE PU

Figure 3.3: Partition de l’unité éléments finis uniforme– Clustered Finite Element
Partition of Unity– pour le recollement de maillages incompatibles

� Bilan
Dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine, leproblème du rac-
cord de maillages incompatibles semble traité de façon efficace par l’introduc-
tion de multiplicateurs de Lagrange approximés par une base de fonctions po-
lynomiales par morceaux. Le recollement sur un espace intermédiaire de faible
dimension permet non seulement de faire intervenir un nombre réduit de mul-
tiplicateurs mais aussi de ne pas générer de blocage. En revanche, le choix
du degré des polynômes doit être guidé par des considérations mécaniques et
mathématiques liées à la régularité de la solution dans la zone de raccord.

2 Nouveaux« comportements» d’interface

Le paragraphe 1 a montré que le raccord de deux descriptionséléments finis
différentes doit être fait sur des espaces permettant de transmettre l’« essentiel» de
l’information sans générer de problèmes de blocages ou de sur-contraintes. Autre-
ment dit, la qualité de la solution dépend fortement de ce raccord qui doit alors se
faire sur des quantités mécaniques pertinentes, des quantités« effectives». Afin de
répondre à ce problème, nous proposons de raccorder deuxsous-structuresΩE et
ΩE′ présentant une incompatibilité de maillage, sur les quantités macro d’interface.

Considérons la base macroscopique linéaire de la figure 2.6 permettant d’ex-
traire les efforts macroscopiquesFM sur une interface à partir de la distribution
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2 Nouveaux« comportements» d’interface

d’effort F . Les vecteurs de baseeM
1 , eM

2 et eM
3 extraient les efforts généralisés

(résultante et moment) au sens de la théorie exacte des poutres [Ladevèze et Sim-
monds 1998]. Notons que cette extraction est possible quelles que soient les discréti-
sations de part et d’autre de l’interface. Aussi, pour raccorder les efforts et déplace-
ment d’interface de part et d’autre de celle-ci, nous proposons le nouveau« com-
portement» d’interface suivant :

� Interface de raccord à effort micro nul
Les déplacements sont continus à travers l’interface et les efforts sont en équilibre
au sens macro du terme. La relation de comportement se traduit par les équations :

{
FM

E + FM
E′ = 0

WM
E −WM

E′ = 0
et

{
Fm

E = 0
Fm

E′ = 0
∀M ∈ΓEE′

Par dualité, nous proposons aussi le raccord suivant :

� Interface de raccord à déplacement micro nul
Les déplacements sont continus à travers l’interface et les efforts sont en équilibre
au sens macro du terme. La relation de comportement se traduit par les équations :

{
FM

E + FM
E′ = 0

WM
E −WM

E′ = 0
et

{
Wm

E = 0
Wm

E′ = 0
∀M ∈ΓEE′

On remarquera que le raccord à effort micro nul correspond `a un raccord en
« moyenne» de déplacement alors que le raccord à déplacement micro nul corres-
pond à un raccord en« moyenne» d’effort. La définition de moyenne étant ici liée à
la définition de la base macroscopique sur laquelle on raccorde les quantités. Dans
le cas d’une base macro linéaire, il faut entendre par« moyenne» d’une quantité, sa
partie linéaire ; ce qui est une définition classique de la moyenne. Dans le cas d’un
projecteur cubique, il faut entendre par« moyenne» d’une quantité, sa partie cu-
bique. Notons que, par construction (voir paragraphe 2.2 duchapitre 2), cette base
cubique contient les vecteurs de base de la base macro linéaire.

Ces relations de comportement sont utilisées pour décrire le comportement d’in-
terfaces incompatibles. Elles sont facilement prises en compte au niveau de l’étape
locale de la stratégie décrite dans la partie 3 du chapitre2. On remarquera que
du point de vue de l’implantation, raccorder les quantitésmacro revient tout sim-
plement à raccorder les composantes des quantités d’interface dans la base macro.
Ainsi pour raccorder les déplacements macro, on raccorde les composantes de trans-
lations, rotations, allongement, ... En d’autres termes, le raccord des quantités macro
d’interface peut être vu comme un raccord sur des degrés deliberté macro qui sont
globaux à l’interface.
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Remarque: On notera que, pour ces deux raccords, les conditions de conver-
gence de laLATIN sont respect́ees. Ainsi,̀a convergence, les relations de comporte-
ment d’interface incompatibles préćedentes sont vérifiées.

3 Illustration du principe de Saint-Venant

Afin de confronter les deux raccords proposés dans le paragraphe 2 précédent
et d’en illustrer les performances, considérons l’exemple d’une plaque comportant
un trou libre d’effort soumise à une sollicitation de traction (Figure 3.4). Le choix

ΩE
ΩE′

(a) Définition des sous-structures (ΩE etΩE′ ) et des
quatre interfaces entourantΩE

(b) Maillage de référence

(c) Maillage incompatible

Figure 3.4: Plaque comportant un trou libre d’effort soumise à une sollicitation de
traction

des sous-structures est décrit sur la figure 3.4(a) : la sous-structureΩE correspond
à la zone d’intérêt et est entourée de quatre interfaces. Le maillage incompatible
utilisé pour le calcul est illustré sur la figure 3.4(c) et le maillage de référence
est représenté sur la figure 3.4(b). Notons que la définition d’une référence pour
la problèmatique du raccord de discrétisations différentes n’est pas évidente. Les
problèmes discrétisés correspondant aux maillages conforme et non-conforme étant
différents, les solutions approchées ne sont pas les mêmes. Aussi, à l’erreur due au
raccord utilisé pour le maillage incompatible, une erreurde pollution vient se rajou-
ter. Pour limiter ce problème deux précautions ont été prises. La première consiste
à utiliser la même discrétisation éléments finis dans la zone d’intérêt pour les deux
maillages. La seconde consiste à faire le raccord suffisamment loin du trou afin
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3 Illustration du principe de Saint-Venant

d’obtenir une solution suffisamment régulière au niveau du raccord pour être décrite
par le maillage grossier deΩE et ainsi limiter l’erreur de pollution. Nous verrons
que malgré cette dernière précaution qui peut sembler très restrictive pour comparer
nos deux types de raccord, les résultats sont très significatifs.

Pour les quatre interfaces incompatibles entourant la sous-structureΩE, nous
utilisons successivement le raccord à effort micro nul et le raccord à déplacement
micro nul. Pour chacune de ces interfaces, un projecteur macro qui extrait la partie
linéaire est mis en œuvre. Les figures 3.5 et 3.6 représentent respectivement les dis-
tributions de déplacementsWE et d’effortsFE sur les interfaces entourantΩE. Les

(a) Raccord à effort micro nul (b) Raccord à déplacement micro nul

Figure 3.5: DéplacementWE d’interface pour les deux raccords. La référence est
en pointillés.

(a) Raccord à effort micro nul (b) Raccord à déplacement micro nul

Figure 3.6:Éffort FE d’interface pour les deux raccords. La référence est en poin-
tillés.
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traits pointillés représentent la solution obtenue par le calcul mené sur le maillage
de référence qui utilise un raccord parfait sur ces interfaces. La figure 3.5(b) montre
bien que le déplacement d’interfaceWE, à convergence, est linéaire sur chaque
interface et que, par conséquent, le déplacement microWm

E est nul. De même, la
figure 3.6(a) illustre parfaitement le raccord à effort micro : l’effort d’interfaceFE,
à convergence, est linéaire sur chaque interface.

Considérons la carte d’erreur en énergie par rapport à laréférence pour la sous-
structureΩE (Figure 3.7). On constate que, pour le raccord à effort micro nul, les

SCAL

> 3.14E−07

< 6.10E−04

 5.08E−06

 3.36E−05

 6.22E−05

 9.08E−05

 1.19E−04

 1.48E−04

 1.76E−04

 2.05E−04

 2.34E−04

 2.62E−04

 2.91E−04

 3.19E−04

 3.48E−04

 3.76E−04

 4.05E−04

 4.34E−04

 4.62E−04

 4.91E−04

 5.19E−04

 5.48E−04

 5.76E−04

 6.05E−04

(a) Raccord à effort micro nul

SCAL

> 2.08E−06

< 1.06E−03

 1.03E−05

 5.99E−05

 1.09E−04

 1.59E−04

 2.09E−04

 2.58E−04

 3.08E−04

 3.57E−04

 4.07E−04

 4.57E−04

 5.06E−04

 5.56E−04

 6.05E−04

 6.55E−04

 7.04E−04

 7.54E−04

 8.04E−04

 8.53E−04

 9.03E−04

 9.52E−04

 1.00E−03

 1.05E−03

(b) Raccord à déplacement micro nul

Figure 3.7: Carte d’erreur relative en énergie par rapportà la référence. Le raccord
à effort micro nul conduit à une erreur nulle dans la zone d’intérêt (au-
tour du trou) et à une localisation des erreurs au niveau du raccord. Le
raccord à déplacement micro nul localise l’erreur dans lazone d’intérêt.

erreurs sont localisées près du bord (Figure 3.7(a)) et non près du trou comme c’est
le cas du raccord à déplacement micro (Figure 3.7(b)). En d’autre terme, le rac-
cord à effort micro conduit à la solution intérieure de Saint-Venant qui est cor-
recte loin du raccord. Cet exemple montre que le raccord à effort micro nul donne
une équivalence en terme de torseurs d’effort (résultantes et moments) sur la zone
d’intérêt avec le chargement obtenu dans le problème de référence. On remarquera
que, bien que le raccord à déplacement micro nul semble mieux approcher les quan-
tités d’efforts d’interface de référence (Figure 3.6(b)), la partie linéaire correspon-
dante ne conduit pas au même torseur équivalent que celui de référence. En effet,
rappelons que, pour un déplacement d’interface, la base macro extrait uniquement
les mouvements de corps rigides de l’interface (translations et rotations) ainsi que
son allongement ; ce qui ne correspond pas aux déplacementsgénéralisés tels qu’ils
sont définis dans la théorie exacte des poutres [Ladevèzeet Simmonds 1998] et qui
conduiraient à la localisation des contraintes et des déformations autour du trou.
Dans la suite, nous considérerons systématiquement le raccord à effort micro nul,
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3 Illustration du principe de Saint-Venant

c’est-à-dire le raccord en résultante et moment, pour raccorder des descriptions fine
et grossière de la solution.

Remarque 1: La définition de la base macro qui repose sur le principe de Saint-
Venant illustŕe ici, explique non seulement l’extensibilité nuḿerique de la strat́egie
mais aussi les performances de l’approche. En effet, la basemacro est telle qu’elle
extrait syst́ematiquement les moments et résultantes d’effort sur chaque interface.
Elle contient toujours les vecteurs de baseeM

1 , eM
2 and eM

3 . Par conśequent, les
effets des efforts micro« résiduels» (à torseur d’effort nul par d́efinition) d’inter-
face,Fm

E , restent localiśes dans les sous-domaines voisins de l’interface considérée.
Précisons ńeanmoins, que cette dernière affirmation est valable sous la condition
que la microstructure de chaque sous-domaine n’ait pas d’effet à grande longueur
de variation et n’affecte que localement la solution.

Remarque 2: L’hypothèse faite sur les parties micro pour les deux raccords (ef-
fort micro nul ou d́eplacement micro nul) sépare le traitement deśechelles de la
même façon que la condition de périodicité du d́eplacement micro pour la théorie
de l’homoǵeńeisation ṕeriodique. Ainsi, pour le raccord̀a effort micro nul par
exemple, la relation de découplage(2.3)conduità un probl̀eme microscopique sur
la sous-structureΩE qui n’est alors soumise qu’à un chargement macro :

Problème 10 TrouveruE ∈ UE,ad qui vérifient :

∀u∗ ∈ UE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(
K"(uE)"(u∗))dΩ =

∫

ΩE

f
d|ΩE

· u∗dΩ +

∫

∂ΩE

FM
E · u∗|∂ΩE

dΓ

La résolution de ce problème pour une śerie de sollicitations d’effort macro donnés,
FM

E , permet de d́eterminer un nouveau comportement homogéńeiśe de la sous-
structure associé à l’hypoth̀ese effort micro nul. Un nouveau problème macro peut
ainsi être d́efini. Par localisation, on peut alors reconstruire la solution microsco-
piqueuE dans la sous-structure. La procédure de ŕesolution est donc similairèa
celle utiliśee dans la th́eorie de l’homoǵeńeisation ṕeriodique d́ecrite au para-
graphe 1.1.1 du chapitre 1. Une formulation du problème peut̂etre ŕeécrite dans
laquelle la conditionFm

E = 0 est impośeeà l’ étape lińeaire (cette relation fait alors
partie du groupe d’́equationAd de la ḿethodeLATIN ) et non plus̀a l’ étape locale
pour les interfaces incompatibles.

Remarque 3: Le raccord à effort micro nul correspondant̀a un raccord en
moyenne de d́eplacement, restituèa la zone d’int́erêt une souplesse sur ses bords
« réaliste». Un constat similaire áegalement́et́e remarqúe dans les travaux de Cor-
nuault [Cornuault 1987] sur le postflambage de mailles« galbées» de fuselage.
Dans cettéetude, le probl̀eme est pośe comme un problème d’homoǵeńeisation en
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non-linéaire ǵeoḿetrique òu l’on exprime d’une part les conditions de réṕetitivité,
et d’autre part des conditions de déformations moyennes, issues d’un calcul glo-
bal, auxquelles est soumise la maille. Ce type de conditionsmixtes,à rapprocher
du raccordà effort micro nul, conduit̀a une bonne estimation de la charge cri-
tique de flambage contrairementà un calcul avec conditions aux limites rigides
(déplacements imposés).

4 Estimateur d’erreur en raccord a posteriori

Dans l’exemple de la plaque trouée traité dans le paragraphe précédent, la solu-
tion autour du trou correspond à la somme de la solution à grande longueur d’onde
(solution de Saint-Venant) et de la solution localisée dueau trou à condition que
les effets de bords dus au raccord restent localisés près des bords et ne soient pas
trop pénétrants. En d’autres termes, le raccord doit être suffisamment loin du trou
et la zone où une description fine est requise doit être suffisamment large. Dans la
méthode de projection de Dirichlet hiérarchique détaillée dans le paragraphe 1.2.1
du chapitre 1, la mise en place d’un estimateur de qualitéa posterioripermet de
définir la taille de cette zone.

Dans l’approche micro-macro, on propose un estimateur d’erreur bâti sur le
non respect de la continuité en déplacement micro par interface pour les interfaces
incompatibles délimitant la zone d’intérêt et pour lesquels un raccord à effort micro
nul est utilisé. Afin de savoir dans quelle direction étendre la zone décrite finement
(Figure 3.8), un estimateur d’erreur par interface est proposé et peut s’écrire de la
façon suivante :

ξΓEE′
=

‖Wm
EE′ −Wm

E′E‖ΓEE′

‖WEE′‖ΓEE′
+ ‖WE′E‖ΓEE′

où ‖W‖ΓEE′
=

∫

ΓEE′

W ·WdΓ

La valeur du critère associé à cet estimateur reste cependant à déterminer. La vérifi-
cation du critère traduit le fait que la solution du problème au niveau du raccord
présente la même régularité que celle décrite par la base macroscopique. En d’autres
termes, la base macro permet de bien représenter la solution au niveau du raccord
et l’erreur de pollution peut être supposée suffisamment faible.

5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux raccords permettant de« connecter»
une description fine et une description grossière quelle que soit la discrétisation des
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Figure 3.8: Illustration de la procédure de raffinement de la description pour l’indi-
cateur d’erreurξΓEE′

par interface basé sur le non respect de la conti-
nuité des déplacements micro d’interface. Ici, le critère étant atteint sur
les quatre interfaces entourant la sous-structure contenant le trou, les
quatre sous-structure grossières adjacentes sont raffin´ees.

deux zones à recoller. Ces deux raccords sont basés sur la vérification des condi-
tions de transmission en effort et déplacement au sens macroscopique du terme.
Cette connexion de maillage est ainsi effectuée sur des quantités effectives que sont
les torseurs d’effort, pour le raccord à effort micro nul, ou les mouvements de corps
rigide sur les interfaces, pour le raccord à déplacement micro nul. Basé sur le prin-
cipe de Saint-Venant, le raccord à effort micro nul permet de retrouver la solution
intérieure dans la zone d’intérêt contrairement au raccord à déplacement micro nul.
Il a été montré que la prise en compte de ces raccords dans l’approche micro-macro
au niveau de l’étape locale de la stratégie sous la forme d’un nouveau comportement
d’interface ne pose pas de difficulté particulière. Dans la suite, nous considérerons
systématiquement le raccord à effort micro nul, c’est-à-dire le raccord en résultante
et moment, pour raccorder des descriptions fine et grossière de la solution.

Enfin, un estimateur d’erreura posteriori, basé sur le non respect de la continuité
en déplacement micro par interface pour les interfaces incompatibles, a été proposé
afin d’évaluer la qualité du raccord. Il constitue un indicateur intéressant permettant
de définir la taille de la zone à raffiner et contrôler la localisation des effets du détail
(trou, fissure ...) que l’on souhaite étudier.
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Deuxième partie

Approche micro-macro pour la
fissuration
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Dans cette deuxième partie, nous nous intéressons̀a l’analyse multíechelle pour
la fissuration proprement dite. La présence de la fissure soulève alors de nouvelles
questions concernant la séparation deśechelles macro et micro ainsi que de leur
définition. Le probl̀eme de ŕef́erence en fissuration de fatigue est d’abord présent́e
ainsi que la loi de propagation utiliśee par Dassault Aviation. Cette présentation
du cadre de l’́etude est suivie de trois chapitres :
• Le chapitre 4 d́efinit deśechelles macroscopiques et microscopiques adaptées au

suivi de fissure et eńetudie les performances.
• Le chapitre 5 pŕesente le traitement de la microstructure par la X-FEM. Les choix

d’implantation et la validation de la ḿethode au sein du code de calcul sont
expośes et discut́es.

• Enfin, le chapitre 6 s’int́eresse aux performances de la stratégie dans sa glo-
balité. L’utilisation combińee de l’approche micro-macro et de la X-FEM est
ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation de fissure en fatiguequi
intéressent Dassault Aviation.
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Problème de
r éférence en
fissuration de fatigue

Cette partie d’introduction formule le problème de ŕef́erence en fissuration de fa-
tigue. La loi de propagation utiliśee par Dassault Aviation est spécifiée. Il est montŕe
que le probl̀emeà résoudre revient̀a la résolution d’une succession de problèmes
d’élasto-statique ; ce qui nous place dans le cadre mécanique utiliśe pour pŕesenter
l’approche micro-macro (voir chapitre 2).

On considère l’équilibre quasi-statique d’une structure fissurée qui occupe un
domaineΩ deR2 sous les hypothèses des petites perturbations en régime isotherme.
Cette structure est soumise à tout instantt appartenant à l’intervalle d’étude[0, T ] à
des forces volumiquesf

d
et à des forces surfaciquesF d sur une partie de sa frontière

∂2Ω. Sur la partie complémentaire∂1Ω, le déplacementud est imposé (Figure 3.9).
La fissure décrite par ses lèvresΓ+ et Γ− est supposée libre d’effort. Les quantités
indicées« d » sont des données. Les déplacements et vitesses vérifientde plus des
conditions initiales ent = 0. Enfin, on supposera que la structure a un comporte-
ment élastique.
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Ω

ud

F d

f
d

Γ+

Γ−

Figure 3.9: Schématisation du problème de fissuration de référence

Problème de ŕeférence

L’écriture du problème quasi-statique de fissuration s’´enonce alors de la façon
suivante :

Problème 11 Trouveru(M, t) et ,�(M, t) définis surΩ × [0, t] et les param̀etres
d’évolution de la fissure{ai(t)}i=1..n ∈ A[0,t] qui vérifient :

– leséquation de liaisons et les conditions limites :u ∈ U [0,t]

∀t ∈ [0, t], u = ud sur ∂1Ω

∀M ∈ Ω(t), u|t=0 = u0 et u̇|t=0 = v0

– leséquations d’́equilibre :�∈S [0,t]

∀t ∈ [0, t], ∀u∗ ∈ U [0,t]
0 ,

∫

Ω(t)

Tr
(�"(u∗))dΩ =

∫

Ω(t)

f
d
·u∗dΩ+

∫

∂2Ω(t)

F d ·u∗dΓ

– la relation de comportement :

∀t ∈ [0, t], ∀M ∈Ω(t), � = K" avec " = "(u) déf
=

1

2
(∇u+ ∇uT )

– la loi d’évolution de la fissure :

∀t ∈ [0, t], ({ai}i=1..n) = f(G(t, {ai}i=1..n), Gc) (3.1)

où U [0,t] et S [0,t] représentent les espaces où sont cherch́es les d́eplacements et les
contraintes.U [0,t]

0 est l’espace vectoriel associé à U [0,t]. K est le tenseur de Hooke.
La loi d’évolution de la fissure estécrite ici d’une façon tr̀es formelle comme une
relation f entre des param̀etres caract́erisant la ǵeoḿetrie de l’avanćee quasi-
statique de la fissure{ai}i=1..n et les taux de restitution courant et critiqueG et
Gc.
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Loi de propagation de fissures

� Quelques crit̀eres de propagation

Dans le reste de l’étude, nous nous intéressons à la propagation d’une fissure
sous chargement quasi-statique dans un milieu en état de contrainte plane ou de
déformation plane, de comportement élastique homogèneet isotrope et sous l’hy-
pothèse des petites perturbations (Figure 3.10). Cette propagation est caractérisée à
chaque instant par une direction et une« vitesse». Comme le chargement est quasi-
statique, il faut comprendre par vitesse la relation entre l’avancée de la fissure et
l’évolution du chargement.

x1

x2

θr

M

Γ

n

Figure 3.10: Paramétrage en pointe de fissure

Concernant la direction de propagation, différentes théories existent. Le critère
de la contrainte circonférentielle maximale,maximum hoop stress criterion[Erdo-
gan et Sih 1963], prédit une propagation de la fissure selon le plan sur lequel la
contrainte circonférentielleσθθ est maximale. Sur ce plan, le cisaillement est nul.
Le critère de l’énergie de déformation minimale,strain energy density criterion
[Sih 1973], prédit une propagation de la fissure dans la direction où l’énergie de
déformation est minimale. L’utilisation de l’un de ces deux critères ne nécessite que
la connaissance des facteurs d’intensité de contrainte courant en fond de fissure.

Le critère de symétrie locale,principle of local symmetry[Goldstein et Salga-
nik 1974], et le critère de restitution maximale d’energie, maximum energy release,
nécessitent quant à eux la connaissance des facteurs d’intensité de contrainte juste
après branchement. Les facteurs d’intensité de contrainte avant et après branche-
ment sont en effet différents. Le critère de symétrie locale prédit que la fissure se
propage de manière à annuler le second facteur d’intensité de contrainte juste après
branchement (K∗

II = 0). Quant au principe de restitution d’énergie maximale, il
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Problème de référence en fissuration de fatigue

impose que la propagation quasi-statique d’une fissure s’exécute dans la direction
qui maximise le taux de restitution d’energie G :

G =
K∗2

I

E∗
+
K∗2

II

E∗

oùE∗ est défini en fonction du module de YoungE et du coefficient de Poissonν
parE∗ = E en contrainte plane etE∗ = E/(1 − ν2) en déformation plane.K∗

I ,
K∗

II sont les facteurs d’intensités de contrainte juste aprèsbranchement. Ce principe
découle de l’hypothèse de base de la théorie de Griffith (existence d’une énergie de
rupture caractéristique du matériau et proportionnelleà la surface fissurée).

Les travaux de Leblond et de Amestoy [Leblond 1989, Amestoy et Leblond
1992] ont montré que les facteurs d’intensité de contrainte d’une fissure juste après
branchement (K∗

I ,K∗
II) dépendent uniquement des facteurs d’intensité de contrainte

juste avant branchement (KI ,KII) et de l’angleθ caractérisant le changement de la
direction et ce par une relation universelle de la forme :

K∗
I = F11(θ)KI + F12(θ)KII

K∗
II = F21(θ)KI + F22(θ)KII

où les quatre fonctionsFij sont des fonctions universelles. Ce résultat leur a per-
mis de comparer le critère de symétrie locale et le principe de restitution d’énergie
maximale et de conclure qu’ils sont proches mais différents [Amestoy et Leblond
1985 - 1992].

� Croissance de fissure par fatigue

Concernant l’avancée de fissure et pour la rupture en fatigue d’un matériau sou-
mis à une force périodique (Figure 3.11), on utilise classiquement la loi de Paris :

da

dN
= C

(
(1 −R)KIM

)m

où R =
Fm

FM
=
KIm

KIM
(3.2)

et où a représente l’avancée de fissure,N est le nombre de cycles etC et m
dépendent du matériau. C’est cette loi de propagation quiest utilisée dans les cal-
culs de rupture en fatigue par Dassault Aviation. La direction de propagation est
quant à elle déterminée par le critère de la contrainte circonférentielle maximale qui
se traduit par la relation suivante :

θc = 2 arctan

[
1

4

(
KI

KII
− sign(KII)

√( KI

KII

)2

+ 8

)]

où θc représente l’angle de bifurcation recherché. Remarquons que cette loi ne fai-
sant intervenir que les facteurs d’intensité de contrainte courants est complètement
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t

F

FM

Fm

Figure 3.11: Chargement de fatigue

explicite. On remarque aussi que l’évolution du chargement n’intervient plus. Le
pilotage se fait en nombre de cycles ou en avancée de fissure.Seule la géométrie
change et le calcul peut se faire pas à pas sur de nouvelles configurations du do-
maine. Dans cette étude, nous piloterons en avancée de fissure. Nous supposerons
aussi que cette avancée est décrite par deux paramètres géométriques : une avancée
a et un angleθc. Le trajet de fissure en 2D est ainsi décrit par une succession de seg-
ments de droite. La loi d’évolution de la fissure (voir équation (3.1)) s’écrit alors :

a = ad

θc = θc(KI , KII)

On trouvera en annexe B une présentation de la technique utilisée dans notre étude
pour extraire les facteurs d’intensité de contrainte à partir d’intégrales d’interaction
[Shih et Asaro 1988].

Remarque: Chez Dassault Aviation, comme chez tous les avionneurs, pour les
calculs de fatigue, des cas de chargements beaucoup plus complexes que le charge-
ment ṕeriodique illustŕe sur la figure 3.11 sont considérés. En fait, des« spectres»
de charges, quíequivalentà une suite de manoeuvres en vol (spectre de mission),
sontétudíes.

Réécriture du probl ème de ŕeférence

Le problème 11 de fissuration en fatigue revient alors à la résolution d’une suc-
cession de problèmes de statique. Ainsi, à chaque pas de propagation, la géométrie
étant connue, le problème à résoudre s’écrit :

Problème 12 Trouveru(M) et �(M) définis surΩ et le param̀etre d’́evolution de
la fissureθc ∈ R qui vérifient :
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– leséquation de liaisons :u ∈ U

u = ud sur ∂1Ω

– leséquations d’́equilibre :�∈S

∀u∗ ∈ U0,

∫

Ω

Tr
(�"(u∗))dΩ =

∫

Ω

f
d
· u∗dΩ +

∫

∂2Ω

F d · u∗dΓ

– la relation de comportement :

∀M ∈Ω, � = K" avec " = "(u) déf
=

1

2
(∇u+ ∇uT )

– la loi d’évolution de la fissure :

a = ad

θc = 2 arctan

[
1

4

(
KI

KII
− sign(KII)

√( KI

KII

)2

+ 8

)]

oùU etS représentent les espaces où sont cherch́es les d́eplacements et les contraintes.
U0 est l’espace vectoriel associé à U .

Le nombre de cyclesN (i) correspondant à une avancée de fissuread, au pasi de
propagation, est déterminé par la loi de Paris (3.2). Ainsi :

N (i) =
ad

C
(
(1 −R)K

(i)
I

)m où RFM = Fm et F d = FM
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CHAPITRE

4 Choix de la base
macroscopique

Une fissure ayant un effetà la fois au niveau local et au niveau global, la ques-
tion de la description de la cińematique et des efforts auxéchelles micro et macro
se pose. L’approche micro-macro est utilisée pour effectuer cette séparation des
échelles et la possibilité de choisir facilement différents projecteurs macroscopiques
dans la strat́egie est pleinement exploitée. Dans ce chapitre, différenteśechelles ma-
croscopiques et microscopiques adaptées au suivi de fissure sont ainsi proposées et
leurs performances sontétudíees.

Sommaire
1 Introduction de la discontinuit é à l’ échelle micro . . . . . . . . . 114
2 Introduction de la discontinuit é aux deuxéchelles . . . . . . . . 116

2.1 Définition d’une base macro discontinue . . . . . . . . . . . 116

2.2 Illustration de la séparation des échelles . . . . . . . . .. . 118

3 Influence de la base macro sur la convergence . . . . . . . . . . . 121
4 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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4 Choix de la base macroscopique

Dans l’approche micro-macro, le fait qu’une fissure ait une influence aussi bien
au niveau local qu’au niveau global soulève la question de la description de la
cinématique et des efforts aux deux échelles : micro et macro. Nous proposons
dans cette partie deux alternatives pour effectuer la séparation des échelles dans ce
contexte de fissuration. Afin que le problème macro conservela même structure,
une première possibilité consiste à n’introduire la discontinuité qu’au niveau mi-
cro. Les quantités macro sont alors continues et les quantités micro discontinues.
Un enrichissement de la cinématique macroscopique est alors proposé pour mieux
rendre compte de l’effet de la fissure au niveau global. L’autre alternative consiste
à introduire la discontinuité aux deux échelles. Les quantités micro et macro sont
alors discontinues.

Dans ce chapitre, nous proposons ainsi deux façons d’introduire la disconti-
nuité : soit au niveau micro uniquement soit aux deux niveaux micro et macro. Les
différents enrichissements de la base macro, continue dans un cas et discontinue
dans l’autre, sont illustrés. Les performances induites par ces différentes séparations
d’échelles sont discutées. En particulier, il est montr´e l’influence de ces enrichisse-
ments sur le taux de convergence de la stratégie itérativemicro-macro exposée au
chapitre 2. L’aspect propagation n’est pas abordé ici. Aussi, nous nous intéressons
essentiellement à la prise en compte et au traitement multiéchelle d’une fissure
donnée.

1 Introduction de la discontinuit é à l’ échelle micro

Afin que le problème macro global conserve la même structure au cours de la
propagation, un premier choix consiste à n’introduire la discontinuité qu’au niveau
micro. Par conséquent, sur une interfaceΓEE′ traversée par une fissure, les quantités
macroFM etWM sont continues, tandis que les quantités microFm etWm sont
discontinues.

Pour illustrer ce point, considérons l’exemple académique d’une structure com-
portant une fissure libre d’effort qui traverse une interface (Figure 4.1(a)). Le mail-
lage macro d’interface est montré en Figure 4.1(c) et le maillage micro sur chacune
des sous-structuresΩE etΩE′ est décrit en Figure 4.1(b). La déformée totale micro
et les déplacements macroWM

E obtenus avec une base macro linéaire (Figure 4.2(a))
montre queWM

E , contrairement à sa partie complémentaireWm
E , est continu. Afin

de mieux décrire la solution grossière, le même calcul est réalisé avec une base
macro cubique qui extrait les résultantes, les moments et les parties linéaire, qua-
dratique et cubique à la fois (voir paragraphe 2.2 du chapitre 2). Les résultats à
convergence en terme de déformée de la microstructure (Figure 4.2(b)), sont bien
entendu les mêmes qu’avec la base macro linéaire. Notons que compte tenu de la
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1 Introduction de la discontinuité à l’échelle micro

ΩE ΩE′

ΓEE′

(a) Sous-structures (ΩE etΩE′ ) (b) Maillage raffiné

(c) Maillage grossier - interfaces

Figure 4.1: Structure comportant une fissure libre d’effortqui traverse une interface

(a) Base macro linéaire (b) Base macro cubique

Figure 4.2: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour une base macro continue : la discontinuité est introduite uni-
quement au niveau micro.
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4 Choix de la base macroscopique

définition de la base macro sur une interface, l’opérateurhomogénéisé résultant
obtenu pour chaque sous-structure peut représenter une solution grossière tenant
compte de la présence de la fissure. Ainsi, ces opérateurs homogénéisés permettent
de représenter non seulement des états de contraintes homogènes mais aussi des
états de sollicitations à forts gradients tels que ceux induits par la présence d’une
fissure. Ce constat est d’autant plus vrai qu’on enrichit la base macro.

2 Introduction de la discontinuit é aux deuxéchelles

Dans le paragraphe précédent, la discontinuité en déplacement due à la fissure
n’est introduite qu’au niveau microscopique. Construit àpartir de quantités d’inter-
faces linéaires ou cubiques, le comportement homogénéisé des sous-structures qui
en découle est capable de prendre en compte des gradients importants à l’échelle
macro, tels que ceux induits par la fissure. Néanmoins, un enrichissement plus ef-
ficace de la cinématique macro consiste à introduire la discontinuité au niveau ma-
croscopique également. Il convient alors de définir une nouvelle base macro apte à
prendre en compte une discontinuité.

2.1 Définition d’une base macro discontinue

Considérons une interface coupée par une fissure en un point donné. Une façon
simple de construire une base macro linéaire discontinue consiste à associer à cha-
cun des deux morceaux de l’interface une base macro linéaire similaire à celle
proposée dans le paragraphe 2.2 du chapitre 2 (Figure 4.3).Pour engendrer la
cinématique d’un des morceaux, on utilise des vecteurs de base similaires à ceux de
la base macro linéaire mais valant zéro sur l’autre morceau. Les vecteurseM

1 (M),
eM
2 (M), eM

3 (M) et eM
4 (M) sont ainsi automatiquement orthogonaux aux quatre

autres vecteurseM
5 (M), eM

6 (M), eM
7 (M) et eM

8 (M) de l’autre morceau au sens de
la forme bilinéaire travail. L’orthogonalité des huit fonctions de base macro est ainsi
assurée. En revanche, il convient de normer convenablement chacun des vecteurs
par rapport aux caractéristiques de l’interface. Ainsi, pour une interfaceΓ séparée
en deux morceauxΓ1 etΓ2, eM

1 (M) est défini de la façon suivante :

eM
1 =

{
1√

mes(Γ)
N1 pourM ∈ Γ1

0 pourM ∈ Γ2

La figure 4.4 représente, pour l’exemple traité précédemment, la déformée totale et
les déplacements macro d’interface obtenus avec une base macro linéaire disconti-
nue utilisée pour l’interface traversée par la fissure. Les déplacements macroWM

E

et sa partie micro complémentaireWm
E sont bien discontinus.
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eM
1 (M) eM

2 (M)

eM
3 (M) eM

4 (M)

eM
5 (M) eM

6 (M)

eM
7 (M) eM

8 (M)

Figure 4.3: Base macro linéaire par morceau
{
eM

i

}
i=1..8

, (nM = 8), sur une inter-
faceΓEE′ traversée en son milieu par une fissure

Figure 4.4: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour une base macro discontinue : la discontinuité estintroduite au
niveau micro et au niveau macro.
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Remarque 1: Concernant la discŕetisation des quantités d’interface, on notera
que le choix d’une approximation par des fonctions constantes (de degŕe P0) conti-
nues par morceaux (voir paragraphe 1.3.2 du chapitre 2) autorise naturellement
l’apparition d’une discontinuit́e entre deux́eléments de l’interface.

Remarque 2: La définition de cette base macro discontinue nécessite de préciser
le point de coupure par la fissure sur l’interface. Ceci peut s’avérer ardu dans le
cas de la propagation de fissure. Nous verrons au chapitre 5 que l’utilisation d’une
fonction distance (Level Sets), dont l’isovaleur zéro d́efinit le point de coupure, per-
met de faciliter cette oṕeration.

2.2 Illustration de la séparation deséchelles

L’enrichissement de la base macro par une partie cubique (base macro cubique)
ou une discontinutité (base macro discontinue) permet de construire des opérateurs
homogénéisés capable de prendre en compte des grands gradients de déformations
à l’échelle macroscopique. Dans ce paragraphe, on montredans quelle mesure il
est possible de séparer le traitement des échelles micro et macro pour chacun des
opérateurs homogénéisés associés aux différentes base macro étudiées.

On considère l’exemple du paragraphe 1. Pour l’interface traversée par la fis-
sure, on utilise successivement une base macro linéaire, une base macro cubique
et une base macro discontinue. Pour les autres interfaces (de type condition limite
en effort ou en déplacement), une base macro linéaire est utilisée. Afin d’illustrer
la séparation des échelles, on utilise le raccord à effort micro nul présenté au para-
graphe 2 du chapitre 3. Ce raccord permet d’assurer les conditions de transmission
d’effort et de déplacement au sens macroscopique du terme.Ainsi, pour la base ma-
cro linéaire, on« raccorde» les parties linéaires. Pour la base macro cubique, ce
sont les parties cubiques. Enfin, dans le cas de la base macro discontinue, les par-
ties linéaires par morceaux sont connectées. La figure 4.5représente la déformée
micro totale et le déplacement macro d’interface pour les trois bases. En terme de
déformée, les cas utilisant une base macro cubique ou discontinue semble donner
d’excellent résultats contrairement à celui de la base macro linéaire. Dans ce der-
nier cas, rappelons que le raccord à effort micro nul correspond à un raccord en
moyenne du déplacement. La figure 4.5(a) montre clairementl’insuffisance de ce
raccord pour représenter le mode d’ouverture de la fissure.

Considèrons à présent la carte d’erreur en énergie pourla sous-structureΩE′

(Figure 4.6), la référence étant le calcul obtenu pour uncomportement parfait de
l’interface fissurée. Ce calcul de référence corresponddonc à celui présenté aux
paragraphes 1 et 2.1. On constate que les opérateurs homog´enéisés décrits par l’uti-
lisation de la base macro discontinue ou de la base cubique permettent d’obtenir la
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2 Introduction de la discontinuité aux deux échelles

(a) Base macro linéaire

(b) Base macro cubique

(c) Base macro discontinue

Figure 4.5: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour les bases macro continues (linéaire et cubique) et la base ma-
cro dicontinue avec raccord à effort micro nul sur l’interface traversée
par la fissure.
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(a) Base macro linéaire
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(b) Base macro cubique
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(c) Base macro linéaire discontinue

Figure 4.6: Carte d’erreur en énergie pour les bases macro continues (linéaire et
cubique) et la base macro dicontinue avec raccord à effort micro nul
sur l’interface traversée par la fissure : un enrichissement de l’échelle
macro découple les échelles et permet de retrouver la solution intérieure
uniquement avec le comportement homogénéisé macro.
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3 Influence de la base macro sur la convergence

solution intérieure de Saint-Venant qui est correcte loindu raccord. Ceci est d’au-
tant mieux vérifié dans le cas de la base macro discontinue ´etant donné que, compte
tenu de sa définition (voir paragraphe 2.1 précédent), onraccorde les torseurs d’ef-
fort (résultantes et moments) sur les deux morceaux de l’interface fissurée.

3 Influence de la base macro sur la convergence

L’objectif de ce paragraphe est d’illustrer l’influence de la base macro et de
ses enrichissements (cubique et discontinu) sur la convergence de la stratégie. Pour
ce faire, on étudie le cas de la poutre fissurée en flexion trois points représentée
en figure 4.7(a). Le maillage micro est défini sur la figure 4.7(b) et présente un
raffinement dans le voisinage de la fissure. Le maillage macroassocié aux interfaces
et au partitionnement en sous-structure est donné en figure4.7(c). Concernant le
choix de la base macro sur les interfaces, on prend une base macro linéaire partout
excepté pour les quatre interfaces situées dans la zone d’intérêt pour lesquelles on
utilise successivement une base macro linéaire, une base macro cubique et une base
macro discontinue.

Les figures 4.8, 4.9 et 4.10 représentent les déformées micro totales et les dépla-
cements macro d’interface obtenus pour chacune des trois bases macro utilisées
dans la zone d’intérêt. Les solutions à convergence du problème (solution totale)
sont, bien entendu, les mêmes. On notera qu’un comportement macro enrichi (cu-
bique ou discontinu) permet de mieux approcher la solution dans la zone d’intérêt
y compris pour les sous-structures entièrement traversées par la fissure. L’annexe A
précise les propriétés de l’opérateur homogénéiséassocié à une sous-structure sépa-
rée en deux.

Si l’on observe la convergence de l’erreurLATIN , η, définie au paragraphe 3.4
du chapitre 2, au cours des itérations (Figure 4.11), on s’aperçoit que le taux de
convergence est amélioré avec l’utilisation d’une base macro cubique ou d’une base
macro discontinue. Pour la courbe de convergence associéeà la base macro discon-
tinue, on observe deux« régimes» de convergence. Dans la première phase, le taux
de convergence est essentiellement piloté par la convergence des quantités d’effort
et de déplacement macro d’interface associées à la résolution du problème macro.
Dans la deuxième phase, la convergence est pilotée par lesquantités micro. L’apport
du problème macro dans ce cas est alors remarquable.

La définition de l’erreurLATIN , η, étant une erreur globale sur l’ensemble des
interfaces, elle ne donnent pas nécessairement une information suffisamment per-
tinente concernant la convergence de quantités locales. En particulier, dans le cas
traité ici, l’erreur peut se localiser justement dans la zone d’intérêt où la séparation
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(a) Poutre fissurée en flexion 3 points
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(b) Maillage micro
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(c) Maillages macro et micro

Figure 4.7: Poutre fissurée en flexion trois points : maillage micro conforme à la
géométrie de la fissure et maillage macro d’interface.
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(a) Déformée et déplacement macro
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(b) Zoom

Figure 4.8: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour la base macro linéaire
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(a) Déformée et déplacement macro
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(b) Zoom

Figure 4.9: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour la base macro cubique
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(a) Déformée et déplacement macro
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Figure 4.10: Déformée totale et déplacements macro (traits forts continus) à l’inter-
face pour la base macro discontinue
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Figure 4.11: ErreurLATIN , η, en fonction du nombre d’itérations pour les bases
macro continues (linéaire et cubique) et la base macro dicontinue : un
enrichissement de la base macro améliore le taux de convergence.

des échelles micro et macro permet de traiter plus ou moins efficacement la loca-
lisation des déformations due à la fissure. Les figures 4.12et 4.13 représentent la
convergence de la valeur des facteurs d’intensité des contraintesKI etKII ainsi que
de leur erreur relative en fonction du nombre d’itérations. Pour le calcul d’erreur,
les valeurs de référence sont déterminées à partir du calcul à convergence (pour un
grand nombre d’itérations). Là encore, l’améliorationdu taux de convergence des
facteurs d’intensité de contrainte est significative. Pour la base macro cubique, on
note qu’une erreur inférieure à1% surKI (Figure 4.13(a)) etKII (Figure 4.13(b))
est atteinte en moins de 10 itérations. Si l’on se réfère `a la courbe de convergence
LATIN (Figure 4.11), on constate qu’en 10 itérations, l’indicateur d’erreurη a at-
teint un niveau situé entre10−4 et 10−5 pour l’utilisation d’une base macro discon-
tinue. Même si le critère est discutable, pour les raisonsévoquées précédemment,
on pourra retenir qu’un niveau d’erreurLATIN heuristique de10−4 permet d’obtenir
une estimation raisonnable des facteurs d’intensité de contrainte à environ1% avec
l’utilisation d’une base macro discontinue dans la zone fissurée.

Remarque: On remarquera que cette amélioration des performances de la
strat́egie en terme de vitesse de convergence obtenu par enrichissement de la base
macro, a un côut à payer qui se traduit par l’ajout de degrés de libert́e macro (as-
socíes aux nouvelles fonctions de base macro ajoutées). Cet enrichissement local
sṕecifiqueà la zone d’int́erêt fissuŕee conduit donc, a priori,̀a une modification de
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Figure 4.12: Valeur des facteurs d’intensité de contrainte KI et KII en fonction
du nombre d’itérations pour les bases macro continues (linéaire et cu-
bique) et la base macro dicontinue
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Figure 4.13: Erreur relative des facteurs d’intensité de contrainteKI etKII en fonc-
tion du nombre d’itérations pour les bases macro continues(linéaire et
cubique) et la base macro dicontinue
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4 Bilan

la taille du probl̀eme macroscopique au cours de la propagation de la fissure. Un
compromis est donc̀a faire entre la non modification de la taille du problème macro
au cours de la propagation et l’aḿelioration du taux de convergence de la stratégie.

4 Bilan

Dans cette partie, nous avons proposé différentes séparations d’échelles per-
mettant un traitement multiéchelle de l’effet d’une fissure sur la réponse à la fois
globale et locale d’une structure. Dans le cadre de l’approche micro-macro, cela
s’est traduit par la proposition de différentes bases macroscopiques. Deux façons
de prendre en compte la discontinuité en déplacement ont ainsi été proposées. La
première introduit la discontinuité uniquement au niveau micro. Les quantités ma-
cro obtenues sont alors continues et les quantités micro discontinues. Afin de mieux
prendre en compte l’effet de la fissure au niveau macro, un enrichissement de la
base macro linéaire permettant d’extraire la partie cubique d’une quantité d’inter-
face a été étudié. L’autre façon d’introduire une discontinuité a consisté à prendre
en compte celle-ci à la fois au niveau micro et au niveau macro. Une base macro
linéaire discontinue a ainsi été envisagée pour les interfaces traversées par une fis-
sure. Ces enrichissements successifs de la base macro et donc du problème macro
permettent d’améliorer le taux de convergence de la strat´egie itérative micro-macro
en particulier dans le cas de l’introduction de la discontinuité aux deux échelles.
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CHAPITRE

5 Traitement de la
microstructure par la
X-FEM

Dans ce chapitre, nous présentons le traitement de la microstructure par la X-
FEM. Par une technique d’enrichissement adaptée du champ de déplacement, la
méthode permet de représenter correctement la solution singulière en pointe de
fissure et simplifie grandement les processus de maillage et de remaillage lors de
la propagation. Les choix d’implantation et la validation de la ḿethode au sein du
code de calcul sont exposés et discut́es.
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2.2 Intégration numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3 Utilisation desLevel Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
3.1 Description d’une frontière parLevel Sets. . . . . . . . . . 138
3.2 Description d’une fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

4 Implantation dans un code orient́e objet . . . . . . . . . . . . . . 141
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Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 131
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1 Modélisation d’une fissure selon la X-FEM

Afin de s’affranchir des difficultés de maillage et de remaillage posées par la
propagation de fissure, on se propose d’utiliser la méthodeX-FEM [Belytschko
et Black 1999] comme technique d’enrichissement local pourdécrire la fissure à
une échelle fine. La méthode permet de décrire correctement la solution singulière
en pointe de fissure. L’introduction d’une fonction d’enrichissement discontinue
autorise au maillage de ne plus être conforme à la géométrie de la fissure.

Ce chapitre ne présente pas de résultats nouveaux concernant la méthode. Il a
pour but de valider et d’exposer son implantation au sein du code éléments finis
orienté objet développé au LMT-Cachan. Son utilisationdans le cadre multiéchelle
exposé précédemment n’est pas abordée ici. Il sera traité au chapitre 6. Nous décri-
vons, tout d’abord, la méthode X-FEM ainsi que les difficultés techniques sous-
jacentes. La gestion de la propagation de fissure à l’aide defonctions de niveau,
Level Sets, [Osher et Sethian 1988] est également rappelée. Les choix d’implanta-
tion de la méthode dans le code de calcul sont ensuite présentés et discutés. Enfin,
le chapitre se termine sur une série d’études permettant de valider l’intégration de
la X-FEM. Les résultats sont comparés à ceux de la littérature et permettent d’illus-
trer certaines caractéristiques de la méthode ainsi que certaines difficultés qui font
aujourd’hui l’objet de travaux de recherche.

1 Modélisation d’une fissure selon la X-FEM

Pour représenter une fissure, deux types de fonctions d’enrichissement (voir pa-
ragraphe 2.2.3 du chapitre 1) sont utilisés pour modéliser d’une part la discontinuité
du déplacement le long de la fissure et, d’autre part, la solution en pointe de fissure.
Le champ de déplacementu est alors cherché sous la forme :

uh(x) =
∑

i∈N

ϕ̂i(x) ui +
∑

i∈Nd

ϕi(x)H(x) ai +
∑

i∈Np

ϕi(x)
( 4∑

j=1

Fj(x) b
j
i

)
(5.1)

où :
– N est l’ensemble des nœuds du maillage ;
– ui est le degré de liberté (vectoriel) classique au nœudi ;
– ϕi est choisie en pratique identique àϕ̂i et est la fonction« chapeau» éléments

finis classique associée au nœudi ;
– Nd ⊂ N est l’ensemble des nœuds enrichis par la discontinuité et les co-

efficientsai sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondants.Un nœud
appartient àNd si son support est coupé par la fissure mais ne contient aucune
de ses pointes. Ces noeuds sont entourés d’un carré sur la figure 1.14 ;

– Np ⊂ N est l’ensemble des nœuds à enrichir pour modéliser le fondde fissure
et les coefficientsbi sont les degrés de liberté (vectoriels) correspondants.Un
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

nœud appartient àNp si son support contient la pointe de fissure. Ces noeuds
sont entourés d’un cercle sur la figure 1.14 ;

Les fonctionsFj permettent de représenter les solutions asymptotiques enpointe de
fissure. Elles valent en élasticité :

{Fj(x)} = {
√
r sin

θ

2
,
√
r cos

θ

2
,
√
r sin

θ

2
sin θ,

√
r cos

θ

2
sin θ} (5.2)

où (r, θ) sont les coordonnées polaires dans les axes locaux en fond de fissure (Fi-
gure 3.10). On remarquera que, parmi ces fonctionsFj, seule la fonction

√
r sin θ

2

est discontinue. La fonctionH(x) est discontinue sur la fissure et de valeur constante
de part et d’autre de celle-ci :+1 d’un côté et−1 de l’autre. Avec les notations de la
figure 5.1, on peut ainsi écrire :H(x) = sign

(
(x − x∗)T .ns

)
. Pour plus de détails,

on pourra se référer à [Moëset al.1999].

ns

ts

x∗

x

Figure 5.1: Vecteur normal et tangent à la fissure. Le pointx∗ est le point le plus
proche dex sur la fissure. La valeur de la fonctionH au pointx vaut−1
pour la situation représentée sur la figure.

Remarque 1: Dans le cas ou la discontinuité en d́eplacement se confond avec
le bord deséléments (maillage conformèa la fissure), la X-FEM revient̀a une
mod́elisation de la discontinuité par double nœuds. Dans ce cas, les degrés de li-
bert́es enrichis associés à H(x), les ai, correspondent aux sauts de déplacement
nodaux [Möes et al. 1999].

Remarque 2: On remarquera que seuls les nœuds de l’élément contenant la
pointe de fissure sont enrichis par lesFj et ceci quelque soit la tailleh deséléments.
Le taille du support des fonctionsFj tend donc vers0 lorsqueh diminue. Cette
manìere de faire ne permet pas d’obtenir le taux de convergence optimal de l’er-
reur enénergie lorsqueh diminue. En fait, c’est toujours la singularité qui pilote
la convergence, si bien que l’on retrouve le taux de convergence en

√
h obtenu

classiquement avec la FEM. Concernant ce problème, on se ŕef̀erera aux travaux
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2 Les difficultés techniques de mise en œuvre

de Laborde [Laborde et al. 2004]. Notons simplement, qu’unesolution apport́eeà
cette question consistèa enrichir par lesFj tous les nœuds situés dans un domaine
de rayon fix́e et ceci quel que soith. On parle d’enrichissement« topologique» en
pointe de fissure.

2 Les difficultés techniques de mise en œuvre

Comme il a été précisé au paragraphe 2.2.4 du chapitre 1,les méthodes d’enri-
chissement basées sur la PUM donnent lieu à plusieurs difficultés en ce qui concerne
leur implémentation. La grande flexibilité offerte par laX-FEM (le maillage n’a pas
besoin de respecter la position de la fissure) a un prix qui se paie dans sa mise en
œuvre.

2.1 Description de la fissure

Dans une approche éléments finis classique, la position des fissures est décrite
par un ensemble de faces d’éléments. Dans l’approche X-FEM, elle est indépendante
de la topologie du maillage et doit donc être fournie à part. En 2D, une fissure peut
être représentée par une succession de segments de droite [Belytschko et Black
1999, Moëset al.1999, Dolbowet al.2000a]. Il faut noter que la seule opération
où la représentation de la fissure intervient dans la X-FEMest l’évaluation des fonc-
tions d’enrichissement{Fj(x)} etH(x). En un point d’intégration, il faut savoir si
l’on se trouve d’un côté ou de l’autre de la fissure et connaˆıtre les coordonnées po-
laires(r, θ) de ce point dans les axes locaux en pointe de fissure. Ces évaluations
peuvent se révéler ardues à implémenter et lentes si la géométrie de la fissure est
complexe. Une alternative est alors la représentation de la fissure par la méthode
desLevel Sets[Stolarskaet al. 2001, Moëset al. 2002a] qui sera présentée au
paragraphe 3.

2.2 Intégration numérique

Sur les éléments finis coupés par une fissure, des fonctions discontinues doivent
être intégrées. Afin de permettre l’intégration de partet d’autre de la fissure, on
peut proposer un découpage de ces éléments en sous-éléments (triangles en 2D et
tétraèdres en 3D). La figure 5.2 montre un exemple d’une telle décomposition en
2D. Sur les sous-triangles, en 2D, 3 points de Gauss sont utilisés. Insistons sur le
fait que ces sous-éléments créés n’apportent aucun nouveau degré de liberté. Leur
seule raison d’être est l’intégration.

Sur les éléments qui ne sont pas coupés par la fissure mais dont au moins un des
degrés de liberté est enrichi par les fonctions asymptotiquesFj en fond de fissure
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points de Gauss
i∈Nd

i∈Np

Figure 5.2: Intégration numérique prenant en compte une fissure avec la X-FEM.
Les éléments coupés par la fissure sont décomposés en sous-triangles
sur lesquels une intégration à 3 points de Gauss est utilisée. Pour les
éléments quadrangulaires qui ne sont pas coupés par la fissure mais dont
au moins un des degrés de liberté est enrichi par les fonctions asympto-
tiques (i∈Np), une intégration à 16 points est effectuée.

présentant la singularité en
√
r, un nombre élevé de points de Gauss est utilisé : 12

pour les triangles, 16 pour les quadrilatères.

Enfin, sur les éléments non coupés par la fissure et pour lesquels tous les degrés
de liberté sont classiques, le nombre de points de Gauss utilisé est standard : pour
des éléments du premier degré, on prend 1 point pour les triangles, 4 pour les qua-
drilatères.

Remarque 1: Il est bienévidemment possible d’intégrer lesélements en pointe
de fissure avec la m̂eme technique de découpage en sous-éléments que celle utilisée
pour leséléments complètement traverśes par la fissure. Ce sous-découpage peut
cependant s’av́erer difficile à impĺementer, en particulier en 3D [Sukumar et al.
2000].

Remarque 2: Une technique d’int́egration ŕecursive (maillages quadtree ou oc-
tree) de l’́elément en sous-éléments baśee sur une estimation a posteriori de l’erreur
d’intégration peut̂etre utiliśee [Strouboulis et al. 2000].

Remarque 3: Un nœud dont le support est traversé par la fissure est enri-
chi par la fonctionH(x) dont la valeur est+1 d’un côté et−1 de l’autre ĉoté.
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3 Utilisation desLevel Sets

L’implémentation de cette idée ńecessite une tolérance. En effet si l’aire du support
d’un côté de la fissure,A+, est ńegligeable par rapport̀a l’aire de l’autre ĉoté,A−,
les fonctions de formes classiquesϕi et celles enrichies parH(x) ne se distinguent
que sur une aire tr̀es petite. En pratique, un nœud est enrichi si :

min(A+, A−)

(A+ + A−)
> ρtol (5.3)

où une valeur deρtol = 10−4 est utiliśee en pratique (Figure 5.3). Dans le cas où

A+

A−

Figure 5.3: Support d’un nœud traversé par une fissure. Définition des airesA+ et
A− intervenant dans le critère permettant la sélection des nœuds à enri-
chir par la fonctionH(x).

le maillage se conformèa la fissure, ce crit̀ere conduità n’enrichir que les nœuds
situés sur le trajet de la fissure. On retrouve ainsi la modélisationéléments finis
classique par double nœuds.

3 Utilisation desLevel Sets

Dans l’approche X-FEM, la position des fissures et des trous est indépendante
de la topologie du maillage et doit donc être fournie à part. Dans le paragraphe 2.1,
deux descriptions ont été mentionnées : celle qui se basesur une description de la
frontières (fissure, trou, ...) par des entités géométriques élémentaires (succession
de segments de droite en 2D) et qui peut s’avérer ardue à implémenter et celle qui
se base sur l’utilisation deLevel Sets. Un champ de valeur appelélevel set function
(fonction de niveau) est défini dans le voisinage de la frontière. La fonction de
niveau associée à une frontière donne en chaque point la distance de ce point à
la frontière. Le signe placé devant la distance indique sile point se trouve d’un
côté ou de l’autre de la frontière. Par exemple, pour un trou, la fonction de niveau
est, disons, négative à l’intérieur du trou et positive `a l’extérieur du trou avec une
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valeur donnant la plus courte distance à la frontière. L’iso-zéro de la fonction de
niveau donne la position du bord du trou. En pratique, la fonction de niveau est
calculée aux nœuds et interpolée entre les nœuds par les fonctions de base éléments
finis classiquesϕi. Une fois cette fonction de niveau créée, elle permet de g´erer les
opérations géométriques nécessaires à la modélisation selon la X-FEM d’un trou
par exemple, à savoir : trouver les éléments coupés par le bord du trou, éliminer les
nœuds dont le support est totalement à l’intérieur du trouet modifier les fonctions
de forme dont le support est coupé par le bord du trou. La figure 5.4 représente la
fonction de niveau qui permet de représenter un congé.

(a) Congé à représenter en
pointillés

(b) Fonction de niveau (c) Carte d’iso-valeurs de la
fonction de niveau

Figure 5.4: Représentation interpolée de la fonction de niveau (Figure 5.4(b)),le-
vel set function, permettant de décrire un congé (Figure 5.4(a)) sur un
maillage éléments finis de TRI3.

3.1 Description d’une frontière par Level Sets

La méthode desLevel Setsest une technique permettant de représenter une
frontière qui peut être en mouvement. Elle est basée sur la représentation de la
matière par des courbes de niveau d’une fonctionϕ(x, t) où t est un paramètre
décrivant l’évolution spatiale de la frontière. Une frontièreΓ(t) ⊂ R3 en mouve-
ment peut être représentée par la fonction de niveauϕ : R3 × R → R où :

Γ(t) = {x ∈ R3 |ϕ(x, t) = 0}
On peut prendre par exemple pour fonctionϕ la fonction distance signée :

ϕ(x, t) = ± min
xΓ∈Γ(t)

‖x− xΓ‖
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3 Utilisation desLevel Sets

où le signe est positif (négatif) six est à l’intérieur (extérieur) du contour défini par
Γ(t), ce qui permet de définir un intérieur et un extérieur.

L’évolution de la frontière est alors décrite par l’équation d’évolution deϕ,
donnée par Osher et Sethian dans [Osher et Sethian 1988] :

∂ϕ

∂t
+ F‖∇ϕ‖ = 0 avecϕ(x, 0) donné. (5.4)

où F (x, t) est la vitesse de déplacement de la frontière enx ∈ Γ(t) dans la di-
rection de la normale extérieure (Figure 5.5). L’avantagemajeur de cette méthode

F (x, t).n

x

Γ(t)

Figure 5.5: Vitesse normale de déplacementF (x, t).n de la frontièreΓ(t)

est que les calculs sont réalisés sur un maillage fixé et qu’elle tient compte na-
turellement des changements topologiques de l’interface.Notons également que
l’équation d’évolution précédente (5.4) a toujours lamême forme quelle que soit la
dimension de la frontière (courbe en 2D ou surface en 3D). Deplus, la fonctionϕ
permet de déterminer facilement la normalen à la frontière par la relation :

n =
∇ϕ

‖∇ϕ‖

3.2 Description d’une fissure

Une seule fonction de niveauϕ permet de représenter une courbe fermée ou
une courbe fermée par une frontière donnée (Paragraphe 3.1). En revanche, pour
modéliser une fissure, plusieurs fonctions de niveau sont nécessaires : une pour
représenter la surface fissurée,ϕ, et une pour représenter le front de fissure,ψ (Fi-
gure 5.6).

Pour représenter, les deux extrémités d’une fissure non débouchante en 2D, trois
fonctions de niveau sont donc nécessaires comme cela est d´ecrit en figure 5.7. Les
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ϕ = 0

ϕ > 0

ϕ < 0 ψ = 0

ψ > 0
ψ < 0

ψ < 0

pf

Figure 5.6: Représentation d’une fissure par deux fonctions de niveau :ϕ pour
modéliser la surface fracturée etψ pour repérer le front de fissurepf .

fonctions de niveauxϕ, ψ1 etψ2 se calculent alors de la façon suivante :

ϕ(x, t) = ± min
xΓ∈Γ(t)

‖x− xΓ‖

ψi(x, t) = (x− xpfi
).ti

On peut remarquer qu’une seule fonction de niveauψ permet de définir la position
des deux pointes de fissure. Elle s’ecrit :

ψ = max
i
ψi (5.5)

La fissureΓ(t) est alors définie par :

Γ(t) := {x ∈ R2 |ϕ(x, t) = 0 et ψ(x, t) 6 0}

La propagation d’une fissure consiste alors à mettre à jourles fonctions de niveau,
Level Sets, à chaque pas de propagation en vérifiant les équations d’évolution (5.4)
correspondantes. La façon de faire cette mise à jour est d´etaillée en annexe C.

Remarque 1: En pratique, une fonction de niveau est calculée aux nœuds et in-
terpoĺee entre les nœuds par les fonctions de baseéléments finis classiques. Pour la
description d’une fissure par une succession de segments de droite, on montre que
la taille de ces segments doitêtre de la taille deśeléments finis utiliśes pour l’in-
terpolation du champ de déplacement. Ainsi, les erreurs géoḿetriques ne prennent
pas le pas sur les erreurs numériques. Ceci justifie le choix de prendre, en pra-
tique, des fonctions de baseéléments finis identiques pour l’interpolation des fonc-
tions de niveau d́ecrivant la ǵeoḿetrie et pour l’interpolation du d́eplacement. La
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ϕ = 0

ϕ > 0

ϕ < 0 ψ1 = 0

ψ1 > 0
ψ1 < 0

ψ1 < 0

pf1

pf2

ψ2 = 0ψ2 > 0

ψ2 < 0

ψ2 < 0

t1

t2

Figure 5.7: Représentation d’une fissure non débouchantepar trois fonctions de ni-
veau :ϕ pour modéliser la surface fracturée etψ1, resp.ψ2, pour répérer
le front de fissurepf1, resp.pf2.

représentation de cette géoḿetrie se raffine alors lorsque le maillage se raffine.
Bien que le maillage n’ait pas besoin d’être conformèa la géoḿetrie, une descrip-
tion fine des surfaces physiquesà mod́eliser par les Level Sets peutêtre ńecessaire.
Des proćedures de raffinement adaptatives du maillage, au niveau de ces frontìeres,
peuvent̂etre mise en place de façonà atteindre une description géoḿetrique suffi-
sante [Möes et al. 2003].

Remarque 2: Les fonctions de niveauϕ(x, t) etψ(x, t) sont choisies de façoǹa
ce que leurs gradients, définissant la base locale en pointe de fissure, soient ortho-
gonaux. C’est-̀a-dire que :

∇ϕ.∇ψ = 0 ∀t (5.6)

ainsi le front de fissure est toujours défini.

4 Implantation dans un code orient́e objet

L’implantation de la X-FEM au sein d’un code de calcul soulève plusieurs dif-
ficultés évoquées au paragraphe 2. Rappelons que le code doit pouvoir gérer une
diversité dans la nature et le nombre de degrés de libertépar nœud. Il doit aussi per-
mettre d’avoir une technique d’intégration propre à chaque élément fini (Figure 5.2)
afin d’intégrer correctement les fonctions d’enrichissement. Dans cette partie, nous
apportons quelques précisions concernant les choix d’implantation qui ont été faits
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

dans le code éléments finis orienté objet développé sous Matlab au LMT-Cachan
(Figure 2.8).

4.1 Gestion des degŕes de libert́e

En chaque point du maillage ou d’une zone du maillage, les valeurs desLe-
vel Setssont stockées au niveau des objetsPOINT (Figure 5.8). Ces valeurs sont
stockées dans un arbre suivant différentes clés : le pas du calcul et le numéro du
détail modélisé. La sélection des nœuds à enrichir à l’aide desLevel Setsest détaillée
en annexe C. Un nœud enrichi est converti en un objetPOINT X qui hérite des pro-

Figure 5.8: Diagramme UML partiel de la classePOINT et de son descendant
POINT X

priétés de la classePOINT. Il contient l’information nécessaire pour régénérerla
numérotation locale des degrés de liberté. Pour chaque degré de liberté (ddl), une
clé permet de définir le numéro du détail modélisé (première fissure, deuxième fis-
sure, premier trou, ... ). Cette liste de détails est générée lors de la définition du
problème. Une clé permet aussi de déterminer le type de fonction d’enrichissement
associé à chaque degré de liberté (0 pour un dddl classique, 1 pour un ddl enrichi
parH, 2 pour un ddl enrichi par la fonction

√
r sin θ

2
, ... ). La liste des fonctions

d’enrichissement et leur numérotation est définie, à part, dans un fichier de donnée.

4.2 Intégration numérique

Dans la X-FEM, le maillage n’a plus besoin d’être conforme `a la fissure. La fis-
sure est modélisée par les fonctions d’enrichissement dediscontinuité et de pointe
de fissure. Il convient d’intégrer correctement la formulation faible associée à l’ap-
proximation enrichie X-FEM décrite par l’équation (5.1). Pour les fonctions en
pointe de fissure une technique de sur-intégration (utilisation d’un nombre élevé
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4 Implantation dans un code orienté objet

de points d’intégration) est utilisée (voir paragraphe 2.2). Pour les éléments tra-
versés par la fissure, il faut intégrer correctement de part et d’autre de la fissure,
c’est-à-dire positionner correctement, sur ces éléments, les points d’intégration de
chaque côté de la discontinuité. Les difficultés de maillage des méthodes éléments
finis standard se traduisent ici par une difficulté dans la d´efinition géométrique d’un
« maillage d’intégration». Typiquement, sur un élément quadrangulaire traversé par
une fissure, tous les cas d’intersection de cette discontinuité avec l’élément sont à
envisager : la fissure passe par un coin de l’élément, par deux coins, ... Nous ne
détaillerons pas ici la façon de dénombrer tous ces cas defigures d’intersection,
ni la façon de déterminer si le support de l’élément est suffisamment coupé par la
fissure (voir remarque 3 du paragraphe 2.2). Ce problème de géométrie est relati-
vement bien cerné et des outils existent pour y répondre. Nous retiendrons simple-
ment qu’il est manifestement nécessaire d’avoir une technique d’intégration propre
à chaque élément.

Pour répondre à ce problème, à chaque objetELEMENTest associé un objetIN-
TEGRATIONpar agrégation (Figure 5.9). Pour les éléments appartenant au support
des fonctions de forme des nœuds enrichis, on associe un nouveau type d’intégration
spécifique (INT QUAD X pour un élément quadrangulaire) défini à partir de la va-
leur desLevel Setsqui permettent de décrire la fissure. Pour un élément coupé par
la fissure (enrichi par la fonctionH), la procédure est la suivante (Figure 5.10) :
l’interpolation desLevel Setspermet de définir le partitionnement de l’élément
en deux (détermination des points de coupure) dans l’élément de référence. Un
maillage d’intégration (création de sous-éléments triangulaireELETRI3) permet de
positionner les points d’intégration (intégrationINT TRI à trois points de Gauss as-
sociée à chaque sous-élément triangulaire) dans l’élément de référence. Ce maillage
d’intégration ne rajoute pas de degrés de liberté suppl´ementaires. Il permet simple-
ment de définir la position des points d’intégration pour un élément enrichi.

4.3 Calcul de la d́eformation

Concernant la prise en compte des fonctions d’enrichissement H(x) et Fj(x),
il suffit de considérer les nouvelles fonctions de formeϕ̃i associées aux degrés de
libertés des nœuds enrichis :ϕ̃i(x) = H(x)ϕi(x) pour les degrés de libertésai

des nœuds enrichis par la discontinuité etϕ̃j
i (x) = Fj(x)ϕi(x) pour les degrés de

libertésbji enrichis par les solutions asymptotiques en pointe de fissure [Sukumar
et al.2000]. Ce formalisme permet d’utiliser sans difficulté lesméthodes (fonctions)
opérant au niveau de la structure : assemblage des matricesélémentaire, calcul des
matrices des rigidité, calcul des matrices de masse ... Toute la difficulté est reportée
au niveau local. En particulier, il convient de calculer la déformation associée à ces
nouvelles fonctions de forme pour les éléments dont au moins un des nœuds est
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

Figure 5.9: Diagramme UML partiel des classesELEMENT, ELEM GRADX etIN-
TEGRATIONet de leurs descendants
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ÉLÉMENT RÉEL

ÉLÉMENT DE RÉFÉRENCE

intégration dans l’élément de référence

η

ξ

Figure 5.10: Intégration sur un élément quadrangulairecoupé par la fissure. Un
maillage permet de positionner les points d’intégration dans l’élément
de référence.

enrichi.

Afin de ne pas trop modifier l’écriture du code existant, une nouvelle classe
d’objet ELEM GRADX est créée pour ces éléments. Un objet de cette classe con-
tient (encapsule) un objet de typeELEM GRADqui correspond à une formulation
des éléments de type premier gradient. La déterminationde la valeur des fonctions
de forme enrichie aux points d’intégration (ptintg) ne pose pas de difficulté dès
lors que lesLevel Setssont connus. En revanche, le calcul des dérivées de ces
fonctions de forme enrichies est plus difficile. La première difficulté réside dans
le fait qu’il faut dériver un produit de fonction. La deuxi`eme, plus contraignante,
provient du fait que le support des fonctions d’enrichissementH et Fj concerne
plusieurs éléments (un patch). Aussi ces fonctions sont en général connues dans
un système de paramétrage attaché à la géométrie réelle des éléments et non pas
dans un système de coordonnées de référence dans lequelsont données, en général,
les fonctions de forme éléments finis classiques. Ainsi, pour une fonction enrichie
Fj ϕi, Fj est paramétrée dans un système de coordonnées cylindriques(r, θ) at-
tachée à la pointe de fissure etϕi est donnée dans le système de coordonnées de
référenceχ = (ξ, η) de l’élément.Fj est donc dérivée dans l’élément réel (RE) et
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ϕi dans l’élément de référence (RF). Ainsi, pourϕ̃j
i = Fj ϕi :

∂ϕ̃j
i (x)

∂xk

=
∂Fj(x)

∂xk︸ ︷︷ ︸
dans RE

ϕi + Fj(x)
∂ϕi(χ)

∂χl︸ ︷︷ ︸
dans RF

∂χl

∂xk︸︷︷︸
jacobien−1

Cela conduit à créer une nouvelle méthode pour les éléments enrichis de type
(ELEM GRADX) permettant de calculer la matrice de déformationB qui relie le
vecteur des inconnues nodales à la déformation écrite sous forme vectorielle.

5 Validation de l’implantation

L’objectif principal de cette partie est de présenter quelques résultats connus
concernant la modélisation d’une fissure par la méthode des éléments finis étendus
(X-FEM) en vue de valider son implantation dans le code éléments finis développé
[Guidaultet al.2005a]. Ainsi l’équivalence d’une modélisation par doubles nœuds
et d’une modélisation selon la X-FEM n’utilisant que les fonctions d’enrichissement
« saut» est illustrée en partie 5.1. En partie 5.2, Le calcul des facteurs d’intensité
de contrainte pour un calcul X-FEM est également étudié et comparé à des résultats
de la littérature. L’apport des fonctions d’enrichissement en pointe de fissure est
exposé en partie 5.3. Cette partie ne présente pas de résultats nouveaux concernant
la méthode X-FEM. Elle peut donc être simplement parcourue par une personne
connaissant bien le domaine.

5.1 X-FEM et modélisation par doubles nœuds

Dans le cas où la discontinuité en déplacement se confondavec le bord des
éléments (maillage conforme à la fissure), la X-FEM revient à une modélisation
de la discontinuité par doubles nœuds. Dans ce cas, les degrés de libertés enrichis
associés àH(x), les ai, correspondent aux sauts de déplacement nodaux [Moës
et al.1999]. Notons que, dans cette situation, seuls les nœuds situés sur le trajet de
la fissure sont enrichis par la fonctionH.

Considérons le cas d’une structure fissurée soumise à unesollicitation de trac-
tion comme illustré sur la figure 5.11(a). Un maillage de 24 x48 éléments est
étudié (Figure 5.11(b)). Ce maillage est tel qu’il soit conforme à la fissure. Une
modélisation de la fissure par doubles nœuds et une modélisation de la fissure par
la X-FEM avec uniquement l’enrichissement enH, sont proposées. Notons que,
comme illustré sur la figure 5.12, seuls les nœuds situés sur le trajet de la fissure sont
enrichis par la fonctionH dans la X-FEM. Pour comparer les deux modélisations,
observons une quantité locale comme la contrainteσyy (Figure 5.14) le long des
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L

w

a

σ

(a) Fissure en mode I (b) Maillage conforme
à la fissure

Figure 5.11: Structure fissurée sollicitée en mode I. Maillage de 24 x 48 QUA4.
a/w = 1/2, L/w = 16/7, w = 7 etσ = 1MPa
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Figure 5.12: Nœuds enrichis (cercles◦) pour la X-FEM avec enrichissementH uni-
quement, dans le cas où le maillage est conforme à la fissure
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quatre lignes de points de Gauss parallèles à la fissure (Figure 5.13). Les résultats
sont rigoureusement identiques, c’est pourquoi nous n’avons présenté qu’un seul jeu
de courbes pour les deux modélisations. On notera, cependant, la présence d’oscil-
lations lorsqu’on se rapproche de la pointe. Ces oscillations sont caractéristiques du
fait que l’on cherche à approximer un champ singulier avec des fonctions régulières
[Fleminget al.1997].

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

ligne 1

ligne 4

Figure 5.13: Définition des lignes 1 à 4 parallèles à la fissure pour un maillage de
24 x 48 QUA4 conforme à la fissure

5.2 Calcul des facteurs d’intensit́e de contraintes

La technique d’extraction des facteurs d’intensité de contrainte que nous utili-
sons, fait intervenir des intégrales dites d’interaction[Shih et Asaro 1988] ou plus
précisément leur forme volumique. Cette technique est d´ecrite dans l’annexe B et
s’applique parfaitement dans le cadre de la X-FEM.

Considérons le cas d’une structure fissurée encastrée àsa base et soumise à une
sollicitation de cisaillement sur son bord supérieur comme illustré sur la figure 5.15.
Afin d’étudier la précision de la méthode d’extraction, nous considérons différentes
taille du domaine d’intégration et ceci pour différentesdiscrétisations. L’invariance
du calcul des FIC en fonction de la taille du domaine est une indication de la qualité
numérique de la solution. Pour chacune des discrétisations, la taille du domaine est
paramétrée par le rapportrd/hlocal ou rd est le rayon du domaine ethlocal est égale
à la racine carrée de l’aire de l’élément contenant la pointe de fissure.
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Figure 5.14: Contrainteσyy enMPa le long des lignes 1 à 4 parallèles à la fis-
sure. Une modélisation par doubles nœuds ou la modélisation par X-
FEM donnent les mêmes résultats (un seul des deux jeux de courbes
est représenté).
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L

w

a

τ

Figure 5.15: Structure fissurée sollicitée en mode mixte.a/w = 1/2, L/w = 16/7,
w = 7 et τ = 1MPa

Trois discrétisations uniformes de la structure sont proposées : 7 x 15 éléments,
13 x 25 éléments et 25 x 49 éléments. Pour ces trois maillages, le maillage n’est
pas conforme à la fissure. Afin de montrer l’aptitude de la X-FEM à représenter une
fissure que le maillage soit conforme à la fissure ou non, trois maillages conformes
à la géométrie de la fissure sont aussi proposés. Les maillages conforme et non
conforme pour le cas de 7 x 15 éléments sont représentés respectivement sur les
figures 5.17(a) et 5.17(b). Les figures 5.17(c) et 5.17(d) représentent les nœuds en-
richis associés. La figure 5.16 représente aussi les domaines d’intégration utilisés
pour des rapportsrd/hlocal valant1.5, 2 et 2.5. On notera que, quelle que soit la
taille des éléments et compte tenu de la normalisation derd parhlocal, les domaines
utilisés sont homothétiquement similaires. Ainsi, le nombre d’éléments inclus dans
un domaine pour le maillage 7 x 15 et 13 x 25 sont identiques pour un rapport
rd/hlocal donné.

Les tableaux 5.1 et 5.2 donnent respectivement les valeurs deKI etKII pour
les différents maillages et différents rapportsrd/hlocal. Les valeurs de référence
pourKI etKII sont données par Yau, Wang et Corten [Yauet al. 1980] et valent
KI théorique = 34.0MPa

√
mm et KII théorique = 4.55MPa

√
mm. Quant aux ta-

bleaux 5.3 et 5.4, ils donnent les valeurs normalisées correspondantes. On constate
que la X-FEM permet de représenter, avec une qualité comparable, la singularité en
pointe de fissure que le maillage soit conforme à la fissure ounon.
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Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 1.5492

(a) rd/hlocal = 1.5
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Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 2.0656

(b) rd/hlocal = 2
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Domaine d integration pour le calcul des FIC : R = 2.582

(c) rd/hlocal = 2.5

Figure 5.16: Domaines d’intégration pour le calcul des FICpour différents rapports
rd/hlocal pour le cas d’un maillage de 7 x 15 éléments QUA4.

Type de non conforme conforme
maillage

rd/hlocal 7 x 15 13 x 25 25 x 49 7 x 15 13 x 25 25 x 49
1.5 32.3803 33.1235 33.9342 31.8953 32.8994 33.6247
2 31.2829 32.7302 33.5374 31.4715 32.8130 33.5512

2.5 31.1423 32.5822 33.4114 31.3402 32.6770 33.4359
3.5 X 32.5993 33.4308 X 32.6981 33.4608

Tableau 5.1: Valeurs deKI enMPa
√
mm en fonction de la taille du domaine uti-

lisé pour l’extraction des FIC (KI théorique= 34.0MPa
√
mm).
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(a) Maillage non conforme à la fissure (b) Maillage conforme à la fissure
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(c) Nœuds enrichis pour le maillage non
conforme
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(d) Nœuds enrichis pour le maillage conforme

Figure 5.17: Maillages non-conforme et conforme à la fissure pour le cas d’un
maillage de 7 x 15 éléments QUA4. Nœuds enrichis par la fonction
H (cercles◦) et les fonctionsFj (carrés�) pour les deux maillages.

Type de non conforme conforme
maillage

rd/hlocal 7 x 15 13 x 25 25 x 49 7 x 15 13 x 25 25 x 49
1.5 4.6308 4.5713 4.5872 4.4568 4.5299 4.5717
2 4.4676 4.4988 4.5139 4.4453 4.4868 4.5285

2.5 4.4719 4.5071 4.5238 4.4472 4.4946 4.5341
3.5 X 4.5102 4.5255 X 4.4940 4.5340

Tableau 5.2: Valeurs deKII enMPa
√
mm en fonction de la taille du domaine

utilisé pour l’extraction des FIC (KII théorique= 4.55MPa
√
mm)
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Type de non conforme conforme
maillage

rd/hlocal 7 x 15 13 x 25 25 x 49 7 x 15 13 x 25 25 x 49
1.5 0.9524 0.9742 0.9981 0.9381 0.9676 0.9890
2 0.9201 0.9627 0.9864 0.9256 0.9651 0.9868

2.5 0.9159 0.9583 0.9827 0.9218 0.9611 0.9834
3.5 X 0.9588 0.9833 X 0.9617 0.9841

Tableau 5.3: Valeurs normalisées deKI (KI/KI théorique) en fonction de la taille du
domaine utilisé pour l’extraction des FIC

Type de non conforme conforme
maillage

rd/hlocal 7 x 15 13 x 25 25 x 49 7 x 15 13 x 25 25 x 49
1.5 1.0178 1.0047 1.0082 0.9795 0.9956 1.0048
2 0.9819 0.9888 0.9921 0.9770 0.9861 0.9953

2.5 0.9828 0.9906 0.9942 0.9774 0.9878 0.9965
3.5 X 0.9913 0.9946 X 0.9877 0.9965

Tableau 5.4: Valeurs normalisées deKII (KII/KII théorique) en fonction de la taille
du domaine utilisé pour l’extraction des FIC
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X-FEM X-FEM
(LMT) (littérature)

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 0.980 0.997 0.995 1.004
2.5 0.971 0.989 0.986 0.996
3.5 0.970 0.988 0.986 0.996

Tableau 5.5: Comparaison avec la littérature : valeurs normalisées deKI

(KI/KI théorique) en fonction de la taille du domaine utilisé pour l’ex-
traction des FIC

L’invariance du calcul des FIC en fonction de la taille du domaine est également
relativement bien respectée avec tout de même des résultats en géneral plus précis
mais plus variables pour des rapportsrd/hlocal valant 1.5 et 2. Rappelons que,
compte tenu de la définition de la fonctionq utilisée dans la technique d’extrac-
tion des FIC (Annexe B), seuls les éléments situés à la p´eriphérie du domaine
d’intégration contribuent à l’évaluation des FIC. Pourdes petits rapports derd/hlocal,
les éléments en question contiennent des nœuds enrichis par lesFj . Ceci semble
améliorer le calcul des FIC. D’ailleurs, le rapportrd/hlocal = 2 est systématiquement
utilisé par Moës, Dolbow et Belytschko [Moëset al.1999]. Concernant la fluctua-
tion des résultats, nous reviendrons sur ce point en partie5.3.

On note qu’un raffinement du maillage conduit à de meilleursrésultats. Mais
compte tenu du fait que l’on enrichit uniquement par lesFj l’élément en pointe de
fissure, cette amélioration apportée par l’enrichissement devrait être moins consé-
quente, le support de l’enrichissement tendant vers0 lorsqueh tend vers0. Nous
reviendrons sur ce point et sur l’importance d’inclure lesFj dans la partie 5.3.

Enfin, à titre de comparaison, les tableaux 5.5 et 5.6 donnent les valeurs norma-
lisées deKI etKII pour l’approche X-FEM développée au LMT Cachan et l’ap-
proche exposée dans [Moëset al.1999]. Les résultats sont en excellente corrélation.
Notons que les différences peuvent s’expliquer par l’utilisation de techniques d’inté-
gration différentes à celle utilisée ici, notamment concernant l’intégration sur les
éléments en pointe de fissure. Ici, l’intégration numérique de ces éléments utilise 16
points de Gauss (Figure 5.2).

5.3 Apports des fonctionsFj d’enrichissement

Dans cette partie, nous cherchons à montrer l’importance d’inclure, parmi les
fonctions d’enrichissements, les fonctionsFj associées aux solutions asymptotiques
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X-FEM X-FEM
(LMT) (littérature)

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 1.001 1.006 1.016 1.015
2.5 0.988 0.993 1.001 1.000
3.5 0.989 0.994 1.001 0.9998

Tableau 5.6: Comparaison avec la littérature : valeurs normalisées deKII

(KII/KII théorique) en fonction de la taille du domaine utilisé pour l’ex-
traction des FIC

en mode I et II. D’autre part, afin d’étudier la précision dela méthode d’extrac-
tion, nous considérons différentes tailles du domaine d’intégration et ceci pour
différentes discrétisations. Pour chacune des discrétisations, la taille du domaine
est paramétrée, comme au paragraphe 5.2, par le rapportrd/hlocal ourd est le rayon
du domaine ethlocal est égale à la racine carrée de l’aire de l’élément contenant la
pointe de fissure. Pour se faire, reprenons l’exemple trait´e dans la partie 5.1. Uti-
lisons le même maillage mais ajoutons en plus les fonctionsFj . Dans ce cas, les
nœuds enrichis sont définis en figure 5.18. La figure 5.19 représente la contrainte
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Figure 5.18: Nœuds enrichis pour la X-FEM avec enrichissement H (cercles◦) et
Fj (carrés�) dans le cas où le maillage est conforme à la fissure

σyy le long des quatre lignes de points de Gauss parallèles à lafissure (Figure 5.13).
En comparant aux résultats de la figure 5.14, on constate quel’utilisation des en-
richissementsFj améliore la description locale du champ de contrainte. On no-
tera toujours la présence d’oscillations malgré l’introduction des champs singuliers.
Ces oscillations surviennent en fait dans les éléments detransition dont les nœuds
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

sont partiellement enrichis. Sur ces éléments appartenant à la fois aux supports des
nœuds enrichis par lesFj et aux supports des nœuds enrichis par la fonctionH,
la base des fonctionsFj ne « s’exprime» pas totalement dans cette zone de tran-
sition. Concernant ce problème on se reportera aux travauxde Chessa et Belyt-
schko [Chessaet al. 2003]. Ce sont ces oscillations qui expliquent la fluctuation
des résultats du calcul des facteurs d’intensité de contrainte lorsque le domaine
d’intégration fait intervenir ces éléments de transition dans l’extraction des facteurs
d’intensité de contrainte.
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Figure 5.19: Contrainteσyy enMPa le long des lignes 1 à 4 parallèles à la fissure
pour un maillage de 24 x 48 QUA4 conforme à la fissure. L’utilisa-
tion des enrichissementsFj améliore la description locale du champ
de contrainte malgré la présence d’oscillations.

On notera la nette amélioration apportée par la prise en compte des fonctionsFj

concernant le calcul des FIC (Tableau 5.7). La valeur exactedeKI est donnée par
Ewalds et Wanhill [Ewalds et Wanhill 1989] :

KI = Cσ
√
aπ (5.7)

oùC est un facteur de correction géométrique (plaque de dimension finie) :

C = 1.12 − 0.231
( a
w

)
+ 10.55

( a
w

)2

− 21.72
( a
w

)3

+ 30.39
( a
w

)4

; (5.8)
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5 Validation de l’implantation

Type H etFj H
d’enrichissement

rd/hlocal valeur valeur valeur valeur
normalisée normalisée

1.5 9.3359 0.9961 8.8697 0.9464
2 9.2708 0.9892 8.8488 0.9442

2.5 9.2565 0.9877 8.8978 0.9494
3.5 9.2554 0.9875 8.8884 9.9484

Tableau 5.7: Valeurs deKI en MPa
√
mm et valeurs normalisées deKI

(KI/KI théorique) en fonction de la taille du domaine utilisé pour l’ex-
traction des FIC (KI théorique = 9.3721MPa

√
mm). L’utilisation des

enrichissementsFj améliore les valeurs de FIC calculées.

Type H etFj H
d’enrichissement

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 33.3330 33.9095 30.5586 32.2296
2 33.0605 33.6554 30.4738 32.1620

2.5 33.0031 33.6081 30.6229 32.3172
3.5 32.9835 33.5969 30.5756 32.2762

Tableau 5.8: Intérêt d’incorporer lesFj : valeurs deKI enMPa
√
mm en fonction

de la taille du domaine utilisé pour l’extraction des FIC (KI théorique =
34.0MPa

√
mm)

La même étude est menée sur l’exemple de la fissure en mode mixte traité dans
la partie 5.2. Les valeurs deKI et KII ainsi que leurs valeurs normalisées sont
données dans les tableaux 5.8, 5.9, 5.10 et 5.11. Les conclusions sont similaires
au cas de la fissure en mode I. Ces deux tableaux permettent d’illustrer également
le point signalé à la fin du paragraphe 5.2. On constate, en effet, que l’apport des
fonctionsFj est moins significatif lorsque la taille de mailleh tend vers 0. Ainsi,
si l’on regarde le gain obtenu pour un maillage 12 x 24 sur l’erreur relative deKI

(Tableau 5.10), il est de8% contre4% pour un maillage 24 x 48. Rappelons que
seuls les nœuds de l’élément contenant la pointe de fissuresont enrichis. Lorsqueh
tend vers 0, l’enrichissement par les fonctionsFj devient donc inutile.
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

Type H etFj H
d’enrichissement

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 4.5540 4.5784 4.3423 4.4363
2 4.5282 4.5483 4.3157 4.4162

2.5 4.4946 4.5195 4.3604 4.4529
3.5 4.5013 4.5231 4.3574 4.4492

Tableau 5.9: Intérêt d’incorporer lesFj : valeurs deKII enMPa
√
mm en fonction

de la taille du domaine utilisé pour l’extraction des FIC (KII théorique=
4.55MPa

√
mm)

Type H etFj H
d’enrichissement

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 0.9804 0.9973 0.8988 0.9479
2 0.9724 0.9899 0.8963 0.9459

2.5 0.9707 0.9885 0.9007 0.9505
3.5 0.9701 0.9881 0.8993 0.9493

Tableau 5.10: Intérêt d’incorporer lesFj : valeurs normalisées deKI

(KI/KI théorique) en fonction de la taille du domaine utilisé pour
l’extraction des FIC

Type H etFj H
d’enrichissement

rd/hlocal 12 x 24 24 x 48 12 x 24 24 x 48
1.5 1.0009 1.0062 0.9543 0.9750
2 0.9952 0.9996 0.9485 0.9706

2.5 0.9878 0.9933 0.9583 0.9787
3.5 0.9893 0.9941 0.9577 0.9779

Tableau 5.11: Intérêt d’incorporer lesFj : valeurs normalisées deKII

(KII/KII théorique) en fonction de la taille du domaine utilisé
pour l’extraction des FIC
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5 Validation de l’implantation

X-FEM FEM

rd/hlocal X-FEM FEM1 FEM4 FEM10 FEM12
1.5 33.8044 31.8779 32.5277 33.0137 33.0957
2 33.5463 31.8329 32.4817 32.9686 33.0502

2.5 33.4979 31.9730 32.5696 33.0579 33.1379
3.5 33.4848 31.9305 32.5399 33.0272 33.1071

Tableau 5.12: X-FEM et FEM : valeurs deKI enMPa
√
mm en fonction de la

taille du domaine utilisé pour l’extraction des FIC (KI théorique =
34.0MPa

√
mm)

Pour terminer, nous montrons, à titre indicatif, quelle qualité du maillage en
pointe de fissure est nécessaire pour qu’une méthode éléments finis classiques (FEM)
permettent d’obtenir la même qualité sur le calcul des FICqu’une modélisation
selon la X-FEM. Pour ce faire, considérons un maillage de 20x 40 QUA4 (Fi-
gure 5.21(a)) de la structure fissurée sollicitée en mode Ide la partie 5.2. Les nœuds
enrichis pour la X-FEM sont représentés sur la figure 5.20.Nous proposons trois
maillages pour lesquels la taille des éléments a été raffinée pour les quatre éléments
en pointe de fissure appartenant aux supports des nœuds enrichis par les fonctions
Fj . Ces maillages sont notés FEM4 (Figure 5.21(b)), FEM10 (Figure 5.21(c)) et
FEM12 (Figure 5.21(d)). Les valeurs deKI etKII ainsi que leurs valeurs norma-
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Figure 5.20: Nœuds enrichis pour la X-FEM avec enrichissement H (cercles◦) et
Fj (carrés�) dans le cas où le maillage est conforme à la fissure

lisées sont données dans les tableaux 5.12, 5.13, 5.14 et 5.15 pour les différents
maillages : X-FEM, FEM1, FEM4, FEM10 et FEM12.
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

(a) Maillage X-FEM et FEM1
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(b) FEM4
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(c) FEM10
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(d) FEM12

Figure 5.21: Maillages X-FEM et FEM1 (modélisation par double nœuds).
Maillages FEM4, FEM10 et FEM12 pour lesquels le maillage a été raf-
finé au niveau des quatre éléments appartenant aux supports des nœuds
enrichis par les fonctionsFj pour le maillage X-FEM.

X-FEM FEM

rd/hlocal X-FEM FEM1 FEM4 FEM10 FEM12
1.5 4.5740 4.4393 4.4871 4.5091 4.5136
2 4.5448 4.4076 4.4519 4.4733 4.4775

2.5 4.5150 4.4371 4.4736 4.4965 4.5008
3.5 4.5191 4.4314 4.4704 4.4933 4.4977

Tableau 5.13: X-FEM et FEM : valeurs deKII enMPa
√
mm en fonction de la

taille du domaine utilisé pour l’extraction des FIC (KII théorique =
4.55MPa

√
mm)
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5 Validation de l’implantation

X-FEM FEM

rd/hlocal X-FEM FEM1 FEM4 FEM10 FEM12
1.5 0.9942 0.9376 0.9567 0.9710 0.9734
2 0.9867 0.9363 0.9553 0.9697 0.9721

2.5 0.9852 0.9404 0.9579 0.9723 0.9746
3.5 0.9848 0.9391 0.9571 0.9714 0.9737

Tableau 5.14: X-FEM et FEM : valeurs normalisées deKI (KI/KI théorique) en fonc-
tion de la taille du domaine utilisé pour l’extraction des FIC

X-FEM FEM

rd/hlocal X-FEM FEM1 FEM4 FEM10 FEM12
1.5 1.0053 0.9757 0.9862 0.9910 0.9920
2 0.9989 0.9687 0.9784 0.9831 0.9841

2.5 0.9923 0.9752 0.9832 0.9882 0.9892
3.5 0.9932 0.9739 0.9825 0.9875 0.9825

Tableau 5.15: X-FEM et FEM : valeurs normalisées deKII (KII/KII théorique) en
fonction de la taille du domaine utilisé pour l’extractiondes FIC
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5 Traitement de la microstructure par la X-FEM

On constate que, par rapport à la X-FEM, une modélisation classique par doubles
nœuds en FEM ne permet d’approcher que difficilement les caractéristiques locales
de la solution en pointe de fissure, c’est-à-dire les FIC. Onnotera donc l’importance
d’incorporer les champs singuliers en pointe de fissure dansla X-FEM.

6 Bilan

Dans ce chapitre nous avons exposé la méthode X-FEM ainsi que les aspects
techniques qui lui sont liés. Son implantation au sein du code de calcul orienté
objet a été présentée et discutée.À travers différents exemples, certains résultats
de la littérature ont pu être retrouvés, notamment concernant l’apport des fonctions
d’enrichissement en pointe de fissure vis-à-vis de la détermination des facteurs d’in-
tensité des contraintes. Bien que ce chapitre n’ait pas apporté de résultats nouveaux
concernant la X-FEM, il a permis de valider son utilisation au sein du code de cal-
cul. Cette étape de validation s’est avérée nécessaireavant de pouvoir envisager son
utilisation combinée avec l’approche micro-macro.

162 Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



CHAPITRE

6 Approche
micro-macro pour la
fissuration : méthode
MS-X-FEM

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux performances de la stratégie dans sa globalité.
L’utilisation combińee de l’approche micro-macro et de la X-FEM, appelée MS-X-
FEM (MultiScale-X-FEM), est ainsi illustrée au travers d’exemples de propagation
de fissure en fatigue qui intéressent Dassault Aviation.
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MS-X-FEM

Dans ce chapitre, nous présentons l’approche micro-macropour la fissuration.
Plus précisément, on se propose de combiner la stratégiemultiéchelle, présentée au
chapitre 2, et la technique d’enrichissement local X-FEM, décrite au chapitre 5.

Dans la première partie de ce document, nous nous sommes intéressés à l’ap-
proche micro-macro utilisée pour séparer les échelles et mener à bien une analyse
locale-globale couplée. Pas spécifiquement dédiée à l’étude de la fissuration, cette
partie s’est intéressée au cadre plus large où l’on souhaitait mettre en place une
description fine dans la zone d’intérêt tout en conservantune description grossière
dans le reste de la structure. Tout l’effort numérique est alors concentré dans la zone
d’intérêt autour du détail (trou, fissure ...). La deuxi`eme partie a permis de mettre en
place une séparation des échelles macro et micro efficace pour prendre en compte
les effets d’une fissure à la fois au niveau global et au niveau local (voir chapitre 4).
Des enrichissements de la description de la cinématique etdes efforts à l’échelle
macro ont ainsi été proposés. Ils permettent au maillagemacro, grossier, de rester
inchangé quelle que soit la topologie de la fissure, ce qui apporte une réponse aux
difficultés de maillage au niveau global. Pour répondre, `a ces mêmes difficultés à
l’échelle micro, nous nous proposons d’utiliser la X-FEM comme outil de descrip-
tion de la fissure dans la zone d’intérêt.

Dans un premier temps, ce chapitre présente la façon d’intégrer la X-FEM au
sein de l’approche micro-macro. Les choix des espaces d’approximation sur les
sous-structures et les interfaces sont précisés. Dans unsecond temps, on s’intéresse
à la simulation de la propagation de fissure par l’utilisation combinée de l’ap-
proche micro-macro et de la X-FEM, appelée MS-X-FEM (MultiScale-X-FEM).
La démarche de calcul associée est exposée. Enfin, les performances de la stratégie
sont illustrées au travers d’exemples de propagation de fissure en fatigue.

1 Implantation de la X-FEM à l’ échelle micro

1.1 Espace d’approximation sur une sous-structure fissurée

Afin de s’affranchir des difficultés de maillage au niveau micro, la X-FEM est
utilisée pour représenter la fissure. L’aspect multiéchelle n’étant introduit qu’au ni-
veau des interfaces (voir paragraphe 2.1 du chapitre 2), le problème micro 5 sur une
sous-structureΩE est un problème standard, portant sur les champs de déplacement
uE et de contrainte�E, avec condition de Robin. Pour une résolution éléments
finis en déplacement de ce problème, rien n’empêche d’enrichir l’approximation
du champ de déplacement sur une sous-structure selon la X-FEM [Guidaultet al.
2005b]. Ainsi,uE est approché sous la forme exposée au paragraphe 1 du cha-
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1 Implantation de la X-FEM à l’échelle micro

pitre 5 :

uEh
(x) =

∑

i∈N

ϕi(x) ui +
∑

i∈Nd

ϕi(x)H(x) ai +
∑

i∈Np

ϕi(x)
( 4∑

j=1

Fj(x) b
j
i

)
(6.1)

où les mêmes notations ont été adoptées.

1.2 Espace d’approximation sur une interface fissuŕee

Sur une interfaceΓEE′ traversée par une fissure, le projecteur macroΠΓEE′

est défini avant même toute discrétisation (voir paragraphe 2.2 du chapitre 2). La
définition des quantités macro et micro restent donc inchangée. Toute la difficulté
réside alors dans l’admissibilité cinématique du champuE sur le bord d’une sous-
structureΩE et du déplacementWE de l’interfaceΓEE′ :

∀F ∗∈FEE′,h,

∫

ΓEE′

F ∗ · (uE −WE)dΓ = 0 (6.2)

Un premier choix consiste à enrichir également parH l’espace d’approximation des
quantités d’interface sous la forme :

F =
∑

i∈NΓ

ψi(x) f i
+

∑

i∈NΓd

ψi(x)H(x) aΓi
(6.3)

oùNΓ correspond aux nœuds de l’interface etNΓd
désigne les noeuds dont le sup-

port des fonctions de formeψi est traversé par la fissure. Un autre choix, qui s’avère
plus simple, est de considérer pourFEE′,h un espace de fonctions continues par
morceaux (voir paragraphe 1.3.2 du chapitre 2). Cet espace d’approximation peut
alors représenter naturellement une discontinuité et nenécessite pas l’introduction
de la fonctionH discontinue. Ainsi :

F =
∑

i∈NΓ

ψi(x) f i
(6.4)

Nous prendrons ici comme fonctionψi des fonctions constantes P0 par morceaux
(par éléments d’interface). On conserve donc la même discrétisation que dans les
études précédentes.

1.3 Plaque fissuŕee en flexion trois points

Pour valider l’utilisation combinée de la X-FEM et de l’approche micro-macro,
on se propose de s’intéresser à la plaque fissurée en flexion trois points sur ap-
puis courts illustrée en figure 6.1. L’aspect propagation n’est pas étudié ici. On
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MS-X-FEM

Figure 6.1: Plaque fissurée en flexion trois points sur appuis courts

traite le problème d’analyse locale-globale avec le raccord à effort micro présenté
au chapitre 3. Ainsi, seules deux sous-structures sont raffinées. Pour toutes les in-
terfaces, on réalise un raccord en résultantes et momentsexcepté pour les deux
interfaces situées dans la zone d’intérêt pour lesquelles un raccord exact est uti-
lisé. Par ailleurs, afin de mieux décrire l’effet de la fissure au niveau macro, une
base macro discontinue est employée pour les deux interfaces traversées par la fis-
sure. La figure 6.2 représente la déformée totale, micro dans la zone d’intérêt et
macro ailleurs, ainsi que le déplacement macroWM d’interface. La contrainteσxx

est illustrée sur la figure 6.3. Comme attendu, on constate que l’utilisation de la X-
FEM permet de décrire la singularité en pointe de fissure mˆeme avec un maillage
relativement grossier. La valeur deKI calculée est ainsi très proche de la valeur
théorique déterminée par [Gettuet al.1990] :KI théorique= 664, 69MPa

√
mm. On

trouve :KI = 665.23MPa
√
mm et une erreur relative d’environ0.08%.

2 Propagation de fissure en fatigue

Dans cette dernière partie, nous présentons deux cas de fissuration traités par
l’approche MS-X-FEM (MultiScale-X-FEM) qui combine l’approche micro-macro
et la X-FEM. Il s’agit ici de valider l’approche dans sa globalité. L’approche répond
à la problématique d’une analyse locale-globale adaptée à la fissuration. La démar-
che de calcul employée pour la fissuration en fatigue est pr´esentée et est suivie de
différents exemples d’application. L’influence du choix de la séparation des échelles
est ainsi illustrée et permet, en particulier, de montrer l’intérêt d’introduire la dis-
continuité due à la fissure à la fois au niveau micro et au niveau macro.
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2 Propagation de fissure en fatigue
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Figure 6.2: Déformée micro dans les sous-structures raffinées et déplacements ma-
cro (traits forts continus) à l’interface avec utilisation d’une base macro
discontinue pour les interfaces traversées par la fissure.La X-FEM est
utilisée au niveau micro.
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6 Approche micro-macro pour la fissuration : méthode MS-X-FEM
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Figure 6.3: Poutre fissurée en flexion trois points : contrainteσxx, l’axe x étant ho-
rizontal

2.1 Méthode MS-X-FEM

2.1.1 Algorithme

Le problème de fissuration de fatigue 12 (voir au début de lapartie II), traitée
par une loi de propagation explicite, revient à la résolution d’un problème de sta-
tique à chaque pas de propagation.À chaque avancée de fissure, le problème est
résolu par la stratégie micro-macro avec une descriptionde la géométrie courante
de la fissure selon la X-FEM. La démarche est décrite par l’algorithme 3. L’avancée
de fissure est pilotée par la loi de Paris et la direction de propagation est définie
par le critère explicite de contrainte circonférentielle maximale. On remarquera
que la mise à jour des opérateurs homogénéisés au coursde la propagation n’est
effectuée que pour les sous-structures raffinées. Rappelons que le raccord à ef-
fort micro nul, qui est utilisé sur les interfaces entre sous-structures raffinées et
sous-structures« grossières», connecte uniquement les composantes macro d’ef-
forts et de déplacements dans la base macroe

M (p) et ceci quelles que soient les
discrétisations. Cette procédure de raffinement n’affecte donc pas les opérateurs
définis sur les sous-structures grossières.

2.1.2 Śelection des interfaces̀a base macro discontinue

Le choix d’une base macro discontinue pour une interface traversée par la fissure
nécessite une tolérance. En effet, si la définition de la base macro est indépendante
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2 Propagation de fissure en fatigue

Algorithme 3 Stratégie MS-X-FEM pour la fissuration de fatigue (� : phase pa-
rallélisable)

Données :
– géométrie de la préfissure,
– avancée de fissuread (pilotage en avancée de fissure),
– liste des sous-structures raffinéesE

(0)
f au pas (0).

Calculs préliminaires au pas (0) :
– Pour chaque sous-structureE ∈ E

(0)
f :

� Calcul des valeurs initiales desLevel Sets, ϕ(0) etψ(0),
� Enrichissement X-FEM des nœuds.
� Enrichissement de la base macro des interfaces fissurées.

– Pour chaque sous-structureE ∈ E :
� Création des rigidités élémentaires[KE] et [kE ],
� Assemblage, factorisation de[KE] + [kE],
� Détermination de l’opérateur homogénéisé[LF

E ].
– Sur l’ensemble des sous-structures

� Assemblage, factorisation de la rigidité[H ]
(0)

eM du problème macro,
bouclepourp = 1 ànpas (pas de propagation)faire

Initialisation : s
(p)
0 ∈ Ad

bouclepourniter = 0 ànmax (itérationLATIN ) faire
1. Étape locale

2. Étape linéaire

3. Test critère d’arrêtη < 10−4

fin boucle
Calcul des FIC, détermination deθ(p)

c , avancée de fissure
Mise à jour au pas (p) :
1. Mise à jour deE(p)

f (critère de sélection à définir)

2. Pour chaque sous-structureE ∈ E
(p)
f :

� Mise à jour desLevel Sets, ϕ(p) etψ(p),
� Enrichissement X-FEM des nœuds.
� Enrichissement de la base macro des interfaces fissurées.

3. Pour chaque sous-structureE ∈ E
(p)
f :

� Création des rigidités élémentaires[KE ] et [kE],
� Assemblage, factorisation de[KE ] + [kE ],
� Détermination de l’opérateur homogénéisé[LF

E ].

4. Sur l’ensemble des sous-structures
� Assemblage, factorisation de la rigidité[H ]

(p)

eM du problème macro.
fin boucle

Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 169
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de la discrétisation, il faut néanmoins que la discrétisation de l’interface soit telle
qu’elle puisse permettre de la décrire. Par exemple, pour une base macro linéaire,
deux noeuds d’interface sont nécessaires pour définir le projecteur macro discrétisé
correspondant. Ainsi pour une interface traversée par la fissure, la définition d’une
base macro linéaire par morceau est utilisée uniquement si chaque morceau d’inter-
face comporte un nombre minimal de deux nœuds. Dans le cas contraire, l’interface
est trop peu coupée et une base macro linéaire est utilisée sur toute l’interface.
La figure 6.4 illustre ces deux situations pour une quantitéde déplacement bord
u discontinue et linéaire par morceau. Sur cet exemple particulier et dans le cas

W
M




W



u



Base macro linéaire discontinue Base macro linéaire

L'interface est trop peu coupéeL'interface est suffisamment coupée

Figure 6.4: Critère de sélection du type de projecteur macro pour une interface tra-
versée par la fissure et discrétisée par des fonctions P0 par élément. Une
base macro linéaire discontinue est choisie si l’interface est suffisam-
ment coupée.

où la base macro discontinue est validée (figure de gauche), le déplacement macro
WM donne exactement le déplacementu aux nœuds d’interface et le déplacement
micro complémentaireWm est nul. Dans l’autre situation (figure de droite), le
déplacement macroWM ne fournit qu’une moyenne (trait fin continu sur la figure
de droite) du déplacementu. Le déplacement micro complémentaireWm complète
la solution.

La procédure permettant de définir la position de la coupure et de choisir la base
macro est basée sur la valeur desLevel Sets. Les fonctionsϕ etψ sont interpolées
aux nœuds des interfaces. L’isovaleur 0 deϕ permet de trouver le point de coupure
sur l’interface et le signe deψ permet de savoir si la fissure l’a bien traversée.
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2 Propagation de fissure en fatigue

2.2 Fissuration de fatigue dans une plaque troúee

2.2.1 Pŕesentation du probl̀eme

Afin d’illustrer l’utilisation de la méthode MS-X-FEM pourla fissuration de fa-
tigue, nous proposons de traiter le cas de propagation d’unefissure dans une plaque
d’acier (E = 200000MPa et ν = 0.3), comportant trois trous, en flexion trois
points (Figure 6.5). Cet exemple présenté dans [Bittencourt et al.1996] a été traité
par [Hocine 1998] à l’aide de la méthode des équations intégrales duales. Deux
configurations de fissure sont étudiées. Le trajet de propagation dépend alors forte-
ment de la taille et de la position relative de l’entaille parrapport à l’axe vertical des
trous. L’intérêt de la présence des trous est que ceux-cimodifient considérablement
le champ de contrainte et donnent lieu à des trajectoires defissuration« parti-
culières».

P

200

80

100

12.5

20

20

14020

10

10

∅5

(a) Configuration 1

P

10

15

(b) Configuration 2

Figure 6.5: Plaque fissurée soumise à de la flexion trois points et comportant trois
trous. Deux configurations de préfissure sont étudiées.
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L’évolution de la fissure est régie par la loi de Paris et la direction de propga-
tion est définie par le critère de contrainte circonférentielle maximale. Notons que
l’utilisation de ce critère est discutable lorsque la fissure arrive dans le voisinage
d’un trou ou d’un bord. Le pilotage du calcul est effectué enavancée de fissure et
l’incrément de propagation estad = 0.1mm. Les maillages macro et micro utilisés
dans la méthode MS-X-FEM sont représentés en figure 6.6. Dans cet exemple, la
procédure de raffinement des sous-structures n’est pas mise en œuvre. La sélection
des sous-structures raffinées est arbitraire et faite au d´ebut du calcul de façon à ce
qu’au moins une sous-structure raffinée se trouve de part etd’autre du trajet de fissu-
ration obtenu en fin de propagation. Les bases macro linéaire, cubique et discontinue
sont utilisées successivement pour les interfaces situées dans la zone d’intérêt.

Enfin, nous prendrons comme référence le calcul direct X-FEM mené sur les
maillages décrits en figure 6.7. Les maillages sont identiques aux maillages de la
figure 6.6 dans la zone correspondant à celle des sous-structures raffinées.

2.2.2 Influence du choix de la base macro

Les figures 6.8 et 6.9 représentent les trajets obtenus avecla méthode MS-X-
FEM pour les différentes bases macro et ceux déterminés par la méthode directe
X-FEM. Les résultats sont en bonne corrélation. Le trajetobtenu avec une base
macro discontinue est même très proche de celui de référence. Des déviations sont
cependant obtenues (Figure 6.8(b) et Figure 6.9(b)). Rappelons que les itérations
de la méthodeLATIN sont stoppées pour un critère d’erreur heuristiqueη donné de
10−4 qui permet d’obtenir une précision sur le calcul des FIC de1% en utilisant une
cinématique macro discontinue (voir paragraphe 3 du chapitre 4). Cette précision
n’est pas atteinte pour les bases macro linéaire et cubique(Figure 4.13). Le cumul
de ces erreurs et l’utilisation d’un critère de propagation explicite explique en partie
ces différences de parcours. Nous reviendrons sur la validité du critère d’erreur
(η = 10−4) plus loin.

Les déformées dans la zone d’intérêt et les déplacements macro pour l’utilisa-
tion, dans la zone d’intérêt, d’une base macro linéaire (Figure 6.11 et 6.12), d’une
base macro cubique (Figure 6.13 et 6.14) et d’une base macro discontinue (Fi-
gure 6.15 et 6.16) sont en bon accord avec les déformées obtenues par le calcul
direct X-FEM (Figure 6.10(a) et 6.10(b)).

Les figures 6.17(a) et 6.18(a) représentent la valeur deKI en fonction de la lon-
gueur de fissure obtenue avec l’approche multiéchelle et laméthode directe X-FEM
pour les deux configurations. Les résultats obtenus avec labase macro disconti-
nue sont très proches de ceux du calcul direct X-FEM. On vérifie qu’une erreur
relative d’environ1% surKI est obtenue avec le critère d’erreurLATIN η = 10−4
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2 Propagation de fissure en fatigue
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(b) Configuration 2

Figure 6.6: Plaque fissurée comportant trois trous en flexion trois points : maillage
micro dans la zone d’intérêt et maillage macro d’interface pour les deux
configurations.
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(a) Configuration 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

−20

0

20

40

60

80

100

(b) Configuration 2

Figure 6.7: Plaque fissurée comportant trois trous en flexion trois points : maillages
utilisés par le calcul direct X-FEM pour les deux configurations. Les
maillages autour de la fissure sont identiques à ceux utilisés par l’ap-
proche MS-X-FEM.
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(b) Zoom au voisinage du deuxième trou

Figure 6.8: Trajets de fissure obtenus avec la stratégie MS-X-FEM et le calcul direct
X-FEM pour la configuration 1
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(b) Zoom au voisinage du deuxième trou

Figure 6.9: Trajets de fissure obtenus avec la stratégie MS-X-FEM et le calcul direct
X-FEM pour la configuration 2
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Figure 6.10: Déformées obtenues par le calcul direct X-FEM pour les deux confi-
gurations. Les maillages autour de la fissure sont identiques à ceux
utilisés par l’approche MS-X-FEM.
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Figure 6.11: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro lineaire au dernier pas de
propagation de la configuration 1
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Figure 6.12: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro lineaire au dernier pas de
propagation de la configuration 2
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Figure 6.13: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro cubique locale au dernier
pas de propagation de la configuration 1
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Figure 6.14: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro cubique locale au dernier
pas de propagation de la configuration 2
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Figure 6.15: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro discontinue locale au dernier
pas de propagation de la configuration 1
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Figure 6.16: Déformée dans la zone d’intérêt et déplacements macro (traits forts
continus) à l’interface pour la base macro discontinue locale au dernier
pas de propagation de la configuration 2
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(Figure 6.17(b) et 6.18(b)). Des différences sont à noterpour la deuxième confi-
guration. En effet, la pointe de fissure passant trop près dudeuxième trou (dans
l’élément du bord) pour le calcul X-FEM, la fonctionq de la technique d’extraction
(Annexe B) ne vaut pas 1 en pointe de fissure. Le calcul deKI est donc erroné.

Enfin, les figures 6.19 et 6.20 donnent le nombre d’itérations, en fonction du
pas de propagation, nécessaires pour atteindre une erreurde convergenceLATIN

η de 10−4 avec les trois bases macro. L’utilisation de la base macro discontinue
conduit à un nombre quasi-constant de 10 itérations pour atteindre ce niveau d’er-
reur. Le problème macro est suffisamment riche pour rendre compte de l’effet macro
de la fissure et séparer efficacement les échelles. En revanche, pour les bases ma-
cro linéaires et cubiques, un nombre d’itérations croissant en fonction de l’avancée
de fissure est obtenu. Le problème macro n’étant pas suffisant pour décrire l’effet
global de la fissure, en particulier lorsque la fissure devient grande, ce sont les quan-
tités micro qui doivent le« capturer». Les quantités micro ayant à converger dans
un espace plus grand, le nombre d’itérations est d’autant plus important. Un com-
promis doit donc être fait entre l’enrichissement de la base macro (ajout de degrés
de libertés macro) et l’obtention d’un taux de convergenceintéressant.

3 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’approche multiéchelle MS-X-FEM pour
la fissuration. Cette stratégie est une combinaison de l’approche micro-macro, qui
permet un traitement multiéchelle efficace des effets d’une fissure, et de la méthode
X-FEM. L’implantation de la X-FEM au sein de l’approche micro-macro a été ex-
posée. En particulier, les choix des discrétisations dessous-structures et des inter-
faces ont été revisités. La stratégie utilisée pour traiter la fissuration de fatigue a été
détaillée et des exemples permettant de valider l’approche ont été présentés. Il a été
montré, en particulier, l’intérêt d’incorporer la discontinuité due à la fissure à la fois
à l’échelle macro et à l’échelle micro. Un certain nombre de difficultés de mise en
œuvre restent cependant à résoudre. En particulier, une mise à jour adaptative de la
zone à décrire finement ainsi que la sélection automatique des enrichissement micro
et macro doivent être mises en place. Une analyse plus fine dela ré-actualisation
des différents opérateurs et de la base de données informatique reste à faire pour
améliorer les performances de la stratégie en termes de coût de calcul.
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Figure 6.17: Valeur et erreur relative deKI en fonction de la longueur de fissure ob-
tenues avec la stratégie micro-macro MS-X-FEM et la méthode directe
X-FEM pour la configuration 1
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Figure 6.18: Valeur et erreur relative deKI en fonction de la longueur de fissure ob-
tenues avec la stratégie micro-macro MS-X-FEM et la méthode directe
X-FEM pour la configuration 2
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Figure 6.19: Nombre d’itérations en fonction du pas pour atteindre une erreur de
convergenceLATIN η de10−4 avec les trois bases macro dans le cas de
la configuration 1
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Figure 6.20: Nombre d’itérations en fonction du pas pour atteindre une erreur de
convergenceLATIN η de10−4 avec les trois bases macro dans le cas de
la configuration 2
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Conclusion

Dans ce travail, une stratégie de calcul multiéchelle, MS-X-FEM, répondant à
la problématique d’une analyse locale-globale pour le suivi de fissure et permettant
de lever les difficultés de maillage a été présentée. Cette approche met en synergie
deux techniques. L’approche micro-macro [Ladevèze et Dureisseix 1999, Ladevèze
et al. 2001] est utilisée pour effectuer une séparation d’échelles adaptée à la fissu-
ration. Elle est basée sur une méthode de décomposition de domaine mixte et une
technique d’homogénéisation automatique non classiqueen ce sens où les variables
macro et micro ne sont pas associées aux sous-domaines maisaux interfaces. La
deuxième technique est la méthode d’enrichissement locale X-FEM [Belytschko et
Black 1999] qui permet de gérer efficacement la propagationde fissure en simpli-
fiant considérablement les difficultés de maillage.

Dans le cadre de cette thèse, deux aspects principaux ont été étudiés pour si-
muler la propagation de fissures en fatigue dans le cadre de lamécanique linéaire
élastique de la rupture. Nous nous sommes tout d’abord int´eressés à la mise en place
d’une analyse locale-globale couplée permettant de définir une description fine de
la solution dans une zone d’intérêt tout en se contentant d’une description grossière
dans le reste de la structure. L’utilisation de l’approche micro-macro et de l’entité
mécanique interface a semblé bien adpatée à ce problème. La flexibilité des inter-
faces a été mise à profit pour effectuer un raccord des quantités macroscopiques au
niveau des interfaces qui correspond à un raccord en résultantes et moments (à ef-
forts micro nuls). L’idée sous-jacente est celle du principe de Saint-Venant, celui-ci
assurant une solution non entachée d’erreur dans la zone d’intérêt.

Le deuxième aspect concerne la simulation de la fissurationproprement dite.
Le premier objectif de notre étude a consisté à mettre en place une stratégie qui
évite toute procédure de remaillage au cours du calcul. Pour ce faire l’approche
micro-macro a été utilisée pour assurer le couplage d’unproblème macro basé sur
un maillage grossier fixe et d’un problème micro décrit selon la X-FEM. L’aspect
multiéchelle permet d’utiliser dans la zone potentielle de fissuration des maillages
locaux de la finesse requise pour avoir une solution de qualité lorsque la fissure,
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modélisée par la X-FEM, interagit avec les éléments grossier du maillage macro. Le
deuxième objectif a été d’améliorer les performances de la stratégie de résolution
itérative basée sur la méthodeLATIN [Ladevèze 1999] dans le cadre de la fissura-
tion. L’idée a consistée à rechercher une séparation des échelles judicieuse et effi-
cace dans le cas de la fissuration. La souplesse offerte par l’approche micro-macro
pour enrichir le comportement macro d’un sous-domaine fissuré, a permis d’envi-
sager différentes façons de rendre compte, aux deux échelles, de la discontinuité
en déplacement due à la fissure. Deux versions ont ainsi été étudiées : la première
introduit la discontinuité uniquement au niveau micro et la deuxième l’introduit à
la fois au niveau micro et au niveau macro. Cette dernière version a présenté les
meilleures performances.

Enfin, l’aspect implantation de la stratégie au sein d’un code de calcul éléments
finis programmé orienté objet a été présenté. La structure de données ainsi que
les concepts de programmation associés au développementcombiné de l’approche
micro-macro (méthode de décomposition de domaine mixte)et de la X-FEM (for-
mulation éléments finis en déplacement particulière) ont été discutés. Cette ap-
proche de programmation permet d’envisager d’une façon plus objective le transfert
de la stratégie dans un code industriel.

Suite à ces travaux qui ont montré la faisabilité d’une approche multiéchelle du
suivi de fissure, les perspectives sont nombreuses. D’un point de vue ingénieur, il
conviendrait tout d’abord d’intégrer la stratégie dans un code éléments finis stan-
dard en tant qu’outil de traitement spécifique de la zone fissurée. D’autre part, une
automatisation de la sélection des zones à décrire finement ainsi que la sélection
automatique des enrichissement micro et macro doivent être mises en place. Pour
ce faire, des indicateurs de raffinement fiables associés àdes estimateurs d’erreurs
restent à définir. Dans ce travail, la propagation de fissure en fatigue revient à
résoudre à chaque pas un problème de statique qui n’exploite pas d’information
du pas précédent. Aussi, une analyse plus fine de la ré-actualisation des différents
opérateurs et de l’initialisation de l’algorithme itératif de résolution reste à faire
pour améliorer les performances de la stratégie en termesde coût de calcul. En-
fin, bon nombre de simulations dans le milieu industriel fontappel à l’utilisation
de modèles plaque ou coque. L’extension de l’approche à ces types de modèle de-
vrait être considérée. Concernant la X-FEM, cette extension a fait l’objet de travaux
exposés dans [Dolbowet al.2000b].

D’un point de vue mécanique, un enjeu important est la priseen compte de
modèles de matériau plus fins dans le cadre de la rupture ductile et de l’endom-
magement. L’approche micro-macro ayant donné de bons résultats pour modéliser
des comportements d’interface de type contact [Ladevèzeet al. 2002], la simula-
tion de la refermeture de fissure et la prise en compte de modèles à zone cohésive
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peuvent être naturellement envisagées. Notons que, concernant la X-FEM, la propa-
gation de fissure en compression avec frottement [Dolbowet al.2001] et de fissure
cohésive [Moës et Belytschko 2002, Remmerset al.2003, De Borstet al.2004] a
été étudiée. Par ailleurs, la stratégie de résolution basée sur laLATIN peut s’avérer
intéressante pour traiter les problèmes non-linéairesd’évolution. Plus précisément,
le traitement de la fissuration dans les matériaux dont le comportement met en jeu
de la plasticité et de l’endommagement diffus est envisag´e.

Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005 191



Conclusion
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D. Brancherie.Modèles continus et discrets pour les problèmes de localisation
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194 Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



Bibliographie

[Chessaet al. 2003]
J. Chessa, H.W. Wang et T. Belytschko. On construction of blending elements
for locally partition unity enriched finite element method.International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 57(7) : 1015–1038, 2003.

[Christman et al. 1989]
T. Christman, A. Needleman et S. Suresh. An experimental andnumerical study
of deformation in metal-ceramic composites.Acta Metallurgica, 37(11) : 3029–
3050, 1989.

[Cornuault 1987]
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Y. Dubois-Pèlerin et T. Zimmermann. Object-oriented finite element program-
ming : iii. An efficient implementation in C++.Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 108(1-2) : 165–183, 1993.

[Dumontet 1986]
H. Dumontet. Study of a boundary layer problem in elastic composite. Mathe-
matical Modelling and Numerical Analysis, 20 : 265–286, 1986.

[Dumstorff et al. 2003]
P. Dumstorff, J. Mosler et G. Meschke. Advanced discretization methods for
cracked structures : the strong discontinuity approach vs.the extended finite ele-
ment method. DansVII International Conference on Computational Plasticity.
Barcelona, 2003.

[Dureisseix 1997]
D. Dureisseix.Une approche multi-́echelles pour des calculs de structures sur
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196 Thèse de doctorat - P.-A. Guidault - 2005



Bibliographie

[Erdogan et Sih 1963]
G. Erdogan et G. Sih. On the carck extension in plates under plane loading and
transverse shear.ASME, Journal of Basic Engineering, 85 : 519–527, 1963.

[Eringen 1966]
A.C. Eringen. Linear theory of micropolar elasticity.Journal of Mathematics
and Mechanics, 16(6) : 909–923, 1966.

[Eshelby 1957]
J.D. Eshelby. The determination of the field of an ellipsoidal inclusion and related
problems. DansProceedings of the Royal Society of London, volume 241 deA,
pages 376–396, 1957.

[Ewalds et Wanhill 1989]
H. Ewalds et R. Wanhill.Fracture Mechanics. New York : Edward Arnold, 1989.

[Farhat et Géradin 1992]
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2004.

[Guidault et al. 2005b]
P.-A. Guidault, O. Allix, L. Champaney et J.-P. Navarro. Uneapproche micro-
macro pour le suivi de fissure avec enrichissement local. Dans Lavoisier, éditeur,
Actes du Septième Colloque National en Calcul des Structures, Giens, France,
volume 1, pages 51–56. Hermès Science, 2005.

[Hashin 1962]
Z. Hashin. The elastic moduli of heterogeneous materials.ASME Journal for
Applied Mechanics, 29 : 143–150, 1962.

[Hill 1965]
R. Hill. A self-consistent mechanics of composites materials. Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, 13 : 213–222, 1965.
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[Jir ásek et Belytschko 2002]
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[Ladevèze et Nouy 2002]
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en espace pour le calcul de structures fortement hét́erog̀enes. Thèse de doctorat,
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ANNEXE

A Propri étés des
opérateurs
homoǵenéiśes

1 Rappels

Le problème micro sur une sous-structureΩE s’énonce de la façon suivante :

Problème 13 Trouver(�E , FE) ∈ FE,ad qui vérifient :

∀(�∗, F ∗) ∈ FE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�∗
)
dΩ +

∫

∂ΩE

h−FE · F ∗dΓ =

∫

∂ΩE

(
h−F̂E + ŴE + W̃

M

E

)
· F ∗dΓ

où h− = 1/k−.

Les opérateurs homogénéisés suivants ont été définis :

FM
E = L

F
E

(
W̃

M

E

)
+ F̂

M

E,d (A.1)

WM
E = L

W
E

(
W̃

M

E

)
+ Ŵ

M

E,d (A.2)

où W̃
M

E ∈ WM
E,h. F̂

M

E,d et Ŵ
M

E,d ne dépendent que def
d|ΩE

et deŝE. On rappelle

également que, connaissant le multiplicateur de LagrangeW̃
M

E , il est alors possible
de résoudre le problème micro surΩE et de déterminersE = ("E ,WE,�E , FE)
connaissant̂sE. Il existe ainsi un opérateur de localisationL

s
E deWM

E dansSE, tel
que :

sE = L
s
E(W̃

M

E

)
+ ŝE,d

où ŝE,d dépend dêsE et def
d|ΩE
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A Propriétés des opérateurs homogénéisés

2 Propri étés des oṕerateurs homoǵenéiśes

À l’étape linéaire, la distributionFM
E sur la frontière∂ΩE est en équilibre avec

le chargementf
d|ΩE

. Elle appartient à l’espace :

FM

E,ad =
{
FM

E ∈ FM
E | ∀αE ∈ RE ,

∫

∂ΩE

FM
E · αEdΓ =

∫

ΩE

f
d
· αEdΩ

}

oùRE = {αE ∈UE | "(αE) = 0} représente l’espace des modes rigides infinitési-

maux deΩE. On désignera parFM

E,ad,0 l’espace correspondant pour des conditions
homogènes.

� Preuve : La solution du problème micro vérifie nécessairement :

∀αE ∈ RE ,

∫

∂ΩE

FE · αEdΓ =

∫

ΩE

f
d
· αEdΩ

D’après la définition des espaces macro, on aRW
E ⊂ WM

E . La relation de découplage
des travaux micro et macro (2.3) permet d’écrire :

∀αE ∈ RE ,

∫

∂ΩE

FE · αEdΓ =

∫

∂ΩE

FM
E · αEdΓ

Ce qui termine la preuve.�

Proposition 4 . L’opérateurLF
E :

– a son image dansFM

E,ad,0,
– n’est pas d́efini et son noyau estRW

E , l’espace des traces des déplacements
deRE sur le bord∂ΩE ,

– réalise une bijection de l’espace quotientWM

E = WM
E /RW

E dansFM

E,ad,0,
– est positif vis̀a vis de la forme bilińeaire travail sur la frontìere∂ΩE .

� Preuve : Soit sE = L
s
E(W̃

M

E

)
. On a doncsE ∈ SE,ad,0 qui vérifie la direction

de recherche :

∀F ∗ ∈ FE ,

∫

∂ΩE

(
h−FE +WE − W̃

M

E

)
· F ∗dΓ = 0 (A.3)

sE est solution de la formulation variationnelle suivante : trouver(�E, FE) ∈ FE,h,ad

qui vérifient :

∀(�∗, F ∗) ∈ FE,ad,0,

∫

ΩE

Tr
(�EK

−1�∗
)
dΩ +

∫

∂ΩE

h−FE · F ∗dΓ =

∫

∂ΩE

W̃
M

E · F ∗dΓ
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3 Opérateur homogénéiséLF
E pour une sous-structure fissurée

En injectantsE comme champ virtuel de cette formulation et compte tenu de la
relation de découplage (2.3), on a :

∫

∂ΩE

(
W̃

M

E

)
· FEdΓ =

∫

∂ΩE

(
W̃

M

E

)
· LF

E(W̃
M

E )dΓ

Les opérateursK et h− étant définis positifs, on en déduit queL
F
E est positif. De

plus, siLF
E(W̃

M

E ) = 0, alors�E = FE = 0. En utilisant la relation de comportement�E = K"E on obtient"E = 0, ce qui implique queWE ∈ RW
E . La direction

de recherche (A.3) donneWE = W̃
M

E et par conséquent̃W
M

E ∈ RW
E . On a alors

Ker(LF
E) = RW

E . L
F
E définissant une injection deWM

E dansFM

E,ad,0, espaces de

même dimension finie, il réalise donc une bijection deWM

E dansFM

E,ad,0. �

Proposition 5 L’opérateurLW
E réalise une bijection deWM

E dansWM
E . Sa restric-

tion à RW
E est l’oṕerateur identit́e surRW

E .

� Preuve : La démonstration est similaire à celle de la proposition 6mais en
prenant la formulation variationnelle en déplacement du problème micro (voir le
problème 7).�

3 Opérateur homoǵenéiśeL
F
E pour une sous-structure

fissurée

Dans le cas d’une sous-structureΩE séparée en deux partiesΩE1 et ΩE2 (Fi-
gure A.1) par une fissure libre d’effort, les propriétés del’opérateurLF

E sont simi-
laires à quelques détails près. On précise simplement quelques notations :

ΩE1
ΩE2

Γ

Figure A.1: Sous-structureΩE séparée en deux partiesΩE1 et ΩE2 et entourée de
quatre interfaces
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A Propriétés des opérateurs homogénéisés

RE =
{(
αE1

, αE2

)
∈ UE1 × UE2 | "(αE1

) = 0, "(αE2
) = 0, αE1

= αE1
surΓ

}

Cet espace correspond au même que celui présenté dans le paragraphe précédent.
C’est l’espace des mouvements de corps rigides infinitésimaux deΩE1 etΩE2 conti-
nus surΓ. On note aussi :

R̃E =
{(
αE1

, αE2

)
∈ UE1 × UE2 | "(αE1

) = 0, "(αE2
) = 0

}

l’espace des mouvements de corps rigides infinitésimaux deΩE1 etΩE2 .RW
E etR̃W

E

désignent respectivement les espaces des traces des fonctions deRE et deR̃E sur
∂ΩE . Les définitions deFM

E,ad et deFM

E,ad,0 tiennent toujours moyennant la nouvelle
définition deRE. La proposition 6 devient :

Proposition 6 . Pour une sous-structureΩE sépaŕee en deux, l’oṕerateurLF
E :

– a son image dansFM

E,ad,0,

– n’est pas d́efini et son noyau est̃RW
E ∩WM

E ,

– réalise une bijection de l’espace quotientWM

E = WM
E /R̃W

E ∩ WM
E dans

FM

E,ad,0,
– est positif vis̀a vis de la forme bilińeaire travail sur la frontìere∂ΩE .

� Preuve : La démonstration est similaire à celle de la proposition 6mais le noyau
est réduit, cette fois-ci, à̃RW

E ∩WM
E . �

Dans le cas, où une base macro linéaire ou cubique est choisie pour les quatre
interfaces, le noyau de l’opérateurL

F
E, R̃W

E ∩WM
E , est réduit àRW

E . La figure A.2
illustre, en 2D, les trois modes de corps rigides correspondants. Dans le cas, où
une base macro discontinue est choisie pour les deux interfaces traversées par la
fissure, le noyau de l’opérateurL

F
E, R̃W

E ∩WM
E , est réduit àR̃W

E (R̃W
E ⊂ WM

E ). La
figure A.3 illustre, en 2D, les six modes de corps rigides correspondants.
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E pour une sous-structure fissurée
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Figure A.2: Pour une base macro continue (linéaire ou cubique par interface), le
noyau de l’opérateurLF

E est réduit aux mouvements de corps rigide (3
modes en 2D) de la sous-structure non fissurée équivalente.
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Figure A.3: Pour une base macro discontinue, le noyau de l’opérateurLF
E est réduit

aux mouvements de corps rigide (6 modes en 2D) des deux« mor-
ceaux» ΩE1 etΩE2 de la sous-structureΩE.
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ANNEXE

B Extraction des
facteurs d’intensité
de contrainte

1 Calcul des FIC - un bref état de l’art

La détermination de la direction de propagation conduit engénéral à déterminer
les facteurs d’intensité de contrainte (voir le problèmede référence en fissuration
de fatigue décrit au début de la partie II). Pour ce faire, on distingue les approches
locales, des approches globales. Les approches locales se basent sur l’exploitation
de la forme des champs de contraintes (approche statique) oude déplacement (ap-
proche cinématique) en pointe de fissure. La qualité des r´esultats dépend énormément
de la qualité du maillage en pointe de fissure. Ces méthodesconduisent souvent à
des maillages très fins et/ou à l’utilisation d’éléments finis spéciaux à nœuds au
quart pour approximer le mieux possible la partie singulière de la solution en pointe
de fissure.

Les approches globales ou énergétiques passent en général par le calcul du taux
de restitution d’énergieG. Celui-ci peut être déterminé par des méthodes de pertur-
bation de maillage, ce qui nécessite plusieurs calculs : lecalcul au pas courant et
le calcul simulant une avancée de fissure. Une autre méthode consiste à calculerG
par l’intermédaire de l’intégrale de RiceJ . En effet dans le cas d’une fissure libre
d’effort (Figure B.1), on a :

G = J =

∫

Γ

(1

2
Tr(�")n · x1 − � ∂u

∂x1
· n

)
dl (B.1)

L’utilisation de la formule d’Irwin pour un problème plan de fissuration s’écrit :

G =
K2

I

E∗
+
K2

II

E∗
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B Extraction des facteurs d’intensité de contrainte

où E∗ est défini en fonction du module de YoungE et du coefficient de Poisson
ν parE∗ = E en contrainte plane etE∗ = E/(1 − ν2) en déformation plane.
KI , KII sont les facteurs d’intensité de contrainte courants. Uneméthode utilisant
des champs auxiliaires ou virtuels, qui sont souvent les solutions asymptotiques en
mode I et mode II, permet alors d’extraire les facteurs d’intensité de contrainte. Pour
plus de détails sur ces approches, on pourra se référer à[Petit 1994].

S

Γ

Γ+

Γ−

n

m

x1

x2

Γ0

Figure B.1: Fissure libre d’effort. Le domaineS est délimité parΓ, Γ0, Γ+ et Γ−.
La normale unitaire extérieure àS, m, est telle quem = n surΓ0, Γ+

etΓ− etm = −n surΓ

2 Extraction des FIC par int égrales d’interaction

La technique d’extraction des facteurs d’intensité de contrainte que nous utili-
sons, fait intervenir des intégrales dites d’interaction[Shih et Asaro 1988] ou plus
précisément leur forme volumique.

Considérons deux états en fond de fissure : l’état réel noté (1) et l’état auxiliaire
noté (2) correspondant aux champs asymptotiques en fond defissure pour le mode
pur I ou II. Pour la somme des états (1) et (2) :

J (1+2) =

∫

Γ

(
1

2
Tr

(
(�(1)+�(2))("(1)+"(2))

)
n·x1−(�(1)+�(2))

∂(u(1) + u(2))

∂x1
·n

)
dl
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2 Extraction des FIC par intégrales d’interaction

ou encore :J (1+2) = J (1) + J (2) + I(1,2)

avec : I(1,2) =

∫

Γ

(
Tr(�(1)"(2))n ·x1 −�(1)∂u

(2)

∂x1

·n−�(2)∂u
(1)

∂x1

·n
)
dl (B.2)

L’intégraleI(1,2) est appelée intégrale d’interaction entre les états (1)et (2). L’écriture
de J pour la somme des états (1) et (2) en déformation plane s’écrit :

J (1+2) =
(K

(1)
I +K

(2)
I )2

E∗
+

(K
(1)
II +K

(2)
II )2

E∗
= J (1)+J (2)+

2

E∗
(K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II )

Si l’on choisit successivement pour l’état (2), le mode I pur (K(2)
I = 1 etK(2)

II = 0)
puis le mode II pur (K(2)

I = 0 etK(2)
II = 1), les facteurs d’intensité de contrainte

recherchésK(1)
I etK(1)

II sont alors obtenus par les relations suivantes :

K
(1)
I =

E∗

2
I(1,mode I) et K

(1)
II =

E∗

2
I(1,mode II)

L’intégrale de contour (B.2),I(1,2), est réécrite sous la forme d’une intégrale de
domaine plus appropriée pour les calculs éléments finis.L’intégrant de (B.2) est
multiplié par une fonction régulièreq(M) de valeur unitaire sur le domaineS (Fi-
gure B.1) et de valeur nulle sur et en dehors du contourΓ0. Dans le cas où la fissure
est libre d’effort (�m = 0 surΓ+ etΓ−), l’intégrale d’interaction s’écrit :

I(1,2) =

∫

∂S

(�(1)∂u
(2)

∂x1

+ �(2)∂u
(1)

∂x1

− Tr(�(1)"(2))x1

)
· qmdS (B.3)

où∂S = Γ∪Γ0 ∪Γ+ ∪ Γ− etm est la normale unitaire extérieure àS. En utilisant,
le théorème de flux-divergence pour le contour∂S et en passant à la limite pourΓ
se réduisant à la pointe de fissure, l’équation (B.3) devient :

I(1,2) =

∫

S

(�(1)∂u
(2)

∂x1
+ �(2)∂u

(1)

∂x1
− Tr(�(1)"(2))x1

)
· ∂q
∂x

dS (B.4)

Pour le calcul de cette intégrale, le domaineS est constitué de l’ensemble des
éléments finis situés dans un rayonrd autour de la pointe de fissure. En pratique,
rd est choisi comme le double de la racine carrée de l’aire de l’élément touché par
la pointe de fissure. La figure B.2 illustre un domaineS composé d’éléments finis
et la fonctionq associée. Cette fonction vaut 1 pour les nœuds intérieursà S et 0
pour les nœuds situés sur la frontière deS. Cette fonctionq est interpolée sur les
fonctions de forme éléments finis utilisées pour l’interpolation de la géométrie. On
remarquera que cette définition deq a pour conséquence que seuls les éléments du
bord deS, pour lesquels le gradient deq n’est pas nul, apportent une contribution
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1

0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
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0.3

0.2

0.1

Figure B.2: Les éléments sélectionnés pour l’extraction des facteurs d’intensité de
contrainte et la valeur de la fonctionq définie sur ces éléments. La fis-
sure modélisée par la X-FEM n’est ici pas conforme au maillage.

au calcul de l’intégrale d’interactionI(1,2). C’est cette méthode d’extraction qui est
utilisée pour le calcul des facteurs d’intensité de contrainte dans la méthode X-FEM
et ce depuis les travaux de Belytschko et Black [Belytschko et Black 1999].

Concernant les techniques de calcul des facteurs d’intensité de contrainte par
des intégrales de contour ou de domaine, on pourra aussi se référer aux travaux de
Destuynder [Destuynderet al. 1983] pour la méthodeGθ ainsi qu’à ceux de Stern
[Sternet al.1976].
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ANNEXE

C Évolution d’une
fissure - miseà jour
desLevel Sets

1 Mise à jour desLevel Sets

Les fonctions de niveau sont calculées et stockées aux nœuds et interpolées
entre les nœuds par les fonctions de base éléments finis classiques. Une mise à
jour de ces fonctions de niveau est effectuée à chaque pas de propagation de la
fissure.Évidemment, ces mises à jour ne sont faites que pour une bande d’éléments
contenant la fissure. Le stockage des fonctions de niveau se fait uniquement pour
cette bande. En fait, à chaque pas de propagation, la mise àjour des fonctions de
niveau ne concerne que les éléments avoisinant la pointe de fissure dans un domaine
(un cercle en 2D) défini par l’avancée de fissurea (Figure C.1).

mise à jour

pas de mise à jour

r

Figure C.1: Mise à jour des fonctions de niveau. Seuls les nœuds dont le support est
intercepté par le cercle de rayonr (r > a) bénéficient d’une mise à jour
pour le pas de propagation représenté (nœuds entourés d’un carré).

Au pas initial, on étend« artificiellement» la fissure à travers tout le domaine
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pour calculer les valeurs initiales deϕ, ψ1 etψ2 (Figure C.2). Ce calcul initial des
fonctions de niveau peut se faire sur tous les nœuds du maillage ou sur une zone
restreinte prédifinie incluant la fissure initiale.

t1

Figure C.2: Calcul initial des fonctions de niveau. La fissure est étendue« artifi-
ciellement» à travers tout le domaine suivant la direction définie par le
vecteur tangent en pointe de fissuret1.

La propagation de fissure passe par la mise à jour des fonctions de niveau, (Level
Sets), ϕ etψi et la reconstruction deψ (voir équation (5.5)). Les évolutions deϕ et
ψi sont déterminées par l’angle de branchement de la fissureθc et par la vitesse
de propagationF = (Fx, Fy). La norme‖F‖ dépend de la loi de propagation. Pour
l’algorithme 4, décrivant la mise à jour des fonctions de niveau pour une propagation
d’une fissure en 2D, on suppose queθc etF sont connus au pasj. Cet algorithme a
été décrit dans [Stolarskaet al. 2001]. Pour la mise à jour des fonctions de niveau
en 3D, on pourra se référer à [Moëset al.2002b].

F

ψn
i = 0

ψ̂i = 0

ψn+1
i = 0Ωno update

Ωupdate

ti

θc

pfi

Figure C.3: Mise à jour des fonctions de niveau.Ωno update correspond à la zone
grisée.
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1 Mise à jour desLevel Sets

Algorithme 4 Mise à jour desLevel Setsen 2D (Figure C.3)

Données au pas courant :θc, F et∆t connus
bouclej = 1 to n faire

1. Rotation deψ(j)
i pour queψ̂i soit orthogonal àF = ‖F‖(cos θc x +

sin θc y)

ψ̂i = (x− xpfi
).
Fx

‖F‖ + (y − ypfi
).
Fy

‖F‖ (C.1)

ψ̂i doit être calculé exactement avec cette relation et non par rotation
géométrique deψ(j)

i .

2. Mise à jour deϕ uniquement là où̂ψi > 0 qui définit Ωupdate. ψ̂i 6 0
définitΩno update.

ϕ(j+1) = ϕ(j) sur Ωno update

ϕ(j+1) = ±
∣∣∣∣(x− xpfi

) ∧ F

‖F‖

∣∣∣∣ d’après (5.6)

ϕ(j+1) = ±
∣∣∣∣(x− xpfi

).
Fy

‖F‖ − (y − ypfi
).
Fx

‖F‖

∣∣∣∣ sur Ωupdate

Le signe deϕ(j+1) est défini de manière à être consistant avec le signe
deϕ(j) dansΩno update.

3. Calcul deψ(j+1)
i . D’aprés (5.4) écrite pourψ :

ψ
(j+1)
i = ψ̂i − ∆t‖F‖

puisque par construction (voir (C.1)),‖∇ψ‖ = 1.

4. Calcul deψ(j+1) = maxi ψ
(j+1)
i

5. Stockage deϕ(j+1), ψ(j+1)
i etψ(j+1) au niveau des nœuds.

fin boucle
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2 Évaluation des fonctions d’enrichissement

La connaissance deϕ, ψi etψ permet alors de déterminer facilement la valeur
des fonctions d’enrichissementH(x) et{Fj(x)}. On a alors :

H(x, t) = H∗(ϕ(x, t)) =

{
1 pourϕ(x, t) > 0,

−1 pourϕ(x, t) < 0.

{Fj(r, θ)} = {
√
r sin

θ

2
,
√
r cos

θ

2
,
√
r sin

θ

2
sin θ,

√
r cos

θ

2
sin θ}

avec pour la pointe de fissurepfi :

r =
√
ϕ2(x, t) + ψ2

i (x, t)

θ = arctan
ϕ(x, t)

ψi(x, t

Notons que, comme le montre la figure C.4, les calculs der et deθ en fonction
deϕ et ψi ne sont pas rigoureusement exacts pour les points tels queψ(x, t) < 0.
Les fonctions d’enrichissement{Fj(r, θ)} ne contiennent donc pas exactement la
base de fonctions définissant la solution asymptotique en pointe de fissure. D’après
[Moëset al. 2002a], il semblerait, néanmoins, qu’il soit plus important que la dis-
continuité soit correctement placée que d’inclure exactement la solution asympto-
tique en pointe de fissure. De plus, pour un trajet de fissure relativement régulier, on
est moins sensible à ce problème.

La sélection des nœuds à enrichir ainsi que leur enrichissement peut alors se
faire sur des tests très simples portant sur les valeurs deϕ etψ en ces nœuds. Pour
chaque élément situé dans la zone de mise à jour, on effectue les tests suivants :

– Siψ < 0 etϕmaxϕmin 6 0 alors enrichissementH des nœuds,
– Si ψmaxψmin 6 0 et ϕmaxϕmin 6 0 alors enrichissement{Fj(r, θ)} des

nœuds.
où ϕmax et ψmax (resp.ϕmin et ψmin) représentent les valeurs nodales maximales
(resp. minimales) deϕ et ψ sur l’élément. Puisque l’on boucle sur les éléments
pour faire ces tests, il faut remarquer que cela conduit à enrichir certains nœuds
de l’élément contenant la pointe de fissure à la fois par lafonctionH et par les
fonctions{Fj(r, θ)} (Figure C.5). Il faut donc veiller à ce problème qui peut être
très facilement corrigé en exécutant le test sur l’enrichissementH puis celui sur
l’enrichissement en{Fj(r, θ)} de manière à« écraser» l’éventuel enrichissement
précédent d’un nœud par la fonctionH.
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ψi > 0

ψi < 0

ϕ > 0

ϕ < 0

x1

x2 ψi(x1, t)

ϕ(x1, t)

ψi(x2, t

ϕ(x2, t)

r θ

pfi

Figure C.4: Calcul der et deθ en fonction desLevel Setsϕ etψi. Pour le pointx2

oùψ(x1, t) < 0, le calcul der et deθ n’est qu’approximatif.

i∈Nd

i∈Np

i∈Nd ∩Np

Figure C.5: Problème d’enrichissement sur les nœuds de l’´elément contenant la
pointe de fissure. Les nœuds entourés d’un triangle sont enrichis à la
fois par la fonctionH et par les fonctions{Fj(r, θ)}.
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3 Bilan et remarques

Au bilan, l’utilisation de la X-FEM avec la technique desLevel Setspeut se
résumer de la manière suivante :

1. Mise à jour deϕ et ψi et reconstruction deψ au voisinage de la pointe de
fissure,

2. Sélection des nœuds à enrichir au voisinage de la pointede fissure. Pour
chaque élément de cette zone, on exécute les tests suivants :
– Siψ < 0 etϕmaxϕmin 6 0 alors enrichissementH des nœuds,
– Si ψmaxψmin 6 0 et ϕmaxϕmin 6 0 alors enrichissement{Fj(r, θ)} des

nœuds,

3. Calcul des fonctions d’enrichissementH et{Fj(r, θ)},

4. Calcul X-FEM,

5. Post-traitement. Détermination de la direction de propagation et de l’avancée
de fissure.

Remarque 1: Les fonctions de niveaúetant interpoĺees sur les fonctions de
forme éléments finis du maillage, la géoḿetrie de la fissure est nécessairement
régulìere dans l’́elément. Par exemple, en 2D pour desélements P1 ou Q1, la fis-
sure ne peut̂etre que lińeaire dans l’́elément. On ne peut donc pas représenter de
brisure de la fissure dans l’élément. Ceci est cependant possible si l’on choisit une
représentation de la fissure par une succession de segments de droite [Belytschko et
Black 1999, Dolbow et al. 2000a].

Remarque 2: L’utilisation des Level Setspermet de simplifier le critère de
sélection(5.3) des nœuds̀a enrichir par la fonctionH. En effet, si le signe deϕ
change sur le bord d’uńelément, alors on recherche,à partir des valeurs nodales
deϕ, le pointxc où la fissure coupe ce bord. Ainsi sur le bord d’unélément (Fi-
gure C.6), une interpolation lińeaire de la ǵeoḿetrie donne :

xc = (1 − rc) xa + rc xb avec rc∈ [0, 1]

Le pointxc est tel que :

rc =
ϕ(xa)

ϕ(xa) − ϕ(xb)

pour une interpolation lińeaire de la fonction de niveauϕ. Si rc < rtol alors on
change la valeur deϕ(xa) enϕ(xa) = 0. Si1 − rc < rtol alors on change la valeur
deϕ(xb) enϕ(xb) = 0. En pratique, on prendrtol = 10−2. On remarquera que la
valeur du crit̀ere surfacique(5.3)est telle queρtol = r2

tol.
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xa

xc

xb

Figure C.6: Fissure coupant le bord d’un élément triangulaire enxc
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