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Premiére partie

La mécanique
&

les édifices composés de blocs






Préambule

La littérature sur la mécanique de magonneries est dense. Il suffit de constater que plus de dix
articles paraissent chaque année et que ce nombre ne cesse de croitre, pour conclure que ce sujet
de recherche est toujours d’actualité. On ne dressera pas une revue exhaustive de ces travaux;
on se contentera seulement d’évoquer les travaux les plus récents ou les plus marquants.

Le premier objectif de ce travail est de définir quels sont les principaux traits du comportement
mécanique des magonneries. Nous verrons qu’ils s’articulent autour de trois points importants :

0 L’existence de trois échelles d’études semble étre pertinente : une échelle macroscopique qui

schématiquement est celle de la structure, une échelle mésoscopique correspondant a 1’ap-
pareillage des blocs et enfin, une échelle microscopique, échelle de la particule élémentaire
du Mécanicien.

0 La coexistence de deux comportements principaux : ’endommagement fragile et la plasticité

non associée. Ces deux comportements sont, de plus, intimement couplés.

0 Une hétérogénéité forte, associée & un caractére cristallin plus ou moins marqué.

Ces caractéristiques de comportement rendent les tentatives de modélisation difficiles. Elles
sont pourtant communes & de nombreux géomatériaux quasi-fragiles, dont la maconnerie peut
d’ailleurs étre considérée comme un de leur composite. Nous verrons au travers des modélisations
présentées, que ces tentatives sont le plus souvent issues de milieux spécialistes des géomatériaux.
La présentation des principaux travaux s’appuiera sur ces caractéristiques en présentant par
échelle d’étude la prise en compte des différents comportements.

Le second objectif est de mettre en évidence les écueils sur les lesquelles s’achoppent les
modélisations & I’échelle macroscopique — modélisations macromécaniques. En effet, le caractére
hétérogéne ainsi que la présence d’adoucissement constituent de réelles difficultés & la prise en
compte du comportement des maconneries.

Cette constatation nous conduira naturellement vers les modélisations, qui tiennent compte
de considérations microscopiques dans leur démarche — modélisations microscopiques. La dis-
tinction ne sera pas faite entre micromécanique et mésomécanique. Nous verrons qu’elles corres-
pondent en fait & envisager respectivement le milieu comme discret ou continu & 1’échelle mé-
soscopique. Deux types d’approches sont considérés. La premiére tente de résoudre directement
le probléme de micromécanique aussi cotiteux soit-il. La seconde préfére construire un modéle
macromeécanique basé sur des considérations micromécaniques. On entend, par la, la prise en
compte de relations bilatérales entre les deux échelles (couplage fort). Cette démarche constitue
I'objet de I’homogénéisation.

Pour terminer cette partie, nous tenterons de montrer qu’il manque une approche microméca-
nique discréte des magonneries, qui tient compte & la fois du caractére unilatéral et non régulier
des joints ainsi que de leur cohésion et de leur endommagement.






CHAPITRE 1

Les maconneries, phénoménologie de
leurs comportements

000

a maconnerie est avant tout I’Art du macon. En cela, le terme

« magonnerie » recouvre tout ouvrage construit de pierres, de briques,
d’agglomérés ou tout autre élément servant a la construction, compactés
entre eux par la gravité. Du point de vue de la mécanique, cela correspond
bien évidemment & des comportements et des réponses trés variés. Dans ce chapitre,
nous tacherons de préciser et de décrire les types usuels de maconnerie ainsi que
leurs matériaux constitutifs afin de pouvoir discuter, dans la suite, de maniére plus
aisée de la pertinence des modélisations mécaniques choisies. On essaiera, dans la
mesure du possible, de donner une description de la mécanique des matériaux indé-
pendamment de toute modélisation ¢, dont 1’étude sera 1’objet du chapitre 2. Enfin,
le comportement des maconneries sera placé dans un cadre plus large qui est celui
des géomatériaux quasi-fragiles.

®« Rien n’est donné. Tout est construit » précisait G. BACHELARD (La formation de l’esprit
scientifique, 1938, p14) pour qui tout travail scientifique est le résultat d’une construction de l'esprit
et non de la donnée immédiate d’une réalité physique.

000
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1.1. Les matériaux et leurs comportements mécaniques 7

Avant de se lancer dans une quelconque entreprise de modélisation, il semble bon de préciser
quel est 'objet de ’attention du modélisateur et comment cet objet se manifeste auprés de lui. En
clair, pour le sujet qui nous intéresse, il parait utile de définir ce que sont les édifices maconnés et,
en particulier, son constituant, la magonnerie. De méme, préciser comment ils se comportent, d’un
point de vue mécanique, aux vues des constatations expérimentales et physiques, est le passage
obligé d’une modélisation saine. Sans prétendre & la précision d’un spécialiste des techniques
expérimentales, nous donnerons les grandes lignes du comportement des magonneries. Ce chapitre
est dédié & ce travail.

Dans un premier temps, nous décrirons les constituants les plus usuels des magonneries et
comment ils peuvent étre assemblés pour former les principaux types de magonneries (§ 1.1).

Ensuite, nous donnerons quelques indications sur le comportement global des magonneries
(§ 1.2). Parler de comportement global sous-entend que I’on considére la magonnerie comme un
matériau & part entiére, homogéne et continu. Nous verrons au § 1.2.1.b que les essais expéri-
mentaux, les plus usuels, la considére comme telle. La plupart des résultats qu’ils fournissent
cherche a définir un matériau homogéne équivalent. Un point de vue complémentaire consiste a
considérer la maconnerie non plus comme un matériau mais comme une structure. Nous dirons
quelques mots sur ces démarches au § 1.2.2.

Préciser le centre d’intérét de notre étude ne veut pas autant dire que ’on ne se préoccupe
pas des sujets afférents. Pour mieux comprendre les multiples aspects du comportement des ma-
conneries, nous les replacerons, dans le contexte plus général du comportement des géomatériaux
quasi-fragiles (§ 1.3).

Enfin, pour conclure ce chapitre, nous essaierons de dégager les principaux comportements
de maconneries afin de préciser les enjeux qui guideront les modélisations présentées dans les
chapitres suivants.

1.1 Les matériaux et leurs comportements mécaniques

1.1.1 Nomenclature des macgonneries les plus usuelles

Deux familles de maconneries peuvent étre différenciées par leur constitution: le blocage et
I'appareil. Le blocage est une magonnerie d’éléments de différentes tailles, jetés péle-méle dans
un bain de mortier. A contrario, 'appareil est une maconnerie d’éléments posés et non jetés:
chaque élément est adapté, éventuellement équarri ou taillé, pour occuper une place déterminée.

Le blocage peut étre utilisé de plusieurs maniéres : seul pour constituer des éléments structu-
raux ou en fourrure entre deux appareils constituant les parements. A une échelle macroscopique,
celle de la structure par exemple, le blocage apparait comme homogéne et de faible anisotropie.
Il peut étre considéré a l’instar du béton comme un matériau composite biphasé relativement
homogeéne.

I’appareil se caractérise et se définit par un ordre, plus ou moins marqué, dans l'arrangement
de ses éléments. Pour décrire cet ordre et donc pour définir I’appareil, dégageons les deux éléments
de bases de la maconnerie en appareillage de blocs:

— Les éléments. L’appareillage des éléments définit leur statut de boutisse, carreau ou par-
paing. Les boutisses sont les éléments dont la plus grande dimension est dans ’épaisseur de
la construction. Le carreau présente sa plus grande dimension en parement. Le parpaing est
élément traversant toute 1’épaisseur de la magonnerie. Les carreaux peuvent étre appelés
parpaings dans un appareil simple, pour les boutisses on parle de boutisses parpaignes.
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biques et d’assises allongées d.e.f. g
Appareil triple, 4 alternance d’assises réguliéres al- e.
longées f.

F. Maconnerie Fourée g-
Fourrure h.i. j.
Appareil de revétement i.
Appareil de revétement, régulier, plein-sur-joint en j.
carreaux et boutisses, & bossage en table simluant k.
un appareil cubique L.
Appareil double, polygonal rectangle m.
Appareil double, polygonal n.

ol
MW mmwww

»\xl“

Assise parpaigne, cubique en boutisses
assises allongées en carreaux

assise double

assise triple

Carreau

Carreau double

Carreau de champ

Carreau & plat

Boutisse

Boutisse parpaigne

Boutisse parpaigne formant chainage
Pierre de taille

Joint refendu

Faux jiont

Tenon

FIGURE 1.1 — Différents types d’appareils, d’aprés (PEROUSE DE MONTCLOS, 1988)

— Le joint. 11 est défini dans 'appareil comme ’espace entre deux éléments. Il définit aussi
implicitement la couche de matériau qui le remplit. Dans la cas ou le matériau est absent,
on parle de joint vif.

Plusieurs types d’appareils sont couramment rencontrés (voir figure 1.1):

— L’appareil irrégulier est celui qui est le moins ordonné au niveau de ces éléments. Il est
constitué d’éléments de grosseur variable et de formes irréguliéres. La encore, dans le cas
ou le joint est épais et incertain, ce type d’appareil peut, en premiére approximation, étre
considéré comme homogéne.

— L’appareil assisé présente une régularité plus grande. Une assise est un rang d’éléments de
méme hauteur posés de niveau ou rampant. Dans I'appareil assisé, on définit le joint de lit
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qui sépare deux assises et le joint-montant qui sépare deux éléments dans I’assise. Méme
si, dans ’appareil assisé, les joint de lits ne sont pas forcément rectilignes, ils apportent a
la structure magonnée une certaine anisotropie donnée par la direction des joint-montants.

— L’appareil a assises réguliéres est un appareil assisé constitué d’éléments de longueurs va-
riables mais de méme hauteur. Les joints de lits sont alors rectilignes. L’appareil régulier
posséde les mémes caractéristiques mais en plus chaque assise est constituée d’éléments
dont les longueurs en parement varient en alternance. Enfin, un dernier appareil que nous
décrirons et qui sera souvent utilisé par la suite, est I’appareil plein-sur-joint oul les joints
montants sont au milieu des éléments des assises supérieures et inférieures.

Sur la figure 1.2, les vestiges d’une magonnerie fourrées sont représentés. Ces clichés per-
mettent de mettre en évidence la fourrure et le parement en appareil & assises réguliéres.

Premiers commentaires mécaniques. On remarque & travers cette nomenclature succincte
deux caractéres importants qui distinguent les magonneries et qui ont une influence considérable
sur le comportement mécanique des structures maconnées: leur homogénéité ou leur hétérogeé-
néité, leur isotropie ou leur anisotropie.

Si la relative homogénéité du blocage, ou de certains appareillages irréguliers se révéle mieux
adaptée a des modélisations macromécaniques, nous verrons que les fortes hétérogénéités des
appareils réguliers obligent & considérer, de plus preés, la microstructure.

1.1.2 Les matériaux constitutifs
1.1.2.a Les éléments

Les matériaux utilisés pour les éléments sont généralement la pierre, la brique ou les agglo-
mérés de béton!. A I'image de la plupart des géomatériaux, le comportement mécanique des
éléments est de type fragile ou quasi-fragile. Ils sont le plus souvent décrits par les fabricants
par leurs caractéristiques d’élasticité linéaire et leur résistance en traction et en compression
supposant en premiére approche une rupture brutale du matériau.

Une description plus fine de leurs comportements inélastiques fait apparaitre deux méca-
nismes principaux : endommagement et plasticité. A notre connaissance, peu d’études ont été
réalisées pour décrire les phénoménes inélastiques propres aux magonneries. Toutefois, nous ver-
rons qu'il est possible de tirer des enseignements précieux, sur ce sujet, en discutant des géoma-
tériaux quasi-fragiles (voir § 1.3).

Ces comportements sont caractérisés par des tests de résistance en traction-compression iden-
tiques & ceux pratiqués sur le béton. Il s’agit des tests de traction-compression uniaxiale, com-
pression biaxiale et triaxiale, des test brésiliens et de flexion trois points. Pour ces derniers, on
trouvera dans (CARDANI & MEDA, 1999) une description compléte des essais de mesures directes
et indirectes des résistances en traction sur des marbres.

Les normes techniques de construction donnent habituellement les résistances en compression
des éléments. Ils dimensionnent en effet les structures porteuses massives comme les murs et
les poteaux, qui doivent reprendre le poids propre des structures. Les résistances & la traction
sont généralement données par des résistances & la flexion des éléments. Cela peut facilement
se comprendre sachant que les éléments sont rarement mis en défaut en traction directe mais
par flexion suite & des tassements différentiels. Nous verrons par la suite que les résistances en

1. On peut trouver plus rarement le tuileau qui est un fragment de tuile utilisé en assise réguliére, ou la terre
cru.
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FIGURE 1.2 — Détails d’un appareil de parement en joints vifs et du blocage mis & nu — Prieuré
N.D. D’Aleyrac, Drome(26)
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Masse Module Résistance | Résistance
Volumique | d'Young | Coefficient | it action | compression
(Kg/m3) | (GPa) | dePoisson | (MPa) (MPa)
Grés des Vosges? 2000 30 0.3 - 150
Granit® 2600 40-70 | 0.2-0.3 - 70 - 280
Calcaire® 2000 -2600 | 20-70 | 0.2-0.3 25 - 30 20 - 200
Marbre? 2600 - 2900 | 50 -100 | 0.2-10.3 10 - 20 50 - 180
Béton ¢ 2300 30 0.2 3 30
Agglomerés? 2000 - - 5 15
Brique creuse® 3000 5 0.3 8 20
Brique pleine!
ancienne 3000 8.7 0.16 3.45 40
Brique pleine!
moderne 3000 14.7 0.22 3.14 64

¢ d’aprés KERYVIN (1999)

b Q’aprés GERE & TIMOSHENKO (1990)

¢ d’aprés LEMAITRE & CHABOCHE (1988)

¢ Société BOUYER-LEROUX, masse volumique du matériau
fd’aprés ATKINSON et al. (1989)

TABLEAU 1.1 — Propriétés mécaniques des éléments

traction des joints sont généralement beaucoup plus faibles. Ils constituent par la méme le point
faible des maconneries en traction directe.

Dans le tableau 1.1, on donne a titre indicatif quelques propriétés mécaniques des matériaux
constituants des éléments des magonneries usuelles. Pour les matériaux creux comme les briques
creuses ou les agglomérés, les valeurs de résistances en compression sont données dans le sens
vertical alors que les valeurs de résistance en traction sont données dans le sens transverse.

1.1.2.b Les joints

Les joints-vifs La caractérisation mécanique des joints-vifs se réduit & la description du
frottement entre deux éléments. Devant la complexité des phénomeénes se produisant aux inter-
faces entre les éléments (usure, interactions physico-chimiques, production de troisiéme corps,
etc......), on se cantonne le plus souvent & une loi de frottement de COULOMB . Ce choix ré-
sulte d’'un point de vue purement phénoménologique ignorant la tribologie des interfaces entre
géomatériaux, mais convient en premiére analyse pour corroborer les essais expérimentaux.

Les expériences menées par ARMAND et al. (1997) montrent que cette hypothése est souvent
suffisante. On reporte sur la figure 1.3 les principaux résultats d’essais de cisaillement entre deux
blocs de marbre de Dionysos pour des vitesses de cisaillement allant de 0,01 m.s! &4 0,1m.s™!
et des pressions normales variant de 3,00kN & 10kN. On constate que pour des vitesses faibles,
on suit une loi de frottement de Coulomb classique, oil le seuil de glissement est proportionnel &
la pression normale. Dans le cas d’une pression normale faible, un cycle d’adaptation est tout de
méme remarqué. Pour des vitesses élevées, on remarque des pics sur la réaction tangentielle lors
des changements de signe de la vitesse de sollicitation. Ce type de réponse est traditionnellement
interprété en distinguant un coefficient de frottement statique plus élevé que le coefficient de
frottement dynamique. Les auteurs remarquent d’ailleurs une variation du coefficient de frotte-
ment avec la vitesse de glissement qui varie de 0,90 pour de faibles vitesses (0,01 m.s~1) a 0, 60
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pour des vitesses plus élevées (0,1 m.s71) .

Pour une caractérisation plus fine des joints-vifs, les nombreuses études menées sur le com-
portement des interfaces dans les massifs rocheux fissurés effectuées par les géomécaniciens pour-
raient étre intéressantes. Les considérations tribologiques comme la forme des aspérités, leur
croissance et leur usure sont alors prises en compte (SELVADURAI & BOULON, 1995 ; MROZ &
GIAMBANCO, 1996 ; PLESHA, 1995).

Rt -1 HMpeak+
R /\

fffff Mres+

— Hinit
Ut
””” Hres— \/ Hres—
St Mpeak—
(a) Pression normale faible, vitesse faible (b) Pression normale faible, vitesse élevée

Rt Rt

Rt o hpeakt [ RT
Rn A Rn
= Hres+ ™~ 0 Hres+

Ur Ut
fffff Hres— v Mres—
”””” Mpeak—
(c) Pression normale élevée, vitesse faible (d) Pression normale élevée, vitesse élevée

FIGURE 1.3 — Essais de cisaillement cyclique sur un marbre de Dionysos - Réaction tangentielle
en fonction du déplacement tangentiel (d’aprés (ARMAND et al., 1997))
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Les joints de mortier Le mortier est le matériau standard de liaison entre les éléments. Il
est habituellement constitué d’un granulat, d’un liant et d’eau. Le séchage et les liaisons physico-
chimiques se produisant dans le liant assurent la cohésion du mortier. Les mortiers se subdivisent
en deux catégories principales: les mortiers plastiques et les mortiers durcis.

Les mortiers plastiques possedent la propriété d’avoir une « ouvrabilité » trés bonne. L’ou-
vrabilité n’est pas une grandeur scientifiquement quantifiable mais répond aux exigences du
chantier. Elle est la combinaison de la plasticité, de la compacité et de la cohérence de mortier
avant séchage. Cette facilité de mise en oeuvre se fait au détriment des autres propriétés du
mortier, en particulier des propriétés mécaniques.

A contrario, les mortiers durcis possédent un certain nombre de propriétés concernant la
résistance mécanique. Ces mortiers répondent & des exigences de tenue & la traction directe,
de souplesse pour pouvoir absorber d’éventuelles fissurations, et de bonne adhérence avec les
éléments. Ces parameétres des mortiers sont controlés par le choix des liants et de leur pourcentage
respectif dans le mélange.

Les caractéristiques mécaniques des mortiers sont donc trés diverses suivant leur conception
et leur emploi.

Le sable est le granulat habituellement employé. Il est inerte dans la réaction chimique mais
participe & la compacité du mortier durci. Dans les constructions modernes, il doit répondre &
des exigences de granulométrie pour conférer au mortier son homogénéité.

Le liant peut étre de nature variée. Citons quelques liants usuels:

— Les mortiers anciens et traditionnels sont & base de chaux. Ils possédent une plasticité trés
bonne mais leur résistance mécanique est faible et leur cure lente. La chaux grasse, obtenue
par extinction de la chaux vive en la laissant vieillir, est la base du mortier traditionnel
rencontré dans les édifices anciens. Pour des raisons de cofit, la chaux hydratée séche est
utilisée aujourd’hui. La cure de la chaux s’effectue lentement par carbonatation sous ’effet
du gaz carbonique de ’air. Ce processus peut étre fortement ralenti et géné par 'humidité
et le froid. Une fois encore, les propriétés mécaniques peuvent étre trés dispersées suivant
la mise en ceuvre.

— Le deuxiéme liant employé couramment est le ciment Portland. C’est le ciment qui entre
dans la composition des bétons. Il offre de trés bonnes caractéristiques mécaniques au
mortier mais le rend malaisé & travailler. De plus, il a un faible pouvoir de rétention d’eau.

— Le ciment de magonnerie est lui aussi un liant usuel. Il est composé de ciment Portland,
d’un remplissage minéral inerte (calcaire) et d’adjuvants mouillants et hydrofuges. Les
adjuvants donnent la plasticité et le pouvoir de rétention d’eau qu’offrent les mortiers a la
chaux mais en conservant les avantages mécaniques du ciment Portland.

— La terre argileuse constitue elle aussi un type de liant utilisé dans les constructions an-
ciennes. On le reconnait & son effritement et & sa résistance au temps généralement mau-
vaise. Il constitue souvent le mortier servant de liant au blocage dans les constructions
anciennes.

On donne dans le tableau 1.2 quelques caractéristiques de mortier suivant le dosage de ses
constituants. On peut remarquer que les résistances en compression des mortiers sont trés sen-
sibles au dosage. Il en est généralement de méme en traction.

En plus de leurs caractéristiques intrinséques, la mise en oeuvre des mortiers influe sensi-
blement sur leurs caractéristiques mécaniques. Par exemple, la teneur en eau des mortiers ainsi
que le temps de séchage sont trés importants. Le pouvoir de rétention d’eau des mortiers est
donc & comparer avec le pouvoir d’absorption des éléments. De méme, la capacité d’adhérence
du mortier dépend beaucoup des éléments et de leur état de surface. On peut d’ailleurs noter
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_ . Ch . Résistance en
T Ciment | Ciment de aux vive ou | compression
YP€ | Portland | magonnerie | Chaux grasse MPa
M 1 1 : 17
M 1 - 1/4 15
S 1/2 1 - 13
S 1 - 1/2 12
N 1 1 5
N - - 4
0 1 - 1 25
K 1 - 1 15
K - E 1 05

TABLEAU 1.2 — Propriétés mécaniques des joints suivant le dosage - Source : Norme ACNOR
A179

que si 'adhérence est parfaitement réalisée, les ruptures en traction directe se font au coeur du
joint. On renvoie le lecteur intéressé par ’aspect physico-chimique de la caractérisation méca-
nique des mortiers et en particulier des mortiers anciens aux travaux de MOROPOULOU et al.
(1997, 2000a,b).

Les tests de caractérisation mécanique des mortiers. Deux grands types de tests sont
réalisés pour caractériser le comportement mécanique. Le premier type est identique au test sur
bétons sur le matériau seul. On teste alors les propriétés élastiques, les résistances en traction-
compression du mortier seul comme un matériau & part entiére. Un deuxiéme type de test se
fait sur des petits assemblages de facon & prendre en compte l'interaction entre les éléments et
le mortier. Des assemblages caractéristiques sont représentés sur les figures 1.4 et 1.5.

Il est clair que seul le premier type de test est intéressant pour une maconnerie de blocage,
ou la définition des joints n’est pas précisée. Dans les tests sur des micro-assemblages ou sur les
prismes, on fait ’hypothése d’appareil assisé et méme régulier. Les différents facteurs géomé-
triques du joint (épaisseur, longueur et largeur) entrent alors en jeu. Ces derniers essais mesurent
les résistances propres de chaque matériau ainsi que I’adhérence entre les phases et les effets de
bord. On caractérise alors le comportement du joint comme une interface par son comportement
normal en traction et compression, et son comportement tangentiel en cisaillement.

Les grandes lignes du comportement des mortiers Un comportement normal caracté-
ristique en traction est représenté sur la figure 1.6(a). On peut remarquer une premiére partie
élastique suivie d’une partie ou le matériau s’adoucit rapidement. Comme nous 'avons déja re-
marqué dans la partie précédente, ce type de comportement est caractéristique des géomatériaux
sollicités en traction. La rupture intervient par microdécohésions, coalescence et finalement appa-
rition de macrofissures. Sur un essai de décharge, on constate que les caractéristiques élastiques
sont fortement dégradées et que les déformations résiduelles sont faibles (DRYSDALE et al., 1979).
Le cadre mécanique pour décrire ce type de phénoméne semble étre celui de la mécanique de
I’endommagement.

Des études précises du comportement tangent sous sollicitations cycliques ont été réalisées
par HAMID et al. (1979), ATKINSON et al. (1989) et GUO (1991) concernant les mortiers modernes
et par ARMAND et al. (1997) pour les mortiers anciens. Ces travaux ont permis de mettre en
évidence les comportements communs suivants :

— les joints de magonnerie révélent un pic en contraintes au premier cycle. Ce pic refléte
lui aussi une partie élastique suivie d’une phase d’adoucissement (voir figure 1.6(b)). La
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FIGURE 1.4 — Tests de mortier sur des micro-assemblages

rigidité tangentielle du joint dépend a la fois de la contrainte tangentielle et normale. La
phase adoucissante peut étre décrite par une hyperbole. La cohésion décrite par ce pic est
par contre trés sensible aux conditions expérimentales.

— Les cycles supplémentaires présentent une contrainte de cisaillement résiduelle proportion-
nelle & la pression normale. Cette contrainte ne semble pas sensible au nombre de cycles,
i.e., le joint s’accommode.

— Une dilatation normale du joint est constatée inversement proportionnelle & la pression
normale.

— La cohésion tangentielle et la contrainte résiduelle semble suivre correctement le critére de
MOHR-COULOMB.

Ces résultats peuvent s’interpréter par un comportement d’endommagement pour la cohésion et
un comportement plastique non associé pour la contrainte résiduelle. Notons au passage que c’est
type de comportement que nous chercherons & modéliser dans la deuxiéme partie de ce travail.
On illustre sur les figures 1.7 et 1.8 deux réponses caractéristiques de joints de mortier moderne
et ancien sous sollicitation cyclique de cisaillement.

De méme, on trouvera des valeurs quantitatives pour différents mortiers en terme d’énergie
de rupture en mode I en mode III dans les travaux de VAN DER PLUunIM (1993, 1992).

Les expériences sur les prismes (voir figure 1.5) apportent une information supplémentaire
quant & l'effet de structure apporté par ’appareil. Elles constituent les essais de références en
compression uniaxiale. Cette information est cependant toute relative car 'interprétation des
résultats et leur extrapolation sur des structures complétes, bien que largement étudiées, restent
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FIGURE 1.5 — Evaluation de la résistance en compression des assemblages joint/mortier sur des
prismes magonnés

OnN or
on Ccroissant

uy déplacement normal ur déplacement tangent

(a) Comportement normal en traction directe (b) Comportement tangent en cisaillement

FIGURE 1.6 — Comportements caractéristiques des joints de mortier

ardues.
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FIGURE 1.7 — Comportement tangent d’un joint de mortier moderne sous sollicitation cyclique,
d’aprés (ATKINSON et al., 1989) - épaisseur du joint : 13 mm - Surface du joint : 100 x 420 mm?
- Pression normale : 13,7kN
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FiGURE 1.8 — Comportement tangent d’un joint de mortier ancien sous sollicitation cyclique,
d’aprés (ARMAND et al., 1997) - Vitesse de sollicitation : 0,05 mm.s~1, Pression normale : 1 MPa
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1.2 Eléments expérimentaux du comportement global des ma-
conneries.

Dans la partie précédente, on s’est attaché & décrire les matériaux et les éléments constituant
les magonneries. Il apparait évident que le comportement global des maconneries ne se résume pas
aux comportements de chacune de ses phases. La microstructure de la maconnerie, les proportions
de ses constituants, le comportement des interfaces entre constituants sont autant de facteurs
importants dans la réponse mécanique a 1’échelle de la structure.

Si pour le blocage, relativement homogéne & une échelle macroscopique, une loi des mélanges
peut sembler suffisante pour déterminer les caractéristiques élastiques moyennes, il n’en est pas de
méme pour les appareils. L'hétérogénéité alliée au caractére « cristallin » de la structure génére
alors une forte anisotropie et non linéarité du comportement global.

Toutefois, le caractére hétérogéne, voire discret, des maconneries est rarement mis en évidence
dans les résultats expérimentaux. Dans les essais traditionnels, la maconnerie est considérée,
implicitement, comme un matériau, & part entiére, homogéne et continu. La prise en compte en
compte de la microstructure est seulement mis en évidence par une anisotropie au niveau global.
Dans un premier temps (§ 1.2.1), nous décrirons les travaux expérimentaux la maconnerie comme
un matériau homogéne et continu.

Ensuite (§ 1.2.2), nous discuterons des rares travaux expérimentaux qui considérent la ma-
¢onnerie comme un structure hétérogéne. Nous verrons qu'il est alors difficile de dégager des
traits de comportement valables pour une large classe de magonneries.

1.2.1 La maconnerie comme un matériau homogéne

Les comportements qui sont décrits dans ce paragraphe sont représentatifs d’'un comporte-
ment global des magonneries comme un matériau a part entiére. Nous verrons que les dimensions
des systémes mécaniques étudiés sont au moins dix fois supérieures a celles des éléments. Cette
régle est dictée par le soucis de décrire un comportement global d’un matériau a partir du com-
portement d’un systéme hétérogéne. En quelques sortes, les essais expérimentaux traditionnels
fournissent un comportement homogénéisé de la magonnerie vue comme un matériau.

Apreés une bréve évocation du comportement élastique des magonneries (§ 1.2.1.a), nous
donnerons quelques éléments des essais expérimentaux usuels. Les principaux critéres de rupture
seront abordés dans le méme temps. Méme si quelques efforts de modélisation sont faits pour
écrire ces critéres, ils sont le plus souvent associés de maniére intime aux essais pratiqués.

Les études cherchent & préciser des comportements, le plus souvent, plans. Les sollicitations
« hors-plan » sont généralement moins étudiées. Elles sont pourtant importantes si ’on considére
la réponse des structures au vent ou leurs ancrages dans les fondations. De méme, des structures
un peu plus particuliéres comme les ouvrages de souténement sont principalement sollicitées
« hors-plan ».

Le contenu de cette partie est largement inspiré des travaux de ANTHOINE (1992), qui a réalisé
une étude trés compléte concernant les approches expérimentales et empiriques des maconneries
en chargement plan. Nous donnerons dans le § 1.2.1.b les grandes lignes des essais expérimentaux
qui sont réalisés sur les maconneries de facon & fournir aux lecteurs les clés de lecture des
divers critéres de rupture exposés aux § 1.2.1.c et 1.2.1.d et les préoccupations des spécialistes
concernant les chargements appliqués.
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FIGURE 1.9 — Evaluation des propriétés élastiques par un essai de compression uniazial

1.2.1.a Le comportement élastique et les relations contraintes-déformations

Curieusement, le comportement élastique global des macgonneries a suscité peu d’attention
de la part des expérimentateurs. Cela peut peut-étre s’expliquer par le fait que I’on dimensionne
généralement les structures magonnées a la rupture. La connaissance des critéres de rupture est
alors fondamentale si I’on veut appliquer les méthodes du calcul & la rupture et chercher des
états ultimes.

On représente sur la figure 1.9 un essai de compression uniaxial perpendiculaire aux joints de
lit. A partir de ce type de courbes, de nombreuses formules empiriques ont été proposées pour
évaluer, dans le cas général, les propriétés élastiques des maconneries a partir de leur résistances
ultimes en compression. Donnons par exemple, la formule retenue dans I’Eurocode 6 :

E,=10000, G =0,4E,

Le module de cisaillement G correspond a une valeur du coefficient de Poisson choisi & 0.25.

Bien que la cohérence mécanique de ces formules soit plus que discutable, elles sont utili-
sées dans beaucoup de normes de construction. Nous verrons dans le § 4.1 que des approches
théoriques comme ’homogénéisation permettent d’obtenir des expressions rigoureuses des ca-
ractéristiques élastiques en fonction des composants, en particulier, dans le cas des appareils
réguliers.

Les relations complétes contraintes-déformations sont rarement rapportées dans leur intégra-
lité. Si l'on reprend la figure 1.9, les valeurs recherchées sur ce type d’essai sont la contrainte
maximale ou critique o, et la déformation ultime ¢,. L’Eurocode 6 donne des valeurs approxi-
matives ne tenant pas compte des constituants de la macgonnerie: €, = 0,002 et ¢, = 0, 00035.

1.2.1.b Les essais mécaniques sur les panneaux

Les tests décrits dans cette partie sont les tests traditionnellement pratiqués pour mesurer
les résistances ultimes des maconneries. Ils sont réalisés sur des panneaux dont la taille caracté-
ristique est au moins d’un ordre supérieur & la dimension caractéristique des éléments.

Essais sous des états de contraintes homogénes. A 'image des essais pratiqués sur des
matériaux homogénes, une premiére classe d’essais met en jeu un état de contraintes homogénes
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(a) Evaluation de la résistance en compression (b) Essai général biaxial - Etude de 'anisotropie
uniaxiale des maconneries induite par 6

FIGURE 1.10 — Essais sous des états de contraintes homogénes

en moyenne dans le panneau. L’essai uniaxial le plus couramment pratiqué est le test de com-
pression (voir figure 1.10(a)). Comme nous le verrons par la suite, les essais de traction se font
rarement en traction directe. Ils sont en effet difficilement reproductibles et trés sensibles aux
conditions de mise en oeuvre. Les essais biaxiaux sont réalisés, quant & eux, en double com-
pression ou traction-compression. Pour les mémes raisons, ils sont rarement pratiqués en double
traction directe.

Ces tests sont aussi bien réalisés sur du blocage que sur des appareils. Pour les essais biaxiaux,
I'influence sur ’anisotropie de la maconnerie de I’angle d’assises @, par rapport aux contraintes
principales dans le panneau, est souvent étudiée (voir figure 1.10(b)).

Essais sous des états de contraintes hétérogénes. Le but de ces essais est de simuler
des chargements réels qui peuvent étre rencontrés dans les structures (voir figure 1.11). Ils per-
mettent aussi des mesures indirectes de résistances a la traction. A 'inverse des essais précédents,
l’état des contraintes est hétérogéne et n’est pas déterminé statiquement (i.e. il dépend de la loi
de comportement moyenné dans le panneau). Ces tests sont particuliérement intéressants pour
révéler les effets de la microstructure sur la réponse mécanique de la structure globale sous un
chargement donné. Par contre, ils sont difficilement exploitables pour extraire une information
pertinente sur les grandeurs mécaniques intrinseques des éléments.

1.2.1.c Critéres uniaxiaux

De nombreux critéres uniaxiaux sont présents dans la littérature. De part leur dépendance
aux matériaux utilisés, il est difficile de dégager un critére caractéristique uniaxial pour les
magonneries. Nous nous contenterons de donner ici un exemple de critére semi-empirique.

L’un des premiers critéres est dit & HILSDORF (1969). Considérant un prisme identique & celui
de la figure 1.5, on note les grandeurs associées aux briques par un exposant b et respectivement
pour les mortiers par un exposant m. Le rapport entre 1’épaisseur du joint et la hauteur de la
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(a) Essais de cisaillement

(b) Essai brésilien (c) Essai de flexion 4 points
FIGURE 1.11 — Essais sous des états de contraintes hétérogénes

brique est exprimé par le coefficient @ = }2—7: Enfin, 'auteur suppose un état de contraintes

satisfaisant les équations d’équilibre sous une pression imposée p:

o 0 0 < 0 0
o= 0 o® 0 o =1 0 %b o |- (1.2.1)
0 0 —-p 0 0 -p

L’hypothése d’un critére de rupture de MOHR-COULOMB pour la brique et le mortier nous
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FIGURE 1.12 — Critére de rupture biaxial isotrope

conduit a: ) )
T+b <1 - TPy (1.22)
or oc Q0T O'C

On obtient une expression de la pression maximale admissible par le prisme sous la forme
suivante :

b Ko™m m

p O T Kog or
=gp————= avec K = a—=+ 1.2.3
Pmaz =90 0!_} + K ag v 0406” ( )

Ce critére bien que rudimentaire est cohérent avec les modes de rupture observés: rupture
initiée par les fissures verticales et la fracture des éléments, rupture en compression des mortiers.
De plus, il précise I'influence de certains parameétres. Clairement, la résistance ultime augmente
avec la résistance de ses constituants et avec la diminution de 1’épaisseur de mortier par rapport
a la hauteur des briques (diminution de «).

De nombreuses améliorations de ce critére ont été proposées?. En particulier, BioLzi (1988)
propose un état de contraintes cinématiquement admissible obtenu par voie numérique.

1.2.1.d Critéres biaxiaux

Pour des magonneries de type blocage, on note peu d’anisotropie lors de tests biaxiaux. Il en
est de méme pour les maconneries renforcées ou fortement chainées. On obtient alors des critéres
de rupture isotropes similaires a ceux obtenus pour le béton (voir figure 1.12).

Comme on 'a précisé précédemment, les critéres biaxiaux permettent de mettre en évidence
I’anisotropie engendrée par ’appareil. Cette anisotropie est principalement due & la faiblesse
relative des joints devant les éléments. Elle peut étre accentuée par ’anisotropie éventuelle des
éléements (briques creuses, agglomérés). Nous donnons ici quelques résultats caractéristiques d’es-
sais biaxiaux dus & PAGE (1980, 1981, 1983).

Sur la figure 1.13, on représente le critére de rupture projeté dans le plan (o1, 02) pour un
essai de traction compression. On note que le critére de rupture décroit brutalement avec 1’angle.

2. On peut en effet remarquer que le précédent état de contraintes ne respecte pas les conditions aux limites
sur les surfaces latérales.
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FIGURE 1.13 — Test biaxial traction-compression (d’aprés (PAGE, 1983))

Pour un angle de 8 = 90° , on retrouve un essai de traction directe ol 'on peut constater que
le seuil de rupture varie linéairement avec la pression de confinement. L’ensemble des autres
courbes présente une concavité plus ou moins marquée souvent synonyme de rupture fragile.
Selon PAGE (1983), la rupture se produit principalement suivant des plans normaux au panneau,
dans des mécanismes mettant en jeu le plus souvent la rupture des joints, en particulier, lorsque
la compression est faible.

Sur la figure 1.14, on illustre d’aprés (PAGE, 1981) les critéres de rupture biaxiaux en double
compression en fonction de 6. Pour la plupart des rapports de contraintes o1 /09, la rupture se
produit des plans paralléles aux surfaces libres du panneau. Comme nous ’avons évoqué au § 1.3,
ce faciés de rupture est caractéristique des géomatériaux quasi-fragiles. Ce mode de rupture est
aussi couramment rencontré dans le cas des murs composites ou fourrés; les interfaces entre
les couches créant des surfaces mécaniquement faibles. Si une contrainte principale domine, la
rupture s’effectue de maniére orthogonale aux surfaces libres, par glissement et rupture dans les
joints. Dans ce dernier cas, ’anisotropie due & l'orientation des joints joue un réle important, qui
est renforcé par ’anisotropie induite des joints fracturés.

Si on laisse de coté les méthodes purement empiriques ou les critéres sont approchés par des
surfaces sans interprétation mécanique supplémentaire, la plupart des critéres sont construits en
s'inspirant de remarques d’ordre phénoménologique en combinant des critéres associés au mode
de rupture observés.

La plus simple de ces approches consiste & postuler un critére en traction maximum sur
les contraintes principales. Les valeurs de contraintes sont mesurées sur des essais biaxiaux de
traction-compression. La simplicité de ce critére permet une mise oeuvre aisée en ce qui concerne
le dimensionnement des structures. Malheureusement, la validation de ce type de critére sur
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FIGURE 1.14 — Test biazial de double compression (d’aprés (PAGE, 1981))

des tests sous contraintes hétérogénes s’avére généralement mauvaise. On obtient souvent des
valeurs de contraintes maximales qui dépendent davantage des tests que des matériaux eux-
mémes. Plus que le mode de rupture et son critére associé, c’est le calcul des contraintes dans les
panneaux sollicités qui est a remettre en cause. Ce calcul souffre le plus souvent d’hypotheéses trop
simplificatrices sur 1’état local des efforts internes dans le panneau. Nous verrons dans la suite
que ce type de critére a été utilisé avec succés pour des modélisations analytiques et numériques
des maconneries dans le cadre de ’analyse limite. Ces méthodes sont regroupées sous le terme
de « No-Tension Material » (voir § 2.1.2).

YOKEL & FATTAL (1976) proposent un critére de rupture combinant un critére de rupture
sur une combinaison linéaire des contraintes principales et une loi de frottement de COULOMB
pour représenter le mode de rupture des joints. Ces critéres sont écrits en contraintes moyennées
sur un élément de volume représentatif. En ce sens, le critére de COULOMB ne coincide pas avec
le critére de rupture mesuré sur un joint.

Dans le méme esprit, HAMID & DRYSDALE (1981) ont proposé un critére se basant sur
I'intersection de trois surfaces limites de rupture : rupture des blocs, fissures des joints montants et
rupture des joints de lits. De nombreux autres critéres ont été développés basés sur la combinaison
de surfaces seuil. Le principal probléme de ces méthodes est que 'on arrive rapidement a des
situations physiquement incompatibles et trés restrictives.

1.2.2 La maconnerie comme une structure hétérogéne

Un point vue complémentaire aux démarches précédentes vise a en prendre en compte le
caractére hétérogéne et la microstructure, i.e., la structure de l'appareil, sur le comportement
global des maconneries. A notre connaissance, peu de travaux expérimentaux ont été effectués
en ce sens.
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La difficulté majeure de telles études est 'interaction forte qui existe entre la microstructure
et les caractéristiques de la structure globale (géométrie et conditions aux limites). Du fait de
cette dépendance entre les échelles, il devient dés lors tres difficile de dégager des traits de
comportement communs a une large classe de magconneries.

La diversité et la « complexité » des structures obligent des études au cas par cas au moyen
de méthodes adaptées. Dans cet esprit, HEYMAN (1966, 1967b,a, 1972, 1976, 1980b,a, 1988,
1992¢,b,a, 1995, 1996) campe bon nombre de résultats et de remarques valables pour des larges
classes de structures et ceci sans faire appel & des modéles de comportement sophistiqués. HEY-
MAN propose une description et une interprétation du comportement de structures composées
de blocs (voutes, domes, piliers, arcs-boutants, murs porteurs, pinacles, etc...) en s’attachant
particuliérement & leurs géométries et aux chargements qui leur sont habituellement associés.
Les lois de comportement décrivant matériaux sont simplifiées pour représenter les principales
caractéristiques de I'unilatéralité dans les magonneries. Il s’agit avant tout d’expliquer les phéno-
meénes de rupture et de ruine au moyen des équations d’équilibre. Nous n’entrerons pas ici dans
le détail des résultats dus & HEYMAN et ceci pour deux raisons: d’une part, cela nécessiterait une
présentation détaillé par classe de structure qui pourrait devenir fastidieuse devant ’immense
travail réalisé par ce chercheur, d’autre part, une présentation héative risquerait d’étre erronée en
ce sens que chaque étude de classe comporte de nombreuses particularisations & des géométries
précises. Pour une présentation détaillée de ses principaux résultats, nous renvoyons le lecteur
intéressé a ses deux ouvrages de synthése (HEYMAN, 1995, 1996).

Concernant les aspects expérimentaux attachés au comportement globaux des structures
magconneées, (ROssI, 1997) passe en revue les techniques d’investigation in situ permettant I’acces
aux états de contraintes et déformations dans les monuments. Ces méthodes expérimentales
sont une voie alternative et complémentaire aux modélisations mécaniques pour comprendre le
comportement global des structures. Une nouvelle difficulté apparait néanmoins. En effet, les
informations locales méme présentes en grand nombre sont trés dures & analyser et & corréler
pour obtenir des résultats globaux a 1’échelle de la structure.

Nous verrons comment dans la suite ces aspects des comportements structuraux globaux des
maconneries peuvent étre déduits de considérations locales ou micromécanique grace & ’utilisa-
tion de modélisations adaptées (cf § 3 et § 4).

1.2.3 Bilans sur les comportements globaux des magonneries

Les comportements qui ont été décrits dans le § 1.2.1, s’attachent & rendre compte du compor-
tement global de ce que pourrait étre la magonnerie en tant que matériau & part entiére. Lorsque
nous aborderons la question du choix d’un modéle mécanique et d’une échelle de description,
nous verrons que cette facon de considérer les maconneries n’est pas innocente.

Les nombreuses hypothéses restrictives, pour la plupart implicites ou considérées parfois
comme naturelles, montrent le parti pris de considérer la maconnerie comme un milieu continu
et homogéne. Par exemple, les structures traitées dans les précédents essais sont assez neutres du
point de vue de leur aspect géométrique ; les géométries des structures testées (panneau rectan-
gulaire, prisme, etc...) sont choisies pour fournir un état de contraintes relativement homogene,
tout au moins bien défini en chaque point de la structure. Le but de ces tests expérimentaux est de
déterminer les lois de comportement sur un volume élémentaire représentatif de I’état moyenné.
Ces lois seront trés utiles pour la construction des modéles macroscopiques des magonneries (cf
2).

Malheureusement, les résultats de telles études restent souvent borner a 1’estimation de critére
de rupture. Les phénoménes inélastiques sont, en effet, rarement décrits. Sur ces seules informa-
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tions, il est difficile de construire des modeéles de comportement représentatifs. Pour cela, nous
proposons au § 1.3 de replacer les maconneries dans le contexte plus général des géomatériaux

quasi-fragiles.



28 Chapitre 1. Les macgonneries, phénoménologie de leurs comportements

1.3 La maconnerie comme un géomatériau quasi-fragile

On considére, dans cette partie, la magonnerie comme un géomatériau quasi-fragile. Nous
verrons, au § 1.3.1, quelles sont les motivations qui nous poussent & replacer la maconnerie dans
le contexte des géomatériaux. Il s’agit avant tout de mettre en évidence des réponses mécaniques,
plus fines, que les simples critéres de rupture exposés dans la partie précédente.

On donne, ensuite, quelques éléments de la mécanique et de la physique des géomatériaux
(roches, matériaux granulaires, efc...) et de matériaux analogues quant a leur comportement
mécanique (béton, brique, mortier,. ..) que l'on qualifiera par la suite de géomatériaux artificiels.
Cette présentation succincte a pour but de dégager les principaux traits communs & la majeure
partie de ces matériaux et de leurs composites (échelles de description, mécanismes dissipatifs,
etc...).

1.3.1 Motivations d’une telle assimilation

Les motivations qui nous poussent a exhiber leurs caractéristiques mécaniques communes
sont les suivantes:

— Tout d’abord, la magonnerie est en quelque sorte un géomatériau composite. Ses consti-
tuants, si I'on excepte les chainages métalliques, sont soit des géomatériaux naturels —
calcaire, granit, marbre pour les éléments, sable, galets pour les agrégats des mortiers,
terre, argile pour les liants des mortiers —, soit des géomatériaux artificiels — agglomérés
ou briques pour les éléments, ciment, chaux pour les liants des mortiers — (voir § 1.1).

— Les géomatériaux sont unis par de nombreuses caractéristiques mécaniques, qui sont le plus
souvent révélatrices d’une physique similaire. Par exemple, la cohabitation et l'interaction
de I’endommagement fragile et de la plasticité non associée de MOHR-COULOMB sont
une signature de leur comportement typique. Une présentation synthétique concernant les
géomatériaux dans leur généralité ne peut que favoriser une compréhension plus globale
des maconneries. Ces comportements seront présentés au § 1.3.2.

— Les modélisations des magonneries, qui vont étre présentées (§ 2, § 3 et § 4) sont pour la
plupart des adaptions de méthodes issues des travaux de modélisation des géomatériaux.
On pense en particulier & la mécanique des roches et aux modélisations du béton et des
matériaux granulaires. Cette présentation va donc permettre de situer les modélisations
dans leur contexte, et d’estimer leurs pertinences par rapport a la physique des phénomeénes.

— Enfin, les travaux relatant les aspects physiques des phénoménes inélastiques concernant
directement les maconneries sont rares. On renvoie généralement & ce sujet aux travaux
sur les géomatériaux.

1.3.2 Les phénomeénes inélastiques dans les géomatériaux quasi-fragiles
1.3.2.a Deéfinition de trois échelles d’étude

Les géomatériaux se présentent comme des milieux hétérogénes et microfissurés. Le degré
d’hétérogénéité des géomatériaux peut étre décrit & trois échelles différentes:
— Une échelle macroscopique peut tout d’abord étre introduite ; c’est 1’échelle de la structure.
Elle peut, bien stir, avoir des tailles caractéristiques assez variées. Dans le cadre de notre
travail pour les matériaux de construction, elle sera de I'ordre du métre3. A cette échelle,

3. Pour les massifs rocheux, on parle en dizaine de métres ; pour la tectonique des plaques, on parle en kilométres.
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F1GURE 1.15 — Comportement d’un géomatériau quasi-fragile, d’aprés (DRAGON & MROzZ, 1979)

bon nombre de géomatériaux peuvent étre considérés comme homogeénes*.

— Une échelle microscopique peut ensuite étre définie. C’est la plus petite échelle du mécani-
cien des milieux continus, dans le sens ot, une fois cette limite inférieure franchie, il devient
difficile de parler de milieux continus. A cette échelle, de I'ordre du micrométre pour nos
matériaux, tous les géomatériaux présentent une forte hétérogénéité caractérisée par une
microstructure 4 la fois chaotique et aléatoire. On est bien loin de la structure en treillis des
polycristallins métalliques. On note & cette échelle la présence de nombreuses microfissures
le plus souvent dues aux modes de formation ou de fabrication de ces matériaux.

— Une échelle mésoscopique peut étre associée aux géomatériaux composites. Il s’agit d’une
échelle intermédiaire liée & la taille moyenne des constituants de ce composite; pour le
béton et le mortier, cette échelle sera reliée a la taille des granulats employés dans leur
fabrication, pour la magonnerie, elle sera reliée 4 la taille des éléments ou des joints.

Ces différentes échelles peuvent étre mélées en particulier dans les cas des composites.

1.3.2.b Description des essais de traction et compression des géomatériaux

Décrivons maintenant un essai de compression caractéristique d’'un géomatériau. Cette des-
cription peut se faire en quatre phases illustrées sur la figure 1.15:

1. Une premiére phase (portion OA Figure 1.15) correspond & la fermeture des microfissures
présentes initialement dans le matériau. Il s’agit d’'un comportement unilatéral de restaura-
tion des modules élastiques. Cette phase peut étre plus ou moins courte suivant la densité

4. On peut toutefois faire exception des magonneries cyclopéennes, appareils de joints-vifs constitués d’énormes
blocs de pierre.
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initiale des microfissures. Elle est particuliérement importante pour les roches, ou les bé-
tons de mauvaise qualité. Elle se traduit par une concavité de la réponse o-€, synonyme
d’une augmentation de la rigidité tangente.

2. La deuxiéme phase (portion AB Figure 1.15) est une phase de réponse linéaire o-€ en charge.

Les caractéristiques élastiques macroscopiques ne changent pas. L’éprouvette se comprime
et I’on remarque un glissement & seuil des lévres de microfissures les plus inclinées sur l’axe
de compression.
Si ’on effectue une décharge, on constate d’abord que le matériau est plus raide. Ceci
peut s’expliquer par le fait que le glissement est bloqué tant que la contrainte normale sur
les lévres des fissures n’a pas sensiblement diminuée. Le matériau s’assouplit ensuite pour
retrouver sa raideur initiale. Ce phénoméne est caractérisé par une hystérésis de charge-
décharge, qui, notons-le, ne peut pas étre pris en compte par de la plasticité standard. Il
peut en revanche étre pris en compte par des modéles d’endommagement.

3. La troisiéme phase (portion BC Figure 1.15) correspond a la propagation stable des fissures.
La courbe reste quasi-linéaire pour des matériaux mésoscopiquement homogénes comme les
roches, mais cesse d’étre linéaire pour les composites comme le béton. Dans ce dernier cas,
on note donc une diminution des modules de rigidité tangents. La déformation latérale et
volumique ne varie plus linéairement ce qui se traduit par une augmentation du coefficient
de Poisson apparent ou si I’on préfére de la dilatance.

4. La derniére phase (portion CD Figure 1.15) correspond a la propagation instable des fissures
jusqu’a la ruine. On constate alors que la coalescence des fissures peut former des macro-
fissures qui aboutiront & la ruine du matériau.

Il est important de souligner que ces phases ne sont pas toujours clairement identifiées et
distinctes suivant le type de géomatériau considéré. De méme, lorsque qu’une pression de confi-
nement latérale est imposée, on note ’élargissement de la phase de propagation stable des fissures
et I’on rend de fait la dégradation plus « ductile ».

En ce qui concerne les essais de traction, la phase de fermeture de fissures est pratiquement
absente. La phase de propagation stable des fissures laisse rapidement place & une propagation
instable et a la ruine de I’éprouvette (portion OE Figure 1.15). On obtient alors une réponse
globale élastique fragile.

1.3.2.c Eléments d’interprétations

Deux phénoménes inélastiques principaux Nous avons pu constater & travers la descrip-
tion précédente d’un essai de compression que les phénoménes physiques mis en jeu étaient
complexes. Ils sont le résultat de la combinaison non linéaire de deux principaux phénomeénes :

1. un mécanisme d’ouverture, de refermeture, et de propagation des microfissures;
2. un écoulement plastique de type glissant avec frottement.

Le premier phénoméne engendre une forte dégradation des caractéristiques élastiques du
matériau dans les directions orthogonales aux directions moyennes des fissures. Cette dégradation
n’est toutefois pas irréversible, bien que la microfissuration le soit; les microfissures peuvent
en effet se refermer, entrainant alors la restauration des modules d’élasticité. Sous l’action des
sollicitations, les fissures peuvent se propager et se réorienter ; leurs directions moyennes évoluent
induisant alors une anisotropie de la réponse élastique du matériau. Ce phénoméne peut étre
décrit par la mécanique de I’endommagement des matériaux. I1 faut souligner toutefois que ce
phénoméne interagit avec deux autres phénoménes dissipatifs qui sont le glissement des lévres
des fissures et la déformation plastique de la matrice englobant les microfissures.
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Le deuxiéme phénomeéne intervient & la fois dans la plasticité des agrégats et, comme nous
venons de I’évoquer, dans le frottement des 1évres des microfissures. La plasticité des agrégats est
une plasticité non associée avec dilatation et adoucissement. Elle est la marque de fabrique des
géomatériaux comme les sols, les roches et les matériaux granulaires qui présentent des phéno-
meénes de frottement interne. On alors & faire avec une plasticité non associée de MOHR-COULOMB
(DRUCKER, 1954). On parle souvent d’ailleurs de matériau cohésif a frottement interne, pour
qualifier cette classe de matériau.

Notons toutefois que dans le cas de la traction pure, le phénoméne d’ouverture et de propa-
gation des fissures est prépondérant et déterminant devant les phénoménes plastiques.

Influence de I’hétérogénéité et de la microstructure sur ces phénomeénes L’hétérogé-
néité des géomatériaux renforce ’interaction entre ces phénomeénes. Si I’hétérogénéité est présente
a ’échelle mésoscopique, l'interaction entre ces phénoménes irréversibles devient alors trés forte
et conduit & des comportements macroscopiques atypiques. On peut citer par exemple le déve-
loppement des fissures dans des plans paralléles & la direction de compression uniaxiale. Méme
en présence d’une pression de confinement, ces déformations peuvent avoir lieu. A 1’échelle ma-
croscopique, si 'on ne prend pas garde, on peut alors conclure de facon erronée a la violation
du deuxiéme principe de la thermodynamique ou du postulat de stabilité de DRUCKER (1959).
Un deuxiéme exemple de comportement atypique est la présence des hystérésis dans les cycles
de charge-décharge sans plasticité, ni viscosité apparentes.

Ces phénoménes sont pour la plupart dus & des effets de structure ou si l'on préfére de
méso/microstructure. En considérant le caractére hétérogéne du matériau, le développement de
fissures paralléles peut alors s’expliquer & ’aide de lois de comportement usuelles. De méme,
les hystérésis peuvent s’expliquer par la présence de contraintes résiduelles auto-équilibrées a
la suite d’écoulement plastique dans un milieu hétérogéne. Nous aborderons cet aspect dans la
partie concernant I’homogénéisation des milieux hétérogénes a constituants dissipatifs (cf. § 4.4
et § 4.5.1).
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1.4 Conclusions et enjeux pour les modélisations

Au début de ce chapitre, une présentation des différents types de maconnerie a été faite a
travers une nomenclature succincte. Elle conduit & une premieére conclusion d’ordre général: le
terme « maconnerie » recouvre une grande diversité de matériau du point du comportement
mécanique et ceci, principalement en raison de la diversité des constituants et de leurs arran-
gements. Il convient donc de prendre garde au type de magonnerie auquel on s’intéresse. Le
caractére hétérogéne et la structure cristalline de l'appareil si il existe peuvent profondément
modifier le comportement mécanique global.

L’ensemble des travaux expérimentaux qui ont été recensés considére la maconnerie comme
un matériau, & part entiere, homogeéne et continu. Implicitement, le caractére hétérogene et
microstructurel est alors négligé au profit d’une description phénoménologique macroscopique.
Les résultats de ce type d’essais sont souvent bornés a I’estimation de critére de rupture et peu
d’informations sont données sur les phénoménes inélastiques qui se produisent dans le matériau.
Ceci est peut étre le résultat de I’hypothése homogénéité du matériau magonnerie qui est tres
restrictive.

Afin de mieux comprendre les phénomeénes inélastiques qui peuvent se produire, le compor-
tement mécanique des maconneries a été réplacé dans le contexte plus général des géomatériaux
quasi-fragiles. Deux conclusions principales émergent dans ce travail :

— La prise en compte de plusieurs échelles d’études semble s’imposer si I’on veut décrire le
comportement des magonneries. Dans le (§ 1.3), trois échelles principales ont été mises en
évidence: une échelle macroscopique, une échelle mésoscopique et une échelle microsco-
pique. A chacune de ces échelles, des hypothéses doivent étre faites conférant a la macon-
nerie un caractére homogéne ou hétérogéne, continu ou discret.

— Deux phénomeénes inélastiques caractérisent le comportement de la maconnerie & ces dif-
férentes échelles. Le premier est 'endommagement fragile et le second la plasticité non
associée. Ces phénomeénes sont intimement couplés et conduisent & des comportements
globaux complexes.

Les enseignements qui peuvent étre tirés de ces conclusions sommaires, sont & la base des
modélisations qui seront présentées dans les chapitres suivants. Nous donnerons un apercu au
chapitre 2, des modélisations qui relévent le défit d’'une modélisation uniquement & 1’échelle ma-
croscopique, en s’appuyant sur des considérations phénomeénologiques censées représenter 1’in-
fluence des échelles plus fines. Ces approches sont essentiellement continues. Au chapitre 3, nous
évoquerons les modélisations qui s’appuient sur des considérations mécaniques fortes pour dé-
crire les comportements des maconneries. Ces approches, quant & elles, sont soit continues soit
discrétes.
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Modélisations macro-mécaniques des
structures maconnées

000

omme nous l'avons dit en guise de préambule a cette partie, les struc-

tures maconnées peuvent étre décrites a des échelles différentes selon le
point de vue que leur accorde ’observateur. Pour ce qui nous intéresse,
I’observateur est un mécanicien, qui cherche & modéliser le plus préci-
sément possible sa structure. Dans ce chapitre, il se placera a une échelle oii I'on
peut considérer la structure comme homogéne et continue®. On entendra alors le
terme « maconnerie » comme un matériau constitutif de la structure, dont la par-
ticule élémentaire sera caractérisée par une loi de comportement homogéne. Cette
loi reliera les efforts intérieurs, ou si 'on préfére les contraintes, aux déformations
dont la définition classique est pertinente dés lors que ’hypothése de continuité et
de différentiabilité est supposée. Les principales hypothéses de comportement seront
passées en revue, en s’attachant & décrire leurs avantages et leurs inconvénients dans
la modélisation mécanique des maconneries.

“sous entendu différentiable en espace comme cela est le cas usuellement en mécanique des
milieux continus

000
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Parmi toutes les lois de comportement qui ont été écrites pour la maconnerie, la plus connue
est certainement celle concernant les matériaux ne supportant pas la traction, désignée le plus
souvent par son acronyme anglais: « No-Tension Materials » (NTM). Ce type de modéle s’appuie
sur la constatation expérimentale assez générale de la faible tenue en traction de la maconnerie, en
particulier, des joints. Ce comportement idéalisé sera I’objet du § 2.1. Nous montrerons comment
cette hypothése peut étre exploitée dans le cadre du calcul & la rupture et de ’analyse limite
moyennant quelques précautions (§ 2.1.1). Ensuite, nous présenterons les équations constitutives
des NTM (§ 2.1.2) qui nous meénerons & une discussion (§ 2.1.3) sur la nature mécanique de
ses équations et le cadre dans lequel elles peuvent étre considérées — Plasticité ou élasticité
non-linéaire? Enfin, des aspects de leurs traitements numériques seront évoqués au § 2.1.4.

Ensuite (§ 2.2 &4 § 2.5), on présentera ’application des méthodes numériques, essentiellement
éléments finis, aux calculs des structures macgonnées, tout d’abord pour un comportement li-
néaire (§ 2.2) puis dans le domaine non-linéaire. Nous n’entrerons pas, & proprement parlé, dans
les détails numériques de la simulation des comportements non-linéaires mais nous nous atta-
cherons plus aux hypothéses formulées et & ’écriture des lois de comportements choisies pour la
magonnerie. L’écriture de ces lois de comportement aurait pu étre présentée indépendamment de
leur mise en oeuvre numérique, mais nous verrons que ces étapes de la modélisation sont souvent
intimement liées.

Ces modélisations sont pour la plupart issues des méthodes dédiées a I’étude des géomatériaux
quasi-fragiles (roches, bétons, matériaux granulaires, etc...). Comme nous l'avons évoqué au
§ 1.3, elles s’attacheront & décrire deux grandes classes de comportement. La premiére de ces
classes est la plasticité non associée; elle sera traitée au § 2.3. La seconde correspond & la
modélisation de 'endommagement fragile des matériaux; il en sera question au § 2.4. Nous
essaierons d’exhiber les différences fondamentales et, par 14, les hypothéses qui sont faites sur la
physique des phénoménes irréversibles matériels.

A linstar des géomatériaux quasi-fragiles (cf. § 1.3), les deux comportements — endommage-
ment fragile et plasticité — interagissent de maniére non linéaire. Ceci est particuliérement vrai
pour les magonneries qui présentent de fortes hétérogénéités a 1’échelle mésoscopique et micro-
scopique. Nous verrons comment dans le § 2.5 certaines modélisations macroscopiques tentent
de répondre & ce couplage entre les comportements.

Si I’ensemble de ces modélisations se distinguent par leurs hypothéses sur le comportement
mécanique des magonneries, elles se rejoignent sur un point au moins: le comportement adou-
cissant et la caractére non associé des lois. La partie 2.6 sera la partie la plus numérique de cet
exposé des modélisations macromécaniques appliquées aux macgonneries. Nous nous attarderons,
en effet, sur les problémes liés & la modélisation de I’adoucissement, souvent synonyme de locali-
sation de la déformation. Nous donnerons ensuite les solutions numeériques usuellement proposées
pour surmonter ces problémes. En particluier, la théorie des milieux de COSSERAT fera 1'objet
d’un paragraphe indépendant (§ 2.7), d’une part, parce qu’elle a été directement appliquée aux
magconneries, et d’autre part parce qu’elle fournit, & notre goit, une transition vers les méthodes
micro-mécaniques, abordées au § 3.
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2.1 Calcul 4 la rupture, analyse limite et « No—Tension Material »

Les notions fondamentales, la terminologie et les notations du calcul a la rupture et de I’ana-
lyse limite sont rappelées dans ’annexe A. On ne présentera dans cette partie que l'application
de ces méthodes aux maconneries.

2.1.1 Historique sur ’estimation des charges extrémes des structures magon-
nées

Fondements historiques du calcul a la rupture des magonneries. C’est dans les travaux
précurseurs de COULOMB (1773) que l'on trouve une des premiéres tentatives d’analyse des
structures magonnées par le calcul & la rupture. Les principes de base du calcul a la rupture y
sont déja dégagés. COULOMB analyse la tenue d’une structure en se fondant exclusivement sur les
principes de la statique des solides et les propriétés de résistance propre du matériau. Il cherche
alors la compatibilité pour les efforts intérieurs entre 1’équilibre quasi-statique sous une charge
extérieure donnée et les capacités de résistance du matériau. En particulier, il analyse la stabilité
de vottes et de poutres consoles maconnées en introduisant la notion de joint de rupture. Pour
le lecteur intéressé, ces travaux sont repris et commentés en détail dans (HEYMAN, 1972, Chap.
6).

Il n’est pas inutile de remarquer que la notion de matériau est prise au sens large par COU-
LOMB. Sa définition contient, en effet, les caractéristiques mécaniques des volumes et des surfaces.
C’est un parti pris qui sera conservé au cours de ce travail.

Les travaux sur les épures et les régles de descente de charges de MERY (1840), suivis des
travaux de DURAND-CLAYE (1867, 1880) sont dans la méme lignée. Il s’agit, tout d’abord,
de calculer les efforts intérieurs dus au poids propre en opérant une descente de charges, puis
de les comparer aux capacités de résistance du matériau. La notion de ligne de poussée est
introduite dans ces travaux comme ’enveloppe des lieux d’applications des résultantes des forces
dans chaque section. Cette définition est bien siir assez heuristique, mais elle permet une bonne
interprétation de la mécanique des édifices. Une condition nécessaire a la stabilité s’écrit sous la
forme d’une régle: les lignes de poussées doivent étre contenues dans la matiére. DELBECQ (1981)
présente un état de 'art trés complet sur I’historique du calcul a la rupture et de la stabilité
pour les voiites en magonnerie, de COULOMB & nos jours.

Le développement de ’analyse limite Il faut attendre les développements théoriques de la
plasticité et de ’analyse limite pour voir ressurgir I'intérét pour la modélisation des structures
maconnées.

KOOHARIAN (1953) et PRAGER (1959) aborde, du point de vue de la plasticité, un exemple
didactique tiré du mémoire de CouLOMB (1773). Cet exemple traite de la stabilité d’une voite
composée de voussoirs rigides (voir figure 2.1(a)) a laquelle des charges concentrées sont appli-
quées. En I'absence de glissement, les désordres possibles sont dus & la séparation des joints entre
les voussoirs par rotation autour d’une des deux arétes. Si on l’on nomme u la vitesse relative
entre les voussoirs le long de la ligne moyenne et 8 la vitesse de rotation linéarisée autour de
I’aréte A, les seuls mouvements possibles sont :

u>o,uw:%. (2.1.1)

A ces vitesses, nous pouvons associer les efforts mis en dualité par la puissance du mécanisme:

P=Nu+ M0, (2.1.2)
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(a) Ligne de poussée & mécanisme de ruine (b) Cinématique du joint entre deux voussoirs,
d’aprés (KOOHARIAN, 1953)
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FIGURE 2.1 — Vodte & analyse limite
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FIGURE 2.2 — Conveze de résistance limite et principe de normalité

ou la force axiale N est accompagnée du moment de flexion M = £hN.

Considérant que le joint ne peut supporter aucune traction, la force axiale est astreinte &
rester en compression: N < 0. Ce critére va définir le domaine admissible pour les contraintes
généralisées (N, M) (voir figure 2.2).

SAVE (1986) fait remarquer, a propos de cet exemple simple, que le vecteur ¢ = (u,0) des
vitesses généralisés n’est pas une grandeur dont la norme est déterminée en cas de mécanisme.
En outre, il est bien orienté suivant la normale extérieure au domaine de résistance limite. Nous
sommes bien dans un cas de comportement de rigide plastique parfait associée.

Les hypothéses de HEYMAN A partir de ces résultats, HEYMAN (1966, 1967b) formalise
trois hypothéses fondamentales qui seront a la base de tous les travaux d’analyse limite qui
suivront :

H1 : la maconnerie n’a aucune résistance & la traction ;
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H2: la maconnerie a une résistance illimitée & la compression ;
H3: aucun glissement ne peut avoir lieu dans la magonnerie.

La premiére hypothése (H1) rend compte de la faiblesse en traction des constituants de la
magconnerie, en particulier des mortiers. HEYMAN (1995) justifie la deuxiéme hypothése (H2) en
considérant que les efforts de compression sous poids propre sont trés faibles par rapport aux
limites de résistance en compression des matériaux. Il souligne que cette hypothése ne va pas dans
le sens de la sécurité mais que, dans la pratique, les ruines par écrasement des magonneries sont
rares. Il justifie la derniére hypothése (H3) en considérant que les coefficients de frottement dans
les joints et les pressions normales sont assez élevés pour éviter tout glissement. Cette hypothese
remonte aux travaux de COULOMB lui-méme qui note que la limite de frottement est rarement
dépassée dans les structures maconnées.

Ces hypothéses sont assez restrictives et tout & fait discutables, mais elles ont I'avantage de
faire entrer le matériau « magonnerie » dans une classe de comportements analogues & ceux régis
par la plasticité parfaite.

Adaptation des théorémes fondamentaux d’analyse limite Dans cet esprit, SAVE (1986)
adapte les théorémes statique et cinématique de ’analyse limite classique, aux structures ma-
connées en distinguant deux cas fondamentaux :

Premier cas : mise en charge proportionnelle AP sans charge propre. Dans ce type de calcul, on
néglige le poids mort devant les chargements appliqués. Dans ce cas, la nullité de la puis-
sance dissipée dans tout mécanisme entraine deux versions particuliéres des théorémes:
Théoréme cinématique : Si l’on peut trouver un mécanisme de ruine pour lequel le travail
des forces est positif, alors la ruine aura lieu pour A arbitrairement petit.

Théoréme statique : Sil’on peut trouver un état d’équilibre sous 1’action de forces extérieures
données, alors la structure tiendra pour toutes valeurs de A.

Le théoréme statique peut étre énoncé en faisant intervenir la notion de lignes de poussée:
si on trouve un systéme de ligne de poussées intérieur & la structure, qui représente donc
un état d’équilibre, la structure est stable pour toute valeur de .

On note, dans ce premier cas, que la valeur de A est soit nulle, soit infinie.

Deuziéeme cas: mise en charge proportionnelle AP avec charges propres. On considére, dans ce
cas, que la structure est soumise & une charge propre Q. La valeur limite A; de A correspond
a un état d’équilibre ou le travail de ’ensemble des charges AP et Q est nul. Pour trouver
une borne inférieure A_ & )\, il faut trouver un état d’équilibre sous A_ P + Q. Pour trouver
une borne supérieure Ay & A;, on cherche le mécanisme qui rend les travaux de AL P et Q
positifs. On encadre alors \; de la maniére suivante:

A< N <As.

On note que le travail de résistance des charges propres apporte une stabilité supplémentaire
a l’édifice. On se place dans le cas ou les seules charges mortes sont supportables par la
structure.

REMARQUE 2.1

Sous ces hypothéses, de nombreux auteurs ont appliqué les théorémes fondamentaux de ’analyse
limite. Nous reviendrons & plusieurs reprises 2.1.3 sur la légitimité de 1’application de 1’analyse
limite pour ce type de comportement. On peut tout de méme noter une particularité inhérente &
ce type de comportement : la puissance dissipée par n’importe quel mécanisme est toujours nulle.
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Nous verrons, par la suite, quelles conséquences cela peut avoir sur les théorémes fondamentaux
de I'analyse limite.

Une solution, pour lever cette incohérence, pourrait consister a considérer une faible valeur
de cohésion non nulle. Le processus de ruine serait alors dissipatif. L’ouverture des joints se
ferait & contrainte constante, égale & l'intensité de la cohésion. Cette solution, bien que peu
raisonnable physiquement pour des matériaux quasi-fragiles permet de traiter le probléme en
terme de plasticité.

Cependant, peut-étre faudrait-il mieux remettre en cause 1’écriture, dans le cadre de la plas-
ticité parfaite, de tels phénoménes inélastiques? Nous reviendrons sur ces commentaires dans les
§2.1.2 et 2.1.3.

O

Ce cadre formel a été appliqué par HEYMAN sur de nombreuses structures (poutres, arches,
murs plans, coques,...) considérant des espaces de forces et de vitesses généralisées associées a une
écriture de la puissance adaptée aux mécanismes susceptibles de se développer dans la structure.
Les résultats obtenus offrent des critéres de résistance s’appuyant essentiellement sur la géométrie
et 'intensité des charges appliquées.

Retour au calcul a la rupture Pour terminer cet apercu sur les méthodes de calcul & la
rupture et d’analyse limite, citons les travaux de DELBECQ (1982) sur la stabilité des vottes en
magonnerie. Il propose de reprendre, a titre d’illustration, ’exemple développé précédemment.
Le critére de rupture est alors enrichi par une résistance limite en compression et un critére de
frottement de COULOMB. Si ¢;,7 = 1,2,3 sont les contraintes principales dans le matériau, le
critére en traction-compression s’exprime de la maniére suivante :

flo) = sup {oi(0; —00)}, (2.1.3)
i€[1,3]
ou oy est le seuil de résistance en compression uniaxiale. Ce critére peut se représenter par un

cube dans I’espace des contraintes principales, mais 1’on préférera sa représentation dans le plan
de MOHR (wvoir figure 2.3(a)). De méme, le critére de frottement de COULOMB s’exprime de la

maniére suivante:
g(o) = sup { (|| - o tan @), |7 = v/aloo — )} , (2.1.4)

ou ¢ est ’angle de frottement.

DELBECQ propose une méthode s’appuyant sur le calcul a la rupture pour déterminer un
domaine de chargements potentiellement supportables. Nous revenons ici, aux méthodes de calcul
a la rupture employées de CoULOMB (1773) & MERY (1840), mais bien str dans un cadre plus
formel et théorique. DELBECQ utilise des méthodes d’approche par ’extérieur, ou, si I’on préfére,
en vitesses, pour calculer a la fois analytiquement et numériquement les domaines de stabilité
potentielle.

Si I'on revient & ’exemple de la voite & voussoirs rigides, 'expression des critéres 2.1.3 et
2.1.4 en termes de contraintes généralisées nous donne:

N
M|>Nh|1l-— 2.1.5
2 8 (1= 20, (2.15)

|T'| > N tan ¢, (2.1.6)
o T est D’effort tranchant et S la section de la votite. Ces critéres sont illustrés sur la figure 2.4,

ou l'on peut remarquer que pour og — 400, on obtient & nouveau les critéres en compression
infinie.
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(a) Critére de traction-compression (b) Critére de frottement de CouLOMB

FIGURE 2.3 — Critére de rupture des magonneries, d’aprés (DELBECQ, 1982)

REMARQUE 2.2
Il est important de noter qu’aucune relation entre les contraintes et les déformations (vitesses de
déformations comprises) n’a été supposée. Cette approche s’affranchit donc de la connaissance
du comportement du matériau. En revanche, aucune conclusion ne peut étre faite sur la stabilité
des chargements potentiellement supportables comme cela peut étre le cas en analyse limite, ol
le principe de dissipation plastique maximale, ou, si l’on préfére, le principe de HILL (1948) est
vérifié.

En annexe A.2, on donne I'exemple d’un essai de traction sur deux barres élastiques fragiles
mises en paralléles. On remarque que les chargements potentiellement supportables ne peuvent
étre atteints.

O

2.1.2 Les « No—Tension Material (NTM) » — Equations constitutives

S’appuyant sur les trois hypothéses fondamentales (H1-H2-H3) formulées par HEYMAN, de
nombreux travaux des années quatre-vingt ont eu pour objectif de dégager les équations consti-
tutives des matériaux ne supportant pas la traction. On s’est attaché, en particulier, & formuler,
pour le solide tridimensionnel, des lois rendant compte de ce comportement inhabituel et non
régulier. Le cadre général, fourni par ces développements, définit un matériau idéalisé que ’on
qualifie de « No-Tension Material (NTM) ».

On se propose, dans ce paragraphe, de donner les équations constitutives des NTM et d’es-
sayer de faire I’analogie avec le cadre formel des lois de comportement développé en détail dans
le § 5.1. Nous verrons alors comment ce cadre formel suggére d’adapter les théorémes de ’analyse
limite et les méthodes de résolution consacrées & la plasticité parfaite.

Traduction des hypothéses de HEYMAN. La premiére hypothése (H1) implique que la
contrainte normale ¢, = on qui agit sur un élément de surface orientée par un vecteur normal
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(a) Critére de traction-compression (b) Critére de frottement de CouLOMB

FIGURE 2.4 — Critére de rupture des magonneries en contraintes généralisées, d’aprés (DELBECQ,
1982)

unitaire n doit étre négative ou nulle:
tnjnj = oynimn; <0, Vn;, 1€ [1,3]. (2.1.7)

Le tenseur des contraintes o doit donc étre semi-défini négatif. Cette propriété est satisfaite
tant que les contraintes principales o1, 09,03 sont négatives ou nulles. Le polynome de CAYLEY,
0% — Iio? + Iyo — I3 = 0, doit donc avoir trois racines négatives ou nulles, ce qui implique les
inégalités suivantes sur les invariants:

L <0, Ip>0, I3<0. (2.1.8)

En introduisant les fonctions réelles des contraintes g;(o), % € [1, 3], on peut exprimer le domaine
admissible pour les contraintes en tout point de la structure G :

T
g1 = 1y, 92—I27 93—I3,
G={o, gilo)<0, i€]1,3]}. (2.1.9)

On peut noter que G est un domaine convexe et qu’il contient 1’état de contrainte nulle.

Si l'on s’arréte a cette premiére propriété, on est en mesure d’effectuer un calcul a la rupture.
On peut, en effet, déterminer I’ensemble des chargements potentiellement supportables par la
structure ou si 'on préfére I’ensemble des chargements qui ne seront assurément pas supportés
par la structure.

Les hypothéses suivantes complétent le modéle en fournissant une loi de comportement au
NTM. La deuxiéme hypothése (H2) — résistance en compression illimitée — n’impose bien siir pas
de condition supplémentaire aux contraintes. La troisiéme hypothése (H3) — non glissement dans
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le matériau — peut s’exprimer de la maniére suivante: si 'on néglige, dans un premier temps,
la partie élastique des déformations, I’hypothése de non glissement fait que « les déformations
inélastiques de fissure » ne peuvent produire que des dilatations. D’une maniére générale, ces
déformations e/ ne peuvent étre des déformations négatives :

elninj >0, Vn;, i€[1,3]. (2.1.10)
De la méme maniére, on peut introduire un domaine admissible pour les déformations H, en
utilisant les invariants J;, i € [1,3] de €/ :

J1 Jo
1=4Ji, he 5, 7
H=1{e hi(e) >0, i€[1,3]}. (2.1.11)

REMARQUE 2.3

Le terme « déformations inélastiques de fissure » est une notion ambigué qui sera employée avec

précaution. C’est pourtant le terme consacré le plus souvent dans le littérature traitant des NTM.
Il est intéressant de remarquer que le phénoméne physique modélisé conduit & une séparation

de la matiére ou il devient difficile de définir des grandeurs différentielles comme €. A I'image de

la mécanique de la rupture fragile, peut étre vaudrait-il mieux définir le saut de déplacement &

la fissure, [u]? Une condition équivalente & (2.1.10) s’exprimerait alors:

[u].n >0, (2.1.12)

qui correspond & une condition de non pénétration de la matiére.

Nous verrons qu’il est tout de méme possible de définir une déformation macroscopique pour
de tels phénomeénes physiques & condition de se situer & une échelle plus grande. On donnera une
expression de la déformation dans ce cadre au § 4.5.2 traitant de I’homogénéisation des milieux
micro-fissurés.

O

Afin de compléter le modéle de comportement, on considére de plus que la « déformation de
fissure », €/, ne peut se développer que dans une direction ol la contrainte o s’annule. On peut
illustrer cette propriété de la maniére suivante (voir figure 2.5(a)): soit o® une contrainte qui
s'annule dans une direction donnée, la condition s’exprime par o/ = 0 (voir figure 2.5(b)).
Cette hypothése garantit donc la normalité entre la contrainte et la déformation inélastique.

Pour une contrainte admissible quelconque o € G, on obtient :

(0 —0,)el <0, VoeG, VecH. (2.1.13)
REMARQUE 2.4
Suite & la remarque précédente, cette hypothése de normalité entre contraintes et déformations
peut se traduire pour la traction suivant la normale unitaire n par:

onn<0, [ul.n>0, (o.n.n)(ul.n)=0. (2.1.14)

On reconnait alors la condition de SIGNORINI (voir § 5.2.3).
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(a) Déformations et contraintes admissibles pour les NTM (b) Normalité o%ef =0

FIGURE 2.5 — Principe de normalité entre déformations et contraintes

Si, précédemment, la normalité a été introduite & partir de considérations physiques, (PAN-
ZECA & PoOL1ZOTTO, 1988) 'introduisent quant & eux directement, admettant que le postulat de
stabilité de DRUCKER (1959) est applicable & ce type de matériau. Ils introduisent cette propriété
sous la forme de I'inégalité suivante :

(c—6)e —&/)>0, Vo,6€G, Ve e eH. (2.1.15)

L’interprétation physique d’'une telle inéquation implique que, pour n’importe quelle action ex-
térieure représentée par une variation de contraintes, Ao = o — &, le travail de cette action a
travers les déformation inélastique, Ae/ = e/ — &/, ne peut étre négatif. Autrement dit, aucune
énergie ne peut étre produite par 1’élément de volume durant sa déformation.

L’inéquation (2.1.15) conduit également ces auteurs a écrire une version analogue au théoréme
du travail plastique maximum de HILL (1948). En effet, pour e/ =0 et pour 6 =0, on obtient:

(0 —6)el >0, Véeg, (2.1.16)
(ef —&eNo >0, V&l eH. (2.1.17)

Si 'inéquation (2.1.16) posséde son analogue en plasticité, il n’en est pas de méme pour
(2.1.17) ; si la contrainte s’annule, elle impose, en plasticité, que le taux de déformation plastique
s’annule, ce qui n’est pas le cas ici pour la déformation inélastique de fissure.

REMARQUE 2.5
Mettons en garde tout de méme le lecteur contre une analogie formelle qui parait osée: selon
PANZECA & PoL1ZOTTO (1988), les inéquations (2.1.15) et (2.1.16) sont analogues & celles ren-
contrées en plasticité parfaite. Une différence essentielle existe pourtant entre elles, qui tient
au fait que ces auteurs considérent un incrément de déformation A€l inélastique alors qu’en
élasto-plasticité, ce sont les taux de déformations inélastiques €/ qui sont considérés.

En effet, 'inégalité de DRUCKER (1959) s’écrit sur un cycle de contrainte ou le travail des
efforts élastiques s’annule de la maniére suivante :

f(a—mgkzm (2.1.18)
(o)
ce qui est encore équivalent & 'inégalité proposé par HILL (1948):

j{ (e—€4)do <0. (2.1.19)
(e)
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De ces inégalités, on peut déduire, dans le cas de la plasticité parfaite:

(o — &)éP

vV v

0, Veeg, (2.1.20)

GeP 0. (2.1.21)

La différence entre les écritures (2.1.16) et (2.1.20) me parait étre fondamentale. Nous la discu-
terons en détail dans le § 2.1.3.

0

Ecriture en terme de complémentarité. A partir des inéquations (2.1.16) et (2.1.17), un
principe analogue a celui de HILL est énoncé par PANZECA & PorizoTTo (1988):

W =o€/ = maxée/ = maxoef . (2.1.22)

Comme nous ’avons vu précédemment, les déformations inélastiques se produisent lorsque

la contrainte s’annule dans une de ses directions propres. Du fait du principe de normalité, qui
postule que la déformation est normale & cette direction de contraintes, il s’ensuit que le travail

dissipé par fissuration est nul:
W=o0cel =0. (2.1.23)

La propriété (2.1.23) constitue une écriture possible de la relation contrainte-déformation :
ol =0, occg, € en. (2.1.24)

Se dotant des outils de l'optimisation convexe, deux problémes duaux de programmation
linéaire peuvent étre déduits de cette relation de complémentarité linéaire. Une écriture sous
forme de Lagrangien peut étre introduite. L’équation (2.1.22) devient alors un probléme de point
selle (optimisation sous contraintes inégalités) :

- I = mi —oel + ) 1,3]| - 2.1.25
w max o/ = min &I:%}é o€/ + \gr (o), T€[L3] ( )

On aboutit au probléme de complémentarité classique:

e =\ Ogr
0o’
9r(0) <0, A >0, (2.1.26)

)\1‘97‘(0) =0, re [[1, 3]] :

Le probléme dual est écrit de la méme maniére :

W = max o€/ = min |max —oe/ — p,h(ef), re[1,3]], (2.1.27)
efeH ef |[ur>0

qui aboutit au probléme de complémentarité suivant :

o= —p, O
~ el
he(ef) >0, pr >0, (2.1.28)

prhe(ef) =0, 1€ [1,3].
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2.1.3 Remarques sur la nature des comportements modélisés: Plasticité ou
élasticité non linéaire?

Choisissons & présent d’expliciter les équations constitutives des NTM dans le cadre formel
détaillé dans le § 5.1.4.d.
Soit ®g la fonction indicatrice du domaine convexe G. L’inégalité (2.1.16) nous permet d’écrire
que:
e/ € 094(0). (2.1.29)

Si ®F est la transformée de LEGENDRE-FENCHEL de ®g, on obtient 'inclusion duale (2.1.29):
o € 0%(e). (2.1.30)

De la méme maniére, si 'on considére ¥y la fonction indicatrice du domaine convexe H,
I'inégalité (2.1.17) nous permet d’écrire que:

o€ 0Uy(el). (2.1.31)

L’inclusion (2.1.31) n’est pas surprenante puisque H n’est autre que le cone polaire & G. On a
donc Wy = ®f. Cette propriété nous permet de retrouver le travail dissipé comme la fonction
d’appui de G, ¢ : ef — @’é(ef):

[

Si € est astreint a étre dans 7, on retrouve la relation contrainte-déformation (2.1.24) puisque
w(ef) = 0 si €/ € H. On note une fois de plus que le travail dissipé est nul.

Ceci est en fait une conséquence d’un résultat bien plus général. Comme le fait remarquer
SuQUET (1981), une loi de comportement qui s’écrit !,

_ow
Oe’

est nécessairement a potentiel de dissipation identiquement nul. De plus, I’énergie libre globale
s’exprime par :

o= € € 09(o), (2.1.33)

W(e) = W(e) + ®*(e). (2.1.34)

Il s’agit donc de lois élastiques non linéaires.

L’ensemble des équations constitutives des NTM est écrite en déformations de fissure e/
et non en taux de déformations &/ comme nous I’avons vu dans le § 2.1.2. Ce n’est donc pas
étonnant de retrouver un comportement non dissipatif.

Supposons maintenant que le comportement des maconneries suive la loi complémentaire

suivante:
& € 0%g(0). (2.1.35)

Nous noterons ce type de comportement par NTMP 2. C’est le type de comportement que requiert
I’analyse limite.
Si I'on reprend V'expression de la puissance dissipée (2.1.32), on obtient I’équation suivante:

(e

1. On insiste sur le fait que la loi est écrite en termes de déformations et non en taux de déformations
2.1le « P » qualifiant le caractére plastique de la loi
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(a) NTMP Plasticité parfaite (b) NTM élastique non linéaire

FIGURE 2.6 — Essai de charge-décharge sur un matériau NTM ou NTMP

Il est facile de remarquer que cette puissance reste identiquement nulle quelque soit le trajet
de chargement. Pourtant, nous sommes bien dans le cadre de la plasticité ol le processus est
irréversible. Cette irréversibilité, trés particuliére au sens ol elle ne dissipe pas d’énergie, est
illustrée sur la figure 2.6 ol 'on rapporte un essai de charge-décharge sur un matériau type
NTM élastique non linéaire et un matériau type NTMP plastique parfait.

Nous sommes donc confrontés & deux formulations alternatives:

e Le

e Le

comportement de type NTM élastique non linéaire. Du point de vue de la méca-
nique des matériaux, cette hypothése semble la plus pertinente. Comme il a été dit dans
le § 1.1, le comportement des magonneries est de type quasi-fragile. Il se caractérise par
une dégradation des caractéristiques élastiques du matériau. Il prend sa source dans le
développement et la coalescence de micro-décohésions dans le matériau.

Si I'on laisse de coté le frottement des lévres de ces micro-décohésions et la plasticité de
la matrice, 'ouverture normale des fissures peut étre prise en compte en exprimant le
caractére unilatéral de la décohésion de la matiére. Cette unilatéralité est généralement
exprimée par une condition de type SIGNORINI — condition unilatérale qui porte sur le
déplacement relatif entre les lévres de la fissure. Nous verrons dans la partie 4.5.2, évoquant
les travaux ol ’on cherche les caractéristiques globales des matériaux quasi-fragiles, que
la condition unilatérale porte effectivement sur les déplacements et non sur les vitesses.
Par exemple, les travaux de (KACHANOV, 1982a,b) sur les matériaux micro-fissurés ou de
ORTIZ (1985) et ANDRIEUX et al. (1986) pour le béton considérent des modéles de fissure
non dissipative (en exceptant le frottement et la propagation des fissures). Dans ce cadre,
LENE & LEGUILLON (1981) montrent le caractére élastique non linéaire du comportement
du matériau. L’ouverture des fissures se fait sans dissipation et leur refermeture est possible
jusqu’au contact.

Nous verrons comment, dans le § 2.1.4, un tel comportement peut étre pris en compte tant
au niveau mathématique que numérique.

comportement de type NTMP plastique parfait. Ce choix semble motivé par ’at-
trait et la performance des outils liés aux comportements plastiques parfaits et, en parti-
culier, les théorémes de charges limites. Pourtant, comme nous 1’avons souligné précédem-
ment, il met en évidence une incohérence, liée & la ruine plastique (phénomeéne irréversible)
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Ap

Ap

FIGURE 2.7 — Charge limite d’un mur chargé uniazialement

qui est ici non dissipative. Si le cadre mathématique semble bien posé, le passage a la
limite qui méne & ce type de comportement semble maladroit et le rend physiquement
inacceptable.

L’écriture de la loi complémentaire en terme de plasticité parfaite satisfait le principe
de normalité. Les théorémes de charges limites pourraient donc s’appliquer et fournir un
domaine des chargements supportables et stables. Pourtant, le probléme considéré par
CoMO & GRIMALDI (1983) d’un panneau de magonnerie soumis & une pression uniaxiale
fournit un contre-exemple significatif. En effet, dans ce probléme, illustré sur la figure (2.7),

un état homogene de compression uniaxial régne dans le panneau (o9 = —Ap > 0 et o1 = 0).
Une déformation latérale de fissure 6{ est donc possible. La contrainte o9 = —Ap constitue

donc un mécanisme pour n’importe quelle valeur de A. Cependant, quelque soit la valeur
de A choisie, I’équilibre de la structure est respecté et la contrainte est plastiquement
admissible. La charge limite est donc théoriquement +oc.

On voit & travers cet exemple, que les notions de charge limite et de mécanisme ne corres-
pondent pas forcément a la perte d’équilibre. De méme, la charge limite statique (A = +00)
est différente de la charge limite cinématique (A = 0). En petites perturbations, ces deux
notions sont pourtant équivalentes dans le cas de la plasticité associée, qui, quant & elle,
génére une dissipation non identiquement nulle. On constate, en effet, que la démonstra-
tion des principaux théorémes de I’analyse limite requiert une dissipation non nulle (voir
les travaux de NAYROLES (1970)). Ceci implique, entre autre, I'inclusion stricte de 0 dans
le domaine d’élasticité.

Sans entrer dans plus de détails, on peut enfin remarquer que le critére de stabilité matérielle
de DRUCKER est violé dés qu’il y a écoulement. Pour essayer néanmoins d’effectuer un calcul
de charges limites, CoMO (1992) propose un critére de charges ultimes directement relié &
la perte d’équilibre de la structure. Introduisant les discontinuités de vitesses présentes a
travers les fissures, il donne des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité.

2.1.4 Traitements mathématique et numérique des NTM

Apercu du cadre mathématique GIAQUINTA & GiusTi (1985) traitent du cadre mathé-
matique des équations d’équilibre des NTM en deux dimensions et en petites perturbations. Ils
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mettent en évidence une énergie libre élastique non linéaire, positive, homogéne de degré 2 et
C!. Ils prouvent que cette énergie est une fonction convexe de € et fournissent une condition
nécessaire, sur les chargements, & l’existence d’une solution au probléme de minimum. En fait,
la coercivité de ’énergie libre est subordonnée & cette condition.

Ces résultats semblent assez naturels si 'on considére I’expression (2.1.34). SUQUET (1981)
précise tout de méme que les difficultés mathématiques associées a ce type de loi non dissipative
restent identiques a celles rencontrées en plasticité. Les cadres mathématiques, adaptés au trai-
tement des lois données par un potentiel non régulier, qu’il soit de dissipation et d’énergie libre,
sont identiques (voir les travaux de TEMAN & STRANG (1980a,b)). Forts des travaux que nous
venons de citer, GIAQUINTA & GIUSTI introduisent une énergie libre intermédiaire, homogéne
de degré 1, qui leur permet d’écrire le probléme variationnel de I’équilibre des NTM sur ’espace
des fonctions a déformations bornées, BD(Q):

BD(Q) = {v|v = (v;);v; € LY(NQ); €i5(v) € M1 (Q)}, (2.1.37)

ott M'(Q) est I’espace des mesures bornées sur © et £'(2) I’ensemble des fonctions intégrables
au sens de LEBESGUE sur (). Sous des conditions de chargements compatibles, ils prouvent, tout
comme en plasticité, ’existence et 'unicité de la solution en contraintes alors que le champ de
déplacements (comme les vitesses en plasticité) est discontinu et non unique. STEIGMAN (1991)
étend les résultats aux grandes déformations, en donnant des conditions sur la conservation de
cette convexité.

Traitement numérique Les contributions & la résolution numérique des NTM ont été nom-
breuses cette derniére décennie et ce sujet de recherche reste encore largement développé. Deux
principaux types de méthodes peuvent étre dégagés:

Méthodes incrémentales. Le premier de ces types est celui des méthodes incrémentales, uti-
lisées lorsque le comportement est non linéaire. L’algorithme de NEWTON-RAPHSON, gé-
néralement appliqué au probléme écrit en déplacement, en est ’exemple le plus connu.
LUCCHESI et al. (1995) mettent en oeuvre ce type de méthode a partir d’une expression
analytique de l'opérateur tangent, qu’ils obtiennent simplement en s’appuyant sur les ré-
sultats précédents concernant 1’énergie libre. Ils réalisent ainsi la résolution numérique d’un
modéle de NTM enrichi par une résistance limitée & la compression.

Le probléme majeur posé par ces méthodes est leur faible taux de convergence. En effet,
les caractéristiques élastiques du matériau peuvent changer brutalement et s’annuler en
certains points d’intégrations. Ceci a pour effet de provoquer de nombreuses instabilités
numeériques. De plus, ce type de comportement peut générer un grand nombre de modes a
énergie nulle, conséquences des indéterminations sur les déplacements de solides rigides.
Gardant a Uesprit que le comportement est élastique non linéaire, ALFANO et al. (2000)
s’affranchissent du caractére incrémental obligatoire lorsque le comportement du matériau
est dissipatif. Ils proposent une solution & pas unique en améliorant la matrice des itérations
du probléme non linéaire. Ils montrent que les techniques classiques de régularisation de
la matrice tangente, comme les recherches de directions (voir (CRISFIELD, 1991,1997))
ou l'utilisation d’une matrice sécante, n’améliorent pas le conditionnement de la matrice
des itérations. Leur technique consiste & introduire une rigidité artificielle s’annulant au
cours des itérations. Les auteurs retrouvent ainsi le taux de convergence quadratique des
algorithmes de linéarisation tangente.

Méthodes d’optimisation convexe. Le cadre naturel que dresse ’analyse convexe pour 1’écri-
ture des lois de comportement des NTM (§ 2.1.3) offre des outils non seulement théoriques
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mais aussi numeériques. Pour une présentation détaillée de ces écritures ébauchées au § 2.1.3,
on renvoie & (ROMANO & SACCO, 1987) et plus récemment & (CUOMO & VENTURA, 2000)
LucIANO & SACCO (1994) ont appliqué les méthodes de pénalisation aux problémes unila-
téraux des maconneries. Une des techniques de régularisation classique consiste & introduire
une fonction régularisante de MOREAU—YOSIDA des fonctions indicatrices des convexes.
Ces méthodes sont robustes mais peu précises. Elles ont surtout un intérét pour établir des
résultats mathématiques théoriques.

GENNA (1994) propose d’utiliser une méthode de programmation mathématique. Elle
conduit & une résolution précise et efficace mais nécessite ’estimation de I’opérateur tangent
condensé, qui n’est pas toujours bien défini.

CuoMO & VENTURA (2000) propose 'approche la plus compléte en matiére de méthodes
de résolution, s’appuyant sur ’analyse convexe. Elle utilise la méthode des lagrangiens aug-
mentés, qui a déja fait ses preuves dans le domaine du contact frottant (ALART & CURNIER,
1991 ; SiMO & LAURSEN, 1992 ; HEEGARD & CURNIER, 1993) et sur la minimisation de la
fonctionnelle mixte d’HELLINGER-REISSNER. La formulation mixte en contraintes et dépla-
cements permet d’assurer stabilité et convergence de ’algorithme, profitant de 1’existence
et de 'unicité du probléme en contraintes.

2.1.5 Synthése sur ’analyse limite et les NTM

Nous avons vu, tout au long de cette partie, comment de nombreuses hypothéses simplifica-

trices ont été introduites, pour aboutir & des modéles trés idéalisés de la maconnerie. L’objectif
était de définir un cadre suffisamment simple, mais tout de méme représentatif, apte a fournir
des résultats analytiques, voire numériques, avec un minimum de paramétres caractérisant le
matériau. Ces efforts ont abouti & deux types de modélisations distinctes:

— Le calcul a la rupture. Dans ces méthodes, les seules hypothéses formulées reposent sur les

efforts dans le matériau et le domaine de résistance qui leur est associé. Elles permettent
I’obtention d’un domaine de chargement potentiellement supportables sans plus d’informa-
tions complémentaires. Les domaines de résistance s’appuient généralement sur la donnée
d’un résistance limite & la compression, d’une résistance faible en traction (souvent nulle)
et d’un critére de frottement de COULOMB.

L’analyse limite et les NTM. Afin de tirer partie des théorémes fondamentaux de I’analyse
limite et de leurs outils associés, des hypothéses supplémentaires, plus restrictives, ont été
introduites pour qualifier la relation de comportement entre contraintes et déformations.
L’hypothése majeure est le respect de la régle de normalité. Elle implique implicitement,
ici, qu’il n’y ai pas glissement dans le matériau et que la résistance en compression soit
illimitée. On aboutit alors, sous ces hypothéses, & la classe de matériaux que nous avons
appelée NTM.

Nous avons vu que l’écriture de cette régle de normalité en taux de déformations inélastiques
conduisait & obtenir un matériau plastique parfait, certes apte a entrer dans le cadre de
I’analyse limite, mais dont la dissipation au cours d’un processus irréversible était nulle.
Cette incohérence, qui a des répercutions essentielles sur les théorémes de ’analyse limite,
a été contournée par l'écriture d’une régle de normalité en déformations et contraintes
conduisant & un matériau élastique non linéaire.

Il semble pour notre part, que 1’écriture de lois unilatérales rendant compte de 'impénétra-
bilité de la matiére et de son caractére non cohésif, se fait naturellement en déplacements
sous la forme d’une condition de SIGNORINI (voir § 5.2.3). Cette condition conduit alors &
un comportement réversible que I’on peut qualifier d’élasticité non linéaire et non réguliére.



50 Chapitre 2. Modélisations macro-mécaniques des structures maconnées

2.2 Modélisations numériques en élasticité linéaire

Les applications de la méthode aux éléments finis en élasticité linéaire sont nombreuses, tant
en statique qu’en dynamique. Un exemple caractéristique de ce type d’application est le travail de
GODART et al. (1996) sur la cathédrale de Strasbourg. Ce type de calcul permet de comprendre,
avec précision, les effets structurels, i.e. de la géométrie, sur la tenue de la structure. Une des
grandes difficultés de ce type de modélisation est l’estimation des grandeurs élastiques carac-
térisant le matériau. Ces grandeurs doivent en effet prendre en compte la magonnerie dans son
ensemble : parement, fourrure en blocage, chainage métallique, etc... MOLA & VITALIANI (1997),
dans leurs travaux sur la basilique SAINT MARC & Venise, exposent différentes méthodes expéri-
mentales (tomographie ultrasonore, flat-jack, carrotage, inspection a ’aide de micro-cameéras,. . . )
qui leur permettent de renseigner leur modéle éléments finis, & la fois sur les géométries cachées
des structures et sur les caractéristiques élastiques des constituants.

Bien que le modéle de comportement soit simple, il renseigne sur les zones potentiellement
sensibles, telles celles susceptibles d’étre sollicitées en traction. Ces indications restent cependant
toutes relatives puisqu’elles ne considérent pas la redistribution des contraintes aprés rupture.

Des adaptations ont été réalisées pour prendre en compte la faible résistance en traction des
maconneries. Dans les travaux sur la cathédrale des SAINTS MICHEL ET GUDULE & Bruxelles
(BOLLAERTS, 1988), les zones en traction, détectées a la suite d’un premier calcul, sont remaillées.
Un découpage du maillage est opéré de facon & relacher les parties en traction, puis un nouveau
calcul est réalisé. Ce processus itératif est répété jusqu’a atteindre une éventuelle convergence
vers un état de compression. L’inconvénient majeur de ce type de procédure, outre les sérieux
problémes de convergence, est la dépendance des résultats aux opérations de remaillage. En effet,
la redistribution des contraintes due aux fissures simulées par les remaillages rendent compte
d’un trajet de chargement particulier, trés largement dépendant des méthodes employées et sans
grande réalité physique.

Les méthodes aux éléments finis servent aussi & déterminer le spectre de réponse dynamique
des structures. Ces calculs ont pour but de prévoir la réponse d’'un monument & un séisme. On
recherche en général les modes propres de la structure susceptibles d’entrer en résonance avec les
périodes fondamentales du séisme. Sur ce sujet, on pourra par exemple, consulter les travaux de
MAccHI (1997) sur la Tour de Pise.

2.3 Modélisations en plasticité non associée

On présente, dans cette partie, une modélisation macromécanique caractéristique de 1’appli-
cation aux maconneries des développements de la plasticité non associée pour les bétons. On
donne les grandes lignes du modéle au § 2.3.1 pour essayer au § 2.3.2 de juger de sa pertinence
pour des applications aux maconneries.

2.3.1 Un modéle de plasticité orthotrope avec adoucissement

LOURENGO et al. (1997) présentent en détail un exemple d’application aux magonneries des
méthodes numériques dédiées aux problémes de plasticité avec adoucissement. La maconnerie est
considérée comme un matériau homogéne, continu et orthotrope, sous I’hypothése des contraintes
planes. Ces travaux sont une adaptation directe de ceux de FEENSTRA & DE BORST (1995, 1996)
concernant les modéles de plasticité pour le béton. Les critéres isotropes traditionnellement
choisis pour le béton (critére de DRUCKER-PRAGER en compression et critére de RANKINE en
traction) sont remplacés par des critéres orthotropes. Le critére de TSAI-HILL en compression —
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FIGURE 2.8 — Critére de plasticité composite pour les magonneries, d’aprés (LOURENGO et al.,
1997)

initialement proposé pour les composites orthotropes — est associé, en traction, & une version
orthotrope du critére de RANKINE (voir figure 2.8).

Comportement en traction. Le critére de RANKINE permet de limiter la contrainte prin-
cipale maximum en traction & une valeur seuil. Pour les matériaux orthotropes, la contrainte
principale est exprimée en fonction des contraintes o, et oy dans les deux directions privilégiées
par 'orthotropie et de la contrainte de cisaillement 7,,. Cette écriture permet l'introduction de
seuils distincts suivant les directions d’orthotropie. Ce critére peut s’écrire:

oz +0 O — O 2
fR(a,6t(/<;t)):01—6t(nt): 562 y+\/( I2 y) +Tz2y—5't(h‘,t)

— — — — 2
_ (o=l (o —nle) \/ ((oz ~au) (o = m(m))) br2

(2.3.1)

Le critére est accompagné de lois adoucissantes dont le but est de modéliser la rupture assez
brutale en traction des matériaux quasi-fragiles. Le scalaire x; controle le taux d’adoucissement a
travers la fonction (k). Selon ces auteurs, I’écrouissage isotrope n’est pas acceptable pour des
matériaux quasi-fragiles comme les géomatériaux qui peuvent étre chargés en traction jusqu’a
leur limite de rupture méme si de 'endommagement est déja survenu dans la direction perpen-
diculaire. Suite & ces remarques, un écrouissage cinématique est considéré, piloté par le taux de
déformation maximal dans une direction propre £ = max(él, éb).

Comme nous l'avons souligné précédemment, ces auteurs introduisent des lois d’adoucisse-
ment propres & chaque direction d’orthotropie oy, (k¢) et ayy(ry) :

(02 — Gz (kt)) ‘; (oy — Tty(Kt)) n \/((% — Otz (ki) ; (oy — 5ty(”t))>2

2
+oarg, .

(2.3.2)

Tr(o,54(Kt)) =
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De plus, un parameétre matériel o donne la contribution de la contrainte de cisaillement sur le
seuil de plasticité. Le paramétre a et les fonctions controlant ’adoucissement s’expriment de la
maniére suivante :

x _ [ _ l
o = ft 2fty, O'tm(lﬂ)t) = fm- exp(— ftac K)t), O'ty(lﬁlt) = fty exp(—%kct) . (233)
Tut fz Ty

ol fiy (resp. fiy) est la résistance limite en traction dans la direction x (resp. y), et T, est
la résistance limite en cisaillement. Le terme G, (resp. G,) représente le taux de restitution
d’énergie en mode I dans la direction z (resp. y).

Une longueur équivalente I, en relation avec une longueur caractéristique des éléments du
maillage, est également introduite. Elle régularise les problémes liés & la localisation de la défor-
mation en apportant une information non-locale & I’adoucissement. Son introduction se justifie
mécaniquement en arguant qu'une part non négligeable de 1’énergie de rupture se dissipe dans un
volume de matiére caractéristique, bien que la rupture en traction soit un phénomeéne surfacique.

Ces aspects de modeéles de non localité sont commentés dans la remarque 2.6. Notons seule-
ment que cette longueur est reliée aux caractéristiques élastiques du matériau de facon & éviter
les phénomeénes de « snap-back » générés par un adoucissement trop fort. La relation donnée par

les auteurs est la suivante:
G i E;

1< :
- fE

(2.3.4)

ou F; est le module d’Young dans la direction .

Le modéle de plasticité choisi par ces auteurs est un modéle de plasticité non associée. Le
potentiel pilotant 1’écoulement plastique est le critére de RANKINE (2.3.2), pour une valeur de «
égale & 1. Il est important de remarquer que si « est choisi égal a 1, le modéle est alors associé.

Comportement en compression. Le critére en compression introduit est analogue & celui
de T'sAI-HILL pour les matériaux orthotropes en contraintes planes. Le critére est donné par une
quadrique d’équation :

fTH(O', 5'75("71‘,)) = A(&t(nt))og + B(a't(h‘,t))O'wO'y + C’(&t(nt))aj + D(&t(nt))ﬁy — 1, (235)

avec B2(54(kt)) — 4A(54(kt))C(54(k¢)) < 0, pour assurer la convexité du domaine d’élasti-
cité. Deux paramétres matériaux sont introduits pour exprimer les coefficients du polynome
en fonction d’essais expérimentaux. Tout d’abord S, qui contréle le couplage entre les valeurs
de contraintes normales. Il peut étre facilement obtenu par un test de compression biaxiale ol
oy = oy (voir figure 1.10(b)). Soit f,.o la valeur de la contrainte ultime du test, # est donné
par la formule suivante:

1 1 1

B = [fQ— - - —2] feafey - (2.3.6)
450 CcT cy

Le second parametre, 7y, qui controle la contribution de la contrainte de cisaillement, est donné

par:

y = Jerfe cjf <. (2.3.7)
L’expression des coefficients est alors la suivante:
o SN (k) = B
A(Gy(ke)) = (Fea(ke))? B(5¢(kt)) PP (2.3.8)
0 - oi(ke)) = 7
C(o¢(kt)) = o)) D(54(kt)) CRCALACR) (2.3.9)
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FIGURE 2.9 — Lois d’adoucissement en compression, d’aprés (LOURENGO et al., 1997)

La description du durcissement-adoucissement est phénomeénologique puisqu’il s’agit d’ap-
procher une courbe de comportement typique en compression. Elle s’effectue en introduisant
un paramétre matériel supplémentaire correspondant & la déformation plastique équivalente «,,
lorsque la contrainte atteint son maximum (voir figure 2.9).

Selon LOURENGO et al. (1997), le comportement décrit par ce modéle est encore plus sensible
aux problémes liés a 'adoucissement en compression qu’en traction . Comme précédemment, ils
jugent donc nécessaire d’introduire un paramétre basé sur une longueur équivalente [ de fagon
& « rendre l'énergie dissipée par ’écrasement indépendante du maillage ». Ce paramétre est le
suivant :

75 G e Jei
mi = 67 lf;Z +hpy  Kmi 2 T+ Ky, (2:3.10)

E;
ol ’inégalité est introduite pour éviter le phénomeéne de « snap-back ».

Les lois d’adoucissement relativement compliquées sont présentées sur le graphe de la fi-
gure (voir figure 2.9). La loi d’écoulement plastique est associée et la variable, qui controle
I’écrouissage, k¢, est donnée de la maniére suivante:

. 1 =,
ke = —= = o€, (2.3.11)
Uca:('%c)o'cy(ﬁ"c)

Ces comportements composites sont intégrés numériquement au moyen dun algorithme
d’EULER implicite et d’un schéma local de NEWTON-RAPHSON qui s’appuie sur une matrice
de rigidité tangente cohérente (ORTIZ & PopPov, 1985 ; SiMO & TAYLOR, 1985a).

2.3.2 Commentaires

Dans cette étude, les comportements inélastiques, aussi bien en compression qu’en traction
sont approchés par des modéles relativement riches. Les auteurs essayent, dans la mesure du
possible, de reproduire les comportements globaux des essais de traction/compression.
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On remarque tout de méme qu’une description globale, a la fois empirique et phénoménolo-
gique, est relativement compliquée tant au niveau des caractéristiques matérielles & déterminer,
qu’au niveau des algorithmes a mettre en oeuvre.

L’un des problémes majeurs de cette approche est la sensibilité des résultats aux maillages,
générée par 'adoucissement du matériau. Les auteurs proposent une solution en se basant sur la
conservation d’une énergie finie de rupture qui fournit une longueur caractéristique de diffusion
de 1’énergie. Cette longueur est alors & mettre en rapport avec les grandeurs caractéristiques
du maillage. Nous verrons, dans le § 2.6 que plusieurs autres alternatives sont possibles pour
remédier & ce probléme.

Une seconde question peut aussi étre soulevée quant & la pertinence du modeéle purement
plastique pour les matériaux quasi-fragiles comme les maconneries. La dégradation du matériau
est prise en compte a travers les variables d’écrouissage/adoucissement k; et k.. Les auteurs
qualifient cette dégradation par le terme « endommagement », qui est ambigu, car en fait aucune
modification des caractéristiques élastiques n’est prise en compte par leur modéle.

Comme nous ’avons vu dans le § 1.3, la dégradation des géomatériaux quasi-fragiles est le
fruit de ’action combinée de la plasticité et de ’endommagement fragile. Or, ce dernier phéno-
meéne affecte fortement les caractéristiques élastiques des matériaux. L’hypothése de phénoménes
inélastiques purement plastiques est donc discutable. Néanmoins, dans le cas de chargements
monotones, la plasticité peut suffire si localement 1’évolution contraintes-déformations est elle
aussi, a priori monotone. Enfin, la plasticité en compression est choisie associée; ce choix est
aussi tout & fait discutable.

2.4 Modélisations en endommagement

La seconde approche macroscopique des maconneries est celle de la mécanique de ’endomma-
gement continu fragile. Comme on ’a évoqué précédemment (cf .§ 1.3), une partie des phénomeénes
inélastiques proviennent de la décohésion entre la matrice de ciment et les particules du mortier,
ou de simples micro-craquements pour les géomatériaux, comme la pierre ou le liant du mortier
lui-méme. Ces microfissures grandissent et se regroupent au fur et & mesure que les chargements
progressent pour former des macrofissures qui méneront finalement & la rupture. Une des diffé-
rences notoires avec les phénomeénes de plasticité ductile est la dégradation des caractéristiques
élastiques du matériau, qui peut étre mise en évidence sur un essai de chargement-déchargement
(voir figure 2.10). Cet aspect des phénomeénes physiques de dégradation des géomatériaux est
prépondérant dans les régimes de traction pure.

2.4.1 Présentation succincte de ’endommagement scalaire

Pour rendre compte de ce type de dégradation, il est maintenant habituel de faire appel a la
mécanique de 'endommagement continu (LEMAITRE & CHABOCHE, 1978, 1988 ; LEMAITRE,
1996). Le moyen le plus simple est d’introduire une variable interne scalaire d, représentant
I'endommagement du matériau (MARIGO, 1981, 1982). On peut ’écrire en modifiant I’expression
de I’énergie libre du matériau de la maniére suivante (voir figure 2.10):

1 = =
W(e,d) = 5(1 - d)e®C Qe (2.4.1)
ou C est le tenseur des rigidités élastiques du matériau. Les lois d’état s’écrivent donc:
= 1 - =
c=(1-d)CRe¢ X;=-exCQReEe. (2.4.2)

2
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FIGURE 2.10 — Evolution uniazial et endommagement scalaire

Le modéle est complété par des lois complémentaires décrivant 1’évolution de d en fonction de la
force motrice d’endommagement X4 ou de la déformation €, ou encore, de maniére équivalente

de la contrainte effective & = Wa’ =CQe.

Un modeéle courant proposé par MARIGO (1982) postule une formulation standard avec un
domaine convexe G, défini par sa fonction seuil g de la maniére suivante :

d € 0pg(Xy), (2.4.3)
G ={Xa, ¢9(Xy4,d) =Xq—k(d) <0}

2.4.2 Une application i la maconnerie de ’endommagement scalaire

A Tinstar du travail de LOURENGO et al. (1997) pour la plasticité, ONATE et al. (1997)
adaptent les méthodes numériques de calcul de ’endommagement pour le béton (ONATE et al.,
1989) au cas particulier des maconneries. L’endommagement est représenté par une variable
scalaire unique, a laquelle est jointe une seconde variable 8 censée prendre en compte les effets
« physico-chimico-biologique »(PCB) sur la dégradation des caractéristiques mécaniques. Ces
deux grandeurs sont intégrées a 1’équation d’état du matériau:

o=p(1-dCQ¢e. (2.4.5)

L’évolution de I’endommagement d n’est pas standard. A I'image du modéle de béton proposé par
MAzZARS (1984, 1986), une norme scalaire de déformation 7 controle le critére d’endommagement
et permet d’introduire une dissymétrie en traction et compression, au moyen de la variable 6:

3
5+
T N ;(Uz) 1,
T:(9+—> [U®C ®0']2, 0= —, n ==, (2.4.6)
fi
D lail
i=1

ou n est le rapport des résistances ultimes en traction f; et en compression f.. Grace a cette
norme, on définit tout d’abord le critére d’endommagement :

g(r,r) =7—71 <0, (2.4.7)
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FIGURE 2.11 — Critére d’endommagement de la magonnerie (d’aprés ONATE et al. (1997))

oil 7 est la valeur du seuil qui est initialisée & 7 = f;/v/E. Quant & I’évolution de d, elle est
décrite de la maniére suivante:

d=G(r), r=max{r’7} avec G(r)=1- éexp [A (1 - :—0)] . (2.4.8)

Le paramétre A détermine 1’énergie dissipée lors de I'endommagement du matériau. Il est
associé a G, énergie de rupture dissipée par unité de surface dans un test uniaxial :
1 GiE 1
e by (2.4.9)
A Lf; 2
Comme en plasticité avec adoucissement, une longueur caractéristique [/ est introduite pour as-
surer que I’énergie dissipée par les phénoménes restent finie quelque soit le maillage utilisé.
Le deuxiéme paramétre 8 est, quant & lui, piloté par la concentration ¢ des corps chimiques
pouvant dégrader la maconnerie (chlorate, sulfate, COs, etc...) et le rapport v = % qui

représente le rapport entre la norme de déformation 7 et sa valeur de référence 7.y pour une
concentration c,.s. La fonction introduite par les auteurs est la suivante :

-1

4
,BZF(T,C)=7+(1—7)[1+(2C> ] . (2.4.10)

Cref

La valeur de concentration c,.; est la valeur de concentration de référence pour laquelle le
processus PCB atteint son effet maximum.

La résolution de ces équations est réalisée griace a des méthodes éléments finis incrémentales
s’appuyant sur un algorithme de NEWTON-RAPHSON. Le modéle a été appliqué en dynamique
et en statique aux problémes structuraux de la basilique SAINT MARC & VENISE.

2.4.3 Commentaires

Comme nous 'avons rappelé dans le § 1.3, les phénoménes inélastiques des géomatériaux
sont le fruit du couplage entre 'endommagement fragile et la plasticité non associée. Dans les
modélisations présentées dans le § 2.3 et dans le présent paragraphe, ces comportements ont
été traités de maniére indépendante. Nous allons voir dans le paragraphe, qui suit, comment on
peut envisager un modéle macromécanique qui couple ces deux phénoménes dissipatifs pour la
maconnerie.
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2.5 Modéles couplés endommagement-plasticité

Comme nous ’avons vu au § 1.3, une modélisation correcte des géomatériaux quasi-fragiles
doit étre capable de prendre en compte l'interaction des deux types de phénoménes inélastiques
que sont la plasticité et ’endommagement fragile. Ces deux derniéres décennies, les tentatives
en ce sens ont été nombreuses, en particulier dans les recherches sur le béton.

Nous nous contenterons, ici, de relater deux exemples d’applications aux maconneries dans
les § 2.5.1 et § 2.5.2. Nous finirons cette présentation sur quelques commentaires au § 2.5.3.

2.5.1 Plasticité associée et endommagement fragile en traction

LoTFI & SHING (1991) sont a l'origine de 'une des premiéres tentatives d’appliquer aux
magconneries un modéle d’endommagement fragile et de plasticité. Ils se placent dans le cas
particulier des magonneries modernes, chainées et armées, qui, selon eux, se prétent mieux a
ce type de modélisation que les maconneries traditionnelles d’appareils. En effet, ce type de
magconnerie est constituée d’éléments creux (briques ou agglomérés) remplis par du béton et
chainés par du béton armé. Son comportement macroscopique est donc relativement homogeéne
et isotrope, & l'image du béton. L’anisotropie induite par la direction des joints peut étre négligée
dans un premier temps, i.e., si l'on s’abstient d’aborder les problémes de macrofissurations.

2.5.1.a Les ingrédients du modéle de comportement

L’écriture de ce modéle se fait en deux étapes:

1. La premiére consiste & considérer un matériau élasto-plastique, macroscopiquement homo-

géne et isotrope. Les critéres de plasticité choisis sont le critére de voN MISES en compres-
sion et le critére de RANKINE en traction. Nous ne reviendrons pas sur les critéres et les
lois d’adoucissement employés par les auteurs car ils sont en tous points identiques aux cri-
téres utilisés au § 2.3 par LOURENGO et al. (1997) dans une version anisotrope. De méme,
le traitement numérique est identique, inspiré des travaux de SIMO & TAYLOR (1985a,b).
Seule la régle d’écoulement plastique différe; dans la cas présent, il s’agit d’une plasticité
associée.
Les auteurs soulignent tout de méme que le choix d’une « plasticité-12 » (basée sur le
deuxiéme invariant du déviateur des contraintes) n’est pas tout a fait adéquat. On sait, en
effet, que, pour les géomatériaux, la pression hydrostatique joue un réle important. Une
plasticité non associée impliquant le premier invariant des contraintes aurait été préférable.
Cependant, ils considérent que le facteur déterminant dans la réponse mécanique reste le
critére en traction de RANKINE et sa régle d’écoulement associée.

2. Dans un second temps, ils améliorent le modéle purement plastique de LOURENCO et al.
(1997) en tenant compte de I’endommagement généré par la formation et la croissance de
microfissures . L'initiation et la propagation de ces microfissures sont pilotées par le critére
de RANKINE en traction, qui transforme le matériau isotrope en un matériau orthotrope.

2.5.1.b Le comportement fragile en traction

Pour essayer de donner quelques détails sur ce type de modéle, dégageons les principales
équations controlant le modéle de comportement en traction.

3. Peut-on parler d’amélioration si ’article de LOTFI & SHING (1991) précede celui de LOURENGO et al. (1997)
de six ans?
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FIGURE 2.12 — Endommagement et adoucissement, d’aprés (LOTFI & SHING, 1991)

Comme nous 'avons précédemment évoqué, le critére de RANKINE controle 'initiation des
microfissures. Lorsque la contrainte principale maximale atteint le seuil de résistance en traction
ft, on considére que les microfissures se développent dans une direction perpendiculaire & cette
contrainte. Si ’on considére la normale unitaire n aux lévres de la fissure associée a un vecteur
tangent ¢ pour former une base orthonormée, ces deux directions constituent alors les axes
d’orthotropie du matériau.

Considérons, pour I'instant, une unique fissure orientée par (n, t). La relation entre la contrainte
et la déformation peut s’écrire & ’aide d’un opérateur linéaire représentant la rigidité tangente

du matériau : s
g ~,C
=C 2.5.1
dé b ( )

ou & = {on,0r,0n1} €t € = {€n, €r, ex}. On suppose que cette matrice est diagonale dans le
repére (n,t):

o [Bw 00
= 0 Ew 0 |. (2.5.2)
0 0 Gyr

En clair, I’effet POISSON mésoscopique est négligé. Au niveau microscopique, on décide de négliger
les effets de dilatance qui couplent les réponses normales et tangentielles. Toutefois, le module
de cisaillement Gyt peut étre couplé aux modules de rigidité Fyy et Err.

L’adoucissement du matériau est donné par la fonction illustrée & la figure 2.12. Cette loi
d’adoucissement conduit & écrire, pour les modules de rigidité:

d
By = 22N = 0B, (2.5.3)

= e

ou Ep, est le module d’Young du matériau sain isotrope. La variable @ = (1 — d) est donnée de
maniére indirecte par la connaissance du taux de déformation résiduelle ~.
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Revenons un instant sur ’estimation du module de cisaillement Gyr. Cette grandeur mé-
canique est sensée modéliser la cohésion résiduelle du milieu due, en partie, & 'enlacement des
agrégats pour les bétons; pour les magonneries, on parlera de ’appareillage des éléments. Trois
solutions sont envisagées par les auteurs. La premiére consiste & postuler I’isotropie du module
de cisaillement. Cette hypothése conduit a:

E E
Gup = 28+ 211 (2.5.4)
4
La seconde correspond & une paramétrisation du module de cisaillement original G :
GNT - IBG, 5 S [0, 1]. (255)

Le paramétre 8 est supposé dépendre de la déformation ey de la maniére suivante :

B = (1 — g)" (2.5.6)

€y — €cr

ol ¢, est la déformation de traction lorsque eyr est nulle. Cette formule est limitée par une valeur
constante résiduelle B, qui représente ’enlacement résiduel des agrégats. Ces deux représenta-
tions conduisent & une perte de la colinéarité entre les directions principales de contrainte et
de déformation. Une troisiéme voie consiste & maintenir cette colinéarité en calculant Gyr de la
facon suivante:

01 — 02

GNT:m'

(2.5.7)

Enfin, le module de rigidité tangentiel reste égal au module initial tant qu’aucune microfis-
sure ne se développe dans 'autre direction et que la compression n’engendre pas de plasticité.
Toutefois, la dégradation de Fyy engendre un effet sur le seuil de résistance en compression f., en
anticipant ’écoulement plastique tangentiel. Cet effet est pris en compte par la formule suivante :

op=fmer o () 4 (& 2 avec Cm(w: ! <1 (2.5.8)
B ¢ €c €c ’ fe Oa8+0a34(6N/60) - o

ou €. est la valeur de la déformation de compression qui correspond & f. pour le matériau sain.
L’inconvénient de ce type de couplage est qu'il est écrit dans les espaces de contraintes et de
déformations principales en traction et en compression. Ces directions principales n’ont a priori
aucune raison d’étre identiques. I’application de ce type de formule conduit alors & dissymétriser
I'opérateur tangent. Les auteurs préférent utiliser cette formule uniquement lors de ’estimation
des forces intérieures et conserver ainsi la symétrie de 'opérateur. Ceci affecte uniquement le
taux de convergence de ’algorithme et pas la valeur & convergence du résidu d’équilibre.

Pour terminer, ’opérateur global est donnée grace a une matrice de rotation R entre ’angle
des directions principales de fissures et le repére global :

C°="RC'R. (2.5.9)

Cette équation est intégrée de maniére incrémentale par une méthode du point milieu qui assure
la conservation de la colinéarité.
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2.5.1.c Validation du modéle sur des essais caractéristiques

LoOTFI & SHING (1991) testent leur modéle sur deux essais sur un appareil régulier, ou I’état
des contraintes est hétérogéne. Le premier est un essai brésilien identique & celui illustré & la figure
1.11(b) et le deuxiéme est un essai de cisaillement identique a celui illustré a la figure 1.11(a). Les
simulations sont commentées de maniére assez objectives, en insistant sur les défauts majeurs de
la modélisation.

Sur les deux essais, les résultats souffrent d’'une dépendance au maillage assez forte due
& la localisation de la déformation. Les auteurs contournent le probléme, sans le résoudre, en
utilisant une taille moyenne d’éléments correspondant aux grandeurs caractéristiques des zones
ou la déformation se localise. Une fois cette opération réalisée, les résultats sur I’essai brésilien
sont en accord avec les expériences.

Concernant 1’essai de cisaillement, les auteurs signalent les problémes liés & une modélisation
au moyen d’éléments finis linéaires. En effet, si on applique une sollicitation de cisaillement pur sur
un élément linéaire donné, ’ouverture d’une fissure diagonale ne peut se faire sans contrainte de
compression. Au niveau de la réponse structurale, on constate alors un cisaillement résiduel tres
fort qui interdit la ruine quasi-fragile constatée expérimentalement. Au cours de la simulation
numérique les éléments se « verrouillent » un & un sur cette valeur de cisaillement résiduelle
provoquant, la convergence vers un état de contraintes erroné. Une premiére solution pourrait
consister & améliorer la cinématique des éléments*. Pour les auteurs, une approche discréte de la
micromécanique des joints est incontournable pour éviter & la fois les problémes de verrouillage
et de sensibilité au maillage.

2.5.2 Plasticité et endommagement fragile en traction et compression

PAPA & NaPpp1 (1997) adaptent aux magonneries le modeéle développé par ORTIZ (1985)
pour le béton. Ils considérent pour cela un matériau orthotrope sous ’hypothése des contraintes
planes. Le modéle s’appuie sur un domaine élastique convexe dans ’espace des contraintes et
sur une loi d’écoulement suivant I’hypothése de normalité pour des raisons de simplicité de mise
en ceuvre. Le domaine est formé de deux paraboloides et de trois ellipsoides données par les
inéquations suivantes:

(02,0, 7ay) = 5() (00 +62)° + 5()* (0, + ) (2.5.10)
+ %(cmy)Q(Tw)2 — %(@y)2 <0, (2.5.11)

ot j € [1,4] désigne la j°™¢ portion de la surface limite (voir figure 2.13(a)). Les valeurs —&,

et —0y sont les valeurs des contraintes correspondant aux valeurs maximales de contraintes

de cisaillement. Les constantes ¢/ sont calculées en imposant les restrictions supplémentaires

suivantes :

a) continuité sur les dérivées aux raccords entre les coniques le long des plans o, = —&, et

ay = —0y,

b) pour 7,y = 0, les coniques doivent passer par les points (o, = G¢z,0) et (0,04 = T¢y) OU g

(resp. 0¢z) est la limite de compression uniaxiale suivant z (resp. y).

La limite courante en traction uniaxiale suivant la direction y, &4, controle ’écrouissage
isotrope du matériau. Le direction y, qui correspond a la verticale dans leur simulation, est donc

4. Nous pouvons penser par exemple aux éléments non conformes comme les éléments EAS (SimMo & RIFAL
1990) ou les éléments qui présentent un mode de déformation localisé (ORTIZ et al., 1987)
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(a) Surface limite d’écoulement (b) Courbes contrainte-déformation sur un es-

sai de traction uniaxiale

FIGURE 2.13 — Domaine d’élasticité et loi d’adoucissement(d’aprés PAPA & NAPPI (1997))

privilégiée par ce choix mais, selon les auteurs, cette hypothése est vérifiée dans les expériences.
La loi d’évolution est directement donnée par une loi empirique univoque oy = f(e,) représentant
un essai de traction uniaxiale suivant la direction y (voir figure 2.13(b)).

Pour régler les problémes liés & la localisation, un terme non local est ajouté dans le cas
des applications quasi-statiques, basé sur la conservation de 1’énergie de rupture sur un volume
donné. Dans le cas d’évolution dynamique, les auteurs s’appuient sur les résultats de CoMI et al.
(1992) qui fournissent une condition sur le pas de temps du schéma d’intégration pour éviter
tout probléme lié & I’adoucissement

2.5.3 Commentaires

On a vu, a travers ces deux exemples de modélisations comment la plasticité et I’endomma-
gement peuvent étre couplés pour essayer de représenter les phénoménes inélastiques dans les
magonneries. Si I’on écarte ’emploi d’une plasticité associée, souvent par commodité numérique,
deux inconvénients restent toutefois a souligner:

— Le premier est inhérent & la modélisation méme du comportement inélastique des macon-
neries. On voit, en effet, que la prise en compte des comportements atypiques comme les
multiples couplages entre plasticité et endommagement ou ’apparition des microfissures
dans des directions paralléles au chargement, nécessitent de nombreux parameétres et des
modéles sophistiqués. Les différents ingrédients des modeéles phénoménologiques, introduits
souvent de maniére indépendante, pour surmonter un & un les problémes spécifiques de
chaque aspect du comportement, interagissent souvent de maniére mal maitrisée. Comme
le font remarquer LOTFI & SHING (1994), des informations supplémentaires, au niveau
microstructural, sont en fait indispensables. Celles-ci peuvent étre introduites directement
par l'intermédiaire de modélisations micromécaniques — c’est ce que nous verrons au § 3
—, Iautre solution étant de construire des modéles macroscopiques sur la base de considé-
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rations microscopiques. Le modéle initial d’ORTIZ (1985) est construit dans cet esprit; on
détaillera plus loin ces méthodes et ce modéle, en particulier au § 4.

— Le deuxiéme probléme est a la fois de 'ordre de la modélisation et de celui de la résolution
numeérique. Il est étroitement lié au caractére adoucissant et non associé de ces modéles.
Sans plus attendre, nous proposons d’en faire le sujet du paragraphe suivant.
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2.6 Problémes liés a la modélisation de 1’adoucissement

2.6.1 Instabilités matérielles et problémes numériques associés

Comme nous ’avons vu dans les trois méthodes présentées dans les parties précédentes (§ 2.3
a § 2.5), le probléme numérique majeur posé par le comportement adoucissant et son caractére
non associé est la sensibilité des résultats aux maillages. Il n’est en fait qu'une conséquence parmi
d’autres des phénoménes qui se produisent lorsque le comportement met en jeu des instabilités
matérielles. La stabilité d’un comportement, les instabilités possibles et leurs caractérisations et,
pour finir, des problémes numériques qui leurs sont associés, seront abordés dans ce paragraphe

2.6.1.a Critére de stabilité matérielle

HiLL (1958) propose un critére de stabilité matérielle sous la forme suivante:
cRe>0. (2.6.1)

Ce critére de stabilité est équivalent a 'unicité de la solution du probléme d’équilibre en vitesses.

Cette inégalité est parfois appelée inégalité de DRUCKER (NGUYEN, 1986). Elle peut, en effet,
étre déduite du postulat de stabilité de DRUCKER (1959) pour certaines classes de comportement.
La notion de stabilité matérielle n’est toutefois pas définie de maniére unique. On peut penser &
la stabilité au sens de LYAPUNOV ou de Bul, (voir (BAZANT & CEDOLIN, 1991, Chap 10)).

2.6.1.b Exemples d’instabilités matérielles

Pour illustrer ce critére, considérons un essai de traction € > 0 (resp. de compression € <
0) uniaxiale sur un matériau présentant de l’adoucissement. La courbe de réponse contrainte-

. . . . do
déformation macroscopique présente, en traction (resp. en compression), une pente Te <0=
€

d
& < 0 (resp. d—a > 0). On voit donc que le critére de stabilité (2.6.1) est alors violé. Sur la figure
€

2.14, on donne deux exemples de situations ot tel est le cas.

/

)
o &Z(o’é/ a .
e : 7sta ble

/nsta ble
Insg, ble =
€ €
(a) Comportement élastique (b) Comportement élasto-plastique

FIGURE 2.14 — Deuz ezemples de violation du postulat de stabilité, d’aprés(DRUCKER, 1959)
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L’adoucissement, ou écrouissage négatif, est donc clairement instable, ’instabilité en cause
dans la plupart des cas étant la localisation de la déformation. Au cours d’un essai de traction
ou de compression uniaxial, ’état mécanique dans I’éprouvette devient hétérogeéne a partir d’un
seuil de chargement trés voisin du seuil d’adoucissement. Le comportement adoucissant autorise,
en effet, le déchargement de certaines parties au profit d’une localisation de la déformation. Cette
localisation se produit le plus souvent autour des hétérogénéités du matériau qui servent de lit
au développement des instabilités.

Il est important de noter que la présence d’un module d’écrouissage négatif n’est pas le seul
cas ou ce critére est violé®. Les exemples didactiques violant le critére de HILL, qui ont été
donnés, étaient de nature uniaxial. La relation (2.6.1) étant d’ordre tensoriel, des instabilités
peuvent survenir alors que le module d’écrouissage est encore positif (phase de durcissement).

L’adoucissement n’est donc pas le seul phénomeéne physique susceptible de violer le critére
de stabilité. Les géomatériaux, qui présentent des phénoménes de frottement interne importants,
peuvent étre instables alors que la relation contrainte-déformation est encore en phase croissante
(RUDNICKI & RICE, 1975). On ne peut, par contre, pas clairement parler d’instabilité dans le
sens ol cette perte d’unicité de la solution ne conduit pas nécessairement & une instabilité si les
branches bifurquées sont stables. Comme nous allons le voir dans la suite, ce type de phénoméne
est & mettre en relation avec la perte de symétrie majeure de l'opérateur tangent qui peut se
produire pour des modéles de comportement non associés.

Schématiquement, pour les géomatériaux, le phénoméne d’adoucissement est a mettre en
relation avec les décohésions qui peuvent se produire dans le matériau sous des pressions de
confinement assez faibles. Il peut étre associé & la rupture en mode I des matériaux par endom-
magement fragile. Le deuxiéme type, est quant a lui, associé & des phénoménes de frottement
non associé sous des pressions de confinement élevées, et peut étre associé a la rupture en mode
IT. En ce qui concerne les structures maconnées, ces deux types de rupture peuvent avoir lieu: la
premiére lorsque les structures sont mises en traction et la deuxiéme, en compression. Pour les
sollicitations de cisaillement, les modes de rupture sont couplés.

Pour une présentation détaillée des fondements thermodynamiques de la stabilité des struc-
tures inélastiques, on renvoie le lecteur & (BAZANT & CEDOLIN, 1991, Chap 10, Stability of
Inelastic Structures, Bifurcation and Thermodynamics basis).

2.6.1.c Caractérisation des instabilités.

La littérature sur ce sujet est dense et le vocabulaire employé n’est pas unifié. Nous donnerons
ici que quelques caractérisations de ces instabilités en renvoyant aux travaux récents de DESOYER
& KERYVIN (1999) pour de plus amples détails.

En considérant une approche incrémentale du probléme en vitesses, ou en introduisant comme
le fait HILL (1958) la notion de solide linéaire de comparaison, la relation entre les vitesses de
déformation et de contrainte peut s’écrire, en considérant Cy l'opérateur linéaire tangent local,
sous la forme suivante:

oc=C;®¢. (2.6.2)
On obtient alors, pour le critére de stabilité (2.6.1), le résultat suivant :

_ _ Unicité de la solution
Ve#0, €®C;®€é >0 = du probléme en vitesses. (2.6.3)

5. L’exemple simple précédent suppose en effet € scalaire
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En contraposant, on obtient que la perte de stabilité correspond & la perte du caractére défini-
positif de ’opérateur linéaire tangent symétrisé, i.e.:

Perte d’unicité de la solution = det (C; + "C}) = 0. (2.6.4)

Méme en 'absence de non linéarités géométriques, une instabilité structurelle peut donc se dé-
velopper du fait que 'opérateur global cesse d’étre défini-positif.

Un comportement adoucissant peut étre caractérisé par son module d’écrouissage en con-
trainte h, de la maniére suivante:

(Adoucissement) hy <0 <= Jé#0, C;®=0. (2.6.5)

La premiére occurrence de (2.6.5) définit le seuil d’adoucissement pour hy = 2hy = 0. On
constate donc que ’adoucissement, i.e., (2.6.5) viole le critére de stabilité (2.6.3). Ceci ne garantit
pas, pour autant, ’émergence d’une instabilité de type localisation de la déformation. Nous
noterons, avec pour objectif de classifier les différentes bifurcations, 'hy la valeur de hy pour
laquelle le critére de HILL est violé.

Pour essayer de qualifier les instabilités, nous allons introduire la notion mathématique de
perte d’ellipticité des équations d’équilibre en vitesses. L’ellipticité du probléme assure en effet
que le probléme statique soit bien posé, au sens ol un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes, dépendant de maniére continue des données existe. Mathématiquement, cette
perte d’ellipticité se produit si (RUDNICKI & RICE, 1975)

Perte d’ellipticité <= In, det(nCin)=0. (2.6.6)

Physiquement, cette égalité traduit ’occurrence d’une onde d’accélération stationnaire de nor-
male n (HILL, 1962). On constate le méme type de phénoméne en dynamique, ou le caractére
hyperbolique des équations peut étre perdu.

En choisissant correctement une vitesse de déformation €, on peut montrer que cette perte
d’ellipticité se produit uniquement lorsque le critére de stabilité matérielle (2.6.3) est violé. En
effet, pour € = (m ® n)g, on peut écrire une critére de perte d’ellipticité forte, soit :

Perte d’ellipticité forte <= I (n,m), (M An)RC;®(n® m) = 0. (2.6.7)

On peut montrer que cette perte d’ellipticité forte est antérieure & la perte d’ellipticité simple.
Nous noterons donc 3h, la valeur de h, pour laquelle on a perte d’ellipticité simple (2.6.6) et
“he pour la perte d’ellipticité forte (2.6.7). Cette notion d’ellipticité des équations aux dérivées
partielles est intimement li¢ & la convexité des potentiels d’énergies libres. Dans le cas de com-
portements adoucissants, la condition de convexité des potentiels n’est généralement pas remplie.
Pour plus de détails sur ces aspects, on renvoie le lecteur aux travaux suivants: (HILL, 1970 ;
BALL, 1977). Pour une revue des conditions d’ellipticité forte, on renvoie & (DACORAGNA, 2001).

La perte d’ellipticité simple est, quant & elle, postérieure & la perte d’unicité de la solution
puisque la cinématique est contrainte par le choix de € dans (2.6.7).

En résumé pour un modéle de comportement quelconque, on peut classer les différents évé-
nements suivant le module d’écrouissage (décroissant pour un chargement monotone croissant)
de la maniére suivante:

Yhe > 3he > *hy . (2.6.8)

On ne peut, par contre, rien dire dans le cas général sur le classement de 2h, par rapport

4 ces trois événements, mais on peut aller plus loin pour un modéle de comportement associé,
auquel cas on a:

e =2he =0, 3he ="'he <0. (2.6.9)
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Ce résultat tient principalement au fait que C, I'opérateur linéaire tangent local, est symétrique
pour les comportements associés.

2.6.1.d Problémes numériques associés

D’un point de vue numérique, on constate une perte d’objectivité des solutions au sens ol
elles dépendent pathologiquement des paramétres des méthodes de résolution numériques: taille
et orientation des maillages, taille des incréments, procédé de linéarisation, etc. .. Par exemple, les
zones de rupture ont tendance a se propager le long des directions engendrées par le maillage. En
régle générale, plus on raffine le maillage pour obtenir une bonne précision, plus I’énergie dissipée
a la rupture diminue, tendant méme & s’annuler. De méme, les dimensions caractéristiques des
zones endommagées, comme les largeurs de bandes de cisaillement ont une facheuse tendance &
diminuer avec le raffinement du maillage. Enfin, les orientations des bandes ol se localisent sont
grandement influencés par le maillage.

2.6.2 Solutions pour répondre a ces problémes

De nombreuses tentatives ont été faites pour remédier aux problémes posés par ces instabilités
matérielles. Un état de 'art est dressé dans (DE BORST et al., 1993) et on n’en donnera ici les
grandes lignes.

2.6.2.a Modéles non-locaux ou limiteurs intégraux de localisation

La premiére solution, proposée, dans le cadre de la plasticité, par BAZANT & LIN (1988),
repose sur 'introduction d’un terme non local dans le contréle de 'adoucissement. Considérons
un comportement plastique défini classiquement par sa surface seuil :

f=1Ff(o,s")=0. (2.6.10)

La variable interne kP controle ’écrouissage. Elle peut, par exemple, étre la déformation plastique
équivalente cumulée dans le cas d’un écrouissage isotrope:

2. =
mP:/gpdt:/,/gepmpdt. (2.6.11)

Le caractére non local de I'écrouissage est introduit en moyennant kP sur un voisinage V, du
point considéré, déterminé par une fonction poids g:

. 1
K = 8)KP(z + s)ds, 2.6.12
T [ a0 (2:6.12
ou le volume d’interaction est donné par:
Vi(z) = / g(s —x)ds. (2.6.13)
v

On suppose alors que la surface seuil de plasticité dépend désormais de kP et non plus de s? soit :
f=f(e,fF?)=0. (2.6.14)

La fonction poids g peut étre une fonction porte ou une fonction test comme la fonction de
SCHWARTZ, ol toute fonction £! & support compact. Elle détermine le rayon d’interaction entre



2.6. Problémes liés a la modélisation de ’adoucissement 67

les grandeurs locales et donc, implicitement, introduit un nouveau parameétre matériau homogeéne
a une longueur, dite longueur interne ou caractéristique.

Les principaux inconvénients de ce type d’approche sont, d'une part, le manque d’informations
sur l’estimation du paramétre matériel g ou d’une longueur caractéristique correspondante et,
d’autre part, la difficulté de leur associer des conditions aux limites pertinentes.

PIJAUDIER-CABOT & BAZANT (1987) et MAZARS (1990) ont appliqué ce méme concept de
non localité aux comportements endommageables. Dans les cas du béton, la longueur caractéris-
tique d’interaction est mise en relation avec la taille moyenne des granulats (environ le triple).
L’approche semble étre alors physiquement appuyée.

Applications aux macgonneries. En ce qui concerne les macgonneries, comme on a pu le voir
précédemment, on souhaite avant tout conserver 1’énergie de rupture quelque soit le maillage
considéré. Les longueurs internes ne sont donc pas directement corrélées aux dimensions caracté-
ristiques de l'appareil (épaisseur des joints, dimension des éléments, ...). On comprend aisément
que l'on préfére se baser sur une longueur caractéristique sans relation directe avec la physique
des phénoménes. En effet, pour les mortier par exemple, la taille du granulat est trés faible. De
méme, ne considérant pas que la déformation se localise dans le joint entier, il devient nécessaire
d’adapter les dimensions caractéristiques des maillages & 1’épaisseur des joints. On contredit alors
les choix fondamentaux & la base des modélisations macromécaniques.

2.6.2.b Théories de gradients d’ordre supérieur ou limiteurs différentiels de locali-
sation

La deuxiéme solution s’appuie sur les travaux de GERMAIN (1973b) qui étend le cadre d’ap-
plication du théoréme des puissances virtuelles aux gradients d’ordre supérieur.

Cadre général. Sil’on reprend le cadre et les notations rappelées dans la § 5.1.3, la puissance
des efforts intérieurs devient une forme linéaire du premier gradient de vitesses ainsi que des
gradients d’ordre supérieur. Pour le second gradient, par exemple, on peut écrire:

Pons = — / o(@,1) & Ve (8) + (2. 1) & VVa (5) da. (2.6.15)
()

La notation VV représente le second gradient par rapport a la vitesse virtuelle, soit en notation
indicielle:
0?v;

VVa(®)ijk = Dz.00,
J

(2.6.16)

Si ’on reporte cette formulation enrichie de la puissance des efforts intérieurs dans le théoréme
des puissances virtuelles, on obtient ’équation du mouvement suivante :

py = f +divy o — divdivg T, (2.6.17)
soit en notation indicielle: 5 o
_r Tij O Tijk
P fZ + 3:13]' 8:1:]8:1% )

Les conditions aux limites deviennent :

(2.6.18)

(o0 —diveT)n =t, sur 09,
™ =m, sur 012, (2.6.19)
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ol t est une densité de forces surfaciques et m une densité surfacique de moment.

CHAMBON et al. (1998) ont développé un modéle unidimensionnel didactique d’un matériau
adoucissant sous I’hypothése du second gradient. Ils montrent analytiquement que 'introduction
d’un gradient d’ordre deux et des lois de comportement qui lui sont associé, permet une sélection
parmi les longueurs d’ondes caractéristiques des solutions analytiques. Ils montrent également
que si 'unicité de la solution n’est pas assurée, ’ensemble des solutions reste cependant fini et
que toutes ces solutions restent indépendantes du maillage.

Les théories du second gradient ont, en fait, été introduites de maniére plus heuristique, en
appliquant directement un second gradient & la déformation plastique cumulée kP (AIFANTIS,
1984 ; ZBiB & E.C., 1988). En choisissant de développer g en série de TAYLOR autour de s =0
dans Dexpression de & (2.6.12), on obtient en effet :

B = i+ 1 Vi + VD RP + ... (2.6.20)

La surface limite de charge s’exprime alors en fonction des gradients de la déformation plastique
cumulée :

f=flo,m?,VIkP,...)=0. (2.6.21)

Cette approche permet des applications numériques rapides et & moindre frais. En revanche, les
forces thermodynamiques associées a ces gradients sont rarement explicitées. De méme, les lois
d’états et complémentaires dictant 1’évolution de ces variables ne sont pas toujours claires et la
démonstration du respect du second principe n’est pas toujours donnée.

Endommagement et gradient d’endommagement Dans le cadre de la thermodynamique
des milieux continus proposé par GERMAIN (1973b), FREMOND & NEDJAR (1996) ont utilisé la
théorie des gradients d’ordre supérieur en mécanique de ’endommagement continu. Considérant
le seul premier gradient d’endommagement, ils formulent I’expression de la puissance des efforts
intérieurs suivante :

'ﬁmt('f),j) = —/

Q(t)

~

o(z,1) ® Vu(d) dx —/ Xch—l-HVm(d) dez, (2.6.22)
)

ol Xg4 est la force motrice de 'endommagement et H la force associée au gradient d’endomma-
gementﬁ.

Les auteurs introduisent de méme une puissance des efforts extérieurs tenant compte des
forces susceptibles d’agir sur d:

t(x,t)o(x,t)ds + /

Q

Prat(,d) = / (@, t)o(w,t) dz + / sgddz + / yadds,
Q(t) oy (t) a0(t)

(2.6.23)
ol x4 et yq sont ces forces externes agissant directement sur I’endommagement ; on peut penser
a des actions chimiques ou biologiques que le matériau peut subir. A partir de ces expressions,
les auteurs déduisent des équations d’équilibres pour les variables d’état :

(®)

divgo+ f =0, dans €, on=t sur 01, (2.6.24)
diveH — Xg+1z4=0, dans Q, Hn=yg sur 09. (2.6.25)

6. Outre la présence d’un gradient d’ordre supérieure de 'endommagement, une seconde originalité de la mé-
thode est la prise en compte du travail des variables internes, comme ’endommagement dans la puissance des
efforts intérieurs.



2.6. Problémes liés a la modélisation de ’adoucissement 69

Les lois d’état sont données par une énergie libre W (e, d, Vod) qui est choisie sous la forme
suivante :

W (e, d, Vad) = U(e, d, Vad) + Bp.11(d), (2.6.26)

oit ®(y 1] est la fonction indicatrice du segment [0, 1]. Les lois d’état s’écrivent donc:

0% (e, d, Vpd)
R — 7 9 T XR
7 Oe ’ d <

0V (e, d, Vd)
ad

9 (e, d, Vad)

2.6.2
OVd (26.27)

+ 8@[0,1] (d), HRF =
Les lois complémentaires sont données en considérant que les phénomeénes irréversibles sont
associés uniquement & la variable d (i.e., o™ = 0 et H'® = 0 ). Pour cela, les auteurs introduisent,
de maniére usuelle, un pseudo-potentiel de dissipation ¢(x,t, €,d, Vd, €, d, V.zd) et déduisent la
partie irréversible” associée & d :

XR € 8¢(d). (2.6.28)

Ce modéle est appliqué a la modélisation de I’endommagement du béton. Les résultats de simula-
tions numériques sur des essais de flexion, trois ou quatre points, montrent une bonne objectivité
par rapport au maillage.

Commentaires L’avantage majeur des théories de gradients d’ordre supérieur est le cadre
thermodynamique rigoureux dans lequel elles sont développées. Il est le garant du respect des
principes fondamentaux de la thermodynamique des milieux continus. De plus, les conditions
aux limites sont définies naturellement & ’aide du principe des puissances virtuelles, ce qui n’est
pas le cas lorsqu’un terme non local est introduit comme une moyenne dans un voisinage donné
(voir équation (2.6.12)). Bien qu’elles soient correctement définies, il n’en reste pas moins que
les valeurs & attribuer aux conditions aux limites sur les gradients sont difficiles & interpréter et,
en conséquence, & estimer.

L& encore, l'introduction d'un gradient d’endommagement permet de prendre en compte
des phénomeénes physiques d’interaction non-locale, qui sont le plus souvent justifiés par la mi-
crostructure du matériau. Cependant, dans les deux cas — modéles non locaux heuristiques ou
théorie de gradients d’ordres supérieurs —, 'estimation des paramétres controlant 1’évolution de
ces nouvelles variables reste délicate. On trouvera toutefois dans (PIJAUDIER-CABOT & BAZANT,
1989) quelques méthodes et justifications pour estimer ces longueurs caractéristiques.

2.6.2.c Reégularisation dynamique et visqueuse

NEEDLEMAN (1988) propose une troisiéme solution pour résoudre les problémes liés a la loca-
lisation et & I’adoucissement. Il s’agit d’introduire une dépendance temporelle ou, si ’on préfeére,
de la viscosité dans le comportement du matériau et de considérer le probléme sous sa forme
dynamique. L’introduction d’une viscosité apporte un temps caractéristique au matériau qui
peut étre facilement relié & une longueur d’onde de propagation. Une fois de plus, en considérant
la dynamique et la viscosité, on prend en compte les effets non-locaux générés par la propaga-
tion d’ondes. Cette régularisation dynamique et visqueuse permet de retrouver ’objectivité des
résultats vis & vis du maillage.

D’un point de vue mathématique, le caractére hyperbolique du probléme de dynamique est
conservé. Cette solution posséde 'avantage indéniable d’étre simple & mettre en oeuvre en ne né-
cessitant que peu de modifications par rapport aux modéles classiques. En revanche, le cotit d’un

7. Le potentiel peut dépendre de nombreuses variables internes, ’hypothése de normalité n’est donc pas assurée
par linclusion (2.6.28)
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calcul dynamique transitoire peut étre élevé, en particulier si le temps caractérisant la viscosité
est grand. Selon DE BORST et al. (1993), un deuxiéme inconvénient surgit pour des vitesses de sol-
licitations lentes oil le phénomeéne de régularisation décroit rapidement pour atteindre le régime
limite des matériaux indépendants du temps. La véracité de cette remarque est plus que remise
en question dans les travaux de KERYVIN (1999). Nous verrons dans la partie I, oi ’on présente
le modéle choisi, que sous sollicitations quasi-statiques, de forts phénoménes dynamiques locaux
peuvent se produire suite & des ruptures brutales. Le phénoméne de régularisation dynamique
permet alors d’appréhender correctement le probléme.

Ajoutons enfin que si pour les matériaux usuels, la viscosité est facilement mesurable, cela
n’est généralement pas le cas pour les géomatériaux. Les résultats de CoMl et al. (1992), concer-
nant les régularisations purement dynamique dans le cadre d’un adoucissement cinématique
linéaire peuvent fournir une solution & ce probléme en considérant une viscosité nulle. Ils ont
été étendue par RAJGELJ et al. (1993) a ’écrouissage non linéaire a la fois cinématique et iso-
trope. Ces résultats donnent des conditions suffisantes sur l'incrément de temps considéré lors
de l'intégration des équations pour que le probléme reste correctement posé. Bien que quelque
peu surprenant, on peut penser que l'utilisation de certains schémas d’intégration possédant une

viscosité numérique inhérente puissent aider & régulariser le probléme.

2.6.2.d Milieu micro-polaire de COSSERAT

Une derniére solution a été proposée par MUHLHAUS (1989). Elle concerne ’application de la
théorie des milieux continus de COSSERAT au matériau présentant un comportement quasi-fragile
et adoucissant. Cette solution fera ’objet du paragraphe suivant. En effet, elle est & la fois une
solution aux problémes générés par l’adoucissement mais aussi, une méthode a part entiére de
modélisation macroscopique, particuliérement pertinente pour les maconneries.

2.6.3 Conclusion sur les méthodes de régularisation

Nous avons vu, au long de cette partie, que le comportement adoucissant et la plasticité
non associée de type frottement, sont deux sources majeures d’instabilité dans les matériaux.
Les géomatériaux et leurs dérivés comme les magonneries, caractérisés, le plus souvent, par
leur comportement couplant, de maniére intime, 'endommagement fragile et le plasticité non
associée, sont sujet a ce type d’instabilité. Nous essaierons dans la suite d’en tenir compte dans
le développement de nouvelles méthodes pour traiter des maconneries.

La plupart des techniques de régularisation apporte une information supplémentaire lorsque
le probléme devient mal posé & la suite d’une instabilité. Cette information, & caractére non local
— non local en espace pour les limiteurs intégraux ou différentielles de localisation, non local en
temps pour la régularisation dynamique et visqueuse — est toutefois difficile & estimer.

Il semble, cependant, que les théories de gradients d’ordres supérieurs et les régularisations
dynamique et visqueuse soient les solutions les plus pertinentes: la premiére pour le cadre ri-
goureux dans laquelle elle est formulée, la seconde pour le caractére naturel de sa formulation.
Si la premiére solution posséde I'avantage indéniable de conserver le caractére quasi-statique des
équations — moins coiiteux d’'un point de vue numérique et plus « rassurant » d’un point de
vue mécanique —, nous opterons dans la suite pour une écriture dans un cadre dynamique des
équations d’évolution de notre systéme mécanique. Cette discussion et la justification de ce choix
seront abordées au § 5.3.6.
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2.7 Les milieux de COSSERAT et les structures composées de blocs

Les milieux de COSSERAT sont généralement présentés comme des modéles de milieux conti-
nus dont la cinématique est enrichie par des micro-rotations de la « particule élémentaire ».
Cependant, ils peuvent aussi étre vus comme un cas particulier de la théorie du second gradient
dans laquelle on ne sélectionne que certains des gradients d’ordre supérieur des déplacements
et des déformations. Le terme « particule élémentaire » est ici & substituer celui de point maté-
riel, car I'introduction de rotations nécessite la prise en compte, au minimum, d’une dimension
géométrique.

2.7.1 Apercu de la cinématique

Dans le cas d’un milieu bidimensionnel contenu dans un plan (O, e1,e2), la rotation autour
de ’axe ez, qui enrichit la cinématique, est donnée par:

1
w3 = §(U2,1 — u12). (2.7.1)

La courbure ¢ mesure la déformation associée & cette rotation :

(3i = wi; = (w3 — wgig),ia (2.7.2)

ol wgig est la rotation engendrée par un déplacement de solide rigide du milieu. La déformation

du milieu € est représentée par ces deux courbures auxquelles on joint les déformations plus
classiques suivantes:

Vi1 =11, Y2 = U2 + ws, (2.7.3)

— —_ C
Y22 = U222, Y12 = U2,1 — W3,

soit € = {711,722, 712, V21, (31, (32}
Pour exprimer la puissance des efforts intérieurs, deux moments ms; et mse conjugués aux

courbures (31 et (32 complétent les contraintes usuelles de CAUCHY. Les efforts intérieurs du
milieu sont donc décrits par la contrainte généralisée suivante :

o = {011,022,012,0921, m31, M32} - (2.7.5)

La généralisation au cas d’un milieu tridimensionnel est plus technique mais ne pose pas de
probléme particulier. Les rotations s’expriment grice au tenseur d’orientation e = (e;;;) de la
maniére suivante:

Wi = —€ikI€kls (2.7.6)

Gij = Wi -
Les équations du mouvement se déduisent alors naturellement :

oijj + fi = pvis
Mij i — €ikiTkl + i = pb;,

ou u; est le moment volumique de force et 6; 'accélération de rotation.
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FIGURE 2.15 — (a) Milieu réqulier composé de blocs et un volume représentatif. (b) Compatibilité
entre rotation et déplacement relatif entre deuz blocs rigides, d’aprés (MUHLHAUS, 1993)

2.7.2 Applications aux structures composées de blocs

A cet enrichissement de la cinématique par des micro-rotations, des hypothéses supplémen-
taires sont ajoutées sur les grandeurs géométriques caractéristiques de la particule élémentaire.
Ces hypothéses peuvent étre formulées indirectement par I'intermédiaire des lois d’état et des
lois complémentaires reliant les micro-courbures aux micro-rotations comme dans les théories de
gradients d’ordre supérieurs. C’est le cas pour les applications des milieux de COSSERAT & la
plasticité des matériaux macroscopiquement homogénes.

Pour des applications particuliéres comme les matériaux granulaires (MUHLHAUS & VAR-
DOULAKIS, 1987) ou les massifs rocheux composés de blocs (MUHLHAUS, 1993), l'introduction
de grandeurs géométriques se fait de maniére plus explicite en considérant la microstructure du
matériau.

Les développements effectués pour les roches & blocs réguliers ont été directement appliqués
aux magonneries en appareillage de pierres séches (MUHLHAUS et al., 1997). En supposant que les
transmissions des moments ne se font que par les joints de lits, (voir figure 2.15), une cinématique
particuliére peut étre exprimée entre les blocs (D) et (2). Les vitesses relatives peuvent s’exprimer
de la maniére suivante:

Aty = 1y in; = Yoi, (2.7.10)
Aw§ = C.3i’n,i, (2.7.11)

ou n = (a,2b) est le vecteur reliant les centres de gravité des deux blocs.
Les conditions d’impénétrabilité des deux blocs peuvent s’exprimer ainsi:

Adiy — %Awg > 0. (2.7.12)

En tenant compte des relations avec les blocs 3),@ et (5), on obtient la condition de compatibilité
des déformations suivantes:

) a. al;: a .

Yoo £ SYo1 — 5 ‘C32 + —C31‘ >0. (2.7.13)
2 2 2

Introduisons maintenant les efforts généralisés correspondant & la cinématique considérée. Ceux-

ci sont illustrés a la figure 2.16. La relation entre les contraintes de COSSERAT et les efforts entre

les blocs est établie grace au Théoréme des Puissances Virtuelles. Ecrivons la puissance des efforts
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FIGURE 2.16 — Efforts généralisés dans un milieu composé de blocs, d’aprés (MUHLHAUS, 1993)

intérieurs, en termes d’efforts entre les blocs:
1 AL (8) arec(i ) A (i N At c(i
5 Pt (i), Kirg ™) = —NO K + MO K, (2.7.14)
puis en terme de contraintes et de déformations de COSSERAT :
1. A 2 1 . 0
5 Pint (725, Cak) = 5 (4(15(023'72;' + mskC?,k)) : (2.7.15)
En postulant I’équivalence des deux écritures, on aboutit & I’expression des efforts suivante :
N2 = _(ao99 +2b091), M2 =amay £ 2bms;. (2.7.16)
Les conditions d’écoulement peuvent s’exprimer ainsi:
2
F(N,M)=-NW2D 4 2 ‘M(lﬂ)‘ <0, (2.7.17)
a

soit, en termes de contraintes de milieu de COSSERAT :

2b 2 2b
F(o) =00+ —09 — - ‘m32 + —mg| > 0. (2.7.18)
a a

a

(MUHLHAUS, 1993) définit F' comme la surface limite de plasticité du matériau équivalent. En
faisant remarquer que les (N, M®) et (Aﬂg), Aw3°®) sont orthogonaux lors de 'écoulement,
on déduit que 'hypothése de normalité est respectée.

Ces conditions peuvent étre rapprochées de celles développées par SAVE (1986) pour la sta-
bilité des vottes ou, plus généralement, pour les NTM (cf. § 2.1). La encore, il s’agit d'une
écriture de loi de plasticité parfaite qui ne permet aucune dissipation. Les conditions imposées
aux blocs sont analogues & une condition d’impénétrabilité de « SIGNORINI en vitesse » (cf 5.2.3)
pour permettre de prendre en compte l'irréversibilité éventuelle du phénoméne. Elles débouchent
cependant sur la méme incohérence que pour les NTM puisqu’aucune dissipation n’est possible
dans un processus irréversible.

Une deuxiéme loi complémentaire peut étre ajoutée pour décrire le frottement entre les blocs.
La loi de frottement sec de COULOMB s’exprime en fonction des contraintes généralisées o et
devient un second seuil de plasticité macroscopique:

2b
Fc(a) = |oga| + i (022 + ;021) . (2.7.19)
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Une loi d’écoulement, associée ou non, est ensuite exprimée pour compléter le modéle. La pre-
miére incohérence peut alors étre gommée par ’ajout de ce comportement, qui, quant a lui, est
dissipatif.

Les milieux de COSSERAT possédent des atouts indéniables. Tout d’abord, ils sont une mé-
thode de régularisation des problémes liés & I'adoucissement et ils permettent, en ce sens, d’obte-
nir des résultats objectifs par rapport aux maillages, ol la déformation est correctement localisée.
Cette régularisation est faite par l'introduction, une fois de plus, d’une longueur interne décri-
vant la microstructure du matériau. Leur second avantage est la justification physique de cette
longueur. Dans le cas des milieux réguliers comme les magonneries, ce nouveau parameétre est
issu, de maniére directe, des dimensions caractéristiques des blocs.

Pour des essais et des validations sur différents types de maconneries des milieux de COSSE-
RAT, on renvoie le lecteur aux travaux suivants: (BESDO, 1985 ; MASIANI et al., 1995 ; MUHL-
HAUS et al., 1997).
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2.8 Conclusion sur les modélisations macromécaniques

Pour débuter cette conclusion, nous allons nous livrer & une synthése un peu osée qui consiste
a relever les principaux types de comportements attribués aux macgonneries a travers leurs mo-
délisations.

En ce qui concerne les modélisations afférentes & ’analyse limite et au calcul a la rupture, les
modélisations se sont principalement attachées & décrire deux types de comportement caractérisés
par:

— une faible résistance en traction — voire nulle — devant une trés grande résistance en com-

pression — voire infinie —,

— le frottement de COULOMB.

La premiére caractéristique, prise & part, a permis de définir une classe de matériau désignée
par son acronyme anglais de « No Tension Materials ». Cette classe a permis de nombreuses
investigations, tant sur le plan numérique qu’analytique sur la tenue des structure magonnées.
Elle rend compte du caractére fragile en traction des maconneries, qui, si il est pris comme
un comportement plastique peut étre source d’incohérences. Si 'hypothése d’'un comportement
élastique non linéaire est faite, elle fournit des renseignements précieux sur les zones sensibles de
la structure. Bien que ce type de matériau fasse toujours I’objet de recherches actives, motivées,
peut étre, par des raisons esthétiques, son caractére trop idéalisé et les problémes qui lui sont
inhérents, le rende un peu caduque.

Si une résistance en compression limitée et une loi de frottement de COULOMB sont associées
& la faible résistance en compression, on obtient alors un critére simple mais particuliérement
efficace en termes de calcul & la rupture.

Si ’on excepte maintenant le cas particulier des « No Tension Materials », les modélisations
macromécaniques présentées dans cette partie sont issues pour la plupart des travaux concer-
nant les matériaux quasi-fragiles. Ceci semble naturel si 'on considére que la magonnerie est un
composite de géomatériaux quasi-fragiles (voir § 1.3). En outre, cela explique pourquoi I’accent
est mis sur la modélisation de deux types de comportement, le plus souvent couplés, qui sont :

— un endommagement fragile,
— une plasticité non associée de type frottement interne.

Si la formulation, qu’elle soit théorique ou numeérique, de ces deux comportements est au-
jourd’hui solide, il n’en reste pas moins quelques problémes de fond sur lesquels achoppent leurs
modélisations.

— le premier de ces problémes soulevés par le comportement complexe des magonneries est
I'interaction, souvent mal maitrisée, des différents modéles superposés pour tenir compte,
un & un, des aspects typiques de la réponse mécanique a des chargement caractéristiques,

— Le second de ces problémes reléve des instabilités matérielles qui sont mises en jeu lorsque
I’on traite de I’adoucissement et du frottement interne dans ces matériaux.

En suivant les conclusions de ORTIZ (1985) en ce qui concerne les bétons, ou encore de LOTFI
& SHING (1991) pour les magonneries, on comprend qu’il est nécessaire d’apporter une informa-
tion complémentaire d’ordre micro-structural pour surmonter ces écueils. Cette information peut
étre apportée directement dans les modéles phénoménologiques présentés par l'introduction de
termes non locaux dans les lois de comportements. Toutefois, il semble que, si I'on veut résoudre
ces deux problémes de front, il est nécessaire de s’appuyer sur des considérations microméca-
niques fortes. L’application des milieux de COSSERAT donne un avant gofit des directions de
recherche & envisager.
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Le principal écueil auquel les modélisations macromécaniques se heurte est la localisation de la
déformation et le comportement post bifurqué qui suit cette instabilité. Le constat expérimental,
assez général, de la faiblesse mécanique des joints par rapport aux éléments, fournit pourtant
une information a prior: sur les lieux géométriques ou la déformation est susceptible de se
localiser. Cette information pourrait étre précieuse pour mener & bien les résolutions numériques.
Malheureusement, la prise en compte de cette information géométrique est contradictoire avec
I’hypothése fondamentale de ces méthodes qui veut que le milieu soit homogéne et continu. Il
semble donc qu’elle doit étre remise en partie en cause.

Enfin, pour terminer le bilan sur ces modélisations macromécaniques, nous revenons sur une
caractéristique importante des structures magonnées que HEYMAN (1995) met en avant dans son
ouvrage. C’est la notion de « Stone Skeleton ». Cette notion rappelle que la structure micro-
scopique de la magconnerie joue un role fondamental dans sa réponse macroscopique. Lorsqu’il
remarque que bon nombre de problémes de stabilité de structures maconnées peuvent étre réduits
a des problémes purement géométriques, on comprend que les effets de la microstructure ne sont
pas réduits a ’anisotropie induite au niveau global.
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ous l'avons dit, les modéles macromécaniques phénoménologiques butent

sur le caractére fortement hétérogéne allié & la microstructure cristalline,
Lo plus ou moins marquée, des magonneries. Lorsque la microstructure est
clairement identifiée, comme cela est le cas pour la maconnerie d’appareil,
une voie, pour surmonter ces problémes, consiste & prendre en compte explicitement
cette microstructure par 'intermédiaire d’une description micromécanique. L’accent
est alors principalement mis sur la modélisation du comportement mécanique des
joints au moyen de lois d’interfaces. Deux classes principales de modélisations seront
présentées dans ce chapitre. La premiére classe considére la macgonnerie comme une
structure discréte favorisant les phénomeénes de macrofissuration et de séparation de
la matiére. La seconde conserve un cadre continu au profit d’une description plus
fine de la plasticité et de ’endommagement dans les joints.

000
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Si le caractére continu et homogéne est la principale hypothése des modéles présentés dans le
chapitre précédent, il n’en est plus de méme pour les descriptions micromécaniques des macon-
neries qui vont étre présentées dans cette partie. Le choix d’une description & une échelle plus
fine est avant tout motivé par ’hétérogénéité du matériau. Le matériau est désormais considéré
comme un milieu polyphasé dont chaque phase est prise en compte explicitement, du point de

vue de la mécanique.

Une nuance peut tout de méme étre introduite, qui distingue sensiblement les différentes
approches micromécaniques. Si la remise en cause de la continuité du milieu n’est pas une régle
incontournable, nous verrons que « micromécanique des maconneries » est souvent synonyme

d’approche discréte. L’hypothése qui consiste & considérer le milieu comme discret ou continu
sépare deux grandes classes de modélisation micromécanique :

e Le premier type de méthode peut étre regroupé sous le terme de Méthodes aux Eléments
Distincts (MED). L’approche met essentiellement ’accent sur 1’aspect discret des magon-
neries. La maconnerie est considérée comme une collection de corps reliés entre eux par des
lois d’interaction prenant en compte le comportement du joint. La cinématique de chaque
bloc est celle d’un solide rigide ou déformable autorisé & évoluer de maniére libre dans
tout ’espace. Les lois d’interactions sont écrites pour garantir avant tout 'impénétrabilité
entre les éléments. Elles peuvent étre complétées par une description du frottement et de la
cohésion. Dans ce type de méthode, le joint n’est pas matérialisé par une géométrie exacte
mais figure dans le modéle par I’entremise de son comportement. Ces méthodes seront pré-
sentées dans les § 3.1 dans le cadre de ’analyse limite et § 3.2 dans le cadre de 1’analyse
dynamique transitoire.

e Le deuxiéme type de méthode conserve I’hypothése de la continuité du milieu. Implicitement,
on suppose que les discontinuités résultant de la dégradation du matériau restent confinées
a 1’échelle microscopique que nous avons définie au § 1.3. La mécanique continue de la
plasticité non associée et de ’endommagement fragile reste I’outil approprié pour décrire
les micro-craquements et micro-glissements se produisant dans le milieu. Comme nous le
verrons dans le § 3.3, les méthodes utilisées sont issues des méthodes numériques dédiées a
la mécanique des milieux continus adaptées & une description micromécanique des hétéro-
généités.

En résumé, si ’on veut différencier ces approches de maniére grossiére, on peut faire les re-
marques suivantes : les méthodes discrétes décrivent de fagon naturelle les phénomeénes de fracture
& ’échelle mésoscopique en modélisant les macrofissures capables de disjoindre complétement le
milieu ; les méthodes continues s’appliquent davantage & décrire les phénomeénes d’endommage-
ment fragile et de plasticité non associée qui se produisent & I’échelle microscopique. !

Comme nous le verrons dans la suite, la frontiére séparant ces méthodes peut étre tres té-
nue; le challenge étant bien str de relier ces deux échelles en proposant des modéles capables
de représenter les phénoménes inélastiques de 1’échelle microscopique a 1’échelle mésoscopique.
Les différences tiennent souvent plus & la culture scientifique des auteurs qu’aux hypothéses for-
mulées. Leur volonté d’adapter et d’améliorer les méthodes qu’ils maitrisent & la description de
phénomeénes mécaniques semblables, conduit & réduire de plus en plus le fossé entre ces méthodes.

1. L’emploi du terme générique « micromécanique » est peut étre de ce point de vue impropre. Peut-étre aurions
nous di parler de « méso/micromécanique » pour qualifier 'ensemble des méthodes qui vont suivre? Afin d’éviter
I’emploi surabondant de néologismes barbares et déroutants, nous nous en abstiendrons.



80 Chapitre 3. Considérations micromécaniques dans la modélisation des maconneries

3.1 Analyse limite et description micromécanique de la macon-
nerie

L1vesLEY (1978) propose une modélisation micromécanique des édifices magonnés ou plus
exactement des édifices composés de blocs dans le cadre de I'analyse limite. L’édifice est décrit
comme une collection de corps rigides reliés entre eux par des lois d’interfaces. Partant des
résultats formulés par CHARNES et GREENBERG postulant que la linéarisation des théorémes
statique et cinématique de ’analyse limite conduit & deux problémes duaux de programmation
linéaire, ’auteur formule une cinématique simple pour les édifices composés de blocs de facon
4 les faire entrer dans ce cadre. Le comportement normal des interfaces décrit l'impénétrabilité

FIGURE 3.1 — Discrétisation des efforts auz interfaces.

entre les blocs tandis que le comportement tangent décrit le frottement isotrope entre les blocs.
En deux dimensions, les efforts sont représentés pour une interface ¢ par les efforts de contact
aux sommets (g;, s;) et les efforts tangents (¢;) (voir figure 3.1). Le comportement peut donc se
résumer aux inéquations suivantes:

0<si,¢;5 —tmar < ti < tmaz- (311)
L’équation d’équilibre est écrite pour le bloc k£ au centre de gravité du solide:

qi
Wk+/\pk = Hk S; 5 (312)
li
ou wy, est l'effort des forces de gravité, p, le chargement extérieur et A le parameétre de charge.

En notant 7 le vecteur collectant I’ensemble des efforts d’interfaces, on obtient le systéme
suivant pour I’ensemble de la structure:

w+ Ap=Hr (3.1.3)
s —Tmin < T < Tmag,
ol w,p, H sont les grandeurs résultant de ’assemblage des équations pour toute la structure.

La matrice H effectue le transport du torseur des efforts de l'interface au centre de gravité. La
géométrie et la discrétisation spatiale de I'interface est donc prise compte a travers cet opérateur.

REMARQUE 3.1

En petites perturbations, H est linéaire, mais pas forcement injectif. Si 'espace des efforts
Y p ) ’ p ] 1Y

généralisés est de dimension finie (comme c’est le cas dans les systémes discrétisés en espace),
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il est usuel de le rendre injectif en considérant sa restriction & 1’espace complémentaire de son
noyau. L’auteur effectue cette opération en introduisant dans 1’algorithme de résolution, une
décomposition en valeur singuliére de H. Nous reviendrons en détail sur cet opérateur dans le
§6.1.

O

Dans le cas ol —7min €t Tmaz Sont constants, on aboutit & un systéme linéaire soumis &
un ensemble de contraintes, elles aussi linéaires. Ce probléme peut étre résolu grace aux mé-
thodes de programmation linéaire usuelles. La charge critique A€ est la solution d’un probléme
d’optimisation convexe et le mécanisme de ruine est fourni en considérant le probléme dual en
vitesse.

Cette méthode est ’application numérique des techniques d’investigation des magonneries par
analyse limite proposées par HEYMAN (1966) et SAVE (1986). Une différence toutefois est a noter
dans la prise en compte du frottement. En effet, le formalisme de ’analyse limite comme il est
proposé par HEYMAN (1966) suppose qu’aucun mécanisme ne peut se développer par glissement
entre les blocs.

Prise en compte du frottement Le frottement considéré est tout d’abord un frottement de
TRESCA (le seuil —t,,4; de frottement est considéré comme constant). Ce type de frottement
posséde ’avantage de respecter I’hypothése de normalité. Il permet d’aboutir & un probléme de
complémentarité linéaire bien posé.

L1veSLEY (1978) enrichit le comportement de ces interfaces en introduisant le frottement sec
de COULOMB et des limites de résistance en compression des mortiers. Son expression classique
en fonction du coefficient de frottement u,

—u(qi + s5) < t; < plgi + si), (3.1.5)
est prise en compte au moyen des variables intermédiaires suivantes :
ui = plg + 85) — ti, v = (g + 8;) + t;. (3.1.6)
La nouvelle écriture du systéme de contraintes imposées aux efforts interfaciaux conduit a:

0 < ¢ < gmaa;

0 < si < Smaas

t; non contraint, (3.1.7)
0 < uj,

0 <.

Le méme algorithme de programmation linéaire est alors appliqué & ce systéme de contraintes.

Difficulté de la non associativité du frottement de CoOULOMB Bien siir, la dépendance
du seuil de frottement par rapport aux efforts normaux engendre quelques soucis:
1. la charge limite A, peut surestimer la charge de ruine, méme si ’approche de cette charge
s’appuie sur le théoréme statique de I'analyse limite qui est une approche par 'intérieur;
2. les mécanismes associés au glissement, déduits du probléme en vitesses, font apparaitre une
séparation des surfaces en cas de glissement.
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FIGURE 3.2 — Frottement non associé de COULOMB et frottement associé de MOHR-COULOMB
pour les sols

Il est bien connu que ces deux inconvénients sont des conséquences de la non associativité
de frottement de COULOMB ou si l'on préfére du fait qu’il ne réponde pas a I'’hypothése de
normalité. En toute rigueur, l'introduction du frottement de COULOMB conduit & un probléme
de complémentarité non linéaire qui ne peut pas étre résolu par une méthode de programmation
linéaire. La séparation des surfaces en cas de glissement provient du non-respect de ’hypotheése
de normalité qui implique une vitesse correspondant & la dilatation de l'interface.

Si, en présence de frottement de COULOMB, les théorémes du calcul & la rupture (SALENGON,
1983) peuvent fournir des renseignements sur les chargements potentiellement supportables, les
théorémes fondamentaux de ’analyse limite ne s’appliquent par contre plus. Pour les lois non
associées, les théorémes de RADENKOVIC et PALMER (1966) fournissent les domaines des char-
gements supportables et stables, qui avaient été mis en évidence par DRUCKER (1954) dans le
cas particulier de frottement de CouLOMB?. On renvoie & I’annexe A pour les définitions preé-
cises de chargement potentiellement supportable et la distinction avec la notion de stabilité des
structures.

L1vESLEY (1978) corrige le mécanisme obtenu & la charge en remplacant, dans le probléme
en vitesses, le frottement non associé de COULOMB par un frottement associé du type TRESCA.
La valeur du seuil de glissement est alors prise égale & la valeur donnée par la charge limite en
présence de frottement non associé. Cette opération ne corrige bien slir pas la charge limite mais
permet de fournir des mécanismes cohérents du point de vue de la cinématique souhaitée pour
les interfaces.

Extension aux problémes tridimensionnels LIVESLEY (1992) étend cette méthode au cas
tridimensionnel en approchant le cone de COULOMB par un cone a facettes et le cylindre de
TRESCA par un prisme. Il souléve de plus un autre probléme qui est la discrétisation des efforts
interfaciaux. Si dans le cas bidimensionnel pour des solides rigides, ’emploi de trois forces parait
naturel, dans le cas tridimensionnel, il devient plus dur de choisir une représentation ou si I’on
préfére une discrétisation des efforts interfaciaux.

2. Le lecteur intéressé pourra aussi consulter les travaux de COLLINS (1969) qui traitent de ce sujet.
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La cinématique d’une facette plane rigide est complétement décrite par la donnée de trois
translations et trois rotations. De maniére duale, les efforts conjugués sur cette facette sont com-
pletement décrits par la donnée de trois forces et trois moments. La définition du comportement
interfacial grace & cet ensemble de coordonnées et de forces généralisées fournit une représentation
compléte des interactions entre les blocs rigides. Les inconvénients générés par une telle descrip-
tion sont, par contre, nombreux du point de vue pratique. Tout d’abord, ces efforts généralisés
sont les résultantes des efforts de contact et de frottement surfaciques. De plus, ’expression des
contraintes unilatérales en termes de moments se révéle compliquée et aboutit & des expressions
difficile & manipuler.

Dans le but d’appliquer les algorithmes de programmation linéaire, LIVESLEY (1992) exclut
les descriptions contenant de moments n’aboutissant pas & une expression linéaire des contraintes
unilatérales. Discutant de la concavité ou de la convexité éventuelles des surfaces des blocs, il
propose une description des efforts par des forces normales et tangentielles réparties au sommet.
L’hypothése d’une convexité des surfaces conduit en effet & un contact ponctuel qui n’est pas
raisonnable du point de vue de la stabilité. LIVESLEY (1992) remarque de plus que la charge
peut étre trés dépendante de la distribution des efforts de contact.

Nous verrons dans la suite (§ 7.3.3) que la distribution des efforts de contact pour les facettes
déformables n’est pas une question triviale. Cette distribution implique & la fois la cinématique
de la surface et la transmission des efforts. La pertinence des résultats peut étre grandement
affectée par les choix opérés (voir § 7.2.1.a).

Dans le méme esprit, PARLAND (1995) fournit une description compléte des lois d’interfaces
en termes de moments et de rotations. Il donne de plus quelques résultats, en particulier une
série d’inclusions pour les domaines de chargements potentiellement supportables et/ou stables
pour différentes lois de frottement. Le seuil de frottement est toujours décrit par le critére de
CouLoMB. La loi d’écoulement est définie par son angle de dilatance par rapport au cone de
frottement sec et varie de 0 (frottement de COULOMB ) & 7/2 (frottement associé).

3.2 La méthode des éléments distincts (MED)

La méthode des éléments distincts, initiée et développée par CUNDALL & STRACK (1979) est
stirement la méthode numérique la plus célébre, dédiée aux traitements de collections de solides
rigides ou déformables reliés entre eux par des lois d’interactions réguliéres. Son application
aux magconneries est un cas particulier des nombreux domaines ou elle est usuellement utilisée.
Citons par exemple les matériaux granulaires (STRACK & CUNDALL, 1978) ou les massifs rocheux
fissurés (HART et al., 1988 ; LEMOS et al., 1985). Sa célébrité repose avant tout sur sa simplicité
de mise en ceuvre et son efficacité numérique. Nous allons en rappeler ici les principes de base
(§ 3.2.1) et essayer de les commenter (§ 3.2.2).

3.2.1 Principes de base des méthodes MED

Représentation discréte des milieux. Les maconneries sont représentées comme un en-
semble de blocs, rigides ou déformables, reliés entre eux par des lois d’interactions avec complai-
sance. Pour chaque élément distinct, qui représente un bloc, les équations de NEWTON-EULER
sont écrites afin de décrire le mouvement. Le caractére déformable éventuel du milieu est pris
en compte par une discrétisation de type différences finies de chaque bloc. Les comportements
disponibles sont 1’élasticité et la viscosité linéaires.
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Lois d’interactions Les lois d’interactions utilisées sont des lois régularisées de la condition de
SIGNORINI et du frottement de COULOMB. Les notations qui sont employées dans la suite ainsi
que les deux lois qui viennent d’étre évoquées sont présentées au § 5.2.3 et § 5.2.4. On dit que ces
lois sont régularisées au sens ou les relations liant les réactions normales ry et tangentielles 7
aux déplacements et vitesses normales et tangentielles (uy,vx) et (wr,vr), peuvent étre mises
sous la forme d’une application (et non d’une multi-application) continue.

La réaction normale ry est donnée de la maniére suivante:

rx = max(0, —cy(uy)uy). (3.2.1)

La raideur normale cy(uy) modélise la réaction en cas de contact, que l'on considére positive
suivant nos conventions (voir § 5.2.3). Cette raideur dépend de uy et ceci de fagon non linéaire.
La raideur croit en général rapidement avec uy pour éviter les pénétrations outrageuses. Des
formes variées de fonction de uy peuvent étre choisies. Les plus usuelles sont les exponentielles
et les cosinus hyperboliques; ces derniéres offrant en plus la différentiabilité en 0. Des lois de
contact de HERTZ sont aussi introduites dans le cas de contact ponctuel sphérique.

La réaction tangentielle suit une loi de COULOMB régularisée représentée par un patin frottant
de seuil variable pry mis en série avec un ressort de raideur cr. Sa valeur est déterminée de la
maniére suivante :

U

[l

Suivant les applications envisagées, un seuil de cohésion constant ¢ peut étre ajouté sur la partie
tangentielle et normale.

ro = max(cr||ur||, pry) (3.2.2)

Intégration temporelle des équations du mouvement Les équations de NEWTON-EULER
sont écrites dans un repére attaché au solide rigide. Nous supposons qu’elles peuvent s’écrire sous
la forme suivante dans le cas d’'un systéme discret :

Mg = Q(q,Qat) + V(qaibt) + F(q,f],t) (323)

ou M représente la matrice d’inertie, Q(q,q,t) les efforts intérieurs et les termes d’accéléra-
tion quadratique et F'(q,q,t) les efforts extérieurs appliqués au systéme ainsi que les forces de
réactions. Le terme V'(q,q,t) représente, quant a lui, 'amortissement et les liaisons élastiques
par rapport & un repére fixe. Nous noterons par commodité la somme de ces trois termes par

Z(q,q,1).
Une des caractéristiques des méthodes MED usuelles est I’emploi de schémas d’intégration

1
en temps explicites. Parmi les plus utilisés, nous pouvons citer la #-méthode pour 6 < oL les

1
méthodes appartenant  la famille de NEWMARK 3 pour v < 2 et B = 0. Donnons ici le schéma

aux différences centrées qui est le plus largement répandue:

M v = Z(g;y1, 9ty 1) (3.24)
Qi1 = 4+ At (3.2.5)
Qp1pl = @y H A, (3.2.6)

L’intégration explicite posséde l'avantage d’estimer de maniére simple les termes non linéaires
présents dans les équations. En particulier, ’estimation des efforts de contact se fait sans difficulté

3. Des détails sur ces méthodes sont donnés au § 6.2
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deés lors que ’on a choisi une forme explicite pour leur formulation (équations (3.2.1) et (3.2.2)).
Si, de plus la matrice d’inertie est choisie diagonale, I’algorithme se réduit & des opérations
vectorielles.

Equilibre et amortissement La formulation employée est celle de la dynamique des solides
rigides. Elle parait naturelle lorsqu’il s’agit de traiter une collection de solides dont certains
peuvent étre libres d’évoluer sans contraintes si ils ne subissent aucun contact. Si ’on recherche
une position d’équilibre de la structure, ce type de formulation peut étre un inconvénient pour
plusieurs raisons. D’une part, si le systéme est conservatif (absence de frottement et de viscosité),
I’évolution dynamique n’a aucune raison de se stabiliser sur une position d’équilibre. D’autre part,
si le systéme est dissipatif, le colit numérique d’une évolution dynamique compléte pour atteindre
un régime d’équilibre peut étre prohibitif.

Pour surmonter cet inconvénient, deux solutions sont proposées. Le premiére solution consiste
4 introduire une dissipation artificielle sous forme de viscosité par l'intermédiaire d’une liaison
visqueuse par rapport & un repére fixe. La seconde consiste & considérer une formulation quasi-
statique ol chaque solide est 1ié par une rigidité artificielle dans un repére fixe.

3.2.2 Commentaires.

L’avantage majeur de ces méthodes est leur efficacité en rapport de leur colit numérique.
L’emploi de schémas explicites et la régularisation des efforts de contacts permet de considérer
des systémes & grands nombre de degrés de liberté (jusqu’a 1000000) pour des temps de calcul
raisonnables.

Elles possédent de plus tous les avantages d’une représentation discréte des structures trai-
tées. En ce qui concerne les macgonneries, elles sont tout a fait aptes a prendre en compte des
mécanismes de ruines en grandes transformations, qui impliquent des séparations complétes de
certaines parties de la structure.

Les inconvénients de ce type de méthode tiennent pour le plupart aux choix qui sont faits
pour privilégier ’efficacité numérique. Donnons ceux qui nous paraissent les plus importants :

— Inconvénients des schémas explicites Les schémas explicites utilisés sont conditionnellement
stables. Ils nécessitent, en effet, I’emploi de pas de temps petits pour assurer la stabilité
du schéma, en particulier en cas de « crise dynamique » lorsque un grand nombre de
contacts sont perdus ou créés sur un court laps de temps. Dans ces conditions, les études
en dynamique transitoire sont effectuées grace & un nombre d’incrémentations, certes peu
coliteuses, mais important. Elles se révélent pour cela mieux adaptées aux problémes dits
de « dynamique rapide ».

A l'inverse des schémas implicites, qui jouent le role de filtre passe-bas sur la réponse du
systéme, les résultats des schémas explicites sont entachés de bruits générés par des artefacts
numériques. Cet inconvénient rend souvent l'interprétation des résultats trés difficile.

Ces problémes peuvent étre surmontés par I'introduction de viscosité artificielle mais nous
verrons dans la suite qu’elle a aussi ses inconvénients.

— Pertinence des lois de contact La régularisation des lois de contact oblige & définir des
parameétres supplémentaires comme les raideurs cy et ¢r qui ne sont pas disponibles expé-
rimentalement. Ces raideurs sont généralement grandes et rendent le probléme trées raide.
Ceci concourt alors & perturber la stabilité de l'algorithme en générant des phénomeénes
oscillatoires artificiels, qui peuvent conduire & des instabilités.

— Sensibilité aur méthodes de régularisations Que cela soit pour obtenir la convergence vers
des états d’équilibre ou pour « adoucir » la raideur du systéme, l'effet de 1'introduction
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d’une rigidité et d’une viscosité artificielle est souvent mal maitrisé. Dans les systémes
considérés, ou l'unicité de la solution n’est pas garantie, ces méthodes de régularisation
peuvent jouer un rdle important quant au choix d'un trajet local de chargement. Ces
problémes ne sont pas propres aux méthodes MED. Nous verrons comment au § 7.1 des
tentatives ont été proposées pour répondre & ces problémes communs aux systémes multi-
corps régis par des liaisons unilatérales.

Tous ces inconvénients concourent & la dégradation de la fiabilité des résultats. On constate
donc que, si 'efficacité numérique de ces méthodes constitue un avantage majeur, son colt en
terme de qualité des résultats est grand.

Nous n’entrerons pas dans les détails des solutions qui peuvent étre apportées pour remédier
4 ces problémes. Nous verrons que l’approche NSCD tente de répondre & ces problémes. En
particulier, les schémas d’intégration explicites seront rejetés et les efforts de contact ne seront pas
régularisés. Pour une discussion concernant les problémes d’intégration temporelle des systémes

multi-corps en présence de contact unilatéral, on renvoie aux travaux d’ABADIE (1998).

3.3 Les modéles micromécaniques continus

Le point commun des approches précédentes est le caractére discret conféré & la maconnerie.
Dans ce qui va suivre, la magonnerie est considérée comme un matériau hétérogéne mais dont la
continuité n’est pas remise en cause par le processus de déformation. Comme nous ’avons rappelé
en introduction a ce chapitre, ’hypothése de continuité du matériau suppose que la transforma-
tion engendre des microfissures & une échelle plus fine que celle de la description. En clair,
I’échelle de description est la méso-échelle qui tient compte de phénoménes de la micro-échelle.
La continuité macroscopique du matériau n’étant pas alors remise en cause, cette hypothése
semble valable jusqu’a ’apparition de macrofissures générées par la croissance et la coalescence
des microfissures.

Le cadre théorique est celui de la plasticité et de la mécanique de ’endommagement fragile. Le
cadre numérique dérive de la méme maniére des méthodes usuelles empruntées & la mécanique
des milieux continus, en particulier la méthode des éléments finis plans. Cependant, la prise
en compte de I’hétérogénéité du matériau requiert la description géométrique de chaque phase.
Devant les tailles caractéristiques de chaque phase rencontrée, cette description nécessite une
adaptation des méthodes dédiées aux matériaux homogeénes. Pour les appareillages réguliers par
exemple, pour lesquels une description micromécanique s’avére particuliérement bien adaptée, la
notion d’interface est généralement introduite pour décrire les joints.

Les modéles d’interfaces éléments finis pour les géomatériaux quasi-fragiles sont nombreux, en
particulier pour les roches fissurées. Depuis les travaux pionniers de GOODMAN et al. (1968), de
nombreux modéles ont été développés que le lecteur intéressé pourra trouver dans (SELVADURAI
& BOULON, 1995). Dans cette partie, on ne s’attachera qu’aux applications aux magonneries de
ces modéles.

3.3.1 Un modéle micromécanique semi-empirique.

PAGE (1978) a été le premier & proposer d’appliquer les méthodes numériques dédiées a la
mécanique non linéaire des milieux continus & la simulation des magonneries. La méthode des
éléments finis est utilisée dans le but de caractériser la résistance en compression des magonneries.

Les briques sont modélisées avec des éléments finis bidimensionnels en contraintes planes
dans le régime de 1’élasticité linéaire. Les joints sont modélisés par 'intermédiaire d’éléments
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d’interfaces unidimensionnels simulant leurs comportements normal et tangentiel. Les lois de
comportement en compression tant normale que tangentielle sont des lois élasto-plastiques don-
nées, de maniére empirique, par des courbes issues d’essais expérimentaux. Ces équations sont
résolues par une méthode numérique incrémentale de facon & prendre en compte le comportement
non-linéaire des matériaux.

PAGE (1978) introduit tout de méme un caractére discontinu & sa modélisation par I'intermé-
diaire d’un critére de rupture fragile en traction superposé aux lois de comportements empiriques.
Lorsque ce critére de rupture est violé, auteur stoppe la simulation pour la reprendre en sup-
primant ’élément rompu. Comme nous l'avons déja remarqué au § 2.2, ce type de méthode peut
poser de graves problémes de convergence et d’objectivité.

AL1 & PAGE (1988) améliorent sensiblement le modeéle précédent en incluant, aprés une phase
de comportement linéaire orthotrope, deux comportements de dégradation distincts. Le premier
est un comportement fragile en traction pris en compte par une annulation pure et simple du
terme d’élasticité correspondant. Le second est un comportement plastique adoucissant donné
par une fonction triangulaire.

RIDDINGTON & NAOM (1994) proposent le méme type d’approche en incluant un critére de
rupture en traction pour les briques.

3.3.2 Modéles d’interface élasto-plastiques avec adoucissement

Il faut attendre LOTFI & SHING (1994) pour constater une avancée sensible dans ce type d’ap-
proche. Les auteurs considérent un comportement élasto-plastique avec durcissement/adoucissement
4 la fois pour les éléments et pour les joints. Les efforts dans l'interface sont décrits par la
contrainte normale o et la contrainte de cisaillement 7 associées aux déformations normale €, et
tangentielle, ;. Le comportement élastique de l'interface est donné par ’opérateur diagonal C*,
qui relie les efforts aux déformations de la maniére suivante:

Cleelal=lalle] o

Le comportement des joints est donné par un critére du type MOHR-COULOMB avec une
limite de résistance en traction. Pour éviter les problémes engendrés par une surface limite non
réguliére, le critére est approché par une hyperbole (voir figure 3.3) d’équation :

flo,q) =712 = p%(0 — s)2 +2r(c —s) =0, (3.3.2)

oil r = (c2 — u?s2)/2s est le rayon de courbure de la surface limite, ¢ la cohésion et s la résistance
en traction. La variable interne ¢ = "[s,r, u] contréle 1'évolution de la surface limite. Comme
l'illustre la figure 3.3, qo = '[so,70, o] définit la surface initiale, q, = "[sy, 7y, pr] la surface
résiduelle.

La loi d’écoulement plastique est choisie non associée pour limiter ’effet de la dilatation de
I'interface. Le potentiel plastique g(o, q) est choisi de la maniére suivante :

g(o,q) =% — (r — 1) (0 — 5) =0, (3.3.3)

ou 7 est le paramétre qui controle la dilatation. Il est & noter que dans ’état résiduel (g = g,)
la dilatation de la surface est nulle. On retrouve alors un comportement du type frottement sec.
Les lois d’adoucissement sont pilotées par la puissance plastique dissipée pendant la trans-

formation :
P =0é +r1é. (3.34)
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f(aaq()) =0

FIGURE 3.3 — Surface limite du joint, d’aprés (LOTF1 & SHING, 199/)

Quelques hypothéses sont faites sur I’évolution de la surface limite:

1. Seule la limite de résistance en traction s est affectée par le travail plastique en trac-
tion/cisaillement.

2. Le travail plastique en compression/cisaillement diminue, a la fois, la résistance en traction
et en cisaillement. Dans ce cas, seule la partie du travail plastique associé & la contrainte
de cisaillement est prise en compte pour la dégradation de la résistance en cisaillement.

Ces hypothéses peuvent s’exprimer par 'intermédiaire des trois puissances plastiques suivantes :

k1= (0)T ér, (3.3.5)
fog = [1 — Tp15ign(7)] €, (3.3.6)
fig = [Tr1 — Tro] sign() €, (3.3.7)

ol 7,1 correspond & la résistance en cisaillement sous une contrainte normale donnée lorsque la
résistance en traction est détruite (s = 0) et 7,2 correspond a la capacité de résistance résiduelle
en cisaillement, soit

T = plo? — 2ro, Try = p20? — 2r,0. (3.3.8)

La variable g qui définit la surface limite, est reliée aux mesures du travail plastique par les
équations suivantes:

s= s (1 - % - %) >0, (3.3.9)
! i)

r =1y + (ro — ) exp(—Bkr3), (3.3.10)

p =ty + (o — pr) €xp(—aks), (3.3.11)

ou G} et G;I sont les énergies de rupture en mode I et mode II, et les variables « et 8 sont des
parameétres controlant le taux d’adoucissement. On peut remarquer que les lois d’adoucissement
s’écrivent de fagon & retrouver les énergies de fracture ch et G;I sur des essais de traction directe
et de cisaillement.



3.3. Les modéles micromécaniques continus 89

Critére de oo o9

RANKINE \\ f f

—f. —feo /

Critére de
VON MISES

Surface limite ~—
initiale

FIGURE 3.4 — Surface limite et loi de durcissement/adoucissement pour les éléments, d’aprés
(LotF1 & SHING, 1994)

Ces lois d’adoucissement peuvent étre condensées sous la forme suivante:
k=H(o)®e, q=h(k), otl k = "[k1, ke, f3]. (3.3.12)

Le probléme de plasticité & résoudre peut donc étre exprimé ainsi :

. . 89 .

y - = 3.1
| € 9o - m, (3.3.13)
A>0, £>0, Af=0, (3.3.14)

dans lequel le multiplicateur plastique est exprimé wvia la relation de cohérence (i.e. f= 0) qui

donne: e s
= e ®e (3.3.15)
™TMC°®@m — Tpt

avec les vecteurs normaux suivants:

_of _of ,_%sp (3.3.16)

"= be p—%, 0k

Ce systéme d’équations est intégré numériquement par une méthode de point milieu généra-
lisée pour une plasticité non associée (ORTIZ & PopPOv, 1985).

Le comportement des éléments est lui aussi élasto-plastique. Il est décrit par un critére com-
posite isotrope de VON MISES en compression et RANKINE en traction. La plasticité est associée
et les lois de durcissement-adoucissement sont données par la courbe représentée a la figure 3.4.
Les auteurs obtiennent de trés bons résultats en relation avec les expériences de cisaillement
de murettes. Le modéle exposé permet de prendre en compte un bon nombre de possibilités de
ruines de la structure avec précision.

Dans le méme esprit, LOURENGO & ROTS (1997) proposent un modéle d’interfaces élasto-
plastiques pour les magonneries. A la différence du modéle précédent, les éléments sont considérés
comme parfaitement élastiques. Le modeéle des joints est enrichi par un critére de résistance
limite en compression. Ce critére est capable de rendre compte d’une dégradation du joint en
compression et de la rupture des briques lorsque de fortes sollicitations compression/cisaillement
sont rencontrées.
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Le critére de résistance limite en compression dérive des critéres utilisés en mécanique des
sols pour décrire la compaction plastique (« Cap Model »). Il est introduit ici par 'intermédiaire
d’'un cercle dans l'espace des contraintes (o, 7):

feap(O, Kcap) = Conc? + Cssm? + Co — 62(/%@1,), (3.3.17)

olt Cpy,, Css et Cy, sont les parameétres matériaux définissant la résistance en compression et Kqp
est une norme de déformation donnée en plasticité associée par:

Keap = \/—e”®ep—\/ afc“” [8£:p]_ (3.3.18)

La fonction qui controle I’écrouissage du matériau &(kcqp) est donnée par une courbe identique
& celle présentée sur la figure 2.9.

Le critére de MOHR-COULOMB est repris avec un seuil de résistance en traction. Les deux
critéres sont donnés par leur fonction seuil :

fl(a',m) =0 — ft(fi‘,l), (3.3.19)
fa(o, ko) = |7| + o tan ¢(k2) — c(k2), (3.3.20)
et les lois d’adoucissement suivantes :
_ _Jw .
fi(k1) =frwexp am k1 = |db], (3.3.21)
- “ o0 = | 3.3.22
c(k2) =cp exp —G—?Iﬂig , Ko = ||, (3.3.22)

—Cr

tan ¢(k2) = tan ¢g + (tan ¢, — tan qSO)CO (3.3.23)

Les trois critéres sont assemblés pour former un critére composite non régulier illustré & la
figure 3.5.

L’intégration des équations de la plasticité est effectuée grace & un algorithme d’EULER
rétrograde (ORTIZ & PopPov, 1985). Le traitement des angles du critére composite est effectué
en introduisant un couplage entre les différents modes d’écoulement plastique (SIMO et al., 1988).
Cet algorithme est une fois encore appliqué a des essais de cisaillement de murettes. Les auteurs
notent une bonne objectivité des résultats face aux maillages.

AMBROSETTI & PEGON (1998), qui adoptent une approche identique de joints élasto-plastiques,
soulignent la difficulté de la génération des maillages dans une étude tridimensionnelle de blocs
aux géométries compliquées. L’utilisation d’éléments d’interfaces impose de nombreuses contraintes
aux maillages par éléments finis. Tout d’abord, les éléments d’interfaces de chaque bloc doivent
étre en vis-a-vis pour pouvoir écrire correctement les relations de comportement. Une autre diffi-
culté liée & l'utilisation d’éléments d’interface est 1’orientation de leurs normales, qui définissent
le sens de traction et de compression de 1’élément.

Le choix d’un schéma d’intégration numérique (GAUSS, NEWTON-COTES, LOBATTO, etc...)
reste ardu. BOULON et al. (1995) précisent que la méthode d’intégration de NEWTON-COTES
est souvent la plus satisfaisante du point de vue de l'intégration des contraintes. En effet, une
intégration de GAUSS génére des oscillations sur les résultats en contraintes. Bien que le probléme
disparaisse lorsque le nombre d’élément augmente, il semble pour les auteurs que 'intégration
d’une loi impliquant la vitesse relative entre deux corps est plus représentative si elle s’effectue
aux noeuds.
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FIGURE 3.5 — Surface limite d’interface, d’aprés LOURENGO & ROTS (1997)

3.3.3 Modéles d’interface basés sur des considérations tribologiques.

GIAMBANCO & D1 GATI (1997) optent aussi pour une modélisation élasto-plastique des
joints. Le critére de plasticité est toujours le critére de MOHR-COULOMB avec un seuil en trac-
tion. L’originalité de ’approche se situe dans ’écriture des lois d’adoucissement basées sur des
considérations tribologiques proposées initialement par MROZ & GIAMBANCO (1996) dans le
cadre de la mécanique des roches fissurées. Les auteurs considérent que les microdécohésions, leur
coalescence et d’une maniére générale les mécanismes de dégradation des mortiers conduisent &
la formation d’une surface de rupture rugueuse. En introduisant a ’angle de dilatation initial de
la surface engendrée par la rugosité, la contrainte de cisaillement s’exprime par:
T =otan(¢ + ) (3.3.24)

ou ¢ est ’angle de frottement résiduel. L’angle de dilatation « est confondu avec ’angle géomé-
trique des pointes des aspérités supposées hyperboliques générées par la dégradation du mortier
(voir figure 3.6). Le taux de croissance des aspérités est lié & la variation de la cohésion de la

maniére suivante :
v
( ¢ ) (3.3.25)

ol v est le parameétre contrdlant le taux de croissance des aspérités et o I’angle final des aspérités.
La seconde phase du mécanisme traduit 1’'usure de ces aspérités pour retrouver un comporte-
ment de frottement sec. Cette loi est donnée en fonction de [ur] le saut de déplacement tangentiel

a Dinterface:
2
S O G (3.3.26)

tan(([ur])) = V[ur]? tan®(ap) + g2
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FIGURE 3.6 — Surface rugueuse - Aspérités et usure, d’aprés (GIAMBANCO & D1 GATI, 1997)

ol g est une mesure de 'usure donnée par:

gWy) =g5(1 - exp(%ﬁ)). (3.3.27)

Le travail spécifique de frottement Wy pilote 'usure de la surface jusqu’a une valeur limite de
l'usure g;.

Pour une discussion sur les approches micromécaniques des interfaces dans les géomatériaux,
aussi bien au niveau des modélisations que des essais expérimentaux, on renvoie le lecteur a
(SELVADURAI & BOULON, 1995). En particulier en ce qui concerne les relations entre usure,
frottement et aspérités dans les joints rocheux, PLESHA (1995) fait une revue des différents
modeéles recensés dans la littérature. Ces modeéles ont été, & ma connaissance peu appliqués au
cas des mortiers. Ils constitueraient sans doute des modéles fiables permettant de distinguer les
comportements des divers types de mortier.

3.4 Conclusions sur la modélisation micromécanique des macon-
neries.

Si le caractére hétérogéne des magonneries a suscité de nombreuses approches microméca-
niques, le caractére continu ou discret de la modélisation a permis de distinguer deux grands
types de méthodes.

Les approches discrétes, basées essentiellement sur le respect de I'impénétrabilité des élé-
ments et sur le frottement de Coulomb, se révélent particuliérement efficaces, du moins d'un point
de vue numérique, dans le traitement de grandes collections d’éléments en grandes transforma-
tions. Le caractére discret autorise en effet la propagation de fissures et la séparation compléte
des éléments. Cependant, ces phénoménes de rupture brutale contraignent généralement & user
de la dynamique et de ’amortissement visqueux pour contourner les problémes de mouvements
de solides rigides indéterminés et les problémes liés aux sauts de solutions.

Leurs applications semblent naturelles dans la simulation mécanique des appareillages de
pierres séches et les structures soumises a de fortes sollicitations dynamiques comme les séismes.
Dans le premier probléme, les lois d’interfaces considérées sont en bonne adéquation avec le
comportement des joints-vifs. Concernant les sollicitations sismiques, le cadre de dynamique,
introduit naturellement par ’approche discréte, permet de prendre en compte les mécanismes de
ruines assez brutaux.
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Les approches continues offrent des lois d’interfaces plus sophistiquées qui permettent une
description plus fine des phénoménes dissipatifs dans les joints. Les mécanismes de ruines sont
représentés a la fois en traction, en compression et en cisaillement. Ces descriptions plus fines
offrent des résultats quantitatifs meilleurs mais sur des structures plus modestes. Ces modéli-
sations permettent 1’évaluation précise de la réponse mécanique aux tests traditionnels sur les
panneaux de maconnerie présentés au § 1.2.1.b. En ce sens, elles fournissent les bases d'une
extrapolation vers des modéles macromécaniques continus a grande échelle.

Les principaux inconvénients de ces méthodes résident dans la difficulté de mise en oeuvre nu-
meérique et I'identification des paramétres caractérisant le matériau. La représentation matérielle
des joints, i.e. de leur géométrie, par des éléments d’interfaces conformes est une réelle difficulté.
Le caractére fortement non linéaire de leur comportement induit de plus de nombreux problémes
numériques. Enfin, I'identification des nombreux paramétres caractérisant le matériau reste un
probléme ardu. Il est important de noter que peu de commentaires sont faits sur le domaine de
validité de ces modéles. Ils sont généralement confrontés aux mémes expériences que celles qui
ont servis & estimer leurs paramétres.

Points communs des comportements modélisés. Néanmoins, si des différences peuvent
étre exhibées en ces deux types de méthodes, elles rendent compte de deux comportements
mécaniques majeurs des joints de magconneries :

— Le comportement normal est caractérisé, le plus souvent par une faible résistance a la
traction qui tend & s’annuler sous la sollicitation. On note alors la présence d’un fort
adoucissement, voire méme d’un comportement fragile.

— Le comportement tangent du joint est caractérisé par un mécanisme de type frottement
sec dont le seuil est sensible & la pression de confinement. Une résistance supplémentaire
au frottement peut étre introduite dans le comportement du matériau sain. La encore, un
mécanisme d’adoucissement fait tendre le comportement résiduel vers le frottement sec.

3.5 Perspectives pour une modélisation micromécanique des ma-
conneries

Dans la partie suivante (Partie IT), nous proposerons une approche micromécanique qui ten-
tera de reprendre les deux comportements principaux mentionnés précédemment. Toutefois, des
améliorations sensibles seront proposées sur les point suivants:

1. Le premier point est celui de la génération des maillages. Les approches micromécaniques
s’appuient sur une description géométrique fine des éléments et des joints. Cette description
est difficile et technique. Nous tacherons d’y répondre au moyen de méthodes de restitutions
stéréo-photogrammeétriques et des algorithmes de détection de contact performants (voir
§7.3.2 et § 7.3.3).

2. Le second point concerne le comportement mécanique du joint. Si I'on fait le bilan des
comportements rencontrés dans la littérature, nous sommes confrontés & deux types de
modélisations distinctes :

— Dans le premier type de modéle (approche discréte), le comportement normal est guidé
par des conditions unilatérales de type SIGNORINI. La condition de complémentarité
(ot si 'on préfére un systéme de KUHN-TUCKER) est écrite sur le saut de déplacement
a l'interface. Le comportement normal est généralement réversible et 1la cohésion n’est
pas prise en compte. Le comportement tangent est décrit par un frottement sec de
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CoULOMB et donne un caractére dissipatif au modele. Cette modélisation est trés bien
adaptée aux traitements des joints-vifs; nous conserverons ce modeéle dans ce cadre.

Dans le second type d’approche (approche continue), U'introduction de la plasticité
dans les modéles d’interfaces conduit & considérer un probléme de complémentarité
écrit en vitesses (¢f (3.3.13)). Les déformations associées sont donc irréversibles. Le
comportement tangent est modélisé par une plasticité non associée avec une dila-
tance plus ou moins marquée. Pour les modeéles ne tenant pas compte de la cohésion,
le comportement tangent est donné par une loi de frottement sec de COULOMB. Si
une cohésion est introduite, le comportement est donné par de la plasticité de type
MOHR-COULOMB. D’une maniére générale, on note la présence d’adoucissement qui
fait tendre le comportement plastique vers un frottement sec résiduel.

Comme nous ’avons déja fait remarquer, lorsque nous avons évoqué les comportements carac-

téristiques des géomatériaux quasi-fragiles au § 1.3, les phénoménes dissipatifs dans les mortiers
ont deux sources couplées que sont ’endommagement fragile et la plasticité non associée. On
a vu que les modélisations présentées concernant les mortiers cohésifs, ne s’appuient que sur la
plasticité. Nous allons essayer de donner dans le § 5.3 une réponse a ce probléme en introduisant
le concept d’adhésion et d’endommagement surfacique.



CHAPITRE 4

Analyse mécanique multi-échelle des
maconneries
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ans les chapitres précédents, les structures magonnées sont abordées a deux

9
\/\5\ g échelles distinctes : d’une part une échelle macroscopique, ot I’on suppose
y ). un milieu continu et homogéne et d’autre part, une échelle microscopique
(voire mésoscopique), ou le milieu est considéré comme hétérogéne continu
ou discret. Dans ce chapitre, nous allons donner les principaux éléments des méthodes
qui permettent de relier ces deux échelles, en introduisant la notion d’un milieu
homogéne équivalent tenant compte de la microstructure du matériau. Ces méthodes
ont pour but de construire des modéles macroscopiques basés sur des considérations
micromécaniques fortes. Elles se révélent particuliérement intéressantes lorsque les
analyses micromécaniques fines deviennent trop « cofiteuse ». Nous essaierons de
dégager le cadre dans lequel elles peuvent étre adaptées aux magonneries ainsi que
de nouvelles stratégies qui pourraient étre envisagées pour l’analyse multi-échelle des
maconneries.

000
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Considérons un milieu hétérogéne décrit par un petit parameétre e représentant la taille
moyenne des hétérogénéités en rapport de la taille de la structure compléte. On note o° et
€® les champs de contraintes et de déformations qui régnent dans ce milieu. Considérons main-
tenant le milieu homogéne équivalent, i.e., le milieu qui aura une réponse mécanique semblable
pour une gamme de chargements donnée. Supposons qu’il régne dans ce dernier les champs de
contraintes et de déformations o et €. Une définition précise du matériau homogene équivalent
peut étre donnée sous la forme du probléme asymptotique suivant (SUQUET, 1982):

o’ =limo®, € =lime°. (4.0.1)
e—0 e—0

Une maniére plus heuristique d’aborder le probléme de ’homogénéisation est de considérer
que le milieu homogeéne équivalent est le résultat d’'une moyenne sur un volume suffisamment
représentatif du milieu. On introduit, pour cela, deux échelles:

— une échelle macroscopique, repérée par un systéme de coordonnées = (z;)1<i<3, & laquelle
le milieu est considéré comme homogeéne,

— une échelle microscopique, repérée par un systéme de coordonnées y = (y;)1<i<3, qui rend
compte des hétérogénéités d’un volume élémentaire représentatif!, V' (z), autour d’un point
x a ’échelle macroscopique. Un point du milieu hétérogéne est alors repéré par un point

(z,y).
La moyenne spatiale d'une grandeur F s’exprime de la maniére suivante? :

1
@) = 7 [, o) F@ v a0 = F @) (4.0.2)

Le matériau homogéne équivalent est alors introduit en moyennant les grandeurs mécaniques
pertinentes sur un volume que ’on juge représentatif. Le choix de la notation F° pour la moyenne
de F' semble & premiére vue abusif. Toutefois, considérant des milieux périodiques, oi 'homo-
thétie & = ey permet de décrire le changement d’échelle, SUQUET (1982) a montré le résultat
suivant :

lim F* = (F (2, Y)) v (a). (4.0.3)
Cette maniére d’envisager la procédure d’homogénéisation est souvent appelée « Méthode
des moyennes ». De part son abord assez naturel, c’est sous cette forme qu’elle est présentée
dans les applications aux magconneries, évoquées dans la suite. Gardons toutefois en mémoire que
I’équivalence entre les méthodes asymptotiques, définissant rigoureusement la notion de matériau
équivalent, et la méthode des moyennes n’est prouvée que pour les milieux périodiques.

Le § 4.1 est consacré a l'estimation des caractéristiques élastiques linéaires des magonneries.
On abordera ensuite I’lhomogénéisation des magonneries dans le domaine non-linéaire. L’organisa-
tion de cette présentation sera dans le méme esprit que celle des modélisations macromécaniques.
On présentera tout d’abord une application de I’homogénéisation dans le cadre du calcul & la
rupture et de 'analyse limite au § 4.3 puis on évoquera ensuite le cadre de la plasticité seule au
§ 4.4 et de 'endommagement seul au § 4.5.1. Pour finir cet apercu, on discutera des modélisations
qui tentent de coupler a la fois endommagement et plasticité (§ 4.5.2).

1. Le choix d’un volume élémentaire représentatif est un probléme complexe. Nous essaierons d’en donner
quelques éléments au cours de cette présentation.
2. Bien siir, cette expression de la moyenne n’est pas la seule maniére de mesurer la valeur de F sur V.
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4.1 Démarche générale d’homogénéisation des milieux élastiques

Dans cette partie, nous allons évoquer différentes méthodes pour accéder aux caractéristiques
élastiques du matériau homogéne équivalent a partir d’un milieu hétérogeéne. Les principes de base
seront évoqués puis différentes méthodes seront passées en revue. L’objectif est non seulement
de fournir les clefs pour ’analyse des approches, qui ont été déja réalisées, mais aussi de discuter
des méthodes qui pourraient étre appliquées de maniére pertinente.

4.1.1 Principes de base — Tenseurs de localisation

Dans un cadre de loi de comportement linéaire, la méthode des moyennes peut se présenter de
la maniére suivante. Définissons en premier lieu les variables macroscopiques décrivant le matériau
homogeéne équivalent. En suivant (4.0.2), on obtient pour les contraintes et les déformations
macroscopiques :

o’(z) = (o(z,y)), eu’(x))= (e(u(z,y))). (4.1.1)
La démarche d’homogénéisation consiste & relier les contraintes et les déformations macrosco-
piques () et e(u’(x)), en tenant compte de la loi de comportement microscopique o = C ® €
et éventuellement des équations d’équilibre locales. Deux approches sont possibles:
— Approche en contraintes. On se donne e(u’(zx)) et 'on cherche o ().
— Approche en déformations. On se donne o%(z) et I'on cherche e(u’(z)).

Etape de localisation. Pour atteindre cet objectif, les relations de moyenne (4.1.1), la loi de
comportement microscopique et les équations d’équilibre ne sont pas suffisantes pour résoudre
le probléme. Il est nécessaire d’introduire un tenseur de localisation, que nous noterons, A, pour
une approche en déformations et B pour une approche en contraintes. Dans le cas d’une approche
en déformations, la déformation microscopique est reliée & la déformation macroscopique de la
maniére suivante:

e(u(z,y)) = A(z,y) ® e(u’(2)). (4.1.2)

Ces tenseurs de localisation apportent I'information manquante pour résoudre le probléme.
Entre autres, ils traduisent les hypothéses qui sont faites sur la géométrie et la répartition des
phases. En pratique, il existe une infinité de fagon de choisir ces tenseurs de localisation, qui
correspondent aux différents hypothéses que I'on fait sur le volume représentatif. Nous verrons
dans la suite quelques exemples de choix de tenseurs de localisation (§ 4.1.2).

Etape d’homogénéisation Il s’ensuit ’étape d’homogénéisation ou la loi homogéne équiva-
lente peut alors s’énoncer ainsi :

o’(z) = (C(z,y) ® A(z,y)) @e(u’()). (4.1.3)

La loi élastique du matériau homogéne équivalent est donc parfaitement connue dés lors que ’on
sait définir le tenseur d’élasticité homogénéisé suivant :

C° = (C(z,y)® A(z,y)) . (4.1.4)

Une approche duale en contraintes aurait tout aussi bien pu étre écrite. On fait intervenir
dans ce cas un tenseur de localisation des contraintes B :

o(z,y) = B(z,y) @ '(x). (4.1.5)
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On obtient une expression du tenseur homogénéisé des souplesses:

S =(C '(z,y) ® B(z,y)). (4.1.6)

Equivalence énergétique - Principe de macro-homogénéité de HILL-MANDEL De
nombreuses approximations de ces probléme ont été résolues en fournissant un tenseur de loca-
lisation particulier. Toutefois, une méthode d’homogénéisation digne de ce nom doit respecter
I’équivalence énergétique entre les deux échelles.

Les méthodes que nous allons évoquer dans la suite respectent ce principe, souvent qualifié
de principe de macro-homogénéité de HILL-MANDEL. Ce principe postule une équivalence éner-
gétique entre I’échelle microscopique et macroscopique; équivalence de ’énergie libre pour une
approche en déformations et équivalence de I'enthalpie libre pour une approche en contraintes.
Il peut s’écrire:

(oc®e(u)) = (o) & (e(u)) =o' &€ (4.1.7)

4.1.2 Choix des tenseurs de localisation: méthodes de bornes et homogénéi-
sation périodique

Bornes de REUSS et de VOIGT Les hypothéses les plus simples pour les tenseurs de locali-
sation A et B, conduisent aux bornes de VOIGT pour une approche en déformations et REUSS
en contraintes. Le tenseur de localisation associé est considéré & son tour comme le tenseur iden-
tité d’ordre 4. Dans la méthode de VOIGT (resp. de REUSS), la déformation (resp. contrainte)
microscopique est donc supposée partout égale & la déformation (resp. contrainte) macrosco-
pique. Les deux méthodes donnent généralement des résultats assez éloignés et approximatifs du
fait de 1’état de déformations ou de contraintes trop idéalisé dans le volume?®. A contrario, elles
sont peu restrictives sur les conditions de leur application et ne nécessitent que la connaissance
des fractions volumiques de chaque constituant. Les bornes obtenues peuvent symboliquement
s’exprimer ainsi:

(8O =({(C7 (=, y)) g (8T =0T 5 C° = (C(z,y)), (4.1.8)

ot C/ et 8¢/ seraient les tenseurs des lois homogénéisées si 'on connaissait exactement les
tenseurs de localisation.

Bornes de HASHIN & SHTRIKMAN  HASHIN & SHTRIKMAN (1962, 1963) proposent une
méthode de résolution en considérant le probléme d’inclusion d’ESHELBY (1957) pour une géo-
métrie sphérique de l'inclusion. Grace a cette information supplémentaire sur la géométrie des
phases, ils fournissent des bornes plus précises en considérant une loi des mélanges. Nous revien-
drons sur ces méthodes dans le cadre non linéaire des milieux microfissurés (cf. § 4.5.2).

Méthodes de HILL-MANDEL HILL (1965a, 1967) & MANDEL (1971) proposent deux procé-
dures générales d’estimation des caractéristiques élastiques, qui respectent le principe de macro-

3. 11 est bon de remarquer que 'on n’utilise pas les équations d’équilibre.
4. Relations de grandeurs basées sur des considérations énergétiques.
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homogénéité®. Enoncons briévement la méthode de HILL-MANDEL en déformation :

oc=CQRe, dans V(x)
divye =0, dans V(x) (4.1.9)
u=¢€'y, sur OV (x)

et en contrainte: -
e=C '®0, dans V(x)
divyo =0, dans V(x) (4.1.10)

on=0'n, sur OV(x)

Cependant, la validité des méthodes de HILL-MANDEL est subordonnée & un certain nombre de
conditions. En particulier, leur application donne de bons résultats sur des « milieux dilués »,
ol la concentration des hétérogénéités est faible. Elle est d’autant meilleure que le volume repré-
sentatif choisi est grand (Le cas optimum étant de considérer un volume représentatif V(x) égal
au volume 2 du solide entier!).

Les méthodes qui viennent d’étre présentées, fournissent des bornes qui encadrent d’un point
de vue énergétique le matériau homogéne idéal. Nous verrons, toutefois, qu’elles peuvent parfois
donner des résultats exacts dans des cas limites extrémement simples.

Homogénéisation périodique L’homogénéisation périodique s’appuie sur ’hypothése que
les déformations et les contraintes qui régnent dans le milieu hétérogéne sont périodiques.
Pour tenir compte de la géométrie périodique du milieu, on introduit un espace de contraintes

et de déformations périodiques® :
Sper(V)) = {7, Tn opposé sur les faces opposées de V(x)} (4.1.11)
DP(V) ={u,u = Ey+v; E € Z,;v V-périodique} (4.1.12)

Le probléme d’homogénéisation périodique en déformation peut alors s’énoncer ainsi:

oc=CQ®e¢, dans V(x)
divye =0, dans V(z)
(e(u(z,y))) = e(u’(x))

0 € Sper(V), ueDP(V)

(4.1.13)

Ce probléme conduit & une solution unique en o et définit 4 & un vecteur constant preés.

Profitant de la linéarité du systéme, la réponse microscopique du volume & une déforma-
tion macroscopique €(u’(x)) peut étre exprimée comme une combinaison linéaire des réponses
4 des déformations élémentaires. Pour connaitre le tenseur des rigidités homogénéisé, il reste
donc & résoudre les problémes de localisation pour les différentes déformations macroscopiques
élémentaires.

Une démarche similaire peut étre introduite en contraintes. On peut souligner que pour I’ho-
mogénéisation des milieux périodiques, les deux approches sont équivalentes. On a en particulier
le résultat suivant : (Co)f1 =5°

5. Nous verrons dans la suite que les méthodes d’HiLL & MANDEL respectent le principe de macro-homogénéité
quelque soit le comportement choisi.
6. On rappelle que Z, est ’ensemble des tenseurs d’ordre 2 symétriques.
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4.2 Applications de ’homogénéisation des milieux élastiques

4.2.1 Quelles méthodes d’homogénéisation pour quel type de maconneries?

Les méthodes de bornes fonctionnent correctement lorsque que certaines hypothéses sont
vérifiées. Parmi ces hypothéses, on peut citer I’hypothése d’isotropie statistique du volume élé-
mentaire représentatif, 'hypothése de milieu dilué, I’hypothése de modules élastiques proches,
etc. ..

Pour les magonneries de blocage (voir § 1.1), ou, dans une certaine limite, pour des appareils
trés irréguliers (maconneries de pierres séches (bories, gabions, etc...)) , ces hypothéses peuvent
étre respectées. Le blocage, par exemple, & 1'image du béton peut étre homogénéisé par une
théorie des mélanges.

Des exceptions, sur des appareils réguliers, sont cependant & noter. On peut penser en par-
ticulier & l'application des méthodes de HILL-MANDEL sur des géométries simples. Le cas d'un
volume élémentaire représentatif constitué de couches (mortier et bloc) peut donner de bons
résultats. Des méthodes hybrides ont été utilisées sur ces géométries. Nous montrerons que dans
ces cas particuliers, elles reviennent & user de I’homogénéisation périodique (§ 4.2.2).

L’homogénéisation périodique est la méthode naturelle pour traiter de I’homogénéisation des
appareils réguliers. La raison est triviale: les appareils réguliers jouissent d’une périodicité assez
grande qui permet de faire appel aux méthodes d’homogénéisation périodique. Cette périodicité
est illustrée sur la figure 4.1. Bien que cette remarque semble évidente, les méthodes d’homogé-

FIGURE 4.1 — Périodicité d’un appareil régulier - Exemple de définition d’un volume représentatif
générateur

néisation périodique ont été appliquées trés tard aux maconneries. Le travail, trés complet, de
ANTHOINE (1995), & ce sujet sera évoqué au § 4.2.3.

4.2.2 Meéthodes analytiques hybrides

PANDE et al. (1989) donnent une estimation approchée des caractéristiques élastiques des
magonneries en s’appuyant sur une procédure en deux étapes. Cette méthode étend aux ma-
conneries des résultats développés pour les milieux rocheux fissurés (ZIENKIEWICZ & PANDE,
1977).

Une premiére étape consiste & homogénéiser une assise pour obtenir une couche homogéne
équivalente élastique. Pour cela, il considére le volume représentatif illustré a la figure 4.2.
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rrrere’

FIGURE 4.2 — Volume élémentaire représentatif d’une assise

Choix de tenseurs de localisation. Ils supposent a priori, les approximations suivantes sur
I’état de contraintes et de déformations :

6o Gay O 0 0 &
oc=0"+ 6, 0|, e=¢€"+ 0 &y (4.2.1)
sym. 0 sym. €,

Une loi d’élasticité orthotrope est alors établie pour le matériau homogéne équivalent. Les
fonctions & et € corrigent les états de contraintes uniformes qui régneraient si la cellule élémentaire
était homogene. Ils sont pris constant, par phase, et sont déterminés par l’intermédiaire des
comportements de chaque phase, les conditions de continuités aux interfaces et les relations de
moyenne.

Commentaires et validité des hypothéses. Commentons le choix des tenseurs de localisa-
tion qui est fait. Pour la direction z, on applique une méthode de HILL-MANDEL en contraintes.
Les équations de continuité aux interfaces et les équations d’équilibre impliquent alors que la
contrainte est constante par phase. Une méthode de VOIGT aurait donc été équivalente. La
cellule dans la direction z est, en fait, considérée comme un assemblage de ressorts en série.

Des remarques analogues peuvent étre faites dans les directions x et y, mais une approche en
déformations, une méthode de REUSS et un assemblage en paralléle sont & considérer.

En fait, ces méthodes heuristiques hybrides sont équivalentes & une méthode d’homogénéisa-
tion périodique du fait de la simplicité de la géométrie. L’avantage de I’homogénéisation pério-
dique est qu’elle n’introduit pas d’hypothéses, a priori, hormis bien stir la périodicité du milieu.

Approximation d’un milieu multi-couche La structure obtenue est alors homogénéisée
comme un milieu multi-couche. Dans le méme esprit, MAIER et al. (1991) propose d’effectuer ces
deux étapes dans l'ordre inverse. Ces procédures sont illustrées sur le figure 4.3.

Si les procédures présentées fournissent facilement une estimation des caractéristiques élas-
tiques, elles restent tout de méme assez discutables. D’une part, comme ’ont montré (GEYMONAT
et al., 1987) dans un cadre général, les résultats de ces deux procédures ne sont pas identiques.
D’autre part, 'arrangement géométrique n’est pas pris entiérement en compte, en particulier le
lieu des joints montants par rapport aux éléments des assises adjacentes. A cet effet, MAIER et al.
(1991) proposent une troisiéme étape pour tenir compte de 'appareil et donc du placement des
joints par rapport aux assises adjacentes. De méme, le probléme est traité soit en deux dimen-
sions sous I’hypothése des contraintes planes, soit comme un milieu tridimensionnel infiniment
épais.
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y 18re &tape 18" &tape
—» homogénéisation —» —» homogénéisation —
X suivant x suivant y

(a) d’aprés PANDE et al. (1989)

y 9éme étape géme étape
X —® homogénéisation —® —» homogénéisation —m
suivant y suivant x

(b) d’aprés MAIER et al. (1991)

FIGURE 4.3 — Procédure d’homogénéisation en deuz étapes

4.2.3 Méthodes numériques et homogénéisation périodique

En appliquant de maniére rigoureuse la théorie de I'homogénéisation des milieux périodiques,
ANTHOINE (1995) évalue les caractéristiques élastiques des magonneries chargées dans leur plan.
La théorie générale est adaptée aux milieux tridimensionnels qui ne possédent que deux direc-
tions de périodicité. La méthode s’appuie sur le choix d’un volume élémentaire représentatif sur
lequel on n’impose que deux directions de périodicité. Sur la derniére direction, on se donne des
conditions de surface libre.

Il est important de noter que cette procédure n’est pas restreinte a 'appareil plein-sur-joint
mais s’applique & tout type d’appareil régulier. Le choix du volume représentatif permet de
prendre en compte de maniére compléte le type d’appareil. Méme si, pour un comportement
linéaire, l'appareil influe peu, il peut étre déterminant pour l’estimation des charges extrémes a
la rupture.

ANTHOINE (1995) compare ses résultats avec les méthodes approchées présentées au § 4.2.2.
D’une maniére générale, les caractéristiques élastiques sont semblables méme si les méthodes
approchées surestiment des modules élastiques de 7 & 15%. L’auteur compare ensuite les résul-
tats d’homogénéisation périodique sous ’hypothése des contraintes planes et d’homogénéisation
périodique tridimensionnelle. L’auteur note que les résultats bidimensionnels sous-estiment les
modules élastiques. Ceci tient au fait qu’elles ne prennent pas en compte de 1’épaisseur.

Si les contraintes {011, 092,091} dans le plan du panneau sont comparables, il n’en est pas
de méme pour les contraintes hors-plan {os3, 093,013} qui sont loin d’étre négligeables. Certes
ces contraintes influent peu sur les caractéristiques élastiques en chargement plan mais sont
déterminantes en régime non linéaire. Considérons un essai de compression simple d'un mur. Les
états de contraintes aux surfaces libres sont bien identiques aux états de contraintes planes. Par
contre, au cceur du mur, on constate de fortes compressions dans les joints-de-lits alors que les
briques sont en traction. Si ’on choisit un critére du type MOHR-COULOMB pour les mortiers et
les briques, il risque d’étre violé en premier par les contraintes hors plan. En régime non linéaire,
les méthodes approchées risquent de donner des chargements extrémes surestimés ainsi que des
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mécanismes de rupture incorrects.

Dans le méme esprit, CECCHI & DI MARCO (2000) introduisent une hypothése supplémen-
taire en considérant les éléments rigides. Ils montrent que pour des rapports de rigidité entre les
éléments et les joints de 1/30, il n’existe pas de différence notable sur I’élasticité du matériau
homogéne équivalent.

Dans ce paragraphe, nous avons vu qu’il existait des méthodes précises pour estimer les
caractéristiques élastiques des appareils réguliers. Elles fournissent une base saine pour les calculs
en régime inélastique que nous allons voir dans les § 4.3 et 4.5.2.

4.3 Homogénéisation, Calcul a la rupture & Analyse limite

DE BUHAN & DE FELICE (1997) proposent d’appliquer la théorie de ’homogénéisation pé-
riodique au calcul & la rupture des structures magonnées. Comme ’a montré SUQUET (1983),
la détermination d’un domaine de résistance du matériau équivalent revient & résoudre un pro-
bléme de calcul & la rupture sur la cellule de base. On se propose de rappeler le cadre dans lequel
ce résultat a été démontré au § 4.3.1 et de présenter son application aux appareils réguliers au
§ 4.3.2.

4.3.1 Calcul a la rupture et homogénéisation périodique

Le cadre formel et les notations sont celles de ’annexe A. On considére un domaine admissible
pour les contraintes microscopiques: G(y) associé a sa fonction seuil g(y,o(y)). On définit de
la méme facon un domaine admissible G pour les contraintes macroscopiques o® = (o (x,y))
tel qu’il existe un champ microscopique o tel que:

divyo =0, dans V(x),
on=0cn, sur OV(x),
o € Sper(V),

o(z,y) € G(y).

(4.3.1)

Les équations (4.3.1) constituent la définition statique de G"°™. Une définition cinématique peut
étre proposée en considérant un champ de vitesses de déformations de la forme suivante :

v(z,y) = F(x).y + u(y)/ wu est V—périodique. (4.3.2)
En différenciant ce champ, on obtient :
D(v) = D°(z) + 4(y), (4.3.3)

ot D est le tenseur des vitesses de déformations, DY la partie symétrique de F et d(y) le taux de
déformations associé a u(y). Le principe de macro-homogénéité prend alors la forme suivante :

c’®D" = (0@ D). (4.3.4)

Comme il ’est rappelé en annexe A, la définition du domaine de résistance du matériau, pour
peu qu’il soit convexe, peut se faire par l'intermédiaire de sa fonction d’appui:

m(D(v)) = sup {o(z,y) ® D(v)/ o(x,y) €G(y)}. (4.3.5)
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La convexité étant conservée a travers I’opérateur d’homogénéisation périodique (SUQUET, 1983),
on donne la définition cinématique suivante a Ghom :

xhom(D%) = sup {UO(m) &D° o'z) e g’wm(m)} . (4.3.6)

Un résultat permet de majorer la fonction d’appui du domaine homogénéisé par rapport a la
moyenne de la fonction d’appui microscopique:

7hom(D%) < (x(D(v))), Vv e C. (4.3.7)

Tout comme en calcul a la rupture classique, cette inégalité peut étre atteinte seulement sous
des conditions particuliéres. Le lecteur interessé pourra trouver une reflexion sur ces conditions
dans (FREMOND & FRIAA, 1982). Les auteurs supposent, ici, qu’elles sont remplies. On a alors
I’équivalence entre les approches cinématique et statique et le résultat suivant :

whom(D°) = inf {(r(D(v)))} . (4.3.8)

4.3.2 Application aux maconneries.

Les éléments sont supposés homogeénes et ’on donne leur domaine admissible pour les contraintes
G® dans I'hypothése des contraintes planes en fonction de {o11, 020, 33}

Pour les joints, le critére de résistance est donné par sa fonction seuil représentant le frotte-
ment avec cohésion de MOHR-COULOMB :

g(t=0on)=g(o,7) = ||+ otan¢g — ¢ <0, (4.3.9)

ou c est la cohésion et ¢ ’angle de frottement. La réaction aux interfaces t est représentée par
ses composantes normale o et tangente 7.

DE BUHAN & DE FELICE (1997) donnent, de maniére trés élégante 1'expression d’un critére
macroscopique pour un appareil plein-sur-joint. Ils considérent pour cela un champ de vitesses
de la forme suivante:

v(y) = {vi + Wiy — ¥i) bieqr,4)- (4.3.10)

ou ¢ est 'indice de chaque constituant la cellule de base, w; la vitesse angulaire de chaque bloc
et v; la vitesse de 'un des sommets des blocs. Pour éclaircir les notations, la cellule de base est
représenté & la figure 4.4.

En interdisant tout mouvement arbitraire de solide rigide et en imposant la périodicité du
champ de vitesses, on est conduit & écrire:

wi =0, € [1,4], (4.3.11)
V1= -—v3=-a, vy=-—v4=—p. (4.3.12)

Deux variables vectorielles o et 8 décrivent alors la déformation de la cellule. Le gradient de
vitesses F' est donné par:

1
F = E(Qaa ®e;+bB® e), (4.3.13)

et sa partie symétrique par:

1 1
D’ = 3@ ®ser) + 5-(B ®s e2). (4.3.14)
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v2

FIGURE 4.4 — (Cinématique de solide rigide pour chaque sommet de la cellule de base

L’écriture du principe de macro-homogénéité conduit a:

— 1
o’ D’ = o [2&(110?1 + (2a0z + bB1)ody + bﬂ2032] . (4.3.15)

Le calcul de la puissance dissipée en moyenne aux interfaces donne (voir Annexe A):

(D) = o [ =w.n(w). L) (4316

Pour un critére de MOHR-COULOMB, la fonction d’appui peut étre exprimée par (SALENGON,
1983) :

C

v(y)l.m  sifv n > | sin ¢,
r(y. (), o (y)]) = tan¢[ (y)] [v(y)].n > [[v(y)]| sin ¢ (43.17)

+00 sinon.

En appliquant ces expressions, pour les différents modes de glissement et d’ouverture des joints,
on obtient :

1 ¢
D =——(2 bBs). 4.3.1
(*(D(0) = 5 (2a0 + b62) (13.18)
avec les conditions:
a1 > |ag|tan g,
Po—ay > |B1—ailtand, (4.3.19)
B2+az > |B1+ai]tané.

En supposant que les conditions de ’égalité (4.3.8) soient vérifiées, la fonction d’appui du domaine

magcroscopique s’exprime par :
hom 0 c 0
D") = Tr(D 4.3.2
7 (D0) = o Te(D) (43.20)
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Le domaine de contraintes admissibles vérifie donc:

0= o c 0
D" < Tr(D 4.3.21
o R Y ( ), ( )
soit .
mayo; + (mas + B1)0Yy + B209, < m(moq + f2),
m=2 (4.3.22)

o, B vérifiant (4.3.19).

Les auteurs montrent que cette fonction d’appui correspond & un domaine polyédrique convexe

G"om de sommet {09, = 3, = %, a9, = 0} avec = tan ¢ le coefficient de frottement. Les arétes

du polyédres sont formées des segments émanant de ce sommet de vecteurs unitaires (voir figure
4.5):

-1 @ —p
o[, o |,| =1 sim<1/p, (4.3.23)
0 —-m —1/p
-1 7 —-1/m (=m —p+1/p)/mu
o (,] 0 |, +1 ) pml sim>1/p.  (4.3.24)
0 —m —-m —1/p

Commentaires Les auteurs mettent donc en évidence, de maniére rigoureuse un critére de ré-
sistance macroscopique pour un appareil plein-sur-joint avec un critére microscopique de MOHR-
CoULOMB. Les éléments ont été considérés pour un moment de résistance infinie. En reprenant la
démarche précédente avec un champ périodique u tenant compte de la déformation des éléments
eux-mémes, on peut donner un critére macroscopique pour la brique. Le critére global peut étre
obtenu par intersection des deux critéres.

On peut de plus remarquer que le critére macroscopique fait apparaitre naturellement 1’ani-
sotropie du matériau. Une étude sur un mur sollicité en cisaillement, validée sur des essais
expérimentaux montre que les magonneries oil les éléments ont un rapport d’aspect § faible sont
plus résistantes.

Les auteurs notent aussi que les résultats sont en accord avec les expériences lorsque la
taille caractéristique des éléments est faible devant la taille de la structure considérée. Ceci nous
rappelle que les résultats de 'homogénéisation périodique sont bons lorsque le nombre de de
cellule de base tend vers oo.
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Fig. 5. Strength domain of brick masonry as a homogenized material in the space of stresses.

FIGURE 4.5 — Domaine de résistance de la magonnerie G, d’aprés (DE BUHAN & DE FELICE,
1997). La contrainte macroscopique o° est représentée par ¥ et f correspond au coefficient de
frottement p = tan ¢.

4.4 Cas des maconneries a constituants dissipatifs élasto-plas-
tiques

L’homogénéisation périodique des milieux & constituants dissipatifs pose de nombreux pro-
blémes, a la fois théoriques et pratiques quant & leur résolution. I.’absence de loi univoque pour
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décrire leur comportement, l'irréversibilité de leur évolution sont des écueils importants a ’ap-
plication des méthodes d’homogénéisation périodique. Nous verrons, par exemple, dans la suite,
qu’une écriture simple et efficace de lois de comportement homogénéisées est rarement possible.

Pour surmonter ces problémes et donner des estimations du comportement macroscopique
des magonneries, il est souvent fait appel a des méthodes d’approximation telles que les méthodes
de bornes ou les modeéles auto-cohérents. Pour une description détaillée des méthodes d’homo-
généisation des matériaux & constituants dissipatifs, nous renvoyons le lecteur aux travaux de
synthése de PONTE CASTANEDA & SUQUET (1995, 1998).

Nous présenterons, au § 4.4.1, des applications de méthodes d’approximation des caracté-
ristiques effectives. Ensuite nous évoquerons, au § 4.4.2, quelques tentatives d’estimation semi-
analytique de ces caractéristiques en essayant de tirer profit de la périodicité de la structure et
de la géomeétrie simple des phases du volume représentatif. Enfin, nous essaierons d’envisager,
en guise de conclusion au § 4.4.2 quelques stratégies pour améliorer ces estimations a la lumiére
des travaux récents de spécialistes du domaine.

4.4.1 Applications des schémas auto-cohérents aux macgonneries

PIETRUSCZAK & N1U (1992) sont les premiers a s’intéresser a l’estimation des caractéristiques
non linéaires globales des macgonneries. La méthode qu’ils utilisent est basée sur deux étapes
d’approximations.

Réseau de [ ] ‘ ‘ ‘ ‘ Réseau de

Joints verticaux joints horizontaux
Eléments homogénes /\
| N
| | | | | |
| | | | | | | .
N

AN

~

aprés la premiére étape

matériau homogéne obtenu

FIGURE 4.6 — Etapes d’homogénéisation

La premiére de ces approximations consiste & considérer deux matériaux intermédiaires, illus-
trés a la figure 4.6, dont les caractéristiques sont déterminées de la maniére suivante :

1. Le premier de ces matériaux, désigné par ’exposant « 1 » est obtenu en considérant que

la magonnerie est constituée d’un matériau homogéne, donné par les caractéristiques des
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briques seules, entrecoupé d’un faisceau de joints verticaux. Chaque joint vertical est consi-
déré comme une inclusion élastique fragile dans une matrice élasto-plastique. Les carac-
téristiques élastiques sont données par la résolution du probléme d’inclusion d’ESHELBY
(1957) et en considérant, en outre, leurs interactions par la méthode des champs moyens
de MORI & TANAKA (1973). On peut remarquer au passage que cette méthode revient
a une estimation de type HASHIN-SHTRIKMAN (WILLIS, 1977). Le comportement fragile
des joints verticaux est introduit en considérant ou non les raideurs élastiques dans leurs
directions normales. La loi de comportement obtenue s’exprime alors par:

ol=C'®¢&. (4.4.1)

2. Le second matériau est le matériau composite multi-couche constitué d’une couche épaisse
du matériau élastique fragile obtenue & I'étape 1 et du réseau de joints horizontaux consi-
dérés comme un matériau élasto-plastique. Le comportement de ces joints horizontaux sera
noté par:

22 N2 5 2
oc°=C"®¢". (4.4.2)

La seconde et derniére étape d’homogénéisation est ’application d’une loi des mélanges (HILL,
1963) entre ces deux matériaux qui fournit le comportement global du matériau, soit :

e=n'e' +n*¢?, o=n'd'+n’? (4.4.3)
ot ' et n? sont les fractions volumiques respectives des constituants. L’hypothése que les consti-
tuants sont parfaitement collés permet de compléter les équations en introduisant des contraintes

cinématiques supplémentaires. Les auteurs obtiennent ainsi une relation univoque entre o et €
et leurs homologues dans les phases.

Commentaires Les validations données par les auteurs dans les travaux semblent satisfai-
santes, tout au moins, pour les chargements simples abordés. La méthode offre donc une premiére
estimation des caractéristiques non linéaires des maconneries.

Les hypothéses qui sont faites sur les joints verticaux et horizontaux ne semblent pas dénuées
de bon sens. En effet, pour des maconneries sous compression verticale, les joints verticaux
sont sollicités en traction et leur comportement peut étre assimilé & un comportement élastique
fragile. De méme, le choix d’une plasticité non associée pour les joints horizontaux sous pression
de confinement semble judicieux.

Cependant, il est important de souligner que les méthodes d’homogénéisation utilisées sont
assez anciennes et qu’elles sont assez « grossiéres ».

HiLL (1965b) & BUDIANSKY (1965) proposaient déja de perfectionner ces estimations en
proposant une méthode auto-cohérente incrémentale. Elle est basée sur une approche itérative,
considérant le probléme d’une inclusion noyée dans une matrice infinie dont les caractéristiques
mécaniques sont les caractéristiques globales du composite & déterminer. BUDIANSKY & O’CON-
NELL (1976) ont utilisé et développé cette approche pour les matériaux quasi-fragiles microfissu-
rés.

Depuis, de nombreuses autres approches variationnelles ont vu le jour donnant des estima-
tions plus fines garantissant le respect de bornes rigoureuses obtenues soit analytiquement soit
numériquement sur des exemples simples. Pour le développement de telles approches, on re-
voie le lecteur aux travaux de référence suivant: (WILLIS, 1983 ; PONTE CASTANEDA, 1991 ;
SUQUET, 1993) et aux travaux plus récents concernant les estimations affines, tangentes et du
second ordre des propriétés mécaniques globales des composites: (PONTE CASTANEDA & SU-
QUET, 1995 ; PONTE CASTANEDA, 1996 ; MASSON et al, 2000). Enfin, pour une synthése sur
ces travaux, on pourra consulter (PONTE CASTANEDA & SUQUET, 1998 ; WILLIS, 2000).
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4.4.2 Meéthodes semi-analytiques pour les macgonneries périodiques

LOPEZ et al. (1999) proposent une application de I’homogénéisation aux appareils réguliers,
ol les constituants, éléments et mortiers, sont supposés élasto-plastiques. Ils donnent les équa-
tions d’évolution élasto-plastique pour quatre modes de chargements élémentaires sur un volume
élémentaire représentatif (illustré sur la figure 4.7) sous I'hypotheése des contraintes planes.

L Ly
il Brick 2 b
hg *Eg
I Mortar m,
va = lG

FIGURE 4.7 — Volume élémentaire représentatif

Dauns le méme esprit que PANDE et al. (1989), la méthode d’homogénéisation est appliquée de
maniére heuristique profitant de la simplicité de la cellule de base. La contrainte macroscopique
réduite au contraintes planes {,0,40,7,0,} est imposée a la cellule et 'on en déduit I’évolution
de la déformation macroscopique {z€g,y€g,zy7; €z }-

Les auteurs imposent des équations de compatibilité sur les déformations, similaires & celles
imposées par PANDE et al. (1989) dans le cas d'un « bi-couche » simple. Elles reviennent, ici,
4 considérer que la déformation de la cellule est périodique. La méthode est donc équivalente,
jusqu’a cette étape, & une méthode d’homogénéisation périodique dans laquelle les vecteurs de
périodicité seraient x et y.

Une approximation supplémentaire est faite mais qui n’est pas mise explicitement en évidence
par les auteurs. Ils considérent, en effet, que les déformations sont homogénes par phase. Cette
hypotheése, qui est clairement justifiée pour un bi-couche ol les calculs peuvent étre menés de
maniére analytique (ELOMRI & SIDOROFF, 1991), est une approximation assez grossiére dans ce
cas. Il suffit pour s’en rendre compte de considérer le chargement de cisaillement. Cette hypothése
implique que ’on considére que la cellule de base peut étre assimilée & un assemblage de ressorts
en série et/ou paralléle. Nous reviendrons sur cette hypothése dans le § 4.4.2.

Dans un soucis de briéveté, on renvoie le lecteur & (LOPEZ et al., 1999) pour une présentation
compléte des équations d’évolution pour chaque mode de chargement. La résolution, en effet plus
technique qu’ardue, est assez lourde du point de vue des notations. Afin tout de méme de fixer
les idées, nous donnons la forme de I’équation d’évolution en déformations pour le mode 1:

z€a = wéec;+ wél();a
e, h . . .
2 AeD ( 2 —G> 0 + wAmD(zeleblMg +z eglL +z GﬁllMl),
N o B,y ) (4.4.4)
»50

-pl p v
+ (weL% +z &, l_Gl) ’

ou A et D sont deux constantes dépendant des caractéristiques élastiques et géométriques
des constituants de la cellule de base, E désigne de maniére générique un module d’Young. En
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yO'
yo-f YoM,
CCUM1 I .’,EO-Ml
z0 z0
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T {O'z
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T (c) Mode 3 z (d) Mode 4

FIGURE 4.8 — Représentation des modes de chargements

assemblant les différents modes de chargements les auteurs obtiennent I’expression d’une matrice
de souplesse homogénéisée.

En ce qui concerne les lois d’évolution élasto-plastique, I’étape de localisation ne peut se faire
sans information supplémentaire sur le comportement plastique des matériaux. Pour cela, les
auteurs supposent la micro-homogénéité des taux de déformation plastique pour I’ensemble des
phases constitutives de la cellule de base, soit :

26, = b, = z€h. (4.4.5)
Ils choisissent, de plus, un unique critére de plasticité isotrope de type de MOHR-COULOMB pour
les phases et une régle d’écoulement associée. Ils notent €|, ;- la déformation qui respecte ce
critére. D’aprés (4.4.4), on obtient alors I’expression suivante entre les grandeurs microscopiques

et macroscopiques :

. 1 .

.'EGI()} = |:wAlM2 + (l_ - .:CA) (lL + lMl)] w€p|M0hr' (4:46)
G

Sous cette hypothése, une forme analytique d’un opérateur MP? tenant compte de ’anisotropie
est fournie. Cet opérateur permet de relier la déformation plastique globale anisotrope a un
critéere de MOHR-COULOMB isotrope:

ég — Mp éleOhI" (4:.4:.7)
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Les auteurs justifient cette hypothése d'une maniére un peu douteuse. Ils font remarquer qu’a
I'inverse des modéles micromécaniques, la plasticité n’est pas localisée dans une phase précise. 11
peut sembler osé, tout de méme, de supposer qu’elle est partout identique. Pour tenter d’éclairer
la question, on se propose dans le prochain paragraphe de rappeler les éléments fondamentaux
de 'homogénéisation périodique en plasticité.

4.4.3 Stratégies pour I’homogénéisation des magonneries en plasticité

4.4.3.a Rappels d’homogénéisation périodique en plasticité (SUQUET (1982,1985b)).

Considérons un modéle microscopique d’élasto-plasticité standard donné par un potentiel de
dissipation ¢(y,o(x,y)) que nous supposerons régulié:

e(z,y) = e°(z,y) + (2, y),

e(z,y) = C™'(y) @ o(z,y), (4.4.8)
] dp

ﬂ%MZgﬁuﬂ%w)

Le probléme d’homogénéisation périodique peut dés lors étre étendu sous la forme sui-
vante (SUQUET, 1982):

rC_l(y) R6&(t) + g—i’:(y,a) —¢, dans V(x),
divyo =0, dans V(z),

] {o(@y) = (@), (4.4.9)
0 €Sper(V), uweDP(V),
0(0) = o9y, condition initiale.

\

SUQUET (1982) a démontré, sous réserve que ¢ posséde la propriété de LIPSCHITZ en contraintes,
que ce probléme avait une solution (o, v), unique en contraintes. Pour obtenir la loi homogénéisée,
on introduit le tenseur de localisation en contraintes B et une contrainte auxiliaire o” (y, t):

o(y,t) = B&o (t) + o"(y,1). (4.4.10)

Cette contrainte est la contrainte résiduelle lorsque que la contrainte macroscopique o, est

annulée. C’est un champ de contraintes auto-équilibrées qui satisfait les conditions suivantes:

divyo” =0, dans V(z),
(o"(x,y)) =0, (4.4.11)
0" € Sper(V).

On note ®(a?,0") = <<p(y,B(§)aO + 0"(y))). La loi homogénéisée répond alors au systéme

suivant :

(G0 5 9 4 . 0
So®ao(t)+m(a’ ,o') =€(v'(t)), dans €,

Cl®o"(t)+ %(00, o’) =€(v"(t)), dans V(x),
o
§ divye” =0, dans V(x), (4.4.12)

(o"(z,y)) =0,
0" € Sper(V), v" € DP(V),

| @ conditions initiales.
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Le systéme homogénéisé (4.4.12) ne peut pas se réduire & un systéme & ’échelle macroscopique
sur Q. Il est couplé & un probléme de contraintes résiduelles sur la cellule V(z). L’introduction
d’une fonctionnelle non locale en temps fournissant o” en fonction de I'histoire o® (4.4.13) peut
permettre une élimination de o” dans le systéme (4.4.12). Cette élimination est toute théorique
puisque on reporte le probléme sur la connaissance de I’histoire de o et 1’évaluation de:

o =0"(d"(s5),0< s < t) (4.4.13)

En gardant le systéme sous sa forme (4.4.12), on met en évidence la structure standard
généralisée de la loi de comportement (voir § 5.1.4.d). Cette structure peut étre précisée en
considérant la force thermodynamique suivante :

5 0%, le tenseur des contraintes homogénéisées, (4.4.14)
0" (y), un champ de tenseur défini sur v(x) et respectant (4.4.11), o
et la variable conjuguée :
- {(e)(uo) = €°(u®) + €?(u), le tenseur des déformations homogénéisées, (4.4.15)

D
*0 leoz 05 0,1 -1 _r3 .r
W = §S o' Qo -|—§<C o’ ®c"), (4.4.16)
B(%) = B(0%0") = (p(y, BE+ 0" (1)) (4.4.17)
Les lois d’état s’écrivent donc:
*0
() = ag; —®. (4.4.18)
aW*O
-Bly) = % (), (4.4.19)
et les lois complémentaires :
o = 22, (4.4.20)
0o
. 0P
By) = py (%). (4.4.21)

On retrouve bien les principaux ingrédients de la structure de matériau standard généralisé
mais cette structure s’applique & une infinité de variables internes. L’approche, qui a été exposée
dans ce paragraphe, s’applique a tout type de milieux dissipatifs dont la déformation anélastique
est régie par un potentiel de pseudo-dissipation. Nous verrons qu’elle s’applique par exemple
aux milieux micro-fissurés de la méme facon. En ce qui concerne la plasticité parfaite, la régle
de normalité est bien conservée par changement d’échelle & condition d’introduire un nombre
suffisant de variables internes. Ce résultat rend la théorie et en particulier le probléme (4.4.12)
presque inutilisable pour des applications pratiques.

Toutefois, nous essayons d’envisager, & la lumiére des difficultés mises en évidence dans ce
paragraphe, quelques alternatives pour I’homogénéisation des magonneries en plasticité.
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4.4.3.b Solutions envisageables

La premiére solution consiste & résoudre le probléme (4.4.9) posé sur la cellule de base par
voie numérique. Par exemple, on peut envisager une discrétisation spatiale par la méthode des
éléments finis et résoudre le probléme pour des trajets de chargements. Le nombre de variables
internes est alors réduit aux valeurs des ['} aux points d’intégration de la méthode numérique.
Pour une bonne précision, synonyme de maillage fin, I’écriture de la loi homogénéisée (4.4.12)
n’est pas pour autant facilitée. Cependant, on voit qu’il est possible d’obtenir une réponse précise
de la structure périodique & un trajet de chargement donné.

Dans le cadre de la plasticité associée, pour peu que le domaine de plasticité microscopique
soit fermé et convexe, SUQUET (1982) a démontré Iexistence d'un domaine de plasticité macro-
scopique lui aussi convexe et fermé. A l'image du calcul des charges limites (voir Annexe A),
ce domaine macroscopique est indépendant du trajet de chargement que 1’on utilise pour 1’at-
teindre. Il constitue donc une information indépendante de I’histoire des variables internes. Ce
critére macroscopique, qui peut étre obtenu par voie numérique en appliquant des trajets radiaux
& contraintes imposées, fournit alors une information macroscopique indépendante de I'état des
variables microscopiques.

Dans le cas particulier envisagé par LOPEZ et al. (1999), une autre voie pourrait étre consi-
dérée. Le nombre de variables internes peut en effet étre réduit si on arrive & montrer que la
déformation anélastique est constante dans la cellule de base ou constante par morceaux (SU-
QUET, 1982). Bien que les hypothéses soient assez discutables, en particulier en cisaillement, le
modéle mécanique de la cellule de base choisi par LOPEZ et al. (1999) répond a ces exigences. On
I'illustre pour la direction z sur la figure 4.9. Une méthode d’homogénéisation rigoureuse aurait
donc pu étre appliquée pour fournir une loi de comportement macroscopique.

e p e b
z€r, z€L z6y, z€m,
g g
T T
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e
$6M2 161612
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FIGURE 4.9 — Modéle mécanique de la cellule de base dans la direction x, choisi par LOPEZ et al.
(1999) permettant une réduction du nombre des variables internes plastiques.

On peut alors supposer qu’en choisissant un critére de plasticité associée pour chaque défor-
mation plastique de chaque phase, on puisse écrire des lois de plasticité macroscopiques avec un
nombre raisonnable de variables.

Comme on I’a évoqué dans la partie précédente, dans le cadre du bi-couche, ’hypothése qui
consiste & considérer la déformation plastique homogéne par phase est pleinement justifiée. Les
travaux dans ce cadre de ELOMRI & SIDOROFF (1991) montrent que l'on peut aboutir a des
résultats entiérement analytiques. Cependant, pour la géométrie considérée, cette approximation
reste assez grossiére.

Enfin, une troisiéme voie pourrait étre développée en appliquant les méthodes dites de
« Transformation Field Analysis (TFA) » de DVORAK (1992). L’idée de cette méthode est de
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considérer une déformation plastique par morceaux qui ne correspondent par forcément aux dé-
coupages des phases. Le nombre des variables internes du modéle est donc réduit au nombre
de fonctions de forme choisies uniformes sur les domaines considérés. On imagine que, sur cette
géométrie particuliére proposée par LOPEZ et al. (1999), on puisse obtenir des bons résultats
avec un minimum de sous-domaines.

MICHEL et al. (2000) proposent une autre voie qu’ils nomment « Nonuniform Transformation
Field Analysis (NTFA) » qui ne considére plus des fonctions uniformes par domaine mais des
fonctions non uniformes sur la cellule. Ces fonctions de forme sont choisies comme les modes de
réponse de la cellule & des chargements caractéristiques. La réponse & un chargement quelconque
se définit dont comme une combinaison linéaire de ces modes. Les résultats, mis en avant par
MICHEL et al. (2000) sur des géométries proches de celles qui nous préoccupent, montrent un
trés bon accord avec les résultats de référence hétérogeéne et ceci, pour un nombre faible de modes
considérés (trois dans la pratique).

4.5 Cas des macgonneries & constituants dissipatifs quasi-fragiles

4.5.1 Homogénéisation et endommagement dans les magonneries

On considére une forme encore plus générale du probléme d’homogénéisation périodique:

o = Fle(u)], dans V(z),
divyo =0, dans V(z),
(e(u(z,y))) = e(u’(z)),

o0 € Sper(V), ueDP(V),

(4.5.1)

ou o = Fle(u)] représente de maniére formelle la loi de comportement microscopique du maté-
riau. Il important de remarquer que, indépendamment du comportement microscopique choisi,
la procédure d’homogénéisation périodique respecte le principe de macro-homogénéité et est
équivalente en contraintes ou en déformations.

Comme on l’a vu précédemment, SUQUET (1982) a prouvé 'existence d’une solution (o, u)
unique en contraintes au probléme (4.5.1) pour les comportements d’élasticité linéaire, de visco-
élasticité linéaire et de plasticité parfaite. Pour les autres types de comportement, les résultats
mathématiques sont rares.

Rien n’empéche pourtant d’essayer de résoudre le probléeme (4.5.1) (en général de maniére
numeérique) pour différents trajets de chargement avec pour objectif d’enregistrer la réponse
macroscopique reliant o et €. Dans la suite, nous allons présenter des tentatives numeériques
de répondre a ce probléme.

Un modéle d’endommagement continu et I’homogénéisation périodique. PEGON &
ANTHOINE (1997) tente d’appliquer ce principe dans le cadre de I’'endommagement continu des
matériaux quasi-fragiles. Le modeéle d’endommagement choisi est le modéle de MAzZARS (1984,
1986). Ce modele est un modeéle d’endommagement fragile continu introduisant clairement une
dissymétrie entre le comportement en traction et le comportement en compression. Ce modéle
initialement dédié au béton est adapté au mortier et aux éléments de maconneries. Il est donné
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par le systéme d’équations suivantes:

(0= (1-d)C®e, 0<d=d(ye) <1,

i (4.5.2)
1 -
T TS ey 20"

\ i

ot (€)% (resp.(0;)”)) est la partie positive (resp. négative) de la iéme déformation (resp.

contrainte) principale. L’évolution de la variable d’endommagement d est donnée par:

d=old+dld., d>0, ar+a.=1, (4.5.3)
v€< €4 =Dy =0, acct}
avec eqo(1 — Ag) (4.5.4)

¥E>€g0=> Dy =1— — Aq exp[Ba(edqo — 7€),

YE
ou Ay, By, A¢, B. sont des paramétres matériaux relatifs a ’endommagement en traction et en
compression. Le coefficient a; caractérise la tension (rapport entre la norme des déformations
positives dues & des contraintes positives et €) :

D ((en)t(e)th)
o , avec ()T =((1- d)_lC_1<§:§>0'+)+. (4.5.5)

D ((e)h)?

i

Comme tout modéle adoucissant, le modéle de MAZARS souffre des maux relatifs a la perte
d’objectivité des réponses numériques (cf. § 2.6). L’introduction d’un limiteur de localisation de
type intégrale permet de redonner au probléme son objectivité. Pour cette application, la forme
intégrale suivante est choisie” :

/ of|zh (@) de
(fw)g = 2 ————— (4.5.6)
/Q (| ) dee

oll « est une distribution de GAUSS:

alz — z'|) = exp— (2“”17:””,')2 . (4.5.7)

La longueur [, caractérise la taille de la plus petite région sur laquelle I’endommagement
peut se localiser. PEGON & ANTHOINE (1997) précisent deux voies possibles pour l’estimation
de cette longueur:

1. la longueur I, peut étre considérée comme une nouvelle caractéristique matérielle qui peut
étre déterminée par des essais expérimentaux en mesurant la taille caractéristique des
zones, ol l’endommagement est localisé. Le maillage est alors adapté pour que la taille
caractéristique des éléments soit inférieure & [.. Comme nous ’avons rappelé précédemment,
MAzARS (1990) fournit une estimation de /. pour les bétons en la reliant & la taille des
hétérogénéités.

7. L’intégration est réalisée sur tout le volume et non sur la cellule de base.
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2. la longueur [, n’est pas connue ou alors trop petite pour adapter le maillage de maniére
raisonnable. Dans ce cas, on introduit cette longueur comme un paramétre purement nu-
mérique. Le probléme numérique se retrouve alors correctement posé mais les résultats
dépendent de la valeur choisie pour .. On modifie alors les paramétres de la loi de compor-
tement en rendant explicite leur dépendance & I.. Cette opération peut par exemple étre
réalisée en imposant que ’énergie de rupture reste constante sur un volume donné. (cf. §
2.3, travaux de LOURENGO et al. (1997).)

PEGON & ANTHOINE (1997) optent pour la deuxiéme stratégie mais ne donnent pas de
comparaison entre [, et la taille caractéristique du volume élémentaire représentatif V(x). Ces
renseignements auraient pu étre intéressants pour deux raisons. D’une part, cette longueur peut
étre reliée a la taille des hétérogénéités et l'on pense en particulier & 1’épaisseur des joints,
en considérant que ’endommagement se localise par exemple sur toute 1’épaisseur du joint.
D’autre part, ’emploi de deux échelles microscopiques décrivant, pour la premiére la géométrie
de hétérogénéités et pour 'autre la taille caractéristique des zones endommagées, n’est peut étre
pas trivial. On peut, en effet, se poser des questions lorsque ces effets non-locaux dépassent le
cadre de la cellule de base.

Cependant, les auteurs examinent en profondeur les aspects numériques de la résolution des
problémes en présence de comportement adoucissant. L’introduction d’une loi de comportement
non-locale modifie, de fagon sensible les procédures associées aux problémes non-linéaires usuels.

Tout d’abord, la matrice de rigidité tangente entrant dans la composition de la matrice des
itérations du schéma incrémental n’est plus symétrique. La dépendance de la valeur de ’endom-
magement d en un point de GAUSS par rapport aux valeurs de € aux points voisins introduit des
relations qui brisent les symétries de la matrice tangente. De plus, la notion de matrice de rigidité
élémentaire se revele étre obsolete. L’algorithme de résolution doit alors prendre en compte des
matrices trés creuses dans une procédure d’assemblage sensiblement différente. D’autre part, la
convergence quadratique d’un schéma usuel comme 1’algorithme de NEWTON-RAPHSON n’est
plus constatée avec un modeéle d’endommagement fortement adoucissant.

PEGON & ANTHOINE (1997) proposent une méthode incrémentale sophistiquée pour surmon-
ter ces problémes. De maniére & éviter des évaluations trop nombreuses de la matrice tangente
constante de NEWTON-RAPHSON, ils utilisent une approche sécante. La matrice est actualisée
uniquement en début de pas de temps et est gardée constante durant les itérations. Le taux de
convergence de la méthode est accélérée par une méthode de recherche de direction®. Dans le cas
de modéle de comportement comportant un fort adoucissement, un contréle standard en force ou
en déplacement s’avére inadéquat. C’est pourquoi les auteurs étendent la méthode développée a
un controle en longueur d’arc (RIks, 1979). La mesure de la longueur d’arc usuelle, basée sur une
norme en déplacement est délaissée pour une norme sur le taux de déformation. Cette nouvelle
norme parait en effet plus adaptée aux problémes générant de la localisation de la déformation.

Un modéle d’endommagement brutal Pour terminer cette partie, évoquons briévement les
travaux de LUCIANO & SAcco (1997, 1998). Ces auteurs proposent une extension des travaux
de FRANCFORT & MARIGO (1993) en considérant un modele élastique fragile pour une cellule
de base identique & celle illustrée sur la figure 4.1.

Pour chaque segment de joint, ils considérent que le matériau est soit sain soit rompue et
conférent ainsi une valeur binaire & chaque joint représentant son état. En analysant, heuris-
tiquement, comment ’endommagement peut se propager dans la cellule, ils déduisent les lois

8. Pour une présentation détaillée des méthodes incrémentales, on renvoie le lecteur & 'ouvrage de CRISFIELD
(1991,1997).
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d’évolution mécaniquement acceptables pour cette cinématique. En postulant une surface seuil
controlant l’évolution de ’endommagement, ils mettent alors en évidence, grace a des essais
numériques de chargements radiaux, une surface de rupture macroscopique.

4.5.2 Milieux microfissurés pour I’endommagement et la rupture des maté-
riaux quasi-fragiles

Les travaux s’appuyant sur une analyse multi-échelle des matériaux quasi-fragiles sont nom-
breux. Cependant, le passage entre ’échelle microscopique et macroscopique n’est pas toujours
clairement identifié et effectué avec rigueur; il est effectué, le plus souvent, au moyen de méthodes
heuristiques difficiles & comparer entre elles.

Parmi les travaux ol les techniques d’homogénéisation sont employées en toute rigueur dans le
cadre de I’homogénéisation périodique, nous pouvons citer les travaux de SUQUET (1982, 1985a) ;
MARIGO et al. (1987) concernant les milieux micro-perforés et de ANDRIEUX et al. (1986) pour
les milieux micro-fissurés. Nous donnons un exemple de construction de lois de comportement
pour les matériaux quasi-fragiles s’appuyant sur ces principes.

4.5.2.a Application de la théorie de I’homogénéisation aux milieux micro-fissurés.

Dans les travaux de ANDRIEUX et al. (1986), les auteurs considérent une fissure -y rectiligne
de longueur 2q orientée par la normale m plongée dans un volume élémentaire représentatif
carré de coté [ constitué d’un matériau homogéne élastique isotrope. La cellule est illustrée a la
figure 4.10.

FIGURE 4.10 — Cellule de base affaiblie par une fissure

Ils considérent, dans un premier temps que le saut de déplacement sur les lévres de la fissure
respecte les conditions de SIGNORINI, soit :

onn<0, [ul.n>0 (o.nn)(ul.n)=0. (4.5.8)

En utilisant la méthode des modules effectifs, ou si I’on préfére, de HILL-MANDEL en contraintes,
et en remarquant que la contrainte normale est continue & l'interface, ils déduisent les relations
qui prolongent les notions de contraintes et les déformations macroscopiques pour un milieu

perforé:
o(z) = (o(x -1 o(x 5.
@) = (o) = pry [, o)y (159
(z) = L (u(z,y) u(x,y))s dy, (4.5.10)
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ol v est la normale sortante & V(x) et u est le champ de déplacement dans le volume V(). Les
grandeurs macroscopiques prennent en compte sans les séparer les déformations élastiques de la
matrice et les déformations dues au saut de déplacement sur la fissure.

Si ’on considére maintenant un mécanisme dissipatif sur les 1évres de la fissure représenté par
le frottement de COULOMB, 1’écriture d’une loi de comportement homogéne ne peut se faire sans
une approximation qui peut permettre la réduction du nombre des variables internes. En effet,
le champ de déplacements tangentiels sur les lévres de la fissure constitue le champ de variables
internes décrivant 1’état mécanique du systéme. Pour effectuer cette réduction, ANDRIEUX et al.
(1986) considérent que la fissure est de petite taille par rapport au volume, soit 2a < [. Ils
utilisent la solution élémentaire d’une fissure en milieu infini, soit:

uy = KyvVa? — 22, ur = KrvVa? — 22 (4.5.11)

Cette hypothése permet de réduire le nombre de variables internes & deux grandeurs « et
caractérisant les sauts de déplacements normaux et tangentiels & la fissure.

En considérant que le déplacement w, généré par la contrainte macroscopique o, peut étre
trouvé comme la superposition d’un déplacement élastique du matériau sain u® et d’un déplace-
ment provoqué par les discontinuités a la fissure uy, les relations suivantes peuvent étre établies :

& = () + (), () =0 (€)= ()"
o’ = (¢°)° + (¢, (af) =0, (6%)° = (o°) = C(")"%, (4.5.12)
1 1
(eo)f =a(n®t)s+ p(nn), a = m fl“+[uT] dy, B = m /P+[U'N] dy.

Maintenant que 1’état mécanique du matériau est complétement défini par la donnée d’un
déformation macroscopique, €’ et des deux variables internes « et 3, (ou de maniére équivalente
(€°)), ANDRIEUX et al. (1986) proposent d’écrire deux types de lois de comportement contrélant
I’évolution. Il serait trop long ici de les décrire en détail, mais nous donnerons tout de méme
leurs principales caractéristiques:

— Modéle a fissuration constante Grace & la décomposition de la déformation, une forme

naturelle pour I’énergie peut étre déduite:

W, (€)) = 508 (€~ ()) (€~ (€)) + 5KIE () & (), (45.13)
ou K est une constante qui est exprimeée, élémentairement, en fonction de la densité de
fissuration d = 4a?/I2. 1l est intéressant de remarquer, ce qui avait été déja évoqué au
§ 4.4.3.a, que I'énergie libre se divise en une partie élastique classique et une partie qui
correspond a I’énergie bloquée sous forme de contraintes résiduelles (6°)/ auto-équilibrées.
Les lois complémentaires se déduisent de I’étude du comportement de la fissure en fonction
de la déformation macroscopique €’. Le critére de fissure ouverte donne le domaine ou
I’évolution est réversible. On obtient alors:

1
K

B = %(NQ:Z)&O), avec N =CQ® (n®mn) (4.5.15)

& (T®EY, avec T=C®(nQt)s (4.5.14)

Lorsque le critére indique que la fissure est fermée, le matériau suit un loi élasto-plastique
non standard du fait du frottement de COULOMB. La fonction seuil de glissement s’exprime
alors par:

fe(€2,a) = (TR +uN®e® —Ka) (TR’ — pu N®@e® — Ka) (4.5.16)



4.5. Cas des magonneries & constituants dissipatifs quasi-fragiles 121

et la loi d’écoulement plastique par:

(€%)
(€%)
ou @ = %1 suivant le sens de glissement. Il est intéressant de noter que ’énergie d’auto-

contrainte emmagasinée dans la fissure provoque un écrouissage cinématique proportionnel
au glissement «.

=0, sife(e?a)<0

%[G(Té O 4 uNBO)(not)s, sife(eda)=0 (4.5.17)

f
f

— Modeéle d’endommagement par microfissuration Pour prendre en compte 1’évolution de la
microfissuration, la densité de fissuration d est ajoutée comme variable d’état. Un modele
d’endommagement scalaire est alors construit en suivant le cadre général proposé par MA-
RIGO (1981). On obtient alors un modéle capable de prendre en compte les deux sources
principales des phénoménes dissipatifs dans les géomatériaux, que sont ’endommagement
scalaire et la plasticité non associée.

Commentaires et applications aux macgonneries Ces modélisations permettent, avec un
faible nombre de paramétres, de rendre compte de maniére quantitative, du comportement des
géomateériaux quasi-fragiles jusqu’a la propagation stable des fissures comprise (asymeétrie trac-
tion compression, phase de serrage, hystérésis en début de charge élastique, déformation rési-
duelle sous confinement). Pour la propagation instable, les résultats sont simplement qualitatifs.
On comprend, en effet, qu’a partir d’un certain niveau de chargement, la plasticité de la matrice
et I'interaction entre les microfissures ne peuvent plus étre négligées. Nous verrons, dans la suite,
comment des méthodes, plus heuristiques, peuvent répondre a ces deux questions.

Il n’existe pas, & notre connaissance d’application rigoureuse de ces méthodes aux magonne-
ries. Dans le cas de magonnerie de blocage, ou comme le font remarquer LOTFI & SHING (1991)
pour des magonneries chainées et renforcées, leur application pourrait étre fructueuse et pourrait
contribuer & surmonter les difficultés rencontrées par ces auteurs (voir § 2.5.1).

Pour les appareils réguliers, il est clair que I'interaction entre les fissures, que ’on considérera
schématiquement comme étant localisées dans les joints, est grande. Peut-étre serait-il tout de
méme intéressant de reprendre ces méthodes dans le cadre de ’homogénéisation périodique mais
en conservant une cinématique réduite dans les joints? Ce travail prolongerait alors celui de
DE BUHAN & DE FELICE (1997) vers 'obtention de lois de comportement. Nous verrons, dans
la suite, que ALPA & MONETTO (1994) ont développé des modeéles dans cet esprit mais avec des
méthodes oll les passages micro-macro ne sont pas clairement identifiés.

4.5.2.b Meéthodes auto-cohérentes pour les milieux micro-fissurés

Nous avons déja cité les travaux précurseurs de BUDIANSKY & O’CONNELL (1976) concer-
nant les milieux microfissurés. Ils considérent que les caractéristiques du matériau peuvent étre
approchées au moyen des méthodes auto-cohérentes et de la résolution du probléme d’inclusion
d’ESHELBY (1957). Ils obtiennent alors un comportement homogénéisé dans I’hypothése que les
fissures sont aléatoirement distribuées, faiblement concentrées et qu’elles ne se propagent pas. Si
la procédure tient compte de l'interaction entre les micro-fissures, elle ne prend par contre pas
en compte leur refermeture et, par conséquent, le frottement & 1’interface.

KACHANOV (1982a,b) propose de tenir compte de la refermeture des fissures et du frottement
éventuel qui peut se produire sur leurs lévres. Il obtient alors une loi de comportement proche
de celle déduite rigoureusement par ANDRIEUX et al. (1986). Par contre, ces travaux ne tiennent
pas compte de l'interaction et de la croissance des fissures. HORII & NEMAT-NASSER (1983)
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étendent les travaux de KACHANOV pour tenir compte de 'interaction des fissures sur la base
des idées de BUDIANSKY & O’CONNELL (1976).

KAcHANOV (1992) signale, & propos de ces méthodes o l'interaction des fissures est prise en
compte par des schémas auto-cohérents de type (HILL, 1965b), qu’il viole, comme c’est le cas pour
les milieux élastoplastiques, des bornes rigoureuses, établies au moyen de principes variationnels.
Depuis ces remarques, de nombreux travaux ont essayé de mettre au point de nouvelles méthodes
respectant ces bornes. Citons, seulement, les plus récents (WANG et al., 2000 ; SHEN & Y1, 2000).

4.5.2.c Application de 'homogénéisation des milieux micro-fissurés aux maconne-
ries.

Une des rares applications de ces méthodes aux maconneries a été réalisée par ALPA &
MONETTO (1994). Ces auteurs considérent que le comportement macroscopique des magonneries
est le fruit de trois phénoménes dissipatifs microscopiques distincts. Pour cela, ils expriment la
déformation macroscopique €’ sous la forme suivante:

_ 1 & 1 <
60:01®UO+W;/F{([U]®ni)de+W;/;n([u](gnj)de (4.5.18)

ol sz sont les lieux géométriques des N micro-fissures orientées par n; présentes dans le volume
représentatif V(z) et, T'/* sont les lieux géométriques des M joints de mortier présents dans le
volume V(x). Le tenseur, C, est naturellement le tenseur des rigidités élastiques du matériau
sain.

L’équation générale de la déformation est alors spécialisée pour une magonnerie réguliére de
joints vifs, représentée a la figure 4.11. Elle conduit a la formulation suivante:

N

& =080+ () @n)s + 2([%} 2 en)s + %([ay] ®e,)s, ol [u]f = /Ff[u] 44.5.19)

FI1G. 1. (a) Small portions ¥~ of a body 4 containing microcracks and parts of large flaws ; (b) displacement
jumps at microcracks and flaws ; (c) portion A% " of a masonry wall.

FIGURE 4.11 — Plusieurs échelles de fissuration, d’aprés (ALPA & MONETTO, 1994)

Si Pon se référe aux travaux d’ANDRIEUX et al. (1986), on pourrait interpréter cette ap-
proximation par le choix d’un volume élémentaire représentatif correspondant & un élément de
la maconnerie. Sur les frontiéres de cet élément, on suppose que 1’on impose les déplacements
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moyens (@) et [@,] constants par faces et que dans le volume, NNV fissures sont présentes associées
aux champs de sauts de déplacements moyens [u]*.

Le terme correspondant aux microfissures présentes dans les éléments est exprimé grace a
une extension des travaux de HORII & NEMAT-NASSER (1983) pour des cas de chargements
tridimensionnels. Ceci constitue le premier phénomeéne dissipatif modélisé dans les éléments.

Pour les autres termes, modélisant les phénoménes dissipatifs dans les joints, deux mécanismes
sont considérés.

Le premier correspond & un écoulement plastique limité, illustré a la figure 4.12. Il est pris
en compte en modélisant la magonnerie comme un milieu élastique micro-fissuré affaibli par un
double réseau de joints verticaux périodiques. La technique utilisée est similaire & celle employée
par ANDRIEUX et al. (1986) a ceci prés qu'un facteur d’amplification des sauts de déplacements
est ajouté pour tenir compte des joints horizontaux. Ce nouveau paramétre est considéré comme
étant significatif du matériau et par 1a facile & mesurer expérimentalement.

- . _-_|additional
. /. |displacements

- - \— microcracks

- éing'fe'flaw in
. an elastic plate

FIG. 4. (a) Doubly periodic array of flaws simulating the staggered joints; (b) additional displacements
due to microcracks and to aligned joints.

FIGURE 4.12 - d’aprés (ALPA & MONETTO, 1994)

Le second mécanisme correspond & un écoulement plastique illimité qui met en jeu plusieurs
joints & la fois horizontaux et verticaux. Quatre mécanismes d’écoulement sont étudiés; ils sont
illustrés & la figure 4.13. Le premier correspond & un mécanisme d’ouverture pur des joints
horizontaux et le second & un mécanisme de glissement pur. Pour les derniers, on méle l'ouverture
d’un réseau de joints donnés au glissement du réseau orthogonal.

Chacun de ces mécanismes est analysé de fagon & part entiére et fournit une surface de
plasticité macroscopique & la maniére dont ANDRIEUX et al. (1986) et DE BUHAN & DE FELICE
(1997) opérent. Ils donnent enfin ’évolution globale de la magonnerie en considérant les différents
potentiels. Si les résultats obtenus sont tres élégants et semblent concorder avec des résultats a la
fois expérimentaux et analytiques, il est dur de juger de leur valeur par rapport & des techniques
d’homogénéisation classiques.
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4.6 Conclusion sur I’homogénéisation des magonneries

Les conclusions sur ’application des méthodes d’homogénéisation des magonneries peuvent

se scinder en deux groupes:

— Pour le blocage, ou les appareils trés irréguliers, les méthodes de bornes peuvent trés bien
fonctionner. Le matériau profite, en effet d’une isotropie relative qui permet de réaliser de
bonnes approximations de son comportement, aussi bien dans un cadre linéaire que non
linéaire. Les méthodes d’homogénéisation des milieux micro-fissurés peuvent aussi fournir
de bons résultats sur ces matériaux.

— Pour les appareils réguliers, I’estimation d’un matériau homogéne équivalent dans un cadre
élastique linéaire est aujourd’hui maitrisée. Dans un cadre non linéaire, le probléme est
encore d’actualité. Les comportements mis en jeu rendent difficiles les démarches d’homo-
généisation. Cependant lorsque la maconnerie est considérée comme un milieu micro-fissuré
— En est-ce vraiment un? —, les approches propres aux matériaux quasi-fragiles semblent
offrir des perspectives intéressantes.

D’une maniére générale, dans un cadre non linéaire, les méthodes qui ont été utilisées sont
souvent approximatives et mal justifiées. Il semble qu’un gros effort soit encore & faire pour ob-
tenir des matériaux homogénéisés satisfaisants. On a donné quelques alternatives possibles pour
I’homogénéisation des magonneries & constituants dissipatifs. Les nouvelles bornes qui ont été
dégagées ces derniéres années par les spécialistes du domaine pourraient fournir de meilleures
approximations. De nombreux travaux sur les maconneries s’efforcent de promulguer des lois
homogénéisées analytiques pour les magonneries. Il semble aujourd’hui que des méthodes numé-
riques plus rigoureuses aient fait leur preuve. Ces alternatives n’ont pas été explorées plus avant
dans ce travail faute de temps. Il est pourtant str qu’elles auraient fait un sujet de recherche
consistant.

Enfin, une conclusion plus générale quant & l'application de 'homogénéisation aux magon-
neries est la suivante. Comme nous déja souligné a plusieurs reprises, le caractére adoucissant et
non associé des lois de comportements des maconneries fait apparaitre de nombreux problémes
liés & la localisation de la déformation. Ce phénoméne de localisation est t-il vraiment compatible
avec la notion de matériau homogéne équivalent? Il y a tout lieu de penser que non, et que la
recherche d’un tel matériau est vaine dés lors que des processus de localisation entrent en jeu.






Conclusions et perspectives

Sans rappeler en détail les conclusions des chapitres précédents, il nous semble tout de méme
bon, pour conclure cette premiére partie, de donner les principaux enseignements que nous pou-
vons tirer de ce tour d’horizon des modélisations des magonneries :

0 Deux comportements principaux, intimement couplés, sont attribués aux magcgonneries.

— Le premier de ces comportements est un endommagement fragile plus ou moins pro-
gressif. Pour les joints vifs ou les joints de mortier anciens, cet endommagement se
traduit par une rupture fragile des joints qui ont une faible tenue & la traction. Pour les
joints traditionnels, la cohésion élastique du matériau sain est dégradé plus progres-
sivement dans une phase de propagation stable des microfissures. Dans une seconde
phase, la propagation devient instable et conduisant & la rupture.

— Le second comportement est une plasticité non associée. Elle est bien représentée
par un frottement de COULOMB pour les joints vifs et les mortier anciens. Pour les
mortiers cohésifs, une résistance supplémentaire au seuil de frottement doit étre prise
en compte ainsi qu'une éventuelle dilatance.

0 La localisation de la déformation, ou tout sa concentration, est la principale conséquence
du caractére adoucissant et non associé des deux comportements qui viennent d’étre cités.
Elle se produit principalement dans les joints qui ont d’une maniére générale une tenue
mécanique plus faible. Elle conduit rapidement & des phénoménes de rupture, ou si 'on
préfére de séparation de la matiére, qui remettent en cause le caractére continu du matériau.
O Le caractére fortement hétérogéne des maconneries, ainsi que la structure microscopique,
anisotrope voire cristalline est le dernier point qui caractérise les magonneries. Il se traduit
par une forte anisotropie et influe grandement sur le comportement non linéaire macrosco-
pique.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que les modélisations macroscopiques des magonneries
peinent & prendre en compte les phénomeénes liés & la localisation ainsi que le caractére hétéro-
géne et cristallin des magonneries. Les modélisations micromécaniques, présentées au chapitre 3
s’attachent quant & elles & décrire explicitement les hétérogénéités et leurs structures explicite-
ment. Toutefois, lorsque 'accent st mis sur la rupture et I’aspect discret des structures magonnées
fissurées, cela se fait, le plus souvent au prix d’une simplification drastique des comportements.
Un second inconvénient majeur d’une modélisation micromécanique discret est son cott. En ef-
fet, une description géométrique et mécanique des édifices monumentaux, élément par élément,
est rapidement prohibitive. Pour cela, les modélisations présentées au chapitre 4 s’appuient sur
une analyse multi-échelle afin de fournir un matériau homogéne équivalent basé sur des considé-
rations micromécaniques fortes. Si ces méthodes arrivent & décrire le comportement linéaire des
magonneries et, non sans quelques difficultés, le comportement « faiblement » non linéaire, elles
buttent sur les phénomeénes de localisation conduisant & la rupture.

Une voie raisonnable consiste a envisager un découpage des structures suivant la sollicita-
tion mécanique qu’elles subissent. Pour les parties faiblement sollicitées, I’emploi de méthodes
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d’homogénéisation performantes semble étre la solution. Pour les parties fortement sollicitées,
un modéle micromécanique discret semble plus adapté a traiter les phénoménes de rupture et
de ruine. Ce découpage peut étre le fruit de 'oeil expert d’un ingénieur mais il peut aussi étre
inhérent & la méthode de modélisation choisie. Dans cet esprit, I’application de la méthode de
« Quasi-continnum » initiée par TADMOR et al. (1996a,b) pourrait fournir une solution trés pro-
metteuse.

Sur ces enseignements, le travail exposé dans la seconde partie cherchera & construire un
modéle micromécanique discret laissant pour le moment les aspects « analyse multi-échelle ». Ce
modéle se concentrera sur les points suivants:

0 La formulation de modéles d’interfaces, basés sur la condition de SIGNORINI et le frotte-
ment de COULOMB, et enrichie par la prise en compte de la cohésion et de son caractére
endommageable. Nous avons, en effet, noté que ’ensemble des modéles d’interfaces était
basés sur des lois de comportements élasto-plastiques.

0 La prise en compte et la maitrise du caractére unilatéral des interfaces. Cet aspect du
comportement des joints induit, en effet, de nombreux problémes quant & la régularité des
solutions. Le probléme est souvent contourné en, régularisant les lois; nous essaierons de
I’aborder de front.

U L’acquisition des données aussi bien géométriques que matérielles. Cet aspect est peu dis-
cuté dans les travaux de modélisation. Les structures envisagées sont le plus souvent trés
simples. Une représentation, géométrique et mécanique correcte des magonneries, ou plus
généralement des structures magonnées, est pourtant indispensable.



Deuxiéme partie

Une modélisation micromécanique
discréte des maconneries
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Préambule

Cette partie est consacrée a la formulation et & la résolution numérique d’un modéle mi-
cromécanique discret dédié aux structures en appareillage de blocs. Le choix d’une nouvelle
modélisation de ce type est motivé par les considérations suivantes:

0 La prise en compte du caractére hétérogéne des magonneries semble indispensable. Comme
nous 'avons dit tout au long de la premieére partie, la microstructure des appareils joue un
role prépondérant dans leur réponse mécanique globale.

O Les appareils de joints vifs, ainsi que les mortiers anciens, ont une trés faible tenue a la trac-
tion. Les phénoménes inélastiques concentrés, en premiére analyse, dans le joint conduisent
irrémédiablement & la formation de fissures. L’aspect discret de la modélisation, ou si l'on
préfére, discontinu, permet de représenter la séparation de la matiére qu’impliquent ces
ruptures. Une représentation discréte est indissociable de la notion méme de matériau
divisé.

0 Les appareils de joints de mortier jouissent d’une cohésion supplémentaire, qui modifie le
comportement réversible du matériau sain — résistance & la traction, flexibilité, etc...Deux
phénomeénes inélastiques caractérisent la réponse inélastique de l'appareil. Il s’agit de la
plasticité non associée et 'endommagement fragile. Ils conduisent & la localisation de la
déformation dans les joints impliquant, & terme, la rupture de la matiére. Aprés la phase
de dégradation du matériau, 1’aspect discret est une nouvelle fois & prendre en compte.

Ce travail s’est articulé en deux phases : une premiére phase de modélisation — représentation
et formulation du modéle —, et une phase de résolution — discrétisation et application.

L’aspect discret implique une représentation des magonneries comme une collection de corps
interconnectés par des liaisons. Nous considérerons que le joint est d’épaisseur faible devant les
éléments. Les liaisons, qui matérialiseront les joints d’'un point de vue mécanique, relieront les
éléments traités comme des corps rigides ou déformables.

La formulation du modéle empruntera des concepts issus & la fois de la Mécanique des Milieux
Continus et de la Mécanique Rationnelle. Sans tenter d’homogénéiser les approches, elle essaiera
simplement de s’inspirer de notions fondamentales comme la Thermodynamique des Processus
Irréversibles pour ’écriture des lois de comportement, ou la Mécanique Analytique des liaisons
unilatérales, ntions, pour lesquelles I’Analyse Convexe joue une role essentiel.
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Entrons dans le détail des comportements, qui vont étre formulés et résolus:

0 Le comportement basique des liaisons rend compte du caractére unilatéral des joints par la
condition de SIGNORINI — impénétrabilité de la matiére, résistance nulle a la traction—,
et du frottement de CouLOMB. Ces deux lois sont non réguliéres. Elles impliquent sur les
grandeurs cinématiques telle que la vitesse, des discontinuités. L’accélération, ainsi que les
efforts de liaisons, ne sont plus des fonctions bornées du temps; ils doivent étre considérés
comme des distributions singuliéres. Pour les modéliser et les résoudre, il sera fait appel
aux concepts afférents & la Mécanique Non Réguliére.

0 Les liaisons entre les éléments doivent rendre compte de la cohésion éventuelle, de I'en-
dommagement et de la plasticité non associée des joints de mortier. Ces comportements
sont pris en compte, a la fois dans la formulation et dans la résolution, en enrichissant le
comportement basique précité. Un modeéle d’endommagement brutal (rupture fragile) et
un modele d’endommagement progressif intimenent couplé au frottement de COULOMB et
au contact unilatéral seront proposés.

La résolution numérique de ces comportements s’appuiera sur une formulation dynamique
et sur une procédure de discrétisation/approximation pertinente, capable d’appréhender les pro-
blémes non réguliers. A cet effet, la méthode NSCD servira de support et sera adaptée aux
spécificités des maconneries. En particulier, la dynamique sera aussi nécessaire & surmonter les
problémes liés a ’adoucissement présent dans le comportement des joints.

Enfin, cette représentation et cette formulation théoriques ne sont utiles que si elles sont
appliquées. Pour les édifices monumentaux, ’application d’une modélisation mécanique nécessite
la connaissance de la géométrie de la structure ainsi que des matériaux utilisés. Au dela de
ces informations techniques, il est nécessaire d’en savoir plus sur I’histoire de la construction.
Dans les faits, une représentation architecturale et archéologique du bati est indispensable & la
modélisation mécanique des édifices monumentaux. Nous verrons comment ces éléments ont été
pris en compte, dans le cadre d’une collaboration transdisplinaire.



CHAPITRE 5

Equations constitutives du modéle
micromécanique discret

000

‘objet de ce chapitre concerne la représentation et la formulation d’un mo-

déle micromécanique discret pour les maconneries. Comme souvent, dans
un travail de modélisation, 'effort a consisté a rassembler et a rendre
cohérent le matériel nécessaire & la construction du modéle. L’hypothése
fondamentale qui sous-tend ces travaux suppose que la magonnerie en appareillage
de blocs peut étre représentée par une collection de corps interconnectés par des
liaisons. Dans cet esprit, on rappellera briévement le cadre de la Mécanique et de la
Thermodynamique des Milieux Continus, qui nous servira de guide pour la construc-
tion des modéles de comportement. Ensuite, on concentrera notre attention sur le
contact unilatéral et sur le frottement, qui fourniront 1’assise a tous nos modéles de
comportement des liaisons. Enfin, des modéles tenant compte de la cohésion seront
présentés.

000
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Nous l'avons déja dit, notre intérét portera sur des collections de corps rigides ou déformables,
liés entre eux par des liaisons unilatérales. Les outils, qui nous servirons & appréhender ces sys-
témes multi-corps sont empruntés a la Mécanique Analytique et & la Mécanique Non Réguliére.
En suivant, les travaux de JEAN JACQUES MOREAU, le traitement des liaisons unilatérales se
fera dans un cadre dynamique au moyen de vitesses appartenant a I’ensemble des fonctions & va-
riations bornées et de mesures différentielles se substituant & la notion élémentaire d’accélération
(§ 5.2).

Si les lois gouvernant les liaisons unilatérales usuelles (condition de SIGNORINI et frottement
de COULOMB (§ 5.2.3 et § 5.2.4)) semblent bien adaptées aux appareils de joints-vifs, la cohésion
éventuelle des joints de mortier nous oblige & tenir compte d’une résistance & la traction non
négligeable. L’écriture de nouvelles lois d’interfaces se fera dans le cadre désormais traditionnel de
la Mécanique des Milieux Continus rappelé briévement au § 5.1. Ces modéles de zones cohésives
seront choisies pour représenter les comportements suivants :

O une cohésion de la matiere, éventuellement élastique (§ 5.3.2),

00 un endommagement brutal (rupture fragile § 5.3.3) ou progressif de cette cohésion (§ 5.3.4)
couplé a,

0 une plasticité non associée de type frottement de COULOMB.

Nous verrons une fois encore que ces modéles s’inscrivent naturellement dans un cadre dynamique,
qui leur évite les problémes de perte d’objectivité de la réponse numérique (§ 5.3.6).

La contribution de ’auteur apparait tout au long de ce chapitre en filigrane. Naturellement, il
ne prétend pas a la construction d’un modéle ez nihilo. Le travail a consisté a rassembler, adapter
et justifier les divers approches et modéles, qui lui semblent pertinents pour les maconneries afin
de fournir une modélisation cohérente.

5.1 Eléments de mécanique des milieux continus déformables

Afin de préciser le cadre dans lequel les équations fondamentales sont écrites, nous proposons
de donner quelques éléments de mécaniques de milieux continus. Le lecteur averti pourra passer
ce paragraphe.

Nous tenons & faire ces quelques rappels pour montrer notre volonté de considérer pleine-
ment les fondements de la mécanique des milieux continus, bien que les structures maconnées
soient envisagées de facon discréte. Pour chaque corps continu, constituant la structure discréte,
on souhaite pouvoir faire appel au cadre thermodynamique rigoureux de ’écriture des lois de
comportement. De méme, pour les interfaces, le développement des modéles ainsi que la réflexion
qui est menée sur leur écriture, sera emprunte des idées fondamentales de la thermodynamique
des milieux continus. Ce sera particuliérement vrai pour les modéles tenant compte de ’adhésion
(voir § 5.3).

Quelques rappels de cinématique des milieux continus seront faits dans le paragraphe 5.1.1.
Ils ont pour principal objectif d’engager une discussion sur une cinématique pertinente pour les
systémes discrets composés de corps déformables .

La suite de ce paragraphe est largement inspirée des travaux suivants :(MOREAU, 1974 ; HAL-
PHEN & NGUYEN, 1975 ; SUQUET, 1982 ; GERMAIN et al., 1983a ; MAUGIN, 1992 ; DEBORDES,
1996) et du cours de PIERRE SUQUET (1997), qui m’a éclairé et qui a été, pour moi, le début
d’un parcours initiatique.
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5.1.1 Cinématique des milieux continus déformables

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la description du mouvement indépendamment
de ses causes. Cette présentation a deux objectifs majeurs. 11 s’agit tout d’abord de fixer les
notations et le formalisme qui seront adoptés dans les parties suivantes. Le deuxiéme objectif,
justifiant peut-étre la présentation de la cinématique classique des milieux continus rigides et
déformables, est d’engager une discussion sur le choix d’une cinématique pour les systémes multi-
corps déformables susceptibles de subir de grandes rotations mais de petites déformations.

5.1.1.a Configuration, déplacement, vitesse

Considérons un milieu continu M, i.e, un milieu continu de particules matérielles non isolées.
A tout instant ¢ € [0, T, on appelle la configuration Q' la partie de IR? occupée par les particules
constituants M. On note Q! I'intérieur de cet ensemble et T sa frontiére. La configuration a
Pinstant initial 0° sera appelée la configuration de référence.

Définissons un repére attaché & la configuration de référence que nous nommerons repére de
référence définie par trois axes orthogonaux Xi1,Xs et X3 munis de leurs vecteurs unitaires
E,,E5 et E3 et son origine O. Les particules matérielles seront désignées par leur position, X,
dans ce repére:

X=[Xi Xo Xs]y,

On définit maintenant la fonction position x par:

=X1Ey+ X9FEs + X3E;3. (511)

x: 2 x[0,7] — R?, (5.1.2)
(X,1) — z = x(X,1).

Cette fonction fournit & l'instant ¢ la position de la particule de M qui occupait la position X
a l'instant initial. Cette position est repérée & l'instant ¢ par ses composantes :

r = [321 9 SCg]{El} = SClEQ + .’L‘2E2 + 123E3. (513)

Par abus de notation, la fonction position est souvent confondue avec la fonction transformation.
On appelle fonction déplacement w la fonction définie par rapport & la configuration de
référence suivante :

uw: Q2 — R3 (5.1.4)
X —u(X,t) = x(X,t) - X.

Description lagrangienne et description eulérienne. On parle pour X de variables la-
grangiennes ou variables matérielles, ou encore inertielles. C’est le point de vue courant en
mécanique du solide, ou il est a priori facile de suivre une particule dans son mouvement. La
configuration de référence est alors privilégiée pour I’étude du mouvement. Lorsque les diverses
grandeurs décrivant un systéme mécaniques sont exprimées par rapport & la configuration de
référence en suivant les particules dans leur mouvement, on parle de description lagrangienne.
Les variables indépendantes sont donc les composantes de X, qui dépendent elles-mémes du
temps, t.
La vitesse se définit de la maniére suivante en description lagrangienne:
dx(X, )

V(X 1) == (5.1.5)
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L’accélération se définit deés lors de la facon suivante:

?x(X,t)
-
Lorsque 'on souhaite que la description soit indépendante d’une configuration de référence

et que 'on étudie les champs mécaniques en un point donné par @, on utilise une description

eulérienne basée sur les variables indépendantes, x et ¢, dites variables eulériennes ou encore
géométriques ou spatiales. La configuration actuelle est alors privilégiée et toute la cinématique
de la transformation est décrite par la vitesse eulérienne :

ox
ot
L’accélération eulérienne doit tenir compte de l’indépendance des variables de description et
conduit & la formulation suivante:

I'(X,t) = (5.1.6)

v(xz,t) = (5.1.7)

~(x,t) = W + Vev(z, t) Qu(a, t). (5.1.8)

Bien sur, ces deux descriptions sont équivalentes pour peu que 1’on puisse définir une confi-
guration de référence. Pour résumer, la description lagrangienne, qui suit une particule dans
son mouvement & partir de sa configuration de référence est particuliérement bien adaptée aux
problémes de mécanique des solides. C’est une description en trajectoires. La description eulé-
rienne, quant & elle, décrit les particules qui passe en un point géométrique donné au cours du
temps. C’est une description en lignes de courant particuliérement bien adaptée aux problémes
de mécanique des fluides.

5.1.1.b Mesures de déformations

Cas linéaire Soit L une application linéaire de IR?® dans IR?, muni d’un produit scalaire (.,.),
L est une isométrie si elle conserve les longueurs et les angles soit :

VWV, W (L(V),L(W)) =(V,W). (5.1.9)

Si la transformation est un mouvement de solide rigide, L est une isométrie. Ceci constitue
d’ailleurs une définition possible d’un mouvement de solide rigide linéarisé.

Si L est différent d’une isométrie, la mesure de déformation naturelle est la variation d’angle
et de longueur engendrée par L :

BV, W) = L [{L(V), L(W)) — (V,W)], (5.1.10)

ol E est donc une forme quadratique sur IR. Le produit scalaire (V, W) est la métrique initiale
et (L(V'), L(W)) est la métrique transportée par L. Si L est une isométrie, la mesure de défor-
mations E est identiquement nulle, ce qui parait naturel pour une mouvement de solide rigide.
Avec un produit scalaire euclidien, la déformation peut alors s’écrire:

1
E=3("LL-1), (5.1.11)

ol 1 est le tenseur identité.
Le tenseur E définit le tenseur de déformation de GREEN-LAGRANGE et C = "LL le
tenseur de CAUCHY-GREEN droit ou de dilatations.
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Cas non linéaire L’application transformation y n’est généralement pas linéaire. On considére
alors 'application linéaire tangente obtenue par développement de Taylor de x autour de x(Xy) :

& = x(X,) + x(Xo) + Vxx(Xo)(X — Xo) + o(| X — Xo[*). (5.1.12)

La déformation est alors une notion purement locale. Dans la théorie du premier gradient, on se
limite & un développement au premier ordre de la transformation :

x =x+ L(V), (5.1.13)
avec L =Vxx(Xo) = Dx(X)y)- (5.1.14)

On obtient alors une application linéaire de 1’espace tangent a Q2 en X o dans l'espace tangent
3 O en x. Cette application permet de définir une déformation basée sur la métrique d’un
espace vectoriel. Cette application linéaire est usuellement noté F' et représente le gradient de
déformations :

0 oxr
F(X,1) = Vxx(X,1) = 52 (X, 1) = 5. (5.1.15)
Le tenseur de GREEN-LAGRANGE se définit naturellement par:
1
E = 5(FTF —1). (5.1.16)

Si l'on choisit V = F~ v et W = F~'w pour exprimer le transport de la métrique, on obtient
le tenseur d’EULER-ALMANSI: )
A=o(1- (FTFT)™). (5.1.17)

A travers cette opération, on peut constater que le gradient de transformation F est I’applica-
tion qui nous permet de passer de la métrique initiale a la métrique transportée. Cette propriété
est d’'un grand intérét pour le passage des expressions lagrangiennes aux expressions eulériennes.
L’opération V = F'v nous donne en effet une expression eulérienne du vecteur.

Le tenseur FTFT est le tenseur de CAUCHY-GREEN gauche. Le tenseur d’EULER ALMANSI
n’est pas, malgré sa dénomination, un tenseur purement eulérien car il fait intervenir y et donc
la connaissance de la configuration de référence. Pour une description purement eulérienne du
mouvement, indépendante d’une configuration de référence, une formulation en vitesses du mou-
vement et des déformations se révéle indispensable.

Cas des transformations infinitésimales Grace a la définition de la fonction déplacement,
T = X(Xat) + U(X,t),

le tenseur gradient de transformation F' et le tenseur de GREEN-LAGRANGE E s’expriment de
la maniére suivante :

F = VXx(X,t) =1+ Vxu, (5.1.18)
1 1
E = E(FTF —1) =5 (Vxu+ Viu + ViuVxu). (5.1.19)

Explicitons maintenant I’hypothése des petites perturbations:
— hypothése de petits déplacements u(X,t) < [. La longueur de référence [ est une dimen-

. fe s N - o oL
sion caractéristique du systéme. La configuration de référence 2~ est alors confondue avec
la configuration actuelle Q°;
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— hypotheése de petites déformations |V xu| <& 1.
Suite & ces hypothéses, on obtient alors une mesure de déformation linéaire par rapport a w :

Exe=(Vxu+Viu) = (Viu), (5.1.20)

ol V?¢ est la partie symétrique du gradient.

Décomposition polaire du gradient de transformation ! Comme tout tenseur du second
ordre, F' admet une décomposition polaire unique & droite ou a gauche qui peut s’exprimer de
la sorte:

F=RU =UR. (5.1.21)

Les tenseurs U et R se déduisent & partir de F' de la sorte:
U?=F'F, V?=FFT. (5.1.22)

Les tenseurs U et V possédent les mémes valeurs propres et si w est un vecteur propre de U alors
v = Ru est un vecteur propre de V. La déformation locale F' est alors mesurée comme la com-
position d’une transformation rigide locale R qui est une rotation pure et d’une transformation
locale U ou V mesurant la déformation du milieu.

Tenseur des vitesses de déformations Comme on ’a déja évoqué, une description purement
eulérienne de la transformation se fait naturellement en termes de vitesses. Les deux descriptions
peuvent étre reliées de la maniére suivante:

de dx(X,t))

v(z,t) = — = ——"—= =V (X,1). 5.1.23
Cette relation conduit & une équivalence entre le gradient de transformation lagrangien et le

gradient des vitesses eulériennes: _

Vaev(z,t) = FF' (5.1.24)

Une fois de plus, si Pon choisit V' = F~lv pour exprimer la transformation de la métrique,
on obtient une mesure des vitesses de déformations en description lagrangienne de la maniére
suivante :

E(V,W)= %TV(TFF +TFF)W. (5.1.25)

On peut déduire alors une version purement eulérienne de la mesure de déformation:
D(v,w) = E(V,W)=EF 'v,F 'w), (5.1.26)
= %TU(T(FF*I) + FF Hw. (5.1.27)

On définit alors naturellement D comme le tenseur des vitesses de déformations purement
eulérien :

D(v) = %(Tvmv(w,t) + Vau(x,1)) = Vio(a, t). (5.1.28)

1. De nombreux autres systémes de mesure de déformation ont été proposés, privilégiant différentes approches
suivant le type de problémes. Le but, dans ce texte, n’étant pas de faire une liste exhaustive de ses mesures, on se
contentera de donner un type particulier de mesure issue de la décomposition polaire de F'. Cette décomposition
sera utile par la suite, lorsque ’on discutera de transformation de solide rigide et de repére matériel attaché & un
solide déformable
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5.1.1.c Discussion sur le choix d’une cinématique

Lorsque l’on envisage de décrire une cinématique du solide déformable, on est confronté a
deux grandes écoles que sont la mécanique des milieux continus et la mécanique analytique des
systémes lagrangiens. Nous allons essayer de discuter briévement les motivations qui poussent
ces deux écoles & proposer des formulations souvent bien différentes et essayer d’en tirer les
enseignements afin de dégager une cinématique pertinente pour les systémes discrets composés

d’une collection de déformables.

Cinématique et mécanique des milieux continus. En ce qui concerne la mécanique des
milieux continus, le caractére déformable du corps est généralement mis largement en avant. La
cinématique est décrite par des variables le plus souvent dans un cadre purement lagrangien, en
rapport a une configuration de référence supposée connue. La mesure des déformations s’appuie
le plus souvent sur le gradient de déformations, F', entre un état de référence et un état déformé.
Particularisons maintenant les formulations les plus couramment rencontrées.

Si 'hypothése des petites perturbations est faite, le cadre lagrangien est souverain et ’on
confond la configuration déformée avec la configuration de référence.

Lorsque de grandes transformations sont considérées, plusieurs formulations sont suggérées.
Une formulation lagrangienne totale, basée sur une mesure des déformations donnée par le tenseur
de GREEN-LAGRANGE FE peut étre utilisée pour tenir compte des grands déplacements engendrés
par ces grandes transformations. Cette méthode est particuliérement adaptée aux problémes ou
cohabitent des grandes rotations avec de faibles déformations du solides. On parle pour ce type
de probléme de grandes transformations géométriques, a l'opposé des grandes transformation
matérielles rencontrées pour grandes déformations du solide. En effet, une des difficultés de cette
méthode en grandes déformations est 1’écriture des lois de comportement dans le cadre purement
lagrangien, c’est & dire & partir de la configuration de référence.

Pour palier & ce probléme, les formulations lagrangiennes incrémentales ol la configuration de
référence est mise a jour au fur & mesure de la transformation, sont parfois proposées. En prenant
garde de respecter I’hypothése des transformations infinitésimales entre deux mises & jour, on
réalise alors une linéarisation de la cinématique du corps permettant de décrire de maniére
incrémentales les grands déplacements. L’inconvénient majeur de ce type de formulation réside
dans le fait qu’un mouvement de solide rigide ne produit pas un état de déformations nulles. En
outre, l'inertie de solide rigide d’un corps n’est pas respectée en cas de transformation rigide.

Enfin pour ce qui concerne la mécanique des milieux continus, une derniére classe de formula-
tion est souvent proposée s’appuyant sur une écriture des théorémes des puissances virtuelles & la
fois en variables lagrangiennes et eulériennes. Comme nous ’avons évoqué auparavant, 1’écriture
des lois de comportement en grandes transformations posent de sérieux problémes en formulation
lagrangienne totale. En effet, il est trés dur de faire respecter le principe fondamentale d’objec-
tivité pour des matériaux fortement non-linéaires en grandes déformations. Pour contourner ce
probléme, on préfére écrire la loi de comportement du matériau dans un repére attaché & la
matiére, fourni par une décomposition polaire du gradient de transformation.

Cinématique et mécanique analytique Une deuxiéme école est celle de la mécanique ana-
lytique. Dans ce cas, on s’attache avant tout & décrire la cinématique du solide déformable en
se reposant sur la cinématique du solide rigide. On fait apparaitre dans ce cas explicitement la
notion de transformation rigide et, en particulier, la présence de rotations rigides inhérentes & la
transformation.
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Les systémes mécaniques considérés sont traditionnellement des systémes lagrangiens ou les
configurations possibles du systéme peuvent étre représentées par ensemble fini de variable consti-
tuant le paramétrage. L’ensemble des configurations permises par le systéme ne posséde généra-
lement pas de structure vectoriel. On s’y rameéne le plus souvent en se placant sous I’hypothése
des petites perturbations et en effectuant un calcul de variations de 1’énergie mécanique d’un sys-
téme conservatif. On considére alors ’espace vectoriel tangent des déplacements infinitésimaux
en statique ou celui des vitesses dans le cas de la dynamique. Les équations de LAGRANGE,
obtenues ainsi & partir du principe de D’ ALEMBERT, fournissent alors les équations linéarisées
du mouvement.

D’une maniére générale, la notion de déformabilité du systéme est une notion secondaire, qui
intervient soit au moyen d’une énergie potentielle élastique dans le principe de D’ ALEMBERT,
soit par la donnée d’une force généralisée des efforts intérieurs dans les équations de LAGRANGE.

Une cinématique intermédiaire Ces derniéres années des approches mixtes ont été propo-
sées pour la cinématique de corps déformables encourant des rotations finies. La littérature sur
ce sujet est vaste. Deux approches principales peuvent étre dégagées.

La premiére est issue de la mécanique des systémes multi-corps? Ces systémes ont la par-
ticularité de subir de grandes rotations mais de petites déformations. Aprés avoir longtemps
considérer ces systémes comme des collections de solides rigides reliés entre eux par des liaisons
le plus souvent bilatérales, le formalisme, basé sur la mécanique analytique a été adapté pour
tenir compte de faibles déformations élastiques. Citons les travaux de SHABANA (1998) ; BAu-
CHAU et al. (1995) ; PEDERSEN & PEDERSEN (1998) pour les systémes multi-corps élastiques
et CARDONA & GERADIN (1992, 1993) ; CARDONA (1995) ; GERADIN & CARDONA (2001)
pour 'analyse des systémes faiblement déformables mais subissant de grandes rotations comme
les engrenages ou les structures déployables.

L’autre classe de travaux est issue de la mécanique des milieux continus en grandes trans-
formations. Partant de la décomposition polaire du gradient de déformations, la transformation
est décomposée en une rotation pure finie puis d’une déformation elle-méme finie. C’est pour les
structures élancées comme les poutres (SiM0O, 1985 ; SiMO & VU Quoc, 1986 ; CARDONA &
GERADIN, 1998), les plaques et les coques (SIMO et al., 1989 ; SHABANA & CHRISTENSEN, 1997)
que les premiéres applications ont été proposées. La définition de repére matériel est en effet assez
naturel dans ce type de structures du fait de I’existence de structures rigides subissant de grandes
rotations, comme les sections d’une poutre ou les normales aux feuillet moyen dans une coque.
En ce qui concerne les solides volumiques, la définition d’'un repére matériel en grandes trans-
formations est plus ardue. Dans le cadre de modélisations éléments finis, CRISFIELD & MOITA
(1996) et MoOITA & CRISFIELD (1996) propose d’associer de maniére heuristique une rotation
finie & chaque élément de la discrétisation. IBRAHIMBEGOVIC (1995) propose une formulation
variationnelle rigoureuse de l’évolution des solides tridimensionnels en grandes déformations et
rotations finies. Ces approches sont souvent réunies sous le terme de formulation co-rotationnelle.

La principale différence entre ces deux approches est la nature du champ de rotations finies
introduit dans la cinématique. Dans le premier cas, le champ est discret et il est attaché & chaque
corps faiblement déformable. C’est méme cette hypothése de petites déformations qui permet de
le définir de maniére unique. Dans le second cas, il s’agit d’'un champ de rotations continues
défini en chaque point de la matiére.

2. Peut étre plus connue sous son acronyme anglais « Multibody systems » dont des exemples classiques sont
les systémes articulées et des mécanismes.
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Application aux milieux discrets Nous verrons dans la suite que la modélisation proposée
considére que les magonneries comme une collection des solides faiblement déformables reliées
entre eux par des conditions unilatérales. Il semble donc intéressant de fournir une cinématique
capable de décrire a la fois les mouvements de solides rigides qui peuvent étre occasionnés par
les mécanismes de ruine et le caractére déformable de chaque éléments.

Si I’hypothése des petites déformations est faite pour chacun des corps de la structure, il peut
étre intéressant de définir une cinématique s’appuyant sur une champ de déplacements de solides
rigides pour chaque auquel on adjoint un champ de déplacement correspondant & un déformation
pure.

5.1.2 Equations de conservation
5.1.2.a Géneralités sur les équations de conservation

Introduisons dans cette partie quelques résultats classiques relatifs & la conservation d'une
grandeur mécanique. Soit F une grandeur lagrangienne désignée par F(X,t), sa conservation
au cours du temps s’exprime par:

dF(X,t)
dt
Si F est une grandeur eulérienne, soit F(x,t) = F(x(X,t),t) sa conservation au cours du temps
s’exprime par :

= 0. (5.1.29)

dF(z,t) OF(x,t) ox(X,t)
a ot ot
Traditionnellement, cette dérivée est appelée dérivée particulaire ou convective. Pour éviter toute
ambiguité, on la notera dans la suite de la maniére suivante:

+ Vo F(w,t). = 0. (5.1.30)

DF(x,t) OF(x,t) ox(X,t)
D = o + Vo F(x,t). ETEE
F(x,t
= % + Ve F(z,t).v(x,t).
Si F est une grandeur intégrale sur un élément de volume €2(¢) suivi dans son mouvement, i.e:
F(t) :/ f(z,t) de. (5.1.31)
Q(t)

on peut s’appuyer sur la formule divergence-flux pour écrire cette conservation sous la forme
d’une équation aux dérivées partielles locales :

DF(t) / of(z,1) /
— = ———~dx + x,t)v.nds,
Di @ O a0(1) f@1)

— M—l—divwf(a:,t).vdaz,

Q) ot
= Df(@?) + f(z, t).divgv de.

Citons enfin le lemme fondamental de CAUCHY qui va nous permettre de traduire ces flux en
efforts:

Considérons Yw(t) C Q(t), A(t) =

Lemme Fondamental de CAUCHY
7 p(x,t)A(x,t) de, p est la masse volumique et A(x,t) la

w(t)

densité spécifique de A.
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Si on peut exprimer une loi de conservation pour A sous la forme suivante:

DA(t
Al) 2/ <pAdm—/ Jads, (5.1.32)
Dt w(t) Bw(t)
alors: 1) j4, JA=jan (5.1.33)
0 .
, 2) 5 (PA) + dive(pAv) = o4 — diveja, (5.1.34)
ol n est la normale a la surface dw(t) sortante de w(t).
|
En utilisant la formule de la divergence d’un produit,
divg(pAv) = Adivg(pv) + pv VA, (5.1.35)
la deuxiéme assertion peut étre reformulée sous une forme plus traditionnelle :
DA .
Py = PAT divgja. (5.1.36)

5.1.2.b Bilan de masse

Considérons la masse d’'une partie w(t) C () fermée; sa conservation au cours du temps

s’exprime par :
DM(t) D
= — = . ]_
e ( /w ) p(:z:,t)a:) 0 (5.1.37)

En appliquant le lemme de CAUCHY, on obtient 1’équation locale de la conservation de la masse:

o
9 4 divg(pv) = 0, (5.1.38)
ot
ou de maniére équivalente:
D :

5.1.2.c Bilan de quantité de mouvement — Equations du mouvement

Soit Tezt, le torseur des efforts extérieurs appliqués au systéme, définissons le torseur cinétique

noté Tn par:
Rein = / pv d.’E,
w(t)

Min = / T X pvdr.
w(t)

Tein = (5.1.40)

Le bilan de quantité de mouvement s’appuie sur le Principe Fondamental de la Dynamique qui
peut étre énoncé ainsi:
Soit Q(t) la configuration d’un systéme plongé dans un référentiel galiléen, Vw(t) € Q(t),

o = Teat(t). (5.1.41)
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En introduisant les forces volumiques f(x,t) s’appliquant sur les particules de w(t) et t(a,t)
les forces surfaciques s’appliquant aux frontiéres de w(t), on obtient :

Dt w(t) Ow(t)
D Mein(t) _ / o x f(a,t)do + / 2 x t(x,t) ds. (5.1.43)
Dt w(t) duw(t)

En appliquant le lemme de CAUCHY, on obtient d’une part I’existence d’un tenseur du second
ordre (tenseur de contraintes de CAUCHY) tel que:

do, t=on, (5.1.44)
d’autre part, I’équation du mouvement?® :
0
6L: = f + divg(o — pv @ v). (5.1.45)

En utilisant la seconde formulation (5.1.36), on obtient l’expression traditionnelle de ’équation

du mouvement :
Dv(x,t)

Dt

Si 'on considére, comme cela a été fait implicitement ici, que la densité de couple appliquée

a chaque particule est nulle, I’équation (5.1.43) portant sur les moments apporte la preuve de la
symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy.

=py(z,t) = f+divg o. (5.1.46)

5.1.3 Théoréme des Puissances Virtuelles

Soit # : & € Q(t) — d(x,t) € IR? un champ de vitesses virtuelles, écrivons 1’égalité issue
de I’équation du mouvement au sens faible:

oy (v, t)o(z,t)de = / (f(z,t) + divg o(x,t))0(x, t) de. (5.1.47)

Q(t) Qt)

En appliquant la formule de GREEN, on obtient 1’égalité bien connue:

py(z,t)o(x,t) de = —/ o(x,t).Vao(x,t) de (5.1.48)
Q(t) Q(t)

+ f(z,t)o(x,t)de + / t(x,t)v(x,t) ds.
Q(t) o0(t)

La symeétrie du tenseur des contraintes de CAUCHY permet une introduction naturelle du tenseur
des vitesses de déformations*:

/ a(w,t).waJ(:c,t)d:c:/ o(x,1) & D(8) da. (5.1.49)
Q(t) Q(t)

Définissons les différentes puissances virtuelles mises en jeu:
— Puissance virtuelle des quantités d’accélération :

~

Pacc:/ py(z,t)v(x,t) de. (5.1.50)
)

3. ® est le produit tensoriel simple
4. ® est le produit tensoriel doublement contracté
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— Puissance virtuelle des efforts extérieurs:

Peat = flz,t)o(x,t) dm+/ t(z,t)o(x,t) ds. (5.1.51)
Q(t) aQ(t)
— Puissance virtuelle des efforts intérieurs® :
Pint = —/ o(z,t)® D(9)dz. (5.1.52)
Qt)

Deux axiomes supplémentaires vont nous permettre d’énoncer le Théoréme des Puissances Vir-
tuelles:

1. La puissance virtuelle des efforts intérieurs est linéaire par rapport & .

2. La puissance des efforts intérieurs est nulle dans tout mouvement de solide rigide:

Siv(x,t) =20 +w x &, V(xo,w) € R® alors P, =0. (5.1.53)

1 Théoréme des Puissances Virtuelles (TPV)
Le Théoréme des Puissances Virtuelles peut alors s’énoncer ainsi:
Soit Q(t) la configuration d’un systéme plongé dans un référentiel galiléen, Yw(t) € Q(t),

Vt’ V’lAJ, 75a.cc = ﬁe:ﬂt + ﬁint- (5-1-54)
O

Ce théoréme est souvent énoncé sous forme de principe. En effet, on peut démontrer qu’il y
a équivalence entre le Principe Fondamentale de la Dynamique et le Théoréme des Puissances
Virtuelles accompagné de ses deux axiomes.

Le deuxiéme axiome donne une signification physique intrinséque & la puissance des efforts
intérieurs. En effet, cet axiome postule l'indifférence matérielle de la puissance des efforts inté-
rieurs. Pour tout changement de repére d’observation correspondant & un mouvement rigidifiant,
la puissance doit rester identique. Cet axiome est souvent appelé I’axiome d’objectivité.

5.1.3.a Formulation lagrangienne totale

Jusqu’ici le Théoréme des Puissances Virtuelles a été exprimé sur la configuration actuelle
Q(t). Le cadre eulérien a donc été privilégié. Dans ce paragraphe, nous allons introduire des
formulations lagrangiennes équivalentes plus communes en mécanique du solide. Ces écritures
vont s’appuyer sur l'utilisation du gradient de transformation F' pour nous ramener a la métrique
dans la configuration de référence ©2(0).

Commencons par la puissance virtuelle des efforts intérieurs:

Pint = —/ o(x,t).Vyo(x,t) de, (5.1.55)
)

_ / o (@, ).Vt (@, £) det(F) dX, (5.1.56)
20

- / det(F)o(z, 1) F~ F dX. (5.1.57)
2(0)

5. Le signe négatif de la puissance virtuelle des efforts intérieurs est le résultat de la convention usuellement
réalisée en mécanique des solides, qui compte comme positives les contraintes de traction.
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Soit en introduisant le tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF I,

II(X,t) = det(F)o(x,t)"F 1, (5.1.58)
on peut écrire & nouveau:
Pint = —/ (X, ) FdX. (5.1.59)
2(0)

Le tenseur de P10LA-KIRCHHOFF I exprime les contraintes dans la configuration de référence ©2(0)
mais dans un repére transporté par F. Pour une mesure totalement lagrangienne, on introduit
le tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF II:

S(X,t) = F ldet(F)o(z,t)"F !, (5.1.60)

qui nous donne ’expression lagrangienne totale de la puissance des efforts intérieurs:

~

Pint = — S(X,t)E(X,t)dX. (5.1.61)
2(0)

Théoréme des Puissances Virtuelles (TPV)
La formulation lagrangienne totale du Théoréme des Puissances Virtuelles conduit a:

/ (X, 007(X, )5 (X, 1) dX =
(0)

F(X,t)(X,1) dX+/ T(X,t)9(X, 1) dS,

89(0)

—/ S(X,t) (X,Bde +
2(0) 2(0)

(5.1.62)
O

ou F et T sont les efforts volumiques et surfaciques appliqués au systéme et exprimés en variables
lagrangiennes dans la configuration de référence.

Applications aux grandes transformations géométriques et aux systémes multi-corps
Cette formulation est particuliérement bien adaptée aux problémes en grandes transformations
géométriques. La mesure de déformation employée permet de tenir compte des rotations fi-
nies susceptibles de se produire dans ce type de transformation. En outre, les problémes liés
& ’écriture des lois de comportement, en particulier le respect de 'objectivité, et l'interpréta-
tion des contraintes dans une configuration de référence, sont le plus souvent évacués. En effet,
les problémes en grandes transformations uniquement géométriques mettent en jeu des petites
déformations, le plus souvent élastiques.

Pour les applications en grandes transformations géométriques (ruines, éboulement, etc...)
concernant les magonneries, considérées comme des collections de solides faiblement déformables,
nous choisirons cette formulation.
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5.1.3.b Cas des transformations infinitésimales

Dans le cas des petites perturbations, on confond la configuration actuelle avec la configura-
tion de référence. De plus, on utilise une mesure linéaire des déformations donnée par €.

Théoréme des Puissances Virtuelles (TPV)
Le Théoréme des Puissances Virtuelles dans le cadre des petites perturbations conduit &:

py(X,1)o(X, 1) dX =
2(0)

_/ o-(X,t)fsd:c—i—/ F(X,t)ﬁ(X,t)dX+/ T(X,1)5(X, 1) dS.
Q(0) Q(0) 09Q(0)

(5.1.63)

5.1.4 Ecriture des lois de comportement - Cadre thermodynamique

Dans la partie précédente, les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
nous ont permis d’exprimer la balance entre les puissances des différents efforts mis en jeu dans
un champ de vitesses virtuelles. Il reste maintenant & définir comment le matériau « réagit »,
c’est & dire comment la puissance des efforts intérieurs peut étre estimée et comment les efforts
intérieurs peuvent étre reliés aux déformations du milieu. Pour cela, les lois complémentaires ou
secondaires sont introduites pour renseigner la modélisation. Nous parlerons, le plus souvent, de
lois de comportement pour désigner ces équations.

Nous allons rappeler tout d’abord au § 5.1.4.a et 5.1.4.b le cadre dans lequel on doit écrire les
lois de comportement si ’on veut respecter les principes fondamentaux de la thermodynamique
des processus irréversibles (GERMAIN, 1973a ; GERMAIN et al., 1983b). Ce cadre ne fournit en
aucun cas les lois de comportement pour les matériaux mais sert de garde-fou face a la violation
des principes thermodynamiques.

Ensuite, nous rappellerons au § 5.1.4.d les hypothéses constitutives d’une classe particuliére
de matériau : les matériaux standards généralisés (HALPHEN & NGUYEN, 1975). Les propriétés de
normalité et de convexité, dont ils jouissent, ont des conséquences fondamentales sur les réponses
mécaniques des matériaux et leur traitement mathématique. Maintes fois dans le mémoire, on
fait appel a la notion de normalité ou de maniére équivalente au caractére associé des lois de
comportement. Afin de préciser ce concept, nous avons décidé de lui consacrer un paragraphe
(§ 5.1.4.d).

Dans les paragraphes suivants (§ 5.2 et § 5.3), les lois de comportement des interfaces, qui
nous servirons de briques de base pour I’élaboration des modéles pour la maconnerie, seront
présentées dans ce cadre. Il est important de garder & I’esprit que les notions de matériau et de
comportement doivent étre prises au sens large. Il s’agit en effet des comportements classiques
des matériaux constitutifs au sens de la mécanique des milieux continus mais aussi des lois qui
régissent le comportement des interfaces ou des discontinuités dans le milieu.

5.1.4.a Premier Principe

Afin d’énoncer le Premier Principe, on suppose que 1’état a ’équilibre de la matiére peut étre
représenté en chaque point par un ensemble fini de variables, x(z,t) = {xo(z,1),..., xn(z, )},
locales® et indépendantes. Ces variables sont les variables d’état du systéme.

6. Le terme « local » est & comprendre comme propre a la particule. On parle aussi de variables intensives
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Pour un systéme €2 quelconque, le premier principe de la thermostatique postule qu’a tout état
du systéme a l’équilibre £, on peut associer, en chaque point @, un scalaire U(x,t), dépendant
exclusivement des variables d’état, appelé densité d’énergie interne du systéme et que l’énergie
interne totale du systéme:

U= pU(x,t) dx, (5.1.64)
)

se définit par le bilan d’énergie suivant:
U(E) —UE) =T + @, (5.1.65)

ou T est le travail (énergie mécanique) et Q la chaleur fournis au systéme pour passer de 1’état
&1 alétat &,.

La variation d’énergie interne est indépendante du chemin suivi pour passer d’un état d’équi-
libre & un autre et ne fait donc pas de différence entre la nature de 1’énergie mécanique et la
chaleur. Le premier principe permet de caractériser les processus réversibles d’échange d’énergie.

Le premier principe s’étend & la thermodynamique en ajoutant le postulat de 1’état local
qui peut se formuler ainsi: I’état thermodynamique d’un systéme homogéne en évolution est
caractérisé par le méme jeu de variables d’état qu’a 1’équilibre, indépendamment des vitesses
d’évolution de ces variables. L’énergie interne du systéme ne dépend donc pas du mouvement, et
reste identique a celle du systéme & I’équilibre pour les mémes valeurs des variables d’état.

Le Premier Principe de la thermodynamique peut s’exprimer sous la forme suivante:

ZJ + C = Pezt + 7Dcal, (5166)

ou C est ’énergie cinétique du systéme définie par

C :/ 1pvQ(az,t),dw, (5.1.67)
o) 2

et P.u la puissance calorifique recue.
Cette puissance calorifique est traditionnellement donnée par:

Pca,:/ r(:c,t)d:c—/ a(z, H)n(@,t) ds, (5.1.68)
() a0(t)

ou r(x,t) est une densité volumique de taux de chaleur recue et g(x,t) est le vecteur flux de
chaleur.

Le premier principe exprime donc que la variation de 1’énergie mécanique composée de I’éner-
gie interne U et de I’énergie cinétique C est égale aux puissances des actions extérieures appliquées
au systéme.

On rappelle de plus que le Théoréme de Puissances Virtuelles (5.1.54) implique 1’égalité
suivante :

; 1 _
Pext =C — Pint = / ~pvi(z,t),dz +/ o(z,t)) ® D(v) de. (5.1.69)
Q) 2 Q)

Grace a (5.1.66) et (5.1.69), on obtient une expression locale du Premier Principe:

pU =0 Q@D —divyq + . (5.1.70)
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5.1.4.b Second Principe

Le Second Principe sert a caractériser l'irréversibilité des processus de transformations. Si
l’on postule l'existence des notions de température T'(x,t) et d’'une densité d’entropie S(z,t)
respectant le postulat de I’état local, le Second Principe peut s’exprimer de la maniére suivante :

S > @) g —/ a(z.n(@,t) | (5.1.71)
aw T(z,t) 20(t)

ou S est ’entropie totale du systéme:

S= S(z,t)de. (5.1.72)
Q(t)

Le Second Principe peut s’exprimer de maniére locale sous la forme suivante:
;ﬂ9+&%q—r—%Vﬂtza (5.1.73)
En introduisant la notion d’énergie libre:
W=U-TS§, (5.1.74)

et en utilisant I’expression locale du Premier Principe (5.1.70), on aboutit a I'inégalité de CLAUSIUS-
DUHEM : B _ )
a®D—pW—pTS—%Vﬂtzu (5.1.75)

Le premier membre de (5.1.75) représente la dissipation totale du systéme d qui peut se
décomposer en une dissipation intrinséque volumique:

dm =0 @D — pW — pT8, (5.1.76)
et une dissipation thermique volumique:

d=-1v. T (5.1.77)
T
On admettra pour la suite que ces dissipations sont séparément positives.

On suppose de plus que le jeu de variables d’état x respectent le postulat de HELMHOLTZ,
c’est a dire que 'on peut définir la température, 7' comme une variable d’état associée & un
ensemble de variables normales’. On déduit alors de (5.1.76) que l'entropie peut s’exprimer
grace ’équation de GIBBS:
oW (x,T)

or -
Les forces thermodynamiques associées aux variables x :

S =— (5.1.78)

= —p—o, (5.1.79)

permettent de déduire la dissipation intrinséque sous la forme suivante :

dn=0®D + Xx >0. (5.1.80)

7. Les variables sont dites normales & la température dans le sens ou 'on peut appliquer une variation de
température arbitraire au systéme irréversible de fagon réversible.
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5.1.4.c Cadre pour ’écriture des lois de comportement

Une fois donné un jeu de variables internes respectant le Postulat de HELMHOLTZ, la donnée
de I’énergie libre W permet de connaitre les lois d’état (5.1.79). Pour les solides, un choix usuel
consiste a considérer que ’énergie libre dépend au moins de la mesure de déformations de GREEN-
LAGRANGE E. Les autres variables seront notées a.

La contrainte réversible est définie comme la force associée a E dérivant de I’énergie libre:

OW(E,a,T)

ot =p 3E . (5.1.81)
La contrainte irréversible se déduit alors naturellement comme la part restante:
o®=0-0" (5.1.82)
L’inégalité (5.1.80) devient alors:
dp=0"@®D+ Aa >0, (5.1.83)

A étant la force thermodynamique associée & .

Les lois de comportement du systéme sont complétement déterminées par la donnée des
relations qui lient les vitesses (D, &) aux forces (o'®, A). Le Second Principe fournit simplement
un cadre pour lécriture des ces relations qui doivent respecter 'inégalité (5.1.83).

5.1.4.d Hypothése de dissipativité normale et matériaux standards généralisés

Il existe une infinité de maniére de construire des lois de comportements respectant 1’in-
égalité (5.1.83). Toutefois, une voie particuliére s’avére étre intéressante dans la pratique. Elle
s’appuie sur deux arguments principaux : I’hypothése de dissipativité normale et la convexité des
potentiels. Dans ce cadre, une classe particuliére de lois de comportements a été formalisée par
HALPHEN & NGUYEN (1975) qui remplit les conditions fixées par le Second Principe (inégalité
(5.1.83)). Ce sont les matériaux standards généralisés qui peuvent étre vus comme une extension
4 un ensemble de variables internes du principe de normalité et de convexité pour la plasticité
parfaite (HILL, 1950).

Puissance et dualité Reprenons le formalisme utilisé dans (MOREAU, 1974). Soit {V'} I’espace
des vitesses de la configuration a U'instant ¢, { F'} I’espace des forces. Pour chaque couple (v, f) €
{V'} x{F}, on définit le scalaire (v, f) comme la puissance du couple considéré. Cette puissance
met en dualité les espaces {V'} et {F'}.

Un exemple d’expression de ce scalaire® peut étre donné par la puissance des efforts extérieurs,
pour une cinématique usuelle des milieux continus. De la méme maniére, on peut définir la
puissance pour un couple (o, D) € Z; x Z; on Z; est I’ensemble des tenseurs symétriques du
second ordre. Dans le cas de la cinématique des milieux continus, on écrit :

Pyt = (o, D) = / o(x,1) & D(v) da. (5.1.84)
Q(t)
Dans la suite, on désignera de maniére générique par a un vecteur de vitesse associé & un
vecteur de force A. La puissance de ce couple sera notée (a, A).
Le Second Principe impose que la puissance de ce couple soit positive, soit :

(a,A) > 0. (5.1.85)

8. D’autres expressions plus ou moins sophistiquées peuvent étre utilisées lorsque la cinématique est décrite de
maniére plus étoffée.
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Hypothése de dissipativité normale L’hypothése de dissipativité normale, introduite par
ZIEGLER (1963) suppose 'existence d’une fonction ®(a), différentiable, minimum et nulle en 0
telle que les lois complémentaires soient données par:

0%(a)
A= —7". 1.
5 (5.1.86)
Cette définition a été étendue par MOREAU (1970, 1971) aux fonctions moins réguliéres mais
sous-différentiables sous d’une inclusion? :
A € 90%(a), (5.1.87)

ol ® est toujours considérée comme minimum et nulle en 0, soit
0 € 09(0). (5.1.88)

Cette hypothése de dissipativité normale postule ’existence d’une fonction qui est appelée
un pseudo-potentiel de dissipation. Les forces thermodynamiques A associées aux variables a
dérivent donc de ce pseudo-potentiel & la maniére d’un potentiel thermodynamique usuel.
Une forme duale des lois complémentaires peut étre obtenue en utilisant la transformée !0 de
LEGENDRE-FENCHEL ®* de @
a € 09*(A). (5.1.89)

La fonction ®* est communément appelée le potentiel de force ou encore la loi de force.

Remarquons toutefois que ’hypothése de dissipativité normale sans autre hypothése n’im-
plique que I'inégalité (5.1.83) soit satisfaite. Pour cela, une hypothése supplémentaire de convexité
est introduite et conduit & la définition des matériaux standards généralisés.

Milieux standards généralisés Nous dirons qu’un milieu est un milieu standard généralisé
si les lois complémentaires suivent I’hypothése de dissipativité normale, et que I’énergie libre W
et le potentiel de dissipation @, sont des fonctions convexes de leur arguments.

La convexité du pseudo-potentiel de dissipation permet en premier lieu de profiter des ré-
sultats de sous-différentiabilité des fonctions convexes. De plus, sachant que chaque relation de

sous-différentiel d’une fonction convexe est monotone ', i.e.:
A' €0%(a’), A€d®(a)=> (a—a,A-A") >0, (5.1.90)
I’hypothése de minimum en 0, i.e.:
0 € 09(0), (5.1.91)

permet d’assurer que la puissance (a, A) soit positive, en d’autres termes que l'inégalité (5.1.83)
issue du Second Principe soit satisfaite. On peut remarquer que la condition (5.1.91) implique
que ®(0) est finie et qu’elle est la valeur minimale de ®. Comme la relation de sous-différentiel
(5.1.87) n’est pas affectée par I’addition d’une constante & ®, on peut supposer sans perte de
généralité que ®(0) = 0.

REMARQUE 5.1

Dans les travaux de MOREAU (1970, 1971) et HALPHEN & NGUYEN (1975), 'hypothése de dissi-
pativité normale suppose 'existence d’une fonction ®(a) convexe, semi-continue inférieurement,
appelée pseudo-potentiel de dissipation telle que l'inclusion suivante soit vérifiée :

A € 0%(a). (5.1.92)

9. On donne en annexe B les détails sur les bases de ’analyse convexe.
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Suivant cette définition, I’hypothése de dissipativité normale inclut la convexité du pseudo-
potentiel de dissipation. Cependant, il peut étre intéressant de la séparer comme nous 1’avons
fait car certains comportements peuvent étre décrits par une loi de normalité sans pour autant
avoir la convexité des potentiels.

La semi-continuité inférieure du pseudo-potentiel de dissipation assure que la formulation
bi-duale de la loi de comportement est identique & sa formulation primale. De plus, la multi-
application sous différentiel de ce pseudo-potentiel est non seulement monotone mais aussi maxi-
male 0. Ceci est particuliérement intéressant d’un point de vue de lexistence des solutions.
En particulier, moyennant quelques hypothéses supplémentaires, HALPHEN & NGUYEN (1975)
montrent 'unicité du probléme en contraintes et la stabilité au sens de DRUCKER, pour les ma-
tériaux standards généralisés. On remarque, une fois encore, que les notions de convexité et de
normalité sont des notions trés importantes pour la stabilité, I'existence et 'unicité des solu-
tions. Ceci vient corréler les remarques du paragraphe 2.6, ot 'on a vu que la non-convexité et
la caractére non-associé des lois de comportements étaient des sources d’instabilités.

REMARQUE 5.2
Afin de faire un lien avec ce qui a été dit sur les « No-Tension Material », nous donnons ’exemple
de la plasticité parfaite qui entre dans le cadre des matériaux standards généralisés.

La variable interne choisie est la vitesse de déformation plastique, € associé au tenseur des
contraintes de CAUCHY, o. Soit un ensemble convexe C C {Zs}, on peut choisir de définir
la relation entre € et o, correspondant & la plasticité parfaite par le principe de dissipation
maximale, ou encore le principe de travail maximum de HILL. En d’autres termes, la relation de
plasticité parfaite maximise la puissance (€”, o), soit:

oet L (5.1.93)
VoelC, (el,o)> (€f, o).

Considérons ®¢ le fonction indicatrice de C, la propriété (5.1.93) est équivalente a:
Vo € C,0c(0) + (€P,0 — 6) > B¢(o), (5.1.94)

soit encore,

& € 00¢ (o). (5.1.95)

Si de plus le convexe C contient l'origine, alors on vérifie que 0 € 9®¢(0) et donc que P est
dissipative. C’est le potentiel de force du matériau.
Si nous considérons la forme duale de (5.1.95), on écrit :

o € 0D%(eP), (5.1.96)

ot ®¢ est la transformée de LEGENDRE-FENCHEL de ®¢.
D’aprés le propriété des fonctions duales, on peut écrire une forme équivalente aux deux
inclusions (5.1.95) et (5.1.96)
D5 (€P) + De(o) = (€9, 0) . (5.1.97)

La fonction ¢ : & —— ®}(€P) est la puissance dissipée et peut s’écrire:

p(€P) = i’lgc) (€7, o) . (5.1.98)
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Le relation (5.1.97) peut étre écrite sous forme équivalente a

oeC,
{(é”,a) = p(€P). (5.1.99)

Il est intéressant de remarquer que @ est la fonction d’appui du convexe C, c’est le pseudo-
potentiel de dissipation.

O

5.1.4.e Matériaux standards implicites

DE SAXCE (1992) propose de définir une nouvelle classe de matériaux basée sur un potentiel
unique fonction des vitesses et des forces thermodynamiques associées. Nous reprenons ici le
formalisme introduit dans le paragraphe précédent sur la dualité entre les vitesses et les forces.

Soit une fonction,

b: {V}x{F} — RU{+o0}, (5.1.100)
(v, f) = blv,f),

convexe par rapport & v & f fixé, et convexe par rapport & f & v fixé. Cette fonction est appelée
une bi-potentiel si 'inégalité suivante est vérifiée:

V', i)y e {V} x {F}, b, f") >, f). (5.1.101)

Un couple (v, f) est dit extrémal si 1’égalité est atteinte dans (5.1.101) pour ce couple:
b(v, f) = (v, f). (5.1.102)

Tout couple extrémal vérifie donc:
' e {V}b(W', f) — blv, f) > (' — v, f), (5.1.103)
Vf' € {F},b(o, ) — b, £) > (v, f' — ), (5.1.104)
ce qui se traduit en terme de sous-différentiel par:

v € 0rb(v, f), (5.1.105)
f € 9yb(v, f). (5.1.106)

DE SAXCE (1992) définit un matériau standard implicite comme un matériau dont les com-
portements correspondent aux couples extrémaux d’un bipotentiel. En d’autres termes, les lois
(5.1.105) et (5.1.106) définissent les lois constitutives multivoques d’un tel matériau.

Cette classe de matériau est particuliérement intéressante lorsqu’une certaine convexité des
potentiels peuvent étre exprimée mais que la loi de normalité n’est plus respectée. En généralisant
I'inégalité de FENCHEL, elle permet d’utiliser les techniques et les algorithmes de I’analyse convexe
et de la programmation mathématique. Les exemples types de matériaux standards implicites
sont les lois de plasticité non associée et de frottement de COULOMB. Nous ne donnerons un
exemple dans la partie 5.2.4.

REMARQUE 5.3

La classe des matériaux standards implicites englobe les matériaux standards généralisés usuels.
En effet, soit ® un pseudo-potentiel de dissipation convexe définie sur {V'} et ®* sa fonction
conjuguée, i.e., le potentiel de force, définie sur {F'}. Ils vérifient I'inégalité de FENCHEL :

V', f') € {V} x {F}, o) + @*(f) > (', f). (5.1.107)
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En posant,
b, 1) = 2(v') + (), (5.1.108)

on obtient un bi-potentiel séparé dont les couples extrémaux vérifient les lois suivantes:
v € 0D*(f), f € 0%(v). (5.1.109)

Ces lois constitutives qui définissent la classe des matériaux standards généralisés expriment un

lien explicite entre les vitesses v et les forces f.
O



5.2. Contact unilatéral et frottement 155

5.2 Contact unilatéral et frottement

Le contact unilatéral et le frottement sec sont les deux éléments principaux du modéle de
joint proposé pour les magonneries et ceci pour plusieurs raisons :

— En qui concerne les joints vifs, le contact peut étre considéré comme direct entre les élé-
ments, si on omet dans une premiére approche des considérations tribologiques fines.
Il s’agit donc pour la direction normale au joint de rendre compte de 'impénétrabilité et de
I’absence d’adhésion entre les éléments. Le contact unilatéral s'impose donc naturellement.
Pour le comportement tangent, on a pu noter sur les diverses expériences rapportées dans
le § 1.1.2.b la présence d’une force de résistance associée a un seuil de glissement. En outre,
ce seuil dépend de la pression normale imposée sur le joint. En premiére approximation, le
frottement de COULOMB répond a toutes ces caractéristiques

— Pour le joint de mortier, le comportement résiduel, i.e. aprés une phase transitoire ou le
mortier se dégrade fortement, suit un comportement de type MOHR-COULOMB. Pour les
mortiers anciens, qui se dégradent & la moindre sollicitation mécanique, le contact unilatéral
associé au frottement sec s’avére étre des modéles assez bien adaptés.

Nous tacherons dans la suite de formuler les équations fondamentales qui régissent le contact
unilatéral et le frottement sec & l'interface de solides déformables. Ces équations, dont l’inter-
prétation mécanique est simple ne sont pas sans poser de profonds problémes mathématiques.
Nous commencerons donc par évoquer un cadre & la fois mathématique et mécanique, adapté
au traitement des conditions unilatérales parfaites dans les systémes discret (§ 5.2.1). Ce cadre,
proposé par JEAN-JACQUES MOREAU, désigné le plus souvent comme le probléme de « rafle par
un convexe variable », servira de trame pour les milieux continus que nous traiterons ensuite.

Enfin, nous donnerons les principales formulations du contact unilatéral (§ 5.2.3) et du frot-
tement (§ 5.2.4) qui nous seront utiles lors de la résolution numérique de ces comportements.

5.2.1 Les liaisons unilatérales parfaites et les systémes discrets

Sans entrer dans les détails mathématiques traitant des liaisons unilatérales, nous allons
rappeler briévement dans quel cadre elles peuvent étre modélisées par la mécanique analytique.
Comme nous le disions, cette présentation est largement inspiré des travaux de JEAN JACQUES
MOREAU sur le contact unilatéral et le frottement dans les systémes discrets. Ce résumé, parfois
grossier, ne prétend pas offrir une présentation rigoureuse et compléte du sujet. Il s’agit tout
d’abord de donner quelques lumiéres sur la difficulté de traiter des conditions unilatérales dans
les systémes mécaniques. En particulier, le caractére non régulier des vitesses aux instants de
contact oblige a considérer des fonctions en temps, qui ne sont plus continues, mais seulement
& variations bornées. Nous verrons que l'analyse convexe et les mesures différentielles semblent
étre les outils adéquats pour formuler et résoudre ces problémes.

Sans faire de lien précis avec la mécanique des milieux continus, cette présentation succincte a
pour but de donner des indications sur le traitement des conditions unilatérales imposées sur les
particules de la frontiére d’un milieu continu. Méme si le cadre formel est bien différent lorsque
I’on considére des systémes de liberté infinie, ces indications seront précieuses lors de la résolution
numérique d’un probléme de liberté finie discrétisé en espace.

Pour une présentation détaillée concernant les systémes discrets, le lecteur intéressé pourra
consulter les travaux fondamentaux de MOREAU (1974, 1983, 1985, 1988, 1998). L’ensemble de
cette ceuvre offre non seulement une formulation rigoureuse du probléme mais aussi un grand
nombre de résultats, tant au niveau mathématique que mécanique, sur les systémes discrets en
présence de conditions unilatérales.
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5.2.1.a Condition unilatérale - Céne normal et cone tangent au contact

Dans cette partie, on considére la donnée d’un systéme lagrangien dont la configuration Q?f
est définie par un ensemble fini de coordonnées généralisées g. On dira que le systéme est soumis
4 des liaisons unilatérales, si sa configuration représentée par g est contrainte par les inégalités
suivantes :

falg) <0, a€l,v] (5.2.1)

oil f, est une fonction réelle, appartenant a C', dont les gradients Vg4 f, sont supposés non nuls
(au moins pour g voisin de 'hypersurface f,(q) = 0).
Le systéme est donc contraint & évoluer dans le sous-espace ® de I’espace des configurations,
défini par:
©= (] {a/fal@) <0} (5-2.2)

a€c[1,v]

L’ensemble des configurations d’un systéme mécanique, méme de liberté finie n’a pas a priori
de structure vectoriel mais s’apparente le plus souvent & une variété différentielle. Comme pour
Iintroduction des déformations dans une théorie du premier gradient, on identifie localement
autour d’un point g l’espace tangent en g avec la variété. Cet espace vectoriel tangent est noté
dans la suite &.

La structure vectorielle de ’espace tangent, £, permet d’introduire un produit scalaire et une
norme associée '°. La notion de convexité est alors disponible pour les cones tangent et normal &
® au point q. On donnera pas ici de détails sur les fondements de 1’Analyse Convexe. On renvoie
pour plus de détails aux ouvrages de référence suivants: (MOREAU, 1967 ; ROCKAFELLAR,
1970).

Introduisons tout d’abord l’ensemble J(q) des indices ou les inégalités sont atteintes ou
violées:

J(q) = {a e [L,v]/falq) = 0} (5.2.3)

Le cone tangent est défini par:

Vig)={ve&/ Vaellqg), (v,Vifalq) <0} (5.24)

Le cone normal peut étre défini comme le polaire de V(q) de la maniére suivante:
N(g)={t |/ VveV(qg),(tv) <0} (5.2.5)

Il s’agit, plus simplement, du céne engendré par les V,fa(q),@ € J(g). Si J(g) = 0, le cone
normal N(q) est réduit de maniére conventionnelle au zéro de £.

Si les fonctions réelles f, ne sont pas assez réguliéres pour considérer leur gradient en tout
point g, on fait appel & la notion de sous-différentiel*. Le cone normal peut alors étre confondu
avec son sous-différentiel.

La description mécanique d’une liaison ne se réduit pas a une contrainte géométrique donnée
par les inéquations (5.2.1). La prédiction du mouvement nécessite une information supplémentaire
sur la force duale r au paramétrage q. Pour peu que ’on considére que ’énergie cinétique est
une forme quadratique & coefficients constants, le mouvement d’un systéme de liberté finie est
dicté par un systéme différentiel qui peut étre mis sous la forme suivante:

Mg=Q(q,t) +r (5.2.6)

10. Nous verrons, dans la suite, qu’un choix pertinent pour cette norme est de considérer la puissance des efforts
de liaisons
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ou Q(g,t) représente I’ensemble des forces extérieures et intérieures que subit le systéme a 1’ex-
ception des efforts de liaisons représentés par r.

Considérons la force r,, introduite pour respecter la liaison a. Cette réaction engendrée par
la liaison peut étre décrite ainsi:

— Si fa(q) <0, i.e., le contact a n’a pas lieu alors
o =0 (5.2.7)
— Si fo(q) = 0, un résultat classique de mécanique analytique impose pour une liaison par-
faite 11
A €ER, |/ ro=-XV4falq) (5.2.8)

En cas de contact, le corps subit une réaction dirigée vers son intérieur qui se traduit par
Aa > 0. Cette hypothése implique ’absence d’adhésion éventuelle.

Ce résultat peut se résumer sous la forme de l'inclusion suivante:

—7T4 € N(q) (5.2.9)

5.2.1.b Mouvement régulier et mouvement non régulier

Considérant l'inclusion 5.2.9 et le systéme différentiel 5.2.6, le mouvement d’un systéme
discret est donc régi par I'inclusion différentielle sur £ suivante:

—Mqg+ Q(q,t) € N(q) (5.2.10)

auquel il faut joindre les conditions géométriques :
Vt, qe® (5.2.11)

L’écriture de linclusion différentielle (5.2.10) a été faite en supposant implicitement que
I'accélération @ était définie comme la dérivée au sens élémentaire de la vitesse. Or on sait que
la présence des conditions unilatérales implique la plupart du temps des discontinuités sur les
vitesses si des contacts cessent ou se créent. Ces discontinuités sur la vitesse du systéme relévent
alors du domaine de la mécanique des chocs. Nous n’entrerons pas dans les détails de ce domaine
de la mécanique mais donnons juste deux écritures des équations du mouvement caractérisant
les mouvements réguliers et non réguliers des systémes discrets.

Caractérisation des mouvements réguliers Des informations mécaniques supplémentaires
peuvent étre données sur les limites temporelles des vitesses. Supposons en effet que la limite &
droite de la vitesse gt (¢) existe, on obtient naturellement :

qa*(t) e V(q(t)) (5.2.12)

Pour la limite & gauche, elle appartient symétriquement a —V (q(t)). Pour les mouvements régu-
liers, la vitesse q(t) est dérivable bilatéralement et appartient donc & —V'(g(t)) NV (q(t)) qui est
Pespace orthogonal & N(q). Une inclusion plus forte peut alors étre formulée:

—Mi+ Q(q,t) € B\va(q) (u) (5.2.13)

11. On trouvera dans (MOREAU, 1974) une démonstration de ce résultat qui se base sur un développement
limité de fo. En choisissant de se limiter au premier ordre ce qui revient & choisir la vitesse (ou un déplacement
infinitésimal) dans £, 'auteur montre que pour une liaison bilatérale parfaite (dont la puissance virtuelle est nulle)
la vitesse est nécessairement contenue dans ’espace affine tangent & f,(q) et 7o normal & cet espace.
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ott Uy (q)(u) est la fonction indicatrice du cone V(q) prise au point u. La vitesse est considérée
intégrable au sens de LEBESGUE et reliée a g de la maniére suivante:

q(t) = q(m0) + /tU(T) dr (5.2.14)

70

MOREAU (1988) a montré le résultat suivant :

Soit q(t) et u(t) associés par l'intégrale (5.2.14) et u est intégrable au sens de LEBESGUE. Si
q(my) € ® et siVt > 15, u(t) € V(q(t)) alors g(t) € &, Vi > 7.

Ce résultat est particuliérement intéressant d’un point de vue pratique car il montre que
les conditions géométriques sur g (5.2.11) sont devenues redondantes et que seule I'inclusion en
vitesse est suffisante (5.2.13).

REMARQUE 5.4

BROGLIATO (1996) dans son ouvrage de synthése sur la mécanique non réguliére des impacts
relate de nombreux exemples trés simples ol la vitesse est non réguliére & 'instant du contact.
Il donne aussi I’exemple trés didactique du yo-yo, ou la condition unilatérale est donné par
longueur maximale du fil. La vitesse & gauche, & 'instant ot la condition unilatérale est atteinte,
est tangente au gradient de la condition unilatérale. On constate alors qu’il n’y a pas de chocs
dans le systéme. Cet exemple illustre bien le type de mouvement régulier qui peuvent étre traiter
par l'inclusion (5.2.13).

O

Mouvements non réguliers Pour des mouvements non réguliers, l'accélération ne peut étre
envisagée comme la dérivée au sens élémentaire de la vitesse susceptible d’étre discontinue. MO-
REAU (1977) '2 propose un cadre mathématique adéquat pour reformuler I'inclusion différentielle.
Nous allons en donner briévement les éléments principaux.

Les vitesses discontinues sont considérées appartenir a I’ensemble des fonctions & variation
bornées continues & droite'3. Pour chaque élément u de cet ensemble, on peut associer & sa
dérivée une mesure différentielle (appelée aussi mesure de STIELTJES) notée du qui vérifie pour
un intervalle compact [¢1, 2] :

t2
du = u(t]) —u(t]) (5.2.15)
t1

Cette mesure différentielle assez naturelle peut étre interpréter de la maniére suivante. Si &
Iinstant ¢ = t; = t2, u est discontinue, du est une distribution de DIRAC & ce point dont
I’intégrale est égale au saut de déplacement. Du point de la mécanique, on peut dire de maniére
heuristique que 1’on envisage & chaque collision, une impulsion sur l'accélération qui correspond
bien a 'impulsion constatée lors d’un choc.

Ce cadre mathématique permet d’écrire le systéme différentiel des équations du mouvement
au sens des mesures:

—Mdu + Q(q,t)dt = dr, (5.2.16)

ou dr = rdt représente 'impulsion totale générée par les conditions unilatérales.

12. voir aussi (MOREAU, 1985, 1988) dans un cadre plus mécanique
13. On rappelle qu’une fonction & variations bornées admet en tout point une limite & droite et une limite &
gauche.
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5.2.1.c Enseignements pour une application aux milieux déformables.

Il est clair que pour une application aux milieux continus discrétisés en espace, comme il
sera présenté au § 6.1, les travaux de JEAN-JACQUES MOREAU fournissent des conseils précieux.
Essayons, dans ce paragraphe, d’en tirer quelques enseignements.

Le premier de ces enseignements est que le mouvement est régulier, si il respecte le principe
suivant : la vitesse doit appartenir & I’orthogonal du céne normal. Deux cas sont alors possibles,
soit le mouvement naturellement conduit a respecter cette régle, soit on contraint cette régle
supplémentaire en considérant soit un choc mou, soit une inclusion sur les vitesses. Il est & noter
que pour les mouvements supposés réguliers, une inclusion écrite en vitesse conduit & un respect
des liaisons unilatérales écrites sur le jeu de parameétres.

Pour les mouvements non réguliers, une estimation ponctuelle de 'accélération n’a pas de
sens, en particulier aux instants de contact. Seul une forme faible, ou si 'on préfére au sens
des distributions, garde un sens mathématique correct. Il en est de méme pour les réactions au
contact. Seules les notions d’impulsion moyenne et d’intégrale de mesure différentielle estimant
le saut de vitesses sont pertinentes.

Les conclusions qui peuvent étre tirées quant a la résolution de ces équations sont nombreuses.
En particulier, les approximations de ’accélération par des schémas s’appuyant sur des dévelop-
pements de TAYLOR ne sont pas autorisées. De méme pour la vitesse, seule une approximation
& partir de la mesure différentielle peut étre réalisée.

Dans la suite, en particulier lorsqu’il sera question d’intégration temporelle des équations
du mouvement(§ 6.2), nous essaierons de garder ces recommandations a ’esprit. Nous verrons
que les schémas utilisés ne feront pas d’approximation d’ordre élevé de la vitesse. De plus, les
impulsions, ainsi que les vitesses, seront les variables de choix des algorithmes.

5.2.2 Cinématique et sthénique du contact pour les milieux déformables

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de deux solides déformables interagissant par
I'intermédiaire de liaisons qui s’appliquent aux particules de leurs frontiéres.

Cas général des solides déformables Dans le cas des systémes composés de rigides, une
description des liaisons — condition unilatérale, vitesse, effort — est formulée, le plus souvent,
directement en fonction du jeu de paramétres décrivant le systéme. On évite ainsi I'introduction
de nouvelles variables redondantes. Pour ce qui est des solides déformables, ’habitude veut
que l'on introduise des variables locales. Cette opération simplifie grandement les écritures des
liaisons, en particulier, si des comportements plus compliqués sont introduits (complaisance,
adhésion, etc...)

Nous allons présenter, dans un premier temps, ces nouvelles variables dédiées a la description
des liaisons dans un repére local & celles-ci. Nous parlerons indifféremment des variables de contact
ou de variables locales. De méme, le terme contact sera utilisé pour des liaisons ne modélisant
pas seulement le contact unilatéral. Ces abus de langage sont introduits pour alléger le texte.

Applications aux macgonneries En ce qui concerne les applications aux maconneries, les
corps en interconnection seront les éléments de la structure. Les liaisons modéliseront donc les
efforts que le joint transmet aux deux blocs. Si le joint est vif, nous aurons des conditions de
contact classique, sans troisiéme corps. Si le joint est épais et que le mortier est présent, une
interphase d’épaisseur non nulle sépare les éléments. Nous supposerons que la distance d’inter-
action entre les deux solides est faible devant leurs taille caractéristique, de maniére & pouvoir
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considérer ce troisiéme corps comme une interface.

Si on fait I’hypothése que le comportement des joints se résume & celui d’une interface, on
privilégie alors deux directions qui sont la direction normale et la direction tangentielle. Ces
directions forment le repére local de l'interface que nous essaierons de définir précisément. Nous
verrons ensuite comment la cinématique du contact est modifiée pour tenir compte du joint épais.

5.2.2.a Fonction interstice

Soit Q! et Q2 deux corps déformables représentés par leur configuration & linstant ¢, on
suppose la donnée de deux portions de leurs frontiéres respectives susceptibles d’entrer en contact,
Il c Tt et I'? C T'?. Nous noterons par d(z,y) la distance euclidienne entre x et y de I’espace
dans lequel sont plongées les configurations (IR™?, nd € [1,3]). Considérons une particule & € '},
on note d(z,T'?) la distance de cette particule a I'2:

d(x,T?) = min{d(z,9)} (5.2.17)
yer?
L’ensemble {y} des points qui réalisent ce minimum n’a a priori aucune chance d’étre réduit
& un singleton. Nous nous placerons pourtant dans les conditions ot la donnée de 1"3 permet de
faire cette hypothése. Si y est I'unique point & réaliser ce minimum, il est donné par I’équation
suivante :

.1 _
y= a,rgm1n{§||w -9} (5.2.18)
PET?
soit en termes de variables lagrangiennes:
.1 5
Y = argmin{{[x(X, ) - x(¥,1)|} (5.2.19)
YEOFg

La fonction & minimiser, G(X,Y) = %Hx(X,t) — x(Y,1)||? est préférée a la distance elle-
méme. On voit qu’une condition suffisante pour qu'un unique point réalise ce minimum est que
G soit strictement convexe. En faisant un calcul élémentaire de variations sur GG, on montre que
le point y est tout simplement la projection orthogonale de & sur le plan tangent en y a T'2,
définissant, par 1a, une normale unitaire sortante {29 notée n.

La fonction interstice g est définie alors de la maniére suivante :

glz):T! — R (5.2.20)

1
z > (xz—y)n avecy = argmin{|z — g|?} (5.2.21)
gerz 2

La condition d’impénétrabilité de la particule & dans le corps €2y s’exprime donc ainsi:
VeeTl,, g(x)>0 (5.2.22)

L’approche du contact employée ici est une approche maitre-esclave ; nous parlerons plutét
de candidat et d’antagoniste au contact. Bien que notre termilogie n’introduit pas de hiérarchie,
on voit tout de méme que le traitement du contact est dissymétrique. En effet, la particule & de
'L, que nous appellerons particule candidate au contact est choisie pour entrer en contact avec
la particule y que nous appellerons particule antagoniste au contact. On désigne parfois méme
la surface I'2 comme la surface antagoniste. Dans la pratique, on voit que I’approche n’est pas
symétrique puisque 1’on envisage en quelques sortes le contact d’une particule candidate sur une
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surface antagoniste. Il est tout de méme important de noter que, lorsque les particules sont en
contact, la particule candidate coincide avec la particule antagoniste, quelque soit le choix du
corps antagoniste.

Dans cette approche, le siége du contact se situe sur la surface antagoniste, I'2. En cas de
contact unilatéral, la dissymétrie entre T'L et I'? disparait au moins localement puisque ’on
confond alors les plans tangents aux deux surfaces au contact.

Nous verrons que dans le cas du joint épais, cette approche n’est pas sans poser de problémes.

5.2.2.b Repére local au contact

Pour considérer les grandeurs cinématiques et sthéniques au contact, on définit un repére
local au contact par la donnée de:

— un vecteur normal unitaire n construit par la projection de la particule candidate sur la

surface antagoniste.

— deux vecteurs tangents ¢ et s de telle sorte que (n,t,s) constitue une repére orthonormé

direct.

Les grandeurs locales au contact seront représentées suivant leur composante normale et
tangentielle. La vitesse relative entre les particules candidates et antagonistes sera par exemple
écrite de la maniére suivante:

v = vN.n + Uy (5.2.23)

De la méme maniére, on notera la réaction r de I’antagoniste sur le candidat généré par le contact
par ses composantes normales et tangentielles :

r=ryn4+re (5.2.24)

REMARQUE 5.5
Il est intéressant de noter que la dérivée temporelle de g coincide avec vy, la vitesse relative

normale :
dg
dt
Comme le fait remarquer MOREAU, ceci n’est plus vrai pour ’accélération oil par exemple certains
termes d’accélération dus a des rotations éventuelles posséde des composantes normales.

Uy (5.2.25)

O

5.2.2.c Cas du joint épais

Dans le cas du joint épais, on considérera que l'interstice au temps initial go(z) donne une
estimation de 1’épaisseur du joint. Si ’on considére que les corps sont en contact dés l'instant
initial par 'intermédiaire de ce joint, on fait I'hypothése que 'impénétrabilité s’exprime par:

Ve el,,  g(x) =g(@) —go(w) >0 (5.2.26)

En ce qui concerne la définition du repére local, quelques approximations sont faites en
s’appuyant sur I’hypothése que les variations d’épaisseur du joint sont faibles. Comme nous
I'avons déja évoqué, le siége du contact a lieu sur la surface antagoniste. On définit donc la
direction de glissement par rapport au plan tangent & I'2. Si les plans tangents des surfaces
en contact au point @ et y sont paralléles, cette direction de glissement semble correcte. Si ce
n’est pas le cas, on considére une direction de glissement « moyenne » donnée par les directions
principlaes d’un « plan séparateur ». Nous examinons au § 7.3.3 le cas particulier ol les surfaces
de contact sont décrites par des assemblages de facettes planes issues de la discrétisation spatiale
du probléme. Nous donnerons alors plus de détails sur la contruction de ce « plan séparateur ».
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FIGURE 5.1 — Condition de SIGNORINI

5.2.3 Contact unilatéral - Condition de SIGNORINI

La condition de SIGNORINI est la condition unilatérale usuelle pour modéliser le contact
parfait sans adhésion. La condition géométrique appliquée a la particule candidate exprime l'im-
pénétrabilité de celle-ci vis a vis du corps antagoniste au moyen de la fonction interstice:

g>0 (5.2.27)

Comme nous ’avons pour les systémes discrets, la condition géométrique (5.2.27) doit étre
accompagnée d’informations supplémentaires sur la réaction r engendrée par le contact. Cette
réaction est normale pour un contact parfait et doit satisfaire les conditions suivantes:

Si g>0, ry =0, (Pas de contact), (5.2.28)
Si g=0, r~ > 0, (Contact) (5.2.29)

Nous avons choisi de garder la convention de la mécanique analytique qui considére que la
réaction de contact est une action extérieure qui produit un effort orienté vers 'intérieur du corps
candidat. Si ’on considére la contrainte o qui régne dans la corps, sur la surface potentielle de
contact I'}, on peut écrire:

ry = —o.n, surT} (5.2.30)

Une réaction positive produit donc une contrainte négative de compression dans le corps.
La condition de SIGNORINI peut étre écrite sous la forme plus compact d’'une condition de
complémentarité usuelle:
g >0, ry > 0, gry = 0. (5.2.31)

Le formalisme de l’analyse convexe peut étre introduit dans le méme esprit que pour les
systémes discrets. Le systéme d’équations (5.2.31) est équivalent aux formulations suivantes :

g c a\IJE{.;_(—’I‘N) - 8\:[11:&— (_TN) (5233)
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ou la fonction, ¥+, est l'indicatrice de R*.
Nous résumerons dans la suite la condition de SIGNORINI qui lie l'interstice g et la réaction
normale par ry, illustrée a la figure 5.1, par la notation formelle:

(g,7x) € GR — Signorini (5.2.34)

REMARQUE 5.6

L’écriture des inclusions (5.2.32) s’appuie sur une relation entre un déplacement relatif g et une
force ry. Cette écriture s’intégre parfaitement dans le cadre thermodynamique donné au § 5.1.4 en
considérant une notion de loi de comportement étendues aux surfaces. On fait alors ’hypothese
que le comportement de la surface déduit d’un potentiel d’énergie libre de surface Wg dépendant
de la variable g donné par:

Ws(g) = URr+(9) (5.2.35)

Cette énergie libre de surface rend bien compte d’un processus réversible, et par conséquent non
dissipatif. On remarque que la loi de comportement s’écrit sur la variable g et non sur sa vitesse
vy ; elle s’apparente bien & une loi d’élasticité non-linéaire. Si I’on reprend les notations du § 5.1.4,
cette loi de comportement surfacique s’exprime par :

—rR € OWs(g) (5.2.36)

O

REMARQUE 5.7
Une condition de SIGNORINI dite en vitesse peut tout & fait étre formulée:

Un Z O7 BN Z 07 UNTN — 0. (5.2.37)

Plusieurs interprétations peuvent étre données & cette condition. Dans le cas de mouvements
réguliers (voir § 5.2.1.b), la condition de SIGNORINI usuelle (5.2.31) peut étre substituée par
cette condition en vitesse. Pour des mouvements non réguliers, elle introduit une dissipation &
Iinterface. Cette dissipation peut étre vue comme la conséquence d’'une hypothése de choc mou.
D’un point de vue pratique, elle conduit & une non restauration des pénétrations suite a une
création de contact avec une vitesse normale non nulle. Elle a par contre de nombreux avantages
du point de vue de la résolution numérique des problémes de contact. Elle offre, en effet, une
stabilité supplémentaire aux algorithmes. Ce point sera discuté plus en détail au § 6.2.3.

O

5.2.4 Frottement sec - Frottement de CouLOMB

Le frottement sec est introduit usuellement pour exprimer la résistance au glissement tan-
gentiel de deux corps en contact. Les lois que nous allons introduire ici sont assez simples en
introduisant tout d’abord un seuil de résistance tangentielle puis en faisant dépendre ce seuil de
la réaction normale, pour obtenir la loi de COULOMB.

Comme nous l'avons déja évoqué dans la premiére partie, ces lois sont simples devant la
complexité des phénoménes mis en jeu lors du glissement. Une description plus fine demande de
faire appel & des considérations tribologiques & 1’échelle microscopique du contact. Le frottement
& seuil reste un moyen fiable de rendre compte du comportement macroscopique du glissement
de corps en contact unilatéral.
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5.2.4.a Frottement sec a seuil k
On suppose pour décrire ce modéle 'existence d'un seuil k sur la norme de la réaction

tangentielle tel que ’on ait :

ry Ur

[ [

|lvr|| =0, |lre|| < K, (Non glissement) (5.2.39)

o]l > 0, [zl = &, (Glissement) (5.2.38)

D’une maniére générale, ’existence du frottement est subordonnée & ’existence du contact, i.e.,
rx > 0. Pour ry = 0, un choix basé sur la physique du contact impose que k soit nul. Ceci n’est
pas sans poser quelques soucis pour un seuil constant.

La encore, on peut exprimer une forme plus compacte imitant une condition de complémen-
tarité:

r
vy = —IIvTII—”TTH, lrell <k, |locl|(lrc|l — &) =0 (5.2.40)
T
Introduisons maintenant le convexe C :
C={recR® |r <k} (5.2.41)

et sa fonction indicatrice ¥¢. La condition de complémentarité peut alors étre exprimée par les
inclusions suivantes :

—v € 0¥c(r) (5.2.42)

r € 0U;(—v) (5.2.43)

Ces formulation sont un peu plus complétes que la simple condition (5.2.40) puisqu’elles imposent
des conditions supplémentaires sur la vitesse normale. Nous verrons que suivant le choix de k ces
conditions peuvent conduire & des incompatibilités de modélisation avec la persistance du contact
pendant le glissement. L’écriture sous la forme de 'inclusion (5.2.42) fait entrer le frottement sec

dans la classe des matériaux standards généralisés. En profitant de la relation de monotonie des
sous-différentiels, on peut formuler un principe de dissipation maximale:

re C, Vi e, —v(r—7)>0 (5.2.44)

Pour éviter, les interactions avec le contact unilatéral, il est usuel d’écrire ces inclusions
uniquement sur la partie tangentielle de r en considérant le disque D(k) défini par

D(k) = {rr € R?, |rc| <k} (5.2.45)
On écrit alors les inclusions suivantes restreintes aux parties tangentielles de la réaction :

—vr € B\pr(k) (’I‘T) (5.2.46)

On peut alors écrire ’équivalent d’un principe de dissipation maximale:
rr € C, Vire € C,—vp(re —7r) >0 (5.2.48)

Il est important de remarquer que ces derniéres équations ne donnent pas ’assurance que le frot-
tement suit la régle de normalité. Le systéme (5.2.48) est intéressant pour écrire les frottements
non-standards comme le frottement de COULOMB que nous allons étudier dans la suite. Pour
I'instant, intéressons nous & un frottement sec un peu particulier qui est le frottement de TRESCA
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Cas particulier du frottement de TRESCA Si l'on fait I’hypothése supplémentaire que
k est constant, on parle alors de frottement sec de TRESCA. L’écriture de l'inclusion (5.2.42)
sur 7 impose une condition compatible avec le contact unilatéral ( vy = 0 ). Il s’écrit donc
naturellement dans le cadre standard généralisé et respecte le principe de normalité 5.2(b). On
illustre cette propriété a la figure 5.2.

Ut

(a) Graphe de TRESCA (b) Cylindre de TRESCA

FIGURE 5.2 — Frottement de TRESCA

Ce type de frottement est le plus souvent utilisée dans les developpemetns mathématiques
concernant le frottement. Sa définition pour ry = 0 est par contre un point non trivial d’un point
de vue physique.

5.2.4.b Frottement de CouLOoMB

De facon générale, les seuils de frottement k sont caractérisés par une forte dépendance a
la réaction normale. Le moyen le plus simple d’introduire cette dépendance est de supposer
I’existence d’un coefficient de frottement u tel que

k = pry. (5.2.49)

Le seuil de frottement dépend alors explicitement de la pression de maniére linéaire. On peut
alors donner la condition qui relie la vitesse de glissement v & la réaction tangentielle v :

Tr

vr = [|vr Trall [Pell <prs, floell(llrr]] — pry) =0 (5.2.50)

Les inclusions peuvent étre écrite en introduisant D(ury) sous la forme suivante :

—Vr € a\I/D(m«N)(’PT) (5.2.51)
rr € G\PE(WN)(—UT) (5252)
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’,'T TT
AN
\ v_r
BTN
Ut K Tn
0 ; 0 _
—— Loi usuelle
---- Loi standard
(a) Graphe de CouLOMB (b) Cone de CouLoMB

FIGURE 5.3 — Frottement de COULOMB

REMARQUE 5.8

Les inclusions peuvent étre interprétées comme des lois de comportement rendant compte d’un
processus dissipatif. On choisit alors comme pseudo-potentiel de dissipation surfacique, ®g, la
fonction donnée par:

Pg(vr) = ‘D%(MTN)(—UT) = pry|lv=l|- (5.2.53)

La loi de comportement irréversible s’esprime par:
'y € Dg(vr) (5.2.54)
0

Nous résumerons dans la suite la loi de frottement de COULOMB, illustrée & la figure 5.3(a), qui
relie la vitesse tangentielle vy & la réaction tangentielle 7 par la notation formelle suivante :

(vr, 1) € GR — Coulomb(ury) (5.2.55)

REMARQUE 5.9
Comme on I’a rappelé auparavant, ces inclusions ne sont pas synonymes de normalité. Une loi
de CouLOMB standard peut étre introduit en considérant le cone suivant :

C={re R?, ry>0, el < prx} (5.2.56)
La loi de normalité (5.2.42) est alors équivalente a

rn > 0, ||"'T|| < urn

2) 5.2.57
UN)=<M TN>’ A>0, A(|lrell —pry) =0 ( |

U — A"
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Comme l’a déja fait remarqué DRUCKER (1954), une loi de frottement standard basée sur
le cone de CoOULOMB implique une vitesse de décollement, ou si ’on préfére, une dilatation de
I'interface. Ces propriétés sont illustrées a la figure 5.3(b)

DE SAXCE & FENG (1990) proposent une nouvelle classe de matériaux pour étendre la notion
de normalité aux matériaux non standards. Cette approche est celle des matériaux standards
implicites (MSI) (DE SAXCE & FENG, 1990 ; FENG, 1991 ; DE SAXCE et al., 7777). Alors
que la classe des matériaux standards généralisés s’appuie sur deux potentiels de dissipation
duaux donnant de facon explicite ’évolution des forces thermodynamiques associées aux variables
internes, les MSI s’appuient sur un unique bi-potentiel controlant de facon implicite I’évolution
de ces variables.

L’intérét de cette nouvelle écriture tient au fait qu’elle permet de replacer le probléme de
contact frottant, en introduisant des variables auxiliaires, dans un formalisme strict d’un pro-
bleme de complémentarité. Les algorithmes usuels, d’optimisation sous contraintes inégalités
peuvent alors étre utilisés pour résoudre ce probléme (UzZAWA, NEWTON, etc. .., )

O
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5.3 Modéles couplant contact unilatéral, frottement et adhésion

Comme nous ’avons dit au § 5.2, le contact unilatéral et le frottement de Coulomb semblent
étre naturels pour modéliser les interfaces constituées de joints-vifs. Pour les mortiers anciens, en
faisant ’hypothése que leur tenue mécanique est faible, ces modéles peuvent étre suffisant pour
rendre compte de leur comportement.

A contrario, pour les mortiers qui ont des performances mécaniques non négligeables, plusieurs
caractéristiques de leur réponse mécanique ne sontpas rendues par ces lois. Parmi elles, on peut
citer:

— La présence d’élasticité aussi bien normale que tangente,

— La présence de cohésion normale et tangente autorisant le joint a résister & la traction et

offrant une résistance supplémentaire au frottement.

Dans cette partie, en s’appuyant sur les comportements fondamentaux de contact unilatéral
et de frottement sec, nous allons essayer d’enrichir le modeéle d’interface. Tout d’abord, un com-
portement élastique linéaire va étre introduit a l'interface en compression et en traction(§ 5.3.2).
Ensuite, nous présenterons un modéle de cohésion fragile (§ 5.3.3) et un modéle de cohésion plus
« ductile » s’appuyant sur la prise en compte d'un endommagement surfacique(§ 5.3.4).

Le choix a été fait de présenter ces modéles comme des modéles dérivés de la condition
de SIGNORINI et du frottement de CouLoMB. Ce jeu d’écriture permet de ramener par des
changements variables adéquats les modéles enrichis aux modéles de base. Il s’agit, aussi, de
montrer par ces écritures que les comportements de base sont toujours présents dans les modéles.

5.3.1 Saut de déplacement a l’interface

Dans les modéles qui vont suivre, une variable d’état supplémentaire est introduite notée [u]. Il
s’agit du saut de déplacement & 'interface entre la configuration de référence et la configuration
actuelle. Il sera décomposé dans un repére coincidant avec le repére local au contact dans la
configuration de référence de la maniére suivante :

[u] = uxn + ur (5.3.1)

Si I’hypotheése des petites perturbations est faite, on confond la configuration actuelle avec la
configuration de référence. Le repére local peut donc étre fixé dans la configuration de référence
et I’on confond alors l'interstice g et uy.

5.3.2 Comportement élastique de l’interface
Le comportement élastique est introduit au moyen du potentiel d’énergie libre de surface,
Wg:
Ws([u) = 5[u] & Cs & u] (532
On choisira pour le tenseur Cg des rigidités élastiques une forme particuliére ot ’on néglige

les modules de cisaillement. De plus, on considére que le comportement élastique tangent est
isotrope, ce qui conduit a:

1 1
Ws(ux, ur) = icNui + §CT||’U,T||2 (5.3.3)

ol ¢y et ¢r sont les raideurs normales et tangentielles de 'interface, homogénes & des modules
d’élasticité par unité de longueur.



5.3. Modéles couplant contact unilatéral, frottement et adhésion 169

Si I'on souhaite conserver la propriété d’impénétrabilité des solides en contact, on ajoute &
cette énergie libre surfacique, I’énergie libre fournit par la condition de SIGNORINT :

1 1
Ws (g, ux, ur) = ext + sexlunll? + U (g) (5:3.4

La loi de comportement s’écrit alors:
—rR €9 anWs(g, un, ur), —7R € OurWs(g, un, ur) (5.3.5)
ce qui est équivalent a

(rR + exuy) > 0, g >0, (rR + cyun) g =0

R __
Tt = CrUr

On illustre sur la figure la relation (5.3.6) dans le cas simple ou g peut étre confondu avec
uN'

'n

\/

Cn

FIGURE 5.4 — Comportement élastique en traction

En introduisant le changement de variable suivant :
fN =TN + CnUN (538)

le comportement élastique en traction peut se résumer & une condition de SIGNORINI modifiée
de la maniére suivante:

(g9,7x) € GR — Signorini (5.3.9)
Dans le méme esprit, un changement de variables sur la fonction interstice pour tenir compte
d’une élasticité en compression
5.3.3 Un modéle d’adhésion fragile

Le modéle de contact unilatéral classique implique de fagon usuelle que les corps en contact
ne peuvent adhérer I'un & ’autre. Cela implique que la réaction normale ry est nécessairement
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positive. Comme nous ’avons déja précisé, pour les joints vifs, cette hypothése parait tout & fait
raisonnable. De méme, pour les mortiers anciens, cette résistance du joint en traction peut étre
considérée comme négligeable.

Pour les mortiers qui possédent de bonne qualité mécanique, il n’est plus possible de négliger
la cohésion qu’ils induisent entre les éléments de ’appareil. Pour modéliser ce phénoméne, nous
proposons dans une premiére approche de modifier la condition de SIGNORINI pour prendre en
compte la résistance en traction du mortier, de la maniére suivante :

(ri+re) >0,  g>0, (ri+re)g=0 (5.3.10)
ol r. > 0 est la valeur de résistance en traction maximale. Le graphe de cette relation est donné

sur la figure 5.54.

'n

\/

_rc

FIGURE 5.5 — Prise en compte d’une résistance a la traction

En introduisant le changement de variable, 7y = ry + 7, on se raméne & un systéme du type
(5.3.9).

Dans ce modeéle de cohésion, on constate que la séparation des corps s’effectue a un effort
normal constant égal & r.. Cette hypothése parait peu réaliste si 'on considére la dégradation
du mortier en traction. Pour prendre en compte de fagon simple cette dégradation, on introduit
une évolution fragile du seuil de cohésion.

En s’inspirant du modéle d’endommagement fragile proposé par MARIGO (1981), on écrit un
modele d’endommagement surfacique fragile. Considérons tout d’abord 1’énergie libre surfacique
Wg:

Ws(g,un,ds) = (1 — ds) reux + ¥r+(g) + Uio,1] (ds) (5.3.11)

ol dg représente 'endommagement de la surface. La premiére loi d’état, qui s’écrit:
—rR € Oy Ws < —r3 — (1 — ds)re € OUR+(9) (5.3.12)
est équivalente & la condition de complémentarité suivante :

(rR+ (1 —dg)re) >0, g >0, (rR4+ (1 —ds)re)g=0 (5.3.13)

14. Le comportement élastique, évoqué plut tot, peut étre vu comme une cohésion élastique telle que r. = cnun
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La seconde loi d’état s’écrit en introduisant la force thermodynamique associée & ’endom-
magement 15, Fy:

—F 45 € 04 Ws(g, ux, ds) (5.3.14)
soit de maniére équivalente,
Fg, =rcun si0<ds<1, (5.3.15)
Fy =0 sinon. (5.3.16)
(5.3.17)

Considérons maintenant le convexe Cg4q suivant :
Cds = {Fds’C(Fds) = Fds —rele < 0} (5.3.18)

ol ¢(F4s) est la fonction seuil de la force d’endommagement. L’évolution de ds est alors donnée
par la loi de normalité suivante:
ds € aFds \I/Cds (5319)

2117
F
Comme 'indique MARIGO (1981), si 0 2 =0 et que Ac(F 4]
od 0dg

cissement en déformations du matériau est ilulle. ds évolue donc brutalement de 0 & 1. Il s’agit
alors d’endommagement total qui nous fait passer d’une loi cohésive unilatérale & une condition
de SIGNORINI classique.

De la méme maniére, on peut considérer un comportement élastique en traction. Une forme
plus classique de I’énergie libre de la surface peut alors étre donnée:

= () alors le module d’adou-

1
Ws = (1 = ds)esus + T+ (9) + Pjo,1)(ds) (5.3.20)

Cela ne modifie, en rien, I’évolution de dgs mais 1’énergie dissipée en cas de rupture est différente.

En effet, ’énergie dissipée pour le modéle & cohésion constante vaut r.l, alors que pour un
2

modele élastique on retrouve I'énergie élastique emmagasinée a rupture: —<. Les deux situations

Cn
sont présentés a la figure 5.6

REMARQUE 5.10

Le modele de résistance a seuil constant illustré a la figure 5.6(a) est défini par une résistance
maximale en traction r. et une longueur de séparation [.. La définition de cette longueur est
nécessaire si I'on veut quantifier I’énergie dissipée par le mécanisme de rupture.

Le modéle présenté s’apparente au modéle de rupture fragile proposé par DUGDALE (1960)
pour la propagation de fissure dans les matériaux. En suivant ces travaux et ceux de FREUND
(1989), on peut faire remarquer que I’énergie dissipée par 'endommagement est analogue au taux
de restitution d’énergie de rupture de GRIFFITH'®, G. La longueur . de séparation peut donc
étre estimée a partir de cette énergie en connaissant la résistance maximale en traction r..

Pour le modele élastique, la donnée de la raideur normale et du seuil r, suffit a renseigner le
modele.

O

15. Le signe moins est introduit par commodité
16. Nous donnerons des présisions sur les hypothéses de validité de cette affirmation a la remarque 5.12.
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e

(a) Seuil de résistance constant (b) Comportement élastique fragile

FIGURE 5.6 — Evolution de l’endommagement

REMARQUE 5.11

Pour poursuivre I'analogie avec les modeéles de rupture fragile, on peut montrer sous des hy-
pothéses de propagation spatiale stationnaire de la fissure (voir remarque 5.12) que le taux de
restitution d’énergie vérifie I’égalité:

5C
G- —/ r([u]) d[u] (5.3.21)
0
ol &¢ est la valeur de u ou la réaction s’annule. Pour notre modéle, cette expression conduit a:

G=rcl (5.3.22)

Dans le méme esprit que les modeles de rupture fragile traditionnels (sans longueur de décohé-
sion apparente), on peut envisager de faire tendre la longueur de décohésion vers 0 en conservant
I’énergie G constante. De maniére heuristique, on peut dire que la partie intégrée,r([u]), doit
tendre vers 'infini & mesure que [, tend vers 0. Cette vision est bien siir naive puisque que r ne
peut plus étre une fonction de [u].

A la maniére des chocs, il est nécessaire de considérer » comme une distribution singuliére de
DIRAC en [u] = 0. Une fois encore, la réaction ne peut étre considérée que sous forme intégrale,
soit en terme d’impulsion. Nous verrons que les modéles de résolution proposés sont capables de
prendre en compte ce type de modéle, qui ne nécessitent plus la donnée d’un seuil de cohésion
en réaction et en longueur mais seulement la donnée d’une énergie de rupture.
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5.3.4 Un modéle adhésif/frottant avec endommagement progressif,
le modéle de FREMOND-CANGEMI

5.3.4.a Contexte du modéle présenté

Le modéle présenté dans cette partie est un modéle couplant contact unilatéral, frottement
et endommagement. Ce modeéle, formulé par CANGEMI (CANGEMI, 1997 ; RAOUS et al., 1999),
est une extension, au frottement de COULOMB, de la notion d’intensité d’adhésion initiée par
FREMOND (1982, 1987, 1988) dans le cadre du contact unilatéral adhérent. Nous parlerons dans
le suite de ce texte du modéle de FREMOND-CANGEMI.

Le modéle propose en effet la prise en compte d’une cohésion supplémentaire & celle du frot-
tement sec dans la direction tangentielle et d’une cohésion synonyme de résistance a la traction
dans la direction normale. Cette cohésion est pilotée par une variable d’intensité d’adhésion, g,
dont 1’évolution permet la prise en compte de 'adoucissement de I’adhérence. Gréce a cet adou-
cissement, le modéle propose une transition d'un état adhérent normale et tangent & un état
de contact unilatéral dans la direction normal et & un état de frottement sec dans la direction
tangentielle.

Récemment, ce modeéle a fait I'objet d’une étude détaillée tant sur le plan mécanique (inter-
prétation énergétique du modéle) que mathématique (théorémes d’existence et d’unicité des
solutions) de la part de YANN MONERIE. Ses travaux proposent des extensions substantielles du
modéle comme l'introduction d'un passage progressif de ’état adhérent a I’état frottant (coeffi-
cient de frottement dépendant de 3) et la prise en compte d’effet non locaux par I'intermédiaire
d’un premier gradient en espace de 8 (formulation thermodynamique et essais numériques). La
présentation faite ici reprend les grandes lignes de ce travail du point de vue de la formulation
thermodynamique du modéle, des interprétations énergétiques et de I'analyse des régularités de
solutions. Pour plus de détail, nous renvoyons & MONERIE (2000).

Pour les aspects mathématiques et pour une étude dans un contexte plus large concernant la
fissuration, la mécanique de la rupture et les zones cohésives, nous renvoyons le lecteur intéressé
aux écrits suivants : (MONERIE & RAOUS, 1999 ; CHABOCHE et al., 2001 ; MONERIE, 2000). Ces
travaux ont été développés pour ’analyse du role de l'interface fibre/matrice dans les composites.
Le comportement de ces composites est connu pour étre quasi-fragile. Nous verrons au § 5.3.5
comment il peut étre appliqué et interprété pour un autre matériau quasi-fragile comme le joint
de mortier.

L’une des caractéristiques mécaniques majeures de ce type de modéle est la présence d’adou-
cissement. Comme nous avons déja discuté au § 2.6, ce type de comportement posent de nom-
breux problémes numériques liés aux instabilités qu’il entraine. Nous avons vu que plusieurs voies
peuvent étre envisagées pour surmonter ce probléme (régularisation visqueuse, théorie d’ordre su-
périeur, etc...). Nous tirerons les enseignements de cette étude et nous proposerons une solution
aux problémes d’objectivité liés a ’adoucissement de l’interface.

La contribution de ’auteur, en collaboration avec YANN MONERIE, a été de proposer une for-
mulation dynamique et une résolution numérique du probléme de zones cohésives frottantes. Ces
nouveaux développements, pour la premiére fois dans un cadre tridimensionnel, ont été appliqués
a la fissuration des composites céramiques (MONERIE, 2000), & la délamination par flambement
(MONERIE & ACARY, 2001) et dans ce travail, aux joints de mortier. Cette collaboration a fait
l’objet d’une publication plus globale sur les modéles de cohésion (JEAN, ACARY, & MONERIE,
2001).
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5.3.4.b Les variables d’état du modéle

Comme pour les modéles d’interfaces présentés auparavant, les composantes normales uy
et tangentielles . du saut de déplacement sont deux variables d’état du systéme auxquelles
on associe les parties réversibles des forces thermodynamiques, r} et rX. On considérera pour
simplifier les écritures que U'interstice g est confondu avec uy 7.

Le caractére original du modéle est da & l'introduction d’une variable 8 qui représente 'inten-
sité d’adhésion (FREMOND, 1982, 1987, 1988). Cette intensité d’adhésion peut étre interprétée
comme la proportion de liaisons actives entre les deux corps en contact. Cette variable est com-
prise entre 0 et 1; pour 8 = 1, l'interface est vierge, pour 8 = 0 l'interface est rompue, pour
les valeurs comprise entre 0 et 1 'interface est partiellement rompue. A cette variable d’état 3,
on associe la force thermodynamique Xg. La variable 8 peut étre envisagée comme une variable
d’endommagement surfacique.

Comme pour les modeéles d’endommagement continu évoqués dans le § 2.6, une théorie d’ordre
supérieur en 8 peut étre introduite. Pour la présentation qui va étre faite ici, un premier gradient
en espace de 8 va étre considéré pour introduire une information non locale. On associe & V3 la
force thermodynamique Xvg.

5.3.4.c Energie libre - Lois d’état

L’énergie libre choisie pour ce modéle est la suivante:

1 1 1
Ws(uy, ur, 8,V B) = EﬁQCNU§+§ﬁQCTIIUTH2—w h(5)+§kllvﬂll2+‘1’m+(UN)+‘I’[0,1](5) (5.3.23)

ol les paramétres du modéle sont :

U les raideurs initiales ¢y et ¢r, homogénes & un module d’élasticité par unité de longueur,

O w est une énergie par aire de référence. Elle représente 1’énergie dissipée dans le processus
de cohésion & l’exception de toute dissipation visqueuse.

O la fonction h(B) est supposée différentiable et permet de paramétrer la forme de I’énergie
dissipée en fonction de 3. 18,

O D’énergie associée au gradient d’adhésion, V3, est choisie quadratique. Cette forme simple
fait dépendre linéairement Xvyg a V. La constante k£ est une constante homogene a une
énergie.

Les lois d’état sont les suivantes:

—Tn (S auNWS(uNauTaﬁavﬂ)a
—’I"!; € auTWS(uNauTa:Ba VIB)’
5.3.24
—Xﬂ € aﬂWS(uNauTaﬁa VIB)’ ( )
-Xvyp € aVﬂWS(uNauTaﬁa VvB).

Du systéme d’équations (5.3.24), on peut déduire des formes équivalentes pour les lois d’états.
Comme auparavant, on obtient pour la partie réversible de ry, la condition de complémentarité
suivante :

(rR 4 BPexuy) >0, uy > 0, (rR + B2exuy) uy = 0 (5.3.25)

17. Si la notion d’intensité d’adhésion parait claire en petites perturbations, son interprétations d’un point de
vue physique en grandes transformations parait douteuse pour les matériaux quasi-fragiles.

18. En s’inspirant du travail de MARIGO (1981), une relation doit pouvoir étre mise en évidence entre h'(f3) et
le module d’adoucissement en déformation qui pilote la relation de charge-décharge.
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L’énergie libre étant différentiable par rapport & ur on obtient de facon immeédiate:
Tr = _IBQCTuT (5.3.26)

En ce qui concerne la force thermodynamique Xz associée & I’adhésion, une étude suivant 3
conduit au systéme suivant :

Xg > wh'(f) si =0
Xg = wh'(B) — (exud +erljuc||?)B si0<B<1 (5.3.27)
Xg < wh'(B) = (exul +exfuql?) sif=1

L’énergie étant aussi différentiable par rapport V3, on obtient directement :

Xvyp = —kVS (5.3.28)

5.3.4.d Potentiel de dissipation: Lois complémentaires

Les lois complémentaires du modéle régissant les phénoménes dissipatifs sont introduits au
moyen d’un potentiel de pseudo-dissipation (voir § 5.1.4.b). Cette fagon d’opérer, désormais
usuelle, doit tout de méme étre précisée lorsque 1’on travaille avec des grandeurs mécaniques non
locales comme V3. En effet, la forme locale de 'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM ne peut étre
déduite aussi facilement et quelques précautions doivent étre prises. Nous préciserons, premier
lieu, une forme locale de l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM, puis nous choissirons un potentiel de
dissipation qui répond & ses exigences.

Inégalité de CLAUSIUS-DUHEM Rappelons I’écriture du Second Principe( 5.1.71) sous sa
forme globale incluant la densité d’entropie surfacique Sg:

S = S‘dm—l—/ s'sdsz/ 5dw—/ qn gs. (5.3.2)
Q) 80(t) YO sy T

En introduisant a ’aide du premier principe, la densité d’énergie libre volumique W et surfacique
Wy et la puissance des efforts de surface, Pg = ryvy + P10, (U = 4N, v = Ur), on obtient une
forme globale (ou si l’on préfére intégrale) de I'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM :

/ —p(W+ST)+0®D — 9T dae + / —(Ws + SsT) + ryvy + Povrds > 0, (5.3.30)
Q) T 890(t)

soit, en supposant que la dissipation mécanique intrinséque est séparément positive:

/ —pW +o@Ddzx + / —Ws + ryoyx + Ppvpds > 0. (5.3.31)
Q(t) a0(t)

Pour obtenir une forme locale de cette inégalité, il réside une difficulté dans le calcul de
Wg qui n’est pas directement différentiable. En opérant un calcul de cette dérivée par valeur
supérieure et inférieure, le résultat suivant peut, tout de méme étre, obtenu en négligeant les
termes de bodrs en V3

W ds = / (R + rRus + (X5 — Xvg)B) ds. (5.3.32)
20(t) 290(t)

La forme locale de I'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM peut se formuler de la maniére suivante :

D = o®"R@D>0 dans Q(t) (5.3.33)
Ds = —(rfox+rRvr)+(Xg—Xvyp)B) >0 sur 9Q(t) e
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Choix d’un potentiel de dissipation surfacique, ®g. Laissons de coté pour l'instant la
dissipation volumique D pour se pencher sur la dissipation surfacique Dg. Comme nous l'avons
déja évoqué, le respect de l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM va se faire par l'introduction d’un
potentiel de dissipation surfacique ®g. La forme choisie pour ce potentiel est la suivante:

pH1 -

) b
B5(ver, B) = u(B)(rs + Bexun)||v| + mllﬂll + Q- (B) (5.3.34)

ol b est une viscosité et p un entier déterminant la puissance de la loi de dissipation sur 6

La dissipation due aux phénomeénes irréversibles est donc supposée provenir de deux sources.
La premiére source est la dissipation par frottement et, la seconde, la dissipation par endomma-
gement et viscosité. La loi de dissipation visqueuse a été choisie ici de type NORTON-HOFF. Le
coefficient de frottement a été choisi comme une fonction réguliére de 8. Nous reviendrons sur
ce point au § 5.3.5.

Il est important de remarquer que ce potentiel est convexe par rapport au couple (vr, ﬂ)
a la différence du potentiel d’énergie libre. On peut donc raisonnablement envisager son sous-
différentiel par rapport au couple (v, ﬁ) De plus, on a I’égalité ®5(0,0) = 0. Comme on l'a vu
dans la partie § 5.1.4.d, la relation de monotonie engendrée par l'inclusion suivante permet de
montrer que l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM est vérifiée:

(=T}, X — Xvp) € 0, 4@s5(vr,B) (5.3.35)
Les lois complémentaires s’écrivent & partir de ce potentiel de la fagon suivante:

T = 0
N -
R € Oyy®s(vr, f) (5.3.36)

_IrT

(Xp— Xvp) € 03Ps(vr,f)

m

L’appartenance de —r!} au sous-différentiel de ®g par rapport v conduit & écrire un loi de
frottement de COULOMB modifié pour une valeur de pression normale égale & ry + S2cxtUy, SOit :

PR v .
|lvz|| > 0, 7R = u(B)(r? + Bexun), ||7';|| =— ||'vT||’ (Glissement)  (5.3.37)
T T

|lvr|| =0, 7| < p(B)(rR + B2enuy), (Non glissement)5.3.38)

Il est important de noter que ce résultat n’est pas modifié par la prise en compte d’un coefficient de
frottement variable. La relation d’inclusion liant (Xg — X vy3) est équivalente & 1’égalité suivante:

(Xp — Xvp) € 95®5(vs,f) = BAP = —(X5 ~ Xvp)~. (5.3.39)

5.3.4.e Synthése des équations constitutives du modéle

Pour terminer la présentation de ce modéle couplant contact unilatéral, frottement et adhé-
sion, on donne une synthése des lois constitutives dégagées par la formulation thermodynamique:

O Contact unilatéral avec adhésion:

(r} + B2eyuy) >0, uy > 0, (rR + B2 enun) uy = 0 (5.3.40)
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O Frottement de COULOMB avec adhésion :

T = _IBQCTUT’ TR = s
IR
IR R 2 Tr Ur
o vz >0, |lrF] = pu(B)(ry + Bexun), R ) (5.3.41)
el [Vl
o [vzll =0, [IrFll < p(B)(r} + Bexux),
O Evolution de ’intensité d’adhésion :
. , 9 9 —1(/p) )
b = —[(wh(B) - Blextd + erllunl®) —kVB) |, sipe,] 65342
. _1(/p) i e
B < —[(wh(B) - Blexid +erllunl?) ~kVE) |, sip=1
En introduisant le changement de variable suivant :
lfN = TN + IBQCNUN, ,FT =T + IBQCTUT, (5343)
le modéle peut se résumer de fagon synthétique sous la forme:
(ux,7n) € GR — Signorini
(vp,7r) € GR — Coulomb(ury) (5.3.44)

/8: f(:BauNauT)

5.3.5 Pertinence du modéle de FREMOND-CANGEMI pour les mortiers

Dans cette partie, une interprétation mécanique du modéle sera donnée. Cette démarche a

deux objectifs principaux :

— détailler et comprendre les évolutions des variables du modéle pour des chargements géné-
riques. Il s’agit de relier les évolution réversibles te irréversibles du modéle & la physique
des phénomeénes que ’on veut modéliser,

— justifier T'utilisation d’un modéle développé initialement pour ’adhésion d’une maniére
générale puis pour les composites quasi-fragiles.

Nous allons essayer d’aborder de front ces deux objectifs généralement mélés dans les sections

qui suivent.

5.3.5.a Intensité d’adhésion comme un endommagement fragile

Le modéle de FREMOND-CANGEMI introduit comme nous ’avons vu la notion d’intensité
d’adhésion prise ne compte par la variable scalaire 8. Cette variable peut étre vue comme un
endommagement surfacique en considérant pour variable d’endommagement plus classique d =

1—+/B.

Endommagement plutét que plasticité. Cette caractéristique du modéle différe radicale-
ment des modéles d’interfaces généralement rencontrés dans la littérature. Les modéles de joint
de mortier évoqués, dans le § 3 sont tous basés sur un comportement plastique avec adoucisse-
ment. Nous avons déja analysé les conséquences que cela pouvait avoir sur le comportement de
I'interface (voir § 3.4).
Rappelons tout de méme deux inconvénients majeurs de la plasticité seule:
— Le comportement plastique implique que le mécanisme dissipatif s’appuie essentiellement
sur une déformation irréversible. Pour le comportement normal en traction d’un joint de
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mortier, cette déformation est généralement négligeable et le mécanisme principal est avant
tout de 'endommagement fragile.

— En ce qui concerne le comportement tangent, un modéle plastique comme le frottement
de COULOMB modélise correctement le comportement résiduel. Il semble par contre que le
mécanisme dissipatif qui a lieu lorsque le matériau est encore cohésif, soit révélateur d’un
meécanisme couplé de plasticité et d’endommagement fragile comme c’est le cas pour les
géomatériaux quasi-fragiles(voir § 1.3). Nous reviendrons sur la pertinence du modéle dans
le comportement tangent dans le § 5.3.5.b

Si 'on considére de plus un modéle élasto-plastique, on constate que la mécanisme dissipatif
laisse intact les caractéristiques élastiques du mortier. Sur ces remarques, il devient naturel de
faire appel & la mécanique de ’endommagement.

Evolution de l’intensité d’adhésion. Nous montrons sur la figure 5.7 comment le modéle
d’interface réagit 4 un essai de charge-décharge en traction normale. Pour des raisons de simplicité
on choisit une loi simple qui permet une interprétation facile (h(8) = 8,k =0,p = 1).

Donnons une interprétation simple de ces courbes. Si ’on considére une évolution monotone
croissante de uy & partir des conditions initiales S(0) = 1 et ux(0) = 0, le systéme différentiel
gouvernant 1’évolution de la réaction peut alors s’écrire:

__p2
ry =~ exuy (5.3.45)
bB = (w — exux )~

La relation ry-uy peut étre décrite de la sorte. Pour uy < u§ = \/w/cy, la vitesse ﬁ est égale
4 0; l'intensité d’adhésion (3 reste donc égale 4 1. On constate donc un comportement élastique
linéaire de pente cy (Partie OA de la courbe 5.7(a)). Pour u§ = y/w/cn, la vitesse de perte
d’adhésion devient négative B < 0, I'évolution de la réaction est donc gouvernée par le systéme
adimensionné suivant :

=P
X ¢ 2 (5.3.46)
bey - 1 (U_N ) 5 9.
(r$)? ux

ou ry = —y/wcy. Avant que le déplacement critique wu, ne soit dépassé, le comportement est

indépendant du temps. Au dela, le comportement dépend de la viscosité du modeéle d’évolution

de B. Considérons pour un moment que cette viscosité est nulle. On obtient alors I’évolution '
de S et de ry suivante, illustrée a la figure 5.7(a) partie AB:
w w?
B=—5, ™=——g, POUT Uy > U (5.3.47)
CNUy CNUy

Si au point B, on effectue une décharge, en considérant la valeur du déplacement up atteinte, la
2

. . *x __ 12 2 Nk
raideur effective ¢ = 8¢y est égale a ¢, = T
CNUy

On montre sur le graphe 5.7(b) ’évolution de ry pour une loi visqueuse. La différence tient
aux énergies stockée et dissipée au cours de ’évolution de uy.

19. On considére toujours une évolution monotone
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FIGURE 5.7 — Essai de charge-décharge dans la direction normale
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Commentaires Ce type d’évolution simple pour § sera souvent suffisant pour nos applications
aux magonneries. Comme il I'a déja été évoqué au § 1.1.2.b, ATKINSON et al. (1989) ont montré
sur leurs essais expérimentaux que ’adoucissement aussi bien tangentiel que normal peut trés
bien étre approché par une hyperbole.

5.3.5.b Intérét du couplage entre frottement et adhésion

/ S —  Evolution visqueuse

--—.—.. Evolution non visqueuse

Energie consommée

(D Aire(OAB)
par endommagement

@ Aire(OBC) Energie stockée par
la liaison interfaciale

Energie dissipée
par viscosité

(3) Aire(ABD)

. Complément d’énergie
Aire(BCED ..

@ ire(BCED) stockée par viscosité

Energie dissipée

(®) Aire(OAEF)
par frottement

FIGURE 5.8 — Essai de charge-décharge dans la direction tangentielle

Comme il I’a été dit dans le § 1.3, les mécanismes dissipatifs dans les géomatériaux sont
issus du couplage de plasticité non associée et de 'endommagement fragile. Ce phénoméne est
particuliérement marqué en compression ou en cisaillement sous des pressions de confinement
élevées.

Couplage endommagement et plasticité Le modéle de FREMOND-CANGEMI offre la possi-
bilité de coupler de maniére forte I’adhésion et le frottement. En effet, comme on I’a vu & travers
la formulation thermodynamique du probléme, la réaction tangentielle 7, est la somme de deux
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contributions:

1. une partie réversible R = 82crur qui dérive du potentiel élastique. Cette réaction permet
de prendre en compte la résistance supplémentaire due & la cohésion du mortier sain. L’évo-
lution de 8 en fonction du déplacement u, permet de prendre en compte ’endommagement
fragile du matériau. Le matériau s’adoucit ainsi et la partie cohésive du comportement s’an-

nule.

2. une partie irréversible X, dont ’évolution est guidée par le frottement sec de COULOMB.

On retrouve dans ce terme la plasticité de type MOHR-COULOMB dont le seuil dépend de la
pression normale. Lorsque la liaison cohésive est complétement endommagée, on retrouve
un comportement résiduel de frottement sec.

On donne sur la figure 5.8 I’évolution de la réaction tangentielle 7, pour des cycles de charge-
décharge & pression normale constante. Le coefficient de frottement u(8) est constant, égal a
. On peut constater que le modéle non visqueux est en bonne corrélation avec les résultats
expérimentaux de ATKINSON et al. (1989). On note bien la présence d’un pic de cohésion dans
le cycle initial puis le comportement résiduel de frottement caractérisé par son hystérésis. Pour
les essais expérimentaux de ARMAND et al. (1997), le caractére plus régulier des hystérésis peut
étre modélisé par ’apport d’une viscosité qui peut étre déterminée en tenant compte d’essais a
vitesse variable.

Coefficient de frottement variable Comme on peut le remarquer sur la figure 5.8, le modéle
conduit & une dissipation d’énergie par frottement avant méme que ’endommagement n’ait
débuté. Sous cette hypothése, le modéle dissipe déja alors que le matériau est toujours considéré
comme sain, i.e., élastique linéaire du point de vue de sa cohésion. Cet caractéristique du modéle
parait est embarrassante du point de vue de la physique des phénoménes dissipatifs dans le
mortier.

Pour remédier & ce probléme, on propose d’utiliser un coefficient de frottement variable qui
déclenche la dissipation par frottement que lorsque l'interface s’endommage (MONERIE, 2000).
Le terme de « frottement variable » est peut étre malheureux car il suggére généralement des
modéles ou le coefficient varie avec la vitesse de glissement comme pour les lois de STRIBECK.
Dans ce développement, il s’agit de rendre dépendant le coefficient de frottement y de § qui
mesure ’endommagement.

Pour les applications aux joints de mortier nous demanderons au coefficient de frottement
variable de vérifier les conditions suivantes :

1. pour une interface vierge, 8 = 1, on souhaite ne pas avoir de frottement, soit u(8 = 1) = 0,

2. Pour une interface endommagée, 8 = 0, on souhaite retrouver le comportement résiduel de

frottement sec pour une valeur du coefficient de frottement constant u,., soit u(8 = 0) = .

Pour les joints de mortier, en ’absence d’informations supplémentaires nous choisirons la loi

la plus simple qui respecte ces conditions:

u(B) = (1= Bur (5.3.48)

Il est intéressant de noter que I’on retrouve alors pour I'interface vierge (5 = 1) un comportement
élastique linéaire de raideur cy.
5.3.5.c Considérations énergétiques et parameétres des lois constitutives

Le critére d’endommagement n’est pas un simple critére de rupture locale qui serait basé sur
une valeur de réaction critique r°. Il s’appuie en effet sur un critére basé sur 1’énergie consommée
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durant le processus de décohésion. En cela, le modéle est analogue a la mécanique de la rupture
fragile.

Toutefois, une nuance est & noter. En mécanique de la rupture, la fissuration se produit
lorsque le taux de restitution de I’énergie atteint sa valeur critique, G¢ (Critére de GRIFFITH).
Pour le mode¢le présenté ici, I’endommagement débute lorsque la force thermodynamique Xpg
s’annule (on omet ici le premier gradient de ). Pour 5 = 1 et une loi non visqueuse, ou si l'on
préfére une évolution quasi-statique, I’énergie stockée dans la liaison interfaciale est égale & w/2.
Le reste de I’énergie est ensuite dissipée au cours de I’évolution jusqu’a la décohésion compléte
pour atteindre une énergie dissipée totale égale & w.

Sur ces remarques, on peut arriver a la conjoncture que le modéle est, a la fois, basé sur un
critére énergétique et sur un critére en réaction critique.

Cette caractéristique est particuliérement intéressante pour notre propos qui est de simuler
numériquement le processus de rupture dans les joints de maconnerie. En effet, des choix équi-
valents du point de vue mécanique peuvent étre faits pour parémétrer le modéle. D'un point de
vue expérimantal, certains parameétres sont plus fiables que d’autres. Le modéle permet de les
choisir. On peut par exemple penser & un jeu qui serait composé de ’énergie totale d’adhésion
w associé aux valeurs critiques de réactions 7§ et r5 ou encore aux déplacements critiques u$ et

REMARQUE 5.12

On a peu discuté au cours de cette présentation de la forme attribuée a ’adoucissement dans
le modele, ou de maniére plus précise, au choix de h(B). Ce paramétre du modeéle parait a
priori déterminant sur la réponse du modéle. Tout dépend en réalité, du choix de 1’échelle a
laquelle on se place pour analyser cette réponse. En effet, & 1’échelle de macroscopique, pour
une propagation stable des fissures, la réponse du systéme ne dépend pratiquement que l’énergie
dissipée par la fissuration et pas de la forme de I’endommagement choisi. Donnons quelques
éléments de justification d’une telle affirmation.

Considérons une forme de réponse d’'un modeéle de zones cohésives, décrite par une relation
r-u. Pour des valeurs de w allant de zéro & une valeur critique 6 o la réaction est nulle pour
llw|]| > ||6¢||, on peu montrer (voir par exemple FREUND (1989)) que le taux de restitution
d’énergie G pouvait étre donné, & vitesse de propagation de fissure constante par:

G = —/066 r(u) du (5.3.49)

Cette égalité est particuliérement intéressante & deux points de vue:

— tout d’abord, elle confirme 1’équivalence entre le critére énergétique global de GRIFFITH et
un modéle de cohésion en ce qui concerne la propagation stable des fissures,

— ensuite, on note que 1’énergie ne dépend que de l’aire sous la courbe r-u et donc que la
propagation stable des fissures est décrite de maniére équivalente quelque soit la forme de
cette courbe.

D’un point de vue pratique, la réponse macroscopique est semblable pour des énergies d’adhésion
équivalentes.

Le résultat (5.3.49) reste une bonne approximation dans le cas o la vitesse de propagation
de fissure est trés grande. Il reste par contre un cas délicat que la mécanique de rupture classique
ne peut pas traiter, qui est celui de l'initiation des fissures. Dans ce cadre, la forme du modéle
d’endommagement joue un role important, qui peut étre senti au niveau de la décohésion locale.
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Cette sensibilité de la réponse locale a la forme du modéle constitue en réalité un atout indéniable
des modeéles de cohésion. Ils sont d’une maniére générale capable de traiter 'initiation des fissures.

O

Commentaires Pour les applications aux maconneries, on souhaite rendre compte d’un com-
portement global de la structure cohérent, en s’appuyant sur des considérations micromécaniques.
La forme du modéle de cohésion importe donc peu si les mécanismes dissipatifs sont bien re-
présentés (couplage endommagement-plasticité) et si ’énergie dissipée par endommagement est
quantifiable. On notera toutefois que les réponses obtenues pour un choix simple de h(3) semblent
en adéquation avec les expériences.

5.3.5.d Comportements non représentés par le modéle

Trois comportements caractéristiques des joints de mortier ne sont pas pris en compte dans
le modéle:

— le premier de ces comportements est le caractére plastique de la réponse en traction directe
du joint. Comme nous ’avons souligné, le comportement normal du modéle est un compor-
tement d’endommagement fragile seul. Dans la réalité, on note la présence de faibles dé-
formations irréversibles synonymes de plasticité. Nous les considérons comme négligeables.

— le modéle suppose une résistance en compression normale illimitée. Nous avons vu que
certains modéles d’interface proposent un critére de résistance maximale en compression.
Le modéle, présenté au § 3.3, désigné sous leur acronyme anglais de « Cap model », en
est un exemple caractéristique. Ce type de modéle est souvent utilisé pour modéliser de
fagon macroscopique la dégradation du matériau sous écrasement. Cette dégradation dans
les matériaux macroscopiquement homogénes traduit la naissance et le développement de
fissures paralleles a l’axe de compression. Nous négligerons ces aspects dans les jionts de
mortier modeélisé par une interface d’épaisseur nulle. En reportant éventuellement ces phé-
nomeénes dans les éléments, nous tiendrons de la rupture en compression par la fissuration
des éléments.

— Enfin, Le troisiéme de ces comportements est la dilatance du mortier lorsqu’il est sollicité
en cisaillement. Ceci constitue une faiblesse du modéle si I’on souhaite des analyses micro-
mécaniques fines sur des appareils de faibles dimensions. Pour cela, il serait nécessaire de
considérer un frottement standard ou non associé avec un potentiel régissant 1’écoulement
supplémentaire. Nous proposons de discuter de ce probléme dans la suite du paragraphe

Le cas particulier de la dilatance Quelques remarques supplémentaires concernant la dila-
tance des mortiers peuvent étre faites. Elles s’appuient sur les résultats des essais de cisaillement
cyclique sur les mortiers anciens réalisés par ARMAND et al. (1997) et des mortiers modernes
réalisés par ATKINSON et al. (1989).

Pour les mortiers anciens, une forte contractance du joint est remarqué dés le premier cycle.
Le fait d’omettre, dans un premier temps la dilatance (ici la contractance du joint), engendre
une surestimation des chargements extrémes que peut supporter la structure. Le modéle ne va
donc pas dans le sens de la sécurité.

Pour les mortiers modernes, une dilatance est présente dans les premiers cycles et s’estompe
rapidement au fur et & mesure des cycles. Cette dilatance offre un meilleure tenue de la structure
mais ne joue pas une role déterminant comme cela peut ’étre, par exemple, pour les problémes
d’arrachement de pieux.
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Il n’en reste pas moins dans les deux cas que la dilatance (ou la contractance) peut jouer
un role important dans des calculs des chargements extrémes que peut supporter la structure.
Afin de prendre en compte ce phénoméne, on propose d’opérer un changement de variable sur
la fonction interstice en la faisant dépendre du déplacement tangentiel cumulé. Pour I'heure,
cette modification n’a pas été implémentée. Toutefois, le cadre général des changements de va-
riables a été envisagé dans JEAN et al. (2001) et ne semble pas poser de problémes techniques
insurmontables.

Pour informations, des formulations élégantes et des essais de modéles de zones cohésives
avec dilatance sont présentés dans LEROY et al. (1999) sur des problémes de fissuration de
composites. Les approches étant similaires l'introduction de dilatance ne devrait pas poser de
probléme théorique supplémentaire.

5.3.6 Problémes de sauts solutions liés a 1’adoucissement

Nous allons porter notre attention sur les problémes liés a ’adoucissement dans les modéles
de zones cohésives. Sans rappeler ce qui a déja été dit au § 2.6 sur les comportements adoucissants
volumiques, nous essaierons tout de méme de faire le paralléle avec les problémes déja rencontrés
et les méthodes utilisées pour y remédier.

Pour arriver & notre but, nous allons considérer un systéme mécanique extrémement simple
introduit par MONERIE (2000) (§ 5.3.6.a). Cette présentation sera bréve et ’on renvoie le lecteur
intéressé & CHABOCHE et al. (2001) ; MONERIE & ACARY (2001) pour plus de détails. Nous
donnerons, de plus, les solutions usuellement envisagées(§ 5.3.6.b).

Enfin, nous donnerons quelques conclusions plus personnelles sur la maniére d’envisager le
probléme et sur les solutions & apporter(§ 5.3.6.c et § 5.3.6.d).

5.3.6.a Un systéme mécanique simple.

Considérons le systéme, illustré a la figure 5.9 d’un barreau de longueur L et de module
d’élasticité E en série avec un zone adhésive. On note U le déplacement imposé global, u le
déplacement & 'interface et T' la résultante des efforts sur le barreau & 'interface BC.

On suppose désormais que la fonction adoucissante qui représente le comportement adhésif
de linterface est décrite par la fonction réguliére r(u). On suppose sans enlever de généralité que
r(u) = 0, pour u > § > 0. L’équilibre (statique) du systéme, i.e., la valeur de 'inconnue u, est
obtenue sous un déplacement imposé U comme l'intersection des graphes suivants:

L
= =T
U u+E
T =r(u)

(5.3.50)

Si l'on fait croitre U de fagon monotone, deux situations peuvent se présenter au deld du
sommet de la courbe:
1. soit le rapport k = L est suffisamment grand et il existe toujours un point de fonctionne-
ment répondant & (5.3.50), auquel cas, ’évolution est stable,
2. soit le rapport est trop faible et le point de fonctionnement passe brutalement de u, & up.
Il y a alors saut de solution.
La possibilité d’obtenir deux (voire plus) points de fonctionnement est liée au rapport entre
la pente k qui est une donnée structurelle et la valeur de la plus grande pente de la courbe r(u).
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FIGURE 5.9 — Exemple uniazial illustrant le phénomeéne de saut de solution, d’aprés MONERIE
(2000)

une condition d’unicité de la solution peut étre donnée sous la forme suivante :
!
| sup(r'(u))]
u

BT < 1 (5.3.51)

La valeur de la plus grande pente est atteinte au point d’inflexion de la courbe pour 7 (u) = 0.
Ceci est vrai pour les courbes réguliéres. Pour le modeéle limite non visqueux de FREMOND-
CANGEMI, cette condition est atteinte au pic en réaction ; c’est a dire au tout début de ’endom-
magement 20,

Du point de vue de I’évolution de la fissure, nous avons déja remarqué que la propagation
stable était trés peu dépendante de la forme de la courbe r(u) mais reliée uniquement a l’énergie
dissipée. On comprend intuitivement sur cet exemple que ce n’est pas le cas pour l'initiation de
la fissuration. Plus les modéles sont raides du point de vue de leur adoucissement plus ils sont
instables.

Au niveau numérique, ces problémes entrainent tout comme dans le cas volumique un manque
d’objectivité des réponses face aux parameétres de l’algorithme (maillage, incrément de charge-
ment, schéma d’intégration, ...).

5.3.6.b Solutions pour remédier i ces problémes

Les solutions proposées pour surmonter ces problémes sont semblables & celles introduites
pour les solides volumiques. Il s’agit d’introduire une nouvelle forme de dissipation ou de sto-
ckage d’énergie dans le modéle, soit directement, soit par le biais d’une longueur ou d’un temps
caractéristiques de diffusion. On aboutit alors & des modéles non-locaux en espace ou en temps.
Précisons les brievement pour les modéles de zones cohésives:

— Régularisation visqueuse CHABOCHE et al. (2001) donnent un bel exemple de 'effet de la

régularisation visqueuse sur les problémes de saut de solutions dans les modéles de zone
cohésives. La régularisation est alors non-locale en temps.

20. Ce résultat 5.3.51 est étendu au probléme variationnelle quasi-statique sous la forme d’un théoréme dont la
démonstration peut étre trouvée dans (MONERIE, 2000) et (MONERIE & ACARyY, 2001).
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— Théories d’ordre supérieur L'introduction du premier gradient de § produit le méme effet
que pour I’endommagement volumique des matériaux (voir § 2.6.2.b,(FREMOND & NED-
JAR, 1996)).

— Régularisation dynamique L’emploi de la dynamique permet elle aussi de régulariser le
probléme. Nous décrirons cet aspect dans la suite.

5.3.6.c Instabilités et adoucissement

Sans rappeler en détail les travaux exposés dans le § 2.6, un critére de stabilité matérielle
souvent utilisé est le critére de HILL (2.6.1). Il est issu d’une analyse due &8 DRUCKER (1959) des
énergie mises en jeu dans les principes des puissance virtuelles.

La stabilité est alors garantie si ’on ne peut retirer aucune énergie supplémentaire d’un cycle
de chargement (en contraintes pour 'inégalité de DRUCKER (1959) ou en déformations pour HILL
(1948)). Du point de vue du systéme, I’énergie apportée pour sa transformation est entiérement
consommeée par le processus de déformation. DRUCKER. (1959) donne quelques exemples ou cette
condition est violée; ils sont illustrés sur la figure 2.14.

On remarque sur ’exemple didactique précédent que ces conditions ne sont pas remplies. En
effet, dans un cadre quasi-statique, le travail apporté par ’extérieur a travers le déplacement
imposé T.U ne peut pas étre consommé. Un moyen de remédier a ce probléme est d’apporter
une nouvelle source de dissipation ou de stockage de 1’énergie.

Lorsque le systéme rencontre un saut de solution, on constate que le systéme devient, en
quelques sortes, indéterminé. En effet, I’évolution de I’élongation du ressort n’est plus déter-
minée et chute & zéro en un instant donné. Si nous considérons une évolution incrémentale en
déplacement pour résoudre le probléme, on constate que quelque soit la valeur de 'incrément de
chargement le saut de solution est présent et constant. On constate donc que ’équilibre énergé-
tique est rompu et qu’il manque une information supplémentaire pour le restaurer. Comme nous
venons de le dire, cette information peut étre donnée soit par une nouvelle source de dissipation,
soit par une nouvelle forme de stockage de ’énergie.

D’une maniére générale, on introduit indirectement un temps de réponse, qui rend 1’évolu-
tion de la structure déterminée, soit une longueur caractérictique d’un interaction non-locale en
espace. Ces solutions sont bien siir intimement liées aux considérations énergétiques que nous
venons de discuter.

On peut aussi considérer que la rupture se produit en un instant ponctuel comme c’est le
cas pour la mécanique de la rupture fragile. Dans ce cas alors, il faut spécifier la donnée d’une
énergie restituée pendant ce processus; elle doit étre en effet bornée pour étre mécaniquement
acceptable. Cela nous raméne & ’analogie qui a été faite au § 5.3.3 entre la rupture fragile et
la mécanique des chocs. Ces deux phenoménes sont des exemples frappants de mécanique non
réguliére.

5.3.6.d Conclusions et solutions choisies

La solution choisie s’appuie sur une formulation dynamique du probléme de zones cohésives
avec adoucissement (progressif ou brutal). Le choix d’un régularisation visqueuse exclusive n’a
pas été fait, bien que les modeéles puissent comporter une viscosité éventuelle. Ce choix peut étre
justifié de la maniére suivante. La présence d’une viscosité dans les mortiers est difficile & mettre
en évidence. De plus, son emploi est difficile & mettre en ceuvre devant le manque de données
expérimentales. Le choix d’un gradient d’intensité d’adhésion n’a pas non plus été implémenté
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avant tout pour des problémes de mise en ceuvre dans les milieux discrets (faible nombre de
points de contact par faces d’éléments, relation difficile entre les éléments, etc. .. ).

Le choix d’une formulation dynamique (éventuellement visqueuse) se justifie de la maniére
suivante. Les problémes liés aux sauts de solutions et a I’adoucissement, souvent intimement mélés
aux phénomeénes de séparations de la matiére. Ils doivent s’inscrire dans un cadre dynamique.
Les remarques de DRUCKER, les constations faites sur le probléme simple présenté au § 5.3.6.a,
concourent a justifier ce parti pris. Les travaux de DESOYER & KERYVIN (1999) pronent aussi
en ce sens. Si il s’agit de phénoménes non locaux, une moyen simple de transporter I'information
reste les ondes élastiques et l'inertie.

Pour ce probléme, tout comme pour celui des chocs, la dynamique offre un cadre naturel pour
envisager les problémes de mécanique non réguliére. Il semble, en effet, que la non régularité,
invoquée par des passages a la limite en temps, ne soit pas compatible avec un autre type de
passage a la limite qui est ’évolution quasi-statique d’un systéme mécanique. Nous reviendrons
sur cette problématique lorsqu’il sera question d’équilibre des systémes multi-corps (§ 7.1).

5.4 Conclusion

Les principales conclusions et les enseignements majeurs sur le modéle et le cadre dans lequel
il doit étre formulé, ont été évoqués aux § 5.2.1.c et § 5.3.6.d. Nous proposaons ici d’en faire la
syntheése.

Un modéle basique, composé de la condition de SIGNORINI et du frottement de COULOMB,
semble étre adapté aux traitements des joints vifs et des mortiers anciens. Leur formulation a été
faite dans le cadre de I’Analyse Convexe qui permet de les manipuler aisément sur le plan mathé-
matique. Elle permet, de plus, de les considérer au méme titre que des lois de comportement plus
classiques des milieux « volumiques », profitant alors des developpements de Thermodynamique
des Milieux Continus, dans lequel elles s’inscrivent.

Le caractére unilatéral du modéle est synonyme de non régularité a plusieurs niveaux. Cette
non régularité se retrouve, a la fois dans les lois qui formulent le comportement des liaisons et
dans les solutions des problémes. Les mouvements réguliers ne sont qu’un cas particulier, lorsque
la vitesse est astreinte & évoluer dans le cone tangent au contact. Pour les mouvements généraux,
non réguliers, la nature mathématique des grandeurs cinématiques et sthéniques est envisagée de
fagon différente. Une définition ponctuelle de I’accélération et des efforts n’est plus envisageable.
Seule une formulation en termes de distributions reste pertinente. Le choix des vitesses dans
I’ensemble des fonctions & variations bornées est essentiel. Les accélérations sont alors substituées
par des mesure différentielles et les réactions sont considérées comme des impulsions.

Ce modeéle a été enrichi pour tenir compte de la cohésion, éventuellement élastique, des joints
de mortier. La dégradation de cette cohésion est modélisée par un endommagement fragile. Ceci
constitue le caractére original du modéle de joint qui faisait défaut jusqu’alors. L’endommage-
ment surfacique, couplé intimement & la plasticité, s’inscrit naturellement dans les modélisations
usuelles des géomatériaux quasi-fragiles. Deux modéles d’endommagement ont été proposés: Le
premier est brutal et s’apparente & de la rupture fragile, le second s’appuie sur le modéle de
FREMOND-CANGEMI, qui offre une évolution progressive de I’endommagement.

A Tinstar des modéles traditionnels dédiés aux matériaux quasi-fragiles, la prise en compte
de I’adoucissement révéle quelques difficultés. Les phénoménes de sauts de solutions, liés aux
indéterminations de variables fondamentales dans le probléme quasi-statique, nous conduisent &
user de la dynamique pour pouvoir aboutir & un probléme correctement posé.
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La dynamique est donc essentielle & appréhender correctement les deux points suivants:

[0 Le caractére non régulier qu’impliquent les lois unilatérales.

O les problémes liés a la localisation de la déformation inhérente au comportement adoucis-

sant.

Pour terminer cette conclusion sur une note plus intuitive, donnons une réflexion qui justifie
I’emploi d’une formulation dynamique. Les modéles, que nous venons de décrire, s’emploient &
rendre compte de phénoménes de séparation de la matiére. Il semble que quand deux corps se
séparent, il soit naturel d’user de la dynamique afin de maitriser la liberté supplémentaire qui
leurs est offerte.
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La méthode de la dynamique non
réguliére du contact

Non Smooth Contact Dynamics
method (NSCD)

000

preés avoir formulé le modéle, il s’agit & présent de le résoudre. La résolution

est numérique; elle s’inscrit dans une méthode, la méthode NSCD qui a
été pensée pour répondre aux problémes de Mécanique Non Réguliére
en dynamique. La contribution de l'auteur, & cette méthode, a été de
I’adapter aux traitements de collections de corps déformables, ainsi que de I’enrichir
du modéle de cohésion. Si les méthodes de discrétisation spatiales sont assez usuelles,
I'accent a été mis sur le caractére discret du systéme. Il est, en effet, possible d’en
tirer partie, afin d’améliorer l'efficacité des algorithmes. La discrétisation temporelle
proposée suit au plus prés les recommandations qui ont été faites dans le chapitre
précédent, quant a la non régularité des grandeurs cinématiques et sthéniques. Enfin,
les algorithmes de résolution sont présentés, en précisant comment la cohésion a été
introduite.

000
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6.1 Discrétisation spatiale, spécicifités de la méthode NSCD

6.1.1 Généralités sur les techniques employées

Les méthodes de discrétisation spatiale du probléme sont trés classiques. En ce qui concerne
les corps rigides, la discrétisation du probléme est naturellement obtenue en tirant profit de la
cinématique, qui offre un jeu de paramétres g de dimension finie.

Pour les corps déformables, les techniques usuelles aux éléments finis sont employées. En
repartant du Théoréme des Puissances Virtuelles, pour un champ de vitesses virtuelles v (§ 5.1.3),
une discrétisation spatiale revient & estimer le champ de vitesses continu ¥, & partir d’un nombre
fini de valeurs aux points de ’espace 9;,4 € [1,n].

Les particularités des méthodes éléments finis, tout au moins conformes, tiennent dans la
donnée d’'un maillage conforme, réalisant le découpage en domaine polyédrique, et d’un élément
fini, i.e., un couple (£, P) associé a chacun de ces polyédres; &+ est ’ensemble des degrés de liberté
composé de n formes linéaires agissant sur ’ensemble des fonctions IR? et PP un espace vectoriel
de dimension n de fonctions a valeur dans IR?, appelées fonction de formes. Ces deux espaces sont
réunis par la propriété d'unisolvance qui rend unique la décomposition d’une grandeur continue
sur un domaine géométrique.

Notons {N;(X),i € [1,n]}, ensemble des fonctions de formes P, I'interpolation du champ
continu v est réalisée de la maniére suivante:

8(X,1) = Ni(X)#i(t), (6.1.1)
v(X,t) = N;(X)vi(t). (6.1.2)

Ces approximations sont introduites dans la formulation du probléme en vitesse, ici, le théo-
réme des puissances virtuelles, de fagon & obtenir un systéme d’équations différentielles discret
d’inconnues v;(t). On ne donnera pas dans ce chapitre le détail des opérateurs mis en jeu dans
ce systéme discret, on renvoie pour cela aux ouvrages de référence suivants (ZIENKIEWICZ &
TAYLOR, 1989, 1991 ; BATHE, 1996 ; CRISFIELD, 1991,1997).

En notant de maniére générique {q}, l'ensemble des inconnues du probléme discrétisé a la
fois pour les corps rigides et déformables, on suppose que le systéme différentiel peut se mettre
sous la forme suivante :

M(q)d +Q(q,q,t) = P(q.q,1) (6.1.3)
ou on définit :

— L’opérateur d’inertie M (q) est supposé ne dépendre que de q. Pour les corps rigides, il est
généralement possible de trouver un jeu de parameétres ol cet opérateur, exprimé dans un
repére attaché au solide, est constant. Dans les applications qui vont suivre, on supposera
que seules de petites déformations sont susceptibles de se produire, méme en présence de
grands déplacements. L’opérateur d’inertie sera alors soit constant, soit lentement variable
avec g. On suppose de plus qu’il est semi-défini positif.

— Le terme Q(q, q,t) représente a la fois les forces internes et les termes d’accélération qua-
dratique. Pour un solide rigide, seuls les termes dans Q(q, g, t). Pour les corps déformables,
le cadre cinématique lagrangien total ne fait apparaite dans ce terme que les forces inté-
rieures.

— Le terme P(q,q,t) représente 'ensemble des efforts extérieurs au systéme ainsi que les
efforts associés aux liaisons. Nous avons choisi de considérer par convention que les efforts
émanant des liaisons entre les différents corps du systéme sont notés avec la méme conven-
tion que les efforts extérieurs au systéme. On ne différencie alors pas les efforts mis en
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jeu entre les corps du systéme et les efforts mis en jeu par une liaison avec l'extérieur du
systéme considéré.

N

Dans la suite, nous parlerons a propos du systéme (6.1.3) indifféremment d’équation de la
dynamique discrétisée en espace ou semi-discrétisée.

6.1.2 Spécificités associées aux systémes multi-corps

Une des principes de 'approche que nous proposons de maconneries tient dans le caractére
discret de la modélisation. Les maconneries sont considérées comme des systémes multi-corps,
i.e., des systémes formés par une collection de corps rigides ou déformables interconnectés par
des liaisons.

D’un point de vue théorique, ils ne se différencient guére des systémes traditionnels. A contrario,
d’un point de vue pratique, ou si 'on préfére numérique, ils exhibent de nombreuses spécificités
dues a leur structure discréte. Bien que I'on puisse les modéliser en ignorant ces spécificités, notre
choix a plutot été d’en tirer partie afin d’améliorer I'efficacité des algorithmes'. Nous donnons
dans ce paragraphe quelques éléments caractéristiques de cette démarche dans le traitement des
différents opérateurs des équations de la dynamique discrétisée.

Opérateurs d’inertie, opérateurs de forces intérieures Considérons une collection de N
corps rigides ou déformables, notés par les exposant k € [1, N] représentés par leurs configura-
tions & l'instant t, wf, et les jeux de paramétre issus de la discrétisation spatiale g*.

Nous avons fait le choix de considérer que les liaisons (efforts et variables cinématiques)
qui relient deux corps du systéme, sont traités comme des actions extérieures & ces corps. Si
'on exprime par P¥(q,q,t), ensemble de ces efforts exercés sur le corps k, 'équation de la
dynamique discrétisée peut se mettre sous la forme du systéme différentiel suivant :

M*(g")g* + Q*(4", 4", t) = P*(q,q,t), k€ [L,N] (6.1.4)

Cette écriture qui peut paraitre anodine a pourtant des conséquences importantes d’'un point
pratique. En effet, la construction des opérateurs d’inertie et de forces intérieures peut étre
grandement facilitée si I’on tient compte de la structure divisée des systémes envisagés. Ces
opérateurs, pour peu qu'ils soient linéaires?, peuvent s’exprimer par des relations matricielles de
taille réduite.

Dans les applications traitées dans la suite, nous verrons que 'on considére de larges collec-
tions de corps ou le jeu de variables est relativement réduit (moins de 50, en général). Ceci nous
conduit & manipuler des systémes différentiels de faible taille, particuliérement efficaces d’un
point de vue numérique. Si, de plus, les discrétisations sont identiques pour un certain nombre
de corps et le restent au cours de la transformation, la fabrication et le stockage des opérateurs
peuvent alors étre factorisés. Pour les simulations d’appareil régulier en petites perturbations, ti-
rer avantage de la structure divisée et répétitive du milieu permet d’envisager de large collections
pour des colits numériques raisonnables.

1. Notre travail est avant tout un travail de mécanicien, soucieux de la mise en ceuvre numérique et informa-
tique. Les solutions proposées pour améliorer cette efficacité seront pour la plupart basées sur des considérations
mécaniques ou algorithmiques. Les considérations d’optimisation informatique pure ne seront pas abordées.

2. Nous verrons, dans la suite, que si d’'une maniére générale ils ne sont pas linéaire, on peut s’y ramener en
utilisant des méthodes incrémentales basées sur la linéarisation des équation de la dynamique.
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Efforts extérieurs Les efforts appliqués, extérieurs a chaque corps k, peuvent s’exprimer
comme la somme de deux termes:

P¥(q,q,t) = F*(¢*,q¢",t) + R*(q,q,1) (6.1.5)

ot F¥(¢*,q*,t) est la partie des efforts extérieurs au systéme appliquée au corps k et R*(g, q, 1)
est la partie des efforts résultants des actions entre les corps du systéme et le corps k. Si 'on
considére pour le moment que ces derniers sont connus pour chaque corps k comme la solution
R d’un systéme extérieur, on est ramené a la résolution d’un systéme réduit a chaque corps :

M*(q")g" + Q*(d", 4", t) - F*(¢*,4d",t) = R*, ke [1,N] (6.1.6)

La encore, le terme F¥(¢F,q" t) peut étre segmenté pour chque corps et traité de maniére
indépendante.

Efforts de liaisons Les efforts de liaisons R* entre deux corps sont liés par le principe de
I’action et de la réaction. Ils peuvent eux donc étre dédoublés & un niveau global pour permettre
une résolution par blocs des systémes différentiels.

Démarche adoptée dans la methode (NSCD) Pour tirer le plein avantage de la structure
divisée des systémes étudiés, nous choisissons de conserver un systéme d’équations différentielles
globales qui matriciellement s’exprime sous la forme d’un systéme diagonal par blocs associé a
un systéme de contraintes locales assurant le respect des liaisons.

Le systéme de contraintes auquel sont soumis les efforts des liaisons, dépend bien entendu des
valeurs prises par les variables g et vice versa. Les deux systémes sont donc fortement couplés.
Pourtant, nous choissirons de les résoudre chacun a leur tour jusqu’a convergence. Dans un cas,
la résolution du systéme global en vitesses se fera avec des valeurs provisoires pour les efforts
de liaisons. Dans ’autre cas, la résolution du systéme local en réactions se fera pour des valeurs
provisoires des vitesses.

Afin de préciser cette démarche, nous donnons dans le prochain paragraphe les relations qui
lient les variables globales aux varibles locales. Ceci nous permettra de dresser au § 6.1.4 un
schéma synoptique résumant la démarche.

REMARQUE 6.1

Une démarche courante dans les systémes multicorps consiste & intégrer les liaisons directemet
aux équations du mouvement. Les grandeurs R, qui représentent la somme des multiplicateurs
de LAGRANGE associés aux liaisons imposées aux variables gF, et les vitesse ¢* sont alors recher-
chées simultanément.

Si les liaisons sont bilatérales, elles s’expriment par un jeu d’équations portant sur g*. Une
démarche usuelle consiste a les intégrer au systéme (6.1.3), soit directement, soit au moyen des
multiplicateurs de LAGRANGE. Le systéme matriciel linéarisé n’est alors plus diagonal par blocs.
Pour les liaisons unilatérales, on peu faire de méme, en conservant le multiplicateur régi par une
condition de complémentarité.

Le systéme matriciel linéarisé n’a alors plus sa structure diagonale par blocs. Si 1’on considére
un nombre important de corps avec un nombre réduit de degré de liberté, on perd en efficacité
numeérique.

O
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6.1.3 Relations entre variables locales et globales

Comme nous l'avons évoqué dans le paragraphe précédent, la résolution des contraintes as-
sociées aux liaisons se fait dans les repéres locaux. Nous qualifierons, dans la suite, de fagon
générique par le terme « contact » chacune de ces liaisons quelle soit bilatérale, unilatérale,
cohésive, etc...Chacune de ces liaisons se formule simplement dans le repére local au contact
(n,t,s) défini au § 5.2.2, évitant ainsi les complications techniques relatives a la cinématique.
L’objet de ce paragraphe est de préciser les relations de passage entre les variables locales au
contact et les variables globales de description du systéme.

Pour les variables cinématiques, seules les vitesses seront transportées du niveau global au
niveau local. La structure vectorielle dont elles jouissent permet en effet des jeux d’ecritures
simples. Pour les grandeurs locales homogénes & des déplacements, une intégration temporelle
permet de les retrouver.

Nous supposerons, pour le moment, que les interfaces ont été préalablement discrétisées et que
cette discrétisation fournit un ensemble de x couples candidats et antagonistes au contact. Les
grandeurs cinématiques et sthéniques associées a chaque couple seront désignées par un exposant
grec, a, € [1, x]. Nous reviendrons au § 7.3.3 sur le probléme de la discrétisation des interfaces,
pour les solides déformables.

6.1.3.a Relations pour les vitesses

Pour les vitesses, il faut parvenir, pour chaque contact a, a relier la vitesse globale g a la
vitesse relative locale v©.

Formellement, les relations cinématiques usuelles sur les positions (ou les déplacements) g
peuvent se mettre sous la forme suivante :

zl =Y(q), =3 =7Yi(a), (6.1.7)

ol les indices c et a notent respectivement les grandeurs attachées aux candidats et aux antago-
nistes du contact «. Nous donnerons dans la suite des exemples pour les fonctions Y¢.
La vitesse relative, v, se déduit alors naturellement par:

d d

= o (@ —ax) = - (Yc(a) — Yi(a) & (6.1.8)

,UO{

Nous noterons cette relation plus simplement en introduisant I'opérateur G*(q):

v* = G%q)q (6.1.9)
L’opérateur G® est une application linéaire dépendant de g et du temps. Nous préciserons dans
la suite quelques propriétés de cette application.
6.1.3.b Relations pour les efforts de liaisons

En considérant la puissance, (.,.), mise en jeu dans la liaison, on peut, par dualité, exprimer
la relation qui relie les grandeurs sthéniques locales et globales, pour un contact «:

(v, 7% = (G*(@)q,r*) = (¢,"G*(¢)r) = (¢, R) (6.1.10)

soit, en posant "G*(q) = H%(q),
R = H*(q)r" (6.1.11)
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6.1.3.c Illustrations des opérateurs G* et H® sur un exemple simple

Considérons le contact entre un corps déformable candidat et un obstacle rigide antago-
niste(voir 6.1). Afin de préciser la relation formelle 6.1.7, donnons quelques détails techniques de

. ) e variables aux noeuds
Objet candidat 1

@ variables aux noeuds adjacents
au contact g,g;

x Particule candidate

Objet o Particule antagoniste

antagoniste

FIGURE 6.1 — Réduction aux variables de contact

leur construction. Ils peuvent se décomposer en opérateurs élémentaires de la maniére suivante :
— Le premier de ces opérateurs, que nous noterons I*(q), selectionne parmi ’ensemble le jeu

de variables globales g les variables, que nous qualifierons d’adjacentes au contact notés
gL, qui servent directement au calcul des grandeurs cinématiques au point de contact
(voir 6.1).
Nous distinguerons les grandeurs adjacentes & la particule candidate, notée g2, ( sur
notre exemple les grandeurs correspondant aux deux noeuds & l'interface) des grandeurs
adjacentes & la particule antagoniste notée, g, (pour notre exemple d’un antagoniste
rigide, ce seront simplement les paramétres de sa description).
Cette sélection, qui se résume dans la pratique a I’emploi d’un pointeur, peut s’écrire:

qoc = I2(a), gon = I3(q)- (6.1.12)

— Le second opérateur réalise le calcul au point de contact des grandeurs cinématiques & partir
des valeurs aux noeuds adjacents. Nous noterons cet opérateur IN a(qg‘dj) par analogie avec
I’interpolation éléments finis. En régle générale pour les corps déformables, cette interpo-
lation est issue de la restriction aux interfaces de l'interpolation éléments finis volumiques.
Pour les solides rigides, cette opération n’est pas & proprement parler une interpolation mais
refléte les relations cinématiques qui relient tout point du solide rigide en mouvement. Nous
I’écrirons, de maniére formelle :

q¢ = Nc(aue),  ai = NR(a)- (6.1.13)

— Enfin, le dernier opérateur R® correspond au changement de repére entre le repére global

et le repére local au contact, soit :

e = R%q., =z = R%q,. (6.1.14)
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Les opérateurs Y¢ et Y& peuvent se résumer a:
Yd=R*oNZolIZ, YY=R*oNjolIy (6.1.15)

REMARQUE 6.2

Il est usuel pour les systémes discrets d’exprimer les liaisons unilatérales parfaites comme des
inégalités qui portent directement sur le jeu de parameétre du systéme(f,(g) < 0, voir § 5.2.1).
Si la résolution de ces contraintes se fait & un niveau global, la cinématique du contact est prise
en compte grice au jacobien de ces conditions. L’opérateur H® peut étre relié & ce jacobien en
s’appuyant sur la relation (5.2.8):

e €R, [/ H%g)n" = -AaVyfalq) (6.1.16)

MOREAU (1999) souligne que ce résultat est la version unilatérale du théoréme des multipli-
cateurs de LAGRANGE, connue en Analyse Convexe sous le lemme de FARKAS.
|

6.1.3.d Propriétés des opérateurs G et H.

Propriétés des opérateurs pour un contact a« En régle général, les applications linéaires
G“ et H® sont respectivement surjective et injective. Il peut arriver, dans des positions singu-
lieres, que des défauts de paramétrisation de la cinématique ou des relations cinématiques sur-
abondantes conduident & perdre ces propriétés. Nous supposerons que pour un unique contact
a, le probléme est contourné.

Dans les applications qui vont suivre en quasi-statique ou en dynamique « lente », nous
supposerons que G¢ et H® varient lentement par rapport & la variable g et par rapport au
temps. Ceci nous conduira pour de nombreuses applications & négliger leurs dérivées temporelles,
ainsi que leurs gradients.

Ceci constitue une bonne approximation pour les problémes en petites perturbations et au
cours d’'un incrément du probléme linéarisé par des méthodes incrémentales. Elle peut par contre
étre gravement mise en défaut si les repéres locaux évoluent rapidement, par exemple, en présence
de grandes courbures des surfaces en contact ou de rotations finies dans les mouvements des corps.

Propriétés des opérateurs globaux G et H. Considérons maintenant les opérateurs as-
semblés pour I’ensemble des contacts {a, a € [1, x]}, définis de la maniére suivante:

X

H(g) : r=[r* ac[l,x]]— R= ZH“(q)ra, (6.1.17)
a=1

Glg) : gqr—u=[u ac[lx]] =[G*(q)g, « €[, X]] (6.1.18)

Si les opérateurs élémentaires, H%(q) et G*(q), possédent, le plus souvent, la propriété d’étre
respectivement injectif et surjectif, ce n’est nécessairement le cas pour les opérateurs assemblés
H(q) et G(q).

Par exemple, si ’on considére un corps rigide, il est facile d’appliquer un jeu de réactions
de contact r non nulle qui produit une résultante globale nulle sur le corps. On comprend que
I’ensemble des réactions de contact auto-équilibrées qui produisent un torseur global nul constitue
le noyau de I’application H(q). Si le systéme est hyperstatique, I’application H(q) n’est plus
injective. Par dualité, G*(q) n’est plus surjective.
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Dans le cas des solides déformables tridimensionels, la situation est souvent moins critique
puisque le systéme offre un nombre de degré de liberté beaucoup plus important. Cependant, ils
nécessitent souvent une discrétisation des interfaces en contact beaucoup plus fine. De plus, pour
un systéme de liberté finie, comme on peut 'obtenir aprés discrétisation, H (q) peut aussi perdre
sa propriété d’injectivité. Si ’on considére ’exemple illustré & la figure 6.1, plusieurs points de
contact sur un segment de l'interface, dont les degrés de liberté sont asservis par 1’élément fini,
peuvent conduire & engendrer le méme type d’inconvénient.

La perte des propriétés d’injectivité et de surjectivité met en évidence des liaisons cinéma-
tiques entre les contacts, qui traduisent le fait que les degrés de liberté d’un corps discrétisé ne
sont pas indépendants. Nous verrons dans la suite que ces liaisons peuvent avoir des conséquences
ennuyeuses sur les propriétés de convergence des algorithmes.

Comme nous ’avons vu dans le § 3.1, en particulier lors de la remarque 3.1, on peut rendre
artificiellement H(q) injectif en considérant sa restriction a l’espace complémentaire de son
noyau. Pour ce qui nous concerne, nous essaierons, au moins dans le cas des solides déformables,
de choisir une discrétisation judicieuse des interfaces (voir § 7.3.3).

REMARQUE 6.3

Les opérateurs globaux, G et H ne sont jamais assemblés explicitement. Une fois encore, profitant
de la structure discréte des systémes envisagés, on préférera calculer les applications locales, G*
et H* | a chaque contact a. Nous verrons qu’elles sont particuliérement intéressantes dans la
construction des matrices d’influence locales tenant compte du comportement d’ensemble de la
structure (opération de condensation en quelques sortes, voir § 6.3.2.a). Dans ce cas précis, les
spécificités des systémes discrets seront exploitées au maximun.

O

6.1.4 Synthése de la démarche adoptée

Essayons de faire la synthése des choix opérés dans l'approche des structures discrétes.

Schéma global de résolution Tout d’abord, la méthode se caractérise par deux niveaux
distincts :

[0 un niveau global, qui est celui de I’équation de la dynamique semi-discrétisée. Les variables
manipulées & ce niveau sont les vitesses généralisées q et les efforts duaux R.

U un niveau local, qui est celui des conditions unilatérales. Les variables manipulées sont alors
les vitesses relatives au contact v et les efforts de liaisons duaux r.

Les relations entre ces niveaux s’effectuent grace aux applications G et H. Ces niveaux, ainsi
que les relations entre eux, sont illustrés sur la figure 6.2.

Prise en compte du caractére discret des systémes étudiés L’ensemble des algorithmes
sont écrits en tenant compte de cette séparation. Comme nous l'avons déja précisé, le calcul
des vitesses et des réactions s’appuie sur des passages entre ces deux niveaux, symbolisé par la
boucle sur la figure 6.2 . Il est important de remarquer que, pour une équation de la dynamique
discrétisée linéaire, une seule itération suffit.

Pour le niveau global, ainsi que pour les relations qui le relient au niveau local, on essaiera
de tirer parti au maximum de la structure discréte des systémes étudiés.
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[ Equation de la dynamique discrétisé en espace (6.1.3)

Niveau global q - R
(.50

(-52)

\
|

Niveau local v

[ Conditions unilatérales

FIGURE 6.2 — Schéma synoptique de U'approche NSCD, M. JEAN©

La vitesse comme « variable de choix » Pour terminer cette synthése, disons un mot sur le
choix des variables premiéres. La vitesse apparait comme une variable de choix de ces algorithmes.
Sa structure vectorielle rend, en effet, ses manipulations simples. Elle est de plus une grandeur
pertinente dans la formulation et la résolution des conditions unilatérales (voir § 6.2.4). Les
positions ou les déplacements seront considérés comme des variables secondaires estimés a partir
des vitesses. Pour les efforts, les réactions au contact sont naturellement mises en évidence. Nous
verrons pourtant au (§ 6.2.4) que 'impulsion de réaction doit étre préférée pour des raisons liées a
I'intégration temporelle de la dynamique en présence de conditions unilatérales. Nous proposons
d’en faire le propos de la partie suivante.
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6.2 Discrétisation temporelle et conditions unilatérales

6.2.1 Position du probléme et contexte général non linéaire

La précision (ordre de la méthode) et la stabilité® par rapport a leur efficacité numérique
sont les propriétés les plus discutées des schémas d’intégration numériques. Si ces propriétés sont
facilement accessibles dans un cadre linéaire, elles posent de nombreux problémes en présence
de non linéarités. Plus spécifiquement, dans les systémes différentiels que nous allons considérer,
trois sources de non linéarités fondamentales peuvent étre présentes:

1. Non linéarités de type géométrique. Ces non linéarités interviennent dans les problémes en
grandes transformations géométriques. Les corps subissent alors de grands déplacements et
de grandes rotations sans forcément subir de grandes déformations. Le comportement des
matériaux est alors, le plus souvent, élastique.

2. Non linéarités de type matériel. Dans ce cas, au contraire, les corps subissent de grandes
déformations qui obligent la prise en compte de lois de comportement non-linéaires.

3. Non linéarités associées aux liaisons. Enfin, la derniére des non linéarités est associée aux
liaisons appliquées aux corps. Les conditions unilatérales, comme nous les avons envisagées
dans le § 5.2.1, sont sources de non régularités dans les solutions. Les liaisons bilatérales,
quant & elles, bien que réguliéres rendent les problémes raides et mal conditionnés.

Ces diverses non linéarités, bien que traitées & chaque incrément dans des algorithmes indé-
pendants des schémas d’intégration temporelle (NEWTON-RAPHSON, RIKS, Méthode asympto-
tique numeérique, Algorithme de résolution du contact frottant, etc. . .) modifient de fagon cruciale
les propriétés des schémas d’intégration. Les schémas que 1’on peut trouver dans la littérature
s’attaquent pour la plupart & des systémes en grandes transformations géométriques. Les équa-
tions sont alors fortement non linéaires mais réguliéres, les mouvements résultants le sont aussi.
La précision, la stabilité et I’amortissement pour ces problémes sont désormais bien maitrisés.

Au fur et & mesure du développement de ces schémas, leur application ne s’est pas restreinte
aux problémes en grandes transformations géométriques. Les autres types de non linéarités ont
eux aussi été abordés, le plus souvent sans précaution supplémentaire. En particulier, ces schémas
ont servis & résoudre des problémes non linéaires, ou les grandeurs cinématiques et sthéniques
peuvent comporter des discontinuités spatiales et/ou temporelles — plasticité parfaite, adoucis-
sement, contact unilatéral, etc. ..

Traditionnellement, la construction des méthodes d’intégration temporelle se fait sur ’écri-
ture de développement de TAYLOR des grandeurs a intégrer®. Ces développement exigent la
régularité des ces grandeurs. Qu’en est-il de leur pertinence pour des évolutions non réguliéres?

Sans entrer au coeur de cette discussion, la présentation, qui va suivre(§ 6.2.2), donnera les
caractéristiques principales des schémas dédiés initialement aux grandes transformations géo-
métriques. On s’attachera ensuite & discuter de leur pertinence pour les problémes de contact-
frottant(§ 6.2.3). Enfin, nous exposerons les choix qui ont été faits dans la méthode de la dyna-
mique non réguliére du contact (§ 6.2.4).

3. Nous ne rappelerons pas le cadre général de l'analyse numérique des équations différentielles. On renvoie,
pour cela, aux ouvrages de référence suivants: (DAUTRAY & LIONs, 1988 ; ScHATZMAN, 1991 ; CROUZEIX &
MIGNOT, 1992).

4. Nous verrons que pour les méthodes de GALERKIN en temps, les méthodes sont construites sur des approches
variationnelles. L’écriture de la forme faible permet d’ailleurs de considérer des discontinuités des variables (voir
remarque 6.4).
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6.2.2 Intégration numeérique des systémes non linéaires raides,
Principaux schémas, difficultés et enjeux

6.2.2.a Meéthodes explicites ou méthodes implicites?

Dans un cadre linéaire, ’ordre de la méthode par rapport a son coit de calcul numérique
est le facteur déterminant dans son choix. En effet, la stabilité du schéma est soit obtenue de
maniére inconditionnelle, comme c’est le cas pour les schémas implicites, soit conditionelle qu’il
est souvent facile de mettre en évidence a priori. Dans un cadre non-linéaire, le choix d’un schéma
d’intégration temporelle est souvent plus ardu puisque des problémes de stabilité importants se
posent dans beaucoup de cas®. La stabilité du schéma est alors un facteur déterminant.

« Dynamique lente » et « dynamique rapide » L’emploi des schémas explicites offre une
bonne précision et donc un ordre élevé pour un cotit de calcul bien moindre, comparé aux schémas
implicites. Malheureusement, leur stabilité, le plus souvent conditionnelle dans un cas linéaire,
est trés dure & obtenir pour de fortes non linéarités. Les conditions, qui sont obtenues en régle
générale a posteriori, imposent des contraintes draconiennes sur le choix du pas de temps. Elles
se retrouvent ainsi mieux adaptées dans les applications ot une discrétisation temporelle fine est
imposée par I’évolution du systéme. Ce type d’application est souvent qualifiée de « dynamique
rapide ». On peut penser par exemple aux problémes de crash ou d’emboutissage.

A contrario, les applications, dites de « dynamique lente », sont traitées de facon plus natu-
relle par les méthodes implicites. Le colit numérique de chaque incrément est alors plus grand
mais les bonnes propriétés de stabilité, souvent inconditionnelles dans le cas linéaire, permettent
I’emploi de pas de temps plus grands et donc l'utilisation d’un nombre plus faible d’incréments.
Cependant, rappelons, toute de méme que leur stabilité n’est pas assurée. Nous discuterons de
ce point dans le paragraphe suivant(§ 6.2.2.b).

Applications aux édifices composés de blocs Nous ferons le choix des schémas implicites
en considérant que nous entrons dans le cadre de la dynamique lente. En effet, dans le cas des
sollicitations sismiques, les temps caractéristiques des évolutions dynamiques sont assez faibleset
pourraient mettre ne défaut ce choix. Cependant, comme nous le verrons dans la suite, le respect
des conditions unilatérales est beaucoup mieux assuré par des schémas implicites (voir § 6.2.3).

6.2.2.b Présentation des schémas implicites les plus usuels

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques éléments des principaux schémas d’intégration
temporelle dédiés & la dynamique des systémes mécaniques. Nous ne donnerons pas, de facon ex-
plicite, la formulation algorithmique de ces schémas en renvoyant, soit aux ouvrages de références
(HUGHES, 1987 ; GERADIN & RIXEN, 1993), soit aux différents articles de leurs concepteurs cités
dans la suite.

Critére de stabilité energétique discret Comme on ’a déja souligné, le facteur de choix
des différents schémas est leur stabilité numeérique. Dans un cadre non linéaire, il est difficile
de donner des conditions explicites de stabilité des schémas. L’une des rares voies qui peut
étre suivie s’appuie sur des considérations énergétiques. Une condition suffisante de stabilité est

5. Le lecteur intéressé pourra trouver de nombreux résultats de stabilité des schémas dans un cadre non linéaire
dans CROUZEIX & MIGNOT (1992). L’hypothése minimum requise de ces résultats est, le plus souvent, que le second
membre du probléme de CAUCHY soit uniformément Lipschiztien par rapport & la variable intégrée — Hypothése
qui n’a aucun sens sans continuité.
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la conservation ou le déclin de ’énergie totale du systéme pendant un pas de temps qui peut
s’exprimer ainsi :

Uni1 —Un + Kny1 — Kn < Weas. (6.2.1)

Les grandeurs discretes U; et K; représentent respectivement 1’énergie potentielle et ’énergie
cinétique du systéme a l'instant ;.

La présentation qui va suivre s’inspire largement des travaux récents de synthese réalisés par
KUHL & CRISFIELD (1999) sur les schémas implicites en dynamique non linéaire. Pour situer les
nombreux travaux qui ont lieu cette derniére décennie, on se propose de donner & la figure 6.3
un schéma synthétique.

Stabilité numérique <= Upy1 —Up + Knt1 — K < Weat

Conservation imposée Dissipation Conservation d’énergie
de 'énergie d’énergie numérique intrinséque a I'algorithme
Constraint Energy Method Famille de Newmark (1959): Energy-Momentum Method
HHT
Hilber, Hughes, & Taylor (1977)

) Lewis & Simo (1994
Hughes, Caughey, & Liu (1978) a-méthode généralisée Simo & Tarn ow((1993)

Chung & Hulbert (1993)

Conservation imposée Conservation d’énergie
~ de I'énergie intrinséque a I'algorithme
@ Dissipation numérique @ Dissipation numérique

Modified Energy-Momentum method

Constraint Energy Momemtum Algorithm Armero & Petécz (1996, 1998)

Kuhl & Ramm (1996) Generalized Energy-Momentum method

Kuhl & Ramm (1999)
Kuhl & Crisfield (1999)

Dissipation numérique quantifiable des hautes fréquences

FIGURE 6.3 — Revue des schémas d’intégration qui satisfont le critére énergétique de stabilité,
inspirée de KUHL & CRISFIELD (1999)
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Discussion sur la stabilité des schémas Formellement, on peut distinguer trois groupes de
méthodes qui permettent d’obtenir des schémas d’intégration stable dans un cadre non linéaire.
Elles sont illustrées dans la moitié supérieure de la figure 6.3. nous allons essayer de les commenter
rapidement :

1. Les schémas a dissipation numérique d’énergie. Ces schémas possédent de maniére intrin-

séque une dissipation numeérique, appelée parfois viscosité numérique. Parmi les schémas
les plus connus, nous pouvons citer le schéma de NEWMARK (1959) ¢, les schémas HHT
(HILBER et al., 1977). Les a-méthodes généralisées, introduites par CHUNG & HULBERT
(1993) sont en fait une généralisation des précédents schémas qui ont l’avantage d’intro-
duire une viscosité numérique paramétrée par le coefficient «, sans perdre 'ordre de la
méthode.
Si ces schémas fonctionnent sur de nombreux problémes non linéaires en apportant certes
une viscosité assez forte, il arrive tout de méme qu’ils soient mis en défaut. En effet, comme
I’a montré CRISFIELD, la dissipation de ’énergie dans un cadre non-linéaire n’est pas li-
néaire avec le pas de temps. Pour certaines gammes de pas de temps, la viscosité s’estompe
laissant place & des instabilités. Il résulte qu’il est parfois nécessaire d’introduire une dis-
sipation numérique exagérée pour obtenir une réponse stable. De plus, il est pratiquement
impossible de quantifier, a priori, la viscosité par rapport au pas de temps.

2. Les schémas a conservation d’énergie contrainte. Ces schémas introduits par HUGHES et al.
(1978) respectent la conservation d’énergie (cas de 1’égalité dans 6.2.1) en imposant une
contrainte de conservation de I’énergie au moyen de multiplicateurs de LAGRANGE. Ces
algorithmes conservent parfaitement 1’énergie mais, conduisent & des problémes de non
convergence des algorithmes de NEWTON-RAPHSON. Ce défaut de convergence coincide
généralement avec 'augmentation de 1’énergie totale du systéme générée par 1’algorithme
non contraint. Du fait de cet inconvénient, ils sont de peu d’utilité directe.

3. Les schémas a conservation d’énergie intrinséque. Enfin, le troisiéme groupe de méthodes,
qualifié¢ le plus souvent par son acronyme anglais « Energy-Momentum Method %, pos-
séde ’avantage majeur de conserver ’énergie exactement dans un cadre non linéaire. Ces
schémas, initiés par SiMO, TARNOW & LEWIS(SIMO & TARNOW, 1992 ; LEwIS & S1MoO,
1994), s’appuient sur une approximition du point milieu et sur de simples modifications des
termes non linéaires des équations discrétisées, de fagon & pouvoir respecter ’égalité (6.2.1).
Par exemple, dans le cadre des non linéarités géométriques, le tenseur de PIOLA-KIRSCHHOFF
II , S est remplacé par sa version « algorithmique » estimée comme la moyenne de ce ten-
seur en début et fin de pas de temps. Pour les rotations finies, une modification du méme
type est réalisée en choisissant d’estimer la vitesse angulaire de rotations finies au milieu de
I'incrément comme la moyenne des valeur en début en fin de pas. BAUCHAU et al. (1995)
ont utilisé un principe identique pour les systémes multi-corps en présence de contraintes
bilatérales parfaites. La conservation de ’énergie est assurée par l'écriture d’une discréti-
sation adéquate de ces contraintes, qui assurent que la puissance des efforts de liaisons est
nulle sur un pas de temps.

Ces schémas comportent tout de méme quelques inconvénients comme 'introduction d’opé-
rateurs dissymétriques et leur ordre peu élevé. Nous verrons dans la suite comment ces
problémes ont été contournés.

Pour terminer cette présentation des schémas stables dans un cadre non linéaire, il convient
de citer les travaux de BAUCHAU & THERON (1996a,b) sur les schémas de GALERKIN discontinus

6.1l s’avére que le schéma deNEWMARK (1959) dissipe de ’énergie uniquement pour certaines valeur des
paramétres d’intégration. Pour d’autres, il est conservatif mais instable (voir GERADIN & RIXEN (1993)).
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en temps. Ils font I'objet de la remarque suivante.

REMARQUE 6.4

Le principe des schémas de GALERKIN discontinus en temps, est dii aux travaux de HUGHES &
HULBERT (1988). Il est relativement simple; il s’agit, pour les systémes élastiques en grandes
transformations géométriques, de réécrire le systéme différentiel hyperbolique du second ordre
en un systéme hyperbolique du premier ordre en termes de déplacement, vitesses et contraintes.
Il est & noter que, suivant la cinématique adoptée, cette transformation n’est toujours pos-
sible(BAUCHAU, 2000). A partir de cette forme au premier ordre, on écrit une formulation faible
qui se préte naturellement & une approximation de type GALERKIN. L’emploi de fonctions de
forme discontinues permet d’assurer et de quantifier le déclin de 1’énergie totale du systéme sur
un pas de temps.

BAucHAU & THERON (1996a,b) utilise ce principe de maniére indirecte, en écrivant des
schémas de GALERKIN discontinus en temps sur des systémes unidimensionnels simples. Ils ob-
tiennent ainsi, aprés simplification, des schémas semblables & des schémas aux différences finies,
mais ou la conservation (et/ou le déclin) de I’énergie totale est assurée. Ces schémas sont alors
appliqués a des systémes qui ne sont pas forcément écrits sous la forme d’un systéme du premier
ordre. Ces schémas semblent particuliérement intéressants au sens o ils sont capables de prendre
en compte des discontinuités des grandeurs cinématiques et sthéniques a chaque instant de la
discrétisation. Leur utilisation dans les problémes, ou les contraintes unilatérales sont présentes,

pourrait donc étre fructueuse’.

O

6.2.2.c Dissipation numérique quantifiable

Les schémas présentés dans le paragraphe précédent assurent la stabilité de l'intégration
numérique au moyen de deux propriétés distinctes et, a priori, antagonistes : soit, la conservation
stricte de ’énergie totale du systéme, soit, 'introduction de viscosité numérique engendrant une
dissipation de l’énergie.

En ce qui concerne la viscosité numérique, on a vu qu’elle était difficile & quantifier et par
conséquent, qu’elle n’apportait pas toujours 1’effet stabilisateur désiré. On s’est alors tourné vers
les schémas qui conservent exactement 1’énergie. Malheureusement, 'intégration exacte, d’un
point de vue énergétique, du spectre complet des fréquences de la structure discrétisée, n’est pas
forcément un avantage. Fn particulier, l'intégration des fréquences artificielles introduites par la
discrétisation spatiale pollue les résultats qui deviennent difficiles & interpréter®.

En effet, pour une structure discrétisée en éléments finis, de nombreux modes de vibrations
de la structure, le plus souvent pour des fréquences élevées, sont purement artificiels. L’emploi
d’un pas de temps assez grand peut permettre de les filtrer en échantillonnant la réponse de ma-
niére grossiére. Si, par contre, I’évolution rapide du systéme ou les fortes non linéarités présentes
imposent un pas de temps faible, la réponse se retrouve bruitée par ces artefacts numériques.
L’interprétation des résultats peut alors devenir difficile. Il semble alors que la présence de vis-
cosité numérique soit nécessaire, non plus pour assurer la stabilité du systéme, mais pour filtrer
les hautes fréquences indésirables.

KuHL & RAMM (1996) ont, de plus, observé que les schémas a conservation d’énergie intrin-
séque peuvent étre divergents pour des pas de temps modérés du fait de 'approximation faite

7. L’auteur tient & remercier MICHEL GERADIN de I’avoir mis au fait de ces schémas
8. Nous verrons dans la suite que d’autres fréquences artificielles peuvent étre introduites dans le systéme
discret par les liaisons.
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par 'introduction de régles de moyenne — méthode du point milieu. Cette remarque oblige alors
a utiliser des pas de temps faibles pour obtenir & nouveau la convergence. Les résultats sont alors
fortement bruités par les artefacts numériques.

Ces derniéres années, de nombreux travaux ont été effectués pour répondre & ces exigences
de stabilité et de filtrage des hautes fréquences parasites. La stabilité des algorithmes est as-
surée uniquement, par 'utilisation des schémas qui conservent strictement 1’énergie. Le filtrage
des hautes fréquences est assuré quant & lui par l'introduction dans ces schémas de viscosité
clairement quantifiable. Ces schémas sont reportés dans la moitié inférieure de la figure 6.3.

Nous n’entrerons pas dans les détails des développements de ces schémas. Nous dirons seule-
ment que la viscosité numérique est apportée dans les schémas a conservation d’énergie par des
méthodes identiques a celles de CHUNG & HULBERT (1993). Seuls ARMERO & PETOCZ (1999)
introduisent une dissipation supplémentaire originale directement dans 1’évaluation du tenseur
des contraintes.

6.2.3 Intégration numérique en présence de conditions unilatérales

La présence de contraintes unilatérales dans les systémes dynamiques posséde la particularité
d’introduire des discontinuités dans les évolutions des variables cinématiques et sthéniques (voir
§ 5.2.1.b). Si I'on fait exception des méthodes ot les liaisons sont régularisées®, ces discontinui-
tés potentielles obligent & envisager différemment l'intégration temporelle des équations de la
dynamique.

Suivant les remarques de MOREAU (1999), on peut distinguer deux grands types de méthodes
d’intégration temporelle en présence de conditions unilatérales: les méthodes, dites « Event-
driven » et les méthodes dites de « Time-stepping ». Nous nous proposons d’en présenter les
grandes lignes (§ 6.2.3.a et § 6.2.3.b), afin de justifier les choix qui seront faits dans la suite
(§ 6.2.4).

6.2.3.a Les méthodes « Event-driven »

Principe L’hypothése fondamentale, qui sous-tend ce classe de méthodes suppose que l'inter-
valle d’étude du mouvement peut se discrétiser en une union finie d’intervalles de longueur finie
sur lesquels les statuts des contacts ne changent pas. En clair, pour l’exemple du contact unilaté-
ral avec frottement, aucun contact ne se crée ni ne se perd et aucun changement n’est opéré dans
les expressions analytiques du frottement. La discrétisation temporelle est donc subordonnée aux
événements qui se produisent au contact.

Sur ces intervalles, le mouvement est donc intégré en considérant que les liaisons unilatérales
sont, soit actives, auquel cas on considére une liaison bilatérale avec frottement, soit passives et
la liaison n’a plus lieu d’étre. Les schémas d’intégration classiques pour les systémes en présence
de liaisons bilatérales avec frottement défini peuvent étre utilisés. On renvoie sur ce type de
méthodes de traitement aux travaux de HAUG et al. (1986a,b,c) et HAUG (1989).

Pratiquement, la définition de ces intervalles se fait a posteriori. En choisissant une discrétisa-
tion classique, on vérifie en fin de pas de temps que les hypothéses faites sur les statuts de contact
ne sont pas en contradiction avec les résultats obtenus — par exemple, ’existence d’une réaction
normale négative sur une liaison unilatérale simulée par une liaison bilatérale temporaire. Si ce
n’est pas le cas, on redémarre la simulation en changeant les statuts des contacts contredits.

9. On renvoie pour ce type de méthodes aux commentaires et aux objections qui ont été formulées au § 3.2.
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Avantages et inconvénients En reprenant un exemple du début du XX®™¢ siecle da & DE-
LASSUS (1917), MOREAU a souligné trés tot que ce type de vérification a posteriori peut conduire
& de graves paradoxes. En effet, les contacts qui sont contredits au bout d’un pas de temps donné
ne sont pas forcément ceux qui aurait di ’étre en premier. Pour surmonter cette difficulté, HAuG
(1989) choisit de tester toutes les combinatoires possibles sur les statuts. On comprend aisément
que le colt numérique de telles méthodes devient vite prohibitif avec le nombre de points de
contact. Il convient alors de considérer les liaisons unilatérales a part entiére et non pas comme
une version particuliére de liaisons bilatérales temporaires.

MOREAU (1963, 1966), en donnant un cadre théorique au probléme en présence de conditions
unilatérales, a montré que le probléme de liaisons unilatérales parfaites pouvait s’écrire sous
la forme d’un probléme de programmation quadratique ou si I’on préfére d’un probléme de
complémentarité linéaire. La détermination des changements de statut peut alors étre ramenée &
un probléme d’optimisation sous contraintes pour lequel il existe un bon nombre d’algorithmes
efficaces. Si ’on considére le probléme de frottement plan, la formulation peut étre facilement
généralisée (LOTSTEDT, 1982, 1984). Pour le frottement en trois dimensions, on renvoie & ABADIE
(1998) pour une revue des différents méthodes d’approximation.

Le second inconvénient qu’il parait intéressant de signaler remet en question I’hypothése
fondamentale qui a été faite pour ces méthodes. En effet, il arrive fréquemment que pour un
contact, les intervalles, ou le statut ne change pas, deviennent de longueur infiniment faible soit
d’un point de vue théorique, soit d’'un point de vue numérique. Pour illustrer le point de vue
théorique, considérons ’exemple d’une bille rebondissant sur un plan. Si ’on considére qu’une
dissipation énergétique a lieu a chaque contact, on tend vers un phénomeéne d’accumulation des
instants de contact. La longueur des intervalles tend alors vers zéro. D’un point de vue numérique,
si le nombre de contacts est trés grand, les changement de statut risquent d’étre trés nombreux et
rapprochés, conduisant & choisir une discrétisation d’une finesse numériquement déraisonnable.

En employant des approximations judicieuses pour passer outre ce probléme d’accumulation
de contact, ces méthodes sont particuliérement efficaces pour un nombre faible de contacts (in-
férieur a 100), du fait des algorithmes d’intégration d’ordre élevé employés (couramment d’ordre
4 ou 5). Il est a noter que des méthodes aussi bien implicites qu’explicites sont utilisées. Les mé-
thodes explicites deviennent & nouveau intéressantes puisque les pas de temps sont généralement
limités par les événements au contact. Pour les applications que nous allons traiter oil le nombre
de points de contact est grand (parfois supérieur & 10000), notre choix va étre orienté vers un
autre type de méthodes dites de « Time-stepping ».

6.2.3.b Les méthodes « Time-stepping »

Principe Les méthodes, dites de « Time-stepping », ne font pas, a priori, d’hypothéses rela-
tives & la discrétisation temporelle par rapport aux événements qui se produisent. On suppose
alors que ces méthodes sont capables d’intégrer correctement les équations du mouvement en
traitant les événements au cours du pas de temps donné par une discrétisation standard de
I'intervalle d’étude.

REMARQUE 6.5

L’hypothése, qui suppose que les méthodes de « Time-stepping » soient capables d’intégrer cor-
rectement les équations du mouvement non régulier, est rarement explicitement énoncée. De
méme, il est rarement fait appel & des notions de mécanique non réguliére telles que les sauts de
vitesse ou les impulsions. On oublie le plus souvent de rappeler que les contraintes unilatérales
sont susceptibles de générer des discontinuités et des instabilités.
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Malgré ces objections de fond, cette facon d’opérer est la plus couramment répandue dans
les problémes de contact pour les corps déformables. La vérification des hypothéses d’intégration
correcte des équations du mouvement se fait a posteriori. « ca marche ou ca ne marche pas ».

O

Application des schémas standards Les schémas usuels présentés dans le § 6.2.2, qui s’ap-
puient sur des développements de TAYLOR des grandeurs cinématiques, ont été appliqués en
supposant de maniére insidieuse que toutes les grandeurs sont continues et différentiables. Les
non linéarités liées au contact ont donc été traitées de la méme maniére que les non linéari-
tés réguliéres mises en jeu en grandes transformations géométriques. Cette hypothése illicite est
peut étre due au fait que la déformabilité des corps apporte un caractére plus « doux » aux
problémes de contact. Il n’en reste pas moins que des discontinuités sont toujours susceptibles
d’étre présentes.

Les méthodes explicites (EULER explicite, différences centrées, RUNGE-KUTTA d’ordre 4,
etc...) aussi bien qu’implicites (NEWMARK, HHT, a-methode géneralisée) ont été appliquées
plus ou moins aveuglément au probléme dynamique avec contact frottant (HALLQUIST et al.,
1985 ; BATHE & CHAUDHARY, 1985 ; HUGHES et al., 1976 ; BELYTSCHKO & NEAL, 1991 ;
CARPENTER et al., 1992).

Ces auteurs arrivent tout de méme & obtenir des résultats acceptables pour plusieurs raisons.
D’une part, les algorithmes de résolution s’appuient sur des méthodes de pénalité ou de lagran-
giens augmentés. Les lois de contact sont régularisées et évitent ainsi de nombreux problémes de
discontinuités. De plus, un amortissement numérique fort est la plupart du temps utilisé pour
éviter les oscillations artificielles dues aux discontinuités et aux régularisations.

Application des schémas a conservation d’énergie Avec le développement des schémas
a conservation d’énergie intrinséque (SIMO & TARNOw, 1992), de nouveaux algorithmes ont
été développés pour surmonter les difficultés des algorihtmes standards. ARMERO & PETOCZ
(1996, 1998) ainsi que LAURSEN & CHAWLA (1997) proposent d’adapter les méthodes « Energy-
Momemtum » au probléme de contact sans frottement, en modifiant la discrétisation des lois de
contact pour obtenir la conservation de I’énergie mécanique du systéme.

La modification de la discrétisation temporelle des lois de contact s’appuie sur une estimation
de l'interstice par une méthode de point milieu. La réaction de contact est estimée au milieu de
I'intervalle. Par cette procédure, ces auteurs notent que la conservation de 1’énergie est respectée
et, en outre, la condition de SIGNORINI est respectée en fin de pas de temps. De plus, ’ordre de
I’algorithme n’est pas modifié.

La conservation de ’énergie totale du systéme ne résout cependant pas les problémes de non
régularité lors de la création du contact. Bien au contraire, elle met en évidence des artefacts
numériques comme des oscillations de la vitesse normale au contact, passant & chaque incrément
d’un valeur positive & une valeur négative '°. Pour remédier & ce probléme, ces auteurs proposent
de substituer, une fois le contact créé, la condition de SIGNORINI usuelle par une condition de
SIGNORINI en vitesse (Condition (5.2.37)). La condition de SIGNORINI en vitesse est nommeée
condition de contact persistant (« persistency condition »).

Comme nous ’avons souligné & la remarque 5.7, il est clair que cette modification introduit une
dissipation au contact. L’éradication des oscillations artificielles peut d’ailleurs étre interprétée
comme une dissipation visqueuse, générée par la condition de SIGNORINI. Pour conserver l’énergie

10. On suppose que la vitesse relative normale est non nulle & la création du contact.
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totale du systéme, I’énergie dissipée pendant le contact persistant est stockée (informatiquement)
et rendue a la perte du contact(sic).

De la méme maniére, ces auteurs ont proposé des schémas d’intégration pour le probléme de
contact frottant ol I’énergie dissipée au cours d'un pas de temps correspond au travail dissipé par
frottement (CHAWLA & LAURSEN (1998)). ARMERO & PETOCZ (1999) proposent de plus d’in-
troduire une dissipation numérique pour filtrer les phénoménes vibratoires dus a la discrétisation
spatiale en décalant au moyen d’un #—méthode ’estimation de 'interstice.

REMARQUE 6.6

La méthode NSCD, utilisée dans ce travail présente la particularité de s’appuyer sur des considé-
rations de mécanique non réguliére. Ces considérations sont absentes des les méthodes présentées
dans ce paragraphe.

Pourtant, on pourra constater que les schémas auxquels aboutissent ces développements ont
des similitudes frappantes avec ceux de la méthode NSCD. En particulier, l'ordre, le choix des
approximations et la discrétisation temporelle des liaisons sont analogues. Le cadre des leurs
développements et la justification des choix différent pourtant radicalement.

O

6.2.4 Intégration temporelle, les choix de la méthode NSCD
6.2.4.a Esprit de la méthode

Deés lors que les liaisons unilatérales sont susceptibles de générer des discontinuités sur les
vitesses, une formulation correcte du probléme de la dynamique des systémes discrets peut se
mettre sous la forme d’une inclusion différentielle de mesure (voir § 5.2.1):

—Mdu + Q(q,t)dt € N(q). (6.2.2)

La vitesse u est considérée intégrable au sens de LEBESGUE et reliée & g de la maniére suivante:

t

a(t) = q(ro) + / u(r) dr (6.2.3)

70

La mesure différentielle peut étre estimée comme toute distribution par son action sur un inter-

valle de temps:
2]

du = u(ty) —u(t]) (6.2.4)
t1
Suite & ces rappels, on peut dores et déja donner les principes fondamentaux qui seront
suivis dans l'intégration temporelle de type « Time-stepping », des problémes de dynamique en
présence de conditions unilatérales. Ils reprennent les conclusions des § 5.2.1.c et § 6.1.4:

— Choiz d’une intégration implicite MOREAU (1985) a montré que seules les méthodes im-
plicites était capable de fournir des algorithmes pour intégrer la dynamique des systémes
régie par une inclusion différentielle du type (5.2.10). La méthode d’intégration choisie,
f-méthode, (0 > %) respectera cette remarque.

— Respect des discontinuités en vitesses Le respect des discontinuités en vitesse impose une
formulation au sens des mesures. D’un point de vue pratique, aucun schéma aux différences
finies ne sera écrit pour intégrer les vitesses, seule la relation d’intégration de la mesure
(6.2.4) nous servira a construire les algorithmes.
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— Choizx de variables premiéres La vitesse et I'impulsion seront les variables de choix de la
méthode. Ils semblent, en effet, qu’elles soient les variables pertinentes pour aborder le
probléme de discontinuités temporelles par une méthode de « Time-stepping ».

Ces principes sont inspirés des remarques issues des travaux de MOREAU (1985, 1988, 1998,
1999). Ils forment ’esprit de la méthode NSCD. L’application de la méthode aux systémes conti-
nus déformables est, en grande partie, due & JEAN (1988, 1995, 1999).

L’auteur, dans ce qui suit, propose une réinterprétation de cette méthode en tentant de
marquer les différences fondamentales avec les méthodes usuelles. La présentation ne prétend
pas a la rigueur mathématique des travaux originels mais tente seulement de donner quelques
indices justifiant la démarche adoptée.

6.2.4.b Intégration de la dynamique

L’intégration des équations de la dynamique discrétisée s’effectue en deux étapes. Tout
d’abord, le systéme différentiel classique (6.1.3) est réécrit en termes de mesure différentielle
puis sous une forme faible. Ensuite, on propose d’intégrer au moyen d’une #-méthode les termes
continus (déplacement, forces intérieures, forces extérieures appliquées).

Ecriture en termes de mesures différentielles Comme nous ’avons souligné auparavant,
I’équation de la dynamique discrétisée en espace (6.1.3) est réécrite au sens des mesures:

M(q)du + Q(u,q,t)dt = P(u,q,t)dt (6.2.5)
Les actions extérieures P(u,q,t) sont écrites de la maniére suivante :
P(u,q,t)dt = F(u,q,t)dt + dR (6.2.6)

ou F(u,q,t) est un terme continu et borné correspondant aux efforts appliqués et dR est I'impul-
sion associée aux efforts de contact. On suppose qu’elle peut étre réécrite en termes de percussion
sous la forme suivante :

R,dv (6.2.7)

ol dR = R, est la percussion due au contact et dv une mesure non négative.
L’équation du mouvement peut alors étre écrite sous la forme suivante:

M(q)du + Q(u,q,t)dt — F(u,q,t)dt = R,dv (6.2.8)

Dans le cas de contraintes unilatérales parfaites, le terme R, est contraint par l’inclusion
suivante :

~R, € N(q). (6.2.9)

Si ’on suppose des chocs mous, ou un mouvement régulier, cette inclusion peut étre remplacée
par l'inclusion plus forte (voir § 5.2.1):

-R, € B\va(q)(u), (6.2.10)

qui permet une expression autonome des contraintes en termes de vitesses.

Comme il est usuel de le faire pour estimer une équation en termes de distribution, ou si
I'on préfére de mesures différentielles, nous écrivons ’équation (6.2.8) sous sa forme faible sur un
intervalle |t;, tiy1]:

tit1

Q(u,q.t) — F(u,q,t)dt = / R, dv, (6.2.11)

/ M (q,t)du +
Jtistiva] Ttistita]

t;
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a laquelle on peut associer I’équation qui relie les déplacements aux vitesses:

tit1

q(tiv1) = q(t;) +/ u(r)dr (6.2.12)
t.

Avant de réaliser l'intégration des termes continus, on effectue une premiére linéarisation en
supposant que l'opérateur d’inertie varie lentement avec q. On choisit pour cela de l’estimer
pour un déplacement q* = q(t*),t* € [t;,ti+1]. On obtient ainsi I’approximation suivante pour
le terme d’inertie:

[ M@du=M@) [ =M@ ult) - u(t) (6.2.13)
Itistiqa] Ttistita]

Dans la suite, la notation u; sera & comprendre comme la limite & droite de la vitesse u prise
en t;, soit:
u; = u(t]) (6.2.14)

Dans la suite, pour alléger les écritures, nous utiliserons la convention usuelle, (O); = O(t;)
étendue par convention aux fonctions de plusieurs variables, par exemple (O); = O(u;, g;, t;)-

Intégration par une #-méthode des termes continus On réalise maintenant une intégra-
tion des termes supposés continus par une f-méthode. En notant le pas de temps par h = t;41 —1;,
on obtient :

ti+1

t (u,q,t) = h[(1-0)Q(uiq;ti) +0Q(wis1,q;s1,tir1)] (6.2.15)
ltz'+1
F(u,q,t) = h[(1-0)F(ui,q;t) +0F(uiy1,q; 1,ti11)] (6.2.16)
t;
tit1
Qo1 — @ = / w(t)dt = h[(1 — 0)u; + Oug 1] (6.2.17)
t.

Concernant le terme associé aux variables au contact, le choix est fait de conserver ’impulsion
moyenne sur le pas de temps comme variable principale, soit :
1
Ritis) = ~ / Ry dv (6.2.18)
h Jtistival

Le schéma d’intégration numérique peut donc étre écrit sous la forme suivante:
M(q")(uit1 —u;) = —h [(1-0)Q; +0Q; 1]
+h[(1—-6)F;+0F;1 1]+ hRit1
qi1—q; = h[(1—-0)u; +0u;] (6.2.20)

(6.2.19)

Propriétés du schéma d’intégration Pour 6 = 1/2, le schéma est d’ordre 2. Sinon, I’ordre
chute a 1. Pour € = 1, on retrouve le schéma d’Euler implicite qui nous le verrons, permet sous
certaines conditions, de simuler des évolutions quasi-statiques.

Ce schéma est conditionnellement stable dans un cadre linéaire pour 6 > 1/2. Dans le cadre
non linéaire, il posséde de remarquables propriétés de conservation d’énergie pour § = 1/2. On
retrouve, en effet, le schéma de ARMERO & PETGCZ (1996), si 'on choisit d’estimer le tenseur
des forces intérieures comme une moyenne entre les valeurs en début et en fin de pas de temps. Ce
ne sera pas fait dans les application traitées. Dans le cadre des petites perturbations, le schéma
est d’ordre 2 et conservatif pour § = 1/2.
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6.2.4.c Formes discrétes des relations de passage entre variables globales et locales

Comme nous l'avons dans le paragraphe 6.1, les relations entre variables globales et locales
peuvent s’exprimer ainsi:

v* = G“(q)q, R = H%(q)r® (6.2.21)

ol d%, v® représentent respectivement le déplacement et la vitesse au contact «, et 7% la réaction
locale au contact.

Comme nous l'avons déja précisé auparavant, on suppose que les opérateurs de passage varient
lentement avec q. A I'image de l'opérateur d’inertie, nous choisissons de les estimer pour un
déplacement g° = q(t°),t° € [t;, t;1+1]. Cette hypothése étant faite, on choisit de maniére naturelle
les formes discrétes de ces relations comme suit (en omettant ’exposant a) ! :

vt = GY(q°)q; 1, R = H(g")r't! (6.2.22)

Il est & noter que des approximations plus précises peuvent étre faites pour ces opérateurs.
En régle général, G et H® sont non linéaires par rapport & g. Si les variations sont fortes, il faut
en tenir compte dans I’algorithme de traitement des non linéarités (voir (ALART & CURNIER,
1991)).

6.2.4.d Formes discrétes des lois de contact frottant

Il reste maintenant & réaliser la discrétisation des lois d’interfaces, pour permettre 1’évaluation
de l'impulsion moyenne sur le pas de temps. Nous nous attacherons & le faire explicitement pour
la condition de SIGNORINI et le frottement de COULOMB.

Condition de SIGNORINI La discrétisation temporelle de la condition de SIGNORINI est un
probléme ardu. En effet, cette condition est écrite en déplacement, ou de maniére plus précise
sur la fonction interstice de la maniére suivante:

g >0, ry > 0, gry = 0. (6.2.23)

Une maniére naive d’écrire cette relation en termes discrets est de considérer qu’elle doit étre
remplie pour ¢g¢t!, soit :

gttt >0, rifl>0, gt =o. (6.2.24)

Nous avons vu au § 5.2.3 que la dérivée temporelle de ’interstice était la vitesse relative
normale. I’emploi d’une #-méthode conduit donc a la relation suivante:

gt = gt + h(1 — 0)vi + hOviT! 6.2.25
N N

La reformulation de la condition de SIGNORINI en termes de vitesse normale discréte conduit
donc a: . . . _ . .
vl —g >0 it >0 PP -g) =0 (6.2.26)

ou la valeur g;, homogéne & une vitesse, est donnée par:

. 1 . 1 .
~1 (3 3
=——¢q + (1 —-)vy. 6.2.27
11. Pour les grandeurs locales au contact, les indices relatifs & la discrétisation temporelle seront placés en
exposant pour faciliter ’écriture.
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Une discrétisation cohérente de la condition de SIGNORINI devrait répondre & la condition
suivante :

Sigt=0et g™ =0, alors vt = 0. (6.2.28)

Cette condition signifie simplement qu’en cas de contact persistant au cours du pas de temps,
la vitesse relative normale doit étre nulle au cours de ce pas, et par conséquent en fin de pas de
temps.

Si nous examinons la relation de SIGNORINI discréte (6.2.26) et la relation d’intégration
temporelle de I’interstice, on se rend compte que ¢g* = 0 et g1 = 0 implique que vy soit égale &
(1- %)vf\, En clair, si la vitesse normale n’est pas nulle & 'instant de la création du contact, elle ne
peut s’annuler pour € # 1, au cours d’un contact persistant. Cette remarque a des conséquences
assez ennuyeuses d'un point de vue numérique. Elle en effet source d’oscillations artificielles des
vitesses relatives au contact.

Comme on a pu le remarquer, pour § = 1 (EULER implicite), on constate que la relation de co-
hérence est satisfaite. Cette propriété est trés intéressante pour ’étude des systémes en évolution
quasi-statique. Pour surmonter la difficulté, JEAN (1999) propose de modifier I’écriture discréte
de la condition de SIGNORINI en s’appuyant sur les estimations suivantes pour 'interstice:

.gi = gf + h(1 — @)l | (6.2.29)
gt = ¢ Rl -0t (6.2.30)

Cette modification revient a opérér une estimation de linterstice aux temps ¢; + (1 — 6)h. On
constate, de plus, que ces estimations sont reliées par une relation de type EULER implicite, soit :

gt =g+ mith. (6.2.31)

L’écriture de la condition de SIGNORINI sur ces estimations conduit alors & respecter la condition
de cohérence de la discrétisation. La forme discréte de la condition s’écrit alors:

gt>o0, >0, gttt =o, (6.2.32)

que l'on pourra résumer par:

(g, i) € GR — Signorini (6.2.33)

Si le contact est persistant, il devient alors possible de remplacer la condition de SIGNORINI
classique par un condition écrite en terme de vitesses:

il >0,  rIfl>0, o4 =0, (6.2.34)

Commentaires Cette technique de discrétisation temporelle fait chuter 'ordre de la méthode
a 1 par rapport au schéma centré. Cette remarque est analogue aux commentaires qui ont été
faits dans le § 6.2.3.b. Le schéma centré assure une conservation exacte de ’énergie tandis qu'une
estimation décentrée produit une viscosité numérique et fait chuter de la méthode.

La condition de cohérence introduite par JEAN (1999) est en fait équivalente a la condition
de contact persistant introduit par ARMERO & PETOCZ (1996) et LAURSEN & CHAWLA (1997).
Elle conduit d’ailleurs au méme type de discrétisation.

ARMERO & PETOCZ (1998) et LAURSEN & CHAWLA (1997) discutent de ces problémes dans
le cadre des schémas & conservation d’énergie. Ils remarquent aussi qu’une estimation centrée de
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Iinterstice produit une conservation exacte de I’énergie mais entraine des phénoménes oscilla-
toires sur les vitesses normales. De la méme maniére, ils ont recours a une estimation décentrée
de l'interstice ainsi qu'une condition sur la vitesse normale en cas de contact persistent.

REMARQUE 6.7

Le choix d’une formulation de la condition de SIGNORINI en vitesses exclusivement peut étre
envisagé. Comme nous l'avons vu au § 5.2.1, il faut que la vitesse appartienne toujours au cone
tangent au contact si I’on souhaite que la contrainte initiale en déplacement soit satisfaite tout
au long de I’évolution. Ceci n’est possible que pour les mouvements réguliers ou les mouvements
non réguliers avec une hypothése de choc mou.

Pour les mouvements non réguliers ordinaires, une formulation exclusive en vitesse conduit
4 une pénétration a l’'instant de création du contact qui n’est plus restaurée. Pour éviter les
pénétrations trop grandes, il faut donc choisir des pas de temps faibles.

De plus, comme nous ’avons déja souligné & maintes reprises, une formulation en vitesses
implique qu’un travail soit dissipé lors du contact. L’estimation décalée produit aussi une dissi-
pation. Le choix exclusif d’une condition de SIGNORINI en vitesse parait plus clair de ce point de
vue. Elle affiche qu’une dissipation a lieu et évite les modifications, dont la justification mécanique
est souvent obscure.

O

Frottement de CouLoMB La formulation de frottement se fait de facon naturelle en termes
de vitesses. Nous choisirons donc une forme discréte complétement implicite qui peut s’écrire:

(viF i) € GR — Coulomb(uri™?) (6.2.35)

6.2.4.e Bilan des équations discrétisées

La synthése des équations du modéle totalement discrétisé peut se faire ainsi:

00 Equations du mouvement.
M (q")(uip1 —us) = —h [(1 - 0)(Q; + Fi) + 0(Q; 11 + Fit1)] + hRipy
Qi1 — @i = h[(1 = 0)u; + Ouiy]
0 Relations de passage.
= G@) Ren = HOg)r'!
0 Graphes des lois de contact.

(g*t1, ritl) € GR — Signorini, (v, i) € GR — Coulomb(uri™),

6.3 Résolutions des équations discrétisées - dynamique et liaisons
unilatérales

6.3.1 Prise en compte des non linéarités matérielles et géométriques

La prise en compte de non linéarités matérielles et géométriques contenues dans le terme
Q(u,q,t) est réalisée de facon usuelle par un algorithme de NEWTON-RAPHSON. Pour cela,
reformulons I’équation de la dynamique discrétisée sous la forme d’un résidu d’équilibre :

R(uiy1) = M(q")(uit1 —ui) +h[(1 - 0)Q; +0Q; 1] —h[(1 = 0)F; + 0F;11] —hR;y1 (6.3.1)
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La vitesse au temps ;11 est donc la solution du systéme non linéaire suivant :
R(uit1) = 0. (6.3.2)

Cette solution approchée est la limite d’une suite (uiC '+ 1)ke donnée par la formule de récurrence
fournie par la linéarisation suivante:

OR(u)
ou

Re(uff) = R(ufy) + (uff! —ul) (6.3.3)

uf

Pour estimer le gradient de R par rapport a g, nous ferons deux approximation supplémentaires.
La premiére concerne la dépendance des efforts extérieurs F' par rapport a u. Nous supposerons
que cette dépendance est faible et que la variation de F par rapport & u est lente, soit:

OF (u,q,t)

~ 0. 3.4
T 0 (6.3.4)

k
Uity

Cette hypothése exclut ’emploi de forces suiveuses qui doivent étre prises en compte dans les
opérateurs linéarisés. La seconde hypothése s’appuie une nouvelle fois sur la variation lente de
l'opérateur d’inertie et donc sur son indépendance par rapport & la vitesse, soit :

O(M (g*)(wit1 — ui))
ou

~ M(q") (6.3.5)

k
Uit

Enfin, le calcul du gradient des efforts intérieurs associés aux hypothéses précédentes conduit &:

BRL(U)
ou

0Q(u,q,1)

0Q(u,q,t) 0q
+ 2=
ou

— Ml(a*
(g*) +ho 9¢  Ou

] (6.3.6)

k k
u; ui+1

k
uH‘l i+1

= M(q")+ ho [Ct(uf—f—laqg—f—lati—kl) + heKt(ui'c—f—laq'];—f—lati-l-l)] , (6.3.7)

ol les opérateurs tangents traditionnels ont été introduits:

8 9 7t .
Kf(uf |, qF  tiy1) = % o Rigidité tangente (6.3.8)
Uit
0 t
Ch(uf, ,qf  tit1) = % L Viscosité tangente (6.3.9)
Uit

On choisira, dans la suite, une valeur de g* la plus proche possible de la valeur en cours de
calcul. Pour respecter le caractére implicite du schéma nous choisissons g* = g¥ 1
Les équations ainsi linéarisées aboutissent & 1’algorithme suivant :

(MF +hOCT + WP°K¥)(ulff! —uly) = R(uf,) (6.3.10)
avec R(uﬁ_l) = —Mk(ufﬂ —u;) —h [(1 -0)Q, + 9Qf+1] (6.3.11)
+h [(1 — 0)Fi+0F%, | +hRE,, (6.3.12)

@t = g+ h(1 - 0)u; + houl]] (6.3.13)
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. . ~k . . . .
La matrice des itérations M~ = (MF* + hC¥ + h?02K¥) est toujours inversible. En effet, si
. . ~ ok N
les matrices tangentes sont positives mais pas toujours définies, la matrice M est quant a elle
toujours définie-positive. Nous noterons l'inverse de la matrice des itération par W* soit :

wh = (81"

)7t = (M* + hoCt + K260 KT) ! (6.3.14)

Introduisons maintenant quelques notations qui nous seront utiles dans la suite. Considérons
pour un moment que le systéme ne soit soumis & aucune condition unilatérale (RF,; = 0). On
définit la vitesse libre et le résidu libre de la maniére suivante:

u,;jele = u§+1 + (Wk)Rfree(ui'chﬂ (6315)
Ripree(tiiyr) = —M(uiy, —wi)—h [(1 -0)Q; - OQfH] (6.3.16)

+h [(1 _O)F; + 9F§+1] . (6.3.17)

Du fait de la linéarité des équations, ’algorithme utilisé, qui résume les équations de la
dynamique discrétisée, peut se mettre sous la forme compacte suivante:

wifl = ubfl+ Wk hRE, | (6.3.18)
gl = g+ h(1 - 0)u; + houl ! (6.3.19)

Pour simplifier les écritures, nous omettrons dans la suite I'indice 2+ 1 lorsque qu’un exposant
sur k sera indiqué.

6.3.2 Résolution du probléme de contact frottant

La résolution du probléme de contact frottant présente les particularités suivantes :

— Tout d’abord, le choix d’une résolution locale du probléme de contact. Pour cela, ’équation
de la dynamique discrétisée et linéarisée, (6.3.18), sera réécrite au moyen de variables locales
au contact. Cette opération, qui s’apparente & une condensation, sera présentée au § 6.3.2.a.

— La résolution locale des équations de contact se fera au moyen de résolutions successives
du probléme pour chaque contact, en balayant la liste des contacts jusqu’a convergence.
Cette méthode sera appelée une méthode de GAUSS-SEIDEL non linéaire par blocs du fait
de sa structure similaire avec ’algorithme bien connu du méme nom. Elle sera présentée
au § 6.3.2.b.

— Pour chaque point de contact, le probléme est résolu par deux algorithmes différents. En
deux dimensions, la solution du probléme est trouvée par une intersection de graphes affines.
En trois dimensions, une formulation mixte est introduite, équivalente & une méthode de
lagrangien augmenté et résolue par une méthode de NEWTON généralisée. Ces méthodes
seront présentées dans les § 6.3.2.c et § 6.3.2.d.

— Enfin, les spécificités du probléme avec adhésion sont considérées au § 6.3.4.

6.3.2.a Condensation aux variables locales de la matrice des itérations

La condensation aux variables locales s’appuie sur deux méthodes différentes. Une premiére
méthode consiste & construire explicitement la condensée aux variables adjacentes aux contacts
de la matrice des itérations. La seconde ne nécessite pas sa construction.
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Condensation standard Pour les illustrer, reprenons ’expression de ’équation de la dyna-
mique discrétisée et linéarisée sous sa forme globale (6.3.18):

uftt = Wl + WELhRE (6.3.20)

On s’intéresse ici & la condensation du terme associé au contact que nous pouvons réécrire sous
la forme particuliére suivante :

M uk+! = hRE. (6.3.21)

Au moyen d’un reclassement éventuel des équations, I’équation (6.3.21) peut s’écrire:

-k ok k+1 k
Moy M.y, [ Unif ] _ [ hR,, ] (6.3.22)
Ml,adj Ml ul+ 0

Les notations utilisées, ici, sont celles qui ont été introduites dans le § 6.1.3. On obtient alors une
expression globale de la matrice condensée aux adjacents en inversant une des relations, soit :

.k N RN T
[Madj - Madj,l(Ml) lMl,adj] ufd—}_l = hRfdj (6323)
~k:(}%7k)_1

N P . . .. . . ~ k
La premiére méthode s’appuie sur cette condensation explicite classique de la matrice M .
Elle est cotiteuse d’un de point numérique pour deux raisons. D’une part, elle nécessite ’inversion

. -~k . . .
compléte de la matrice (M) et d’autre part elle conduit & une matrice pleine.

Condensation particuliére aux systémes discrets. Lorsque le nombre de degré de liberté
est faible pour chaque corps devant le nombre de points de contact, on préfére ne pas construire
explicitement cette matrice. En fait, on utilise directement la factorisée de la matrice des itéra-
tions pour chaque corps ainsi que les relations de passage rappelées ici:

v = G*(Qu,, R =H"(q)r" (6.3.24)

Le calcul de la matrice d’influence pour un contact « s’effectue terme & terme en calculant la
vitesse locale qui résulte de 'application de réactions locales unitaires. La version globale de la
réaction unitaire locale est calculée grace & (6.3.24). On calcule ensuite la vitesse globale générée
par cette réaction en effectuant une opération de « montée-descente » sur la matrice factorisée.
Puis enfin, on calcule le terme de vitesse locale grace a la relation (6.3.24).

Si ces opérations ne sont pas moins cofiteuses en termes de nombre d’opérations, elles évitent
par contre le stockage de la matrice condensée. De plus, on profite de la structure discréte du
systéme pour ne pas fabriquer un opérateur global inutile.

Notations synthétiques Sans entrer dans des détails de calcul, lourds et inutiles pour la
compréhension, on note de fagon formelle ’ensemble de ces opérations & l'aide des opérateurs
G%(q*) et H*(g*) de la facon suivante:

X
(,va)k—H — (U?ree)k—i—l + Zwaﬂh(rﬂ)k—l—l’ (6.3.25)
B=1



216 Chapitre 6. La méthode de la dynamique non réguliére du contact

ol les grandeurs suivantes sont définies:
w* = G*(¢" Y WFHP (¢") (6.3.26)
(0Free)" " = G (g )uf (6.3.27)

Si la notation de ce passage aux variables locales est simplement formelle, son contenu mécanique
est clair. En fait, la vitesse locale, en un point de contact, est estimée a partir de sa vitesse libre a
laquelle on ajoute les contributions des réactions de tous les point de contact par l'intermédiaire
de leur matrice d’influence respective.

Dans la suite les indices correspondant aux itérations de NEWTON-RAPHSON seront omis par
simplicité.

6.3.2.b Algorithme de GAUSS-SEIDEL par blocs

Le principe de ’algorithme est de calculer la solution élémentaire du probléme de contact
avec frottement pour un contact «, en supposant des valeurs provisoires pour les autres contacts
B # «. La solution du probléme complet est obtenue en itérant sur la liste des contacts ces
résolutions élémentaires jusqu’a convergence.

En séparant la valeur recherché des réactions au contact « des valeurs provisoires pour les
autres contacts 8 # «, la vitesse libre prend la forme suivante :

X
v* =0}, + Z whr? + whr® (6.3.28)
p=1
B#a
En notant la vitesse locale libre au contact «, vf‘ocfr ce 1@ grandeur suivante:
X
vﬁ)cfree = v?ree + Z waﬂh,’.ﬂ’ (6329)
p=1
B#a

on se rend compte que la vitesse locale peut s’exprimer comme un fonction linéaire de la réaction
locale, si des valeurs provisoires sont choisi pour les autres contacts:

V= Ve pree T W AT (6.3.30)

Les résolutions du probléme de contact frottant pour un unique contact s’appuieront donc sur
cette relation linéaire. Il s’agit en effet de réaliser l'intersection de cette droite avec les graphes
de relation présentés au 5.2.3 et § 5.2.4. Nous nous contenterons de donner dans les prochains
paragraphes les méthodes de résolution en deux et trois dimensions pour le probléme de contact
unilatéral avec frottement. Pour les formes modifiées des graphes et en particulier ’adhésion,
nous y consacrons un paragraphe indépendant § 6.3.4.

6.3.2.c Résolution 2D du probléme élémentaire de contact frottant

Comme nous l'avons déja souligné, la résolution du probléme de contact frottant pour un
probléme 2D est simple. Elle s’appuie sur l'intersection des graphes affines pour un contact «
suivant :

V = Vjgcfree + WhT (6.3.31)
(vx,TN) € GR — Signorini (6.3.32)
(v, 71) € GR — Coulomb(ury) (6.3.33)
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On donne, dans la suite, les différents cas possibles pour ces intersections. On introduit pour
cela les notations suivantes:

w = [ Oyt ] (6.3.34)
Wrn W
v’ = Vlocfrees r? = w1y’ (6.3.35)
anN = M; ant = O (6.3.36)
WnNN WnNN

L’algorithme d’intersection des graphes affines peut se résumer & quatre cas:
Si v > 0 alors

h'rN = O, hTT = 0, (6337)
c’est a dire qu’il n’y pas contact.
Si v <0et rY+ prd > 0 alors
hry = ai, hry = —phry, (6.3.38)
1+ payr

c’est & dire qu’il y a glissement-avant.
Si v <0et r? — prl <0 alors

hry = l_a%, hry = phry, (6.3.39)
NT
c’est & dire qu’il y a glissement-arriére.
Si v <0et rd+urd <0etrd — purd >0 alors

hry =712, hro =72, (6.3.40)

c’est a dire qu’il y contact mais sans glissement.

On illustre sur la figure 6.4 les différents cas possibles pour l'intersection de ces graphes. Il
est intéressant de remarquer que ’abscisse a 1’origine correspond & la vitesse libre.

REMARQUE 6.8

Cet algorithme est soumis a la condition —1 < payr < 1 qui est généralement remplie pour les
corps déformables, ou les termes diagonaux de la matrice sont en général plus grands que les
termes extradiagonaux pour une discrétisation des interfaces raisonnables. Pour les corps rigides,
il peut arriver que cette condition ne soit pas remplie. Elle signifie que la solution n’est pas unique
pour un contact «.

O

REMARQUE 6.9
La résolution présentée ici est écrite en vitesse pour des raisons de simplicité d’écriture. Si ’on
veut écrire ces algorithmes en terme d’interstice, on se sert alors de la prédiction fournie par la
discrétisation temporelle :

¢t = g" + h(1 — 0)(vy); + hOVET! (6.3.41)

La relation entre les déplacements et les vitesses étant elle aussi linéaire, elle conduit au méme
type d’approche pour une condition de SIGNORINI en déplacement.
O
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A + ~ Glissement arriére

Contact

KTy Pas de glissement

3 -,

Pas de contact

Glissement avant

(a) Condition de SIGNORINI (b) Graphe de CouLOMB

FIGURE 6.4 — Résolution du probléme de contact frottant en 2D

6.3.2.d Résolution 3D du probléme élémentaire de contact frottant

En trois dimensions, le probléme de contact frottant est résolu par une méthode de NEWTON
généralisée due & Curnier & Alart (CURNIER & ALART, 1988 ; ALART & CURNIER, 1991). Pour
cela, le probléme élémentaire suivant :

V = Vjocfree T whr
(v, T~) € GR — Signorini (6.3.42)
(vr,7r) € GR — Coulomb(ury),

est réécrit sous la forme mixte:

UV — Viocfree — whr = 0,
Ty — projg+(ry — pox) =0, (6.3.43)

T — Projp(ury) (rr — pvr) = 0.

Ces deux systémes sont équivalents pour un coefficient p > 0 et peuvent étre remis sous la forme
formelle suivante :

¢(v,7) =0 (6.3.44)

Le probléme revient donc & chercher les zéros de la fonction ¥ pour obtenir la solution du
probléme de contact frottant. Cette fonction est continue mais non différentiable. En faisant appel
a la notion de sous-gradient, ALART & CURNIER (1991) proposent de généraliser la méthode de
NEWTON aux fonctions seulement sous-différentiables.

Si les résultats classiques de convergence des méthodes de NEWTON standards ne sont pas
étendus a cette méthode généralisée, il n’en reste pas moins que, dans la pratique, la convergence
est obtenue en quelques itérations. Cette opération est relativement peu cotliteuse puisqu’elle est
réalisée sur un systéme de taille réduite & 6 inconnues.
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6.3.3 Algorithme général de résolution - Méthode NSCD

On se propose ici de donner un apergu synthétique de l'algorithme général de résolution :

boucle: incrément de temps
boucle: incrément de NEWTON-RAPHSON
évaluation du résidu libre R free(ufﬂ)

évaluation de la vitesse libre ul;jele

boucle: parcours des points de contact
(o neeud courant)
1. évaluation de 'uf;cfree a partir des valeurs stockées de %, 8 # a,
2a. En 2D, calcul direct de r®,v%, ( cf. § 6.3.2.c)
2b. En 3D, itération de NEWTON pour obtenir ¢, v%, ( cf. § 6.3.2.d)
boucle: résolution de ¢(U*, R*) =0
itérations de la méthode de Newton généralisée.
3. Stockage de r%, v®

évaluation du résidu R(uﬁ_l)
k+1
it1

évaluation de la vitesse u
suitvante

Commentaires Cet algorithme général de résolution posséde la particularité de séparer les
opérations de traitement de non linéarités matérielles et géométriques qui sont traitées & un ni-
veau global, des opérations de traitement des non linéarités dues au contact. Dans les applications
aux maconneries, le comportement volumique des corps est considéré comme élastique linéaire
en grandes transformations géométriques. Rien n’empéche, par contre, d’inclure d’autres types
de non linéarités comme de I’endommagement ou de la plasticité en incluant des bibliothéques
éléments finis traitant ces comportements. La séparation entre le traitement des interfaces et les
non linéarités de niveau global permet d’inclure ces enrichissements facilement, sans modifier le
squelette général de ’algorithme.

La résolution itérative sur chaque point de contact permet de la méme maniére de prendre en
compte, facilement, des comportements locaux d’interfaces sophistiqués différents pour chaque
point de contact. Nous allons voir, dans le paragraphe suivant, que les modéles de flexibilité et de
cohésion peuvent étre introduits de facon simple sans modifier de facon fondamentale la struture
de l'algorithme.

6.3.4 Particularité des modéles de cohésion et de flexibilité

L’introduction des raideurs d’interfaces et des modéles de cohésion peut étre écrite sous la
forme suivante:

UV = Viocfree + whr
(vn, Tx) € GR — Signorini (6.3.45)
(v, Pr) € GR — Coulomb(ury),

avec les changements de variables qui ont été écrits pour chacun des modéles sous la forme
suivante :
T =17 + Tadh- (6.3.46)
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La réaction r.gn représente, en toute généralité, la contribution du modéle de flexibilité ou
d’adhésion introduit. La réaction 7 est la réaction que l’on souhaite obtenir au point de contact
et la réaction 7 est une réaction auxiliaire qui respecte les conditions de contact- frottant usuelles.
Pour mémoire, ce changement de variable prend la forme suivante dans le modéle de FREMOND-
CANGEMI:

7:N =Tn + ,82CNUN, %T =TT ‘|‘ IBZCTUT, (6347)

La prise en compte dans l'algorithme de cette cohésion se fait dans la boucle sur les points
de contact. La réécriture de I’équation de la dynamique condensée est alors faire de la maniére
suivante :

v* = Vfpefree + W hr® (6.3.48)
= Vjoefree T W R(FY — T54h) (6.3.49)
= v?ocfree - waah(rgdh) + waah(,;,a) (6350)

On note alors la vitesse locale libre modifiée par la cohésion par:

f’laécfree = vg)cfree - waah(rgdh) (6351)

On donne dans le schéma qui suit, les modifications de ’algorithme qui sont faites pour prendre
une réaction supplémentaire dans sa généralité:

[ boucle: parcours des points de contact
(o noeud courant)
1. évaluation de vy, free POUT les valeurs provisoires de 7%, 8 # «
2. calcul de rgy,
3. changement de variable ¥, .cc = Vjpefree — W h(Togh)
boucle: résolution de ¢(v®,7%) =0
itérations de la méthode de Newton généralisée sur le systéme suivant.
VY — Ve pree — WhTY =0,
"2 — projg+ (73 — pog) = 0,
71 — projp(ug)(Tr — pvg) = 0.
4. Restauration de la réaction r* = 7% — riy,

Le terme d’adhérence 73y, , qui peut dépendre des déplacements, vitesses et d’autre variables
internes est estimé pour des valeur provisoires de 7%, 8 # . I est clair qu’il peut étre modifié
aprés le calcul de la réaction #*. Nous choisissons pourtant de ne pas effectuer d’itérations
supplémentaires pour ce terme en essayant de faire converger ce champ avec les vitesses et les
autres réactions.

Une version plus générale des techniques de changements de variables affines est présentée
dans (JEAN et al, 2001). En effet, on peut envisager de la méme maniére des changements
de variables plus généraux portant & la fois sur les interstices, les vitesses et les réactions. La
seule condition qui doit étre remplie est que 'on doit étre capable d’estimer les termes de ce
changement de variables. Comme nous l'avons déja souligné, la prise en compte de la dilatance
peut étre traitée de la sorte.

Sans entrer dans les détails de calcul de la méthode, donnons quelques éléments du calcul du
modéle d’adhésion de FREMOND-CANGEMI. Nous avons vu dans la présentation du modéle que
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I'intensité d’adhésion était donnée par la solution du systéme différentiel suivant :

)‘](l/p), si B e0,1]

b8 = = [(wh'(B) - Blexud + crllus?)

. (6.3.52)
bp < —[(wh'(B) - Blexti + exlux?)

—1(@/p)
)] . sig=1
Ce systéme différentiel est intégré par une §—méthode pour des sauts de déplacements fournis
en début de pas de temps et les valeurs actuelles de ces déplacement sont calculées grace a la
vitesse du contact « en reprenant le schéma d’intégration temporelle:

uftt = ul £ h(1 — 0)vl, + houtT! (6.3.53)
ubt = ul + h(1 - 0)vl + R (6.3.54)

6.4 Commentaires et conclusions sur la méthode présentée

La discrétisation spatiale des équations de la dynamique a été réalisée en tachant de tirer
partie de la structure discréte des systémes étudiés. Elle a conduit & une résolution & deux
niveaux. La mise en ceuvre informatique a cherché de la méme maniére & suivre I’analyse qui a
été faite d’'un point de vue mécanique. Bien qu’une démarche objet n’ait malheureusement pas
été utilisée 12, les développements ont tentés de suivre au maximum le découpage en modules qui
a été suggéré, et de tenir compte des relations qui ont été mises en évidence entre ces niveaux.
Cette structure logiciel, bien que de bas niveau, offre une ouverture nécessaire & une intégration
simple de nouveaux comportements volumiques. On peut penser par exemple & de la plasticité
et de I’endommagement.

Le respect du caractére non régulier des liaisons et de leurs formulations implique ’emploi
de schémas d’intégration temporelle implicites. Les schémas sont construit sur la forme faible de
I’équation de la dynamique et non comme il est usuellement fait sur des méthodes aux différences
finies. Aucune estimation de 'accélération n’a été réalisée. Les variables de choix du modéle
sont la vitesse et les impulsions; les déplacements ne sont que des variables auxiliaires qui sont
actualisés & partir des vitesses.

L’intégration des modéles de cohésion a été réalisée dans un cadre tridimensionnel sans mo-
difier la structure fondamentale de 'algorithme. Elle s’opére par un changement de variables
judicieux dans la résolution des problémes élémentaires de contact frottant. Cette modification
permet de tenir d’une loi de cohésion différente par point de contact ainsi que I'intégration de
comportement supplémentaire comme la dilatance.

12. Nous verrons, tout de méme, dans le chapitre suivant que la détection des contacts et la manipulation de
polyédres ont été développés en C++. Il s’avére que le traitement d’objet complexe, un langage de plus haut
niveau est obligatoire.






CHAPITRE 7

Applications aux structures maconnées

000

a question d’un équilibre statique se révele ardue. En effet, pour les sys-

témes multi-corps, seule la dynamique permet de passer outre le manque
de définition des conditions aux limites de chaque corps qui ne sont pas
connues a priori. Il n’est donc pas possible d’envisager une évolution
quasi-statique usuelle. La premiére partie de ce chapitre essaiera de sortir de ce
dilemme. Si en premiére analyse des tests académiques peuvent donner des éléments
de validation des algorithmes, ’application aux édifices monumentaux impose la ré-
solution d’un certain nombre de difficultés techniques. L’acquisition des données, la
connaissance des matériaux et la détection des contacts sont autant de problémes
a surmonter. De plus, nous verrons que la compréhension d’un édifice requiert une
approche globale, interdisciplinaire. La prise en compte d’une réalité architecturale
et archéologique se révéle indispensable.

000
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