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xi,v = 1 ∀ v
�� ���� ��

xi,u + xi,v ≤ 1 ∀ i ∈ [1 . . . w], ∀ (u, v)
�� ��6

xi,v ≤ yi ∀ i ∈ [1 . . . w], ∀ v
�� ���� ��

xi,v ∈ {0, 1} ∀ i ∈ [1 . . . w], ∀ v
�� ���� ��
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# )!(( � �!',*�!(� 8 $��(��$&' "  (* $&�� 2, ' � +&��&)' � �!(* # *�.� )&� (�+ &,  *
( $� (( (* $&�  ( �!"$* '& �*�,�*,� # ' �&� �*&*�!( � �(  � * 8 '& (&*,� " :" #,
$�!)'."  8 ' 3&�* 2, # ,1 �!"" *� &#1 &� (*� &� (* # � �!,' ,�� #���� (* � 8  �* �!(* (,
#&(� ' �&''�&(� # � �!(*�&�(* � �xi,u + xi,v ≤ 1�  * # � +&' ,�� )�(&�� � # � +&��&)' � � �(
$ �#&(* '& )�(&��*� # � +&��&)' � 8 '& � '&1&*�!( '�(�&�� #, $�!%�&"" � ( �&$$��0 (# 
$',� ' $�!)'."   * ' �&� �*&*�!( �∀ u, x0,u = x1,u = 1

2
, ∀ i ≥ 2 xi,u = 0� � �& *!,1 !,��

,( �!',*�!( *��+ �&' #!(* '& +&' ,� !)1  �*�+  �* ∑

i yi = 1
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�,*� "  (* #�* 8 � ** 3!�",'&*�!( ( �&$$!�* $&� %�&(# �0!� &, $�!)'."  # �!'!�&*�!(
# %�&$0 � + ( � �* $&� ' �&� $ !,� *!,� ' � $�!)'."  � �&� 8 " :"  �� '& � '&1&*�!( '�(�&�� 
# ' �����*,�  �* *�.� " &,+&�� 8 � % (� # 3!�",'&*�!( & &, "!�(� ' �&+&(*&% # �1 �
' � �!(� $*� " &(�$,'��  * # $ !� � ' $�!)'."  �&(� &")�%, �*� � �( � 2,� �!(� �( '&
�!'!�&*�!( # %�&$0 8 �'  �* $!���)' # 3&�� " � ,1 � /& � �*�!( �,�+&(* $��� (* ,( 
����*,� $',� �!$0��*�2,� &, � (� !� ' � +&��&)' � $� (( (*  ( �!"$* ,( %�&(# $&�*� 
# '& �*�,�*,� #, $�!)'."  8 &"  (&(* 9 ,( � '&1&*�!( '�(�&�� )  &,�!,$ $',� ,*�' 9 '&
���!',*�!( #, $�!)'."   (*� � �
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# � (� ")' � �!,+�&(*�  �* ,( $&�*� # '& �!'' �*�!( * '' 2, �0&2, �!"" * &$$&�*� (( 
9 &, "!�(� ,( # �  (� ")' � �0!���� � 7&(� '& �,�* (!,�  1$'�2,!(� 2, ' $�!)'."  # 
�!'!�&*�!( � +� (* 9 *�!,+ � ,( �!,+ �*,� # �!�* " �(�"," # � �!"" *� $&� ' � �*&)' �
#, %�&$0 �

<(  (� ")' # �!"" *� # �,( %�&$0 2,� $!,��&� (* :*� �!'!���� # '& " :" �!,' ,�
 �* 8 $&� #��(�*�!( 8 ,(  (� ")' 2,� ( �!(*� (* &,�,( $&�� # �!"" *� &#1 &� (*� �
+ � �*  1&�* "  (* '& #��(�*�!( # �,( �*&)' #, %�&$0 � - � ' �!( � #!(( ,( �!'!�&*�!(
+&'�# # � �!"" *� # �,( %�&$0 8 !( &$$  '' �� � 6������ ,(  (� ")' # �!"" *� �!'!����
�# (*�2, " (* � +0&2, �!,' ,�  �* #!(� ,( �*&)'  * �0&2, �!"" *  �* #&(� ,(  * ,( 
� ,' # � � �!,' ,�� � � �(�� 8 ,( �!'!�&*�!( +&'�# # � �!"" *�  �* ,(  (� ")' # �*&)' �
* ' 2, *!,* �!"" * &$$&�*� (( 9 ,(  * ,( � ,' # � � �*&)' � � � � # �(� �� 3!�"  (*
,( $&�*�*�!( # � �!"" *� � �,*� "  (* #�* 8 *�!,+ � ,( �!'!�&*�!( !$*�" &' # � �!"" *�
# �,( %�&$0  �* �2,�+&' (* 9 *�!,+ � ,( $&�*�*�!( # �!�* " �(�" &' # � �!"" *� $&� # �
�*&)' � # �!�* ,(�*&�� �

<( $&�*�*�!( � �*  (�!� *�!$ �!(*�&�%(&(* 9 �&'�,' � 8 " &�� !( $ ,* &'' � $',� '!�(  (
,*�'��&(* ,( $�!$���*� # �*&)�'�*� $&� �,$$� ���!( # � �*&)' � 8 #!(* �'� *�� (* ' ,� (!" � ��
' �!( � *�� ,( �!"" * # �,( �*&)' 8 !( !)*� (*  (�!� ,( �*&)' � � �(�� 8 ,( �!,+ �*,� # �
�!"" *� $&� # � �*&)' � 2,� ( � �* $&� ,( $&�*�*�!( 3� � �* 9 #�� 2, �&, "!�(� ,( �!"" *
&$$&�*� (* 9 $',� # �,(  (� ")' �0!���7 �(#,�* ,( $&�*�*�!( # �!�* �(3��� ,� !, �%&' 9
� ', � # '& �!,+ �*,� � 4' �,9 *  (  � * # � *�� � ,( �!"" * 2,� � �&�* �,�;�!,+ �* # 
*!,� ' �  (� ")' � &,2, ' �' &$$&�*� (* �&,3 ,( 8 �0!��� &�)�*�&�� "  (* � �( �!(��2, (� 8 ' 
$�!)'."  # �!'!�&*�!( # � �!"" *� # �,( %�&$0  �* �2,�+&' (* 9 *�!,+ � ,( �!,+ �*,� 
# �!�* " �(�" &' # � �!"" *� $&� # � �*&)' � # �!�* ,(�*&�� �


*&(* #!((� ,( %�&$0 G = (V, E)
 * I ' � (� ")' # � �*&)' � # G 8 � ** �!,+ �*,� 
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��������� ����� ��� � ��� �������� �� ���������� �

 � � � �� ∑

I∈I

x(I)
�� � �� /�� �� 6������� ���� ���

���� ∑

I∈I:v∈I

x(I) ≥ 1 ∀ v
�� ���� ��

x(I) ∈ {0, 1} ∀ I ∈ I

/& $��(��$&' #�9 �,'*� $!,� '& ���!',*�!( # � $�!%�&"" '�(�&��  �* #, &, 3&�* 2, 
' (!")� # +&��&)' �  �* %�(��&' "  (*  1$ !( (*� ' $,��2, ��' -  ( & ,( $&� �*&)' 3 * � ��'
 1 ��* ,( �*&)' I

# *&�'' s 8 &'!�� �' - & &, "!�(� 2s �'�"  (*� #&(� I 8 ,( $&� �!,�; (� ")' 
# 

I
7 � + '& #�* 8 (!,� + ��!(� #&(� '& �,�* 2, '& � '&1&*�!( '�(�&�� #, $�!%�&"" '�(�&�� 

� $  �"  * $&�3!�� # �!(�*�,�� # )!(( � �!',*�!(�  (*�.� � � / $�!)'."  �!")�(&*!�� 
�!�� �$!(#&(* 8 #��(� $ !,� '& $� " �.� 3!�� $&� � ��*��0 ' 8 /!+��� 8  * -�0��1+ � 3��� �7 8  �*
&$$ '� �� 6�������� 5 ��6������� # � �!"" *� #, %�&$0  * � �����* �!"" ' $�!%�&"" 
'�(�&�� 6 � / �!�* # �,( �!',*�!( !$*�" &' � �&$$ '' ' � �� /�� 6���� ����� 5 ��6�������8
(!*�

χf(G)
#&(� '& �,�* �

��������� ����� ��� � ��� �������� ���������� ��� �

 � � � �� ∑

I∈I

x̄(I)

���� ∑

I∈I:v∈I

x̄(I) ≥ 1 ∀ v
�� ���� ��

0 ≤ x̄(I) ≤ 1 ∀ I ∈ I

4' � �&%�* #!(� # �&'�,' � ,( $!(#��&*�!( 3�&�*�!((&�� # �!�* " �(�" &' # � �*&)' �
!) ����&(* &,1 �!(*�&�(* � # �!,+ �*,� � -�

x̄
 �* ,( $ !(#��&*�!( +&'�# # � �*&)' � # 

G 8 (!,� ' �&$$ '!(� ,( 6�������� 5 ��6������� # G  * (!*!(� x̄(G) ' �!�* # �,( * '' 
�!',*�!( �

�( %�(��&' ' (!")� �0�!" &*�2, 3�&�*�!((&��  �* &,��� #�9 ��' 9 &$$�!1 �"  � 2, ' 
(!")� �0�!" &*�2,  (*� � � ' *0�!�."  # /!+��� 3����7 �,� ' � �!,+ �*,� � 3�&�*�!(;
(&�� � "!(*� 2, *!,* 

ρ
;&$$�!1 �" &*�!( #, (!")� �0�!" &*�2, 3�&�*�!((&�� $  �"  *

��



# �!)* (�� ,( 
ρ. log(n)

;&$$�!1 �" &*�!( #, (!")� �0�!" &*�2,  (*� � � � � � ',�;�� ( � �*
$&� &$$�!1 �" &)' 9 "!�(� # 

n1−ε #&(� ' �&� %�(��&' �!"" (!,� ' �&+!(� #�* $',� 0&,* �
�!,* 3!�� # � &�%,"  (*� # #,&'�*� $  �"  ** (* # �!)* (�� # � ���,'*&*�  1$'!�*&)' �

* '� 2, ' ' "" � 2,� (!,� $  �"  **�& # *�!,+ � # � �'&�� � # %�&$0 � �,� ' �2, '� '&
�!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� $  ,* � ���!,#�  ( * "$� $!'-(!" �&' �

����� � 	� 6��6� � �� ��� /�� 6���� ���� � 5 ��6������� ��� ��������� �� � ��� �� ��
���� 6��� � ������ ��� �� 6��6� � �� �*&)' # $!�#� " &1�"," �

������ � / #,&' # �,( $�!%�&"" '�(�&�� # �!,+ �*,�  �* ' $�!%�&"" '�(�&�� # 
��6� �� !� �' - & ,( +&��&)' $&� �!(*�&�(* #, $��" &'  * ,( �!(*�&�(* $&� +&��&)' #,
$��" &' � 7&(� ' �&� 2,� (!,� �(*�� �� 8 ' #,&' # '& �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� � �����* �!"" 
' $�!%�&"" '�(�&�� > � 4' � �&%�* #&(� � $�!)'."  # *�!,+ � ,( $ !(#��&*�!( '& $',�
'!,�# $!���) ' # � �!"" *� 8 �!,� �!(*�&�(* 2, ' $!�#� # �,( �*&)' 8 #��(� �!"" '&
�!"" # � $!�#� # � �!"" *� 2, ��' �!(*� (* 8 �!�* �(3��� ,� 9

1
�

��������� ����� ��� � �	��� 	� �� �� �������� ���������� ��� �

 �� � � �� ∑

v∈V

y(v)

���� ∑

v∈I

y(v) ≤ 1 ∀ I ∈ I

y(v) ≥ 0 ∀ v
�� ���� ��

7&(� � $�!)'."  #,&' 8 ,( �!(*�&�(* (!( *��+ �&'  �* + �!'� ��  * � ,' "  (* �� �'  1 ��* 
,( �*&)' I

#!(* ' $ !�#�  �* $',� %�&(# 2, 
1
� - ��'  (  1 ��* ,( 8 &'!�� � � �* ' �&� #, �*&)' 

# $ !�#� " &1 �"," 8 (!*� �	E 8 $,��2, �!( $!�#�  �* &, "!�(� &,��� %�&(# 2, � ', � # 
I
�

7 ":" 8 �� ' $!�#� #, �	E  �* �(3��� ,� 9
1 8 &'!�� ' $!�#� # *!,� ' � &,*� � �*&)' � ' � �*

&,���  * &,�,( �!(*�&�(* ( � �* + �!'� � / �&'�,' #, �*&)' # $!�#� " &1 �","  �* #!(�
,( !�&�' # ��$&�&*�!( $!,� ' $�!%�&"" '�(�&�� > � E&� �!(��2, (* 8  ( &$$'�2,&(* ' 
*0�!�."  � # ��$&�&*�!( �' + � (* 2, ' $�!%�&"" '�(�&�� >  �* �2,�+&' (* &, � (� # '&
��#,�*�!( $!'-(!" �&' &, �&'�,' #, �*&)' # $!�#� " &1�"," � 7 $',� 8 $&� ' *0�!�."  
6 # #,&'�*� 8 ' �&'�,' #, (!")� �0�!" &*�2, 3�&�*�!((&��  * ' �&'�,' # ' �!$*�"," #,
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$�!%�&"" '�(�&�� > �!(* &,��� �2,�+&' (*� � E&� *�&(��*�+ �*� # ' ��2,�+&' (� &, � (� # 
'& ��#,�*�!( $!'-(!" �&' 8 !( !)*� (* ' ' "" �

/ ��(�!(+�(� (* " &1  ,� # � % (� # �&�%,"  (*� # #,&'�*�  * # ��$&�&*�!( 8 � � �*
2, ��'� ( #!(( (* $&�  ( $�&*�2, # �&'%!��*0"  # �&'�,' # '& �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� 8
" &�� $',*�* ,( ���,'*&*  1 ��* (*� '  * �+ (*, '' "  (* ,( " �*0!# *0�!��2, # �&'�,' #,
(!")� �0�!" &*�2, 3�&�*�!((&�� #&(� # (!")� ,1 �&� $&�*��,'� �� �

4' 3&,* *!,* 3!�� 3&�� ,( � " &�2, $ !��*�+  ( !)� �+&(* ' $�!%�&"" '�(�&�� > �
,( %�&(# (!")� # �!(*�&�(* � �!(* *��+ �&' "  (* �(,*�' �  * $ !,��&� (* :*� #�� �* "  (*
�'�" �(� � � �(  �  * 8 � ,' � ' � �!(*�&�(* � � '&*�+ � &,1 �*&)' � " &1�" &,1 $!,� ' ��(�',��!(
�!(* ,*�' � � $,��2, ' $!�#� # �,( �*&)'  �* '& �!"" # � $ !�#� 8 $ !��*�3� !, (,'� 8 # � �
�!"" *� 8 ' $!�#� # � �*&)' �  �* ��!���&(* $&� �(�',��!( � / � �!,�; (� ")' � # �,( �*&)' 
" &1�" &' I �(#,�� (* #!(� # � 0-$ �$'&(� # �!,$ #, $!'-*!$  #, $�!%�&"" '�(�&�� 2,�
�!(* $&�&''.' � 9 � ', � �(#,�* $&�

I
 * " !�(� � �*���*�3� � + '& ��%(�� 2, �� ,( * '  (� ")' 

" &1�" &'  �* # *&�'' s 8 2s − 1
�!(*�&�(* � $  ,+ (* :*� �'�" �(� � � / ��(*,�*�!( 2,� +� (*

&'!��  �* 2, ' (!")� # �!(*�&�(* � #, $�!%�&"" '�(�&�� $!,��&�* ( $&� $!� � # 
$�!)'."  $!,� � �*&�( � �'&�� � # %�&$0 � � �( � + (&(* &, $��" &' 8 � '& " !(*� 2, ' �!(
$ ,* �&'�,' � ,( �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&��  ( ( " &(�$,'&(* 2, # � �*&)' � " &1 �" &,1
$!,� ' ��(�',��!( �&(� � � "$:�0 � # �&** �(#� ' �!$*�"," � + ** � " &�2, %,�# � �*&�(�
�0!�1 $ !,� ' �&'%!��*0"  # �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� # �0 " �(� 2, (!,� $��� (*!(� &,
�0&$�*� > � + * &'%!��*0"   �* (!*&"" (* 3!(#� �,� ' ��2,�+&' (�  (*� ' � $�!)'."  � # 
�!'!�&*�!( # %�&$0 �  * # �0 " �(� 2, (!,� $��� (*!(� #&(� � 2,� �,�* �

;<	 <= 
��������	 �� ���A �	�


*&(* #!((� ,( %�&$0 8 ' $�!)'."  3!(#&" (*&' # �!'!�&*�!( # � �!"" *�  �* # �&3;
3 �* � # � �!,' ,�� &,1 �!"" *� # �!�* 2, # ,1 �!"" *� &#1 &� (*� ( �&� (* $&� '&
" :" �!,' ,�  *  ( ,*�'��&(* ,( (!")� " �(�"," # �!,' ,�� #�� �� (* � � 7&(� ' �&� %�;
(��&'  * #&(� ,( %�&(# (!")� # �&� $&�*��,'� �� 8 � $�!)'."   �* NP;# �9 ��'  * " :"  
(!(;&$$�!1 �" &)' 3�! �0)&," ����7 �

/ $�!)'."  # �!'!�&*�!( # �0 " �(� 8 ',� 8 �!(���*  ( '& �!'!�&*�!( # �,(  (� ")' P
# �0 " �(� #&(� ,( %�&$0 G 8 # �!�* 2, # ,1 �0 " �(� $&�*&% &(* ,( &�� # G ( �&� (*
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�� ������ ��� �� ��6 ��
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- � ' �!( & ,( �!'!�&*�!( +&'�# # � �!"" *� # %�&$0 # � �!(� �*� 8 !( & ,( �!'!�&*�!(
# � �0 " �(� � E&� #��(�*�!( 8 �� # ,1 �0 " �(� $&�*&% (* ,( &�� #, %�&$0 G 8 ' � �!"" *�
�!�� �$!(#&(*� �!(* &#1 &� (*� #&(� ' %�&$0 # � �!(� �*� 8 #!(� �'� !(* # � �!,' ,�� #���;
� (* � � /& �!'!�&*�!( # � �0 " �(�  �* #!(� +&'�#  * " �(�" �� � ' (!")� # �!,' ,�� # '&
�!'!�&*�!( # � �!"" *� #, %�&$0 # � �!(� �*� � +� (* 9 " �(�" �� � � '' � # '& �!'!�&*�!(
# � �0 " �(� � + '& (!,� #!(( #!(� ,( � (� # ' ��2,�+&' (�  (*� ' � # ,1 $�!)'."  � �
/ �&,*� � (� 8 $�!,+� $&� +0'&"*&� 8 �&(� 8  * � &�" � 3����7 8  �* #, &, 3&�* 2, *!,*
%�&$0 9

n �!"" *�  �* ' %�&$0 # � �!(� �*� # �,(  (� ")' # 
n

�0 " �(� #&(� '& %��'' 

n× n
�

+ ** �2,�+&' (�  �*  1*�:"  " (* �"$!�*&(* �&� *!,� ' � ���,'*&*� # �!"$' 1 �*� �,�
'& �!'!�&*�!( # %�&$0 � � ��" $!�* (* #�� �* "  (* $!,� '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� 8 $!,� $  ,
2, ' �!( �!�* �&$&)' # �&�&�*���� � $������"  (* '& � '&*�!(  (*� ,( �'&�� # %�&$0 �
 * ,( �'&�� # � (� ")' # �0 " �(� � E&�  1 "$' 8 '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� & �*� $�!,+� 
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NP
;#�9 ��' " :" #&(� ' �&� !� ' �,$$!�* # � �0 " �(�  �* ,( &(( &, � 3�,�� � ����7 8

,( &�)� 3�&�1 &( ����7 8 !, " :"  ,( �*!�' (!( !�� (*� 3�!',")��  * �&" ��!( ����7 �
/ �0&$�*� >  �* �!(�&��� 9 ' ��*,# # '& *�&(�$ !��*�!( # '& �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� 

$��� (*� $',� 0&,* 9 '& �!'!�&*�!( # �0 " �( � / � ���,'*&*� �,� ' � %�&$0 � � *�&(�$!� (*
&,1 �0 " �(� %��� &, ' "" �  * (!,� #!((!(� ,( &'%!��*0"   9 �&� # �&'�,' # '&
�!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� �,� # � �'&�� � !�  '' $  ,* � ���!,#�  ( * "$� $!'-(!" �&' �

��� � ��	 �	 ��	���	

/ $�!)'."  #, ",'*��!*  �* ,*�' #&(� ,( %�&(# (!")� # �&$$'��&*�!(� 8 (!*&"" (*
'!��2, ��'  �* 2, �*�!( # �&'�,' � # � �!,* � $!,� # �  (*�*�� 2,� �!(*  ( �!(�,�� (� 
$!,� � �*&�( � � ��!,�� � 8 � ��!,�� � 2,� �!(* " !#�'��� � $&� # � �&$&��*�� �,� ' � &��� #,
%�&$0 �,$$!�* # � �!,*&% � $!���) ' � �

7 " &(�.� 3!�"  '' 8 ,( ��� ��� �� � ��  �* ,( %�&$0 G = (V, E)
&+ � # � �&$&��*��

c(e) �,� � � &��� 8 ' � &��� � �!(* ' � �,$$!�*� #, �!* 8 ' � �!"" *� � �!(* # � $!�(*�
�(* �" �#�&�� � !, )� ( # � �!,�� � !, # �*�(&*�!(� #, �!* �

<( � �� f
# 

s
9

t
 �* ,( $ !(#��&*�!( # � &��� # 

G
� �$  �*&(* # � �!(*�&�(* �

# 6��� ������� �� � ��8 � � �* 9 #�� 2, '& �!"" #, �!*  (*�&(*  ( ,( �!"" *  �*
�%&' 9 � '' �!�*&(* 3:!�#  * :,'� ��!( ����7 � E&� &(&'!%� &+ � ' � *0�!�� � $0-��2, �
# ��' �*�!��(�*�2,  * # " ��&(�2, # � �,�# � 8 � � �!(*�&�(* � � �&$$  '' (* &,��� ��� ��
� �6� �� � / �������� #, �!*  �* '& 2,&(*�*� # �!* �(1  �*� 9 '& �!,�� 

s 8 2,� 8 #, 3&�* # 
'& �!(� �+&*�!( #, �!* 8  �* �%&' 9 � ''  1*�&�* 9 '& # �*�(&*�!(

t
�

<( ",'*��!* �!(���* 9 3&�� �!0&)�* � $',�� ,�� �!*� �,� ' ��� &, # �!�* 2, '&
�!"" # � �!*� $&��&(* �,� ,( &�� �!�* �(3��� ,� 9 �& �&$&��*� �

;<	 <; 
 ����AA � ��	����� �� � ������ � ������ B ���	�A ����

�( � #!(( ,( ",'*�; (� ")' # 6��� ����� C = {(si, ti), si, ti ∈ V, i = 1, . . . , k} �
<( ����� �� # 

C
 �* ,( ��,(�!( # �!*� $!,� �0&2, �!""!#�*� � �$  �*&(* ' � �&$&;

��*�� # 
G

� 4' � �&%�* #!(� # �,(  (� ")' # $!(#��&*�!(� # 
E 8 � �$  �*&(* �0&�,( ' �

�!(*�&�(* � # �!(� �+&*�!( # �!*  * # �!�* 2, ∀e ∈ G,
∑

i fi(e) ≤ c(e).
��� ����� ���� !� "�����#$�� !� % &'( ) *+ '&, ,-&,./'-&*+ 0
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7&(� � �!(* 1* 8 ' $�!)'."  #, ����� �� � �� ��� �0 ��0 9 " &1 �" �� � '& �!"" 
# � �(* (��*�� # �0&2, �!""!#�*� 2, ��'  �* $ !���) ' # �!,* � #&(� G

 ( � �$  �*&(* ' �
�&$&��*�� � + $�!)'."  � �����* �!"" ' $�!%�&"" '�(�&�� � �

��������� ����� ��� � ��� ������ ��� ���� �

 �� � � �� ∑

i

di

���� ∑

i

fi(e) ≤ c(e) ∀ e
�� ��6

∑

e∈Γ+(u)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(u)

fi(e) = 0 ∀ i, ∀ u 6= si, ti

∑

e∈Γ+(si)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(si)

fi(e) = di ∀ i

∑

e∈Γ+(ti)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(ti)

fi(e) = −di ∀i

fi(e) ≥ 0 ∀ i, ∀ e

/& 3!�",'&*�!(  ( $�!%�&"" '�(�&�� #, ",'*��!* ��;# ��,�  �* #�* � ��� �����68  (
�&$$!�* &,1 +&��&)' �  * �!(*�&�(* � #, $�!%�&"" � + ** ����*,� #, $�!)'."  ,*�'�� 
,( (!")� $!'-(!" �&' # +&��&)' �  * # �!(*�&�(* � 8 � 2,� $  �"  * # $�!,+ � 2, ' 
$�!)'."   ( (!")� � �� '�  �* $ !'-(!" �&'  * # ' *�&�* � $&� ' � &'%!��*0"  � �'&���2, �
# $�!%�&""&*�!( '�(�&�� � + ** 3!�",'&*�!( ,*�'�� (!*&"" (* ,( +&��&)' $&� &��  *
$&� �!""!#�*� 2,� �(#�2, '& 2,&(*�*� # �!* # '& �!""!#�*� 2,� $&�� �,� ' �&�� �

E ',�� ,�� +&��&(* � #, $�!)'."  # ",'*��!*  1 ��* (* � - � ' �!( &��! �� 9 �0&2, �!""!;
#�*�

i
,( ��� ����

di
8 ' $�!)'."  #, ����� �� 6�� 6������ � �� ��� �0 ��0 9 *�!,+ �

' z
"&1�"," * ' 2, ��' �!�* $ !���) ' # 3&�� $&�� � ,( �!* # ��(* (��*� z.di

$!,� �0&2, 
�!""!#�*� *!,*  ( � �$  �*&(* ' � �&$&��*�� � 4'  �* &,��� �(*�� ��&(* # �0 ��0 � 9 " �(�" �;
� � '& �&$&��*� " &1 �" &' # �,( &�� !, '& �!"" # � �&$&��*�� # �!�* 2, ��' �!�* $ !���) ' 
# �!,* �  1&�* "  (*

di
,(�*�� # �!* $!,� �0&2, �!""!#�*�

i
�

;<	 <� 
 ����AA � ��	����� ������ �� �� � �?�� ��AC �	������

/ � �!(*�&�(* � # �!(� �+&*�!( # �!* # '& 3!�",'&*�!( ���� �����6 &��,� (* ' 3&�*
2, �,( ,(�*� # �!* �,�* ,( *�&1  * 2,� $  ,* :*� #����* $&� ,( �0 " �( � �( 3&�* 8 !( $ ,*
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�!(��#�� � ' �!* # �,( �!""!#�*� �!"" ,(  (� ")' # �0 " �(� *�&(�$!�*&(* �0&�,(
,( � �*&�( 2,&(*�*� # �!* � + ** �#� $  �"  * # ������ ' �!*  * ' ",'*��!* �!"" # �
$�!)'."  � # ��6� �� # �0 " �(� �!(*�&�(*� $&� ' � �&$&��*�� # � &��� #, ��� &, # �!* �

-!�*
G = (V, E), c

,( ��� &, # �!* 8 {(si, ti)} ' � (� ")' # � �!""!#�*�� 8Pi
' � (� ")' 

# � �0 " �(� # 
si

9
ti

#&(� G 8  * P = ∪iPi

� <( �!* # 
si

9
ti

� � 1$��"  �!"" ,( 
$!(#��&*�!(

f
# � �0 " �(� # Pi

 * ' �!* # '& �!""!#�*�
i
 �* ∑

p∈Pi
f(p)

�
/ 3&�* 2, ' �!* �!�* $ !�*� $&� # � �0 " �(� �!(*� (* �(*��(�.2, " (* '& (!*�!( # 

�!(� �+&*�!( � 4' � �* 9 �!(*�&�(#� ' �!* &, � �$  �* # � �&$&��*��  * 8 $ !,� � '& 8 �' �,9 *
# � " &�2, � 2, '& 2,&(*�*� # �!* $&��&(* �,� ' �&�� e

 �* '& �!"" # � 2,&(*�*�� # �!*
$&��&(* �,� *!,� ' � �0 " �(� �!(* (&(*

e
� ∑

p∈P,e∈p f(p) ≤ c(e).
/ $�!%�&"" '�(�&�� #, ",'*��!* " &1 �"," # +� (* ' �,�+&(* 8 '!%�2, " (* 2,&'���

# ���6�6� �� ��

��������� ����� ��� � ��� ������ ��� �� �� ���

 �� � � �� ∑

p∈P

f(p)

���� ∑

p∈P,e∈p

f(p) ≤ c(e) ∀ e
�� ��6

f(p) ≥ 0 ∀ p ∈ P

/ $�!)'."  $��(��$&' # � ** 3!�",'&*�!(  �* 2, ' (!")� # +&��&)' � 8 � � �*;9;
#�� ' (!")� # �0 " �(� 8  �* %�(��&' "  (*  1$ !( (*� '  ( '& *&�'' #, %�&$0 � / #,&'
# � $�!%�&"" '�(�&�� & *!,* 3!�� ,( %�&(# �(*��:* � - � '& +&��&)' #,&' &��!��� 9 '&
�!(*�&�(* # �&$&��*� # ' �&�� e

 �* (!*� 
l(e) 8 ' #,&' #, $�!%�&"" '�(�&�� � � �����* �

��������� ����� ��� 	 �	��� 	� �� ������ ��� �� �� ���

 � � � �� ∑

e

l(e)c(e)

���� ∑

e∈p

l(e) ≥ 1 ∀ p ∈ P

l(e) ≥ 0 ∀ e

6�



- � ' �!( �!(��#.� l
�!"" ,( " �*��2, �,� ' � &��� 8 ' $�!#,�*

l(e)c(e)
 �* ,( �!�* 

# +!'," # ' �&�� e
 * ' $�!%�&"" '�(�&�� � $ ,* � � 1$��"  � �!")�(&*!�� "  (* �!"" 

� � �� �' �!��  � �#%�' � ) #)�%  � ��!���  � �%#)
!#� ! �#�)����)� ��� )#�) ���' �� !#�)  � %#������ !�"�� ����� �

1 �
�

/ $��" &' &-&(* ,( (!")�  1$!( (*� ' # �!(*�&�(* � 8 ' #,&' & )� ( ��� ,( (!")� 
 1$!( (*� ' # +&��&)' � 8 � $  (#&(* �!( $�!)'."  # ��$&�&*�!(  �* *��+ �&' "  (* $ !'-(!;
" �&' �

���
���� ��� � 	� � ��/��� � �� � �������� �� � ��� ���� � �� ���� � ��� �� 6��6�� � 
�� � ���
6���� 6� �� � ��� 6��� �����

������ � / � (� ")' P  �* '& ��,(�!( # �  (� ")' � Pi
# � �0 " �(� # 

si
9

ti
8 �' �,9 *

#!(� # +���� � 2, 8 $ !,� *!,*
i 8 ' � (� ")' # � �0 " �(� # Pi

 �* # '!(%, ,� �,$ ��� ,� 
9

1
� 7 $',� 8 �� ' $ ',� �!,�* �0 " �( # 

si
9

ti
 �* # '!(%, ,� �,$ ��� ,� 9

1 8 &'!�� *!,�
' �!(* � 7&(� ' �&� �!(*�&�� 8 '& ��$&�&*�!(  �* 3&�* �

4' �,9 * #!(� # �&'�,' � &,*&(* # $',� �!,�*� �0 " �(� 2, # �!""!#�*�� 8 � 2,�  �*
&��,��"  (* $!'-(!" �&' �

�,*� '& $� ,+ 8 + �& ' *0�!�."  � # ��$&�&*�!( 2, '& 3!�",'&*�!( ��6�6� �� � #,
",'*��!* $  ,* � *�&�* �  ( * "$� $!'-(!" �&' 8 � ** $�!$!��*�!( "!(*� 2, ' ",'*��!*
 �* 3!�* "  (* � '�� &,1 �&'�,'� # $',� �!,�*� �0 " �(� � + ** �(* �$��*&*�!( �!")�(&*!�� 
 * '& *0�!�� # '& #,&'�*� �!(* 9 ' �!��%�( # �&'%!��*0"  � �!")�(&*!�� � # �&$$�!1 �" &*�!(
#, ",'*��!* 3�&�*�!((&�� 2, (!,� #����+!(�  ( � �*�!( ��� �> �

7&(� *!,� ' � �&� 8 �� ' � +&��&)' � # �!* �!(* �� '' � 8 ' � $�!)'."  � # ",'*��!* #����*�
��;# ��,� � ���!'+ (*  ( * "$� $!'-(!" �&' $&� '& $�!%�&""&*�!( '�(�&�� � - � � � +&��&)' �
�!(* �!(*�&�(* � 9 :*�  (*�.� � 8 ' � $�!)'."  � # +� (( (* NP;# �9 ��'  * '& � �0 ��0 
# �0 ,���*�2, �  * # �&'%!��*0"  � # �&$$�!1 �" &*�!(  9 �&� � "!)�'�� ,( %�&(# $&�*� # '&
�!"",(&,*� ��� (*��2, � <( *-$ # * �0(�2, � *�.� ��$&(#, �!(���*  ( # � 0 ,���*�2, �
!, # � " �*&0 ,���*�2, � " &(�$,'&(* ,( (!")� � �*� �(* # �0 " �(� #&(� '& 3!�",'&*�!(
��6�6� �� � $!,� :*� $',�  9 �&� � 3�--*��  * � ��*&"! ���� 2 � ���0(&��&"-  * - �+&�&1 &(
�55� 2 �,��  * �!'' � �55�7 �
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=!,� $��� (*!(� #&(� '& �,�* ,( * �0(�2, # �&$$�!1 �" &*�!( # + (, ,( �*&(#&�#
$!,� '& �!(�*�,�*�!( # ) !(( � �!',*�!(� &,1 $�!)'."  � NP;# �9 ��' � 8 ' �&'%!��*0"  # �&�;
�!(#� &'�&*!�� # 4&%0&+&( 3���>7 #!(* (!,� $�!$!�!(� ,( &" �'�!�&*�!( &, �0&$�*� 
� �

;<	 <= �BB��� �A ����	 �? A? �� ���� �	���� B�� ����	� � ���������

/ � $�!)'."  � # ",'*��!*� � �&$$'�2, (* )� ( ��� 9 ' �!$*�" ��&*�!( # � ��� &,1 # *�'�;
�!"",(��&*�!( " &�� &,��� 9 )� ( # �&,*� � ��*,&*�!(� * '' � 2, ' �!$*�" ��&*�!( # � ��� &,1
# *�&(�$ !�* !,  (�!� '& �!(� $*�!( # ����,�*� ���F � + � (!")� ,� � &$$'��&*�!(� !(*
"!*�+�  * " !*�+ (*  (�!� ,( %�&(# (!")� # ��*,# � # � �0 ��0 !$��&*�!(( '' !, &'%!;
��*0" �2, � � �(  � * 8 � � $�!)'."  � 3!(* $&�*� # � $�!)'."  � NP ;#,�� ' � $',� #�9 ��' �
9 ���!,#� �

4 &%0&+&( 3���> 7 & #!((� ,( &'%!��*0"  # �!(�*�,�*�!( # ",'*��!* 3!(#� �,� ,(
&��!(#� &'�&*!�� ��� 6� �� � # '& � '&1&*�!( '�(�&�� #, $�!)'."  � �( $  ,* �!(��#�� �
#&(� ,( $� " � � * "$� 2, � * &'%!��*0"  ,*�'�� ,( �!',*�!( #, ",'*��!* 3�&�*�!((&�� 
#&(� �& 3!�",'&*�!( ��6�6� �� � ":" � ��' ,*�'��  ( 3&�* ' � +&��&)' � � ��� �����6 $!,�
( $&�  ( "&(�$,' �  ( (!")� $ !* (*� '' "  (*  1$!( (*� ' � /& * �0(�2, ,*�'��� $!,�
�+�* � # �,*�'�� � ' � +&��&)' � ��6�6� �� �  �* $��� (*�  ( � �*�!( � �����

/ �&��!(#� &'�&*!�� $&� �0 " �( �0!���* 8 &'�&*!�� "  (*  * �(#�$  (#&"" (* 8 ,( �0 " �(
$&� ,(�*� # �!* � +0&2, �0 " �(  �* �0!��� &+ � $�!)&)�'�*� '& $�!$!�*�!( 2, ��' $ !�* 
#, �!* # '& �!""!#�*� �!�� �$!(#&(* � / ��(*��:* # �&��!(#�� ' �!* $&� �0 " �(�  �* 2, 
' � �!(*�&�(* � # �!(� �+&*�!( # �!* �!(* 3!���"  (* � �$  �*� � 8 !� � �!(* � '' � 2,�
#��(��� (* �*�,�*,� '' "  (* ,( �!* � / �&$$�!1 �" &*�!(  �* #!(� � $ !�*� �,� ' � �!(*�&�(* �
# �&$&��*�� 8 " &�� '& �!',*�!( &��!(#�  �* ,( ",'*��!* �

/ 3&�* 2, ' � &��!(#�� &'�&*!�� � �!� (* �(#�$  (#&(*� $  �"  * ,( &(&'-� # � $  �3!�;
" &(� � # ' �&'%!��*0"  � '&*�+ "  (* ��" $'  * 2, (!,� #�*&�''!(�  ( � �*�!( � �� ��� + � �*
&,��� �& $��(��$&' 3&�) ' �� 8  * (!,� $�!$!�!(� #&(� � ** " :" � �*�!( ,( &"�'�!�&*�!(
# � * &'%!��*0"  2,� �(*�!#,�* # � #�$  (#&(� �  (*� �0&2, �0!�1 �
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;<	 <	 ���?��� B �?� � ��� ?	 A? �� ���� �������		����
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$&�&��* � 3!�* � &,1 �!',*�!(� !, )� ( 2, '& � �!(# &$$�!�0 �!(���* 9 �+�* � # 3&�� # �
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# � �!',*�!(� $�!#,�* � $&� � ** &$$�!�0 � �--*��  * � ��*&"! 3����7 &**&2, (* ' " :"  
$�!)'."  $&� ' )�&�� # " �*&0 ,���*�2, � # *-$  � �,�* ��",'� !, � �0 ��0 *&)!, � + �
# ,1 �*,# � "  ** (*  ( �+ �# (� # � ���,'*&*� 2,� �!(� �"  (* 2, '& ",'*�$ '���*� # � �)� �
&���!,* ' � 9 �&��*� #, ��� &, � -&&#  * /,! 3�55�7 �!(��#.� (* 8  ,1 8 ' $�!)'."  &��! ��� # 
" &1�" ��&*�!( #, (!")� # �0 " �(� 2, �,( ��� &, #!((� $ ,* � �+�� � 4'� ,*�'�� (* # �
* �0(�2, � # #��!"$!��*�!( '&%�&(%� (( $!,� !)* (�� # � 0 ,���*�2, � # ���!',*�!(  (
* "$� �&��!((&)' # ' ,� 3!�",'&*�!(  ( $�!%�&""&*�!( '�(�&�� �

/ � ��� &,1 �,$$!�*&(* # � *�&��� #-(&" �2, � !(* &,��� �*� �*,#��� � 7&(� � �!(* 1* 8
' � �0 " �(� !$*�2, � #!�+ (* :*� �*&)'�� $,�� � *���� #-(&" �2, "  (* � �,�� 8 E, �0 8 �&;
%(&�� 8  * 7!*&�! 3�55�7 *�&�* (* # �,( "!#.' #�* �" �(��* 2,� $  �"  * (!*&"" (* # 
"!#�'�� � # � ��*,&*�!(� !� # � �'� (*� ��� �+ (* # � # " &(# � # �!(( 1 �!( $!,� ,( $�;
��!# #!((� � 4' � �&%�* &'!�� # #�"  (��!(( � ' ��� &,  ( $� (&(*  ( �!"$* ' �&' (#�� �
# $��� (� # � �!(( 1 �!(� � / #�"  (��!(( "  (*  �* �&'�,'� %��� 9 ,( "�*&0 ,���*�2, 
# *-$  � �0 ��0 *&)!, � �0&(%  * � �&! 3����7  * /�  * -!"&(� 3�5557 � ��(*�� �� (* &,1

��



*�&��� �*! �0&�*�2, � 2, ��'� *�&�* (* $&� # � * �0(�2, � ���� �� + � *�&+&,1 "!(*� (*  (;
�!� ' 3&�* 2, �,( ��� &, ",'*��)�  �* $',�  9 �&� 2, �,( ��� &, "!(!�)� # " :"  
�&$&��*� $&� '� ( � 4'� "  ** (* &,���  ( �+�# (� 2, '& ",'*�$ '���*� # � �)� � &" .( # �
%&�(�  ( $ �3!�" &(� �2,�+&' (* 9 � 2, $ ,* &$$!�* � # � �2,�$  "  (*� # �!(+ ���!(
 ( '!(%, ,�� # �!(# '�" �*� �

+ ** # �(�.� �!(�*&*&*�!(  �* 9 "  **�  ( �!0�� (� &+ � '& � " &�2, 3&�* &, #�),*
# � ** � �*�!( � �(  � * 8 �� ' �!( �!(��#.� ' �!,$' 3'!(%, ,� # �!(# 8 (,"��! # �)� 7
�!"" ,( � ,' '!(%, ,� # �!(# #&(� ,( ��� &, "!(!�)� 8 &'!�� ' 3&�* # $!,+!��
�0&(% � # �)� 9 �0&2, �!,* ,� � �!"$!�* �!"" ,( �!(+ ���!(  ( '!(%, ,�� # �!(# 
'�" �*� � �0&2, �0 " �( $ ,* �,)�� ,( �!(+ ���!( 9 *!,� ' � (�,#� " &�� 8 9 $&�*�� # �,( 
�!,' ,�

(λ, i) 8 ( �!(* &�� ���) ' � 2, ' � '!(%, ,�� # �!(# # '& 3!�"  
(λ, j), j = 1 . . . k

�

� <= <� � � �� 	�������� � �?	 	�?���? A ��� �� ��AC �	������

/ � " �*0!# �  "$'!-� � #&(� ' � *�&+&,1 ��*�� ��;# ��,� �!(* ���, � # * �0(�2, � # 
� �0 ��0 !$��&*�!(( '' !, # " �*&0 ,���*�2, � 8 " &�� " :" ��  '' � &" .( (* # ) !(�
���,'*&*� !$ ��&*�!(( '� 8 �' - & ,( "&(2, ��,��&' # %&�&(*� # $  �3!�" &(� !, )� (
 '' � �!(* *�!$ �$ ����2, � 9 # � ��*,&*�!(� *0�!��2, � $ !,� :*� %�(��&'��&)' � � + " &(2, 
( $!,��& $&� :*� �!")'� �� ' �!( 3&�* ' ���!(!" � # �,( "!#�'��&*�!( $',� 3!�"  ''  *
$  �*�( (* � + � �* ' ),* #, *�&+&�' #�*&�''� &, �0&$�*� 6 !� (!,� $�!$!�!(� ,( &$$�! �0 
� �&$$,-&(* �,� '& *0�!�� *!,*  ( &-&(* # � +��� � !$ ��&*�!(( '' � � + " !#.' � �&$$,� 
�,� ,( #�%�&#&*�!( # ' ��(3!�" &*�!( �!(* (, #&(� '& #��(�*�!( # � �0 " �(� � �(  � * 8
'& (!*�!( # �!(� �* $&�� 9 $&�� 2,� $��+&,* #&(� ' � ��� &,1 "!(!�)� � �,$$!� 2, 
' �!( #��(��� ,( �0 " �( #&(� ' ��� &, �!"" '& �,�* # � �)� � 2, ��' *�&+ �� � =!,�
$�!$ !�!(� # ( �!(��#�� � ' � �0 " �(� #&(� ,( ��� &, ",'*��)� 2, �!"" '& �,�* # �
'� (� 2, ��' *�&+ �� � 4'  ( ���,'* '& (!*�!( # �!(� �* # %�!,$ '! �&'��� �,� �0&2, '� (
2,� $  �"  * # � (+��&% � ' �&� �*&*�!( # '!(%, ,�� # �!(# # "&(�.� $',�  9 �&� � + �
�!(� �*� # %�!,$ � " !#�'�� (* &'!�� $&� # � 0-$  �%�&$0 �  * ' ��(3!�" &*�!( $ �#, #&(�
'& #��(�*�!( # �,( �0 " �( 8 9 �&+!�� 2, '' �)� � �0 " �(  "$�,(* �,� �0&�,( # � '� (�
2, ��' *�&+ �� 8 � �&'�,' 3&��' "  (* ,( 3!�� ' �&� �*&*�!( # '!(%, ,�� # �!(# * �" �(� �
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 �������������� ���������

/& �!�� �$!(#&(� #�� �*  (*� ' $�!)'."  # �&� �*&*�!( # '!(%, ,�� # �!(# #&(� ' 
"!#.' # ��� &, � ���� /��  * '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� #&(� ' � %�&$0 � & $  �" �� # �!)* ;
(�� ,( %�&(# (!")� # ���,'*&*� *0�!��2, �  * $�&*�2, � � 8 &'0 ,� ,� "  (* 8 �' ( � �* $&�
$!���) ' # ��* (#� #�� �* "  (* � � �*,# � &,1 ��� &,1 ",'*��)� � � �(  � * 8 �'  �* *�.� #���;
� (* # �&+!�� # ,1 �)� � $!�*&(*

w '!(%, ,�� # �!(# �,� �0&2, '� ( #, ��� &, !, ,( � ,' 
$!�*&(*

2w '!(%, ,�� # �!(# � / 3&�* # �&+!�� $',�� ,�� �)� �  (*� # ,1 (�,#� "!#�� '&
�!(*�&�(* # �!'!�&*�!( 8 # �,( �!(� �* �0 " �( 9 �0 " �( %'!)&' &, ��� &, 8 �  ��� ���' �� !
� #�  �!�#��) ! �� "�����) "�! �� #�� %� '�'� �#� %��� � 8 !( $&�� 9 ,( (!*�!( # 
�!(� �* # %�!,$  '! �&' 9 �0&2, '� ( � � !�� �� %��� �

k
� �$��! "�����) "�!!�� ��

" %� !
k

���' �� !  � '�' � �#� %��� � � + ** (!,+ '' �!�* # �!(� �* ( $  ,* $&� :*� 
$���  ( �!"$* $&� '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� #&(� ,( %�&$0 �

/ � " �*0!# �  "$'!-� � #&(� ' � *�&+&,1 # '& '�**��&*,� �,� ' � ��� &,1 ",'*��)� �
�!(* ���, � # * �0(�2, � # � �0 ��0 !$��&*�!(( '' !, # " �*&0 ,���*�2, � 8 " &�� " :"  
��  '' � &" .( (* # ) !(� ���,'*&*� !$ ��&*�!(( '� 8  '' � $ .�0 (* $&� ,( " &(2, ��,��&' # 
%&�&(*� # $  �3!�" &(� � + " &(2, ( $ !,��& $&� :*� �!")'� �� ' �!( 3&�* ' ���!(!" � 
# �,( " !#�'��&*�!( $',� 3!�"  ''  * $  �*�( (* � + � �* ' ),* #, *�&+&�' 2,� �,�* !� (!,�
$�!$ !�!(� ,( &$$�!�0 � �&$$,-&(* �,� '& *0�!�� *!,*  ( &-&(* # � +��� � !$ ��&*�!(;
( '' � � =!,� �!(�*�,��!(� ,( "!#�'��&*�!( # � �!(� �*� # %�!,$  �(0�� (*� &,1 ��� &,1
",'*��)� � $&� ,( (!,+ '' (!*�!( 3!(#� �,� '& *0�!�� # � 0-$ �%�&$0 � � =!,� +&'�#!(�

� �



 (�,�* (!*� "!#.'  ( *�&�*&(* ' �!$*�" ��&*�!( #, (!")� # �)� � $&� '� (  * � '' #,
(!")� # '!(%, ,�� # �!(# 9 '& 3!�� $&� # � 3!�",'&*�!(�  ( $�!%�&"" � '�(�&�� �  * $&�
# � &'%!��*0"  � # �&$$�!1 �" &*�!( # 3&�* ,� %&�&(*� � =!,� $��� (*!(� &,��� ' � ���,'*&*�
# � 1$ ���"  (*&*�!(� �,� # ,1 ��� &,1 # ��(3�&�*�,�*,� � ' ��� &,  ,�!$ � ( ���
 ���  * ' 
��� &, ��� ��� ��6��� =!,� $��� (*!(�  (�,�* ,( "!#�'��&*�!( &'%!��*0" �2, #, �!,;
*&% !$*�2, #&(� ' � ��� &,1 ",'*��)� � $&� ,( $�!)'."  # ",'*��!* #&(� ,( %�&$0 
&,1 �'�&�� � + ** " !#�'��&*�!( � ��(�$�� # *�&+&,1 "  (�� $����# "" (* �,� ' � ��� &,1
"!(!�)� �  * � �&$$&� (* &, "!#.'  ( 0-$ �%�&$0 $����# (* #&(� '& " &(�.� # �!(��;
#�� � ' � �!(� �*� # %�!,$ � + " !#.' � �& +&'�#� &, �0&$�*� � !� (!,�  1$���"  (*!(�
(!� &'%!��*0"  � # �&$$�!1 �" &*�!( #, ",'*��!* �,� ' � $�!)'."  � # �!,*&% !$*�2, �

=!*� �!(*��),*�!( $��(��$&'  * ' �!�%&(��&*�!( # � �0&$�*� �!(* $',� $������"  (*
' � �,�+&(* � � �!,* # �&) !�# '& � �*�!( 6 �� #!(( ' �&#� # '& #��(�*�!( #, $�!)'."  
# �&� �*&*�!( # 

w '!(%, ,�� # �!(# #&(� ' � ��� &,1 ",'*��)� � &+ �
k

�)� � $&� '� (� 8
(!*� ' (k, w)−�		 � =!,� #�+ '!$$!(� &,��� ,( (!,+ '' "!#�'��&*�!( &+ � '& (!*�!(
# ���� ��� ��� � � ��� 6��� �� 2,� %�(��&'�� ' �!(� $* # %�&$0 # � �!(� �*� #��(� $ !,� ' �
��� &,1 "!(!�)� �  * 2,� &$$��0 (# ' � �(* �#�$  (#&(� �  (*� �0 " �(� !$*�2, � #&(�
' � ��� &,1 ",'*��)� � # " &(�.� $  �*�( (* � � ��� 9 � "!#.' 8 (!,� $ !,+!(� 3&�� ' 
'� (  (*� ' � ���,'*&*� # �!'!�&*�!( # �0-$  �%�&$0 # '& '�**��&*,�  * ' (k, w)−�		 �

:!�*� # � "!#.' 8 (!,� &(&'-�!(� #&(� '& � �*�!( 6 �� �� '& �!"$' 1 �*� #, $�!)'."  
2,� (!,� !��,$  � 7 3&�* 8 (!,� $�!,+!(� 2, ' $�!)'."  # " �(�" ��&*�!( #, (!")� # 
'!(%, ,�� # �!(#  �* NP ;�!"$' *  * � " :" #&(� ' �&� !� ' (!")� # �)� �  �* �1�
9 ' �&+&(� � + '& 3 �"  '& 2, �*�!( # '& �!"$' 1 �*�  1&�* #, $�!)'."   * (!,� $  �"  *
# $�!,+ � &,��� 2, '2, � ���,'*&*� �!(( 1 � # )!�( � �(3��� ,� � �

/ � � �*�!(� 6 ��  * 6 �� �6 �!(* �!(�&��� � 9 ' ��*,# # � $  �3!�" &(� � *0�!��2, �  * $�&;
*�2, � # " �*0!# �  1&�* �  * # �&$$�!1 �" &*�!(� 3!(#� � �,� '& �!'!�&*�!( # �0-$  �%�&$0 �
=!,� +&'�#!(� � � �*,# � �,� # ,1 ��� &,1 # ��(3�&�*�,�*,� +&'�#�� $&� ' � !$ ��&* ,�� 8 ,(
 ( �,�!$   * ' �&,*� &,1 
*&*� <(�� # ��"���2, � E&� &�'' ,�� (!,� &(&'-�!(� '& 3&��&)�'�*�
# '& ���!',*�!( # � $�!%�&"" � '�(�&�� �  ( (!")� �  (*� ��  1&�*� �,� # � �(�*&(� �
�� '' � #,

(k, w)−�		 &+ � ' � $�!%�&"" � # $�!%�&""&*�!( '�(�&��  1 ��*&(*� � /& "�;
*0!# &$$�!�0� 2, (!,� ,*�'��!(�  �* ,( &'%!��*0"  &'�&*!�� �!")�(&*!�� # 3&�* ,�

��



# �&$$�!1 �" &*�!( %&�&(*� # ' �!�#� #, '!%&��*0"  # '& �0&�% #, �!,*&% � /& � �!(#  �*
,( &��!(#� &'�&*!�� # '& � '&1&*�!( '�(�&�� #, $�!)'."  �,�+ � # * �0(�2, � # � �!'!;
��&% � / 3&�* ,� # �&$$�!1 �" &*�!( # � # �(� � &'%!��*0"   �* ' "  �'' ,� 2,� �!�* �!((,
#&(� '& '�**��&*,� *0�!��2, 8 # ' �!�#� #, '!%&��*0" # #�&" .*� #, �!,*&% � �

/& � �*�!( 6 �6 #����* (!*� " !#�'��&*�!( #, �!,*&% !$*�2, $&� ,( $�!)'."  # ",';
*��!*  (*� � 2,� � 3!(# �,� '& " :" (!*�!( # �!(� �*� # %�!,$ 2, $����# "" (*
 * �,� ' �&%��%&*�!( # � � 2,:* � # �!"",(��&*�!(  ( �������6���8 � 2,� &" .( 9 # �
",'*��!*� $',� �!"$&�*� 2, � ,1 $�!$ !��� #&(� '& '�**��&*,� $!,� # � $�!)'."  � " !�(�
%�(��&,1 � =!,� �* (#!(� � ** " !#�'��&*�!( &, �!,*&% !$*�2, #&(� ' � ��� &,1 #��$!�&(*
# ��2,�$  "  (*� # �!(+ ���!( $&�*� ''  ( � �*�!( 6 �6 �6 �

� �� � �����	�	��� �� ������� � �����

7&(� '& �,�* 8 (!,� #��(���!(� 3!�"  '' "  (* ' (k, w)−�		 8  * ' "!#�'��!(� %��� 9
'& (!*�!( # ���� ��� ��� � � ��� 6��� ��  * # 2, '2, � �!(� $*� �!(( 1 � � -!�* N ,( ��� &,
!$*�2, 8 N ' � (� ")' # � � (�,#�  *

L ' � (� ")' # � � '� (� � =!,� �,$$!�!(� ��� 2, 
�0&2, '� ( #, ��� &,  �* ,( 3&��� &, #, " :"  (!")� 

k
# �)� � � -!�* P ,( �!,*&% 

�,� N 8 � � �* 9 #�� ' � (� ")' # � �0 " �(� 2,� � �+ (* ' � � 2,:* � # �!"",(��&*�!( �
/ �!)1  �*�3 #,

(k, w)−�		  �* # *�!,+ � ,( &�  �*&*�!( # �,( '!(%, ,� # �!(# $&�" �
w

9 �0&2, �0 " �( 8 # �!�* 2, �,� �0&2, '� ( #, ��� &, 8 &, $',� k
�0 " �(� $&�*&% (*

'& " :" '!(%, ,� # �!(# � =!,� $�!,+!(�  (�,�* 2, ' (k, w)−�		  �* �2,�+&' (* 9 ,(
$�!)'."  NP;# �9 ��' # �!'!�&*�!( # �0-$ �%�&$0 � &$$ '� '& (k, c)−

6���������

= <;<; � ���B ����B�� ��� ��	� ���

��( # "!#�'�� � � � �!(� �*� # %�!,$ 8 (!,� #��(���!(� ' �0-$ �%�&$0 # � �!(� �*�

H (N ,P)
#, �!,*&% P #&(� N �!"" �'',�*�� $&� '& �%,� 6 ���

�������� � 	 
0-$  �%�&$0 # � �!(� �*� H = (V, E)
�� ������ � P ���

N
��� � 
��� ���

� ��� � � ���6 �� ���� ��
v ∈ V

� ��� 6����� 6� �� � p ∈ P �
�� �� ��� ����6

e ∈ E
� ���

��� #����$� � ��$# � ���� �# !� ��� �$"�#$�� �	 $���� 
�� � � ������$�� � ������� � 	 $"�� � 	 $���� � �# �#$��

���� �# ������$�� � ������� � 	 $"�� � 	 $���� � �# �#$�� 
���� 
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H
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� F� � 6 ��� �� ������ � ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� � 
��� ��� ��� � � ��� 6��� �� 6������ �������

+!"" $!,� ' %�&$0 # � �!(� �*� # � ��� &,1 "!(!�)� � 8 ,( �!'!�&*�!( # � �!" ;
" *� # ' �0-$ �%�&$0 # � �!(� �*� �(#,�* ,( &� �*&*�!( # '!(%, ,�� # �!(# &,1 �0 ;
" �(� � + ** # �(�.�  �* +&'�# ��  * � ,' "  (* �� �0&2, 0-$ �&�� ( �!(*� (* 2, �&,
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∑
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x̄1 ∈ Trc(T1,P1), x̄2 ∈ Trc(T2,P2)
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!�� �+%�� )

F %�+�%�, �#$ ' %� ���-��, , � % #&� �� ** "&�� !�#$
Trc(T ,P)

�
O(nM(d)l2d)

!�� �+%��
�$

O(nl2)
��#$�� #$�� ' �� .� ��$ �����&, �#$ ��%B#�,  �% ">� .��

d
��$ +��#& )

��, , �  % ��$ " $ "�#� %� ����!� ' %� �B�$>, � % #&� �� ������& ���� %��
d

?&$� %�� ��$ #��3
�$ ��#�  #$�%% -�#�� ) �� ���$ �# �� !�#$� ��$ ��#����&� / % ��, &% ���$ �# "� �� �B�$>, � �#
!�� "� %� ��#"�� �%�� ��, ���$ ) I��� % � #�$�#$ #��� , �#$��#� .�� %� ���-��, , � % #&� ��
"&�� $ ��&�&"�, , �#$ ���, �$ "� �&���"�� %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� )
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������  �� ����%%� �� *R , �#$�� .�� ��%��%�� %� $���� " ��# &%&, �#$ "�
Trc(T ,P)

�� 3� $
�# �&��%!�#$ �# ���-��, , � % #&� �� "� $� %%� ��%B#�,  �%� ) �# � ���#$ ���

c
��� " ���$�,  � '

 % ��$ 3�� %� "� $���!�� %� ���$ ��$ , �% " ��#� ��%���$ �# �$ "� ��%��%�� %� $���� " ��#�
��%���$ �# ��$ , �%� )

	% #� ���$� �%�� .� �/ !� � ��, , �#$ ��#�$�� �� �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�
Trc(T ,P)

/ ���$ � "� �� $����
X

' ��%��%&� -�G�� �� ����%%� �� *R ) �#� 3� � �#���� %� ��������� ��$
 #"��$ 3 ) I��� ���.��

d
?&$� %� ' �# ��%��%� �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "� $���� ��%%�  #"� $�

���
X

) ��$$� ����� ��$  , , &" �$� �� �.�� %�� ��%�$ �#� �#$�� %�� !�� �+%�� "� $���� �$ %�
��%���$ �# 3���$ �##� �� ��#$ $� !  �%�� ���� �#� &$� %� ) �#�� $� ' %� ������ $ �# *T , �#$��
��, , �#$ 3�� �##�� "��1 ��%���$ �#� ��� "��1 ����?��+��� ���#� "�#$ ��� �# ��� ����
��#$�� #$� .� ��%%�� � �#$ %� , �, � $���� ) ��$$� "��# >�� ����� &$& ��$ ��.� �� �� �.�� %��
��%���$ �#� ���$ �%%�� .�� % ��# , �# ��%� �#$ $��$�� "�� $�����  #"� $�� ���

X
) ���>� �#�

3�� �# ��� ��� ' %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�
(T ,P)

��$ ��#�$�� $� )

	 
� 
	 �������	� �� �� �� ���� �� ��	� ��� �
�� �B�$>, � % #&� �� ���� %��

d
?&$� %�� ������& "�#� %� ����!� "� ����%%� �� *R ��$ #��3

�$ � �#� $� %%� .� �1�%��� ��� "�, �#$ �!��
d

� %� #�,+�� "� !�� �+%�� ��$
O(nl6)

���� %��
��+��� + #� ��� �$

O(nl8)
���� %�� ��+��� $��#� ��� ) � � $�%%�� $� %%�� ��#"�#$  , ���� + %� %�

$�� $�, �#$ " � #�$�#��� "� 3��$� ����-� ) � �#� %� �� $� #��� , �#$��#� ��, , �#$ $�� $�� %�
��� "��

d
?&$� %�� �%��  #$�%% -�, , �#$ �# "� �&"� �� %� $� %%� #�%� "� ���-��, , � % #&� ��

/
O(dM(d)l2n)

' � ���$ / " ��
O(nl2)

���� �# "�-�& +��#& ) ��� ��#�$�#$�� ,�%$ � % ��$ !��
���$�#$ -��#"�� , � � # ��, � ����#$ ��� "� ��#� "&��� "� 3��$�� ����-�� )
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�

������  �# " ��+$�# � �� �&��%$�$ �$ �� !� "� %� ������ $ �# *� �$ "� %� ����!� "�
����%%� �� *R '  % ��� $ "� , �#$��� .� � % ��$ ���� +%� "� "&�� �� % ��#��,+%� "�� $����� "��
��%���$ �#� 3���$ �##� ��� " ��#�

d
?&$� %� �!�� �# �B�$>, � % #&� �� "� $� %%�

O(dM(d)l2)
)
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��#� "&��#� "�#� �#�
d

?&$� %� S �$ �������#� ' ��#� � ��$� "� -&#&��% $& ' .�� % ��#��,+%�
"� ���,  #� %� ����-� �# 3��, &, �#$ ) !  �� # ���$ ��� %� ��� '  % ��� $ " ��� ��$�� "�� ���,  #�
"� %�#-���� �# ��� $��� %�� ���� ���� ����-&� ' ��%� #� " ,  #���� ��� %� $� %%� "� �B�$>, �
% #&� �� )

��, , �  % ��$ , �#$�& "�#� %� ����!� "� ����%%� �� *R ' %�� �$�+%�� ��#�# .��� "� S
��#$  ��, ������ ��1 ����%�-�� ���3� $� "�

Kd,d

) � � "&� ��$ "�#� " �&�� �� %� ��%B$�� � "��
����%�-�� "� �� -����� + ���$ ��� "�� &.��$ �#� "� ��$ / %� , �# >�� "� 2�# - O*U *P )

�# #�$�
vc

%� ��#$�� "� S '
v0, . . . , vd−1

���  %� �$ M % ��#��,+%� "�� �$�+%�� ��#�?
# .��� "� ���,  #� ��� S ) �����%�#� .� ��# �$�+%� ��#�# .�� ��$ �# �#��,+%� "� ���,  #�
����-��#$ ���.�� ��� "� S �1��$�, �#$ �#� 3� � ) I��� ���.�� �#��,+%�

M ∈ M ' #���
��#�$�� ��#� �# �&���� ��1  % � �� "� ��$

FM

��, , � �� $ )
? I��� $��$ ���,  #

p ∈ P  ��, ����� � �# ���,  # "�
M

' �# �� ��$� �# ��, , �$
V (p)

/
FM

)
? I��� $��$� �� �� "� ��, , �$�

V (p), V (q)
$�%%� .�� ∃ i ∈ [1, . . . , d − 1] | (vc, vi) ⊆ p

�$
(vi, vc) ⊆ q

' �# �� ��$� % ����
(V (p), V (q))

/
FM

)
? �# "&# $ %� 3�#�$ �# "� ��$

fM

O� ���$ / " �� .� ���� ��$� "�� ��#$�� #$�� "� ��#���?
!�$ �# ��1 ��, , �$�P ��� %�� ���� "�

FM

) ��%%�?�  #"� $ �# ��$
f ′

M

��� %�� ��, , �$� )
C�$�#� .�� �� �.� �����#� ������ �$ ����# �� $� # ���$ ��&��#$ ' %� 3�#�$ �# "� ��$
fM

��$ �#� � ���%�$ �# )
? I��� ���.�� 3�� %%�

vi

"� S ' �# �� ��$� /
FM

%� ��#$�� #$� �� !�#$� ���
f ′

M

)
∑

p|(vc,vi)⊆p

f ′
M(V (p)) = cM .

cM

����&��#$� %� ��, , � "�� �� "� "�� �$�+%��  ��, ������ /
M

"�#� %� ��%���$ �#
3���$ �##� �� ) � ���$ �#� ���,  >�� �-�&-�$ �# "� % � #3��, �$ �# � �� % �� " ��# �� "�
��� �$�+%� �# � �# �� "� ��� �%���� � , � �  % ��$ $��� ���� � ��� + %� "� ��$���!�� %�
��%���$ �# 3���$ �##� �� �# "&��, � ���#$ %� ��$ )

���$� ��%�$ �# �� ��$ ��&�&"�#$  #"� $ �#� ���!��$��� "�� ���,  #�
f ′

M(p) = f ′
M(V (p))

�$ "�� ��, , �� ���$ �%%�� "�� !�� �+%�� "� $����
fM(p, q) = fM((V (p), V (q)))

)

�� �B�$>, � % #&� �� ��, �%�$ " ��#�
d

?&$� %� ��$ "�#� %� �� !�#$ )
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FM , M ∈M � �� � $��� �#��,+%�

�
?

X(p, q) =
∑

M∈M fM (p, q)
� %�� !�� �+%�� "� $����

�
? ∑

M∈M f ′
M(p) ≥ 1

� %�� ��#$�� #$�� "� ���!��$��� "�� ���,  #�
�

? ∑

M∈M cM ≤ c
� %� ��#$�� #$� "� ���$ )

��� ����� &$&� "� ��%B$�� � "�� ����%�-�� "�
Kd,d

"��� / 2�# - O*U *P ' �$ % � ��, ��?
�� �, � �#$�� ��� ����%�-�� �$ %�� �$�+%�� "&$� %%& "�#� %� ����!� "� ����%%� �� *R ����!�#$
.�� �� �B�$>, � % #&� �� "&�� $ %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "� S ��� �# ��"�-� "�� !�� �+%��
"� $���� )

�� $� %%� "� �B�$>, � ���� ���.�� �$�+%� ��#�# .�� ��$
O(l2d)

) 	% B �# � |M| = M(d)
'

" ��D %� �&��%$�$ )

�� �&��%$�$ � ��, �$ "� #� �%�� !�� , �#$ ��#$�� #"�� %� "�-�& / �$�� + ��#& ) �# ���$ '
�� �.��

M(d) = O(d!)
'  % ��� $ .��

d = O(max{log l/ log log l, log n/ log log n}) ) � �#� %�
�� $� #��� , �#$��#� .�� %� , �, � �� ��##�, �#$ � ��$ � ����% .��� %���.�� %� -����� ��$ "�
"�-�& �$ %��-��� ��+ ������#$� +��#&� )

	 
� 
� �������	� � �� ������� ��� 	�������� � 	����
� � #�,+���1 "� �&��%$�$� ��� %�� ��+��� � ��!�#$ � �&$�#"�� ��1 -������ "� %��-���

��+ ������#$� +��#&� ) � �#� %� ��� .� #���  #$&����� ' % ��%-�� $�, � �� $ %� , �, � $��, � '
���%� "�� "&$� %� ���#-�#$ "�#� %�� �� &��$ �#� "� 3�� �# �$ "�  �� �# �$ "�#� %� "&# $ �#
"� %� $���� ) �� ���� �� $ �# �� !�#$� , �#$�� "�#� .� � % �1  �$� �# �%-�� $�, � ��%B#�,  �%
3�#"& ��� %� �&��%�$ �# " ��# ���-��, , � % #&� �� ) �� �&��%$�$ ��$ $��$�3� � �%�� �1  �$�#$ �%
.�� ���$ .�� ��� %� $� %%� " ��# $�% ���-��, , � ��$ -��#"� �$ �� ��#�$���$ �# #&���� $� "��
"&��, � �� $ �#� "� -����� $�>� ���$����� O=���� $$& �$ ��" #�� HSS *P )
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������  �� ����!� �� $ %� , �, � �$���$��� .�� "�#� %� ��� "�� ��+��� "� "�-�& + ��#& )
��� " � &��#��� �� #� ��%�� �� � $��#$ �� # !��� "� %� "&# $ �# "� %� $���� �$ "�� �� &��$ �#
"�  �� �# �$ "� 3�� �# ) �# �� �$ ' %/ �D %� �&����$ �# �#$�� "��1 ����? #�$�#��� �� 3� $ ���
�# ��� "� % ���+�� ' �%%� �� 3� $ ��� �#� ���� � "� -����� "� %��-��� ��+������#$� +��#&� )
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�� %��-��� ��+������#$� &$�#$ + ��#&� ' �# ���$ #� ��#� "&��� .�� "�� ������ "��� ��1
�&����$���� ,  # , ��1 "� -����� .� ��#$ ��� �$$�� / %� , �, � + ��#�

k
) �� 3�#�$ �# "�

$���� "�!�#$ ���#"�� �# ��, �$� %��
k

���� "� %� ���� � '  % B ���� "�#�
O(l2k)

!�� �+%�� "�
$���� ��� ����� � %� ����-� ��$

l
)

� � , �, � %�� �� &��$ �#� "�  �� �# �$ "� 3�� �# � ����% .��#$ / ��� ������ ' , � � ��%� #�
���#-� ��� -��#" ����� ��1 �%-�� $�, �� .� ���$�#$ "� $��$�� 3���#� � �%B#�,  ��1 )

�# � ��$ ����!�� "� %� , �, � , �# >�� .�� %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "� ���,  #� ��$
��%B#�,  �%� ��� %�� ��+��� " ��##���1 )

� ��1  �$�#�� "� ��� �%-�� $�, �� � ��, �$ "� ��%��%�� "�� ��%���$ �#� 3���$ �##� ��� ��?
$ , �%�� ) � � #$&��$ ' ��� �1�, �%� ' "� ��##��$�� %� #�,+�� ����, �$ .�� 3���$ �##� �� " ��#�
 #�$�#�� ��$ .� � % "�##� �#� +��#�  #3&� ���� �� #�,+�� ����, �$ .�� �#$ �� + ������� �%��
#� .�� %� ����-� "� % ��#��,+%� "�� ���,  #� ) �� ��%���$ �# 3���$ �##� �� � ��, �$ ���� "�
-� "�� %� ��#�$���$ �# " ��#� + �##� ��%���$ �# �#$ >�� ' ��, , � #��� %� , �#$��#� �%�� %� # )
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3�#�$ �# "� %� ����-� "� % ��#��,+%� "�� ���,  #� ) ��$$� ��$ , �$ �# ��$ " � � %� / �� &���
�# % �&$�$ ' ���$ ��% >��, �#$ / ����� "� % ��$ % ��$ �# "� %� ���-��, , �$ �# % #&� �� "�#� %�
���� "� % ��%-�� $�, � ) �� ���$ �# �� !�#$� ��&��#$� �# $��!� % !  ��#$ / "�##�� �#� +��#�
��� &� ���� ��� %� ���$ " ��#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�#� %� ��� "�� ��+��� + #� ��� �#
&$�" �#$ �#� ��%���$ �# ���$ ��% >�� ' "  $� ��	 :6:
7�<)

� �� ����� �� ���  ��� ������ � �������

� �$ , �� 8  7:57: %� ���$ " ��#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ��$ , �%� ��� �# ��+�� "� "�-�&
+��#& .��%��#.�� ��$ " � � %� � ��� �%�� ���� �� ��#� ) � ��#� ���$ '  % 3��"�� $ �$�� �# ����?
� $& " � ��%�� �# #�,+�� ���$�� #$ "� ����, >$��� ��,+ #�$� ��� ' / %� 3� � � -# ��$ 3� ����
%� ���$ " ��#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ' �$ � , �%�� / ��%��%�� ) � ���$�� ���$ '  % 3��"�� $ �!� �
% � #$� $ �# "� ��, � ��$�, �#$ " ��# �%-�� $�, � "� �&��%�$ �# "� ���-��, , � % #&� �� **)

� ��������� ��� � �  � ��$ ��$�� ) �# "� ���!� � 3� �� �#� �#�%B�� ��, �%>$� ' #���
��#� "&��#� %� ��� "�� ��+��� + #� ��� ) C��� "&# ���#� �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ���?
$ ��% >�� .� � �#� �$���$��� ��,+ #�$� �� ��� ��, , �#$ �1�% � $� ���� �$�� ' �%%� ���� '
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�#�%B��+%� ) 	% ��$ / #�$�� .�� ��$$� ��%���$ �# # ���$ ��� �&���!&� ��1 ��+��� + #� ��� ' ���%�
% �&$�"� �� ���$�� #$ / �� ��� ���$ ��% �� ) ��$$� �$���$��� ' .�� #���  , ����#� / %� ��%���$ �# '
��$ ����A #�$���%%� ' �� �.� ��%%� ��#� �$� / �&���$ � &.� $�+%�, �#$ %� �� "� "� %� ���!��$���
" ��# ���,  # �#$�� $��$�� %�� ���� + % $&� ) ��$$� �������� ' " $� ��	 :6:
7�<' ��$ / ������?
���� " ��#� ��#�$���$ �# �#$ >�� ���+�+ % �$� � �%�$�$ .�� "� ���#"�� %� � �.�� "� 3� ��
"�� , ��!� � ��� 1 ' #��� # ��# 3� ��#� ����# ) � �� %%���� #��� !����#� ' "�#� % ����% ��$ �#
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, ��.��� "� %� ���$ �# ��&�&"�#$� '  % ��,+%� $��$�3� � �� ��##�+%� "� � �#��� �1�%� $�� �#�
$�%%� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ���� ��#�$�� �� �#� + �##� ��%���$ �# �#$ >�� ' �� , � #� "�#�
%�� ��+��� )

�� , � %%��� �%-�� $�, � ��%B#�,  �% "� ��%���$ �# "� ���,  #� "�#� %�� ��+��� -&#&���1 �
&$& ������& ��� � �%�+��� ' ��#��# ' 2 �� %�, �# � ' %  �� % ' �$ I��� �#� O*UUUP ) ��$ �%-�� $�, �
"&$��,  # �$� ��%��� �# �#��,+%� "� ���,  #� "� ����-�

l
"�#� �# ��+�� .��%��#.�� �!�� ��

�%�� 5l
3

���%���� ' �� .� "�##� �#� 5
3
−�����1  , �$ �# "� #�,+�� ����, �$ .�� ) ��� ��$����

�#$ ���� ����!& .�� � �&$� $ %� , � %%��� �%-�� $�, � ��%B#�,  �% ' "&$��,  # �$� �$ -%��$�# )
� �#� %� �� $� #��� �, &% ���#� �� �&��%$�$ "�#� %�� ��+��� "� "�-�& + ��#& �# �1�%� $�#$
�#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ��$ , �%� "�#� �# �%-�� $�, � �%&�$� �� )

�$�#$ "�##& �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ��$ , �%�
x̄

" ��# �#��,+%� P "� ���,  #� "�#�
�# ��+�� "� "�-�& + ��#& T ' % � "&� ��#� �$� / �� &��� �# ����#" �%&�$� �� "�

x̄
' ���"� ��#$

� #� �#� ��%���$ �# �#$ >�� ���$ �%%� "� P ' .�� #��� #�$�#�
x

) �� ��%���$ �# ��$ �%���
��, �%&$&� �# �$ % ��#$ % ��%-�� $�, � "� � �%�+��� ' ��#��# ' 2 �� %�, �# � ' %  �� % ' �$ I��� �#�
O*UUUP )

�� ����� " �����#" �%&�$� �� ��#� �$� / ���#"��  #"&� �#"�, , �#$ ���.�� !�� �+%�
x(I)

���� ���.�� �$�+%�
I ∈ I �$ / % �����#" � �%&�$� ��, �#$ /

x̄(I) = 1
�!�� ���+�+ % $&

x(I)
'

x̄(I) = 0
�!�� ���+�+ % $&

1 − x(I)
) �  #� ' %� !�%��� , �B�##� "�

x̄(I)
!��$ �1��$�, �#$

x(I)
) ���>� ��$ ����#" �%&�$� ��  % ���$� �# �#��,+%� P ′ "� ���,  #� #�# ��%�� &� ' � ���$

/ " �� .�� ���� �����# "�� ���,  #� "� P ′ ' ����# �$�+%� %� ��#$�#�#$ # �� !� ��# �� "�
����#" /

1
) �� ���$ "� %� ��%���$ �# ���$ �%%� ��$ %� ��, , � "�� �� "� ����#" � "�� �$�+%�� )

� ���$ "�#� �#� ��, , � "� =��#�� %% "� !�%��� , �B�##� %� ��, , � "�� � � "� 3���$ �##� ��
χf

) � ����>� %�� +��#�� "� ����#�� ' %� ���$ "� %� ��%���$ �# ���$ �%%� ��$ "�#�
χf + o(χf )�!�� -��#"� ���+�+ % $& ) �## ' % ��#�%B�� , �#&� ��� 2�, �� O*UU�P , �#$�� .� ��!�� -��#"�

���+�+ % $& %� ����-� "� P ′ ��$
l(P ′) ≤ l

e
+ o(l).

�� ��%���$ �# "� P ′ "�, �#"� "�#� ��
�%�� 5l

3e
+o(l)

���%���� ����%&, �#$� ��� ���� $��,  #�� %� ��%���$ �# ) �� ���$ $�$�% "� ��$$�
**�



��%���$ �# �%&�$� �� ��$ "�#� ' �!�� -��#"� ���+�+ % $& '

χf (T ,P) +
5l

3e
+ o(l).

� � �%�� ' % ��#��"��, �#$ $� !  �%
l ≤ χf ≤ χ

#��� "�##� %�� �&��%$�$� " ������1  , �$ �#
�� !�#$ )

��
�
��	 �
� �� � 6 <� :� 9< 	; 86� 57:9�� < 86�895:7<  56�; 5� :86 � �8 75� :� 89:5; �< � 849<	7
1.61 + o(1)

 5	7 6<  75
6�� < �< 4565789:5; �< 4� <� :;� �8;� 	; 87
7< �< �<� 7� 
57; ��

�
�
 ��
 ��� �� � 5	7 95	 9 <;� <� 
6< �< 4� <� :; P �8;� 	; 87
7< �< �<� 7� 
57; � T � 5;  <	 9

57; <7 6< ; 5� 
7< 4�75� 89:�	 < �<� 4� <� :;� 8:;� : �

χ(T,P) ≤ χf(T,P) +
5l(T,P)

3e
+ o(l(T,P)).

	% ��$ ���� + %� " ��$ % ��� "�� ��-�, �#$� � ,  %� ��� ��1 ��+��� " ��##���1 "� "�-�& +��#&
�$ �+$�# � �#� �����1  , �$ �# "� 3��$���

2.22
) C��� ��#� ��$���#� ���� .� � % ��$ � ��� + %�

" �&�� �� �#� �����1  , �$ �# �%&�$� �� "� 3��$���
1 + o(1)

�� +���#$ ��� �#� ��%���$ �#
3���$ �##� �� ��$ , �%� .� �� ��, ���$� ��, , � % ��%-�� $�, � "� ��%�$$� �$ ��%% ) OHSSSP
�# ��#� "&��#$ .�� �� "��# �� �� +��� ��� �#� ��%���$ �# 4

5
−&.� % +�&� ) �� $��!� % # ��

$��$�3� � ��� �#���� �+��$ ' #�$�, , �#$ ����� .� � % ��$ " � � %� " ��1�� , �� %�� ����� &$&�
"� %� " �$� +�$ �# "�� $����� �+$�#��� ��� % ��%-�� $�, � ��&��#$& �# ���$ �# ( )H )
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C��� �!�#� !� �� ���� $��  .�� %� ���$�-� ��$ .�� "�#� %�� �&����1 ,�%$ +��� � �&�� $
��, , � �# ,�%$ ��$ �#$ �� "�#� �# -����� ��1  % � �� ) ��$$� , �"&% ��$ �# #��� �, >#� /
�������� "�� �%-�� $�, �� " ������1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ � ��3��, �#$� ) C��� �������#� "�#�
�# ���$ �# T )* �#� �, &% ���$ �# "� % ��%-�� $�, � " �����#" �%&�$� �� "� ��-��!�# O*UU(P '
 #$��"� $ �# ���$ �# *)T ) ) C��� �������#� �#�� $� / ���"� �� ��� ��%�$ �#� ����� ��&�� %�
�%�� ��� "�, �#$ ���� +%� �$ ���� ��%� &$�" �#� �# ���$ �# T )H %�� �%-�� $�, �� ��,+ #�$� ���
" ������1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� .� �#$ !���$ �# / �$��  #$&-�&� �� ���� "��
��� ������ " �����#" �%&�$� �� ) C��� �, &% ���#� �# "�� �%-�� $�, �� %�� �%�� �� ����� "�
%� % $$&��$��� �# �$ % ��#$ "�� $���# .��� "� ,  �� / � ��� "B#�,  .�� "�� ��+������#��� "�
�%�� ����$� ���,  #� .�� #��� �� &� �% ��#� �#�� $� / #�$�� , �">%� "� ���$�-� ��$ .�� )

� �� �##��$ �� ����� �� � � ������ ������ #�� ������ �

��!������

��� ���+%>, �� "� ,�%$ ��$� � ����% .��#$ + �# ��� / % ���$ ,  ��$ �# "�� �&����1 "� $&%&?
��, ,�# ��$ �# , � � ���� / + �# " ���$��� � $��$ �#� $�%%�� .�� % ���$ ,  ��$ �# "�� �&����1
"� $��#�� ��$ �� �#���� %� ��#���$ �# "� � ��� $� 	
�� ) ��� #�,+������ ���% ��$ �#� �#$
, �$ !& �$ , �$ !�#$ �#���� �# -��#" #�,+�� " �&$�"�� "� ��������� ��&��$ �##�%%� �� �%-�?
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� $�,  .��� ) �# ���$ ' ��� ���+%>, �� 3�#$ ���$ � "�� ���+%>, �� NP ?"��� %�� �%�� " � � %��
/ �&���"�� ) � �-��!�# O*UU( P � ���� ��& �# �%-�� $�, � " �����#" �%&�$� �� ���� �����1  ?
, �� %� ,�%$ ��$ .�� #��� ��&��#$�#�  � ) ���>� �!� � ��#�$�$& .�� ��$ �%-�� $�, � ���$
3���# � "�� ��%�$ �#� .� !  �%�#$ %�� ��#$�� #$�� "� ����� $& "� �&���� ' #��� �# �������#�
�#� �, &% ���$ �# .� ������ %� ���� ��$ "� $��$�� %�� ��#$�� #$�� ) � � #$� $ �# �$ %� ���$ .��
, �#$��#$ .�� #�$�� �%-�� $�, � �� ��, ���$� ,  ��1 .�� ��%� "� ��-��!�# O*UU( P + �#
.�� % ��#�%B�� $�&�� .�� #� � ��, �$$� .�� "� ��#�%��� / �# ��, � ��$�, �#$ �� , � #� ���� 
+ �# E )

� 
�
� � ��	�� � � ����	 ��� ��� ���� ���

� ��%-�� $�, � T ' ���� ��& ��� ��-��!�# O*UU( P ' ��$ �# ����#" �%&�$� �� 87 4� <� :; )
�� ���+%>, � -&#&��% "�� $���# .��� " �����#" �%&�$� �� ��$ .� ��%%�� #� � ��, �$$�#$ ���
" �������� .�� %�� ��#$�� #$�� ��#$ $��� ���� ���� ��$&�� ' $��$ ���$ ��% >��, �#$ .��#"  % � ��- $
"� ��#$�� #$�� " �&-�% $& ��, , � %�� %� � "� 2  ����� "� ��#���!�$ �# "� ��$ ) I��� ��#$���#��
��$$� " � ��%$& ' % ��%-�� $�, � "� � �-��!�# O*UU( P #� ��� �>"� ��� / �# !&� $�+%� ����#" 
�%&�$� �� "�� !�� �+%�� "� ,�%$ ��$ ' , � � ��#� ">�� "�� ���,  #� ) 	% � ����� � ���� ��%� ���
�#� !��� �# 3���$ �##� �� "��  "&�� "� %� ���$ �#  ) )* .� ������ .� ��# ��$ 3���$ �##� ��

f
"� !�%��� |f | " ��#� ������

s
/ �# �� $�

t
�� "&��, ���� "� , �# >�� 	;:�	 < �# �# �#��,+%�

"� ���,  #� "�
s

/
t

��#"&�&� $�% .��
� %� ��, , � "�� � � "� "�� ���,  #� !��$ |f | '
� ���� $��$ ���

e
' %� ��, , � "�� �� "� "�� ���,  #� �����#$ ���

e
!��$

f(e)
)

� �����#" �%&�$� �� ��� ���,  # ��#� �$� �%��� / ��� � � �%&�$� ��, �#$ �# "�� ���,  #�
"� %� "&��, ��� $ �# �!�� ���+�+ % $& %� �� "� "� ���,  # " ! �& ��� |f | �

Pr[p
��$ ��� � 

] =

f(p)
|f |

) �� 3� $ " �����#" � %� ��$ ��� ���,  # ���, �$ " �������� %� ���� ��$ "�� ��#$�� #$�� "�
��#���!�$ �# "� ��$ �� �.� ��%%�� ��#$  #$� #�>.��� ��1 ���,  #� )

�� ���+%>, � , �� ��� "� ��$$� $���# .�� ��$ .�� %� "&��, ��� $ �# " ��# ��$ 3���$ �#?
#� �� � ��$ "�##�� �# �#��,+%� "� ���,  #� "� $� %%� �1��#�#$ �%%� ) 	% ��$ "�#�  , ���� +%�
" �&#�, &��� $��� %�� ���,  #� �!�#$ " ��# ��� � � �# ) � � "&� "� ��-��!�# O*UU(P ��$ "�
��#�$�� �� �# "�� ���,  #� "� %� "&��, ��� $ �# �%&�$� ��, �#$ / ���$ � "� %� 3�#�$ �# "�
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���
� �	�� � � � ���#" �%&�$� �� "� ,�%$ ��$
����	
 �

G = (V,E), c : E → N, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ∀i = 1 . . . k, di ∈ N

����	
 � ��� ��������	
��� ) ���1�� �� � ����� ����1��� ��� �� 1 ���0���1 �� ���� ������	
 � ���	 ���
	�����	 �
������ ) ������ � ��� ���1�1 ����1�������*+��,
 � ∀i Pi �������� �� di ���� ��� �� si � ti 3*+��,
 � ∪iPi ������� �� ���1�1 C, d ��� G �� ���2 ��1��1 ��� ��2���1�� c + o(c) 3j <
f = {fi, i = 1 . . . k} ← ���	 ���
	�����	 �
������

(G, c,C, d) 3h < = +>� �+>�
i = 1 . . . k ?@ ,�


A < = +>�
di ��� ?@ ,�


B <
p← � �� ��������	
��� EfiF

C < Pi ← Pi ∪ {p}

��$ ��� %�� ���� "� ���$� .�� %� ���+�+ % $& "� ��#�$�� �� �# ���,  # �� $ �1��$�, �#$ ��#
�� "� "�#� %� "&��, � �� $ �# ) I��� ��%� '  % ��� $ "� ��, ��.��� .�� %�� ���� ��� %��.��%�
%� 3�#�$ �# "� ��$ ��$ #�# #�%%� 3��, �#$ �# � 78 � < 57:<;9� 84�46:�	 < O�� ���� � :7<49<�
� 4� 46:4 �78 �P ) � �#� �� �� ' %� "&��, � �� $ �# "� ��$ �# ���,  #� ��#� �$� / ���#"�� �#
���,  # � ��� �����# "�� $��� �$� � ��� + %�� "� %� ������ �� �� $� �$ "� %� ��#"&��� ��� %�
���� ��$ �# "� ��$ .� �, ���#$� �� $��� �$ �# �������#$ .� �/ ���.�� + 3����$ �# %� ��$ ��
�&���$ $ �# 3��, &, �#$ �#$�� $��� %�� $��� �$� � ��� + %�� ) I��� ��#�$�� �� �# $�% ���,  # �!��
���+�+ % $& ��# � � "� '  % ��� $ "� 3� �� �#� , ����� �%&�$� �� "�#� %� �� -� "&� ��� %�
��$ ) � ���$?/?" �� .� ��# ���$ "� %� ������ �$ ' / ���.�� + 3����$ �# ' �# ��� � $ �#� " ���$ �#
�%&�$� ��, �#$ �!�� ���+�+ % $& %� ���� ��$ �# "� ��$ .� !� "�#� ��$$� " ���$ �# )

� ��%-�� $�, � "� ��-��!�# O*UU( P ��#� �$� #�%�, �#$ / 3� �� �#� , ����� �%&�$� ��
���� ���.�� �# $& "� ��$ "�!�#$ �$�� ���$& " ��#� ������ / �#� "��$ #�$ �# ' ���.�� , �����
�%&�$� �� &$�#$  #"&� �#"�#$� "�� ��$��� �� ��#� "�� ���+�+ % $&� )

� � #"&� �#"�#�� "�� , ������ �%&�$� ��� �#$�� �%%�� � ��, �$ "� 3� �� �#� �#�%B�� ����A
� , �%� "�� � ��3��, �#��� "� % ��%-�� $�, � T )

��� ��
��� �� � �
 ����
	�
� � ��� 
�� �
� ��� ���	� �� �
	
	% ��$ " � � %� " ��#�%B��� % ��%-�� $�, � �# ��#� "&��#$ %�� ���,  #� ��1?, �, �� ) �# �� �$

���1?� �, >#�#$ "�� ����&%�$ �#� �#$�� % �� �����$ �# "�� ���� �� �.� ��# ���,  # ����� ���
�%�� ���� " ��#$�� ��1 ) 	% 3��$ "�#� ��� !�� / #� ��#� "&��� .� ��# ��� �# ���$ ��% �� ) !� $

e
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�# $�% ��� ) �� �&��%$�$ "� % �����#" " ��#� �# $& "� ��$
f

' �%%�#$ " ��#� ������
s

/ �# �� $�
t
' �$ % �� ' ��� ��$ ��� ' �#� �# $& "� ��$ � �# ���,  #

p
�$ % ��#$

e
��$ ��� � '

0
� #�# ) � � ' �#

���,  #
p

��$ ��� � �!�� ���+�+ % $& ��# � � "� ) � � �%�� ' �# #� ��� � $ .� ��# ���% ���,  # /
%� 3� � ' %�� ��� 1 "� "��1 ���,  #� ��#$ "�#� �1�%�� 3� ' �$ %� ���+�+ % $& "� %� ��, , � "� ���
&!&#�, �#$� !��$ "�#� %� ��, , � "�� ���+�+ % $&� ∑

p3e Pr[p
��$ ��� � 

] =
∑

p3e
f(p)
|f |

= f(e)
|f |

.
�� .��#$ $& "� ��$ ����#" ��� % ����

e
' � ��� �#� �# $& ��$ �%%�#$ "�

s
/

t
' !��$ "�#�

1
�!�� ���+�+ % $& f(e)

|f |
.

�
�
�	 ��	�� ��� �
�
� �	�� 	�
�	�
��
 ���� �	 
��
�� ���

��, , � ���.�� �# $& "� ��$ ��$ ����#" �  #"&� �#"�, , �#$ "�� ��$��� ' %� .��#$ $&
"� ��$ $�$�%� �����#$ ���

e
��$ %� ��, , � "� !�� �+%�� ,�$��%%�, �#$  #"&� �#"�#$�� .� 

!�%�#$
0

��
1

�!�� %� ���+�+ % $& "�##&� � ?"����� ) 	% � ��- $ "�#� " ��#� �5�� < �< � <7�
; 5	 :6 6:) � ���� &��#�� "� %� ����� $& ����#" �

ĉ
�$ % �&� ��$ "�#� %� ��, , � "�� ��� &��#���

"�� !�� �+%�� "� ��$ ����#" �� �

[ĉ(e)] =
∑

f

|f |
∑

1

f(e)

|f | =
∑

f

f(e) = c(e)

� � �%�� ' %� $�&��>, � "� ����#�� ���� %�� ��, , �� "� =��#�� %% "�##�

∀ e, ∀ δ, P r[ĉ(e)− c(e) ≥ δ] ≤ 2e0.38δ2c(e).

�� �&��%$�$ .� #���  #$&����� ��$ .�� ' � ��� $��$ ��� ' % �&���$ �#$�� %� ����� $& ����#" �
�$ %� ����� $& 3���$ �##� �� #� �� $ ��� $��� -��#" ) ! % ��# 3� $ �+�$���$ �# "�� "&� �#?
"�#��� �#$�� %�� !�� �+%�� �%&�$� ��� "� "��1 ���� ' �$ .�� % ��# ��� � $ ���� ���.�� ���
δ =

√

c(e) log |E| ' �# �+$ �#$ %� , �� ���$ �# �� !�#$�

Pr[∀ e, ĉ(e)− c(e) ≥
√

c(e) log |E|] ≤ O

(

1

m

)

.

��$��, �#$ " $ ' �!�� ���$� ���+�+ % $& % ��%-�� $�, � T "�##� �#�
1+o(1)

?�����1  , �$ �#
"�� ����� $&� ) � ��1 ��, ��.��� � � , ����#$ " ���$�, �#$ ) � ��#� ���$ ' �!� � #&-% -& %�� "&?
� �#"�#��� �#$�� %�� ��, , �� "� =��#�� %% ��� ���.�� ��� �, >#� / �#� $�>� 3��$� , �� �?
��$ �# "� %� ���+�+ % $& " �&���� "� % ��%-�� $�, � ' �$ ��� ��#�&.��#$ %� +��#� √

c(e) log |E|
��$ %G��� ) � ���$�� ���$ '  % ��$ &! "�#$ .�� % ��%-�� $�, � " �����#" �%&�$� �� ��$ " ���$�#$

*H(



�%�� � ��3��, �#$ .�� %�� ����-�� ��#$  , ���$�#$�� ' �� �.�� %� "&! �$ �# ��$ �# &���$ �"?
" $ 3 ) �� + ��#� √

c(e) log |E| %� ��� �%��� / � �#��� .�� "�� ����-�� ���&� ����� / √

log |E|
�, >#���#$ "� $�>� +�# �&��%$�$� " ������1  , �$ �# )

�# $��$ &$�$ "� ����� ' % � #"&� �#"�#�� "�� ��� 1 "�� ���,  #� ' .� � ��, �$ �#� �#�%B��
$�&�� .�� � , �%� ' ��$ �# 3��$��� "� ����?��$ , �% $& �# ���$ .�� ) �# ���$ '  % ��� !� .��
% ��# ��� � ��� �# ���,  # .� !  �%� %�� ����� $&� ��� �# % �# ' �%��� .� ��# ��$�� ��� 1 &$� $
���� + %� ) I��� �, &% ���� %�� �&��%$�$� ' #��� ���� ���#� " � #$��"� �� "�� "&� �#"�#��� �#$��
%�� ��� 1 ' �# ����%��%�#$ "�� ,�%$ ��$� 3���$ �##� ��� .� � ��"��$���#$ ��1 ��� 1 3� $�
��&�&"�, , �#$ )

� 
�
� ����	�����	� �� ��� �������� ��� ���	�� �� �������
�

� ���-�, �#$ �� #� ��% "� % ��%-�� $�, � T ��$ .�� %� ��%�1�$ �# % #&� �� ��$ �# +�# -� "�
���� % �����#" �%&�$� �� ' �$ .�� % �����#" ��� ���,  # � ��, �$ " �������� .�� %� ��%�$ �#
��#�$�� $� ��$ �# ��$ ) ��� �#"�#$ / ���.�� ����#" " ��# ���,  # ' %� .��% $& "� -� "� "�
��$ 3���$ �##� ��  #  $ �% �� "&-��"� ) C�$�� �$��$&- � ��#� �$� / ���$�� "� 3� $ .�� ���.��
����#" "� ���,  # ��#�$�� $ �#� ���$ �# "� ��$ � ��� % � #$&-��� / %� ��%�1�$ �# % #&� �� ' �#
, �" �#$ %�� ����� $&� "� �&���� "� ��$ ) �  #� �# ����%��%�#$ �# ��$ 3���$ �##� �� ' #���
��$���!�#� �# + �# -� "� .� ' "� �%�� ' $ �#$ ��, �$� "�� ��� 1 3� $� �# �, �#$ ) � ��%-�� $�, �
R 3�#�$ �##� ��� �� �� #� � � �$ ' / ���.�� &$�� � ' ����#" �# ���,  # ' , �$ / � ��� %�� ����� $&�
%� %�#- "� �� ���,  # ' �$ �&���$ %� #��!��� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� )

� � #$� $ �# " �$� .�� % ��%-�� $�, � R !� ��%��%�� "�� ��%�$ �#� �%�� ������ "� % ���$ , �%
.�� % ��%-�� $�, � T ) C��� !����#� "�#� %� ���$ �# �� !�#$� .�� ��$$�  #$� $ �# ��$ !�% "&�
��� %� ���$ .�� ' , � � % ��#�%B�� $�&�� .�� #� "�##� ��� "� ��#�%�� �# ���� $��#��&� )

�
�� ��	��� ��� � �
�
 �� �� �� � �
 ��
� �	�� � �

�� ��� ������ " �����#" "� ���.�� �# $& "� ��$ #� ���#-� ��� ��� ������$ / % ��%-�� $�, �
T ' % ��#�%B�� "� ��-��!�# O*UU( P ��$ "�#� $��� ���� !�% "� ' �$ �#� �# $& "� ��$ "�

f
����#" �

�$ % �� �# ���
e

�!�� ���+�+ % $& f(e)
|f |

) �� ���#-�, �#$ ��$ .� �/ ���.�� &$�� � �# #��!���
��$ ��$ ��%��%& ' �$ %� .��#$ $& "� ��$ 3���$ �##� �� �����#$ ���

e
���$ �$�� , �" &� ) ��$

�%-�� $�, � ��$ "�#� �%�� -&#&��% .�� % ��%-�� $�, � "� ��-��!�# O*UU( P ) �# ���$ ��% ��
*HT



���
� �	�� � � ��%��% �������& "� ,�%$ ��$ �#$ ��
����	
 �

G = (V,E), c : E → N, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ∀i = 1 . . . k, di ∈ N

����	
 � ��� ��������	
��� ) ���1�� �� � ����� ����1��� ��� �� 1 ���0���1 �� ���� ������	
 � ���	 ���
	�����	 �
������ ) ������ � ��� ���1�1 ����1�������*+��,
 � ∀i Pi �������� �� di ���� ��� �� si � ti 3*+��,
 � ∪iPi ������� �� ���1�1 C, d ��� G �� ���2 ��1��1 ��� ��2���1�� c + o(c) 3j < �	= 	�
�
h <

f = {fi, i = 1 . . . k} ← ���	 ���
	�����	 �
������
(G, c,C, d) 3

A < = +>�
i 1�� ��� di > 0 � ����� ����1���� ��1 � ?@ ,�


B <
p← � �� ��������	
��� EfiF

C < Pi ← Pi ∪ {p}
D <

di ← di − 1

G < = +>� �+>�
e ∈ p ?@ ,�


J <
c(e)← c(e)− 1

M < �>K�> �� ∑

i di = 0

�� "��# �� � ��$ �$�� �&,�%& � ��� % ��%-�� $�, � R �# �$ % ��#$ %� ����&"��� "� ����%��% "�
,�%$ ��$ 3���$ �##� �� �� !�#$� �

���>� �!� � ����#" �#� �# $& "� ��$ � ��� %� ��, , �" $&
i
' %� #��!��� ,�%$ ��$

��$ &-�% �� ��&�&"�#$ ���� $��$�� %�� ��$��� ��, , �" $& $�#" � .�� %� ��$ "�
%� ��, , �" $&

i
��$ � , �%�, �#$ ,�%$ � % &� ��� di−1

di

�� �
di

��$ "&��&, �#$& ) � �
%� ���$� %� ��� 1 �%&�$� �� " ��# ���,  # �� 3� $ �!�� %� , �, � ���+�+ % $& .��
%��� "� % �&$�� � �� !�#$� ' / , � #� .��

di

#� !� %%� * ��.��% ��� %� ��, , �" $&
��$ &% ,  #&� )

I�� � %%���� ' ��$ �%-�� $�, � "� ��%��% "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ��$ �%� ��, �#$ ����?
��$ , �% ��� ������$ / %� ����� $& �$ % �&� ��� %�� ���� ) 	% ��,+%� "�#� .�� % ��$ % ��$ �# " ��#
��%��% "� ,�%$ ��$ ��$ ,  ��#$ �� �� $>�� "�##��� "�� �&��%$�$� �� , � #� ���� + �# )

I��� ��� �� ��#� ' �$ ����� .�� %� ���$ .�� ��# �, � ��$$�  #$� $ �# ' #��� ��#� ��$���#�
.�� % ��%-�� $�, � R �����1  , � %�� ����� $&� " ��# ,�%$ ��$ �#$ �� �� , � #� ���� +  �# .��
% ��%-�� $�, � "� � �-��!�# O*UU(P )

*HR



C��� �!�#� &-�%�, �#$  , �%�#$& �#� ���� �$ .��  #$��, &" � �� .� ����#" $ �%&�$� ��?
, �#$ �#� �# $& "� ��$ "� ���.�� ��, , �" $& �!�#$ "� �&���"�� �# #��!��� ���-��, , �
% #&� �� ) ��$$� ���� �$ .�� ��$ �%�� ��� "� .�� % ��%-�� $�, � R ' , � � ����, �#$ " ��#� ��&?
� � �#  #$��, &" � �� �#$�� ��%%�� "�� ��&�&"�#$� �%-�� $�, �� ' ��%�# %� , �, �  #$� $ �# .��
��%%� -� "�#$ % ��%-�� $�, � ��&�&"�#$ ) �#���� �#� 3� � ' %� ���$ .�� !�% "� % � #$� $ �# )

� �#� %� �� $� ' #��� &$�" �#� %� ��, � ��$�, �#$ "� ��� �%-�� $�, �� ��� "��1 �1�, �%��
$�&�� .��� �$ �# �%��  , � ��$�#$ '  ���� "� % ���$ ,  ��$ �# "� ���$�-� ��$ .�� " ��# �&����
�&�% )

� 
�
� ���� ����� �� ��������	�� �� � �������	��
C�� � ,�%�$ �#� �#$ &$& ����$�&�� ��� %�� �&����1 "� ��$ "� ���$�-� ��$ .�� O4� ���?

� $�� P "� "��1 �&����1 � �# �##��� / *S ��, , �$� �$ �# �&���� ��#?�, &� �� # ��% �#$
RT ! %%�� ��� �T % �#� + " ���$ �##�%� ) C��� &$�" �#� "��1  #�$�#��� "� ��, ,�# ��$ �#
�%&�$� ��� ��� % ��##��� ) �� ���,  >��  #�$�#�� O

I1

P ����&��#$� �R ���,  #� ��$ .��� ' %� ��?
��#"� O

I2

P  *R ) � � #�$�#�� "� ��, ,�# ��$ �# ��� %� �&���� ��#?�, &� �� # ��$ �#�  #�$�#��
7�86:� 9< "� *ST ���,  #� ��$ .��� ) ��� ��%��%� �#$ &$& �� ��$�&� ��� �# I 	 		 U%� A �!��
T*H% � "� ��% )
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�� � T )* � �;; <8	 � �� �5�� <9� 8�<4
I1

�

C��� �����$�#� ��� %� -��� T )* %�� �&��%$�$� "� #�� � ,�%�$ �#� �!��
I1

' ��#� ��#!��?
� �# ) �� ����+ � "� "�� $� ����&��#$� %� #�,+�� ,  # ,�, "� +��� #&����� ��� / %� �&��%�?
$ �# "� ��� �# 3�#�$ �# "� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� ) ��%%� "� -����� ' %�� $�, �� ,  �
��� ��
�� �$ #�� ���� �$ .��� ���� �&���"�� %� ��� "�#� �����# "� ��� ��� ) !�#� ����#�

*H�



����� �� ' #�� ���� �$ .��� �#$ &$& + �# �%�� ��� "�� .�� ��
�� )
I�� ��#$�� ' %� "&� �#"�#�� .��� ?����$ .�� "� $�, �� "� �&��%�$ �# "� % ��
� �� #�,+��

"� %�#-����� " ��#"� .�� % ��# ���$ % ��+���!�� "�#� %� -��� T )* &$� $  #�$$�#"�� ) �� $� %%�
"� % ��
� ��-, �#$� % #&� ��, �#$ �!�� %� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� ) C��� #��� �$$�#?
" �#� "�#� / �� .�� %� $�, �� "� �&��%�$ �# "� % ��
� ��� ��� &-�%�, �#$ �!�� %� #�,+�� "�
%�#-����� " ��#"� ' ��, , � #��� % ��+���!�#� ��� %� -��� T ) ���� %� �&���� ��#?�, &� �� # )
C��� �+���!�#� &-�%�, �#$ �� ��, ���$�, �#$ ��� ��1 �!��

I2
) �� ��$ � �#$�� %�� $�, �� "�

�&��%�$ �# ��$ , �%� ��� ��
�� �$ "� ��%��% "� % ��%-�� $�, � R ��$ �����$& ��� %� -��� T )H )
�� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� �$ %� #�,+�� "� +��� !�� �#$ "�#�

(4, 14)
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I2

C��� ��#��#� .�� �� ��&#�, >#� ��$ "� / %� �$���$��� ���$ ��% >�� "� % ��##��� ' #�?
$�, , �#$ �� �B, &$� � ) C�$�� 3��,�%�$ �# ��$ ���� � ��$ �$�� $��� -&#&��%� ���� �� $B� �
"� �&���� �D  % # �B � ��� !�� , �#$ "� ���$�-� , � � �# ��� 1 + #� �� "� ��#� "� ��$�$ �# )

C&�#, � #� ' #�� �%-�� $�, �� 3���# ���#$ -&#&��%�, �#$ �#� ��%�$ �# ��$ , �%� �$ % ���?
��#" �%&�$� �� �", �$ �# &���$ " ��� �%��  +��� ��� % �# ) � �#� %� ��� "� % ��##��� , �#�?
+�� ��#� ��#!��� �# ' #�� �&��%$�$� ��������#"�#$ + �# / % ��#�%B�� $�&�� .�� "� ���+%>, �
� ,  %� �� "� %� 4565789:5; �<� � 78 � <� 874��4:74	 68:7<� 3� $� ��� 2�, �� O*UU�P )

��� �&��%$�$� �+$�#�� ��� %� �&���� ��#?�, &� �� # ' �����$&� ��� %� -��� T ) ' ��#$ �%��
�$$�#"�� ) C�� �%-�� $�, �� ��#$ �1��#�#$ �%%�, �#$ �%�� �� ����� .�� ��
�� ��� % ��
� �$
#��� ��$�� ��#$ / , �# ��%�� "�� �&����1 �%�� -��� �!�� "� �%�� -��#"��  #�$�#��� ) I��

*H�



�1�, �%� ' ��
�� # �� ��� �� �&���"�� % ��
� �!�� �%�� "� HH %�#-����� " ��#"� ' �%��� .�� #��
���� �$ .��� �#$ �� �$$� #"�� RR ) � �, ��.��#� .�� ��� % ,  $�� ��#$ ��$�#$ "��� / % �&#��, �
$�, �� "� ��%��% .� �/ "� $���  , ���$�#$� + ��� #� �# , &, � �� "� ��
�� ' .�� �� �� $ ����
% ��
� �� ���� %�� ��%�1�$ �#� % #&� ��� )
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�� � T ) � � ��	 6989�  5	7 6< 7�� <8	 8; �8� �7:48:;
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G = (V,E), |V | = n, |E| = m, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ε > 0
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log1+ε

1+ε
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3� � ) � � �%�� ' "�#� %� � �� "�� ��� ' ���.�� ���,  # ��%%�#-& # ���$ ��#�$ $�&
.�� " ��# ���% ��� ) 	% B � "�#� �� ' �� �%�� '

m log1+ε
1+ε
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δ = (1 + ε)((1 + ε)n)−
1

ε
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log1+ε

1+ε
δ

= O( log n
ε2
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' �� .� "�##� %� �&��%$�$ )
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δ
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� ��$ �$�� ��, �%��& ��� %� %�#-���� , �1 ,�, " ��# ���,  #
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n
)

I�� � %%���� '  % ��$ &! "�#$ �# % ��#$ ��$$� ����!� .�� % ���$ , �$ �# "� #�,+�� " � $&��?
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���,  #� #� ��, � ��$�#$ .� ��# ���% ��� / , � #� "� ��#" $ �#� $�>� ���$ ��% >��� ) �# �� �$
">� .� � % �1  �$� "��1 ���,  #� �#$�� �#� ������ �$ �#� "��$ #�$ �# ' �� , � #� % ��# "�� "��1
��, ���$� �%�� ���� ���� ) �$�#$ "�##& .�� $��$�� %�� %�#-����� ��#$  #  $ �%�, �#$ 1&��
/

δ
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δ
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� �	�� � �

(1 + ε)
?�����1  , �$ �# ��� "� "� ,�%$ ��$ , �1 ,�,

����	
 �
G = (V,E), |V | = n, |E| = m, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ε > 0

*+��,
 �
l ��1����� ��� E 1 3� 3 1�1 ���� �� si → ti ��1 �� ��(���� ≥ � 3*+��,
 �
f (1 + ε)��22�� �� �1�� �� ���1�1 � �� ���� �� C ��� G

j < H���1������1�� I ∀p ∈ P, f(p) = 0, ∀e ∈ E, l(e) = δ

h < H���� �� �������� ��� �� ��(���� �� ---. I λ = δ

A < �@�� �>

λ ≤ 1 ?@ ,�
B < = +>� �+>�

i = 1 . . . k ?@ ,�

C <

P ←---. (si → ti)

D < �@�� �>

l(P ) ≤ (1 + ε)λ ?@ ,�
G <

cm ← mine∈P c(e)

J <
f(P )← f(P ) + cm/(log1+ε

1+ε
δ )

M < ∀e ∈ P, l(e)← l(e)(1 + ε cm

c(e))ji <
P ←---. (si → ti)jj <

λ← λ(1 + ε)

� ��%-�� $�, � � 3�#�$ �##� ��� %� , �, � �� #� � � .�� % ��%-�� $�, � � ) �� �� #� ��%�
" � &��#�� �� $���!� "�#� %� ��� 1 "�� ���,  #� ��� %��.��%� "� ��$ ��$ �����& ' "�#� "�#�
%� + ���%� �#$�� %�� % -#��

3
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) � � "&� �� #� ��%� ,  �� �# ���!��  � ��$ .� � % # ���$ ���

�$ %� "� ������� "� ��$ %� %�#- "� �%�� ����$ ���,  # '  % ��� $ " ��# ���#"�� �#�
(1 + ε)

?
�����1  , �$ �# )

�# ��#�&.��#�� % ��%-�� $�, � , � #$ �#$ �#� +��#�  #3&� ����
λ

��� %� %�#-���� "� �%��
����$ ���,  # '  #  $ �% �&� /

δ
' %� %�#-����  #  $ �%� " ��# ��� ) �#�� $� ' % ��%-�� $�, � ���#"

�#� ��, , �" $& ' � ����� "� ��$ %� %�#- "�� ���� ��������#"�#$� $�#$ .�� ���1?� ��#$ ��
�%��

1 + ε
3� � � %�� %�#- .��

λ
�� � ����� / %� �� !�#$� O% -#�

4
/
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P ) ���#" $��$�� %��

��, , �" $&� �#$ %��� ���� �%�� %�#- .��
(1+ε)λ

' ��$$� !�%��� ��$ �#� +��#�  #3&� ���� ����
%� %�#-���� "� �%�� ����$ ���,  # '

λ
��$ ,  � / � ��� O% -#�
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P ' �$ %� +���%� ����, , �#�� )

� � #$&��$ �� #� ��% "� ��$$� $���# .�� ��$ .�� ���.�� �����&� "� ��$ #� #&���� $� �%��
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k
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�
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�� ��� �	�
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%� ������ $ �# H� )
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�
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(

Tsssp
m log n

ε2

)� 5�
n = |V |� m = |E|� <9

Tsssp
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������  ���.�� �����&� "� ��$ #&���� $� %� ��%��% " ��# �%�� ����$ ���,  # "� %� ������
/ %� "��$ #�$ �# "� %� ��, , �" $& ��#���#&� ) �# ���

e
&$�#$ �%%�#-& �� �%��

log1+ε
1+ε
δ

3� � '
"�#� %� � �� "�� ��� '  % B � �� �%�� '

m log1+ε
1+ε
δ

 $&��$ �#� )

�# 3� $ '  % B � �#� "&� �#"�#�� �� #�,+�� "� ��, , �" $&� .� ��$ ����&� ) �# ���$ '
� ��� ���.�� ��, , �" $& ' %� ��%��% "� ���� .� � ��, �$ "� "&� "�� .� � % 3��$ ������ / %�
��, , �" $& �� !�#$� # ��, >#� ��� "� � ����&� "� ��$ ) ��� �#"�#$ ' � %� #�,+�� "� ��, , �?
" $&� ��$ " ��# ��"��  #3&� ��� �� &-�% / ��%�  "� #�,+�� " �����

m
' ��$$� "&� �#"�#�� ��$

#&-% -��+%� ) ��$$� ����� &$& ��$ �����&� � % ��# �� $ %� ��, ��.�� 3� $� / %� ���$ �#  ) �$
.�� % ��# ��-���� � %�� ��, , �" $&� ��� ������� )

�## ' �# � � #�� ��#$ "� ��$$� ��, ��.�� '  % ��$ ���� + %� "� -�-#�� �# 3��$��� �"" $ 3
"�#� %� $�, �� "� ��%��% �# ���#�#$ �# ��, �$� %� $���%�- � "� �&���� ) �# �� �$ ' � %� � %��
����$ ���,  # �# #�,+�� " ����� �#$�� �#� ������ �$ �#� "��$ #�$ �# ��, ���$� �� , � #�
ρ

���� ' %��
k log1+ε ρ

���,  ��� ��%��%� "� �%�� ����$� ���,  #� ��#$  #�$ %�� ) ��� ���,  >���
 $&��$ �#� � ��!�#$ � �&!  $�� "� "��1 , �# >��� ' �� $ �# ��##� ���#$

ρ
� �� �� �$ �#  # $ �% ��#$

λ
/

ρδ
' �� $ �# ��#���!�#$ %� ,  # ,�, "�� %�#-����� 3� ��#$ &������ %� $��$ % -#�
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�� �

�# , �$$�#$
λ

/ � ��� �!�� ��$$� !�%��� ) � � ��$$� , �# >�� '
λ

# ���$ �%�� �#� + ��#�  #3&� ����
��� %� %�#-���� " ��# �%�� ����$ ���,  # , � � + �% �$ + �# %� %�#-���� "� �%�� ����$ ���,  #
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�$ ' $��$ �#  # $ �% ��#$
λ

/
δ

' ���>�
k

��%��%� "� ���� '
λ

!��"��
ρδ

) �� -� # ' � � % ��$ � -# ��$ 3 �# ���$ .�� ' # ���$ $��$�3� � ���
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&$�" &� "�#� %� % $$&��$��� ) �#�� $� ' #��� �������#� "�� �� &� �% ��$ �#� "�� ��%��%� "�
�%�� ����$� ���,  #� ��1 $�� �%�- �� ��#��#$�&�� %��� "� % ���$ ,  ��$ �# "� ���$�-� ��$ .��
��&��#$&� �%�� ���$ )
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� ��%-�� $�, � "� � %� ����� OHSSSP ���#" ��, , � ���$ ���� �, &% ���� %� !��� �# "�
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��, ,�#� ) �#$�� ���.�� ��%��% ' %� %�#-���� "�� ���� "� -����� � &$& , �" &� ) �� $B� � "�
�&.��#�� "� ��%��%� � &$& &$�" & "�#� %� % $$&��$��� ���� %� #�, "� 4864	 6� �<  6	� 45	79�
4� <� :;� ��;8� :�	 <� ) C��� #��� ���� ���#� " � , � ��$�� ��� $���# .��� ' #�$�, , �#$ ��%%��
��&��#$&�� "�#� O�� - �# �$ ��%% ) HSSSP �# " ����&%&��� ��#� + %�, �#$ % ��%-�� $�, � � )

�� , �$ !�$ �# �� #� ��%� "� % �&$�"� "�� �%�� ����$� ���,  #� "B#�,  .��� "�#� %� % $?
$&��$��� ��#���#� %�� -������ "�#$ %� %�#-���� " ��# ��� ��$ ��-, �#$&� �� " ,  #�&� ' ��
+ �# .��#" �# ��� �������$ �� " ������$ ) �� "B#�,  .�� � #� �� �� �# ��, �$� � ��$ ' ���
�1�, �%� ' , �"&% ��� ��%%� "� �&����1 ��" � , �+ %�� "� $B� � 8��� 54 �D %� %�#-���� " ��# ���
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, ����� .�� "��1 #��"� � �&%� -#�#$ ���.� �/ �� .�� %� % �# �� $ ���� & ) � �#� �� ��#$�1$� '
��##��$�� %�� $��� �$� "� , � #"�� &#��- � " ��# �� #$ !��� $��� %�� ��$��� #��"� ������?
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��$ #�$&�
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"�#� % ��%-�� $�, � �$ % ���+��
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T (s) �� ����� ��� 2��� ���1� ���� ��� ����� �� s � s→ t �� 2��� ���1 ���� �� 3*+��,
 � ��� � ��� ����1�� ��� ����� ��(� 3j < H���1������1�� I ∀y 6= s �� ���� �� s→ t � ������ EM �〈y,D(y)〉F 3h < �@�� �>
 � ��� ��� EM F ?@ ,�
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couleur(z)← ��(�
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v ��� �� z /∈M ?@ ,�
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�� �� #� � � "� % ��%-�� $�, � U ��$ � ,  %� �� / %� ��� �&"��� "� , ��.��-� "� �� - �# 
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2
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3
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S ∪ {v} )
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"� �&���� �

β ≤ 3
���� %�� �&����1 �%�#� ��� '

β ≤ d
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"� ��%���$ �# " ��B���-������ ' �$ "&!�%���& �#� &�� $��� "� ���+%>, � "� ���$�-� ��$ .��
��, , � �# ,�%$ ��$ "�#� �# �&���� "� ��$ ��1  % � �� )

C��� �!�#� �#�� $� &$�" & %� ���+%>, � "� ��%���$ �# "� ���,  #� ) �� ���+%>, � 3�#?
"�, �#$�% " ���$ ,  ��$ �# ��,+ #�$� �� � ����% .�� / �# -��#" #�,+�� "� � $��$ �#� ' #�?
$�, , �#$ / % ��� ��$�$ �# "� %�#-����� " ��#"� "�#� %�� �&����1 ��$ .��� , �#�+��� ) C���
�!�#� , �#$�& ' �� ���� $�� ( ' ��, , �#$ &$�#"�� %� 3��,�%�$ �# �# ���!��$��� "� ���+%>, �
"� ��%���$ �# "� ��, , �$� ) C��� #��� ��, , �� �#�� $� ��#��#$�& ��� %� ��%�1�$ �# % #&� ��
"� �� ���+%>, � ' %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ' �$ "&!�%���& �# �%-�� $�, � � �%B#�,  �% �3?
���� "�#� %�� ��+��� "� "�-�& +��#& ' �� � ' ��� �1$�#� �# ' "�#� %�� -������ "� %��-���
��+ ������#$� +��#&� ) C��� �!�#� , �� ��& %� ���$ " ��#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�#� %��
��+��� + #� ��� ��� 7
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3� � %� ����-� ) C��� �!�#� �## "�##& �# �%-�� $�, � " �����#" �%&�?
$� �� �+$�#�#$ �#�

(1 + 5
3e

+ o(1))
������1  , �$ �# "�#� %�� ��+��� "� "�-�& + ��#& ' �� .� 

�, &% ��� %� , � %%��� �%-�� $�, � ��##� ���� �� ��� )
C��� �!�#� �## ��&��#$& "�� �!�#�&�� �%-�� $�,  .��� ���� %�� ���+%>, �� "� ,�%$ ��$

�#$ �� �$ 3���$ �##� �� "�#� %� ���� $�� T ) C��� �!�#� "�##& �# �%-�� $�, � " �����#" 
�%&�$� ��  #��&, �#$�% � ��� % ������1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ �#$ �� ) % �$ !&� ��� %� + ��� # " ��#
��%��% ��� "� "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ���� % ��%-�� $�, � ��&�&"�#$ ' #��� #��� ��, , ��
 #$&����&� ��1 �����1  , �$ �#� ��,+ #�$� ��� "� �� ���+%>, � ) �# �, �%�B�#$ "�� $���# .���
"� ��%��% "B#�,  .�� "�� �%�� ����$� ���,  #� ' #��� �!�#� �, &% ��& % ��# "�� , � %%����
�%-�� $�, � "� %� % $$&��$��� ) ��#� %� ��� "�� �&����1 "� ��$  , �% .�&� "�#� %� , �"&?
% ��$ �# "� ���$�-� ��$ .�� "� ���� $��  ' ��$ �%-�� $�, � #��� � ��, �$ " ��+$�# � �#�
���&%&��$ �# " ��# 3��$���

O
(

n4w2ε2

log n

) ��� ���� ��$ / %� ��, �%�1  $& , �B�##� "� � , �%�1�
��� %� ���-��, , � % #&� �� ������� �#"�#$ )
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Q �%�� ���� ���� ��� "�#� #�� $��!��1 ' #��� �!�#� ��#�$�$& �#� " �$�#�� ��#� "&��+%�

�#$�� % ��#�%B�� $�&�� .�� �$ %�� �&��%$�$� �1� &� , �#$��1 "�� ��������� " �����#" �%&�$� ��� )
�# �� �$ ' ��� "�� � $��$ �# ���$ .���  ����� "� % ���$ ,  ��$ �# "�� �&����1 ��$ .�� " � #3��?
�$���$��� ' %�� �%-�� $�, �� "�##�#$ "� + �# , � %%���� �&��%$�$� .�� �� .�� -���#$ ���#$ %��
�#�%B��� ���+�+ % �$�� ) 	% 3��$ "&$��,  #�� %� ���$ "�#� ��$$� " �$�#�� "�� ���$ ��%�� $&�
�$���$���%%�� "�� �&����1 ' �$ ��%%� "� %� $��� -��#"� -&#&��% $& "�� �&��%$�$� ���+�+ % �$��
.�� #��� �$ % ��#� ) � ���$�� ���$ '  % ��#! �#$ $��� ���� "� �� "�, �#"�� � �# �%-�� $�, � �
�$$� #$ %� , � %%��� ��$ � " ������1  , �$ �# ���� +%� ' �� "� �������� / % ��, &% ���� ) �# ���$ ?
��% �� ' %�� ���������� �� !�#$�� #��� ��,+%�#$  #$&�����#$�� )

• �#� &$�"� $�&�� .�� " ������1  , �+ % $& "� %�
(k, c)

� ��%���$ �# "�� �B� ��-������ ���$�
/ 3� �� ) �# ���$ ' % ��%-�� $�, � "� �� -�$�# �$ ��%% ) OHSS *P ���"� $ "�� ��%�$ �#� " ��#�
.��% $& ������ "� %� , � %%���� "�#$ % ��1  �$�#�� ��$ -���#$ � O!� #  !���# *UURP ' , � �
����# �&��%$�$ #&-�$ 3 # ��1  �$� ��� % ��1  �$�#�� " ��#� �, &% ���$ �# )

• ��#���#�#$ %� ��%���$ �# "� ���,  #� ' #��� � �#��#� ���!� � �, &% ���� % ��%-�� $�, �
"� ��%�$$� �$ ��%% ) OHSSSP ) ��%� ?� � ��$ � � #$����&$�� ��, , � �# ����#" �%&�$� ��
 #��&, �#$�% -� "& ��� �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� &.� % +�&� ' �$ #��� �������#�
�# �%-�� $�, � �� !�#$ %� , �, � , &$��"� ' , � � �# &$�#$ -� "& ��� �#� ��%���$ �#
3���$ �##� �� ��$ , �%� ) C��� +�$�#� $��$�3� � ��� %� " � ��%$& "� �����$&� ��� %��
" �$� +�$ �#� "�� $����� "�� ��%���$ �#� 3���$ �##� ��� ��$ , �%�� )

• �� ��� "� ��%��% "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ��$ " �&��#$ ) �# "&� $ " ��# +�# ��, ?
���$�, �#$ $�&�� .�� ' #�$�� �%-�� $�, � ' ��, , � ��%� "� � %� ����� OHSSSP ' , �$ �#
� �� "�� !�%���� �1$��, �, �#$ ��$ $�� ' "  � � %�, �#$ �1�%� $�+%�� �# ���$ .�� � ��� �#
�&���� /

100
��, , �$� �$ �!��

ε = 1
100

' %� %�#-����  #  $ �%� "�� ���� ��$ "� % ���"��
"�

10−200 ) � �#� �#�  , �%&, �#$�$ �# ����%%� ' ��� !�%���� ��#$ ��#� "&�&�� #�%%�� ���
%� , ��� #� ) �#� �$��$&- � ��-, �#$�#$ ���-���� !�, �#$ %� ��&� � �# "� ��%��% #���
��,+%� ������� &� ���� ��% �� / �� ���+%>, � O���"��$ ' �  !�#� ' �$ ����� HSSP )
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C�� ���������� #��� �#$ �, �#&� / �#!  ��-�� "� #�,+������ � ���� ��$ !�� "� ��������� '

#�$�, , �#$ �# " ���$ �# "� �$���$���� ��,+ #�$� ��� �$ " ��%-�� $�, �� / , �, � "� ���#"��
�# ��, �$� " ���$��� $B� �� "� ���+%&, �$ .��� " ���$ ,  ��$ �# �$ "� �&����1 )

�#� "�� �� #� ��%�� !� �� .� � % #��� ��,+%�  , � ��$�#$ " ��1�%���� ��#���#� %�� �&����1
"B#�,  .��� ) �� �&�% $& "�� �&����1 ��$ &! "�, , �#$ "B#�,  .�� ' .� � % � ��- ��� "�� �&����1
%�� �%�� ������� "�� �$ % ��$���� � �D %� "B#�,  .�� ���>$� " ���$�, �#$ % ���$ !  $& "�� $��,  ?
#��1 ' �%&�$� �� �$ $�>� �� ���" .�� � ���.� ���1 �&����1 " � #3���$���$���  #$����#$ #�#$��1
� �D ' "� 3� $ "�� �-�&-�$ �#� ������� !�� "�� ��1 "� "�##&�� ' %� "B#�,  .�� ��$ + �������
�%�� % ��&� ��� "�� �� �$� �$�$ �$ .��� ' �$ � ��$ �$�� .��� "&$��,  # �$� � �# �����#$ ���
%�� �&����1 �D %� , &" � ��$ %�  , �, � "B#�,  .�� ' ��, , � %�� �&����1 ��" � ��� �1�, �%� )
��� ���+%&, �$ .���  ����� "� ��� ��#� "&��$ �#� "&� �#"�#$ 3��$�, �#$ ' / ���,  >�� !�� '
"� $B�� "� "B#�,  .�� �$ "� $���#�%�- � ��#���#&�� ) � � #�,+������ &$�"�� ��#$ 3� $�� '
, � �  % , �#.�� %�� ��$ %� � ��, �$$�#$ "� ��#3��#$�� %�� ����� ���� �#$�� �%%�� �$ "� ���-���?
��� ��%%��$ !�, �#$ ' �� % �� "� ���B�%�� "��  "&�� � ,  %� ��� "�#� "�� ��#$�1$�� %&->��, �#$
" � &��#$� )

� �#� �� "�, � #� ' %� �&�% ��$ �# " ��#� �# ��$ �# "�� ���+%&, �$ .��� " ���$ ,  ��$ �#
��$ "�#� ���� %� , � #� #&����� �� ) I��� ��$�#$ ' �%%� # ���$ ���  , , &" �$� ) �# ���$ ' �# ��&?
��.� � , �� ��� ��$ %� "&!�%����, �#$ "� #�$ �#� ��,+ #�$� ��� ���#�#$ �$���$���%%�, �#$
�# ��, �$� "�� ��� ��$� "B#�,  .��� ) ��� ��&,  ��� " ��# $�% "&!�%��� �, �#$ ������ ���#$ '
#�$�, , �#$ ' "�#� %� #�$ �# "� � 78 � <� ��56	 9:� � O=� ���# �$ ��%% ) HSSP ' �� "�#� %��
��%��%� "� � 59� ��;8� :�	 <� O2��%�� �$ !��$�%%� HSSHP ) ��� #�$ �#� ��,+ #�$� ��� �$ �%-�?
� $�,  .��� ' 3�#"&� ��� %�� $��!��1 "� ���" �$ ��%�����# O*UT�P ' ���##�#$ �$���$���%%�, �#$
�# ��, �$� %� "B#�,  .�� "&$��,  # �$� " ��#� $�� �%�- � ) � %%�� � ����% .��#$ #�$�, , �#$ /
%� , �"&% ��$ �# "� �&����1 "�#$ %� "B#�,  .�� ��$ ����$ !�, �#$ "&$��,  # �$� ' $�%� .��
%�� �&����1 "� $��#����$� 3����!  � ��� ��� �1�, �%� ' �� + �# / % ��#�%B�� ��, � &$ $ !� "�
���$���%�� ���� "�� �&����1 "�#$ %� "B#�,  .�� ��$ �%&�$� �� O����-� �$ !B��$ �� HSS*P )

��$ ����$ "� ��������� "� $ �$�� � ����� !  ' �� , � #� "�#� "��1 " ���$ �#� �� &� .��� )
� ��#� ���$ '  % 3��$ �#� �� � % ��#��,+%� " ���$ %� "  ���# +%�� ' � ��� �# ��#"�� % ��1�%� $�$ �#
��&��$ �##�%%� ���� +%� ) � ���$�� ���$ '  % 3��$ ���#"�� �# ��, �$� �$���$���%%�, �#$ %�� "B#�?
,  .��� �%&�$� ��� ) � ���$ ,  ��$ �# �� ���� "�� �&����1 "� $&%&��, ,�# ��$ �# %� #&���� $� )
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• �-����% ' % )' C ) 2 �B�% ' �$ C ) !�1�#� OHSSHP ) I� 	%�!  �  # I ) �
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� ��
� � � 	����� 	�������� �� ���������B  ��!�" # 	���� $

• � "% ��� � I $� � $ � $ F ��& �"� � �� ! $ ���#�'��� OHSS (P $ � �����& �� )�F ! ����"��" !����
����"���% ��" ���* ��� ���*�+ % ���% �,����� !"�&��% � $ ���- ./	0123 /1 4 56� 67 2�
56/1 �� O(P � (UU� 888 $

• ������� � 9 $� 	 $ ��"�������� � : $ ;�"���� � < $  �=��% ���� � �� >$ >�"����� O8SS (P $ !!�"��
��� ��% ���� ��*������� ���*�"���� �� ���#�!����� �"�� �����"=� $ �� ?/0?56@23 �/� A�
5?0 � @6?1 @? ��� O(#8P � ����UB $

• ������� � 9 $� 	 $ <�"�������� � < $  �=��% ���� � �� >$ >�"����� O8SSSP $ � ����% �,�� !���
����"��� �� &���"C �"��� $ 	� : $ D $ �� <�%!���" !������ OE� $P � ����4F ���� 9���% �
(U( � !! $ RS� �($ !!"����"#9�"��� $

• �������� � ; $� >$ <"�����,� � ; $ ;�%&��� � 9 $  ��� � � $ % �"������#!!����%��� � �� % $ >"�#
���� O(UUUP $ �/� 3?� 65� 21� � 0/� 6� 256/1$ !!"����" $

• )�"��� � ! $� >$ )�C*�� � � $ � $ ; �&& ��� � �� ! $  $  �"���C O(UUUP $ ����C��� ��� ������ ��
"�������� %����G& �" ��*�������#"����� �!����� �"���!�"� �����"=� $ . /A0123 /H � 6I� 5�
J2�? �?@�1/3/I� �� OTP � �B� �TB $

• )������ � ! $� � $ � �"���"�� � �� ! $ !�� O8SSP $ % ���������� ���#!��"� �!!"�+ �% ��� ���"����
!���� ����" �������� �� ����� $ 	� � �-� ���- �4�� ��� $

• )���K���" � ) $ O8SSSP $ �/�� A16@256/1� �21� 3?� 0L� ?2A� / 56MA ?N 20 OA356 3?� 2I ? ?1
3/1IA?A0 P �/1P?$ >� $ Q $ ������ � ���*�"���' �� D���#!�!��� ����!���� $

• )���K���" � ) $� >$ � ��� � �� ! $ >�"����� O(UURP $ S!��% �� ��*�������#"����� %����������� $
��-��T � � 6N @0?5? �UU 36?P - 25V ?O 256@N 21P �/O W6125/0623 4U ?0256/1N � ?N ?20@V
21P �/OU A5?0 � @6?1 @? �� $
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• )����"� � ;���"���� � �� ����� O(UURP $ �"�� &��� � ><>� ��� ���#�!!"�+ �% �&����C # ����"��
����� "������ $ ���- ./A0123 /H �/OU A561I � �� RSB�U (T $

• )�"�� � < $ O(URP $ �02U V ?N$ >�"�� � ;������"#9 ����"� $

• )�"%��� � � $#< $� : $ ;�"���� � � $ >'"����� � � $ � $ � ������� � �� � $ 9����"� O(UURP $ E� #
����� ��������*� ��%%��������� �� �!����� �����"=� $ 	� ����� ���� 9���%� (SUU ��
�?@5A0? � /5?N 61 �/OU A5?0 � @6?1 @?� !! $ T�B� TRT $ �!"����"#9�"��� $

• )�"��% �� � Q $ �� � $ D $ ������= ��� O(UU�P $ �150/PA@56/1 5/ � 61 ?20 4U 56O 67 256/1$ ������
�������G� $

• )�������' � 9 $ �� 	 $ ������� O8SS(P $ �"��� ���� ��� % ���%�% G��#�� � �"��!��� ���
% ���% �� ��!�"���"� $ ���- . � /1 �/OU A561I �� O(P � 8 (8� 88 $

• )��=��� � � $� Q $ <����"� � � $#� $ :������ � < $ >��� � �� � $ � �*��� O8SSP $ �!!"�+ �% ���
%������%%����C ��� ��" �Q� �����"=� ������ $ 	� � $ � �& �C� OE� $P � ���4��4
��� D�% '"� (� �� >"��������� �� 	���"% ����� � �%�� � ������ � !! $ B� TR $ <�"�����
�������G� $

• )�� ���� � ) $� � $ ��""��"� � �� � $ ��""C O8SSP $ <�%!����� ���"���� � ������� � ��� ��"�%���
� ��"��C� �� �C��% �� �����"=� $ �15?01256/123 . /A0123 /H �/A1P256/1N /H �/OU A5?0
� @6?1 @? �� O8P � 8R�� 8RT $

• <�"�������� � 	 $� � $ ��""��"� � < $  �=��% ���� � � $ >'"����� � >$ >�"����� � �� � $ � �*���
O8SS (P $ �!!"�+ �% ��� �����"����� &�!�"���� ���� ����"��� $ 	� 9 $ : $ � $ )"�������
OE� $P � �� 	��� 9���% � 88
B �� �?@5A0? � /5?N 61 �/OU A5?0 � @6?1 @?� )���������� �
;�"% ��C� !! $ 8 (� ($ �!"����"#9�"��� $

• <�"�������� � � $� � $ ��""��"� � < $  �=��% ���� � � $ >'"����� � �� � $ � �*��� �8

 (� $ �"��#
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