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Introduction

1 Le modele de I’ion hydrogénoide confiné en électrodyna-
mique quantique non relativiste

L’ objet de notre these est I’étude de quelques propriétés spectrales d’'un modele mathéma-
tique d’atome d’hydrogene (ou, plus généralement, d’un modele mathématique d’ion hydrogé-
noide) dans le cadre de 1’électrodynamique quantique non relativiste : nous considérons un
systtme composé d’un noyau et d’un électron, traités comme des particules quantiques non
relativistes, en interaction avec un champ de radiation quantifié. Plutdt que d’assimiler le noyau
a un point fixe, obtenant par 1a un modele largement étudié dans Ia littérature, nous supposons
seulement ici que le centre de masse du systeme noyau-électron est confiné par un potentiel.
Comme nous le verrons dans la section suivante, ce modele est utilisé en physique théorique
pour expliquer [’effet Lamb-Dicke (voir [CTDRGO1b, CTO04]).

Dans le formalisme Hamiltonien de la physique quantique, I’énergie d’un systeme physique
est décrite par un opérateur auto-adjoint agissant dans un espace de Hilbert approprié. Pour
expliciter le Hamiltonien associé au systéme que 1’on considere, nous choisissons de travailler
dans les unités telles que i = ¢ = 1, ot i = h/2m, h est la constante de Planck, et ¢ la vitesse
de la lumiere. De plus, dans un souci de simplification, nous décidons de négliger les spins de
I’électron et du noyau.

Nous notons z; et p; = —iV,, respectivement les opérateurs position et impulsion de
I’électron, x5 et p, = —iV,, respectivement les opérateurs position et impulsion du noyau. La
charge et la masse de I’électron sont notées respectivement ¢; et m; ; de méme la charge et
la masse du noyau sont notées respectivement gs et mso. Nous €crirons de plus ¢1 = ¢, ¢o =
—Zq ou Z est un entier naturel correspondant au nombre de protons présents dans le noyau.
Ainsi, le cas Z = 1 correspond a I’étude de 1I’atome d’hydrogene, le cas Z = 2 correspond a
I’étude de I’ion Hélium chargé positivement He™. .. On considérera également la constante de
structure fine o := q* /hc. Physiquement, cette constante est approximativement égale a 1/137,
ce qui, dans une certaine mesure, pourra justifier un traitement perturbatif de quelques-unes des
questions que nous aborderons.

Définissons la masse totale associée au systeme ) et la masse réduite . par :

mim
M:=my+my , pi=—-— (1)

mi1 + mao

Les variables R, P associées respectivement a la position et a I’impulsion du centre de masse
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s’écrivent :
mi1T1 + ™Moo

R=——7—+= , P= . 2
i p1+p2 (2)

Les variables internes r, p sont quant a elles définies par :
r=m—z , =2 _2 3)

Heoomy Mo

Si on se place dans le cadre de la mécanique quantique, c’est-a-dire si on néglige la présence du
champ de photons, I’énergie du systéme est décrite par un opérateur de Schrodinger Hp,,+ qui
agit dans I’espace de Hilbert L?(R®) et que 1’on peut écrire sous la forme :

Hypurr = » =2+ V(r) + U(R). )

Le terme p? /2m,; correspond a I’énergie cinétique de la particule j (I’électron ou le noyau),
et I’opérateur de multiplication V' correspond a I’interaction électron-noyau ; nous supposons
que V est le potentiel attractif de Coulomb, dépendant donc de la variable interne r. Enfin,
le potentiel U, qui dépend de la variable R, correspond au confinement du centre de masse
inhérent a notre modele. Nous ferons différentes hypotheses sur le choix de U (voir section 2-
2), principalement en relation avec le caractere confinant de celui-ci. En séparant les variables
internes et les variables associées au centre de masse, on peut réécrire Hp,,+ sous la forme :

p2 PQ
Hpm:<ﬂ+v>®1+1®<m+U), (5)

en tant qu’opérateur de L2(R?) @ L?(RR?).

Nous plagcant maintenant dans le cadre de 1’électrodynamique quantique non relativiste,
I’espace des états que nous considérons est :

H = L*R% ® F,. (6)

La premiere composante du produit tensoriel, L?(R®), correspond toujours a I’espace des états
décrivant I’électron et le noyau. Quant a [’espace de Fock symétrique F;, il correspond a I’es-
pace des états du champ de photons polarisés ; nous décrirons précis€ément J dans la section
1-2. Le Hamiltonien de Pauli-Fierz agissant dans H et associé au modele de 1’ion hydrogénoide
confiné s’écrit alors formellement :

H[‘]/::Z%(pj®I—quj)2+]®Hf+U(R)®I+V(r)®]. (7)
j=1,2 J
L’opérateur Hy correspond a I’énergie cinétique du champ de photons libre (“libre” signifie
ici libre de toute interaction avec 1’électron ou avec le noyau); 1’énergie cinétique de la par-
ticule j est dorénavant représentée par (p; ® I — g;A;)?/2m;. Le potentiel vecteur du champ
électromagnétique, A;, correspond au couplage entre les particules non relativistes et le champ
de photons ; nous nous placerons en jauge de Coulomb pour le définir. D’autre part, une tronca-
ture ultraviolette sera imposée sur A;, c’est-a-dire que nous supposerons que les photons de trés
haute énergie n’interagissent pas avec le noyau ou avec 1’électron. Cette hypothese est requise
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ne serait-ce que pour définir convenablement 1’opérateur A;. Toute notre étude, en revanche,
sera valable sans avoir recours a une régularisation infrarouge.

Notre objectif est d’étudier quelques propriétés spectrales de I’opérateur H;, en particulier
I’existence d’un état fondamental et I’existence de résonances. Insistons sur le fait que la situa-
tion envisagée dans cette these est sensiblement différente par rapport a la situation représentée
par un modele avec noyau fixe. En effet, le Hamiltonien H}; décrit un atome (ou un ion) pour
lequel seul le centre de masse est confiné ; le noyau et 1’électron n’interagissent que par 1’in-
termédiaire du potentiel de Coulomb. Ainsi, par exemple, il nous faudra tenir compte d’états
pour lesquels le noyau et I’électron sont situés “loin” I’un de I’autre, tandis que leur centre de
masse reste localisé autour de I’origine. Le fait que I'opérateur H}, (obtenu en faisant V' = 0
dans H};) ne soit pas invariant par translation (contrairement au cas d’un modele avec noyau
fixe) nous obligera a mettre en place un nouveau traitement lors de la preuve de 1’existence d’un
état fondamental. Au cours de notre étude des résonances, nous utiliserons le caractere confi-
nant de U pour contrdler I’interaction champ-particules (plutdt que d’insérer une troncature
spatiale en la variable R), ce qui, une nouvelle fois, nécessitera la mise en place d’un nouveau
traitement. Mais voyons tout d’abord en quoi ce modele d’ion d’hydrogénoide confiné permet
de comprendre certains aspects de 1’effet Lamb-Dicke.

2 Deffet Lamb-Dicke

Une image bien établie, dans le cadre de la mécanique quantique, est celle de systémes
atomiques émettant ou absorbant de la lumiere en passant d’un état d’énergie a un autre. Pour
souligner I’intérét du modele de 1’ion hydrogénoide confiné par son centre de masse dans la
compréhension de I’effet Lamb-Dicke, observons tout d’abord ce que I’on obtiendrait pour un
autre modele d’ion hydrogénoide, celui pour lequel le noyau est trait€é comme un point fixe.
L’ opérateur de Schrodinger associé agirait alors dans L?(R?) et se réduirait 2 :

pi
Hy = — + V(xy). ®)
2m1
Le spectre de H; est bien connu : il se compose d’une suite de valeurs propres strictement
négatives (£;);>o s’accumulant en 0, et de la demi-droite [0, oo[ de spectre absolument continu
(cf-figure 1).

0

° ° o oo
E, E, E, ..

FIG. 1 — Spectre du Hamiltonien associé a un électron et un noyau fixe

Si I’électron se trouve dans un état initial d’énergie £ , il pourra ainsi “tomber” dans un
état d’énergie inférieure £, par émission spontanée d’un photon d’énergie F;, — Ej,. Le spectre
de diffusion du systeme physique sera donc constitué de raies de différentes largeurs et de
différentes intensités, centrées en les énergies L, — L.

Revenons maintenant a un modele naturellement plus conforme avec la réalité, dans lequel
le noyau est, comme 1’électron, traité comme une particule mobile. Imaginons toutefois un
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instant que le mouvement du centre de masse est libre (autrement dit, on retire le potentiel
confinant U dans la définition de H,,,; donnée en (4), si bien que le modele est invariant par
translation). Alors, pour obtenir I’énergie d’un photon produit par émission spontanée, il faut
retrancher a I’énergie de transition électronique F;, — £, une énergie “de recul” subi par le
centre de masse, et ajouter un terme correspondant a I’effet Doppler. Plus précisément, en notant
k I'impulsion du photon émis, on a (puisque 1’énergie et I’impulsion totales sont conservées) :

K> kP

kl=E, —E, — — + ——
|‘ ll l2 2M+M7

®)
ol P désigne I’'impulsion du centre de masse avant I’émission du photon. Le terme k% /2M est
I’énergie de recul et le terme k. P/M correspond a 1’effet Doppler. Rappelons que nous avons
posé pour simplifier o = ¢ = 1.

Finalement dans le cas qui nous intéresse, ou le centre de masse du systeme atomique est
confiné, la situation est encore différente. Si par exemple U(R) — oo lorsque |R| — oo,
I’énergie associée au mouvement du centre de masse ne peut prendre que des valeurs discretes ;
le spectre de 1’opérateur P%/2M + U agissant dans L?(R?) est en effet, dans ce cas, purement
discret. Nous notons (e,,),>o la suite de ses valeurs propres, si bien que, d’apres 1’égalité (5), le
spectre du Hamiltonien H,,,; prend la forme décrite a la figure 2.

o—o o o—o ¢ 1 1 1
Eotey Epte; Egpte,... E,+tey E;te; Ejte,... €& © 6.

FIG. 2 — Spectre du Hamiltonien associé a un électron et un noyau mobiles dont le centre
de masse est confiné

Considérons par exemple le systeme dans un état initial excité associé a I’énergie F; +
ep ; autrement dit, 1’électron se trouve sur la “couche” d’énergie FEi, et I’énergie associée au
mouvement du centre de masse prend sa plus petite valeur ey. Supposons de plus que e; — ey <
Ey — Ey. On peut alors envisager que 1’ion tombe dans un état d’énergie Fy 4+ e;, en émettant un
photon d’énergie E; — Fy + ey — e1. Ce processus d’émission se généralise d’ailleurs aisément
aux autres énergies possibles £, — Ej, + e,, — e,,. Ainsi, dans le spectre de diffusion du
systetme physique n’apparaissent plus seulement les raies d’énergie E;, — Ej, correspondant
aux transitions €lectroniques ; de nouvelles raies d’énergie £, — £, + e,,, — e,,, sont présentes.
Ceci constitue une base pour justifier I’effet Lamb-Dicke.

Sous certaines hypotheéses physiquement cohérentes (approximation des grandes longueurs
d’onde, confinement suffisamment *“fort”), on peut constater (voir [CTDRGO1b] ou [CT04]) que
les transitions les plus probables sont celles pour lesquelles 1’énergie associée au mouvement
du centre ne change pas, c’est-a-dire que pour [; # I, la probabilité de transition d’un état
d’énergie Fj, + e,, vers un état d’énergie Fj, + e,, est petite dés que n; # no. En d’autres
termes encore, les raies correspondant exactement aux transitions électroniques sont nettement
plus intenses que les autres ; elles ne sont de plus ni élargies par effet Doppler, ni déplacées par
effet de recul. La suppression de 1’effet Doppler et de 1’énergie de recul est appelée dans ce cas
effet Lamb-Dicke.

Historiquement, ce modele de systeme atomique confiné par son centre de masse semble
avoir été considéré pour la premiere fois par R. H. Dicke (voir [Dic53]). Dans cet article, le
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phénomene étudié est la réduction de la largeur Doppler des raies émises par un gaz dense;
I’auteur suppose que le grand nombre de collisions entre les molécules du gaz dense a pour
effet de confiner les centres de masse des molécules émettrices dans des puits de potentiel.
Plus récemment, 1’hypothése d’un confinement par le centre de masse et 1’effet Lamb-Dicke
ont été utilisés pour étudier le refroidissement d’atomes ou d’ions par des lasers, par exemple
pour ce qui appelé refroidissement sideband en physique théorique. Citons a ce sujet [WI79],
[DBIW89] pour les atomes ou [WD75] pour les ions. Décrit en quelques mots, le principe du
refroidissement sideband est le suivant : un systeme atomique est préparé de telle facon que
son centre de masse est confiné par un potentiel, comme dans la situation envisagée plus haut.
On suppose que I’atome ou I’ion est au départ dans un état d’énergie interne minimale F et
d’énergie externe égale a e;. Le but est de “refroidir” le systeme atomique en diminuant I’énergie
associée au mouvement du centre de masse. Pour ce faire, on commence par “éclairer” I’atome
ou I’ion a I’aide d’un laser produisant des photons d’énergie 'y — Ey+e;_1 — e; ; le systeme est
alors excité jusqu’a un état d’énergie E;+e; 1. Ensuite, si les conditions du régime Lamb-Dicke
sont satisfaites, le systeme “retombe” dans un état d’énergie Fy + e;_; par émission spontanée
d’un photon d’énergie E; — Ej, comme le prévoit I’effet Lamb-Dicke. Le processus se répete,
en principe, jusqu’a ce que I’atome ou I’ion atteigne un état fondamental d’énergie F + €.

Pour conclure cette section, signalons que la discussion qui précede est mieux adaptée au
formalisme de I’électrodynamique quantique. En effet, dans le cadre de la mécanique quan-
tique que nous venons d’envisager, les énergies E; + e,, sont des valeurs propres ; elles sont
donc associées a des vecteurs propres, eux-meémes assimilés a des états physiques stables, qui
ne sont en toute rigueur pas susceptibles de tomber dans des états d’énergies inférieures. Le
couplage avec les photons introduit par I’électrodynamique quantique permet de lever cette dif-
ficulté puisque, comme nous le verrons, les valeurs propres £ + ¢, “disparaissent” pour devenir
des résonances. Les états d’énergie voisine de £ + e,, deviennent en particulier effectivement
instables lorsque le couplage avec les photons est ajouté ; une estimation de leur temps de vie
est fournie par la localisation des résonances. Les raies sont également légerement déplacées
en raison de I'interaction entre les particules non relativistes et les photons. On parle parfois
de déplacement de Lamb. Celui-ci peut d’ailleurs étre calculé, encore une fois, en localisant les
résonances. Nous reviendrons plus précisément sur ces points liés a I’étude des résonances dans
la section 4 de notre introduction.

3 Existence d’états fondamentaux

En physique quantique, le probleme de I’existence de systemes stables est 1i€¢, mathémati-
quement, a [’existence d’états fondamentaux pour les Hamiltoniens associ€s aux systemes que
I’on considere : si un certain systeéme physique est stable dans son état d’énergie minimale, on
s’attend a ce que I’infimum du spectre du Hamiltonien associé soit une valeur propre.

Considérons tout d’abord I’équation de Schrodinger de la mécanique quantique non rela-
tiviste : I’énergie d’un atome, d’un ion ou d’une molécule est représentée dans ce cas par un
opérateur de Schrodinger agissant dans un espace de Hilbert H,,,:. Ainsi comme nous 1’avons
vu, pour le modele de I’ion hydrogénoide confiné, H,.+ = L*(R®). D’une maniére générale,
H,are représente les états d’un nombre fini N d’électrons, de charge négative —e, interagissant
avec un nombre fini M de noyaux, de charge positive Z;e (ou pour 1 < 7 < M, Z, représente le
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nombre de protons dans le ieme noyau). Chaque noyau est considéré comme une particule, et
I’interaction, attractive ou répulsive selon le cas, entre deux particules (un électron ou un noyau)
est décrite par le potentiel de Coulomb (si I’on se place en jauge de Coulomb). En supposant
par exemple que les noyaux sont fixes, et que N < Z£1 Z;, Iexistence d’un état fondamental
pour I’opérateur de Schrodinger associé est bien connue. La condition N < Zf\il Z; signifie
que I’on s’intéresse a des atomes, des molécules ou des ions chargés positivement. D’ailleurs,
sous cette méme condition (et si encore une fois les noyaux sont assimilés a des points fixes),
il est en fait prouvé que le spectre du Hamiltonien de Schrodinger est composé d’une suite infi-
nie de valeurs propres isolées strictement négatives, puis de la demi-droite de spectre essentiel
[0, 0o[ (cf:[Zhi60]). Signalons pour conclure ce paragraphe que la question de la stabilité de
la matiére en mécanique quantique est étudiée notamment dans [Lie91]; en ce qui concerne
I’étude des opérateurs de Schrodinger et de leurs propriétés, renvoyons par exemple a [Kat66],
[RS80], [RS75], [RS78], [CFKS87], [HS96] et aux références données dans ces livres.

Dans le cadre de I’€électrodynamique quantique non relativiste, I’atome, I’ion ou la molécule
que I’on considere interagit également avec un champ de radiation quantifié. Le Hamiltonien
associé agit alors dans un espace de Hilbert H = Hp,+ ® Hy, ou 'H, correspond aux états
du champ de radiation. Celui-ci est d’ailleurs généralement traité comme étant un champ de
bosons, c’est-a-dire qu’un état décrivant n particules du champ de radiation est supposé étre
symétrique sous I’échange de deux quelconques de ces particules (on parle parfois de statistique
de Bose-Einstein). En ce qui concerne par exemple le modele de I’ion hydrogénoide confiné,
nous avons vu que H, = F,, ou F; est I’espace de Fock symétrique du champ de photons
polarisés. Ecrivons, d’une maniere générale, le Hamiltonien associé a un systeme atomique
couplé avec un champ de radiation sous la forme :

H:Hpart®I+I®Hf+H[(Oé):H0+H](()é). (10)

Comme précédemment, H,,,; correspond a I’énergie du systeme atomique et agit dans Hp,,¢ ;
de méme, H correspond a I’énergie du champ de radiation et agit dans H; ; enfin H;(«), qui
agit dans H, correspond a I’interaction entre le systeme atomique et le champ de radiation.
L’ opérateur H;(«) dépend d’ailleurs d’une constante de couplage c.

Pour un tel modele, si la masse des bosons est supposée nulle, I’'infimum du spectre du
Hamiltonien se révele le plus souvent étre également I’infimum de son spectre essentiel. Pour
le modele de I’ion hydrogénoide confiné associé a H};, le spectre est ainsi de la forme suivante
(voir figure 3) :

o(HY) = [inf o(H}),00]. (11)

o(HY)

-
L
FIG. 3 — Spectre de H};

Ceci est dii au fait que I’on peut toujours imaginer des bosons d’énergie arbitrairement petite
venant “s’ajouter’” a un état donné. C’est cette caractéristique qui rend le probleme de I’existence
d’un état fondamental difficile : I’infimum n’est pas isolé du reste du spectre (contrairement a

la situation mentionnée plus haut pour les opérateurs de Schrodinger).
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Si, en revanche, on est en présence d’un champ de bosons massifs, et si on traite le probleme
de fagon perturbative, la question de I’existence d’un état fondamental devient alors assez facile
arésoudre. En effet, dans le cas de bosons massifs (on remplace H; par H;(m) avec m > 0), un
“gap” apparait entre 1’énergie fondamentale et I’infimum du spectre essentiel du Hamiltonien
non perturbé H,. Pour des valeurs suffisamment petite de la constante de couplage «, I’exis-
tence d’un état fondamental s’obtient alors par des arguments habituels utilisés dans les théories
perturbatives. Toutefois, pour des valeurs quelconques de «, les théories perturbatives ne sont
plus valables et I’existence d’un état fondamental demeure un probleme difficile a résoudre,
meéme dans le cas de bosons massifs.

Récemment, de nombreux auteurs se sont intéressés a de telles questions. Dans [HS95],
M. Hiibner et H. Spohn prouvent I’existence d’un état fondamental pour un modéle spin-boson
(“spin-boson model”), ¢’ est-a-dire un systeme atomique a 2 niveaux (H,q,+ se réduit alors a une
matrice 2-2) linéairement couplé a un champ de bosons scalaires. Dans [AH97], A. Arai et M.
Hirokawa obtiennent le résultat pour un modele qu’ils appellent modele spin-boson généralisé
(“generalized spin-boson model’”). Ces deux résultats sont démontrés pour des valeurs suffi-
samment petites de la constante de couplage. Dans [DG99], J. Derezinski et C. Gérard prouvent
I’existence d’un état fondamental pour un modele de systeme atomique confiné, linéairement
couplé a un champ de bosons scalaires et massifs ; aucune restriction sur la constante de cou-
plage n’est imposée. D’ailleurs nous serons amenés a utiliser dans notre these plusieurs outils
développés dans [DG99]. Dans [Gér00], pour toutes valeurs de la constante de couplage, C.
Gérard prouve I’existence d’un état fondamental pour un systeéme d’une particule quantique
confinée, linéairement couplée a un champ de bosons scalaires et, cette fois-ci, sans masse ;
on parle parfois, pour nommer ce modele, de modeéle de Nelson. Jusqu’a présent, dans tous
les modeles que nous venons de citer, le couplage entre le systtme atomique et le champ de
bosons est linéaire. Dans ce cas, une régularisation infrarouge doit étre imposée a 1’opérateur
décrivant I’interaction afin d’obtenir I’existence d’un état fondamental (en plus d’une tronca-
ture ultraviolette). En effet, il est prouvé qu’il n’existe pas d’état fondamental appartenant a H,
si I’on considere un couplage linéaire sans régularisation infrarouge (cf.[AHH99], [LMS02],
[Hir06]).

En ce qui concerne maintenant le modele standard de [’électrodynamique quantique non
relativiste, parfois appelé modeéle de Pauli-Fierz, 1’existence d’états fondamentaux est établie
méme sans régularisation infrarouge. Le modele de Pauli-Fierz décrit un systeme atomique
couplé de facon dite minimale a un champ de bosons quantifié. Il provient de la quantification
des équations de Maxwell-Lorentz, pour lesquelles une régularisation est imposée a la densité
de charge des électrons et des noyaux (voir par exemple [CTDRGO1a], [Hir04], [Spo04]). Cette
régularisation se retrouve d’ailleurs dans le Hamiltonien de Pauli-Fierz au travers de la tronca-
ture ultraviolette qui apparait dans I’opérateur associé a I’interaction entre le systeme atomique
et le champ de bosons. L’opérateur H}; défini formellement en (7) est un exemple de Hamilto-
nien de Pauli-Fierz.

Dans [BFS98a, BFS99], en supposant seulement que I'infimum du spectre de Hy,,; est
une valeur propre discrete, V. Bach, J. Frohlich et I. M. Sigal montrent I’existence d’un état
fondamental pour le modele de Pauli-Fierz sans régularisation infrarouge et pour un champ
de photons de masse nulle. Le résultat est obtenu pour des valeurs suffisamment petites de
la constante de couplage, en considérant un nombre fini de noyaux fixes. Par ailleurs, dans
[Hir99], en utilisant des méthodes différentes, F. Hiroshima obtient également 1’existence d’un
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état fondamental pour le modele de Pauli-Fierz, mais avec une régularisation infrarouge ; dans
[Hir00], il étudie la multiplicité des états fondamentaux (en supposant qu’il en existe), par des
méthodes d’intégrales fonctionnelles. Ceci est fait en négligeant les spins des électrons et des
noyaux. Dans [GLLO1] (voir aussi [Gri02] pour la preuve de ’'un des résultats), M. Griesemer,
E. H. Lieb et M. Loss prouvent I’existence d’un état fondamental pour le modele de Pauli-Fierz
(avec noyaux fixes) pour toutes valeurs de la constante de couplage. Pour ce faire, ils ont recours
aux conditions de liaison suivantes :

VN’ € Ntelque 0 <K N'< N —1, Ey < En +EY% n. (*)

Dans I’équation précédente, £y désigne I'infimum du spectre du Hamiltonien de Pauli-Fierz
pour N électrons (et un certain nombre M de noyaux fixes) ; ES désigne I'infimum du spectre
du mé&me Hamiltonien, si I’interaction entre les électrons et les noyaux est retirée. Achevant la
preuve de I’existence d’un état fondamental, E. H. Lieb et M. Loss prouvent dans [LLO3] que
les conditions de liaison () sont effectivement satisfaites pour toutes valeurs de la constante de
couplage, pourvu que N < Zﬁl Z; (ici encore, Zf\il Z; désigne le nombre total de protons
dans le systeme atomique considéré).

Terminons cette section en disant quelques mots de modeles pour lesquels les noyaux sont
considérés comme mobiles. Si aucune restriction n’est imposée (comme par exemple le confi-
nement par le centre de masse dans le cas du modele de I’ion hydrogénoide confiné), le systéme
est alors invariant par translation. Mathématiquement, cela se traduit par le fait que le Hamil-
tonien associé au systeme commute avec 1’opérateur d’impulsion totale. Du fait de I’invariance
par translation, il ne peut exister d’état fondamental. Cependant, le Hamiltonien admet une
décomposition en intégrale directe H = fﬂg H(P)dP, et on peut se demander si le Hamilto-
nien H (P), pour une impulsion totale constante égale & P, admet ou non un état fondamental.
On pourra trouver des réponses a cette question, pour les modeles de Pauli-Fierz et de Nelson,
dans, entre autres, [Fr673], [Fro74], [Che02], [M@l05], [AGGO06], [LMS06], [HHO06].

4 Résonances et absolue continuité du spectre

Dans le cadre de la mécanique quantique, pour des opérateurs de Schrodinger (toujours
notés H,,,), de nombreuses €tudes sur les résonances ont ét€ menées. Citons par exemple
[ACT1], [BC71], [Sim73], [Sim78], [RS78], [Sig84], [Hun90], [HS96]. Sous certaines condi-
tions, on peut montrer que la résolvante d’un opérateur de Schrodinger admet un prolongement
méromorphe, depuis le demi-plan supérieur C* dans une partie du demi-plan inférieur C~ ; une
résonance peut alors alors étre définie comme étant un pdle complexe de ce prolongement.

En ce qui concerne la présente étude, nous nous bornerons a définir une résonance a partir
de la méthode des dilatations complexes (voir [AC71, BC71]). Dans ce cas, toujours en ce qui
concerne les opérateurs de Schrodinger pour I’instant, on considere une famille d’opérateurs
“dilatés” H,(6), le parametre 6 appartenant a un voisinage complexe de 0. Les dilatations
que nous utiliserons ici pour définir les opérateurs fermés H,,,,(¢) sont celles qui transforment
les variables de position x;, associées aux particules, en eea:j. Il existe cependant d’autres fa-
milles de transformation mieux adaptées a certains potentiels pouvant intervenir dans M,
(voir par exemple [Sig84], [Hun86], [HS96]). Les dilatations complexes permettent de définir
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une résonance de la facon suivante : on appelle résonance toute valeur propre complexe de
H,.r(0) située strictement dans le demi-plan inférieur, et ne dépendant pas de 6 ; on renvoie
aux références citées plus haut pour une définition plus précise.

Physiquement, une résonance proche de 1’axe réel illustre I’existence d’un état instable dont
le temps de vie est suffisamment long. La partie imaginaire d’une résonance est donc liée au
temps de vie de I’état “associé” ; la partie réelle correspond quant a elle a I’énergie du méme
état. Des résonances apparaissent ainsi fréquemment comme perturbations de valeurs propres
d’opérateurs auto-adjoints : 1I’état stable associé a la valeur propre de I’opérateur non perturbé
“disparait” sous I’effet de la perturbation, et donne naissance a un état instable, parfois qualifié
de métastable. 11 est toutefois difficile, en général, de déterminer une approximation fine d’un
état métastable associé a une résonance, méme par un développement perturbatif (¢f.[Hun90]).

BN

La recherche de résonances associées a un opérateur H,,,; implique la localisation du
spectre du Hamiltonien dilaté H,,,(#). Or, une propriété bien connue est la suivante : si un inter-
valle réel I est inclus dans I’ensemble résolvant de H,,,(), alors le spectre de H,,,; dans I’in-
tervalle I est absolument continu. En plus de 1’étude des résonances, les dilatations complexes
permettent donc d’obtenir des informations sur le spectre d’un opérateur. Il n’est cependant pas
nécessaire d’y avoir recours, en général, pour établir 1’absolue continuité d’un spectre ; citons
notamment la théorie de Mourre (cf.[Mou81]), qui est également utilisée fréquemment dans le
contexte de I’électrodynamique quantique (cf.par exemple [BFSS99], [BFS98a], [FGS06]).

Reprenons la notation (10) et supposons connaitre un ensemble { E,, } de valeurs propres de
H,. En relation avec I’existence d’états physiques instables d’énergie proche de F,,, on s’attend
a ce que les valeurs propres non perturbées (excepté 1’énergie fondamentale £j) se changent en
résonances lorsque I’interaction H;(«) est ajoutée. Dans [BFS95, BFS98a, BFS98b, BFS99],
V. Bach, J. Frohlich et I. M. Sigal utilisent une notion de dilatations complexes dans le cadre de
I’électrodynamique quantique non relativiste, afin d’étudier les résonances et 1’absolue conti-
nuité du spectre des Hamiltoniens de Pauli-Fierz. Ainsi, dans [BFS98a, BFS98b], les auteurs
obtiennent I’existence de résonances pour un modele de Pauli-Fierz régularisé avec noyaux fixes
et constante de couplage suffisamment petite.

La méthode employée dans [BFS98a, BFS98b] pour obtenir I’existence de résonances est
basée sur une application d’un groupe de renormalisation. 1'idée est semblable a celle du
groupe de renormalisation de Wilson développée en physique théorique : on considere un
modele décrit par un certain nombre de parametres et avec un certain ensemble de degrés de
liberté. La premiere opération du groupe de renormalisation consiste a décimer [’ensemble des
degrés de liberté, ce qui a pour effet de modifier les parametre du modele. En quelque sorte,
la perte d’information due a la décimation des degrés de liberté se retrouve dans les nouveaux
parametres décrivant le modele. La seconde opération du groupe de renormalisation consiste
alors en un changement d’échelle, afin que les “anciens” et les “nouveaux’ parametres appar-
tiennent a un méme ensemble ; ceci permet en effet de comparer le modele initial et le modele
renormalisé. Les parties du modele correspondant a des parametres “de plus en plus petits” sous
I’effet de la renormalisation sont qualifiées d’irrelevantes ; celles aux contraires qui croissent
sous I’effet de la renormalisation sont qualifiées de relevantes ; et celles enfin dont 1’ordre de
grandeur reste le méme sont qualifiées de marginales.

En physique théorique, le groupe de renormalisation de Wilson agit dans un espace de La-
grangiens ; en revanche, le groupe de renormalisation développé par Bach, Frolich et Sigal
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agit directement dans un espace de Hamiltoniens. Cet espace est construit de facon a ce qu’il
contienne le Hamiltonien décrivant le modele que 1’on considere. La décimation de 1’ensemble
des degrés de liberté est assurée dans ce cadre par une application de Feshbach (cf.[BFS98a,
BFS98b, BCFS02, GHO7]). De plus, sous certaines restrictions, la partie du Hamiltonien Hy(«)
correspondant a I’interaction entre le systeéme atomique et le champ de bosons est irrelevante.
Elle disparait donc petit a petit sous I’effet du groupe de renormalisation ; c’est cette propriété
qui permet de localiser les résonances.

Notons plus précisément H (6) 1’opérateur obtenu par dilatations complexes et issu du Ha-
miltonien de Pauli-Fierz (avec noyaux fixes) H, écrit sous la forme (10). Considérons une valeur
propre discrete E,, de Hp,,+ de multiplicité m. La difficulté, pour étudier le comportement de
E,, sous I’action du couplage entre les particules non relativistes et le champ de photons, vient
du fait que, en tant que valeur propre de H,, FE, est a I’origine d’une branche de spectre es-
sentiel. Malgré cela, par une analyse du groupe de renormalisation, le fait suivant est établi
dans [BFS98a, BFS98b] : il existe m valeurs propres { £/ ()}, de H () distinctes ou non,
indépendantes de 6, et telles que :

Vje{l,...,m}, Ei(a) = B (12)

Ceci est illustré dans la figure 4 ; comme nous I’avons vu dans la section précédente, la premiere
des valeurs propres non perturbées F reste une valeur propre lorsque la perturbation est ajoutée.
Observons par ailleurs que le résultat (12) est prouvé pour un modele obtenu d’une part en ap-

Ed@) Eo(m=1) E,(m=1) E,(m=3)
| ‘
./ o [ ]
Ete) E3) S19)
E3 )

FIG. 4 — Résonances de HH

pliquant a H une transformation de Power-Zienau-Wooley (voir section 2-6), et d’autre part en
imposant une troncature spatiale a I’interaction entre les électrons et le champ de bosons. Cette
troncature permet de lever une difficulté apparaissant lorsque le groupe de renormalisation est
appliqué : la partie linéaire en « de la perturbation H;(«) est marginale si I’on n’impose aucune
restriction. On pourrait d’ailleurs également contourner cette difficulté en imposant a 1’inter-
action une régularisation infrarouge, mais celle-ci est peut-étre physiquement moins justifiée
qu’une troncature spatiale. Cette derniere permet de plus de dilater seulement les moments des

photons afin de définir H(0), et d’étudier ses valeurs propres. Autrement dit dans ce cas, on a
Ho(0) = Hpore ® I + 71 ® Hy.

Dans [BFS99] maintenant, les transformations complexes qui sont considérées dilatent a
la fois les positions des électrons (v; +— €’z;) et les moments des photons (k — e %k).
L’opérateur non perturbé H, devient dans ce cas, une fois dilaté : Hy(0) = Hpere(0) @ I +
eI ® H . Sans imposer de troncature spatiale a I’interaction (mais toujours pour un ensemble
de noyaux fixes et une constante de couplage suffisamment petite), il est alors établi que le
spectre de H est absolument continu dans un voisinage des valeurs propres non dégénérées
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E,. Plus exactement méme, le résultat de [BFS99] montre que le spectre de H est absolument
continu sur I'intervalle [inf o(H), ¥,,+] excepté peut-étre sur un voisinage de ses bornes. Le
nombre X, désigne ici le seuil d’ionisation (pour I’opérateur de Schrodinger H,,,+) défini
par Xyt = inf oess(Hpart)-

A propos de I’étude de résonances dans le cadre de 1’électrodynamique quantique non re-
lativiste, citons encore [BCFS02] qui permet de simplifier quelque peu la démonstration de
[BFS98a, BFS98b] conduisant a (12), en faisant appel a une application de Feshbach lisse ; ¢’ est
d’ailleurs cette application que nous utiliserons pour étudier les résonances de notre modele.
Dans [Che02], T. Chen applique la méthode du groupe de renormalisation pour étudier I’infi-
mum du spectre d’un Hamiltonien H (P) d’impulsion totale constante égale & P. Une approxi-
mation des €tats métastables plus fine que celle de [BFS99] est obtenue par M. Miick dans
[MiicO4]. Mentionnons enfin la thése [Fel02].

5 Principaux résultats et organisation de la these

Nous citons dans cette section nos principaux résultats, sans toutefois écrire toutes les hy-
potheéses dont nous aurons besoin pour leurs démonstrations. Nous renvoyons a la section 2-
2 notamment, ou sont listées la plupart des hypotheses que nous utiliserons. Par ailleurs, les
résultats que nous regardons comme les plus importants de cette étude sont les théoremes 0.4
et 0.6 ; leurs démonstrations ne semblent en effet pas pouvoir se déduire de fagon directe de la
littérature existant déja sur le sujet.

Notre these est divisée en trois parties. Dans la premiere, apres un chapitre consacré a des
définitions, notations et propriétés de base, nous définissons précisément le Hamiltonien H};
associé au modele de I’ion hydrogénoide confiné. Nous établissons plus exactement le caractére
auto-adjoint de H}; et en déterminons un domaine de forme explicite :

Théoreéme 0.1 Pour toutes valeurs de la constante de structure fine o et du paramétre de tron-
cature ultraviolette A, le Hamiltonien H}; est un opérateur auto-adjoint de domaine de forme :

QUHY) = QT +p3) NQUT) NQ(Hy), (13)

ou U™ désigne la partie positive de U. De méme, pour tout m > 0, le Hamiltonien massif
H};(m), obtenu en remplagant Hy par H;(m) dans la définition de H};, est un opérateur auto-
adjoint de domaine de forme :

Q(Hy (m)) = Q(p} + p3) N QU N Q(H;) NQN), (14)
out N est I’opérateur du nombre de photons.
Démonstration
Voir le théoréme 2.11 du chapitre 2. []

Nous établissons ensuite, toujours dans la premiere partie, [’analyticité de type (B) de la famille
d’opérateurs dilatés H}; (6) (obtenue en dilatant a la fois les positions de 1’électron et du noyau
et les moments des photons) :
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Théoréme 0.2 Pour tout 0 dans un voisinage complexe de 0, [’opérateur HY; () est strictement
m-sectoriel, de domaine de forme Q(H}Y (0)) = Q(HY,). De plus, 'application 0 — HY; () est
analytique de type (B).

Démonstration
Voir le théoreme 2.14 du chapitre 2. [

Dans la deuxieme partie de notre theése, nous nous intéressons a la question de 1’existence
d’un état fondamental pour H};. Notons que les résultats exposés dans cette deuxiéme partie
ont été annoncés dans [AF06b] puis démontrés dans [AF06a]. Nous résolvons le probleme de
I’existence d’un état fondamental de maniere non perturbative, c’est-a-dire pour toutes valeurs
de ¢ et A, en nous basant sur la méthode de [GLLO1]. La clé de notre démonstration réside dans
le choix des conditions de liaison suivantes :

() E(HY) < E(HY),
<C'L'>{ (i) E(HY) < E(HY).

Nous avons noté ici E(A) I'infimum du spectre de I’opérateur A auto-adjoint et semi-borné
inférieurement ; H) (respectivement H}) désigne de plus le Hamiltonien H}; dans lequel on a
remplacé U par O (respectivement V' par 0). Nous montrons tout d’abord que ces conditions de
liaison sont bien adaptées au modele de 1’ion hydrogénoide confiné :

Théoreme 0.3 Supposons que les conditions (C.L.) soient satisfaites. Alors, pour toutes va-
leurs de o et A, H}; possede un état fondamental, dans le sens ou :

3% € D(H), ||| = 1, Hy @ = E(H;)®. (15)

Démonstration

Voir le théoreme 3.14 du chapitre 3. [
La démonstration de ce théoreme suit celle de [GLLO1]. Toutefois, certaines différences, que
nous détaillerons, apparaissent. Par exemple, la preuve de la décroissance exponentielle de 1’ état
fondamental de H} (m) (voir section 3-2) ne nécessite pas le recours a [Gri02]. La définition

de H}/ utilisant les formes quadratiques permet aussi de justifier rigoureusement les questions
de domaines intervenant dans les calculs, a I’aide des égalités (13)-(14).

Nous montrons ensuite, dans le chapitre 4 de la partie II, que :

Théoreme 0.4 Pour toutes valeurs de « et A, les conditions de liaison (C.L.) sont satisfaites.

Démonstration

Voir les théoremes 4.2 et 4.15 du chapitre 4. [
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La démonstration de la condition (C.L.)() suit encore [GLLO1] et utilise essentiellement une
propriété d’invariance par translation de H|'. En revanche, dans la mesure ot H}, n’est pas
invariant par translation, la condition (C.L.)(7) est nettement plus difficile a obtenir et ne semble
pas avoir d’équivalent déja traité dans la littérature. Toute la difficulté vient du fait que, pour
obtenir un état minimisant I’énergie de Hy;, il pourrait a priori étre nécessaire de placer le
noyau et I’électron infiniment loin I'un de I’autre, en laissant par ailleurs le centre de masse
localisé autour de 1’origine. Cela entrainerait dans ce cas E(H}Y, ) = E(HY). Pour contourner
ce probleme, nous aurons recours a un opérateur intermédiaire représentant des états virtuels, ou
le noyau et I’€électron seront couplés chacun a un nuage de photons propre, le nuage de photons
de I’électron ne pouvant pas interagir avec le noyau et réciproquement. Nous utiliserons alors
des outils de localisation développés dans [LLO3].

Dans la troisieme partie enfin, nous abordons la question de I’existence de résonances pour
H};. Les résultats de cette partie sont exposés dans [Fau06]. Tout d’abord, avec I’aide de
la méthode de projection de Feshbach, nous établissons 1’absolue continuité d’une partie du
spectre de H} :

Théoreme 0.5 Soit A > 0 et supposons que o« > 0 est suffisamment petit. Alors le spectre de
HY, est absolument continu sur :

€ :=[E(H}), \V, (16)

oit V est un voisinage d’ordre o de Iensemble { E(H} )} U {e, }n>o0.

Démonstration
Voir le corollaire 5.12 du chapitre 5. [J

Rappelons que {e,, },>o désigne 1’ensemble des valeurs propres de P?/2M + U. La démonstra-
tion de ce théoreme suit celle de [BFS99] et nécessite que I’on suppose satisfaites des hy-
potheses liées a la regle d’or de Fermi. Au cours de la preuve, nous détaillerons certaines esti-
mations sensiblement différentes de celles obtenues dans [BFS99]. Les différences proviennent
essentiellement de la particularité de notre modele, de notre utilisation des formes quadratiques,
et de quelques modifications que nous apportons.

Le dernier chapitre de notre these correspond a 1’étude proprement dite des résonances.
Comme dans [BFS98a] que nous avons déja mentionné, cette étude des résonances nécessite
deux choses : d’une part, on transforme H}; par une transformation de Power-Zienau-Wooley
(voir section 2-6) ; d’autre part, on restreint I’interaction obtenue en imposant une troncature
spatiale. Dans notre cas, la troncature spatiale que nous imposerons ne concernera que la
variable interne r. Nous notons H}; 1’opérateur obtenu apres ces deux modifications ; nous
I’écrirons sous la forme :

HY = Hyopy @ I + 1@ Hy + Hy(0). (17)

Nous notons de plus {El + e, } ’ensemble des valeurs propres de flpm. En supposant que le
confinement engendré par U(R) est au moins de I’ordre de R? en +o0, nous serons alors en
mesure de montrer :
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Théoreme 0.6 Soit A > 0 et supposons que o > 0 est suffisamment petit. Soit (I, n) tel que :

inf o(Hpert) < B + €, < e. (18)

Notons m la multiplicité de El + e,, comme valeur propre (discréte) de f[pam Considérons enfin
la famille d’opérateurs ﬁg(é’) obtenue a partir de ]:l[‘]/ par dilatations complexes. Alors, pour
tout O proche de 0 et dans une région complexe convenablement choisie, il existe m valeurs
propres El] () de HY (), indépendantes de 0, et telles que :

E! (a) = Bt en. (19)

En supposant de plus qu’une certaine hypothese liée a la regle d’or de Fermi est satisfaite, ceci
implique que E! () est une résonance pour Hy;.

Démonstration
Voir le théoréeme 6.10 du chapitre 6. []

Plus précisément, nous montrerons que le spectre de H 7 (0) est localisé dans une région de la
forme de celle hachurée dans la figure 5.

E§o(@) Eo+ep Eo+e, ... E,+ey ...

e k

Ef1(c0) EZ o(@) EZ o(e)

FIG. 5 — Spectre de [/ (6)

La démonstration de ce fait reprend les idées de [BFS98a, BFS98b], avec des outils développés
dans [BCFS02]. Cependant, notre preuve ne peut se déduire directement de celles de [BFS98a,
BFS98b, BCFS02], le caractere confinant du potentiel U jouant un role essentiel. En effet,
I’intérét principal de la transformation de Power-Zienau-Wooley utilisée ici est qu’elle améliore
le comportement infrarouge de I’interaction. La perte générée, cependant, consiste en ce que le
nouvel opérateur de couplage n’est plus borné lorsque les variables positions 1, x5 tendent vers
I’infini. Pour contrdler ceci, plutdot que d’insérer directement une troncature spatiale en zq,
dans I'interaction (comme dans [BFS98a]), on insere seulement une troncature spatiale en la
variable interne 7 ; ¢’est le potentiel U (R) qui permet de contrdler le “reste” de 1’interaction. Par
rapport a [BFS98a, BFS98b], cela implique que I’on dilate a la fois les positions des particules
non relativistes et celles des photons (non plus seulement celles des photons), ayant ainsi a
gérer des opérateurs non normaux. Par ailleurs, toujours par rapport a [BFS98a, BFS98b], les
estimations requises au cours de la preuve sont sensiblement modifiées.
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Nous donnerons en fait des hypotheses suffisantes pour pouvoir appliquer le groupe de re-
normalisation, hypotheses différentes de celles de [BFS98a, BFS98b] (voir en particulier I’hy-
pothése (Hi/2) de la section 6-2). Nous vérifierons alors bien entendu que, d’une part, ces
hypotheses sont vérifiées par HY/, et d’autre part, qu’elles rendent effectivement possible une
application (efficace) du groupe de renormalisation a partir de H v . Le point crucial du chapitre 6
consistera donc a montrer que 1’opérateur H ¢ constitue un bon “point de départ” pour appliquer
le groupe de renormalisation. En revanche, une fois ceci prouvé, nous appliquerons les résultats
de [BFS98b, BCFS02] conduisant a I’existence de résonances sans détailler la démonstration.

Pour établir le résultat du théoréeme 0.6, nous aurons une nouvelle fois besoin de supposer
que des hypotheses liées a la regle d’or de Fermi sont vérifiées. En annexe, nous montrerons
que I'une de ces conditions est effectivement satisfaite ; ceci sera fait dans le cas ou le potentiel
confinant U est harmonique et pour « suffisamment petit.



16

INTRODUCTION




Premiere partie

Deéfinition du Hamiltonien. Caractere
autoadjoint.

17






Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et différents outils qui nous servirons
tout au long de notre étude. En particulier, nous donnons, dans la premiere section, quelques
propriétés des formes quadratiques associées a un opérateur auto-adjoint, ou a un opérateur
strictement m-sectoriel, dans un espace de Hilbert. Nous définissons ensuite 1’espace de Fock
des états du champ électromagnétique quantifié, ainsi que certaines classes d’opérateurs agis-
sant dans cet espace. Enfin, nous consacrons la derniere section a une breve description de la
notion de résonances que nous utiliserons dans la partie III.

1-1 Formes quadratiques

Dans toute cette section, H désigne un espace de Hilbert quelconque, muni du produit sca-
laire (-, ). Si A est un opérateur de H, nous noterons son domaine D(A); lorsque D(A) est
dense, 1’adjoint de A est bien défini, et sera noté A*.

Nous appelons ici forme quadratique ¢ de H, de la méme facon que dans [RS80], une
application sesquilinéaire de QQ(q) x Q(q) dans C telle que Q)(g) est un sous-espace vectoriel
dense de H. On peut trouver une étude détaillée de ces applications dans [Kat66]. Q(q) est
appelé domaine de forme de ¢, et les notions de forme quadratique symétrique, semi-bornée,
fermée... sont définies dans [Kat66] ou [RS80] (voir également [LBO3]) ; nous ne les redonnons
pas ici. Nous rappelons brievement dans cette premiere section quelques propriétés associant
formes quadratiques et opérateurs.

1-1.1 Forme quadratique associée a un opérateur auto-adjoint

Considérons un opérateur auto-adjoint de H, noté A. Il existe alors une représentation spec-
trale de A telle que A devient la multiplication par z dans un certain espace ®)_,L*(R, 1,,),
avec N € {0,1,...,00} (cf[RS80]).

Définition 1.1 Avec les notations précédentes, on appelle forme quadratique associée a A la
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forme de domaine :

Qmwz{wzwwiﬁwﬂJAmeE:Ahwmmﬁwaw<u}, (1.1)

définie, dans cette représentation, par :

03(6.0) = 3 [ @) @) (12)

Q(A) est alors appelé domaine de forme de I’opérateur auto-adjoint A, et on peut montrer que
qa est fermée sur Q(A).

La plupart des opérateurs desquels nous étudierons le domaine de forme seront semi-bornés
inférieurement. Dans ce cas, le domaine de forme peut étre explicité de la facon suivante :

Proposition 1.1 Soit A un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement et soit M sa borne
inférieure (en particulier, A — M > 0). Alors :

Q(A) = D((A— M)'?). (1.3)

Démonstration
11 suffit d’observer que pour tout (¢, ) € D(A) x D(A) :

qa(6,9) = (6, Ap) = (A = M)'?, (A — M)'?p) + M(¢, ). (1.4)

1/2

On conclut en utilisant le fait que D(A) est a la fois un cceur de (A — M)/ et un cceur de forme

de ga. [

Les égalités (1.4) montrent de plus que la forme quadratique associée a un opérateur auto-
adjoint semi-borné inférieurement est elle-méme semi-bornée inférieurement. Réciproquement,
on a (cf.[Kat66]) :

Proposition 1.2 Soit q une forme quadratique fermée et semi-bornée inférieurement. Alors il
existe un unique opérateur A auto-adjoint et semi-borné inférieurement tel que q = q_.

Considérons deux opérateurs auto-adjoints A et B tels que la forme quadratique g4,p =
ga + qp définie sur Q(A) N Q(B) soit fermée et semi-bornée inférieurement. Utilisant la pro-
position 1.2, on peut alors associer a ¢4 3 un opérateur auto-adjoint que I’on note A + B. En
particulier, A + B est bien défini si A et B sont auto-adjoints et positifs, puisqu’on a :

Proposition 1.3 Soient g, et g deux formes quadratiques fermées et positives telles que () (q1)N
Q(q2) est dense. Alors la forme quadratique q définie sur Q(q1) N Q(q2) par ¢ = q1 + ¢z est
également fermée et positive.
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Démonstration

Le démonstration est directe a partir des définitions de formes quadratiques fermées et po-
sitives. [

Remarquons que, lorsqu’on peut le définir, I’opérateur A + B n’est pas, en général, égal a
la “somme des opérateurs” A et B, méme si A + B préalablement défini sur D(A) N D(B) est
fermable. On a toutefois :

Proposition 1.4 Soient A un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement et soit B un
opérateur auto-adjoint relativement borné par rapport a A avec borne relative strictement plus
petite que 1. Alors B est également relativement borné par rapport a A au sens des formes avec
borne relative strictement plus petite que 1. De plus :

A+B=A+B.

En d’autres termes, les opérateurs obtenus en appliquant respectivement le théoréme de Kato-
Rellich et le théoreme KLMN sont les mémes.

Démonstration

Le fait que B soit relativement borné par rapport a A au sens des formes avec borne relative

strictement plus petite que 1 est un résultat que 1’on peut trouver dans [RS75, Théoreme X.18].
En utilisant que A est semi-borné inférieurement, on en déduit d’ailleurs que g4 est semi-
bornée inférieurement.
Ensuite, on observe que g4, p et gaip coincident sur D(A). Or d’aprés le théoreme de Kato-
Rellich, D(A) est un cceur de A + B; ¢’est donc également un cceur de forme de g4, . Par
ailleurs d’apres le théoreme KLMN, D(A) est un cceur de forme de g4 . Ainsi g1 p et qaip
sont deux formes quadratiques fermées qui coincident sur un coeur commun a chacune d’entre
elles ; elles sont donc égales. On en déduit A + B = A+ B. [0

1-1.2 Forme strictement m-sectorielle et analyticité de type (B)

Nous avons rappelé bricvement dans la sous-section précédente comment associer un opéra-
teur auto-adjoint et une forme quadratique symétrique et fermée. Dans cette sous-section, sui-
vant encore [Kat66] ou [RS80], nous nous placons dans un cadre un peu plus général en rappe-
lant quelques propriétés permettant d’associer certains opérateurs fermés, non auto-adjoints, a
des formes quadratiques non symétriques. Nous rappelons également la notion d’analyticité de
type (B) (c¢f.[Kat66] ou [RS78]) que nous utiliserons en particulier dans la partie III.

Commencgons par rappeler :

Définition 1.2 Une forme quadratique q est dite strictement m-sectorielle si q est fermée et s’il
existe T € R, z € Cet 6 €]0, /2| tels que :

Vo € Q(q), |argleq(o, ¢) + z[|0]*]] < 6. (1.5)
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La proposition suivante montre qu’on peut associer de maniere unique un opérateur fermé a
une forme quadratique strictement m-sectorielle :

Proposition 1.5 Soit q une forme quadratique strictement m-sectorielle. Il existe un unique
opérateur fermé H, appelé opérateur strictement m-sectoriel, tel que :

a) D(H) C Q(q) et pour tour ¢, € D(H), q(), 1)) = (¢, Hi)),
b) D(H") C Q(q) et pour tout ¢, ¢ € D(H"),q(¢,)) = (H*¢,).

Démonstration

Voir par exemple [RS80, Théoreme VIII.16]. [

Rappelons ensuite la notion d’analyticité de type (B) pour une famille d’opérateurs dépen-
dant d’un parametre complexe 6 :

Définition 1.3 Soit D un domaine inclus dans C. La famille de formes quadratiques (qg)gep
est dite analytique de type (b) sur D si :

1. Pour tout 0 € D, qy est strictement m-sectorielle, et le domaine de forme () de qy est
indépendant de 0.

2. Pour tout ¢ € Q, 0 — qy(¢, ¢) est analytique sur D.
La famille d’opérateurs strictement m-sectoriels Hy associée a qy par la proposition 1.5 est dite

analytique de type (B).

On peut montrer qu’une famille analytique de type (B) est analytique au sens de Kato
(cf-[Kat66] ou [RS78]). Ainsi, en particulier, on a le résultat suivant :

Proposition 1.6 Soit Hy une famille analytique de type (B) sur un domaine complexe D conte-
nant 0. Supposons de plus que H (0) est auto-adjoint pour 0 réel. Soit E(0) une valeur propre
de H(0) de multiplicité finie m, telle que E(0) est isolée du reste du spectre de H(0).

Pour 0 dans un voisinage de 0, il existe alors des valeurs propres F(0), ..., E,(0) (non
nécessairement distinctes) de H(0), telles que pour tout 1 < i < m, 0 — E;(0) est analytique.

Démonstration

Voir par exemple [RS78, Théoreme XII.13]. [J

1-2 Espace de Fock

1-2.1 Définitions et notations

Mathématiquement, un photon polarisé peut étre représenté par un élément de 1’espace de
Hilbert 1.?(R3; C?). L’espace R? correspond en effet a I’espace physique dans lequel évoluent
les particules, et le fait que les vecteurs d’état associ€s a ces particules soient a valeurs dans



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 23

C? est dii 2 la polarisation. Pour des raisons de commodité, nous utiliserons 1I’isomorphisme
d’espaces de Hilbert :

L2(R3 C?) ~ L*(R? x {1,2}). (1.6)
Un photon polarisé sera donc décrit par un élément de L*(R3 x {1,2}).

Notons dés maintenant pour simplifier les écritures :
R*:={y=(y,\) e R* x {1,2}} =R’ x {1,2}. (1.7)

De méme pour A C IR3, nous noterons A := A x {1,2}, puis :

dy := dy. 1.8
/Ag Z/Ay (1.8)

A=1,2
Nous utiliserons systématiquement la variable y pour décrire la position des photons que nous
considérerons, et leur impulsion sera décrite par la variable k. En d’autres termes, nous pourrons
choisir de décrire un photon polarisé, de facon équivalente, soit par un vecteur d’état ¢ €
L2(R?), soit, le plus souvent, par sa transformée de Fourier ¢ que nous écrivons :

FO)E) = k) = (k. N) = s [ e 0((w ) (19

Nous dirons que y est un élément de [’espace des configurations et que sa variable duale % est
un élément de [’espace des moments.

Les photons étant des bosons (c’est-a-dire des particules de spin entier), la fonction d’onde
décrivant un systeme de n photons polarisés doit étre symétrique ; elle sera ainsi vue comme un
élément de I’espace :

S,L2R*) @ --- ® LA(R?), (1.10)
ol S, est I’opérateur de symétrisation agissant dans le produit tensoriel de n copies de L?(R?) :
1
Sndr1 @ @b =— > bo) ® 1+ @ o). (1.11)
O’EEn
%), désigne ici I’ensemble des permutations de {1,2, ..., n}. Utilisant la notation R*" := (R*)"

ainsi que I’isomorphisme d’espaces de Hilbert :
L*(R®) ®--- ® L*(R%) = L*(R™), (1.12)

nous représenterons le plus souvent un systeme de n photons polarisés par un élément de 1’en-
semble :

L2R™) = {00 € LAR™), Vo € %0, @ (g, ., ya) = O Yoy, Yoo) |- (1113)

Le nombre de photons n’est généralement pas conservé au cours d’un processus d’interac-
tion entre la matiere et le champ électromagnétique. Un état de ce dernier est alors décrit par un
élément de [’espace de Fock symétrique F défini par :

“+o0o
F,:=Co PLAR™). (1.14)

n=1
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Nous écrivons un élément ¢ appartenant a F; de la facon suivante :

O = (@, W (y,), 2P (y1, 1), . ..). (1.15)

Pour ® € F;, nous noterons également :

/\

Fo =& := (0, dW(ky), 8 (ky, ky), .. .), (1.16)

ol O := O et pourn > 1,

1

@(”)(ﬁ7,..,@) = W

/ 6—i(k1.y1+“'+k”'y")q)(n) (y17 . 7yn)dy1 e dyn (1.17)
R3n _ T

L’usage semble étre d’utiliser d plutdt que @ pour décrire un état du champ de photons. Toute-
fois, comme dans la partie II nous localiserons les positions des photons, nous aurons besoin de
considérer la représentation de ® dans I’espace des configurations.

On voit (cf.par exemple [RS80]) que F; est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(B, W) 5, = 0>+Z/ M (yr, .,y )V Y1y oY) dys - dy. (118)

n>1

Ainsi, lorsque le champ électromagnétique quantifié est dans 1I’état physique correspondant a
un certain vecteur unitaire ¢ € Fy, la probabilité que n photons se trouvent dans la région A de
R? est donnée par :

2
/ ‘(I)(”)(&,...,y_n)‘ dy . . . dyn. (1.19)
[’ état du vide de photons correspond au vecteur :
Q=(1,0,0,...) € Fs. (1.20)

L’ensemble décrivant les états n’ayant qu’un nombre fini de photons est défini quant a lui par le
sous-espace vectoriel de Fy :

Fli={® e F,3IN,¥n > N, 0" =0} . (1.21)

11 est facile de voir que F? est dense dans F,. Nous définissons enfin le sous-espace vectoriel
de F?, Dg, lui aussi dense dans F,, par :

Ds = {® € F).¥n,¥(Ar,... ) € (1,2}, @M (yy, o) € S, (1.22)

ol S(R?") est I’espace de Schwartz des fonctions C* a décroissance rapide sur R3".

1-2.2 Opérateurs de création et d’annihilation

Nous définissons dans cette sous-section les opérateurs de création et d’annihilation qui
agissent dans I’espace F; ; nous en donnons également quelques propriétés fondamentales.
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Tout d’abord, 1’opérateur d’annihilation a(f) est défini sur F°, pour f € L?(R?), par :

v 1
a(f)8n¢1 Q- ¢n = nt Z (fa ¢U(1))¢G(2) Q- ® ¢U(n)' (1.23)

n!
O'EEn

On peut voir que D((a(f))*) contient F2. L’ opérateur de création a*( f) est alors défini comme
étant la restriction de (a(f))* a F? :

@'(f) = (@)’

Comme les adjoints de a(f) et a*(f) sont 2 domaine dense, ces opérateurs sont fermables ; nous
continuerons a noter a( f) et a*(f) leurs fermetures respectives.

. (1.24)

Remarquons que a(f) est appelé opérateur d’annihilation car il “transforme” un état a n
photons en un état a n — 1 photons :

a(f) : L2(R*) — LZ(R*"Y). (1.25)

Et de méme, a*(f) est appelé opérateur de création car il “transforme” un état 2 n photons en
un état a n + 1 photons :

a*(f) : L2A(R*") — LAR3 D), (1.26)

Pour ® € F?, on peut voir que a(f) et a*(f) opérent de la fagon suivante :

(@(f)®) (g1, yn) =V + 1 . F)@™ D (y,yn, . yn)dy,

T (1.27)
(a*(f)(l)>(n)(£7 B ay_n) = = Z f(&)q)(n_l)(ﬂv s a@a s 7y_n)7
Vi
ou la notation (y1,...,¥i, ..., Yn) signifie que la variable y; est retirée du n-uple (y1, ..., Yn)-
Ecrivons a” ( f) pour a(f) ou a*(f). Pour f € L*(R3) et A € {1, 2}, définissons :
ol (f) = a*(f), (1.28)
ol fy € L2(R?) est définie par :

Ik, p) == 0 f (k). (1.29)

On peut montrer que les opérateurs de création a}(f) et d’annihilation a,(f) satisfont aux
Relations Canoniques de Commutation :

[ax(f), aX (9)] = o (£, 9),

[ax(f); ax (9)] = ar (), ax(g)] = 0. (1.30)

On souhaite maintenant écrire a3 (f) et ay(f) sous la forme :

5 = [ Gy o= [ 6T (131)
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Ces notations, fréquemment utilisées en physique, prennent un sens si on considere chaque
membre de 1’égalité comme une forme quadratique sur Dg x D. Plus précisément, pour y € R3,
on définit I’opérateur a,(y) sur Dg par :

(ax(W)®) ™ (Y1, ) = VR + 1" (y, A), Y1, -, Y). (1.32)

Puis a}(y) est défini comme une forme quadratique sur Ds X Dg par :

(®, ax(y) V) = (ax(y)®, ¥). (1.33)

Remarquons que a}(y) n’est pas défini comme un opérateur car, formellement, on a :

* n 1 - n— ~
(a)\<y)q)>( )(ylv-'~ayn) = %Zéﬂw(s(y_yi)q)( D(ﬂ?"'vyiv""@)v (1.34)
=1

ol dy,, est le symbole de Kronecker et ou §(-) désigne la distribution de Dirac. Les égalités
(1.31) signifient donc que pour tout (¢, V) € Dg x Dg,ona:

(@, a3 (f)T) = / (@, 43,(4) ) f (4)d,
R (1.35)

(®.ax(f)T) = / (@, a(4) V) F(g)dy.

RS

Si on se place dans I’espace des moments plutot que dans I’espace des configurations, on peut
définir de méme, pour k € R3, un opérateur a, (k) sur Dg par :

(@x(k)®) ™ (ky, .. ) = V4 1OV (B, A), by, K, (1.36)
et une forme quadratique @} (k) sur Dgs X Dg par :
(@, 3% (k)U) == (Gy(k)D, T). (1.37)

Notons qu’alors pour tout (¢, V) € Dg x Dg :

]R3

(@, (f)T) = / (@, (k) T) F(k)d,

R R (1.38)
@.ar()¥) = [ @30 TRk
R3
Et de méme :
1 ~ -
D, at (y)V) = ,ax(k)U)e *Ydk
@.0300%) = oy [ @@k ™

—_

@.0n(0)¥) = e [ @)

Remarquons enfin que les opérateurs de création permettent de construire une base Hilber-
tienne de F, a partir d’une base Hilbertienne de L?(R?). Nous donnons ce résultat sous la forme
d’une proposition dont la démonstration, directe, n’est pas écrite ici.
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Proposition 1.7 Soit (f;)icy une base Hilbertienne de 1.2(R*). Alors I’ensemble des vecteurs

de la forme :
i1, 015+ s o) 1= =" (fi)) - a (i) (1.40)

constituent une base Hilbertienne de F. De plus, tout élément ® de F s’écrit sous la forme :

¢ = Z Z Z (I)lel +5tn,Pn |Zlvp17'--;inapn>f- (1.41)

n20 i1 <i2<---<in P1,.--,Pn

1-2.3 Seconde quantification

Nous définissons dans cette sous-section la seconde quantification d’un opérateur et étudions
plus en détail les cas particuliers de 1’opérateur représentant le nombre de photons, N, et de
I’opérateur représentant I’énergie du champ de photons libres, H .

D’une fagon générale, si A est un opérateur de L?(R*) de domaine dense D(A), on définit
I’opérateur A™ agissant dans L2(R") et de domaine S, ®7_, D(A) par :

AW = AQI® - - QI+IQRARIQ - @I+ - +I® - QIR A. (1.42)

La seconde quantification de A, notée dI'(A), est alors I’opérateur de F; de domaine :

Dy:={® e F,vn, " € @i D(A)}, (1.43)
défini par :
A) = ZA(n)‘ (1.44)
n=1

Il est facile de voir que D4 est dense dans F; et on peut montrer (cf:[RS80]) que dI'(A) est
essentiellement auto-adjoint sur D 4. On note encore dI'(A) sa fermeture.

L’opérateur du nombre de photons est défini comme étant la seconde quantification de
I’identité :
N :=dr(I). (1.45)

La dénomination “nombre de photons™ est justifiée par le fait que, pour tout ® € D(N'),ona:

NO) ™ (g, ... y) = n@M (g1, ..., ya)- (1.46)

11 est alors facile de constater que le domaine de N est donné par :

D(N) = {@efs,z’n?"@(n)HLQ(RSn) <OO} (147)
n>1
Quant au domaine de forme de N, on peut voir de fagon similaire qu’il s’écrit :

QW) = {q) e Fs, ZnH(I)(")HLg(RSn) < oo} . (1.48)

n>1
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Au sens des formes quadratiques sur Ds X Dg, on a d’ailleurs :

@A =Y [ @@ awd =Y [ @obanhe 14

A=1,2 A=1,2

Maintenant, I’opérateur représentant 1’énergie du champ de photons libre est défini par :
H; = dl(w(—iV)) = dT(F 'wF), (1.50)

ol w est la fonction de R* dans R telle que w(k) = |k|. En effet, dans les unités telles que
h = ¢ = 1, I’énergie d’un photon de moment k est égale a |k|. On notera parfois H I’énergie
du champ de photons libre agissant dans 1’espace des moments et défini par :

Hy:= FH;F " (1.51)

Nous serons amené a utiliser par la suite un modele dans lequel les photons possedent une masse
m > 0; ’opérateur H ¢ sera alors remplacé par :

He(m) := dl'(wp,,(—iV)), (1.52)

ol wy,(k) = VA% +m?2. On adoptera d’ailleurs la convention Hy = H¢(0). Notons que les
inégalités max(|k|, m) < VA2 + m? < |k| + m vérifiées pour tout & € R? impliquent :

Q(Hy(m)) = Q(Hy) N QWN). (1.53)

Au sens des formes quadratiques sur Ds X Dg, on a pour tout m > 0 :

(@, Hp(m)T) = > (ax()0,wm(—iV)ar(-)¥)
e (1.54)

-~

-y / () @ (k) B, @ (k) D) .
A=1,2 /R
Enfin, on pourrait montrer que Dy est un cceur respectivement de ', Hy et Hp(m).
Terminons cette sous-section par deux propositions utiles pour la suite ; la premiére est une

estimation de ||a” (f)®|| en fonction de HH}/ *®||, et la seconde une estimation de ||a# (f)®|

en fonction de [|NV/2||.

Proposition 1.8 Soir f dans L*(R®) telle que f/\/w € LX(R®). Alors, pour tout ® € Q(H;),

ona:
7 :
la(Hels, < |==| [ . (1.55)
v L2(R?) 7
7 :
el < || Ere], 1ol (156)
L2 (B?) ’
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Démonstration

Comme Dgs est un cceur de Hy, c’est aussi un cceur de forme de qH; il suffit alors de
montrer la proposition pour tout ® € Dg. Soient donc f € L?(R?) telle que fA/ Vw € L2(R?) et
® e Ds.Ona:

2

Ja(hel =S+ 1) | [ o )

n>0

L2(®")
2

— 3 (n+1) H/ TR (e, ky, . hey)de
R3

n>0 L2(R3")
J? 2 ) (1.57)
< |- n41 H\/wk@”“)ﬁ,k,...,kn
Vw La(Ra')nz?;( ) ® bk ) LR 1)
f 2
| qu((I),q))7
\/5 L2(R?)

donc la premiere inégalité est vérifiée. On en déduit directement la seconde grace aux Relations
Canoniques de Commutation, en écrivant que :

la*(N)®I? = [la(H)®I* + I F1I7®]*. (1.58)
O
On a de méme, avec N a la place de H Ix

Proposition 1.9 Soit f dans L*(R?). Alors, pour tout ® € Q(N'), ona :

2
la(N)®I% < NIz N2 (1.59)
* 2
la*(H)@1%, < IFIIT2@s) [N 5 + 11 F17 ) 19117, - (1.60)

1-2.4 Produit tensoriel d’espaces de Fock

A plusieurs reprises au cours de notre étude, nous serons amené a considérer des produits
tensoriels d’espaces de Fock. Nous donnons ici des isomorphismes permettant d’écrire F, ®
F, d’une maniere différente et parfois plus commode. Nous voyons également comment se
comportent les opérateurs A et H; définis dans la sous-section précédente dans les différents
points de vue. Nous renvoyons a [DG99] pour de plus amples détails.

Commencgons par une proposition dont la démonstration est directe :

Proposition 1.10 [/ existe un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert :

F (LR @ L2(RY) ~ F, ® T, (1.61)
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ou Fy (LA(R*) @ L*(R®)) est I'espace de Fock symétrique construit & partir de L*(R*) L (R?)
de la méme facon que F, a été construit en (1.14) a partir de L*(R?). De plus I'unique appli-
cation T telle que :

IN=0Q®Q,
. . . . (1.62)
Ta*(f@g9)I =a"(f) @I +1®a*(g),
sur FO @ FO, constitue un tel isomorphisme. On a enfin :
AT e NI '=NQI+ITQN, (1.63)
et de méme : N
Zdl (w(=iV) @ w(—iV)I '=H;®@ I +1® H; =: Hy, (1.64)

sur DIN @ N') et D(H; ® Hy) respectivement.
Maintenant, de la méme maniére qu’en (1.6), les espaces de Hilbert suivant sont isomorphes :
L3(R*) @ L*(R?) ~ L*(R?* C?) ~ L*(R® x {1,2}), (1.65)
et nous noterons donc de facon cohérente avec (1.7) :

R’ =R’ x {1,2} = {k = (k,p) = (k, \,p) € R’ x {1,2} =R® x {1,2}*} . (1.66)

On peut alors définir des opérateurs de création et d’annihilation dans F,(L?(R?)) comme nous
I’avons fait pour F,. Leur construction étant en tout point similaire, nous ne la reproduisons
pas; de plus, nous continuerons a noter a*(f) et a(f) respectivement, pour f € LQ(E%), les
opérateurs de création et d’annihilation dans F,(L*(R?)). Leurs “noyaux”, définis au sens des
formes quadratiques, seront notés quant a eux af’ L(y) pour A\, i€ {1,2} ety € R3. Ainsi par
exemple, I’opérateur de nombre dans F,(L?(R?)), noté encore N, s’écrit au sens des formes
quadratiques : -

@AM =Y Y [ (@ mam

A=1,2 p=1,2

=2 /R 3<5A,u(k)$7ax,u(k)@>dk.

A=1,2 p=1,2

(1.67)

On pourrait écrire le méme genre de relations pour a*(f), a(f), H f, ...en adaptant celles obte-
nues dans le cas de F;.

1-3 Dilatations complexes et résonances

Dans cette section nous rappelons tres brievement la notion de résonances que nous uti-
liserons ainsi que quelques-unes de ses propriétés. Nous n’écrivons pas les démonstrations,
qui sont semblables a celles écrites dans le cas d’opérateurs de Schrodinger (voir par exemple
[AC71, BC71], [Sim72, Sim73], [RS78], [CFKS8&7], [HS96]).
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Considérons I’espace de Hilbert :
H = L*R% ® F,. (1.68)
Définissons, pour 6 dans un voisinage réel de 0, la famille d’isométries U4y agissant dans H par :

Uy == U, U, (1.69)

p

ol Uf,,, est définie pour tout ¢ € L*(R®) par :

(Upari®) (@1, 2) = ¥ ¢( w1, ¢ a), (1.70)
et ou Uy, (0) est définie pour tout & € F; par :
(L{gh@)(n) (Y1y ey Yn) = 029 (by, %), (1.71)
On a une premiere proposition :

Proposition 1.11 Soit A I’ensemble des vecteurs u € H tels que I’application 0 — Uyu admet
un prolongement analytique a un voisinage complexe de 0. Alors A est dense dans 'H.

Soit maintenant H un opérateur auto-adjoint de H. Posons pour # dans un voisinage réel de
0:
H(0) := U HU, (1.72)

et supposons que 1’application 6 — H (#) admet un prolongement, sur un voisinage complexe
de 0, a une famille d’opérateurs analytiques au sens de Kato. On définit :

Définition 1.4 Supposons qu’il existe une valeur propre E de H(0) telle que Im(E) < 0 et
telle que E est indépendante de 6, pour 6 dans une région complexe proche de 0. Alors E est
appelée résonance de H.

En supposant toujours I’analyticité de H (6), on peut étudier grace aux dilatations complexes
I’absolue continuité du spectre de H :

Proposition 1.12 Soit [ un intervalle fermé. Supposons qu’il existe 0 complexe dans un voi-
sinage de 0 tel que I C p(H(0)) ou p(H(0)) désigne I’ensemble résolvant de H(0). Alors la
résolvante de H définie par R(z) := (H — z)~! admet un prolongement analytique depuis le
demi-plan supérieur C* sur C* UV (I) ou V(I) est un voisinage complexe de I. De plus, le
spectre de H est absolument continu sur ’intervalle 1.

Démonstration

Voir les références citées au début de cette section. [
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Chapitre 2

Le Hamiltonien H g

Dans ce chapitre, nous définissons le Hamiltonien associé au modele de I’ion hydrogénoide
confiné en électrodynamique quantique non relativiste. Nous montrons, en utilisant les formes
quadratiques, que cet opérateur est auto-adjoint, et nous en donnons un domaine de forme ex-
plicite. Nous établissons ensuite 1’analyticité de type (B) sur un voisinage de 0.

2-1 Définition formelle

Nous nous placons en jauge de Coulomb pour décrire le Hamiltonien ; les unités sont de
plus choisies telles que & = ¢ = 1. L’espace de Hilbert décrivant les états possibles du systeme
que nous étudions est :

H:=L*R" ® F.. 2.1

L’espace L%(R®) ~ L2?(R?®) @ L?(R3) correspond aux états de 1’électron et du noyau (pour
lesquels le spin est négligé), et F, correspond comme nous 1I’avons vu aux états du champ
électromagnétique quantifié. Nous utiliserons la plupart du temps 1’isomorphisme d’espaces de

Hilbert :
®

H~L*R%F) = | FdX. (2.2)
R6
Par abus de notation, si A est un opérateur de LQ(]RG), nous désignerons encore par la lettre A
I’opérateur A ® I agissant dans H, et de méme, si B est un opérateur de F, nous écrirons B
pour I ® B. Le produit scalaire sur H sera noté (-, -), tandis que (-, -) correspondra au produit
scalaire sur F,. Nous utiliserons de plus la méme notation dans le cas de vecteurs, c’est-a-dire
que I’on pourra par exemple écrire, pour ¢ € H :

IVO* = (Vo,Ve) = 3 (Vie, Vid) = 3 /RG<<V1»<I>><X),<VZ»<I>>(X)>dX, (2.3)

le symbole V désignant ici le gradient dans R®.

Rappelons que nous avons défini les variables internes (7, p) et les variables associées au
centre de masse (R, P) dans la section 1 de I’introduction générale. Rappelons de plus que,
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formellement, c’est-a-dire sans nous intéresser pour 1’instant a2 un domaine de définition sur
lequel il serait auto-adjoint, le Hamiltonien que nous nous proposons d’étudier s’écrit :

1
HY =Y ——(pj— A’ + H + U+ V. (2.4)

Le potentiel de Coulomb V' responsable de I’attraction électron-noyau agit sur la variable in-

terne r et s’écrit :

7q?
|

ou C est une constante strictement positive ; d’autre part, U est un potentiel confinant agissant

sur le centre de masse R. Nous donnons la liste des hypotheses sur U dont nous aurons besoin

dans la section suivante.

V(r) =-C (2.5)

Le potentiel vecteur du champ électromagnétique quantifié en jauge de Coulomb, A; :=
(A}, A2, A%), est défini pour i = 1,2, 3 par :

53
Al = /R Al(z;)dX, (2.6)

6

ol nous avons posé X = (1, o). Pour x € R?, A’(x) est I’opérateur de F, :

Al(z) =) [ax (' (@ = 0)) + ax (B ((z = - A)] (2.7)

A=1,2
o1 la fonction de couplage h’ € L?*(R?) est définie par :

1 )?A(@ i

e
(2m)5/2 Jps /K]

En écrivant, par un léger abus de notation, h'(x — (y,\)) := h'(z — y, \), A(x) s’écrit plus
simplement :

hi(y,\) := (ke *¥dk. (2.8)

Al(z) = a*(h'(z — ) + a(h'(z — ). (2.9)

Les vecteurs €, que nous avons utilisés dans la définition (2.8) sont des vecteurs de polarisation
en jauge de Coulomb. Autrement dit, le triplet (k/|k|,£1(k), e2(k)) forme une base orthonor-
male de R3. Nous choisissons les vecteurs suivants (ot k := (k' k%, k%)) :

(K2, —KY0) LI
20 = e ¢ W =y ha®. (2.10)

Notons d’ailleurs que £;(k) et e5(k) ne sont bien définis que sur R3 \ Oz ou Oz est I'axe
{(0,0, k), k* € R}. Enfin, X, est la fonction de troncature ultraviolette, dépendant du pa-
rametre A. Nous donnerons les hypothéses sur X, dont nous aurons besoin dans la section
2-2 suivante.

On montre (voir par exemple [RS75, Théoreme X.41]) en utilisant le théoréme de Nelson
que A’(x) est essentiellement auto-adjoint sur F0 pour tout i € {1,2,3} et tout z € R®. Donc,
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comme on peut montrer que A;(-) est mesurable, d’apres [RS78, Théoreme XII1.85], I’ opérateur
A, est auto-adjoint sur :

D(A4;) = {CD € H, pour presque tout X, ®(X) € D(A(x;)),

(2.11)

et / |A(z;)¥(X)|?dX < oo}
R6

On a enfin pour tout z € R?, au sens des formes quadratiques sur Dg X Ds :

(D, Al(2)T) = % > /R 3 ’?Afgeg(k)@, (@ (k)e ™ + Gy (k)e™) Wydk.  (2.12)

A=1,2 \/_

Remarque 2.1

Plutét que HY;, on pourra parfois faire appel au Hamiltonien réordonné au sens de Wick
: HY . D’une maniére générale, pour un opérateur A s’exprimant en fonctions des opérateurs
de création et d’annihilation, on note : A : 'opérateur issu de A et réordonné au sens de
Wick I’opérateur obtenu en “placant les opérateurs de création a gauche et les opérateurs
d’annihilation a droite”.

Ainsi dans le cas de HY, les produits d’opérateurs de création et d’annihilation n’appa-
raissent que dans le développement des termes A'(x;)%, pour lesquels on a :

s Al(xy)? =0 (W (=) + a(P (2 = ))* + 2a" (W (25 = ))a(h’(a; =) (2.13)
Or, comme par les relations canoniques de commutation :
la(h'(zj =), a" (I (x5 — )] = |1, (2.14)

on constate que H}; et : H}, : ne different que d’une constante (dépendant notamment du
parametre de troncature ultraviolette \ et de la constante de structure fine o ). En particulier
donc, H}j et : HY, : possedent les mémes propriétés spectrales.

Comme nous ’avons déja mentionné au chapitre précédent, nous aurons besoin de faire
appel dans la suite a un modele dans lequel les photons sont considérés comme massifs. Dans
ce cas, le Hamiltonien associé au systeme, agissant lui aussi dans H, est défini formellement
par :

HY (m) := Lo AV +H U+V, (2.15)
v (m) = Z le(p] q;A;)" + Hy(m) + ’ :

j=1,2 J

ou Hy(m) est I’opérateur défini en (1.52), associé a I’énergie du champ de photons libres et
considérés comme massifs.

2-2 Hypotheses supplémentaires sur le modele

Nous dressons dans cette section les principales hypotheses, concernant notamment le po-
tentiel confinant U, dont nous aurons besoin pour obtenir nos résultats.
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Commencgons par une hypothese qui nous permettra de définir convenablement les opéra-
teurs contenant U dans leur définition :

(H ) (Z) U € LIQOC(R3)7
0 (17) inf(U) > —oo et U~ est a support compact.

La notation U~ désigne la partie négative de U, et d’une maniére générale, si A : R3 — R,
nous noterons A1 et A~ respectivement les parties positives et négatives de A.

Nous aurons aussi besoin de :

(H,) P?/2M + U posséde un état fondamental ¢y > 0 d’énergie ey < 0
! tel que ¢y, Vo € L2(R3).

Le fait de supposer ¢y < 0 dans ’hypothese (H;) n’est pas nécessaire. Cependant, quitte a
translater, on peut toujours se ramener a ey < (; comme ceci nous sera utile pour obtenir
I’existence d’un état fondamental dans la partie I, nous conservons cette hypothese. Par ailleurs,
si les deux hypothéses (H,) et (M) sont toutes deux vérifiées, I’opérateur e~ “(P*/2M+U) et
“positivity improving” pour tout ¢ > 0 (voir par exemple [RS78]), si bien que I’état fondamental
fourni par I’hypothése (H;) est non dégénéré.

Dans un souci de simplification, nous supposerons parfois :

(Hais) { Le spectre de P?/2M + U est purement discret.

L’hypothese suivante est plus forte que (Ho)(i7) et (Ha;s). Elle se révélera nécessaire pour
obtenir 1’existence de résonances dans la partie III :

(Ha){ 3o >0,3c1 € R,VR € R} U(R) > coR? — cy.

Ensuite, comme nous 1I’avons mentionné au chapitre précédent, nous ferons appel a une
méthode de dilatations complexes lors de notre étude des résonances. Aussi faut-il que U
possede certaines propriétés d’analyticité que nous explicitons maintenant. Tout d’abord nous
ferons I’hypothéese suivante :

(Hy) Il existe a > 0 tel que U est une fonction analytique a valeurs réelles sur
v {z€C®2=¢"R,|v|<a,ReR}.

Le réel 6, étant suffisamment petit, et 6 appartenant au disque D(0,60,) C C, nous définissons
la forme quadratique ¢f; sur Q(P?/2M + U) par :

6—20

(0.0) = 537 | PORPORIR+ [ UCRBRURIER  @16)

Le fait que ¢/, soit bien définie est garanti par I’hypothése (#3) que nous écrivons maintenant :
( (i) D(P?/2M +U)=D(P )NnDUT),
(17)  Tlexistec > 0et C(fy) € R telles que C(6y) - 0etVl e D(0,6,),

o—0

(Hs) (6, [e2U (%) = U)]e) | < Cbo) (6, U))| + cllgll [,
pour tous ¢ € L2(R%) ety € D(U™),

[ (i) Ve Q(% +U),0 — ¢ (1, 1) est analytique sur D(0, fp).
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Notons que cette hypothese est satisfaite si, par exemple, U(R) = coR? — ¢; avec ¢y > 0.

En ce qui concerne la troncature ultraviolette Y5, nous considérerons deux fonctions ; nous
utiliserons la premiere dans la partie II concernant I’existence d’un état fondamental :
(i) Xa € CF(RY),
(Hs,) (1) Xa(k) ne dépend que de |k,
(7i1) Xa = 1lsur B(0,A/2), et Yo = 0sur B(0,A)".

Ici, la notation B(0,r) désigne la boule de centre 0 et de rayon r dans R3: la notation B¢
désigne le complémentaire de I’ensemble B. Dans la partie III, de la méme fagon que pour U,
nous aurons besoin d’une hypothese d’analyticité sur X . Pour simplifier, nous choisissons alors
pour Y la fonction gaussienne suivante :

(HE){ Xa(k) = e F/Z0N,

Notons que les résultats de la partie II seront valables a la fois sous I’hypothese (H)I?A) et sous
I’hypothese (H% A), tandis que les résultats de la partie III ne seront valables que sous 1’hy-
pothese (HZ ).

2-3 Le Hamiltonien associ¢ aux particules non relativistes /7,

Si le champ de photons n’est pas pris en compte, le systeme que nous étudions se réduit a un
électron et un noyau interagissant par I’intermédiaire du potentiel de Coulomb, et dont le centre
de masse est confiné par un potentiel U. L’énergie de ce modele de mécanique quantique est
représentée, mathématiquement, par un opérateur de Schrodinger agissant dans L2(IR®). Nous
écrivons dans cette section cet opérateur et en donnons les principales propriétés.

2-3.1 Définition et caractere auto-adjoint de

Notons que I’on a, au sens d’opérateurs auto-adjoints de domaines H?(R®) (ot H*(R®)
désigne I’espace de Sobolev habituel sur RF) :
2 2 2 2
by P P p
= —. 2.17
2my + 2my  2M + 20 ( )

Définissons maintenant a 1’aide de I’hypothése (H,) le Hamiltonien associé aux particules :

Proposition 2.2 Supposons I’hypothése (Hy) vérifiée. Définissons la forme quadratique Gpg,,,,,
SUr :

Q(Hpart) = Q(p? +p2H) N QU = H'(R®) N Q(UT) c L*(R®) (2.18)
de la fagcon suivante :
1 1
~ - - — (V™ 1/2 V- 1/2
Gy (@ 0) =5 = (P16, 210) + 5 (P20 pot) = (V) 56, (V7)) 2.19)
— ((U)20, (U7)29) + (UF) 20, (U*)V29).
Alors qpn,,,, est une forme quadratique fermée et semi-bornée inférieurement. L’opérateur auto-
adjoint qui lui est associée par la proposition 1.2 est noté Hp,, : autrement dit, qr1,,., = (H,q0.-
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Démonstration

En premier lieu, observons que ¢p,,,, est bien définie sur @(Hpart). En effet, V- = -V
est relativement borné par rapport a p? /2 avec borne relative 0, et donc (cf.[RS75, Théoréme
X.18]) V'~ est relativement borné par rapport a p*/2u au sens des formes avec borne relative
0. De méme, par (Hy)(iz), U™ est relativement borné par rapport 2 P?/2M au sens des formes
avec borne relative 0. En utilisant (2.17), on voit donc que ¢p,,,, est bien définie. Par ailleurs
Q(H,par) est dense puisque C°(R®) € Q(Hypart).

De plus pour tout ¢ dans Q(Hpm), ona:

(1= ) | (016, 16) + 5 — (02, 226) | + (U2, (U)26) g1, (6.9

+ —
mq 2m2
< Qityar (6, 9) + Ca) [0,

ol a > 0 peut-étre choisi aussi petit qu’on le veut, et oi C(a) est une constante positive
dépendant de a. Ceci prouve que ¢p,,,, est fermée et semi-bornée inférieurement par la pro-
position 1.3, puisque g,z /9,4 p2/21s €t g+ sont fermées et positives respectivement sur H' (R°)
etQU™T). O

(2.20)

On peut par ailleurs définir P?/2M + U “directement” en utilisant le fait que, si (H,) est
vérifiée, P?/2M + U est essentiellement auto-adjoint sur C5°(R?) (¢f.[RS75]). Mais on a la
proposition suivante :

Proposition 2.3 H,,,; est égal a la fermeture de (p*/2u+ V)@ I + I @ (P?*/2M + U) défini
sur C3°(R?) @ C3°(R?). En particulier, CF(R®) est un ceeur de forme de qp,,,,,.

Démonstration

1 suffit de constater que, vue la définition (2.19) de qu,,,.,» Hpart|cze®3)ocs (rs) est égal
a(p?/2u+ V)1 +1® (P?/2M + U)|ce(ms)ocse @) Or cet opérateur est essentiellement
auto-adjoint sur C°(R?)@C5°(R?), et on conclut en utilisant le fait que H,,, est auto-adjoint.[]

Cette proposition permet de décrire le spectre de H g, :

0(Hpart) = 0?20+ V) +0(P?/2M + U). (2.21)

On sait que le spectre de p?/2u + V est constitué d’une suite (E;);>o croissante de valeurs
propres strictement négatives s’accumulant en 0, et de la demi-droite de spectre absolument
continu [0, co[. Afin de décrire le spectre de P?/2M + U, supposons pour simplifier que
(Hais) est vérifiée. Alors o(P%/2M + U) est constitué d’une suite croissante de valeurs propres
(€n)n>0- Par (2.21), le spectre de H 4+ s’ obtient donc comme décrit dans la figure 2.1 ; les ronds
noirs représentent des valeurs propres et le trait épais du spectre essentiel.

2-3.2 Analyticité de type (B) de H,,,+(0)

Nous établissons dans cette sous-section 1’analyticité de type (B) de la famille d’opérateurs
H,ur4(0) pour 6 dans un voisinage complexe de 0. Cette famille d’opérateurs est définie par
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o—o o o—o ¢ 1 1 1
Eotey Epte; Epte,... E,+ey, E;te; E;te,... & © 6.

FIG. 2.1 — Spectre du Hamiltonien associé aux particules [,

dilatations complexes, comme expliqué dans la section 1-3. Nous considérons donc la famille
d’isométries U,,,, pour 6 dans un voisinage réel de 0, telles que :

(U 0) (21, 22) = ¥ ("1, '), (2.22)

pour tout ¢ € L2(IR%). 11 est alors facile de voir que, si (Hy) est vérifiée, toujours pour 6 dans
un voisinage réel de 0, et sur C3°(R®) :

2

. ;o
Hyart(0) = U, y=e > g T eV A+ U("). (2.23)

part

Hpart (UG

part

On souhaite prolonger I’égalité (2.23) sur un voisinage complexe de 0, de telle facon que la
famille d’opérateurs obtenue soit analytique de type (B). Pour ce faire, nous allons supposer
que les hypothéses (H/) et (H3) sont satisfaites. Ceci nous permettra également de décrire le
spectre de Hpqr(6).

Commencons par la partie de H,,,, liée aux variables internes (p, 7).

Lemme 2.4 Définissons, pour 0 dans un voisinage complexe de 0, la forme quadratique %, sur
H(R?) de la fagon suivante :

—20

@l (9, ) == GQ_MWW) — e (V)20, (V7)2) . (2.24)

Pour 0y suffisamment petit et 0 dans le disque complexe D(0,0y), ¢, est une forme strictement
m-sectorielle de domaine H'(R?) ; on note e=*p* /21 + =9V 'opérateur associé a ¢¢, par la
proposition 1.5. Alors, 0 — e~ %p? /21 + eV est analytique de type (B) sur D(0,6,).

Démonstration

Fixons 6y > 0 et @ € D(0,6,). Remarquons tout d’abord que la forme quadratique ¢,
donnée en (2.24) est bien définie dans la mesure ot H'(R?) C D((V~)/2). Plus précisément,
on sait (cf.par exemple [RS78]) que pour tout a > 0, il existe b > 0 tel que pour tout ¢ dans
HY(R3) :

((V)20, (V)20) < alpw, p) + (1), ). (2.25)

Cette inégalité montre que ¢Y, est fermée sur H(R3). En effet, si (1,,) est une suite de H!(R?)
telle que ¥, — ¥ et gp(Vr, — Yy Y — Uin) — 0, 0na:

|e—26} B

|q\0;(wn - ¢m>¢n - 2%)\ = <—

-0 2 -6 2
o ol \) Ip(n = Ym) I* = e [Blltn = mI*. (2.26)
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Si a est choisi si petit que 16*29| [2u—a |e*9’ > () pour tout § dans D(0, 6), on en déduit que
p(¥n, — Y| — 0, et donc que ¢» € HY(R?). Ainsi ¢¥, est fermée sur H(R3).
Maintenant, pourvu que 6 soit choisi suffisamment petit, on peut voir que :

|arg[e2 gl (1, 40) + (Eo + 1) (1, 9)]| < 61, 2.27)

pour un certain ¢; tel que 0 < 6; < 7/2. Autrement dit, pour tout § € D(0,6p), ¢} est
strictement m-sectorielle, de domaine H!(R?).

Enfin, vue la définition (2.24), il est évident que pour tout ¢p € HY(R?), § — ¢¥ (1, v) est
analytique sur D(0, 6). On en déduit donc immédiatement que e~*’p? /2+e~V est analytique
de type (B) sur D(0, 6p). O

Remarque 2.5 L’opérateur strictement m-sectoriel associé par le lemme précédent a la forme
quadratique ¢Y, définie en (2.24) n’est autre que I’opérateur e=*p? /2y + ¢~V de domaine
H?(IR3).

Démonstration

Il s’agit de déterminer le domaine de e=2p? /2y + e~?V défini par le lemme 2.4. Notons
que nous aurions pu définir “directement” cet opérateur sur H?(R?) en posant :

P P’
(ewﬂ + eGV) (PIES efzeﬂ?ﬁ +e V. (2.28)

Or on peut montrer que 1’égalité (2.28) définit un opérateur strictement m-sectoriel sur H*(R?),
dans le sens ot il est fermé et vérifie Re(v), (p?/2u+€’V )1b) > 0 pour tout t» € H2(R3). On peut
ainsi lui associer une forme quadratique strictement m-sectorielle G¢,. Alors, par construction,
H2(R3) est un cceur de forme de @, et d’autre part, il est facile de voir que H?(IR?) est aussi
un cceur de forme de ¢. Finalement, ¢ et ¢Y, sont deux formes quadratiques fermées qui
coincident sur un coeur commun ; donc ¢, = ¢Y,. En particulier on a bien :

D(e”p?)2u 4 e7V) = HY(R®). (2.29)

Passons maintenant a la seconde partie de H,,,; li€e aux variables associées au centre de
masse (R, P) :

Lemme 2.6 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypotheses (Hy), (Hy ) et (H3)
sont satisfaites. Pour tout 0 € D(0,0y), la forme quadratique qf, définie en (2.16) est strictement
m-sectorielle, de domaine Q(P?/2M + U) ; on note e 2° P2 /2M + U (€°-) ’opérateur associé
a q% par la proposition 1.5. Alors, Uapplication 0 — e=2'P?/2M + U(e%.) est analytique de
type (B) sur D(0, 6y).
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Démonstration

Rappelons que ¢; est bien définie sur Q(P?/2M + U) par I’hypothese (H3), et qu’on a pour
tout ¢ € Q(P?*/2M + U) :

—29

6.0) =

€ (Pé, Po) + /R U RIBR)G(R)R (2.30)

Montrons tout d’abord que ¢?; est fermée sur Q(P?/2M +U). Soit (1,,) une suite de Q(P?/2M +
U) telle que v, — v et ¢% (¥, — Y, ¥n — 1) — 0. On a alors :
] —
| 531 P = ) (B)P( — b) (R)IR
R3

S(1=CO) [ UG TR — ) ()R
e (2.31)

= (14 C(60)) inf (U)[[¢on — ]|
|€20 0(¢n_¢ma¢n_¢m)‘ — 07

n,Mm— 00

o C'(fp) est la constante positive définie dans I’hypothese (H;), et ou inf(U) > —oo par
I’hypotheése (Hy). On en déduit que ) € Q(P?/2M + U) et donc que ¢?; est fermée.
Maintenant, par I’hypothése (H3)(iz), on a pour tout ¢ € Q(P?/2M + U) :

|€29 b, ) — QP2/2M+U(7/J,¢)} < C(6o) [QP2/2M+U(¢7¢) + (2inf(U) + C)HWH . (2.32)
Pourvu que 6 soit choisi suffisamment petit, on en déduit que pour tout ¢» € Q(P?/2M + U) :

arg [e?ql (¥, ¥) + (1 + 2inf(U) + ¢) (1, )] < 65, (2.33)

ou 6, est un certain réel tel que 0 < 65 < 7/2. On a donc montré que, pour tout § € D(0, 6,),
q?; est une forme strictement m-sectorielle.

Enfin, d’aprés ’hypothese (Hs)(iii), pour tout ¢ € Q(P?/2M + U), 0 — q%(¢, ¢) est ana-
lytique sur D(0, ). Ainsi, § — e 2P2/2M + U(e?-) est bien analytique de type (B) sur
D(0,6,). O

Les lemmes 2.4 et 2.6 vont maintenant nous permettre de définir H,,,+(#) pour 6 € D(0, 6y)
de telle fagcon que H,4,+(0) soit analytique de type (B) et :

0(Hpare(0)) = o(e™'p* 25+ €V) + o7 P?/2M + U (")), (2.34)
Nous allons pour ce faire appliquer le lemme d’Ichinose (c¢f.[RS78]) :

Proposition 2.7 Soit 0y suffisamment petit. Supposons que les hypotheéses (Hy), (Hy) et (Hs)
sont vérifiées. Soit Hpa(0), pour § € D(0,6y), la fermeture de (e™2°p* /214 e V) @I+ 1 ®
(e20P2/2M + U(e")) défini préalablement sur D(e™2"p? /2y + V) @ D(e”2P?/2M +
U(e’-)) C L*(R®) @ L*(R?). Alors 0 — H,,+(0) est analytique de type (B) sur D(0,6,), de
domaine de forme Q(p3 + p3) N Q(U™), et pour tout § € D(0,6,), C3°(R®) est un caeur de
forme de qy.,,.,0).- De plus on a :

0(Hpart(0)) = o (e 2p?* 2+ V) + (e P2 J2M + U(e)). (2.35)
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Démonstration

Pour pouvoir appliquer le lemme d’Ichinose a H,,,(¢), il nous faut considérer les secteurs
associés aux opérateurs strictement m-sectoriels e~ 2%p? /2 + eV et e P2 /2M + U(e?-).
Or, on peut montrer que :

S—Eg—l;—QIm@;Gl = {Z, —2Imé — 01 < arg (Z - E() — ].) < —2Imé + Ql} (236)

est un secteur de e ~2?p? /2p+e~%V ; et en utilisant les hypotheses (H,) et (H3), on peut montrer
de méme que :

572 inf (U)—1;—2Im6;62

2.37
= {2z, —2Imb — 0y < arg (z — 2inf (U) —c — 1) < —2Imb + 05} (237)

est un secteur de 2 P?/2M + U(e’-). Ainsi, le lemme d’Ichinose s’applique & H,+(6), ce
qui entraine :

0(Hpart(0)) = o(e7’p* 21+ ¢~'V) + o (e P? /2M + U (e")). (2.38)

Définissons maintenant la forme quadratique §p,,,, o) sur Q(pi + p3) N Q(U™) de la fagon
suivante :
020 , B
i 0(6.0) = 5 p0p0) + ¢ [ V3 R0 RydrdR
m R6
. (2.39)

+ S (Po, Py) + / U(e’ RYo(r, R)y(r, R)drdR.
2M RS

En utilisant les hypotheses (H,) et (H3)(7ii), on peut montrer, de la méme facon que ce que

nous avons fait dans les démonstrations des lemmes 2.4 et 2.6, que ¢y, (s) €st bien définie et

fermée sur Q(p3+p3)NQ(U™). On peut également montrer que C3°(IR®) est un ceeur de Gp,,,.,(0),

et que ¢, (o) €St strictement m-sectorielle. Ainsi, une nouvelle application de la proposition

1.5 fournit I’existence d’un unique opérateur prm(e) associé a g, (9)-

Or, en utilisant notamment le fait que Hq,¢(0)* = Hpurt(), on peut montrer que H,q,(6)

vérifie lui aussi les propriétés a) et b) de la proposition 1.5 caractérisant I’'unique opérateur

associé a Gp,,,,(9)- On en déduit ainsi que Hp(0) = ﬁpart(H), et donc en particulier que

Q(Hpare(0)) = Q(pi + p3) N QU).

Pour conclure, on obtient grice a I’hypothese (H3)(iii) que 0 — Hp,,+(0) est analytique de

type (B) sur D(0, 6p). O

Utilisons cette proposition pour décrire le spectre de H,,,+(#). D’une part, on a :
o(e ™ p?/2p+ e V) = 0, (p* /21 + V) U {e ?p|p € [0, 00[} . (2.40)
D’autre part, supposant pour simplifier que (M) est vérifiée, et puisque e =20 P2 /2M + U (e?-)
est analytique de type (B), on a :
o(e™®P?)2M + U(e?)) = o(P?*/2M + U). (2.41)
Ainsi, on obtient le spectre de H,,,+(f) comme représenté dans la figure 2.2 ; (£;) désigne tou-
jours la suite des valeurs propres de p? /2u+V et (e,,) la suite des valeurs propres de P?/2M +U.

Donnons maintenant une proposition qui nous servira par la suite :
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FIG. 2.2 — Spectre du Hamiltonien dilaté associé aux particules H,,,,.(6)

Proposition 2.8 Soit 6y suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs)
sont vérifiées. En tant que sous-espaces vectoriels de 1.?(R%), on a Uinclusion suivante :

D(Hpar’t) - D(Hpart(e))' (2.42)
Démonstration
Soit ¢ € D(H,4). En utilisant I’hypotheése (H3), on a pour tout ¢ € D(H,q(0)*) :

|(Hpare(0)" 0, 0)]|
= |@tp0ru(0) (¥, 9))|

—20 —2¢ .

< |G oba9)+ Gy P+ [ VORISR RIAR g

+/R6 U(R)¥(r, R)o(r, R)deR' + CO)IU[10N + cllolllel
<a ’quart(w> ¢)‘ + b”¢” H¢H7

ol a et b sont des constantes positives. Donc ¢ € D(H,,+(6)) et la proposition est démontrée.
U

2-4 Caractere auto-adjoint de H};

Nous montrons dans cette section que H}; est auto-adjoint pour toutes valeurs de la charge
q et du paramétre de troncature ultraviolette A. Nous verrons que le domaine de forme Q(H};)
est explicite et ne dépend pas des parametres ¢ et A, puis nous relierons notre définition avec
celle de [Hir02] basée sur une représentation en intégrale fonctionnelle.

2-4.1 Domaine de forme

Commencons par un lemme :

Lemme 2.9 Supposons que ’une des deux hypotheses (H%A) ou (H%A) est vérifiée. Alors, pour
tous ® € CP(R®) ® Ds, j € {1,2} eti € {1,2,3}, ona:

40|’ < |2 + o), (2.44)

oul ay et by sont des constantes positives dépendant de A.
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Démonstration

La démonstration est similaire a celle donnée dans [GLLO1, Lemme A.4]. On suppose que
la troncature ultraviolette \'5 est donnée par I’hypothése (’H%A) ; la preuve serait similaire (mais
avec des constantes différentes dans (2.49)) dans le cas de I'hypotheése (HZ ).

En utilisant la notation (1.28), on a pouri € {1,2,3} :

o) = 3 [ (=) + ol = ) 2030,

(@ (W (x; =) + a(hy(z; =) (X)) dX (2.45)
2AZ / [la*(hy(x; = NPX)? + [la(hi (z; — ) (X)]]?] dX

par 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Or, vue la définition (2.8) de hY, la transformée de Fourier
de h}(z; — ) vaut :

(Fhi(; = ))(k) = %%TZ) ex(k)e . (2.46)
Ainsi, )

= < s [, = 5 @)
“ (Fhi(z; — N |° 1 1 A

‘ *# <= /MA de; = (2.48)

D’ou, par la proposition 1.8 :

i i A?
o aw <2 Y [ (2 o0l + 3o ax
A=12 (2.49)

_8A 2A?
. S (H[ 0, H/?®) + —(2,9).

On a donc bien le résultat.]
Soit maintenant ¢ HY la forme quadratique de domaine

Q(HY) == Qp} +p3) NQU™) N Q(Hy), (2.50)

définie par :

- 1 1/2 1/2
qgv (@, V) = —((pj — 4;4;)®, (p; — ¢;A;)V) + (H,/"®, H/"V)
v ZQ 2m; ! ! 2.51)

(V) (V) ) — (U (7)) () e (02

On a alors le lemme suivant :
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Lemme 2.10 Supposons que les hypotheses (Ho) et (Hy, ) (ou (HZ,)) sont vérifiées. Alors Gy
est bien définie et on a pour tout ® € Q(HY) :

Qg (2, ®) > LZ Ips @l + [0 ) 20| + ||} o ] blo?, @52
1,2
oul ay et by sont des constantes positives dépendant de q, A, my et mso.

Démonstration

Comme C(R®) ® Ds est un cceur de Hl/2 (puisque c’est un cceur de Hy), le lemme 2.9
entraine que D(Hl/z) Q(Hy) € D(A}) pour tout i € {1,2,3}; ainsi Gy est bien définie.

Pour obtenir (2.52), prenons ® dans Q(H};) et remarquons que :

1
S s — gy, > Z[(1—uj>||pjc1>||2+<1—;m;nAj@n?}, 2.53)
]

Jj=12 j=1,2
pour tous 1, fo tels que 0 < pq, po < 1. Or d’apres le lemme 2.9 :

1 1 1/2
1-DEaersa- e [ y
115 7

J

\I@llﬂ : (2.54)

et on choisit alors 4; tel que 0 < y1; < 1et (1 —1/u;)giar < 1/2 (on vérifie sans peine que de
tels 41, existent). Ainsi :

2 2
>N — 04001 + || > q LZ Ips@ll” + || 2| | = shllof?,  @59)
j=1,2 i=1,2

ou a, et b, sont des constantes positives dépendant de ¢ et A. Le résultat s’en déduit alors
facilement en utilisant 1’écriture du Laplacien (2.17), dans la mesure ou V' est relativement
borné par rapport a p? au sens des formes avec borne relative 0, et puisque U est semi-borné
inférieurement par I’hypothése (H). O

Les deux lemmes précédents nous permettent de définir H}; comme opérateur auto-adjoint :

Théoréme 2.11 Supposons que les hypotheéses (Hy) et (Hs, ) (ou (HZ) ~) sont vérifiées. Alors
la forme quadratique qu‘j est fermée et semi-bornée inférieurement sur Q(H};) ; de plus, I’es-
pace C(R®) ®@ Dg est un ceeur de forme de (ng. L’opérateur auto-adjoint (et semi-borné
inférieurement) qui est associé a QHX par la proposition 1.2 est noté HY, : autrement dit,
quy = duy-
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Démonstration

Montrons d’abord que Gy est fermée sur Q(HY) : soit (®,,),>0 une suite de Q(H};) telle
que :
qu(q)n -®,¢, -, — Oetd, — o (2.56)
Il s’agit de montrer que ¢ € Q(H [‘J/ ). Or, d’apres le lemme 2.10 et vue la définition de ®,,, on
a:
9 2
S Ips(@ = @) 2+ [ (@, — )|+ 2@, e[~ 0 @sn

m,n— 00
7j=1,2

Mais par la proposition 1.3, g2 2 + qu+ + qu, est une forme quadratique fermée (et positive)
sur Q(p? +p3) NQU) N Q(Hy), et donc & € Q(HY)).

Le caractere semi-borné inférieurement de ¢ my est immédiat par le lemme 2.10.

Enfin, la définition (2.51) de qmy et le lemme 2.9 entrainent immédiatement que pour tout ®

dans Q(H})) :

- 2 2
Gy (2, 2) < oy [Z Ips @l + @) 2"+ [ 0| | +be, @s8)
i=1,2

oll a3 et by sont des constantes positives dépendant de ¢, A, my, my. Or comme CJ°(R®) est un
ceeur de p? +p3 + U™ et comme Dj est un ceeur de Hy, C3°(R®) @ Dg est un ceeur de forme de
dp24pz + qu+ + qu,. On déduit alors de I'inégalité précédente que Ce°(R®) ® Dg est également
un cceur de forme de ¢ HY- 0

Notons pour terminer cette sous-section que la méthode que nous venons d’employer pour
définir H}; permet de définir de la méme fagon les opérateurs auto-adjoints HY', HY, ou encore
H}/(m). 1 suffit en effet d’adapter dans chaque cas la définition de quy de la facon suivante :
on fait U = 0 (respectivement V' = () pour définir dmy (respectivement qmo,), et on remplace
Hy par H¢(m) pour définir ¢ HY, (m)- ON montre ainsi :

Q(Hy) = Qi +p3) NQ(Hy) , Q(Hp) = Qpi +p3) NQU)NQ(Hf), (259
et, par (1.53) :

Q(Hy (m)) = Q(pt + p3) NQUT) N Q(H(m)) = Q(Hyy) N Q). (2.60)

2-4.2 Représentation en intégrale fonctionnelle

Dans cette sous-section, nous décrivons trés brievement une autre facon de définir H[‘]/
utilisée dans [Hir02], basée sur une représentation en intégrale fonctionnelle. Cette définition
présente 1’avantage par rapport a la ndtre de fournir un domaine explicite de 1’opérateur auto-
adjoint H (‘J/, ; en revanche ni le domaine, ni le domaine de forme de H, ‘U/ ne sont explicites avec
cette définition. C’est pourquoi nous avons utilisé une définition basée sur les formes quadra-
tiques, qui nous a permis d’obtenir un domaine de forme explicite pour H};. Nous montrons
finalement dans cette sous-section que notre définition et celle de [Hir02] coincident.
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Nous renvoyons, par exemple, a [Sim74], [Sim79], [Hir97], [Hir04], [Spo04] pour les défini-
tions des objets que nous employons ici.

Plutdt que de considérer la représentation de Fock JF; pour décrire les états du champ de
photons, on aurait pu considérer une représentation dite de Schrodinger, associé a un certain
espace L? noté L?(Q, du). Comme dans [Hir02], on pourrait alors prouver que, pour toutes
valeurs de g et A, I’opérateur :

. 1
Hy:= Y —(pj — q;A;)" + Hy 2.61)

m
j=1,2 J

est auto-adjoint sur D(p? 4+ p3) N D(H,). Ce résultat est obtenu 2 partir de formules FKN
(Feynmann-Kac-Nelson) et FKI (Feynmann-Kac-1t6) desquelles on déduit la représentation en
intégrale fonctionnelle suivante :

(F,e~tHo@g) = /M (F(X0), J1(X)G(X1))p2(g) dX. (2.62)

Dans (2.62), on a noté M = R® x P, ou (P, db) est un espace de probabilité associé au mou-
vement brownien en 6 dimensions {b(¢) };>o. De plus, X; = X + b(t) désigne le processus de
Wiener sur M. Ensuite, .J;(X) est défini par :

Jy(X) = She KOz, (2.63)

ol =; désigne la seconde quantification de ®3&;. Ici, & : ®3L2(R3) — @3L?(R*) est une
1sométrie définie par :

—~ e~ itko w(k)

ff(kvko) = ﬁ w(k‘)2 + |k‘0|2

Fk). (2.64)

Dans (2.63), ¢o(f) désigne un processus aléatoire Gaussien sur certain un espace de probabilité
(Qo, dp), indexé par I’ensemble des fonctions f a valeurs réelles telles que f € @3L*(R?).
Enfin, dans (2.63) encore, K (t) désigne I’intégrale stochastique :

t t
K(t) = &g / Eap(- — X.)dbM(s) + By / Epl- — X)db3(s), (265
0 0

avee p(k) = Xa(k)/ (7 /2IH)-

Dans la mesure ou I’on peut montrer que V' — U~ est relativement borné par rapport a ﬁo
avec borne relative 0 (a condition que (H) soit vérifiée), d’apres le théoréme de Kato-Rellich,
I’opérateur : R R

Hy- :=Hy+V -U" (2.66)

est auto-adjoint sur D(p? + p3) N D(H). On termine alors la définition du Hamiltonien associé
au systéme en posant : R R
Hy == Hy- +U*. (2.67)

Montrons donc que les deux définitions coincident :
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Proposition 2.12 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz, ) (ou (HZ ) sont vérifiées. Alors
ona: R
H} = H}. (2.68)

Démonstration

Commeona HY = HY_ +U* et HY := HY_ U, il suffit de montrer que H}| = HY_.
Or, de la méme fagon que pour H};, on montrerait que C5°(R%) ® D est un cceur de forme pour
qpy_; et dautre part, d’apres [Hir02], CP(RS) © Dg est un coeur de H}/_. Donc C(R) © D
est un coeur de forme de q av_- Comme on peut constater que Y et g v coincident sur

C5°(R%) ® D, la proposition est démontrée. [

2-5 Analyticité de type (B) de H;(0)

Nous établissons dans cette section I’analyticité de type (B) de la famille H};(6) obtenue
par une méthode de dilatations complexes (voir section 1-3). Plus précisément, rappelons que,
pour 6 dans un voisinage réel de 0, la famille d’isométries Uy agissant dans H est définie par :

Uy == U, UL, (2.69)

ou U’ , est définie en (2.22), et ol pour tout d € F :

par

(Ll]fhcb)(") (Y1 - Yn) = €020 (g Py, (2.70)
Afin d’étudier H};(0), écrivons H}; de la fagon suivante (sur C5°(R%) ® Ds pour I’instant) :
Hy = Hy + Wy(Xa), (2.71)
avec : )
Hy = Z%JFHPLUJFV:HWWLHJC, 2.72)
j=1,2 J
et: 1
Wy(Xa) ==Y o (724505 A5(Xa) + 47 A;(Xa)?)- (2.73)
j=1,2 J

L’indice ¢ apparaissant dans (2.73) trouvera sa signification dans la partie III ol nous traite-
rons W, comme une perturbation de I’opérateur H ; le réel g = (¢*A)*/? sera alors le pa-
rametre perturbatif en fonction duquel nous exprimerons I¥,. Nous avons par ailleurs souligné
ici la dépendance de W, en la fonction de troncature ultraviolette x'4. On peut montrer que sur
C5°(R%) ® D, et pour 0 réel :

Ho(0) := Uy Holdy = Hport(0) + e P Hy, (2.74)

et:
Wy (0) := UgWo (XU = e W, (xXale™?)). (2.75)

Voyons alors comment définir H} (/) pour 6 dans un voisinage complexe de 0. En ce qui
concerne Hy(0), il suffit de suivre ce que nous avons fait dans la proposition 2.7 :
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Lemme 2.13 Soit 60y > 0 suffiamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy) et (H3)
sont vérifides. Soit Hy(0), pour 0 € D(0,0,), la fermeture de Hpuni(0) @ I + 1 ® e Hy
préalablement défini sur D(H,y,,+(0))@ D(H;) C L*(R%) @ F;. Alors 0 — Hoy(0) est analytique
de type (B) sur D(0,6y), de domaine Q(p3 + p3) NQ(U ) N Q(Hy), et pour tout § € D(0,6y),
Ci ® Dg est un caeur de forme de qg,(9). De plus on a :

o(Ho(0)) = o (Hpart(0)) + e o (Hy). (2.76)

Démonstration

La forme quadratique G.-op, := e Yqu ; définie sur Q(Hy) est évidemment bien définie et
fermée, et on a pour tout ¢ € Q(Hy) :

Go-opr, (0, 0) = e Pqu, (1, 0) € e "Ry (2.77)

La méthode pour démontrer le lemme est alors la méme que celle que nous avons employée
dans la preuve de la proposition 2.7 afin de définir H,,,;(¢). On montre en particulier que
Hy(0) est I’opérateur strictement m-sectoriel associé a la forme quadratique G, g définie sur

QP +p3) NQUT)NQ(H;) par:

Gr1o(0) (2, W) = G100y (P, V) + € Py, (@, V). (2.78)

Supposons encore une fois, pour simplifier, que 1’hypotheése (Hgy;s) est vérifiée. Alors la
figure 2.2 donne le spectre de H,,,+(6), et d’autre part on sait que le spectre de H; est constitué
d’une valeur propre située en 0 et de la demi-droite de spectre absolument continu |0, co[. On
obtient ainsi le spectre de Hy = H(0), puis le spectre de I’opérateur dilaté Hy(0), grace a
(2.76) (voir les figures 2.3 et 2.4).

ili o o —

Eotey Egte; Egte,... E,+ey E;+e; Ejte,... & € 6.

F1G. 2.3 — Spectre du Hamiltonien non perturbé H,

Ey+te, Eg+e; Ej+e,... E +teqy E;+e; E +e,..

FIG. 2.4 — Spectre du Hamiltonien dilaté non perturbé H(
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Définissons maintenant, pour ¢ dans un voisinage complexe de 0, la forme quadratique
Gw,(6) de domaine Q(p? + p3) N Q(Hy) de la fagon suivante :

Gw,(0) (P, ) = — ™ Z

5 [(p;®, Aj(Xa(e™?)) W) + (A;(Xa(e™?))®, p; V)]

2 (2.79)

On a alors :

Théoreme 2.14 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy),
(H3) et (HZ,) sont vérifiées. Pour 6 € D(0,0,), définissons la forme quadratique qry (o) SUr
Q(p? +p3) NQU™T) NQ(Hy) de la fagon suivante :

duy (o) = qHo(0) T qw,(6)- (2.80)

U

Alors chli/(e) est bien définie et c’est une forme quadratique strictement m-sectorielle ; on note
H}Y () I'opérateur qui lui est associé par la proposition 1.5. L’application 0 — H};(0) est de
plus analytique de type (B) sur D(0, 0y).

Démonstration
D’apres la forme explicite de x4 donnée par 1’hypothése (H%A), ona:

R h) — Sa(R)] = [e e PRIEN ity

XA
k2 K2 /(2204 N)2 (281)
g CL(GQ)Z4q8A2€7 /(Z%q* ) ,

ol a(fy) est une constante positive telle que a(6y) — 0 lorsque 6y, — 0. On peut alors en déduire
que pour tout € C5° ® Dg :

‘qu(9)<q)7 (I)) - qu(O)(q)u (I))‘ < CL(eO) [QQP%+p%+Hf ((I)7 (I)> + bH(I)HQ] ) (282)

ou a et b sont des constantes positives dépendant des parametres ¢, A, mq, mo. Pour obtenir
(2.82), il suffit d’ailleurs de reprendre la démonstration du lemme 2.9 en remplagant X5 (k) par
k2xXa(k)/(Z%q*A)*. D’autre part, (2.82) entraine que G, () est bien définie sur Q(p? + p3) N
Q(Hy).
Maintenant, en utilisant I’hypothese (H;3)(ii) et le lemme 2.10, on peut montrer que (2.82)
implique :

Oy 0)(®: @) = iy (0, @) < b(00) [y (@, @) + '] [@] (283)

ol o’ et b/ sont des constantes positives dépendant de ¢, A, mq, mo, et ol b(6y) est une constante
positive tendant vers O lorsque ¢, — 0. Ceci prouve que, pour tout # € D(0,6y), qmy (9) est
strictement m-sectorielle, de domaine Q(HY, ).

Enfin, les hypothéses (H3)(iii) et (1%, ) entrainent que 6 — H, ¥ (0) est analytique de type (B)
et le théoreme est démontré. []
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2-6 La transformation de Power-Zienau-Wooley

L’un des outils importants de notre analyse, qui apparaitra a la fois dans la partie concernant
I’état fondamental et dans celle concernant les résonances, est la transformation de Power-
Zienau-Wooley (cf.[CTDRGO1a]) ; on la trouve également parfois sous le nom de transformation
de Pauli-Fierz dans la littérature. Mathématiquement, la transformation est représentée par un
opérateur unitaire agissant dans I’espace de Hilbert associé au systeme que 1’on considere. Dans
notre cas, I’espace de Hilbert H est défini en (2.1), et I’opérateur Upzy, correspondant a la
transformation de Power-Zienau-Wooley est défini par :

D
Z/{PZW = / UPzw(X)dX, (284)
R6

ol pour X € RS : 4
Upzw (X) = e 12i=129%-A0) (2.85)

Regardons I’action de cet opérateur sur le Hamiltonien H}; (m) (odm > 0 et ou H}; (0) désigne
HY)). En faisant commuter @ (k) et FA(0)F !, on constate que, au sens d’opérateurs sur Dy,
onapour X € RS, A € {1,2} etk e R*:

ZA(/C, X) i= FUpzw (X)Fax (k) FUp 5 (X)F 1 =ax(k) — dwx(k, X), (2.86)

ot w) (k, X) est I’opérateur de multiplication dans Ds défini par :

1 Xa(k)
wy(k, X) = P ex(k). 22 Gz, (2.87)
=4

Ainsi, formellement, le Hamiltonien transformé par Power-Zienau-Wooley s’écrit :

~ 1 ~ ~
HY (m) := Upzw HY (m)Up 5y = Z %(pj —qjA)? + Hi(m)+U+V, (2.88)
j=1,2 J

ou I’on a posé :

o 7 (2.89)
Aj(X) = A(z;) — A(0) pour X € R,

et, la deuxieme des égalités suivantes étant écrite au sens des formes quadratiques sur Dg X Dg :

~ @ ~
He(m) = / HP(X)dX,
N * ~ ~ (2.90)
FHP(X)F ' = Z/ win (E)0 (K, X)bx(k, X)dk  pour X € RS,
A=1,2 7R

Remarque 2.15

L’un des intéréts principaux de cette transformation est qu’elle “améliore” le comportement
infrarouge du potentiel d’interaction électromagnétique A. En effet, comme on peut le voir
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n (2.8), les fonctions e~*hi(k) intervenant dans la définition de A(z) sont de Uordre de
O(|k|~Y/?) au voisinage de 0. Or apres la transformation, comme A(x) est remplacé par A(z) —
A(0), les fonctions e=*hi(k) sont remplacées par (=% — 1)hi(k), qui sont de I'ordre de
|z|O(|k|"/?) au voisinage de k = 0.

Le comportement infrarouge de A(x) est donc “amélioré” par un facteur |k|, mais on
s’apercoit que le prix a payer est I’apparition devant g(m) d’un facteur |z|. Pour contréler
ce dernier, on utilisera la décroissance exponentielle de |’état fondamental dans la partie I,
tandis que dans la partie Ill, on utilisera d’une part le confinement imposé par U, et d’autre

part une troncature spatiale en la variable r.

Par ailleurs, en insérant (2.86) et (2.87) dans (2.90), puis en développant 1’expression obte-
nue, on peut encore écrire

HY (m) = Hyare + Z A2+ 1+ Hy(m), (2.91)

]12

ou le “nouveau” Hamiltonien associé aux particules H,,,; est (en posant 7 := x1 — Zxy) :

~ m Y va(k 2
Hpart :Hpa'rt + q2 Z / v ( ) XA( ) (5)\(1€)?’1)2dk}
A=1,2 /R

|k| 4w
(k)? (2.92)
Xa(k 1 Z
2¢> —sin®*(k.21/2) + —— sin®(k.22/2
+ 2q /}R3 2] l2m1 sin?(k.x,/ )+2m sin®(k.29/2) | d
et ou le "nouveau” terme d’interaction / s’€écrit :
o
I :/ I(X)dX, (2.93)
R6
avec pour X € R, au sens des formes quadratiques sur Dg X D :
_1 ~ r~x ~
FI(X =ig » / ‘k‘m 27T Q(k).r [@s (k) — ax(k)] dk. (2.94)

A=1,2

On peut alors montrer, de la méme fagcon que nous I’avons fait pour H}Y (m) :

Proposition 2.16 Supposons que I’hypothése (Hy) est vérifiée. Alors I’ opérateur H v (m) défini
formellement par (2.91)-(2.94) s’identifie a un opérateur auto-adjoint dont le domaine de forme
est :

Q(HY (m)) = Q(p} + p3) NQUY) N Q(F) N Q(Hy(m)). (2.95)
De plus, ® € Q(HY, (m)) si et seulement siUp 7y ® € Q(]:vfl‘]/(m)), etpourtout® € Q(HY (m)) :

qu (UPZWCI) UPZWCI)) = qu(m ((I) (I)) (296)
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Démonstration

Pour prouver la premiere partie de la proposition et définir H 7 (m), il suffit de suivre la
méme procédure que pour H}; (m). On peut ainsi remarquer que ﬁpart donné en (2.92) est bien
défini en tant que forme quadratique de domaine Q(H,q¢) := Q(p>+p2) NQ(UH) NQ(72). De
plus, encore une fois de la méme fagon que pour H}; (m), on peut voir que C°(R%) ® D est un

cceur de forme de Y (m): Ainsi, I’égalité (2.95), valide par définition pour ® € C°(R®) ® Dg,
se prolonge sur Q(H}/ (1)), et montre que Upzy envoie Q(HY, (m)) sur Q(HY (m)). O

Remarque 2.17

Observons qu’apres la transformation de Power-Zienau-Wooley, le "nouveau” Hamilto-
nien associé aux particules Hp,, n’est pas unitairement équivalent a "I’ancien” Hp,. En
particulier donc, ces deux opérateurs n’ont pas le méme spectre, et les valeurs propres “non
perturbées”™ ne sont pas les mémes selon que I’on se place dans I'un ou I’autre des deux points
de vues. Nous reviendrons sur ce point dans la partie I11. Toutefois, comme HY, et HY, sont uni-
tairement équivalents, le spectre du Hamiltonien total n’est bien siir pas modifié par la trans-
Jformation.
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Deuxieme partie

Existence d’un état fondamental

55






Chapitre 3

Preuve de P’existence d’un état
fondamental

Dans ce chapitre, supposant que les conditions de liaison (C.L.) sont vérifiées, nous établis-
sons I’existence d’un état fondamental pour H}; quelles que soient les valeurs de la charge ¢ et
du parametre de troncature ultraviolette A. Pour ce faire, nous suivons la stratégie de [GLLO1].
Plus précisément, dans une premiere section, nous montrons que si les photons sont considérés
comme massifs, le Hamiltonien associé, H ‘U/ (m), possede un état fondamental noté ®,,. Ensuite,
nous établissons dans la section 3-2 la décroissance exponentielle de ®,,,, puis nous montrons
dans la section 3-3 que le nombre de photons dans 1’état ®,,, est borné indépendamment de m.
Enfin, nous montrons dans la derniere section, en utilisant les propriétés de ®,,, démontrées au-
paravant, que la suite ®,, converge fortement lorsque m — 0. Ceci nous permettra de conclure
a I’existence d’un état fondamental pour H};.

Par rapport a [GLLO1], nous aurons besoin d’adapter les démonstrations, notamment en
raison de notre définition de H}; basée sur I’utilisation des formes quadratiques. De plus, dans
la section 3-2, nous obtiendrons la décroissance exponentielle de ®,,, sans avoir recours a la
méthode développée dans [Gri02].

Dans toute ce chapitre, nous supposons donc que :

(i) E(HYy)< E(HY),
(C.L) { (ii) E(HY) < E(HS).

La démonstration de ces deux conditions de liaison fera I’objet du chapitre suivant.

D’autre part, dans toute la partie II, nous supposerons pour fixer les idées que la fonction
de troncature ultraviolette Y, est donnée par I’hypothese (H}?A) (voir section 2-2). Cela dit,
chacun des résultats serait également valable en considérant plutot (H%A). Nous ne préciserons
pas systématiquement dans chacun des énoncés que 1’hypothese (H%A) est supposée vérifiée.
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3-1 Existence d’un état fondamental ®,, pour le Hamiltonien
massif H};(m)

Rappelons la définition formelle de H}; (m) donnée en (2.15) :

1
HY (m) == Z %(pj — ;A 4+ He(m) + U +V, 3.1
2 )

Jj=1,

et son domaine de forme obtenu en (2.60) :
QHY (m)) = Qi +p3) NQUY) NQ(H;(m)) = QUH) NQWN).  (3.2)

Dans un premier temps, nous allons montrer que F(H} (m)) — E(H};) lorsque m — 0, et
de méme pour HY et HY. En particulier donc, pour m suffisamment petit, H}; (m) vérifiera
lui aussi les conditions de liaison (C.L.). Ensuite nous donnerons une condition permettant de
conclure a I’existence d’un état fondamental pour H};(m), et nous nous attacherons dans le
reste de la section a montrer que cette condition est vérifiée. Les conditions de liaison joueront
alors un role essentiel.

3-1.1 Convergence de £(H}; (m)) lorsque m — 0
Commencgons par établir la proposition suivante :

Proposition 3.1 Supposons I’hypotheése (Hy) vérifiée. Alors Iinfimum du spectre du Hamilto-
nien massif H}; (m) converge vers Uinfimum du spectre de H}; lorsque m tend vers 0 :

E(Hy (m)) — E(Hy). (33)
De la méme facon :
B(HY (m)) — B(HY) . E(HY(m) — E(HY) (34

Démonstration

Observons tout d’abord, par (3.2), que si m et m’ sont tels que m > m’ > 0, alors :

Q(Hy (m)) = Q(Hj (m')) € Q(Hy). (3.5)
On en déduit :
E(H)) = inf U,
(Hy) 0| =1,veQ(HY, >QH5( )
< inf quv (¥, ¥
¥ )|=1,T€Q(HY (m’)) HU( ) (3.6)

=12 EQUHY (m))
= E(Hy (m) < -+ < E(Hy (m).
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Donc E(H}/(m)) est une fonction de m croissante et minorée sur [0, oo[. Ainsi, E(H} (m))
converge lorsque m — 0 vers une certaine limite notée F qui vérifie £ > E(H}). Il s’agit
maintenant de montrer I’inégalité inverse E < E(H}).

Pour ce faire, considérons € > 0 et ®. normalisé dans Q(H};) tel que :

iy (®c, @) < E(Hy) + €. (3.7)
En particulier, on a . € Q(Hy) et donc :

an, (9,0 = Y | .

n>0

< o0. (3.8)

2
L2 (RS2 (B))

Notons IL, le projecteur sur L2(R%; F{™) out F{™ est I’espace des états du champ de radiation
ayant un nombre de photons plus petit que n, c’est-a-dire :

F={® e FO Yk >n, o™ =0} . (3.9)

On a alors évidemment II,®. — &, lorsque n — oo; et H }/ 2an)€ — H}/ 2<I>E puisque
H }/ 2(<I>6 —1I1,,®.) s’écrit comme le reste d’une série normalement convergente. De plus comme

I1,, commute avec pi, py, et U, on a aussi p, 11, ®. — p1 P, poIl, d. — po®. et (UH)V211, P, —
(U)/2®,. Ainsi, ’estimation (2.58) obtenue dans le chapitre précédent implique :

Guy (1,0, 1,8.) — gy (D:, D.). (3.10)

Considérons alors ng tel que qH[xJ/(l'InOCDE,1’[,10<I>€)/HHnOCI)EH2 — qpy (P, ®.)| < e. Notons,
pour simplifier I’écriture, <AIS6 := II,,,P.. On a ainsi pour tout m > 0 :

P € Q(Hy) NQN) = Q(HY (m)), (3.11)
et on peut donc calculer :

BEQ(HY (m)), ]| =1

Qi oy (B, @) /[

Guy (D, )/ |? + m.gp (D2, D) /||| (3.12)
QH(‘J/(CI)sa (I)s) +e+m.nyg

E(H}) + 2¢ +m.ny.

INCINCIN N

En passant a la limite quand m — 0, on obtient ¥ < F(H (‘J/ ) + 2¢ ; et comme ceci est vrai pour
tout € > 0, on a bien le résultat. Les limites (3.4) s’obtiennent de la méme facon. [J

La démonstration du corollaire qui suit est immédiate a partir de la proposition précédente.
Néanmoins le résultat est utile : si H}Y vérifie les conditions de liaison (7) et (ii), alors, pour m
suffisamment petit, H}; (m) les vérifie également :

Corollaire 3.2 Supposons que I’hypothése (Ho) et que les conditions de liaison (C.L.) sont
vérifiées. Alors pour m suffisamment petit :

(o BCHY () < BCHY (m),
(C-L-)m{ (i) E(HY(m)) < E(HY(m)).
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3-1.2 Une condition suffisante pour I’existence d’un état fondamental

Déterminons maintenant une condition, commode a démontrer a partir des conditions de
liaison, qui permet d’affirmer que I'infimum du spectre de H}; (m) est une valeur propre :

Proposition 3.3 Supposons que (Hy) est vérifiée. Supposons de plus que pour toute suite nor-
malisée (W) 5o de Q(Hy (m)) convergeant faiblement vers 0 et telle que qpy () (97, W7) est
bornée, on a :

lim inf gy ) (W, W7) > E(Hy (m)). (3.13)

J—00

Alors E(H} (m)) est une valeur propre de H}; (m), c’est-a-dire :

3®,, € D(HY (m)), | Pl = 1, HY (m)®,, = E(H} (m))®,,. (3.14)

Démonstration

Supposons que I’hypothese décrite dans I’énoncé de la proposition est satisfaite et montrons
qu’un état fondamental existe pour H}; (m). Soit (®7);50 C Q(H}/(m)) une suite normalisée
telle que :

Gy o) (¥, ) = E(Hp (m)). (3.15)
Puisque (®7) et ([H}/ (m) — E(H} (m))] 2 ®7) sont des suites bornées, d’apres le théoréme
de Banach-Alaoglu, on peut en extraire des sous-suites faiblement convergentes. Pour sim-
plifier, on continue a noter (®7) et ([H} (m) — E(H}/ (m))] "2 $7) ces sous-suites faiblement
convergentes. Leurs limites faibles sont notées respectivement ®,,, et ®/ . L'état &, étant

le candidat idéal pour étre vecteur propre associé a H}(m), commengons par montrer que
®,, € Q(HY (m)). Pour tout ¥ € Q(H} (m)),ona:

(W, [Hy (m) = B(HY (m)]"* ®7) = ([HY (m) — E(HY (m))]* w,9%).  3.16)
Faisant tendre j vers 1’infini, on obtient :
(v, ®),) = ([H] (m) — B (m)]* v, @,,). (3.17)

Ainsi @,,, € Q(HY (m)) et [HY (m) — E(HY (m))]"* &,, = &/,.
Posons maintenant W/ := &/ — &, ; par définition de ®,,, U’/ converge faiblement vers 0, et
d’autre part :

LR e L1 (3.18)

On aimerait montrer que W/ converge fortement vers 0, ¢’est-a-dire que ||®,,|| = 1. Or, si ’on
suppose que liminf; ... [|[97| > 0, la suite (¥7/||W7|) est bien définie a partir d’un certain
rang, et vérifie les propriétés citées dans 1’énoncé de la proposition. On a donc par hypothese :

Ay (my (W, W7) — B(Hy (m))|[97]|* > 0. (3.19)
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Mais d’autre part vue la définition (3.15) de (®7), on a :

0= hm QH[‘]/(m)((I)j7q)j) - E<Hl‘;(m))(q)]7q)j)

j—o0
. 1/2 112
= lim [ (m) = B(HE ()] (@0 + )| (3.20)
1% 1% 1/2 2 . 1% 1% 1/2 o 2
= || [ (m) = B )] @ |+ tim | [ () — B )] |
ou encore :
[ (m) = B(HY (m))]* @ = 0 = Timn |[[#] (m) — BCHY )] 97|, @321)
j—o0
ce qui est en contradiction avec (3.19). Donc nécessairement lim inf; ., [|[¥7|| = 0, si bien
que I’on peut trouver une sous-suite de W/ convergeant fortement vers 0. Ainsi, ||®,,]| = 1, et

comme [HY (m) — E(HY (m))]"/* ®,, = 0, on en déduit directement que ®,, € D(H) (m)),
[ U U q U

puis que HY, (m)®,, = E(HY (m))®,,. O

3-1.3 Localisation des photons

Dans cette sous-section, nous allons montrer que si dans un état @, 1’électron et le noyau
sont localisés dans une région finie de I’espace, on peut distinguer, dans ce méme état P, les
photons “proches” de 1’électron et du noyau des photons “éloignés”. Il semble en effet naturel
que les photons “éloignés” de 1’€électron et du noyau n’interagissent que “faiblement” avec ces
derniers, si bien que leur contribution a 1’énergie de ® n’intervienne, a une erreur négligeable
preés, qu’au travers de 1’opérateur d’énergie du champ libre, H(m). Le fait que les photons
soient considérés comme massifs sera un point crucial de notre démonstration en raison de
I’estimation valable uniquement pour m > 0 :

1
AN S —QH(m)- (3.22)

m

Commencgons par définir une fonction localisant I’électron et le noyau dans une région finie
de 'espace : soit ¢; € CF(R?) telle que :

* ¢ =1lsur {X € R® |r| <1,|R| <1},
© 6= Osur {X € RY|r| > 2} U{X € RY,|R| > 2},
0<¢ <L

Soit de plus, pour tout 7" > 0, ¢y (X)) := ¢1(X/T).

Définissons ensuite les objets qui vont nous permettre de localiser les photons : soient
1, j2 € CP(R?) telles que :

j1 = 1 sur la boule B(0,1),
J1 = 0 sur B(0,2),

0< 1 <1,

R+ =1

I S I
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Puis de la méme fagon que pour ¢ 7, soit pour tous @ > 0,y € R¥eti € {1,2}, jio(y) =
Ji(y/Q). On obtient alors une isométrie partielle U de F; dans F; ® F; en posant :

Ul =0 @, (3.23)
Uga™ (f1) .- a™(fu) = cp(f1) - cp(fa)2 @ Q, '
avec :
co(fi) =a*(Jrefi) @ I + I @ a*(ja.qfi)- (3.24)

Remarquons que d’apres la proposition 1.7, (3.23) est suffisant pour définir U sur Fy tout
entier. Par ailleurs, le fait que U soit une isométrie partielle se montre directement en utilisant
I’égalité j2 + j2 = 1 et les relations canoniques de commutation (1.30).

Définissons un opérateur auto-adjoint agissant dans L?(R%; F, @ F,) a I’aide de la proposi-
tion suivante :
Proposition 3.4 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit la forme quadratique G Y (m) définie sur
Q(pt +p3) NQUT) NQ(H;(m)) par :
1

iy (@ 9) = 3 50y = 034) @ 110,10 = 434) @ 110)
+ (Hy(m)?®, Hy(m)Y?0) — (=V)V2, (—V)Y?0) (3.25)

— (U)20,(U)V20) + (UH)20, (UT)*D),

ot nous avons posé Hy(m) := Hy(m)®@I+I1® H(m). Alors Qfzy (m) €st.fermée et semi-bornée

inférieurement ; on note H}, (m) I’opérateur associé a q};v(m) par la proposition 1.2. De plus,
U

Ce°(R%) ® Ds ® Dg est un caeur de HY (m), et on a sur cet ensemble :
HY(m) = HY (m) @ T + I & H(m). (3.26)
Démonstration
1l suffit d’adapter le travail effectué pour définir H}; dans la sous-section 2-4.1. [J
Le résultat principal de cette sous-section est alors le suivant :
Théoréme 3.5 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit m > 0 et soit V € Q(H}, (m)). Ona :
QHX(W)(@,T‘I’, $1.77) =4aY (m) U7V, Ugd1 17P) 3.27)
+(Q.T,m) |0y oy (¥, W) + 0] 9]2] |

out a, b sont des constantes positives indépendantes de Q),'T', m, et ou pour tous T'; m > 0 fixés :
v(Q, T,m) — 0.
Q—00

La démonstration est basée sur [GLLO1, Lemme A.1]; nous la réécrivons au sens des
formes quadratiques en justifiant rigoureusement les questions de domaines. Commengons par
un lemme permettant de comparer les énergies associées a H¢(m) et Hg(m) :
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Lemme 3.6 Soientm > 0etV € Q(H¢(m)). Ona:

ou vy vérifie : v1(Q) o 0.
—00

Démonstration

Observons tout d’abord que si ¥ € Q(Hy(m)), il est clair, dans la mesure ou ji,jo €
L>*(R?), que Uy V¥ € Q(H(m)). Cherchons alors une expression de la différence Gp (n,) définie

sur Q(H(m)) par :
AD(m) *= QHp(m) = Qg iy (- (3.29)

Considérons (f;);>o une base orthonormale de L?(R?) telle que pour tous i > O et A € {1,2},
fi(-,A) € H'(IR3). En particulier, on a ainsi w,,(—iV) f; € L2(R*) pour tout 4 > 0. Utilisant la
définition de H(m), on observe que pour tous i1, ..., i, € N:

|Hy(m) = Uy H (m)g| a” (£i) 0" (f;,)0
=Uy Y (S a*([jr.q, wm(=iV)]fi)) @ I + 1 ® a*([j2,0. wm(—iV)]f;)]  (3.30)
=1

X ...CQ(fin)Q@)Q,

ou le crochet [j1.¢g,wnm(—iV)| désigne le commutateur de j; ¢ et w,,(—iV) et de méme pour
le second crochet. Notons hy g = [j1,0,wm(—iV)], heg = [j2,0, wm(—iV)| pour simplifier
I’€criture. On en déduit I’égalité des opérateurs suivants sur 1I’espace vectoriel engendré par les
éléments de la forme a*(f;,) ... a*(f;, )

Hp(m) — U Hy(m)Uq
=Up, Z (higfi) @ I +I®a*(hagfi)lla(ofi) @I+ 1® aljegfi)]Uo. (3.31)

1>0
On note Dy(m) := Hy(m) — L{éﬁ[ 7(m)Uq 'opérateur défini sur Dg. En utilisant I’isomor-
phisme Z donné dans la proposition 1.10, il reste simplement :
) =UKT Y a* (hofi @ haghi) aljnefi @ jafi) T Ug. (3.32)
1>0

Soit alors W € Q(Hy(m)) et ¥, € Ds tel que Wy — W et g, (m) (¥ — ¥y, ¥ — ¥, ) — 0 quand
q — oc. Puisque ¥, € Dg, on peut écrire en utilisant (3.31) :

(Ug. Dp(m)¥y) = > {a(hofi @ hagf) T UgPy. aliohi © oo )T UgPy) - (3.33)

1>0

Notons pour simplifier ‘T/q := 7 'UgV,. Le terme du produit scalaire apparaissant dans (3.33)
et correspondant a la (n + 1)¢ composante de W, dans F,(L?(R?)) s’écrit alors :

(n + 1) Z /Sn (hLQfl ) h2,Qfl7 \le(;ﬁ_l)(" kl’ Tt ’@)
= /e = (3.34)

< (dr0h® daof Wt ) b,
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Remarquons que dans la derniere égalité (3.34), nous avons utilisé implicitement 1’isomor-
phisme (1.65) et la notation (1.66). Par ailleurs, on peut montrer que h; et hy se prolongent a
des opérateurs bornés de L?(R?) vérifiant :

, . C : , C

Iholl = e W=Vl < 5 bl = 2@ w(=iV)]I < 5,

Q Q

ou C est une constante positive. Comme h1 ), ho ¢ sont de plus symétriques, et comme ( f;);>0
est une base Hilbertienne de L2(R?), (3.34) se simplifie en :

(3.35)

An=127E (3.36)

].,\/,Q{IVJ((]n—i-l)((-, )\’),g, o ’@>>L2(R3) dg. ) .d&.

(n+1) > /R (hA,Q\T:g”H)((., N K, k),

En utilisant (3.35) et le fait que ||jy |l = 1, on obtient que le module de (3.36) est majoré
par :

(3.37)

2C |1~
o~ (n+1)
(n + 1) Q H‘I/q L2(E (D) )

ce qui conduit en prenant la somme sur n > 0, dans la mesure ou U et Z sont des isométries,

a:
2C

(g, Dy(m)¥)| < 5 {Tq, N + 1)), (3.38)
En prenant la limite quand ¢ — oo et en utilisant (3.22), on en déduit :
- 2C 9

On a donc bien le résultat. [

Poursuivant la démonstration du théoréme 3.5, il nous faut maintenant comparer les énergies
associées a (p; — q;A;j)* et (p; — ¢jA;)? ® I. C’est I’objet du lemme suivant.

Lemme 3.7 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soient m > 0 et ¥ € Q(H} (m)). Ona:

1(p; — ;AN SV |° = || (p; — 4;45) ® U1 7V ||

) o (3.40)
+ V2(Q7T7 m) a QHg(m)(\Ij7 \Ij) +b H\IJH ] )

o a', b sont des constantes positives indépendantes de (), T, m et ot pour tous T, m > 0 fixés :
ve(Q,T,m) — 0.

Q—o0
Démonstration

Tout d’abord, si ¥ € Q(H} (m)), il est clair que ¢; ¥ € Q(H}Y (m)) vue la définition de
¢1.7, puis que Uod1 7V € Q(H}Y (m) ® I) vue la définition de j; ¢ intervenant dans Ug. Les
éléments apparaissant dans (3.40) sont donc bien définis et il nous faut estimer la différence :

D; = ||(p; — 4;A) 10V = l(p; — 4;4;) © [Ugpr V| (3.41)
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Notons @; 1’opérateur défini sur Q(H}; (m)) par :
Qj = (pj — ¢;A;) —Uy(pj — ¢;45) ® Uy (3.42)
On a alors :
D; = 2Re ((p; — ¢;Aj) 01,0, Q;d1.17%) — [|Q;01.0% %, (3.43)

et on veut majorer |D;|. En utilisant les lemmes 2.9 et 2.10, ainsi que le fait que V' + U~ est

relativement borné par rapport a p? + p3 avec borne relative 0, on montre facilement que pour
tout ® € Q(HY (m)) :

1(p; = 4 A)P)1* < a1qpy oy (B, @) + bi]| @], (3.44)

ou ay, b; sont des constantes positives indépendantes de m. D’autre part, en faisant commuter
P1, P2 €t ¢1 7, on montre, de la méme fagon par exemple que dans [CFKS87, IMS Localization
Formula], que :

a1y (m) (D17Y, G1.1) = gy oy (D100, 0) + (V1 2 0, ). (3.45)
D’ou, par (3.44) et puisque ¢1 7, Vo1 € L=(R?) :
1(p; — 4545) 61,791 < asqpy (m) (¥, ©) + bo| D%, (3.46)

ol asg, by sont des constantes positives indépendantes de m. Revenant a (3.43), il nous reste a
estimer ||Q;¢1 7 V|[|. Comme U n’agit que sur F, on a p; — Up(p; @ I)Ug = 0, et donc :

Or, vues les définitions de A; et U, on a pour presque tout X € R® et pouri = 1,2, 3 :
(A} — UQ A @ TUg ] (X)
= Ug [0 (e = UM (w; =) @ T+ T @ (agh'(w; = ))] Ug (3.48)
+Ug [a([jrg — Uh'(z; = ) @ T + I ® aljagh'(w; — )| Ug.

En utilisant une nouvelle fois I’isomorphisme donné dans le lemme 1.10, on en déduit :
06017 = 3 [ G o (= e, ) - )

+a<u1 o — Uhi(z; — ) & jagh'(z; — )] T Uaey r(X)W(X)||” dX.
(3.49)

L’estimation des opérateurs de créations et d’annihilation en fonction de I’opérateur du nombre
de photons donne alors (étant entendu que ces opérateurs agissent ici dans F, (L?(R*) ©L?(R?))
et qu’il s’agit donc d’adapter, de maniere évidente, la proposition 1.9) :

r|@g¢mv||2<4q]z/ 61:0(X)? [l — Uk (s — ) ® Jaoh'Ce; — )|

X (T UQU(X), T UQW (X)) + ()2 dx
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Maintenant on constate, de la méme facon que dans la proposition 1.10, que :
(T UgW(X), T Ug¥(X)) = qu(T(X), (X)), (3.51)

En utilisant alors les faits que ¢ 7 = 0 sur B(0,27) et j1 o — 1 = 0 = ja g sur B(0,Q), on
peut obtenir, a partir de (3.50), I’inégalité suivante :

3
1Q,61.0Y|? < CZ/B( 1 (y) Py [ap (9, ) + [ ]P] (3.52)
=1

0.Q—-2T)°x{1,2}

oul C est une constante positive, et en supposant ici que > 27'. Or, comme A’ € L2(R?) on a,

pour 7" > 0 fixé :
/ W' (y)]?dy — 0. (3.53)
B(0,Q—2T)°x{1,2} Q@00

Ainsi, en utilisant I’estimation :

1 1
v < — iy < — |astiym) + Do) (3.54)

oll a3 et by sont des constantes positives indépendantes de m, et en insérant (3.46) et (3.52) dans
(3.43), on obtient le résultat annoncé. [J

Appliquons pour conclure les deux lemmes que nous venons de démontrer afin d’obtenir le
théoreme 3.5 :

Démonstration du théoréme 3.5

Soient donc m > 0 et ¥ € Q(H};(m)). Notons :
v(Q,T,m) = QHg(m)(¢1,qu7 ¢17V) — qmY (m) U7V, Ugd1.17). (3.55)

En développant ¢ HY, (m)> ON trouve :

5(Q7 T, m) = QHf(m)(Cbl,T‘*I’a ¢1,T‘If) - Qﬁf(m) (UQ¢1,T‘I’,UQ¢1,T‘I’)

) ) (3.56)
+1(p; — ;A45) 010" — [|(pj — 4;45) ® U1 V|

Nous avons utilisé dans cette équation le fait que (U + V) — U,H(U + V) @ Uy = 0 dans
la mesure ou Uy n’agit que sur F;. En appliquant les résultats des lemmes 3.6 et 3.7, il vient
immédiatement (en utilisant une fois encore ||¢1 7|00 < 1) :

Une nouvelle utilisation de (3.54) permet alors de conclure. [J
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3-1.4 Démonstration de I’existence d’un état fondamental pour H};(m)

Avant de procéder a la démonstration proprement dite de 1’existence d’un état fondamental
pour H};(m), nous avons encore besoin de quelques préliminaires. Tout d’abord, rappelant la
définition de ¢, déja utilisée dans la sous-section précédente, nous définissons de plus ¢o, 3 €
C°°(R®) telles que :

x  ¢p=1sur {X € R® |r| <1,|R| <1},

* ¢ =0sur {X eRO|r| >2}U{X € RC |R| > 2},
O<¢1<1,

x 02(X) = ¢a(r),

* o= 1lsur {X € RS |r| > 2},

*  ¢p=0sur {X € R |r| <1},

* O<¢2<17

*  ¢3=1sur {X € R® |r| <1,|R| > 2},
* ¢3=0sur {X e RO |r| 22} U{X € RY |R| < 1},
* O<¢3<1a

et enfin ¢? + ¢3 + ¢3 = 1. Nous posons alors ¢; 7(X) = ¢;(X/T) pouri = 1,2, 3.

Soit maintenant P, la projection sur le sous-espace vectoriel de F, engendré par 2. Nous
donnons un résultat dont nous nous servirons par la suite :

Lemme 3.8 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit (97) ;> une suite normalisée de Q(H}; (m))
convergeant faiblement vers 0 et telle que q HY (m) (W7, W) est bornée. Posons :

V(Q,T,m,j) = mUgpr7V, I @ Polgpr V7). (3.58)

Alors pour tous Q, T, m > 0 fixés, on a : liminf(v'(Q,T,m,j)) = 0.
j—o00

Démonstration

La démonstration est en tout point identique a celle de [GLLO1, Lemme A.3]. Le point
essentiel réside en la compacité de 1’opérateur suivant :

—-1/2
o127 (o) |1+ D P2+ Hf<m>] , (3.59)

j=1,2

ou I'(j1,g) est défini par I'(j10)a*(f1)...a*(fn)Q = a*(J1.0f1) - .- a*(J1,0fn)S2; le fait que
I’opérateur (3.59) soit compact s’obtient en utilisant que ¢y 7 et j; ¢ sont & supports compacts.
O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le résultat principal de cette section :

Théoreme 3.9 Soit m > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy) et (C.L.)
sont vérifiées. Alors le Hamiltonien massif HY; (m) posseéde un état fondamental normalisé ®,,,,
dans le sens ou ||®,,|| = 1, ®,, € D(H}Y (m)) et :

HY (m) @, = E(HY (m))®p,. (3.60)
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Démonstration

Utilisons la proposition 3.3 : soit (/) ;> une suite normalisée convergeant faiblement vers
0 telle que U7 € Q(HY (m)) pour tout j, et telle que qHY (m) (U7, W7) est bornée ; le théoréme
sera démontré si I’on prouve :

lim inf gy ) (W, W7) > E(Hy (m)). (3.61)

Jj—oo

De la méme fagon que 1’on a écrit 1’égalité (3.45), on a, puisque ¢? + ¢2 + ¢2 = 1 :

07 o (W, W) = 37 v (0¥, 6,009) — Y (W, [Vein W) (3.62)

1=1,2,3 1=1,2,3

Déja, par définition de ¢;, on a |V¢;| < C; pour une certaine constante positive C;; par
conséquent :

SN (W V) s - (3.63)

T2
i=1,2,3

Passons & I’estimation de gy (m)(@1,097, 617V ). Rappelant la définition de HY (m) donnée
dans la proposition 3.4, et particulierement la propriété (3.26), on observe que :

U5y (my = [E(H (m)) +m] I ® 1 —ml® Po. (3.64)

Pour obtenir (3.64), nous avons utilisé 1’inégalité H¢(m) > mI — mPq. D’apres le théoréme
3.5 et le lemme 3.8, on a ainsi :

QH[‘;(m)(¢l,T\Ijja P1797)
= Gy () U 1,0V Ugdrr V) + v(m, Q,T) (3.65)
> [E(H (m)) + m] [|o10%||" + v(Q. T, m) = vV (Q, T, m. j),

avec v(Q,T,m) 0 0 pour tous 7',m > 0 fixés, et lijrgglf(y’(Q,T,m,j)) = 0 pour tous

Q,T,m > 0 fixés. Notons que le terme v(Q, 7T, m) n’est pas tout a fait le méme que dans le
théoreme 3.5; on a ici utilisé le fait que la suite qH[\]/(m)(\Ifj , U7) est bornée pour “insérer” sa
borne supérieure dans v(Q, T, m).

Poursuivons notre démonstration en étudiant ¢ HY (m) (¢27T\I/j , ¢27T\Ilj ).Ona:

) ) . . .2
auy (m)(P2,7Y 92.7V7) = g0 (my (P2,7Y7, P27 V) — H(—V)I/Q%,T‘I’]H : (3.66)

Mais, par définition, ¢, 7 est a support dans {X € RS, |r| > T} ; ainsi :

C )
qHY (m (¢2 7, ¢y T‘I’]) E(Hp(m)) — ZQQT H¢2,T‘I’]”2, (3.67)

ou C est la constante positive apparaissant dans la définition (2.5) de V.
Enfin, il nous faut estimer gy () (¢s, W, ¢3797). Ona:

AHY (m (¢3T\I’j,¢3T‘W) =quY (m (¢3T‘P];¢3T‘I’])

(3.68)
3 [CaREr A & I [ RE
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Or ¢3 1 est a support dans {X € R® |R| > T}, et d’apres I’hypothese (Hy), U™ est & support
compact. Ainsi, lorsque 7 est suffisamment grand, (U~)"/ 2¢3 7 = 0. On en déduit :
Gy ) (03007, 03.007) = B(HY (m)) || 3297 ||, (3.69)

des que 7" est suffisamment grand.
Insérons maintenant nos 4 estimations (3.63), (3.65), (3.67), (3.69) dans (3.62) : on obtient,
puisque encore une fois ¢? + @3 + ¢3 = 1, et puisque d’autre part ||¢; 77| < 1:

Quy ) (W, W7) > min [E(H; (m)) +m, E(Hp(m)), E(Hy (m))]

,C  Cste (3.70)
T ! T Z¢*= —
V(m7Q7 )+V(m’Q7 ’j) q T T2 )
pour tout 7" suffisamment grand. Soit alors € > 0 et soit 7 suffisamment grand tel que :
C  Cste
—Z¢ = — — > —¢. 3.71
T, T € (3.71)
Fixons de plus Q) tel que |v(m, Qo, To)| < € on sait d’apres le lemme 3.8 que :
hm inf(y (m7 Q07T07j)) =0. (372)
Jj—o0

Ceci implique que, pour tout e > 0 :

lim inf (qHV oy (W \Iﬂ)> min [E(HY (m)) + m, E(HY(m)), E(H) (m))] — 2¢. (3.73)
Et donc, puisque ’hypothése (C.L.) est satisfaite, le corollaire 3.2 entraine que, pour m suffi-
samment petit :

lim inf (s gy (¥, 7)) > min [E(HY (m)) + m, E(H (m)), B(H (m))] .
> E(Hy (m)).

On a bien obtenu ce qu’il fallait démontrer. [

3-2 Décroissance exponentielle de ¢,

Ayant obtenu dans la section précédente I’existence d’un état fondamental @,,, pour H}; (m),
nous abordons maintenant 1’étude des propriétés de cet état fondamental. Nous commencons par
établir dans cette section la décroissance exponentielle de ¢, en la variable spatiale X ; ceci
se révélera essentiel pour la suite. Par ailleurs nous allons obtenir la décroissance exponentielle
“directement”, c’est-a-dire sans avoir recours a la méthode développée dans [Gri02].

Proposition 3.10 Soit m > 0 suffisamment petit. Supposons les hypothéses (Hy) et (C.L.)
vérifiées. Soit ®,, un état fondamental de H};(m) obtenu par le théoréme 3.9 ; soit de plus
B > 0tel que :

0< B <min(E(H))— E(H}), E(H)) — E(H}Y)). (3.75)

1l existe alors une constante positive Cg indépendante de m telle que :

71, ||” < Co. (3.76)
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Démonstration

Rappelons que pour ¢ = 1,2, 3, ¢; v a ét€ définie dans la section précédente. Posons de plus :

brr =1/ O30+ i, (3.77)

< o —2
c’est-a-dire encore : ¢ = 1 — ¢? .. On a alors :

€710, 11* = ||¢1 76" X1®,, || + || @106 X D, || (3.78)

Puisque ¢, 1 est a support compact, le premier des deux termes du membre de droite de (3.78)
est plus petit qu’une certaine constante positive C; qui ne dépend pas de m. Il reste donc a
estimer le deuxieéme terme de (3.78).

Posons pour ce faire G := Elj exp(f:), ou f. est définie pour tout ¢ > 0 par :

) =

= . 3.79
1+ ¢|X]| (3.79)

Observons que f. et |V f.| appartiennent 2 L°(R®), et, plus précisément, que |V f.| < (.
Puisque ®,, € Q(H}/ (m)), il est ainsi facile de voir que Gr®,, € Q(HY (m)); alors, utili-
sant le fait que ®,, est un état fondamental de H, (‘J/ (m), on obtient en faisant commuter py, po et
G (comme dans (3.45), (3.62)) :

0y ) (Gr®, Gr®) — E(HY ()| Gr 2 = (@, [VGr0,). (3.80)
Or, vue la définition de G, on peut calculer :
IVGr* = [V p*e** +2(Vy 1.V fo)eGr + |V [ GE. (3.81)
Donc, en insérant (3.81) dans (3.80), et puisque VELT est a support compact, on en déduit :

111 (m) (G Prm, GrPr) — E(Hy (m))|Gr @il |* = (GrPus, [V [ G P1n)
= (O, [V 7% +2(V) 1.V f2)e!Cr] @) (3.82)
g C27

ou C, est une constante positive indépendante de m et de € (mais dépendante de 7).

Notons maintenant que ¢; /2 X ¢, = 0, si bien que (en utilisant que ¢ + ¢3 + ¢3 = 1 eten
faisant encore commuter p;, p2 et ¢; ) :

qH[‘J/(m) (GT(I)ma GTCI)m)

= Z qHY (m) (Gr P, (b?,T/zGT(I)m) (3.83)

1=2,3

= Z qu(m)(@,T/QGT(Dm, <Z5z',T/2GT(I)m) - (Gr Py, |V¢¢,T/2\2GT‘I)m)-

i=2,3 i=2,3



CHAPITRE 3. PREUVE DE L’EXISTENCE D’UN ETAT FONDAMENTAL 7 1

Or, de la méme fagon que nous ’avons utilisé dans le démonstration du théoreme 3.9, on a
d’une part :

2C
any, (m)(D2,1/2GT P, G2,7/2GrPr) = E(H)(m)) — ZQQ? |po7/2GrPm |, (3.84)

et d’autre part, pour 7' suffisamment grand :

a1y, (m)(93,10/2GT P, G3,7/2G1rP) = E(HY (m))||ps7/2Gr®m]*. (3.85)

Ainsi, en insérant (3.84) et (3.85) dans (3.83) et puisqu’on a toujours |V¢; 7| < Cste/T (voir
(3.63)), on obtient :

qdny (m) (Gr®pm, GrP,y)

. 2C  Cste (3.86)
> win (B (), B )] 1Grvall — (207 + 5 ) G0l
pour tout 7" suffisamment grand. De |V f.| < 3, on déduit alors :
1y (m) (G, GrPp) — E(Hy (m))||Gr®m|* — (GrPm, [V fo[*Gr®,)
> min [E(Hy (m)) — E(Hy (m)), E(Hp(m)) — E(Hy (m))] [|Gr®,,||? (3.87)
2C  Cste
— B|Gr®|* - (ZQQT + T2 ) |G P,

Ainsi, la convergence de E(H(m)) vers E(H) établie a la proposition 3.1 (H désigne ici H};,
HY, ou H), entraine que, pour m suffisamment petit :

01y (C1P 1, Gr®y) — E(HY ()| Gr® > = (Gr, [V £ Cr®y)
1 .
> = [min [B(HY) — B(HY), B(HY) — B(HY)] - 5] |G,

2C  Cste
S 0
(q T

(3.88)

) |Grol

Notons que le terme entre crochets dans (3.88) est strictement positif d’apres la définition (3.75)
de 3. Comme le dernier terme du membre de droite de (3.88) tend vers O quand 7" — oo, il
existe donc 7 tel que, pour tout m > 0 suffisamment petit :

QHg(m)(GTO(I)m’ GTOCDm) - E<]_‘I[‘]/(Tn))||G1To(1>m||2 - (GTO(I)m’ |Vf6|2GT0(I)m)

L, . (3.89)
>+ min [B(H)) ~ B(1Y), B(HY) ~ B(HY)] - 5] [Cr,
11 ne nous reste plus qu’a combiner (3.82) et (3.89) pour obtenir :
4C
|Gy @ * < : Cs, (3.90)

min [E(HY' ) — E(HY), E(Hp) — E(Hj)] - 62~
cette inégalité étant vraie pour tout m > 0 suffisamment petit et tout ¢ > 0, avec Cs ne
dépendant ni de m ni de . Faisant tendre € vers 0, on en déduit :

||51,To€mx“1’mH2 < Gy, (3.91)

pour tout m > 0 suffisamment petit. Nous avons donc obtenu le résultat en posant Cy :=
C;+Cs. 0
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3-3 Controle du nombre de photons

Maintenant que nous avons établi la décroissance exponentielle de 1’état fondamental ®,,,,
nous passons a une autre de ses propriétés essentielles, a savoir que le nombre de photons
dans I’état ®,,, est borné, indépendamment de m. La démonstration est basée sur une identité
connue dans la littérature sous le nom de “Pull-through formula”; nous I’écrivons ici dans
I’espace de fonctions L%(R?; H) (cf.[Gér00]), en utilisant le caractére explicite du domaine de
forme Q(H}; (m)). Par ailleurs, nous devrons effectuer sur H}; (m) la transformation de Power-
Zienau-Wooley définie dans la section 2-6, afin “d’améliorer” le comportement infrarouge des
fonctions de couplage hi. Comme expliqué dans la section 2-6, le comportement de A(x;) en la
variable z; sera, lui, “moins bon” apres la transformation ; mais la décroissance exponentielle
de ®,, nous permettra de compenser cette perte.

Le lemme qui suit permet de définir EL}(I@)@ pour & € Q(N); sa démonstration est directe
en utilisant I’écriture (1.49) de N au sens des formes.

Lemme 3.11 Soit ® € Q(N) et A € {1,2} ; de facon cohérente avec (1.36), on définit Gy (k)P
pour presque tout k € R? par :

(@A (F)®) ™ (ky, .., ko) == Vi + 10D ((k, N) ey, i) (3.92)

On a alors Gy(-)® € L3(R3; F.,), et :

Z HCL)\ (/IS

~|12
a,\(k:)@Hfs dk. (3.93)

L2(R3;Fy)

De plus, pour ®; € Q(N), &3 € F, et X € {1,2}, on définit (EI\Dl,E,\(k:)CT)g) pour presque tout

k € R3 par :
(@100 (0)B2) 1= > Vi1 (1, 85((k.A), ) . (3.94)

L2(R®")
n>0

On a alors (91,3 (-)®») € LA(R?), et

2
< an (@1, @1)|Po|* + (| D[] B f*. (3.95)

NG
H( 1,8x()®2) L2(R3)

Appliquons la définition du lemme précédent a I’état fondamental ®,,, et montrons :

Proposition 3.12 Soit m > 0 suffisamment petit. Supposons les hypotheéses (Hy) et (C.L.)
vérifiées. Soit ®,, un état fondamental normalisé de H}; (m) obtenu par le théoreme 3.9. On a
pour \ = 1,2 et pour presque tout k € R3 :

Hak(k)fﬁmu < ’,ﬁfﬁﬁ? (3.96)

ou C est une constante positive dépendant des parametres q, \, my, ms, mais ne dépendant pas
de m.
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Démonstration

Notons ici ]TI(‘]/ (m), de la méme fagon que dans la section 2-6, le Hamiltonien obtenu a
partir de H}; (m) par la transformation de Power-Zienau-Wooley. Comme la transformation est
unitaire, on a E(H}Y (m)) = E(H}/ (m)), et en notant &, := Up 71 P,,, on a de plus :

|l =1 , @, €D(H(m) et HY(m)¥, = E(H(m))®,,. (3.97)

Autrement dit, ®/ est un état fondamental normalisé de H)/ (m). Comme ®,, et ® appar-
tiennent a Q(N) par les égalités de domaines (2.60) et (2.95), le lemme précédent permet de
donner un sens & @ (-) P, et @y (-)®’, . Nous allons chercher  estimer |[d(-)®.,|| & partir de
[@x(-)®". ||. On a en effet, d’apres (2.86), au sens d’une égalité dans L2(R3; H) :

-~

Ur ()P = Up gy ()P, — iwp(-)Pr. (3.98)

Or, la définition de w), donnée en (2.87) entraine directement que :

-~ 1 Xa(+)
() o L2 (m3:70) < %(|Q1| + |q2) e [ X P[4
LA (R?) (3.99)
gCl XA—E/)Q )
| ’ ‘ L2(R3)

ou C; est une constante positive indépendante de m par la décroissance exponentielle de ®,,
établie dans la proposition 3.10. Il nous reste donc 2 estimer |[@(-)®”. || dans (3.98).
L’idée de la démonstration est, d’une part, de déterminer le commutateur de H)/ (m) et @, (k),
et d’autre part, d’utiliser le fait que @/ est un état fondamental de H ¢/ (m), afin d’obtenir une
expression de a,\(kz)(/ﬁﬁn. Toutefois, il n’est pas clair a priori que, pour presque tout k£ dans R?,
aA(k)@n appartienne au domaine de définition du Hamiltonien transformé. Nous allons donc
avoir recours aux définitions données dans le lemme 3.11. On vérifie ainsi que, pour tous @, O,
dans D(H}/(m)), au sens d’une égalité dans L2(R?), on a :
(B1.8()F [HY (m) — B(HY ()] 7715, )

R N _ R R (3.100)

= (®1.Ca()®2) + (F [HY (m) — E(HY (m)] F7131,35()82)

Rappelons que I’application F utilisée dans la derniere équation désigne la “transformée de
Fourier” dans I’espace de Fock, définie en (1.16). Par ailleurs I’opérateur C' (k) est défini pour
presque tout & € R par :

2 .
° —12 "M (3.101)

+ Wi (k)Dy (K, X)] dX.

& o 4 _ ‘

Notons que cet opérateur est bien défini sur Q(H}/ (m)) ; en effet, en ce qui concerne le premier
des deux termes du membre de droite de (3.101), on sait, d’apres (2.95), (2.60) et le lemme 2.9,
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que Q(HY (m)) C Q(Hp)NQ(p3) C D(p;— qjgj) ; en ce qui concerne le second terme, il suffit

d’utiliser le fait que, encore d’aprés (2.95) et (2.60), Q(H}, (m)) C Q(N). Notons de plus que
(3.100) peut s’obtenir en “développant” chacun des trois termes a partir de sa définition donnée
respectivement en (3.94), (3.101) et (3.92).

Appliquons (3.100) pour &, = @’ ; on en déduit que pour presque tout & € R et tout ; €
D(Hy (m)) :

(f {ﬁg (m) — E(HY <m>>} f*@l,ak(k)@) . (@1, C’A(k:)EI\D;n> . (3.102)
Comme I’opérateur F[H}, (m) — E(H}, (m))]F ! est positif, pour tout k € R3,

Ro(k) := [ FLEY (m) — BCHE (m)JF 4w, (k)] (3.103)

est bien défini de H dans D(H},(m)). Ajoutons alors de chaque coté de Iégalité (3.102) le

terme défini pour presque tout & : (D1, wy, (k)ax (k)P ). En posant de plus ®; = R,,(k)¥y, on
obtient que, pour presque tout & € R3 et tout ¥y € H :

(1,03 8)B,) = = (T1, B (K)CA(R) = i (k) ()], ) (3.104)
On en déduit immédiatement I’égalité suivante, valide encore pour presque tout k& € R? :
A(k)®), = Rin(B)[C(k) = wn(k)ar (k)] ). (3.105)

Estimons le membre de droite de (3.105). Commengons par ce qui correspond au premier terme
de C'\(k) dans (3.101) que I’on note :

Cy(k) = /R69 [l ’?A(k)g (k). Z if(pj — g A(z))F (1 - e—ik-%‘)] dX. (3.106)

A
o | k|2 = 2m;
Calculons :
@ i . —~
Rl [ 0y = )51 = e,
" . (3.107)
< sw | F@ - g A)F  Ra(t)¥) ] / (1 e *0)dxd, .
WEH,||W||=1 RS
Mais, de la méme maniére que pour H};, on a pour H e
~ 2
| (s =0 8)®||” < agzy (@, @) + b |12 < agzy,,, (@ Q)+ b0 (3.108)

pour tout ¢ € Q(Ef 4 (m)), ot a et b sont des constantes positives indépendantes de m. Appli-
quant ceci aux états de la formes ® = F~'R,,(k)¥ avec ||¥|| = 1, on en déduit :

~ ~ 12 ~
|75 = 0 2)F 7 B (0)8||” < a+ [+ B(HY (m)] | R () T 100,
. |

[K[*

<a+
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ou c est également une constante positive indépendante de m. Nous avons utilisé dans la dernicre
inégalité d’une part le fait que, d’apres (3.103), || R, (k)| < 1/wn(k) < 1/|k|, et d’autre part
le fait que E(H}; (m)) est borné indépendamment de m, pour m dans tout intervalle de la forme
0, my], avec my fini (puisque E(H} (m)) converge quand m tend vers 0).

Revenant a (3.107), le deuxiéme facteur du membre de droite est majoré directement de la fagon
suivante :

@ . A~
/ (1—e ™*5)dX P!
R

[§

< [kl {251,

= [Kl[lz;|Pml| < [K|C2, (3.110)

ou Cs est une constante positive indépendante de m d’apres la proposition 3.10. Ainsi, (3.107),
(3.109) et (3.110) entrainent :

| Ratt)CY (1),

‘ < Cste (|K]Y2 + k| 7/2) Ra (k). G.111)

Notons le role essentiel de la transformation de Power-Zienau-Wooley, sans laquelle on aurait
seulement dans la derniére équation une majoration de I’ordre de 1/|k|*2, qui n’appartiendrait
donc pas a L?(R3).

Désignant le deuxieme terme du membre de droite dans (3.101) par :

D
C3(k) = / win (k)b (k, X)dX, (3.112)
R

6

il nous reste a estimer d’apres (3.105) :
B (B)[CR(F) = wm (RYAA(R) @}, = Ron () ()0 () @), (3.113)

Or, de la méme maniére que dans (3.99), on a directement :

~

HRm<k>wm<k)%(k)q>;nH < H@(’f)‘f’%@

Xa (k) Xa (k)

ou Cj est encore une constante positive indépendante de m. En ajoutant (3.111) et (3.114), on
obtient que pour presque tout k& € R? :

’ <o alk) 3.115)

HaA(k ) K[12

ou Cy est une constante positive indépendante de m. En ajoutant enfin (3.115) a (3.99), on en
déduit le résultat. []

Le corollaire qui suit est simplement une réécriture de la proposition précédente en termes
de I’opérateur du nombre de photons N :

Corollaire 3.13 Soit m > 0 suffisamment petit. Supposons les hypothéses (Hy) et (C.L.)
vérifiées. Soit ®,, un état fondamental normalisé de H}; (m) obtenu par le théoreme 3.9. Alors :

v (P, @) < C, (3.116)

ou C' est une constante positive indépendante de m.
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3-4 Convergence forte de ¢, lorsque m — 0

Nous passons maintenant a la démonstration proprement dite de 1’existence d’un état fonda-
mental pour H};. Le cceur de la preuve est d’établir la convergence forte de ®,, lorsque m tend
vers 0. Pour cela, nous allons utiliser les propriétés de ®,,, que nous avons obtenu plus haut, et
appliquer le théoreme de Rellich-Kondrachov (voir par exemple [Bre83] ou [LLO1]). La preuve
est une nouvelle fois basée sur [GLLO1].

Théoreme 3.14 Supposons que les hypothéses (Hy) et (C.L.) sont vérifiées. Alors, pour toutes
valeurs de q et A\, H}; posséde un état fondamental normalisé @, c’est-a-dire :

Dol =1 , ®o€ D(HY) , HyPy=E(H))®P. (3.117)

Démonstration

Montrons tout d’abord qu’il suffit d’établir que ®,,, converge fortement dans H lorsque

m tend vers 0. Choisissons une suite quelconque (m;);>; de réels strictement positifs, telle

que (m;) est décroissante, et telle que m; est suffisamment petit, de telle sorte que H}; (m;)

possede un état fondamental pour tout j par le théoreme 3.9. Pour simplifier les notations, cet

état fondamental est noté ®; plutot que ®,,, . On a alors ®; € Q(H}Y (m;)) C Q(H}/) pour tout
j,et:

Ay (5, ®5) < iy my) (B ®5) = E(Hy (my)) — E(H), (3.118)

par la proposition 3.1. Par conséquent QHg(‘I)ja ®,) converge vers E(H}/); et donc, si P;

converge fortement vers un certain ®,, dans H, on en déduit que & € Q(HY) etq Yy (Po, Po) =

E(H}Y). Comme H}; est semi-borné inférieurement, ceci implique directement que ®; est un

état fondamental normalisé pour H};, dans le sens ol (3.117) est vérifiée.

(n)
j A~

fortement pour tout n dans un espace L?(O) ot O est un ouvert borné. Ecrivons en effet ®; sous

la forme :

Réduisons encore le probleme en montrant maintenant qu’il suffit de prouver que ®: " converge

0, = (3V(X), 0V (X, k1), DD (X, ki, ko), - ), (3.119)

J

en utilisant I’isomorphisme d’espaces de Hilbert (,5,, désigne toujours la symétrisation relative-
ment aux variables (ki,...,k,)) :

M~ L*(R) & €P S,L*(R® x R*). (3.120)

n>1

On a alors, premicrement :

2 <

3 ‘cbg."o) <2 (3.121)
L2(R6 xR3™) no

n>ng

avec C’ indépendante de j, d’apres le corollaire 3.13 ; deuxiemement, pour tout . > 0 :
2
/ oM (X, dX < e, (3.122)
|X|>L L2(R®™)
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avec Cy indépendante de j, d’apres la proposition 3.10 ; et enfin troisiemement, pour tout n > 0
et pour presque tout (X, ky, ... k) :

O (X, ki, ... ka) = 0 des que 3i, [k;] > A, (3.123)

d’apres la proposition 3.12, en écrivant que :

~ 1 N\ (n=1) ~
(X Ky, k) = = (a&(k;i)@j) (X Koo Koy ) (3.124)

Ces trois remarques permettent d’affirmer que si CID( converge fortement, pour tout n > 0, tout

L > Oet tout n-uplet (A1, . .., A,), dans L2(0O'), ot OV est le sous-ensemble de L2(R6 x R3")
défini par :

n)

O = {(X, ky, ... k), | X| < L,V1 <i <, |ki| < A}, (3.125)

alors @, j converge fortement dans H (nous avons identifié ici, pour la commodité des écritures,

@;") et d ")(( A1), .-, (+,A\n)) ; nous conservons cette notation pour la suite).

Fixons doncn > 0, L > 0, (A1,...,\,) € {1,2}", et montrons que @;n) converge fortement

dans LQ(O(L )). Considérant en particulier le fait que O(L”) est un ouvert borné, nous pouvons uti-

n)

liser le théoreme de Rellich-Kondrachov : si EI\>< converge faiblement dans I’espace de Sobolev

wip (O ) pour un certain p > 1, alors (I>( ") converge fortement dans Lq(O(L")), pour tout g tel
que ¢ < ((6+3n)p)/(6+ 3n — p). Comme la valeur qui nous intéresse est ¢ = 2, la derniére
condition implique que p doit vérifier : p > 2(6 4 3n)/(8 + 3n). Et comme 2(6 4 3n)/(8 + 3n)
est dans I’intervalle |3/2, 2], il suffit, pour pouvoir conclure, de vérifier que Q>§") converge fai-
blement dans W1#(O'") pour tout p dans ]3/2, 2.

Soit donc p €]3/2,2[. Comme (<I>§-n)) ; est bornée dans L2(0™), elle est aussi bornée dans
L7(0(") puisque p < 2. Montrons que (V(/I;;"))j est également bornée dans L?(O{™). Soit
¢ € CSO(O(LR)) ;onapouri € {1,2,...,(6+3n)}:

\v@gm(@) - S (X ks k) (Vi) (X e, k) dX Ry dy| . (3.126)

o™

Sii e {1,...,6}, onen déduit par I’inégalité de Holder :

‘Viq)§n)(¢>‘ < Cste |VXCD§'n)| Lr(04™) ||¢||Lp/(O(L">)
CSte( ) (pl ‘l‘pz)(I)(n )1/2||¢||LP/(O(L”)) (3.127)
CH(bHLp (O<”))

ou p’ désigne le réel tel que 1/p + 1/p’ = 1, et out C est une constante positive indépendante de
7. Dans la derniere inégalité, nous avons utilisé le fait que :

(@5, (97 +p3)@{") < aB(HY (my) +b < c, (3.128)

ou a, b et c sont des constantes positives ne dépendant pas de j.
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Si maintenant i € {7,..., (6 + 3n)}, notons, pour € > 0, O 1 ensemble :
oY) = {(X, k... kn) € O VI A/ (KD? + (K2)? > g} . (3.129)
On a alors :
’ ‘ = lim /(n) M (X, kry e ki) (Vid) (X, ety ki )dXdRy k| . (3.130)
Or, en utilisant I’écriture (3.124), on peut montrer que <I> (X ki, ..., k) est dérivable sur

Og"l par rapport a k' pour tout ] € {1,...,n}ettout v € {1, 2,3}. On a en effet, en réutilisant
les notations de la sous-section précédente :

~

i, (k)@ = Uy B (k) [C, (k) — w, (1 )w, (k)] @ — o, (i) 5, (3.131)

et il est alors facile de voir que chacun des termes apparaissant dans la derniere égalité est
dérivable par rapport a k;’ sur O(L - Notons d’ailleurs que le recours a I’ensemble ol L ) est justifié
par le fait que les vecteurs de polarisation e A(k) ne sont pas dérivables sur {(0, 0, K ), k* € R}.
De plus, en utilisant le méme type d’estimations que dans la démonstration de la proposition
3.12, on peut déduire de (3.131) que, pour presque tout k € R? tel que |k| < A et (k') k?) #
(0,0),ona:

Cy

‘ [K[1/2/(RT)? + (k2)2

ou C; est une constante positive ne dépendant pas de j.
Revenant alors a (3.130), on obtient en intégrant par parties :

(3.132)

HV’“ ax(k)B,)

‘VZ-ZI\)§”)(¢) — lim

/ (Vi) (X, ety k) O(X Ky k) d X dRy . dy |, (3.133)

dans la mesure ou le terme intégré tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, d’apres I’égalité (3.124)
et I’estimation (3.96). Or, (3.124) et (3.132) entrainent que VZ»CIDS") est dans Lp(O(L”)) des que
p < 2; et donc, en utilisant I’inégalité de Holder :

FH) H)
V()| < v

w12l o
pof) T THOLT) (3.134)

C2||¢||Lp’(o<L">)v

ou C, est une constante positive ne dépendant pas de ;.

Pour conclure, (3.127) et (3.134) prouvent que (V(P(n)) ; est une suite bornée de LP(O(")) pour
p €]3/2,2[. Donc (CT>§"))J est une suite bornée de W1?(O'"); on en extrait une sous-suite
faiblement convergente par le théoreme de Banach-Alaoglu, et on conclut, pour p bien choisi, a

la convergence forte dans LQ(O(L”)) par le théoreme de Rellich-Kondrachov. Ainsi le théor¢me
est démontré. [



CHAPITRE 3. PREUVE DE L’EXISTENCE D’UN ETAT FONDAMENTAL 79

Remarque 3.15

En utilisant la représentation en intégrale fonctionnelle décrite brievement dans la sous-
section 2-4.2, on peut montrer que 1’état fondamental ® de HY, obtenu par le théoréme précé-
dent est non dégénéré. Il est en effet démontré dans [HirOO] que vle Yy est “positivity
improving” (voir par exemple [RS78]) dans L*(R® x Q). Rappelons que 1%(Q) désigne une
représentation de Schrodinger de I’espace de Fock F ; d’autre part, v désigne ici un opérateur
unitaire de 12(Q) dans F,.

Toutefois, si dans le cas oit les spins de I’électron et du noyau sont pris en compte, [’existence
d’un état fondamental pour H}; devrait pouvoir étre démontrée de fagon similaire i ce que nous
avons fait, le caractére non dégénéré obtenu par la méthode de [HirO0] n’est lui valable que
pour un modele sans spin. Pour [’étude de la multiplicité des états fondamentaux dans le cas de
modeéles de Pauli-Fierz avec spins, nous renvoyons a [Hir05].



80

PARTIE II - EXISTENCE D’UN ETAT FONDAMENTAL




Chapitre 4

Conditions de liaison

Dans le chapitre précédent, pour obtenir I’existence d’un état fondamental du Hamiltonien
HY/, nous avons di supposer a de nombreuses reprises que les conditions de liaison (C.L.)
étaient satisfaites. Rappelons que celles-ci sont définies de la fagon suivante :

() E(HY) < B(HY),
<C'L'>{ (i) E(HY) < E(HY).

Dans ce chapitre, Nous établissons que ces conditions sont effectivement vérifiées, pour toutes
valeurs de la charge g et du parametre de troncature ultraviolette A. Nous ferons pour cela
I’hypothese (H;) (voir section 2-2).

La premiére des deux conditions de liaison, E(H};) < E(H') est la plus simple a ob-
tenir. Sa preuve est basée sur la méthode utilisée dans [GLLO1, Théoreme 3.1] et s’appuie
essentiellement sur une propriété d’invariance par translation de H; . En revanche, I’opérateur
HY, n’étant pas invariant par translation, nous ne pourrons pas suivre la méme méthode pour
obtenir la seconde condition de liaison E(H};) < E(HY). Nous aurons recours a un Hamil-
tonien intermédiaire noté H, U et qui lui possédera, en un certain sens que nous expliciterons,
une propriété d’invariance par translation. Il nous faudra par ailleurs faire appel a des outils de
localisation semblables a certains de ceux utilisés dans [LLO3].

4-1 Preuvede E(H))) < E(H])

Commengons par une proposition qui établit I’invariance par translation de H; ; pour cela,
définissons 1’opérateur de translation U,,,, pour yo € R?, par :

Uy, = eto-(P1+p2+dl'(=iV)) 4.1)

Notons que U, est une isométrie de H ; de plus, si ¥ € H est écrit sous la forme ¥ = ¥,,,,; ®
a*(f1)*...a*(fn)* €2, alorsona:

Uy = Wpari (- + Yo, - + 40) @ a*(f1(- +40))™ ... a"(ful- + 90)) "2 (4.2)

Autrement dit, U4, translate a la fois I’électron, le noyau, et les photons dans la direction yj.
Cette opération ne modifie pas I’énergie associée au Hamiltonien H\ :
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Proposition 4.1 Pour tous ® € Q(HY ) ety € R?, onalU,,® € Q(HY ) et :

qHX(CI),CD) = qH(\)/(Z/{y(]@,Z/{yOCI)). 4.3)

Démonstration
On observe facilement que pour tout ® € C3°(R%) ® Ds, U,,® € CF(R®) ® Dset:
QH(‘)/((I)a (I)) = QH(‘)/ (Uyoq)vuyoq)) (44)

On conclut alors en utilisant d’une part que C5°(R%) ® Dgs est un ceeur de forme de dmy - et
d’autre part que U, est une isométrie. []

Rappelons que e, représente 1’énergie de I’état fondamental de P?/2M + U, et que selon
I’hypothése (H;), cette énergie est strictement négative. Nous placant un instant dans le cadre
de la mécanique quantique, il est facile de voir que :

E(Hpart(Ua V)) = E<Hpart(07 V)) + €o, (45)

ou nous avons souligné la dépendance de H,,,; en les potentiels U et V. Le théoreme suivant
montre que le couplage avec les photons ne peut que “renforcer la liaison” due a la présence du
potentiel U.

Théoreme 4.2 Supposons que les hypotheses (Hy) et (H1) sont vérifiées. Alors :

E(Hy) < E(HY) + eo. (4.6)

Démonstration

Soit € > 0. On cherche a montrer que E(H}Y ) < E(H)') + eo + £. Considérons pour cela
un élément @, normalisé dans Q(H\'), tel que :

dmy (e, ®.) < E(HY ) + €. (4.7)

Rappelons que ¢ est I’état fondamental de P?/2M + U associé a la valeur propre e,. L'idée de
la preuve est de considérer I’état ¢y;if, P, et de montrer qu’il existe un certain y, pour lequel :

Gy (Pulhyy @z, dulhy, ®.) < [E(HY ) + o + €] || pulhy, @:|*. (4.8)

La premiére question qui se présente est de savoir si, pour un quelconque y de R?, ¢pld,P.
est un élément de Q(H};). Déja, puisque U,P. € H et puisque d’apres I’hypothese (H;),
¢y est bornée sur R3, on peut affirmer que ¢yif,®. € H. Notons pour simplifier I’écriture
®, := ¢y, P. et montrons donc que ¢, € Q(HY) = Q(p*) NQ(P?*) NQUT) NQ(Hy).
Comme encore une fois ¢r; € L>°(R?) par I'hypothése (H;), on a immédiatement @, € Q(H )
en écrivant :

2
/R6 <H}/2q)y(X)7H}/2<I>y(X)> dX < (sﬂlg) ¢U> qm, Uy @, U,P.) < 0. 4.9)
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De la méme fagon, @, € Q(p?). Pour montrer que ®,, € Q(P?) N Q(U™), il suffit de montrer
que :

[ |57 (e0c0. (pe0oy + () @,00,2,00) | ax <0 @0

Orona:
/ {211\4 (P, )(X)’(P%)(X))] dX

_ /R 6 {W@](R)? (PU®.)(X), (Puycpg)(x»} dx
@.11)

+/ {2]1\4 (Pou)(R)|” <(uy<1>s)(x),(uyq>5)(x)>] dX
- 2Re ( /[ (Pou)(R)du(R ><<uyq>€><x>,<puy¢€)(x>>] dX>.

Notons que chacune des trois intégrales du membre de droite de cette €galité a bien un sens
dans la mesure ol ¢y et Poy sont bornées d’apreés I’hypothese (H;), et puisque d’autre part
on a vu que U,®. € Q(HY) C Q(P?). Une intégration par partie permet alors de calculer le
dernier terme de 1’égalité précédente de la facon suivante :

ome ([ | g Pa o) (@200, (742060 )

] 4.12)
= [ a7 Lrenrmonte + (Pon) ) (@aea (0. @ x| ax.
D’apres la définition de ¢, on a (P?/2M + U)¢y = egdy, et on obtient donc :
[ |57 (@000, (P00} + UR) (0,0), 2,0 | ax
4.13)

= [ oo crueaco, (rupa0n] ax + e, I? <

Par conséquent, pour tout y € R3, on a bien ®, € Q(H}). Par ailleurs, les calculs que nous
venons d’effectuer permettent d’obtenir de la méme maniere (c’est-a-dire en faisant commuter
¢y et P, puisque P est la seule partie de H}; qui ne commute pas avec ¢r) :

i (B, B,) = iy (B,2,) = [ (V)28 + / ou (R |U2(X) 3, dX
) (4.14)
U,P.))(X aXx
+]212sz | o1 = A 2D (O,

Intégrons cette derniére égalité en 3 sur R? puis faisons le changement de variables x, +y — 1,
o + y — 5. Nous obtenons alors :

[y (@005 = [ Sulw)Pdylany (@20 + eo(®.,20) = gy (@.8) + o, @19
R R
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puisque par définitions : ||y ||r2msy = 1 et |®.[|3 = 1. Or, nous avons supposé au début de la
démonstration que gy (P, .) < E(H)+e,etona [, |P,[*dy = 1. Ainsi :

/ Guy (@, @) — [E(HY) + eg + €](@,, ,)dy < 0. (4.16)
R3

On en déduit qu’il existe nécessairement 1, € R3 tel que :
ry (Pyo, Pyy) — [E(H) + e+ €)(Dyy, By) < 0. (4.17)

En particulier, ®,, ne peut-étre que # 0. Nous avons donc obtenu ce qu’il fallait démontrer :
E(HY) < E(HY) + eo + € pour tout & > 0. [J

4-2 Preuvede E(H}) < E(H))

Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction de ce chapitre, HY, n’est pas invariant
par translation, et nous ne pouvons donc pas employer la méthode de la section précédente pour
obtenir la seconde condition de liaison. Voyons ou se situe la difficulté. Considérons une suite
minimisante (®;) approximant I’état fondamental de 7, ¢’est-a-dire gy (®5, ®;) — E(Hyp).
Comme V' est strictement négatif, on a bien sir gy (2, ;) < qpo (25, ©;), et on peut espérer
que I’inégalité stricte persiste au passage a la limite. Mais, si dans I’état ®;, 1’électron et le
noyau sont “situés loin ’'un de I’autre”, 1’énergie apportée par le potentiel de Coulomb V' est
petite, et peut tendre vers O lorsque j tend vers I’infini. Le probleme n’est donc pas trivial.

Commencons cependant par traiter le cas évident, celui ou, dans I’état ®;, la probabilité de
trouver les deux particules non relativistes dans une boule de rayon fixé indépendamment de j
ne peut tendre vers O :

Théoreme 4.3 Supposons que (Ho) est vérifiée. Soit (®;) une suite normalisée dans H telle
que Vi, ®; € Q(HY), et :
(D, ;) e E(HY). (4.18)

Supposons de plus que :

dp > 0,da > O,Vj,/

B(0,p)

On aalors : E(HY) < E(HY) — Zg*Ca/p, oit C est la constante positive apparaissant dans
la définition de V.

{ \|<I>j(X)||2dR] dr > a. (4.19)
R?’

Démonstration

Puisque Q(HY ) = Q(Hy,), ona ®; € Q(HY) pour tout j, et il suffit d’écrire :
g (B3.2) = g (05, + | VX)) X
C
<ap@u0)- [ [ zpZjecopax @)
B(0,p) JR3 p
C

< amy (95, ®) — Zq2;a-
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En faisant tendre j vers 1’infini, on en déduit le résultat. []

Il nous faut maintenant considérer le cas ou (4.19) n’est pas vérifiée, c’est-a-dire le cas ou,
dans I’état ®;, le noyau et I’électron sont “de plus en plus €loignés” ’'un de I’autre lorsque j
tend vers I’infini. Décrivons, de maniere heuristique pour I’instant, de quelle facon nous allons
procéder pour obtenir le résultat. En faisant appel a des outils développés dans [LLO3], notre
premier objectif va étre de localiser les deux particules dans des boules de rayons fixés. Ensuite,
nous localiserons également les photons autour de 1’électron et du noyau. Nous pourrons alors
montrer que 1’énergie de I’ état obtenu (c’est-a-dire une fois particules non-relativistes et photons
localisés) est comparable a I’énergie d’un état virtuel ou coexisteraient, d’une part, 1’électron
et son nuage de photons propre, et d’autre part, le noyau et son nuage de photons propre. Le
qualificatif “propre” signifie ici que les photons associés a I’électron n’interagissent pas avec
le noyau, et réciproquement. Nous pourrons ainsi translater les deux systémes “électron-nuage
de photons” et “noyau-nuage de photons” sans modifier la position du centre de masse, et sans
modifier surtout I’énergie de 1’état considéré.

Explicitons tout d’abord le Hamiltonien décrivant ces €tats ou I’électron et le noyau in-
teragissent de fagon indépendante avec les photons : on définit formellement I’opérateur Hy)
agissant dans L?(R®; F, ® F,) par :

1

HY = —
v 2m1

1 ~
2

ot H 1 désigne ici (la fermeture de) I’opérateur de L*(RS; F, @ Fy)
Hy:=H; @I+ 1 Hy. (4.22)

La premiere composante du produit tensoriel F;&® F; correspond aux photons interagissant avec
I’électron, tandis que la deuxieéme composante correspond aux photons interagissant avec le
noyau. Notons par ailleurs que le caractére auto-adjoint de HY; s’obtient de fagon semblable a ce
que nous avons fait pour H};, ou encore pour H & (m) dans la proposition 3.4. Plus précisément :

Proposition 4.4 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit la forme quadratique qﬁg définie sur
Q(pt +p3) NQUT) NQ(H;) par :
~ 1
Qﬁg(q% V) = 2_([(171 —qA) @I, [(p1 — 1 Ay) ® I]W)
my

N 21 (IT® (p2 — 02 42)]®, [1 @ (p2 — 4245)]¥) (4.23)

+(H* 0, H*W) - ((-V)?®, (-V)"?0)
— (U2, (U)20) + (UF) 2, (UH)*W),

Alors (0 est fermée et semi-bornée inférieurement ; on note Hy) I’opérateur associé a {0 par
U U
la proposition 1.2. De plus, C°(R%) ® Ds ® Dgs est un caeur de HY, et on a sur cet ensemble :

~ 1 1 ~
HY = z_ml(pl —q )1+ Q—mQI ® (p2 — quA2)* + H; + U + V. (4.24)
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Démonstration

1 suffit encore une fois d’adapter le travail effectué pour définir A}, dans la sous-section
2-4.1.0

Etablissons maintenant la propriété d’invariance par translation de HY, cruciale pour notre
démonstration 2 venir. Définissons I’opérateur de L?(R%; F, @ F,) de la fagon suivante :

T, = pit'37 (p1+dl(=iV)) ® e~ 5F (2+dl(—iV)) (4.25)

Constatons que 7; est une isométrie de L*(R®; F, ® F,) et que, si ¥ € L*(RS; F, ® F,) est écrit
sous la forme ¥ = W, @ a*(f1)* ...a*(f,)"Q @ a*(g1)" ... a*(gm)?" €2, alorson a:

— . @ ._@ * . @ aq * . @ Qn
TV = U, (- + Mt, Mt)®a (fi(-+ Mt)) coat (fu(e Mt)) 0

®a(gi(- = )" . (gal- = T51) 0.

(4.26)

On voit que la position R du centre de masse n’est pas modifiée par I’action de 7;, et que les
photons de la premiere composante du produit tensoriel F; ® F, sont translatés dans la méme
direction que I’€lectron, tandis que les photons de la deuxieme composantes sont translatés dans
la méme direction que le noyau. De plus 7; ne modifie pas I’énergie associée 2 HY; dans le sens
suivant :

Proposition 4.5 Supposons que (Hy) est vérifiée. Pour tous ¢ € Q(f[}}) ett € R? ona
7,9 € Q(HY) et :

Démonstration

Il suffit d’adapter le démonstration de la proposition 4.1. [

Maintenant que nous avons bien défini ce Hamiltonien “intermédiaire”, nous allons pouvoir
montrer que, d’une part, E(H}Y) < E(Hp), et que d’autre part, si (4.19) n’est pas vérifiée,
E(HY) < E(Hp,). Comme ces deux preuves sons assez longues, nous leur consacrons 2 cha-
cune une sous-section. Toutefois, la démonstration de la seconde inégalité réutilisera beaucoup
d’idées apparaissant dans la premiere des deux sous-sections, si bien que nous donnerons plu-
sieurs résultats sans les détailler.

v 770
4-2.1 Preuvede E(H; ) < E(Hp)

4-2.1.1 Localisation de I’électron et du noyau

Comme annoncé plus haut, nous commengons par construire un état approximant E(ﬁ ) et
dans lequel €lectron et noyau sont localisés dans des boules de rayon fixé :
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Lemme 4.6 Supposons que (Ho) est vérifiée. Soit Ry > 0 et L > 0 il existe alors y,,ys €
R3 et U € Q(HY)) tels que U soit a support dans B(y1, Ry) X B(ys, Ro) C RS, tels que
dist(y1,y2) = 3L, et tels que :

qgs (W, V) oy, C1
—U_——— < E(H], ; 4.28
out Cq est une constante positive indépendante de R,.
Démonstration
Le rayon 7y > 0 étant fixé, considérons ¥ € D(I:j J) de norme 1 tel que :
~ 1
(U, HOU) < E(HY) + 4 (4.29)

Définissons une fonction u € C3°(R?) telle que 0 < u < 1, w = 1 sur B(0,1/2) et w = 0 sur
B(0, 1)¢. Définissons de plus pour y,y" € R? :

uy(X) i =u(= —y) , uy(X):=ul= —1). (4.30)

Observons que 1’on a alors :
/ ui  (X)dy = / us ,(X)dy' = / u?(2)dz =: 3> 0, (4.31)
R3 R3 R3
ou 3 est indépendant de R,. Posons maintenant ¥, ,, := %ulgyug,y/\ll et voyons si, pour un

certain couple (y,y’) et a une normalisation pres, ¥, ,» répond au probléme posé. Comme u €
C5°(R?), il est facile de montrer que U, ,» € Q(HY;). Calculons par ailleurs a I’aide de (4.31) :

/ 1 /
[ vy =5 [ [ 00dy [ i, o e00
RS R6 JR3 R3
= (¥, 7)

=1.

(4.32)

De plus, en faisant commuter u; ,, Uz, €t p1, P2, On obtient :

1
_<\Ij> (|v961u1 y‘2u2 ! + |Vx2u27y"2u%,y) \D)

32
R (4.33)
@Re [(u%’yu;y,\lf, H,(}\Il)] :

Intégrons d’abord le premier terme du membre de droite de (4.33) en y, v/’ :

qﬁg(\pyy’a Uy y) =

/ (U, (|Vaytrg P2y + [Vayuny P2 ,) U)dydy/

o[ [ <wex r<w><§—y>\ V(X) > dyd

R ’ (4.34)
+ﬁ/RG/RB<\If (V0 (G~ ) Pw(X) > dy'ix
_ 286,

2
RO
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ot Cy est la constante indépendante de Ry définie par Co =[5 |[Vu(z)|*dz > 0 puis en ce qui
concerne le second terme, on a :

/R G(U(;’,yug,y,\p, HYW)dydy' = 3*(U, HOW). (4.35)

Alors, (4.32)-(4.35) et (4.29) entrainent :

2C, 1 ~
/RG lqﬁg(\l’y v Yyy) = (Wyy, (6}%2 + 53 R E<H8)> ‘I’y,y’)} dydy’

~ 1 4.36
= (v Hw) - B - 30
< 0.

On en déduit Iexistence de (y1,y2) € RO tel que :

Cq
Qﬁg (\ijl Y2 \ijl,yQ) |:E<H0 ) R2:| (\ij1 Y2 \ijl,yz)a (437)

ou C; := 1+ 2CyB > 0. En particulier donc, ¥, .. # 0, et (4.28) est démontrée.
Il reste & voir que I’on peut choisir y; et y» de telle sorte que dist(y;,y2) = 3L, L étant un
réel positif quelconque. Ceci est immédiat par la proposition 4.5, en posant ¥ := 7,V .,

tZBL—(yl—yg).D

4-2.1.2 Localisation des photons

L’ étape suivante de notre démarche consiste a localiser les photons dans des boules de rayon
L autour de I’électron et du noyau préalablement localisés. Dans la mesure ou certains points de
cette étape sont démontrés explicitement dans [LLO3], nous y ferons référence sans les détailler.
Commengons par introduire un nouvel opérateur intermédiaire agissant dans L?(B(y, Ry) x
Bl(ys, Ro); Fs @ F), et dont le principal intérét, par rapport 2 H?, est qu’il posséde un état
fondamental :

Proposition 4.7 Supposons que I’hypothése (H,) est vérifiée. Soit H 8} p Uopérateur agissant

dans L*(B(y1, Ro) X B(ys, Ry); Fs @ F,) et défini de la méme fagon que HY, a ceci prés que les
opérateurs p; sont remplacés par les opérateurs pj;p := —iV,, de domaines Hy(B(y;, Ro)).
Alors H, 87 p définit un opérateur auto-adjoint de domaine de forme :

QHY, p) = HY(R% F, @ F,) NQU*) NQ(Hy). (4.38)
De plus, H 87 p posséde un état fondamental normalisé ®p € Q(N') qui vérifie :

4o, (P, p) < E(HY) + (4.39)
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Démonstration

La définition de H, 87 p comme opérateur auto-adjoint a partir des formes quadratiques est
une nouvelle adaptation de la méthode employée dans la sous-section 2-4.1 pour définir H};.
Quant a I'existence de 1’état fondamental ®p, on 1’obtiendrait en reprenant point par point
la démonstration du chapitre 3 conduisant a I’existence d’un état fondamental pour Hy. Il
n’est en effet pas nécessaire d’avoir recours 2 des conditions de liaison pour H, 0.p- car dans
ce cas, I’électron et le noyau sont de toutes facon localisés dans une région finie de 1’espace. Par
ailleurs, on a ®p € Q(N), de la méme fagon qu’on avait & € Q(N) pour ® état fondamental
de HY.

Enfin, si I’on considére un état “localisé” ¥ fourni par le lemme 4.6, sa restriction a B(y;, Rg) X
B(ys, Ro) (notée encore W) appartient 3 Q(H 0.p)» et donc :

ao (0, Pp) < ags (U, W) = gz (¥, W) < E(HY) + = (4.40)

Ceci termine la preuve de la proposition. [

Nous identifierons dorénavant I’état p, de Q(H 0.p) et I'état de Q(HY) obtenu a partir de
®p en posant Pp(X) = 0 en dehors de B(yi, Ry) x B(ys, Roy). C’est a partir de cet état que
nous allons localiser les photons.

Choisissons une base orthonormale quelconque (f;);>o de L?(R?) et rappelons avec la no-
tation (1.40), que I’ensemble des vecteurs de la forme :

1
1, P1; ey Pn) p = ———=0a"(f;,)P* ... a"(f;, )" (4.41)
|1 1 >f m (1) ( )

constituent une base Hilbertienne de ;. L’ opérateur de localisation des photons 7}, := 7, Ll ®RJ, L2
est alors défini sur les éléments de base de F; ® F,, pour L > 0, par :

T ([t prs - ins Pa) § @ |y P 8 D))

! L )@ ()0 A
= a 1) ... 1Jin n
voloopa /i) '

® a*(hofy )t ... a*(hafir, )P,

ou les fonctions de localisation Ky, hy € C°(IR?) sont choisies de la fagon suivante :

* O<h1<16t0<h2<1,
x hy = 1sur B(y1,L/2) et hy = 1 sur B(ys, L/2),
x hy = 0sur B(yy, L) et hy = 0 sur B(y, L)°.

Observons que h; localise les photons dans une région ou se trouve 1’électron tandis que ho
localise les photons dans une région ou se trouve le noyau.

Rappelons, avec les notations de la sous-section 1-2.4, que I’espace F; ® F; est isomorphe
a F,(L*(R?)), et que nous continuons a noter ' I’opérateur de nombre dans F,(L*(R?)).
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Définissons alors un nouvel opérateur N, représentant le nombre de photons situés en dehors
de B(y,, L) U B(ys, L), par :

n

WNao®)™ (g1, 90) = n [ [ Lniennnennwen- @™ (g, ), (4.43)

- - i=1
pour tout ® € D(N).

L’une des clés pour obtenir une estimation suffisamment fine du “colit” de localisation des
photons est d’obtenir une borne supérieure du nombre de photons dans 1’état ¢ . C’est 1’objet
du lemme suivant.

Lemme 4.8 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit O, I’état fondamental de H 87 p obtenu a la
proposition 4.7. On a :

an (P, @p) < Ci(1 + [In(ARy)]), (4.44)

out Cq est une constante positive indépendante de Ry. De plus pour tout 0 < v < 1:

R 2

ot Cy est une constante positive dépendant de -y, mais ne dépendant pas de R ni de L.

Démonstration

Suivant la démarche de [ALLO3, Lemme 6.1], nous allons chercher comment obtenir une
borne supérieure de |[ay (k)P p]|| pour presque tout & € R3 et A\, u € {1,2}. Notons d’ailleurs
que @y, (-)®p est bien définie en tant que fonction de L2(R3; L2(RS; F, ® F,)) dans la mesure
ol & € Q(N) (il suffit pour le montrer d’adapter le lemme 3.11 au cas de F,(L*(R"))).

La méthode pour majorer ‘|a)\7u(k3)§ pl| est la méme que celle que nous avons employée dans
la démonstration de la proposition 3.12, c’est-a-dire I’application combinée d’une transforma-
tion de Power-Zienau-Wooley et d’une “Pull-Through Formula”. Définissons tout d’abord la
transformation unitaire dont nous allons avoir besoin, et qui est quelque peu différente de celle
définie dans la section 2-6. Posons ainsi :

~ @ ~
Upzw = Upzw (X)dX, (4.46)
R6
oll pour X € RY:
Z;{VPZW(X) — et (@1—y1)-Ay1) g o—ig2(w2-y2)-Aly2) (4.47)

Pour définir précisément 1’action de U pzw sur les différentes parties intervenant dans HO , il
suffit de procéder de la méme fagon que pour Upzy et H}; (m) dans la section 2-6. Nous nous
contentons donc d’écrire formellement les opérateurs. On a d’abord :

by, X) = Fpzw (X)F a0 (k) FU y (X)F ' = Gp (k) — iwn u(k, X)), (4.48)
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ot wy ,(k, X) est I’opérateur de multiplication :

1 Xa(k)

wyu(k, X) == o [K[2

[Q15N16>\(k).(x1 _ yl)e—ik.xl

+q2(5u25)\<k)_(132 — yg)efik‘”?] .

(4.49)

On en déduit que :
i 7707 7% 1 12 1 AN2 | 17
Upzw Holp gy = o— (1 — 1 A1) " @ T + 1 ® ——(p2 — @2A2)" + Hy + U +V,  (4.50)
2m1 2m2

ou Zj et H 7 sont définis par :

6 4.51)

et:
_ @
Hy = Hf(X)dX
(4.52)
FHi(X)F =) > / o (k, X)by,(k, X)dk  pour X € RS
A=1,2 p=1,2
En posant ¢/, := U pzwPp, on a alors, toujours formellement :
Fllpzw |5 p — B p)| U F (KB
= [Fapzwﬁgpﬁ;zwf _lﬁw(k)] o,
1 N Xa(k) T 1 ik j
o o — —ikyr _ —ik.x
_ /R i ) o~ a A © 17 e L S

1 k . .
+/ QQ XA( )5#2 ,\(k) FI ® <p2 . QQA(l’Q)).'Ffl(efzk'yz . efzk.m)dX
R

6 T 2my k|12

@ ~
+ / W(k)bxu(k, X)dX.
R

6

Comme FlUpzyy [ﬁ&D — E(f[&D)} U, F~ + w(k) est inversible pour presque tout k, et
comme on a:

lem*¥i — em | L k|ly; — @] < |k|Ro, (4.54)
puisque z; est localisé dans B(y;, Ry) dans I’état ®p, on en déduit en utilisant le méme type

d’estimations que dans la démonstration de la proposition 3.12 :

[aaue)@s| < CROI]{’@, (4.55)
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ou C] est une constante positive indépendante de 2. Notons que, pour obtenir (4.55), il est
nécessaire de constater que £ (H p.p) est une fonction décroissante de Ry, si bien qu’elle est
bornée indépendamment de Ry. Si par ailleurs, au lieu de (4.54), on écrit plus simplement que :

‘B_ik,yj _ e—ik.xj‘ <2, (4.56)
cela nous conduit a : (k)
XA
CLA“( (I)DH C’ ’]g‘S/? 7 4.57)

ou (), est également une constante positive indépendante de R.
De plus, revenant a (4.53), on peut écrire @) ,(k)®p sous la forme :

Aru(k)0p = Y e *WTY (k) (4.58)
j=1,2

avec, encore en utilisant le méme type d’estimations que dans la démonstration de la proposition
3.12:

Hva}/A(k)H S || 1/2 2311;%20+ (k2)27

pour presque tout k& € R? tel que |k| < A, ot C} est une constante positive indépendante de R,.
La fin de la preuve consiste alors a écrire que :

(@p,0p) =SS / lanu(y)® o dy
y€B(y1,L)°NB(y2,L)°

A=1,2 u=1,2

(4.59)

(4.60)
<y Yy 175, 0= 95) | .
A=1,2 p=1,2 j=1,2 Y ¥€B1,L)°NB(y2,L)°
puis a calculer, pour 0 < v < 1, comme dans la démonstration du lemme 5.1 de [LLO3] :
=l dy < 3 [ 1o 100 dy
[l s g [P ol
¢, [ (WILW.VILMm) e
- / ek
, R
T2y

ou C, et C/ sont des constantes positives indépendantes de I, et L, et ot nous avons utilisé
(4.59) dans la derniere inégalité. Ainsi (4.45) est démontrée.
Quant a (4.44), il suffit pour 1’obtenir d’écrire que pour tout a > 0 :

w(®0,%0) = D ) Umsa

A=1,2 p=1,2

aw(k)@DHde:jL / aA,u(k:)@DHQdk]. (4.62)

k| >a

En effet, en majorant la premiere intégrale grace a (4.55), la seconde grace a (4.57), puis en
prenant le minimum sur 0 < a < A des majorants obtenus, on obtient (4.44). Ainsi le lemme
est démontré. []
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Nous écrivons maintenant une proposition qui fournit I’existence d’un état approximant
I’état fondamental de H}) et dans lequel électron, noyau et photons sont localisés. Le lemme
4.8 étant établi, la preuve de cette proposition est tout a fait similaire a celle donné dans [LL03]
aussi nous ne la reproduisons pas.

Proposition 4.9 Supposons que (H,) est vérifiée. Soient Ry > 0 et L > 2Ry ; il existe alors
Y1, y2 € R tels que dist(y1, y2) = 3L, et Vo € Q(HY)), ||Vo|| = 1 tel que, d’une part, ¥o(X)
soit a support dans B(yy, Ry) X B(ys, Ry) C RS, et tel que d’autre part, pour toutn > 0 :

UG (X, g1, yn) = O des que 3i,y; € Blyr, L)° N Bys, L)". (4.63)

De plus, pour tout 0 < v < 1, W vérifie :
~ C1 C2 RO
=0 (Vo, U)K EHY) + =+ ———— [ — | (1 4+ |In(ARY)|), 4.64
iy (W0 00) < BOAD) + G+ o () (L ImARDD. chod

ou Cq et Cy sont des constantes positives pouvant dépendre de v mais ne dépendant pas de R,
ni de L.

Démonstration

Voir [LLO3]. L’idée est de considérer ¥y = T, Pp/ ||jL? pl|| ot Jp. est I’opérateur de loca-
lisation défini en (4.42). On a alors facilement J,®p € Q(H), et :

Qﬁg(jLCDD,jLCDD) B C_IﬁgyD(qu)D,qu)D)
| T2 ®pl? B | T2 ®pl?
(JL®p, [ﬁg,DajL} dp)

| T ®@p|?

(4.65)
= E(ﬁgp) +

On majore ensuite F( 0.p) grice a (4.39) et il reste a estimer le commutateur [f[ 0.0> Ji L] ; on
utilise pour ce faire le lemme 4.8 ; on montrerait que cela conduit a (4.64). [J

4-2.1.3 Construction d’un état de Q(H},) a partir d’un état de Q(H o)

Il s’agit maintenant de construire, a partir de 1’état W, donné par la proposition 4.9, un état
= dans Q(HY};) dont I’énergie relativement & H}; soit comparable a I’énergie de ¥ relativement
a Hy,. Décrivons la fagon de procéder.

Considérons (fx)r>o une base orthonormale de L?(B(y;, L) x {1,2}), et (g1);>0 une base
orthonormale de L?(B(ys, L) x {1,2}). Rappelons alors que :

* {|z’1,p1; e, Pn)f = ﬁa*(ﬁl)pl ca™ (fi )P n € Njig, py € N} est une base or-

thonormale de F,(L*(B(y1, L) x {1,2})),

. . L. _ 1 * / * // .
* {|2’1,p’1, LN S Wa (gz )P ...a (g"il/>p” Q,n e Nyip,p, € N} est une base
orthonormale de F(L?(B(y2, L) x {1,2})),
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ot F,(L*(B(y;, L) x {1,2})) désigne I'espace de Fock symétrique construit de la méme fagon
que F,, mais a partir de L2(B(y;, L) x {1,2}) au lieu de L?(R?). L’état localisé ¥, s’écrit ainsi
sous la forme :

= > Y U i QO prs -5 Pu) g @ [85, 753 P,

n>0 11<22< <m PiyeoPn LT P
n’>0 11<12< <! ” pl ..... P’ ,

(4.66)
pour presque tout X € R%, avec U i py:sinpn € L2(R®), et
ill’pll;"';i;/’p:.,/
2
\I] 11 1”1 zn,pn (X) dX - ]_ (4.67)
7;1, et ,,p’/n,

n=0 11<12< <zn pl ~~~~~ p
w20 i) <ifh <o <il Pl

Nous définissons alors un état = € H a partir de ¥, en posant :

fr—y Z Z Z ‘I]v;il,;;l;.”%;in,p? (X>|Zl7p177Z7L7pn>f®‘lll7p{[7JZ'/n/7p'/n/>g7
i

[1]

n20 i1<ig<-<ip Pl,-Pn ’ n/ " n/
n'>0 i/1<i'2<m<i;/, Pl p;L,
(4.68)
pour presque tout X € R®, ou la notation & désigne :
. . . Sl Y /
i1, D15 o s D) f @1, DY - -3 sy P ) g
1 / (4.69)

. \/pll---pn!\/p’l...p;l,!a*<fi1)pl" a*(fi, ) a (g )" - a (gir, )P 2.

Dans la mesure ou [a(f;), a*(gi)] = 0 puisque f; et g, sont a support disjoints, on peut constater
que Z € Q(Hy) et que [|Z]| = [[To| = 1.

Donnons a présent un lemme tiré de [LLO3], dont la démonstration est directe, et qui va
nous permettre de comparer gy (=, Z) et g0 (Yo, Vo).
U

Lemme 4.10 Soient, en utilisant les notations précédentes :

(I)f = |Z.17p1; cee alnvaL)fa
Oy = |1, D0l Do) g (4.70)
Do = i1, P13 - - -3y P) fOLEY, DL -5 sy D) g-

Soient de plus (3 et v deux combinaisons linéaires quelconques d’opérateurs d’annihilation. On
a alors :

<<I)fv (I)f>< g 57®g>

(g, BYPyrg) = (P, ByPs)( Dy, By) +
> 977(I)> <(I)f ’Vq)f><q)g>ﬁq)g>7

+ (@, 6Py) (P
(Dygs B Ppg) = (P, 377" P ) (D > (D, @) (g, 377" Dy) @70
(P, B Q) (g, 1 Py) + (P, v Py )( Dy, B7Dy),
(g, B Prg) = (D, 57D 1) (g > (D, @) (Dy, B 7Py)

+ (P, 37Dy ) (P g77‘1>> (s, D) (Dy, B°Py).
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Remarque 4.11
Observons qu’une formule du type (4.10) ne serait pas valable pour calculer (P, B7*®¢,).

Nous sommes maintenant en mesure de passer a la démonstration du principal résultat de
ce paragraphe :

Théoreme 4.12 Supposons que (Ho) est vérifiée. Alors :
E(HY) < E(HY). (4.72)
Démonstration

On conserve les notations utilisées précédemment. W, désigne ainsi I’état normalisé fourni
par la proposition 4.9 dans lequel électron, noyau et photons sont localisés. Comme nous 1’avons
déja dit, I’idée est de comparer qﬁ[oj(\IJo, Wo) et gy (2, E). Or, pour caleuler gy (2, E), nous
allons utiliser le lemme 4.10, et il est donc plus commode, au vu de la remarque 4.11, de
travailler ici avec les Hamiltoniens réordonnés au sens de Wick (voir remarque 2.1).

Soit {e;};>0 une base orthonormale de L?(R?) telle que, pour tout [ > 0, ¢; € H*(R?). On peut

donc écrire la fonction U i, p,;. sin.pn donnée en (4.66) sous la forme :
i1,pY5..517 ,,p!
1:P1 n! Pt

LU
Ui (X) =D UL, aln)er (). (4.73)
Z‘1’pl;"';in/*pn/ >0 zl,pll;.,.;iil,,p’/n,
>0

En développant chacune des parties apparaissant dans la définition de gz, , on obtient :
U
Q-HTO-(\IJ()? \IIO)

2 : 2 : L gmm
ror APV A
\IJ 1171011 1ZVL7pTL \Ij 71aQ11 »Joﬂlo 51/ /(5 1,1717 ﬂn/7pn/)(.717Q11~--7]0uq0/)X
> n

Ll
nz,p,lo,qu Pt el dayiesdlal,

/ (er(z)]in, pri- - e D) gst (1 — A1) = em(@1) i1, @15 - - -3 Jins @) ) day

ll m,m’
E E v 1P pn v J1:d15---370:0 5lm5(11,p1, insDn ) (1,153 50,00 )

/ il
n,z,p,l 0,5,q,m R ERNUAN VR LR R

/, (ev(@)lit, P -3y D )gs (D2 — 42 A(22))? ¢ e (22) 151, 013 - -5 s G g ) A
ll
+y Y vt 1 piesin o ‘I’"ﬁl, oo OlmOUm Ot pls.sil 0!, ) asidly ) %

il
nyi,p,l 0,5,q,m RN I L LR BT

(i1, 015 - 5 ins Do) £, HelJ15 @05 - -+ Gins Q) £)
=T amam
+ Z Z v 11 PL;: ln Pn \Ijr?lr,);l;m;jo,qo 5lm6l/m/5(i1,pl;---;invpn)(jl7q1;-";j01QO)X

-/ /. il !
nyipl 0jigim VPV P Ty

T Y A Lo /
<|Zl7p17 cee 7Zn/>pn/>g7 Hf’jlv qis- -3 dns qn’>g>
ll m,m’
+y Y vt iprsinn C oariigodo 001,15 iinon) GL1s idos00) O st ) (35,015 1L) X

-/
i/ P ----- sl yp J q EERRSV ST}
nip,log,g;m PPy 10 %o

/]RG U(R)mem(xl)em’ («'U2)d$1dl’2.
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Passons maintenant au calcul de ¢ HY (Z,Z). En développant ¢ my eten utilisant le lemme 4.10,
on trouve :

¢.ny.(Z,5) = [1] + [2] + [3] + [4] + [5], (4.74)
avec :
L amam/
[ Z Z v n P1ieiinpn U s oo 5l’m’5(i’17p’1;-~;i;np;/)(ji7qi;.--;j;,,q;,)X

VA /
n,z,p,l 0,3,q,m ol ,,p rodpALd e,

/3 (er(x)]it, prs - 5inspn) gyt (1 — @A) em(@0) |1, @15 - - -5 dns @) p ) d

§ : 2 : ll’ m,m’
2171717 v’bnypn \I; J1,41;--+3J0,90 6lm5(il7p1§---§in7p’n)(jlaq1;---§joﬂo)X

! / ! /
l
n,z,p lo,j,q,m P /vi” P Ty gy

/ <ez/(xz)\i’1,p’1; i Do)y (D2 — @ A(2)) e (T2) |51, ;- 5 s i) g ) da

/
m,m
+ E , E : \Ij Juptiesin o W 1ot 6lm5l’m’6(11,p17 @0l ) (G000 0dl,)

n727pvl 07] q,m 7p17 ’l ,7p / ji’qll;“‘;j(/)/’qol
oL qmm/
+ Z Z v ’17171’ sinpn N4 J1q15d0.d0 O1mOrm ’5(11 D1e3insDn ) (G151 503 G0,0)

n,i,p,l 0,7,q,m iP5t /vP PR LR ,,q,

. . o / . L /
<|Zlap1> sl ’7pn’>97 Hf|]1> qis---5Jnts qn’>g>
/
+ E , E : \I[ J18Liin P W gt sdouo 6(117101%---%vapn)(]l7QI%---§J07‘10)5(Z/1:pll§-~~§1;L/7P;/)(317q/1§~-~93;/:q(/)/)X

- ! -/ /
l
n,i,p,l 0,5,q,m 05 /,p podDaesdn ),

/U(R)el(xl)ey(xg)em(azl)em/(xg)dxldazg

T mm!
+ E , E : v Juptiesinon W atividorto 5(i17p1;---;impn)(h7q1;---;jmqo)5(i’1,p’l;-~~;i;,7p;/)(j17q’1;~--;j;,,q;,)X

Y B /
n,i,p,l 0,5,q,m iP5 ,m podDaedn,a,

/Re Vi(r)el(z1)er(x2)em (1) en (22)dridr,,

o T gmm
[2] - = E E v 11,1)1, ﬂ'rupn v ]17611, ,Jo,qo 51’ ’6(11,;017 sin,0n) (J1,413++3J05G0) X

7«»177774 7P qu,xqu
n,%,p,lo,Jq, LR R e AL der ol

/el(Il)(Plem)(ﬂﬁl)(U'ppi;---;i%up%/>gaf4($1)|ji7%§--‘;j&’qgf>g>dxl

42 Z Z L gm
- \Ij 1171717 ﬂnmn \Ij ]1#11, 3Jos40 5lm5(7:/17p/13~~?7:,/n/ap,/n/)(jiaqi%“?jé/7‘1;/)X

-/ /
n,z,plo,]qm iP5 /vP ;o dpdhse SH A

/d er(z2) (P2m ) (22) {11, D15 - - - 3 in, Pu) g, A(@2) |71, @15 - - 5 Jos Qo) ) A2,
-
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T amm
§ E v 115 P v 31,013-+-330,40 ‘5l’m’5(i1,m;---;in,pn)(h7q1;---;jo,qo)X

T ! /
WS ARRTAN 4 31093530 0a
nz,ploy gm VPRI Py e

/]R3 6[($1)6m<131)<|i/17p/1; o ;i;L/7p;L/>g7 : A(‘Tl)2 : |ji7 q/17 s ;j;’v qz'>g>dx1

’Ll Pl ’ann 91,915--3d0,90 Ylm 17P1y B l7p )(]ivqll;"';]élvq;/)

ot o
s/ 3q7 5
n,z,p,l O,] q,m 1 P1 n!’ 0’ ! J1.4973 7]0/ ’qo/

/3 er (22)em (22) (i1, D15 - - - 5 s Pn) po s A(@2)? 1 |G, @15 - - -5 Jor Qo) £,
R

Q1 ll m,m’
= E : E v 21 Pl Zn P v J1 a1 ]OaQO 5l/m/><

/
nz,p,lo,qu P Z/P/ FLRCURIY J,,qo,

[ amen@) Qi i) g Al )
R

X <|Z/17p/17 s aZ;L’7p;L’>gaA($1)|ji7q/17 ce ;j(,)’>qz’>g>d$1

l m,m’
E: E , qjllm 7«nPn\IJ]1Q1 0,00 5lmx

’
n,z,p,l 0,3,q,m RN VR LR R R

/3 er(z2)em (22) (|11, D15 - - - 3 in, Pu) £, A@2) |1, @15 - - -5 Jor Qo) £)
R

X (|30, P - -5 s D) gs A(@2) 71, 4035 Jor ) g) Ao,

z : ll m,m’
Z v 11 m m Pn v 31 q1 Jo,qo (5lm(5l’m’ X

n,'L,p,l O,] qm 1 pl ,,,,, sil !’ p ! jl q1 ..... 3J ,,q;,
[Z /3 ’k’<a)\<k)‘/f|zl7pl7 e 77/n7pn>fa*/,:-|]17 qi; - - - ;joa QO>f>
2 R
X A(F|i1, 05 -5 D) gy ONK)F 515 Q1 - - -5 Jops Q) o) K

30 [ i b ) B Fls i)
A R

X (ax(R)F1iy, P - -G P g FlI1 G0 - -+ Jors Qor ) o) A
Tout d’abord, on constate que
[1] = ¢.579.(Wo, Vo) — (=V)2Wq, (V) 20y, (4.75)

Or, par la proposition 4.9, W est a support dans B(y;, Ry) X B(y2, Ry) avec Ry < 2L et
dist(y1, y2) = 3L. On en déduit donc :

C C
o 1/\1/2 _1/\1/2 < T2 _
(=2, (=V)V20,) < —Z¢ 5L(%,\Ifo) Zq? T (4.76)
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Observons que ’invariance par translation de H Uy donnée dans la proposition 4.5 apparait ici
comme une propriété cruciale, puisque c’est elle qui nous permet de controler I’éloignement de
x1 et xo, et donc I’énergie apportée par le potentiel de Coulomb V.

Ensuite, en ce qui concerne [3], on peut montrer de la méme facon que dans [LLO3, Lemme
5.6], que, pourtout 0 < v < 1:

3] < 1+ qv(®p, ®p)), 4.77)

725
T2y
ou C, est une constante positive dépendant de . On obtient cette derniére équation en utilisant
le fait que [3] correspond a la partie quadratique de I’interaction entre des photons et une parti-
cule non relativiste (z1 ou x5) localisés dans des régions respectives séparées d’une distance plus
grande que L. La présence de ® dans le membre de droite vient d’ailleurs du choix de W, que
nous avons fait dans la démonstration de la proposition 4.9, ¢’est-a-dire Vo = J.Pp /|| T Pp|-
D’apres le lemme 4.8 et (4.77), on a donc :

38 < 72
ou Cj3 est également une constante positive dépendant de ~. B
Enfin, on peut supposer que [2] + [4] + [5] < 0, dans la mesure ot si I’on remplace = par Z, ou
pour presque tout X € RS,

=D D D 2V X

n>0 21<12< <ip Pl:oPn 120 i 1’1"“” ,p ’

n/>0 11<12<---<1,7L/ P/1 ~~~~~ pfﬂ, >0 (479)

(14 |In(ARy)|), (4.78)

er(z1)ep(w2)|iv, p1; . . . Znupn> Qi b5l D),

avec : .
i, 013 b)) = e (=0 ()P (= (fi)P (4.80)

alors on on peut montrer que d’une part = € Q(H}; ), |Z|| = 1, et d’autre part :
Gy (5.5) = 1]+ 3] — [2] — [4] ~ [5]: (4.81)

Quitte 2 changer = en =, on suppose donc [2] + [4] + [5] < 0. Ainsi, d’apres (4.75), (4.76) et
(4.78), on a (en revenant maintenant a H}; plutot que : H}; :) :

- Cs C

4y (2, 2) < agg (Yo, Wo) + 73 (1+ [ In(ARo)|) — Z¢" =7

Il reste a insérer dans la derniére inégalité 1’estimation (4.64) de la proposition 4.9 pour obtenir :
o ~ Cy Cs Ry Cs C

EE<EH)+ S+ |—oc | — 1+|In(AR Z—483

iy (55 < B+ ot | o (1) + | (o4 (AR = 25 63

Fixons -y tel que % < v < 1, puis choisissons Ry de la forme Ry = L" avec % <7 <2y-1
On a alors, pour L suffisamment grand :

(4.82)

Cy Cs Ro C3 , C
— —_ — (1 In(A —Z¢*— < 0. 4.84
Par (4.83), on en déduit directement :
E(H)) < E(HY), (4.85)

et le théoréeme est démontré. [
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4-2.2 Preuve de E(ﬁg) < E(Hp)

Il nous reste a montrer la seconde inégalité F (ﬁg) < E(H}), dans le cas ol (4.19) n’est
pas vérifiée, ce qui terminera la démonstration de la condition de liaison (C.L.)(i7). Insistons
sur le fait que nous ne sommes en mesure de prouver I'inégalité E(HY) < E(HY) que dans le
cas particulier out (4.19) n’est pas vérifiée, c’est-a-dire le cas ou il existe une suite minimisante
pour H}), (®,), telle que noyau et électron sont “de plus en plus éloignés 1'un de 1’autre” dans
I’état @, lorsque j tend vers I'infini.

Théoreme 4.13 Supposons que (Hy) est vérifiée. Soit (9;) une suite normalisée dans H telle
queVj, ®; € Q(HY), et :

(P, ;) e E(HY). (4.86)
Supposons de plus que (4.19) n’est pas vérifiée, c’est-a-dire que :
1
Vn € N¥, Eljn,/ |®;, (R, 7)||*dRdr < . (4.87)
B(0,n) JR3 n
On a alors : B
E(Hy) < E(Hp). (4.88)
Démonstration

Dans la mesure ot la preuve de (4.88) utilise beaucoup d’arguments similaires a ceux de la
sous-section précédente, nous ferons souvent référence a cette derniere.
Soient 7, et v, des fonctions définies sur R? pour n € N de la facon suivante :

( x Si\r!én—%,Tn(T)zl,
x  Si|r| = n,v,(r) =1,
 Sin = <|r| <nym(r) = T(EEFE) et v (r) = w(Er),
ou 7 et v sont des fonctions indépendantes de n définies pour 1/2 < [r| < 1,
*x 0<y, <let0< 7, <1
% Up,Tn € C(R?)
( *x V24712 =1.

I1 est alors facile de voir que 7,,®;,, v, ®;, € Q(H 8) et en faisant commuter 7,,, v, avec pq, pa,
de la méme maniere que ce que nous avons fait a plusieurs reprises, on obtient :

(4.89)
Or en utilisant I’hypothese (4.87), on a :
(@5, (IV7al* + [V ') @;,)
_ 2 2 4 2
-/ o (T T [ 10, (o) arar w00,

Cste

Y

<
n
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et donc en revenant a (4.89), cela implique :

Cste
g (Vn®j,, va®;,) — E(HG) (0@, va®5,) < quy (®5,, ®;,) — E(Hy) + . (49D
Comme, en utilisant encore 1’hypothése (4.87), on a de plus :
1
1> |vn®,,]* > / / |9, (X)||?dRdr > 1 — —, (4.92)
B(0,n)c JR3 n

on déduit de (4.91) que v, ®;, /|lv,®P;, || est une suite normalisée, minimisante pour Hp,. L'inté-
rét de s’étre ramené a cette suite est que v, ;, = 0 pour |r| < n — 1/2; pour n suffisamment
grand, v, ®;, est ainsi un état approprié€ pour pouvoir localiser électron et noyau dans des boules
disjointes. On montre en effet en suivant la méme méthode que pour la proposition 4.9 :

Proposition 4.14 Supposons que (Ho) est vérifiée. Soient Ry > 0 et L > 2Ry, il existe alors
y1,y2 € R3 tels que dist(y1,ys) = 3L, et =y € Q(HY), | = 1 tel que, d’une part, =y(X)
soit a support dans B(y1, Ry) U B(ys, Ry) C R3, et tel que d’autre part, pour toutn > 0 :

—
=0

E((]n) (X,91,. -, yn) = 0dés que 3i,y; € B(y1, L) N By, L)“. (4.93)
De plus, pour tout 0 < v < 1, =g vérifie :

G, G (@) (1+|In(ARy)]),  (4.94)

20.50) K E(HY) + —& 4+ ————
qu( 0, 0) ( U)+R(2) (L—2R0)’y L'Y

ou Cy et Cy sont des constantes positives pouvant dépendre de v mais ne dépendant pas de R
nide L.

Démonstration

L’idée est a peu pres la méme que dans la sous-section précédente. Considérant Ry > Oet L > 0
tel que L — 2Ry > 0, on fixe ng tel que : v,,®;, (X) = 0sur {X, |r| < 3L}. Alors, partant de
Iétat v,,,®;, /|[vn,Pj,, |, on localise d’abord I’électron et le noyau dans des boules de rayon
Ry, comme nous I’avons fait dans le lemme 4.6. Ensuite, on définit un nouvel Hamiltonien Hp) j,
en remplagant dans H}; le Laplacien par le Laplacien de Dirichlet sur B(y;, Ry)UB(y2, Ry). On
constate, comme dans la proposition 4.7, que H, [0,7 p posséde un état fondamental @', ; et c’est
a partir de cet état fondamental qu’on localise les photons autour de I’électron et du noyau. En
particulier, au lieu de (4.42), I’opérateur de localisation des photons, 7/, est ici défini par :

Jia*(hy )Pt .. oa® (b, )P = a*(hhy )P .. a* (hhy,)PrQ, (4.95)

ou h est une fonction de C$°(R?) telle que 0 < h < 1, telle que h = 1 sur B(y;, L/2) U
B(ya, L/2), ettelle que h = 0 sur B(yy, L) N B(yz, L)¢. On pose donc =y := J, ', /|| T, P |,
et on prouve (4.94) a I’aide d’estimations semblables a celles que nous avons obtenues dans le
lemme 4.8. [

Suite de la démonstration du théoréeme 4.13
Maintenant que nous avons, par la proposition 4.14, un état localis€ =y d’énergie proche de
I'infimum du spectre de H}), on souhaite construite un état ¥ dans Q(H}) d’énergie comparable
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a celle de =j. On procede de facon inverse par rapport a ce que nous avons fait dans le théoreme
4.12. Plus précisément, vue la définition (4.95) de J;, on peut écrire =, sous la forme :

Z0(X) = Y Z sy (X)a" ()P (fi )P a (g a* (g, PR (4.96)

. A /
TP e3Py

pour presque tout X € RS. Dans cette écriture de Zy(X ), la somme porte sur I’ensemble des

variables, comme dans la définition (4.66) de Wo(X); les f;, sont a support dans B(yi, L), et

les g;/, sont a support dans B(ys, L). 11 suffit, pour obtenir ceci, de décomposer la fonction A
J

intervenant dans la définition de J; en h = h|p(y,.1) + h|B(y.,r) dans la mesure ot B(y;, L)
et B(y», L) sont disjointes ; on place alors les termes de la forme a*(h|p(y,,r) f) a gauche et les
termes de la formes a*(h|p(y,,1) f) a droite.

Ainsi, on définit un état ¥ € L*(R%; F, ® F,) en posant :

V(X)) = S amn (X)a"(fi)P o a" (fi Q@ a" (g a*(gi, )W Q. (497)

i’lyp’l;-u;i;c/,p;,,

On peut voir que ¥ € Q(Hy)), [|¥]| = 1, et de plus, en développant g0 (Zo, Zo) et Qgg(\ll, )
de la méme facon que dans la sous-section précédente, on peut montrer :

E(HY) < E(HY) + £(Ro, L, 7). (4.98)

ou £(Ry, L,~y) peut étre rendu aussi petit qu’on le veut. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire ici
d’éliminer certains termes quitte a remplacer W par un autre état ¥, comme nous 1’avons fait
en (4.79), puisque ces termes convergent de toute fagcon vers 0 lorsque Ry et L tendent vers
I’infini (le probleme venait du fait qu’ils pouvaient converger comme 1/L dans la sous-section
précédente, ce qui n’était pas suffisant). Le théoréme est donc démontré. []

Pour conclure, nous avons obtenu le résultat suivant :
Théoreme 4.15 Supposons que (Ho) est vérifiée. Alors :

E(HY) < E(HY). (4.99)

Démonstration

C’est une conséquence directe des théoremes 4.3, 4.12 et 4.13. [J
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Troisieme partie

Instabilité des valeurs propres non
perturbées et résonances

103






Chapitre 5

Absolue continuité du spectre essentiel

Rappelons I’écriture du Hamiltonien associé au systeme que nous étudions :

1

HY = Z _2m‘(pj—quj)2+U+V+Hf. (5.1)
j=12"""1

A partir de maintenant, nous allons traiter 1’interaction entre les particules non relativistes

(Ie noyau et I’électron) et le champ électromagnétique comme une perturbation. Nous allons

donc réutiliser la décomposition en deux parties de Hy;, définie en (2.71)-(2.72)-(2.73) ; plus

précisément :
2

HO::ZJL+U+V+HJC (5.2)

m .
j=1,2 J

sera trait€ comme 1’opérateur non perturbé, et :

1
W= %(—2quj.Aj + ¢ A?) (5.3)

j=1,2 J

sera trait€é comme la perturbation. Ceci est justifié par le fait que la valeur physique de la
constante de structure fine o := ¢*/hc est environ 1/137 ; rappelons que ¢ désigne la charge
d’un électron, h la constante de Planck, c la vitesse de la lumiere, et que nous avons choisi
les unités de telle facon que 7 = ¢ = 1. Evidemment, comme le montre la définition (2.5), le
potentiel de Coulomb V' dépend lui aussi de ¢ ,si bien que les choix (5.2)-(5.3) ne semblent pas
adapter 2 une étude perturbative de H}; ; mais nous commencerons, dans la premiére section de
ce chapitre, par effectuer un changement de variables qui mettra en relief le caractere perturbatif
de I’interaction champ-particules.

Rappelons également la description du spectre de H, que nous avons obtenue (en supposant
que ’hypothese (Hy;,) est vérifiée) : cf-figure 5.1.

Dans la partie II, nous avons montré que la premiere valeur propre de Hy, Ey + eg, reste
une valeur propre lorsqu’on insere dans le Hamiltonien I’interaction avec les photons. Il n’a
d’ailleurs pas été nécessaire d’avoir recours a une théorie perturbative pour obtenir 1’existence
de cet état fondamental pour H, (‘J/ . Maintenant, comme nous 1’avons mentionné dans 1’introduc-
tion générale, on s’attend a ce que les autres valeurs propres de H deviennent des résonances
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iil o o & —

.
1
Eytey, Epte; Epte,... E,+e, E;te; E;te,... €& © 6.

F1G. 5.1 — Spectre du Hamiltonien non perturbé H,

sous Ieffet de la perturbation. En particulier donc, on s’attend a ce que le spectre de H}; autour
des valeurs propres de H soit absolument continu.

Soit V un voisinage d’ordre O(c?) de I’ensemble {Ey + eo} U {e,, }n>0. Dans ce chapitre,
suivant principalement les travaux de V. Bach, J. Frohlich et I. M. Sigal (¢f.[BFS99]), nous
allons montrer que le spectre de H}; est absolument continu dans I’ensemble :

£ = [Eo + €0, OO[\V (54)

Nous supposerons pour ce faire que la constante de couplage « est suffisamment petite et que
certaines hypotheses (lem) (cf-section 5-5), liées a la regle d’or de Fermi, sont satisfaites.
Nous utiliserons par ailleurs une méthode de dilatations complexes, et I’application de Fe-
shbach, définie dans la deuxieme section de ce chapitre, jouera un role essentiel dans notre
démonstration.

5-1 Un changement de coordonnées

Comme annoncé dans I'introduction, nous commencons par effectuer un changement de
coordonnées, afin de faire ressortir le caractere perturbatif du couplage entre les deux particules
non-relativistes et les photons. Plus précisément, considérons 1’opérateur unitaire {/; agissant
dans H et dilatant a la fois les positions respectives de 1’électron et du noyau et les impulsions
des photons de la fagon suivante :

(zj, k) — (2;/2¢%, Z%q*k). (5.5)
Autrement dit, Uy = U, @ U, avec, pour tout ¢ € L*(R°) :
Ubid)ar,22) == 500/ 268,20/ 227), 5.6)
et pour tout ¢ € F; :
(FULD) D (K, ... k) = 272 (22 ke, . .., 22 k). (5.7)

Pour la commodité des écritures, dans (5.7), nous avons noté Z>q*k; = (Z2q*k;, A). On définit
alors Hy := Uy HY U . Un calcul direct entraine que, sur C3°(R%) @ Dy :

1 1 . JP
pati= 2 5 (b — 6262 A;(20%)) + T +V + Hy. (5.8)
j=1,2
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Dans la derniere égalité, les opérateurs Zj, U, V sont définis par:

LR = A7) OR) = 5 URIZE) V) =10 (59

= 2244
ol nous avons souligné la dépendance de A; et ]{j en la fonction de troncature ultraviolette
Xa. On redéfinit alors Y = Ya(Z2%¢*), V := V et U := U. En particulier, supposant que
X est initialement donnée par I’hypotése (H%A), on voit que la nouvelle fonction de troncature
ultraviolette s’écrit :

(k) = e H/A° (5.10)
On redéfinit également H}; := Z+¢H 4» Si bien que dorénavant :
1 2
; J

7=1,2

Cette derniere égalité peut-étre vue comme une écriture formelle de I’opérateur H};, ou bien
comme une égalité sur C5°(R%) ® Dy ; toutefois, en suivant point par point la méthode employée
dans le chapitre 2, on montrerait que H}; est bien défini comme opérateur auto-adjoint associé a
une forme quadratique semi-bornée inférieurement et fermée sur Q(p3 +p3) NQ(UT)NQ(Hy).

Notons que dans le “nouveau” Hamiltonien H};, V ne dépend plus du paramétre ¢ ; seul
en dépend, comme on le souhaitait, le terme correspondant a I’interaction entre les particules
non-relativistes et le champ de photons. Observons par ailleurs que le “nouveau” Hamiltonien
et “I’ancien” ne sont pas unitairement équivalents ; la fonction de troncature ultraviolette X 5
et les potentiels U, V' ne sont de plus pas les mémes dans chacun des deux points de vue. En
revanche, on obtient facilement le spectre de I’un des deux Hamiltoniens a partir du spectre de
I’autre.

Définissons maintenant le parametre perturbatif ¢ en utilisant les notations de [BFS98a,
BFS99] :
g = (N)*2 (5.12)

Reprenant I’écriture HY, := Hy + W, rappelée en (5.2)-(5.3) et valide sur C*(R%) @ Dg, nous
décomposons la perturbation W, en :

W, = gW; + ¢*Wa, (5.13)
ol I’on a posé, toujours au sens d’opérateurs de domaines C{°(R%) ® Dy :

27 272

[y— 2 ——— 2
W, = —WPI-A1<ZQ N+ 2m2A3/2p2.A2(Zq ), (5.14)
2 2\2 ! 22
Wy T (Zg*) 2T 2(Zq™) (5.15)

En utilisant encore les notations de [BFS98a, BFS99], on écrit au sens des formes quadratiques
sur C*(R%) ® Ds x C*(R®) ® D :

FnF= Y / (G o(k) @@5(k) + G, (k) @ ax(k)] dk, (5.16)
RS

j=12"R
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FWF = 3 [ [Gho(hs ) 0 G035 () + Gl olsk) 3 (R (1)
RG

e . , (5.17)
+ G, (ks K @ @y (k)ax (k)] dkdk' + Ay,

Pour m + n = 1, on notera parfois G7, (k. k') = G’ (k) afin d’avoir une seule écriture pour
les deux cas m +n = 1 et m +n = 2. Ainsi, pour tout k, ¥’ € R?, pour j € {1,2} et pour
m+n € {1,2}, GJ, . (k, k') est défini comme étant la fermeture de I’opérateur de L*(R°®) de
domaine C{°(IR%) s’écrivant sous la forme :

A Yalk B
G o(k) = G, ()" k) a9,

= - e
2m N3 o7 ]| 518
2 2 * —iZ? SC\A(k) —iZ¢Pk.x .
GLO(E) — GO,I(E) — 2m2A3/2 QW\/WB QEA(k)-VJrza
Z*  Xa(k)Xa (k) Zq? 2K
1 Yy — CLIVE (e 4a ka1 ,—iZq K @1
GQ’O@’E) GO’Q(&E) 2my A3 42 ||| K| A2 ) | (5.19)
GZ (k k/) _ G2 (k k/)* — Z4 X\A(l{?)X\A(k/)g (k) c /(k/)efiZqQk.xgefiZqQk’.:rg .
2,0\ v 0,2\ v 2m2A3 A2 |ka/‘ A . )
Z*  Xa(k)Xa () Tk i7eH
Gl k N — k ey kl iZq°k.xy 1 Zq°k".x1
1,1<_7_) 2y A3 92 Vf”k?/| €,\( ) Ex ( )€ e ) 520,
2 AN Z4 5(\/\(]{:>5<\A(k/) N, —iZq%k.xo iZq*K .xo .
Gl (ks E) ex(k).ex (ke e :

T 2mp A o2 /KK

En particulier, pour m +n = 2, Gy, ,(k, k') est un opérateur borné. Les constantes A% apparais-
sant dans (5.17) sont quant a elles définies par :

z Xa(k) Z" Xa (k)
AL = dk . A2= / dk. 5.21
0 4m2m A3 /]R3 k| T 42 A3 fps || (5:21)

Dans la mesure ol le probleme considéré reste le méme si 1’on ajoute 2 H}; une constante, nous
ne tiendrons plus compte de A} + AZ dans la suite.

5-2 L’application de Feshbach

Comme dans [BFS98a, BES98b, BES99] notamment, nous allons utiliser dans cette section
la méthode dite de projection de Feshbach. Notons que cette méthode est également employée
en physique théorique, comme par exemple dans [CTDRGO1b], ou elle est liée a I’introduction
d’un opérateur appelé opérateur de déplacement. Commencons cette section par une remarque
introduisant I’application de Feshbach. Considérons, d’une maniere générale, un opérateur auto-
adjoint H agissant dans un certain espace de Hilbert H et s’écrivant sous la forme :

H=H"+W, (5.22)
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I’opérateur W étant traité comme une perturbation de I’opérateur auto-adjoint H°. Considérant
les résolvantes de H et H°, on a, formellement, pour z € p(H) N p(HY) :

[H— 2" =[H"— 2! (Z(—l)"(W[HO — z]l)”> : (5.23)

Supposons maintenant que 1’on souhaite étudier le spectre de /{ dans une région D contenant
une partie du spectre de H°. Soient P la projection spectrale associée a H? sur o(H") N D et
P :=1—P. Alors pour z € o(H°)N D, (H° — 2) P est inversible, mais (H° — z) P ne I’est pas ;
en particulier (5.23) n’est plus valable. On peut s’attendre en revanche a ce que I’inversibilité
de (H — z) sur le sous-espace PH soit suffisante pour avoir I’inversibilité de (H — z) sur H
tout entier. Plus précisément on peut espérer que :

[H — 2] 'existe <= P[H — z]"'P existe. (5.24)

Evidemment, (5.24) n’est vraie que sous certaines conditions bien choisies ; cela suggere tou-
tefois d’étudier I’opérateur P[H — z]~! P. On peut ainsi voir que formellement, ¢’est-a-dire en
supposant que tout est bien défini :

PlH —2]7'P = [P(H —2)P— PHP (P(H — 2)P) "' FHP} - (5.25)

On est ainsi amené a définir en suivant [BFS98a, BFS98b, BFS99] :

Définition 5.1 Soient H° et H deux opérateurs fermés d’un espace de Hilbert H tels que
D(H®) = D(H). Soit W := H — H" et soit P une projection telle que PH C D(H°) et
telle que P commute avec H°. On pose également P = 1 — P. On suppose que PHP se

prolonge & un opérateur inversible sur PH et que les opérateurs :
(PHP)"'P , PWP(PHP)'P , (PHP) 'PWP, 526
PWP(PHP) ' PWP , PWP '

se prolongent a des opérateurs bornés de H. L’ opérateur de Feshbach Fp(H ) associé a P et a
H est alors défini par :

Fp(H):= PHP — PHP (PHP) "' PHP. (5.27)

Remarquons que 1’hypothése (5.26) combinée avec le fait que PH° est fermé sur PH,
entraine que Fp(H) est un opérateur fermé sur PH. En fait, ’hypothese || PW P|| < oo n’est
pas nécessaire pour définir Fp(H); et on peut également s’en passer dans la proposition qui
suit. Mais comme elle permet de montrer que Fp(H) est un opérateur fermé, et comme on sera
en mesure de la vérifier lors de I'utilisation qui nous intéresse, on conserve cette hypothese. On
montre alors que I’application de Feshbach Fp est isospectrale dans le sens suivant :

Proposition 5.1 On conserve les notations de la définition précédente. Soit z € C tel que

P(H — 2)P est inversible sur PH et tel que les opérateurs :
(PHP—z)"P , PWP(PHP-:)'P , (PHP-:)  PWP, 528)
PWP (PHP —z) 'PWP , PWP '

se prolongent en des opérateurs bornés sur H. Alors :
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1. Fp(H — z) est inversible sur PH si et seulement si H — z est inversible sur 'H, et dans
ce cas Fp(H — z)~' = P(H — z)"' P. De maniere équivalente :

z€0(H) <= 0€o(Fp(H —z)). (5.29)

2. Si 1 est un vecteur propre de H associé a la valeur propre z, alors P est un vecteur
propre de Fp(H — z) associé a la valeur propre 0.

3. Réciproquement, si ¢ est un vecteur propre de Fp(H — z) associé a la valeur propre

0, alors [P — (?Hﬁ — z)_l ﬁWP] @ est un vecteur propre de H associé a la valeur
propre Z.

4. Enfin :
dim Ker(H — z) = dimKerFp(H — 2). (5.30)

Démonstration
Voir [BFS98a] ou [BFS98b]. [

D’apres la proposition 5.1, pour montrer que le spectre de /{ est vide dans une certaine
région D, il suffit donc de montrer que Fp(H — z) est inversible pour tout z € D. Ceci peut
s’avérer plus simple que 1’étude “directe” du spectre de H dans la mesure ot Fp(H — z)
opere dans 1’espace PH qui est un sous-espace de H. Pour cette raison, I’application Fp est
parfois qualifiée de décimation des degrés de liberté correspondant 2 PH. Notons enfin que
I’application Feshbach est définie pour H = H° + W ou H° est un opérateur fermé mais non
nécessairement auto-adjoint. Nous aurons besoin en effet d’appliquer une certaine application
Feshbach & H};(6) (définie dans la section 2-5), et bien entendu, pour  complexe, Hy(6) n’est
pas auto-adjoint (Hy(f) n’est pas méme normal pour 6 € C \ R).

5-3 La condition (H_ )

Pour pouvoir appliquer I’application Feshbach a H}; (), nous allons montrer, rapidement,
que les opérateurs de couplages G{n’n vérifient une certaine propriété notée ici (7{_1/2). Notons
d’ailleurs, pour simplifier et pour m +n € {1,2} :

G =Y G, (5.31)
j=1,2

Rappelons que nous avons défini G7, , (k, k') en (5.18)-(5.20) pour tout (k, k') € R®.

Considérant maintenant 1’opérateur de dilatations Uy défini en (2.69), on pose sur C3°(R?),
pour tout (k, k') € RC et tout § dans un voisinage complexe de O :

Gm,n(ka E/a 9) = Gm,n[j(\A] (E? Ela 9) = 6_29Gm,n[5<\A<6_9')](E7 E/) (532)

Nous supposons ici que I’hypothese donnant I’analyticité de X, (H% A), est vérifiée. Nous avons
de plus souligné la dépendance des opérateurs G, ,, en la fonction de troncature ultraviolette

X - Etant donnée I’expression (2.75) de W,(#), on a donc :
Wy(0) = gWi(0) + g W (0), (5.33)
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ol W1 (6) et W3 (6) sont les opérateurs 1y et W5 ot ’on aremplacé G7, , (k, k') par G, ,, (k. K, 0)
dans les expressions respectives (5.18)-(5.20) écrites au sens des formes quadratiques. Notons
de plus qu’il est facile de voir que, pour m +n = let j € {1,2}, GJ, ,(k,0) se prolonge a
un opérateur bien défini sur Q(p;), et que pour m + n = 2, Gp,.(k, k', 0) se prolonge a un
opérateur borné sur L.?(IRS).

La propriété (H_1/2) que nous requérons, et qui sera suffisante pour obtenir I’existence de
I’opérateur de Feshbach associé a H}; (6) — z, est la suivante :

( Il existe une fonction positive J_;; et 6y > 0 tels que :

(i) Pourm+n=1letk € R* 0 Gpnlk;0)|Hpars + 1| /?
est analytique sur D(0,6,) eton a:

SUP (|Gl (5 0) [ Hpare + || < Ty a(k),
|0]1<00

(H-12) Y (i) Pourm + n = 2 et (k, ') € RS, 8 — G (ks K3 6)
est analytique sur D(0,6,) etona :
Sup [|Gon (ks K5 0)|| < J1y2(k)J1/2(K').

|0]<00

(i) [ fr (14 [K[7Y) 12 (k)2dR] 2 = Ay 5 < 0.

Montrons alors que cette propriété est effectivement vérifiée :

Proposition 5.2 Supposons que les hypotheses (Hy) et (HZ,) sont satisfaites. Alors la condi-
tion (H_1,2) est vérifiée, avec :

T 1ya(k) < clk| V27 /A (5.34)

ou c est une constante positive.

Démonstration

L’hypothese (Hy) assure que H,,,+ est bien défini. Considérant les définitions des opérateurs
Gumn(k, k', 0) données par (5.18)-(5.20) et (5.32), on peut voir que la condition (H_;2) est
vérifiée avec :

J_1ya(k) < clk]|"V2e M (5.35)

La condition (H_;/)(i) s obtient notamment en utilisant le fait que pour tout & € R® et tout
jed{l,2}:
|e(k)- Vo, [ Hpare + i 7/%|| < Cste. (5.36)

Le caractere analytique est de plus immédiat par I’hypothese (H%A) 0J

5-4 Existence de ’opérateur de Feshbach associé a H}; (0)

Dans tout le reste de ce chapitre, nous supposons que I’hypothese (Hy;;) est satisfaite, ¢’est-
a-dire que le spectre de P2/2M + U est purement discret. On souhaite montrer que le spectre
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de HY est absolument continu dans I’ensemble € = [Ej + €y, oo[\V, ol rappelons-le, V est un
voisinage d’ordre ¢g* de { Ey + g } U{ey, }nso. Pour ce faire, par la méthode générale brievement
exposée dans la section 1-3, il suffit de montrer que, pour § complexe et dans un voisinage de 0,
le spectre de H}; (0) est vide sur [Ey + ey, 00[\V; et pour montrer ce dernier point, nous allons
utiliser la méthode de projection de Feshbach décrite dans la section précédente.

5-4.1 Notations et idée de la démonstration

Fixons une valeur propre non perturbée E; + ¢, de Hj telle que E; + e, € &£. Quitte a
translater, nous supposerons que F; + ¢, = 0. Notons par ailleurs que, pour § € D(0,6,) tel
que Im(0) > 0:

O = dist(E; + e, 0(Hpart(0)) "R\ {E; +€,}) > 0. (5.37)

En effet, vue la figure 2.2, pour Im(#) > 0, les seuls points d’accumulation réels de o ( Hpq+(0))
sont situés dans {e, },>o. Donc pour E; + ¢,, € £, (5.37) est vérifiée et 9; ,, ne dépend pas de 6.
Renommons pour simplifier ¢ := ¢, ,, puis définissons pour Im(#) > 0 :

01 = dist(E; + en, 0(Hpart(0)) "R\ {E; + €, }),

5_ = dist(E; + en, 0 (Hypare(6)) N R\ { By + € }). (5-38)

Considérons I’intervalle : 5 5
I, = [—55_, §5+]. (5.39)

Le choix du coefficient 2/3 dans (5.39) est une question de commodité. Nous allons en effet
montrer que le spectre de H}; est absolument continu sur /; ,, ; et comme le raisonnement sera
également valable en remplagant 2/3 par 1 — O(g* %) dans (5.39), pour tout 0 < & < 1/3,
nous pourrons bien en déduire que le spectre de Hy; est absolument continu sur [Ey+ eg, oo[\V,
I’ensemble V étant un voisinage d’ordre g% de { £y + €0} U {en }n>o-

Posons maintenant 6 := iv avec v > 0, et définissons, pour py > 0, I’ensemble V; ,(po) de
la facon suivante (cf.figure 5.2) :

1
Vin(po) = {z € C,Re(z) € I, [Im(2)]| < §p0 sin 1/} ) (5.40)

On a ainsi : .
o(Ho(0)) N Vin(po) = {se7"™%,0 < s < po/2} . (5.41)

Or, puisque Hy(0) = H,ui(0) + e ?Hy, le sous-espace de Q(Hy(6)) correspondant aux états

p - <
“dénergie” dans {se~ ™7 0 < s < po/2} est P, (0)H, ot P, (6) est la projection :

Prn(0) = Poartin(0) @ L, <po 2. (5.42)

Ici, 1p,<p,/2 désigne la projection spectrale relativement a Hy sur les états d’€nergie inférieure
a p0/2; Ppartn(0) est la projection sur le sous-espace propre de L*(R®) associé a la valeur
propre E; + e, de H,q,+(0), définie par :

1 dz
Ppart,l,n (9) :

=5 —_— (5.43)
2 /| —(Eiten)l=01.n/2 Hpart(0) — 2
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Vl,n
h) E, +e,=0 h)
_ I I.\ei1 .
N Ln po(sinu)/2
b}
FIG. 5.2 — L’ensemble V/ ,,(po)
Choisissons alors la projection :
B’n<6) = Ppart,l,n<9) &® 1Hf<po' (544)
Ainsi, pour tout z € V},,(po), avec Py, (0) :=1 — P ,(0),ona:
Py, (0)(Ho(0) — 2) Py, () est inversible. (5.45)

Ceci étant donné, notre but dans cette section va étre de montrer que, pour z € V;,(po),
I’opérateur de Feshbach associé a Hy; (6) et P, (6), Fp,, o) (Hy (0) — z), existe. Puis dans
un second temps, qui correspondra a la section 5-5, nous montrerons que Fp, ) (H, (0) = 2)
est inversible, cette fois-ci pour z € V,,,(po) \ Rin, Ol R, est un ensemble strictement inclus
dans le demi-plan inférieur. Ainsi, par la proposition 5.1, nous pourrons conclure a 1’absence de
spectre de H};(0) dans I, .

Redéfinissons pour la commodité des écritures :
P®):=P.,0) , P®):=1-P(@®). (5.46)

Commengcons donc par montrer que, pour z € V;,(po), I'opérateur Fp o) (HY (6) — z) existe,
c’est-a-dire que les hypotheses de la définition 5.1 sont vérifiées. La premiere chose qu’il nous
faut montrer est que P(0)(H} (6) — z)P(6) est inversible. Posons :

Hy® = P(6)(Ho(0) — 2)P(6). (5.47)
L’idée de la preuve est d’écrire :
P(0)(HY(0) — 2)P(0) = {1 + P(O)W,(0)P(0) | Hy " | _1} O, (5.48)

Si P(0)(H}Y (0) — z)P(0) est inversible, en développant en série de Neumann, on obtient :

POE;0) - 2P0) " = [H0] S (-Powmoro (1] ). 6

n=0

Ainsi, pour prouver que P(0)(H}/ () — z) P(0) est inversible, il suffit de montrer que, pour tout
N>0:

< CocV, (5.50)

n=0

|| Uil (PP [m] )
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ou Cy et c sont des constantes telles que Cy > 0 et 0 < ¢ < 1. Nous allons prouver ceci a I’aide
de quelques lemmes, en suivant [BFS99]. Nous détaillerons généralement les démonstrations
dans la mesure ot les résultats, ou les estimations, que nous utiliserons, seront souvent différents
de ceux de [BFS99]. Par ailleurs, dans un souci de simplification, nous n’écrivons la preuve que
pour la partie de W, () linéaire en les opérateurs d’annihilation ; on pourrait inclure les autres
termes de W, (6) en procédant de fagon similaire.

Définissons, pour tout 7 > 0 :
By(7) := Ho(0) + "7 = Hpoit(0) + e (H; + 7). (5.51)
Dans la premiere égalité, définition de By(7), il est sous-entendu que, pour tout € D(0,6y),

D(By(1)) = D(Hp(0)); cela montre de plus que le domaine de forme de By(7) est égal a
Q(Hy) (par le lemme 2.13). La seconde égalité est valable, par exemple, sur Dy, o) @ D(Hy).

Nous considérons aussi I’opérateur By(7) correspondant a la représentation dans I’espace des
moments et défini par :

By(7) := FBy(1)F " = Hpus(0) + ¢ (Hy + 7). (5.52)

L’idée est d’utiliser I’opérateur By(7) afin de montrer (5.50), en écrivant :

H?w)wg(e)ﬁ(e) [Héfi“}_lH < [POW,(0) 1Bo(r)] | x

|By(7)| [Héfg”]_lH (5.53)

On s’attend a ce que le deuxieme facteur du membre de droite de (5.53) soit borné par une
constante, et que le premier facteur soit petit lorsque g est petit. Comme la preuve est assez
longue, nous la divisons en deux sous-sections. Nous allons obtenir une estimation du deuxieme
facteur de (5.53) dans la proposition 5.5 de la sous-section 5-4.2 ; une estimation du premier
facteur du membre de droite de (5.53) est obtenue dans la proposition 5.7 de la sous-section
5-4.3.

5-4.2 Premiere étape
Commencons par des estimations de I’opérateur dilaté associé aux particules H,,,+(0).

Lemme 5.3 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs)
sont vérifiées, si bien que H,q+(0) est analytique de type (B) sur D(0,6y) par la proposition
2.7. Pour 6 € D(0,6y), posons AHput(0) := Hpart(0) — Hpare sur D(Hpart) (cet opérateur est
bien défini par la proposition 2.8). On a alors :

| AHpart () (Hpare =) || < (8), (5.54)

o ¢(0) est une constante positive telle que c() — 0 quand 6 — 0.
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Démonstration

Soit § € D(0,6p). Notons tout d’abord que AH,y1(0)(Hpare £ ) est bien défini sur
L?(R®) puisque D(Hpur) = D(AHpari(0)) par définition. On a alors :

HAHpart<0) (Hpart + i)_l H

= swp (¢ AHpars(0) (Hpar £ 8) )]

$EQ(Hpqrt),»EL2(RS)
ol lwl=1 (5.55)

= Sup ‘quart(e) <¢7 (HpaT‘t :i: Z)ilw) - qua'rt (¢7 (Hpart :i: Z>71w)’ :

¢6Q(Hpart>ﬂd’EL2(R6)
Il Nl ll=1

Mais en utilisant la définition (2.39) de ¢g,,,, (#) et I’hypothése (H3), on peut montrer :

|quart(0)(¢7 (Hpart + Z)_lw) - qua,Tt (¢7 (Hpart + Z)_lw)‘
< A (0) [a|@my0r (6 (Hpare £ 0)7'9)| + Bll ol [|(Hpare £ 1) 0] (5.56)
< c(@)lollllll,

ou a, b sont des constantes positives, et ot ¢/(6), ¢(f) sont des constantes positives tendant vers
0 quand # — 0. Ainsi le lemme est démontré. []

De la méme fagon que pour P(#), redéfinissons par commodité :

Ppart(e) = Ppart,l,n(e) > ﬁpar‘t(e) =1- Ppart(e)a (557)

puis posons Pyt = Ppart(0), ?pm = ﬁpm(O). On a alors :

Lemme 5.4 Soir 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Ho), (Hv), (Hais)
et (Hs) sont vérifiées. Soient 0 := iv € D(0,6y) avec v > 0 et py < 0/3. Pour tout z € C de

la forme z = zy — Te”" avec zy € Vi ,(po) et T = 0, Uopérateur (Hpart(0) — 2) Ppart(0) est
inversible et on a :

C
< (5.58)

= max(7,d)siny’

-1

| ((Fars(6) = 2)Prars(6)]

ou C est une constante positive. Si de plus z € p(Hpa,+(0)), ona :

1 N C
|z|  max(7,d)siny

| (Hpare(0) — 2) 71| < (5.59)

Démonstration

Nous allons avoir besoin de distinguer les parties du spectre “a gauche” et “a droite” de
E; + e, = 0. Définissons tout d’abord P,(f) la projection sur le sous-espace propre associé a
la valeur propre e, de e=2P?/2M + U(e?-), puis notons (en tant qu’opérateurs de L?(R?) ®
L2(R3) ~ L2(RY)) :

Pe(f):= > 1®@Pu(0)+ > Puamrw(d) ., P<(0):=1-P(6).  (5.60)

n’:e’n<0 l/,n’:en/ >0
Ey+e,,r<0
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On a alors :

Ppari(0) = P<(0) + P-(0), (5.61)

ot P_(0) := P<(6) — Ppart(0).

Soit § = iv € D(0, ). Commengons donc par estimer [( Hpq(6) — 2) P-(6)] ' : comme z est
supposé de la forme z = 2y — 7e™™ avec z, € Vin(po) et 7 = 0, il est facile de consta-
ter que (Hpqi(0) — 2)P-(0) est inversible. De plus, comme par construction le spectre de
Hport(0) P (0) est la partie du spectre de H,,,+(0) située “a gauche” de E; + e,, = 0, on peut
voir que H,q,¢(8) P< () est un opérateur strictement m-sectoriel dont un secteur est :

Siw={z=a+e¥ra< —5_,7>0} (5.62)

D’apres [RS80, Théoreme VIII.17], on a donc :

Co

| [(Hpare(0) — 2) P<(0)] || < [dist(z, Spn)] ™ < (5.63)

max (4, 7) sin v’
ol ¢y est une constante positive.

Passons a Iestimation de [(Hpq(0) — 2)P<(0)] ! Vu le choix que nous avons fait de P(6),
le spectre de H,,,+(0) P<() n’est autre que la partie du spectre de H,,,+(6) située “a droite” de
Ej+e, = 0. On en déduit que pour z de la forme 2z = 2o — e, (Hpart () — 2) P<(0) est inver-
sible. Plutdt que d’utiliser le méme argument que pour [( Hpa(8) — z)P-(8)] ", nous donnons
une autre démonstration, basée sur [BFS99, Lemme 3.8], qui fonctionnerait également dans le
cas d’opérateurs de Schrodinger plus compliqués. Posons P := P(0). Comme ( H,i—2) P<
est également inversible, nous pouvons écrire :

(Hpare(0) — 2)P<(0)
~ [(Hyort = VP [(Hyart0)P<0) = HaiPo) (ot = 1P (560
+2 (P = P<(0)) ((Hpare = 2)P<) " +1]
Or, en utilisant le théoréme spectral, on a :

|t + 1 ca

= -1
Hypy £ 0) ((Hyppy — 2)P ‘: <4 5.65
[ B 8) (B = 2P| = s =) < 5 569
ol c; est une constante positive. D’autre part, en utilisant le lemme 5.3, on peut montrer :
| [Hpart (0)P<(0) — Hpart P< + 2 (P< — P<(8))] (Hpare 1) 71| < c2c(6), (5.66)

ol ¢y est une constante positive et ¢() est la constante définie dans (5.54). En insérant alors
(5.65) et (5.66) dans (5.64) et en développant en série de Neumann, on en déduit :

-1
- {1 B 01020(9)] H (Hyors — P (5.67)

H [(Hyort(6) — 2)P<(0)] " :

pourvu que 6, soit suffisamment petit, de telle sorte que ¢;c2¢(f)/6 < 1. Remarquons qu’ici
apparait I’intérét de la décomposition (5.61), car en considérant P, a la place de P< dans
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(5.65), on aurait seulement un majorant de la forme ¢; /J sin v, qui ne serait donc pas suffisant
pour pouvoir écrire (5.67). Finalement, en utilisant le théoréme spectral, on a :

C3

H [(Hpart = 2) P<] _IH < (5.68)

max (4, 7)’

ol c3 est une constante positive. En insérant ceci dans (5.67) puis en ajoutant (5.63), on en
déduit (5.58).
Pour prouver (5.59), il suffit d’écrire :

H(Hpart IH H part 1Ppart H + H part ‘9) - Z)_lﬁpart(eﬂ‘

(5.69)
=—+ H(Hpart(e) - 1Ppa7“t H

On conclut en utilisant (5.58). OJ
Nous pouvons maintenant passer a I’estimation du deuxieme facteur de (5.53) :

Proposition 5.5 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy),
(Hais) et (Hs) sont vérifiées. Soient 0 := iv € D(0,6) avec v > 0 et py < /3. Pour tout
2 € Vin(po), ona:

. | C
B Hy(0) —2)P(0 < , 5.70
b(o) [(Ho(0) = 2)P(6)] | < - — (570)
ou C est une constante positive.
Démonstration
Décomposons P(6) en deux termes :
P(0) = Ppoyi(0) @ I + Ppops(0) @ 1,200 (5.71)
Commencgons par estimer :
—1
| Booo) [(Ho(0) = 2 Ppuri®) @ 1] (5.72)

Déja, le spectre de spectre de Hy(6) Ppar(0) ® I n’est autre que le spectre de Hy(6) privé de la
demi-droite E; + e, + e " R. Ainsi pour tout z € V;,,(po), 'opérateur (Ho(0) — 2) Ppart @ I
est inversible. On en déduit en utilisant le théoreme spectral :

-1

| Bo(po) [(Ho(0) = 2)Pyans(6) & 1]

— |[Poart(8) & 1+ (70 + 2) [(Ho(6) = 2 Prare(®) 0 1] | (5.73)

-1

<ot (0o -+ [20) 50D || [(Hpurs(®) = (= = t7)) Prars(6)]

ol ¢y est une constante positive. D’apres le lemme 5.4, ceci implique :
! ptle] o _a (5.74)

<+ C
=0 dsinv 581111/

| Booo) [(Ho(0) = 2)Ppare(8) @ 1]
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ou c; est une contante positive. Estimons maintenant le second terme :

-1

|1Bo00) [(Ho(0) = 2) Poare(0) © L11,5p0] (5.75)

Le spectre de Hy(0) Pyart(6) ® 15, >,, n’est constitué que de la demi-droite e~ (py + Ry ). On
en déduit que pour tout z € V;,,(po), I'opérateur (Ho(0) — 2) Ppart(0) @ 14,5, est inversible.
Par ailleurs, en utilisant encore le théoréeme spectral, on a :

HBe(Po) [(Ho(0) = 2) Prart(0) ® 111,50 le

_ _ -1
= He “(Hy + po) [(e7"Hy — 2)11, 50, ]

(5.76)

t—l—p() Co
< sup — S soo
t>po €70t — 2| T dsinv

oll ¢ est une constante positive. Par, (5.73) et (5.76), la proposition est démontrée. (]

5-4.3 Deuxieme étape
Comparons maintenant By(7) avec H puis avec Hq¢

Lemme 5.6 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypotheéses (Ho), (Hy), (Hais)
et (H3) sont vérifiées. Soit 0 = iv € D(0,6y) avec v > 0, soit T > 0 et soit w > 0. On a d’une
part :

w
By(7)|”" (H < (1 —), 5.77
[1Bo(mI™ (Hy +w)|| < 5= (1+ = (5.77)
ol c est une constante positive, et d’autre part :
/
1B (Hyure £ )| < s (14 (5.78)
P dsinv T)’

ou ¢ est également une constante positive.

Démonstration

Le spectre de By(7) est simplement le spectre de Hy(6) ou la demi-droite e"“IR . est rem-
placée par e~ (7 + R, ). En particulier donc, pour tout 7 > 0, By(7) est inversible. On écrit
alors en utilisant le théoreme spectral :

1B (7)™ (Hy + w)|| = supl(t + ) H [Hpars (0) + e~ (r + )] H . (5.79)

>0

Puisqu'on a e (7 +t) € p(Hpur(0)), par estimation (5.59) du lemme 5.4, on a :

C
By(1)| ™! (Hy + w)|| < sup(t + T i
[1Bo()|™ (Hy +w) St‘;g( w) {Tjut maX(t+T,5)SlﬂV] (5.80)
C w

< 14+ —),
5sinu< + 7'>
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ou c est une constante positive et C est la constante apparaissant dans le lemme 5.4.
Pour montrer le second point, on €écrit :

H’BQ<T>’_1 (Hpart :i: 1 | = sup

t=0

“ part(0) + €t + )| (Hpare iz’)H. (5.81)

Or on peut montrer que :

| Hyart (0) + (¢ +7)| " (Hpars £ 1)
_ {u + (i — et + 7)) [Hpars(0) + ¢ (¢ + 7)] *1} (5.82)

1

X (14 (Hpare £ 1) " AHpere(0)]

ou U désigne I’isométrie apparaissant dans la décomposition polaire de By(7), c’est-a-dire
By(T) = U |By(7)|. Les lemmes 5.3, 5.4 entrainent donc :

[ Bt (6) 4+ 2+ 7)| " (e 1

1 1 C (5.83)
S 1—b(0) (1+(1+t+7) {T—f—t—i_max(t—kT,(S)siny})'

En prenant le sup sur ¢ > 0, on en déduit :

/ 1
11Bo ()™ (Hyart £ 1)]| < < (1+-), (5.84)

dsinv T

ou ¢ est une constante positive ; le lemme est ainsi démontré. [J

Passons alors a I’estimation de W, (¢) relativement a By(po) (ou, plus généralement, relati-
vement a By(7) pour tout 7 > 0) :

Proposition 5.7 Soit 6y suffisamment petit. Supposons que les hypotheéses (Hy), (Hy), (Hais),
(Hs3) et (M2, ) sont vérifies. Soit § = iv € D(0,6y) avec v > 0 et soit 7 > 0. Ona :

gr1/2

[W,(0) [Bo(7)| || < (5.85)

(5 sinv’
Ol c est une constante positive.
Démonstration

Notons que (Hf + w)"/? commute avec |By(7)| " puisque ces deux opérateurs peuvent étre
vus comme des fonctions de H ;. Ainsi, le lemme 5.6 implique, pour tous 7 > O etw > 0:

12 1\ /2
¢ (1 n f) 1+=) . (586)
551111/ T T

[+ 812 (1 + ) B

ou C est une constante positive.



120 PARTIE III - EXISTENCE DE RESONANCES

Nous ne regardons comme annoncé plus haut que la partie de de 1V, () linéaire en les opérateurs
d’annihilation a(h’) (partie qui correspond donc a la fonction de couplage Gy ;). En faisant
commuter @y (k) et Bp(7)~!, on peut montrer que, pour tous @, ¥ € H normalisés :

(D, W(6) [Bo(7)| " 0)]

<g Sup/
A=1,2 JR3

L’idée est alors d’écrire :

1/2

- (y +w(k)

Goa (k. 0) ‘EQ(T +w(k))

2 gk ] 12 (5.87)

1/2

HGOJ(@, 0) ]EQ(T +u)| (ﬁff + w(k))

< HGo,l@, 0) | Hyare + )7/

(5.88)

| | Frpare + i1 (B 4+ (k)72 [ Bor + (k)

On majore le second facteur du membre de droite de (5.88) al’aide de (5.86). Quant au premier
facteur, pour le majorer, on applique la proposition 5.2 d’aprés laquelle la condition (H_;/2) est
vérifiée. On en déduit :

~ -1 1/2
‘ Goa(k,0) |Bolr +w(k)|  (Hy +w(h))
/30 Ny (5.89)
< —
= Ssinv (1 * T> T k),
Insérant alors ceci dans (5.90), on obtient :
1 2 C ! o]
o 0)|B ) < gr ——J_1/2(k)"dk 5.90
@ WO B 0| <o S [ rra] 690

ou C’ est une constante positive. Comme d’apres la proposition 5.2, I’intégrale apparaissant
dans la derniere ligne existe, on peut conclure :

—-1/2

(@, W,(6) Bo(r) ' W)| < L

~X .
dsinv’

(5.91)

ou ¢ est une constante positive. La proposition est donc démontrée.[]

5-4.4 Conclusion

Nous pouvons maintenant établir le principal résultat de cette section, a savoir 1’existence
de Fp(p)(HY (8) — z) pour z € V. ,,(po)-

Théoreme 5.8 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy),
(Hais), (Hs) et (HZ,) sont vérifies. Soient 6 := iv € D(0,0y) avec v > 0 et py < /3. On

suppose que gpal/Q/(5 sinv)? est suffisamment petit. Alors, pour tout z € V ,(po), "opérateur
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P(9)(HY (6) — 2)P(0) se prolonge a un opérateur inversible sur P(0)H et les opérateurs :

[PO)(H(0) — 2)P(0)] " P(O)W,(0)P(0),

P(0)W,(0)P(8) [P(6)(HY (6) — 2)P(8)] ", 592
P(0)W,(0)P(0) [P(0)(HY (0) — 2)P(0)] " P(O)W,(0)P(9),
P(0)W,(0)P(0)

se prolongent a des opérateurs bornés.

Démonstration

Remarquons tout d’abord que, pour g suffisamment petit, on pourrait montrer, en suivant en
particulier la méthode de la proposition 2.8, que :

D(Hy (9)) = D(Ho(0)). (5.93)
Ensuite, vue la définition de la projection P(#), on a bien P(0)H C D(Hy(0)).

Pour montrer que P(0)(H}; (6) — z)P(6) est inversible pour z € Vj,,(po), on revient a notre
point de départ (5.48)-(5.53). D’apres les proposition 5.5 et 5.7 ,on a :

[PomoPe (1] < PO B

— 11
(o 1727

5.94
cCyp, "* G99

= (0siny)?’

Donc, si gpglﬂ/(é sin v/)? est suffisamment petit, P(0)(H}; (6) —z) P(6) est bien inversible pour
tout z € V;,,(po)- De plus, (5.48) permet de développer [P(60)(HY () — z)P()] ! en série de
Neumann de la facon suivante :

- () " v (Pomwere (1) ) (595)

On peut alors montrer de fagon similaire que les opérateurs donnés en (5.92) se prolongent a
des opérateurs bornés.[]

Vue la définition 5.1 de I’application de Feshbach, on peut montrer que le théoréme précédent
entraine :

Corollaire 5.9 Soit 0y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Ho), (Hu),
(Hais), (H3) et (H%A) sont vérifiées. Soient 0 := iv € D(0,0y) avec v > 0 et py < §/3. On

suppose que gp, 1/2 /(8 sinv)? est suffisamment petit. Alors, pour tout z € Vi ,,(po), I’opérateur
de Feshbach Fp ) (H} (0) — z) associé a (H}/ () — z) et P(0) existe.
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5-5 Absolue continuité du spectre autour des valeurs propres
non perturbées

Nous avons montré que pour tout z € V,,,(pg), pourvu que py soit choisi comme dans le
corollaire 5.9, ’opérateur Fpg)(H}/ () — z) existe. Ainsi, par la proposition 5.1, on a:

o(Hy (0)) N Vin(po) = {2 € Vin(po), 0 € o(Fpy(Hy () — 2)) } - (5.96)

Le but de cette section est de montrer que 1I’ensemble apparaissant dans le membre de droite de
(5.96) est situé strictement dans le demi-plan inférieur. Par un raisonnement général utilisant les
dilatations complexes (voir section 1-3), ceci impliquera que le spectre de H}; est absolument
continu dans I’intervalle [ ,,.

Dans la mesure ou la démonstration du principal résultat de cette section est en tout point
identique a celle de [BFS99, Lemme 3.16], nous ne donnons pas tous les détails. Commengons
par quelques définitions : soient, pour § € D(0, 6,), les matrices :

70(6) = /R Prare(0)Co1 (. 0)Pre(6) [Hyore(9) — (Ei ) + [k — 0] (5.97)

Ppart(e)GLO(Ea 9>Ppa7"t(9)dka
d o
Z[m(e) = - Ppart(e)GO,l (E7 0>Ppart(9)G1,0<E7 H)Ppart(0>W7 (598)

Zin(0) == Z,(0) — Za(6). (5.99)

On pose de plus pour simplifier : ZP9 := Zp3(0), Zf!, == Z{ (0) et Z,, := Z,,,(0). Soit encore :

Iy = min {o(Im(Z3))} . (5.100)

La partie imaginaire d’une matrice A est ici définie par : Im(A4) := (A — A*)/2i. Comme

nous 1I’avons annoncé a plusieurs reprises, nous aurons besoin dans notre preuve de 1’hypothese
suivante, liée a la “regle d’or de Fermi” :

(Hfz,n> Fl,n > 0.

Nous vérifierons en annexe que ’hypothése (Hr,,) (correspondant a la “premiére” valeur
propre Ej + e;) est effectivement satisfaite dans le cas explicite U(R) = coR? — ¢; ol ¢y > 0.
Pour simplifier la démonstration, nous allons en fait supposer ici :

(Hy, ) Tin > 0 estune valeur propre non dégénérée de Im(Zl‘?fi).

Faisant donc I’hypothese (H, ), on note ¢, le vecteur propre unitaire correspondant a la
valeur propre I, de Im(Z). On définit alors :

AEL” = Re [(¢l,n07 Zl,n¢l,n,0)] . (5101)
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Etant données les constantes positives ¢ et C, on pose :

Sini=E +e,+ g (AE,, —il),) — iQn,

5.102
le(& C) = Sl,n + 6_9R+ + D(O, ng+€), ( )

ot I’ensemble Q,,, := {z € C| — p < arg(z) < p} (avec 0 < p < 7/2) est tel que :
{(¢7 Zl,n¢)a ||¢” = 1} C AEZ,TL - iFl,n - in,’m (5103)

Notons qu’il I’existe bien y strictement compris entre 0 et 7/2 tel que Q,,, vérifie (5.103) car
(H3, ) est supposée vérifiée.

Théoreme 5.10 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy),
(Hais), (Hs3), (HZ,) et (H3, ) sont vérifiées. Soient  := iv € D(0,60q) avec v > O ete > 0
tel que € < 1/3. On pose py := g>~* et on suppose que g est suffisamment petit. Alors il existe

une constante C positive telle que (voir figure 5.3) :

Vin(p0) \ Rin(e, C) C p(HY (6)). (5.104)
Vl,n
E, +
L | I'en ®
I,n
% Rl,n
\\\\\\
FIG. 5.3 — L’ensemble résolvant de H}; Vin(po) \ Rin(e,C) C p(HY(0))
Démonstration
Vu le choix py = ¢* %, on a gp, 12 g° ; donc, quitte a choisir g suffisamment petit,

oy 1/2 /(8 sinv)? peut étre rendu aussi petit qu’on le veut, si bien que Fp(g) (HY (6) — 2) existe
pour tout z € V,(po) d’apres le corollaire 5.9. L’idée est alors de montrer que :

| Fre) (HY(0) — 2) — (Ei+ en — 24+ ¢°Z10(0) + e °Hy) P(6)|| < Cg**e. (5.105)
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Ceci s’obtient de la méme fagon que dans [BFS99, Lemme 3.16] : on développe Fp(g) (H, (‘J/ (0)—
z) a partir de son expression donnée dans la définition 5.1, puis on montre que le terme d’ordre
g* est justement g7, ,,(6).

Maintenant, pour tout § € D(0, 6y), on peut écrire Z; ,,(0) = Uy Z, , U, 1. ol Uy est ’application
(2.69) définie ici pour 6 complexe. En particulier, les matrices 7 ,,(6) et Z; ,, sont semblables,
si bien que de la méme facon que dans (5.103) :

{(8,21,(0)9). 9]l =1} C AEy, — il — iQup. (5.106)
On en déduit :
o ((Bi+en+ 9> Z1n(0) + e "Hy) P(0)) C i+ e Ry (5.107)
Or, on peut constater que (5.105) implique :

{2 € Vin(po),0 € o(Fpe)(Hy () — 2))}

5.108
Co((Ei+en+g°Ziu(0) +e"Hy) P(0)) + D(0,Cg*™). ( )

On obtient ainsi le résultat puisque (5.107) et (5.108) entrainent (5.104). OJ

Les deux corollaires qui suivent sont des conséquences directes du théoreme 5.10. Le pre-
mier utilise un résultat classique basé sur les dilatations complexes (voir section 1-3) ; le second
est une généralisation du premier, obtenu en considérant la réunion des intervalles I; ,, possibles.

Corollaire 5.11 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypotheéses (Ho), (Hy),
(Hais), (Hs), (H2, ) et (Hr,,,) sont vérifiées. Soient € > 0 tel que € < 1/3. On pose py = g°~*
et on suppose que g est suffisamment petit. Alors le spectre de H, [‘J/ est absolument continu dans
Uintervalle I ,,.

Corollaire 5.12 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Ho), (Hy),
(Hais), (H3) et (H%A) sont vérifiées. Soit V un voisinage d’ordre O(g*) = O(a?) de I’ensemble
{Eo+ e} U{en}nso, posons :

£ = [Ey + g, 00[\V. (5.109)

Supposons de plus que pour tout (I,n) tel que E; + e, € &, 'hypothése (Hr,, ) est vérifiée.
Alors pour g suffisamment petit, le spectre de H}; est absolument continu dans I’ensemble E.



Chapitre 6

Application du groupe de renormalisation
et existence de résonances

Dans le chapitre précédent, nous avons montré (en supposant que I’hypothese (Hy;,) était
vérifiée) que le spectre de H}; est absolument continu sur I'intervalle [Ey + eg, 00|, sauf peut-
étre dans un voisinage d’ordre O(g?) de (Eo+e9) U{e,, o0 Rappelons-le, Ejy+ ¢ est I’énergie
de I’état fondamental du Hamiltonien non perturbé H, et {e,, },>o est I’ensemble des seuils du
Hamiltonien associé a I’électron et au noyau f,,,;. En particulier donc, nous avons prouvé que
les valeurs propres non perturbées de la forme £ + e, sont instables sous I’effet du couplage
entre les particules non relativistes et les photons (en supposant toujours que £ + e,, se situe en
dehors d’un voisinage de (Eo + €o) U {€, fn>0, €t pourvu de plus que I’hypothese (Hr, ) liée a
la regle d’or de Fermi (cf.section 5-5) soit satisfaite).

Dans ce chapitre, nous allons €tablir plus précisément 1I’existence de résonances pour un
opérateur régularisé H}; construit a partir de H};. Comme annoncé dans la section 1-3, nous
appelons ici résonance de H une valeur propre £(f) du Hamiltonien dilaté H (0), située stric-
tement dans le demi-plan inférieur, et telle que F/(6) est indépendante de #. Une valeur propre
non perturbée F étant donnée, nous montrerons alors I’existence de résonances F’ de H [‘J/ telles
que £/ — FE lorsque la constante de structure fine « tend vers 0.

Pour obtenir ce résultat, nous nous basons sur une méthode développée dans [BFS98a,
BFS98b] et liée a un outil mathématique appelé groupe de renormalisation. L’idée est de voir le
Hamiltonien associé au probleme comme un élément d’un certain espace de Banach et d’obser-
ver le comportement de cet élément sous I’effet répété d’une application “renormalisante”. Une
des principales caractéristiques de celle-ci est de réduire I’ensemble des degrés de libertés du
systeme considéré ; la perte se retrouve toutefois dans 1’opérateur obtenu, les “parametres” qui
le définissent comme élément de 1’espace de Banach étant “renormalisés”. Alors, si I’espace de
Banach est bien choisi et si le Hamiltonien possede de bonnes propriétés, on peut espérer que
la limite obtenue aprés un nombre infini d’étapes soit plus simple a analyser que I’opérateur
initial.

L’ application que nous avons choisie pour “décimer” les degrés de liberté est ’application
de Feshbach lisse construite dans [BCFS02]. L'une de ses principales caractéristiques est d’étre
isospectrale, de la méme facon que 1’application de Feshbach “originale” que nous avons décrit
dans la section 5-2. Par rapport a celle-ci, elle apporte de plus des simplifications intéressantes.
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Nous réutiliserons d’ailleurs, sans le démontrer, un résultat de [BCFS02] établissant que 1’ap-
plication de renormalisation est contractante dans un espace de Banach adapté. De mé€me, une
fois le groupe de renormalisation appliqué, le résultat donnant la forme du spectre de H}; (6),
pour 6 convenablement choisi, est démontré dans [BFS98b] et [BCFS02]. Nous le citerons donc
sans le détailler. En fait, le probléme que nous nous posons, puis que nous €tablissons dans ce
chapitre, est de savoir si I’opérateur H}; () peut étre vu comme un bon “point de départ” pour
appliquer le groupe de renormalisation. Ce probleme est tres lié a la définition de H 7 (0), et ne
peut en particulier pas se résoudre de la méme facon que dans [BFS98b, BCFS02]. Nous au-
rons besoin d’adapter les conditions requises ; en plus de la condition ({_;/2) mentionnée a la
section 5-3, nous vérifierons ainsi une nouvelle condition, notée (H; /2), qui s’avérera suffisante
pour pouvoir appliquer le groupe de renormalisation.

Notons pour finir cette introduction que la régularisation mentionnée plus haut consiste,
dans un premier temps, a appliquer la transformation de Power-Zienau-Wooley décrite dans la
section 2-6 & H)/, puis, dans un second temps, a restreindre les interactions électron-photons
et noyau-photons obtenues. Une restriction semblable est imposée dans [BFS98a] : il s’agit de
supposer que I’interaction avec le champ de photons disparait lorsque 1’électron et le noyau
sont “tres €loignés” I’un de I’autre ; dans la mesure ou I’on s’intéresse a des états ou I’électron
et le noyau sont liés, cette simplification semble physiquement cohérente. Ainsi, on remplacera
A(x;) par x,,(r)A(z;), ol x,, est une fonction de troncature dépendant du parametre arbitrai-
rement choisi 7.

6-1 Transformation de Power-Zienau-Wooley

Pour pouvoir appliquer le groupe de renormalisation développé dans [BFS98a, BFS98b] au
modele que I’on étudie, nous allons avoir besoin de supposer que H}; vérifie, en plus de la
propriété (H_, ;) définie dans la section 5-3, une autre condition notée (7). Cette condition
souligne le fait que le comportement infrarouge de I’interaction A(x), qui est de ’ordre de
|k|~1/2, est trop singulier pour pouvoir appliquer le groupe de renormalisation. Pour résoudre ce
probléme, on pourrait ainsi choisir d’imposer une régularisation infrarouge a A(x) (par exemple
une fonction de troncature). Mais plutdt qu’une telle simplification, nous commencgons par faire
appel a une transformation de Power-Zienau-Wooley.

Partons du Hamiltonien H}; obtenu dans la section 5-1 et adaptons les résultats de la section
2-6 afin de pouvoir appliquer une transformation de Power-Zienau-Wooley convenable. Plus
précisément, choisissons la transformation Upzy, définie par

o~ @ ~ ~ .
Upzw = / Upsw (X)dX ot Upyw(X) = e Xim1e 4324°25-A0), (6.1)
RS

De la méme fagon que dans la section 2-6 , on définit alors :

~

ba(k, X) := FUpzw (X)Fax(k) FUlp 0 (X)F ' =ax(k) —iwr(k, X),  (6.2)
avec maintenant :

1 xa(k
wy(k, X) = Xa(h) A(k). Z ¢ Zq x;. (6.3)

o k|2 < ‘
7=1,2
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On écrit encore le nouvel Hamiltonien A [‘J/ , unitairement équivalent a H V. sous la forme :
- - - 1 - -
HY =UppwH Uppy = > ——(pj — Z¢°A[(Zq*)* + Hp + U +V, (6.4)

4 2mj
7=1,2

avec A; = oo Aj(X)dX, Hy = I Hy(X)dX, et

L0 = Ay = A0) . FEOF =Y [ B EX0RE X 65)
=127 R?

Développant alors (6.4), on peut réécrire H Y sous la forme :

ﬁ(‘]/ = ﬁpart + Hf + gWI + 92W2~ (66)

Le “nouvel” Hamiltonien associé aux particules s’écrit dans ce point de vue :

472

~ Z2 va(k 2
HpaT‘t ::Hpa'r’t + QQF Z / XA( ) (€A(k)m2dkf
=12 7% 6.7)

Ve Xa(k)?2 [ 1 Z
29° = ——sin*(Z¢*k.1/2) + —— sin*(Z¢*k.x2/2) | dk.
+2g A5 /RS 2[h {le sin®(Zq°k.x1/ )+2m2 sin®(Zq°k.xs/ )}

En ce qui concerne la partie correspondant a I’interaction, on peut écrire de la méme facon que
dans (5.16) :

FW\F = /

R3

Gro(k) ©3(K) + Goa (k) © ax(k)] d, (638)

ou les opérateurs (NJLO (k) et CNJOJ(E) sont définis par :

Gro(k) = Goa(k)*

iz Xa(k) < —iZ¢%k.21
— k1) (k). V,
2my A2 2 TR N #Ak)-Vay
22 k) (e_z-zqzk.m N 1) (k)Y (6.9)
2ma 32 27 /Tk] 2
iZ |k|Y2xA (k) -
_ A3/2 o 8/\( ).7".
Rappelons que la notation r désigne 7 := x; — Zxs. Par ailleurs, la partie quadratique de

Iinteraction, W5, s’obtient en remplacant dans I’expression (5.17) de W5 les opérateurs G, ,
par de nouveaux opérateurs G,, ,, (avec m + n = 2). Ceux-ci s’obtiennent a partir de GG,,, ,, en
remplacant les termes e24°%-7j par e*iZa’kx; _

Comme dans la section 2-6, on peut montrer que I’opérateur H}; est bien défini dans le sens
suivant :

Proposition 6.1 Supposons que (Hy) est vérifiée. Alors I’opérateur f[l‘]/ défini formellement
par (6.4), (6.6) s’identifie a un opérateur auto-adjoint dont le domaine de forme est :

QUHY) = Q(p? + p2) NQ(U*) N Q) N Q(H;). (6.10)
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Démonstration
Voir la preuve de la proposition 2.16 []

Décrivons le spectre du “nouvel” Hamiltonien non perturbé ffo défini par :
Hy := Hyppy + Hy. (6.11)

Placons-nous pour simplifier dans le cas de I’atome d’hydrogene, c’est-a-dire dans le cas Z = 1.
Le Hamiltonien associé aux particules (6.7) s’écrit alors :

Hpa’rt Z+V+Cg27’2—|—m+(]
(6.12)
1 k)21, 1.
2 2/ 2 2, 9
+29 A3 /3 72 (k| 2m_1 sin“(q”k.x1/2) + 2—m281n (¢°k.z2/2)

Co désignant une constante positive. Or puisque > — oo lorsque |r| — oo, le spectre de

p?/2u+V + Cyg?r? est purement discret. Plus précisément, comme le paramétre g est supposé
petit, on peut voir que les valeurs propres de p?/2u + V sont légerement déplacées sous 1’effet
de la perturbation Cyg®r?; on note (Ez)z>o I’ensemble des valeurs propres correspondantes.
D’autre part, la demi-droite [0, oo[ de spectre essentiel de p? /2u+V se transforme sous I’ effet de
la perturbation Cyg?r? en une suite de valeurs propres que 1’on note (Ez (9))i>1 et qui vérifient

E(9) = E{1(9) =, 0. (6.13)
Ainsi, si I’on suppose que I’hypothese (Hgy;,) est vérifiée, on en déduit que le spectre de p* /2 +
V + Cg*r? =+ P?/2M + U est également purement discret. Il en est donc de méme pour le
spectre de H part © S€S valeurs propres sont El + e, et EC + e, légerement perturbées par le
dernier terme apparaissant dans (6.12). Pour ne pas alourdir les notations, on continue a noter
El + e, et El + e, les valeurs propres de Hmn (voir figure 6.1).

—o——@ SN at

| | |

LI L LI
C... C... C...
Eqteg E0+el E 1+€ E1+e1 €9+EG e +E§ e,+E§

FIG. 6.1 — Spectre du “nouvel” Hamiltonien associé aux particules flpart danslecas 7 =1

Notons que dans le cas Z > 1, la situation est plus complexe dans la mesure ou r est
remplacé par 7 = x; — Zx, dans (6.12). Néanmoins, on peut toujours affirmer d’une part que
le spectre de H part €St purement discret, et d’autre part que les valeurs propres F; + e, de Hp,¢
sont légerement déplacées ; de la méme fagon que dans le cas Z = 1, on note E; +e, les valeurs
propres de }NIpa,«t correspondantes.

_ Terminons cette partie en donnant une proposition €tablissant I’analyticité de type (B) de
HY(0) :

Proposition 6.2 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypotheéses (Hy), (Hy),
(H3) et (Hgz ) sont vérifiées. Alors pour 0 € D(0, 0y) I"opérateur HY () obtenu par dilatations

complexes s’identifie a un opérateur strictement m-sectoriel, et 0 — H 1 (0) est analytique de
type (B) sur D(0, ).
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Démonstration

Il suffit de suivre ce que nous avons fait pour H}; (f) dans la section 2-5. [J

6-2 La condition (7 )

Comme expliqué dans la section 2-6, le comportement infrarouge du potentiel vecteur
d’interaction obtenu une fois la transformation de Power-Zienau-Wooley effectuée, A(x), est
“meilleur” que celui de A(z). Regardons par exemple 1’opérateur 61,0 défini en (6.9) : son
comportement infrarouge est de 1’ordre de |k|'/? puisque :

‘eﬂm% - 1’ < Z¢|k|x). 6.14)

Pour contrdler le facteur || qui apparait alors, on requiert un certain confinement des particules

non-relativistes x; et x,. Plus précisément, il est facile de voir que chacun des trois termes
~ 1/2

de (6.9) est relativement borné par rapport a Hpart‘ ; de plus, le mouvement du centre de

masse R est bien confiné si I’on suppose que 1’hypotheése (H,) est satisfaite (c’est-a-dire si
U(R) > coR? — ¢ avec ¢y > 0). Cependant, la variable interne r n’est confinée que par
I'intermédiaire du terme d’ordre O(g*7?) apparaissant dans I’expression (6.7) de I’opérateur
prm. Ainsi, on a seulement :

—-1/2

61,0(@ ‘ﬁpm 44 — O<gfl)|k|1/2€7k2/A2. 6.15)

Ceci apparait comme insuffisant pour pouvoir appliquer le groupe de renormalisation. On de-
mande en effet que la perturbation Wg soit “petite” comparée a H o lorsque g est suffisamment
petit. Pour contourner cette difficulté, d’une facon semblable a ce qui est fait dans [BFS98a], on
considere le modele simplifié dans lequel une troncature spatiale est imposée a Wg. Autrement
dit, on remplace Wg par Wg;reg ou :

—~ —

Wiireg = Xno (1) Wy, (6.16)

La fonction Y, est choisie sous une forme gaussienne de la méme facon que Y,. En d’autres
termes :
L 77‘2/7.2
Xro(T) =€ 0, (6.17)

En particulier, y,, est analytique sur C?; le paramétre r, désigne un nombre arbitrairement
grand mais fini. Notons d’ailleurs que dans [BFS98a], la troncature spatiale utilisée (qui res-
treint I’interaction dans foutes les directions) est de la forme e~*'/7 : une puissance 2 dans
I’exponentiel n’est pas suffisante. Ceci est toutefois suffisant dans notre cas dans la mesure ou
I’on dilate a la fois les positions des particules x; et les positions des photons y. Le Hamiltonien
“régularisé” est donc ici défini par :

HY vy 7= Ho + Wipeg. (6.18)
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Ecrivons maintenant la condition (#;/2) dont nous avons besoin :

(1l existe une fonction positive J; /2 ety > 0 tels que :

(i) Pourm+n=1etk €R* ona:
SUD (|G (5 0) [ Hpare + 67| < Jry2(R),

|0]<60
(1) Pourm +n =2, etk k' € R® ona:
(Hiy2) sup |G (ks K5 0)| Hyapt + 1| 72| < Ty (k) 1o (K,
0|<6o
o< |G (3 k'3 0) | Hpare + 1| 72| < Ty 2 (k)12 (K),
0|<6o

ol J_y est définie par la condition (H_;2),

(i73) 1l existe G > 0O tel que sup {‘k‘|%(1_ﬂ)J1/2(k)} = A < 0.
\ keR

En particulier, la condition (/) (i) présuppose que la condition (H_,/») est satisfaite, et que
Grn(k; k' 0) est symétrique sous I’échange des variables k et &'

On a alors :

Proposition 6.3 Soit 0, suffisamment petit. Supposons que les hypotheses (Hy), (Ha) et (HZ, )

\%4

sont vérifiées. Alors H Uwreg Satisfait aux conditions (H_12) et (H12) (dans lesquelles Hy,,; et

G Sont remplacés respectivement par Hyqri €t Gy piveg 1= XroGmon), avec :

J_1/9(k) := Cste| k|12 /A Jija(k) = Cste| k| /2= /A* (6.19)
Démonstration

Ecrivons la preuve pour G 1,0;reg» 1€ Cas des autres opérateurs CN;’m”n;reg se traitant de la méme
facon. Notons que :
Gl,O;reg (Ev 6) = GO,l;reg (Eu §>*
iZ  Xa(e™’k)
2m1A32 o, /1]

= Xrule'r)e ™

<€_Z’Zq2k}.$1 _ 1) ex(k). Vg,

. —~ 6.20)
_ o.n o9 2% Xale”’k) ( —iZq®kas ) (
g 17 |K[M*u(e7) _
— Xro(€'7)e 29A3/2 o ex(k).r.
Utilisant tout d’abord le fait que |¢=24*F-= — 1’ < 2, on en déduit :
0 —20 iz X\A(e_ek) —iZq%k.x,
HXTO (6 7’) [6 2m1A3/2 o |]€‘ <€ - 1) EA(k)'v:m

g 127 Xa(e k) 172 6.21)

o —iZ¢’k.xs 1) k).
© 2mA2 o /K] (¢ k) Ve,

‘ﬁpart + {

< Cstelk|1/2eF/A°,
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D’autre part, en utilisant le fait que |, (¢?r)7| < Cste(14|R|) etI’hypothese (H>), on obtient :

Ainsi la condition (H_; /2) pour H Y est satisfaite, avec :

7 k)Y (ek
Yr (697“)6_29 G | ‘ XA(e )
0 A3/2 2m

~ —1/2
ex(k)-F‘HpmH‘ H<C8t8|k|_1/26_k2//\2. (6.22)

J_1/2(k) = Cste|k| /2 F/A%, (6.23)

Passons maintenant a la condition (#;/2). En utilisant a la fois le fait que ’eﬂzq%-%‘ — 1‘ <

Z@? |k |z, Xro(€”7)3;| < Cste(1 + |R]), et I'hypothése (Hs), on obtient :

, P'inégalité

iZ  Xale™’k)
2miA32 o, /K]

(7% 1) e 9.,

Xro (€7) [629

og 2% Xale™%k)
2ma 32 o, /K]

< Cstelk[V/2e#/2,

-1

(6.24)

<e*iZ‘12k'w2 — 1) €>\(/€)-sz] ‘ﬁpari +1

Par ailleurs, de la méme facon qu’en (6.22), on a :

i

Ainsi la condition (/) pour H [/ est satisfaite, avec 3 = 1 et :

-1

7 k1/2/\ 79[@‘
o v —op 1Z |K[V2Xa(e™ k) Hyors +i

Xro (6 T>€ A3/2 o'r

< Cste|k|V2e /2 (6.25)

8)\(/{3)?

Jy (k) = Cste|k|/2e™ /A%, (6.26)

A partir de maintenant, pour alléger les notations, on redéfinit :

—~ o~

o v . Vv
Wy = Wyreg , HY = HY o,

(6.27)

6-3 Un espace de Banach de Hamiltoniens H (WV-)

Dans cette section, nous définissons I’espace de Banach dans lequel opérera 1I’application
de renormalisation que nous définirons par la suite. Cet espace de Banach est choisi de telle
maniere que, pour une certaine valeur propre F; + e,, I'opérateur de Feshbach lisse (que nous
expliciterons par la suite) associé a H}; () — z constitue un vecteur initial “convenable” pour
pouvoir appliquer le groupe de renormalisation. Plus précisément, d’une part, on souhaite que
I’opérateur de Feshbach associé a H}; (6) — z soit un élément de notre espace de Banach ; d’autre
part, on souhaite que I’application de renormalisation soit contractante.

Nous choisissons ainsi un espace construit de la méme facon que dans [BFS98b, BCFS02].
Comme nous ferons appel par la suite a I’application de Feshbach lisse, nous considérons 1’es-
pace construit dans [BCFSO02] plutdt que celui utilisé dans [BFS98b] ; et comme les opérateurs
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G sont donnés ici explicitement, cela nous permet de choisir un espace de Banach légérement
plus simple que celui de [BCFS02].

Commencgons par définir un premier espace de Banach Wio par:

Wi =CoTaWi =CaTe P Wi (6.28)
M+N>1
ou I’on a posé :
T = {f € C'([0,1]), f(0) = 0, || fll7 = s%pl]lf’(vﬂ < OO} : (6.29)
~€lo,

et, en notant B, la boule unité dans R? :
W]\#;,N = {fun 1 0,1] x BY x By — C telle que :
s Pour tout (; k™)) € BYHN | f1 v (5 kD BNV € ([0, 1)),
« Pour tout vy € [0, 1], fM7N(fy;E(M);E(N)) est symétrique (6.30)
par rapport 2 I’échange des variables k) et k),

| farnl® = ol + 1105 farn ] < oo}

Dans I’ensemble précédent, 0, fs v désigne la dérivée de fj; v par rapport a la premiere va-
riable, et la norme || fa; || est définie par :

M N
| fanl == sup fM,N(%E(M);E(N))‘ H |ki|_1/2H ||~ (6.31)
i=1 j=1

M+N
[0,1]x B}

Nous avons de plus utilisé les notations suivantes :

ED = (k... ky) € R3M,
. By, k) o (6.32)

kY = (ky,. . ky) € RPY,

On définit ensuite 1’espace W; = {w = (wp N)m+n>1} muni de la norme :
lwlZ, = Y2 ¢ warw]*, (6.33)
M+N>1
ou 0 < ¢ < 1 est un certain parametre que I’on précisera par la suite. On pose de plus :

Wil == {foo € CH([0, 1)), [l fooll* == [l foolloo + 194 foollee < 00} - (6.34)

On peut montrer qu’il existe un isomorphisme d’espaces de Banach entre CH7 et Wf o > a partir
de maintenant, nous identifions donc les deux espaces CB7 et )/\/8éﬁ o- Ainsi, nous pouvons écrire
un élément de Wﬁo sous la forme w := (wys n) pr+ N >0, €6 NOUS Munissons Wfo de la norme :

lwl = Y O gy | # (6.35)

M+N>0
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Notre but est d’identifier un élément de Wgo avec un opérateur de I’espace de Hilbert H,qq
défini par :
Hied == 1g, <1 Fs. (6.36)

Pour ce faire, on définit une application H telle que pour tout w € Wio :

Z Wirn(w) := woo[Hyp|lg,<1 + Z Wan (w), (6.37)

M+N>0 M+N>1
oul’onaposé pour M + N > 1

FWan(w)F~
(6.38)

=15, /B o G ED g [ H s B ENa(EN)dE M dE ™M1
Notons que les opérateurs wq o[ H¢] et wyy, vIH 7. k@D EN] sont bien définis par le calcul fonc-
tionnel, puisque H et H 7 sont des opérateurs auto-adjoints positifs. Par ailleurs, 1’égalité (6.38)
est écrite implicitement au sens des formes quadratiques sur Dg X Dg ; nous verrons toutefois
que Wy n(w) s’identifie a un opérateur borné de H,.q. Enfin nous avons utilisé les notations
suivantes :

M N
a (k™) =[]a, k) . aE™) = []as, k),
j=1 =1

J
dE™M) = dky .. dky , dEW) = dky .. dEy.

(6.39)

Nous donnons maintenant une proposition dont la démonstration est semblable a celle de
[BCFSO02, Théoreme III.1]; elle permet d’identifier un élément de 1’espace de Banach W§0
avec un opérateur de H,cq écrit sous la forme (6.37).

Proposition 6.4 Soit ( tel que 0 < ¢ < 1. L’application H définie par (6.37) est un plongement
de W>0 dans 'ensemble des opérateurs bornés de H,eq noté B[Hyeq)- De plus, pour tout w €

W>O, ona:

1 (w)]

Hoea < l2lIE (6.40)

Démonstration

Dans la mesure ol nous avons utilisé des normes || - ||~ dans la définition (6.31) de || far.n ||,
a la place des normes || - ||2 qui sont utilisées dans [BCFS02], la démonstration est 1égérement
plus simple. L’idée est de montrer que, pour tous ®, W € Dg, et tous M, N,ona:

M/2 N/2

PQ

(@, War(w) )] < ||(H,P4) el 64D

ou rappelons-le, P, désigne la projection sur le sous-espace vectoriel engendré par 1’état du
vide de photons 2. Ainsi :

)™

Wi (w) (HPg) N2

red
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De plus il est facile de constater que :

| Warn (w)]

o < || (HpPE) ™ Wag(w) (Hy P (6.43)

Hrcd

Vue la définition (6.35) de || - H?, on a donc bien le résultat pour tout  tel que 0 < ¢ < 1. [J

Afin de controler la dépendance des opérateurs que 1’on va étudier en le parametre spectral
z, on introduit I’espace :

Wso := {Q[] :Dyjg — Wfo,w[-] est analytique} , (6.44)
ou D /o désigne le disque {2 € C, |z| < 1/2}. Cet espace est muni de la norme :

lw[ ]l = sup [wlz]|¥ . (6.45)

2€Dy )5
On introduit de méme I’espace de Banach H (W) de la fagon suivante :

H(Wsp) = {H(w[-]) . Dy — HOWE), H(wl]) est analytique} , (6.46)
en le munissant de la norme :

[H (w[-]I := sup |[H(w[z])]

Z€D1/2

- (6.47)

C’est dans cet espace de Banach que va agir I’application de renormalisation.

6-4 L’application de Feshbach lisse

Plut6t que I’ application Feshbach définie dans la section 5-2, nous allons utiliser une appli-
cation légerement différente appelée dans [BCFS02] “application de Feshbach lisse” (smooth
Feshbach map). En effet, une difficulté apparait avec 1’utilisation de 1’application de Feshbach
de la section 5-2, venant du fait que la projection 1, <, n’est pas dérivable “par rapport a H;”.
Or vue la définition (6.29) de I’espace 7, nous serons amené a considérer la dérivée de telles
projections. Suivant [BFS98b], on pourrait contourner ce probleme et continuer a utiliser 1’ap-
plication de la section 5-2 ; mais dans la mesure ou I’application de Feshbach lisse de [BCFS02]
apporte des simplifications sensibles, c’est cette derniere que nous allons employer. L’idée est
de remplacer 1y, <, par x,(Hy) ol x, est une fonction réguliere. Nous nous contentons ici de
donner la définition de I’application de Feshbach lisse et quelques-unes de ses propriétés que
nous utiliserons. On pourra trouver de plus amples détails dans [BCFS02], [Che02] et [GHO7].

Définition 6.1 Soient H° et H deux opérateurs fermés d’un espace de Hilbert H tels que
D(H®) = D(H). Soit W := H — H° sur D(H"). Soient x et X deux opérateurs bornés,
différents de 0, commutant entre eux, et tels que x* + x> = 1. On suppose que :

a) YH° Cc H et YH° C H,

b) HY et H + XWX sont inversibles avec inverses bornés de D(H°) N Rany dans Ran¥.
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c) X[H® + XWX]_l XW x est un opérateur borné de D(H) dans H.

L’opérateur de Feshbach lisse F,(H, H®) associé a x et a la “paire de Feshbach” (H, H°) est
alors défini par :

Fo(H, H) := H® + xWx — xWx [H* + xWx] ™ xWy. (6.48)

Remarquons que si x = P est une projection, on a :
PFp(H,H)P = Fp(H), (6.49)

ou Fp(H) est I'opérateur de Feshbach défini a la section 5-2. De la méme fagon que pour
Fp(H), on montre alors que I’application de Feshbach lisse F, est isospectrale dans le sens
suivant :

Proposition 6.5 On conserve les notations de la définition précédente. Soit z € C tel que les
conditions a),b), c) sont satisfaites avec H° remplacé par H® — z. Alors :

1. F(H — z, H® — z2) est inversible sur Ran(x) si et seulement si H — z est inversible sur
H, et dans ce cas :

Fy(H—2z,H —2)'=x(H—-2)""'x+x(H" - 2)""x. (6.50)

De plus, en notant :

— 11—
Qu(H, H) = x =X [H* +XWX]  XWx 651
— S :
QF(H,H®) := x —xWx [H* +XWX]| X,
les opérateurs bornés respectivement sur D(H") et H, on a :
(H—2)"" =Qy(H —2z,H" = 2) F\(H — 2, H® — 2) 7' Q¥ (H — 2, H® — z) 652

— -1

+X [H*+XWx] X

2. Si v est un vecteur propre de H associé a la valeur propre z, alors x) est un vecteur
propre de F\,(H — z, H — 2) associé a la valeur propre 0.

3. Réciproquement, si ¢ est un vecteur propre de F,(H — z, H° — z) associé a la valeur
propre 0, alors Q. (H — z, H — )¢ est un vecteur propre de H associé a la valeur propre
2.

4. Enfin :
dim Ker(H — 2) = dim KerF, (H — 2, H® — 2). (6.53)

Démonstration

Voir [BCFS02] et [GHO7]. O
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6-5 Existence de 1’opérateur de Feshbach lisse associé a )/ (6)

Supposons encore que (Hais) est vérifiée et fixons dés maintenant une valeur propre non
perturbee~El + e, telle que (I,n) # (0,0) et E; + e, < €. Quitte 2 translater, on suppose de
plus que £ + e, = 0.

Bien que I’on utilise dans ce chapitre I’application de Feshbach lisse, la méthode pour obte-
nir I’existence de I’opérateur de Feshbach associé a la paire de Feshbach (H}; (0) —z, Hy(0) — 2)

est a peu pres la méme que celle que nous avons employée dans la section 5-4. Nous écrivons
donc uniquement les étapes de la preuve.

Contrairement a ce que nous avons fait dans le chapitre précédent, il n’est pas utile ici de
montrer 1’existence de I’opérateur de Feshbach pour z situé dans I’ensemble V;,, (défini en
(5.40)). 11 sera suffisant d’obtenir le résultat pour z dans le disque D(0, pp/2) dans la mesure
ou la résonance recherchée issue de E’l + e, sera située dans ce disque.

Commengons par définir les opérateurs x et y de la définition (6.1) que nous allons utiliser
ici. Pour pg > 0, on définit les opérateurs x,,(Hy) et X, (Hy) par :

Xoo(Hy) i= sin | Z6(Hy /po)|

- (6.54)
N (Hy) 1= 1 =2, (Hy) = cos | SO(Hy /po)|

La fonction © € CJ°([0, ool; [0, 1]) est choisie telle que © = 1 sur [0,3/4[ et © = 0 sur [1, o0|.
De la méme fagon qu’en (5.43), (5.57), notons P,,,.(#) la projection sur le sous-espace propre
associé a la valeur propre E; + e,, de Hp,,+(0), définie par :

dz = ~

. Poapt(8) :=1— Poon(6). (6.55)

~ 1

Poart(0) := —/ T
part 27T ‘Zf(El+€n)|:6/2 H art(e) “

Ici, 6 > 0 désigne la distance de E’l + e, au reste du spectre de ﬁpart. A partir de (6.54) et
(6.55), définissons donc :

P(Q) = part(g) ® Xpo (Hf> ) ﬁ(@) = Ppaftw) ® Ypo(Hf) + Ppartw) ® 1. (6.56)

Notons que (6.56) implique P(6)? + P(#)? = 1.
Posons pour simplifier D, /2 := D(0, py/2) ; le théoréme qui suit montre que I’opérateur
Fp)(HY (0) — z, Hy(9) — z) est bien défini pour tout z € D, /o.

Théoréme 6.6 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy), (H2),
(H3) et (HZ,) sont vérifiées. Soient 6 := iv € D(0,0) avec v > 0 et py > 0 avec py <
(0sinv)/2 < 1. On suppose que gp, Y2 st suffisamment petit. Alors, pour tout z € D, /o, les
conditions a),b), ¢) de la définition 6.1 sont satisfaites avec H* = Hy(0) — z, H = HY (0) — z,
X = P(0) et x = P(0). Ainsi, pour tout z € D, 5, I'opérateur fp(g)(ﬁg(e) — 2, Hy() — 2)
existe et vérifie les résultats de la proposition 6.5.
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Démonstration

La preuve suit celle du théoreme 5.8. L'un des points essentiels est que, par la proposi-
tion 6.3, la condition (H_;/,) est satisfaite pour H}/. En revanche la condition (H;/,) n’est
pas nécessaire ici. Décrivons les étapes de la démonstration en les comparant a celles de la
démonstration du théoreme 5.8. B
Tout d’abord, comme dans le théoréme 5.8, on pourrait montrer que I’on a ici D(H} (0)) =
D(Hoy(0)). Ensuite, vues les définitions de P(6) et P(6), on peut constater que la condition a)
de la définition 6.1 est bien satisfaite. En utilisant alors le fait que || < py/2 < (dsinv)/4, on
peut voir que :

Ho,,i )= Lran(P(0)) (Ho(0) = 2)1ganpio)) (6.57)
est inversible sur D(Hy(6)) N Ran(P(#)). On peut alors écrire :

Lnancpoy | (Ho(0) = 2) + POW, (O PO)] Lnanirioy

— 51 —11 ~= (6.58)
_ {1 + PO)Wy(0)P(9) | 5" 1 .
Si I’opérateur précédent est inversible, en développant en série de Neumann, on obtient :
Loy | (@) = 2) + POW,OPO)] Lyauirioy
- @) |Peere [@0] ) €2

n=0

Ainsi, pour prouver que (Hy(6) —2)+P(0)W,(0) P(0) est inversible sur D(H,(#))NRan(P(8)),
il s’agit de montrer que :

|Wﬂﬂ*iﬁf@%@ﬁ@ﬁ$Tﬂ

n=0

n

< Coc?, (6.60)

ou Cy et ¢ sont des constantes telles que Cy > 0 et 0 < ¢ < 1. Comme dans la section 5-4, nous
nous intéressons seulement a la partie linéaire de Wg(ﬁ) en les opérateurs d’annihilation pour
ne pas alourdir la démonstration. On inclurait les autre termes en procédant de facon similaire.
Nous voulons montrer :

o~ ~ 511
P(O)W,(0)P(6) [Hgf §9>] <1 6.61)
Pour ce faire, on écrit de la méme fagon qu’en (5.53) :
ST (B [FPO]
PO)W,(0)P(0) | ;" |
(6.62)

< H?(Q)Wg<0>?<9) |Be(ﬂo)’_1H X |[[Balpo)] [ﬁg’;(e)]_l

ou By(po) estici I’opérateur défini de la méme fagon qu’en (5.51) par :

Bo(po) := Ho(0) + e py = Hpupe (0) + e (Hy + po). (6.63)
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D’une part, on montre comme dans la proposition 5.5 que :

R :
HP(@)} H< Cste 6.64

By(po)l | < —C
izt [50] | < 5

En particulier, pour obtenir (6.64), on a besoin d’une estimation similaire a celle du lemme 5.3,
du type :

HAHpart(9> (ﬁpart + i)_l < 5(9)7 (665)

ol b(#) est une constante positive tendant vers 0 lorsque 6 — 0, et ott AH,q,(0) est défini par :
AI{part(e) = Hpart(e) - Hpart-

D’autre part, de la méme fagon que dans la proposition 5.7, en utilisant le fait que la condition
(H_1/2) est satisfaite par H, ¥, on peut montrer que :

[P, 0P(0) 1Batoo) || < o g2 (6.66)
En insérant (6.64) et (6.66) dans (6.62), on obtient donc :

PO, (0)P(6) [ ;"] T _Cste

H g 0,2 S mgpo : (6.67)

Ainsi, pourvu que gpy~'/? soit trés petit devant (§sinv)?, (6.61) est démontrée si bien que
(Ho(0)—2) —i—F(Q)Wg(@)?(ﬁ) est inversible sur D(Hy(#))NRan(P(0)). Le fait que I"opérateur
donné dans la condition ¢) de la définition 6.1 se prolonge 4 un opérateur borné sur D(Ho(6))
s’obtient de fagcon similaire. [J

6-6 Le point de départ du groupe de renormalisation

Rappelons que nous avons fixé une valeur propre non perturbée El + e, telle que (I,n) #
(0,0) et El + e, < ep. Nous avons supposé, quitte a translater, que El + e, = 0; pour simplifier,
nous supposons de plus que El + e, est une valeur propre non dégénérée de flpart. Toutefois,
une démonstration semblable fonctionnerait également pour dans le cas d’une valeur propre
discrete de multiplicité finie quelconque.

A partir du développement en série de Neumann (6.59) valable pour z € D, /2, nous allons
montrer dans cette section que 1’opérateur

Fre)(HY (0) — 2, Ho(0) — 2) (6.68)

Ran(P(6))

s’identifie a un élément de I’espace de Banach WV-. Rappelons d’ailleurs que, par définition,
ona:

Froy(Hy (0) — 2, Ho(6) — 2)
.= (Ho(8) — 2) + P(0)W,(0) P(6) (6.69)

o~ —

— P(0)W,(0)P(0) [(ﬁow) —2) + P(O)W,(0)P(0)|  P(O)Wy(0)P(0).
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6-6.1 Définition de la famille d’opérateurs H ) |[z]

Notre premier objectif est de construire un opérateur H )[z] € H (Wio) a partir de I’opéra-
teur de Feshbach donné en (6.68)-(6.69). Le parametre spectral sera représenté par la lettre z
sur Dy /5 := D(0,1/2) et par lalettre £ sur D, o = D(0, po/2) ; z et  sont reliés par une simple
homothétie définie plus bas en (6.75). De la méme facon que dans [BFS98a], commengons par
définir, pour § € D, /2 :

Hel€] = € 1a, <, <7:P(9)(ﬁz‘f/(9) — & Ho(0) — €)) + §>pm L, <py

. (6.70)
= Hf]-Hf<p0 + €W<. . '>part'
La notation (. . .) 4 est ici une contraction de :
. U N . |
(s = PO |1T,(0) = T, 0)P(0) [(Faf0) — &) + PO, 0)P(0)]
(6.71)

POT,0) P<9)>m’

ou, pour un opérateur A borné sur H = L*(R®) ® F, 'opérateur (A),,,; agissant dans F est
défini comme étant I’opérateur associé a la forme quadratique (bornée) :

QA pare (P, V) := (¢0(0) @ @, A (0) @ V). 6.72)

Ici, ¢o(0) désigne un vecteur propre normalisé associ¢ a la valeur propre non dégénérée E +
en = 0 de Hyy(6). L'égalité (6.71) a alors un sens puisqu’on peut voir que Fp 9)(HV(9) -
&, Ho(0) — &)) + £ est un opérateur borné de H.

Observons que f[eg €] est un opérateur agissant dans 1 1< poFs. Afin d’obtenir un opérateur
agissant dans Heq = 1gy f<1.7-"s, on dilate les moments des photons grace a la transformation
unitaire U, définie par :

(FUp®) ™ (ky, .. k) == p3 D™ (pok, . ., pokin)- (6.73)
Par commodité, dans (6.73), nous avons encore utilisé la notation pok; = (poki, A). On pose
alors, pour tout § € D, /3 :

1 . eil/ .
Heglé] = pOL{pOH [S]L{ = Hfly, <1+ Eup()(. . .>partblp0. (6.74)

Maintenant, Hg[€] opeére comme on le souhaitait dans H,eq, mais est défini pour { € D, /2-
Afin d’obtenir une famille d’opérateurs H )[z] avec z € D; o, on dilate le paramétre spectral
grace a la transformation :

eiz/
Zwy: Dpyj2 = Drjg s & p—é- (6.75)
0
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Evidemment, Z o) est une bijection. On obtient ainsi une famille d’opérateurs bornés Hq)|[z]
agissant dans H,.q et définis, pour tout z € Dy o, par :

H(Q) [Z] = Heff[Z(?))l (Z)]

= bl (Frio (Y (0) = Zg)(:). Fol0) = Zg)())) U liyer (676)

part

+21lp,<1.

6-6.2 Caractéristique de () |-] en tant qu’élément de [7 (V)

Passons donc au principal résultat de cette section ; il nous permettra par la suite de voir que
H 0)[#] est un bon “point de départ” pour pouvoir appliquer le groupe de renormalisation.

Théoreme 6.7 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy), (H2),
(H3) et (H2,) sont vérifiées. Soient 0 := iv € D(0,0) avec v > 0 et py > 0 avec py <
(0sinv)/2 < 1. Soient enfin 3, > 0.

On suppose que gp, 2 ost suffisamment petit. Alors, H|-] appartient & H(Wsy). Si l’on
pose Hy)[z] := H(w g [2]), on a de plus w,[-] € B(j3,¢), ot

B(B,¢) == {QH = (B[], T[], (wp,N[-]) Manz=1) € W,
(6.77)

sup [|T[z,v] = |7 < B, sup |E[z]] <e, sup ||(U)M,N[2‘])1w+1\/>1HZéé < 6}-
2€Dq o 2€Dy o 2€Dy /o

Notons que le parameétre ¢ > 0 apparaissant dans la définition de VW est choisi tel que
1/2 <¢
< L

Démonstration

La preuve suit celles de [BFS98a, BFS98b, BCFS02] avec certaines modifications dues prin-
cipalement au caractere confinant du potentiel U. En particulier le fait que la condition (H /2)

est satisfaite pour H U (d’apres la proposition 6.3) sera un point essentiel de la démonstration.
Nous soulignerons d’ailleurs les éléments qui different de [BFS98a, BFS98b, BCFS02] et nous
contenterons pour le reste de renvoyer a ces références.

Considérons tout d’abord I’opérateur H.z[¢], défini en (6.70) pour tout £ € D, /5. Nous
I’écrivons de la fagon suivante :

Haal€) = Lit,<po | Eenlé] + Tenl€s Hy) + Weal€s Hy)| Lty <po, (6.78)

avec

Eele) = @iile, 0l

Neff[f' Hy):= Hy + @Sﬂé[é' Hy] — @gyl€, 0], (6.79)
Weel& Hy = Y Wik y[¢; Hy).

M+N21
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Pour tout M + N > 1, nous avons posé€ :
Witnl6 Hy] o= F7! a* (EMD)ywst v le; Hy; k™5 k™M a(k™)dkM dk™ F. (6.80)
’ R3(M+N) ’

Rappelons que 1’opérateur H 7 est défini par H ; = FH;F ' En utilisant alors une Pull-
Through formula (c’est-a-dire en faisant commuter a* (k) avec des fonctions de Hy) combinée

avec un théoréme de réarrangement de Wick et (6.59), on pourrait montrer que (cf:[BFS98b]) :

@S 16y B ]

L
_ v L—1 m; + p n+q
ST Y e L) (M)
— (6.81)

1 1
mi+n;+pi+q=1,2 =1 p q
1=1,...,L

b

_ R ~ I o L—1 symm
{DL {f; Hp {wyes ks k0 |~ {RYH36) | } }

=1]1) N
ol {f [E(m);é(n)] }Symm

est la symétrisation de f par rapport aux variables EM et k)
m,n

{f [Em),@(n)}}:jm — ﬁ S S [k,r(l),...,kﬂ(m);l;:ﬁ(l),...,l% (n)} :

T
TESm TESh

(6.82)

etou:

D, lg; - {W%nl;ﬁ<ml>;@<nz>}; ; {Roﬁ[ﬁﬁ 9]}L_1}

=1
L

e (_g>mz+nz+pz+qzxp0(,y + 7.0) (¢0<9) ® Q, Wmm [ﬁ(ml);&(m)]

P1,q91
=1

— (6.83)
RY[Hy 4~ + 3 )W 2m2 [k, () k()]

p2,92

REHy 4+ 7 W (e s B )0 (0) © @) xon (7 + 72).

Dans la derniere €galité, nous avons utilisé€ les notations :

Roﬁ[ﬁf; 0] :=FP(0) [f[@(@)} - PO)F

B B 1 (6.84)
=FP(0) [1Ran(ﬁ(9))(H0(9) - 5)1Ran(?(a))] P(O)F,

et:

W [k'l(ml); ]%l(nz)] —

pr,q

~ ; . JON i 6.85
/3( N cEe— [ﬁ@m)’ﬂm);ﬁ(m)@(ql);9] @ @ (") a5 ™) dy, P dgy . (6.85)
R2WPITq
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Nous avons posé par ailleurs :

l n; L m;
Z|k:("])|+ Z =SS R ST S IR (6.86)

j=i+1 j=1 i=1 j=1+1 i=1

Nous passons maintenant a un point essentiel qui va nous permettre par la suite d’estimer w?&f N

nous lui consacrons un lemme en regardant seulement, pour alléger la preuve, les termes de
Wy [E(m) : k] ne contenant pas d’opérateurs de création, c’est-a-dire que I’on suppose p = 0.
On pourrait inclure les termes pour p = 1 et p = 2 de facon similaire.

Lemme 6.8 Supposons que les conditions (H_1,2) et (H1/2) sont satisfaites par ﬁ[}f pour un
certain 8y > 0. Soient k'™ € R>™ er k™ € R, Soient w > 0 et m,n, p,q € N tels que p = 0
etl <m-+n+q<2 Soitenfin0 < py < 1. Alors pour tout 0 = iv € D(0,0,) tel que v > 0,
ona:

HWm" (m), )] [Ee(po+w)]_l

B
dsinv

C m ~
oo [T e) Hiw’f - (68D
j=1

oit C est une constante positive, et oit By(py) := FBy(po)F L, Uopérateur By(po) étant défini
n (6.63).

Démonstration
Notons les estimations suivantes, que I’on obtiendrait de la méme fagon que dans le lemme 5.6 :

[1Bo(7)| " (Hy +w)|| < s c (H%), (6.88)
H|Be I < parthZ)H S (5si11/ (1+%) ’ (6.89)

pour tous 7 > 0 et w > 0, ol ¢ et ¢’ sont des constantes positives.

Notons ¢ := m +n, j := p+ g, et considérons chacun des couples (i, j) tels que ¢, j € {0, 1,2}
eti+ j € {1,2}. Tout d’abord, si i = 0 et j € {1,2}, en utilisant le fait que la condition
(H_1/2) est satisfaite par HY/,on peut montrer, de la méme facon qu’en (6.66), que :

Cste 1)

< Po

-1
HWOO Bg (o —|—w)] (6.90)

dsinv

Supposons maintenant que ¢ € {1,2} et j = 0. En utilisant (6.89) et le fait que la condition
(H.2) est satisfaite par H;, on obtient :

H LR ][Ee(poww)]l

<

X ‘

Cste | 19 - ~
S San ™ le_[ljl/2(/fj)J1—[1J1/2(kj)

Gran [E ) 9] [ﬁpart + z}l X [f[pm + z} [Ee(ﬂo —I—w)}1

(6.91)
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Envisageons enfin le cas ¢ = 1 et j = 1. Supposons par exemple que m =g = letn =p = 0.
On calcule (toujours en notant k = (k, A) ety = (¥, j1)) :

- ‘ /R G [k 3:0] @a(g)dg [39<p0 * “’)} h

) . A L ez 172 (6.92)
SW)A;__ Gw{&gﬁ]@%@m+w%ﬂﬂﬂ Oﬁ4ﬁ@0 d4

< =
=12 Jza 9]
~ R ~ 71/2/\ ] 2 ) 1/2
< sw | [ 1al] (7 )| g
[wl=1 | JR?

On montrerait que le terme apparaissant a la derniere ligne de (6.92) est plus petit que 1. En ce
qui concerne le terme de 1’avant derniére ligne, en utilisant (6.88), (6.89) et le fait que les deux
conditions (H_1,2), (H1/2) sont satisfaites par H}/, on peut calculer :

Hé“ [k:5:6] | Bolpo +w+ |@|>]—1 (s + ‘QDWH

< o B

N | g (6.93)
B+ Bl + -+ 301 (B -+ 101)

C t 1 1/2 R
< <1+—> J12(k)J-1/2(7).

~ .
0 sinv 00

X

En I’insérant dans (6.92), ceci implique :
L0r.(m)1 [ B -
W K™] | Ba(po +w)|

C t 1 1/2 1 1/2
< <1 + —> J1/2(k) {/s mJ—m(?))Zd@} (6.94)
.

~ .
0 sinv 00

Cste
= A 12, 0(k).
Ssiny 1/2P0 1/2( )

Finalement, d’apres (6.90), (6.91) et (6.94), le lemme est démontré. [J

Retour a la preuve du théoreme 6.7

Pour finir la preuve du théoreme 6.7, a I’aide du lemme 6.8, il suffit de suivre [BFS98b].
Drailleurs, quelques simplifications dues a I"utilisation de I’application de Feshbach lisse ap-
paraissent. Précisons. Tout d’abord, en utilisant I’identité By(po)po(0) @ Q = podo(0) @ Q, le
lemme 6.8 et I’estimation obtenue de la méme fagon qu’en (6.64) :

~ =~ Cste
HBG(pO)Rg)[Hf +7+M;6]H S dsinv’

(6.95)
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on peut montrer (voir [BFS98b, Lemme 3.7]) :

’ = {Rg[ﬁf;ﬁ]}L_l]

=1

‘5L {5;7; {00 R0}

) o N ] (6.96)
H Capu ~1/2 ml+m+pz+qzpolfa(MJrN)Céw*N H Jl/Q(kj) H J1/2(kj)
=1 =

j=1

Ici pour simplifier I’écriture, nous n’avons pas explicité la dépendance de la constante positive
Cy en 9, v et A. De méme C, désigne une constante positive dépendant de A.
Ensuite, en insérant (6.96) dans (6.81), on montrerait que :

Uﬂj(]e\ZfN[f /Ya E ]
L(M+N M+N+26 " S 7 ©.97)
< po! 72N (Cygpo ) MEN TR0 TT Ty o (ky) T ] Jj2(ky),
i1

J=1

ou Cj est encore une constante positive dépendant de ¢, v et A.

Maintenant, dans la mesure ot I’on aimerait montrer que Hq)[-] € H (W), vue la définition
de I’espace de Banach W, il nous faut considérer la dérivée de ﬁL[. .. | par rapport a ~.
Remarquons alors que I’on a :

~ -1

Eo[ﬁﬁ 0] = Fpart(e)Hpart(Q) ®1+e " part(e) ® (ﬁf — &)

- T (6.98)
+ Purd O, (B [y — €]
ce qui implique :
_ e 2X o (1) 05X, (7
O ufri0) =~ “Ropysopt + Dl 00y ) ©99)

Observons ici I'intérét de I"application de Feshbach lisse sans laquelle les fonctions X, ne
seraient pas dérivables. De plus, d’une facon similaire encore a ce que nous avons fait pour
obtenir (6.64), on pourrait montrer que :

t
Cste -1 (6.100)

By(po)RY[H -92H<
| Bolpo) RETH + 4+ s 07| < 5=~

En utilisant ceci, on montrerait que la formule de Leibniz pour les dérivées entraine :

0,Dr {5;7; {W;;””ql”l,k i) l?;<"z>}; : {Rg[Hf;g]}L_ll

=1

L M N ) (6.101)
< [ (Cagpo=t/2ymtmtrta g =z AN CHENTT T o (ky) [T 1y (Ry),

=1 j=1

ou les constantes positives C; et Cy sont supposées étre les mémes qu’en (6.96), quitte a les
augmenter. En insérant alors (6.101) dans (6.81), de la méme fagon qu’en (6.97), on pourrait
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montrer que :

@?\ZENK vk )§E(N)]
1 w N (6.102)
< po 2NN (Cygpo )M T o (ky) [T Ty (Ry).
=1 =1

Nous avons finalement obtenu une estimation de wj M y et de sa dérivée 0., uw M N-
Il nous faut maintenant revenir a I’ operateur qui nous intéresse, ¢’est-a- dlre Hg)|#] défini en

(6.74)-(6.76). Or, les opérateurs H ) [2] et H.g[€] sont reliés entre eux de la fagon suivante :
Hoyl2] = —Up, Hea| Z ) ()1, (6.103)

La décomposition (6.79)-(6.80) de H.¢[¢] entraine donc que pour tout z € D; /2, I’opérateur
H g)[#] s’écrit sous la forme :

H(o) [Z] = ]‘Hf<1 [E(o) [Z] + T(o) [Z; Hf] + W(o) [Z; HfH 1Hf<17 (6.104)
avec :

E(O)[Z] = wo O[Z 0],

0 0
Toylz: Hyl = Hy + w2 Hy] — wi[z, 0], (6.105)
0
Wioylz; Hy] == Z W]EL)N[Z; Hyl,
M+N>1

etpourtout M + N > 1:
Wipnlz Hyl = F~! / a* (KMl oz Hys 55 ENJa(EY) k0 dk ™) F.
’ B3(M+N) ’
(6.106)

De plus, pour tout M + N > 0, on peut voir que wj(\g) v estrelié a wsT . de la fagon suivante :

wify [ZW;E(M);E(N)] = po2 Mt [Z(B)I(Z);pov;poE(M);poE(N)] . (6.107)
A partir de (6.97) et (6.102) on obtient alors :

‘wMN[Z v; kM, k(N)]‘ +

Lz k00 |

M N
< 2p0™ N (Cagpo /)Mo TT T 2 (pok) [ | 12 (poks) (6.108)

j=1 7=1

M N
3 _ ~
< pOQ(M+N)(C4gp0 1/2)M+N+26M+N70 H |kj|1/2 H ’kj|1/27
j=1 j=1
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ou C, est une constante positive (dépendant de ¢, v et A). Finalement donc, nous avons montré

0
Hig2] = H(w[2]) avee wp, = ( Eio), Ty, (wi)y)arens1 ) et

sup |E[z]| < Cag’po !,

Z€D1/2
Tioylz;7] — < 2Cy4g%p0 "
# - Cagpo '/
Sup (wg\%\/ [Daens1| < Z (Cagpo 1/2)M+N = YOS
zeDl/Q M+N>1 (1 - 049100 )
a condition de choisir le parametre ¢ de telle maniere que ¢ > p(l)/ ? et pourvu que 1’on ait
C4gp51/2 < 1.

Il nous reste a vérifier I’analyticité de wg)[-| sur D; /5. Or, on peut constater que :
8.Ro[Hy: 0] = —Ro[H;; 0] (6.110)

De la méme fagon qu’en (6.100)-(6.102), ceci implique alors, pour tous 0 < v < 1, ED et

kW)

9.0 Q17 KD B < Cste. 6.111)

On en déduit I’analyticité de w(g) sur D1 5.

Ainsi, (3 et € étant fixés, par (6.109) et pourvu que gp, 1/2 soit choisi suffisamment petit, nous
avons bien obtenu H g [-] = H(w)[-]), avec :
w) € B(B,¢). (6.112)

Le théoreme est donc démontré. [

6-7 L’application de renormalisation

Comme dans le chapitre 5, nous aurons besoin pour obtenir I’existence de résorlances de
supposer qu’une hypothese liée a la régle d’or de Fermi est satisfaite. Rappelons que £ + ¢, =
0 désigne une valeur propre (supposée non dégénérée) de H,,,. telle que (I,n) # (0,0) et
E| + ¢, < ¢o. De la méme fagon qu’en (5.97)-(5.98), les nombres Z5% et Z¢ sont ici définis
par :

~ ~ = ~ 1= ~ ~
Z(())d = /3 PpaTtGO,l (E)Ppm*t Hpart + |k’ - 7'0:| PpartGl,O(E>PpartdE7
R

dk (6.113)

Z(C)1 = / ﬁparté(),l(E)ﬁpartél,O(k)ﬁpart_7
R? k|

avec les notations P,ut := Ppart(0), Ppart := Ppart(0). Pour montrer que E; + e, devient une
résonance lorsqu’on ajoute la perturbation I¥,, nous supposerons que :

(Hr,) To:=Im(Z3%) > 0.
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Revenons a la famille d’opérateurs H )[z| définie dans la section précédente pour z € D /5.
Le nombre p > 0 étant fixé, nous avons montré dans le théoréme 6.7 qu’en choisissant py > 0

tel que pg < 0sin(v)/2et ¢ < 1tel que ¢ > p(l)/Q, on avait H)[-| € B(p/8, p/8), pourvu que
9po 12 soit suffisamment petit. De plus, par le caractere isospectral de 1’application de Feshbach
lisse (proposition 6.5), on a :

zeaoT (H(Q)[Z]) N D1/2
& Z(_O)l(z) €o <_ﬁeﬁ‘[Z(B;(Z)]) N Dy, /2
s0€co (fp(e) (ﬁfg (6) — Zi5} (=), Ho(6) — Z@;(z))) N D,y

& Z () €0 (ﬁg (e)) N D,y

(6.114)

Pour la premiere équivalence, nous avons utilisé I’égalité (6.103) ; pour la seconde, nous avons
repris la définition (6.70) ; quant a la dernigre, il s’agit d’une conséquence de la proposition 6.5.

Passons maintenant a la définition de 1’application de renormalisation, basée sur celles
données dans [BFS98b] ou [BCFS02] : pour tout p > 0 suffisamment petit et w € B(p/8, p/8)
de la forme w = (E, T, (war,n)m+n>1), ON POSE :

R, (H(wlz)) = 2 = p~ UpFy, 1) (Hw]Z7H(2)]) = 271 (2),

6.115
E(Z'(2)]+ T2 (2); Hfl — Z7'(2)) U;. (©11)

L’application Z est définie de fagon similaire a Z o) en (6.75) :
2+ 46,6 - FIE)l < /2 — Dy 6116

E—p (- E[]).

Par ailleurs, x,(H ) est défini en (6.54). Remarquons que Z est effectivement une bijection, ce
que I’on peut voir en utilisant le fait que, puisque w € B(p/8, p/8),on a |E[{]| < p/8 pour tout
& € Dy /5. On déduit de ceci que pour tout & € {, | — E[¢]| < p/2} :

p0eZ(§) — 1] < 1, (6.117)
a condition que p soit suffisamment petit. Donc Z est bien une bijection. On a alors :

Théoréme 6.9 Soit p := (16Cg) 2 et ( := (4Co) 1p'/% ot Co > 1 est une constante ne
dépendant que de la fonction © définie en (6.54). Soit de plus ¢ := (8Ceo) ' p. Alors, pour tous
Betetelsque() < <eget0<e<Leg,ona:

R,,:H(B(ﬁ,a))—>H<B (ﬁ+gg)> (6.118)

Démonstration
Dans la mesure ou I’espace de Banach VW, que nous avons choisi est 1égerement différent
de celui de [BCFSO02], il faut adapter la démonstration par rapport a celle de [BCFS02]. Toute-

fois, les modifications ne présentent pas de difficultés et il suffit de reprendre point par point la
preuve de [BCFS02]. U
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6-8 Existence de résonances

I1 ne nous reste plus qu’a itérer I’application renormalisante R, en partant de I’opérateur
initial H)[-]. Par le théoréme 6.9, on voit que la perturbation est de plus en plus petite sous
I’effet de la renormalisation. Ainsi, en appliquant un nombre infini de fois I’application R,
on obtient un opérateur sans perturbation, pour lequel I’état fondamental correspond donc au
vide de photon (2. Puis comme dans [BFS98b] ou [BCFS02], ceci permet d’obtenir pour H, [‘J/
I’existence d’une résonance issue de El + e,.

Plus précisément, pour n > 1, on définit :

Hipy[l==H ((E(n),T(m, (wg\Z?N)MJrNZl)) =R, (Hl])- (6.119)

Fixons p, ( et ¢y comme dans le théoréeme 6.9 et considérons 3 > 0 et e > 0 tels que 3,¢ < .
Choisissons de plus py > 0 tel que py < min(¢?, (§sinv)/2). Alors, pourvu que gpal/2 soit
suffisamment petit, d’apres les théoremes 6.7 et 6.9, pour toutn > 0, on a :

Hul) € H (B(ﬁ t+e, 2%)) . (6.120)

De la méme fagon qu’en (6.116), considérons 1’application :

Z(n) : {Z S 1)1/27

¢ = Bnpzl| < p/2} — D
1 (6.121)
Z = — (Z — E(n_l)[z]) .
p
Comme pour Z en (6.116), on peut voir que Z(,) est une bijection. De plus, par le caractére
isospectral de 1’application de Feshbach lisse (voir proposition 6.5), on a, comme en (6.114) :
2€0 (Hplz) N Dy & ZM(x) €0 (H(n_l) [Z(:s(z)]) N D, (6.122)

n)

On montre alors :

Théoreme 6.10 Soit 6y > 0 suffisamment petit. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy),
(Ha), (Hs) et (HZ,) sont vérifies. Fixons p et ( comme dans le théoréme 6.9. Soit py > 0
suffisamment petit, puis supposons que g > (0 est également suffisamment petit. Soient 6 =
iv € D(0,6y) avec v > 0 tel que py < (6sinv)/2 < 1. Notons :

El(o) := lim Z(B; o Z(—1§ 0---0 Z(;;(O). (6.123)
Alorsona: B
o (Hz‘;(e)) N Dpyj2 C Eroey + Kooy (7, C), (6.124)

oit K()(7, C) est une région du plan complexe définie par :
Kioo)(1,C) == {e™a+b,0<a <1, <Ca}. (6.125)

Ici 7 > 1 et la constante C peut étre choisie plus petite que 1 pourvu que g soit suffisamment
petit. En supposant de plus que I’hypotheése (Hr, ) est satisfaite, ceci implique que E() est une

résonance pour HY;.
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E +e,

E () K(w)

FIG. 6.2 — Résonance issue de El + e,

Démonstration

Pour montrer que F(,) est une valeur propre de H 4 (6), on peut suivre [BFS98b, Théoréme
V.10] ou [BCFS02, Théoreme II1.10]. L’idée de la démonstration est de considérer, pour tous
m,n € N :

Etnny = Z(—ml) 0---0 Z&(O) (6.126)

On montre alors tout d’abord que, pour tout m fixé, E,, ) converge lorsque n — co. On note
E(mm ) la limite correspondante, puis on définit pour tout m € N* :

Sy := Him-1)[Elm.oo))- (6.127)

En particulier, pour tout m € N*, on voit que S,y € H (Wfo). Le point clé de la preuve réside
alors en I’identité valable pour tout m € N* :

(Stm) = Emioe)) Qi = pUyx1(Hy) (Stm1) = Emtt,00)) 5 (6.128)

ou U, est I’opérateur unitaire de dilatation défini en (6.73), et ot I’'on a posé, au sens de la
définition (6.51), encore pour m € N* :

Qum) = Qx,ta1p) (Somys Wooo [w™ [eqn,o0]]) - (6.129)
Définissons alors, pour m,n € N* : W, ) :=Qsim =net,sim < n:
\If(m’n) = Q(m)L{;Q(mH)Z/{; e Q(n—l)Q- (6130)

On pourrait montrer que pour tout m fixé, ¥, ,,) converge lorsque n — oo ; puis notant W, )
la limite correspondante, on montrerait que :

Wm0y = Q| — 0. 6.131)

m—00

Ainsi, pour m suffisamment grand, ¥, ) 7 0. Or en utilisant la continuité de H,, et (6.128),
on peut également montrer que pour tout m € N* :

Sty ¥ m,o0) = En,00) ¥ (m,00) (6.132)

(on montre en fait que || (Stm) = Etnm)) Y (mn) H — 0 lorsque n — o0). Pour m suffisamment
grand, ¥ (,, o) est donc un vecteur propre de S(,,) associ€ a la valeur propre E(,, .. Par le
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caractere isospectrale de 1’application de Feshbach lisse (proposition 6.5), on peut en déduire
que W (; ) est un vecteur propre de S(;y associ€ a la valeur propre E(; ). Enfin, en appliquant
encore une fois la proposition 6.5, de la méme fagon qu’en (6.114), on obtient bien que F(..) =
Z(_O)I(E(LOO)) est une valeur propre de H}; (0).
Par ailleurs, pour montrer I’inclusion (6.124), on peut suivre [BFS98b, Théoréme V.7]. Le cceur
de la démonstration est de définir, a partir des fonctions 7{;,), une fonction “limite” 7| telle
que o <ﬁ‘U/(9)> N D,, /2 soit approximativement égal & E.o) + {e " T(o)[7],0 < v < 1}
Formellement, on définit 7 .. en se basant sur I’idée suivante :

1. Sur {7, po <7 < 1}, T(oo) est essentiellement donnée par 7).

2. Sur {7, ppo < v < po}, T(0) est essentiellement donnée par 1{y).

3. Sur {7, p*po < v < ppo}, T(c) est essentiellement donnée par T(s), efc.

Le “premier” terme de chaque fonction 7{,,[7, 2] est de plus, par construction, égal a v, d’ ol
la forme de la région K dans laquelle on peut localiser le spectre de H, 4 (6). Cependant, la
définition proprement dite de 7{) est assez technique, car les fonctions 7{,,) dépendent a la fois
de v et du parametre spectral z. On renvoie a [BFS98b] pour plus de détails.

Pour conclure, o (Ef v (9)) N D,, /2 est de la forme donnée dans la figure 6.2, ce qui implique
que E(.) ne dépend pas de ¢, a condition que § € D(0, 6,) soit tel que py < ¢ sin(Im(6))/2.
Il suffit pour montrer ce dernier point d’utiliser des méthodes classiques liées aux dilatations
complexes. [



Annexe A

Vérification d’une hypothese liée a la regle
d’or de Fermi

Nous proposons dans cette annexe une vérification de 1’'une des hypotheses (Hr, ) liée a
la regle d’or de Fermi. Nous avons en effet eu recours a celles-ci a plusieurs reprises dans la
partie III : nous avons dii supposer une telle hypothese satisfaite a la fois dans le chapitre 5 pour
obtenir I’absolue continuité du spectre de H};, et dans le chapitre 6 pour obtenir I’existence de
résonances.

Reprenant les notations du chapitre 5 (section 5-5), il s’agit de montrer que :
(Hrlm) Fl,n > 0,

ot I'y,, = min {o(Im(Zp3))} et ot la matrice Zp3 est définie par :

Z[?S = / Ppart,l,nGO,l(E)Fpart,l,n [Hpart - (El + en) + |k’ - 7;0}71
R® (A.1)
]_Dpart,l,nGl,O (E)Ppart,l,ndk-

Rappelons que P+, désigne la projection sur I’espace propre associ€ a la valeur propre
El +en de Hpart’ et que Ppart,l,n =1~ Ppart,l,n~

Intéressons-nous a la “premiere” valeur propre non perturbée Fy+ e; au-dessus de 1’énergie
Eqy + eg de I’état fondamental non perturbé. Montrons alors :

Théoreme A.1 Supposons que le potentiel confinant U est harmonique de la forme :
U(R) = B*R* — a1, (A.2)

avec 3 > 0 suffisamment petit et ¢c; € R. Supposons de plus que o = ¢ est suffisamment petit.
Alors (Hr, , ) est vérifiée, et on a :

o1 = min {o(Im(Z59))} = coB*? + O(g?), (A3)

ol cq est une constante strictement positive.
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Démonstration

Rappelons qu’apres le changement de coordonnées de la section 5-1, ona V (r) = —C/|r|.
Les parametres p et C étant traités comme des constantes, on a donc F; — Ey = O(1), ou
rappelons-le encore, Ey et E; désignent les deux premicres valeurs propres de p®/2u + V.
D’ailleurs, en notant W le vecteur propre normalisé associé a la valeur propre (non dégénérée)
Ey de P%2/2M + U, on peut montrer que :

/
Wy(r) = Me—ﬂc‘rl. (A.4)

N3

Puisque e; — eg = /2/M 3 = O(f3), pour [ suffisamment petit (5 < 1), on en déduit que
Ey + e; est la premiere valeur propre de H,,4,+ (de multiplicité 3) au-dessus de £ + €. On peut
alors constater que la partie imaginaire de la matrice apparaissant en (A.1) se simplifie en :

Im(Z24 :/PM Go1(k)Pyouri000(|k| — (e1 — e
(Z59) o Pt 0,1(E) Ppart 0,00 (|| — (e1 — eo)) A5)

Ppart,O,OGl,O (E) Ppart,(),ld&‘

Ecrivons, grace a notre choix explicite de U, les fonctions propres @, et (ID{ (avec 7 = 1,2,3)
associées respectivement aux valeurs propres e et e; de P?/2M + U :

eo(R) = [[ @o(®) . @{(RF( 11 ¢o(Ri)> ¢1(R7). (A.6)
j=12,3 i=1,2,3,i#j

Ici, ¢ et ¢, sont les deux premiers vecteurs propres normalisés de 1’oscillateur harmonique a
une dimension, définis par :

\/_ 3/4
, ¢1(z) = (iTMl—/f)

re~V2MBa?/2, (A7)
v

_ \1/4
¢0($):< 2M6> ¢~ V2Mpa?/2

D’apres (A.5), il s’agit donc de calculer pour i, 5 € {1,2,3}:

(m(z5),; = [ | [ 9alr) 8 (RGos 00t 0u( Ry

‘c [ / wr)cb{<R>Go,1@wo(r)%(mdrdz%] (A8)

X §(|k| — (ex — eg))dk

Dans I’équation précédente, C désigne la conjugaison dans C. Reprenons I’expression de G 1 (k)
donnée en (5.18) :

_ —iZ  Xa(k)
2m1A%2 27 /K|

. 27 xa(k)
elquk'mlg)\<k>v n ? XA( ) ezZqQk.xze)\(k)_vm. (A.9)

Go(k Va
O,l(_) 1 2m2/\3/2 o |]{]‘
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Nous allons exprimer (A.8) a partir de (A.9), en remplagant tout d’abord I’exponentielle ¢*# ¢*k-;
par 1. Nous allons ainsi obtenir une matrice définie positive ; nous verrons ensuite que la perte
occasionnée par cette approximation de 2’k par 1 est tres petite grace a I’hypothese a
suffisamment petit ; nous pourrons ainsi en déduire le résultat.

Nous notons A la matrice obtenue en remplagant *7¢°%%i par 1 dans Im(Zgj). Commencons

par exprimer p; et p, en fonctionde pet P :

mq mao
- 1p_ = —<P+p. A.10
P M P, P M P ( )

Comme ®, et &7 sont orthogonaux, on voit que seuls les termes proportionnels a P conduisent
a un résultat non nul dans le calcul de A, ;.
Passons en coordonnées sphériques pour calculer 1’intégrale sur k : posons :

k' =pcosfsing , k?=psinfsing , k¥=pcose, (A.11)

avec p > 0,0 < 0 < 27, 0 < ¢ < . Etant donné le choix (2.10) que nous avons fait des
vecteurs de polarisation, ceux-ci s’écrivent dans les nouvelles coordonnées :

e1(k) = (sinf, —cos0,0) |, e9(k) = (coscos p,sinf cos p, —sin p). (A.12)

Regardons par exemple le coefficient A, 5 : par (A.8), en faisant la somme sur A = 1,2 et en
utilisant les coordonnées sphériques, on obtient :

o, PR /2N)
| Vi

27 i
X [/ / (01, (sin ) ) x (1, (— cos B)gy) sin pdpdd (A.13)
o Jo
27 T
+ / / (¢1, (cos @ cos ) dy) X (1, (sin b cos p)dy) sin pdpdd | |
o Jo

ou Cy est une constante dépendant notamment des masses m, mo, et ol ¢, désigne la dérivée
de ¢o. En calculant par exemple les intégrales sur 6, on en déduit que A; ; = 0. De méme, en
regardant a chaque fois I’intégrale sur ¢ ou I’intégrale sur 6, on montrerait facilement que :

Montrons en revanche que les coefficients diagonaux sont strictement positifs : par exemple
pour A; 1, on peut calculer :

oo PR 2)
| Vi

2 s
X [/ / (61, (sin ) ¢y)? sin pdpdf (A.15)
o Jo

27 T
[ [ onteosvcos pyon)?sin s
0 0
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ou C; est une constante strictement positive dépendant de m; et ms,. Si le second terme de la
somme entre crochets est nul, le premier se simplifie :

/027T /Oﬂ(cﬁl, (sin 0)¢p)? sin pdpdf = c1(p1, dh)* = ¢, 3, (A.16)
ou ¢, et ¢] sont des constantes strictement positives. Il reste donc :
Ay = CiRa(V/2/MB) B2, (A.17)
ou (] est une constante strictement positive. De la méme fagon, on obtiendrait d’ailleurs :
Azy = CHR(V2/MB)F?  Agg = CiRa(V/2/MB)5, (A.18)

ou C}, et C; sont des constantes strictement positives
I1 nous reste & montrer que la matrice Im(Zg ) A est petite comparée a A. En effet, Im(Z 1) —

A n’est autre que Im(Z§$) ou, dans au moins I’une des deux fonctions Goa(k), les termes
iZqQk.xj

¢ Za’k-z; (pour 7 = 1, 2) sont remplacés par e — 1. En utilisant alors I’inégalité :

¢iZak; _ 1‘ < Z¢ k|, (A.19)
on pourrait en déduire que pour tous 7, j € {1,2,3} :

[(tm(Z54) - 4),

Z?.j

< C(f)a, (A.20)

ou C(3) est une constante positive dépendant de 3 (et de m;, ms, C). Finalement donc, pour «
suffisamment petit (en particulier o < B) ona:

|Im(Z59) — Al| < min(c(A)). (A.21)
Ceci implique que Im(Zgﬁ) est définie pos1t1ve puisque A I’est. [

Remarque A.2

1. Physiquement, la condition o < 3 permet de supposer que, par exemple, la raie associée
a la transition £y 4 e; — Ey + e est bien résolue. En effet, la largeur de la raie corres-
pondant a la transition électronique Ey + e, — FEy + ey est d’ordre O(a?®) (puisque la
valeur propre non dégénérée F + e; donne lieu a une résonance située a une distance
O(Oz?’) de ’axe réel). Ainsi le centre de la raie '\ + e; — Ey + eg est “loin” du centre
de la raie Ey + e; — Ey + e;.

2. La condition o K [3 est également requise (implicitement) dans la partie 111, puisqu’alors
nous avons dii supposer g < 0, ou ¢ représentait la distance de la valeur propre non
perturbée considérée au reste du spectre de H,yq4.

3. Par une démonstration semblable a celle du théoreme précédent, on pourrait montrer
que :

min {0 (Im( Z } O(1 (A.22)
1l s’agirait pour cela de regarder en premier lleu le terme de Im(Zf’%) correspondant a
la transition Fy + ey — Ey + eo, en remplacant de plus eiZ4a*k-z; par 1 dans Gy (k).
On montrerait alors que les autres termes de Im(Zi%) sont négligeables par rapport
au précédent, pourvu que o K 3 <K 1. Ainsi, les premieres valeurs propres issues de
Ey + e, dues a la présence du potentiel confinant U, donnent lieu a des résonances bien
plus proches de I’axe réel que les autres.
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Résumé

Nous considérons un ion hydrogénoide (un noyau et un électron) en interaction avec le champ
électromagnétique quantifié dans le modele mathématique standard de 1’électrodynamique quan-
tique non relativiste. Plutdt que de supposer que le noyau est fixe, nous supposons seulement que
le centre de masse de 1’ion est confiné par un potentiel. Cette hypothese est utilisée en physique
théorique pour expliquer I’effet Lamb-Dicke. Dans un premier temps, a 1’aide de conditions de
liaison bien choisies, nous établissons 1’existence d’un état fondamental pour 1’opérateur Ha-
miltonien de Pauli-Fierz associé¢ au modele, sans condition sur la constante de couplage. Dans
un second temps, en adaptant les techniques de V. Bach, J. Frohlich et I. M. Sigal basées sur
I’application d’un groupe de renormalisation, nous obtenons I’existence de résonances pour un
modele régularisé, en supposant cette fois-ci que la constante de couplage est suffisamment
petite.

Abstract

We consider a hydrogenoid ion (one nucleus and one electron) interacting with the quantized
electromagnetic field in the standard mathematical model of non-relativistic quantum electro-
dynamics. Rather than treating the nucleus as static, we only assume that the center of mass of
the ion is confined by a potential. This assumption is used in theoretical Physics to explain the
Lamb-Dicke effect. On one hand, by establishing some suitably chosen binding conditions, we
prove the existence of a ground state for the Pauli-Fierz Hamiltonian associated with the model,
for all values of the coupling constant. On the other hand, adapting the renormalization group
method developed by V. Bach, J. Frohlich and I. M. Sigal, we obtain the existence of resonances
for a regularized model, for sufficiently small values of the coupling constant.



