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Introduction

Suivant la surface sur laquelle est posée une goutte de liquide, celle-ci adopte
différentes formes (figure 1).

F1G. 1 — Différentes situations de mouillage : plastique, fleur, feuille

L’étude de I'étalement d’un liquide sur un solide (ou un liquide) est appelée
mouillage.

Ce phénomeéne est étroitement relié a la capillarité qui est I’étude des interfaces
entre deux liquides non miscibles ou entre un liquide et I'air. On trouvera une
excellente étude de la capillarité et du mouillage dans [dGBWQO02].

La forme qu’adopte une goutte de liquide déposée sur un solide dépend de
la nature du matériau sur lequel elle est posée, mais aussi de la nature de la
goutte elle méme (eau, huile...). Une goutte d’eau est plus étalée lorsqu’elle a
plus d’affinité avec le solide sur lequel elle est posée (matériau plutot hydrophile),
et moins étalée dans le cas contraire (matériau plutot hydrophobe). Ainsi une
goutte d’eau s’étale sur du verre propre mais pas sur du plastique (figure 2).

Réussir a controler le mouillage d’'un liquide sur un solide est un objectif
naturel et qui présente beaucoup d’intéréts au niveau industriel.

A partir des travaux de Gabriel Lippmann en électrocapillarité (1875, [Lip75]),
Bruno Berge (|Ber93|, [BP00]) a eu I'idée d’observer 'effet de I'introduction d’un
champ électrique dans une situation de mouillage d’un liquide sur un solide iso-
lant : c’est 'expérience d’électromouillage.

Il a montré qu’avec ce processus on peut augmenter ’affinité entre le liquide
et le solide en jeu (figure 3).
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F1G. 2 - Surface hydrophobe (gauche)/hydrophile (droite)

Tension null

Tensio
non nulle

Tension _ |
appliquee _

isolant
/

contre électrode

F1G. 3 — Ezpérience d’électromouillage : Une goutte d’eau est placée dans l'air
sur une surface isolante. Une tension est appliquée au systéme entre la goutte et

une contre-électrode métallique placée sous l'isolant. La goutte s’écrase sous le
fait du champ électrostatique.

Ce phénomeéne est aujourd’hui a la base de nombreuses applications dont nous
allons faire un inventaire non exhaustif.

Une des premiéres applications industrielles a été développée par Bruno Berge
lui-méme. Si on considére la goutte d’eau comme une lentille optique, I’application
du potentiel électrostatique modifiant son affinité avec le solide, modifie sa forme
et donc sa focale. Créée en 2002 par Bruno Berge, l'entreprise Varioptic (voir
le site de la société : http ://www.varioptic.com/en/) développe des lentilles a
focales variables sur ce principe. Ce procédé présente beaucoup d’avantages puis-
qu’il permet de créer des lentilles de taille trés petite, de cott de fabrication réduit
et dont on peut faire varier la focale trés rapidement ([BP00]). Ces lentilles sont
maintenant destinées aux marchés des caméras numériques miniatures dans les
téléphones portables ou les webcams (voir figure 4).
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FiG. 4 - Lentilles liquides commercialisées par Varioptic,
http ://www.varioptic.com.

Une autre application de 'électromouillage consiste a remarquer qu’on peut
non seulement controler le mouillage d’une goutte fixe, mais que 1’on peut de plus
faire bouger la goutte.

Ce procédé est développé en microfluidique, car il est possible d’agir sur des
gouttes de taille microscopique.

Par exemple la technique d’électromouillage est intégrée dans les "laboratoires
sur puces" ("lab on a chip"). Ce sont des puces permettant de retrouver les tech-
niques d’analyses de laboratoires, mais a des échelles bien inférieures a ceux-ci.
Les "laboratoires sur puces" permettent ainsi de réaliser rapidement des analyses
biologiques et des opérations complexes sur de trés petites quantités d’échan-
tillons (séparation des constituants, analyse rapide de ’échantillon a ’aide d’un
ordinateur). Ceci favorise ainsi le diagnostic au chevet du malade.

Beaucoup d’expérimentateurs s’intéressent maintenant au développement de
ces "lab on a chip" mais aussi au développement de micropuces ("microchip")
dans lesquelles on déplace une goutte de taille microscopique. On peut citer de
fagon non exhaustive les équipes du LETT du CEA de Grenoble (Y.Fouillet, site
du LETI : http ://www-leti.cea.fr/), du LEGI de Grenoble (L.Davoust), de I’Uni-
versité de Californie Los Angeles (R.Garell), de 'Université de Twente au Pays
Bas (F.Mugele), tous travaillant dans ce domaine.

On est également capable de déplacer des gouttes macroscopique de 'ordre
du mm. La figure 5 représente le transport d’un embryon de poisson zébre par
électromouillage par le groupe de R.Garell de 1’Université de Californie de Los
Angeles.

On peut enfin citer I'utilisation de cette technique pour les pixels pour pa-
pier électronique ([HF03, RCHFS04| et [Pap]) ainsi qu'une technique d’affichage
digital (destiné aux baladeurs et mobiles) récemment développée par Liquavista
([Liq|), nouvelle société financée par des fonds issus de Philips.
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|7

Fic. 5 — Transport d'un embryon de poisson par électromouillage
(UCLA http ://www.chem.ucla.edu/dept/Organic/Garrell /research ultralarge
stylel.html)

Il est clair que pour permettre le développement de telles applications, des ex-
périences et une étude physique du phénomeéne d’électromouillage ont été menées.
Revenons donc a ces études !. La figure 6 présente un schéma d’une expérience
type ainsi qu'une photo présentant la goutte dans laquelle on a introduit 1’élec-
trode. Lors des études expérimentales réalisées sur une goutte d’eau dans I’air

air
\%
angle de contac
goutte
/" isolant
contre éfectrode
ligne triple

Fi1G. 6 — Gauche : Principe de 'expérience d’électromouillage, Droite : Photo
d’expérience, image : http ://mtg.tnw.utwente.nl/research /micro/

déposée sur une surface isolante, les expérimentateurs ont constaté un étalement
progressif de la goutte & mesure que le potentiel augmente.

En premiére approximation, un modele physique a été proposé. Il s’agit de
considérer le systéme goutte-isolant comme un condensateur plan. Cette approxi-
mation permet de prévoir le comportement de la goutte et prédit un étalement
d’amplitude croissante, jusqu’a ’étalement complet, & mesure que le potentiel ap-
pliqué croit. Ce modéle semble correspondre aux expériences jusqu’a un certain
potentiel critique au dela duquel les physiciens observent un blocage de la goutte.

'On pourra trouver un trés intéressant récapitulatif physique de 1’état de I’art en électro-
mouillage dans [MBO05].
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Beaucoup d’explications ont été avancées (|QBO1|, [VVB99|, [VP99], [PB05]...) :
éjection de gouttelettes & partir d'un certain potentiel, ionisation de [air, char-
gement de la surface isolante etc... Aucune ne fait encore I'unanimité a ce jour,
mais beaucoup de ces tentatives d’explication ont un point en commun : elles
attribuent un role crucial & la divergence du champ électrique au voisinage
de l’interface entre les trois phases (la ligne triple liquide solide et gaz, voir
figure 6). Il est donc nécessaire de mieux connaitre la géométrie de la goutte a ce
niveau.

C’est, un probléme auquel les physiciens de I’électromouillage s’intéressent.
Ainsi dans [BHMO3] on trouve des simulations numériques sur un modéle de
goutte infinie dans une direction. Il en est alors extrait des conclusions sur la
forme de la goutte au voisinage du point triple. Il ressort notamment de cet ar-
ticle un résultat, issu de raisonnements physiques, prédisant 'invariance de 1’angle
de contact a la ligne triple (figure 6) par rapport au potentiel appliqué. C’est un
résultat fort et perturbant vu la prédiction et les observations macroscopiques des
expériences. En suivant un modéle analytique approché il est possible de retrouver
I'invariance de I'angle ([Bie05], 2005). Il y aurait donc une différence entre ’angle
de contact observé ("macroscopique") et 'angle de contact réel (constant et "mi-
croscopique"). Pour les physiciens, ce résultat "semble un fait acquis" (citation
M.Bienia dans sa thése en 2005).

Du point de vue mathématique, des travaux antérieurs ont été menés par
S.Bouchereau dans sa thése en 1997 ([Bou97|). Il a établi un modéle mathéma-
tique pour I’électromouillage qu’il a également exploité numériquement en uti-
lisant une approche optimisation de forme. Ces simulations numériques ont été
améliorées en 2D par P.Chow Wing Bom au cours de son stage de Master en
2003 (J[CWBO03|). Ces travaux présentaient une étude globale de la forme de la
goutte sous champ. Ils n’avaient pas pu mettre en évidence la forme de goutte au
voisinage du point triple, ni le phénoméne de saturation.

Continuer et préciser ces travaux mathématiques en s’inscrivant dans les tra-
vaux physiques fut I'idée de départ de cette thése. Elle a consisté en I'étude
mathématique de la forme d’une goutte en électromouillage et en particulier la
compréhension de la géométrie au voisinage de la ligne triple.

Ainsi on commencera au chapitre 1 par décrire précisément ’expérience
d’électromouillage et la physique du probléme pour motiver notre travail. Puis
nous établirons un modéle mathématique décrivant le phénomeéne d’électromouillage
dans 'espace (en suivant celui de [Bou97]). Ceci nous aménera a considérer un
probléme de minimisation sous contrainte, car la goutte minimise son énergie
sous une contrainte de volume. En cherchant un point selle du lagrangien associé
a notre probléme, nous dériverons, a I’aide de la théorie de la dérivation de forme
une condition nécessaire d’optimalité vérifiée par la forme de la goutte.
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Le modele du chapitre 1 est entiérement tridimensionnel. I1 permet d’une
part de traiter exhaustivement le cas axisymétrique (voir chapitres 2 a 5) et
d’autre part d’obtenir des généralisations (voir chapitre 6). Dans le chapitre
2, pour le cas d’'une géométrie axisymétrique, nous nous sommes tout d’abord
particulierement intéressés a la singularité du champ électrostatique au voisinage
du point triple (solide, liquide, gaz). Nous montrons ensuite mathématiquement
le résultat local prédit dans [BHMO3] sur la valeur de ’angle de contact au point
triple : celui-ci est indépendant du potentiel électrostatique appliqué.

L’étape suivante de notre travail, développée dans le chapitre 3 consiste alors
a se tourner vers les aspects numériques afin de simuler au mieux les formes de
gouttes & un potentiel donné. Avec comme base un code C+-+ développé sur ce
modeéle au laboratoire Jean Kuntzmann, nous tentons d’améliorer les résultats
numériques décrivant la forme de goutte en prenant en compte le comportement
singulier du potentiel électrostatique dans ’approximation. L’analyse des résul-
tats obtenus permet de conclure que ces premiéres approximations numeériques
donnent une bonne approximation macroscopique de la forme de la goutte, mais
ne permettent pas de visualiser ce qui se passe au niveau du point triple.

L’objet du chapitre 4 est donc d’écrire un modeéle local qui va permettre
de faire un zoom au voisinage du point triple. Ce modéle est établi a la fois par
des voies physiques et mathématiques. Nous développons et étudions un algo-
rithme pour ce nouveau modéle. Enfin nous I'implémentons dans le chapitre 5
ou nous analysons alors les résultats numériques obtenus et tentons d’en déduire
les conséquences physiques.

Enfin le chapitre 6 consiste en une généralisation du chapitre 2 au cas d’'une
forme de goutte tridimensionnelle. Nous montrons que la valeur de ’angle de
contact a la ligne triple est indépendante du potentiel appliqué pour des coeffi-
cients de tensions de surfaces aussi bien constants que variables.



Chapitre 1

Modélisation de 1’électromouilage

Ce premier chapitre est consacré principalement a la compréhension du phé-
nomeéne d’électromouillage et a la mise en place d'un modéle mathématique 3D.

On commencera par donner les bases physiques nécessaires pour comprendre
ce phénomeéne (section 1.1). Puis nous passerons a sa formalisation mathématique.
Il s’agira de fournir les notations et quantités caractérisant le probléme (section
1.2). En seconde partie nous verrons que le probléme d’électromouillage se raméne
a la minimisation de I'énergie de la goutte sous une contrainte de volume (section
1.3). Nous établirons alors une condition nécessaire d’optimalité (section 1.5) en
utilisant les dérivées de forme (section 1.4).

1.1 Le probléme d’électromouillage

Comme décrit en introduction, une des motivations de I’électromouillage a été
de réussir a controler le mouillage d’un liquide sur un solide.

Nous allons donc commencer par décrire une situation de mouillage pour
comprendre les phénoménes qui entrent en jeu. Puis nous passerons a 1’électro-
mouillage. La référence essentielle de cette section est le livre [dGBWQO02].

1.1.1 Mouillage

On considére une goutte de liquide mouillant un solide. Si le liquide est com-
pléetement étalé sur le solide on parlera de mouwillage total. Dans le cas contraire,
on parlera de mouillage partiel. On peut se demander ce qui fait que la goutte
adopte une forme précise.

A T'équilibre, la surface d’un liquide peut étre considérée comme une mem-
brane tendue. C’est ce qui lui donne sa forme. La tension de cette "membrane"
est nommeée "tension superficielle" ou "tension de surface". Elle s’oppose
aux déformations que peut subir le liquide et dépend de la nature de ce qui se
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F1G. 1.1 — Mouillage d’une goutte sur un solide ; angle de contact

trouve a la surface du liquide (du gaz, un autre liquide, un solide). La tension
superficielle peut donc étre définie comme la tension qui existe & la surface de
séparation de deux milieux.

On peut ainsi la définir entre deux fluides, entre un fluide et un solide, entre
un fluide et un gaz.

La tension superficielle peut aussi étre considérée comme une force par unité
de longueur ou comme une énergie par unité de surface.

Si on revient a la situation de mouillage d'une goutte sur un solide, il existe
trois interfaces, chacune étant caractérisée par des tensions de surface :

- Liquide-Solide a l'interface ' g, tension de surface notée org

- Liquide-Gaz a l'interface ', tension de surface notée o

- Gaz-Solide a l'interface I'gg, tension de surface notée ogg
La goutte va alors adopter la forme qui minimise son énergie de surface a volume
constant. En 'absence de toute autre force (en particulier, on néglige la gravité),
I’énergie de surface de la goutte est donnée par les seules contributions capillaires
Eeap -

ES = Ecap = O'LSIHQS(FLS) -+ O'LGHleS(FLG) + O'GSHleS(ng)

ou pour une surface I', mes(I") désigne sa mesure. Si on considére que le solide
n’est pas infini, la mesure de I'; s est égale & une constante prés a la mesure de
['gs. La goutte va donc, de fagon équivalente, minimiser 1’énergie suivante (qu’on
notera encore Eg) :

ES = (ULS — O'GS)HleS(FLs) + O'LGIHQS(FLG)

Dans ce cas la goutte adopte la forme d’une calotte sphérique.
La ligne d’interface liquide-solide-gaz est appelée ligne triple ou ligne de
contact. La goutte est aussi caractérisée par son angle de mouillage ou angle
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de contact (défini par 6 sur la figure 1.1). L’expression du cosinus de cet angle
est donné par la relation de Young (1805) (|Fin86]) :
cos(9) = 265 —ILS (1.1)
e
L’angle défini par cette relation sera appelé angle de Young et noté fy.
On retiendra :

cos(fy) = 968 — oLS (1.2)

oLG

Remarque 1.1.1 Si on considére que la goutte est aussi soumise a la force de
gravité, la forme n’est alors plus une calotte sphérique mais s’en trouve plus "écra-
sée”. Cependant dans le cas de trés petites gouttes (en général d’un ordre inférieur
ou égal au mm), on peut considérer que seules les forces de tension superficielles
sont prépondérantes et donc que [’on peut négliger la force de gravité.

Nous allons maintenant passer a la description de I’électromouillage.

1.1.2 Electromouillage

Pour controler le mouillage d'une goutte sur un solide, il existe une méthode
qui consiste & traiter la surface (sur laquelle est posée la goutte) pour la rendre
plus ou moins mouillante. Mais ceci présente le désavantage d’étre une méthode
non réversible. Une fois que le matériau est traité, pour changer le caractére
mouillant de la goutte il faut changer le traitement qui a été effectué au solide.
De plus ce traitement nécessite une modification du liquide et /ou du solide entrant
en jeu. Il paraissait donc trés intéressant de mettre en oeuvre une autre méthode
de controle du mouillage.

Gabriel Lippmann a découvert (1870, [Lip75]) le phénomeéne d’électrocapilla-
rité, qui, par électrification d’un systéme de deux liquides non miscibles permet
d’en controler l'interface. Suivant ce méme principe, B. Berge eut l'idée d’ap-
pliquer une tension électrique dans l’expérience de mouillage sur un polymeére
isolant (|Ber93|). L’expérience basique de ’électromouillage est résumée sur la
figure 1.2. On considére une goutte de liquide parfaitement conducteur mouillant
partiellement un polymeére isolant d’épaisseur e et de permittivité diélectrique €.
On applique alors une différence de potentiel V' entre cette goutte et une contre-
électrode placée sous le polymeére.

Lorsque V est nulle, on se retrouve dans une situation de mouillage comme
décrit dans le paragraphe précédent. Lorsque V' est non nul, la goutte adopte
la forme qui minimise son énergie de surface. L’introduction du potentiel élec-
trostatique dans le systéme rajoute un terme d’énergie électrostatique F.. dans
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—— tension appliquée

goutte d’'eau

polymere isolant

contre électrode

F1G. 1.2 — Expérience d’électromouillage

I’énergie de la goutte Eg. Elle est alors donnée par :
ES = Ecap + Eelec

Remarque 1.1.2 On suppose la aussi pour ['instant que la goutte est suffisam-
ment petite pour négliger le terme de gravitation.

Approximation condensateur plan Une premiére approximation peut étre
faite si 'on considére le systéme goutte chargée+contre-électrode comme un
condensateur plan.

De ce fait on est en mesure, en considérant le condensateur comme parfait,
d’exprimer I’énergie électrostatique. On a

1
Eelec = _§CV2
avec C' la capacité du condensateur équivalent donnée par
€0E
C = Lmes(F Ls)
e

et €9 est la permittivité du vide.

Remarque 1.1.3 Le signe moins provient du fait que le potentiel est appliqué
par un générateur exvtérieur.
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Si on observe alors ’énergie résultante, on a :

1ege
Es = (ops —ogs)mes(I'rs) + opgmes(I'rg) — §%V2mes(FL5)
Leoe 9
= (O’LS - 5?‘/ —O'GS)HleS(FLs) + O'LGHleS(FLG) (13)
———
=:wor5(V)

On peut donc voir ce phénoméne comme une situation de mouillage pur mais
dont on ferait varier la tension superficielle o5 en fonction du voltage avec :
1epe e

ULS(V) =0Ls — 5?

Lorsque la goutte est soumise au potentiel V', elle a alors la forme d’une calotte
sphérique. On peut définir ’angle de contact §(V') comme dans la situation de
mouillage : il dépend du potentiel V et il est donné par la relation dite de Young-
Laplace que 'on appellera aussi relation de Lippmann :

£o€

oV
gGgs ULS( ) :COS(HY) +
LG €oLGg

cos(6(V)) = V2 (1.4)
Cette formule prédit un étalement croissant de la goutte & mesure que le
potentiel croit, jusqu’a atteindre une situation de mouillage total lorsque V' est
suffisamment grand.
Cette approximation a aussi son domaine de validité. Elle n’est plus valide si

[N
6 V> 1.
cos(fy) + Seore

La suite logique est de voir ce que donne cette approximation au niveau des
expériences physiques.

Expériences physiques Des expériences ont été menées. Elles mettent en
avant la concordance des mesures avec la théorie du condensateur plan jusqu’a
une valeur critique du potentiel au dela de laquelle la goutte semble bloquée et
n’évolue plus : c’est ce qu’on appelle le phénoméne de saturation.

Pour de trés grands potentiels (aprés saturation), les physiciens ont aussi
observé une instabilité au niveau de la ligne de mouillage, la goutte éjectant de
fines gouttelettes d’eau. (JQBO1], [VVB99], [Bie05]...)

L’approximation condensateur plan semble étre valide seulement jusqu’a un
potentiel critique. Du fait de la forme de la goutte, la charge est infinie a la
ligne triple. Ce caractére du champ électrostatique n’est pas pris en compte dans
I’approximation condensateur plan.

Comme précisé dans I'introduction, la majorité des tentatives d’explication de
ce phénomeéne de saturation attribue un grand role a cette singularité du champ
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au voisinage de la ligne triple.

Il nous faut donc pour espérer décrire correctement le phénoméne calculer
effectivement le potentiel électrostatique sans faire I’approximation condensateur
plan.

Le but de la section suivante est d’écrire mathématiquement un modéle sans
faire d’approximation sur le potentiel électrostatique. La capacité correspondante
sera alors exprimée en fonction du gradient du potentiel électrostatique. Concré-
tement nous cherchons & exprimer I’énergie d’'une forme de goutte a potentiel
donné.

1.2 Description du probléme mathématique

Nous étudions I’évolution de la forme d’une goutte de liquide sur un polymeére
isolant lorsqu’elle est soumise a une différence de potentiel. Nous allons écrire
un modéle mathématique 3D (que l'on retrouve dans [Bou97|) qui permettra
d’examiner aussi bien le cas axisymétrique que d’envisager des développements a
des formes non symétriques.

1.2.1 Dispositif expérimental

On se place dans un repére orthonormé de R3. La face supérieure du film
polymeére, sur lequel est posée la goutte est dans le plan (Oxy).

On utilisera les indices L,S et G pour désigner les domaines liquide, solide et
gazeux. Un couple d’indice LS,LG,... sera relatif & une interaction liquide-solide,
liquide-gaz,...

On notera €2, le domaine borné dans lequel se situe le dispositif expérimental
et seront menés les calculs.

Notations :

On désignera par :

Q; le domaine de R? occupé par le liquide dans l'espace et I';, son bord.

I',s I'interface liquide-solide.

I' ¢ Vinterface liquide-gaz.

Q¢ le domaine de R? occupé par le gaz et I' son bord.

Qg le domaine de R? occupé par le solide et I's son bord.

[’y le bord de €2, ou la contre-électrode s’applique.

I'.q et I'.g les frontiéres extérieures de €2,

Q=0Q, \QL

£a, €5 et g, les permittivités respectives de (g, (g et Q.
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Fic. 1.3 — Domaine 3D

H

N;, i valant L, G, S, LS, LG,GS..., les normales sortantes respectives aux sur-
faces I';.

Qg, Qa, Qp, 2 sont donc inclus dans €)..

L’interface solide-liquide-gaz sera appelée ligne triple.

Remarque 1.2.1 Dans la suite on notera ¢q, plutét que V', la différence de po-
tentiel appliquée.

1.2.2 Le potentiel électrostatique

L’application d’une différence de potentiel ¢y entre la contre-électrode I'y et
la goutte ) crée un potentiel électrostatique dans tout I’espace. La goutte est
supposée parfaitement conductrice ; le potentiel est donc constant dans €2;. Mais
la répartition des charges ne l'est pas : elle dépend de la forme de la goutte.
On notera ¢ le potentiel électrique créé hors de la goutte i.e. sur Q, \ Q et %
sa restriction a (g, gf)g sa restriction a (g.
On négligera les effets électrostatiques loin de la goutte.

#* est alors solution du systéme d’équations aux dérivées partielles :

div(e;V¢$) =0 dans Q;, i=G,5S.
P2 = ¢ sur g
p¢=¢o sur g
d)g =0 surly
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A Tinterface solide-gaz, on a les relations de transmission suivantes :

ig = ¢g . sur FSG
€GV¢2.NG = —55V¢§.N5 sur FSG

sur la frontiére artificielle, on impose :

—_
€ZV¢?NZ =0 sur Feia 1= G, S.

Ecrivons ce systéme sous forme faible. On note H'(f2) I'espace de Sobolev
classique et on pose

Ho(Q) ={v € H'(Q);9 =0sur [yUT s U5} (1.5)

H(Q)={y € H' (Q);¢ =0sur Ty, ¥ = ¢ sur I'ng Ul 1q} (1.6)

En notant e 'application définie sur €2 par

eq sur Qg
E =
€g sur §lg

la formulation faible s’écrit :

trouver ¢ € H () tel que

(F'V)a
Vi € Ho(R2), /g (Vo . Vi) d2 =0

ot (...) est le produit scalaire euclidien de R?.

Grace au théoréme de Lax-Milgram, on peut montrer que le probléme admet
une unique solution ¢ € H ().

Dans la suite on notera

a6, ) = /Q £ (V6. Vi) dD (L.7)
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1.2.3 L’énergie de la goutte

Le potentiel ¢g > 0 étant donné, ’équilibre de la goutte €2, correspond a un
minimum de ’énergie du systéme. On prendra en compte les énergies de tension
superficielle, gravitationnelle et électrostatique. On notera opg, ogs et opg les
tensions de surface relatives aux différentes interfaces. Pour une goutte (2, et un
potentiel ¢g, ’énergie du systéme est :

5(QL, gf)o) = pg/ zd$2 +/ O'LGcZO' +/ O'Lst' +/ Ugst'
Qp, I'ra I'rs Fas
%,—/ . ~ 7
Energie potentielle Energie capillaire

1
- 5 [elverpan
Q

Energie électrostatique

ot ||.|| désigne la norme euclidienne dans R3.

1 1
Remarque 1.2.2 Le terme 5 / el |V¢Q] 12dQ) est donc I’équivalent du terme 50@%
Q

donné dans le cas du condensateur plan.

A une constante additive preés, on a :

E(Qr, do) = Pg/

1
i+ / oredo + / (015 — 00s)do — © / V62| P
Qr I'La s 2 Jo

ou l'énergie électrostatique est affectée du signe moins puisque cette énergie
est imposée par un générateur extérieur. Cette intégrale dépend de €2 puisque
Q=0Q.\Q et ¢ est la solution de la formulation variationnelle (F'V)q.

1.3 La recherche de formes optimales, dérivation
de forme

On soumet la goutte €25 de volume vol & une différence de potentiel ¢y. La
forme optimale {2} de la goutte correspond a un minimum de ’énergie :
E(Q7, = min E(Qyp,
( L d)O) {Qr;volume(Qy, )=vol} ( L ¢O)
L’évaluation de la fonction £(Qr, ¢y) demande la résolution d’un probléme

d’équations aux dérivées partielles sur le domaine Q = €, \ Q. Qg est fixé mais
Q¢ et donc €2 dépendent de €2, c’est une difficulté majeure du probléme.
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Il est clair que se donner €0, est équivalent a se donner un domaine €2, et dans
la suite on prendra () comme variable.
En introduisant les paramétres
a P9 _oszoes 5 1 (1.8)
oLG oLG oLG
il est donc équivalent de minimiser

5
J(Q):a/ de+u/ d0+/ da——/€\|V¢>Q!!2dQ
QL 1—‘LS FLG 2 Q

En utilisant que Q = Q. \ Q , il est équivalent de minimiser la fonctionnelle
que l'on notera également J :

5
7() :—a/de+u/ da+/ da——/guwﬂmdg (1.9)
Q T'rs T'ra 2 Q

On cherchera & minimiser J sur un ensemble de domaines admissibles obtenus
par de petites déformations réguliéres d’'un domaine de référence. On précisera ce
point au paragraphe 1.3.1.

L’objectif est ensuite de déterminer une condition nécessaire d’optimalité pour
un domaine (2. Pour cela nous allons chercher & donner un sens a la dérivée de
la fonctionnelle J. La principale difficulté étant que I'on cherche a dériver sur un
ensemble de domaines qui n’a pas la structure habituelle requise pour définir une
dérivée au sens usuel.

Pour obtenir une condition nécessaire d’optimalité, il faut tout d’abord pré-
ciser la classe des domaines sur lesquels on minimise.

1.3.1 Domaines admissibles

On aura besoin de donner un sens a des formulations intégrales sur des do-
maines ou des bords de domaines. On travaillera donc avec des ouverts 2 a bord
lipschitzien. Pour cela on choisit de prendre des déformations d’ouverts a bord
lipschitzien, obtenues par des applications suffisamment réguliéres, de facon a
conserver le caractére lipschitzien des domaines [Sim91].

Remarque 1.3.1 Plus précisément, on travaillera avec des ouverts du type décrit
précédemment et dont les parties de la frontiere sont régulieres par morceaux.
On note

CHQ,R?) = {U/ﬁ; Ue Cl(R3,R3)}
que I'on munit de la norme infinie

Ul = sup U (z)| + sup | DU ()|

€ e
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ol DU est la différentielle de U.

On introduit ’ensemble des déplacements admissibles
UQ,R?) ={U € C'(ULR?);||U]| < 1,U. /o =0 et Uyp, =0}

Enfin pour U € C}(Q,R?), on notera  + U I'ensemble (Id + U)(1).
Soit Y un domaine fixé de référence du type décrit dans le paragraphe 1.2.1.
On définit

Do = {QO +UU € U@, R3)}

On cherche donc une condition nécessaire d’optimalité sur la solution du pro-
bléme suivant

Trouver 2* € Dy, tel que

J(Q) = min J(Q2)
{Q€D,q;0(€2)=0}
ou C(9) traduit la contrainte de volume :
C(Q) = volume(£2, \ Q) — vol = volume(Q,) — vol.
On admettra ’existence d’une solution a ce probléme.

Nous allons maintenant donner un sens a la dérivation de la fonction J par
rapport a un domaine {2 grace a la notion de dérivée de forme. C’est une notion
classique dont on pourra trouver le détail dans [HP05, MS76]. On en donnera ici
une version plus faible mais qui nous suffit pour traiter notre probléme.

1.3.2 Notion de dérivée directionnelle.

Définition 1.3.2 Une fonction J définie sur Dyy et a valeurs dans R admet
une dérivée directionnelle en un point ) de D,y dans une direction U € U si
la fonction J*: W — J((I+W)(Q)) définie sur U(Q,R?) & valeurs dans R
admet une dérivée directionnelle au point 0 dans la direction U (au sens usuel de
CH(R3,R3)). La dérivée directionnelle de J en Q dans la direction U sera notée :

DJ(Q).U := DJ*(0).U

Nous allons maintenant pouvoir écrire une condition nécessaire d’optimalité
sur J.

Pour Q € D4, et A € R, on note L(2, ) = J(©) —AC(Q2) le lagrangien associé
a notre probléme d’optimisation sous contrainte.

Chercher une solution Q* du probléme (P) nous améne a trouver un point
selle de L.

Nous allons chercher une condition nécessaire pour qu’un couple (Q*, \*) €
D.q X R soit un point selle de L.
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1.3.3 Condition nécessaire d’optimalité

Proposition 1.3.3 Si (", \) est un point selle de L, et si J et C admettent
une dérivée directionnelle au point 0* dans la direction U € U(2*,R3), alors

DJ(Q*).U = A»*DC(Q).U

Démonstration :

(Q*, \*) point selle de £ < VQ € Dy, VA ER,
LN < L(OQ M) < L(Q,\)
Soit U € U(Q*,R?). Pour t € [—1,1], tU est un élément de U(Q*,R?). Et donc

I’ensemble Q* + tU est encore un élément de D, .
On a donc :

LU N < LQF+tU,N), Ve [-1,1]

En explicitant la valeur de £, on obtient :
J(Q) = NCQ) = J(Q +tU) + XC(Q +tU) <0, Vte[-1,1]
En reprenant les notations de la définition, on en déduit que :
J*(tU) — J*(0) — X\*[C*(tU) — C*(0)] > 0, Vte[-1,1]
En divisant par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :

DJ*(0).U — AX*DC*(0).U > 0

En procédant de méme avec £ < 0, on en conclut que
YU e U(Q*,R?), DJ*(0).U — \*DC*(0).U =0
Et donc par définition méme de la dérivée de forme :
YU e U(Q*,R?), DJ(Q).U - XDCQ*).U =0
[

Nous allons donc dans la suite chercher, si elles existent, les expressions des
dérivées de J et C' par rapport a un domaine.
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1.4 Dérivation de I’énergie par rapport a la forme

L’énergie

o
J() = —a/de+/ da+,u/ da——/5||V¢QH2dQ (1.10)
2 I're I'rs 2 Ja
N——— e N———

R

Jg'r‘a'u ']LG JLS Jelec

est la somme des quatre termes Jy 40, J1c, JLS, Jelec-
La contrainte de volume est, quant a elle, donnée par :

C(2) = Vol(Q. \ Q) — vol (1.11)

Les trois premiers termes de J ainsi que C' sont des intégrales par rapport a
une surface ou a un domaine d’une fonction indépendante de ce méme domaine.
On dispose de résultats classiques sur la dérivation par rapport a un domaine de
tels termes (voir par exemple [MS76]). On n’entrera donc pas dans les détails de
la dérivation de ces termes. On s’attardera plus sur le terme singulier de notre
probléme : la contribution électrostatique Je..

1.4.1 Dérivées des énergies gravitationnelle, capillaire et du
terme de contrainte de volume

Soit Q € Dyy et U € U, R?).
e La dérivée de Jg4, au point €2 et dans la direction U s’obtient en suivant
la définition 1.3.2 et les résultats de [MS76] et [HPO5].
On obtient
DJpas(Q).U = DI (0).U = a / 0.4+ a / Adiv(D)dQ (1.12)
Q Q

grav

e On peut de la méme fagon exprimer la différentielle de C' qui s’apparente
au terme Jg,q,.
DCQ).U = — / div(17)dS (1.13)
Q
e Les dérivées des termes Jpg et Jpg s’obtiennent de maniére analogue en
utilisant un résultat de dérivation par rapport a une surface :

DJpc(Q).U = /

I'ra

div(U)do — /

T'ra

— —
(NLG . DUNLG> do (1.14)

DJLS(Q)'U:N/

Irs

div(U)do — ,u/

T'rs

(NLS K DUNLS) do (1.15)

ot ‘DU est la transposée de la matrice Jacobienne de U
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1.4.2 Dérivée de I’énergie électrostatique

Nous allons étudier plus en détail le terme électrostatique Jere. ([MWO05]).
Soit W € U(Q, R?), par la définition 1.3.2

I (W) = —g /§2+W5 HV¢Q+WH2 dQ)

Posons pour alléger les notations F := Id + W. Comme W € U(,R?), F est
inversible.

On considére les deux problémes variationnels transportés suivants :

Trouver ¢ € H(F(Q)) tel que

(FV)re
Vi € Ho(F(Q)), ap@) (e, ) = /F(Q) e (Vo' D . V) dQ =0

Trouver ¢ € H(Q) tel que

(FV)
Vip € Ho(9), / e ((DF ' o F)V¢" . (DF™' o F)V) | det(DF)|dQ =0
Q

Les problémes (FV)p(q) et (FV){ admettent chacun une solution unique.
L’application Ty : ¢ € Ho(F () — ¥ o F € Hy(2) est un isomorphisme de
Hy(F(2)) dans Ho(2). On peut de méme définir 7" de H(F(Q2)) dans H (), car
¢ est une constante; 1" est aussi un isomorphisme.

Ces deux problémes sont donc équivalents.

On notera dans la suite, pour ¢ € H(Q2) et ¢ € Hy(2)
a(F, ¢,1) = /Qe ("(DF "o F)V¢. (DF~' o F)Vy) |det(DF)|dQ  (1.16)
Par unicité des solutions aux deux problémes variationnels, on a
oF = pF@ o
Et donc

/  [|VeF@| g = / c[[(DF" o F)VF||? | det(DF)[d0
F(Q) Q
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Posons alors pour ¢ € H((Q),

Joee(F, $) = —g /Qg [{(DF~" o F)Vo|[*| det(DF)|dS (1.17)

elec*
On peut montrer avec le théoréme des fonctions implicites que J... est C! et

que W — ¢!¥W est différentiable ([Sim91]). Un résultat classique de controle
optimal (|[MS76] V-10) nous permet alors d’écrire

On a en quelque sorte découplé les variables F' et ¢ dans l'expression de J;

VU € U(Q,R?), DJ

elec

(0).U = DpJaec(Id, ¢).U — Dpa(Id, ¢, p?).U (1.18)

ou la notation Dy désigne la différentielle partielle par rapport a la variable F' de
Jelee €t @, et pt € Hy(Q) est 1’état adjoint solution de I’équation

Vo € Ho(Q), Dya(ld, ¢ p).¢ = DyJeec(Id, $7).¢ (1.19)

ou la notation D, désigne la différentielle partielle par rapport a la variable ¢.
La différentielle de (1.16) et (1.17) par rapport a ¢ lorsque F' = Id donne :

Vo € Ho(Q), Dga(ld, ¢ p?).¢ = aq(p®, d) (1.20)

et
DQSJelec(]da ¢Q)¢ - _5aﬂ(¢ﬂa d)) (121)
¢ étant solution du probléme variationnel (F'V)gq, on déduit de (1.19), (1.20),
et (1.21) que Vo € Ho(Q2), aq(p®, ¢) = 0.
Et donc comme p* € Hy(Q),
P =0
(1.18) devient alors

YU e U(g, R3)7 D :lec(o)‘U - DFjelec(Id7 ¢Q)U

On est ramené a une intégrale sur un domaine fixe et en utilisant les formules
de différentiation sous le signe intégral (|Sim91]), on obtient finalement, comme
DJeec(2).U = DJY,.(0).U :

elec

DJee(Q).U = —§/5]|V¢9H2div(U)dQ+é/5((tDU+DU)V¢Q.V¢Q) dQ
2 Jo 2 Jo

(1.22)

Remarque 1.4.1 En supposant plus de régularité sur le domaine €0, il est pos-
stble d’écrire le terme de dérivée électrostatique comme une intégrale sur le bord

de €.
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1.5 Formulation de la condition nécessaire d’opti-
malité

Par la proposition 1.3.3, si un couple (2*, \*) de D,4 X R est un point selle de
L alors

VU € U, RY),
DJgran(2).U + DJpc(2°).U + DJps().U + DJee(2).U = A*DC(Q).U
(1.23)

ou les termes utilisés sont définis en (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) et (1.22).

La formulation que I’on obtient ici est vérifiée pour tout domaine optimal 3D
de D,q4. Elle peut étre utilisée pour des simulations numériques en particulier a
fort potentiel ¢y.

Nous allons au chapitre suivant en donner une premiére application pour cal-
culer I'angle de contact pour des formes a géométrie axisymétrique.

1.6 Conclusion

Ce premier chapitre a permis la compréhension du phénomeéne d’électro-
mouillage. Nous avons établi un modéle mathématique que 1’on retrouve dans
[Bou97]. Ce modéle est complétement tridimensionnel et consiste en la minimi-
sation de I’énergie sous une contrainte de volume. La notion de dérivée de forme
nous a alors permis d’en extraire une condition nécessaire d’optimalité. Dans ce
chapitre nous ne nous sommes pas penchés sur les problémes d’existence et uni-
cité de la solution du probléme de minimisation ni sur une éventuelle condition
suffisante d’ordre deux car ce n’était pas l'optique de ce travail, mais ce pourrait
étre 'objet de travaux ultérieurs intéressants. On pourra trouver des études de
problémes du méme type dans [HP05| et on supposera dans la suite ’existence
d’un tel domaine optimal.

Nous allons maintenant exploiter ce modeéle dans le cas d’une géométrie axi-
symétrique.



Chapitre 2

Le cas axisymétrique

Le chapitre précédent a permis de mettre en place un modéle mathématique
pour I’électromouillage. Dans ce chapitre nous étudions un cas particulier fournis-
sant déja beaucoup d’informations : le cas d’'une géométrie axisymétrique. Cela
signifie que nous supposons que la goutte recherchée est invariante par rotation
autour de 'axe (Oz) (en gardant les notations du chapitre 1, voir figure 1.3).

Ainsi il suffit seulement d’observer une section 2D de la goutte. La ligne triple
devient alors un point triple liquide-solide-gaz et nous pouvons définir un angle
de contact entre le liquide et le solide au point triple.

Le but de ce chapitre est de poser le probléme de I'électromouillage en axisy-
métrique et de démontrer un résultat essentiel concernant 1’angle de contact de
la goutte.

La section 2.1 permettra de décrire le domaine, les différents espaces considérés
et le potentiel électrostatique en intégrant le caractére axisymeétrique.

Ensuite en section 2.2 nous étudierons plus précisément la régularité du po-
tentiel. En effet il est essentiel de remarquer que, le potentiel étant calculé dans
un domaine comportant un coin rentrant (du fait de la ligne triple), il n’est pas
aussi régulier qu’on pourrait ’espérer.

Enfin, aprés avoir écrit la condition nécessaire d’optimalité en y intégrant le
caractére axisymeétrique, nous 1’'utiliserons pour montrer, par un choix judicieux
de déformations, que la valeur de 1’angle de contact est indépendante du
potentiel appliqué. Sa valeur est donc celle de 'angle de contact & potentiel
nul, i.e. 'angle de Young.

2.1 Passage en axisymétrique

Le fait de considérer une goutte & géométrie axisymeétrique nous permet de
ramener toute notre étude tridimensionnelle & une étude bidimensionnelle. Toutes
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les quantités devenant elles aussi axisymétriques, nous pourrons nous contenter
d’étudier leur analogue bidimensionnel issu du passage en axisymétrique.

2.1.1 Les notations axisymétriques
2.1.1.1 Le domaine

Supposons que le domaine Q2 de R? soit axisymétrique. On choisira d’exprimer
un point de I’espace en coordonnées cylindriques.

On se place alors dans un repére orthonormé de R? et on note w le domaine
2D associé a 2 en 3D. On définit de fagon analogue wy, ws, wa, We, VLS, VLG,

VGs, Ve
Ils sont définis comme sur la figure 2.1 :

VG
MeG
LG
wa
z
wr, i
'VLSOA vGs
0 T A
VzS ws Ves
Y0

F1G. 2.1 — Domaine 2D issu du domaine 3D axisymétrique

v, est constitué des frontiéres extérieures solide 7.5 et gaz v.q. 7. est constitué
des frontiéres v,¢ et 7.g sur l'axe (Oz).

On notera A le point triple et © 4 ’angle de contact.
(1,0, z) représenteront les coordonnées cylindriques de 2 centrées en O.
(...) désignera, suivant les vecteurs en jeu, le produit scalaire de R? ou de R?.
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2.1.1.2 Espaces et quantités axisymétriques

On définit pour w domaine de R? associé a un domaine € de R? axisymétrique
les espaces analogues a ceux définis pour le domaine 2 :

C'(@,R?) = {u/zue C(R* R}

que I'on munit de la norme infinie

|lulloe = sup [u(z)| + sup [ Du(z)]

TEW TEW
ol Du est la différentielle de wu.

o U, R?) = {ueC'w,R); |[ulloc <1,us/ps =0, up, =0, et (u,)/,. =0}
ol (u,,u,) sont les composantes de u dans R2.

Placons nous au minimum d’énergie 2* et considérons w* le domaine 2D as-
socié.
Choisissons une direction de déformation U € U(Q2*, R3) invariante par rotation
d’axe (Oz).

On peut trouver

u: w* — R?
(r,2) = (un(r, 2),u(r, 2))
telle que u € U(w*, R?) et si
U: O — R? (muni des coordonnées cartésiennes)
(r,0,z) —  (uy(r,2) cos(0), u,(r, z) sin(0), u.(r, 2))

alors

Ul(rcos(#),rsin(8),2) = U(r, 0, ) (2.1)

De méme, on a des relations et notations analogues pour les normales sortantes
aux différents bords. Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur la surface 7 (resp. I)
considérée, on notera m (resp N) pour n, (resp Np).

Il existe
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o R? — R?
(n2) = (. 2),ma(r, 2))
tel que si
N: R)—  R?(munides coordonnées cartésiennes)
(r,0,z) — (n.(r,z)cos(0),n.(r, z) sin(0), n,(r, z))

alors

_ ~

N (rcos(9),rsin(f), z) = N(r,0,z)

Remarque 2.1.1 (n,);,, =0

La direction de déformation et la normale sont donc entiérement déterminées par
la donnée des applications du plan u et 7.

e On donne aussi les domaines admissibles axisymétriques.
Pour @ domaine lipschitzien de référence fixé :

Dug = {(Id+ u)(®),u € U(®,R?)} (2.2)

On a pour u et U associés comme dans (2.1),

div(U) = “7 + div(u) (2.3)

ou, n ou,
or 0z

ou div(u) =
et . _ . .
(N DUN) = (W DuT) (2.4)

pour les normales aux différentes surfaces considérées.

On notera
div,(u) = div(u) — (W " Dun) (2.5)

la divergence surfacique de la surface v

e Définitions des différents espaces.
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Nous allons utiliser les ensembles analogues au cas 3D, mais dans le cas
axisymétrique. Ces espaces seront donc tous définis pour la mesure rdrdz.
Pour un domaine ouvert w de R? quelconque :

L? (w) Pespace des fonctions de carré intégrable pour la mesure rdrdz.
H'(w) Pespace de Sobolev associé & la mesure rdrdz

ﬁ&(w) = {u € H'(w);u=0sur v Uyws Uvra}

HY(w) = {u € H'(w);u =0 sur 7, u = ¢o sur 7.5 Uyrc}

Les espaces de Sobolev d’ordre s pour la mesure rdrdz seront eux aussi
notés H*(w)

Plus généralement, s’il n’y a pas ambiguité, tout espace surmonté d’un “sera
I’espace associé a I'espace dans le cas 3D pour la mesure axisymétrique. Si-
non la définition précise de 'espace sera spécifiée.

2.1.2 Le probléme donnant le potentiel

Comme toutes les données sont axisymétriques, le potentiel ¢ ’est aussi (voir
par exemple [BDM99| p 14-15). Cela nous permet donc de définir un potentiel
¥ en les variables (r, z). Il est solution du probléme variationnel suivant

Trouver ¢ € H}(w) tel que,
(Fo)., )
Yo e Hy(w), [ e(Ve“.Vu)rdrdz=0

ou (...) désigne ici le produit scalaire euclidien dans R?.
Dans la suite on notera pour ¢ € H'(w) et v € H'(w),

ay(p,v) = / e (Vo .Vou)rdrdz (2.6)

A ¢ on associe donc ¢* solution du probléme 2D associé donné sous sa forme
faible.
On peut vérifier que ¢ est solution faible du probléme donnant le potentiel sur
() si et seulement si ¢“ est solution faible du probléme 3D axisymétrique associé.

Remarque 2.1.2 Si on pose :
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9 9? 10
* Ar =gz taztiy

et
o pouri € {G,S}, ¢¥ la restriction de ¢* a w;,

alors o est solution faible du systéme d’équations auz dérivées partielles :

el = 0dansw;, 1=G,S.

O& = Yo SuUT YL
90°§ = Yo SUr yLs
g = 0 surqy
Yo = Ps surysa
w w =
eaVogng = —esVPg.ng sur ysa

sngp‘g’.ﬁ; = 0surv., +=G,S.
(2.7)

Dans la suite de ’étude du modéle, nous aurons besoin de connaitre précisé-
ment la régularité de ¢“. C’est 'objet de la section suivante.

2.2 Etude de la régularité du potentiel

Ce paragraphe va nous permettre de préciser le comportement du gradient du
potentiel au voisinage de la ligne triple.

En observant les domaines admissibles, on remarque qu’ils présentent un coin
rentrant au niveau du point triple A. Ceci a pour effet une perte de régularité du
potentiel.

Donnons nous un domaine w issu d’un domaine 3D & géométrie axisymétrique.
Le potentiel ¢ est solution du probléme variationnel (Fv),,.

Etudier la régularité de ¢“ sur w nous améne a étudier ’opérateur laplacien
axisymétrique A, en transmission dans un domaine a coin i.e. 'opérateur
e/, ol

€ =eq dans wg et € = €4 dans wg.

Les singularités dans des domaines & coins ont été largement étudiées. Ainsi

on dispose de résultats dans des cas proches du notre :

1. ’opérateur laplacien dans un domaine a coins 2D et 3D a été étudié
notamment par P.Grisvard et M.Dauge dans |Gri85],|Gri92|, [Dau88|.

2. Le cas de 'opérateur laplacien axisymétrique A, a lui aussi été traité
dans [BDM99| dans le cas de domaines & coins 2D et 3D.
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3. L'opérateur laplacien en transmission que l'on pourrait noter eéA a
quant a lui été étudié par K.Lemrabet dans [Lem77| pour un domaine 2D
a coins et dans [Lem78| pour un domaine général 3D a coins.

Chacun des points 1., 2. et 3. n’est pas suffisant pour traiter totalement notre
cas. Cependant dans ces trois cas, on retrouve une structure commune de dé-
monstration adaptable au cas de notre opérateur.

C’est pourquoi nous allons commencer par rappeler les résultats connus. Nous
aborderons d’abord le cas de domaines 2D et de 'opérateur laplacien pour pré-
senter de fagon simple la structure de démonstration utilisée (en section 2.2.1).
Puis apreés avoir énoncé les résultats connus dans le cas 3D axisymétrique pour
lopérateur laplacien (en section 2.2.2), nous dériverons un résultat pour 'opéra-
teur A, en transmission. Cela reposera essentiellement sur ’adaptation du point
3. (cas 3D) au cas axisymétrique. Enfin nous énoncerons le résultat de régularité
dans notre cas précis.

2.2.1 Cas d’un domaine 2D
2.2.1.1 L’opérateur laplacien

C’est le cas le plus simple, détaillé dans [Gri85| et [Gri92|, mais qui illustre
bien le principe de démonstration qui sera utilisé pour chaque généralisation. On
considére un domaine w de R? polygonal & n arétes (notées ;) et sommets (notés
A;j). Pour f € L*(w), on note p € H'(w) la solution variationnelle de I'équation :

Ap = f
(PA){ ¢ = Osurvy;, Vje[l,n]

Fia. 2.2 — Cas du polygone
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On cherche a étudier la régularité de ¢ au voisinage d’un coin. Si ©; est ’angle
entre y; et v;_; (voir figure 2.2), P.Grisvard montre dans [Gri92| p.52 le

Théoréme 2.2.1 Il existe un nombre fini de réels c; tels que

p— > ¢S € H (w)

@j>ﬂ'

ot Sj(r;,0;) = rfj sin(%)nj(rj) avec
e (rj,0;) les coordonnées polaires centrées au coin A; correspondant (figure
2.2), telles que l'aréte ;1 corresponde a 0; = 0.
e 1); est une fonction & support compact centré autour de A; n’intersectant
pas le support des autres n, pour k # j

OnaS; e H(w)\ H*(w) si ©; > .

Remarque 2.2.1 Avant d’exposer la structure de démonstration du théoréeme
2.2.1, nous donnons un résultat utile pour la suite.

On note D(L*(w),A) := {v € L*(w) tels que Av € L*(w)}. Dans [Gri92] p.27,
P.Grisvard montre qu’on peut définir sur cet espace une notion de trace t; sur
chaque aréte y;, pour j € [1,n].

Principe de la démonstration : On rappelle le principe général de la démons-
tration du théoréme 2.2.1.

1. On commence par établir une estimation a priori sur ¢ € H?*(w) N H (w) :

ol 2wy < C(w)||A@|| L2

ou C'(w) est une constante positive qui ne dépend que du diamétre de w.

2. Cette estimation nous permet de dire que I'opérateur laplacien A considéré
comme un opérateur de H?(w) N Hj(w) dans L*(w) est injectif et d’image
fermée (|Gri85| page 208).

3. On caractérise alors N Porthogonal de A(H?*(w) N H{(w)) dans L?(w).

L*(w) = A(H*(w) N Hy(w)) & N

On montre que

N = {v € D(L*(w), A) tels que Av =0 dans w, ¢;(v) = 0 sur v;,Vj € [1,n]}
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4. Les éléments de N sont C*™ sauf au voisinage des coins.

Si on note m le nombre de coins rentrants du polygone, les éléments de N
peuvent s’exprimer comme combinaison linéaire de m fonctions linéairement
indépendantes. On en déduit donc que N est de dimension finie égale au
nombre de coins rentrants du polygone.

5. Reste alors & remarquer que pour j € [1,n], tel que A; est un coin rentrant,
AS; n’est pas orthogonal & N, donc n’est pas dans I'image de H*(w)NHg(w)
par A. Comme ces fonctions sont linéairement indépendantes et que leur
nombre est exactement m, on en déduit le résultat du théoréme par unicité
de la solution du probléme (Pa) (au sens variationnel).

Remarque 2.2.2 Ce résultat peut étre généralisé au cas d’un polygone curviligne
i.e. un polygone o arétes courbes réguliéres (voir [Gri85] définition 1.4.5.1 p.34).
Les domaines admissibles que nous considérons rentrent dans ce cadre.

On dispose donc d’un résultat de décomposition de la solution du probléme
(Pa) pour un domaine polygonal curviligne dans le cas de 'opérateur laplacien.

Passons maintenant a 'opérateur laplacien en transmission.

2.2.1.2 Un probléme de transmission 2D

F1G. 2.3 — Domaine considéré dans le cas d’'un probléme de transmission

Nous allons donner une version "allégée" du résultat établi par K.Lemrabet
dans [Lem?77|, suffisante pour comprendre notre probléme. On reprend ses nota-
tions.
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On considére un domaine 2D, w, formé de deux composantes w™ et w™. Cha-
cune de ces deux composantes est supposée a bords courbes comme décrit sur la
figure 2.3.

Le bord de ce domaine w est lui aussi séparé en deux composantes v et ™.
On notera v la courbe qui partage le domaine w en ses deux composantes.
A et B sont les extrémités de v. Soit M € {A, B}, on note :
° @ﬁ I'angle que font les tangentes & v avec *.
e (7, 0)) les coordonnées polaires centrées en M telles que « coincide loca-
lement avec 03, = 0.
On choisit de compter ©7, positivement et ©;, négativement.
e 7, fonction C* a support compact inclus dans w qui vaut 1 au voisinage
de M et 0 en dehors d’une boule centrée en M.

Pour une fonction h définie sur tout w, on notera h™ sa restriction a w™, et
h~ sa restriction a w™.

Soit f € L*(w) et (p*,p~) € (R™)2 On cherche (¢*, »~) solution du pro-
bléme de transmission suivant :

((pt AT = fT dans wt
p Ay~ = f~ dans w™
et =0 sur "
(PTa) { o~ =0 sur y~
ot = 7 sur y
p+% = p—ai sur 7, ol n est la normale sortante a w™
\ on on

En adaptant la démarche de P.Grisvard au cas d'un probléme de transmission,
K.Lemrabet a détaillé les étapes 1., 2., 3., 4. et 5. précédentes. Il en résulte le :

Théoréme 2.2.2 Il existe d’uniques réels ¢k, tels que :

pt— > Sy e H(wh)

M=A,B
0<ujkw<1
avec
K, P vk
Sy (rar, Oar) = WM@L)T]\% sin(vh, (On — O3 (rar, Oar), 0 €)0,07%[
2 vk

Sy (rar, Oar) = )7"1\}{ sin(vy;(On — O3p)) e (rar, Oar), 0 €105, 0]

cos(vk,©7,
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o :

v, est l'unique solution dans 0, 1[ de I’équation p™ tan(v5,03,) = p~ tan(v5,07,).
Démonstration : La démarche pour démontrer ce théoréme est la méme que celle
pour un probléme sans transmission. K.Lemrabet se place tout d’abord dans le
cas d’'un polygone. Il démontre une inégalité a priori (étape 1.) qui permet de dé-
composer l'espace L?(w™) x L?*(w™) en une somme directe orthogonale (étape 2.).
Puis il caractérise les éléments de I'espace N (étape 3.) et détermine la dimension
de cet espace (étape 4.). La décomposition de la solution suit (étape 5.).

Enfin le résultat est généralisé a des frontiéres polygonales courbes (qui donne
donc un résultat plus général que celui énoncé).

En résumé : Si la frontiére est polygonale curviligne, il y a les singularités
dues & un coin qui touche 'interface entre les deux domaines et les singularités
dues aux coins qui ne touchent pas l'interface. Ces derniéres sont données par
les fonctions classiques du théoréme précédent de P.Grisvard pour des coins ren-
trants.

Cette section a donc permis d’avoir une idée du type de singularités qui ap-
paraissent pour 'opérateur A simple et en transmission.

Nous allons maintenant nous intéresser au cas des domaines 3D axisymé-
triques.

Aprés avoir énoncé un résultat de décomposition (analogue du théoréme 2.2.1)
issu de I’étude de 'opérateur A,, nous dériverons de ’étude de I'opérateur A 3D
en transmission un résultat de décomposition (analogue du théoréme 2.2.2) pour
lopérateur A, en transmission.

2.2.2 Le cas 3D axisymétrique

Nous commencerons cette section par une remarque :

Remarque 2.2.3 Tout comme dans la section 2.2.1, les résultats seront énon-
cés pour le cas de polygones, mais peuvent étre généralisés au cas de polygones
curvilignes.

Nous allons donner des résultats qui ont été établis dans le cas 3D axisymétrique,
puis nous les généraliserons a notre probléme de transmission.
2.2.2.1 Probléme classique

On considére un domaine axisymétrique issu de la rotation d'un polygone
autour d’une de ses arétes que ’on considérera étre sur (Oz). On note v, Paréte
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F1G. 2.4 — Domaine 2D engendrant le domaine 3D axisymétrique

qui touche (Oz) et v le reste de la frontiére qui est une union de n arétes notées
Vi, © = 1.m (voir figure 2.4).

A priori le domaine 3D peut alors présenter plusieurs types de coins. Des coins
issus des arétes 7; et des coins issus des arétes qui touchent 7, (ici v et 7,) que
I’on appellera coins coniques.

Pour simplifier on supposera que les deux arétes de v qui touchent I’axe (Oz)
font un angle de g avec I'axe. Ceci supprime les coins coniques et il n’y a alors
pas de contribution singuliére au voisinage de 1'axe (Oz).

On s’intéresse a la régularité de la solution variationnelle de

A = f
(PAT){ ¢ = Osurvy;, Vjelln]

Les singularités pour un tel probléme sont soit de nature conique soit dues aux
coins issus des arétes ;. Pour le domaine considéré ici, il n’y a pas de singularités
coniques. Il est montré dans [BDM99| que, de plus, les fonctions singuliéres aux
coins issus des arétes v; sont les mémes que dans le cas 2D. En effet, au voisinage
de ces coins, il existe ¢ > 0 tel que r > c¢. La partie principale du laplacien
axisymétrique est alors équivalente a un laplacien 2D classique. On a le :
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Théoréme 2.2.3 [l existe c; € R tels que

=Y ¢S € H(w)

@j>ﬂ'

ou Sj(rj,0;) = rj@j sin(%‘?)nj(rj) avec
e (1;,0;) les coordonnées polaires centrées au coin A; correspondant
e 1); fonction a support compact centré autour de A; n’intersectant pas le sup-
port des autres m pour k #£ j

Pour aboutir au résultat qui nous intéresse, il reste donc a rajouter la trans-
mission dans le probléme (Pp,). Pour cela nous allons nous servir de résultats
3D établis pour l'opérateur A et les appliquer au cas 3D axisymétrique pour
généraliser le théoréme ci-dessus et le théoréme 2.2.2.

2.2.2.2 Cas de la transmission

K.Lemrabet a démontré dans [Lem78|, les points concernant I’inégalité a priori
dans le cas 3D ainsi que la caractérisation de ’espace N correspondant (étapes
1., 2., 3. de la démonstration). Il suffit alors d’appliquer les mémes méthodes
que dans [ACLO3| et [Lem77| pour trouver que la dimension de l’espace N est
égal au nombre de coins rentrants (étape 4.). On retrouve la méme conclusion
que dans le cas 2D. Les singularités issues du probléme 2D sont les mémes que
les singularités du probléme 3D axisymétrique. On ne réécrit pas le théoréme,
mais son expression est similaire a celle des paragraphes précédents. On va plutot
détailler le théoréeme dans notre cas précis dans la section suivante.

2.2.3 Application & notre probléme

Revenons a notre probléme d’électromouillage.
On suppose que (p,8) sont les coordonnées polaires centrées au point triple
(voir figure 2.5).

2.2.3.1 Enoncé du théoréme de régularité
On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.4 [l existe un unique ¢ € R tel que pour i € {G,S} :

oy —cS; € ]:IQ(wi)
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V=G
YeG

z

0
V=S VeS

Y0

F1G. 2.5 — Coordonnées polaires centrées au point triple.

S6lpr0) = ot gy S0 — (7 = ©a))u(p,0), 0 €07 — s
Ss(p,0) = cos() p”sin(v(0 +m))n(p,0), 6 €] —m0f

n est une fonction C>* a support compact, telle que n = 1 dans un voisinage
de A et nulle hors d’un cercle centré en A.
v est l'unique solution dans |0, 1 de [’équation

egtan(v(m — ©4)) = —eg tan(vm). (2.8)

On connait donc le comportement de ¢“ au voisinage du point triple. De plus la
forme de la singularité est connue explicitement ce qui nous permet de préciser
la régularité de p“.

2.2.3.2 Conséquences sur la régularité du potentiel

Commencons par donner des précisions sur v.

Proposition 2.2.4 Pour tout © 4 €|0, 7], il existe une unique solution a ['équa-
tion (2.8), v(©.4) appartenant a ]0,1[. De plus v(©4) €]5,1[ et croit lorsque © 4
croit.
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Démonstration : Commencons par montrer, pour © 4 fixé dans |0, 7|, 'existence
et I'unicité de la solution v a I’équation (2.8).
Posons o« =7 — O 4 et

g(x) = egtan(za) + eg tan(am)
e Domaine de définition de g :
o ((Z 2} o {3})

Pour k£ € N, on notera

T km
Ty =+ —
2x o
et
1
Yk i:§+k

Nous cherchons les solutions de ’équation g(x) = 0 dans 0, 1].
e Cherchons donc si des valeurs interdites (zj ou yi) peuvent se situer dans
intervalle [0, 1] :
— yp €1[0,1] < k= 0. On a alors y = 3.
— Cherchons sous quelles conditions sur k, on a z, € [0, 1].

k
ze01] & 0<—+2<1
20 «
o 0< (2k+ )7 <1
2c
1 200 —
& <k T (2.9)
2 2m
Il nous faut alors distinguer deux cas :
— Si ©4 €]0, 5[, alors
0 20— 1
2m 2
Donc le seul k qui puisse vérifier (2.9) est k£ = 0 et dans ce cas
m 1
= 1]
0= 54 €301l

— Si ©4 € [§, 7, alors

1 2a-—n7
2 < 27
Il n’y a donc dans ce cas aucun k qui convienne sauf si ©4 = 7 et dans
ce cas xp = 1 pour k = 0.

<0
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e Nous sommes maintenant en mesure d’écrire le tableau de variation de g,
en distinguant les deux cas précédents.
On pose 3 = egtan(a) € R := RU {+o0}.
~ Si ©4 €]0, 5[, alors on a le tableau de variations suivant :

I I
x 0 % z 1
g(1) + + +
400 +00 B3<0
g
0 —00 —00

On a 8 <0, car a €]7, 7|
— Si ©4 € [§, [, alors on a le tableau de variations suivant :

x 0 2 1
J (@) + +
+00 B3>0
Y
0 —00

On a 3> 0ou = +oo, car a €0, 7]
e De ces deux tableaux on déduit I'existence et 1'unicité de v solution de (2.8)
dans |0, 1[ et que de plus que v €]3,1].
La deuxiéme étape est d’étudier la variation de v en fonction de © 4.
Posons

f(v,0) =egtan(v(m — O)) + ¢ tan(vn).

Par ce qui précede, on sait que
1
VO €10, 7], 3w (O) 6]5, 1[ tel que f(r,©) =0

De plus f est C! en les deux variables et
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%(y, 0) = egm(1 + tan’*(vm)) + eg(m — O)(1 + tan®*(v(r — ©))) >0 (2.10)

%(u, ) = —esv(1 + tan®(v(7 — ©))) (2.11)

Par le théoréme des fonctions implicites, on montre qu’il existe une application
v : O — v(0) définie sur |0, 7| telle que v est dérivable sur |0, 7| et

af
—(v(©),0

I/(@) — _%’ WS E]O,W[
= (v(0).0)

De plus vu le signe des différentielles (2.10) et (2.11), on déduit que
V'(©) >0, VO €]0,7].
|

On en déduit donc que lorsque ’angle de contact © 4 augmente, v augmente et
donc la singularité devient plus faible. Et inversement lorsque © 4 diminue.
Nous allons maintenant préciser la régularité de ¢*. On a la

Proposition 2.2.5 Il existe k > 0 (dépendant de w) tel que ¢¥ € H24(w;) pour
ie{G,S}

Démonstration : Vu le théoréme 2.2.4, il suffit d’étudier la régularité des fonctions
Sq et Sg. De la proposition 2.2.4, on déduit que v > %, et donc il existe 0 < kK < %
tel que v > % + k. Ce qui nous permet de conclure au résultat.

Grace a 'étude de P. Grisvard dans |Gri85|, on sait que I'on peut définir la trace
du gradient de ¢ dans L? sur le bord de w; pour i € {G, S}.
De plus on remarque que vu la forme de la singularité Si et Sg, on a

o € HoM(w;) et Avg? € L*(w;) pour i € {G, S}. (2.12)

La régularité de ¢* est donc connue et nous avons pu donner quelques pro-
priétés particuliéres du potentiel qui pourront nous étre utiles par la suite.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat d’invariance de
I’angle de contact par rapport au potentiel imposé ¢.
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2.3 L’angle est indépendant du potentiel appliqué

Nous donnons tout d’abord les expressions de la fonction cott, du lagrangien
et de la condition nécessaire d’optimalité dans le cas axisymétrique. Puis par un
choix particulier de directions admissibles, on en déduira le résultat voulu.

2.3.1 Expression de la fonction coiit et de la condition né-
cessaire d’optimalité

2.3.1.1 La fonction coit

En introduisant le caractére axisymétrique, on donne l'expression analogue
2D (divisée par la constante 27) de la fonction cott J donnée en (1.9) :

J(Ww) = Jgrav(w) + jrs(w) + jre(w) + Jetee(w) (2.13)
Jgrav(w) = —a/ zrdrdz (2.14)
Jrs(w) = u/ rds (2.15)

jLG(w)Z/ rds (2.16)

)
Jelee(w) = —5/6\\V90“’||27"d7"dz (2.17)
La contrainte de volume est quant a elle donnée par :
vol
= drdz — — 2.18
c(w) /w Lr rdz — o (2.18)

2.3.1.2 Formulation de la condition nécessaire dans le cas axisymé-
trique

L’égalité (1.23) devient

JN* € R tel que Vu € U(w*, R?),
dj(w*)u = djgrav(W")u + djrg(w*)-u + djrs (W)t + djerec(W*) . u = Ade(w”).u
(2.19)
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On exprimera ces différentes quantités en détail dans les paragraphes suivants.

Les éléments u € U(w, R?) sont appelés directions admissibles.

2.3.1.3 Un choix particulier de directions admissibles

Précisons le bord v, au voisinage du point triple. Par définition des domaines
admissibles, w* est un ouvert lipschitzien, dont la frontiére v est au moins C'.
Notons A le point triple. Si on suppose que O 4, 'angle de contact en A, est dans
Iintervalle 0, 7|, alors il existe une boule ouverte B4 centrée en A et de rayon dy
et une fonction C* f: R — R telle que (r,2) € Vi N Ba & r = f(2) (théoréme
des fonctions implicites). Avec un tel paramétrage, on peut exprimer le cosinus
de ’angle de mouillage en A = (f(0),0) :

___ J9
cos(04) = T (2.20)

Plagons nous au minimum d’énergie w*.
On sait qu’en ce minimum

N € R tel que Yu € U(W*, R?), dj(w*).u = N de(w*).u

Nous cherchons a exploiter cette égalité afin d’en extraire une information sur
la géométrie de la goutte au voisinage du point triple A. L’idée est de trouver des
directions de déformations particuliéres u?, p € N* dont les supports centrés en
A se concentrent sur A lorsque p tend vers +o00.

Choisissons la suite (u?),en- définie par :

w: R* — R?
(r,2) = (uf,0)
ou
w: R? — R
1 .
v - | o Grmr) semores <

0 sinon.

Dans la suite on notera B, la boule ouverte de centre A et de rayon % et 0B, son

bord.

Le support de u? est donné par B,. Soit py € N tel que pour p > py, B, soit inclus

dans B4. Pour p > py, le support de u” est donc inclus dans le voisinage ol 7}
uP

est paramétré par f. De plus —%— € U(w*, R?).

[[u?lloc
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On peut donc écrire :

p p
dj(W*) e = Nde(w*).

el

- . Vp=>po
|[uP]] o

Et donc aussi :
dj(w*).uP = XNde(w*).uP,  Vp > po

Nous allons étudier au paragraphe suivant la limite de dj(w*).u” et de de(w*).u?
lorsque p tend vers +oo.

2.3.2 Calcul des différentes contributions

Etudions chaque terme apparaissant dans dj(w*).u? et de(w*).u? pour p > py.

2.3.2.1 Le terme djg.q,(w*).u?
Avec (1.12) et (2.3), on a

djgrav(W*).uP = a/

w*

ubrdrdz + o /

w*

zubdrdz + a/ zdiv(uP)rdrdz

w*
Il est clair que

/ rufdx = 0, puisque u? =0 (2.21)
w*

Comme |u?| <1, on a

/ zuldrdz

Comme u? =0, on a /

w*

En posant R := /(r — f(0))2+ 22, on a :
IO ()
(P2R2 — 1)2 p PR 1

R 1
(P2R% — 1)2 exXp PR -1
1

) R
De l’étude de qg: R>0~ mexp

1
< / |z|drdz < m— (2.22)
w*NBp p

, ouP
zdiv(uP)rdrdz = / v (r, z)rdrdz

w*NBp T

ouP
87” (T7 Z) = _2p2

ouP 9
or (7“7 Z)

et la majoration <2p

m , On déduit que

C
lg(R)| < "
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ou C' est un réel strictement positif.

Et donc
|div(u?)| < 2Cp (2.23)
On obtient finalement
1
/ zdiv(uP)rdrdz| < 2Cp / zrdrdz| = 2013 <f(0) + —) (2.24)
- w*NB, p p

D’ou avec (2.22) et (2.24),

lim djgrap(w™).u? =0 (2.25)

p—to0

2.3.2.2 Le terme dj g(w*).u?
De (1.14), (2.3) et (2.4), on déduit

dng(w*).up:/ uf,’(s)ds—i—/ div,, (u”)rds

gire LG

ol on rappelle que div, est la divergence surfacique est donnée par (2.5).
On notera v(p) 'ordonnée de l'intersection de 0B, avec ;-

Comme |uP| < 1, on a

< Z(VZG N Bp)

/7 ul(s)ds

LG

ou pour v une courbe donnée de longueur finie, [(y) désigne la longueur de ~.
D’ou

lim uP(s)ds = 0. (2.26)
P daie

L’étude du terme fv*c div,(uP)rds contenant la divergence surfacique est un
L
peu plus délicate et contribue au calcul final de I’angle de contact.
1
fQ0)f'(0)(1 + f2(0))"2

e

Nous allons montrer que ce terme a pour limite —

quand p tend vers +oo.

/ divq,(up)rds:/
8l ¥

LG

div(uP)rds — / ("Du*m . ) rds.
i¥e gire

Comme
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ouP

'Du? p et T 1 ( _1 )
uf = n = —— ,
uy 0 1+ f(2)? f'(2)
0z
Il vient
/ div,, (uP)rds
’YLG
aup 7 W o Oup 1 _
_/0 2)V 1+ fl(2)%dz— / (87“ — f'(2) az)1+f/2(z)f(z)\/1+f (2)dz
v(p) L ouP  OuP

= [ OO0 PE) ) S+ S

/ FEFE+ ) ), 2))d

Posons h(z) := f(2)f(2)(1 + f2(z))"z.

Nous allons maintenant montrer que

1
lim div,, (u”)rds = —=h(0)
p—-—+o00 * e
TLG

Comme [ appartient C'([0,v(p)],R), h est en particulier continue en 0 :
Ve >0, 3d(e) > 0 tel que si |z| < d(g), alors |h(z) — h(0)] < e

On a:

v(p)
' | g ). s + 2ho)] <

0z " e
En effectuant le méme raisonnement que celui utilisé pour établir (2.23) et

(5, 2)]| < Dp, avee D

v(p)
car /o 2[up(f(z), 2)|dz !

comme [’ est bornée, on peut montrer que

constante positive.

Soit alors € > 0.
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Comme y(p) < —, on en déduit que

==

Vp > ma L
P Z max 6(6)71)0 )

7(p) 0 1 v
| w20 + )| < D [T hG:) -~ hO)]dz
0 0z e 0
1
<eDp- < De
p
En résumé
7(p) ) 1
m i (h(2) 5 [ur(f(2), 2)] + —h(0))dz = 0
c’est-a-dire .
lim div,, (u”)rds = —=h(0) (2.27)
et Syt ¢
Et donc de (2.26) et (2.27), on déduit
. . 1
lim djrg(w*).u? = ——=h(0) (2.28)
p——+00 €

2.3.2.3 Etude du terme djs(w*).u?

Par (1.15), (2.3) et (2.4), on a djrs(w*).u? = u/ ufdr+u/ div, (u?)rdr

YLs TLs

1
Comme 71,5 N support(uf) = [f(O) - -, f(O)] et uP est bornée par 1, on a
p

/ urds < (f(0) — (F(0) — 1) =1

g p p

lim ubds =0 (2.29)
peo YLs

C’est le second terme contenant la divergence surfacique / div,, (u?)rdr sur

TLs
YLs qui, comme pour le terme djrg, va contribuer au calcul final de ’angle de
contact.
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ouP
On a 'Duf = p .
na'Duf = Z?uf . et = (
0z
FO) yp
Donc/ divv(up)rdr:/ “(r,0)rdr 4+ 0
s yo-1 Or

En effectuant une intégration par parties, on trouve

f(0)
/ div (u?)rdr = [ruf(r, 0)%?4 — / ul(r,0)dr
Y P f

s 0)—1

Le second terme du membre de droite de cette égalité a une limite nulle quand
p tend vers +oo car u? est bornée par 1.
Il reste

FO)=5 e

[Tuf(r, O)]f(O) f(O)

D’ou 'on déduit

lim div., (u”)rdr = 1(0) (2.30)
p——+00 * €
TLs
Et donc
lim djpg(w*).uf = ,uﬂ (2.31)
p—+00 e

2.3.2.4 Le terme djo.(w*).u?
De (1.22) et (2.3), on déduit

2div(uf)rdrdz

. . ) .
QJetec(W™).uP = —5/ eul||Vp

) .
2drdz—§/ elVe®

J . .
+ 5/ e [(*Du? + DuP)V¢*" .V | rdrdz  (2.32)

Ce sont les termes contenant les contributions électrostatiques dans la dérivée
de 'énergie. On distingue les trois termes de (2.32).

1. Etude du premier terme / cuP||V* ||2drdz, on va utiliser le théoréme de
convergence dominée de Luébesgue.

On peut majorer |¢| par sa norme infinie sur le domaine ||¢]|oo.
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Puis on peut trouver M constante strictement positive telle que

< Jlelloo MV P

eulxp, ||V

Comme on sait que ¢*" € H'(w*), on en déduit que ||[Ve*"|[>r € L' (w*) et
est finie presque partout.

De plus
eulxp, ||V ||* = 0 p.p., lorsque p — +o0
Donc
lim eul ||V ||*drdz = 0 (2.33)
p—too J .

w

2div(uP)rdrdz. 1l est plus délicat a trai-

2. Etude du second terme/ g||Ve”

ter car il nécessite la comparaison du comportement des deux termes sin-
. . . . *
guliers au voisinage de A : div(u?) et ||V ||?

On dispose d’'une majoration de la divergence de u? donnée en (2.23). En
ce qui concerne ||[V¢*"||, on peut préciser le comportement de sa norme L?
au voisinage du point A dans chaque domaine wg et w.

On choisit de travailler avec les coordonnées polaires (p, f) centrées en A,
comme décrit en figure 2.6. On utilise le théoréme de régularité 2.2.4 énoncé

*
NeG

Mes

F1G. 2.6 — Coordonnées polaires centrées en A

en section 2.2.
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1
Par la proposition 2.2.4, v donné par ce théoréme est tel que v 6]57 1[.

Nous allons maintenant donner une majoration de la norme L? du module
du gradient de gz);”* sur w N B, noté ||Vey”

—¢S; € H*(w}), on a

HL2 (wfNBp)
En posant g; =

%‘

V6 oy <2 Hcvsiugg(wmp)+Hv9iu2i2(wmp)].

Traitons d’abord le terme HCVSZ-HQLQ(W:QBP).
Choisissons p suffisamment grand pour que 7,5, = 1, ot on rappelle que
n est la fonction de troncature intervenant dans l’expression de la partie
singuliére de la solution (voir théoréme 2.2.4).

En calculant 'expression explicite de V.5;, on obtient la majoration sui-

vante :

HVSH D* 2(r—1)
ou D* est une constante strictement positive.
D’ou

1

19l < FO+2) [ VS0 pdpdt
w*NBp

* l 2v—1
< DO)+ ) [ aps

P

= D0+ )T

(2.34)

Pour majorer HVgiH%Q(meP), on utilise 'injection de Sobolev donnée en
[Nic00] p.27 qui donne en axisymétrique :

1'(w)) € L))

qui permet d’écrire

1
[ valtras= [ xa, Vol rdo < (GO g
wiNBp wi N~ S~ 2N ,
K;

(2.35)

Fox L% * 3
L3(wp) LD mes(B,) 3

Des deux estimations (2.34) et (2.35), on déduit :

1 « T 9y 3
(w NB,) = < 2(f(0) + =)[ecD ;p oy K;mes(B,)5]

| Vey”
p

Vil 25 wr)
i e
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pour i € {5, G}
On peut alors écrire une estimation de la norme du gradient du potentiel
sur tout le domaine w*

|V

< 2(f(0) + -) [CD*; -

2
L2(w*NByp) =

ol K*ZKS—i-Kg.

Reprenons maintenant le terme / e||Ve | |*div(uP)rdrdz. Pour p assez
w*

grand on a ’inégalité (2.23) qui majore la divergence de u! en fonction de

.

On en déduit donc 'existence d’une constante M strictement positive telle

que

/ e|| Ve | [Pdiv(uP)rdrdz < Mp/ IV ||*rdrdz par (2.23)
w* w*NBp
196 12

uljw

1
< 2Mp(f(0) + ) DSy 4 K*”—]

ooy

]

Et comme
—2v+1<0,

on en déduit que

lim e||Ve | [Pdiv(uP)rdrdz = 0 (2.37)

p——+o00 w*
3. Etude du dernier terme

/ e [(*Du” + DuP)Ve" .V | rdrdz.

Ce terme est du méme type que le précédent.

28u£ oul
t z
On a ‘DuP + Du? = ( 83§ 30 )
0z

En posant V' = ( gr )
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on obtient

uy <o
aT(&) +2

P
ou? 5.6,

t P p w™ w*l
[(*DuP + DuP)V¢* .V | =2 %

D’ou 'on déduit

/ e [("Du? + DuP)V* .V | rdrdz

ouP ouP
<kl [

or ()" +
0u
< 2|l [ |
w*NByp

Comme dans (2.23), on a

p
ou?

= 0,0,

) rdrdz

aup

0z
L L T ||2rdrdz]
*m p

OuP
< 2Cp et ‘ Yr
0z

< Dp

De méme : .
r < f(0)+ -
(0) 5

Par un raisonnement analogue a celui de I’étude précédente, on montre que

lim e [("Du? + DuP)V .V | rdrdz =0 (2.38)

p—+00 w*

Et donc de (2.33), (2.37) et (2.38) on déduit :

lim djerec(w*).uP =0 (2.39)

p—to0

2.3.2.5 Conclusion

Par des raisonnements analogues, on montre que

lim de(w*).u? =0 (2.40)

p—-+oo

et de (2.25), (2.28), (2.31), (2.39), et (2.40), on déduit

lim_dj(").u? =~ [~h(0) + uf(0) (2.41)

p—-+oo
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2.3.3 Valeur de ’angle de mouillage

Au minimum d’énergie w*, on vérifie :
JA* € R tel que pour tout p assez grand, dj(w*).u? = Nde(w”).uP.

Donc
: Y P \* T; * P
pEIJPoo dj(w*).uP =\ pEIJPoo de(w™).u
De (2.41) on déduit que
h(0) = pf(0)

Et donc si f(0) # 0, on en conclut que :

()
V14 f2(0)

L’expression de droite n’est autre que I’opposé du cosinus de 1’angle de contact

(2.42)

cos(©4) = —p (2.43)

Vu la définition de p (donnée en (1.8) page 24) et de ’angle de Young (donnée
en (1.2) page 17), on en déduit que la valeur de ’angle de contact pour une goutte
optimale a géométrie axisymétrique est ’angle de Young 6y et ceci quelque soit
le potentiel appliqué.

2.4 Conclusion

En utilisant les résultats du chapitre précédent dans le cas d’'un domaine
axisymétrique, nous avons montré, grace a un résultat de régularité du potentiel,
que l'angle de contact est égal a 'angle de Young. Il est donc indépendant du
potentiel ¢y appliqué et est égal a I’angle de mouillage donné par —pu.

Il peut paraitre surprenant de trouver un tel résultat au vu des résultats des
expériences physiques. La goutte s’étale mais "doit" garder un angle de contact
constant quelque soit le potentiel appliqué. Il est donc utile de s’intéresser a la
visualisation des formes de goutte.

Ainsi, aprés cette étude plutot théorique, nous allons donc nous concentrer
sur 'aspect numérique du modéle. Nous souhaitons simuler numériquement les
formes de goutte, les comparer aux résultats expérimentaux et tenter de visualiser
I'invariance de ’angle de contact.
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Chapitre 3

Approximation numérique :
Approche optimisation de forme et
tralitement des singularités

Ce chapitre est consacré & une premiére approximation numérique du pro-
bléme d’électromouillage. Le but est de simuler au mieux les formes de goutte a
un potentiel et un volume donnés en gardant en mémoire le résultat du chapitre
précédent concernant 'invariance de ’angle de contact.

La premiére partie de ce chapitre exposera 1’algorithme utilisé pour calculer
les formes de goutte et précisera les différentes notations discrétes nécessaires.

La seconde partie permettra de présenter les premiers résultats numériques
obtenus en faisant une approximation classique par éléments finis du potentiel
électrostatique.

Aprés avoir analysé ces résultats nous tenterons de les améliorer en précisant le
calcul approché du potentiel électrostatique par une prise en compte la singularité
du potentiel.

Une premiére idée simple consistera a rajouter une fonction singuliére a la
base éléments finis (voir aussi [Bou97| dans le cas d’un calcul de potentiel par des
équations intégrales) c’est ce qui sera traité en troisiéme partie.

Puis la quatrieme partie utilisera un traitement plus élaboré des singulari-
tés. Nous adapterons la Méthode du Complément Singulier (développée dans
[ACLS03] pour les équations de Maxwell et dans [CHO3| pour l'opérateur la-
placien en 2D) au probléme de transmission axisymétrique donnant le potentiel
électrostatique.

3.1 Principe

Nous nous plagons toujours dans le cas axisymétrique comme au chapitre 2.
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On rappelle que le modéle décrit dans les chapitres précédents implique la ré-
solution d’un probléme d’optimisation sous contrainte de volume. Nous cherchons
donc un point selle du Lagrangien associé a ce probléme.

On gardera les notations du chapitre 2 et on adimensionne le probléme. On
va donc minimiser la fonctionnelle sur les domaines w adimensionnés :

0
Jj(w) :@/rdw—i-/ Tds—i-,u/ Tds——/eHVgo“’HZTdrdz (3.1)
w JLe LS N 2J,

~" vV
jgrav(w) jcap(w) Jelee (W)

< A L* 2
ol & = P9l :
oLG

1
orgL*

Sy

et
L* est une longueur caractéristique du probléme (= 1073).

De méme la contrainte de volume est donnée par :

vol
c(w) = / rdrdz — - (3.2)
wr, 2

™

RN __ wol
ou vol = T

Dans la suite on oubliera les " de ces constantes, et on les notera «, ¢ et vol.

3.1.1 Algorithme

On reprend l'algorithme décrit dans [MWO05| et plutot que de travailler avec
le lagrangien, nous introduisons le Lagrangien augmenté (c’est une démarche
classique voir par exemple [FG82|) :

L, :D,ygxR—->R
défini par :
Ly (w,\) = j(w) + Ae(w) + Te(w)?
A est le multiplicateur de Lagrange et 7 le paramétre de pénalisation.

On veut résoudre le probléme de point selle suivant :

Trouver (w*, A*) € Dyg X R tel que L, (w*, \*) = min max L.(w, ) (3.3)
w
D’un point de vue algorithmique, on résout classiquement ce probléme par
I'algorithme d’Uzawa. On construit une suite d’itérés (w”, \¥) convergeant vers
le point selle recherché, de la facon suivante :
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e On se donne w? et \.
e w" et A\¥ étant donnés, on construit w**! et A1 tels que :
étape 1. wF*! satisfait I'inégalité :

L ("N < Lo(w, AP, Vw € Doy
étape 2. \**! est tel que :
)\kJrl — )\k +pc(wk+1)

oll p constante strictement positive a choisir.
— Sortie Si ¢(w*™!) < gyv0l, avec g1 > 0 donné.

L’étape 1. est un probléme d’optimisation sans contrainte. Pour cette étape
nous verrons que nous pourrons utiliser un algorithme de descente de type gra-
dient (ici BFGS) qui utilise le calcul du gradient de forme de j et ¢ (voir section
3.1.3).

Les choix de p et 7 influent sur la vitesse de convergence de I’algorithme.

3.1.2 Aspect général des approximations

Dans l'algorithme d’Uzawa, nous avons besoin :

- de savoir représenter un domaine admissible w de fagon implémentable

- de travailler avec des éléments de U(w, R?) (voir définition en 2.1.1.2).
C’est pourquoi, avant de décrire la démarche d’optimisation, nous commencons
par préciser de fagon assez générale ces deux points.

(a) Approximation de la frontiére d’un domaine admissible
Soit w un domaine admissible donné. Il est uniquement déterminé par sa
frontiére liquide-gaz viq.
On suppose donnés N points sur vy, notés Py, Py, ..., Py_1.
On approche alors v, par la courbe ”yﬁG union des segments [F;, P11 pour
ie€0,N—2].
Pour i € [0, N — 1] et ¢ € [0, 1], on note xz;(t) les fonctions linéaires par
morceaux a valeurs réelles telles que

Vi e [0, N —1], xz(ﬁ) = 0;;, ol 0;; est le symbole de Kronecher.

On trouvera un tracé des différentes fonctions en figure 3.1.
On note h = %
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xj Tjr ITN-2 ITN-1

\ A

0

Py o7

F1G. 3.2 — Approximation de la frontiére v.q

On définit alors 7} comme la courbe donnée par le paramétrage

N-1
pe(t) =Y Pai(t), Vtel0,1]
=0

Les points Fy, P,

..., Py_1 de 4", sont appelés points de contréle de
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la goutte pour le domaine w. v, définit un domaine w" approximation du
domaine w.

Tout domaine admissible sera donc donné par un nombre fixé N de points
de controle qui définiront sa frontiere liquide-gaz.

On verra en section suivante comment est donné N et comment vont étre
déterminés les points (P;);co,n—1]-

Triangulation du domaine w”

Afin de pouvoir approcher les quantités continues qui interviennent dans
'algorithme d’Uzawa (notamment le lagrangien et son gradient), nous tra-

vaillerons avec une triangulation du domaine w”.

Plus précisément, & 7., donné par N points de controle, on associe une

triangulation notée 7, du domaine w”.

On note :

e N7 le nombre de nceuds de la triangulation, et (A;);—1 n, les noeuds de
cette méme triangulation.

e Pour i € [1, N7|, on considére ¢, la fonction de base d’éléments finis de
type Lagrange Py associée au nceud A;.

o

e [ =< i€[0,N7] tels que A; €w” 3 et N son cardinal

. {z € [0, N7] tels que A; € 70}
° {z € [0, N7]| tels que A; € ”YLG}
Les indices des points de controle P; sont dans cet ensemble
. {z € [0, N7] tels que A; € VLS}
° {z € [0, N7]| tels que A; € ”YGS}
. {z € [0, N7] tels que A; € %}

Approximation de ’espace des déformations U (w, R?)

Cet espace est de dimension infinie. Nous allons donc I’approcher par un
espace vectoriel de dimension finie.

A partir des N points de controle sur la goutte, le principe d’approximation
est de choisir IV fonctions vectorielles de base (V;)ico,n—1) (dont le choix
sera précisé ultérieurement) et on approche alors U(w, R?) par Vect(V;,i =
0.N —1).
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Ainsi tout V' € U(w, R?) sera approché par

N-1
vai pour n; € R, Vi€ [0, N —1]

1=0

Nous pouvons maintenant décrire la démarche utilisée pour mettre en ceuvre
I’algorithme d’Uzawa.

3.1.3 Mise en oeuvre

Dans cette section, on ne donnera que les grandes lignes de la mise en ceuvre
de Palgorithme d’Uzawa. Les détails pourront étre trouvés dans [MWO05| ou
[CWBO03].

3.1.3.1 Représentation du domaine de référence

Revenons a la définition d’un domaine admissible w donnée en (2.2).

w est image bilipschitzienne d’un domaine @ de référence fixé. A partir de w
on peut donc représenter tout domaine admissible w.

Décrivons donc w. Typiquement, w pourra étre donné par un quart de cercle
de centre O et de rayon choisi pour que le domaine vérifie la contrainte de volume.

On utilise Papproximation (a) de la section précédente pour @ :

On se donne N points de controle sur 4.¢, Py, P, ..., Py_1 et les (E)iE[O,N,l]
pourront par exemple étre choisis radialement équirépartis sur w.

& est approché par &", ot @" est donné par le paramétrage
N-1
T = Px; sur [0,1].

I
o

i
A partir de 'approximation @" de @ nous allons maintenant décrire ’approxi-

mation w” de w.

3.1.3.2 Représentation du domaine admissible

Pour tout domaine admissible w on peut trouver V € U(D,R?) tel que
W= <Id + f/) (@)

On notera R R
F=I1d+V (3.4)

On utilise alors I’approximation (c) de la section précédente : Pour chaque
i € [0, N —1], on choisit une fonction vectorielle V; dans I’espace des déformations
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b,
|21 A
triangulation de ©, par éléments finis P; par des fonctions V.

On approche alors w par le domaine

de w vérifiant V; = sur Y. Ces fonctions seront approchées, grace a la

N-1
W=t Y V"), avec (1)) jep vy € RY
=0

Cette écriture permet d’obtenir les point de controles de w” :

N-1
P =P+ Z nVi(P)
=0

Un domaine admissible quelconque sera donc entiérement déterminé par le
N-uplet (1;);ecp,n-1)- Chercher un domaine optimal revient donc & chercher le N-
uplet (1;)je0,y—1] qui résout le probléme d’optimisation sous contraintes. C’est la
variable d’optimisation du probléme.

Reste donc a exprimer le lagrangien et sa différentielle en fonction de cette
variable.

3.1.3.3 Expression du lagrangien et de son gradient

Le lagrangien augmenté L,(w,\) est approché par L, (w”",\) qui peut donc
étre considéré comme une fonction du N-uplet (nj)jE[O,N,l] :

L ((n;)jeo.n-1, A) := L (w", \)

L’étape 1. de 'algorithme d’Uzawa consiste donc a minimiser une fonction de
plusieurs variables selon les N premiéres variables. Pour résoudre cette étape, on
utilise un algorithme de descente de type BFGS qui nécessite le calcul du gradient
de la fonctionnelle .. Plutot que de discrétiser la fonctionnelle puis d’évaluer son
gradient, on utilisera plutot I’expression continue de la différentielle du lagrangien
augmenté que nous discrétiserons ensuite : c’est ce que 'on appelle le gradient
continu discrétisé.

On utilisera donc le vecteur a N composantes donné par

(DL, (w", \).V]

i )ie[O,Nfl}

avec V' = V' o F~1 avec F définie en (3.4).
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3.1.3.4 Calcul approché du potentiel

Lors de I’évaluation du lagrangien et de son gradient, il nous faut évaluer
le potentiel électrostatique. Il peut y avoir plusieurs méthodes pour 'approcher
(éléments finis, traitement de la singularité etc...). Dans cette section nous suppo-
serons seulement que nous disposons d’une approximation go“,jh de ©*, mais nous
ne détaillerons pas la méthode utilisée. En effet, le calcul du potentiel sera notre
fil directeur pour les sections 3.2, 3.3, 3.4 qui suivent ; il y sera donc soigneusement
détaillé ultérieurement.

3.1.3.5 Evaluation des intégrales

Le dernier point reste 1’évaluation proprement dite du lagrangien augmenté et
de son gradient. Ces deux quantités font apparaitre des intégrales sur le domaine
ou le bord du domaine. Nous utiliserons donc des formules de quadrature clas-
siques a plus ou moins de points (surtout pour le terme contenant la contribution
électrostatique qui demandera un traitement plus précis).

3.1.3.6 Reésumé

Aprés s’étre donné un domaine de départ (image du domaine de référence)
n° = (1))jefo.n—1) et un réel A’ nous pouvons mettre en route l'algorithme de
recherche du point selle. Lors de la mise en ceuvre de ’algorithme d’Uzawa les
variables d’optimisation seront les (1;);ejo,n—1]- A la forme convergée, on disposera

donc d'un N-uplet n et d’un réel .

Nous terminons ce paragraphe en précisant le calcul de la courbure de la
goutte qui sera effectué pour chaque forme de goutte convergée.

3.1.3.7 Calcul de courbure

Pour chaque forme convergée, afin de pouvoir observer le comportement de la
goutte au voisinage de la ligne de mouillage, il sera calculé la courbure en utilisant
une approximation locale aux moindres carrés de la courbe .5 par une courbe
de Bézier ([DP98] pour un rappel complet sur les courbes de Bézier).

On pourra trouver une description précise de la méthode d’approximation et
de sa validation dans [MW05, MWCWBS05|.

Décrivons briéevement le calcul :

On rappelle qu’une courbe de Bézier C' est donnée par M € N* points de
Bézier C;, i = 1..M.
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n’, X0
nt, AF
Et 1. Algorithme
we L BFGS
Calcul de n
minimum de Qalcul d?
L;et VL,

ET())‘k)

Sortie : !

Etape 2.
Calcul de M\l

11011 CONVETgence phtl AR Sortie si convergence

Fi1G. 3.3 — Résumé du procédé d’optimisation

Si C(t) = (r(t), 2(t)) est un point de la courbe, alors :

ZC’ BM L(t), pour t € [0,1]

ou Bj]‘fjl(t) sont les polynomes de Bernstein donnés par : B"(t) = (') /(1—t)™
et (;”) sont les coefficients binomiaux, pour m et j deux entiers.

On considére alors une interface liquide-gaz donnée par N points de controle,
notés P; = (r;, z;) pour i = 0..N — 1.

Pour un point P; avec i € [2, N — 3], on cherche la courbe de Bézier (avec
M = 3) qui approche au mieux (au sens des moindres carrés) la courbe donnée
par les 5 points de controle (P});cp—2,i49- En d’autres termes, si (¢;);cp—2,i429 €st
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une subdivision uniforme de [0, 1], on cherche (C;);cp1,3 'unique minimum de :

142 3

DD CBM () — Pl

k=i—2 [=1

Un traitement similaire est effectué pour les points extrémaux. Par exemple pour
Py, on cherche la courbe de Bézier approchant la courbe donnée par les points
Po,...,Pg.

Une fois la courbe de Bézier trouvée, I'expression de la courbure est donnée
de facon explicite sans avoir a faire d’approximation sur les dérivées secondes.

3.1.3.8 Conclusion

Nous avons décrit dans ce paragraphe comment nous allons procéder en pra-
tique pour calculer une forme de goutte a potentiel donné. Nous avons vu que le
probléme se raméne & une optimisation en dimension finie que nous résolvons par
un algorithme d’Uzawa et un algorithme de descente BEFGS. Enfin nous avons pré-
cisé un des traitements que nous effectuerons sur la forme convergée, qui consiste
en le calcul de la courbure.

Reste maintenant a passer a I'implémentation proprement dite et aux résultats
numériques.

Jusqu’a présent nous n’avons pas précisé le type d’approximation utilisé pour
calculer le potentiel électrostatique. C’est maintenant ce qui va nous guider dans
la suite de ce chapitre.

En effet, nous commencerons par présenter les résultats obtenus en appro-
chant de facon classique le potentiel électrostatique, par éléments finis de type Py
Lagrange (en section 3.2).

Puis les deux sections suivantes tenteront d’améliorer les résultats obtenus
dans le cas de I'approximation [Py, en prenant en compte la singularité du potentiel
(section 3.3 et section 3.4).

3.2 Premiére approximation du potentiel par élé-
ments finis

Nous commencons donc par approcher le potentiel électrostatique par des
éléments finis de type P; Lagrange.

3.2.1 Mise en ceuvre

Soit w un domaine admissible donné.
A ce domaine, on associe une triangulation 7;, donnée en section 3.1.2.
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3.2.1.1 Approximation du potentiel

On rappelle que ¢* est solution de :

Trouver ¢ € H}(w) tel que,

(Fo), )
Vv € Hj (w), /8 (Ve e Vo) rdrdz =0

ot (...) désigne le produit scalaire euclidien dans R
On pose

W = Vect () iejo.n])

et
W§ == {v e W" tels que v(A;) =0, Vi € [y UL UL}

th = {U c Wh tels que U(AZ) = 0, Vi € ]0 et U(AZ) = d)o, Vi € Il U IQ}

Dans l'approche éléments finis Py, on cherche
N,
pi = A e W N ER Vie|0,N]
=0
solution de
/ € (Vgp‘;jh . Vv) rdrdz = 0, Yo € W
wh

Pour résoudre ce probléme, nous sommes amenés a considérer les termes

</ e (Vi « V) rdrdz) (3.5)
wh (1,4)€[0,N-]?

et la matrice de rigidité axisymétrique associée.

Ces intégrales peuvent étre calculées de fagon exacte.

Trouver ’approximation du potentiel est alors classique d’'une approche élé-
ments finis P;.

On notera dans la suite

a"(u,v) = / e (Vu. Vo) rdrdz pour (u,v) € W x W
wh
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3.2.1.2 Approximation du lagrangien et de son gradient

Les différentes intégrales intervenant dans le calcul du lagrangien discrétisé
ne peuvent étre calculées exactement et demandent d’utiliser des formules de
quadrature. Cependant des formules de quadratures avec peu de points suffisent
(trois pour un triangle et deux pour une aréte).

Dans les sections 3.3 et 3.4, nous verrons que nous ne modifierons que le calcul
du potentiel électrostatique, donc les seules précisions supplémentaires a apporter
seront les calculs des intégrales faisant intervenir le potentiel électrostatique.

Nous passons maintenant aux résultats numériques. Nous commencerons par
donner les valeurs des paramétres utilisés et ferons des tests de validation du code.
Ceci reste valable dans les sections suivantes 3.3 et 3.4. Nous passerons ensuite
aux résultats numériques proprement dits pour ’approximation du potentiel par
éléments finis P .

3.2.2 Reésultats numériques

Sur la base du code "Electrocap" développé par J. Monnier et P. Chow Wing
Bom du laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble ([CWB03]|), nous avons simulé
la forme de goutte a un potentiel donné dans le cas axisymétrique. Il permet la
mise en oeuvre de ’algorithme d’Uzawa pour trouver un point selle du lagrangien.

Le code, développé en C+-+, est basé sur la librairie éléments finis Rheolef
développée par P. Saramito au Laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble ([SRE]).
Le mailleur utilisé est Bamg ([Hec|) développé par F.Hecht. A chaque appel du
simulateur un remaillage automatique est utilisé.

On pourra retrouver les résultats qui suivent dans [MWCWBSO05].

3.2.2.1 Paramétres numériques et physiques

(a) Les parameétres physiques ont été fixés en se basant sur des données
réalistes.
e Les coefficients de tension de surface (en N/m) : o7 =5 1072
e Une fois o7 fixés, se donner ogg et org revient a se donner un angle de
Young 6y (qui est 'angle & 0V'). On rappelle en effet la relation :
cos(fy) = 9GS — OLS.
oLG
Nous fixerons donc de facon indifférente ogg et org ou fy. Nous en pré-
ciserons les valeurs lorsque nous donnerons les résultats numériques.
e L’épaisseur de l'isolant (en m) : e = 200 1079,
e Les permittivités diélectriques
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— relatives : eg =2, e =1

— absolue (en F/m) : g9 = 8.85 1012
e Le volume de la goutte (en L) : vol =40 107
Le nombre de Bond a = % est petit ce qui signifie que dans la fonction
cotit on négligera le terme gravitationnel.

La fonction cotit est alors donnée par :
](w) = jcap(w) + jelec(w) (36)

Les paramétres numériques utilisés ont été fixés de facon a optimiser le

temps de calcul et la précision du résultat :

e le paramétre de pénalisation : 7 = 1073,

e le paramétre de descente dans l'actualisation de A : p = 1073

e Le paramétre de convergence pour I’algorithme d’Uzawa : £, = 1073,

e Le nombre de points de controle a en général été fixé a NPC := 50. Nous
pouvons 'augmenter pour accroitre la précision sur la forme de la goutte.
Mais si ce nombre est trop grand soit on observe des instabilités, soit le
temps de calcul devient trés grand pour un faible gain en précision.

e Le paramétre d’adimensionnement : L* = 200 x 107°.

3.2.2.2 Validation du code

(a)

Validation des composantes

Toutes les composantes du code ont été validées (minimisation, algorithme
de descente). En particulier le calcul du gradient continu discrétisé a été
validé par rapport au calcul par différences finies du gradient du lagrangien
discrétisé.

Validation a potentiel nul

Dans la mise en oeuvre du code, il faut se donner une courbe initiale. Le
plus souvent il sera bon de prendre une courbe a priori pas trop éloignée de
la courbe convergée.

Nous avons effectué des tests simples a 0V. La forme d’équilibre & potentiel
nul pour un angle de Young de 90° et le volume donné (adimensionné)
ci-dessus est le quart de cercle de rayon 10.

Nous avons donc choisi différentes formes de gouttes initiales (droite, "carré"...
et observé la forme convergée issue du code. On présente en figure 3.4 deux
exemples de formes initiales choisies. Ces deux formes ont convergé vers la
forme donnée en figure 3.5 & 0V. Ce qui est bien cohérent avec la théorie.

Approximation condensateur plan numérique
On rappelle que 'approximation condensateur plan consiste a considérer
le systéme formé par la goutte dans l’air posée sur l’isolant comme un
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15

10

Fi1G. 3.4 — Gauche : Forme initiale correspondant a une droite, Droite

courbe de départ

10

15

courbe de départ

10

: Forme

initiale correspondant a un carré

courbe convergee
15

00

FiG. 3.5 — Forme convergée obtenue dans les deux cas

condensateur plan. Ceci permet de connaitre la loi d’évolution de I'angle de
contact noté 6. en fonction du potentiel ¢y imposé. On a alors I’équation
de Lippmann :

€0Es

cos(6.) = cos(fy) + (3.7)

260’LG
Avec notre modéle, nous sommes capables de prendre en compte une telle
forme de goutte. En effet, faire cette approximation revient tout simplement
a considérer notre modeéle a potentiel nul mais avec une tension de surface
ors qui varie en fonction de ¢ selon une loi connue donnée par :

€0Es

ors(¢o) = ors — 2—e¢3 (3.8)

Ainsi, afin de valider le code nous avons simulé 'approximation de Lipp-
mann en utilisant le code a potentiel nul et en ne faisant varier que la tension
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de surface o pour chaque valeur du potentiel ¢y en utilisant la formule
donnée par ’approximation condensateur plan (3.8).

Ainsi, théoriquement pour ce modéle, 'angle de contact doit étre donné par
’équation de Lippmann (3.7).

Numériquement on observe une bonne adéquation avec la théorie. La figure
3.6 donne les valeurs de I’angle de contact numérique (on mesure cet angle
entre les deux derniers points de controle de la goutte) et ’angle théorique
est fourni par ’équation de Lippmann.

Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=90°, 50 points de controle
90¢ T T T .

80
701
60

501

angle de mouillage en degres

401
O valeurs numeriques pour | approximation condensateur plan

valeurs theoriques avec approximation condensateur plan

30 1 !
0 200 400 600 800 1000
valeur du voltage en V

F1G. 3.6 — Approximation condensateur plan

Nous avons de plus calculé numériquement la courbure pour chaque valeur
de o15(¢o). Si on se donne une valeur de ¢ et donc une valeur de org, on
remarque que numériquement la courbure reste constante en chaque point
de la goutte.

On obtient donc la aussi une trés bonne adéquation avec la théorie. En effet
la forme de goutte solution est dans ce cas une calotte sphérique, donc la
solution doit garder une courbure constante.

Remarque 3.2.1 Ceci valide le code indépendamment du mode de calcul
du potentiel électrostatique utilisé

Nous passons maintenant a la simulation des formes de goutte a potentiel
donné pour le modéle complet.
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3.2.2.3 Forme de la goutte et angle de mouillage.

Maillage de la goutte La figure 3.7 donne un exemple de maillage de la goutte
obtenu pour ¢y = 400 V (gauche) et un zoom du raffinement de maillage prés du
bord (droite). Tous les maillages contiennent approximativement 4000 éléments
et 2000 sommets.

A chaque simulation la contrainte de volume est satisfaite & moins de 0.1%.

output: 3806 elements, 2069 vertices output: 3806 elements, 2069 vertices

110.1— . r 14.7
| drop drop

1004
Gamma0 Gamma0

GammaExt
GammaGz
GammaLG
| cammaLs

GammaSz

Y-Axis

GammaSG

BintBoundary

-10.82+— . T
-10 0 100
X-Axis

Y-Axis

10

GammaExt
4 cammacz
GammaLG
GammaLS
Gammasz
1 GammaSG

BintBoundary

X-Axis

T
10

14.71

F1G. 3.7 — Gauche, Forme et maillage pour ¢g = 400 V; Droite, Zoom prés de la ligne

de mouillage.

Forme de goutte a différents potentiels
des gouttes pour différentes valeurs du potentiel ¢ et pour un angle de Young

0y donné de 90°.

La Figure 3.8 présente la forme

On remarque un étalement progressif de la goutte au fur et a mesure de

I’augmentation du potentiel ¢y imposé.

Les résultats obtenus pour des angles de Young différents sont qualitativement
les mémes. On ne donnera donc que quelques analogues des figures tracées pour
le cas d’un angle de Young de 90°. On donne par exemple en figure 3.9, ’analogue
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F1G. 3.8 — Forme de goutte pour différentes valeurs de ¢y. A droite :

niveau du point triple.

7Z001m au

de la figure 3.8 (gauche) pour un angle de Young de 60°. De méme en figure 3.10
pour un angle de Young de 120°.

20

181
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Forme de la goutte a différents potentiels

200V
400V
600V
700V

F1G. 3.9 — Evolution de la forme de goutte en fonction du potentiel pour un angle

de Young de 60°

Nous observons que 'angle de contact ne semble pas étre constant; ceci est

confirmé par ce qui suit.

Valeurs de ’angle de mouillage La figure 3.11 (gauche et droite) présente
les valeurs de 1’angle de mouillage en fonction de ¢y. Dans les deux figures, on a
tracé a la fois la valeur numérique ainsi que la valeur prédite par I’équation de

Lippmann.
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Forme de la goutte a differents potentiels

FiG. 3.10 — Evolution de la forme de goutte en fonction du potentiel pour un
angle de Young de 120°

Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=90°, 15 points de controle Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=90°, 50 points de controle
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FiG. 3.11 — Angle de contact. Valeurs numériques et valeurs de I’angle données
par I’approximation de Lippmann. Gauche. Avec N PC' = 15 points Droite. Avec
NPC = 50 points

Afin d’observer 'effet de la variation du nombre de points de controle, & gauche
sont tracées les valeurs obtenues pour 15 points de controle (NPC = 15) et a
droite les valeurs obtenues en utilisant 50 points de controle (N PC = 50).

Avec ce modéle numérique et avec un nombre de points de controle peu élevé
(15 points), on constate que les résultats sont en accord avec les prédictions de
I’approximation de Lippmann pour un potentiel ¢g < 500V. Pour des valeurs
de ¢g supérieures, les valeurs d’angles sont supérieures a celles prédites par ’ap-
proximation de Lippmann.

Lorsqu’on augmente le nombre de points de controle (50), accord avec la pré-
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diction est bon jusqu’a un potentiel d’environ 350V. Comme pour le cas de 15
points la valeur de ’angle numérique obtenue est supérieure a la valeur prédite
par ’approximation condensateur plan.

Nous prendrons donc dans la suite en général 50 points de controle, car les valeurs
sont ainsi plus précises.

Remarque 3.2.2 Nous n’avons pas pu indéfiniment augmenter le nombre de
points de controle : les algorithmes d’optimisation de forme deviennent instables
quand la densité des points de contrdle devient du méme ordre que la densité des
points du maillage éléments finis.

On constate donc que I'angle de contact n’est pas constant et se détache de
la prédiction de ’approximation condensateur plan.

On rappelle que les résultats expérimentaux ([VVB99]) coincident avec les
résultats prédits par 1’équation de Lippmann (3.7) seulement jusqu’a un potentiel
appelé potentiel critique au dela duquel on constate une déviation par rapport a
la prédiction puis une saturation de ’angle de contact.

Pour l'instant nous n’avons qu’observé une déviation par rapport a la prédiction
de I’équation de Lipmman.

Comparaison des formes de gouttes. Pour renforcer I'idée de la déviation
par rapport a 'approximation condensateur plan, nous tragons les courbes ob-
tenues en "forcant" ’approximation condensateur plan (cf validation du code
(b)) et celles obtenues pour le modéle classique. On présente par exemple en figure
3.12 les résultats a 800 V. On remarque une déviation de la forme de la goutte
par rapport a la forme prédite par ’approximation condensateur plan.

Résumé : Avec ce modéle, nous avons constaté :

(a) Une correspondance avec I’approximation de Lippmann jusqu’a un potentiel
d’environ 400V.

(b) Un décrochage au dela de cette valeur, avec des valeurs d’angle de contact
supérieures a celle prédites par 'approximation condensateur plan

¢) Nous n’avons pas observé l'invariance de I’angle de contact par rapport au
N ’ b 6 1'i i de I'angle d tact t
potentiel imposé.

(d) Nous n’avons pas observé de phénoméne de saturation de ’angle de contact.

Pour aller plus loin dans I'analyse de la forme de la goutte, comme annoncé
dans la section précédente, nous allons extraire les valeurs numeériques de la cour-
bure de la goutte en chaque point de celle-ci. On utilisera ’approximation locale
par des courbes de Bézier décrite précédemment.



80

CHAPITRE 3 : Approximation numérique

Comparaison des formes de gouttes
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F1G. 3.12 — Forme de goutte comparée a 'approximation condensateur plan pour ¢y =
800 V

3.2.2.4 Courbure numérique

Effet de la variation du nombre de points de contréle sur la courbure
Nous présentons dans la figure 3.13, un exemple de courbure calculée numérique-
ment en chaque point de controle (ici ¢y = 800V). On présente les résultats pour

15,

30 et 50 points de controle.
La figure 3.14, présente les valeurs numériques de la courbure pour différentes

valeurs du potentiel électrique ¢y et pour 50 points de controle.

Nous pouvons faire trois remarques principales :

e Pour le calcul de courbure les résultats sont plus précis avec 50 points
qu’avec 15 ou 30 points. Le comportement de la courbure au voisinage du
point triple est moins apparent avec peu de points, ceci est da au faible
nombre de points de controle au voisinage de la ligne de mouillage.

e Pour un potentiel ¢g, la courbure est constante sauf lorsqu’on s’approche
du point triple, ou la courbure augmente.

e Si on observe I’évolution de la courbure pour un potentiel croissant ¢y, on
remarque que (figure 3.14) :

— Loin de la ligne triple, la valeur de la courbure décroit lorsque ¢, croit.
— Au voisinage de la ligne triple la variation de courbure devient plus im-
portante. La courbure au voisinage du point triple augmente avec ¢y.

Le fait qu’avec un potentiel croissant la courbure loin du point triple dé-
croisse est en accord avec le fait que la goutte devrait ressembler & une
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Fi1G. 3.13 — Exemple : ¢9 = 800V. Valeurs numériques de la courbure pour 15, 30 et
50 points

portion de sphére avec un rayon croissant quand ¢, croit (comme lors de
la simulation de ’approximation condensateur plan dans le paragraphe
3.2.2.2 (¢)).

La courbure augmente au voisinage du point triple : ¢’est en accord avec
le fait que ’angle de contact est plus grand que la valeur prédite par
I’équation de Lippmann. Cela signifie qu’il se passe quelque chose loca-
lement au voisinage du point triple. Ce phénoméne est d’autant mieux
capté que le nombre de points de controle est grand.

Pour toutes les simulations réalisées (avec différentes valeurs des paramétres,
notamment de 6y ), la courbure numérique a le méme comportement que celui
présenté en figure 3.14. Cependant plus ’angle de Young est petit, moins la vi-
sualisation de I’explosion de la courbure est nette. Pour mieux la visualiser il faut
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curvature
)
o e
= N
;

Fi1G. 3.14 — Courbure de la goutte pour quelques valeurs de ¢y avec 50 points de
controle

alors rajouter des points de controle pres de la ligne triple.

3.2.3 Conclusion

Nous avons numeériquement observé la forme des gouttes a potentiel donné.
Celles-ci dévient des formes prédites par 'approximation condensateur plan. On
retrouve également cette déviation lors du calcul de I'angle de contact qui a
une valeur supérieure a celle prédite par cette approximation. Cependant nous
n’avons pas exhibé de phénoméne de blocage de I’angle de contact comme observé
expérimentalement par les physiciens lors de leurs expériences.

De plus bien que la valeur numérique de l'angle de contact soit supérieure a
celle prédite par ’approximation condensateur plan, nous n’avons pas non plus
retrouvé le résultat théorique du chapitre 2 qui prédit un angle de contact constant
pour tout potentiel ¢y appliqué.

En ce qui concerne la courbure numérique de la goutte, elle est constante
excepté dans un voisinage de la ligne de mouillage ou elle augmente rapidement.
Ces observations sont en accord avec les résultats expérimentaux obtenus dans
[BVQMO6] et [BHMO3|, qui ont observé cette augmentation de la courbure au
voisinage du point triple.

Il parait donc nécessaire de pousser plus loin I’analyse et 'approximation du
potentiel pour mieux décrire la forme de la goutte au voisinage de la ligne de
mouillage. Comme nous I’avons vu au chapitre 2, du fait du coin rentrant présent
au niveau du point triple, le gradient du potentiel présente une singularité au
voisinage de la ligne triple. Nous cherchons donc une meilleure approximation du
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potentiel et de sa singularité. On peut penser a raffiner le maillage et augmenter
le nombre de points de controle, mais cela reste coiiteux et peut s’avérer instable.
D’ou l'idée de préciser le comportement du potentiel en traitant la singularité.
Une premiére approximation consiste a introduire une fonction singuliére qui
représente le potentiel au voisinage du point triple (cette singularité est connue
par le théoréme 2.2.4).

3.3 Introduction des singularités

3.3.1 Mise en ceuvre
3.3.1.1 Approximation du potentiel

Les résultats du paragraphe précédent permettent de visualiser une augmen-
tation de courbure au niveau de la ligne triple, et une augmentation de ’angle
de contact par rapport a celui prédit par I'approximation de Lippmann, mais
nous n’avons pas encore retrouvé ce qui est théoriquement écrit dans le modeéle :
I’angle de contact est indépendant du potentiel appliqué. Dans la démonstration
de l'invariance de I’angle de contact, 'argument essentiel a été de décomposer le
potentiel ©* en une partie réguliére et une partie singuliére au voisinage du point
triple. Nous allons donc introduire cette décomposition dans I’approximation du
potentiel.

Rappelons le théoreme 2.2.4 page 43 de décomposition du potentiel ¢* : on
se place dans les coordonnées polaires (p, §) centrées au point triple comme dans
le chapitre précédent (voir figure 2.6).

Théoréme 3.3.1 [l existe un unique ¢ € R tel que pour i € {G,S} :

oy —cS; € HZ(%‘)

S6lpr0) = ot —a S0 — (7 = ©a)u(p,0), 0 €0 m— O
S5(6,0) = oot S0+ )(p,0), 0€] = 7,0

n est une fonction C> a support compact, telle que n = 1 dans un voisinage
de A et nulle hors d’un cercle centré en A.
v est Uunique solution dans |0, 1[ de I’équation

egtan(v(m — ©,4)) = —e¢ tan(vm). (3.9)



84 CHAPITRE 3 : Approximation numérique

Vu I’équation vérifiée par v, on a v 6]5, 1[.

On agrandit ’espace d’approximation de la solution ¢“ en rajoutant cette
contribution singuliére.

Notations. Nous commencerons par introduire quelques notations pour cette
section :
Posons pour (p,0) € w,

E(p,0) -
0) = ————=p" 0— 0 0
S(p.0) coswa(p. ) S a(p,8)))n(p,0)
avec
-0 i(p,0)ew
a(p.0)= {7 O S e (3.10)
—m si (p,0) € wg
et
(0 0) € G
0= S PP e (3.11)
e si(p,0) € ws
Vu la définition de v, S est une fonction de H'(w).
On notera )
wWh .= Vect((1i)icjo,n.1:S)
Puis

Wh = {v € W tels que v(A;) =0, Vi€ l,UL U 12}

Wwh .= {v € W tels que v(A;) =0, Vi€ lpetv(d)=¢y ViclU ]2}

o

Approximation du potentiel électrostatique On cherche g?)‘,jh € I/T/'ﬁjZ telle
que

Nt
~oh N
gy => Xy +cS
1=0
et

ah(@‘ﬁh, v) = / £ <V<,0‘;;h . Vv) rdrdz =0, Yve W
UJh

, . . . , . h .
Nous devons donc déterminer les N7 +1 inconnues qui déterminent ¢} . Connais-
sant les conditions aux bords, il ne reste plus que A + 1 inconnues a déterminer
(ot NV est le nombre de points intérieurs a w™).



3.3 Introduction des singularités 85

Comme pour la méthode des éléments finis, nous écrivons les N premiéres
équations traduisant que :

(@) =0, Viel
Il nous faut alors une nouvelle équation relative a S. En posant

Sp=S— Y S(A)

iclgUl1Ul>

qui est un élément de W, on peut écrire :
h/ ~ h
a (SO(;ZJ aSp) =0

Ceci nous permet de mettre le probléme sous forme matricielle et d’en extraire
la matrice de rigidité associée.

1l faut alors calculer les coefficients a” (¢, 1;) pour (i, ) € [0, N7] déja calculés
en section 3.2. Mais nous devons maintenant aussi calculer les coefficients a”(v;, S)
pour i € [0, N7], ainsi que le coefficient a”(S, S). Ces derniers sont des coefficients
qui n’apparaissaient pas dans la section précédente.

La suite se déroule comme pour le cas de ’approximation par éléments finis IP;
et demande l'inversion de la matrice de rigidité dont on peut montrer I'inversibi-
lité. En effectuant les calculs, on se raméne & prouver que le coefficient a"(S,, S,)
est non nul, ce qui est le cas. On ne reproduira pas ces calculs.

Remarque 3.3.1 Il apparait une fonction cut-off n dans S. Son choiz est impor-
tant, tout comme le choiz de son domaine de définition. Comme dans [Bou97],
on choisira 1 affine par morceaus o support compact, une boule de rayon inclus
dans le dernier segment [Py_o, Py_1] contenant le point triple.

3.3.1.2 Approximation des intégrales

Il apparait maintenant dans la matrice de masse des termes issus de la par-
tie singuliére ne pouvant plus étre calculés de facon exacte. Le probléme se pose
également (comme dans le cas d’une approximation classique) pour le calcul du
gradient du lagrangien. Nous approcherons ces intégrales de deux facons diffé-
rentes, suivant qu’elles portent sur un triangle touchant le point triple ou pas.

Si le triangle ne touche pas le point triple on utilise des formules de quadrature
classiques, mais avec plus de points que dans le paragraphe précédent.

Si le triangle touche le point triple on utilise une formule plus précise pour le
calcul de I'intégrale, car on peut calculer une partie de I'intégrale exactement.

Nous pouvons maintenant donner les résultats numériques obtenus.
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3.3.2 Reésultats numériques

Nous avons implémenté le calcul du potentiel et effectué les calculs numériques
pour les mémes valeurs de paramétres physiques que dans la section 3.2 et pour
différentes valeurs d’angles de Young.

Nous avons remarqué que le comportement qualitatif de la solution reste le
méme, que ce soit pour les formes de goutte ou pour la courbure. Il nous a donc
paru plus pertinent de comparer des valeurs significatives du probléme (énergie
de la goutte, angle de contact, temps de calcul) plutét que de représenter les
courbes analogues de la section 3.2.

On présente dans le tableau 3.1 les valeurs comparées de ’angle de contact sui-
vant les approximations utilisées (condensateur plan, éléments finis P; ou fonction
de base singuliére). Nous avons effectué ce traitement de la singularité dans 1’es-
poir de visualiser 'invariance de ’angle de contact, nous espérons donc observer
une augmentation de I’angle de contact avec ce traitement.

Voltage | Approx. C. plan | Approx. P; | Fonction de base sing.
100V 89.49 88.73 88.72
200V 87.97 87.57 87.57
300V 85.43 85.75 86.13
400V 81.86 83.07 83.09
500V 77.22 79.20 79.40
600V 71.42 74.08 74.84

TAB. 3.1 — Valeurs de I’angle de mouillage selon les approximations

Nous présentons dans le tableau 3.2 les valeurs de I’énergie de la forme de
goutte convergée suivant le type d’approximation utilisé (éléments finis P; ou
fonction de base singuliére). Nous espérons ici observer une diminution de 1’énergie
par rapport a 'approximation par éléments finis P;.

Voltage | Approx. P; | Fonction de base sing.
100V 99.52 99.54
200V 97.94 97.90
300V 95.18 95.14
400V 90.71 90.70
500V 84.88 84.86
600V 77.19 77.28

TAB. 3.2 — Valeur de I'énergie de la goutte
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Analyse des résultats
e Les valeurs numériques de 'angle de mouillage sont en moyenne plus élevées
qu’avec la méthode d’approximation par éléments finis IP;, mais la différence
de 'ordre de 0.5° < 1° n’est pas significative.
e Les variations sur les valeurs de ’énergie ne sont pas non plus significatives.
e Le comportement qualitatif reste le méme, tant au niveau des formes de
goutte que de la courbure.

3.3.3 Conclusion
3.3.3.1 Analyse et limitations

1. Les résultats numériques laissent penser qu’il n’y a pas eu d’effets (ou trés
peu) en rajoutant la contribution singuliére.

2. Le temps de calcul total & un potentiel donné reste relativement long (jus-
qu’a 3h) et bien plus long que le calcul classique du potentiel du fait du
calcul des intégrales dans I’évaluation du gradient du lagrangien.

ov 100V | 400V | 600V | 700V
P, 45 s. | 10 min | 30min 1h 1h
Fonc. sing. | 1 min | 30min 1h 3h 3h

TAB. 3.3 — Comparaison des différents temps de calcul en fonction de "approxi-
mation

Remarque 3.3.2 I est a noter que ces temps de calculs peuvent étre ré-
duits par un meilleur choix de forme initiale. Il est possible de calculer
les formes tous les 25V pour avoir de meilleures formes initiales. (i.e. par
exemple a 700V : au lieuw de partir de la forme convergée a 600V, on partirait
de celle convergée a 675V ).

3. Il reste un probléme sur le caractére relativement arbitraire de la détermi-
nation de 7 et de son domaine de définition.

4. Il est possible de comparer la charge sur v, avant et aprés introduction de
la singularité. Celle-ci est modifiée et va dans le sens d'une explosion de la
charge au point triple mieux captée. Cependant cela ne semble pas étre pris
en compte dans ’algorithme. Cela laisse a penser que la singularité n’est
pas assez prise en compte. Il peut y avoir deux explications :

(a) Soit c’est le calcul du potentiel qui n’est pas assez précis et n’approche
pas bien la solution.
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(b) Soit c’est le modéle de recherche du point selle qui n’est pas satisfaisant
pour capter la singularité.

La solution qui consiste a rajouter des points de controle et donc augmenter la
taille du maillage est limitée par le temps de calcul qui devient alors extrémement
long, ce qui n’est pas acceptable.

Pour remédier aux points 3. et 4.(a), nous allons tout d’abord changer la méthode
d’approximation du potentiel en améliorant le traitement de la singularité.

Nous allons utiliser la Méthode du Complément Singulier®.

3.4 La Méthode du Complément Singulier

3.4.1 Principe

Nous avons vu au paragraphe précédent certains désavantages de la méthode
de la fonction de base singuliére. Cette méthode demande en effet la détermi-
nation quelque peu arbitraire d’une fonction "cut-off" 7, dans ’expression de la
singularité. De plus, elle implique I'inversion d'une matrice de taille plus grande
que la matrice de rigidité qui apparait dans l'approximation éléments finis; elle
peut étre mal conditionnée. La méthode du complément singulier va résoudre ces
problémes en traitant elle aussi la singularité de la solution.

Elle a tout d’abord été introduite pour résoudre les équations de Maxwell
dans des domaines comportant des coins (Assous et al [ACS98, ACS00, ACLO03,
ACLSO03]). Cette méthode a été reformulée par P.Ciarlet Jr et J.He dans [CHO3]
pour résoudre numeériquement 1’équation de Poisson dans un domaine 2D présen-
tant un coin. Elle est aussi basée sur une décomposition de la solution en parties
réguliére et singuliére. Mais elle permet de s’affranchir de la fonction "cut off" qui
posait probléme au paragraphe précédent en utilisant une autre décomposition
de la solution. De plus, elle est basée sur ’évaluation explicite du coefficient de la
singularité (noté ¢ au paragraphe précédent) qui peut étre totalement déterminé
avec les données du probléme. Il est aussi montré dans [CHO3| la convergence de
cette méthode.

Dans ce paragraphe, nous allons donc adapter cette méthode au probléme
du calcul du potentiel électrostatique en électromouillage. C’est un probléme de
transmission pour l'opérateur laplacien axisymétrique dans un domaine présen-
tant un coin.

! Je remercie Patrick Ciarlet de m’avoir suggéré d’appliquer et expliqué la Méthode du Com-
plément Singulier au cours de notre discussion lors des 5™ Journées Singuliéres au CIRM
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Nous aurons donc a adapter les formules, connues dans le cas de I’équation de
Poisson, a ce cas plus général.

Un rappel clair de la méthode du complément singulier pour I’équation de
Poisson pourra étre trouvé dans [CHO3|.

3.4.1.1 Reéduction a& un probléme modéle

Le probleme électrostatique en électromouillage est un probléme homogéne a
conditions aux bords inhomogéne. Par un relévement de la condition aux bords
on peut donc se ramener a traiter le cas d’un probléme inhomogéne a conditions
homogénes aux bords.

Ainsi, nous allons tout d’abord mettre en oeuvre la Méthode du Complément
Singulier pour un probléme elliptique axisymétrique de transmission avec condi-
tions de Dirichlet homogéene. Puis nous adapterons la méthode au probléme de
I’électromouillage qui présente des conditions mélées inhomogénes.

3.4.2 Le probléme de transmission avec conditions de Di-
richlet homogéne

3.4.2.1 Notations

z
V3
oA
+
N ot
Yo 0l
_ r
e w lﬁ Y3

F1Gc. 3.15 — Le domaine

Le domaine Soit w un domaine ouvert de R? formé de deux composantes w™
et w™ (voir figure 3.15).
La frontiére dw™ est 'union de :

e ~ l'interface entre w* et w™,

e 7 la partie de la frontiére sur 'axe z dans w™,
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e 7' la partie de la frontiére qui n’est pas sur axe z et qui est dans dw™.

owt =~Furt Uy

On note par analogie
Ow™ =7, Uy~ Uy

e La frontiére 7 est constituée de deux parties (voir figure 3.15) : 7", 75
(frontiére de la boite).
e La frontiére v~ est constituée de trois parties (voir figure 3.15) : vy, 75,
V3 -
Onaw=wrUw Un~.

Les espaces considérés On utilisera comme dans le chapitre 2 les espaces
associés a la mesure rdrdz. Ainsi pour un domaine w de R? :
o [*(w) et H'(w) sont comme dans le chapitre 2.
e Dans ce paragraphe et seulement dans ce paragraphe, H&(w) désignera,
{ve H'(w) tels que v =0 sur v U~}
e Pour s € R, on notera de méme H*® I’espace de Sobolev associé & la mesure
rdrdz.
e Pour une fonction 1 définie sur tout w, on désignera par 1" sa restriction
a wt et ¢~ sa restriction a w™.

Jr
e On pourra représenter un couple (¢ ™, ¢~ ) par la notation vectorielle < Z, )
On se donne ¢ = (¢*,e7) € RT™* x R™.

Définition 3.4.1 On dira qu'un élément (¢, 07) € H'(w) x H'(w™) vérifie
les conditions (BC) si, dans le cas ou les traces sont bien définies,

et = ¢ sur 7y
L 00" _O0p~ \ -
eET—— = e —— sur~,oun estla normale sortante a w
on on

On notera alors
W = {(g0+,<p_) € (]:IQ(uﬂL) X H2(w_)) N (Hé(uﬁ) X H&(w‘)) t.q. (T, ") vérifie (BC')}

L’opérateur laplacien axisymétrique On notera
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e A, Dopérateur laplacien azisymétrique dans R? muni du repére (Orz) :
”? 10 0?
or:  ror 022
o A lopérateur laplacien axisymétrique de transmission :
(—etA,, —"A,).
L’opérateur A agit sur W.

Enfin on note :

D(L*, A) = {(vT,v7) € L*(w") x L*(w™) tels que (e"Avt e7Aw7) € LA (wh) x L2 (w™)}
Cet espace est muni de la norme

et (1A | 2gor) + 110 z2ws)) +€7 (AT z2m) + v [ 2200m))
Il est possible de définir sur cet espace les traces sur 4+, 4~ et les conditions (BC)

par un opérateur que nous noterons 7' dans la suite. Ceci est prouvé dans un cas
plus général 3D, dans |Lem78| p.553.

Les formes bilinéaires Soient
0= (¢, p7) € LA (wh) x L2 (w), et v = (vt,v7) € L2 (wh) x L*(w).
On notera :
e < ,v > le produit scalaire dans L?(w*) x L*(w™), i.e. :

< o,V >:/ <p+v+rdrdz+/ o v rdrdz
wt w™

e Si U est un autre domaine ouvert de R? inclus dans w, on notera < ¢, v >y
le produit scalaire :

< 0,V >p= / o vt rdrdz +/ o v rdrdz
Unwt UNw—
e Pour (¢*,vt) € H'(w*) x H'(wt),

at(pt, vt :/ e"VptVotrdrdz
wt
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e Pour (¢~,v7) € H'(w™) x H'(w"),
a (p-,v7) = / e Ve Vo rdrdz

e Enfin, pour (¢t vt o=, v7) € HY(wh) x H'(w*) x H'(w™) x H'(w™),
a(p,v) =a* (p* v") +a (¢7,v7)

e (...) désignera le produit scalaire euclidien dans R2.

Ces notations posées, nous pouvons passer a I’équation proprement dite.

3.4.2.2 Equation du probléme de transmission
Soit f = (f*, f7) € L*(wt) x L*(w™).

On consideére (o™, ¢7) solution au sens des distributions de ’équation :

—eT At = ft  dans wt

AN = f~ dans w~
ot = 0 sur "
o~ = 0 sur vy~

(pt,p7) vérifie les conditions (BC)
La formulation variationnelle associée est :

A Trouver ¢ € H}(w)
(Fv) telle que
a(p,v) =< f,v>, Yve H}(w)

3.4.2.3 Décomposition en parties réguliére et singuliére

Au chapitre 2 nous avons donné un résultat (théoréme 2.2.4) de décomposi-
tion. Pour exposer la méthode du complément singulier, nous allons avoir besoin
d’une décomposition particuliére de espace L?(w) x L?(w™) en somme directe
orthogonale et de son utilisation explicite dans la démonstration du théoréme
2.2.4.

Nous donnons 4 résultats déterminants pour la méthode du complément sin-
gulier.

Les résultats (a) et (b) qui suivent pourront étre trouvés dans ([Lem78|) énon-
cés dans le cas 3D complet ; nous les énoncons dans le cas axisymétrique.
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a) Inégalité a priori.
g
On a une inégalité a priori sur les éléments de W, qui nous permet de dire
que A(W) est un sous-espace fermé de L*(w™) x L*(w™).

(b) Décomposition en somme directe orthogonale. On introduit N Tor-
thogonal de A(W) dans L?*(w™) x L*(w™). On a alors :

Lwh) x Aw™) = AW) o+ N (3.12)
Une généralisation de la formule de Green permet de montrer que :
Proposition 3.4.2
N ={(v",v7) € D(L* A), tels que Av =0 et T(v",v7) =0}

Remarque 3.4.3 Pour tout voisinage V du point triple, les éléments de N
sont dans lespace C®°(wt \ V) x C¥(w™ \ V).

(c) Dimension de I’orthogonal N. En s’inspirant de [ACLO03] on peut mon-
trer que dans le cas 3D-axisymétrique et pour notre domaine qui contient
un seul coin rentrant et pas de point anguleux conique :

Proposition 3.4.4

dim(N) =1

(d) La singularité duale.
Soit ps = (pF,p;) une base de N

Définition 3.4.5 p, est appelée singularité duale. Elle est définie a une
constante multiplicative pres.

La méthode du complément singulier consiste a utiliser la décomposition
(3.12) pour en extraire une décomposition de la solution ¢ en une partie réguliére
et une partie singuliére.

3.4.2.4 Décomposition de la solution de (Fv)

(i) Comme (f*+, f7) € L*(w*) x L*(w™), on déduit de (3.12) et de la propo-
sition 3.4.4 :

Proposition 3.4.6 Il eziste c € R et (o}, pr) € W tels que :

+ et + +
()= (=32) () 610
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F1G. 3.16 — Les coordonnées polaires

(i) On reléve (pf, p;) en calculant ¢5 comme la solution variationnelle de

—etAoF = pd dans w*

AN = p, dansw™
oF = 0 suryt (3.14)
o5 = 0 sur~y~

(¢F,¢;) vérifie la condition (BC)

S 7

A

(iii) Par unicité de la solution du probléme (F,), on peut alors écrire :

O-(E-F)] e

(iv) On détermine c en utilisant orthogonalité de A(W) et N dans L?(w*) x
L*(w™). On trouve :

< [,ps>

= 3.16
< Ps,Ps > ( )

Nous allons choisir une singularité duale p, puis indiquer comment on obtient
¢, solution de (3.14). Enfin ¢z se déduira de la formulation variationnelle (Fv).

On se place en coordonnées polaires centrées en A comme sur la figure 3.16
et on note rq la distance du point A a 'axe (Oz).

3.4.2.5 Un choix pour la singularié duale.

Notons ,
st =p3"—pVsin(v(d — at))
To
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et ,
sT =03 —p Usin(v(d —a))
To

ou
- v est I'unique solution dans ]0, 1] de I’équation

e tan(v(m — ©4)) = —e " tan(vm)
-at=71—0,, o =-7
L S A
b cos(vat)’ b cos(va)

Remarque 3.4.7 s™ (resp. s7) est un élément de L2 (wt) (resp. L*(w™)) et vu
son expression A.st (resp. A,s™) est dans H™ (w™) (resp. H™(w™)).

Soit (pf,pp) € H' (wh) x HY(w™) tel que (pf,pp) = —(st,57) sur v+ x v,
la solution variationnelle de :

a(pr,v) =< eAps,v >, Vo € H (W) (3.17)

() -(a)+(2) o

On vérifie bien que (pf,p;) € N.

On choisit alors :

3.4.2.6 Décomposition de ¢,.

Notons

¢"=p"p"sin(v( —a™))
et

¢~ =0 p"sin(v(0 —a”))
Remarque 3.4.8 (T (resp. () est dans Uespace H'(wt) \ H*(wt) (resp. €
HY(w )\ H?*(w™)) et AC (resp. AL ) est dans Uespace L?(w*) (resp. L*(w™)).

Vu l'équation (3.14) vérifiée par ¢g, on peut la décomposer sur la partie sin-
guliére (¢*, (™) (analogue du théoréme 2.2.4 ou on enléve la fonction "cut-off").
On en déduit qu'il existe § € R tel que :

(-] e

ot (¢f, dp) € H?(wF) x H*(w™).
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Remarque 3.4.9 On passe d’une décomposition a une autre en écrivant simple-
ment (on oublie les exposants + et —) : pr+(n=dr+ ((n—1)+C
—_———

cH?2

Une fois connu 4, on est en mesure, grace a (3.14), de déterminer (¢}, ¢5).
Reste donc a déterminer §. On peut en donner une expression explicite.

Expression de 6 En utilisant la méme méthode que celle proposée par M.Moussaoui
(|IMou84|), on on montre la

Proposition 3.4.10

< Ps,Ps >

vro [5+(ﬁ+)2 <Q+ _ sin(221;a+)> — e (87)? (Of _ sin(gz;a—)ﬂ

5= (3.20)

Démonstration : On note A le point triple, B, = B(A,t) la boule de centre
A et de rayon t et C; son bord.
On pose wy :=w\ B, w! i =wNw", w, =wNw™

De méme C;' :=C;Nwt et C; :=CiNw™.

AT(t

Enfin on notera AT (t) le point d’intersection de Cy avec ;" de coordonnées po-
laires (t,©7(t)) et A~(t) le point d’intersection de C; avec v, de coordonnées
polaires (t,©7(1)).

Remarque 3.4.11 6~ = a~
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On obtient & partir de (3.14) :

< _5Ar¢37ps >0 =< Psy Ps Zw, (321)

Nous allons étudier plus particuliérement le membre de gauche de cette égalité
puis passer a la limite quand ¢ tend vers 0.

On notera ds la mesure linéique.

e Terme sur w™. Il est donné par :

< —et Aol pf > 4= —/ et Aot prdrdz

t

ps est C*° dans wy. Il en est de méme pour ¢5. On peut donc écrire :

+ +
< —etA o ph > =t |- 00, Ftd —/ 0 *plrds
¢ c+ on YWt On
opf ops
+/ +%¢jrds+/+ o ¢,jrds] (3.22)
YNwy C,

oll n est la normale sortante & w,’.
e Terme sur w-.

De la méme fagon, on obtient

< —e" Aoy py > =€

Wy

_/Ct

op; ,_ op; | _
5 d 5 o td .2
+/m% anqbsr 8+/ct angbs s] (3.23)

oul n est la normale sortante a w; .

e Comme pg et ¢, vérifient les conditions (BC'), en additionnant les deux
termes, il reste

- On

00, D, tds — / 00 p, rds
on VW

0o opy
2 pltds + Ps
Cj on C:r on

| G |
+e | — D, tds +
cr on cy

< =g, Ps S = T [— gf)jtds]

dp; _
o 0% tds] (3.24)
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e Examinons la contribution du terme

9o+
et 99, pltds
lona 871
t

En utilisant les décompositions (3.19) et (3.18)

¢ = ¢ +0Ct

et
pr=pp+st
on déduit
N

5 —>plrds =
cf On

ot Ot ot St
e’ / Bt (rg + t cos(0))tdd + / B (rg + t cos())tdd
0 on 0 on

+

ot (t) 5+ ot (t)
o5+ o6 o+
+(5/0 5 pr(ro + tcos(d))tdd + (5/0 5 (ro + tcos(h))tdo

(3.25)

Les termes faisant apparaitre ¢r et/ou pr tendent vers 0, du fait de la
régularité de ces derniers.

Le seul terme ayant une contribution non nulle quand ¢ — 0 est le terme
donné par

. ot (t) act
de ——s"(ro + t cos(8))tdo
0 on

En gardant les coordonnées polaires et les vecteurs de la base de Frenet
o¢t a¢t . :
(€p,€9), ON & L = —i, d’ou en utilisant I’expression exacte de ¢

on dp

ot (t) 94+
68+/ a—sJ’(TO + tcos(0))tdo =
0 n

+ ot ()
—6€—y(6+)2 / " tsin(v(0—a™))t " sin(v(0—at))(ro+t cos(6))*tdd
To 0
(3.26)
Il reste

et ac et ot (t)

5t / St (ot cos(6))tdd = —5—v(3*)* / sin?(v(0—a*)) (ro-+t cos(0))*dd
0 n To 0

(3.27)



3.4 La Méthode du Complément Singulier 99

©T(t) admet pour limite o™ en 0. En développant le membre de droite de
(3.27) suivant les puissances de ¢, on conclut que le seul terme ayant une
possible contribution non nulle a la limite est :

o+ (1)
S8, /0 sin(u(0 — O (1)))d0

= —dct v (1) (@+(t) — sin(21/®+(t))) (3.28)

2 4y

Ce qui donne en passant a la limite dans le membre de droite de (3.28) :

* sin(2va™)
et u(Bt ) (= - 3.29
ev(B7) o 5 1 ( )
e On effectue le méme raisonnement pour le terme
O+
et [ Legrids
Ct+ (971
et on obtient que sa limite quand ¢ tend vers 0 vaut
T sin(2uva™)
Setu(pt)r, (& - 2R ) 3.30
ev(B7)rg 5 1 ( )
e la contribution totale sur C," dans (3.24) vaut donc
(Ovat
Setv(B1)?rg (aJr — smg&) (3.31)
v

e Par un raisonnement analogue, on trouve que la contribution sur C; dans

3.24 vaut . B
Sev(B7)?ro (—a + %) (3.32)

e En conclusion, grace a (3.31) et (3.32), en passant a la limite quand ¢ tend
vers 0 dans (3.21), on trouve

<paps = o [ (= DY e (o T

2v 2v
(3.33)
Et donc on en déduit que
< Sy IS >
5= _ Pl — (3.34)
vro [5+(ﬁ+)2 <Q+ _ Sm(QQIV/a )) — e (3)? <or _ Sm(?;a ))]
]

Remarque 3.4.12 On peut vérifier que dans le cas ot €T = 7, la formule est

bien cohérente avec celle obtenue dans le cas d’un probléeme sans transmission
(voir [ACLS03]).

)
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3.4.2.7 Résumé

Nous avons utilisé différents résultats de décomposition pour en déduire une

~

expression de la solution du probléme (F,) en somme d’une partie réguliére et une
partie singuliére. Nous avons de plus pu exprimer de fagon explicite les différents
coefficients.

Nous pouvons maintenant passer a l’aspect numérique du probléme.

3.4.3 Traitement numérique

Nous allons décrire I’algorithme qui permet d’implémenter la méthode du

A

complément singulier pour le probléme de transmission (F,). Pour calculer nu-
mériquement la solution, nous devons exprimer numériquement ¢r, ¢g et c.

3.4.3.1 Démarche

Tout revient a approcher numériquement p,. Numériquement tout s’organise
cing étapes.

1. Calcul de pg, par le calcul de pg en utilisant (3.18)

2. Calcul de c en utilisant 3.4.2.4 (iv)

3. Calcul de 0 en utilisant la proposition 3.4.10

4. Calcul de ¢s, par le calcul de ¢p en utilisant (3.19) et (3.14)

5. Calcul de ¢, par le calcul de @g en utilisant (3.15) et (Fv)

On se donne une triangulation comme au paragraphe 3.1.2 page 65. On garde
les notations de ce paragraphe. On notera donc A; les nceuds du maillage, Nz
leur nombre et v; la fonction de base associée au nceud A; pour i € [0, N7|.

On notera I I’ensemble des indices des nceuds A; tels que A; €w” et I 'ensemble
des indices des noeuds A; tels que A; € vy U~~.

Les parties réguliéres des décompositions (3.18), (3.19) et (3.15) sont appro-
chées par des éléments finis de type Lagrange P;.

On introduit alors les formes linéaires suivantes :
Pour (vt v7) € H'(wh) x H'(w")
ls(v) = / e A stotrdrdz +/ e"Aps v rdrdz
wt w—

et

ZC(U):/ 5+A,_C+U+rdrdz+/ e"A (v rdrdz
wt w™
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3.4.3.2 Détail des étapes

1. On approche la partie pr par des éléments finis Py : p}}% ~ DR

pr est la solution variationnelle de (3.17)
a(pr,v) = l(v) Vv € Hy(w)

Ce probléme est bien posé vu 'expression de s*. En faisant un calcul expli-

cite, on voit que les termes les plus singuliers disparaissent dans I’expression

de A,st et A,s™.

En passant aux expressions matricielles, on considére le vecteur de coor-

données (pr(A;))icp,n,], dont vu les conditions aux bords, il ne reste qu’a

déterminer PR := (pr(A;))icr-

On doit alors résoudre KPE = @, oit K est la matrice de rigidité axisymé-

trique et @ est le vecteur de coordonnées (ls(zﬁi) + Z s(A;)a(v;, 1/)Z)> :
j€lo i€l

2. On exprime ensuite

h
h: <f?ps >
< ph,ph >

C=C

3. Puis

< pt,ph >
vro |e+(5)? (at — 2 — e (g)2 (o= — )|
4. ¢p est solution de :

a(pr,v) = 0"l:(v) Yo € Hi(wh) x Hi(w™)

5~ o =

De la méme fagon, on approche ¢ par éléments finis Py : ¢p ~ ¢
Si on considére la forme matricielle de la formulation variationnelle discré-
tisée, on obtient

Ko} = ¢

Ouq = o <l¢(¢i) + ZC(Aj)a(zﬁj,zﬁi)) et par abus de notation ¢%
g€l i€l
représente le vecteur (¢ (A;))ier-

5. Enfin reste a calculer pg qui est solution variationnelle de :
&((,OR,’U) =< f — CPs, U >

On I'approche elle aussi par éléments finis.
La démarche est la méme que pour les points 1. et 4..
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3.4.4 Application au probléme d’électromouillage

Nous allons appliquer la Méthode du Complément Singulier du paragraphe
précédent, a notre probléme qui lui a des conditions aux bords a la fois de type
Neumann homogene et Dirichlet non homogeéne.

VG
eG
LG
wa
z
wy,
VLS ©4 Gs
0 T A
Y25 ws VesS
0

Pour ramener notre probléme au cas détaillé précédemment nous considére-
rons un relévement de la condition aux bords.

On garde les notations du cas modéle précédent en changeant les exposants +
en les indices G, et les exposants — en les indices S. Les espaces H}(w) et H}f (w)
sont ceux définis au chapitre 2.

On considére le probléme variationnel dont ¢* € Hvl (w) est solution :

Vo€ Hi(w), [ e(Vg®.Vo)rdrdz =0

Relévement de la condition aux bords Soit R(¢o) € ﬁi(w) tel que :
o ((R(¢0))a, (R(¢0))s) € (H*(wa) x H*(ws)),

° aR@(fO) = (0 sur Ye = VeG U VesS,
(R(¢0))c - (R(¢0))s sur yags
* gGa(RéM = 55% sur ygs, n normale sortante a wg
n n

Posons ¥ 1= ¥ — R(¢) € Hi(w). ¢ vérifie :

o € Hi(w), / C (V3 . Vo) rdrds = — < eAR(do), v > (3.35)
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On pose alors pour ¢ € {G, S},
fi = =D (R(¢0))i € L?(wi)

On peut donc appliquer la Méthode du Complément Singulier avec fq et fg
(on identifiera f avec le couple (fq, fs) par abus de notations).

Modification dans les expressions Les formes linéaires sont modifiées. On
pose pour v € H'(w) :

is(v):/ 5gATstGrdrdz+/ 55Arssvgrd7“dz—/ aﬁvgrds—/ %vgrds
wa ws on Yes on

VYeG

et

eG

l}(v):/ 6gArCOUGrdeZ+/ €SATC5U5TdeZ—/ a—vgrds—/ a—vgrds
wa wg 5 an Yes an

Détail des étapes du traitement numérique

1. pgr est la solution variationnelle de
a(pr,v) = I(v) Vv € Hy(w)

Elle est approchée de facon classique.

2. On exprime ensuite
oney =SB >
<phph>
3. Puis 6 = ¢,

4. ¢pr est solution de :
a(pr,v) = "l (v) Yo € HY(we) x H(ws)
5. Reste enfin le calcul de ¢ approchée directement.

Remarque 3.4.13 On peut donner une expression de ¢ indépendamment du re-
levement R(¢o). Numériquement on cherchera plutot la solution @¥ du probléme
translaté sur Hy(w) = {o € H' (w) tel que ¢ =0 sur v UvLs et o = —dg sur o}

On considere alors le relévement correspondant R(py) € H(w).
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Cette réduction permet d’écrire :

/ 3psd

= —esPp—r——
<p57p5

dont le numérateur est bien défini et est calculable indépendamment du relévement
choisi.

Pour retrouver ¢*, il suffira alors de rajouter la constante ¢o a la solution
trouvée.

3.4.5 Reésultats numériques

Comme dans la précédente approximation, il nous faut seulement changer le
calcul du potentiel.
La différence est qu’il y a plus d’intégrales a évaluer. Il y a maintenant 5 étapes, qui
toutes demandent une évaluation approchée d’intégrales. Les intégrales singuliéres
seront calculées de la méme fagon que précédemment. On approche l'intégrale par
une formule de quadrature classique si on ne se trouve pas sur un triangle qui
contient la singularité. On calcule plus exactement 'intégrale si on se situe sur
un triangle qui a la singularité pour sommet.
Comme pour le cas précédent, suivant les approximations ( condensateur plan,
[P,, fonction de base singuliére (FS), Méthode du Complément Singulier (MCS)),
on présente les valeurs obtenues pour I’angle de contact numérique (tableau 3.4)
ainsi que les valeurs de ’énergie pour la forme de goutte convergée (tableau 3.5).

Voltage | Approx. C. plan | Approx. P; | FS | MCS
100V 89.49 88.73 88.72 | 88.77
200V 87.97 87.57 87.57 | 87.67
300V 85.43 85.75 86.13 | 85.9
400V 81.86 83.07 83.09 | 83.18
500V 77.22 79.20 79.40 | 79.86
600V 71.42 74.08 74.84 | 75.14
700V 64.30 67.57 68.59 | 68.95
800V 55.50 59.40 59.45 | 60.68

TAB. 3.4 — Valeurs de 1’angle de mouillage suivant les approximations

On note que I’évolution de I'angle de contact va dans le sens d'une augmenta-
tion de sa valeur, cependant la différence reste petite et peu significative. En ce
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Voltage | Approx. P; | FS | MCS
100V 99.52 99.54 | 99.50
200V 97.94 97.90 | 97.97
300V 95.18 95.14 | 94.65
400V 90.71 90.70 | 90.47
500V 84.88 84.86 | 84.12
600V 77.19 77.28 | 76.63
700V 67.13 67.15 | 66.22
800V 54.19 54.10 | 53.09

TAB. 3.5 — Valeur de I'énergie de la goutte selon les approximations

qui concerne les valeurs de I’énergie de la goutte, la diminution de celle-ci est un
peu plus prononcée, mais reste cependant relativement petite.

Le temps de calcul est jusqu’a 1.5 voire 2 fois plus long , comparativement
a la méthode de la fonction de base singuliére. Il est maintenant nécessaire de
calculer des intégrales de fonctions singuliéres sur tout le domaine w, alors que
précédemment ceci n’était effectué que sur le support de la fonction singuliére,
i.e. le dernier triangle. Ceci est cotiteux en temps.

Remarque 3.4.14 [l faut signaler que le calcul du potentiel en lui méme ne
prend pas de temps, c’est ’évaluation du gradient du lagrangien qui est codteuse
en temps.

Meéme si les résultats sont voisins de ceux obtenus avec la méthode de la
fonction de base singuliére avec un temps de calcul plus important, cette méthode
supprime d’une part le probléme de la détermination de la fonction "cut off" et
nous verrons d’autre part que c’est une meilleure approximation du potentiel.
Ceci sera mis en avant au chapitre 5.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons simulé numériquement la forme de goutte en
géométrie axisymétrique en utilisant le modele qui méne a une recherche de point
selle d’un lagrangien.

Nous avons observé 1’étalement progressif de la goutte avec 'augmentation du
potentiel ainsi qu’une déviation de la forme de goutte et de 'angle de contact par
rapport a 'approximation condensateur plan. La courbure augmente au niveau
du point triple. Cela est conforme aux observations physiques.

Cependant nous avons vu au chapitre 2 que le modéle utilisé ici prédit un angle
de contact constant (égal a ’angle de Young) quel que soit le potentiel ¢y appliqué.
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Nos simulations ne nous ont pas montré cette invariance de 1’angle, malgré les
améliorations effectuées en 3.3 et 3.4 en prenant en compte la singularité du
potentiel.

Le phénomeéne de saturation n’est pas non plus observé.

Ces simulations apportent une bonne approximation macroscopique de la
forme de goutte, cependant la méthode de recherche de point selle du lagran-
gien reste trop "globale" pour capter ce qui se passe au niveau microscopique
pres du point triple. Nous avons remarqué la présence d’effets sur le potentiel lors
des traitements de singularité, mais ceux-ci paraissent "effacés" par la mise en
oeuvre de 'algorithme d’Uzawa.

C’est pourquoi il nous a semblé nécessaire d’établir un nouveau modéle "mi-
croscopique” capable de prendre en compte ces phénomeénes localisés au niveau
du point triple.

Nous considérons que le probléme d’approximation du potentiel électrosta-
tique a été bien résolu par la Méthode du Complément Singulier; c’est elle qui
nous permet d’approcher le mieux le potentiel électrostatique. Nous devons main-
tenant agir sur le modéle lui méme.



Chapitre 4

Une approximation double échelle

4.1 Motivation

L’analyse des résultats de la section précédente a mis en évidence le caractére
trés localisé de la singularité du potentiel. Le modéle optimisation de forme ne
suffit pas pour visualiser la forme de la goutte au voisinage du point triple. Pour
mieux la décrire nous proposons de faire un "zoom" au niveau de la ligne de
mouillage pour passer a une vision locale; c’est ’objet de ce chapitre.

On commencera par introduire les notations qui seront utilisées tout au long
de ce chapitre 4. La seconde partie sera consacrée a l’écriture d’'un modéle lo-
cal pour notre probléme. Deux visions différentes, I’'une physique et 'autre plus
mathématique, nous permettrons d’en extraire ’équation principale.

Enfin, aprés un rappel théorique sur les équations différentielles a second
membre intégrable, on s’intéressera a l’écriture mathématique du modeéle et a
un algorithme de résolution en vue de simulations numériques.

4.2 Notations

Paramétrisation du domaine Nous allons paramétrer les domaines axisymeé-
triques considérés. Ces derniers sont entiérement déterminés par leur frontiére
YLG-

Soit z* > 0 et f continue sur I := [0, z*], dérivable sur [0, z*[, et dérivée infinie
en z*.

On notera w/ le domaine 2D dont la fronti¢re 7{G est donnée par la courbe
représentative de f. 7{5, Vés désignent les différentes interfaces associées (voir
4.1).

Les hypothéses de régularité de f sont les hypothéses minimales que nous
considérons pour définir un domaine w/. Dans la suite, on précisera les hypothéses
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Zeaft

Fi1G. 4.1 — Paramétrage du domaine

supplémentaires nécessaires sur f. Avec ce paramétrage on définit le potentiel
électrostatique associé.

Potentiel électrostatique FEn gardant les notations du chapitre 2,
gowf est la solution du probléme variationnel

Trouver ¢ € H(w') tel que,

(fv)wf .
Yo € H(w?), / £ <Vg0wf . VU) rdrdz =0
Wl

Ces notations introduites, nous allons maintenant établir une équation dont

est solution f sur [0,2*[, si w/ est un minimum de la fonction coiit sous la
contrainte de volume.
On peut établir cette équation de deux facons. La premiére est issue de raison-
nements plutot physiques et géométriques tandis que la seconde nous permet
de trouver cette équation directement en travaillant sur la condition nécessaire
d’optimalité (2.19) page 48.

4.3 Un point de vue physique

Nous allons établir I’équation pour un domaine 3D axisymétrique, mais le
raisonnement serait le méme pour un domaine 3D quelconque.

L’équation traduit ’équilibre entre toutes les forces qui s’exercent sur la goutte.
On négligera la force gravitationnelle, pour les mémes raisons que dans le chapitre
3 : le nombre de Bond o = % est petit.

Il s’agit, dans cette section, de faire un bilan des forces agissant sur la goutte a
I’équilibre. Puis en revenant aux notations données en 4.2, on établira I’équation.
Dans cette section on utilisera 'argument suffisamment petit et ses conséquences
sans donner les justifications mathématiques.
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4.3.1 Notations

Soit M un point de la goutte et dS une surface élémentaire de R? de la goutte
autour de M.

On note 7 la normale en M & la surface et on choisit un repére orthonormé
(Oxy) tel que (0z2) || 7.

dS est délimitée par les arcs AB et CD, BC et AD, issus de 'intersection
de la surface avec les deux plans paralléles P, et P, et les deux plans P; et

Py, orthogonaux a P; et P, (voir figure 4.2). On suppose que si les plans sont
suffisamment proches AB ~ DC =~ dl et BC' ~ AD ~ dL, avec dl > 0 et dL > 0.

/
’
’
/
’
/
/
/
/

F1G. 4.2 — Surface élémentaire dS

A Téquilibre, la somme des forces agissant sur un petit élément de surface de la

goutte est nulle. Faisons un bilan des forces agissant sur cette surface élémentaire
ds.

4.3.2 Bilan des forces extérieures
Il y a deux types de forces : les forces de tension capillaires et les forces de

pression atmosphérique et électrostatique.

Forces de tension capillaires Ces forces sont dues a la tension de surface
a l'interface, elles vont avoir tendance a "étirer" la surface. Elles agissent sur la
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—~ —~ —~ —~

surface par AB, CD, AD et BC.

1. Cas de AAD et BAC :

FiG. 4.3 — Forces capillaires agissant sur AAD et BAC’

— — ~ ~
Deux forces f; et fo agissent sur tout I’arc AD et BC' respectivement.

— —
f1 (resp. fa) est paralléle au plan P, (resp.P;) et tangente a la surface dS.
Ces deux vecteurs ont méme norme.

Fi1G. 4.4 — Coupe dans le plan P,
On a les relations suivantes entre les composantes de f; et fs :
— — — — — — .
<f1> = <f2> =0, <f1> + <f2> =0 et <f1> = <f2> . SidL est
T T Y Y z z
suffisamment petit, on connait I’expression des forces :

— _ _ A
fi= [ _ owLgTi, avec T vecteur tangent unitaire & AB en A
AD

En considérant ¢, R; donnés comme dans la figure 4.4, on obtient

H
<f1) =0ra fAD .6, ~ —oradL sin(0).
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%
En effectuant le méme calcul pour fs5, on écrit

(ﬁ)z + (75) ~ —201¢dLsin(0)

Mais comme dl est suffisamment petit on peut aussi écrire sin(f) ~ Qd—]él’
voir figure 4.4.
Dot . _ dldL

(7). + (B),~ =, .

2. On effectue le méme raisonnement pour les arcs AB et C'D et on obtient
que sur I'axe (Oz) la somme des forces vaut :
dldL
Ry

La contribution des forces de tension capillaire est donc donnée par la somme
de (4.1) et (4.2) :

(4.2)

—0LG

1 1
—orcdldL | — + — 4.3
el (- + 7 ) (43)

A un facteur multiplicatif prés, cette expression fait apparaitre la courbure moyenne
de la surface en M.

ﬁ
Les forces de pression atmosphérique et électrostatique F},.

Si P, est la pression a l'intérieur du liquide, P,,; la pression a l'extérieur du
liquide et P, est la pression électrostatique, on a

?}7 - / Pﬁ)ds - / (Plnt - Pe:rt + Pelec)ﬁds
ds as

%
Si E est le champ électrique a 'extérieur de la goutte, la pression électrosta-

. g . , =
tique vaut P, = o0, avec o la charge surfacique donnée par o = eg|| E|| =
e

g6l Ve |-

Remarque 4.3.1 On rappelle que la goutte est supposée totalement conductrice
ﬁ
donc || E'|| =0 a Uintérieur de la goutte.

(7)) = / PR . .ds
Z ds

PdldL

On obtient

Q

(4.4)
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Bilan La somme des forces s’exercant sur toute la goutte est nulle & I’équilibre.

— —

ﬁ
Ftension+Fp: 0
4.3) e

En projetant suivant z et en utilisant (4.3) et (4.4), on obtient

1 1 H ||2

eq|| E

—+— =Py — P+ —— 4.5
ULG(Rl Rg) ¢ K 2 ( )

C’est I’équation connue sous le nom d’équation de Young-Laplace.

Reste a traduire I’équation (4.5) en fonction des notations introduites en 4.2
et dans le cas axisymétrique. On part du modéle 3D que I'on exploite dans le cas
axisymeétrique.

4.3.3 Retour au cas 3D axisymétrique

Supposons que

Hypothése 4.3.2 [ est une application continue sur [0, z*], dérivable sur [0; z*|
et deuz fois dérivable sur |0; z*[ telle que f > 0 sur |0, z*[. De plus f(z*) =0 et
lim f'(z) = +oo.

On note w’ le domaine associé et F{G la surface engendrée par la rotation de
vfG autour de l'axe de z.
On notera (r, 6, z) les coordonnées cylindriques centrées en 0.

Paramétrisation de la surface On paramétrise la surface ' pour (z,0) €
[0, 2*[x[0, 27| par

) = f(z)cos(0)

) = [(z)sin(0)
)

= Z

On a

et
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La normale en un point de la surface est donnée par :

81/) 3¢
T
Donc
. 1 — f(2) cos(6)
N = —f(2)sin(0) au point (f(z2),60,z) Vze 0,27

FEOVIH 22\ f)f(2

Courbure moyenne de la surface I';; Pour cela nous allons calculer la
premiére et seconde forme fondamentale de 1) puis calculer la trace de la matrice
représentative de ’endomorphisme de Weingarten (voir [RDO98| p.184).

Notons Fj la premiére forme fondamentale et F5 la seconde forme fondamen-
tale. Nous pouvons les calculer grace a 'hypothése de régularité faite sur f en
début de cette section.

On a
'a¢ 2 a;z) a;z)
. 0z
= a;z) a¢ H
et
- P = Y
o N.a—g2 N.a%ae
I WA A
" 0200 " 062
D’ou ,
14+ fP(2) 0
Fl‘( 0 fQ(Z))
et
B f”(Z) 0
1+ f2
2 . Y e
1+ f72(2)

ceci pour z €]0; z*[.
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On en déduit 'expression de 'endomorphisme de Weingarten W :

- f”(Z) .
W=F'1F= (1+f72(z))2 1 pour z €]0; 2*[.
0

f)V1+[7(2)

Les valeurs propres k; et ko de 'endomorphisme de Weingarten sont données
par :

PR (G
RRTR T
et
Ro(z) = !

V1 + 2(2)

De I’équation (4.5) et de I’expression de la courbure moyenne, on déduit que :

" 1 ]Dm _Pex V )2
f'(2) _ PP sl

Tt SOV G 0w 216

Dans le cas ou f, représentant la forme de goutte a I’équilibre, vérifie I’hy-
pothése 4.3.2, on a donc obtenu une équation différentielle ordinaire dont est
solution f. Elle traduit que la courbure moyenne de la surface est donnée par la
somme des forces de pression atmosphérique et électrostatique. Ce dernier terme
électrostatique dépend de f.

Remarque 4.3.3 Cette équation différentielle qui montre bien [’aspect physique
du probleme, introduit le terme Pi,y — P.y. En utilisant la condition nécessaire
d’optimalité au paragraphe suivant, on verra que [’obtient une relation donnant
facilement P,y — Pryy.

4.4 Ecriture de I’équation en utilisant la condition
nécessaire d’optimalité
On peut également retrouver I’équation (4.6) en utilisant la condition néces-

saire d’optimalité exposée en (2.19). Cette méthode va nous permettre de prendre
en compte explicitement la contrainte de volume.
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4.4.1 Condition nécessaire d’optimalité

Placons nous, a potentiel et volume donné, au minimum de I’énergie de la
goutte. Notons toujours f la fonction définissant ce domaine optimal w/. On
rappelle la notation de la section 2.1 :

U@ R?) = {u € CH (W B2); [lulloe < L1tz pp = 0.1y =0, et (uy)5, = o}

On dispose de la condition nécessaire d’optimalité du chapitre 2, donnée en
(2.19) page 48.

Proposition 4.4.1 Si w/ est un minimum de ’énergie sous la contrainte de
volume, alors :

3N € R* tel que dj(w!).u = djpg(w!) .+ djps(wh)u + djerec(w’).u
= Mc(w)u, YueU(w R?) (4.7)

ou :
cp“’f est solution (Fv),s.
djira(wu = / ur(s)ds—i—/ divy (u)rds (4.8)
Mo Mo
djrs(wf)u = u/ urdr+u/ div, (u)rdr (4.9)
'Yis ’Yis
J J
Detee(W)u = —5/ 5uTHV<,0“’fH2drdz—§/ aHVgp“’fHQdiv(u)rdrdz
wf wf
J ‘ W !
t5 ] € <( Du+ Du)Vy¢* .V ) rdrdz (4.10)
wf
de(wu = —/ qurdz—/ div(u)rdrdz (4.11)
wf wf

Remarque 4.4.2 On néglige le terme de gravitation car la goutte est assez pe-
tite par rapport 4 une longueur caractéristique (le nombre de Bond est petit). On
retrouverait des termes analogues dans le cas ot on laisse la contribution gravi-
tationnelle.

Le but est de donner une expression de chacun des termes (4.8), (4.9), (4.10)
et (4.11) en fonction de f et des autres données du probléme.

On conviendra que :
- Pour alléger les notations, on notera w/ par w et on fera de méme pour 7{5,

vfG etc...
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V=G
NeG
LG
wa
z
wr
VLS 4 VGs
0 T A
Vs ws eS
Y0

F1G. 4.5 — Domaine axisymétrique 2D

- Si 7 est une fonction définie sur tout le domaine w, on notera g sa res-
triction & wg et g sa restriction a wg. Les notations sont rappelées dans la
figure 4.5.

- Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le domaine considéré on notera ¢* pour
désigner ¢¢ ou ¢ suivant le domaine.

4.4.2 Etude du terme électrostatique

Nous allons étudier le terme donné en (4.10). Ce terme contient la contribution
du gradient du potentiel. Pour étudier son expression, nous allons tout d’abord
I’étudier sur des fonctions réguliéres puis par un argument de densité, nous en
déduirons 'expression de (4.10) pour ¢“.

1. Cas régulier. Prenons dans (4.10) ¢ définie sur w telle que ¢; € C*°(&;),
pour i € {G, S}.

Posons



4.4 Ecriture de I’équation en utilisant la condition nécessaire
d’optimalité 117

Qjetec Our , Ou
B 0 —— [ e |[VelPards = [ VoG + Gprdra:
2 w

ou, (Op 2 ou, Ou,\ Op dp ou, (Oy 2
+/f< or (W) +2(8z+ or )87"8z+28z 5z ) | rdrdz

(4.12)
En utilisant la formule de Green sur wg et wg, E se décompose en E,+ Eg,,,
somme d’intégrales sur les domaines wg et wg et d’intégrales sur les bords
Owg et Jwg.

(a) Etude du terme FE,
On a

Ew = Ews + Ewc
ou pour i € {G,S},

0 0
B = [ e (<IVelPu+ 5 GIVAP) et 52 G1IAR) ) dr
) Ay 9 [ Opdyp 9 ( Dpdp
”/j(a( (a) ) r*@( E&)“r*%(%& s
) oo\ >
+& (T (&) ) uz> drdz (4.13)
Ce qui nous donne :

E:/u[ 96l + 1Vl + = (11VIP)

D o [(9p\° 9*¢ Op D P
2 (87") 2T8r (87") 2r ordz 0z m or 022 drdz

+ [ v [ 2 ) -2 (52%2)

0?0 0y Do 02 0 (Op
o9 Tororo: s (82) drdz

(4.14)

Nous allons traiter séparément le terme en facteur de wu, de celui en
facteur de u, dans I’équation (4.14).
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Q&P_i_ZaQ‘Pa_‘P

0 9 9
Terme en facteur de v, Comme B ([IVel]?) = 25,852 9oz B

il reste :
0p\° . 0p0% | 0p0%p
/wi EUy [—2 (7) - 27"5@ - 27"%@ drdz

B op [ Py dp Py
—/wieur [—25 (Tw‘i‘a—}‘r@

:/ EUy {—27“2—(’0 (Argo)} drdz (4.15)
w; r

Terme en facteur de u, Il est similaire au terme en facteur de wu,.,
on obtient :

A O O 0% O 0%
| 2= —2r——— —2r——— | drd
/wgu { or 0z raz or? Taz 072 ras
0
:/6uz {—27“—@ (Argo)} drdz (4.16)
w 0z
Nous pouvons maintenant donner une expression de E,, puis de E,,.

Simplification du terme FE,,

E, = —2/ e(Vu.Vo) Ao rdrdz — 2/ e(Vu.V)[Ap]rdrdz
wa w

’ (4.17)

(b) Etude du terme Fj,

RN , . s 122
On note " = (n,,n,) la normale extérieure au bord considéré. On a
alors,
Eow = Eowg + Egug

ou pour i € {G, S}

By, = —/ 57‘HV§0||2(urn,« + u,n,)do
Ow;

do\” dp 0
+ 2 /&Ui € (a—f) w,n,rdo + 2 /8% 6a—fa—furnzrda

dp D do\”
+ 2 /&Ji ea—fa—fuznrrda + 2 /&Ji € (a—f) u,n,rdo



4.4 Ecriture de I’équation en utilisant la condition nécessaire
d’optimalité 119

D’ou

b [ () (%))t e
¥

+ 2/ 6a—¢a—(urnz + u,n,)rdo

(4.18)

2. Passage au cas non régulier
Les expressions (4.17) et (4.18) on été obtenues pour (yg, pg) € C®(wg) X
C™(wg)-
Il faut maintenant passer au cas ol ¢ n’est plus aussi réguliére.
En gardant les notations du chapitre 2, pour x > 0 fixé, on note

D, = D(H2"(wg) x H2 " (wg), L?)
= {(905, va) € H%M(ws) X H%+“(wg) tels que (4.19)
A,p; € LP(w;), pour i € {G,S}} (4.20)

Cet espace est normé par
llloe = el g4n + [1Arel|22

Par les résultats de décomposition du chapitre (2.12), on sait qu’il existe
k > 0 tel que
o €D,

De plus, en adaptant le résultat de P.Grisvard de |Gri85| page 59, on a la
densité de C>®(wg) x C*(wg) dans D, pour la norme ||.||p,.
Soit donc (¢F, p%)nen une suite de C®(wg) x C*(wg) qui converge vers
(P&, p¢) dans D,.
e Comme A} converge en norme L? vers A,p; pour i € {G, S}, on passe

a la limite dans (4.17).

e On peut de plus définir un prolongement de la notion de trace du gradient
sur cet espace, notée T'. (cf [Gri85])
La trace définie étant continue pour la norme considérée, on déduit que

T(p}) — T(¥7)

en norme L? du bord de w; pour i € {G, S}.
On peut donc passer a la limite dans ’expression (4.18).
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e Conclusion Les expressions données pour E, et Ej, restent valables
pour .

Expression de la dérivée de I’énergie électrostatique On peut main-

tenant donner I'expression de E, et Fjy, pour le potentiel ¢“.

Pour £, Vul’équation vérifiée par ¢, on déduit que le terme E, est nul.
E,=0
Pour F3, On décompose chaque terme sur les différentes parties du bord

dont sont composés dwg et dwg.
La partie sur v, a une contribution nulle.

o Sur VeG et Ves -

W\ 2 Wy 2
/ya £ <(aﬁir) - (aa%) > (uny —uyn,)rdo

w

0
+ 2/ 6——Z(urnz + u,n,)rdo  pouri € {S,G}. (4.21)
Yei

Comme u € U(w, R?), on sait que

U/yoqUres = 0

La contribution du terme (4.21) est donc nulle.
) SurVOoﬁW:(_Ol ) :

I\ [0\’ D D
/ € (i) - (i) u,rdo — 2/ siiurrda (4.22)
o or 0z o Or 0z
Par propriété des déformations, on a (u;)/,, = 0. Il reste donc :

-2 | e—ZF———u,rdo (4.23)

Yo

Comme ¢* est constante sur 7y, on déduit que (4.23) est nul.
- < 0 )
e Suryrs ol m = E

w\ 2 w\ 2 w w
/ € (ai) — (ai) u,rdo + 2/ saiaiurrda (4.24)
LS or 0z s O 0z

Par propriété des déformations u et comme ¢“ est constante sur v.g, le
terme (4.24) est nul.
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e Sur vgs : Toujours par choix des déformations u, il reste

Opg g 095 095
2 — #rd 4.25
[,GS [gG o 9z Sor 92" (4.25)

Par les conditions de transmission vérifiées par ¢* (continuité a l'interface
Yas et transmission des dérivées normales), on déduit que ce terme est
nul.

e Sur g, on a

1 _
727( }),sur[O,z*[
VI+ 2\
et en 2*,
n = (0,-1)

Le terme sur v, est donc donné par

/OZ* : ((%L:)Q - (%)2) (—u, — f'(2)u.) f(2)dz

+2 /Z syaﬁ(f’(z)ur —u,)f(2)dz
0

or 0z
(4.26)
Or on sait que : Vz € [0, 2*[, ¢*(f(2), z) = ¢, donc :
N .

. w
On a donc une expression de 88% sur yrg :

Op” ., 09 )
E——f(z) o Vz €]0, 27|

En remplagant dans (4.26), on obtient :

/ ) ((aai) — "G (%)) (—ur = f'(2)u:) f(2)dz
—2 /OZ ef'(2) (%)2 (f'(2)ur —u) f(2)dz

:/OZ 5(?) (= (14 £2(2) wr + (L + 12(2)) F(2)us) f(2)d=
(4.28)
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En conclusion, il reste :

/OZ* c (%)2 (L+ f2(2) (f'(2)uz — uy) f(2)dz

Mais la relation (4.27), permet d’ajouter que

IV (el = 0+ 5760 (5 )

Le terme sur vy, est donc donné par :

/0 IV () DI (s — ) F(2)d (4.29)

4. Conclusion Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer le terme F.
Toutes les contributions sont nulles sauf celle donnée par (4.29). Le terme
QJetec(w).u se réduit donc a

Qetec(w).u = g/oz el|Vos(f(2), )| (f (2)u, — u,) f(2)dz (4.30)

4.4.3 Etude du terme d’interface liquide-gaz

djrc(w).u est donné par (4.8). Calculons le second terme de la somme dans le
second membre de (4.8).

On rappelle que div., (u) = div(u) — (7 . Dun’) oit 0 est la normale sortante

A la surface considérée.
-1

Comme 7 = \/W ( () ) pour z €]0, z*[, on a
) = [ Ou, 8uz
/ div,,(u)rds = / ( ) 2)\V/ 1+ f'(2)%dz
i 7e] 0 or
z 8u,« ’ auz aur auz 2 / 12
_/0 (W_f(z>(8r+8z>+8zf(Z))1+f’2(z L+ [P(z)dz

[ [ Al A ()
-/ i

M(f’<z>%Zr+%iT)+ f(z) (a“Z+f'<z>a“Z)]dz
:/OZ

1+ f2(z 1+ f2(2) \ 0z or

O A 1O d
R OV S O

(u=(f(2), Z))] dz
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En faisant I’hypothése 4.3.2, on peut intégrer par partie et on trouve

/divv(u)rds

Y O KON U (O VO IS G (NI ST g

B /0 [dz( 1+f’2(z)> (f(2), )+dz< 1+f’2(z)> (f(2), )_d
1+ f7(2) (F=),2) % 1+ [2(2) A, )_0

Comme f(z*) = 0, lim._.-(f'(2)(1 + f2(2))"2) = 1 et u,(f(0),0) = 0, il reste :

/ div,, (u)rds
TLG

ERIOION (@8 Y,
- .0 - [ Lk< 1+f%@> (=), 2)

i LZ) u z),z)| az

De plus )
/ ur(s)ds = / u-(f(2), 2)V/ 1+ f2(2)dz (4.32)
LG 0
De (4.31) et (4.32), on déduit que le terme sur v est :
djrc(w).u= —%ur(ﬂO),O)

+Af}iouwwu+ﬁw>%+ uﬁ%ﬂwu@@w

et N e
/0 [dz( 1+f/2(2)>] Af(2),2)dz (4.33)

4.4.4 Etude du terme d’interface liquide-solide

djrs(w) est donné par (4.9).
0
-1

£(0) 1(0)
/ms div, (u)rdr = /0 (%(r, 0) + aaiz (r, 0)) rdr — /0 aau; (r,0)rdr

H
Comme n = , on a
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D’ou

f(0)
/ div,y (u)rdr = [ru,(r, O)]g(o) - / u,(r,0)dr
LS 0

£(0)
— F(0)ur(£(0),0) - / w (r, 0)dr
Donc
£(0) £(0)
dipsw)a = u[/o w(r,0)dr + f(0)ur(£(0),0) — /0 ur(r,mdr]

On déduit

djrs(w).u = pf(0)u-(f(0),0) (4.34)

4.4.5 FEtude du terme de contrainte

de(w).u est donné par la relation (4.11).

En utilisant la formule de Green sur le second terme du second membre, on
trouve :

de(w).u = —/urdrdz—l—/urdrdz—/ (w.n)rdo
w w Ow
:—/ (u.n)rdo (4.35)
Ow

On observe le terme (4.35) sur chaque partie du bord de w. Par propriété des
déformations u, le seul terme ayant une contribution est celui apparaissant sur
le bord .. En utilisant les expressions de 7 et do sur v.¢ (déja données en
section 4.4.3), on trouve :

de(w).u = — /OZ F)(f (2)u, — u,)dz (4.36)
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4.4.6 Conclusion

De (4.30), (4.33), (4.34), (4.36), et (4.7) on déduit que si f vérifie 'hypothése
4.3.2, alors il existe A € R* tel que

_ JOFO)
L+ f2(0)

+/OZ [_d_ <L//(j()z> + 1+f/2(z)] u(f(2), 2)dz

NESEE)
T d
0 d_ ( 1+ f/2 > Uz(f(z),z)dz

+3 [ TS U2 G~ ) :_A/ i . )dz

u,(f(0),0) + 1 f(0)ur(f(0),0)

On a montré au chapitre 2 que I’angle de contact est égal a ’angle de Young (voir
équation (2.43)), ce qui signifie que :

VLN
1+f/2(0)

Remarque 4.4.3 Sous des hypothéses de réqularité plus fortes, on retrouve que
[’on doit avoir la valeur de [’angle de contact égale a [’angle de Young.

Il reste donc dans 'égalité précédente :

Y OO S| s
A [fk< 1+ﬂ%@)+ 1+f<4 (f(2), 2)d

B B G 1 C N PR,

+§/0 ellVe (f(2), P (f (2)uz — ur) f(2)dz = —)\/OZ FE (' (2)u.—u,)dz

En choisissant u, = 0, on en déduit que Vu, € C*(w,R) :

NN IONON S| o1
/0 [ dZ( 1+f/2(2)>+ 1+'f ()] r(f( )’ )d

*

— g/oz ||V (f(2), )| P f (2)u,(f(2), 2)dz = )\/OZ F(2)ue(f(2), 2)dz
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D’ou Vz €]0, 2*],

d ( [(x)f'(z) 7 0 ! 2400 _
e (\/TW) — 1+ f2(2) + §5GHV<P (f(2), 2)[]7f(2) = =Af(2)

(4.37)

Remarque 4.4.4 FEn prenant u, = 0 et u, non identiquement nulle, on obtient
la méme équation

Remarque 4.4.5 En développant l’équation (4.37), on retrowve la forme de l’équa-
tion (4.6) trouvée dans la section précédente. Cependant la méthode exposée dans
cette section posséde plusieurs avantages. La forme de [’équation trouvée est en
effet plus explicite. Dans le second membre de (4.6), il apparait le terme Pi";%fm
(correspondant & un facteur multiplicateur prés auz forces de pression atmosphé-
riques). Ce terme trouve son analogue dans ['équation (4.37) en le terme X qui
est le multiplicateur de Lagrange associé au point selle considéré : cette deuxieme
forme est donc calculable pour le probleme que [’on étudie.

Grace a cette équation, nous allons pouvoir expliciter le modéle utilisé par la
suite.

4.5 FEcriture du modéle continu

En reprenant l'idée de la fin du chapitre précédent, nous cherchons donc un
modéle qui rende compte du phénomeéne microscopique qui se déroule au voisinage
du point triple.

Nous avons pu établir par des voies aussi bien physiques que mathématiques
une équation locale vérifiée par la forme de goutte optimale & potentiel et volume
donné.

L’idée du nouveau modéle que nous allons décrire dans cette section est un
couplage entre I'approximation globale (donnée par la forme convergée de 1’al-
gorithme d’Uzawa) et I’équation (4.37). On considérera que la courbe convergée
issue de l'algorithme d’Uzawa est une bonne approximation macroscopique, mais
qu’il faut la corriger au voisinage du point triple. Cette correction va s’effectuer
avec ’aide de I’équation (4.37) qui contrairement au modéle macroscopique pos-
séde ’avantage d’étre ponctuelle et donc de pouvoir "zoomer" au niveau du point
triple.

4.5.1 Résumé

Les équations trouvées dans les paragraphes 4.3 et 4.4 précédents contiennent
les mémes informations, a ceci prés que la méthode d’obtention par la condition
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nécessaire d’optimalité est plus adaptée aux notations de notre probléme, dans
la mesure ot A équivaut a se donner le terme de pression P;,; — P.;.

Nous travaillerons donc avec 'équation (4.37). Elle fait apparaitre la norme
(pour le produit scalaire) de V' sur le bord 77 .

Yt

On pose 1 := % ot on rappelle que § = avec L* constante d’adimen-

O'LgL*
sionnement du probléme.

Si w est solution du probléme d’optimisation sous contrainte de volume, et si
f (vérifiant U'hypothése 4.3.2) est telle que w/ = w alors :

¢’ solution de (Fuv),;.
et

(Lm) — VTF TG + [@lVe (1), I = =Af(2) V2 €0, 2]

1+f12

Remarque 4.5.1 -On remarque que ['on peut aussi définir cette équation diffé-
rentielle ordinaire pour presque tout z si on affaiblit ’hypotheése 4.53.2, en rem-
plagant Uhypothése f deuz fois dérivable par f" existe presque partout sur [0, z*].
L’équation (4.37) sera alors vérifiée presque partout.

Avant de décrire le modéle local nous introduisons des notations et définitions
pour cette section.

4.5.2 Notations et définitions

On notera pour a et b deux réels

W(a,b) := {f € C°([a,b]), telle que f € C'(Ja,b]) et f" existe p.p. sur [a,b]}

Changement de variable On pose t = z* — z.

On considérera f comme une fonction de la variable ¢. Pour des raisons de
concordance des notations, on posera 1™ := z*.

f paramétrant un domaine w/ sera alors exprimée en la variable ¢ sur [0, T"],
ce qui va permettre de travailler sur I’équation différentielle avec des "temps"
croissants (voir figure 4.6).

Remarque 4.5.2 Vu les formes de gouttes, nous pouvons supposer que f est
strictement positive sur |0, T*].
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F1G. 4.6 — Paramétrage du domaine

Définition 4.5.3 Soit t° > 0 et f° une fonction de W(0,T*). On dira que f est
solution du probléme couplé (PCﬁ)O) St :

gp‘”f solution de (Fv),s et f toujours strictement positive est solution de

1+ (1)

f1(t) = —== = (L+ 202 Ve (f(0), T* = )[>+X),  pp. t dans [°,T"]

f(®)
f@°) = 2%
F1(t0) = Ut
et foo = f°
(4.38)
w' est le domaine 2D associé qui est bien défini car f est C* sur |0, T*].

Définition 4.5.4 f une fonction de W(0,T*) est solution du probléme complet
A
Po si:
(1) f solution du probléme couplé PC{OO
(2) w! associé¢ vérifie la contrainte de volume

4.5.3 Principe

Soit ¢g potentiel donné et vol un volume donné. On suppose que l'on dis-
pose d'un domaine w® (et A multiplicateur de Lagrange associ¢) donnant une
approximation globale de la forme de goutte. Typiquement, w® sera donné par
I’approximation globale du chapitre 3.

On représentera w” par fO définie sur [ := [0, T*], avec T* > 0.

Idée : On considére que cette forme de goutte est une bonne approximation
jusqu’a un certain t° > 0 (a préciser ultérieurement). Cela signifie que 1’on consi-
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dére que macroscopiquement w® est une bonne approximation de la forme de
goutte. Au dela de t° nous allons "brancher" le modéle équation différentielle
donné par (4.37) pour corriger localement la forme de goutte.

0 a modifier

to

T*

f(to)

F1G. 4.7 — Principe

Pour f° € W(0,T*) et t° donnés, on cherche donc f solution du probléme
complet ng

Remarque 4.5.5 Résoudre le probleme complet implique de résoudre a la fois
l’équation aux dérivées partielles donnant le potentiel sur ”ny, mais aussi [’équa-
tion différentielle ordinaire qui apparait en (1).

Le second membre de cette équation est non seulement non linéaire mais fait
apparaitre la norme du gradient du potentiel sur le bord liquide-gaz. Si I'on se
référe a I’étude du chapitre 2, on sait que la fonction qui apparait dans le second
membre de I'équation différentielle est dans L*(I). Il faut donner un sens a ces
solutions. C’est pourquoi nous allons introduire quelques notions sur les équations
différentielles & second membre discontinu dont nous aurons besoin par la suite.

4.6 Aspects théoriques sur les équations différen-
tielles ordinaires : Les solutions au sens de Ca-
rathéodory

L’équation différentielle ordinaire précédente est du second ordre. Sa particula-
rité, en plus du second membre qui dépend d’une équation aux dérivées partielles,
est d’avoir un second membre intégrable. Plus précisément, ici le second membre
de l’équation est intégrable sur un intervalle (I'intervalle ou est définie I'interface

ViG)-
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Nous introduisons une notion de solution au sens de Carathéodory. Les dé-
monstrations des résultats de ce paragraphe pourront étre trouvées par exemple
dans [Son98|(en annexe du livre), [Fil85], [Car68|.

Soit n € N. On considére I’équation différentielle ordinaire donnée par :

a'(t) = f(t,2(t) (E)
On supposera que
f:IxU—R"

e est une fonction vectorielle, I un intervalle de R et U un ouvert de R".
e (H1): f(.,x): I — R™ est mesurable pour tout z fixé dans U.
e (H2): f(t,.) : U — R™ est continue pour tout ¢ fixé dans /

On cherche a donner un sens a des solutions de (E).

4.6.1 Définition des solutions

On définit la notion de solution pour une telle équation différentielle.

Définition 4.6.1 Soit J un intervalle de R tel que J C I. Soit t° un point de J
et 2° un point de U, alors x : J — U est une solution de (E) si x est une fonction
absolument continue telle que 'on ait

x(t) = 2° —i—L f(v,z(v))dv

pour tout t dans J.

Ces solutions sont appelées solutions au sens de Carathéodory.

4.6.2 Théoréme d’existence et d’unicité

En établissant un lemme de Gronwall, on peut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.6.1 Supposons que f : I xU — R"™ satisfait les conditions suivantes
e (H1) et (H2), ou U est un ouvert de R™ et I est un intervalle de R.
e (C1) f est localement lipschitz en x, i.e. pour tout x° dans U, il existe
un nombre réel p strictement positif et un fonction localement intégrable :
a: I — R telle que la boule B,(z°) de rayon p et de centre 2° est contenue
dans U et

Lf(t2) = [t )l < @)z -yl
pour tout t dans I et (z,y) dans B,(z°) x B,(z°).
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e (C2) f est localement intégrable en t, i.e. pour tout 2° fizé, il existe une
fonction localement intégrable 5 : I — R* telle que :

1£(t, 2| < B(#)

pour presque tout t dans 1.
Alors pour tout couple (t°,2°) dans I x U, il existe un intervalle J C I ouvert
dans I et il existe une solution x de (E) sur J, avec la propriété suivante : Si
y:J — U est une autre solution de (F), ou J' C I, alors nécessairement :

J CJety=uaxsurJ

La solution x est appelée la solution mazimale du probleme avec conditions ini-
tiales sur 'intervalle I.

De plus on dispose de la

Proposition 4.6.2 5% la solution de [’équation différentielle reste dans un com-
pact sur l'intervalle J tout entier alors la solution est définie pour tout temps t
dans 1.

Elle nous permet de prolonger les solutions de I’équation différentielle.
Une fois ce cadre posé, nous pouvons expliciter I'algorithme que nous allons
utiliser en vue de calculer numériquement la solution f.

4.7 Algorithme

A potentiel et volume donné, on considére que l'algorithme d’optimisation
de forme donne une bonne approximation de la forme globale de la goutte. Soit
donc w? et fO associés la forme issue de 'algorithme d’optimisation de forme. On
dispose également du multiplicateur de Lagrange A associé a cette forme.

4.7.1 Choix pour l’algorithme

Nous avons vu qu’il faut choisir t° > 0 au dela duquel on cherche une solution
de Pt’fjo. Vu la définition, c’est choisir a partir de quel "moment" la goutte ne
représente pas correctement la goutte optimale.

Ce modele ayant pour but une correction locale de la forme de goutte obtenue
numériquement par Papproximation globale, on peut donc supposer que t° pourra
sirement étre choisi proche de la ligne de mouillage.

Mais nous préciserons le choix de t° "en pratique" lors de la mise en oeuvre
numérique au chapitre 5. Il s’agit ensuite de décrire un algorithme de résolution
de 'équation différentielle donnée par (4.37).
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On oubliera la contrainte de volume (i.e. on observe le probléme couplé PC{OO)
et il faudra en pratique s’assurer a posteriori que celle-ci est bien vérifiée. Comme
nous raisonnons par conditions nécessaires, il nous faudra aussi vérifier que 1’éner-
gie est diminuée. Nous le vérifierons numériquement au chapitre 5.

4.7.2 Algorithme de résolution

Exposons le principe général de l'algorithme choisi pour résoudre 1’équation
différentielle.
e Initialisation : f° donnée sur [0,7*], t° €]0,T*[ donné, X\ donné. On pose

fo=f°.
e Itération : n > 0. f,, donnée sur [0,7*]. f,41 est la solution du probléme
(Pn), ou
" 1+ n+1 9 2 wln * 2 0 =
o= e NI T I 43 T
(P)] () = Tle)
Faa (%) = (f2) (%)

() 0.0

La figure 4.8 présente de facon schématique cet algorithme.
On notera (E,) la partie équation différentielle du probléme P, i.e.

et (fn—l—l)/[o,t()} —

" 1 + n / 3 win * %
fogr = fifl (L4 1202 (Ve (fa(), T = )|+ A) p-p. sur [£°,T7]
n+
ff/z-l—l(to) = fo(to)
Fara %) = (fO) (%)
Nous allons étudier la constructibilité de I'algorithme. Pour cela il nous faut

étudier le probléme (P,) et donc I'équation différentielle (E,) a I’étape n pour
n € N.

(En)

Supposons que T*, f° et t° sont donnés par I’étape d’initialisation.
Pour n € N, on note Q,, la propriété :

fn est bien définie de fagon unique sur [0, T

Prouver la constructibilité de 1’algorithme revient & montrer que

Vn eN, O, est vraie.
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Résolution du probleme

Pr

(nécessite le calcul du potentiel
pour la forme f;,)

fn—H

Approximation de f

F1G. 4.8 — Principe de ’algorithme

Initialisation Q, est vraie par donnée de f°, ¢°.

Il reste donc a montrer la propriété d’hérédité. La section suivante est consa-
crée a cette étude.

4.7.3 Etude de la constructibilité de ’algorithme

Dans cette section on supposera donc f°, t° donnés comme dans la section
précédente. On fixe également n € N et on suppose que Q,, est vraie. On sou-
haite montrer que Q,,,; est vraie. Nous allons voir que nous obtiendrons cette
propriété moyennant certaines hypothéses que nous serons en mesure de tester
numériquement.
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Grace a Q,, on peut définir
win *
Su(t) := nl[ V" (fult), T* = )| + A
Sy, est positive et intégrable sur [0, 7*] et dans la suite, on fera ’hypotheése :

Hypothése 4.7.1 S, est une fonction définie sur [0,T*[ contindment dérivable
sur |0, T*[ et croissante.

Remarque 4.7.2 On sait déja que S, est C* sur [0, T*[ par régularité de la solu-
tion ©* sur tout domaine ne contenant pas le point triple. De plus, connaissant la
forme de la singularité de ¢, ’hypothése de croissance est tout a fait acceptable.

Nous savons déja définir f,,; sur [0,¢°], car c’est la restriction de f sur [0, t°].
Reste donc a étudier I’équation différentielle (E,,) sur [¢°, T*].

4.7.3.1 Reéécriture de (E,)

Nous allons réécrire (E,,) sous la forme d’une équation différentielle vectorielle
en dimension 2. Dans ce paragraphe, par mesure de clarté, nous adoptons une
notation indépendante de n pour la fonction f,,; recherchée.

On identifie f,4; avec une fonction { et f) , avec une fonction (. Si £ et
é désignent les dérivées par rapport a ¢t des fonctions & et ¢, on peut réécrire
I'équation différentielle (E,,) sous la forme :

i =)
{0 = - s s
(%) = fO(t°) =: &°
(%) = (f) () = ¢
Puis en posant X (t) = ( ggg ), on peut réécrire I’équation de facon vecto-

rielle :

~ X(t) = F,(t, X(t))
( n){ XEtO) :X(O (

oo (€ B ¢ v
ou X0 = < ¢ ) et F(t, X) = ( 1+§4(“j)(t) — (1 4+ C2(1))2S,(¢) ) stX =(60).

Au fur et & mesure de cette section, chaque résultat obtenu sur les solutions

de (E,) trouvera son analogue pour les solutions de (E,).
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4.7.3.2 Existence et unicité locale des solutions de (E,)

Le second membre de I'équation différentielle est donné par la norme du gra-
dient du potentiel (associé a la forme f,,) sur le bord. Nous allons définir grace
au paragraphe précédent les solutions de cette équation différentielle au sens de
Carathéodory.

Remarque 4.7.3 Connaissant la régularité de p*, nous aurions pu aussi utiliser
la théorie classique de Cauchy. Mais il nous a paru intéressant d’introduire cette
notion de solution au sens de Carathéodory car elle ne demande pas plus de
travail, est plus systématique et pourrait constituer une premiére étape (quitte a
la généraliser a une notion de solution au sens de Filippov) pour une éventuelle

étude complete du probleme ngf.
Soit x =|0, +-o0[xR.
On définit F,, sur I x y, ou on rappelle que I est U'intervalle [0, T*].

1ire gtape : On vérifie les hypothéses (H1) et (H2) du paragraphe 4.6 page
129.

F,, est mesurable en la variable ¢ par propriété de S, : (H1) est vérifiée.
F, est C! en la variable x sur x : (H2) est vérifice.

2iéme gtape : On vérifie les hypothéses (C1) et (C2) du théoréme d’existence
et unicité locale 4.6.1 page 130.

(C1) : Les fonctions de la seule variable z sont localement lipschitziennes en
x. Vu la forme de F), on en déduit donc que

[ (t, 21) = Fu(t, 22) ]| < at)][ar — 2]
ot a(t) = CY + C9S,,(t) est localement intégrable.

(C2) : Soit zg € x fixé. On pose xg = (&, (o). On a alors :

2 2
(o)) = (4 ;CO L1+ Q)RS0 < 6ol + '1 ;CO \ L1450
) =:6(t) p‘.,p. en t ’

B : 1 — R est localement intégrable.

Les hypothéses (H1), (H2), et conditions (C1), (C2) sont vérifiées. On peut
donc appliquer le théoréme 4.6.1, et on obtient I'existence et 1'unicité locale a

I’équation différentielle (F.,).
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Conclusion : )
Il eziste une unique solution mazimale X = (£, () de (E,), absolument continue
définie sur un intervalle J C I avec J ouwvert dans I & valeurs dans |0, +o00[xR.

On sait méme que & est C? sur j vu 'hypothése 4.7.1.

Résumé En revenant aux notations en dimension 1 et au probléme (P,), on en
déduit la

Proposition 4.7.4 [l existe J,.1 C I et f,11 une fonction absolument continue,
de dérivée absolument continue sur [O,to] U Jui1, telle que f,11 soit la solution
mazximale de (E,) sur J,.1 et coincide avec f° sur [0,t°]. fn.1 est de plus C* sur

Tt

La proposition 4.7.4 montre une partie de la propriété Q,,. Il reste a étudier
si la solution f, 1 est définie sur tout I. Nous allons commencer par étudier la
concavité de la solution de ’équation différentielle.

4.7.3.3 Concavité de la solution

Revenons aux notations en dimension 2, i.e. on considére X = (£, () la solu-

tion maximale de I’équation différentielle (E,,) définie sur J C I.

¢t
14 (¢(29))?

Nous souhaitons montrer que

On pose : 3° :=

vieJ, ((t)<O0.

On supposera que les inégalités suivantes sont valables en t° :

Et°) > 0 (4.39)
C(t) > 0 (4.40)
1

~X <0 (4.41)

()14 (19
et
_ T+ — Y 0

soit S0 VT T ) - (<0 (4.42)
soit 2 —A<0 (4.43)

(1)1 4 (1%
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On note :
v: J — R
t 1
W EveTn)
et
u=2v—.5,.

u et v sont dérivables.

Nous allons montrer la :

Proposition 4.7.5 Sous les hypothéses (4.39), (4.40), (4.41), (4.43), la fonction
& est concave.

Démonstration : Vu les équations différentielles vérifiées par £ et (, on a :

(t) = ! L] 1 ¢
v'(t) = (5(15) 1+cz(t)> 0 :5@) e + (1—|—C(t))3}4'44)
_ (@) 2 -
N f(t) _f(t) 1+ () Sn(t)] (4.45)
¢(®)
“an"" (4.46)

De I’hypothése (4.41) et comme S, > A, on déduit :

C(t°) <0

Il existe donc un voisinage de t° dans lequel ¢<o.
Supposons que la fonction £ ne soit pas concave. .
Notons alors t* le premier instant ou il existe t! € [t°, T*] N J tel que ((t*)

sannule et ((t) > 0 pour tout ¢ dans |t*,¢'].

1ier cas :

Il faut alors étudier deux cas :

En t*, ((t*) > 0.

Dans ce cas comme ( et ¢ sont positives sur [t*, '], alors par (4.44), v est
une fonction décroissante sur [t*, t'].

Et donc

vt € [t*, 1], ! < ! =S, (") < S.(0)
EM)VI+ M) )1+ ()
caré(Tt*)ZO

Ce qui implique ¢(t) <0, Vt € [t*,t'] et contredit ((t) > 0 Vt €]t*, t!].
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2iéme cas 1 En t*, ((t*) < 0.
Ceci signifie qu’il existe € [t°, ] tel que ((f) = 0.
Plusieurs cas peuvent alors se présenter :

(i) Soit u(t) > 0.
Dans ce cas
e Soit

3t € [t%¢] tel que u(t') = 0 et u(t) > 0, Vt € [t',1]
v est donc une fonction décroissante sur [t!,#] d’aprés (4.46).

Remarque 4.7.6 Ceci est le cas si c¢’est l'inégalité

2

(1) /1 + C2(t°)

—A<0

qui est vérifiée.

Ce qui donne :
Sa(t) < 2v(t) < 20(t') = S, (1)

et contredit 'hypothése de croissance de S,,.

e Soit u ne s’annule pas et donc u > 0 sur tout [, #].
On déduit donc de (4.46) que v est décroissante sur [t%,].
De Péquation différentielle donnant ¢, on tire :

) 0 _ dt [
1+ C(1)? b /t EOVI+C(0)?2 Jo Su(t)dt (4.47)

Et donc puisque ¢(t) = 0 il vient :

_ 10 ' dt — ' = 0 tU - t
C= sV o [, s =+ [ ewa- [ s, oa

Comme v et —5,, sont décroissantes on déduit que :

B+ —1°) (v(t) — Su(t)) <0 (4.48)

Comme

u(t) = 2v(t) — Snu(t)
De (4.48), on déduit :
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- G

t) <wv(t) — = 4.49
u(d) < olf) - (4.49)
Comme v est décroissante sur [t°, 7], et grace a (4.43) on a :
~ 3°
t) <v(t’) = —— <0
u(l) < olt") — 7

Ce qui contredit ’hypothése de (i).
(ii) Soit u(f) < 0.
Dans ce cas Jt! €]t,*] tel que u(t) < 0, Vt €]t,t'].
v est donc une fonction décroissante sur |£,'].

Nous allons en déduire que u est alors négative sur tout |¢, t*].

Supposons qu'’il existe 2 € [t, ] tel que u(¢?) = 0 (on choisit #2 le plus
petit de ces instants).
On a donc

S,(t) > 20(t) > 2v(t?) = S,(#%)

Contradiction avec I’hypothese de croissance de .S,,.

Donc u est strictement négative sur tout [f, *] :
Contradiction avec ((t*) = 0.

(iii) Soit u(t) = 0.
Comme v/(t) = —2%u(t) — 8" (t), alors u'(t) = =S (t) < 0
Et donc, u devient négative pour ¢ > ¢ dans un voisinage de . On peut
alors réappliquer le raisonnement du cas précédent pour en déduire que
¢(t*) < 0 : Contradiction.

On en déduit donc que la fonction ¢ est négative sur tout Uintervalle d’exis-
tence de la solution.
La solution est donc concave.

Supposons maintenant que les inégalités (4.39), (4.41) ainsi que les inégalités
suivantes :

(t°) < 0 (4.50)
et
2 -2 <0 (4.51)

() v/ 1+ ¢(t0)?
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sont vérifiées. On peut également montrer la :

Proposition 4.7.7 Si les inégalités (4.39), (4.41), (4.50), (4.51) sont vérifiées,
alors & est concave.

Démonstration : Par (4.51), u(t°) < 0. On se retrouve donc dans la méme situa-
tion que (b)(ii) de la démonstration de la proposition 4.7.5. On en déduit donc le
résultat.

Dans la suite on fera I’hypothése suivante

Hypothése 4.7.8 Soit les inégalités (4.39), (4.40), (4.41), (4.43) sont vérifiées,
soit les inégalités (4.39), (4.50), (4.41), (4.51) sont vérifiées.

4.7.3.4 Temps maximal d’existence de la solution de (E,)

On cherche & savoir si X = (&,() est globale, i.e. si J = I N[t +o0.
Dans la suite on notera :

g la fonction définie par

3
I

7 50—/t S, (t)dt

Puis si m > —1,

T*

m:=g! (ﬁo — Sn(t)dt)

o i = min(&0, m(T* — 0) + £°)

$0

Remarque 4.7.9 Jusqu’a présent nous n’imposons pas de conditions sur t° et
celui-ci est fizé de facon arbitraire. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que
les quantités définies ci-dessus dépendent de t°.

Nous allons montrer la

Proposition 4.7.10 Sous [’hypothése 4.7.8, si m > —1 et m > 0, alors la solu-

tion mazimale X de 'équation différentielle (E,) est définie sur tout IN[t°, +ool.
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Démonstration : On sait par la proposition 4.6.2 page 131 que si la solution reste
dans un compact pour tout temps alors la fonction est définie pour tout ¢ > ¢°
outel.

Etablissons donc des bornes sur X la solution maximale de (E,) définie sur
I’intervalle J C I.

De ce qui précéde, la concavité de £ assure une majoration de ( et &.

Reste donc a établir une minoration de la solution.

On a

((t) > —(1+C2)ES,(1)

Donc en intégrant
¢(®) ey
VI i+ Cm) /t Su(t)dt, Vi€ J
—30

¢ T
Comme / Sp(t)dt < / Sn(t)dt, on déduit que :
t

0 0

\/%22@) =g(C(t)) =2 m > -1 (4.52)
et donc
C(t)y>m>—oc0, VtelJ (4.53)
On a ¢ = ( sur J intervalle borné inclus dans 7, donc
Ety>m>0 vteld (4.54)
[

Revenons maintenant a 1’équation différentielle (E£,). Nous voulions mon-
trer, en supposant que Q,, est vraie, que la propriété Q, ., est vraie, et donc que
I'on peut intégrer les solutions de I’équation différentielle (£,,) jusqu’en 7. On
donne les analogues des quantités définies en dimension 2 en intégrant cette fois
la dépendance par rapport a n et par rapport a t°. On note donc :

o) = (P, )2

o m, (%) = Bt — Sp(t)dt

$0

Puis si 7, (tY) > —1,



142 CHAPITRE 4 : Une approximation double échelle

o my (1) = g7 (1 (°))
o 11, (%) = min(f° ("), m(t°)(T* — °) + f°(t°))
On fait les hypotheses suivantes :

H, : (% >0 (4.55)
H, : ! _A<0 (4.56)
FO(0)\/1 4 aft0)?

T — 9

FOONT + aft0)?
Hs: Sia(t) >0, alors { ou

—B(t°) <0 (4.57)

2 SA<0 (4.58)
SO)\/ 1+ a(t0)?
.0 2
Hy: Sia(t’) <0, alors —A<0 (4.59)
SO0) /1 + a(t?)?
Hs: m,t%) > -1 (4.60
He: m,(t") > 0 (4.61)

alors par ce qui précede :

Si I’ensemble des hypothéses H; pour ¢ € [1,6] sont vérifiées, alors f, 1 est
définie sur tout I (Q,41 est vraie), '’équation différentielle (F,,) est intégrable
jusqu’en T,

Reste a déterminer le temps initial t° Remarquons que les quatre premiéres
hypotheéses H; pour i € [1,4] ne dépendent que de t°. Quant aux deux derniéres,
H; et Hg, elles dépendent a la fois de n et ¢°.

Comme f° est définie sur tout [0, 7*] et (f°)’ sur |0, 7], les fonctions ci-dessus,
vues comme des fonctions de la variable t°, sont elles aussi définies sur |0, T*].

Supposons que, connaissant f°, il est possible de choisir t° pour que les quatre
premiéres hypothéses Hy, H,, Hs, Hy, soient vérifiées quitte a prendre t° proche
de T™.

Comme

lim 7, (t°) > —1, et lim m,(t") >0
t0—T* t0—T*
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on sait que I'on peut choisir 0 tel que les hypothéses Hs et Hg soient vérifiées.
Le probléme de la détermination d'un tel ¢ est qu’il dépend de n.
Nous verrons cependant qu’en pratique (chapitre 5) les formes cherchées sont
toujours concaves et que le choix de t° pour vérifier H,;, H,, Hs, Hy permet de
vérifier Hy et Hg pour tout n € N.

Conclusion : Dans la suite nous supposerons que Q,, est vraie, Vn € N pour
un choix judicieux de ¥ et donc que ’algorithme est bien constructible.

Remarque 4.7.11 Les conditions de constructibilité ne sont bien sir pas opti-
males et ne restent que des conditions suffisantes de constructibilité.

4.7.3.5 Quelques précisions

Nous supposons ici que les solutions f, sont concaves.
Nous allons tenter de préciser (4.60) et (4.61). On souhaiterait pour cela établir
une majoration de ftf S, indépendamment de n ce qui implique de trouver une

majoration de [V i |2,
fn
LG

On va tout d’abord établir un résultat de régularité sur les potentiels go“’f".

Régularité. " := gp“’f” est solution d’un probléme de transmission axisymé-
trique. On peut la décomposer en une partie réguliére et une partie singuliére
(paragraphe 2.2.3). En observant la partie singuliére on déduit que la restriction
de " a wé" est dans I'espace H2trn (wé"), pour un x, > 0 donné par la forme de

la partie singuliére de la solution.

NN

. "\ ¢
g JOE)

o(T") > 6(1°)

FiG. 4.9 — Régularité de la fonction ¢
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A priori k, dépend de n. Cependant, si on a la condition de concavité, on
s’assure que la solution aura un angle de contact plus élevé que celui donné par
la pente de la tangente en t° voir figure 4.9). Toujours par les remarques sur la
régularité de la partie singuliére du paragraphe 2.12, on déduit qu’il existe k > 0
tel que pour tout n € N, % > Kk, >k > 0. Et donc

o" € H%J’“(wé") indépendamment de n € N.

En s’aidant de ce résultat nous allons majorer le gradient du potentiel sur
I'interface liquide-gaz.

Majoration De [BDM99| page 46, on déduit une majoration de la norme
H%Jr“(wé”) de ¢".

Proposition 4.7.12 Il existe une constante C(wé") ne dépendant que du dia-
metre de wé" tel que :

||§0n| |H%+“(wé") < C(Wén)||R(¢0)||L2(wén)

ot R(¢g) est le relevement de la condition de Dirichlet au bord comme au para-
graphe 3.4.4.
On peut choisir R(¢) telle que HR(QSO)HLQ(wgz) < ¢gomes(w/?). O mes désigne

la mesure du domaine 3D axisymétrique obtenu a partir de wé”. De plus, vu la
forme de wé" son diamétre est constant.

On conclut alors que la norme H%J’“(wé”) de ¢™ est majorée de facon indé-
pendante de la fonction f, choisie par une constante du type Moo ou M est
indépendante de n.

De ce résultat on peut en déduire le

Corollaire 4.7.13 Avec les mémes notations que précédemment :

-
A\WWM@MN%SCMMM%é

Démonstration :  On sait par |Gri85| que 'application trace des dérivées est
prolongeable sur I’espace H%Jr“(wé”), qu’elle est continue et de norme qui dépend
de w/. On en déduit donc que :

T*
| IV 0,01 196 gy < €M
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On a donc établi une majoration de .S,,.
Nous allons supposer que l’on peut majorer C'(w/™) par une constante indé-

pendante de n.
T*

On obtient alors une majoration de S (t)dt de fagon indépendante de n :
0
T*
S,(t)dt < C + \NT* —t°)

0

avec C > 0.

En supposant que ’on peut trouver t° tel que
B’ —C —NT*—t°)—1>0

et
min(f°(t°), () + (T* = °)g(B(t°) = C = \(T* = 1"))) > 0

on en déduit que t° peut étre choisi de facon indépendante de n pour que 1'algo-
rithme soit constructible.

Cette condition suffisante n’est cependant pas pratique car elle dépend de
conditions difficilement vérifiables. En particulier la connaissance de M et C”(w/)
est théorique.

Pour la partie numérique, on vérifiera que les conditions de constructibilité de
I’algorithme sont satisfaites.

4.8 Conclusion

Ce chapitre a permis la mise en place d’'un modéle couplant "approximation
globale et une correction locale de la forme de la goutte. La résolution du mo-
deéle local nécessite la résolution de I'équation aux dérivées partielles donnant
le potentiel & l'extérieur de la goutte simultanément avec la résolution d’'une
équation différentielle ordinaire. Nous avons alors décrit un algorithme possible
pour résoudre ce probléme. Des conditions suffisantes de constructibilité ont été
extraites. Une étude intéressante reste & mener : la démonstration de la conver-
gence de l'algorithme proposé. Pour traiter ce probléme, on pourrait envisager
une utilisation des théorémes de points fixes ainsi que la théorie des équations
différentielles & seconds membres discontinus de Filippov [Fil85| (qui généralise
la notion de solution au sens de Carathéodory donnée dans ce chapitre).
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Chapitre 5

Résultats numériques

Ce chapitre est consacré a 1’aspect numérique du modéle décrit dans le chapitre
précédent. Apres avoir expliqué la mise en oeuvre de I'algorithme, nous vérifierons
numériquement que I'algorithme est bien constructible et détaillerons le choix des
conditions initiales (section 5.1). Enfin nous présenterons les résultats numériques
ainsi que leur analyse et interprétation (section 5.2).

Avant de commencer, précisons que tout au long de ce chapitre, on nom-
mera "approximation globale" I'approximation issue de ’algorithme d’Uzawa du
chapitre 3 avec le calcul du potentiel par la méthode du complément singulier
(paragraphe 3.4 page 88). L’"approximation locale" désignera l’algorithme décrit
au chapitre précédent.

5.1 Mise en oeuvre

5.1.1 Intégration numérique de I’équation différentielle or-
dinaire

On rappelle I’algorithme de résolution : on se place a potentiel ¢g > 0 et
volume vol fixés.
e Initialisation : f° donnée et définie sur [0,7*] (T* > 0), t° €]0,T*[ et A
(multiplicateur de Lagrange associé a la forme f°) donnés.

e Itération : f, donnée sur [0,7*]. f,.1 est la solution du probléme (P,), ou
T 8

fn—l—l fn+1
(P)  fora(8) = (%)

fn+1( %) = (f)(t)

(fn+1) [0,69) — (fo)/[o,w]

avec Sy (t) = ||V (fa(.), T* = )[I> + A

—(1+ f;%rl)%Sn, p.p. sur [t 7%



148 CHAPITRE 5 : Résultats numériques

fY forme convergée

de T'optimisation de forme

V

Jn

Calcul de ¢
+

Résolution de 'EDO par RK4

fn+1

sortie lorsque || fui1 — fulloo < €

Approximation de la solution f

F1G. 5.1 — Résumé du principe de I’algorithme & potentiel ¢g donné

e Sortie : Si || fur1 — fulloo < €|[f%]]o0, pour € > 0 donné.
On rappelle que

" 1 + 7;2 1 / 3
Jor1 = ﬁ — (1 + f,2.1)25n, p.p. sur [t°, 1%
ff/z-l—l(to) = fo(to)
S (%) = (f0)(t°)

Pour I’étape d’initialisation, f° est donnée par la forme convergée issue de
’algorithme global & potentiel ¢°.

Pour I’étape d’itération : n € N donné, pour la forme donnée f,,, on calcule
le potentiel associé a cette forme a I'aide du module calculant le potentiel dans
I’"approximation globale". La singularité est numériquement prise en compte a
'aide de la méthode du complément singulier (cf. paragraphe 3.4 page 88).

(En)
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0
to \\

T*

£ )

£t

F1G. 5.2 — t° donne la taille de la boite dans laquelle on applique le modéle local.

L’équation différentielle ordinaire est ensuite résolue par une méthode de
Runge Kutta d’ordre 4 & pas adaptatif. Le code source de [RK] est utilisé.

La forme de sortie sera la forme obtenue lorsque le critére de sortie est vérifié.

On donne un récapitulatif de cet algorithme en figure 5.1.

La résolution est soumise au choix de t° qui revient & choisir un point de
départ pour brancher le modéle local (cf figure 5.2). On ne calcule la solution de
I’équation différentielle (E,) que dans une boite de taille 7% — ¢°.

Mais, indépendamment de ce choix, nous allons tout d’abord vérifier si les
conditions de constructibilité de l'algorithme, énoncées au chapitre précédent,
peuvent étre vérifiées.

Remarque 5.1.1 f© est la courbe issue de [’algorithme d’optimisation de forme.
FElle est donc donnée de fagon discréte par N points de contréles. (voir chapitre

3)
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5.1.2 Vérification des conditions de constructibilité de 1’al-
gorithme

Nous avons pu tester numériquement les conditions de constructibilité de 1’al-
gorithme.

5.1.2.1 Vérification des conditions de concavité

Pour tout choix de %, (4.55) est vérifie.
On donne un exemple de calcul des valeurs qui interviennent dans le tableau
5.1.

Choisir tV c’est se donner un point de départ sur f° pour brancher le modéle
local. Ainsi, plutot que de renseigner le tableau avec les valeurs de t°, on choisit
de donner le numéro de point de controle associé & la valeur de t° choisie. Ici la
goutte a 50 points de controle. Le premier point de controle est celui situé sur
I’axe des z, puis plus le numéro du point de controle est élevé plus on se rapproche
du point triple.

Dans le tableau qui suit la valeur de I’angle de Young est de 90°. Les courbes
f° obtenues par I’algorithme global sont toutes telles que () > 0 donc on ne
vérifiera pas (4.59). Enfin on ne vérifiera (4.58) que lorsque (4.57) n’est pas vérifié.

* 0
Potentiel N° a(t?) ! Cil 2
SOOI+ (at)? | fO(0)V 1+ (a(t2))? | fO0)/ 1 + (a(t?))?
pt. cont. - —B(t°) -

100V 10 3.18 -0.10 -0.01 -
100V 30 0.77 -0.10 -0.02 -
100V 45 0.14 -0.10 0.02 —5% 1073
200V 45 0.17 -0.10 -0.01 -
300V 45 0.20 -0.09 -0.04 -
400V 45 0.41 -0.09 -0.03 -
500V 45 0.35 -0.08 -0.17 -
800V 45 0.85 -0.05 -0.52 -

TAB. 5.1 — Vérification des conditions de concavité dans le cas d’un angle de

Young de 90°

Nous donnons plusieurs exemples de choix de t¥ pour un potentiel de 100V.
Pour les autres potentiels on se contente de ne donner qu'un exemple car les
conclusions restent les mémes quel que soit le choix de ¢°.

Remarque 5.1.2 Les conditions de concavité restent des conditions suffisantes
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et certainement pas optimales. Il se peut donc que celles-ci ne soient pas véri-
fiees dans certains cas sans pour autant que la solution ne soit pas concave. En
pratique, toutes les solutions calculées sont concaves.

5.1.2.2 Vérification des conditions de minoration

On rappelle que les conditions (4.60) et (4.61) assuraient une minoration de
la solution.

On présente dans le tableau 5.2 les valeurs de ftf Sy (t)dt et celle de la borne
associée 1+ 3(t%). 1l s’agit donc de vérifier que :

T*

S,(t)dt < 1+ B(%)

$0
et que

T*

m,(t") =g~ ! <ﬁ(t0) - Sn(t)dt> (T =+ f°(°) >0

0
ou on rappelle que g est la fonction définie par

g R — ]_171[

[ ——

Vita?

Ces valeurs dépendent évidemment de t° et de n, mais quelles qu’en soient les
valeurs choisies les conclusions restent les mémes.

Comme précédemment, plutot que de renseigner le tableau 5.2 avec les valeurs
de T*—t° on donnera le numéro du point de controle choisi comme point de départ.
On donnera seulement un exemple pour deux valeurs différentes de taille de boite
t pour un potentiel égal & 100V. Les comportements sont les mémes pour les
autres potentiels.

Les paramétres sont les mémes que pour la section précédente. Il y a 50 points
de controles.

En observant les valeurs inscrites dans le tableau 5.2, on conclut que numéri-
quement les conditions de minoration sont vérifiées.

5.1.3 Choix des conditions initiales

Soit f° donné et n € N.
Pour résoudre 1'équation différentielle (F,,), il faut tout d’abord choisir ¢,
c’est-a-dire fixer a partir de quel moment on branche le modeéle local. Nous avons
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Potentiel | N° point de controle ftf Sp(t)dt | 1+ B(t°) | m,(t°)
100V 30 1.14 1.61 4.27
100V 45 0.26 1.14 9.59
200V 45 0.29 1.17 9.77
300V 45 0.33 1.20 9.88
400V 45 0.38 1.25 10.05
500V 45 0.46 1.33 10.29
800V 45 0.81 1.65 11.42

TAB. 5.2 — Veérification des conditions de minoration

vu que nous sommes libres dans le choix de t°. Nous choisissons de prendre un
point de controle comme point de départ; t¥ est alors fixé.

De plus, du fait du caractére discret de la courbe représentative de f9, définir
la seconde donnée, (f°)(¢°), pose un probléme de nature différente de celui du
choix de ¢°.

Nous commencerons par traiter le probléme du choix de la pente de départ
(indépendamment du choix de ¢°), puis nous continuerons avec celui du choix de
t°.

5.1.3.1 Choix de I’angle de départ

La courbe est donnée par N points de controles reliés entre eux par des seg-
ments de droite. De ce fait la valeur de la pente en un point de controle ne nous
est pas donnée de facon unique

Donnons nous Py, le point choisi associé a la taille de boite choisie (i.e. associé
atY).

Pour imposer un angle de départ, nous avons donc une petite marge de ma-

noeuvre entre l'angle donné par la pente du segment [Py, 1, Py,| et celle du
segment [Py,, Pn,11]. Que nous accorde cette marge de manoeuvre ?
Il ne faut pas oublier que la solution exacte de I’équation différentielle vérifie la
contrainte de volume. Cette liberté nous permet, par ce que I’on pourrait appeler
une méthode de tir, de régler la pente de départ pour que la contrainte de volume
soit, satisfaite au mieux.

Pour un point de départ Py, donné, on parlera :
-d’angle précédent pour I’angle donné par la pente du segment [Py,_1, Py,]

-d’angle moitié pour ’angle donné par la moyenne des pentes des segments
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Pry—1

P,

F1G. 5.3 — choix pour 'angle de départ

[PNov PN0+1] et [PNo—lv PNO]
-d’angle suivant pour ’angle donné par la pente du segment [Py, Pny+1]

Pour ces trois angles de départ, nous donnons un exemple de calcul de courbes
et de la contrainte de volume associée a 300V et pour un angle de Young de 90°.
Les comportements sont analogues pour des angles différents évoluant dans I’in-
tervalle (angle précédent, angle suivant).

Dans les figures 5.4, 5.5 et 5.6, 5.7, la courbe en trait continu représente la
courbe d’initialisation f° et les points calculés sont représentés par des cercles.
Dans les figures 5.6 et 5.7, nous avons effectué un zoom au niveau de la courbe
calculée pour mieux voir les variations engendrées par des variations d’angle ini-
tial.

On présente dans le tableau 5.3 les contraintes de volume associées. Les chiffres
donnés représentent 1’erreur relative (en %) en volume pour les courbes obtenues.
La courbe de départ vérifie la contrainte de volume a 0.02%.

On remarque que 'erreur relative peut étre multipliée par 10 par rapport a la
courbe de départ suivant le choix de cette condition initiale.

Dans la suite, les courbes tracées seront celles obtenues aprés avoir effectué
cette méthode de tir.
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300V, 30ieme point avec angle précédent 300V, 30iéme point avec angle suivant
10 10

9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
O angle précédent O angle suivant
courbe de reference courbe de reference
2 2
1 1
0 0
[¢] 2 4 6 8 10 12 [¢] 2 4 6 8 10 12

F1G. 5.4 — Gauche, Pour un angle de départ égal a I’angle précédent ; Droite, Pour
un angle de départ égal a 'angle suivant

300V, 30iéme point avec angle moitie

O angle moitie
courbe de reference

1

)

0 2 4 6 8 10 12

F1G. 5.5 — Pour un angle de départ égal a ’angle moitié

courbe de départ | 0.02%
angle précédent | 0.12%
angle moitié 0.003%
angle suivant 0.12%

TAB. 5.3 — Erreur relative en valeur absolue sur la contrainte de volume en fonc-
tion de la pente de départ choisie

5.1.3.2 Choix de t°

L’intérét du modeéle décrit au chapitre précédent est d’étre ponctuel au voi-
sinage du point triple. Cependant, I’équation reste valable pour tout ¢ €]0, 7.
Numériquement nous avons pu observer que 1’algorithme est toujours construc-
tible pour toute valeur de t°. Il est donc aussi possible d’intégrer I’équation a
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300V, 30ieme point avec angle précédent 300V, 30iéme point avec angle suivant

8 8
O angle suivant
courbe de reference
7 7
6 6
o ) o o [e] °
5 °o, ° Goq
el [¢]
o [}
4 %o 4 %
OO OO

O angle précédent "oo Ooo

courbe de reference Oo 3 OO

o (e}
2 Oco 2 e}
0 0

F1G. 5.6 — Gauche, Pour un angle de départ égal a I’angle précédent ; Droite, Pour
un angle de départ égal a 'angle suivant

300V, 30iéme point avec angle moitie

5 Y
o
%6
4 °© ©
OO
o
O angle moitie S
courbe de reference OQ
e)
%

2r Q

FiG. 5.7 — Pour un angle de départ égal a 'angle moitié

partir de t° proche de 0.
Choisir t° équivaut a choisir un point de controle sur la goutte donnée par
I""approximation globale" (cf figure 5.2).

A un jeu de paramétres physiques donné, des simulations ont été effectuées
pour différentes valeurs de t°.
1. Un effet localisé
Nous nous sommes autorisés a choisir ° relativement petit proche de 0.

Nous avons ainsi pu confirmer que l'effet de ce modéle reste principalement
localisé au voisinage du point triple.

La figure 5.8 présente un zoom au niveau du point triple effectué a 300V. La
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courbe en trait continu représente f°. On note bien que le décrochage par

rapport a 'ancienne courbe ne s’effectue qu’au voisinage du point triple.

5

300V, 30iéme point avec angle moitie
45
+
+
4 +
+
35 N
3 *+
+
+
25 .
Y
%
2 +
N
15 +
3
+  angle moitie +
courbe de reference ++
i
0.5 T
J
0 +
9 9.5 10

10.5

F1G. 5.8 — Zoom mettant en avant le décrochage au niveau du point triple.

2. Influence du parameétre t° sur les informations locales

On cherche & savoir quelle influence a t° sur la position du point triple et
la valeur de I’angle de contact.

Forme de goutte en partant de différents points a 500V

8

Forme de goutte en partant de différents points a 500V
6 T T T T
™
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N
5r \+‘\ 71
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5f %ﬁ g AN
N 4t tﬁhﬁ* Bl N 3|
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3t W 1
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i 2F |
2t ) 1
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1t 2 L
courbe de départ g courbe de départ
or 30 iéme point P 30 iéme point
+ 10 ieme point + 10 iéme point
1 n n . . . 0 n n
0 2 4 6 8 10 12 7 8 9
r r
Fi1G. 5.9 — Gauche, Pour un point de départ aux
controle ; Droite, Zoom.

12
1 Oléme et 301éme

point de
Si on observe la figure 5.9, on peut remarquer que le choix de t° n’est pas
déterminant en ce qui concerne la position du point triple.
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On présente dans le tableau 5.4 les abscisses des points triples correspon-
dants :

101éme 301éme

courbe de départ point point
11.13 10.98 11.00

TAB. 5.4 — Abscisse des points triples pour différentes valeur de t°

Ce qui fait une variation relative de 1% entre la courbe initiale et les courbes
modifiées, et une variation de 0.18% entre les deux courbes. On considérera,
donc que seule la variation entre courbe de départ et courbe modifiée est
significative.

De plus nous avons remarqué que le choix de tY n’a pas d’influence signifi-
cative sur la valeur de ’angle de contact.

Les résultats sont analogues pour des voltages et un angle de Young diffé-
rents.

3. Conclusion
Pour avoir seulement une information locale (i.e. point triple et angle de
contact) le choix de t° n’est donc pas déterminant. Cependant, afin d’avoir
une information plus précise sur la forme de la goutte, il pourra étre ju-
dicieux de choisir un t° correspondant & un point relativement éloigné du
point triple.
Ensuite on pourra remarquer a quel moment la courbe commence a "décro-
cher" de la courbe initiale et n’effectuer le calcul qu’a partir de ce moment
pour avoir un gain de temps et ne pas recalculer la forme de goutte avant
i,
Nous pouvons maintenant exposer les résultats numériques obtenus. Nous
présentons tout d’abord les formes et courbures de goutte obtenues puis mettons
en avant les valeurs numériques de I’angle de contact.

5.2 Résultats numériques : analyse et comparai-
son

Pour chaque simulation, nous avons adapté au mieux les conditions initiales.
Nous avons utilisé les mémes valeurs de paramétres physiques (volume, tension de
surface, permittivité) que dans le chapitre 3. On présente ici les formes convergées,
obtenues en moyenne au bout de 4 itérations de ’algorithme pour un critére de
sortie correspondant a € ~ 1072,1073.
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5.2.1 Forme au voisinage du point triple et valeur numé-
rique de la courbure

5.2.1.1 Etude de la forme de goutte au voisinage du point triple

500V, Forme de goutte
2 T T

181 N Forme initiale 1
16 ’
1.4}
1.2¢

N 1r
0.8r
0.6
0.4r

0.2+

0 . . . . .
10.4 105 10.6 10.7 10.8 10.9 11

r

F1G. 5.10 — Evolution de la forme de goutte au voisinage du point triple pour un
potentiel de 500V et un angle de Young de 90°.

Nous observons 'effet du modéle sur la forme de la goutte au voisinage du
point triple.
On présente sur la figure 5.10 un zoom au voisinage du point triple présentant
I’évolution de la forme de la goutte.

Remarque 5.2.1 Les courbes obtenues sont qualitativement les mémes pour des
potentiels différents et des valeurs différentes de l’angle de Younyg.

On remarque une déviation au niveau de la ligne de mouillage. Ceci laisse
présager une augmentation de la courbure plus forte que pour I'approximation
globale. Ce qui est confirmé par ce qui suit.

5.2.1.2 Calcul numérique de la courbure

Dans le chapitre 3, nous avons pu, grace a une approximation de la courbe
avec des courbes de Bézier, avoir des valeurs numériques de la courbure en chaque
point de controle de la goutte. La courbure de la goutte était constante loin du
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point triple, mais elle augmentait de facon significative au voisinage de ce dernier.
Le modéle développé dans le chapitre 4 est donné par une équation différentielle
ordinaire. En regardant la section 4.3, on remarque que cette équation traduit
simplement que la courbure moyenne de la courbe est donnée explicitement par
la partie contrainte de volume et gradient du potentiel électrostatique.

Ce modéle nous permet donc de calculer la courbure sans faire d’approximation
de la courbe. A la forme convergée, on est donc en mesure de calculer les valeurs
de la courbure en chaque point.

Les résultats obtenus sont présentés en figure 5.11

Courbure a différents potentiel
0.7 T T T

300V
06 + 400V
— - — 600V

051
0.4
0.3r

o
0.2r + 0]
T
]
o1} . 7

valeur de la courbure
+

distance a | axe z

FiG. 5.11 — Courbure numérique en chaque point pour différentes valeurs du
potentiel et un angle de Young de 90°.

On fait les mémes remarques que dans le chapitre 3. La courbure est globale-
ment constante loin du point triple, mais croit rapidement a mesure que ’on s’en
approche.

>Comparaison avec les valeurs obtenues au chapitre 3

Il est intéressant de comparer les valeurs obtenues dans ce chapitre a celles
obtenues au chapitre 3.

On présente sur la figure 5.12 les valeurs de la courbure obtenues pour un potentiel
de 500V et un angle de 90° pour les deux méthodes.

La courbure issue de I'approximation globale a été lissée (approximation de
la courbe par des polyndmes, fonction "polyfit" de Matlab).
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Courbure en chaque points de la goutte a 500V
0.4 T T

T T T T
+  approximation globale
approximation locale

0351

0.3

courbure

0.05

. . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
abscisse des points de la goutte

Fi1G. 5.12 — Comparaison de la courbure numérique en chaque point pour un
potentiel de 500V et un angle de Young de 90°.

On remarque des évolutions qualitatives similaires de la courbure. La valeur
moyenne loin du point triple est la méme, tandis que l'on visualise mieux I’explo-
sion de la courbure au voisinage de la ligne de mouillage. Cette remarque traduit
le fait que notre modeéle a eu un effet local. Nous avons pu "capter" les valeurs
de la courbure plus proche du point triple, ce que ne permettait pas le modéle
global. L’explosion du gradient du potentiel est mieux décrite.

5.2.1.3 Energie de la goutte et contrainte de volume

Le but étant de trouver une forme minimisant I’énergie sous la contrainte de
volume, il est intéressant de regarder I'effet du modéle local sur ces deux quantités.
Le tableau 5.5 présente les valeurs de I’énergie de la goutte pour différentes valeurs
de potentiel imposées. Il permet la comparaison avec les valeurs données par
l’algorithme global du chapitre 3. Observons également les valeurs de la contrainte
de volume (tableau 5.6). On comparera plutot les valeurs relatives de la contrainte
de volume. Les valeurs sont donc données en pour-cent.

L’énergie de la nouvelle forme de goutte est inférieure a celle obtenue grace
a I'algorithme optimisation de forme. Cependant on remarque que les variations
sont relativement petites. Ceci pourrait expliquer que I’ancien modéle n’ait pu
atteindre cette valeur. C’est une variation trop faible pour que le modéle global
puisse détecter un changement de forme.

En ce qui concerne les valeurs de contraintes de volume, on remarque qu’elles
sont conformes a celles obtenues avec 1’algorithme optimisation de forme. Nous
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Voltage | Modéle global | Modéle local
100V 99.50 99.50
200V 97.97 97.91
300V 94.65 94.62
400V 90.47 90.39
500V 84.12 84.05
600V 76.63 76.39
700V 66.22 65.81
800V 53.09 52.91

TAB. 5.5 — Valeurs comparées de 1’énergie de la goutte

Voltage | Modele global | Modéle local
100V 0.02% 0.02%
200V 0.08% 0.07%
300V 0.02% 0.02%
400V 0.08% 0.08%
500V 0.01% 0.003%
600V 0.01% 0.01%
700V 0.04% 0.04%
800V 0.002% 0.002%

TAB. 5.6 — Erreur relative sur le volume

avions déja étudié le probléme de la contrainte de volume au paragraphe 5.1.3.1.
Nous avons donc adapté la donnée de I’angle de départ pour que la contrainte de
volume soit satisfaite au mieux.

L’analyse de la forme de la goutte a montré une modification au voisinage du
point triple et une meilleure visualisation de ’explosion de la courbure. Il reste a
observer les valeurs numériques de 1’angle de contact obtenues.

5.2.2 Valeur de ’angle de mouillage numérique

La résolution numérique de I’équation différentielle nous permet d’extraire
également la valeur de I’angle de mouillage.

Les seuls parameétres physiques que nous ferons bouger seront le voltage et la
valeur de I'angle de Young. Les autres parameétres physiques sont inchangés et
restent égaux a ceux utilisés dans le paragraphe 3.2.

Voici les résultats obtenus pour un angle de Young de 90°.
On remarque que les valeurs numériques trouvées sont globalement constantes.



162 CHAPITRE 5 : Résultats numériques

Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=90°
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O valeurs numériques avec approximation locale
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30°
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valeur du voltage en V

F1G. 5.13 — Valeur numérique de I'angle de contact comparé a la valeur de I’angle
donné par 'approximation de Lippmann

La valeur de la constante est 90° ce qui correspond bien a la valeur de ’angle de
Young dans ce cas.

Voltage | Erreur commise
100V +0.2%
200V 1%
300V +0.4%
400V +0.7%
500V +0.9%
600V +0.5%
700V +0.5%
800V +0.4%
200V +0.9%

TAB. 5.7 — Erreur commise sur I’angle de contact par rapport a la valeur théori-
quement prédite (ici 90°)

On donne également le tableau 5.7 qui donne l'erreur relative (en %) entre
I’angle calculé numériquement et la valeur donnée de I'angle de Young.
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On peut donner les résultats et un tableau analogue dans le cas d’un angle de
Young de valeur différente : ici 60° (figure 5.14, tableau 5.8) et 120°(figure 5.15,
tableau 5.9).

Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=60°

65
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O valeurs numériques avec approximation locale
valeurs theorigues avec approximation condensateur plan

20 : : : : : :
0O 100 200 300 400 500 600 700

valeur du voltage en V

F1G. 5.14 — Valeur numérique de I'angle de contact comparé a la valeur de I’angle
donné par 'approximation de Lippmann

Voltage | Erreur commise
100V +0.4%
200V +1%
300V +0.2%
400V +1%
500V —1%
600V —0.5%

TAB. 5.8 — Erreur commise sur I’angle de contact par rapport a la valeur théori-
quement prédite (ici 60°)

Analyse des résultats Les valeurs obtenues dans les tableaux 5.7, 5.8 et 5.9
sont issues de l'intégration numérique et ne sont pas calculées comme c’était le
cas dans le chapitre 3 en prenant la pente au deux derniers points de controles.
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Angle de mouillage vs voltage, angle de Young=120°
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F1G. 5.15 — Valeur numérique de I'angle de contact comparé a la valeur de I’angle
donné par 'approximation de Lippmann

Voltage | Erreur commise
100V +0.7%
200V +0.1%
300V +1%
400V +1.3%
500V +1.2%
600V +1.3%
700V +1%
800V +0.4%

TAB. 5.9 — Erreur commise sur I’angle de contact par rapport a la valeur théori-
quement prédite (ici 120°)

Les valeurs des angles de contact numériques trouvés sont conformes a la prédic-
tion théorique du modéle. Nous retrouvons I'invariance de la valeur de ’angle de
contact par rapport au potentiel appliqué (qui constitue le résultat du chapitre
2). Sa valeur est bien égale a celle de 'angle de Young 6y (I’angle de contact a
0V), dans chacun des cas.

L’erreur sur la valeur de l'angle est d’au plus 1% dans le cas d’un angle de
Young de 90°, ce qui signifie que I'on obtient pour valeurs de ’angle de contact



5.2 Résultats numériques : analyse et comparaison 165

un angle compris entre 89° et 91°. Pour un angle de Young de 60°, on obtient des
valeurs comprises entre 59.4° et 60.4°. On a donc une trés bonne adéquation avec
la théorie. C’est également le cas dans I’exemple présenté pour 120°.

Nous tenons & signaler l'influence du paramétre A (valeur numérique issue
du code "approximation globale"), multiplicateur de Lagrange. Si on modifie la
valeur de ce multiplicateur il est possible de faire varier la valeur finale de ’angle
de contact. Rigoureusement A devrait étre actualisé a chaque modification de la
forme de la goutte. Cependant, vu les variations de la contrainte de volume, la
valeur de A n’en sera que trés peu modifiée et nous avons choisi de ne pas le faire.

Nécessité de la prise en compte de la singularité et d’un calcul précis
du potentiel Avant de mettre en oeuvre la Méthode du Complément Singulier,
nous avons dans un premier temps implémenté le modéle local avec le calcul du
potentiel enrichi de la fonction de base singuliére. Les formes de goutte étaient
alors calculées dans des boites de plus en plus petites afin d’augmenter la pré-
cision de nos calculs. Nous devions donc faire un zoom de plus en plus précis
pour améliorer les résultats. Nous présentons dans le tableau 5.10 les valeurs ob-
tenues par cette méthode comparativement a celles obtenues par la méthode du
complément singulier.

Voltage | FS MCS
100V | 90.5° | 90.18°
200V | 89.6° | 90.85°
300V | 89.7° | 90.36°
400V | 90.34° | 90.63°
500V | 88.91° | 90.8°
600V | 88.85° | 90.45°
700V | 87.70° | 90.36°
800V | 87.30° | 90.8°

TAB. 5.10 — Valeurs des angles de contact en fonction du potentiel pour I’approxi-
mation par la fonction de base singuliére (colonne de gauche) et par la Méthode
du Complément Singulier (colonne de droite)

Nous remarquons une nette dégradation des valeurs obtenues pour 1’approxi-
mation par la fonction singuliére & mesure que le potentiel devient élevé.
Les résultats obtenus sont donc moins bons sur deux points
- Le temps de convergence est bien plus élevé qu’avec la méthode du com-
plément singulier. Il faut plus d’itérations pour converger. Il est nécessaire
de faire un calcul progressif sur des boites dont la taille diminue au fur et a
mesure afin d’augmenter le zoom et la précision.
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- A haut potentiel, les valeurs numériques trouvées sont moins précises et
I’erreur avec la valeur théorique est plus grande.

Pour étudier précisément 1’angle de contact et la forme de la goutte au voi-
sinage du point triple, il faudrait donc allier au traitement de la singularité le
modéle local. Alors que pour obtenir une forme macroscopique de goutte, I’ap-
proximation globale par I'algorithme d’Uzawa et un calcul du potentiel P suffit.

5.2.3 Retour a la physique du probléme

Il peut étre maintenant intéressant de retourner a des valeurs physiques non
adimensionnées, pour donner quelques conclusions. On rappelle que 'isolant a
pour épaisseur 200pm, la goutte un volume de 4 * 10~8m?3.

Visualisation de I’angle de Young Nous avons pu numériquement constater
que plus le potentiel est élevé et moins il est "facile" de visualiser 'angle de
Young. Méme conclusion plus I’angle de Young est petit.

Ainsi nous avons voulu savoir de quel ordre de grandeur il faudrait zoomer
pour visualiser I’angle local.

Plagons nous a fy = 90°. En admettant une erreur de 2% sur la valeur de
I’angle, il est possible d’observer, a 200V I’angle local de Young & une distance
de 58um du point triple.

A 400V, il faut déja étre a une distance de 0.3um du point triple pour observer
un angle de 88°. En restant a une distance de 58um, on observerait alors un angle
de 83°.

Pour un angle de Young de 60°, a 200V pour visualiser un angle de 58°, il faut
se trouver a une distance d’environ 37um du point triple.

On peut tracer la distance de visualisation en fonction du potentiel appliqué.
Dans la figure 5.16, on trace par exemple la distance de visualisation d’un angle
de 85° en fonction du potentiel appliqué pour une expérience correspondant a un
angle de Young de 90°. On peut tracer des courbes de comportements similaires
pour d’autres valeurs d’angle plus ou moins proches de ’angle de Young.

L’angle de Young reste un angle mathématique local et ponctuel et semble
donc difficile & observer expérimentalement au moins a haut voltage.

Qu’observe-t-on dans les expériences? Ce qui est mesuré au cours des
expériences physiques est un angle macroscopique.

Définissons en chaque point de la goutte un angle 6, angle de la pente de la
tangente en ce point avec ’horizontale comme dans la figure 5.17.

Nous tracons dans les figures 5.18 et 5.19 le cosinus de 1’angle 6 en fonction
de la distance a I’axe r et pour plusieurs valeurs de potentiel appliqué.
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x10™* Distance de visualisation d un angle de 85°

distance a | axe r

0
100 200 300 400 500 600 700

valeur du voltage en V

F1G. 5.16 — Distance de visualisation d’un angle de 85° en fonction du potentiel
appliqué

F1G. 5.17 — Angle de la pente de la tangente en chaque point

On remarque que loin du point triple, les courbes ont un comportement li-
néaire. A mesure que l’on s’approche du point triple (qui correspond a z = 0) le
comportement perd sa linéarité pour devenir fortement non linéaire prés du point
triple.

On interpole la partie linéaire de ces courbes par des droites, i.e. on prolonge
la partie linéaire jusqu’au point triple et donc jusqu’a ce que cette droite coupe
’axe des z (voir figure 5.20). On donne dans les tableaux 5.11 et 5.12 les angles de
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cos(H)

01y

F1G. 5.18 — cosinus de 'angle en fonction de la distance pour plusieurs valeurs de
potentiel ; pour un angle de Young de 90°

cos(6) vs z
T

F1G. 5.19 — cosinus de I'angle en fonction de la distance pour plusieurs valeurs de
potentiel ; pour un angle de Young de 60°. De bas en haut : potentiel croissant a
partir de 100V et tous les 100V

contact trouvés pour un angle de Young de 90° et 60°(ils correspondent a I’angle
associé au cosinus donné par 'ordonnée a l'origine des droites tracées) :

Il y a une forte adéquation entre les résultats trouvés et ceux prédits par la loi
de Lippmann. Ce qui confirmerait que le détachement par rapport a la prédiction
débute 1a ou débute le comportement non linéaire de la courbe.

Saturation de 1’angle macroscopique de contact Nous savons que les phy-
siciens ont observé lors de leurs mesures une bonne adéquation avec 1’approxi-
mation condensateur plan jusqu’a un certain voltage au dela duquel la goutte se
bloque. Ici pour nos parameétres physiques et un angle de Young de 90°, nous
savons qu’expérimentalement cette limite est atteinte a 700V.
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cos(B) vs z

L L L L L
o 0s 1 18 z 25

F1G. 5.20 — Interpolation de la partie linéaire de la courbe du cosinus de ’angle
0 en fonction de la distance a I’axe r

¢o | valeur interpolée | condensateur plan
100V 89 89.49
200V 88,5 87.97
300V 85.98 85.43
400V 82.25 81.85
500V 78.46 77.21
600V 72.54 71.42
700V 65 64.30
800V 55.94 55.50

TAB. 5.11 — Angle de contact estimé pour la partie linéaire comparée a I’approxi-
mation condensateur plan; pour un angle de Young de 90°.

¢o | valeur interpolée | condensateur plan
100V 59.00 59.41
200V 58.33 57.62
300V 54.54 54.57
400V 50.58 50.09
500V 44.35 43.84
600V 34.91 35.05

TAB. 5.12 — Angle de contact estimé pour la partie linéaire comparée a ’approxi-
mation condensateur plan; pour un angle de Young de 60°.

Cependant nous ne trouvons pas d’indication d’un blocage de I’angle de contact
dans nos simulations numeériques. Le phénomeéne de saturation n’est pas écrit
dans le modéle.
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5.3 Conclusion

Le modéle présenté depuis le chapitre 4 consiste en une correction locale au
niveau du point triple de la forme de goutte obtenue par optimisation de forme.
Grace a ce modéle nous avons pu visualiser les corrections effectuées au niveau du
point triple pour la forme de goutte elle-méme, sa courbure, ainsi que son angle
de contact. Nous avons ainsi retrouvé numériquement ’invariance de ’angle de
contact de fagon précise.

On retrouve l'utilisation de 1’équation de Young-Laplace pour simuler des
formes de goutte dans plusieurs articles de physique :

e Dans [BHMO3|, la goutte considérée est de rayon infini. Des conditions

initiales relativement arbitraires sont imposées.

e Dans [PB05]|, la goutte considérée est axisymétrique et la condition d’angle
de Young au point triple est imposée comme une condition aux bords. C’est
également le cas dans [Ada06| qui utilise un modéle linéarisé approché pour
simuler les formes de goutte.

Dans le modéle proposé ici, la valeur de I'angle contact local n’intervient
qu’implicitement (voir obtention de ’équation dans la section 4.4) et n’est pas
une donnée imposée aux bords. Le fait d’avoir une premiére approximation globale
de la goutte permet également d’avoir un probléme avec des conditions initiales
réalistes.

Nous avons également estimé l'échelle sur laquelle ’angle de Young est vi-
sualisable en réalité et avons conclu a la difficulté pratique de son observation.
L’angle de Young reste un angle de contact mathématique.

Nous n’avons visualisé aucun signe de blocage de ’angle macroscopique de
contact. Il semble que ce phénoméne ne soit pas inscrit dans notre modeéle. 11 fau-
drait alors le modifier et peut-étre prendre en compte les phénoménes d’ionisation
de P’air ou d’éjection de gouttelettes pour espérer visualiser un blocage.



Chapitre 6

Etude théorique de 'angle de
contact dans le modéle
tridimensionnel

Ce chapitre consiste en une généralisation du résultat établi au chapitre 2 a
des formes non axisymétriques : l'invariance de ’angle de contact par rapport au
potentiel appliqué.

Nous allons utiliser des méthodes similaires au cas 3D-axisymétrique : nous
écrirons donc la condition nécessaire d’optimalité, puis par un choix particulier
de directions admissibles nous retrouverons le résultat d’invariance de 1’angle.

Ce chapitre va s’organiser comme suit :

On commencera par rappeler le principe de démonstration utilisé. Ensuite
nous adapterons les notations et coordonnées au cas 3D complet.

Puis par un choix particulier de déformations nous étudierons la contribution
de chaque terme entrant en jeu.

Enfin aprés avoir énoncé le résultat, nous donnerons une généralisation a des
coefficients de tension de surface non constants.

6.1 Principe

On reprend les notations 3D introduites dans le chapitre 1 (voir figure 6.1).
Si 2 est un domaine optimal, alors 9\ € R* tel que

DJ(Q).U = A\DC(Q).U (6.1)
pour tout U € U(Q, R?) avec

DJ(Q).U = DJyyao(Q).U + DJ1(Q).U + DJ1s(Q).U + DJuee( Q.U (6.2)
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F1G. 6.1 — Notations dans le cas 3D
On rappelle les expressions des différentes dérivées :
D Jygar(Q2).U = a/ Ude—l—oz/ 2div(U)d2 (6.3)
Q Q
DCQ).U = / div(17)d92 (6.4)
Q
DJe(Q).U = / div(U)do — / (NLG . DUNLG> do (6.5)
I'ra I'ra
e e
DJs(Q).U = / div(U)do — / (NLS : DUNLS) do (6.6
Irs I'rs
)
DJoee(0).U = —§/g||v¢ﬂu2div(U)dQ
Q
)
+ 5/5 (("DU + DU)V¢® . V¢?) d (6.7)
Q

_— s . .
ou Npg (resp. Npg) est la normale unitaire sortante a I'rg (resp. I'rg)
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Le principe de démonstration reste le méme qu’en 3D axisymétrique. L’idée
est de construire une suite de déformations U? & support compact dont le support
se concentre sur la ligne triple lorsque p — +o00.

On a alors, en appliquant la condition nécessaire d’optimalité a HUUﬁ, pour
peN

DJ(Q).U? = ADC(Q).U? (6.8)

Puis il suffit de faire tendre p vers 400 et observer la limite de chacun des
deux membres de 1’équation.
Commencons par introduire notations et coordonnées.

6.2 Notations

6.2.1 Le domaine

Soit Q un ouvert de R?® définissant une forme de goutte (voir figure 6.1). On
choisit un repére orthonormé tel que I'; g soit dans le plan (Oxy).

Paramétrage de la ligne de mouillage. On considére I' ligne de mouillage
de la goutte. C’est une courbe fermée dans (Oxy) que I'on supposera C2. On note
Ir sa longueur.

Soit alors v un paramétrage de I' par ’abscisse curviligne.

On a
e 7(0) =~(Ip) car I est une courbe fermée
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FiG. 6.2 — Coupe dans le plan P;

o |[V(s)[I*=1et (y(s)7"(s)) =0, Vs € [0,lr].

Paramétrage d’un point au voisinage du point triple. Pour s € [0, 1],
on note P le plan orthogonal a /(s) en ~(s).

Soit M (s) un point de Ps.

Il existe alors un unique couple (p, ) €]0, +o0[x[—m, 7] tel que :

OM(s) = y(s) — peos(p)y"(s) + psin(p)e:

—7,(5)
YEHs) = | (s)
0
Donc
. Yz (8) 4 pcos(p)y,(s)
OM(s) = | 7y(s) — pcos(p)v,(s)
psin(y)

Définition 6.2.1 Soit s € [0,1r| fizé. L’angle formé entre les tangentes a T' g et
['rs dans le plan Py est appelé angle de contact et noté 0(s).

Hypothése 6.2.2 On suppose qu’il existe py et un petit voisinage V,, de la ligne
de mouillage tel que : YM € V,,, s € [0,1p] tel que M € Py et ses coordonnées
(p, ) dans Ps sont telles que p < po.

Tout M € V,, peut alors s’exprimer de fagon unique en coordonnées (s, p, ¢).
Nous pouvons maintenant introduire de nouvelles coordonnées.
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Nouvelles coordonnées. Considérons I'application suivante :
X [0,0r]x]0, po[x[-m, 7] — Voo
3

Ya(s) + peos(p)y,(s)
(s, 0, ) — | s) = peos(p)i(s)
psin(y)
Si v est C2, alors y est différentiable et :

/

Vo(8) + peos(p)yy (s)  cos(p)y,(s)  —psin(p)y,
Dx(s,p,0) = | 7,(s) = pcos(p)yi(s) —cos(e)vi(s)  psin(p)y(
0 sin(¢p) pcos(p)

(s)
s)
Calculons det(Dy) :
det(Dx) = —((s) — pcos(p)7;(s))(p cos® ()7, + psin®()7,)
+ (7(s) + peos()y (s)) (—p cos* (), — psin’(p)7,)
En utilisant que 7,(s)* 4 7, (s)* = 1 et en notant

det(7',7") = 12 (s)vy(8) — 7, ()72 (s) (6.9)
on obtient
det(Dx) = —p(1 + pcos(p)det(v',7")) (6.10)
Cherchons a quelles conditions Dy est inversible.
Comme 7 et 7" sont orthogonaux et que ||7/|| =1
det(+', ") = £ [[IIV1] = =[]
on a

L —pllY"|] £ 14 peos(p)det(y',7") < 14 p||v"]|

Comme ||7”]| n’est pas identiquement nulle car c¢’est le paramétrage d’une
courbe fermée, on peut poser

M := max [|7"(s)|]| >0
s€[0,lr]

1
et choisir po = min{py, M} de telle sorte que det(Dy) # 0.

Comme dans le paragraphe précédent, on peut donc représenter de maniére
unique tout point M de Vs C V,, par ses coordonnées (s, p, ¢).
Dans la suite on considérera donc

X - LO’ lF] X]07 ﬁO[X [—77', ﬂ;[ - Vﬁo

Vs

PO
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Calculons alors (Dx(s, p,¢)) " :

-7, —p,
_ 1 x y
(Dx(s,p,0)) " = aet( D) —pcos(p) (v, — peos(v)vy) peos(e) (v, + pcos(w)y,)
sin() (v, — pcos(¢)vy)  —sin(e) (v, + pcos(v)y,)
0

—psin(p)(1 + pcos(p)det(y/,7")) | (6.11)
—cos(p)(1 + pcos(p)det(v',7"))

6.2.2 Expression des opérateurs différentiels dans les coor-
données (s, p, @)

Soit U : Q ¢ R* — R. Nous allons exprimer U := U o .

Le but ici est d’exprimer les dérivées partielles de U en fonction de celles de
U.

Pour tout (s, p, ) € Vs, on a

U(x(s,p, ) = U(s, p, )

et donc
DU (x(s, p,)) = DU (s, p, ) o (Dx(s,p. )"

Ce qui nous donne en utilisant la représentation matricielle :

ou oU oU \ (o0 U oU =
(5 5 5 )~ (222 %) oatsns (6.12)
Donc :
et (DY) G- (5,9 )) = =5 p5) = Gopos()0(5) = peos()11()
+ S ()0 (s) ~ peos( () (6.13)
et (DY) (x5, 9.9)) = = p74(8) + 1 pcos(i) L)+ peos(i] (s)
oU
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det(Dx)aa—g(x(s, pip)) = _aa_(;p sin() (1 + pcos(p)det(v,7"))
- g—g cos(p)(1 + peos(p)det(v',7")) (6.15)

Nous allons utiliser ces expressions pour exprimer les dérivées des champs de
déformation dans la section suivante.

6.3 Expression des champs de déformations

6.3.1 Forme générale

Les champs de déformation généraux pour I’équation (6.1) sont du type :

U: QcR® — R?
([L’,y,Z) = (Ux($,y,2)>Uy(fB>y>Z>,Uz(%!/%))

Expression particuliére en coordonnées (s,p, ). Considérons que cette
déformation est a support inclus dans Vj,. On peut, sur ce voisinage, utiliser les
coordonnées précédemment définies.

On considére un type de déformation particuliére de la forme :

Us(s,p,) = Uz o x(s,p,0) = —w(s,p,)v,(s) (6.16)
Uy(s,p,0) = Uyox(s,p,0) = w(s,p,)7(s) (6.17)
U.(s,p.0) =U.ox(s,p,0) = 0 (6.18)

ol w est au moins C! sur le domaine considéré.

Remarque 6.3.1 La déformation considérée est seulement une déformation se-
lon x et y.

Expression des dérivées Exprimons les dérivées de U en fonction de celles
de w.

On a:
8096 _ _a_w/_w// a_ﬁy _ a_w/+w//
8s as v YW gy T e e T
ov. . ow, o, _
op 3,0%’ op 3,0%”
oU, ow ou, ow
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Les dérivées de U, sont quant a elles évidemment toutes nulles.
Grace a (6.13), (6.14) et (6.15) on trouve
Pour U, :

et (D)% = ({5 19)) = (G Fun )+ 5 o) 3 5) - pcos(i’(s)

O S h0) — peos(ntla) (619

et (DY) 2 x(5..2)) = (G unm) (5)= 5o cos() 0 5 +pcos(ie)(s)

T g—ﬂ; sin(2) (14(s) + peos()r/(s) (6.20)

det(Dx)%&(x(sa psp)) = %vyp sin() (1 + pcos(p)det(v',7"))

ow / 1N
+ 25 cos(p)(1 + pcos(p)det(v',7")) (6.21)

Et de méme pour U, :

et (D)5 Y (x(5.919)) =~ wn )= 5 cos() 04 (5) - o)1)

4 g_ﬂ; sin(p)(7,(s) — peos(p)v;(s)) (6.22)

aU aw / 1Zi / aw / ! "
det(Dx)a—y(x(s 0, p)) = —(%%er%)my(SHa—p%p cos() (7, (8)+pcos(v), (s))

ow

_ %% sin(p) (74 (s) + peos(p)yl(s)) (6.23)

det(D) 2 (x(5.py9)) = = 57k psinip) 1+ peos(ildet (s’ 1)

ow

— %% cos(¢)(1 + peos(p)det(y',7")) (6.24)
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Expression de la divergence De ces expressions on peut en déduire ’expres-

sion de div(U).
L _ou,  ou, oU,
On a: div(U) = e + o + 5

Tous calculs faits, on trouve :

_ det(v', ") ow 1ow
div(U) = —w — —cos + ———sin 6.25
( ) 1 + pcos(go)det(y’, ’Y”) ap (90) P 8@ (90) ( )

Dans la suite c’est plus la divergence surfacique qui interviendra dans les
termes de surface de la dérivée de forme de I’énergie. Elle est donnée par

. - —
div(U) — <N. DUN)
H . . .
ol IV est la normale unitaire sortante & la surface considérée.

Nous allons maintenant définir la suite de déformations que nous allons utiliser
pour la démonstration du résultat.

6.3.2 Un champ de vecteur particulier

En gardant I'idée du cas 3D axisymétrique, nous construisons une suite de
déformation UP & support compact inclus dans Vj,. On choisit dans (6.16) et
(6.18) des fonctions w? a variables séparées qui ne dépendent pas de ¢ de la
forme

=P (p)
wP 1 (s, p,p) — ;Xp _ ‘v(s) sip < ! (6.26)
pPp? =1 p
0 sinon

avec

-p> % ce qui assure que le support de w” est dans V;,.
- v définie sur tout [0, Ir] est telle que v soit C'.

- U? la fonction obtenue en gardant les notations de la section précédente
définie dans V.

1
On notera pour p > —

Po

Y,

1
I3

1
= {(s,p,go) € Vs, tel que p < ]_9}
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1
Expression des dérivées et de la divergence de U”. Sip < —,on a:
p

ow? y

vl uPv'(s) (6.27)

T = o) = 2 - el (629

oy = ap ) =200 (0%p uP(p)o(s :

et

owP

B = 0 (6.29)
(6.30)

On a donc en utilisant les expressions des différentielles établies en section précé-
dente :

Aet(DY) G (x(50.9)) = 07 (0) (V613 + 0(5)]) 7409
+ a;—lj:(:o)v(s)%p cos(ip) (v, (s) — peos(p)va(s)) (6.31)
our o o
det(Dx) =5 = (x(s: 2. 0)) = w?(p) (v (), +0(5)7) 7 (5)
- %(P>“(s)7;p cos() (7. (s) + peos(p)y(s)) (6.32)
ouy duP

det(Dx) 5 (x(s,p,9)) (P)v(s)y,psin(p)(14pcos(p)det(y',7")) (6.33)

:d—p

Bet(DX) T (x5 . 2)) = ~(0) (0 (51, + ()2 p74(5)

_ Czl—f(ﬁ?)v(s)”y;p cos(y) (”y;(s) — pcos(gp)'y;’(s)) (6.34)
et(D) 5 E (1529 ) = ~0(0) (617 + (1) )

+ C;—?f(P)U(S)'Y;P cos(yp) (%/”(s) + pcos(gp)’y;’(s)) (6.35)
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det(Dx)%(x(&p,so)) = —ﬂ(p)v(smpsin(w)(l + peos(p)det(v,7"))

dp
(6.36)
Et de (6.25), on déduit 'expression de la divergence de UP.

det(y',~") duP

div(U?) = —u"(p)v(s) 1 pcos(p)det(y,v")  dp

(p)v(s)cos(p)  (6.37)

Majorations Par un raisonnement analogue a celui du cas axisymétrique on
peut montrer que :

du?
—| < C 6.38
| =CP (6.38)
On a également :
u?| <1 (6.39)

Ces majorations nous servirons dans les sections suivantes.

Nous allons maintenant étudier la contribution des différents termes (6.3),
(6.4), (6.6), (6.5), (6.7) pour cette suite particuliére de déformations.

6.4 Etude des contributions capillaires

6.4.1 Terme sur [';g

Le terme qui intervient sur la surface I'f g dans la dérivée de I'énergie J est
donné par (6.6) :

i /F divp(U)do = /F [div(U) - (tDUJVLZ.NL_;)] do (6.40)

Détaillons ce terme pour le cas particulier de la déformation UP donnée en section
précédente.

La surface I';g correspond a des points dont ’angle ¢ vaut —.
On note :

1
Wy = Lus nsum(e?) = { (5.5) € 0.1 <00,
Plus précisément on peut donner un paramétrage ¢ de I'g :
Va(8) = py(s)

Y:(s,p) = | v(s)+ pra(s)
0
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On a alors
' (s) — pyl(s —!' (s
G (7o T e
° 0 P 0
Donc
0
Zw A g—w = 0 (6.41)
5o 1 — pdet(v',9")
Ce qui nous permet d’écrire
do = (1 — pdet(v',~"))dsdp (6.42)
— 0 — — our
De plus Nyg= | 0 | donc (tDUpNLS : NLS) -
_q 0z
D’ou
—
/ [div(Up) - <tDUpNLS . NL5>] do = / div(UP)(1 — pdet(v',~"))dsdp
I'rs

P
WLS

_ » det (v, +") E - o
— /wgs [—u (P)U(S)l ~ pdet(v. ") + i (p)v(s)] (1 — pdet(v',~"))dsdp

= /WZS {_UP(P)U(S)det(’Y/>’YH) + Cz—f(p)v(s)(l — pdet (v, 'y”))} dsdp

1

Ip > Ir 1
. / o(s) / WP (p)det (v, 1")dsdp + / o(s) [(1 = pdet(y', )P (P)]] ds

1

Ir >
s [ o) [T urtondenty o dsdp
0 0

_ /O " () ur(0)ds — — /0 "Lods (6.43)

e

puisque up(ll?) =0 et u?(0) = 1.

Conclusion

1 [T 1
DJs(Q2).UP = ——/ v(s)ds, Vp> — (6.44)
0

€ Po
Et donc

1

Ip
lim DJps(2).U? = ——/ v(s)ds (6.45)
p—-+00 € Jo
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Fi1G. 6.3 — s fixé. Coupe dans le plan P, de la surface I';¢

6.4.2 Le terme sur I';¢

Le terme qui intervient sur la surface I'r; dans la dérivée de I’énergie J est :
— —
/ divp(UP)do = / [div(Up) - <tDUpNLG : NLG>] do (6.46)
I'rne T're

Paramétrage de ', On note

Wia = {(s,p), tel que s € [0,1,] et p < po}

1
Wi = {(s,p), tel que s € [0,1,] et p < ]—)}

On suppose que la surface ' est réguliére et qu’elle peut se représenter par le
paramétrage :

v: Wie — T'ria
v:(8) 4+ pcos

(s,0) = | Y(s)—pcos
psin(

~6 N
=% %
- —
=
==

SN—

)

—~

V)

SN—

avec ¢ une fonction C2.
On a alors :
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3405) = p5E sinlip(s, ) (5) + peosip(s, pIY(s)
g_f = | s+ pg_i sin((s, p))v(s) — pcos(ip(s, p))vy(s)
pa—f cos((s, p))
cos(p(s, ) (5) = 32 s, )} ()
= | oot i) + g sinliels pLe)
sin(p(s, p)) + pg—i cos((s, p))
on s o= 20 2

En effectuant le produit vectoriel, on obtient :

0 / . 0 / "

N, = —gpp% + ( sin(p) + —Qpp cos(y) (Vy — peos(p);) (6.47)
0s dp

N, =2 J

/ . (70 / "
v =55 Pl (Sm(so) 9" 008(90)) (72 + peos(e)vy) (6.48)

N, (— cos(y) + g—ip sin(s@)) (1 + pcos(p)det(v',7")) (6.49)

On sait de plus que :

-
do = ||Nrgl||dsdp
En utilisant que ||7|| =1 et (7' ++”) = 0 on obtient

do = (g—f) P’ + (1 - (g—i) p2> (1+ peos(p(s, p))det(',7"))dsdp| (6.51)

(6.50)
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6.4.2.1 Evaluation de termes utiles pour la suite
Dans la suite on sera amené a évaluer les termes suivants
YNy + 7V Nwy YNy — Yy No et 7 Ny + 7 Ny
En tenant compte du fait que ||7/||=1et (v/.v") =0, on a
1. 5
¥
YNy + 7 Ne = Z2p (6.52)
2.
/ / : agp / "
YNy — 7y Ne = — | sin(p) + 2" cos(p) | (1 + pcos(p)det(v',7")) (6.53)

Expression de la divergence surfacique Observons I'expression surfacique
sur ['7 dans le cas général

/F [div(Up) - <tDUpm . mﬂ do
LG

= dsdp
i IN el

1 ‘ - S
/ = {d1v(Up)||NLG|| - (DUPNLg.NLG)}dsdp (6.54)
Wie ||N rcl|

- - - 1
:/ le(Up)HNLgH— (tDUpNLG.NLg)
WP

On a

- -
(tDUpNLG . NLg)

8Up our our  oU? our our
"3N2 —yN2 L Y )N, N, + —=N,N, N,N,
o T gy +(8y 3x) vt g Nl 5 Ny
D’ou
- - =
div(UP)|| N pg||* — (tDUpNLG . NLG)
8Up our our our our  oU? our our
$N2 :L‘NQ Z/NQ ZJNQ NN :BNN yNN
oz Jr * Oy dy ( dy oz ) 0z 0z

(6.55)
A Taide des expressions des dérivées de U? et de sa divergence (données (6.31)

(6.37)) en fonction de celles de u? et v, nous pouvons expliciter (6.55). Il est la
. duP
somme de deux termes. L’un est proportionnel a u? et et I'autre 4 —

dp
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6.4.2.2 Termes en facteur de u?

En calculant le terme en facteur de u? on trouve :

m [(W(s)7i, 4+ 0" (8)7)7) (N2 4+ N2) — (u(s)ynl + ' (s)7a7, ) (N2 + N2)
= [u(s) (v, = eve) + V' (8)((7)* = (3)")] NaN, ]

On pose alors

05,0) = qortpg LI+ V()AL (N + V)
— (VA V(YA (N2 + N2) = [(Vs — Varve)v(s) + 0 () (1) = (14)*)] NaNy]

(6.56)

Remarque 6.4.1 On ne calcule pas explicitement 3 car cette forme nous suffira
pour conclure. Par contre nous allons explicitement calculer le terme en facteur

duP
6.4.2.3 Termes en facteur de 1
D

On trouve

PEOSWOUS) 1 cos(o)) (1 (N2 + N2) + 7L, N,)

det(Dy)
+(7, + peos()y) (Vo(NZ + N2) + 7, N, N, )|
psin(p)v(s) o / ,
“det(Dy) det NyN, — N:BNz .
T 3ot (Dy) (1+ peos(p)det(y', ") (Ve Ny Nz — 7, NoN) - (6.57)
Et donc

%@;gs) (3 = peos(@)7)) (Ny(ry Ny + 1 Ne)) + 9, N?)

+(7s + peos(©)y) (No(VoNz + 7 Ny) + 1N2)]

%(1 + peos(p)det(v',9")) Na (v Ny — v, Na)  (6.58)

En utilisant (6.52) il vient

, , 00\° 5, (Op 90 0 , y
N (v, Ny+7,Na) = (a—f) p2%+(a—fpsm(<ﬂ) + a_ia_f”Q 008(90)) (7,—pcos(v)v,)
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et

Op 0 Op 0y

2
! / ! QD . ! 12
Ny (v, Ny+7:Nz) = (g) P — (gpsm(so) + % 05" cos(sp)) (Vatpcos(e)y,)

En revenant a Iexpression (6.58) et en utilisant (6.53), on obtient

pcos(plu(s) |, , " o0\* 5,
“det(Dy) [(”Yy — pcos(p)vy,) ((%) Py

Dy O Dy

_ v 3 “rZY 2 / " / 2
( aspsm(so) +5 5" 008(90)) (7 + peos(v)v,) +vyNz)

! 12 a ? !
+(7, 4 peos(e)7,) ((a—f) P

8_90 : a_(pa_(p 2 I " / 2
+ ( Spsin i) + 9 95" cos(p) | (7 — peos(v)vz) + 712V
_ psin(p)o(s)

! \\2 . &p
det(Dx) N-(1 4 pcos(p)det(y',7")) ((Sm(cﬂ)+a—ppcos(go))) (6.59)

0 Jp 0
On remarque que les termes en facteur de —(pp sin(p) + _go_cpr cos(p)
ds dp Os

s’annulent, il ne reste donc plus que

! ! /! a ?
Y, (v, — pcos(p)vy) <<a—f) P>+ Nf)

/ / /! a ?
+7, (7, 4+ peos(e)yy) ((a—f) p°+ Nf)

psin(p)v(s)
~ det(Dy) N

pcos(p)u(s)
det(Dy)

) 0
(1-+ peos(ip)det(r',7")*((sin(p) + 5= peos(ie))) (6:60)
Enfin en simplifiant les derniers termes, il reste

det(Dy)

psin(p)v(s)
~ det(Dy) N

pCOS((p)U(S) (1 +pcos(<,0)det('y/,'y”)) ((g_f) p2 +NZ2>]

(1+ peos(p)det(v',7"))*((sin(p) + g—iﬁ? cos(p)))
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En remplagant enfin N, par sa valeur et en utilisant (6.10) on obtient

cos() (gﬁ) 7
+(1 + pcos(p)det(v,~"))? (COS(@O)(— cos() + g—ip sin())?

0

—sin(p)(sin(e) + S pcos()) (— cosli) + g—jpsinw)]

—v(s)

11 reste

~ofs) [cos«o) (%) s

+(1 + peos(p)det(y',7"))*(cos(¢) — g—ip sin(so))}

duP
Le terme en facteur de 1 est donc donné par :
P

0s dp

a(s, p) == —v(s) [COS(@) (a—@) p*+ (14 peos(p)det(v',7"))*(cos(y) — 6—90/) sin

(w))]

6.4.2.4 Etude des intégrales
On veut donc calculer la limite quand p — 400 de

o

/Ozr/oi ||]—~V>1 || {ﬂ(&p)up(m—i-a(s’p) 5, (P)| dsdp
LG

B(s,p)uP

e La fonction ¢ est C' en (s, p). On en déduit donc que e
LG

sur W7, indépendamment de p par un Mz > 0, on en déduit par (6.39)

que :

Ir % l
/ / B(s, p)uP(p)dsdp < Mg—F — 0 quand p — 400
0o Jo p

e Nous allons faire une intégration par partie en la variable p sur la partie en

ar
dp’

est majorée

(6.61)

N " ;
_/ / 2 | —=——als,p) | w(s.p, w(s,p))dé’dﬁ/ (s, p)u (s, p, )]G ds
o Jo Op I 0

Nigll
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Comme ¢ est C?, par le méme raisonnement que pour la partie en u”, on
conclut que la limite du premier terme intégral quand p tend vers 400 est

nulle. )

Quant au terme qui subsiste, fér [a(s, p)uP(p)])g ds, comme

[a(s, P (P)F = —a(s, 0)uP(0) = — cos(i(s, 0))u(s)

e
il reste :
lr 1 Ir 1
| talsow )i = = [ % costiots, 0)ets)ds
0 0
Conclusion
I 1
liI_El DJa(Q).UP = —/ gcos(cp(s,O))v(s)ds (6.62)
p—T0o0 0

Nous allons maintenant nous intéresser au terme électrostatique, qui, comme
pour le cas 3D axisymétrique demande une étude préliminaire sur la régularité

de ¢%

6.5 Le terme électrostatique

Le terme volumique qui intervient est donné par

—g / s||v¢ﬂu2div(m)d9+g / = (DUP + DUP)V4® . V6?) d  (6.63)
Q Q

Nous allons traiter le premier terme qui intervient dans l'intégrale, le second
se traite de la méme facon.

Nous sommes amenés comme dans le cas axisymétrique a comparer le com-
portement de div(UP) avec celui de ||V¢®|| tous les deux singuliers au niveau
de la ligne triple. Il nous faut donc commencer par étudier le comportement du
potentiel au voisinage de la ligne triple.

6.5.1 Etude du potentiel
6.5.1.1 Etude de la régularité du potentiel

Dans [Bou97]|, on trouve une amélioration du résultat da a K.Lemrabet [Lem78|
qui nous donne la décomposition du potentiel en une partie singuliére et une par-
tie réguliére dans le cas d’un probléme de transmission 3D. On se place dans le
méme systéme de coordonnées (s, p, ¢) qui existent au voisinage V; du point
triple.
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Théoréme 6.5.1 [Bou97] Il existe dans V;, une unique fonction ¢ € C=(0,lp)
telle que pour i € {G,S} :

Y —cS; € H2(wi)
avec

_ °s
Sa(s, ps¢) = cos(v(s)(m — 0(s)))

P sin(v(s) (p—(m—0()))n(s, p), ¢ €]0,7—0(s)]

€a

Ss(s,p, ) = )p”(s’ sin(v(s) (¢ +m))n(s, p), @ €l —m,0]

cos(v(s)m
ou :
n est une fonction continue a support compact, telle que n =1 dans un voisi-
nage du point A(s) de coordonnées y(s) et nulle hors d’un cercle (du plan P(s))

centré en A(s).
v(s) est l'unique solution dans 0,1 de [’équation

estan(v(s)(m — 6(s))) = —eg tan(v(s)m)

1
En faisant une étude de cette équation, on peut montrer que v/(s) 6]5, 1].

On connait donc ’expression explicite de la singularité.
Dans la suite, on abandonne par mesure de clarté les indices G et S (les calculs
se ménent exactement de la méme fagon dans les deux cas).

On notera :
- a(s) =7 —0(s) dans Qg, a(s) = —m dans Qg

- bls) = cos(v(s)a(s))

- S(s,p.0) = b(s) " sin(v(s)( — als))) dans O

pour s € [0, Ir]

Comme la surface 'z est supposée C* (au moins au voisinage du point triple),
on déduit que 6, a, b sont réguliers sur [0,lr] . Dans la suite nous aurons besoin
d’exprimer les dérivées partielles et le gradient de la fonction ¢S.

On donne ces expressions dans le paragraphe suivant.



6.5 Le terme électrostatique 191

6.5.1.2 Expression du gradient de ¢S
On utilise les expressions (6.13), (6.14), (6.15) obtenues en section 6.2.2

Aet(DV) G (x5 pv9)) = = k) = 5 pos(i) 3} (5) = pros(il(s)

+ G () (s) = peos()72(s) (6.60

det(Dx)%(x(s, p,p)) = —% Vy(8) + %p cos() (75 () + pcos(p)v, (s))

- S sin@) L) + peos(ei(s) (6:65)

Aet(DX) %2 (x(5,p, ) = ~ 22 psin(p) (1 + p cos(p)det (")

dp
_ 05 cos()(1 + pcos(p)det(y',7")) (6.66)

dp
En combinant ces trois expressions, et en n’utilisant que les propriétés concer-
nant la norme de 7/, l'orthogonalité des vecteurs 7' et ~” et 'expression de
det(v',7") = £||7"]|, on trouve l'expression suivante pour la norme du gradient
dans les coordonnées (s, p, ) :

2 __ 1 dcS ’ 2 80_5 ’ 2 IAN/ANY/
VeS| = 3etDy? |\ s 7+, p~(1+ pcos(p)det(y',7"))

i (%) (1+ pCOS(w)det(Vl’Vﬂ))Q]

IVes||? = 1 (‘905)2 ¥ (80—5)2 s (‘90—5)2
(14 peos(p)det(v/,7"))? \ 9s dp P2\ Oy

On a
oS

== O (5) + (p)b(s)/(5)) sin(v(s)( — as))
b(s)(—v(s)a'(s) + V' (s) (o — a(s))) cos(v(s)(p — a(s)))]
— O [(pb(5) + b(s)1/ (s)p n(p)) sin(v(s) (> — a(s))
" )

+pb(s)(—v(s)a'(s) +v/(s)(p — (8)))COS(V(S)(90 a(s)))]

= " (s, p, ) (6.67)
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Avec h continue et telle que lim, .o h(s, p,) = 0 uniformément par rapport a
(s, ).

De méme

22 = b(s)w () sino(s)( — als) (6.69
)
Enfin 95
PP b(s)v(s)p"™ cos(v(s) (i — als))) (6.69)
¥
" XEN [ @5t
ds N B
ocS oS
a || Yo
dcS 0S
Do c(s)%
En explicitant chaque terme on trouve que :
cS||12 = c(s)*S? c(s)? 20(s)=2p, (g 2
Ivesi] (11 peos(@)det(v, 7)) | (1+ peos(g)det(v, 7))2" (s, 9)
2c(s)c'(s) ($)-1p(g s 2 2u(s)—2
05 peosip)det(7 72" h(s, p,)S + c(s)?b(s)’v(s)’p (6.70)
Et donc
IVeS|[? = p?72k(s, p, ) (6.71)
_ PP (5)70(s)? sin® (v (s) (¢ — a(s))) c(s)? . 2
Ko p0) = (L+ peos(@)det(Y,7))2 ' (L+ peos(i)det (v, 77))? (21 )
2¢(s)c(s) n als $)2p(s)?
T (s () sinlo ()~ a(s)) + () Eﬁ)m

Des propriétés précédentes on déduit que k(s, p, p) est majorée uniformément sur
V1 indépendamment de p. Notons
p

Mk = Hﬁan(Sa P, SD)

ho

Cette étude préliminaire faite, nous pouvons étudier le terme D Jy..(2).U?.
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6.5.2 Etude de la contribution électrostatique

(6.63) page 189 est la somme de deux termes :

—%/mVWmeWMQ (6.73)
Q
et 5
—/ewDW+wavawym. (6.74)
29

Nous n’allons traiter en détail que le terme (6.73). Le terme (6.74) se traite
exactement de la méme fagon car il est du méme ordre (comme dans le cas
axisymeétrique).

Dans (6.73) on fait apparaitre une somme de deux termes. L'un présente u”
P

u
en facteur, 'autre —.
dp
On peut ainsi écrire :
vy pelse) duP
[weiamwnan = [ [7 77 (@it o)+ G mts.p)) dsdp
Q 0 0 —m
(6.75)
ou [ et m sont obtenus grace a l'expression de div(UP) (6.37) et I'expression de
det(Dy) (6.10).

6.5.2.1 Terme en facteur de u”

Ce terme est donné par :

" % o P Q12 det(7,>7/,) ron
/0 /0 /7r euf(p) <||V¢ [|7v(s) 1 +pcos(g0)det(7’,~y’/))p(1 +pcos(g0)det(7(,7 )))) dsdpdyp
6.76

det(y',~")

(1+ peos(p)det(v',7"))
indépendamment de p. On effectue donc le méme raisonnement que dans le cas

axisymétrique et on applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
pour conclure sur la convergence de ce terme vers 0 lorsque p tend vers +oo.

¢ est HY(Q), uP est majorée par 1 et on peut majorer

duP
6.5.2.2 Terme en facteur de "
P

Ce terme est donné par :

/ O )17 671 Pu(s)eos(p)det(Dx)dsdpdp (6.77)
V%mﬂ 19
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On écrira dans le voisinage V1 N, et pour p assez grand : ¢ = ¢3+c(s)S(s, p, ),

P
ou S vaut Sg ou Sg suivant que 1’on se trouve dans €2 = Qg ou Qg.
On peut donc écrire :

/v I (Zu (P)|IV ™20 (s) cos(p)det(Dx)dsdpdy

<2 [ ) (IVORIP +11Ve(s)SI) o(s) cos(ipldet Dxdsdpd (6.75)
ving ap

1. Traitons la partie "réguliére".

/v I cilu (p)||VoRl|Pv(s) cos(p)det(Dx)dsdpdyp

On sait que ¢$% € H%(;) pour i € {G, S}
Comme dans le cas axisymeétrique, en utilisant I'injection de Sobolev H'(§);) C
L°(€;) et la majoration (6.38), on en déduit :

du
| IV cos(eddet( Dx)dsdpds
V1N, P
<cp [ |vefipan
Vlﬁﬂi

—Cp [, [IVGRIEA
L%(QZ) L2 (Q;)
< Cpmes(V;) || Voo (6.79)

avec C' constante strictement positive.
D’ou on déduit

d
/ v —(p)||V¢3|?v(s) cos(p)det(Dx)dsdpdp — 0 quand p — 400
V1N, dp

Et donc

d
| e IVaRIPu(s) cos(edet(Dx)dsdpdp — 0 uand p — +o0
Vlﬂ

(6.80)
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2. Reste le terme "singulier".

| SR (I9es)SIP) o) cos(iohden(Dx)dsdpd
VinQ P

On peut faire indifféremment le méme raisonnement sur Qg et Q0g. Ainsi dans
ce qui suit nous nous abstiendrons de mentionner les indices ¢ = G,.S. On doit
étudier le terme

Ir o pelse) ydu? o
/ / / E{IVe(s)SI PG (p)o(s) cos()pl1 + pros(iphdet(/, ") dsdpdy
0 0 —T

De 'expression de S donnée en (6.71) et de la majoration (6.38), on déduit :

v ry [e(se) L duP o
/ / / ElIVe(s)SIP 5 (p)o(s) cos(e)o(1 -+ peostp)det(+'7"))dsdpd
0 0 —T

v 1 pelse)
< Cp / / / P72 | k(s, p, )| v(s) cos(p) p(1+p cos(p)det (v, 7)) dsdpdp
0 0 —T
(6.81)

On sait que k, v, cos(p), et det(v’,4”) sont bornés indépendamment de p sur le
compact considéré. Notons alors M ce majorant. On obtient

vy e(sp) duP
/ / / E{IVe(s) S| (p)o(s) cos(iphp(1 + peos(i)detly'1"dsdpd
0 0 —T

Ir i resp)
< MC ’ 252 5 s pd
< MCp p pdsdpdep
0 0 -7
T

!
< QWMCp/ [,02”(5)}(% ds
0

Ip
< 2rMC / pds  (6.82)
0

On conclut par le théoréme de convergence dominée que ce terme tend vers 0
1
lorsque p tend vers +oo puisque 5 <wv(s)<1,Vse|0,lr]

Par des raisonnements analogues, on trouve que (6.74) donne lui aussi une
contribution nulle.

En conclusion,

lim DJyee(Q).UP = 0 (6.83)

p—00
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On peut de méme montrer que

1i1J]rf1 DO(Q).UP =0 (6.84)
p—+00
et
lirf Dngv(Q).Up =0. (6.85)
p—+00

L’étude de ces deux termes présentant des raisonnement analogues a ceux déja
effectués ne présentent aucune difficulté et ne seront donc pas détaillés.

6.5.3 Résumé

En rassemblant les différentes contributions obtenues en (6.45), (6.62), (6.83),
(6.84), (6.85), on obtient pour tout v C! sur [0, /] :

_éu /OZF v(s)ds = /OlF E cos(0(s))v(s)ds

(&

D’ou

cos(f(s)) = —p (6.86)
Ce qui signifie que 1’angle est indépendant du potentiel appliqué.

6.6 Une généralisation a des coefficients de ten-
sion superficielle non constants

Jusqu’a maintenant, on a supposé que les coefficients de tension de surface
étaient constants. En réalité, il peut arriver que ceux-ci dépendent du point de
la surface ou I'on se trouve. Nous allons essayer de généraliser ce que nous avons
écrit pour le cas constant au cas de coefficients non constants. Plus précisément,
on va supposer que les coefficients de tension de surface sont C! sur la surface.

On va travailler avec le lagrangien non normalisé pour bien faire apparaitre
les quantités qui étaient constantes dans le cas précédent et qui maintenant ne le
sont plus. L’expression de I’énergie devient alors :

1
L(Q,N) = pg/ 2dS2 —/ orado —l—/ (oLs —ogs)do — - / el|Vo®| [P
Qr I'ra I'rs 2 Jo

Nous allons donner les expressions des différentes différentielles. Les seules dif-
férentielles qui changent sont celles concernant les intégrales de surface, ou les
tensions de surface apparaissent. En utilisant les formules de [MS76| on obtient :

D J g0 (2).U :pg/ Ude—i-pg/ zdiv(U)dS2
v Q
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DO(Q).U = / div(17)d9)

DJic(Q).U = /

T're

ULgdiV(U)dU—/

|y ¥e!

-, i
(grad(o1) » U) do+ oL (NLG . DUNLG> do

T're

DJLS(Q)U = /F (grad(aLS — UGS) . U) do + / (O’LS — Ugs)diV(U)

Irs

= 4 —_—
- (O’LS - Ugs) <NLS . DUNLS) do
Irs

1 1
DJeee(Q).U = -3 / e|| Ve ||2div(U)d + 3 / e (("DU + DUV L. V¢Q> dQ)
Q Q
La seule différence réside donc dans une étude supplémentaire des termes qui
apparaissent. On rencontre deux types de termes "nouveaux" :
o / (grad(org) « U) do
I're
Il nous faut regarder la limite quand p — oo de / (grad(org) « UP) do Si

I'ie
les tensions de surfaces sont supposées C! sur la surface, alors dans ce cas,

on obtient avec les mémes raisonnements que précédemment que la limite
d’un tel terme est nulle.
I1 suffit en effet de prouver que / |UP|do — 0 lorsque p — +o00. Or en

T'ra

reprenant les notations de la section 6.4, on a : / |UP|do < mesOWVY ) —

I'ia
0 lorsque p — +00.

o / oradiv(U)do
I'ra
Ces termes peuvent se traiter de la méme facon que pour I’étude du cas
constant, cela ne rajoute pas de difficulté, ils sont intégrés dans les termes
étudiés.
On va donc retrouver la méme conclusion que dans le cas de coefficients
constants :
L’angle de contact (défini comme en définition 6.2.1) est indépendant du po-
tentiel ¢y appliqué. Il est donné par la relation :

B _O‘Ls(’}/(s)) - O'GS(V(S))
cos(0(s)) = o0 (1())
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6.7 Conclusion

Nous avons établi dans ce chapitre une généralisation de la méthode utilisée
dans le chapitre 2 pour obtenir un résultat d’invariance de 1’angle de contact par
rapport au potentiel électrostatique appliqué en 3D. Ce résultat repose sur la
connaissance de la régularité du potentiel.

Enfin nous avons établi un résultat plus fort concernant 1’angle de contact
pour une forme de goutte dont les coefficients de tension de surface sont autorisés
a varier de fagon réguliére sur les surfaces considérées. L’angle de contact n’est
dans ce cas plus constant, mais varie du seul fait de la variation des coefficients
de tension de surface et non du potentiel électrostatique.

Dans l'optique d’'une nouvelle simulation numérique complétement tridimen-
sionnelle, nous pouvons envisager de généraliser le modéle local établit précédem-
ment. Nous serons alors amenés a résoudre une équations aux dérivées partielles
donnant la forme de la surface de la goutte.



Conclusion

L’objectif de notre travail a été d’étudier plus précisément 1’électromouillage
a la suite de différents travaux mathématiques ([Bou97, CWBO03]) et physiques
(|IBHMO03|) effectués auparavant. Nous nous sommes ainsi essentiellement concen-
trés sur ce qui se passe au niveau du point triple.

Nous avons démontré mathématiquement pour le modéle utilisé que 1’angle
de contact a la ligne triple est indépendant du potentiel appliqué aussi bien pour
des formes axisymétriques que pour des formes 3D quelconques. Dans le cas 3D,
I’angle ne dépend que de I’abscisse curviligne le long de la ligne triple. Dans les
deux cas, la démonstration a reposé sur la connaissance explicite de la singularité
du potentiel électrostatique au voisinage du point triple.

Dans le cas d’une géométrie axisymétrique, avec comme point de départ le
code établi lors de travaux antérieurs ([CWB03, MWO05]), nous avons alors simulé,
a potentiel donné, la forme de la goutte de fagon macroscopique. Nous avons
comparé les résultats numériques a 'approximation condensateur plan et avons
retrouvé les conclusions de M. Bienia en ce qui concerne I’explosion de la courbure
de la goutte au voisinage du point triple (|Bie05, BHMO03]).

Dans 'idée de visualiser la forme de goutte et I'angle de contact (théorique-
ment constant) de fagon plus locale, nous avons tout d’abord amélioré le calcul du
potentiel électrostatique, singulier a la ligne triple. Une approche éléments finis
classique et un traitement direct de la singularité et la Méthode du Complément
Singulier (|CHO3|) ont été implémentés et comparés pour le probléme d’électro-
mouillage. En analysant les résultats numeériques obtenus, nous avons conclu a la
nécessité du traitement de la singularité, mais aussi a son insuffisance.

Nous avons alors agi sur le modeéle lui méme et avons construit un modéle de
correction locale de la forme de goutte au voisinage du point triple. Un algorithme
de résolution a été proposé. Son étude théorique a porté sur sa constructibilité.
L’étude du probléme couplé et la convergence restent des problémes ouverts.

Numériquement nous avons pu visualiser la correction effectuée sur les formes
de goutte, et fait essentiel, nous avons visualisé I'invariance de I’angle de contact
avec une bonne précision.
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Nous n’avons cependant pas visualisé le phénoméne de saturation qui n’est
donc pas le fait de la divergence du champ au voisinage du point triple. Sa visua-
lisation nécessitera donc la modification physique du modéle.

Pour poursuivre ce travail dans ce sens, il est possible de rajouter un terme de
charge dans le second membre de I’équation donnant le potentiel afin de prendre
en compte I’émission de charges qui se produit a partir d’un certain potentiel. Ceci
serait adaptable a notre modéle actuel. Toute la difficulté réside dans I’expression
de ce terme, qui au vu des quelques discussions mathématico-physiciennes ne
semble pas trivial.

Il faudrait également envisager une simulation totalement 3D en intégrant la
méthode de traitement de la singularité. L’adaptation du modéle local pourrait
mener a la résolution d’une équation aux dérivées partielles sur la forme de la
goutte couplée avec le calcul du potentiel. On pourrait aussi intégrer le cas de
coefficients de tension superficielle non constants.

On pourrait aussi imaginer prendre en compte que la goutte n’est pas for-
cément totalement conductrice et qu’il peut se passer des recirculations dans la
goutte. C'est d’ailleurs ce que commence a étudier le laboratoire LETI de fagon
plus expérimentale. Nous avons également commencé, avec Patrick Ciarlet, a ex-
plorer cette voie qui méne vraisemblablement également & un résultat d’invariance
de 'angle de contact par rapport au potentiel appliqué.

Enfin signalons un dernier aspect trés riche de I’étude de 1’électromouillage : il
pourrait étre intéressant de généraliser les méthodes développées et les résultats
obtenus au cas d'une goutte dynamique.
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Résumé

Nous étudions la déformation d’une goutte d’eau par électromouillage. La
géométrie de la goutte prés de la ligne de contact, au coeur de la compréhension
compléte du phénoméne, souléve encore des interrogations. Ce travail y apporte
des réponses théoriques et numériques. Un modeéle utilisant 1’optimisation de
forme nous permet de montrer que ’angle de contact est indépendant du poten-
tiel appliqué. Pour permettre une visualisation, nous simulons numériquement
les formes macroscopiques de gouttes grace a un code existant. Ceci étant insuf-
fisant pour visualiser ce qui se passe a la ligne de contact, nous proposons deux
voies. Nous améliorons l'approximation de la singularité du potentiel a la ligne
de contact. Puis vu le caractére local de l'information recherchée, nous modi-
fions le modéle global et extrayons un modéle différentiel local pour préciser les
formes de gouttes a potentiel donné, effectuer un calcul précis de courbure, et
enfin visualiser 'invariance de I’angle de contact.

Mots clefs :  Electromouillage, Optimisation de forme, Singularités dans des
ouverts a coins, Traitement des singularités, Calcul variationnel

Abstract

We study the deformation of a droplet by electrowetting. The geometry of
the drop near the three phase contact line, essential to fully understand the
phenomenon, raises questions. This work gives some theoretical and numerical
answers. With a shape optimization model we prove that the contact angle is
independent of the applied potential. Numerically, thanks to an existing code,
we give the macroscopic shape of the drop. As it is inadequate to visualize what
happens near the contact line, we follow two main ideas. First we improve the
approximation of the singularity of the potential near the contact line (singular
complement method). As we want to visualize a local effect, we modify the global
model and extract a new differential local model. It allows us to make precise
the shape of the drop at a given potential near the contact line. We give precise
calculus of the curvature and observe the invariance of the contact angle.



