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Préface

Ce document reprend la plupart des travaux de recherch@pgrés ma thése de
troisieme cycle 30]. J'ai volontairement omis les publicationg,[21] écrites en colla-
boration car elles ne suivent pas le fil directeur de la sitrariad’automates cellulaires.
Comme en atteste le titre de cette thése, je me concentreesugéslultats de simulation
de deux types ; dans la premiére partie je simule le foncéiorent d’automates cellulaires
par d’autres modeéles de calcul et dans la seconde, je nEs#éra la simulation d’auto-
mates cellulaires définis sur des graphes de Cayley en caatnigegraphe de connexion
des cellules.

Dans les chapitres 2 et 3, j'introduis les automates célegaomme un modéle clas-
sique de calcul paralléle. J'ai en effet montré da&83% B9 que les automates cellulaires
forment ce que I'on nomme un systeme de programmation aageptn calculabilité. Je
m’intéresse dans le chapitre 5 a la simulation des autornatiesaires par différents types
de PRAM (CREW-PRAM et XPRAM). J'y regroupe les résultatslpgdans les actes de
MFCS’1993 B1] et de SCI-ISAS'199837]. Dans le chapitre 6, je simule le fonctionne-
ment des automates cellulaires par des machines spatial@spdéle de calcul introduit
par Y. Feldman et E. Shapiro dans les années 1990. Les madagales permettent de
définir aussi bien un modéle de calcul séquentiel qu'un neodél calcul paralléle. J'ai
publié la simulation du fonctionnement d’'un automate daite par une machine spatiale
séquentielle dans un article de TSI en 1998] [aprés I'avoir présenté a la conférence
RenPar'199432). J'ai ensuite montré I'existence d’'une famille de mackispatiales pa-
ralléles qui mime le fonctionnement d'un automate celteldi EuroPar'199938]. Le
chapitre 7 résume ma contribution a la complexité des med#legsume quelques consé-
guences de ces résultats de simulation.

Dans la seconde partie, je définis dans le chapitre 8 les at#ésncellulaires sur des
graphes de Cayley . Jillustre ces définitions en rappelaatques résultats de Zs. Roka
qui assurent la simulation d'un réseau hexagonal d’autesnaar des tores d’automates.
Le chapitre 9 présente deux simulations d’un tore d’autesypair un anneau d’automates.
La premiére était ébauchée dans ma thése de troisieme &@tlet[a fait I'objet d'une
publication dans la revue IJFCS en 199F|[ La deuxieme simulation, obtenue en col-
laboration avec C. Peyra#]], améliore le résultat précédent dans certains cas et est ac
tuellement soumise a publication. En combinant mes résudigec ceux de Zs. Réka, j'ai
également montré comment simuler un réseau hexagonabdiates par un anneau d’'au-
tomates dans un article de TCS en 2089][

Enfin, en parallele de mes travaux de recherche, j'ai publigG®4 un ouvrage inti-
tulé «Codage, cryptologie et applicationg®][ J'y rassemble le contenu de plusieurs des
enseignements de troisieme cycle que je dispense a I'Usit@ate Nice Sophia-Antipolis.
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Premiere partie

Complexité des modeles






CHAPITRE 1

Introduction

Dans cette premiére partie, je m'intéresse a ce que A. Bomoalinme la complexité
des modeéles. C’est ainsi qu'il a qualifié mon travail alorlgenait & Sophia-Antipolis
pour le colloque de complexité algébrique a la mémoire deargbhstern en 1995.

Dans un premier temps, je rappelle quelques définitionsesuautomates cellulaires
de dimension un. Il s’agit du modéle de calcul que je preneinauite comme modéle de
référence. Je rappelle brievement I'existence de mon at®oellulaire intrinsequement
universel P9, 30, 33 et je rappelle quelques fait8%] permettant d'utiliser les automates
cellulaires comme systéme de programmation acceptatda)ation introduite par H. Ro-
gers BQ] et reprise dans I'ouvrage de M. Machtey et P. Yougd [

Je présente ensuite mon résultat de simulation d'un autwretulaire par une
PRAM [31]. Je m’en suis inspiré pour concevoir la simulation d’unoaoate cellulaire
par une XPRAM B7], un modele du parallélisme plus réaliste introduit paiafa [57].

Enfin, je m'intéresse a la simulation des automates celkggiar des machines spa-
tiales. Ce modéle de calcul proposé par Y. Feldman et E. BhH®H] permet de définir
aussi bien des machines séquentielles que paralléles. Ieent’il est possible de si-
muler le fonctionnement d’'un automate cellulaire arbiigiar une machine spatiale sé-
quentielle B2, 34. Je décris ensuite le fonctionnement d’'une famille de nmeshspatiales
paralléles pour simuler le fonctionnement d’un automalieledre [38].

Ces résultats de simulation d’automates cellulaires pantces modéles de calcul
conduisent directement a la construction de machines tsegiNes. Je propose plusieurs
notions d’universalité publiées dar39; elles sont toutes équivalentes du point de vue
du calcul, mais prennent en compte les différentes manirasmuler le fonctionnement
d’une autre machine.






CHAPITRE 2

Modéeles de calcul classiques

Nous rappelons les définitions usuelles de théorie des d@sget nous présentons
deux modeéles de calcul : les machines de Turing qui conatituredes principaux modéles
de référence pour le calcul séquentiel et celui des auteneatkilaires qui, pour nous, est
un des principaux modeéles du calcul parallele. Nous dé@insggalement la notion de
systeme de programmation que nous utiliserons beaucowdalanite.

1. Alphabets, mots, langages

Soit Z un alphabet, c’est a dire un ensemble fini non vide de sympotesme par

exemple l'alphabet binairg0, 1}.

Un mot fini est une suite finie de symboles sur cet alphabegy@mple 01101 est un
mot sur{0, 1}.

>* représente I'ensemble des mots finis sur I'alphabet

Muni d’'une opération associative la concaténation notged’'un élément neutre,

(z*,.) est un monoide.

On définit un langage comme un sous-ensemblE*d©n a quelques langages parti-
culiers : le langage vidé, = @ = {} différent du langage du mot vide= {€}. Un langage
peut étre soit fini comme = {0110 1001}, soit infini dénombrable comme le langage des
mots binaires pairs.

2. Machines de Turing

Introduit par A. Turing en 1938, le modéle des machines degest le plus répandu
et le mieux connu. Nous en rappelons la définitia@, [49 :

-3 -2 -1 01 2 3

b
> ) < ruban

téte de lecture/écriture

machine d’états finis| unité de contrble

Fig. 1. Une machine de Turing.

Définition 2.1. Une machine de Turing est la donnéeeMie- (X,Q,d,1,F) ou
— X est un alphabet fini muni d’un symbole particulier, le blanatéB;

— Qestun ensemble fini, 'ensemble des états;

— d est la fonction de transition de la machine :

0:Qx X — QxXx {gauche,0,droite

— | C QestI'ensemble des états initiaux ;
— F C Qestl'ensemble des états terminaux.

5



6 2. MODELES DE CALCUL CLASSIQUES

La machine de Turing est composée de deux éléments,

— le ruban sur lequel est écrit la configuration initiale dekchine, i.e. un mot dg*.

— une unité de contr6le qui rend compte de I'état de la maajuneomporte une téte
de lecture/écriture qui lui permet de lire ou d’écrire unacaé¢re du mot inscrit sur
le ruban.

La fonction de transition s’interpréete de la fagon suivariteétant dans I'étad] € Q lit un
caracterex € X sur le ruban et, selon la fonction de transit®ichange I'état de la machine,
remplace le caractecepar un caracterp et déplace sa téte de lecture d'un caractere vers
la gauche ou vers la droite (ou ne la bouge pas).

On définit également la notion de description instantanéaedmachine qui recense

a la fois la configuration courante de la machine de Turing,&at courant et la position
de sa téte de lecture/écriture. Cette notion est formaiaéexemple dan2[].

3. Automates cellulaires

Le modéle des automates cellulaires a été introduit en 1848.iwvon Neumann pour
des considérations qui relevaient plus de la biologie quéimfermatique. Il s’agissait
de construire un modele mathématique de la reproductioretiigles, d'ou le nom de
'automate cellulaire congu par J. von Neumann : le jeu deida S8elon son créateur,
un automate cellulaire bidimensionnel est composé d’uerabte de cellules identiques
disposées sur une grille bi-infinie.

Nous nous restreignons au modéle unidimensionnel des atesmellulaires, pour
lequel on considére un ensemble de cellules identiqueséadipa?Z ou parN. Chaque
cellule est une machine pourvue d’'un nombre fini d’états. dedkiles évoluent parallé-
lement et de fagon synchrone suivant des intervalles degelisprets selon une fonction
de transition. Cette fonction de transition attribue a cteacgllule un nouvel état en fonc-
tion de son propre état et des états des cellules voisingsséaht précédent. La fonction
de transition est identique pour toutes les cellules quiugr de maniéere uniforme. Plus
formellement,

Définition 2.2. Un automate cellulaire est un tableau de cellules idensigudicées
parZ. Chaque cellule est une machine a états finis identiyug Q, 8) ou

— Qest I'ensemble fini des états;;

— 0 est une applicatio® x Q x Q — Q appelée fonction de transition ;

La fonction de transition permet d’'attribuer un nouvel étahaque cellule (fig 2). Si
on notec(i,t) I'état de la cellule au tempg,

c(i,t+1) =8(c(i — 1,t),c(i,t),c(i + 1,1))

On distingue un état particulier, appelé quiescent et nété&ilemendg qui vérifie la
propriété :3(q,q,q) = .

cellules du voisinage
dec(i)

Necclze)
N/

Fig. 2. Transition d'une cellule.
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Pour un instant fixé, la suitec(i) des états des cellules poue Z est appelée la
configuration de I'automate cellulaire au tentps

Définition 2.3. On distingue ici deux types de configurations :

— la configuration «générale», une applicat@onZ — Q qui associe un état a toute
cellule.

— la configuration finie, une applicatian Z — Q qui attribue un état a toute cellule de
telle sorte que la partie non quiescente de I'automatelagkisoit finie et connexe.

Si on noteC I'ensemble de toutes les configurations possibles d’unnaat® cellu-
laire, on peut alors définir une fonction de transition gleba

Définition 2.4. Pour un automate cellulaire don@é= (Q, ) d’ensemble de confi-
gurationsC, la fonction de transition global& est définie au moyen de la fonction de
transition locale par :

Vece C,Vi e Z,A(c)(i) = d(c(i—1),c(i),c(i+ 1))

Remarquons que dans la définition 2.2 aucune hypothésdaitestur 'ensemble des
états. En particulier, cet ensemble ne posséde aucunéusgudous introduisons dans la
définition 2.5 la notion d’automate cellulaire totalistéggui donne une structure simple a
'ensemble des états.

Définition 2.5 (Albert et Culik [1]). Un automate cellulair€ = (Q,d) est dit tota-
listique siQ C N et s'il existe une fonctiory: N — Q telle queva,b,c € Q, d(a,b,c) =
y(a+b+c).

On a introduit une notion d’ordre sur les états qui permet éfindt la fonction de
transition comme faisant abstraction de la position nedadies cellules entre elles. Contrai-
rement aux apparences, un automate cellulaire peut reib@nbardre sur les cellules (sa
droite et sa gauche) comme le prouve le lemme 2.1. (Obsequanbensembles des états
de l'automate cellulair€ est une partie d& mais pas nécessairement un segment initial
deN).

Lemme 2.1(Albert et Culik [1]). Pour tout automate cellulaire, il existe un automate
cellulaire totalistique qui le simule sans perte de tempggieh’a, au plus, que quatre fois
plus d'états.

$3 S-2 S1 S I S1 I 2 I S3 I
10 100 1000 5 10 100 100
S-3 S.2 S1 S1 ) S3

Fig. 3. Une configuration d€ et sa version totalistique.

Preuve.On considere un automate celula@e= (Q,d) an états. On constru’ = (Q',y)
le totalistique qui simul€. On construit tout d’abor@’ & partir deQ comme Q' = {s-m:
se Q,me {1,10,100,1000} }. Les états d€’ peuvent étre vus comme des entiers en base
b olb=n+ 1. Avec cette constructiofiQ’ = 4- #Q. On construit ensuitga partir ded :
y(zy®y =108(xy,z2)  =8(xY,z)0
y(zyx0) =1003(x,y,2) = 8(x,y,2)00
y(yx0z) =10000(x,y,z) = &(x,y,z)000
y(x0zy) =9(x.y,z) =93(x.y,2)
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pourxy etz des états d€ et xyz xy0, yz0x, zOxy, 1,10,100 1000 &(x,y,z), d(x,Y,2)0,
0(x,Y,2)00 etd(x,y,z)000 des entiers en babe On observe alors qu& simule conve-
nablement le fonctionnement @esans perte de temps si on transforme la configuration
initiale deC en celle décrite par la figure 3. 0O

Notons que la définition 2.5 va nous permettre d’'établir uneaérotation de Godel
des automates cellulaires dans le chapitre 3, section 3.1.

Une autre variante de la définition 2.2 revient a considéesisemble des éta®
comme le produit cartésien fini de plusieurs ensemblesfirésats :Q = [, Q. Ainsi,
il est alors possible de définir des automates cellulairedits, comme dans le cas des
automates finis. Remarquons que, dans ce cas, I'évoluti@halgue automate cellulaire
composant le produit est indépendante de toute autre &mliNous nous intéresserons
plutét a la définition suivante :

Définition 2.6. On appelle automate cellulaire upet= (Q,d) tout automate cellu-
laire dont 'ensemble des étafs= [, Qi est le produit cartésien fini d’ensembles finis
et dont la fonction de transitio: Q x Q x Q — Q est telle que

a=9(xy.2)
oux,y,zeta sont desruplets.

Dans la définition 2.6, les différents ensembles d’'étatmdgaussi appelés des calques.

Il est clair que les définitions 2.2 et 2.6 sont équivalert@stérét «pratique» de la dé-
finition 2.6 provient du fait que I'action de I'automate egtlire sur chacun des calques peut
étre indépendante sauf en de rares exceptions. Donc, umatet@ellulaire uplet pourra
étre décrit comme plusieurs automates cellulaires singles des interactions possibles
entre les calques.

4. Systemes de programmation
Nous rappelons la définition d’un systéme de programmatiortable 27].

Définition 2.7. Un systéme de programmation est une ligted1,... qui contient
toutes les fonctions récursives partielles (d’un argunsenlN). Un systéme de program-
mation est appelé systéme de programmation universel shtion partielled iy telle
queduniv(i,X) = ¢;(X) pour touti et toutx est elle-méme une fonction récursive partielle.
En d’autres termes, le systeme doit avoir une fonction uséle récursive partielle. Un
systeme de programmation universel est appelé systemedmpmation acceptable s'il
existe une fonction récursive totatepour la composition telle quéc ;) = ¢i o ¢; pour
touti et j.

Les systemes de programmation sont souvent appelés énioméra numeérotation
de Godel des fonctions partielles récursives. |l est co@iudu’il existe des systemes de
programmation acceptables et qu’ils sont tous isomorphgs eux par I'isomorphisme
de Rogers %0] (en d’autres termes, il existe une fonctidnqui permet de traduire des
programmes d’un systéme de programmation acceptable daangne).

Théoreme 2.1(Isomorphisme de Rogers$oitdo, d1, ... etWo, Y1, . .., deux systemes
de programmation acceptables. Alors il existe une fongtenrsive totale injectivé telle

quedx = Y (x)-
Le théoréme 2.1 est trés important ; il affirme qu'il est pokesile traduire tout systéme

de programmation en un autre. Mais il n’est pas possible deeota complexité d'une telle
fonction, ni d’exprimer une quelconque opinion sur I'effitté de la fonction obtenue.



CHAPITRE 3

Quelqgues résultats sur les automates cellulaires

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats awt@nates cellulaires. Nous
commencgons par quelques résultats de synchronisatiomnufast utilisés dans la suite.
Nous rappelons ensuite certains résultats permettantrderdéer que les automates cel-
lulaires forment un systeme de programmation acceptable.

2. Synchronisation d’une ligne de fusiliers

Nous présentons ici quelques résultats sur la synchramsditine ligne d’automates.
Ce probléme, connu sous le nom de synchronisation d’une tigrfusilliers, a été proposé
par J. Myhill en 1957. En voici une formulation :

«Etant donnée une ligne initiale de fusilliers comprenangénéral & une des extré-
mités de la ligne, comment les fusilliers peuvent-ils taarméme instant en sachant que
I'ordre de feu provient du général et met un certain temps peypropager ?»

Chaque fusilier peut étre représenté par une cellule d'ton@ate cellulaire. Le pro-
bléme revient alors a construire la fonction de transitlca premiére solution a ce pro-
bléme a été donnée en 1965 par M. Minsky et J. MacCarthy erugéab récursivement
en deux la ligne d’automates jusqu’a ce qu'on arrive a uniesmillule. La ligne d’auto-
mates est alors synchronisée (cf. figure 1). Cette solutideraps 3n— 1 au probleme de
la synchronisation d’une ligne deautomates n’est pas optimale.

Lemme 3.1(Lemme de synchronisatian)l existe un automate cellulaiiz = (Q,d)
comprenant des états particuliers; g Q et un état quiescettel que :

A'(q0" *gq) =qF"q
pour un temps$ = 3-n— 1 et de telle sorte que I'ét&t n'apparaisse pas avant le tentps

c’est a direA(q0"1gq)(i,t) # F pour 0<t < 3.n— 1. Ci-dessus) représente la fonction
globale de transition correspondant a la fonction lo&ale

Les états du lemme 3.1 ont la signification suivante ; la ebwec I'état particulier
g représente le général qui donne I'ordre de feu. A la fin degssus de synchronisation,
tous les fusilliers sont dans I'état de fEu

La solution de Minsky a été maintes fois améliorée, tout dfdbsa complexité en
temps puis son nombre d'états. Les premieres solutionamales sont dues a E. Goto,
A. Waksman et R. BalzeB| 58. Quelques années plus tard, une solution en temps minimal
a 6 états a été proposée par J. Mazoyef.[Le nombre de transitions nécessaires a été
récemment diminué par K. Noguchi#{], au détriment du nombre d’états.

Lemme 3.2(lemme de synchronisation rapidd) existe un automate cellulairg =
(Q,d) comprenant des états particuliers; @ Q et un état quiescengtel que :

A'(q0" *gq) =qF"q
pour un temps$ = 2-n— 2 et de telle sorte que I'étét n'apparaisse pas avant le tenips

c’est a direA(q0"1gq)(i,t) # F pour 0<t < 2-n— 2. Ci-dessus) représente la fonction
globale de transition correspondant a la fonction lo&ale

9



10 3. QUELQUES RESULTATS SUR LES AUTOMATES CELLULAIRES

Fig. 2. Solution de Mazoyer a un général.

Les états ont la méme signification que dans le lemme 3.1. laefig donne un
exemple de la solution de Mazoyer avec 6 états en temps-2.

Il est encore possible d’améliorer le temps de la synchaiois de la ligne si, au lieu
d’avoir un seul général, nous en avons deux, un a chaquevatdrée la ligne (cf. figure 3).
Cette solution a été développée par J. Mazoyer et N. Reidgn [



3. AUTOMATES CELLULAIRES COMME SYSTEME DE PROGRAMMATION ACCETABLE 11
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Fig. 3. Solution de Mazoyer a deux généraux.

Lemme 3.3( Synchronisation a deux générauX)existe un automate cellulaiiz =
(Q,8) comprenant des états particuliers; g Q et un état quiesceittel que :

A'(qg0"?gq) = qF"q

pour un temps$ = n et de telle sorte que I'ét&t n'apparaisse pas avant le tentps’est a
dire A(g0"1gq)(i,t) # F pour 0<t < n— 1. Ci-dessusA représente la fonction globale
de transition correspondant a la fonction locale

Il existe beaucoup d'autres généralisations du problénia signchronisation, que ce
soit sur la forme générale du graphe sous-jacent (voir pample p4]) ou sur le temps
nécessaire a la synchronisation. Nous utiliserons ercpéet la solution construite a partir
de la remarque 3.1 qui peut étre aisément obtenue a partiédekats précédents, voire
en utilisant L9].

Remarque 3.1.Etant donnée une solution au probléme de la synchronisaticemps
T, il est possible d’en construire une en terags+ b poura,b € N, a £ 0.

3. Automates cellulaires comme systéme de programmation eeptable

Dans cette section, nous rappelons la preuve que les ag@smeliulaires forment
un systeme de programmation acceptable. Il faut pour calgiétine numérotation de
Godel des automates cellulaires, construire un autombitedes universel et une fonction
récursive totale pour la composition. Nous rappelons a@s prropriétés pour le modéle
des automates cellulaires.

3.1. Enumération de Gédel.Nous décrivons en détail la construction d’'une énumé-
ration de Godel des automates cellulaires. Celle-ci rf'étaieffet pas détaillée dans mes
précédents travaux 30, 33.

Théoreme 3.1(Martin [35]). Il existe une énumération effective des automates cellu-
laires.

Preuve. On considerez = (Q,d), un automate cellulaire & états. On le transforme en
un automate cellulaire totalistique = (Qr,y) en suivant la construction décrite dans la
preuve du lemme 2.1 ou I'on considere I'écriture en dasen+ 1 des images des diffé-
rents éléments de I'ensemifle = {000Q - - - ,nnnn} (états du totalistique pris dans I'ordre
lexicographique) par la fonction de transition totaligggy. C’est ainsi que Wolfram59)]
numeérote ses automates cellulaires binaires, comme saI&@gldécrite ci-dessous :

(0,0,0) | (0,0,1) | (0,1,0) | (0,1,1) | (1,0,0) | (1,0,2) | (1,2,0) | (1,1,1)
0 1 1 0 1 0 0 1
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Observons que la plus grande valeur que peut prendre la sdesréats d&y est(nnrD)
VU comme un entier en basesoitnb® +nk? +nb en base 10. On pog= n.b% +nk? +
nb-+1 comme base pour exprimerl’entier qui caractérise :

r =y(0)B+y(1)B + ... +y(b*— 1)B" 1

On code(B,r) par I'entierR= (B,r), ol (,) est une bijection d&i? — N.

On noteE(a) ce codage der. On ordonne ensuite I'écriture binaire de tous les co-
dages des automates cellulaires par I'ordre hiérarchiQuneassocie le numéro de Gédel
index(a) a I'automate cellulairer en posant index{()=i si (1) est lei® élément de I'en-
semble ordonné précédent. On construit ainsi de maniézetie# une suite d’automates
cellulairesag, 41,42, -.

Réciproquement, étant donné un entieon cherche la valeur qui lui correspond
dans I'énumération des automates cellulaires. Soit enByitR) = B la premiére projec-
tion deR = (B,r) etlMy(R) =r la seconde. Il suffit alors de décompo$enR) en base
M1(R) pour retrouver et doncy la fonction de transition totalistique. L'ensemble dessta
est obtenu en cherchant la solution entiére de I'équatiorcohnuen n(n+1)3 +1 =
M1(R). Q est alors défini paQ = {sm:se {1,...,n},me {1,10,100 1000} }, des
nombres exprimés en balse=n+ 1. O

Notre codage des automates cellulaires nous permet dartities entiers naturels en
lieu et place des automates cellulaires. Ainsi, si 'eni@ode un automate cellulaire i.e.
si le prédicat PRO@®) est vrai, alorap(p,x) est la valeur de la fonction récursive a un
argument calculée par I'automate cellulaire de nunpssar I'entréex. Si p ne code pas un
automate cellulaire i.e. sile prédicat PRQipest faux, on ne peut rien dire g p, x). On
définit une fonction partielle partiellement récursivevanselled,,,, comme dansd7] :

_ _ J W(p,x) siPROGp)
Gun(P:X) = { divergente sinon

Nous rappelons aussi la définition d’'une machine universglii calcule une telle
fonction.

Définition 3.1. Une machine est dite universelle au sens du calcul si ellegadeuler
toute fonction Turing-calculable.

3.2. Un automate cellulaire universel.ll y a deux manieres de concevoir
l'universalité d’'un modéle de calcul. La premiere est unwensalité externe qui se sert
d’'une machine universelle d’'un autre modeéle de calcul paides de simulations. Nous
lui préférons la notion d’universalité intrinseéque aveguelle aucune référence extérieure
au modele n’est nécessaire.

Il est bien connu que les automates cellulaires sont capablme universalité ex-
terne B5, 29 en simulant une machine de Turing universelle ou un sys@em&écriture
simple.

Le probléme de l'universalité interne a été étudié par JeAlbt K. Culik en 19871]
avec la construction d’'un automate cellulaire unidimemse intrinséquement universel.
Celui-ci est capable de simuler tout autre automate cakulanidimensionnel unidirec-
tionnef avec seulement quatorze états par cellule.

Théoreme 3.2(Albert, Culik [1]). Il existe un automate cellulaire univergéla qua-
torze états qui peut simuler tout automate cellulaire wadaionnel donné sur n'importe
guelle configuration initiale.

1Un automate cellulaire est unidirectionnel s'il envoie stat énterne dans une seule direction (c'est a
dire soit vers la gauche soit vers la droite) au lieu de I'gevalans les deux directions a la fois. Autrement dit,
la fonction locale de transition est soit de la forofet + 1) = 8(c(i — 1,t), c(i,t)) soit de la formec(i,t + 1) =
d(c(i,t),c(i+1,t)). Ce modele d’automate cellulaire n’est pas restrictif cadis< types d’automates cellulaires
ainsi définis ont été prouvés équivalents par K. Culik. Cdpaty les automates cellulaires unidirectionnels sont
deux fois plus lents que les bidirectionnels classiques.
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Le théoréme précédent ne précise pas la complexité de ldagiomudeA parU que
nous rappelons ici. Nous commencons par considérer la exitgpbe la simulation d’'une
transition deA par 'automate cellulair®) sur I'entréex. Supposons que le nombre d'états
de A estk et que la longueur dg estm. Le calcul de la transition d& parU requiert
3(2k+2)? 4 7(2k + 1) unités de temps. Ainsi la machine universéliest plus lente que
la machineA d’un facteur quadratique en le nombre des étata.de

Complexité en espace : pour le codage de la fonction localgatsition deA en
unaire, nous avons besoin (& + 2)? cellules de la configuration initiale d¢ comme
bloc de code. Ce bloc de code est dupliqué autant de fois goedaeur de I'entrég,
donc nous obtenons une complexité en espad@(ded).

Dans B0, 33, nous avons proposé un automate cellulaire universel gneaneilleure
complexité en temps et en espace mais au détriment du norbdats.

Théoreme 3.3(Martin [33]). Il existe un automate cellulaire univerdglavec des
milliers d’états qui peut simuler en temps quasi-linéaig ilutomate cellulaird ak états
donné sous forme totalistique sur n'importe quelle conéigjan initiale avec une perte de
temps erO(k[logk]).

3.3. Une fonction pour la composition. Il est possible de définir une fonctiarpour
la composition en utilisant la définition du calcul pour urtcamate cellulaire. Nous ne
détaillerons pas un tel programme cellulaire (v3iB]].

3.4. Systéme de programmation acceptableGrace aux résultats précédents, nous
obtenons le théoréme :

Théoreme 3.4(Martin [33]). Les automates cellulaires forment un systéme de pro-
grammation acceptable.

3.5. ConséquencesPour illustrer I'importance du théoréeme 3.4, nous énoncons
guelques résultats valides pour tout systéme de prograometeptable.

La premiere conséquence que nous donnerons ici est le théstén—n. Il montre
que, pour tout systeme de programmation acceptable, lai¢t®mle modifier des pro-
grammes en conservant certains parametres d’entrée otmssh toujours vérifiée :

Théoréme 3.5.Pour tout systéme de programmation acceptable, il exigdéanttion
récursive totales telle que pour tout, toutm> 1 et toutn > 1 et pour tousy, ..., Xn et

Y1a---7yn,

Autrement dit, cette fonction nous autorise a spécifier cernamstants les premiers
arguments dif programme.

Comme seconde illustration de I'importance d’'un systémprdgrammation accep-
table, nous pouvons aussi citer quelques résultats dlidaeitité qui sont vrais quelque
soit le systéeme de programmation acceptable .

Soit Y une fonction récursive. On dit qui(x) converge si la valeup(x) existe ou,
de maniére équivalente, siest dans le domaine dece que I'on notex € DY. Respecti-
vement, on dit quep(x) diverge si la valeutp(x) n’existe pas ou de maniére équivalente,
si x ¢ Dy. Cela signifie que si le calcul dg sur I'entréex est convergent, alors le pro-
gramme qui calculep par rapport & une numérotation de Godel s'arréte sur I'entré
Nous présentons ici le probléme général de I'arrét qui pediadfirmer qu'il n’existe pas
de programme qui décide si un programme donné s’arréte (ousnio une entrée donnée.
Ici aussi, il s’agit d'un théoréme vrai pour tout systéme degpammation acceptablgT].

Théoreme 3.6.Soitdg, ¢1, ... un systéme de programmation acceptable . La fonction
f telle que pour toux ety entiers,

| 1sidx(y) est convergent
foy) = { 0 sinon
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n'est pas récursive

Ce théoréme a un certain nombre de conséquences pratiquesliates en ce qui
concerne les automates cellulaires :

Corollaire 3.1. Il estindécidable de dire que,

(i) durant I'évolution d’'un automate cellulaire sur uneréetdonnée, il n’est pas
possible de prédire I'occurrence d'un état particulier;

(i) durant I'évolution d’'un automate cellulaire sur unetrée donnée, il n’est pas
possible de prédire I'occurrence d'un cycle particulier ;

De méme, tout autre résultat en se réferrant a une quelcalddjinéion de calcul licite
pour les automates cellulaires sera indécidable

Avec tous ces résultats, on peut montrer comme conséquertbédréme de Rice
qui signifie qu'il n’existe pas de propriété décidable novidte sur le comportement des
entrées et des sorties d’'un programme. En d’autres termes peut pas trouver de pro-
priétés sur les fonctions récursives partielles en regaitda programmes qui les exécutent.
Pour ce faire, on définitc, 'ensemble de fonctions récursives partielles satiafaisine
propriété donné oc = {x: ¢x € C}. Le théoréme de Rice s'énonce :

Théoréme 3.7.2c est récursif si et seulement®&t = @ ou 2c = N.
On en déduit qu’il n’est pas possible de tester algorithmigent si deux automates

cellulaires peuvent accomplir le méme calcul. Le théoréniee3t trés important car il

détruit tout espoir de tester algorithmiquement le conmgoént des entrées/sorties des
automates cellulaires.



CHAPITRE 4

Simulation et universalité

Nous nous intéressons tout particulierement a la simuatiautomates cellulaires,
gue ce soit par des automates cellulaires eux-mémes (ptemiobn automate cellulaire
universel ou pour changer la topologie) ou par d’autre meslde calcul pour construire
différentes machines universelles.

Dans ce chapitre, nous rappelons une notion de simulatiaraote (voir par exemple
[12] ou [52]). Nous présentons également différentes maniéres decoincles machines
universelles que nous illustrerons dans les chapitresastsy Ces différentes facons de
construire des machines universelles ainsi que les coarégs ont été présentées au
congres FCT en 1993%].

1. Définition de la simulation

Dans cette section, nous proposons une définition de laaiimnlentre deux machines
qui peuvent provenir de modeéles de calcul différents. Landifn 4.1 exprime que, si la
machineA simule le fonctionnement d’une étape de la machBren T unités de temps,
on doit pouvoir construire une correspondance entre leBgroations équivalentes (a un
codage pres) de la machifest de la machin®.

K
5 //_\\
rTo 777 —_— " e “
I

It1 I

I I
| t2 ] | :

I I
| t3 ——— | |
I I ‘
< I !
I
l |
la machineA estr fois ! :
plus lente que la machirig 1 . \
T I
B<A : \
| I
( té I

Fig. 1. lllustration de la définition de simulation &est simulée pah.

Définition 4.1. Soit Cp et Cg les ensembles de configurations des machietsB
(respectivement). On dit qu& simule chaque pas de calcul Been tempst (et on note

B L A) s'il existe deux fonctions calculables: Cg — Cp et p : Ca — Cg telles que si
Kop = Id et pour toutc,c’ € Cg, il existe une configuration” € Ca telle que sictg C/,

15
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K(c) Fj ¢ avecp(c”) = c/, ou-u représente une application de la fonction de transition
globale de la machink! et-{, t itérations de cette méme fonction de transition.

Observons également que la définition 4.1 est proche de letiéd utilisée pour les
classes de complexité fonctionnelles, en relaxant toistédacontrainte de complexité. En
citant le livre de PapadimitrioutB], définition 10.1 :

Définition 4.2 (Papadimitriou 48]). On peut définir une réduction entre des pro-
bléemes de calcul. On dit que le probleme de calRgle réduit au probléme de calcAl
si les conditions suivantes sont vérifiées : il existe demxfionsR et S, toutes deux calcu-
lables en espace logarithmique, telles que pour touteesxaEz on a : six est une donnée
deB, alorsR(x) est une donnée d& De plus, siz est une sortie correspondant a I'entrée
R(x), alorsS(z) est la sortie correspondant a I'entsée

A partir de la définition 4.2 on peut définir la complétude diesses de complexité
fonctionnelles relatives @ et aNP.

La fonctionR joue un réle analogue a notre fonctiomet Sun réle analogue p. Dans
le cas de la définition 4.1, nous n'avons pas besoin de boanawrhplexité du calcul de
ces deux fonctions puisque nous nous intéressons a degm@ble calculabilité et non
de complexité.

2. Construction de machines universelles

Dans son livre de 1967, M. Minskytf] décrit une machine universelle comme :

The universal machine as an interpretive computer

The universal machine will be given just the necessary rnadser a description, on
its tape, of T and of s (string of symbols corresponding to the entry); some wagkin
space ; and the built-in capacity to interpret correctlyriiles of operation as given in the
description ofT . Its behavior is very simpléJ will simulate the behavior of one step at
atime...

Dans cette section, nous décrivons plusieurs facons deramesune machine uni-
verselle qui dépendent de la simulation. En effet, lorsgqweut construire une machine
universelle, on commence par choisir un modéle de caiciNlous distinguons deux cas :

— onn’a, a priori, aucune connaissance sur le mokfld nous faut :

— énumérer les machines hik;
— construire une machine dé particuliere qui simule le fonctionnement de
toute autre machine dd.
— on connait déja un modéle de caldlll qui posséde une machine universelle ; alors
soit :
— on construit une machine particuliére Mecapable de simuler le fonction-
nement de toute machine du modMé;
— on construit une machine particuliére equi simule une machine univer-
selle deM’.
Selon le cas, on identifie une classe bien particuliére dehimaaniverselle que nous
décrivons ci-dessous :

— l'universalité par simulation : on simule le fonctionnamhe

— de n'importe quelle machine d’un autre modele;
— de n'importe quelle machine du méme modeéle.

— l'universalité par hérédité : on simule le fonctionnem&ine machine universelle

d’un autre modéle.

— l'universalité par construction : on construit explicitent une machine dont on a

recu le code dans un langage (codage) quelconque.

2.1. Universalité par simulation.
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Définition 4.3 (Martin [35]). Une machineP,,, du modeéleM est universelle par si-
mulation si, pour toute machir® du modeleM’ et pour toute entrée P/(x) L Puniv(i, X).

Dans ce casP,ny sert d’émulateur aux machines 8. On distingue un cas par-
ticulier, celui de 'universalité intrinséque, aussi al@geuniversalité forte par Albert et
Culik [1] : dans ce cas, la machirign, du modeleM peut simuler toute machine dé.
C’est notamment le cas de certaines machines de Turingraalles mais aussi celui de
guelgques automates cellulaires universels conimg2q, 33.

2.2. Universalité par hérédité.

Définition 4.4 (Martin [35]). Une machineR, du modéleM est universelle par hé-
rédité s'il existe une machine universefg,, du modéleM’ telle que pour tout et x,

PL/miv(iﬂX) 'T< Ph(ivx)'

Dans ce cas, la machimg se comporte comme un interpréteur pour les machines du
modeleM’. C’est en particulier le cas de certaines -petites- mashiteeTuring qui si-
mulent des TAG-systems comme décrit par Margenstern @sheli dans 17, 25, 55. Le
résultat classique qui stipule que les automates celagaont aussi puissants que les ma-
chines de Turing repose sur la simulation d’'une machine deduniverselle (voir $5)]).

2.3. Universalité par construction.

Définition 4.5 (Martin [35]). Une machineP; du modéleM est universelle par
construction si pour toute machig du modeleM’, P:(x(P/)) = P/ ou x dénote le code
du programme de la machiifg.

L'exemple le plus classique qui illustre cette définitioh@sui des réseaux booléens.
Pour ce modéle de calcul, une machine de Turing recoit etemér codage standard
(voir [22]) d’un circuit ainsi que sa taille et construit explicitentde réseau booléen cor-
respondant. Pour le modéle des automates cellulairesh A2b&nonce «Turing’s result
that there exists a universal computing machine suggestehtNeumann that there might
be a universal construction machiRg which, when furnished with a suitable description
P, of any appropriate automatok will construct a copy ofA». Il s'agit de la premiére
machine universelle par construction qui méne a l'autoe@pction.

2.4. Equivalence pour le calcul.Les trois définitions qui permettent la construction
de machines universelles sont cependant équivalentesigsia la définition de 'univer-
salité au sens du calcul (définition 3.1, page 12). C'est (attgste le théoréme suivant :

Théoreme 4.1(Martin [35]). Toute machine universellg,n, du modeéeleM qu’elle
soit universelle par simulation, par hérédité ou par caoesion I'est également au sens du
calcul.

Preuve.Nous montrons que chacun de nos types d’universalité elgrégat universel au
sens du calcul
— SoitRy une machine du modeM universelle par simulation et sd#%, Py, --- une

énumeération de ces machines. Pour iosbit¢; : N — N la fonction calculée par
P. Alors, ¢g, 91, -- est une énumération des fonctions calculables par les mehi
du modéleM. Supposons en outre gl soit un systeme de programmation ac-
ceptable. Soitpg, P1,--- une énumération des machines du modélePar la dé-
finition 4.3, on a que toute fonction calculable pour le medé! I'est également
pour le modeleM. il existe doncf une fonction récursive telle que pour toyt
Wx = ¢ (x). Ainsi,

Guniv(T(i),%) = by (X) = Wi(X)
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L'énumérationyp, Y1, --- posséde une fonction universelle et il existe donc une
machine qui calcule cette fonction. Il suffit & une machiyg, du modéleM de
simuler cette machine universelle du mod®é pour étre universelle au sens du
calcul.

SoitPyniy une machine du modéeM universelle par hérédité. Commign(i,X) =
Wi(x), la définition 4.4 coincide avec la définition 3.1, d’ou leulést.

Soit Pjniy une machine du modeéle universelle par construction. Par la défini-
tion 4.5, elle est aussi universelle au sens du calcul.



CHAPITRE 5

Simulation d’'un CA par des PRAM

Le concept de Parallel Random-Access Machine (abrégé paMpR été introduit
comme une généralisation paralléle du modéle des RAM darmsleees 1976 pour le trai-
tement de grandes quantités de données. Dans ce modétepkedeité prouveé équivalent,
a un facteur polynomial pres, a I'espace d’'une machine dmd(]. Ce modele est ca-
pable de gérer un grand nombre de processeurs. Chacun diksexune mémoire locale
et une mémoire globale partagée qui permet I'échange deagesentre les processeurs.
De plus, les processeurs ne sont pas contraints d’exéeuteine opération au méme
instant comme c’est le cas avec les automates cellulaires.

Le modele des XPRAM a été introduit dans les années 1990 fianVgs6, 57 sous
le nom de bulk synchronous parallel model (BSP). Il se démady modele classique des
PRAM en interdisant I'utilisation d’'une mémoire globaleriagée ; il ajoute un «réseau
d’interconnexion» pour les échanges de données ainsi qun&ganisme de synchronisa-
tion global de la machine. Ce modeéle de calcul paralléle a ovéndistribuée a été congu
pour étre plus proche de la réalité que celui des PRAM ave@rain succes, comme en
attestent des implémentations de BSP pour de vraies magbamalleles§, 9.

Les Parallel Random-Access Machines sont souvent congpatgaéseaux booléens
ou aux machines de Turing alternantes mais tres raremergidarmates cellulaires. C'est
une telle comparaison que nous allons illustrer dans uniprel@mps en montrant que
les automates cellulaires peuvent servir de modéle de hasParallel Random-Access
Machines. Ce premier résultat a été présenté a MFCS en 3998Ipus étudierons ensuite
la simulation des automates cellulaires par des XPRAM.rSlelmombre de processeurs
gu’on autorise, on obtient deux résultats présentés a feéi@te SCI/ISAS en 19987].

1. Définition des PRAM

Plus formellement32], une Parallel Random-Access Machine consiste en un en-
semble dénombrable de processquy;s, . . ., une mémoire globale infinig), xy, ... et un
programme fini. Chaque processgyiia une mémoire locale infinig, y1,. ... Le registre
Yo est appelé I'accumulateur du processeur. Chaque procatispase d’'un compteur de
programme et d’'un drapeau indiquant si le processeur asbaaton. Un programme est
une suite finie d’instructions parmi :

yi := constant;| gotomif y; > O;
Yi :==Yi+ Y Vi ==Xy,
Yii=[Yi/2; | X =V
Vi =Yy accept;

Le parallélisme est réalisé par I'instruction "fark. Lorsqu’un processeys; exécute
cette instruction, il sélectionne le premier processeactif p;, remet a zéro la mémoire
locale dep; et charge I'accumulateur dg dans celui dep;j. Alors, pj commence son
calcul a I'étiquettem de son programme. Les communications entre les processanirs
réalisées par des acces a la mémoire globale partagée.daosiéle PRAM, on autorise
les lectures concurrentes simultanées de la mémoire gl@aalplusieurs processeurs. Si
deux processeurs tentent d’écrire une valeur a la méme eakerdémoire globale, la
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machine s'arrete immédiatement et entre dans un état dedaajs le cas du modéle le
plus restrictif. Plusieurs processeurs peuvent lire unmenéase de la mémoire globale
quand un processeur est en train de I'écrire. Dans ce cdsstlas lectures sont réalisées
avant que la valeur de la case mémoire soit changée.
Afin de traiter différents niveaux de concurrence et poulerdigs conflits de lecture
et d’écriture dans la mémoire globale, il a été défini desavaeis de cette définition :
— le modele EREW PRAM pour lequel ni les lectures concursenides écritures
concurrentes ne sont autorisées.
— le modéle CREW PRAM qui autorise les lectures concurremiis pas les écri-
tures.
— le modéle CRCW PRAM qui permet a la fois les lectures et lesuges concur-
rentes.
De plus, il est possible de rafiner le modéle des CRCW PRAM illdt la maniere
d’arbitrer les conflits a I'écriture.

2. Simulation d’'un CA par une PRAM

Généralement, on définit I'universalité des PRAM & l'aids décuits ou des ma-
chines de Turing alternantes comme modéle de référencem@amacun de ces deux mo-
déles est capable d’universalité, il est évident que parsimalation adéquate les PRAM
en sont aussi capables. Mais les deux modéles ci-dessu®nmerg ont des inconvénients.
Dans le cas des circuits, les entrées sont obligatoiremansfet il faut enrichir le mo-
dele de I'hypothése d'uniformité pour qu’une famille decaits travaille sur des entrées
de taille quelconque. Nous proposons ci-dessous la siinldtautomates cellulaires par
les PRAM. Nous obtenons ainsi le théoreme 5.1 pour un autoosdiulaire totalistiqué\
ak états.

Théoreme 5.1(Martin [31]). Il existe une CREW PRAM capable de simuler le com-
portement de tout automate cellulaire totalistiqusur n'importe quelle entrée en temps
constant.

Preuve. Lidée de la simulation est suggérée par la figure 1 qui déenhaniere dont
la PRAM simule I'évolution d'un automate cellulaire. Le ¢enud; de chaque cellule;
de A, l'automate cellulaire a simuler, est écrit dans un regisie la mémoire locale de
chaque processeur. Le code (il s'agit en fait de la fonctietransition totalistique) da
est contenu dans la mémoire globale partagée de la PRAM.hpadement de la PRAM
estalors :

— chaque processepr écritd; dans un registre (figure 1) ;

— chaquep; somme le contenu des registresple; et p. 1 et inscrit le résultat a la

place de la valeud;. Le nombrer vérifie 0< r < 3.#étatsp) ;
— chaquep; recherche dans la table de transition I'image gar la fonction de tran-
sition totalistiquefa et remplace la valeur depar la valeurfa(r) ;

— les points ci dessus sont itérés jusqu’a obtention dutegsul
Nous donnons ci-dessous les détails de la preuve de la siomutdun (quelconque) au-
tomate cellulaireA par la PRAMP. Supposons que a un nombre infini de processeurs.
La premiére chose a faire est d’associer un processeur aelcatiule deA. Les registres
contiennent alors les informations suivantes : chaqueé®de la demi-ligne d’automates
A est contenue dans I'un des registres du processeur asslacizeBulei. Les registres
suivants contiennent tous le nombre 0 qui représente tgiascent.

Le code deA (sans codage supplémentaire) est contenu dans la ménabaeparta-
gée sous la forme d'une table indicée par les valeurs du dhenaai la fonction totalistique
fa. De cette maniére, l'accés a I'image d’une valeur par lationale transition peut étre
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mémoire
globale
Pl )2) P3 Pk
1L f) I
2 1f(2)
3 Q)T

1 R do R d3 dy
\\
n f(n) e by
table de
transition

Fig. 1. Simulation d’un CA par une PRAM.

fait en temps constant. Alors le programme de chaque pregegsest le suivant :
lys:=i+(3.k+2);

20 = Xygs
3%y, == Yo;
4y = Xyy—1;
SYo:=Yo+Vi;
6 Y1 = Xy3+1s
7Yo:=Yo+Y1;

8 goto 2 ifyp > 0O;

Remarquons qu’une «nouvelle» cellule est créée quand sweraopasse de la valeur
0 & une valeur non nulle. De plus, une seule cellule & la fai$ e créée pendant une
itération. Cela signifie que le nombre de cellules non-ggietes au cours d’un calcul de
'automate cellulaire peut étre borné. Cette borne comegplus ou moins a I'idée qu’on
a de I'espace d’'une machine de Turing.

Observons qu'une CREW PRAM suffit pour la simulation puidquy a pas d’écri-
tures concurrentes mais seulement des lectures con@sréatla table qui représente la
fonction de transition dé. De surcroit, le processus défini ci-dessus simule undiiéra
deAen untemps constant. O

3. Définition des XPRAM

Une XPRAM consiste en un ensemble dénombrable de processexmuels on as-
socie une mémoire locale ainsi qu’'un mécanisme qui permsyxehroniser 'ensemble
des processeurs de la machine, appelé barrier synchionisahaque processepya une
mémoire locale infinig/,ys,.... Le registreyy est appelé I'accumulateur du processeur.
Chaque processex dispose d’'un compteur de programme et d'un drapeau indicgian
le processeur est actif ou non. Un programme est une suigediimistructions choisies
dans I'ensemble suivant :

yi := constant;| gotomif y; > O;

Yii=Yit¥s | [PiYly =W

Yii=[i/2 | Y= [P Yy

Yi =Yy accept;

synchro;
En sus des instructions décrites dans la section 1, on déésibpérations de communi-
cation et de synchronisation. L'instructi¢®.y]y, :=y; correspond a I'envoi de la donnée
locale dont 'adresse est contenue dans le regystle processeup, vers le registregy du
processeuj. Linstruction qui correspond a la réception de la donnéeyes= [P;.yly, ;
elle mémorise dans le registyg du processeur couraRf la donnée pointée par recue
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du processeuP;. Le calcul d’'une XPRAM est découpé en une suite d'étapesrgase
— les supersteps —; chacune de ces étapes générales cengiste suite d’instructions
suivie d’une synchronisation globale (I'instruction skinm) qui permet I'échange global
des données.

Les performances d’'une XPRAM sont mesurées au moyen depacasnétres :

— p, le nombre de processeurs;

— £, le nombre d’instructions entre chaque synchronisatiobak ;

— g, le rapport entre le nombre total d'instructions effectupar I'ensemble des pro-
cesseurs en une unité de temps fixée et la quantité globafemfiation échangée
dans le réseau d'interconnexion pendant la méme périodantest

Le dernier paramétrg, mesure en quelque sorte la fréquence a laquelle on pewteaceé
des données distantes.

Le temps de calcul d'une étape généddest défini d’une maniere un peu compliquée.
On définit tout d’abord le travaiv comme le nombre total d’'instructions exécutées par
'ensemble des processeurs entre deux synchronisatioishs3t h; deux variables qui
comptent respectivement le nombre maximal de messagesétfaisombre maximal de
messages recus par chaque processeur au cours de I'étapalgBnle temps des est
alors majoré paw+ g. max{hs,h; } + £.

Le temps de calcul d’'une XPRAM est obtenu en sommant les tetapsalcul de
chaque étape générale. On obtient une expression de laWgrmid.g+ S.¢, oUW, H etS
dépendent dag, la taille de I'entrée et de, le nombre de processeurs actifs.

Nous définissons l'efficacit§ d’'une simulation. On suppose qu’une XPRAMpa
processeur$! de complexité en tempg simule le fonctionnement d'une XPRAM g
processeurd!’ de complexité en tempE'. Lefficacité de la simulation es,i,LS, >n.

4. Simulation d’'une EREW PRAM par une XPRAM

Pour mieux comprendre le fonctionnement d’'une XPRAM ebidtire la notion de
fonctions de hachage rapides nous reprenons la simulatioe €§REW PRAM par une
XPRAM introduite dans le chapitre de L. Valia®q]. Pour réaliser cette simulation, L. Va-
liant a besoin de bonnes fonctions de hachage qui calcidpitement I'adresse en fonc-
tion du parameétre.

On dispose d’'une EREW PRAMI a p processeurs et on considére sa mémoire par-
tagée comme un ensemble maegistres. On souhaite en simuler le fonctionnement par
une XPRAMM’ a p’ processeurs avec égalementegistres qui seront distribués sur les
mémoires locales des processeurdeOn suppose pour cela quec P, la mémoire du
processeuP, deM’ contient tous les registrgse {1,...,m} tels quej modp’ =i.

Pour chaque exécution d’'un programme, on tire aléatoiremmea fonction de ha-
chageh d’'un ensembléd de fonctions de hachage universelles. Chaque fonbtest une
permutation d¢1,...,m}. Lidée est qu’en simulant le fonctionnementeparM’, M’ va
représenter le registijede la mémoire d& parh(j) modp'. Le role de la fonctior est
d'étaler le plus possible les acceés mémoire dans les regidaM’. Pour cela, on requiert
la propriété suivante st : pour tout ensembl8de p registres (le nombre de processeurs
de la EREW PRAM)h(S) devrait étre uniformément distribué sur lg'sprocesseurs de
M’ avec une forte probabilité.

Une classe de telles fonctions de hachalya été introduite dangip] :

h(i)= 5 aj' modm

Cette classe de fonctions vérifie bien la propriété, commeteste le lemme 5.1.
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Lemme 5.1(Melhorn and Vishkin45]). Simest premier, alors pour to8de cardinal
p1

Pr{R(p,Sh) >klhe H} < (E) p/l-kekd/m

avecR(p',Sh) =maxcq . py#{] € S:h(j) modp' =i}.

On dit que 7/, une famille de classes de fonctions de hachage, est bonne si
pour tout p’ et pour toutm > p'logp/, il existe H € 7, une classe de fonctions
{h:{1,....om} - {1,....,m}} telle queR(p’,H, p'logp’) = O(logp’), ot R(p’,H,v) =

maXS,IS:p{Fl\ ER(D',Sh)}-

Corollaire 5.1 (Melhorn and Vishkin45]). 1l existe une bonne famille de classes de
fonctions de hachage.

Preuve. Si mest premier, on rempladepar 4logp’ et p parp’logp’ dans le lemme 5.1 et
on obtient que, pour to@de cardinaly logp/, P{R(p’,S,h) > 4logp’} = o(p'~1).

Si m n’est pas premier, on procéde de méme avepremier nombre premier plus
grand quem. O

On dit qu'une famille de XPRAM paramétrée pgf, le nombre de processeurs et
par m, le nombre de registres adressés possede une fonction dageaapide si elle
implémente une bonne fonction de hachage calculable erstegipoura une constante
qui ne dépend ni dg’ ni dem.

L. Valiant montre alors qu'une EREW-PRAM @processeurs peut étre simulée par
une XPRAM ap’ processeurs :

Théoréme 5.2(Valiant [57]). Une XPRAM ap processeurs munie de fonctions
de hachage rapides peut simuler une EREW-PRApPIgrocesseurs avec une efficacité
moyenne optimale 9 > p’logp'.

Preuve.On souhaite simuler le fonctionnementideune EREW-PRAM & processeurs.
On choisit aléatoirement une fonction de hachageH € # en fonction des paramétres
(p,m). Le contenu du registrede M sera dans le registigj) modp’ de la XPRAMM'.
On distribue les taches dgsprocesseurs dsl arbitrairement de facon a ce que chaque
processeur d®’ en simule au plusp/p']. En simulant une étape dé, il va falloir effec-
tuer [p/p’logp’] «supersteps» dd’. Dans chaque «superstep», pour chaque processeur,
on va choisir aléatoirement un ensemble degoacces parmi lesp/p’| qui sont a faire.
Par le choix dex/, la moyenne du plus grand nombre d’accés effectués sur elagistre
pendant un «superstep» s@¢ogp'). Il s’ensuit que le temps moyen pour faire un «su-
perstep» sera identique. En faisant la somme sur les «sepsssdeM’ et les étapes dd,
on obtient que le temps moyen de simulatiofMiparM’ estO(p/p’).

On observe que, si le nombre total de registres utilisés pentrée n’excéde pas le
nombre d’opérations de calcul d&, toutes les données peuvent étre obtenues gar
temps parallel®©(p/p'). 0

5. Simulation d’'un CA par une XPRAM

Nous supposons dans la suite que nous simulons le fonctiwmted’'un automate
cellulaire an cellules par une XPRAM @ processeurs.

Nous étudions dans un premier temps une borne théoriquausbfgar une suite de
simulations avant de décrire I'efficacité de nos simulatiddous distinguons deux cas;
celui (plus facile) ot nous avons plus de processeurs quendre de cellules de I'auto-
mate cellulaire et celui ou le nombre de cellules de l'autencellulaire excéde le nombre
de processeurs dont dispose notre XPRAM.
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5.1. Une premiére borne.Dans ce paragraphe, nous citons quelques résultats de si-
mulation connus qui, une fois combinés, vont nous donnetonee sur I'efficacité de la
simulation d’un automate cellulaire par une XPRAM.

Nous rappelons tout d’abord le résultat qui mesure I'efftéade la simulation d’'une
CREW-PRAM par une EREW-PRAM :

Lemme 5.2 (Karp and Ramachandra23]). Une EREW-PRAM ap processeurs
peut simuler le fonctionnement d'une CREW-PRAM @rocesseurs avec une efficacité

O(logp).

En combinant le lemme 5.2, le théoréme 5.2 et notre simulation automate cellu-
laire par une EREW-PRAM (théoréme 5.1), on obtient la prajmossuivante :

Proposition 5.1 (Martin [37]). Une XPRAM ap processeurs munie de fonctions de
hachage rapides peut simuler n'importe quel automatelagutotalistique an cellules
avec une efficacité moyem@{% logn) sin> plogp.

Nous pouvons nous demander si cette borne obtenue au mayea chaine de si-
mulations peut étre atteinte par une simulation directs.dimulations directes que nous
proposons par la suite ne permettent pas de répondre affiemant a cette interrogation.

5.2. Cas oup > n. C'est le cas le plus facile. On s'inspire de la simulationrd’u
automate cellulaire par une PRAM décrit dans la section 2 pbtenir le résultat :

Théoreme 5.3(Martin [37]). Une XPRAM ap processeurs peut simuler n'importe
guel automate cellulaire totalistiquen&ellules avec une efficacité optimale lorsque n.

Preuve.On se donne I'automate cellulaire a simuler par sa fonct®trahsition totalis-
tique f :

0 1 ... m-—1 m
f(o) f(1) ... f(m=1) f(m)

On réserve lesn+ 1 premiéres adresses de la mémoire locale du proceBspaur
mémoriserf et accéder directement a I'image d’une valeur. Le regigfre va mémoriser
I'état de la cellule — 1, ym, 3 celui de la cellule simulée pdd etymn.4 celui de la cellule
i+ 1. Le programme de chaque procesd@ugst alors :

0. Ymys =1,

L ymi2:=[R-1Ylm3
2. Yma = [Py1.Y|my3;
3. synchro;

4. Ymi3 = Ymi3+Ymi2;
5. Ymi3 = Ymi3+ Ymia;
6. Ym+3 = Yymias

7. goto 1 ifyyns > 0;

Les lignes 1 et 2 du programme permetteii® de récupérer le contenu des cellules
voisines simulées; les lignes 4 et 5 calculent la somme deangade cellules et la ligne 6
remplace le contenu de I'état de la cellule simuléeRarar son image paf. Le registre
Ym+s est utilisé pour définir une condition d’arrét compatible@ia définition d'un calcul
sur automate cellulaire.

Le temps de calcul d'une étape générale est26g + ¢. Observons qu'il ne dépend
ni de p, ni den. la simulation se fait en temps constant, ce qui nous dongeeeffitacité
optimale. 0
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5.3. Cas oup < n. On considére maintenant que le nombre de processeurs de la
XPRAM est inférieur au nombre de cellules de I'automateutaite. Dans ce cas, nous
avons montré le théoréme 5.4.

Théoreme 5.4(Martin [37]). Une XPRAM ap processeurs peut simuler un automate

cellulaire an > p cellules en temp® Mg”)“ﬂ) +9.0(pT(Nn))+£.T(n) pourT(n)

la complexité en temps de 'automate cellulaire.

Preuve.On supposera que le nombre de cellules de 'automate dedlwait d’'une unité
a chaque itération. En d’autres termes, on s’intéresse a¢lmd’automate cellulaire qui
ne s'étend que vers la droite, plutt qu’a celui qui s’éteas deux cotés. Il ne s'agit pas
d’une restriction trop forte car les deux modéles ont ététnésréquivalents dand3|.

Le programme du processdgmpour 1< i < p est comme suit :

Algorithme 5.1.

while not fini do
read(P,_1,T[0],newstate) ;
read(P,1,nbmsg,Rmsgin[0]) ;
read (P_1, Lcellnb, Lmsgin) ;
synchronize;
for i < 1to nbmsgdo T[celinb+i] < Rmsgiri] ;
if nbmsg> 1 then cellnb—cellnb+1;
for i + 1to cellnb+1do
T[]« f(Ti—2)+T[i]+Tli+1]);
for i < 1to cellnbdo T[i] — T'[i] ;
if cellnb-Lcellnb> 1 then nbmsgout- 2 ;
elsenbmsgout— 1;
for i «+ 1 to nbmsgdo Lmsgoufi] — TJi];
LmsgoufQ] < nbmsgout ;
write (P _1, nbmsgout, Lmsgout);
write (P.1,T[cellnb-nbmsg-1],newstate) ;
write (P.1,cellnb,Lmsgin);
endwhile

On suppose que chaque processeur a mémorisé une copie detlarfale transition
et possede un acces direct a ses valeurs.

Dans l'algorithme précédent, nous avons quelque peu enfehjeu d'ins-
truction des XPRAM de base. Ici, l'instruction de lecturead est de la forme
read(P, | ocal var, fronmvar) qui lit la variablefronvar du processeuP et qui l'ins-
crit dans la variablé ocal var . Linstruction d’écriture s'interprete de maniere analeg
La variablecel | nb contient le nombre de cellules simulées par le proced3ela table
Rrsgi n[] mémorise les nouvelles valeurs des cellules simulées paroleesseup . 1
apres la synchronisation globale ; la tablsgout [] contient les nouvelles valeurs des
cellules simulées par le process@ugui vont étre envoyées au processBuy a la fin de
I'étape générale; la variabléonsg contient le nombre de messages recus du processeur
R

La variablefi ni doit étre mise a jour pour définir une condition d’arrét cotiipa
avec la définition d’un calcul sur un automate cellulaire figare 2 illustre la simulation
d’'un automate cellulaire a 8 cellules par une XPRAM a 3 preeess. A chaque étape
générale, une cellule de plus est active sur 'automatelaak. Les fleches représentent
les opérations de communication entre les processeurs.
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Fig. 2. Simulation d’'un CA par une XPRAM.

Le comportement du processeryr est analogue, sauf qu’il ne communique pas les
nouveaux états des cellules qu'il simule au procesBgue processeup, ne fait nilecture
ni écriture vers le processeBg, 1 ; il initialise T[ cel | nb+1] etT[ cel | nb+2] a la valeur
0 (qui représente I'état quiescent) ; il calcule aussi lavetia valeur de la cellule simulée
par T[ cel | nb+1] et incrémenteel | nb si la valeur deT[ cel | nb+1] passe de 0 a une
autre valeur.

Le travail maximal par processeur %L(? P‘—‘Fﬂ ~ O([Mp(")“ﬂ) le nombre

maximal de messages correspond au nhombre maximal de messege qui vaut- T (n)
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et il faut accomplirT (n) synchronisations. On obtient donc I'expression suivaoter e
temps de calcul de la XPRAM :

@) ( F(n)(TF()n)—Hﬂ > +9.0(pT(n)) +£.T(n)

O

L'idée sous-jacente de cet algorithme de simultion est feaste : si la charge d’'un
processeur devient plus grande que celle du processeéderdtdl transfére la simulation
d’une cellule a son prédécesseur.

6. Conséquences et conclusion
En corollaire du théoréme 5.1, nous pouvons dire que :
Corollaire 5.2. 1l existe une PRAM universelle au sens du calcul.

Pour cela, il suffit de simuler le fonctionnement d'un autteneellulaire arbitraire
sur une entrée quelconque. Le modéle des PRAM comporte chenmachine universelle
par simulation au sens de la définition 4.3. En effet, notrdlMRecoit en entréefa, la
fonction de transition totalistique d’'un automate celd#i, son entrée et simule le fonc-
tionnement dé\ sur I'entréex. Ainsi, le modéele des PRAM peut étre vu comme un systeme
de programmation universel avec, comme modéle de réfétepeaitomates cellulaires.

En corollaire des théorémes 5.3 et 5.4, nous pouvons dire que

Corollaire 5.3 (Martin [37]). Il existe une XPRAM universelle au sens du calcul.

En effet, notre XPRAM est capable de simuler le fonctionneinae n'importe quel
automate cellulaire sur n’importe quelle entrée. Pour waime une XPRAM universelle
au sens du calcul, il suffit de simuler le fonctionnement diutomate cellulaire arbitraire.
Le modéle des XPRAM comporte donc une machine universeflsipaulation au sens de
la définition 4.3.






CHAPITRE 6

Simulation d’'un CA par des machines spatiales

La motivation de Y. Feldman et de E. Shapiro quant a la créatess machines spa-
tiales repose sur les observations suivantes : une infamiaihaire n’occupe qu’une quan-
tité finie et minimale de I'espace et le transfert des infdioms est borné par la vitesse de
la lumiere. De plus, le modele des PRAM est beaucoup tropaoispour modéliser de
facon fideéle le comportement des machines paralléles s€€lans le rapport de recherche
[14] et dans l'article 15], les auteurs définissent le modéle des machines spatiadiés e
cutent de son aptitude & modéliser les machines paraliddss.

Ils montrent aussi que les machines spatiales sont capidbsésuler n’importe quelle
machine de Turing et qu’elles sont donc capables d’uniliggs€’est en nous inspirant de
leur simulation que nous avons mimé le fonctionnement desraates cellulaires de deux
maniéres différentes. Dans un premier temps, lors de leéoemée Renpar de 19937
et dans un article de TSI de 19934], nous nous sommes limités au cas de machines
spatiales a deux processeurs (appelées séquentiellss)qus nous sommes interessés au
cas des machines spatiales a plusieurs processeurs, d@itdielps, simulation que nous
avons présentée lors de la conférence EuroPar en B8R9 [

1. Définition des machines spatiales

Nous rappelons ici la définition «informelle» des machirgtiales 15 comme elles
sont présentées dans un article des CACM. Pour plus de jorési®n pourra se reporter
au rapport de recherches correspondadlt [

Le modéle des machines spatiales est défini usuellemenudaspace tridimension-
nel discret. Le modele calcule selon des intervalles de $adigerets et chaque composant
effectue son calcul de maniére synchrone. Un nombre fini siescde I'espace est occupé
par des processeurs qui peuvent échanger des messagds geilncipe suivant :

— chacune des cases de la grille -qui est soit vide soit oecuqmmporte six bits de

communication, un par direction et & valeurs dans I'ensefl1, B} ;

— au cours de chaque étape, chaque bit de communicatiortepi@eans la direction

désignée sur le bit de communication correspondant de éaagfjacente.
Chaque processeur représente une unité de contrdle semilaielle d’'une machine de
Turing. Un processeur est donc constitué d’un nombre firiatséet d’'une fonction de
transition. A chaque pas de calcul des machines spatiaddenetion de I'état interne du
processeur et de la valeur des bits de communication, &ugtcontrole effectue une des
opérations suivantes :

— changer d'état interne ;

— changer la valeur des bits de communication avant qu’isoient recopiés ;

— déplacer le processeur vers une des cases adjacentespdede
Il est interdit aux processeurs d’'occuper une méme casesigdte ou d’occuper une case
qui I'était au début du pas de calcul. Dans ces cas, le pregessste dans la case qu'il
occupait et effectue les autres opérations normalemenodrbre fini de bits de commu-
nication sont désignés comme bits d’entrée. Au début dwkatws les processeurs sont
dans le méme état initial et tous les bits de communicatiaxéeption des bits d’entrée,
sont dans I'état blanB. La valeur des bits d’entrée peut changer arbitrairemenbars du

29
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calcul. Une case de I'espace est désignée comme cellulendimééson. On dit qu’un cal-
cul est terminé quand un processeur entre dans un état filauthe case de terminaison.
Le résultat du calcul est alors défini sur un ensemble delesltlistinguées, les cellules de
sortie.

1.1. Propriétés des machines spatialedNous rappelons ici quelques propriétés des
machines spatiales qui sont énoncées et démontréesidgns [

On dit qu’une machine spatiale est séquentielle si

— un seul processeur est “actif” i.e. qui traite effectivairles données et ne sert pas

seulement de mémoire ou de réflecteur

— pour toute description instantanée -sauf peut-étre pqueimiére- il ne peuty avoir

gu’un seul message (ou suite non vide de bits de communigatio circule ;

Si, de plus, le processeur actif d’'une machine spatialesséplie estimmobile, on dit
gue la machine spatiale séquentielle est stationnairétd montré dand ] que sila puis-
sance de calcul des machines spatiales séquentiellesiegtlégte a celle des machines de
Turing, les machines spatiales séquentielles statioemaie sont pas plus puissantes que
les automates finis. La puissance de calcul des machindalepaitationnaires n'est pas
accrue par I'augmentation du nombre de processeurs aisfsent également station-
naires. De maniére analogue, il a été montré que les machpatimles paralléles ont la
méme puissance de calcul que les machines spatiales séfjaen€ependant, 'augmen-
tation du nombre de processeurs d’'une machine spatialesgégjie stationnaire permet
d’accélérer les calculs :

Théoreme 6.1 (Feldman, Shapiro1B]). Une machine spatiale stationnaick
dimensionnelled = 1,2,3) & p processeurs a un facteur d’accélérationCep*(1/d))
par rapport a une machine spatiale séquentielle statignnai

Dans le cas des machines spatiales non stationnaires plepm® du facteur d’accélé-
ration demeure ouvert.

2. Addition par une machine spatiale

9
<> Q cellule de sortie

QQQ <> cellule d’entrée

<> P processeur

@

Fig. 1. Etat initial de la machine spatiale.

K

La machine spatiale qui permet d’additionner deux entieri¢s®en binaire nous four-
nit un bon exemple de fonctionnement d’'une machine spafdas ce cas, hous n’avons
besoin que d’'un unique processeur que nous représentaiopaisunP soit par son état,
comme indiqué dans les figures 1 et 2.

La configuration initiale de la machine spatiale est dédigare 1 ou nous avons
représenté les cellules d’entrées, les cellules de settiagposition initiale du processeur
P qui est dans son état initial. Observons que les cellulestie peuvent étre choisies

lie processeur sert de réflecteur lorsqu’il ne fait que rgeliries bits de communication qu'il recoit.
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Fig. 2. Configurations successives de la machine spatiale.
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Fig. 3. Configuration initiale de la machine spatiale.

n'importe ou dans le plan. Les trois autres états du prouoessat portés sur la figure 2 ou
nous avons décrit les étapes successives de I'additioirdite 3+ 6, représentés avec le
bit de poids faible & gauche. Nous avons donc I'opératioraste, 116+ 011= 1001 ou la
machine spatiale calcule la somme bit & bit en reportantésue dans la case voisine de
droite. Les directions imposées aux bits de communicaton ieprésentées par les petits
triangles noirs.

Nous obtenons la proposition 6.1 dont la démonstratiomasigdiate.

Proposition 6.1 (Martin [34]). L'addition de deux entiersx et y est réalisée
par une machine spatiale & un seul processeur en tdmips= n-+ 1 pour n =

max{ [log, x|, [logyy|} +1

3. Simulation d’un CA par une machine spatiale séquentielle

Nous décrivons dans cette section la simulation d'un autemellulaire par une ma-
chine spatiale séquentielle. Par souci de simplicité, mooss pris quelques libertés vis-
a-vis du modele des machines spatiales en accroissaneidais des états des bits de
communication. Leur nouvel ensemble d’états est alorsdépt cartésien d¢0, 1, B} par
Q, ensemble des états de I'automate cellulaire a simulersppelons machine spatiale
généralisée une telle machine. Nous avons le résultatrguiva

Théoreme 6.2(Martin [34]). Il existe une machine spatiale séquentielle généralisée
capable de simuler un automate cellulaire unidimensiomelplus, si le temps de calcul
de l'automate cellulaire edt(n), sa simulation par une machine spatiale généralisée sera
de complexité en tempg?(n) 4 (n— 1)T(n) pour une entrée de taille



32 6. SIMULATION D'UN CA PAR DES MACHINES SPATIALES

processeur P

mobile
t—1 t—1 t—1
G G.1 Ci1
t—1 -1 t
G1 G G
(restreint a I'entrée) (restreint a la sortie)

Fig. 4. Machine spatiale simulant un automate cellulaire.

Preuve. On suppose que la configuration initiale de 'automate tzte & simuler est
donnée par la séquencel{c®}i—1_nqq ou lindice supérieur représente le numéro de

I'itération de I'automate cellulaire. La lettggqui borde la séquence de configuration sert a
délimiter la configuration d’entrée et symbolise des étassqliiescents. La configuration
initiale de la machine spatiale séquentielle qui simuletbanate cellulaire est conforme a
la description de la figure 3 ou la configuration initiale deitomate cellulaire a été repliée
sur elle-méme.

Nous utilisons une technique similaire a celle du mime d'orahine de Turing par
une machine spatiale séquentielle présentée d&hsdyous utiliserons deux processeurs,
P etR. Le premier, actif, comporte une unité de contrdle dontle 8t de simuler le fonc-
tionnement de la fonction de transition de I'automate ¢ailla. Le secondR est inactif et
ne sert qu’'a réfléchir les bits de communication (cf. fig. 3).

Le processeuP mémorise alors les valeurs nécessaires pour effectuearaition
d'une cellule, par exempl@. Alors, pour envoyer la nouvelle valed; il a besoin d’avoir

-1 1. Aprés avoir appliqué la

en mémoire les valeurs 1 ¢!~ et de recevoir la valeut; ;.
-1

fonction de transition & ces valeurs et renvoyé la vatbtit mémorise les étatg ¢l
et se prépare a recevoir la valen}ljé. La figure 4 illustre cette simulation dont le dessin
est restreint a la valeur recue a l'instant1 et a la valeur émise a I'instant

La taille des configurations d’'un automate cellulaire peattee de deux cellules par
unité de temps, c’est-a-dire que les deux états quiescentsoedent la configuration de
part et d’autre peuvent passer dans un état non quiescemtsifwler cette croissance de
la configuration de I'automate cellulaire, il faut déplateprocesseuP d’'une case vers
la gauche a chaque fois qu’on rencontre une transition derfaefd(q,q,3) = a € Q ou
0(B,g,q) = o € Q pour un étaf # g. Dans le premier cas, il y aura émission dgipuis
de la valeunn et dans le second cas, il y aura émission de la valquuis deq.

La complexité de cette simulation est= |{c;}| fois plus lente. Elle correspond en
effet & une séquentialisation des transitions de I'auterc@liulaire. On passe en effetde
unités de contréle a une seule. De plus, la taille des coafligms étant croissante, le temps
de la simulation est borné supérieurementrp@rn) + LT:(Q)*l 2i=T2(n)+(n—1)T(n).

g

3.1. Deux lemmes d’équivalenceDans cette partie, nous justifions I'équivalence
entre les machines spatiales séquentielles généraliséeles définies par Y. Feldman et
E. Shapiro danslp).

Lemme 6.1(Martin [34]). Toute machine spatiale séquentielle dont 'ensemble des
états des bits de communication a été étendwsymboles peut étre simulée par une ma-
chine spatiale séquentielle dont 'ensemble des étatsesseint & 'ensembl¢0,1, B}
avec une perte de temps de I'ordre du logarithma de
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Fig. 5. Fonctionnement de la machine spatiale binaire ezptém.
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Fig. 6. Fonctionnement de la machine spatiale binaire essan.

Preuve. Soit Z,, 'ensemble étendu des états des bits de communication. (&ates de
généralité, on peut identifié, a{1,2,...,n}. On simule le fonctionnement de la machine
spatiale étendue par une machine spatiale binaire de |la fagivante : les états éten-
dus seront codés en binaire et séparés par deux synmBolesmachine spatiale binaire
va simuler exactement le fonctionnement de la machineapadiendue en recevant et
en émettant les états codés bit a bit. Puisque les machiagalsp recoivent et envoient
simultanément des valeurs, nous avons besoin d’états igotles états de la machine
spatiale binaire seront donc de la forme (état, bit recuéinits). Nous allons décrire le
fonctionnement de la machine spatiale binaire pogr5 :

Réception : La machine spatiale binaire fonctionne a la maniere d'uoraate fini a la
réception. Elle cumule les bits regus jusqu’a recevoir fatsyle séparatelBB. La figure 5
illustre la réception. Les états de typendiquent que la valeur binairjea été regue avant le
symboleB. Les états de typg sont des états internes au fonctionnement. Nous illusteons
fonctionnement de cet automate par I'exemple suivant :@smqps que la machine spatiale
recoive successivement les bits 8Bl La suite de transitions effectuée sera la suivante :
(ro,0) F (ro,1) F (i1,1) & (ia,B) - (r3,B) I (ro,...). La machine spatiale a donc recu la
valeur 3 et s’est repositionnée sur I'état initigl

Emission : Le fonctionnement de la machine spatiale & I'émission eatogoe a son
fonctionnement a la réception. Nous pouvons construireutonaate fini qui va émettre
la valeur voulue comme décrit par la figure 6. Les états de ¢yfediquent que la valeur
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j doit étre émise en binaire suivie des deux blancs de sépar&tbus n’avons pas men-
tionné les états internes par souci de clarté. Nous les mImréirensuite'j‘ avec 1< k<5
qui donne le nombre de valeurs émises. Nous illustrons letifimement de cet automate
par 'exemple suivant : supposons que la machine spatiafelée ait a émettre la valeur
décimale 5. La machine spatiale binaire qui la simule vagragans I'étaks et enverra
successivement les symboles de la suiteBBqui code la valeur 5. Avec la convention
ci-dessus pour la numérotation des états, nous auronstéa dwiitransitions suivante :
(&0 F (21 (€,B) (é,B).

Fonctionnement général :Maintenant que nous avons décrit le fonctionnement de la ma-
chine spatiale binaire en émission et en réception, nouggosundiquer son fonctionne-
ment général. Pour ce faire, nous donnons la suite de ti@rsitle la machine spatiale
binaire qui simule les deux transitions de la machine sjgagénéralisée indiquées ci-
dessous :

? - (G4, 2,arréd

(q473) F (q5757 arréD
qui correspond au cas ou la machine spatiale généralisédadvadeur 2, recoit la valeur 3
et va émettre ensuite la valeur 5. La suite de transitiona dealchine spatiale binaire sera
alors la suivante. On rappelle que, dans ce cas, les étasuichine spatiale binaire sont
des triplets d’'états :

- ((qa,r0.€3),0,

- ((4,0,€3), 1 ,arréb
- ((04,r0,€5),0,arréd
- ((Qa,T0,€5), B, arré
((04,13,€5),B) ((gs,r0,€5), B, arréy

Il nous reste maintenant a décrire la simulation de la machpatiale généralisée
lorsque le processeur mobile se déplace. Nous allons déms@nulation de la suite de
transitions dans le cas ou le processeur mobile est a gatisbedéplace d'une case vers
la gauche.

? F (qs,2,9auche
(04,3) (g5, 5,arréd
(q57 2) F?

La simulation du déplacement d'un processeur est illugisgda figure 7 ou nous avons
reporté a chaque unité de temps I'état du processeur molgdeiéhe. Observons que la
valeur 3 en binaire est recue avant le déplacement et qeejéare mouvement, le proces-
seur entre dans 'état particuligf qui signifie que le processeur va passer dans liéaat
l'issue du déplacement vers la gauche et qu'il s’est déjaldétek cases vers la gauche
(1 <k <5). Notons aussi que lors du mouvement deux “cases” videstérréées, ce qui
correspond aussi a ce qui se passe dans le cas de la machiale ggaéralisée.

Nous ne décrirons pas le cas ou le processeur se déplacecdismeers la droite qui
peut étre déduit aisément du cas précédent.l

Dans la preuve du lemme 6.1, nous avons introduit la notiensémble d’états pro-
duit. Le lemme suivant nous permet d’affirmer qu'il y a éqlevece entre les machines
spatiales dont I'ensemble des états est le produit cantégiguelques ensembles finis et
les machines spatiales habituelles. Ainsi,

Lemme 6.2(Martin [34]). L'ensemble des états des machines spatiales peut étre égal
au produit cartésien de quelques ensembles finis.

Preuve. Nous utilisons un argument classique pour montrer I'édeivae entre les deux
ensembles d'états. Lorsque I'ensemble des états est égaloduit cartésien d& en-
sembles finis, il suffit de les renuméroter au moyen d’unetija deNK — N. O
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Fig. 7. Simulation du déplacement d'un processeur.

3.2. Lerésultat principal. Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal
qui corrobore I'énoncé du théoreme 6.2 en autorisant lalation d’'un automate cellulaire
par une machine spatiale séquentielle selon la définitiqisle

Théoreme 6.3(Martin [32, 34). Une machine spatiale séquentielle est capable de
simuler un automate cellulaire unidimensionnélétats. De plus, si le temps de calcul de
'automate cellulaire est (n), sa simulation par une telle machine spatiale sera de com-
plexité en temp$T?(n) + (n—1)T(n))(|log, k| 4+ 0(1)).

La preuve du théoréme 6.3 peut étre aisément obtenue a dlaitteoréme 6.2 et des
lemmes 6.1 et 6.2. On en déduit :

Corollaire 6.1. Il existe une machine spatiale séquentielle qui est urédlerau sens
du calcul.
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4. Simulation d’un CA par une machine spatiale paralléle

Dans cette section, nous proposons une famille de machpagisles paralléles pour
simuler le fonctionnement d’'un automate cellulaire.

Théoréme 6.4(Martin [38]). Il existe une machine spatiale qui peut simuler le fonc-
tionnement de tout automate cellulaire totalistiquegats ; la simulation d'une transition
de I'automate cellulaire se fait en temPgk[log, k]).

Preuve.SoitA un automate cellulaire totalistiquék&tats eSla machine spatiale paralléle
qui en simule le fontionnement. On utilisera la mesure depgexrité CLARGEx(x) qui
compte le nombre maximal de cellules non quiescentesédgiparA au cours de son
calcul. Cette mesure de complexité, introduite daflssg¢ définit au moyen d€ = Q7,
'ensemble des configurations deet deF : C — C, la fonction de transition globale
induite par la fonction locale.

CLARGa(x>=max{|x,ng?x{|i — |3t FY(co)i £q etFY (co); # q}}

CLARGER(x) nous donne le nombre de processeurs &vd avoir besoin pour simuler
le fonctionnement dé.

Chaque processeur d&va avoir un comportement similaire. On nd?e le proces-
seur qui simule le fonctionnement de la cellul®©n associe deux réflecteurs a chague
(fig. 8); celui du haut mémorise I'état de la cellule tandie qelui du bas mémorise la
table de transition.

Les états de I'automate cellulaire vont étre codés en lgrsaim bits comme :

| [logyK] sik=0 mod?2
| [logyk]+1 sinon

La fonction de transition totalistique sera aussi codée mmite comme la suite
f(0), f(1),f(2),...,f(l). Lalongueur totale du code de la fonction de transitioddera
In. Pour des raisons de synchronisation, on ajoute deux bRmggémentaires dans le
code de la fonction de transition.

La distance entr® et le réflecteur de I'état egl/2 et celle entrd? et le réflecteur de
la fonction de transition(l + 2)/n et celle entre deux processeufsCe sont les distances
qui vont permettre de calculer la complexité en temps dentalsition.

Chaque processefr va avoir un comportement analogue :

— il recoit la suite de bits en provenanceRle;, P11 et du réflecteur d’état et calcule

leur sommes;
— il attend I'image des qui lui est renvoyée par le réflecteur de la fonction de transi
tion;

— il remplace la suite de bits qui code I'état par la nouvedileur ;
— sur réception du premier blanc du code de la fonction desitran, il transmet aux
processeurs adjacents le contenu de la suite de bits qusocodaropre état.

Il faut au préalable avoir mémorisé la configuration inéide I'automate cellulaire,
comme dans la figure 8.

Le temps nécessaire pour g8simule une transition dA est donc(l +2)n oul =
O(k). O

Observons que, dans le résultat précédent, on démontraeejoiachine spatiale peut
simuler un automate cellulaireracellules etl transitions. Ainsi, on peut construire une
famille de machines spatiales capable de simuler le fomeément de tout automate cel-
lulaire, indépendamment deet del. La description d’'une machine spatiale de la famille
pourn et fixés, se calcule aisément de maniére paralléle ; on obtiest @ane famille
uniforme de machines spatiales.
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Fig. 8. Comportement du process&ur

5. Conséquences et conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré que les machines spat@it capables de si-
muler les automates cellulaires de différentes manieres.

Dans le cas de la simulation séquentielle, nous avons simditdctionnement d’'un
automate cellulaire arbitraire au moyen d’'une machindalatonstruisant ainsi une ma-
chine spatiale séquentielle universelle par simulatiosems de la définition 4.3. Dans le
cas de notre simulation paralléle, il nous faut connaitqglie grand nombre de cellules
utilisées par I'automate cellulaire au cours du calcul ; Echine spatiale recoit donc en
entrée le code de I'automate cellulaire, sa configuratidtraia et le nombre de cellules
utilisées pour le calcul. Il faut ensuite construire expdiment la machine spatiale qui va
simuler le fonctionnement de cet automate cellulaire esiiltustrons ainsi la construction
d’'une machine spatiale universelle par construction as dera définition 4.5.

En tout état de cause, nous obtenons le fait que dans I'ehseedmachines spatiales
-tant séquentielles que paralléles- il en existe qui soivienselles au sens des automates
cellulaires.






CHAPITRE 7

Conclusion de la premiere partie

1. Résumé des différentes simulations

Dans cette section, nous résumons les différentes simugati'automates cellulaires
gue nous avons proposées et nous les mettons en perspeetive’autres résultats de
méme nature. Nous avons reporté dans la figure 1 des résigtatmulation entre diffé-
rents modeles de calcul soit séquentiels soit paralleles.

réseaux

booléens\

AN

\ L= L

AN automates 4~ ~

cellulaires J
S _ -

machines machines de

RAM  <€—> Turing

Fig. 1. Simulations entre les modéles de calcul.

Dans la figure 1, le graphe orienté dont les sommets sont ddélesode calcul et les
arcs des relations de simulation résume quelques réstiiasques de simulation comme,
par exemple, celle d’'une machine RAM par une machine de @{i2ir. La convention est
la suivante : le modeéle a I'extrémité d’un arc est celui galie& la simulation. Par exemple,
l'arc d’'origine les machines de Turing et d’extrémité lescimaes spatiales signifie qu'l
existe une simulation effective des machines de Turing @amiachines spatiale$j].
Les résultats que nous avons présentés dans les chap#épgsients sont symbolisés par
des traits interrompus courts. Observons que deux modélagpartent une boucle —au
sens des graphes orientés—. Il s’agit dans ce cas d’'uneagioruéu sein du méme modeéle

39
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qui symbolise I'existence d’'une machine intrinséquementarselle au sens de la défini-
tion 4.3. L'équivalence entre deux modéles de calcul symméelpar une double fleche est
obtenue soit par deux simulations soit au moyen de I'isoimerpe de Rogers que nous
avons rappelé dans le théoréme 2.1.

Sur le graphe de la figure 1, on retrouve tous les résultatagueavons proposés dans
les chapitres précédents : I'existence d’un automatelaegkuintrinséquement universel;
le fait que toute fonction calculable par automate celialéiest aussi par des PRAM, par
des XPRAM ou par des machines spatiales. De plus, par ledgaita composition de la
relation de simulation, on obtient aussi que toute fonclioning-calculable I'est aussi par
automate cellulaire, par les PRAM ou les XPRAM ainsi que pamhachines spatiales.

2. Machines paralléles CA-universelles

| modéle | nb.proc. | complexité asymptotiquetype univ. | réf. |
CA nklogk klogk intrinseque | [29, 33
CREW-PRAM p=n 1 simulation [31]
XPRAM p>n 1 simulation [37]
XPRAM p<n | T(m(TW 4 pg+r) | simulation | [37]
SM 2 (T2(n)+n-T(n))logk | simulation |[32,34
SM n+2-T(n) klogk construction| [38]

Tab. 1. Résumé des différentes simulations.

Le tableau 1 résume et référence I'ensemble des simulafiansomates cellulaires
totalistiques an cellules et & états qui sont rappelées dans ce mémoire. Nous décrivons
ce tableau colonne par colonne. La premiére colonne décnitddéle qui simule un au-
tomate cellulaire totalistique. Nous avons abrégé auterceliulaire en CA et machines
spatiales en SM. Dans la seconde colonne, nous indiquormsribne d’unités de contrble
qui est requis pour réaliser la simulation. Dans le cas diaates cellulaires, il s’agit du
nombre de cellules et dans le cas des (X)PRAM ou des machpatialss, du nombre de
processeurs (notd). La troisieme colonne donne la complexité asymptotiquiadému-
lation. Nous indiquons également dans la quatrieme colpaneuel type de simulation
il est possible d’obtenir une machine universelle pour lelé® considéré. Enfin, dans la
derniére colonne, nous indiquons I'article —ou les arsieldans lequel on peut trouver une
preuve de la simulation.

Considérons par exemple la troisieme ligne du tableau le€etésume le résultat de
simulation d’'un automate cellulaire totalistiqua eellules par une XPRAM qui dispose de
p = n processeurs. On lit dans la colonne 3 que cette simulatidaitsen temps constant
et dans la colonne 4 qu’on peut déduire de cette simulat®xskence d’'une XPRAM
universelle par simulation i.e. que la XPRAM est capableidiier le fonctionnement de
n'importe quel automate cellulaire sous forme totalistiqu

Observons que dans le tableau 1, nous ne faisons pas réfédhmiversalité par
hérédité. Celle-ci est plus restrictive que I'univergalitar simulation. En effet, pour ce
type de simulation, on ne peut pas simuler directement umnaate cellulaire arbitraire.
On ne devrait simuler que le fonctionnement d’'un seul autercellulaire universel. C’est
ce type de simulation qui est employé pour construire getapetites machines de Turing
universelles. La simulation d’'un automate cellulaire awyemd’une machine spatiale pa-
ralléle requiert la connaissance du nombre maximum deleslactives au cours du calcul
de 'automate cellulaire. Le modéle des machines spati@gsermet pas de «réveiller»
des processeurs au cours du calcul. C'est la raison powellaqwotre simulation ne donne
lieu qu’a une machine spatiale paralléle universelle pastaction. Mais, avec la donnée
du nombre de cellules actives de I'automate cellulairef@shines spatiales paralléles
sont en mesure de simuler le fonctionnement de n'importeajuemate cellulaire.
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3. Conséquences et conclusion

Nous citons dans cette section quelques conséquencegerelant directes de nos ré-
sultats d'universalité obtenus par la simulation d’autteea&ellulaires. Nous commengons
par un résultat d'indécidabilité obtenu par réduction cabfgme de I'arrét. En bornant le
temps de calcul, on obtient ensuite un résulteR-@@mplétude. Enfin, nous montrons qu'il
est possible de définir la complexité de Kolmogorov au moyenalitomates cellulaires.

3.1. Indécidabilité de I'occurrence d’un état.

Théoréme 7.1.SoitC = (Q, d) un automate cellulaire,€ Q un état distingué ete C
une configuration initiale. Il n’est pas possible de décil&fapparait au cours du calcul
deC sur I'entréec.

On procede par réduction du probléme de I'arrét. L'autoroalielaire simule le fonc-
tionnement d’'une machine de Turing. D’aprés notre clasgifio des modes de simulation,
l'automate cellulaire est universel par hérédité. Le théwr est également valide pour tout
modele de calcul qui posséde une machine universelle padit&ou par simulation.

3.2. P-complétude de l'occurrence d'un état au temps. Pour le calcul paral-
lele, la P-complétude joue un réle analogue aN&-complétude pour les calculs non-
déterministes. Elle correspond aux problémes qui ne péesrétre résolus efficacement
par un algorithme parallele autrement appelés intrinsagué séquentielsLp].

Deux problémes jouent pour kxcomplétude un réle comparable a celui que la satis-
fiabilité joue pour laNP-complétude :

Le probleme générique de la simulation de machine
Donnée : Une chaing la descriptionM d’'une machine de Turindyl, et un entiet
en unaire.

Question M accepte-ellex en moins de pas de calcul ?

Le probléme de la valuation des circuits
Donnée @ codage standard du circuit d'entrées«.,. . ., x, et de sortigy.

Question : La sortig dea est-elle vraie pour les entrégs ..., xp ?

Le probléme suivant est-complet et la démonstration est immédiate en s’inspirant
du livre de R. Greenlaw, H. Hoover et W. RuzAd] :

Donnée : cla configuration initiale d’'un automate cellulaifieune borne sur le temps
en unaireq un état,j une cellule.

Question : La cellulé est-elle dans I'étaqj au tempsT ?

La démonstration repose aussi sur la simulation d’'une made Turing quelconque
par I'intermédiaire de la simulation d’'une machine de Tgrimiverselle. Comme pour
le résultat d'indécidabilité, celui-ci est vrai des lorsequotre ordinateur possede un pro-
gramme universel par hérédité ou par simulation.

3.3. Complexité de Kolmogorov. Dans cette section, nous illustrons la construction
d’'une complexité de Kolmogorov au moyen des automateslagls —ou de tout autre
modele de calcul convenable—. Rappelons que la complegit€otmogorov mesure la
complexité d'un objet combinatoive De maniére intuitive, la complexité de Kolmogorov
correspond a la taille du plus petit programme qui permetédgictx. Nous nous inspi-
rons ici de la définition de la complexité de Kolmogorov domdéns le livre de M. Li et
P. Vitanyi [24].

On identifie I'objet finix avec son indice dans une énumération adéquate des ob-
jets et on considére la classe des fonctions récursivelEstcomme des méthodes de
description. Le probléme de la description d’un objet cstiasit en un entier naturel sera
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ramené a celui de trouver un programme donné sous un coddgeadre. Pour cela, on
se donne une énumération effective des automates cedsiRiP;, P, ... comme dans la
section 3.1. Nous utilisons le fait qu'une énumérationaife des automates cellulaires
induit une énumération effective des fonctions récurspasellesdo, §1, P>, ... telle que
Vi, B calculed;.

Définition 7.1 (Li et Vitanyi [24]). Soitx,y et p des entiers naturels. Toute fonction
récursive partielle avec la donnée dp ety telle qued((p,y)) = x est une description de
x. La complexitéCy (x) relative ay est :

_ J min{l(p) : ¢((p,y)) =X}
Co(xly) = { o Si p n'existe pas
oul(p) représente la longueur ge On dit quep est un programme pour calcubepar¢
étant donnég.

Le théoréme 7.2 est la clé de voilte du développement de ®thédrie de la com-
plexité de Kolmogorov.

Théoréme 7.2(Li et Vitanyi [24]). |l existe une fonction récursive partiells telle
que, pour toute fonction récursive partieflgil existe une constantg telle queCy, (x|y) <
Co(X]y) + ¢y pour toutx,y € N.

Preuve. Soit ¢, la fonction récursive partielle calculée par notre aut@atlulaire in-
trinsequement univers&,. Rappelons que, par définition, 'automate celluldie sur
I'entrée(n, (y, p)) simule le fonctionnement d&, sur I'entrée(y, p). On ad,w (N, {y, p)) =
On((Y; P)). D'0U, Cp,py, (Xly) < Cy(Xly) +cp OUCH =2-1(n) + 1. O

Nous sommes alors en mesure de définir la complexité de Kalnegvec les auto-
mates cellulaires comme modele de référence.

Définition 7.2 (Li et Vitanyi [24]). On choisit une fonction universelle de référence
dunw dont on omettra I'indice. On définit alors la complexité delidogorovC(x|y) =
Co,niy (Xly). Cette fonction universelle particuliégg, est la fonction de référence poDr
On se donne également un automate cellulaire partidaligui calculep,., et on I'appelle
automate cellulaire de référence.

Par la définition deZ4], on sait que la complexité de Kolmogorov ne dépend que de
I'objet. Mais, avec notre définition, il semble qu’elle dépe également de I'énumération.
La proposition suivante nous indique que, étant donnés deurérations reliées par un
va-et-vient effectif la complexité de Kolmogorov d'un obgst la méme, & une constante
additive pres. Il s’agit d’'une conséquence de l'isomonpiesie Rogers.

Proposition 7.1(Li et Vitanyi [24]). Soitdo, 1, ... etWo, P deux énumérations dis-
tinctes des fonctions récursives partielles telles guigte f etg, deux fonctions récursives
partielles telles queh; = ¢y etdi = Ygyi). SoitC(xy) la complexité de Kolmogorov re-
lative ad,, etC'(X|y) celle relative ap,,,. Alors, pour tout objex, [C(x]y) —C'(xly)| < k.

En conséquence de quoi, on déduit :

Corollaire 7.1 (Martin [35]). La complexité de Kolmogorov définie au moyen des
machines de Turing est, a une constante additive pres, laargémcelle définie au moyen
des automates cellulaires.

Et il en serait de méme pour les autres modeéles de calcul guieavons étudié dans
les chapitres précédents.



Deuxieme partie

Automates cellulaires sur graphes de
Cayley






CHAPITRE 8

Définitions, notations et premiéres simulations

Les automates cellulaires sur des graphes de Cayley omitédduits pour démontrer
une généralisation du théoréme de Moore et Myhill @&, | puis étudiés en tant que tels
par Zs. Roka%$1, 54. Le but est de décrire le réseau de connexion des automatagygen
du graphe d'un groupe finiment présenté. Il faut pour celdguéseau de connexions soit
régulier. On peut également définir des automates sur desuéfiyperboliques au moyen
des graphes de Cayley, comme daf.|

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions des gratples graphes de Cayley.
Nous montrons ensuite comment on peut définir un automatdaied sur un graphe de
Cayley. Enfin, nous rappelons deux résultats de Zs. R6kaq2, 53 qui permettent de
simuler le fonctionnement d’un réseau hexagonal d’autematir des tores d’automates.
Ces résultats nous servent pour illustrer la notion d’aateraellulaire défini sur un graphe
de Cayley et nous seront utiles dans le chapitre 9.

1. Groupes et graphes de Cayley

On se donné = (G|® ) un groupe finiment présenté auest 'ensemble des géné-
rateurs du groupe &t celui de ses relationd.()]. Soit égalemens C I' un sous-ensemble
ne contenant pas-1l'identité du groupe. Lorsque cela sera nécessaire, lateine sera
notée par un point.

Exemple. Soit le groupd” = (a, B|ap = Ba) de générateurs = {a, 3} et d’ensemble
de relationsg. = {af = Ba}. Il définit (Z2, ).
On définit alorsG = (V,E), le graphe de Cayley du groupeen identifiantV, les

sommets d&5, aux éléments dE et en ajoutant une aréte enkety si et seulement si
y=g-xpourxel etses.

Exemple. Soit le groupd | = (W)W = 1r). Son graphe de Cayley définit un anneau
del sommets.

Exemple. Soit le groupel 7™ = (a,Bla" = 1r,™ = 1r,ap = Ba). Son graphe de
Cayley définit un tore & x msommets.

Y

P S ——y
B "-......-"
@—0—0—0—0—@

© 00000

Fig. 1. Un tore & 6< 4 sommets.
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»
P

Fig. 2. Voisinage dans un réseau hexagonal.

Exemple. Soit le groupd |,”* = (a,b,c: ab=ba ac= ca bc= ch,abc=1,a'c} 9=
1,bP~1c~9 = 1). Son graphe de Cayley définit un réseau hexagonal p x g sommets.

On définit un chemin d& comme une suite des sommets adjacents ou, de maniére

équivalente comme la donnée d’'un sommet de départ et d’'usumbalphabets. Un cycle

est un chemin ayant au moins trois sommets tel que le denemgt soit adjacent au pre-
mier ou, alternativement, la donnée d’un sommet de dépditirtmot surs qui se réduit

a Ir. Un cycle est hamiltonien s'’il passe par tous les sommefs dee et une seule fois.

Un cycle hamiltonien du tore est dit alterné si le mot suqui I'étiquette est de la forme
(aB)*(a+¢) ou (Ba)*(B+¢) ou bien(a=1B~1)*(a~t4¢) ou encorgBta—1)*(B~1 +¢)

avece qui dénote le mot vide. La figure 3 décrit un cycle hamiltordertore a 6< 4 som-
mets. Si on part du sommet en bas a gauche, le mot qui étiqueetigcle est de la forme

(aB)*2.

1
P S

g € 9—€¢ 9 ¢ 9
C9—6 96 96 °
AR SR Shd

Fig. 3. Un cycle hamiltonien du tore &64 sommets.

2. Automates cellulaires sur des graphes de Cayley

On définit un automate cellulaire sur un graphe de Ca@ey (I',s) comme un qua-
drupleta = (Q,G,N,d) ou Q est I'ensemble fini des états de la cellu@ = (I',s) est le
graphe du groupE, N le voisinage tel qué&l = s U{1r} et3: QNI — Qla fonction locale
de transition qui met a jour I'état des cellules en accora détat des cellules du voisi-
nage défini paN a l'instant précédent. On associe une cellule de I'autorateacun des
sommets du graphe. Nous ne considérerons ici que le voestliage von Neumann qui est
défini comme I'ensemble des sommets a distance au plus utegpdistance de Hamming.
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Rappelons que la distance de Hamming compte le nombre déopsssur lesquelles deux
mots finis de méme longueur different.

Une configuration de I'automate cellulaire est une appbecatjui associe un état a
chacune des cellules de 'automate. L'ensemble de toudeldigurations de I'automate
cellulaire est not& = Q". Il est alors possible de définir la fonction globale de titions
qui est définie au moyen de la fonction localpar :

Vee C,vxeT,A(c)(x) = 8(c(x),c(s1:X), - - -, C(S5|-X))

On peut alors définir des automates cellulaires sur des arr@@amoyen du groupe
FIR,, sur des tores au moyen du groU‘pf}é“ et sur des réseaux hexagonaux grace au groupe
r>9. 1l est possible de définir des automates cellulaires suita groupes comme
dans [L6, 53. Pour d’autres exemples de graphes de Cayley qui permeitetéfinir des
automates cellulaires, on peut se réfered dl.|

3. Premiéres simulations

Nous rappelons rapidement les notations ; on considére tomate cellulaire défini
sur le groupé % = (a,b,c: ab= ba ac= ca bc=cb,abc= 1r,a ¢}~ 9= 1r,bP~1c 9=
1r). Son graphe de Cayley définit un réseau hexagomak @ x g sommets. Zs. Roka
en simule le fonctionnement par un automate cellulaire degfirt d’abord sur le groupe
rmk — (a b,cla" = 1r,b™ = 1r,ck = 1r,ab = ba ab = ba bc = ch) dont le graphe de
Cayley définit un tore & x mx k sommets puis par un automate cellulaire sur le groupe
rT™ = (a,bla" = 1r,b™ = 1r,ab = ba) dont le graphe de Cayley définit un torea m
sommets.

3.1. Simulation d’'un réseau hexagonal par un réseau toriquele dimension 3.
Cette section présente le théoréeme de R&2hdui simule le fonctionnement d’'un auto-
mate cellulaire défini sur un réseau hexagonal avec un attoretulaire défini par un
réseau torique de dimension 3.

Théoréme 8.1(Roka B2]). Tout automate cellulaire sur,”® peut étre simulé par
un automate cellulaire SllI_IIT]’m’k avecn= o1 (p+r—1)—Baip/,m=|az(p—1)—Ba(p+
q—1)|, k= loz(1—p—r)+PBsp| et(p—1)ar =ppcm(p—1,p+q—1), (p+r—1L)az =
ppem(p+r —1,p), (—r)ag = ppcm(r,q—1), (p+q—1)B1 = ppem(p—1,p+q—1)
andpBz = ppem(p+r—1,p), (4—1)Bs = ppem(r,q—1).

Preuve. Soit Ty un automate cellulaire sui;”? de configuration initialec?, . Montrer

I'existence detzp un automate cellulaire su‘l’T‘*m’k qui simule le fonctionnement dey
revient a démontrer qué,’H est périodique dans toutes les directions données pariés gé
rilteurs. En d’autres termes, qu'il existe trois entiers etk tels quea” = 1r,bM =1 et
c=1r.

Soit vy € MP% et vap € M*™ La configuration initiale dasp est 1%, (vap) =
2, (Vn),c2, (vapa') = 2, (vha') pour 1< i < n,c? (vapbl) = c@, (vnb)) pour 1< j <
m,c?,_ (Vapc') = c¥, (vnc') pour 1< | < k.

Le voisinage d@:?H est préservé dan§3D. On définit alorstap commeQsp = Qy et
03p = Oy qui simulety sans perte de temps.

Montrons ques,, est périodique dans toutes les directions données parésajeurs.
Nous nous limiterons a la preuve pour le généragelia construction est analogue pour les
deux autres générateurs. En décrivant les relations, eenvB= {c =a b 1;a'c} P =
1;b%1c=P = 1} qui définit un systéme de deux équations d'inconaue

aPt—1pp-1— 1,
aPpPra—t =1
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Soient a; = W et B1 = W; d'ot la valeur dea :
ao1(PH—1)—Bip— 1.
Les autres valeurs du théoreme sont obtenues en résolsaysig@mes obtenus par la

description des relations sur le réseau pour les varidbéds et en définissart,, as, 32
ets. a

3.2. Simulation d’'un réseau hexagonal par un réseau toriquele dimension 2.
Cette section présente un corollaire du théoréeme 8.1. Eergdost que la troisieme di-
rection donnée par les générateurs dépend des deux aligsspossible de simuler le
fonctionnement d’un automate cellulaire sur un réseaguerpar un automate cellulaire
sur un tore de dimension deux :

Corollaire 8.1 (Roka B2]). Tout automate cellulaire suf;”® peut étre simulé
sans perte de temps par un automate cellulaird$liravecn = |ay(p+r —1) — B1p),
m=[az(p—1) —B2(p+d—1)|, (p— oz =ppecm(p—1,p+q—1), (p+r—-1az =
ppcm(p+r—1,p), (P+9—1)B1=ppcm(p—1,p+q—1) etpB, =ppcm(p+r—1,p).

C’est grace au corollaire 8.1 que nous allons pouvoir simaléonctionnement d’'un

automate cellulaire sur un réseau hexagonal par un auta@@liiaire sur un anneau dans
le chapitre 9.



CHAPITRE 9

Simulation d’un tore d’automates par un anneau
d’automates

1. Introduction

Nous présentons dans ce chapitre différents résultatsyddation d'un tore den x
m automates par un anneau d’automates. La difficulté reviewmingderver une copie des
cellules du voisinage du tore sur I'anneau. Pour cela, neaissarecours a la technique des
calques que nous avons introduite pour la construction ditomate cellulaire universel
[33].

Le premier résultat, publié en 1997 daB§][ propose une premiére solution au moyen
de quatre calques sans requérir de condition particuliéries valeurs respectives dest
dem.

Le second résultat, soumis pour publicatidi][et obtenu en collaboration avec C.
Peyrat, permet de restreindre le nombre de calques a un orimafe trois pour des valeurs
particulieres den et dem. Dans ce dernier résultat, nous montrons également que notr
simulation est optimale en temps.

Le premier résultat est de nature essentiellement algaidile tandis que le second
demande plus de travail combinatoire.

2. Simulation d’un tore d’automates par un anneau a 4 calques

Le théoréme 9.1 présente la simulation d’un torendem automates qu’on nommera
par commodité des nceuds dans la suite. Remarquons qu'il passnécessaire de faire
des hypothéses sur les valeurs relativesndst den et que la perte de temps relative a la
simulation est sous-linéaire. En particuliernsk m et pour un anneau ld automates de
complexité en temp$ (N), la complexité en temps de la simulation sur un anneal de
automates ser@N.T(N). Nous énongons ci-dessous le théoréme 9.1 :

ng
o/ o) (&

Fig. 1. Une cellule de I'anneau.

Théoreme 9.1(Martin [36]). Tout automate cellulaire sU‘rQ"m (un tore demxn
automates) de complexité en tenmip@nn) peut étre simulé par un automate cellulaire &
quatre calques suify" en temps mifim,n} T (mn).

Preuve. Soit le tore d’automategr = (Qr,Gt,Ny,87) ou Gt représente le graphe du
groupeF?’m etNy le voisinage de von Neumann de dimension deux qu'il s’agdticheiler.
On construit 'anneau d’automates = (Qg, Gr, Nr,dr) 0U Gg représente le graphe
du groupel " et Nr le voisinage de von Neumann de dimension un. L'ensei@glees
états dear est obtenu comm@g = (Qr)3 x Qsync: On définit ainsi quatre calques comme

49
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il est décrit dans la figure 1 of€) représente le calque central (ou on réalisera effective-
ment la simulation)(U ) une copie du nceud «nord» du tofB) une copie du nceud «sud»
du tore et (Sync) un calque de synchronisation.

Il s’agit tout d’abord de décrire le «plongement» d’une ogunfation du tore dans une
configuration de I'anneau (et inversement, comment il essipte de «lire» la configura-
tion du tore sur celle de I'anneau).

On fixe doncv = o*@Y un nceud arbitraire du tore de coordonngey) et on décrit
n=ak, lake cellule de 'anneau d’automates. On défihitine application qui attribue un
état a un nceud du tore et trois applicatith€ et D qui fournissent respectivement les
états inscrits sur les calqués), (C) et (D) des cellules de I'anneau.

T(v) est copié sur trois cellules différentes (et sur les troigues) de I'anneau :

U(am(x+1)+y) — T(V)
C(a™ty) = T(v)
D@ DY) = T(v)

Inversement, pour retrouver le nceud du tore correspondartdlulek de I'anneau,
on utilisera :

T(a(kmodn)B(km)) _ C(|J)

(ci-dessusj|k dénote la division entiére diepark).

Le calque de synchronisation est construit de la maniévasta : on place un général
sur le calque Sync des celluleg—1),m,(2m—1),2m,..., (nm—1). Le fonctionnement
de I'anneau sur ce calque est régi par la fonction de transgolution du probleme des
fusiliers a deux généraux que nous avons rappelé dans led&hsn

Le scénario de la simulation est alors le suivant :

() le contenu du calquéC) est recopié vers la droite de proche en proche sur le
calque(U) tant qu'il n"apparait pas de «top» de synchronisation Gue I'état
contenu dans le calque (Sync) n’est pas I'étate feu) ;

(i) le contenu du calquéC) est recopié vers la gauche de proche en proche sur le
calque(D) tant qu'il n'apparait pas de «top» de synchronisation Gue I'état
contenu dans le calque (Sync) n’est pas I'étate feu) ;

(i) a l'apparition de I'étatF sur le calque de synchronisation (Sync), I'information
recopiée est a sa place et les cellules de I'anneau d’'autqreatent simuler le
fonctionnement des nceuds du tore d’automates. Une fois apétration réali-
sée, on procéde a nouveau aux étapes (i) et (ii) précédentes.

Nous ne décrirons pas plus avant la fonction de transitiofadéomate. Les opéra-
tions élémentaires de recopie ont été décrites dans madbétctorat 30].
0

La figure 2 décrit le plongement d’'un tore &4 automates (a droite) dans un anneau
de 24 automates (a gauche). Le tore est découpé suivantisesaebes de Jordan. Les
cellules de I'automate sont a I'intersection de la grilleoidale qui «pave» le tore. Nous
avons choisi un nceud particulier (numéroté 31) et son vag&mans la croix en pointillés.
L'anneau d’automates est représenté de maniére analoqumigtretrouvons la cellule
qui simule le nceud 31 et son voisinage dans I'anneau, comeré déns la preuve du
théoréme 9.1.

La dynamique de la simulation d’'un tore &4 automates par un anneau de 12 cel-
lules est décrit dans la figure 3. Chaque cellule est confartaelescription de la figure 1.
Nous avons collé les cellules adjacentes pour simplifiegpagsentation. Nous avons éga-
lement omis les informations de simulation ainsi que le eoatdu calque principal dans
un souci de lisibilité. Seuls les contenus des deux calqueares sont représentés pour
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Fig. 2. Plongement d’un tore dexd6 automates dans un anneau de 24 automates.

mettre en valeur le déplacement des informations. Obsemyoe la simulation d’une tran-
sition des nceuds du tore requiert 3 unités de temps, ce qeoefirme avec I'énoncé du
théoréme 9.1.
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Fig. 3. Evolution d’'un anneau de 12 automates.

3. Simulation d’un tore d’automates par un anneau a 3 calques

Nous nous sommes ensuite demandé s'il était possible dan@éles choses en jouant
sur différents parameétres : la complexité de la simulatiole @ombre des états. En fait,
c’est en s'interrogeant sur la complexité de la simulatiofil qpous est venu l'idée de
minimiser le nombre des calques et donc le nombre des états.

Dans cette section, nous proposons de démontrer le thé&2me

Théoréme 9.2(Martin, Peyrat #1]). Tout automate cellulaire sury™ (un tore de
mx nautomates) de complexité en tenfpsnn) peut étre simulé par un automate cellulaire
surl " si et seulement shetn sont tels que pgc@n, n) = 2. Sin=2 modm, le nombre
de calques est alors minimal et égal & trois et le temps ddatiouestd((n+m).T (mn)).

Cette démonstration est plus combinatoire que la précédetie passe par la décom-
position du tore en cycle hamiltonien alterné puis par uaregement plus astucieux des
cellules. Pour arriver a la décomposition en cycle hamidgtonil faut fixer des conditions
sur les valeurs relatives deet den. Enfin, pour calculer la complexité de la simulation, il
faut mesurer la distance entre la cellule qui simule un ncesd eopie sur I'anneau.

On introduit quelques notations. On dénote le torendem automates part =
(Qr,GT™ N, &r) ou Gy est le graphe du grougér™ etN = {1r,a,a~1,B,B 1} repré-
sente le voisinage de von Neumann de dimension deux. L'anteam cellules sera noté
ar = (Qr, GA™ N, 8r) ol GA™ est le graphe du grougéy™ N = {1r,w,w~1} représente
le voisinage de von Neumann&i : (Qr)3 — Qg la fonction (locale) de transition.

L'ensemble des états de I'anne@y est formé de trois calque®g = (Qr)? x Qsyne
On représentera donc les états de I'anneau par un t(iI€E, Sync) ou (M) est le calque
principal (ou sera faite la simulation(C) le calque contenant la copie d’'un noeud et (Sync)
le calque de synchronisation.

On noteN(v) les voisins du nceud = a'B! de coordonnéeset j sur le tore eC(v)
le contenu du calqué de la cellule qui représente le ncaud

3.1. De la nécessité d’'un cycle hamiltonien alternél.a proposition suivante ex-
prime une condition nécessaire pour le théoréme 9.2.

Proposition 9.1 (Martin, Peyrat 41]). Si un automate cellulaire su'r’-‘r’m (un tore
dem x n automates) peut étre simulé par un automate cellulair€ $uavec un nombre
minimum de calques, alors il existe un cycle hamiltonierrak dan@?’m, le graphe du

nm
groupel 1.

Preuve. Soitv un nceud arbitraire du tore et soidfitet Vs ses voisins sur 'anneau. On
peut exprimer la contrainte de voisinage sur le tore comiiwe = {va,va~1,vB,vp~1} C
{V1,C(V1),V2,C(V2),C(v) }.
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Fait 9.1. V; etV appartiennent &l(v).

Par I'absurde, supposons qug¢ N(v) —maisV; est un voisin dev sur I'anneau—.
Alors, C(v) etC(V1) doivent étre dans l'intersectid®(v) NC(V1). Sans perte de généra-
lité, on peut supposer q@v) = va, V1 =vap, C(V1) = vB. ll s’ensuit que{V,,C(Vo) } =
{vB~1,va~1}. Ainsi ni C(V>) ni C(v) n"appartiennent &l(V,) sur le tore, une contradic-
tion.

On supposera sans perte de généralitdueva L.

Fait 9.2. SiVi =va~1, alorsV, # va.

Par I'absurde, supposoiNs = va. Sans perte de généralité, on peut supposer que
C(V1) = vB. Cela implique qu€(v) doit étre dan®l (V1) mais ne peut étre égab® 1. En
conséquenceS(V,) = vB~1 etC(v) doit également étre dam(Vz) tout en étant différent
dev, ce qui est impossible.

On supposera donc gife = v et on s’intéresse\d, I'autre voisin dév, sur I'anneau.

Fait 9.3. SiVy =va~!etV, = vp, alorsVz = vap.

Par les deux faits précédenis,ne peut prendre que I'une des deux valeMs= va3
ou V3 = va~!B. Supposons qu¥z = va !B et considérondN(Vz) = {v,V3,vp? vap}.
C(v) ne peut étre égal ni¥B? ni avap car ces deux nceuds ne sont ni diifs;) ni dans
N(v) et queV; etv n'ont pas de voisin commun. Ains[vB2 vap} = {C(V,),C(V3)}.
Mais alorsN(V3) N {C(V2),C(V3)} = &, une contradiction. [

On numérote les nceuds;), ;. €n fonction de leur position sur le tore. Sans perte
de généralité et par les faits précédents, on peut chaisirlr, v, = o, vz = ap etvs =
a2B. On montre facilement par récurrence qye- al 7 1L'7 ).

3.2. Valeurs convenables poum et n. Nous décrivons ici une condition nécessaire
et suffisante pour décomposer un tore d’automates sur ue bgahiltonien alterné.

Proposition 9.2 (Martin, Peyrat #1]). Il existe un cycle hamiltonien alterné si et
seulement si pgcth,m) = 2.

Cette proposition se démontre au moyen des faits suivants :

Fait 9.4. Lorsque le pgcdm,n) # 1, un cycle hamiltonien alterné n’existe que si et
seulement si pgctm,n) = 2.

Preuve.Notonsd la valeur du pgcdm,n). On ad > 2. En décrivant le cycle hamiltonien
alterné, on a%’"[ﬁﬂ? = 1r. Cela implique que2%1 =nm, d’ou I'on déduitd = 2. Récipro-
quement, stl = 2, il existe un cycle hamiltonien alterné défini ma¥ B% = 1r, o'p' et
o 1B £ 1 sii < 0

Fait 9.5. Sile pgcd(n,m) = 1 avecnmpair, alors il n’existe pas de cycle hamiltonien
alterné.

Preuve. Par contradiction, supposons que le pgedn) = 1 avecnm pair tel qu'il existe
. . P nm . nm . . nm nm

un cycle hamiltonien alterné. Aloxs2 B2 = 1r; il S'ensuit quea 2 = 1r etz =1r.

On en déduit que etmdoivent tous deux étre pairs ; une contradiction. O

Fait 9.6. Sile pgcd(n,m) = 1 avecnmimpair, alors il n’existe pas de cycle hamilto-
nien alterné.

Preuve.Par contradiction, supposons que le pgadn) = 1 avecnmimpair tel qu'il existe
un cycle hamiltonien alterné. Alorsg%”flﬁ%1 = 1r; il S’ensuit queB%n =1r. On en
déduit quen doit étre pair ; une contradiction. O

En combinant les faits précédents, on démontre la propo$t2.
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3.3. Unicité. Maintenant que nous connaissons les valeurs adéquatesetiele n
pour qu'il existe un cycle hamiltonien alterné, il faut tv@n un placement adéquat des
copies des nceuds pour reconstruire le voisinage du toréasurebu. Ce placement est
décrit dans la proposition suivante :

Fig. 4. Placement des cellules.

Proposition 9.3 (Martin, Peyrat #1]). Le placement des cellules dépend de I'exis-
tence d’'un cycle hamiltonien alterné ; il est décrit par le¢ mo

v(a1) v vB v(Ba)
Bl ojapt ) e ta || et | E( laip|E
v(B) v(a1p) v(a) v(p?)

pourv = a'Bl la cellule qui simule le fonctionnement du nogild).

@) Vs V2 (b)

\V2) vV T T\
|
‘ |
|
\%
C(v 1
y (V)

Fig. 5. Mauvais placement des copies.

Fait 9.7. Si C(v) € N(v), certains voisins du tore ne sont voisins ni sur I'anneau ni
sur le calque des copies de I'anneau.

Preuve. Le placement des voisins du tore est décrit dans la figure 8)eou((b) selon le
début du cycle hamiltonien alterné. Nous nous restreigaomsseuls voisins du ncewd
étiquetés/1, Vs etVs. SiC(v) € N(v), alors niVy ni V3 ne peuvent étre voisins d& sur
'anneau. Ainsi, la cellule qui simule le fonctionnement\dene dispose pas des informa-
tions suffisantes pour effectuer la simulation d’une trizosi 0

Le placement adéquat des copies est décrit par la figure 4e Rat 9.7, comme/,
n'est pas un voisin d¥; et queV, n'est pas un voisin d¥s, cela implique qu&(v) doit
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étre dans le voisinage a la fois Weet deVs, comme décrit dans la figure 4. On peut donc
supposer que le placement des cellules est bien de la fornm&dgar la proposition 9.3.

22 14 6
» 13 \d 5 A4 21
12 4 24
11 3 19
10 2 18
» 1 » 17 » 9
24 4 16 8
23 15 7

Fig. 6. Placement des nceuds d’'un torexaélautomates.

3.4. Minimiser la distance entre un nceud et sa copieAfin de trouver le temps
de simulation minimal, il nous reste a calculer la distantesun nceud et sa copie sur
'anneau d’automates.

Proposition 9.4 (Martin, Peyrat 41]). Quandn et m vérifient pgcd(n,m) = 2, la
distance entre un nceud et sa copie sur le cycle hamiltoniemélest comprise entre
min{m+n, %'} et maXm-+n, "'}. La valeur de cette distance est minimale lorsgee2
modmet vaut 2n— 2.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposemgeian. Nous voulons calculer la
distance entre un nceud et sa copie sur I'anneau d’autontategtilisant la description
du cycle hamiltonien alterné et le placement des noeuds, utrcateuler la distance entre
alpl eta'Bla—1p oua'Blap~1. En décrivant les conditions du cycle hamiltonien alterné
pour une cellule & 'extremité d’un arc étiqueté pa¢resp.p), on obtient :a'Bipdad =
alBla—1B (resp.aipiadpd = alBiap—1). Remarquons que la distanog @ntre un nceud et
sa copie ne dépend ni d@i de j ; elle doit étre paire puisque a la faiset n sont pairs. Il
s’ensuit que le graphe de Cayley est biparti. Pour une edllliextrémité d’un arc étiqueté
para on obtient la relation :

i+d=i—1 modn d+1=An
j+d=j+1 modm d—1=pm

Pour une cellule a I'extrémité d’'un arc étiqueté Bam obtient la relation :

i+d=i4+1 modn d—1=An
j+d=j—1 modm d+1=pum

Pour une cellule a I'extrémité d’un arc étiqueté payn a 2= An— um Puisqu'il existe un
cycle hamiltonien alterné ssi pg@a m) =2, par Bezout, il existe, b tels quean— bm=2.
La distance @ = 2an— 2 est minimale lorsqua= 1i.e.n=2 modm. On en déduit que
la distance minimale entre un nceud et sa copie sur 'anneauathates dans le cas d’'un
cycle hamiltonien alterné esh2- 2.

La preuve pour une cellule a I'extrémité d’un arc étiquetéserait analogue. 0O
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3 8 5 2 7 4 1 6
w6 1 2 3 4 5 6 7 8
F E fa fa fa fa F fa
6 5 8 7 2 1 4 3
5
5 6 7 8 1 2 3 4

t+4

t+3

t+1

Fig. 7. Fonctionnement de la simulation d’un tore & 2 automates.

3.5. Fonctionnement de la simulation.Le calque de synchronisation est construit de
la maniére suivante : on place un général sur le calque Symcellelles In+1,...,(m—
1)n+1. Le fonctionnement de I'anneau sur ce calque est régi dantdion de transition
solution du probleme des fusiliers a un général (Lemme 3u2)fanctionne en temps
2an—1.

Le scenario de la simulation est alors le suivant :

a) le contenu du calque principal des cellules d'indicesspest recopié vers la droite

de proche en proche tant que le «top» de synchronisatioparaft pas;

b) le contenu du calque principal des cellules d’indicesairgest recopié vers la

gauche de proche en proche tant que le «top» de synchronisegipparait pas;

¢) a l'apparition de I'étaf sur le calque de synchronisation, I'information est bien

placée et les cellules peuvent simuler une transition du tdne fois cette opération
réalisée, on effectue a nouveau les étapes a) et b).

Un algorithme pour déplacer des informations de maniéretspme est décrit
dans B3].

Remarquons que cette simulation est optimale en temps.p@atent du placement
des copies des nceuds du tore sur les cellules de I'anneaufeEnestore est découpé
en tranches da cellules et la premiére cellule de chaque tranche devieggéngral pour
synchroniser la tranche aecellules. De plus la distance entre une noeud et sa copie est un
entier modulam.

4. Optimalité de la simulation par un anneau a 3 calques

Il est aisé de vérifier le théoréme suivant qui énonce qu’opent réaliser ce type de
simulation avec moins de trois calques en synchronisamétagpies :

Théoréme 9.3(Martin, Peyrat 41]). Il n’existe pas d’automate cellulaire sOR" a
deux calques qui puisse simuler le fonctionnement d’'unraate cellulaire suF?’m.

5. Conséquences et conclusion

Nous présentons ci-dessous deux conséquences immédidéesimiulation d’'un tore
d’automates par un anneau. La premiére utilise itérativgiieaésultat de simulation pour
simuler le fonctionnement de tout tore d’automates de dgioenfinie par un anneau. La
seconde reprend la simulation de Réka d’'un réseau hexad@nabmates par un tore de
dimension deux et la combine a la simulation d’un tore parrureau.
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Enfin, nous discutons notre simulation a trois calques diwa t'automates par un
anneau d’automates.

5.1. Simulation de tores de dimension finie par un anneau d’gomates. En uti-
lisant itérativement le théoreme 9.1, il est possible daigme fonctionnement d'un tore
de dimension arbitraire mais findg par un anneau d’automates. C’est ce qu’exprime le
théoréme suivant :

Théoreme 9.4(Martin [36]). Tout automate cellulaire sur un tore de dimensgioa
(k1 x ... x k) nceuds et de complexité en tenfpg]"_; ki) peut étre simulé par un anneau

de (N ; k) cellules en tempg ¢tk T (N ki)

5.2. Simulation d’'un réseau hexagonal par un anneau d’automtes. Dans cette
section, nous combinons notre simulation d'un tore d’auatim® de la section 2 avec la
simulation d’un automate cellulaire défini sur un réseawaberal de Roka présentée dans
la section 3.2 du chapitre 8. Nous obtenons ainsi le corellai

Corollaire 9.1 (Martin [39]). Tout automate cellulaire sur;™? peut étre simulé
par un automate cellulaire soiy™ pour n et m qui vérifientn = oy (p+r —1) — B1p|,
m= [az(p—1) = B2(p+a-1)|, (P~ Loz =ppcm(p—1,p+qg-1), (p+r—1az =
ppcm(p+r—1,p), (P+d—1)Br=ppcm(p—1,p+q—1) etpB, =ppcm(p-+r—1,p).

5.3. Remarques sur la simulation a trois calquesNotre premiére remarque sur
cette simulation optimale porte sur la synchronisatiomcByoniser ou ne pas synchroniser
est une question assez générale. Une croyance répandue éstitalgorithme d’automate
cellulaire qui est réalisé au moyen d’une solution au prmoleléle la synchronisation peut
étre réalisé sans synchronisation. A notre connaissarc&me ne sait si cette croyance
est formulée comme théoreme, ni méme si une quelconqueeiste. La simulation
gue nous proposons dans la preuve du théoréme 9.2 utiliserfent une solution au pro-
bléme de la synchronisation a un général. En fait, I'utii@ade la synchronisation s’est
imposé naturellement a partir du moment ou la distance entreoeud et sa copie dans le
cas optimal valait précisément le temps nécessaire a ldagymisation. Cependant, il est
possible de se passer de celle-ci en utilisant des signainp@r exemple13] a ce sujet)
et en déplacant les copies dans le sens opposé. Une rapaipties de cette simulation
est la suivante : il faut partager 'anneau d’automates enx degments de méme taille,
initier deux signaux qui partent du milieu et qui zig-zaguemntre le milieu et les «bords»
pour déclencher I'émission des copies. Cependant, potinc@n ce scenario, il faut éga-
lement avoir comme donnée la distance entre un nceud et sa @gite simulation sans
synchronisation, bien que possible, est beaucoup plusildifi expliquer et a mettre en
ceuvre que celle que nous décrivons ici.
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Résumé

Ce mémoire est composé de deux grandes parties. Dans la prenoiésesimulons le fonction-
nement d’automates cellulaires par différents modeles de calcul paradidhme les PRAM, les
XPRAM et les machines spatiales. Nous obtenons ainsi différenteggsree 'universalité de ces
modeles. Nous tirons quelques conséquences de ces résultats ddepoire de la calculabilité
et de la complexité. Dans la seconde partie, nous considérons les tegarabulaires définis sur
des graphes de Cayley finis. Nous rappelons la simulation de Roka muoépee mimer le fonc-
tionnement d’'un tore hexagonal d’automates par un tore d’automateéntension deux. Nous
décrivons ensuite différentes maniéres de plonger un tore d’auts@t@imension deux dans un
anneau d’automates. Nous déduisons de ces résultats la simulationsdéetalienension finie par
un anneau d’automates et celle d'un tore hexagonal d’automates paneau d’automates.

Abstract

This report consists in two main parts. The first deals with the simulationlofiaeautomata by
different models of parallel computation : PRAM, XPRAM and spatial hiees. We thus obtain
new proofs of the universality of these models based on cellular autoxvatdraw some conclu-
sions from these results from the point of view of computability and conitgldr the second part,
we consider cellular automata defined on finite Cayley graphs. We pditti@simulation of Roka
which allows to mimic the operation of a hexagonal torus of automata by a tfrautomata of
dimension two. We describe then various manners of embedding a foautomata of dimension
two in a ring of automata. We deduce from these results the simulation ofdabfimte dimension

by a ring of automata and that of a hexagonal torus of automata by afrsngamata.



