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INTRODUCTION

Nous nous sommes proposés dans le présent mémoire de
pagser pratiquement les singularitée sitwées sur le contour
d’un milieu pulvérulent non chargé dans le cas le plus général.
La méthode KRAVTCHENKO - SIBILLE permet en théorie ce passages

Nous avons ensuite sppliqué les résultats obtenus au
cas particulier d’une roue rigide reposant sur un milieu pul-
vérulent. Des €études dans ce domaine ont été faites par
MM. DUPERRIN, OBERTI et BOUCHERIE au point de vue expérimental
et M. STERENBERG du point de vue théorique.

Nous avons adopté les mEmes hypothéses de base que
M. STERENBERG, ce qui nous permet d'établir des comparaisons.
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Pour l'étude du sol nous emploierons les parametres
suivants :

59 : inclinaison de la contrainte principale majeure sur
1'axe des o

Ty et T : contraintes principales.

T~ : contrainte moyenne = S 3

2,
coordonnées polaires d'un point du milieun

< o

inclinaison de la contrainte principale majeure sur
1e{r9.yon vecteur issu de l'origine.

¢m 6

X : densité du milieu.

B -~ PROBLIEZE:.

Nous distinguerons deux cas suivént que le probléme
est symétrique par rapport & la verticale du centre de la roue
ou non.

ler cas : [2=0 C=0 H=0
Le probldme consiste & trouver g

tel que l'arc de longueur 2 &R en con-

tact avec le sol ait une force portante

- Q.



2e_cas 1 roue & la limite de petinuge :
C et HAO ; [»> quelconque.

Le probléxﬁe n'est plus symétrique, méme si > = O.
Ce cas est trés intéressant car il donne les valeurs maxima. de
C et H que peut créer le sol. o : b

} Nous verrogs par la euite qu'il se forme sous la roue
deux zones se rejoignant en un point P, repéré per 1l'angle o/,
Nous avons donc 6 paramdtres : € , Yo, r& , €, Q etH. Nous
considdrerons pratiquement ici que le cas [> = 0, geul cas que
MM. DUPERRIN, OBERTI et STERENBERG ont étudié, afin d'établir
des comparaisons.

Noua avons - donc 5 paramétres reliés par les 3 équations
: de la statique et la condition de limite de patinage. Nous ne
pourrons done fixer a priori qu'un seul paramdtre, les autres
seront alors déterminés. Dans la pratique, c’est Q qui est
donné. Pour faciliter les c¢alculs, c'est €& que nous choisi-
rons 3 Q, C et H s'en déduiront. -
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C - HYPOTHESES DE CALGUL.

a) Probléme plan”ésﬁ‘

Nous avons aupposé le problgme plan, c¢'est-a-dire que
la troisitme dimension de la roue, .§g.largeur, était suffisem-
ment grande par rapport aux deux-pregidres. Cette hypothse
n'est justifiée que dans des cas particuliers comme les grands
rouleaux.de compactage.

b) Roue rigi&e

La aussi, 'hygothése faite se rapproche peu de la
réalité si ce n'egt pou#,certains angins de compactage.

c) Plasticité parfaite sous la roue :

'Nous avons adopte pour 101 rhéologique du matériau
'la loi de Coulomb :

e

Y g T:"l'(a,’.c " (1le matériau considéré est
S B puIvérulent). :

Le sol est donc supposé & l'état plastique.;Si cette

'.hypothESe est parfaitemént valable au voisinage immédiat de

la roue, od les déplacemente ‘sont assez importants pour justi. .
fier une mise en plasticité, elle 1'est certainement bien
moins aux environs. Toutefois, cette: -restriction n'est pas
-g&nante, car nous considérons seulement dens l'étude qui suit
le s0l au voisinage immédiat de la roue. L



a) Cpnditiogs aux limites

Le systime

rermet en pr1nc1ne de calé¢uler en un point du sol les coordon-
ndes du tenseur contrainteo
Pour mener a bleq cette intégration, nous avons bvesoin

‘ : . de données sur les frontleree :
7 |
( - o) Y Sur OA celles--ci nous sont
\\\\N‘//// | imposées : le sol est non
. . . ChBI‘ é °
| g | ®

Coﬁﬁe'nous le verrons par ia'suite, ltexistence d'un
point singulier en O pour’les équations différentielles (1) et
le type de ces equatlons, nous imposent le chpoix de deux hypo-
thésﬁs : ’ ' '

# .
- choix de l°hypothbse sur 1°état de plasticité -maxmmum ou
minimun~ (existant) sur le contour de la roue,

- choix de. l“hypouhése sur la loi de variation de l“*nclnna1~
gon de la contrainte 3 exergant sur la surface limite roue-sol

avec le point du con Sour consa.dere°

Cet état et cette loi sont a priori inconnus.
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Toutefois, des considérations de physique permettront,
du moins pour la premidre hypcthése, de faire un choix.

Nos hypothdses sont les mémes que celles de }. STERENBLRG

Cas 1 : C , H etr‘.’;nuls.

Comme nous l'avons vu, le probléme est symétrique. La
dilatation linéaire du sol perpendiculairement & la ligne de
.contact sol-roue étant négative au moment de l'application de
la roue sur le sol, celui-ci est en état de butée.

De plus, le mouvement relatif sol-roue impose les in-
clinaisons de contraintes indiquées sur le schéma :

Le plus simple alors
est de supposer

constant et égal au
frottement roue-sol.

Ceci conduit au point P
4 deux inclinaisons
différentes de la con=
trainte, ce‘qui.est
génant physiquement. Mathématiquement, cette singularité peut
8tre passée comme celle du point O.

M. STUTZ a donné une méthode qui permet d'éviter la
discontinuité en P, en remarquant que sur 1l'axe de symétrie
cpP , > = 0. Cette méthode donne une loi de variation de
sur le contour de la roue.
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Cags 2 ¢ U ou H ou Ea £ O,

Pertons du Cas | et appliquons progressivement & la
roue un couple C ou un effcrt H. Le sol reste en é4nat de butée.
In effet, pour paszer dens un état de poussée, 11 Ffaudrait des

dplacements relatifs trés importants gue nous sommes loinsde
o

Toutefoisg, si 1 =0l reste on €tat de butée, 1'incli-
adisoen des contralntes va changer, du moins dans ls zone IT.
Le Tait gue ls roue soit & ls limite du patinage nous permet
de penser acue deus cette zcne, l'inclinaison des contraintes
est + © comme indiqué sur le schéma.
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i ar rapport & C .
MM, DUPERRIN et OBERTI ont montré en utilisant 1l'appareil ana-
;agique 3, dcut dimensions de TAYLOR - SCHNEERELI que le point ¥

Nous utiliserons done le schéme suivant

Lorsgue la roue est soumise & un couple, le point P
se trouve en Pﬁo
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La position de P$ introduit un nouveau parametre.
Nous feisons 1l'hypothése suivante : & chaque position de P
correspond un schéma d'intégration des équations différentiel-
i2g donnant les coordonnées du tenseur contrainte, donc & cha-=
que point P correspond un couple C. |

FNous prendrons pour P1 Lle point P qui donne le cou-
e & notre connaissance de jus-

e
®
=]
Lk
o B
8
1=
=1
o
i
]
g
&
o
3§ Rl
)
P
ﬁ
)
@
w»
fds
o,
'
o

2 choix 8i ce n*est par Lle falt gque nous nous plagons

Gans le sens de la séourité. Dianive part, cele revenant A fi-
n paramétre du probldue E{R 9 nous pourirons metire en

évidense d'une fagon plus nette les lois qualitetives qui régis-

eant les phénoménes étudids., Dans 1z comparaison aveo l'expd-
&

1
hése en congidérant P,
e

est & la limite de pati

idérer oflpn vaeriable.
4, ZTERINZBERG 2 wtilisé cethe hypod

comme position de P lersgue la rou

Do~ METHODE HABITUELLE DE CALGUL DU TENSILUR DES CONTRAINTES.

Pour un milienw pulvérulent Les noiations sont celles

oo f" 118;} (: Iiaha
1) Formules clssaiques :

En un point M{x,y) du maesif, 1'état de contrainte
1

est défini par les trois quantités Wﬁkg Vv, /%y, contraintes
ki

normeles el tangentielles sur les facettes parallidles aux axes
Oz et Oy passant par ce point., Ls condition de plasticitéd de
Coulomb f%% = U #?f impose une relation entre ces

‘«a

trois valeurs, ce qui permet de lesg e zprimer en fonction des



- 10 =
deusr pavemdtres W~ sr 7 -
¥

T ¢ contrainte moyemne = 1/2(9, + Vg)

4 ) . .

2 angle de la contrainte principale majeure avec Ox.
et N gont les conirainicus priucipalies aw point Mo

; 2. J o

IR el o B sine c09 2¥)
| Ty = (1 - ging@ 9082?’9)

./ x7 = GUsine gin2
i S (3 i

De méme, sur une facette dont la normele fait l'angle
svec l'axe Ox, les contreintes normales el tangentielles pren-
nent les expressions @

Ti’} = Q-.(!i + Siniocos 2(?“%)
Tt = T(1 - sinfcos?..(gp““()
P s T sing sin 2{¥-«)

d’oh les conditions aux limites.

°

2} Conditions aux limites :

Sur le surface horizontsle du massif OA, on a par hy-
potheése : U n = 7e D, et on se trouve en poussée ; le der—
nier systéme donne alors

e0

U =0

Sur le contour OB, on s 1°état de butée.



a)} Contreaintes inclindes a

sontour
5. -
- tﬁ QB%
in D
. sin ¢
m‘:"e‘a < - e s =
avec gin A Sin

conntour

e T{'ﬁ’*

==Srosur les normales au

donce ?;&*%A

suy les normasles su

({) _ g_—yﬁ

2

Au point O la fonetion %9 présente donc une discon-
tinuités Rappelons bridvement & ce sujet, ia théorie de
M. SOKOLOWSKI et le schéme A trois zones auquel elle donne lieu,

3) Variables de SOKOIOVSKI = 3chéma & trois gzones :

S5 €52 e 00 e ety e e c2em

Les équations de 1'équilibre indéfini écrites en fone-
tion de T et ?9 donnent le systéme, en coordonnées carté-

giennes ¢

8’0‘(4 + ampmch'\\

0

q_awwyfaunﬁﬁﬁ

f@mozﬁg Zamnf%;w&?gye >

Gﬂhfé&o€¥a4255«fvcaa%T%éé*auhayéga
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Introdulisons leg variables de SCKOLOWSKI :

g: ?{-&-w

A -4

7=A-7

Remarguons que l'emplol de ces variables impose que ¥
zine ob on les utilise. Nous

s

soit diffdrent de zéve dans le dom

avee Y = L2082 Log T
o

°

obtenons slors

ﬁ’@&ﬁ{fQ%y%)

?iji - g [ Oy /?E% = @ =

S (A5 P

o7 .k Nowz - 5 awn (C?:yq)

P (7(% ey, - C@aio c,m(tf.;./u‘)
semi-linéai-

Clegt un systéme sux dérivées par‘ta.elless

re, de type hyperboligue, dans Lequel la premiére famille des

bicaractéristiques est définie par les relstions :

g (P

égﬁ = a. ol



@Yy La seconde FTamille par les wrelations
L

gﬁ Qi‘i M

i

: "
(ﬁﬁz it

i

e

En Méecanique des Sols, les conditions sux limites in-
“rodulsent presque towjoure en un point, une discontinuité dans
la wvariable QD « C'est ce qui se passe dans notre css. Pour

soudre le n%obiemb SOKOLOWSKI & b&ti un schéma & trois zones
en wiilisant la mSthode du Ssut de PRANDTL., Cette solution
ntest quiune solution parmi 1"infinité de celles que l'on peut
sridre et gui sont statiquement possibless

¥l

@]

n
L

Schéme 8 trois zomes U £ 0 & 1'origine :

Dans ce schéma les zones I et ITX
sont limitées, d'un ¢8té par les
& frontiéres OA et OR du massif et

\ s0me T de l'autre par les bicaractéristi-
ques de méme famille OC et OD

- . dont les pentes 3 l'origine cor=
£

o

— " respondent sux valeurs qg et @%
) de %9 en ce point O. Pour relier
D ceg deux zcnes, le saut de PRANDTL

impose slors que dans la zone intermédiaire II toutes les bice-
rastéristiques de ls méme femille que OC et OD enveloppent le
point O. Les éqguations en varigbles de SOKOLOWSKI montrent que,
dans cette zone II, le point U peut &tre considéré comme une
bicarec+érlst1que dégénérée sur laquelle on peut appliquer ia
relation de KOTTER : & & -qg-a@"“% g?(f’—-— {(En réalité,

‘est seulement parce qu'on éemoatre que ?’(ou g } reste cong-=
tant au passage de la discontinuité en 0, que l%on conclui gue
ce point peut Btre considéré comme une bicaractéristique (cf.
Cours de M., KRAVTCHTNKO).
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. 'CHAPITRE IIX

METHODE DE MM. KRAVTCHENKO ET SIBILLE

La méthode de MM. KRAVTCHENKO et SIBILLE consiste &
- chercher au voisinage du ‘point singulier une solution de la
forme : '

rg_ (\pd (9)4. r § (9)4.. VPzQ:(O).‘... +Y‘MT”(9+...,
(1) -

(?)4 r 94-(9)-} r"%(&jh.‘.wr”%@ veoe

oh v et 9 sont les coordonnées polaires du pian quand on
prend pour origine le point singulier, T‘(@) et (/‘r(&) des
fonctions de 9 seulement et analytiques.

Remarquons que les identités (1) ne représentent pas
la aolution la plua générale puisque l'on n'y considdre qu'un
dévelo;:pement limité en r de U et &

Les équations de 1'équilibre indéfini, en fonction de
r et (/z ’ e'écriv*ent H :

(4 +m(» me,q«) zrm(mJa%’g_‘;:+;me@zy»%:

+ & Vaunp woesc%!: + 2 Campalf = ¥ oo
(2) : e % <
am e awa(//_;_a.é: + 20ewmpe m&%?_ﬁ‘_’. ,,.7_L//_ e p m%%d:

| + %_rm‘omqéa‘/' 2 G‘M(odwo%}é:-: —d"‘am&-
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Pour la suite du- calcul, nous prendrons ( = 1._ On se
raménera sux cas ol Y # 1 par un changement d'unité appropriée.

En introduisant les identités (1) dans les équations

(2), nous obtenons si nous limitons au 3e ordre les identités
suivantes :

[4 savnp (me‘{;,- 2r framlle -2t (¢ can2ifr om e}g))]x
(78 'G) 2001 ) o)
ainp .[m W 2r cantle 2 rt(fhmeg o a»a%)]

o MC[MZ‘I;.;ZV%WZ‘[;’.Q. 2 a2 s candt)

|20t et (g e
(A% A% | edi | 3dd |
(TG~ 5 ) |
(e e .2
oty -2 ain 2 2% dmatl o)
-2t 2 a2t (- 2 e 2g)
+ %—(R-&rWe—r‘Qa- raﬁ) M(’ xjcamo 24, _ 2"%4”.’2“8
| = Zr?fg’czaalsg-f%aaéti}f)ez r‘(_z’f-}fmsz“ (g - %Z’j‘“zé

E Coo B :

(2 vis) |
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et

| me[mw‘, +erifeed vt (-4 %z%; % ca ag)l,‘
(Tr2vr T2 42 reog) |

+2 (T rTis et )ame (v 2rd + 302, )
[we%», vl ant 2 vt (Y laney 4 cf‘ao‘nag;j
+ L{/i- aump (mw;, -2 ome%k-2ry zcaoaP+$4M£}gj)

2.r8( 2% feae2f - (9‘-..‘*)«44290))]

(dG‘ v, 20 30\@) ,
do T 39 e

-+ -—-(V.wrf".pr Tz,.pr'gT')om‘D(& ....r:é¢ ;’0;%4}*%

[m@{;+ 2r (peaotll s 2?4 By 2%, L coo )
Creril Y hannte (%-2 Z’?m&%}]
‘+ 2 (GurTar?Ga r’g)m(vx[:vh U+ 21 Frean2f

R R 2 e

= —-4mb
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2z
Identifions les termes en ﬁ'.. y v, r  ete...
r

L'identification des termes en .’.';- donne :

(3)

(4) (Me_m.e(@ d%: _ ., , a'od deux cas A distinguer

(4
ier cas | ,
cao?.%: Amr soit SP... -.t./a.. | (9:..: ..‘722_'_"..6)
(3)4 s'éerit alors o;‘,—(gg * 29, k%e =0 $ on est

dans le cas de la singularité de PRANb‘l‘L.

2e cas :
¥ # :“_'/a_ alors gﬁg =0 Vo = constante

-81 U £0, (3) donne 1 « d___—q) = 0 soit %:-&49’
a’od (P (,b 9 = constante. :
Le point origine n'est pas un point singulier.

-S1i g3 =0, alors 9(; est indéterminé.
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Pour étudier ce dernier sous-cas, pbursuivons l'iden-

tification des termes en r°, 1*4 etc... dans les identités
2 bis. '

L'identification des termes en r° donne, aprés avoir
résolu les équations par rapport sux dérivées :

L

Al 000 - wnpcas(2% +8) - Sicasts
do ~ zTieine (castt _oinp)

(5)

AT . Temely— am@%+&)

Ce systéme définit (/0 et U4 en fonction de la va-~
riable @' et des constantes du milieu. Il n'est autre que le
systéime donné par M. SOKOLQWSKI dans le cas d'un probléme aux
conditions aux limites homothétiques dans une homothétie de
centre le point singulier. En effet, dans ce cas, les termes

9/} T, c>Ad sont identiquement nuls.
'

L'identification des termes en ¢ donne les équations
suivantes, résolues par rapport aux dérivées :

d% _ A
e - ZWM(’(WZ%_M@)

(6) | + Z-CI,LOWJ((ZQ—, %‘{umzsg ..-.4“,‘.@2%.@ .(ng‘.aa'd)

- Zam((cna&fé d.. %’% (wz%- amdl

dq;.___ 29 am 2% - 40‘9‘40)9{/ 4(:4-2-)_
ds ' 6002% C

Zﬂl(omcama([;-)) |
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2
Enfin, l'identification des termes en n conduit & :

A, A _ 30=( | cwrpems
46 znmc(w(z%)-mc) 80;(‘ e &F)

+(‘°’%3‘ﬁt‘f‘f”€)[? 24 aunp 452 Jo ~2°e 58 = 2 %

-‘ZWEAuQ?‘“e *‘4“72?ﬁ““T’2;r3"'zqz‘“"('§§%?

+Ic>¢'q'awnfu.é?c‘dwué}pZQ&un(um»2?5(9° -n&@“’l)
+ 2ounponzl (T TY) (e 2% s

(M)

dn . 4 . 3 o (AT, 5 - d |
as - @ 2% _ainp SR z%’&“?/’jz*w%‘j

Ainsi, en intégrant par une méthode quelconque et,
~successivenent, les systdmes (5), (6), (7), etc... nous obtien-

drons les différents termes du développement limité de T~ et

En pratique, il n'est pas possible de déterminer le
rayon de convergence de (1) et d'écrire explicitement les ter-

mes d'un ordre supérieur 4 3 étant donné la complexité des
équations différentielles.
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Le systéme d'o,rdre m s'éerit :

13

de

. . tom o
{"('Mﬁ Tasy MZ“":“ "m(’(ao = '@t ) qu

m%k}« MC ;4":4‘.‘.‘

-bs cqanﬂa« “J"q-)’l“z"‘w'e(a H»’"'Y)( eﬁj'{-ﬂ q?)

cao

+ bo u-g-—-m(q—é-é? ;-Hg&'.p SL))-W((Q éi-rm-/ %Q.
+ &, &.Mmgg d‘”) Zm(o/ (Tﬁ/éé‘;#)

dal

- bo ﬁ-mu( f:f’i ogﬁ_}) 267 amp «
(ie-wgédw A’ﬁw%ﬁ

»t/

- eotp(n ZL, g -b 2 )

I=/ /s/
d% -

A&

= (4. Mcm 2?)(»!@ T+

29 a«me(w&% mp)

+ame ”.#.57__””.5 /T’._. Zam(a Y'”{ ?"‘J Zﬁ?)

l=0

o {T«w‘ v 2omp. fzsml/ ﬁ &g-yfjfzn.@zé‘gg

+zm(oﬁ‘ﬂ ﬁg- Mf[ o(m+_) F‘ﬂ+b ésmﬁfn 3 G‘

SO

d«"
Q
+a, %‘-mﬂ ‘x*xr Zb H'A" (T %z‘:)*la&' ‘P ?;,)— 33'

(X w1

+éa,[%..”( ﬁa*ﬂpﬁ””ﬁ' 4,,‘7. +2l>, ﬁ.m T Qa,
‘*S'M(r é’ ,e,&ol% o2, ‘:;’"'"‘1(«* ?f : % %';ﬂ)

+2-0‘(b @;’” 4y 4% +4, + 2 ‘g?-)ﬂ" %Sm‘ﬁ"'é]]’
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)

ob &; et b, représentent les coefficients de r' dens les
développements de sin2£[; et eosZ‘Sf .

- D e w e wu
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- CHAPITRE III

ETUDE DES COURBES INTEGRALES

A - ETUDE DES POINTS SINGULIERS.

1) Etude des points singuliers du premier systiime :

A% _ @Q—M(’W(Z‘{*o-e@)-‘%‘; cas’e 4
sy | 48 297 e (a0t —ame)

AT G am 2% — om (240 48)

d6 Can 2y, — o

Les singularités du systéme (5) ont été étudiées par
MM. RAVIZE et HEURTAUX en utilisant la méthode de H. POINCARE.

Rappelons briévement cette méthode : on introduit la variable

auxiliaire 't , définie & une constante additive prés, par

| do-—u__(g‘-’- = CM@-Mfoa,o(&c/*,-c-@),-C"’mz(o
(5 bis) _ZWM€(WZ%_M€)
4L - 2 5 awp (cas2tf, - 2o
g'z.i'? = 2 Game (@ air2¥, - om (24, +6))
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Les saeceouds menbrss étant holomorphes cans le voisina-
ze de tout aysténe de valeurs initiales, les seuis voints sin-
caliers de (5) sont donnés par

d% o & ) AN b
R T I Brera e &
o3 ot olk
D'ou deux lignes de points singuiiers
e K v oo (BrXe)
o —- "_/"’,/ i = |

cosf

oo

-
—

o
o
i
*
—dh

: 80l en état de poussée
_X = = 1 : 30l en état de butée.

Ces lignes coincident avec la limite de la zone de
RANKINE,

Pour étudier les courbes W(Q) et L{; (9 au
voisinage des points singuliers, nous posons :

. caé(o(w?XQ) X Du.. | |
T %)(/,,g

9" “*7‘3 ol

C@ocg'i})(e) | ) - X/‘_

et 0< sont les coordonnées d'un point singulier et %) 3)911
des infiniment petits.




-85 =
Tt En portant les vaiiaura ci-dessus dans 1les équations

- (5. bis), en linéarisant et en intégrant, M. HEBRTAUX. a obtenu
1es expressions au:lva.ntes :

y/.—-X/u, + (B%-r L) mra( 4Xw(ocm(o?+x€>b

[Bt*c = XB ]
L 4M(o caa(°(+)(c)

4 WP("ZFX‘“MC an G&’-(-Xét "

cw"c

[(w xwwmx))(e,m,) +
(Xome M(olf)(e) ..J.)] e

b e cas (J+X()

od Q, et C sont des constantes.

- Le point singulier est atteint pour t = /( oo

d(l/"',i A

de 4 XMC m'@q;)(e) E o+ E—B_
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2he Toutpé les courbes (/:( 0) ont une tangente commune
au point singulier. Il en est de m8me pour les courbes 07(0)

Nous remarquons d'autre part que le point singulier

est un point 4'arreét pour les courbes intégrales.

2) Etude des points singuliers du deuxidme systdme (6) :

d% . 4
de 2T eume (cao 2y —sinp)

sty (4505

(© +m§%&~m—‘fs- A (tao ey eing)) + 2. (auip cose;

_d_2 Me(cme%-‘*"z’)f‘“.’(%(m&%‘%
dq‘;_: zumch‘o~4n(ﬁa"h ' 4.&)
cao 26 _ Amf |

Lt'étude des singularités du systdme (6) se présente
d'une fagon assez différente de l'étude des singularités de (5).

o]

En effet le systdme (6) contient d‘une part les in-
connues propres & ce systéme : §, et ‘-If et, d'autre part
les inconnues du systime (5) . q; et % .

Les deuxidmes membres de (6) sont holomorphes dans le
voisinage de tout systime de valeurs initiales de sorte que (6)
est du type étudié par H. POINCARE.



-27 -

Introduisons donc la variable auxiliaire &, de la
fagon suivante :

d% oW : : ) o

dt, " db :WM((‘“"”‘““‘@ -2 % I (-sing oot¥)
-g&_g -a-éélco') 3“— 0"”‘3“'3 “M(’) 4“"‘"4444(04#\{‘};)

(6.1) .0.‘_?._..- 2 \rmc[m‘ ain &, - 457 4 o (d }

)

de fagon que les deuxid®mes membres se mettent sous forme de
polyn8mes aprds développement de TAYLOR au voisinage d’un point.

dA,
v
ak,

Les poinis singuliers de (6) sont donnés par :

do—{"dl{'}-dgz;o E:
0&'4,—0(*; -au—d.

T oo

—~o donne (/,’:. - X /4— comme pour le premier or-
dre, donc® (@ - & d'aprés III.A.1)

o(WZ N dq{ =~ o sont vérifiées quand (/7: - - &“

ar,
et O= o quels que' soient V7 et

Nous sommes donc en présence d’un plan de points sin-
guliers dans l’espace ( ¥, q;/s)
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T muRr

% mun
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Les deuxilmes membres de (6) dépepdant da.V; et "/f,’
nous ne poyvons pas lindariser (6) seul, mais (5) et (6) ensem-
ble.es, €' es'gr-k-divref que, aagg la linéaﬁaation_;;de' (6)y hy &,
et doivent &tre considérés comme des inconnues, a priori
1nfint;en.t petits du méme Qr&re que 191,_ et £ introduits ci-
. dessous. ' | LR

r. ko) g =y"—&«*£

Caa 0

o Bedey e Texh, Yot

od Vzo ) %, et o( sont les coordonnées d'un point singu-
lier dans l'enpabci(vz' %, 9) . |

. Nous distinguerons deux cas :
a8 Vo

R T

et ‘v‘/,’, Fo ou 1'un des deux seulement #o

. Fous ne traitons que le cas od Yoo ot %, 20 .
Les autres cas conduisent aux mémes résultats.

Linéarisons"(6.1) I |
y A\:(&.é e 8 Eﬁ% @f(w)@[-e Zo “"‘Q(’g, .. (ﬁo x
6.2) | . (’%_(M +X°9;‘CW(J+X€))¢ZX@(>WZJ+J(e)?o-enw%)
| Hy == X et g s Yok conr k)
4 echm@)+xc)go -4, cn.aa(o]‘_'z, Vwrw'e(ox
4 X ompe cas (V+ Xe) P,




- RS
0 -

S 3‘? - l'm vov'one que $ e -
PO 0) ___X ew\e cao AF Xg_)_ y”O)
;:'Io}:;:q . REEREC S
= x? :3?)4,;11);01t ,V)‘. (h) _ "e AM(’ Znﬂ-a ("2"’ m 9 (‘-)

sy, 6
la constante d°intégration est nulle car oot - £ s'annulent
pour 14 m&me valeur de b4 . e e

. La deuxiéme équation de (6.2) s':lntbgre facilement en
rqp%lac;gn)t e, 0Q° et 9»,‘ “pér leurs vafeurs trouvées en
II1.A.1) e%, en remarquant que 3

I T Y, ] d@_
3 %-H;4XMCW(Q+X®P

PR A IR S ), ;*—dt veud [Teu-

- éxuMccaa(MXe)Jau-J - €020 m‘g(/ow

9(0 = -t'[ z.oa'or-r ?—xm(:vca;{@-k)()(/a]

, + Lo%‘l,-t -4 "
&@"" °© avec t 4MF m(c?(-Xc)

y (t) ne peut Gtre considéré comme un 1nfiniment petit. '
. , oo / "* /
Il nt exiate donc pas de point singul:ler a &:l.stance
Pynie (le point origine exclu), = -

i

+ D"e.



Les courbes admettent une asymptote que l'on trouve,
en posant : ‘

ds
T

o 133 " avee Uz -» oo .jpS?ﬂﬂr 0 . et t—#»jgﬂ
[ ' |

Un calcul d’équivalence au voisinage de E =rJ(cb
conduit & : '

0z, 2 Xome e(diXe) g o

o <
% casp

qui représente la direction asymptotique.

_b_) Q‘;.o‘-:%o'.:o

Dans ce cas, nous ne pouvons pius linéariser (6.1),
les termes du premier ordre étant nuls.

Nous devons considérer les termes du deuxidme ordre :

NOPK: E;;cm*@ o@[@ by ) s

B (3 (e X i cand ) Xt cnnlde el hco (9]
G0 L (1) = 4w cammlanhe) [_ thof,ate
g'\(e}(“‘"”"l*“x”‘"“("“(dfxe))-ek’mem@lfx()g,m.mL%




- o ey va
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La relation (6.3) est toujours valable :

.: _ 2  awine oao(ohJ(Q |
oo by sl oy

Portons'(6°3) dans la deuxidme équation de (6.4), et
comme en a) remplagons go ) g, et A, par leurs valeurs en

- fonction de f s

&’(E)zgil.g}(mcm(ouh)t, &j&] |

3

&(9 _ D %p(-gXM(’mo(d+5(e)l:)

d'od : E + %
(6.5) - | |
R . eXeheanlesd )y
Voo = L= 0 .o représente donc un point sin-

gulier pour (6.1).

Au point singulier, les tangentes aux courbes sont
données par :

d¥, d¢  d¢ '
dzf =df)‘d§l"’0avec é*X“"
de mé&me :
d 0z avec t—»X‘”

A6 T °



wj}-

Toutes les courbes intégrales admettent mé&me tangente
au point singulier.

Remarquons d’autre part que le point singulier est un
point d’arré&t pour les courbes intégrales, comme au premier
ordre. '

Remarque : les valeurs Uzo =o et =o représentent le deu-
xidme ordre de ¥V et {~ dans la zone I de RANKINE. En effet,
dans cette zone, les valeurs de Y~ sont homothétiques par

rapport & l'origine et ﬁf’ est constant. Tous les termes V; et

) 2 o
9?_4 pour | > sont nuls

c) Conclusion :

| Il existe deux points singuliers : <P, = V7 =0
et le point & 1'infini dans la direction

G . 2 foinp can(dr Xe) & =
¢ = %

3) Etude des Qoints.singuliers du troisidme qzstéme (7) :

Cette étude est en tout point semblable & celle faite
au 2) pour les points singuliers du deuxidme systéme. Nous
nous bornons & en donner les grandes lignes.

Les deuxi®mes membres de (7) sont nolomorphes dans le
voisinage de tout systime de valeurs initiales.
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Le systim: (7) s’écrit :

LAY
Ao

it

|

‘ _ {-dmc( +VLf”)(€, - )

C@o@% - M
(

+ 2 am e - éx.wqc (j’((;/.____H, O,LP)]

s 'ds-
d&

>

e

AN M(-"

d%

- & T awm fH)
e T Wf“_*lﬁ““@%

...\i’.u /'§0 “—:(-f/w ) ‘
| AP “ZM(

+ - 1
2. q‘,amc,(me(f;__m()){'3@(A-chcao?ff;)

 AG
(% priie dq})

2-7",’ 7(0 BAM -‘ZS‘{,
'd9

2 ame o €‘/’(W‘ ‘ﬁﬁrqﬂa 5>l
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% Nous introduisons la variable auxiliaire (':4_ par

e ot d8 et
.Q‘;_;’:—_ ?.-,QTW({?’“:’“M%% %’g - ewf‘(qqi*w)

(7.1)

(?%*55%).‘2“6’77 (55 Z'aua)J

_ 5q;d§. (A,M(omev;),atkm(w%g |

(% RF"ZTZ“' ) 2awme o 24 (G4, + 12,

_@_9_,_( ,
ol f

o-a_-adonne %z—&/gr.o(
d% o7

.aF. : — =p Sont identiquement vérifiées.
]

b

Nous posons : z = w--r gz. G = G+ ,Qb
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. Les deuxidmes membres de (7.1) contenant non seulement

TS et Y5 mais TG ;) F et & , nous devons linéari-
ser‘(s), (6) et (7) en mame tempp'en considérant 3 3; ,33 '
9 comme des inconnues, a priori infiniment petits du

mdme ordre que et .

o B

Nous sommes emenés & diééinguer deux cas :

8 et T3 po

Ce cas conduit comme daas 2),3) A des fonctions-a3
et g ‘tendant vers 1l'infini avee t’ alors que, par hypoth&ge,
ce sont des infiniement petits. '

11 n'y a donc pas de pOidt singulier & distance finie,
l'origine exceptée, et un calcul d'équivalence donne la direc-
tion asymptotique : ~ f

_\x_;_ _ e.)(/.wue W{dt&)
%, cao—"’(

D ==

Dans ce cas, la linéariaation;n‘gat plus possible.
Nous devons donc considérer les termes 4w’ deuxiénﬁ ordre.

Nous obtenons :

WORE2EY ;;(“*’@ Loy
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‘puis H W
™ ?&[ f < |
8).{4)(%(’6“(0&)(6)— —
. -é- J

L'équation sans second membre' donne :

‘ﬁ: £ exp (= 12 Xampcoe @+ L)t
¢ E+ o
8

od E = constante.

Faisons verier la constante :

T
=D %P(4-XWW@#X()!')[4 X/M(vau(df}d . 4%’

<

- E= .'D[ @}XW((‘O(J*X))/W(4X"‘M€L.¢4:Q+X()Edj_

+ F
L'intégrale qui figure dans l'expression de E n'est

autre que 1l°exponentielle intégrale E x (4)(“"(’ C‘o@f J({) L—)
" du moins au voisinage de 1°infini.

.u.
Or. au vois:lnage de t oo £ ((e,

= e >>/ﬂ,
'Do“!‘lcz'_

E 4; D mp(4xm(m(o[w(f)\-) +F
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et g . .D%b( XXWW@(«*@ AR emp(-n)(ﬂpm{d%}ﬂ

C
; RN %‘Ug‘i\
19135,_ vaMMrCM(lec\ g,
caste

Au point singulier les tangentes aux courbes sont don-
nées par : ,MM ot

e vt

%‘-‘”ﬁ-(%-) PR v

\ e . R o~ e Y .
’ : RTINS V0 I <.
il i

Toutes les courbes intégrales ont m8me tangente.

I:e point singulier e8t ‘éncore un point a'arrét pour
les courbes intégrales. :

KL

! : ENZY
Les aingularités des systémes (6) et (7) coInoident
avec celles de (5) : ‘£ o Coci est valable pour
tous les systimes suivante eorreé/l:dant aux termes des déve-
loppements limités de z’et 0. En effet, dans les expres-

sions de Q_;_g; et %‘5 appara!t toujours au dénominateur

la quantité éao{"/«' { . Mais les singularités de _’
l'ordre deux et au-dessus neé sont pas du méme type que celles
du premier ordre. Le systime (5) admet une ligne de points

4) Conclusion :
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singuiiers alors que les. systdmes {(6).et (7) ont un see) point
. singulier & distance finie ~le point origine~ et des branches
infinies de m&me direction aaymptotiqno. C'est de 1A 'gue décou-

.. lent les principales difficultés de. l'intégration numériquo des

éqnntions différentielles-

-

nﬁtt-‘:‘-W*‘:O}B‘:“-“

qui représentent dans l'espace & 3( + 4 dimensions le seul
point singulier 3 distance finie sont précisément les coeffi-
cients du développement limité de U et & sur la bicavectéris-
tique limitant la zone de RANKINE dans le cas d'un milieu pesant

pulvérulent non chargé.

~ Les antres points singuliers sont & 1l'infini et don-
nent des valeurs infinies de certains cff et T . Ces points -
singuliers ne peuvent donc &tre utilisés pour le‘paaaqu de la
singularité & l'origine. Ceci est évident d'aprds le raisonne-
ment fait dans le § II, od l'on distingue le cas du massif
non chargé, qui conduit aux systimes (5), (6), (7), ete... et,
celui du massif chargﬁ qui conduit au paseage de la singnlarité.
par le ‘saut de PRANDEL



. B - ETUDE DES COURB.L3 INTEGRALES. CONDITIONS AUX LIMITES.

1) Courbes intégrales :.

' Les deuxitmes membres des équations différentielles des
eystémes (5}, (38) «t 17) étant holomorphes dans le voisinage
de tout systdme de veleuws initbales, il ne pazse par un point
de 1l'espace, différent dee points singuliers étudiés en A),
gu'une courde intézrale et une seule.

Or, touses les courbes intégraies du premier systime
passeﬁt per 1l'un des pointes singuliers situé sur la ligne de
point singulier. Les courbes intégrales passant par un point
singulier donné éngendrent une surface; puisque cela rev1ent B
fixer une condition géométrique supplémenta’reo T

Pour les sutres systémes, le raisonnement reste vala-
ble, la ligne de points singuliers dégénérant en um point sin-
gulier et une asymptote paSéant par ce point. Les courbes in-
tégrales passent par l'origine engendrent une surface.

2) Conditions aux limites : Ty

Nous intégrons les équaticns difQérentielles dans un
domaine limité par le contour de la roue et la derniére bica=
ractéristique de la zone de RANKINE. Les ccnditions aux limi-
tes comportent donc deux parties :

g) La bicaractéristique limitant la zone de RANKINE,

T 4 (/— sont imposés sur cette frontidre qui coincide
avec la ligne de points singuliers.

§L= v.*i/u c~=,12221g12gj

e
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. Pour.un probléme particulier, o( et sont des don-
néea. Cela revient & faire le choix d'un point singulier.

.. Toutes les solutions des équations intégrales satisfai-
sant & ces conditions sux limites sont des courbes situées sur
une mdme surface dans les espaces ( ‘-/’ Gy 3) . Cela va
nous permettre en b) de trouver les conditions aux limites pos-
sibles sur le contour de la roue.

Remarquona d'autre part que et f sont continues
au travers de la bicaractéristique limite.

b) Le contour de la roue.

Comme nous venons de le voir les courbes intégrales du
premier systime par exemple sont situées, pour un probléme don-
) né, sur une surface.

Pour avoir une solution du probléme, nous devons donc
nous fixer sur le contour de la roue la valeur de ¥, ou de G-,
q, étant 1 inconnue, c'est % que nous fixerons. La droite
g ‘/: (Cf:), , 8-\  coupe la surface intégrale en un point
" (que nous supposons uniquc) et, par ‘ce. point, 11 ne passe :
qu'une courbe intégrale (9) (9)

Le raisonnement est valable pour les autres systimes
différentiels.
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Pour pouvoir réeouare 18, probl&me, nous devona done

mnmr donfier 9» (ﬁ \ete".,., c’ee‘t—h-diro 9" snr le cobtour
de la roue.

ok -

TG egy directencht i‘ié’i l‘f‘lu’ciinaison S- des con-
trainted sur la roue par 57 il

C/’ 9-»{4'& M {(1-4)

o A(B) A%M ::4:;
S Y s

A~ B . . e

M- U

ot O est 1'angle polaire du point du contour considéré. ‘7“

st dohc directement lié A’ 3"’(@ hiu sera la donnée fron-
tidre sur la roue. o e '

3) Calcul de 517 sur la roud’s - Comk o
v};»,'I-'équvati«on du cbntpun de la roue est :
sz (’\...9) ' 2
Posons £-8 = 4 . Au voisinage de 1'or131ne o
R TR T
rra 2R »7 : solt > C - wxt e
=R et T

Y Y voisina.ge de l'origim, nous connaisaon\.)ipa déve-
loppquuts de T(&) qui est une donnée et de A(s_) lui; @8t
diroctenent 116 :

FAIR

ey 5-(&):' 5—5,.’. S-l'?* 3,

A (&) = Ao + A‘?..'. A?. ?t‘
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Lt, puisque : C/"c. 9 - r( -+ 3.(@) -Zx A(@) - ;Z‘(X"i)

. (> Rd Ao 1 y"XA 5- XA
. E_%__;éc_(;_x)_r( ; ) ( OZ 2- z
d'od :
d0-XAo
= o Z.X + Z-;.T:- (/-X)
.4 /3 -4
%/ T ZR ! 2 B I)
o dz-X 42
%‘ 4r2 —z
Quand f est une constante sur la roue :
2_; == 52, = A = Aa =0
. 7 ?o X 4o
et: = T (1-X)s 20E25
R TP
De la définition de A
am A = ..i.“.’.f’_{ nous tirons :
M \
¢ 8, = Ancain 0%
puis : 4, = 0, cas Jo
CMAQM

A, - Al d, A cados  sids 5°
Cas A, ' ane * 2ame ‘



INTEGRALES DU SECOND SYSTEME

.

CAs DE LA BUTEE
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4) Conditions sux frontidres particulidres :

Comme nous le verrons au chapitrg suivant, nous inté-
grons les premidres équations différentielles 2 partir des
‘données initiales sur la roue. Or, pour :

GP _._J(‘l‘ — tJbA@Q+-x<>‘
e = /L / Wa cao q/ ‘
.sur le contour de la roue, de . ié_JL,'... etc.. sont
e de-.  do
1nfinis. L'intégration nunérique n'est plus possible. Si 9“ '
ou le contour de la roue est une bicaractéristique, ou une //57
enveloppe de bicaractéristique.

a) Le contour de la roue est une bicaractéristique :

I1 n'est plus nécessaire d'intégrer les systimes dif-
férentiels que nous donne la méthode de MM. KRAVICHENKO et
SIBILLE. En effet, nous pouvons intégrer 1l'équation de KOTTER
le long de la frontidre :

q-(ol(}qols) }(___a:;dr--)( h’r(w,& am §) x

o gyt )
T cane s (B dp)
b) Le contour de la Troue est une enveloppe de bicaractéris-
tique :

Ceci est en particulier le cas lorsque J = - '
butée. KARMAN g démontré l'existence d'une approximation per-
mettant, dans un premier pas lors de l'intégration, de s'éloi-
gner de la zone ’ q infinis. :

de aAs
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Nous donnons ici une démonstration voisine.
Pomons : V7 = a4 b & =--—)§L+E‘

ot L‘. et £, sont des in-
finiment petits de méme ordre,

A 2 2
Alors (O ~ A+ t'u 9. e '( + €, 9',. puisque
: %Sbet LA sont infinis sur la roue. Vérifions
N & ae 9 7
que &, et 7 gont des conatantes.

En portant ces valeurs amé le systéme difﬂrenﬂel,
nous obtenons '

LB . 2 €, cmp
cas (ke Xg) - & caep

€e.0, ., 4E€ T amp
o (L+ {e) - Teasp

2 2
o  £'6 48
da*od é, ~ <€ &, WT J/%c xx
5, et 9@ sont bien des constantes.
Si nous prenons comme référence 9-— '( p

e 8, - [ 2 €." T, e . O_A
cae (A X¢) - Trease
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£°z= 3 colt W(A*XC)_ = .t )
K(o-) = (==ld) 4. (. 40)
(e ) X (=29 ) (o)

de m8me : U -T = /l-;-ezqu(’ (%—&-X/&)

ot VU], est la valeur de U sur le contour de la roue.

-

Comme nous le verrons par la suite, nous n'intégrons
ras les deuxidme et troisidme systimes différentiels & partir
de données initiales sur la roue. Il n'est donc pas nécessaire
de trouver dans ce cas des expressions approchées de L/;ﬁ
et Gi,a .

c) Limites d'utilisation du schéma de passage de la singu-
larité.
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CHAPTTRE IV

CONDUITE DES CaLCULE

s s

Tous les calculs numériques ont €1%é effectués sur la
machine IBV 7044 des services de Mathématiques Appliquées de
St Martin d'Héres. La programmation a €4é réalisée en langage
ALGOL, Ls traduction en langage machine o été faite sur machine
IBM 1401, au moment du passage du programme en machine IBM 7044
suivany la méthode habituelle.

A = SCHENA GENERAL DE CALCUL.

7

£
o} A
?
Eep et %ﬁwwe. T ?
N—-e, = | o o8
.
o™

Comme nous lfavons vu la méthode de MM. KRAVTCHLNKO et
SIBILLE permet de résoudre la singularité & l'origine. Toute-
fois, nous ne connaissons pas le rayon de convergence du déve-
loppement limité utilisé. C'est pourquoi il convient de n'inté-
grer les systfémes différentiels obtenus que dans une zone 2
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trés petite dans le voisinage de l°'origine. Nous nous sommes
limités 3 un cercle de rayon 0,05 (Rayon de la roue R = 1).

Sur 0,0,, limite de la zone 2, VT et { sont done
maintenant connus et Q"% est différent de zéro. Nous sommes
ramenés & un probldme classique d'intégration par la méthode
des bicarsctéristiques, Nous considérerons une zone 3 analogue
4 un saut de Prandtl od nous remplagons la bicaractéristique
dégénérée 4 1'origine par la courbe 0,05, et une zone 4 du type
Cclassigue.

Dans la zone 1 régne 1'équilibre de RANKINE. La solu-
tion est expliecite. Sur OC :

‘j‘» = ._,.?f:.._

f baf@

L ...._...;“_:__._,
4. it l g

(7.

; 2,

dans le cas de la butde

sur la roue, cas suquel nous nous limiterons dans ce chapitre.

B - PASSAGE DE LA SINGULANITE,

7} Intégration numérique des €quations différentielles :

Nous avons utilisé une méthode Gu type RUNGE-KUTTA de
rang 4,

Cette méthode consiste & remplacer le développement
de TAYLOR de la fonction & intégrer :

f S 2 om
, » - I W W .
(N 3%+V)_"j“** v %ﬂu"rizj %aa_+-zm 3x.*"‘



ol g‘ est solution de ?_/: F(fx., na,)

et représente le pas d'intégration, par ‘u,ne. formule du type
e e AT F (e h g enn)
| (e g ey F (b, 5&-,»,)]

od 0(; ’ /l; ’ ‘o; gont déterminés de telle fagon que le Z2e
membre de (2) étant développé en série par rapport au pas
les coefficients d'un certain nombre de termes de cette série
-ioci 5- soient les mémes que ceux de (1).

Cela présente 1l'avantdage par rapport & (1) de ne pas
nécessiter le calcul des dérivées successives de la. °

Cette méthode est trds puissante éomme nous ayons pu
le montrer sur un exemple. Nous avons intégré une courbe avec
deux pas successifs : h et ’]/10 ’ A a 0,2 dans un cas de dbu-
tée avec A = - 40°, La différence des valeurs d'arrivées
 était de l'ordre de 107°. ‘

2) Schéma d'intégration des systdmes différentiels :

Le systdme différentiel en ng%-‘- et %‘-(;L
contient aux deuxidmes membres les fonctions A L}‘)- ’

T 31
y<to°

Nous intégrons tout d'abord le premier systdme en agy

et %.qé. dont les deuxiimes membres ne sont fonctions que de

T‘,‘q;etéo
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o

a) Premier systime :

Nous employons la méthode de tir & partir de la
roue, c'est-i-dire que, avec des données initiales sur la roue,
(. imposé et U arbitraire, nous intégrons les équations

différentielles jusqu’aw point singulier de la limite de la
zone de RANKINE. Et nous ajustons la donnée initiale U, de
fagon qu'en fin de tir la valeur de T s0it celle imposée par
la zone de RANKINE. Nous procédons de cette fagon pour deux
raisons :

= I1 est possible de partir du point singulier ; mais, la
densite des courbes dans le voisinage de celui-ci est telle
que les erreurs d‘intégration s'amplifient énormément lorsqu'on
s‘en éloigne (cf. figure 1). Ceci est A&l & l'existence d‘une
ligne continue de points singuliers. Dans le sens adopté, les
erreurs d'intégration en fin de tir sont négligeables.
MM, CAQUOT et KERISEL ont intégré les équations différentiel-
les en partant du point singulier. Ceci explique les différen-
ces enregisitréamz entre lsurs résultats et ceux de la méthode
de tizr-.

=~ 31 le tir était effectud 3 partir du point singulier, ce
sont deux waleurs qu'il faudrait ajuster pour obtenir ﬁi’ sur
la Toue.

b, Deuxiéme sysiéme :

Le type de la singularité n’'eat pius le méme qu’en
2). L'ajustement sur la valeur de Vo = O devient impossible,
la plupart des courbes partant & l'infini lorsqu’on s‘approche
de 1g limite de L1z zone de RANKINE,
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ERREURS SUR T ET ¢ SUIVANT LE SENS D’ INTEGRATION

—» Sens d'integrafion

o

f=-40° E-50 d = /;7,339 €=26°
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Noua prathuons donc un tir dans l‘autre sens. Ce qui
iétait pas possible en a) 1°est maintenant .

- Le point singuller est un point lSOIQO,JES erreurs d“inté»
gration ne s° amplifient plus.

- L*étude an voisinage»du point singulier donne des équations
gui ne dépendent que d'un paramétre. Nous n°aurons & ajuster
quun seul paramdtre.

L‘initialisation‘de ce tir pose quelques problémes :

-~ Pour pouvoir utiliser les approximations au voisinage des
points singuliers, il faut se trouver trés prés de ceux-ci.
Nous avons poussé l'1ntégration du premier systime jusqu'a

94n+£gub < 107 6 ot nous constatons que ceci eat suffisant.

' = La variable auxilieire t introdulte a une constante ad=
’dltive prés, doit étre connue en valeur vraieo

Au’VoiSinégé des points singuliers :

= d- L X amp can (o + X t[eh i--"'>X' |
o (R o ) B i

o= K v oap (- 4 Kok car o) ‘){ ccrd)
o= can(@+de) | @,%'(-4 X/J“:‘l( mo(oUXey:)x

=

(3)

(Br+c) M- chm@*’@ (X canp ovm @ Je) _ 9
cas?e “”26 4 ouing can(d +e)
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Ces 3 équations ne permettent pas de déterminer t ,
et nous ne pouvons pas utiliser les valeurs de 9 Qb et v
aux extrémités d'un pas car ces valeurs sont trcg voisines
nous nous trouvons prds d*un point singuliei' A

c

Seul t + % .88t calculable & .. o u ..
(1) |tve - V: X - X 40 vis
8 of-
Or

@ o potp(-F Neme @olihe)t) . .

E+ &
" 8

" =[-www;%

ne dépend gque de t o+ 3 puisque, le premv.er systéme différen-

tiel étant :l.ntégré, la quantité entre crochets est une constan-
te qui dépend seulement des conditions aux”limi‘pes du deuxidme

systéme. | o

Nous posons donc :

(f/ = K mi—- Xnmeww(at-t)(e)(l-w Sg\)

a £+ &

G = & ¢ X M@WGI%X&)
! Caoe'(o

od K est la constante & ajuster dans le tir.
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Dans les équations précédentes. 0( ‘est la valeur de @
‘au .point singulier correspondant au dernier tir effectué sur
le premier systéme. Cette valeur differe légdrement de 1'argu-
ment de la derniére bicaractéristique de la zone de RANKINE,
‘Nous prenons :

o= {%1«.&9{%4‘2 . ol % , @- ont les mémes

valeurs qu'en (3)5;,

Pour in‘té‘grer le deuxidme systime nous devons connaf-
tre GT(B) et %/(9) puisque les deuxidmes membres contiennent
ces fonctions en plus des inconnues T (&) et %[ﬂ) . Or,

il n'est pas possible d'intégrer le premier et le deuxidme sys-
téme simultanément, en partant des bonnes données initiales
pour le premier, puisque les erreurs d'intégration s'amplifient
dans ce sens du tir. | | |

- Nous plagons donc lors du premier ‘tir les valeurs de
T;(Q) et & (9) en mémoire, et nous intégrons le deuxidme
systime avec un pas dtintégration identique & celui employé
. pour le premier afin de faire coincider les points successifs.
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c) Troisi®me systdme :

Les singulari'bés du troisidme systéme sont les mémes
~que celles du deux:.émeo :

S

Nous procédons de la m&me fagon pour l'intégration nu-
mérique : un tir sur le contour de la roue.

Nous posons :

C// K e (-gXeme oaa(az-t—)(q)(\--r%))
L+ &
B

_..vc %P(—\aXmmecao(cZ+)(@(g~+ <))
E + ’C“'g

- X o+ X
G= 2 m;;;o(** e) C.};_

ot WK prend la valeur ajustée lors de 1'intégration du deu-
xidme systéme et ol K, est une constante & ajuster.

Les deuxilmes membres contiennent ¥, , Vz , V3 ' s
L/;, S‘;, . Nous intégrons simultenément le deuxidme et le
troisidme systime, en prenant pour valeur de I la valeur
trouvée en 1).V(8) et 9—;(9) sont donnés par la mémoire.

Remarque :
A Les deuxidmes membres de (6) et (7) contiennent aussi
[}

T et %’.g%'.'_. . Pour ne pas surcharger le programme, nous

ne les plagons pas en mémoire lors de la premidre intégration.
En b) et ¢c) nous intégrons en fait (5) et (6), (5), (6) et (7)

. . N
simultanément, ce qui nous permet d'avoir ._._L.f:’.e_ et
0 gl P 2 —-a-é: 9

meis en reinitialisant 3 chaque pes T7(9) et (& (s) sur les
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valeurs en mémoires. Ceci nous permet d‘employer les mémes pro-
‘cédures d'intégration lors des 3 tirs.

C - INTEGRATION DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES DANS LE RESTE DU
DOMAINE,

1) Zone 1 de RANKINE :

.

La solution est explicite. Sur OC nous avons

.
.

oS
T

I\

N




2) Zome 3 :

Sur 0102, que nous avohs choisi comme étant un cercle

de rayon I, ' X, ¥ T et (f sont donnés par :
T ;-.-"‘.ro
X = r cos(®)
y = r 8in(®)
T T ar® G (0)+r* G (8)
P=%()+0 +r G (B)rt L (0)

C . D

O‘ M: 02‘

On obtient un point M par l'intersection des deux
bicaractéristiques de familles différentes issues de points pré-
cédents M, et Mje X, § T et (f’ en M sont alors donnés par le
systéme 3 :

y-y, = tg((a_w)(fx.-ac.‘) |

4-9; =% (‘ﬁ $p) (- ) |
TG-S e (P - e (¢ ’f/“) (a-nei)
et~ e

LK zcx.%( (- f%}.-.. auir (@) (2 -x§)

case car(f) o




En fin de eglcul, nous connailssons

sur cette bicaraciérisitique.

e
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0

2D et ¢ et Lf

3} Zone 4
c Les poin%s sur le contour 02B
P~ . . o . Ce
T ——_ e o siubukennent par l'intersec—
of . - s .
‘ } Y " tion de celui-ci avec les bica-
8 7 . « .
i /) ractéristiques de la premiére
{ < I . < .
—— M famillie issues des points de
0,1 obtenus précédemnenty,
4
D -
La méthode d'intégration est la méme gue pour la zone 3,
seuf pour ie devnier pss vers la roue ol :
~ I3
d o s o, _cos A
GM = AW g -~ V-3 AN
%M: Wﬁl\%+ /’“/35"\
J
-~ U = Plang - Py, bg ’L? 1
Y14~ b ( M M@B g\t
Pu=@ Ld. e
M = oo+ %~
Ty o= T - 2Ty e (U0 avin { B; ) (g -2 pa;)
el M VLM T R s & o >
¢ e (Quy + 00

Leintersection de la biceractéristique avec ie cercle

donne deux peints. Une procddvure de choix permet & la machine

d'éliminer systématiquement celui qui ne convient pas.

Liintégration dans la zone 4 domne donc sur OB un cer-

tain nombre de points ol sont connus T a3 %@ , c'est=t-dire
l'état des contraintes.
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4) Calcul de la résultante horizontale Hy, verticale Qy et
 du couple CM s'exercant sur la branche OM du contour :

En un point M 1les compo-

< 2] > saz_l’ces verticale q , horizon-
% tale h , et tangentielle 7 de
81 la contrainte f s'exergant
. sur un élément entourant ce
1 ; point sont :
KK'3

a = U (cosol + sinecos(zl.?-m{)
h = v(sin&+ sine?in(E P-¥)
fo= T‘sin(:»sin(Z’ione{)

Par sommation, nous obtenons :

H
. oM ‘ q=20
Hy = h da avec en O h=0
o =0
Cy = R T dd =g
()

La machine effectue ces sommations et donne en chacun
des points M trouvés précédemment les valeurs de Q, H et
C. '

-~
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D - PROGRAMMES.

Le pas d'intégration suivant la bicarsctéristique tour-
nante dasns les zones 3 et 4 ne doit pas &tre aussi petit que
celui de la zone 2, surtout av voisinage de la ligne de points
‘singuliers, csr cela conduirait & des temps d'intégration prohi-
bitifs sans gein en précision.

L'intégration dans lz zone 2, qui se fait en premier
lieu, donne donec sur 0,0, des valeurs de U~ et %> en des
points besusoup trop rapprochés. Il serait possible, gréce &
une procédure de choix appropriée d'en faire choisir un certain
nombre par la machine, Mais, cela compliquerait beaucoup le
programme, | ' |

Nous avons préféré diviser le caloul en deux parties
faisent l'objet de deux programmes '

~ Intégration dans la zone 2.

~ Intégration dans les zones 3 et 4, le choix des points sur
0_302 se faisent & la main.

Ceci permet en outre une plus grande souplesse dans le-
ealcul. En effet, les différentes intégrations nécessitent des
t8tonnements dsns le choix de la grandeur et du nombre des pas
d'intégrations quiAsont propres & chague probléme. Un program=
me unigue surait constamment une de ses moitiés improductive.

e

Py S



APFLICATION a1y CAS = 259

ACIDME WA e

S

el
o

Les calculs gui suiven rapportent & un milieu pul-
vérulent dont Liangle de frothement interne est p o= 26, Cleagt
réecisément le ces du moddle enslogigue utilisé pam ¥, OBERTL,
DUPERRIN, BOUCHERIE ot PONCET MONTAWNGE au Laboratoire de Méca—
nique des Sols de Grenoble., Pour mesurer 1'influence d2 i'angle
5&5 du frotitement roue-terrain, nous avons envissgé 1es deux
cas oh O es ézal ~§L = 13% et ol est égal %em§> 17T® 333,

g nous svons czlould, pour un certain nom-

Mi

%

Pour chacun de ceg oz

bre de valeuxrs &2 lienfoncemant, les valeurs correspondantes

du couple et des efforts verticaux et horizonteux appligués a
la roue.

résultats cbitenus d'une
part & ceux théoriques de M, STERENEERG, d'autre part & ceux
expérimentausr de M., BOUCHFERIE,

Nous avons ensuite compesrd les

1) Détermination pratique des valeurs minims de Q, H et C
pour un enfoncement donnd £ de le roue :

Cag L ¢+ C = H = 0,

A pertir des résultabts fournis par la mgchine, on cons--
truit point par point la courbe Q, = Q, (%) qui donne en chaque
point M repéré par o 1ie résultente des efforts verticaux
g'exergant sur ll’arc OM.

La charge appliquée & 1z roue est

?

Qg
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Cas II : C et H £ O,

On trace les courbes C, = 01@() et Cp = Co ) qui
donnent en un point M repéré par & 1la résultante du couple
s’exercant sur OM respectivement dans les cas S =4 17 33
et 2 = - 17.333.

On construit g2lors C = 01@¥) + CQGXO.

Le minimum de C donne l'abscisse-angulaire du point
P et la valeur recherchée du couple.

On procéde de la méme fagon pour la charge verticale
Q. Les minima de Q et C sont obtenus pour la méme valeur
de &« - o

Pour H, on constate que la courbe n'‘admet pas de
minimum mais un point d'inflexion de méme abscisse que cm et
Qmo Nogs‘prendrons pour Hm la valeur correspondant & ce point
d'inflexion.

Remarquons que Qm Hm et qm sont des nombres
adimensionnels.

Nous donnons, a titre d’exemple, ;gs grgphiques qui
ont servi & déterminer Q, H_ et C, dans le cas & = 50°
J = 17°33. Sur le méme graphique sont représentées les
courbes obitenues par M. STERENBERG. Nous cdnstatbns'une’difféu
rence notable (graphique 1). '
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2) Résultats :

0w (2 e - e S0

'g8) Cas I : H et C nuls.

Les résultats sont condensés dans le tableau sui-
vant. Nous y svons fait figurer au-dessous de nos résultats
ceux obtenus par M. STERENBERG.

- :
en degrés | 10 l 20 30 ; 40 50 ! 60
S = 17933
a |-
¥R* | 0,396 1,76! 3,88 | 7,46 | 11,2 | 15,68
0,18 | 0,86 | 2,18 | 4,30 | 6,98 ] 11,03
J = 13°
- . . .
K 0,36 | 1,55 | 3,56 | 6,48 | 10,2 | 13,7
¥R ,
0,16 0,77 | 2,00 | 3,95 | 6,34 9,94

Variation de l'enfoncement €. avec la charge &

' Nous constatons sur le graphique 2 que l'angle de frot-
tement roue-terrain n'a pas une trés grande influence dans le
cas ol nous ncus plagons : inclinaison des contraintes constan-
tes sur las rove. Toutefois, nous n'avons pas traité le cas 3=
qui pourrait donner des résultats moins groupés : on se rappel-=
le que pour un mur de souténement, le coefficient de butée
croft fortement lorsque > tend vers o .
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b) Cas II : Roue & la limits de patinage

>
.

Les résultats sont condensés dans les tabiéaux ci-

‘dessous. CXO est l'abscisse angulaire de P.

S = 17°33
= 10 20 30 40 50 60
en degrés :
oy ; |
en degrés | 612 11,2 16 20,5 | 22,4 23,5
Q¥R 0,1 0,49 | 1,28 | 2,3 3,95 | 5,85
H_/yR° 0,0325 | 0,115 | 0,235 | 0,305 | 0,47 0,505
¢ /y8® | 0,036 0,16 0, 38 0,72 1,25 1,88
S a.130
e 10 20 30 40 50 60
en dggrés
%o 8 | 6 8
en degrés 43 »6 12,1 | 1 17,2 | 18,2
Q /xR 0,19 | 0,75 | 1,55 | 2,95 | 4,65 | 6,7
H/ JR° 0,033 0,115 { 0,218 | 0,325 | 0,425 | 0,4
c,/5R® 0,035 0,115 | 0,375 | 0,705 | 1,12 1,63
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- Pogition du point P :

Les résultats figurent sur le graphique 3. Il faut re-
marquer que le minimum des courbes (&) et Q(K) est parfois
difficile & déterminer, ces courbes étant trés aplaties dans
son voisinage. '

Nos courbes ne présentent pas le point d'inflexion
trouvé par M. STERENBERG mais un changement de pente trés mar-
qué pour &= 40°,

- Variation de l'enfoncement avec la charge :

Les résultats sont présentés sur le graphique 4 pour
| 7§ = + 17°33. Nous y avons porté les résultats du Cas I pour
- comparaison.

Nous constetons qu‘d une charge Q donnée, correspon-
dent des enfoncements plus forts dgns le Cas I1. L'application
dtun couple Cm diminue donc la force portante de la roue et
ce, dans une notable proportion.

D’autre part, dans le ler cas, l'enfoncement pour une
charge donnée, diminue quand le frottement Er‘augmente 3
c'est le contraire qui se produit dans le cas II ¢ L'applica~
tion d'un couple & une roue provoque un supplément d‘'enfonce-
ment qui est d'autant plus grand que le frottement roue-terrain
est plus grand.

- Variations de Cm et Hm‘en fonction de la charge Qm :
Les résultats sont représentés dans les graphiques 5

et 6. :

Pour le couple, nos résultats coincident exactement
avec ceux de M. STERENBERG et, c'est pourquoi nous ne pouvons
représenter ceux-ci sur le graphique 5.
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L'influence du frottement est trés grande : une augmen-
tation de 4°33 de celui-ci permet, & charge et rayons égaux,
d*augmenter la valeur du couple limite de 40 % environ.

Pour lteffort horizontal, %"a aussi une influence
prépondérante, un peu moins de 20 # dans le méme cas. Le gra-
phique 6 met en évidence un maximum pour Hm(Q),-La valeur maxi-
mum de Hm est la limite supérieure de l'effort de traction
que pourra exercer la roue pour un frottement donné de celle-ci
avec le terrain. Elle démontre le fait, couramment utilisé,
qu’il existe une charge Qo bien déterminée qui donne & la roue
sa plus grande possibilité de traction.

La valeur % verie avec 3 %‘-’- W{b‘")

Nous pouvons, connaissant cette courbe, résoudre le
probléme suivant

Une roue chargée d*un peids Q repose sur un milieu
pulvérulent. L'angle de frottement roue-scl est 2 . On désire
lui faire exercer un effort de traction H.

3 cns se présentent suivant la valeur de H donnée par
le graphique 6 & partir de Q et celle de 2&({53

' - H >';97§j'11 faut augmenter 2 pour augmenter %??@:l

- Hm<:H<QW%7La roue peut démarrer & condition d’augmenter la
charge jusqu’a ce que Hm = H, :

= H <:Hm La roue démerre avant d'atteindre la limite de
patinage.

Par la méthode employée, nous obtenons des valeurs dans
le sens de la sécurité.
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3) Comparzison avec l'expérience :

Ainsi que nous l'avons vu au Chapitre III, pour résou-
dre le proﬁléme de la roue sur un milieu pulvérulent, nous
devons nous donner la répartition sur le contour de 1l’angle de
frottement roue-~sol. Nous en avons choisi une qui ne correspond
‘pas nécegsairement & celle de l'expérience qui est inconnue.
Nous n“espérons donc pas retrouver exaétement les résultats de
1'expérience, mais constater des ordres de grandeur égquivalents.

a) Cas I : Roue sans couple ni effort de traction.

- Comparaison avec les résultats de M. BOUCHERIE :

Dans le cas d'une roue de 70 cm de diamdtre, sur l'ap-
pareil anslogique & rouleaux de longueur 6 cm, M. BOUCHERIE
obtienf comme enfoncement ¢ de la roue des wvaleurs que nous
comparons & celles données par notre calcul avec S = 17°33.

ng 5 10 15 20 30 .v40 50
eem | 0,3]0,6| 0,9 1,3| 1,9| 2,4/ 4,0
BOUCHERIE '
ecm | 0,4 | 0,9 1,31 1,7 2,5 3,4 | 4,4
calculé
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- Comparaison avec les résultats de 1. DUPERRIN :
Avec une roue de diasmdtre 40 cm. :

Qg 5,7 3,13 | 1,08
& 90e 4805 | 3206
DUPERRIN '
e’ 530 | 408 | 240
calculé

Avee une roue de dismétre 60 cm

&  expérimental

o
€ calculé

L1

1805
150

-~ Comparaison avec les résultats de M. OBERTI :
Les expériences ont €été réalisées avec une roue de

35 em de diamétre.

ng 2 4 6
f—- 290 3690 430
OBERTI
aﬂ
calculé 11¢ 16° 200

S = 17933

avec ys«s 17033
17¢  avec 5 = 13°
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~ = Conclusion : - O

o Les roues de petit diamétre donnent des résultats tres
éloignés de ceux de la théorie. Ceci peut s’‘expliquer par le
fait. que la roue n'est pas assez grande par wapnort aux dimen-
sions des rouleaux. Ainsi, comme l'z montré DUPERRIN sur le
grephique 8 de la page 42 de sa thise de *WOiSléme-cycle, il
n'y a pas similitude pour les petits diamétres. .

Les roues de grand diamé&tre donnent des résultats
‘d‘ordre de grandeur comparable. Pour la roue de 70 cm de
m.»BOUCHVRIE la théorie .donne des enfoncements plus. fcrts,
pour la roue de 60 cm de M. DUPERRIN des enfoncements plus
faibles.

Les résultats sont rappelés sur le graphique T

b) Cas II : C et H # O.

Nos hypothdéses de calcul différent trds sensible-
ment des données de l’expérience. En effet, pour un essai & H
et Q constant, . BOUCHERIE a constaté la formation d'une va-
gue importante & l'amont de la roue quand "%» est faible et &
1'aval dans le cas contraire. Toutefois, si la vaegue amont a
une grosse influence du fait qu‘'elle est & l'état de butée
avec un frottement roue~terraln..zr’, la vague aval ne doit pas
changer dans de grandes proportions nos résultats, le frotte-
ment roue-terrain étant -+i;’ Nous pouvons dans ce dernier
cas comparer qualitativement les résultats.

Pour ce faire, nous avons porté'sur le graphique 8 CQOQ)
avec H constant et sur le graphlque 9 les courbes Q(d),
H({) et C(Y) relatives & dlfférents enfoncements pour §_= ) e ‘
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est grand, c'est-a-dire que nous nous plagons au
départ dans les petites valeurs de '8 , par exemple en A. H et
Q restant constants, A va se déplacer sur une paralldle & 1'axe
des & (graphique 9). Au ‘fur et & mesure que la roue avance, le
glissement mugmente, & ‘croft et nous constatons sur le gra—
phique que & ctest-Bidire 1'enfoncement augmente, ceci
jusqu'au régime permanent ol & garde une valeur constante.

Pour '% feible; d'aprés le &raphique, le phénomdne
est le méme mais nettement plus accentué. Mais une vague amont
importante se forme qui, a pour conséquence, d'asugmenter la
portance du milieu et T'enfoncement décroit pour se stebiliser
en régime permanent.

‘Les résultats®qualitatifs fournis par le calcul sont
en bor accord avec les résultats expérimentaux de M. BOUCHERIE.

- Nous constatons queSWQ » abascisse angulaire du point
P séparation des deux zones du schéma adopté varie en fonction
du glissement % de la roue. La loi Y (%) ne peut nous
8tre fournie par le calcul statigue effectué. Une étude ciné-
matique est nécessaire.
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CONCLUSION

Le mé thode KRAVTCHENKO-SIBILLT permet un passage théo-
rique de le singulerité & l'origine daens le cas d'un milieu
pulvérulent non chargé aux frontiéres quelconques.

Nous avons étudi¢ les singularités des équations dif-
férentielles obtenues afin de pouvoir pratiquement effectuer
leur intégration humériqueo Nous avons programmé cette intégra-
tion dans un caé‘partiéulier : celui d'une rouve rigidé reposant
sur un milieu pulvérulent. ‘

Les résultats numériques obtenus sont en trés bonne
concordance avec l'expérience dans le cas de la roue statique,
compte tenu du fait que la répartition‘des inclingisons des
contraintes sur la roue est inconnue.

Dans le cas d’une roue mobile, nous retrouvons les
lois qualitatives observées. Mais ne perdons pas de vue que
1l'inclinaison des contraintes ef op 1ié au glissement sont des
inconnues que 1l'étude statique ne peut fournir.

Nous n'avons fait ici qu'effleurer le probléme du mou-
vement de la roue.
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