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ETUDE DE QUELQUES INVARIANTS
ET PROBLEMES D'EXISTENCE EN THEORIE DES GRAPHES







0.1

INTRODUCTION

Depuis ses origines, la Théorie des Graphes a constitué le cadre d'une rencontre

fructueuse entre Alggbre, Combinatoire et Topologie ; un graphe peut en effet

et o e e e e i o

surface.

En particulier nombre de résultats et probldmes cé&ldbres de la Théorie des

ne retenir que les plus importants, citons : la Conjecture des Quatre Couleurs,
le Théoréme des Cing Couleurs de Heawood, et les caractérisations combinatoires

de la planarité obtenues respectivement par Kuratowski, Whitney et Mac-Lane.

Le contenu de cette thése refldte pour une large part mon intérét pour cet

aspect particulier de la Théorie des Graphes.

C'est ainsi que le Chapitre I, consacré au nombre d'absorption des graphes
simples, se termine sur une application de cette notion 3 1'&tude de 1'indice
chromatique des graphes cubiques, et donc 3 une formulation nouvelle de la
Conjecture des Quatre Couleurs. De méme le Chapitre ITI présente un travail dont
le point de départ a été 1'étude de certains résultats de Kotzig [20] sur
1'indice chromatique des graphes cubiques.

Les Chapitres III (sur le nombre de stabilité cyclique des graphes) et V (sur
le nombre chromatique du carré des graphes cubiques) accordent une large place

d 1'étude du cas particulier planaire.

Quant au Chapitre IV, il est entidrement consacré au probléme de 1'existence
de graphes plans satisfaisant 3 certaines contraintes d'ordre combinatoire

relatives aux degrés des sormets et aux longueurs des faces.

Enfin le Chapitre VI présente des résultats qui peuvent étre considérés comme
une généralisation aux graphes quelconques de résultats de coloration connus

pour les graphes planaires.
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Un autre aspect de cette thése est qu'elle &tudie des concepts essentiellement

Gon_orientés de 1a Théorie des Graphes, mais que pourtant la notion d'orienta-

tior y_joue un rdle non négligeable : le concept d'orientation sert soit 3

“impilfier considérablement les démonstrations (aux Chapitres IT et III), soit

somme référence pour la définition des flots et tensions et leur &tude (aux
Chapitres V et VI).

Enfin la Théorie des Hypergraphes apparait ici comme associée de plusieurs

manieres différentes 3 la Théorie des Graphes :

- Elle fournit le langage le mieux adapté a la formulation de certains pro-
blémes de Théorie des Graphes (Chapitres I et V).

- La partie la plus difficile de la démonstration du principal résulitat du
Chapitre II se raméne 3 la construction d'une famille infinie d'hypergraphes

(au sens large du terme) satisfaisant 3 une condition trds restrictive.

- L'Annexe I présente un exemple d'application efficace de la Théorie des
Graphes 2 un probléme de Théorie des Hypergraphes.

On trouvera ci-aprés un résumé détaillé de cette thése.



RESUME
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Le premier Chapitre rassemble quelques résultats relatifs au nombre d'absorption

d'un_graphe_simple ; il s'agit 13 d'un invariant assez peu étudié dans la 1litté-

rature, contrairement au nombre de stabilité par exemple.

e Le paragraphe I est consacré 3 la présentation des principales définitions et
notations utilisées ; on en retiendra en particulier que tous les "graphes"
étudiés dans ce chapitre sont des graphes simples, et que le nombre d'absorption
d'un graphe G est noté g(G).

¢ Au paragraphe II nous mettons en relation l'ensemble des absorbants d'un
graphe et l'ensemble de ses couvertures minimales ; nous &tablissons en particu-

lier le résultat sulvant :

Pour _tout_graphe G, B(G) + o'(G) = 1V(G)!,

ol p'(G) est le cardinal maximum d'une couverture minimale de G. La relation

précédente est analogue 3 celle &tablie par Norman et Rabin ([11) en ce qui
concerne le nombre de couplage et le nombre de couverture d'un graphe.

® Au paragraphe III nous utilisons le concept de couverture minimale partielle
et les résultats du paragraphe IT pour ramener le calcul du nombre d'absorption

d'un graphe G au calcul du nombre de stabilité d'un graphe associé i G de fagon
simple et comportant 2|E(G)| sommets.

stable maximal de G ; il est clair que B(G) < «'(G) ; G sera dit B-parfait si
¥BcV(G),B=z0: B(GB) = a'(GB) (GB est le sous-graphe de G engendré parB).
Un résultat de Gupta, cité dans [5] (p. 97), peut s'énoncer corme Suit :

tout graphe représentatif des arétes d'un graphe est B-parfait.

Nous démontrons que tout_graphe g-imparfait critique G vérifie (@) =_2, et nous

en déduisons en particulier la gfnéralisation suivante du résultat de Gupta :

¢ le paragraphe V présente un résultat qui est le fruit d'un travail commmun
avec C. Payan et qui a été publié dans [12].

1'hypergravhe ayant pour ensemble de sorrets V(G) et pour famille d'arétes
(F . v e VMY avee W v - VY - F = [u' o WO/ Tw o'l - RIAVY o Fxnl
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Nous démontrons que I(G) admet une bonne (8(G))-coloration (G est le graphe complé-
mentaire de G) ; autrement dit, il existe une partition de V(G) en B(G) absorbants
de G. Nous gfnéralisons ainsi un résultat de Ore ({111, Théoréme 13.1.3), qui
s'énonce :

Pour tout graphe G sans sommets isolés (c'est-3-dire tel que g(&) = 2), i1 existe
une partition de V(G) en deux absorbants de G.

Nous obtenons corme conséquence directe de notre résultat 1'inBgalité suivante,

valable pour tout graphe G :

B(G) B(G) < [V(&)!.

L'inégalité précédente conduit i la solution compléte du probléme du type
Nordhaus-Gaddum pour le nombre d'absorption, tel qu'il a 6t& défini par G. Chartrand
et J. Mitchem dans [13].

Elle permet de vérifier dans un cas particulier une Conjecture de Vizing portant

SUr' Je nombre d'absorption de 1a somme cartésienne de deux graphes (Conjecture citée
dans [7]1, p. 363).

® Enfin au paragraphe VI nous proposons une application de la notion de nombre

d'absorption d1'étude de 1'indice chromatique des praphes réguliers de depré impair.

Etant donné un graphe G, désignons par L(G) le graphe représentatif de ses arétes
et par q(G) son indice chromatique. Nous démontrons en particulier le résultat
suivant ;

Soit G un graphe régulier de degré 2p+1 (p 2 1).

(2) 801L(®)) 2 ELUD]

(b) 81 q(G) = 2p+1, il y a 8galité dans (a).

Nous montrons également que pour p = 1, la réciproque de (b) est, vraie ; autrement

dit, un graphe cubique G a pour indice chromatique 3 si et seulement si :

B(LL(G)) = L‘i%*ll

Ce dernier résultat nous permet d'obtenir une formulation de la c&ldbpe Conjecture
des Quatre Couleurs comme probléme de couverture (en un sens que nous précisons) de
l'ensemble des angles d'un graphe planaire triangulé par une partie de cet ensemble.
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Le deuxiéme Chapitre, aprés une bradve introduction (paragraphe I), présente succes-

-~

sivement deux résultats relatifs 3 l'indice chromatique du eraphe représentatif

des_arétes_d'un_graphe régulier.

® Au paragraphe II, aprés avoir observé que si G est un graphe régulier de degré
d (d 2 2), LL(G) est un graphe régulier de degré 4d-6, nous ddmontrons que, de
plus : ‘

51 9g(G) = d, alors g(LL{(G)) = L4d -6.

La démonstration est constructive et utilise la borne supérieure obtenue par

Vizing ([151) pour l'indice chromatique des multigraphes.

® Au paragraphe III, nous &tudions un probldme analogue : si G est un graphe
régulier de degré d (d = 2), L(G) est un graphe régulier de degré 2d -2 ; une
condition nécessaire pour que q(L(G)) = éd-2 est que chagque composante connexe
de G comporte un nombre pair d'arétes ; nous montrons que, si q(G) = 4, cette
condition est &galement suffisante. Ce travail a été publié dans [83] et [84].

Le résultat est évident pour d = 2 ; il avait &t& démontrd pour d = 3 par
A. Kotzig ([201). Il implique le résultat du paragraphe II dans le cas des graphes

dont toute composante connexe comporte un nombre pair d'arétes.

Pour_d_pair, la démonstration est simple : on peut utiliser directement une bonne

coloration des arétes de G en d couleurs pour construire une bornne coloration des

arétes de L(G) en 2d - 2 couleurs.

e e o e e s e e

+ Dans un premier temps, en faisant appel 3 la notion d'orientation paire d'un

graphe (introduite par A. Kotzig), on présente une méthode de résolution du problime
qui s'appuie sur l'existence supposée de systémes de parties satisfaisant 3 une

condition trés restrictive : les systémes totalerment admissibles, que nous définis-

H

sons ci-dessous.

Pour tout ensemble fini X notons KX le graphe complet ayant pour ensemble de
sommets X. Le systéme de parties S = (X ; E;, 1 e I) est dit admissible s'il
existe un systéme de parties (E(KX) 3 By i ¢ I) régulierdedegré 1 et tel que,
¥iegI: si Ei est la partie vide de X, Fi est la partie vide de E(KX) ; si Ei
est non vide, Fi est un couplage parfait de KE.‘
i
Autrement dit, S est admissible si et seulement si i1 existe une bonne coloration
des arétes de Ky en IT1 couleurs (certaines couleurs pouvant &tre vides) de sorte

que ¥ 1 ¢ T, Ei est l'ensemble des sommets couverts par les arétes de couleur i.
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On remarquera que toutes les arétes d'un systéme admissible de parties sont de
cardinal pair.

%ES:(X;%}iel)mswﬁmdemmms;VASX,mmmS@Akmwwm
de parties (X ; Ei ® A, 1cI), ol Ei ® A désigne la différence symétrique des
deux parties E; et A de X. S est dit totalement admissible si, ¥ A < X avec |A|
pair : S ® A est admissible.

On pourra vérifier par exemple que le systéme :
S = ({1, 2, 3} ; 0, {1, 2}, (1, 3}, {2, 31

est totalerent admissible ; c'est d'ailleurs le systéme utilisé implicitement
par Kotzig dans sa démonstration pour le cas d = 3 ([201).

+ La deuxiéme partie de la démonstration consiste alors 3 établir, ¥ p 2 1,
1'existence de systémes totalement admissibles 3 2p+1 sommets. Pour tout couple
d'entiers (n, m) notons [n, m] 1'ensemble : {k ¢ N/n < k < m} 5 nous avons
pu démontrer que, ¥ p =1, le sysgéme de parties ayant pour ensemble de sommets
E}i 2p+1] et pour ensemble d'arége; : [21i-1, 2pl, [1, 2i-2], [2i3 2p+11,

[1, 2i-11 u {2p+1} (¥ i « [1, pl) est totalement admissible.

Ce faisant, nous avons achevé d'établir le résultat principal de ce chapitre 5
mais 1'étude systémacique des systémes admissibles et totalement admissibles de
parties a été 3 peine entamée.

Les résultats du troisisme Chapitre portent sur le nombre de stabilité cyclique
des graphes simples. Cet invariant a été étudié &galement par C. Payan et

M. Sakarovitch ([361, [371), et mon travail a bénéficié de nombreuses discussions
avec eux.

® Au paragraphe I, nous définissons un cycliguement stable d'un multigraphe G

comme une partie S de V(G) telle que le sous-multigraphe GS soit une forét ; le

nombre de_stabilité cyclique de G, 5(G), est le cardinal maximum d'un cyclique-
ment stable de G.

® Au paragraphe IT, nous mettons en relation les ensermbles connectants de faces

d'un multigraphe plan 2-connexe G avec les cycliquement stables de son dual géo-
métrique G* (un ensemble R de faces de G est dit connectant si les arétes de G

appartenant au contour d'au moins un €lément de R définiscent sur V(G) un multi-

graphe connexe) ; nous montrons en particulier que, si k(G) désigne le cardinal
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Puis, dans le cas des graphes plans triangulés & n sommets, nous donnons une borne
inférieure dek(G) : k(Q) = {E%E}, et nous &tudions les ensembles connectants de
{251} faces. Enfin nous énongons sans démonstration le résultat suivant : pour

- tout graphe plan triangulé hamiltonien G 3 n sommets, k(G) = {9%1}, et nous mon-

trons que la réciproque de ce résultat est fausse.

® Au paragraphe ITI, nous &tendons les résultats du paragraphe II relatifs 3
1'invariant k(G) pour les graphes triangulés G, en &tudiant le nombre de_stabilité

cycligue des_graphes _cubigues_guelcongues. Ce travail a 8té présenté 3 la
"vth Southeastern Conference on Combinatorics, Graph Theory, and Computing™
(Février 1974), et publié dans [85].

Nous commencgons par montrer que pour tout graphe cubique G 3 n sommets :
s(G) < [ﬁﬁﬁléq (cette borne correspond 3 celle obtenue au paragraphe II pour

k(G*) dans le cas planaire).

Puis nous présentons une méthode de calcul de s(G) quil utilise la notion d'orien-

tation d'un graphe.

Cette methode est ensuite appliquée au cas des graphes cubiques duaux-hamiltoniens.
Un multigraphe connexe G est dit dual-hamiltonien s'il admet un cocycle élémentaire
comportant exactement |E(G)| - [V(G)| + 2 ar@tes (donc, dans le cas ol G est plan :
G est dual-hamiltonien si et seulement si son dual est hamiltonien) ; nous caracté-
risons les multigraphes G duaux-hamiltoniens par la propriété suivante :

V(G) admet une partition {W,, W,} telle que G, et G
1 2 hl Wé

Nous obtenons alors le résultat suivant : pour tout graphe cubique dual-hamiltonien

G & n sommets, s(G) = éﬁﬁ;g (le cas planaire avait été présenté sans démonstra-

sont des arbres .

tion au paragraphe II).

Tout graphe cubigue cycliguement 4-aréte-connexe_est_dual-hamiltonien.

Cette conjecture vise 3 la fois 3 généraliser un résultat céldbre de H. Whitney
([381) et 3 retrouver un résultat difficile de M. Sakarovitch et C. Payan
(£361, (371).
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® Enfin, au paragraphe IV, nous proposons la conjecture suivante :
17(Q) |
- -

Pour tout graphe planaire G, s(G) >

11 s'agit 13 d'une conjecture plus forte que la conjecture d'Erd8s-Vizing, qui
\J

s'énonce : pour tout graphe planaire G, a(G) = llégll< (a(G) est le nombre de

stabilité de G).

Nous ramenons notre conjecture i la suivante :

Pour tout graphe cubique planaire 3-connexe non hamiltonien G a f faces,
k(G) <

=

?a
Nous vérifions ensuite cette dernidre conjecture dans certains cas particuliers.

Pour terminer, nous dérontrons le résultat sulvant, plus faible que notre conjecturx

pour tout graphe planaire G, s(G) > 2 ]¥<G)I .

Le contenu du paragraphe IV a été présenté i la "Problem session" de la
"Fifth British Combinatorial Conference" (Aberdeen, Juillet 1975).

Le quatriéme Chapitre est consacré 3 une caractérisation combinatoire d'objets

définis d'un point de vue topologique : les_séquences de parité des g-angulations

paires_du plan ; cette étude sera publiée dans [86].

¢ Le paragraphe I permet de situer notre travail dans le cadre d'études récentes
portant sur le probléme de 1'existence de multigraphes plans satisfaisant 3 cer-
taines contraintes d'ordre combinatoire, relatives aux degrés des sormets et aux

longueurs des faces.

1

q-angulation) paire (q > 2) comme un multigraphe plan 2-connexe G tel que :

+ la longueur de toute face finie est multiple de q (respectivement : égale 3 q).
+ tout sormet intérieur (c'est-id-dire n'appartenant pas au contour de la face

infinie) est de degré pair.
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Puis nous associons i G le couple (C, s), ol :

+ C est le cycle Elémentaire (V(C) < V(G), E(C) < E(G)) contour de la face infinie
de G.

+ 5 est 1'application de V(C) dans {-1, +1} qui associe 3 tout sommet de degré pair
le nombre +1, et 3 tout sommet de degré impair le nombre -1.

(C, s) est appelé séquence de parité de G.

Les définitions précédentes généralisent celles données par Dalkey dans [56].

Appelons séguence tout couple (C, s), oll C est un cycle &lémentaire représenté
dans le plan, et ol s est une application de V(C) dans {-1, +1} ; notre but est
de caractériser de fagon purement combinatoire les séquences qui peuvent s'obtenir

comme séquence de parité d'une q- (ol g-) angulation paire.

®* Ce but est atteint aux paragraphes III et IV. Nous donnons, pour toute séquence
(C, s), et pour tout entier q > 2 :

+ un test_treés_simple permettant de savoir s'il existe une g-angulation (ou une

g-angulation) paire G dont (C, s) est la séquence de parité.

-angulation) G, s'il

en existe.

Nous retrouvons en particulier le résultat sulvant de Moon ([52]) : si un multi-
graphe plan triangulé comporte exactement deux sommets de degré impair, ces deux
sommets sont non adjacents.

H. Fleishner et P. Roy ([57]) ont récemment obtenu (par une méthode différente) un
résultat équivalent au nétre pour le cas q = 3.

® Enfin au paragraphe V nous concluons ce Chapitre par 1'énoncé d'un probléme trés

général qui contient comme cas particulier celui que nous venons de traiter.

H
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Le cinquiéme Chapitre est consacréd 3 1'étude des graphes cubiques de carré

4—chromatique 5 Plusieurs des résultats qui suivent ont &té présentés aux Journées

Combinatoires de Toulouse en Mai 1974,

® Le paragraphe I consiste en une bréve introduction, qui renvoie au premier
Chapitre pour mieux situer le probléme traité ; on en retiendra qu'un graphe cubi-
que G est de_carré 4-chromatique si et seulement si on peut colorier ses sommets

avec 4 couleurs de sorte que toute partie de V(G) formée d'un sommet v et des 3

sommets adjacents 3 v soit coloriée en quatre couleurs.

¢ Au paragraphe II nous mettons en relation la classe des graphes cubiques d'indice
chromatique 3 et la classe des graphes cubiques de carré U-chromatique.

Appelons extension d'un graphe cubigue G tout graphe cubique qui s'obtient 3 partir

de G en "élargissant" certains sommets de raniére 3 les remplacer par des triangles.

Nous démontrons qu'’ un_graphe cubigue est d'indice chromatigue 3 si et seulenent _si

il_admet une extension de carré U—chromatlgue.

® Au paragraphe III nous introduisons les notions de flot et tension d'un graphe

{orienté) 3 valeurs dans un groupe_abélien guelcongue ; nous mettons en relation

les tensions non-nulles d'un graphe, 3 valeurs dans un groupe ab&lien d'ordre fini

k > 2, et les colorations de ses sommets en k couleurs.
Les concepts précédents sont alors utilisés pour :

+ caractériser les graphes cubiques de carré b-chromatique en termes de colora-
tions de leurs arétes.

+ caractériser les graphes cubiques plans de carré Y-chromatique en termes de
valuations de Heawood (applications de 1l'ensemble des sommets dans {-1, +1})

particuliéres. ?

On en déduit ensuite que :
Si G est un graphe cubique plan tel que le contour de chaque face soit de longueur
multiple de q(q € {3, 4}), G est de carré l-chromatique.

Comme corollaire, nous obtenons :
Si G est un graphe cubique plan tel que le contour de chaque face soit de longueur
multiple de 3, G comporte un nombre pair de faces.
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Ce dernier résultat avait &té conjecturé par Eberhard [27] et démontré de quatre
fagons différentes par Motzkin [28], Griinbaum [29], Kotzig [301 et Gallal [31].

e Enfin au paragraphe IV nous caractérisons les graphes cubiques plans de carré

(notions introduites par P. Rosenstiehl dans [32]) ; nous obtenons une caractéri-
sation du méme type pour les graphes cubiques plans tels que le contour de

chaque face soit de longueur multiple de 3.

Le sixiéme et dernier Chapitre présente plusieurs résultats et problémes relatifs

coloration des multigraphes plans ; il s'agit d'une généralisation en termes de

flots dont 1'idée a &té proposée pour la premiére fois par W.T. Tutte dans [58].

-~

® Le paragraphe I est consacré & un bref avant-propos et 3 un exposé des princi-

pales définitions et notations utilisées.

® Au paragraphe IT nous montrons (en renvoyant a d'autres travaux) que pour tout
multigraphe orienté H et pour tout entier q > 2, les conditions suivantes sont

équivalentes :

+ H admet un flot & valeurs non nulles dans le groupe des entiers modulo q.
+ H admet un flot 3 valeurs non nulles dans tout groupe abélien d'ordre a.
+ H admet un flot entier 3 valeurs dans [1-q, -11 v [1, g-11.

Quand ces conditions sont satisfaites, H est dit &tre Fq-

Un multigraphe est dit Fq si 1'une de ses orientations est Fa (et dans ce cas,

- 3

toutes le sont).

L'intérét de 1'étude de la propriété Fq(q > 2) est justifié en particulier par les

résultats suivants :

+ Un_multigraphe plan 2-aréte-connexe est Fq si et seulement si ses faces peuvent
étre bien colorées en q couleurs.

+ Un_multigraphe cubique sans boucles : est FB si et seulement si il est biparti,

est FM si et seulement si il est d'indice chromatique 3.
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Nous présentons alors les conjectures suivantes de W.T. Tutte :

(Cl) Tout multigraphe 2-aréte-connexe est Fg'

(C,) Tout multigraphe 2-aréte-connexe sans cocycles de cardinal 3 est F..
2 b)

(Cl) et (C2) sont vérifiées dans le cas planaire : en fait (Cl) vise 3 généraliser
le Théoréme des Cing Couleurs, et (C2) vise 3 généraliser un Théordme de
Grotzsch [69] qui s'énonce : tout graphe planaire sans triangles est 3-chromatique.

Les conjectures (Cl) et (C2) impliquent un comportement des espaces de flots
fondamentalement différent de celui des espaces de tensions (puisqu'il existe des
graphes, méme sans triangles, de nombre chromatique arbitrairement grand). Ctest

pourquoi W.T. Tutte a également posé la question suivante : existe-t-il un entier
q 2z 5 tel que tout multigraphe 2-aréte-connexe est Fq ? Nous répondons dans la

suite 3 cette derniére question.

® ILe paragraphe III présente plusieurs résultats annexes, nécessaires dans la
suite ; il s'agit de résultats de réduction qui étendent des résultats analogues

bien connus et faciles 3 démontrer dans le cas planaire.

® Le paragraphe IV rassemble les résultats les plus importants de ce Chapitre,
résultats qui ont fait l'objet de communications aux Journées de Combinatoire et
Informatique (Bordeaux, Juin 1975) [871 et 3 la "Fifth British Combinatorial
Conference" (Aberdeen, Juillet 1975) [887.

Nous commengons par définir la coarboricité d'un multipraphe 2-aréte-connexe G

comme le cardinal minimum d'un ensemble de coarbres de G dont 1l'union est E(G).

Puis nous démontrons que tout multigraphe 2-aréte-connexe de coarboricité c est

F2c.

Enfin nous établissons les résultats suivants :
i

+ tout _multigraphe 3-ar8te-connexe est de coarboricité inférieure ou égale 3 3.

2.

o/

+ tout multigraphe 4-aréte-connexe est de coarboricité inférieure ou_égale

I1 reste alors 3 utiliser certains résultats du paragraphe III pour prouver que :

+ tout multigraphe 2-aréte-connexe est_Fg.

+ tout multigraphe 2-aréte-connexe sans cocycles de cardinal 3 est EM'

Les résultats de ce paragraphe &tendent des résultats bien connus dans le cas
planaire.
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® Le paragraphe V présente des résultats qui seront publiés dans [89] 5 11 s'agit

Une valuation éguilibrée d'un multigraphe G est une application w de V(G) dans Q

telle que : ¥ S < V(G), Gcomporte aumoins | ¢ w(v)| arétes ayant exactement une

extrémité dans S. ved

Bondy a démontré dans [24] qu'un_graphe cubique est d'indice chromatique 3 si et

-~

seulement si i1l admet une_valuation équilibrée 3 valeurs dans {-2, +2}.

Nous généralisons ce résultat en formulant en termes de valuations équilibrées

la propriété Fq(q > 3) pour les multigraphes quelconques.

Nous présentons ensuite quelques applications du concept de valuation équilibrée
au cas des graphes cubiques ; en particulier nous exposons des résultats et pro-
blémes portant sur une propriété de bicoloration des sommets des graphes cubiques

2-aréte -connexes.

Nous concluons ce paragraphe par 1'énoncé de problémes relatifs 3 une généralisa-

tion de la propriété Fq.

® Au paragraphe VI nous établissons le résultat suivant :

si tout multigraphe 2-aréte-connexe sans cocycles de cardinal 3 est FB’ alors

tout multigraphe 2-aréte-connexe est F6.

Nous utilisons un résultat annexe qui s'énonce : tout multigraphe cubique sans
boucles 2-aréte-comnexe admet un 2-facteur qui intersecte tout cocycle de cardinal

3 en deux arétes.

¢ Le paragraphe VII est consacré 3 une formulation de la propriété Fq(V'q > 2)
en termes de parcours, qui contient comme cas particulier évident une formulation

de la propriété F2 en termes de parcours eulériens.

®* Enfin le paragraphe VIII présente la conjecture (Ci) corme un probléme de
coloration pour les graphes cubiques ; la formulation proposée s'est avérée

efficace pour la vérification de (Cl) dans certains cas particuliers.
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Enfin cette th@se s'achdve sur trois annexes :

¢ L'annexe I est une reproduction d'un Compte-Rendu 3 1'Académie des Sciences

intitulé : Nombre maximal d‘'arétes d'un hypergraphe t-critique de rang h, qui

présente un travail effectué en collaboration avec Charles Payan. Il s'agit d'une
application de la Théorie des Graphes & la Théorie des Hypergraphes (voir la
deuxieme remarque du paragraphe III.3.c du Chapitre I).

¢ L'annexe II présente une caractérisation des graphes ne comportant aucun

sous~graphe isomorphe 3 K ("1'étoile 3 3 branches") en termes de propriété

1,3
de leurs familles de stables ; nous &tendons ainsi un résultat bien connu sur

les couplages d'un graphe.

¢ L'annexe III présente une démonstration de 1a validité de_la Conjecture Forte

du_Graphe Parfait pour les graphes de degré _maximum inférieur ou 8gal 3 Quatre.




CRAPITRE

SUR LE NOMBRE D'ABSORPTION D'UN GRAPHE SIMPLE
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[ INTRODUCTION ET DEFINITIONS GENERALES

1 - GRAPHES SIMPLES

Un_graphe simple est un couple G = (V(G);E(G)) ol V(G) est un
ensemble fini non vide (ensemble des sommets de G) et ol E(G) est un ensem-

ble de parties & deux €léments de V(G) (E(G) est 1'ensemble des arétes de
G).

Dans la suite de ce chapitre tous les graphes dont il sera
question seront des graphes simples.

graphe H tel que V(H) ¢ V(G) et E(H) < E(G);VB < V(G), B # @, le sous-

graphe_de G_engendré par B est le graphe GB défini par :

B

. V(GB)

. E(GB) {e « E(G) | e ¢ B}
GB est donc un sous-graphe partiel de G.

VFcE(G), F# 0, le sous-graphe partiel de_G_engendré par F est le graphe
G" défini par :

. V(GF) = U e

. E(GT) = F

Le degré dans G d'un sommet v e V(G) est 1l'entier :

da(v) = [{e ¢ E(®) | v ¢ e}

Un sommet de degré nul sera dit sommet isol€.
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STABLES ET TRANSVERSAUX D'UN GRAPHE

Un stable du graphe G est un ensemble S < V(G) tel que :

VeeERG), e¢sS
Le nombre de_stabilité de G, noté a(G), est le cardinal maximum d'un
stable de G.

VecEG,enT#@
Le nombre de transversalité de G, noté t(G), est le cardinal minimum

d'un transversal de G.

S € V(G) est un stable de G si et seulement si V(G) - S est un trans-
versal de G. On en déduit en particulier que pour tout graphe G :
a(G) + ©(G) = |v(q)|

COUPLAGES ET COUVERTURES D'UN GRAPHE

Un couplage du graphe G est un ensemble XK c E(G) tel que :

VeekK, Ve'cK- {e} s ene' =9
Le nombre de_couplage de G, noté v(G), est le cardinal maximum d'un

couplage de G.

V v e V(G) avec dG(v) 0 J3ecC:vee
Le nombre_de_couverture de G, noté p(G), est le cardinal minimum d'une

couverture de G.

ture C' de G : C' < C =C' = C.

Nous désignerons par p'(G) le cardinal maximum d'uné couvertu-

re minimale de G.

- Rappelons que pour tout graphe G sans sommets isolés :

v(G) + p(G) = |V(@)] [1]
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4 - ABSORBANTS D'UN GRAPHE

Vv eV(G) -A 3aceh: {a,v} ¢ E@G).
Le nombre d'absorption de G, noté g(G), est le cardinal mini-

mum d'un absorbant de G.

IT - NOMBRE D'ABSORPTION ET COUVERTURES MINIMALES D'UN GRAPHE

1 - RELATION ENTRE ABSOREANTS ET COUVERTURES D’UN GRAPHE SANS SOMVMETS ISOLES

Soient G un graphe sans sommets isolés, A 1l'ensemble de ses ab-
sorbants, C l'ensemble de ses couvertures, Cm 1l'ensemble de ses couvertures

minimales.

Pour tout graphe H nous désignerons par T(H) 1'ensemble des
transversaux de H.

Remarquons que VC ¢ C , le graphe GC (bien défini puisque
C £ @) est tel que V(GC) = V(G) (car G ne comporte pas de sommets isolés).

Proposition 1 : A = U T(GC)
C e Cm

a) Soit A ¢ A
Soit alors C = {e ¢ E(G) | e n A # @}

VYV e V(G) - A Ja e A : {v,a} € E(G)
(puisque A est absorbant). v appartient donc 3 une aréte {v,a} de C.

-Vae A Je e E(G) : a e e (pulsque G ne comporte pas de' sommets
isolés). a appartient donc & une aréte e de C.

. Donc C € C . En outre par construction A e T(GC).

En conclusion A ¢ U T(GC)
. CelC
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b) Soit C ¢ C.
Soit alors A e T(GC).
Vv eV(G) -A J3eeC:vee (puisque C est une couverture).
En outre 3a ¢ A : a ¢ e (puisque A est transversal de GC).
Donc vv e V(G) - A 3a e A : {v,a} ¢ E(G).
Donc A ¢ A.
En conclusion u T(GC) c A
CeC
_ C
c) Donc A= u HG”).
CeC
OrsiCeC,C'eC etC' cC:

1
76 ¢ 1t
Comme toute couverture de G contient une couverture minimgle de G :
UT(GC) < U T(GC)

CelC C e Cm
Et donc (puisque Cm cC):
u TS =y /S
CecC Ce Cm

Ceci achéve la démonstration.

2 - APPLICATION AU NOMBRE D' AESORPTION

Proposition 2 : Pour tout graphe G, g(G) + p'(G) = |V(G)|.

Remarquons d'abord qu'un absorbant du graphe G contient tous
les sommets isolés de G, et que l'ensemble des couvertures de G n'esf pas
modifié par suppression de sommets isolés. Il suffira donc de démontrer la
proposition 2 pour les graphes G sans sommets isolés.

Nous conserverons les notations du paragraphe précédent.

Lemme @ Si C e Cp>
En effet si C ¢ Cm :

ve ¢ C 3V ¢ V(GC) = V(G) tel que v ¢ e, et, de plus :

e' eC, vee' =e=e'.

(@) = V@] - ||

(sinon C - {e} serait encore une ccuverture de G).
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I1 est donc possible de choisir dans chaque aréte de GC un sommet pendant
et un seul : on forme ainsi un stable de G de cardinal IC|.

D'autre part on sait que pour tout graphe H sans sommets iso-

1és :
a(H) < |E(H)]
Done o(¢%) = |c| et (6% = [v(&©)| - [c|.
Ceci achéve la démonstration.
Passons maintenant 3 la démonstration de la proposition 2.
D'apres la proposition 1 :
B(G) = min [A] = min ( min c 1Th
AeA C eC Te T(G)
= min <(a%)
C e Cm

Donc d'aprés le lerme :

B(G) = min [viey| - Icp = [V(G)| - max |C|
C e - C e Cm

D'ol le résultat.

Si G est un graphe sans sommets isolés :
p(G) < p'(G) = 8(G) = |[V(G)| - 0'(G) < [V(G)]| - p(G) = v(C)
Done 8(G) < v(G) avec 1'égalité si et seulement si toutes les couvertures
minimales de G ont le méme cardinal.

IT1 - NOMBRE D'ABSORPTION D’UN GRAPHE ET MOMBRE DE STABILITE D’UN GRAPHE ASSOCIE

1 - COUVERTURES MINIMALES PARTIELLES D'UN GRAPHE G

Nous appellerons couverture minimale partielle de G toute cou-

verture minimale d'un sous-graphe partiel de G.
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En particulier nous considérerons la partie vide de E(G) comme une couverture
minimale partielle de G.

Nous aurons besoin de la caractérisation suivante des couvertures minimales
partielles :

Proposition 3 : Etant donné un graphe G et F une partie non vide de E(G),

les conditions suivantes sont &quivalentes :
(a) F est une couverture minimale partielle de G.
(b) F est une couverture minimale de GF.

(c) Toute aréte de GF contient un sommet pendant de GF.

(a) <= (b) : Par définition (b) = (a). Inversement, si F est couverture
minimale d'un sous-graphe partiel Hde G : F est une couverture de GF;
de plus : ¥ ¥'c F, F' n'est pas couverture de H, donc F' n'est pas
couverture de GF . F vérifie donec (b).

(b) <= (¢) : Nous avons d&ja vu que (b) =>(c) en démontrant le lerme
du paragraphe II.2. La réciproque est immédiate.

Remarque : Toute partie d'une couverture minimale partielle de G est done une

couverture minimale partielle de G.

2 - COUVERTURES MINIMALES PARTIELLES ET COUVERTURES MINIMALES

Etant donné un graphe G, toute couverture minimale de G est une
couverture minimale partielle de G.

Toutefois, il peut exister des couvertures minimales partielles
qui ne sont contenues dans aucune couverture minimale, comme on pourra le vé-
rifier si G est par exemple une chaine de longueur 3. Nous désignerons par
p"(G) le cardinal maximum d'une couverture minimale partielle du graphe G.

On a évidemment 1'inégalité : p'(G) & p"™(Q).

Proposition 4 : Pour tout graphe G, p'(G) = p"(G).
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En effet : Soit C une couverture minimale partielle de G de cardinal p"(G)
et telle que, pour toute autre couverture minimale partielle C!' de G de car-
dinal p"(G) :

IV(GC)I > IV(GC')|. On pourra supposer E(G) # 0.
Supposons que V(GC) # V(GE(G)) = V(G) - {v e V(Q)] dg(v) = 0}.

Soit alors v e V(GE(G)) - V(GC); de e E(G) -Cavec v ee.

GE(G))

- 51 e ¢ V( - V(GC), C' = C u {e} est une couverture minimale partiel-

le de G de cardinal p"(G)+1 : il y a contradiction.

- sinon e = {v,v'} avec v' ¢ V(GC); soit alors v" ¢ V(GC) tel que {v',v"} ¢ C.

C

+ 81 v" est de degré 1 dans G”, C' = C y {e} est une couverture minimale par-

tielle de G de cardinal p"(G)+1 : il y a contradiction.

+ sinon C' = (C - {v',v"}) u {e} est une couverture minimale partielle de G
de cardinal p"(G) avec :

V(Y| = V€| + 1

I1 y a 13 encore contradiction.
Donc V(GC) = V(GE(G)); autrement dit, C est une couverture minimale de G de

cardinal p"(G) et donc p'(G) = p"(G). Ceci achdve la démonstration.

Corollaire : Pour tout graphe G, 8(G) = |V(G)]| - »"(G)

Rappelons qu'un hypergraphe est un couple H = (X;E) oll X est un
ensemble fini non vide et ol E = (Ei’ i€ I) est une famille finie de parties

non vides de X telle que :

Les éléments de X sont les sommets de 1'hypergraphe, les éléments de E sont
ses arétes. Un graphe sans sommets isolés est donc un hypergraphe particulier.

contient aucune aréte de H; le nombre de stabilité de H, noté a(H), est le

cardinal maximum d'un stable de H.

A tout graphe G nous associerons 1'hypergraphe H(G) ayant ses som-
mets dans E(G) et dont la famille des arétes est celle des chaines de longueur
3 et des triangles de G (en tant gue triplets d'arétes de G).

Plagons nous pour simplifier dans le cas ou toute aréte de G est un
sommet de H(G).



-
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On vérifiera que les stables de H(G) peuvent &tre identifiés

aux couvertures minimales partielles de G.

Donc a(H(G)) = o™(G) = |[V(G)] - g(G).

3. COUVERTURES MINIMALES PARTIELLES DE G ET GRAPHE ASSOCIE A G

A) DEFINITIONS

A tout graphe G nous associerons :

- Le graphe représentatif de ses arétes (ou "line graph" de G) noté L(G) et
défini (si E(G) # @) par :

V(L(G)) = E(G); E(L(G)) = {{e,e'} | e € E(G), e' ¢ E(G), |en e'| = 1}

Cette notion a été beaucoup étudiée et nous aurons 3 y revenir dans d'au-
tres chapitres.

V(C(G)) = V(G); E(C(G)) = E(G) u F, avec :

F={{v,v'} | veV(G, v' e V(G - {v},av" ¢ V(@) : {v,v"} ¢ E(G),
{v',v"} ¢ E(G) L

Le carré d'un graphe a été étudié en particulier en ce qui concerne les pro-
blémes d'existence de cycles hamiltoniens, de couplages, etc... Dans un
autre chapitre nous étudierons les propriétés de coloration du carré des
graphes cubiques.

V(D(G)) = V(G) v E(G)
E(D(G)) ={{v,e} | v eV(@), e ¢E@G), v ee}

!

- Les applications L,C et D de la classe des graphes dans elle-méme peuvent
étre composées.
Par exemple nous désignerons par CD(G) le carré de la subdivi-
sion de G; ce graphe peut &tre identifié au graphe total de G (trés étudié
en particulier en ce qui concerne ses propriétés de coloration).

Dans toute la suite nous nous limiterons au cas des graphes G
tels que E(G) # 0.
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B) COUVERTURES MINIMALES PARTIELLES DE G ET STABLES DE CLD(G)

Proposition 5 : Pour tout graphe G, p"(G) = &«[CLD(G)]

En_effet :

- Soit C une couverture minimale partielle de G de cardinal o"(G).

C # @. D'aprés la proposition 3 :

ve € C, BVé ee:e'eC, Vo € e'—e' = e .

Soit Z = {{v,,e} | e eC}h

Z est un ensemble d'arétes de D(G) vérifiant les propriétés suivantes :

. Deux arétes distinctes quelconques de Z sont disjointes.

. Aucune aréte de D(G) n'est incidente 3 deux arétes distinctes de 7.
Donc Z est un stable de CLD(G) de cardinal |C|.
D'ol o[CLD(G)] = "(G)

- Réciproquement soit 7 un stable de CLD(G) de cardinal o[CLD(G)].
Soit C = {e € E(G) |3 v e V(G) : {v,e} ¢ Z}.
On a donc |c| = |Z].
Ve e C soit A le sommet unique de G tel que {Vé,e} e Z.
v, ee et:e' eC, Vg € e' =e = e' (sinon Z ne serait pas un stable
de CLD(G)). D'aprés la proposition 3, C est une couverture minimale partiel-
le de G de cardinal |Z]|.

D'oll p"(G) = a[CLD(G)]

- Ceci achéve la démonstration.

Corollaire : Pour tout graphe G, 8(G) = |V(G)| - «[CLD(G)].

Le calcul de B(G) est ramené au calcul du nombre de stabilité d'un graphe
comportant 2|E(G)| sommets.

Le résultat précédent permet de démontrer simplement que pour

tout graphe G de degré minimum §(G) :
_2|E(G)
(@ 2 V@] -3l

C) REMARQUES

- On peut rapprocher notre corollaire du résultat de Gupta [2] qui s'énonce :
Pour tout graphe G, B(L(G)) = |V(G)| - «[CD(G)].
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Dans le méme esprit, nous avons pu démontrer avec C. Payan les égalités

suivantes, valables pour tout graphe G [3]:

BID(G)T = |V(G)| - «[CL(G)]
BILD(G)] = |V(@)| - a[C(G)]

Les concepts de couverture minimale partielle et de subdivision peuvent
s'étendre aux hypergraphes ; on obtient un résultat analogue i celui de
la proposition 5. Cette démarche nous a permis avec C. Payan de résoudre
le probléme du calcul du nombre maximal d'arétes d'un hypergraphe t-

critique de rang h [4] en nous ramenant au caleul du nombre de stabili-

té d'un graphe (voir annexe I).

IV - NOMBRE D'ABSORPTION ET CARDINAL MINIMM D‘UN STABLE MAXIMAL

1

A)

B)

= INTRODUCTION

Soit G un graphe; un stable S de G sera dit maximal si pour tout stable
S'de G: S cS' =S =g, |

Nous désignerons par o'(G) le cardinal minimum d'un_stable maximal de G.

Un stable de G est maximal si et seulement si il constitue un
absorbant de G.
Donc pour tout graphe G : 8(G) <« «'(G)
Gupta a démontré le résultat suivant (cité dans [5], p. 97) :
Pour tout graphe G, 8[L(G)] = o'[L(G)]
Nous allons donner une généralisation de ce résultat.

Appelons R-graphe tout graphe G tel qu'il existe un graphe H pour lequel
G est isomorphe 3 L(H).
(Pour lé définition de 1'isomorphisme de deux graphes, nous renverrons
le lecteur 3 [6]).

Tout sous-graphe d'un R-graphe est un R-graphe.

Le résultat de Gupta peut donc se formuler comme suit :
Pour tout R-graphe G, vB cV(G), BZ @ : B(GB) z a'(GB).

Ceci nous améne 3 poser la définition suivante :
Un graphe G sera dit g-parfait si vB cV(G), B#0 : 8(Gg) = a'(G
dans le cas contraire il sera dit g- imparfait.

B)
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Remarque : Le terme "B-parfait" a été choisi par analogie avec les termes
"a-parfait " et "y-parfait ", velatifs & L'étude d'autres paramé-

tres ([7), p. 347). Toutefois, il faut noter que le paramétre B(G) se com-

porte trés différemment du nombre de stabilité par exemple. En particulier,

il est facile de construire un graphe G tel que :

AB' cV(G), B' # @ : B(Gg,) > B(G)
IB" c V(G), B" # @ : B(GB.,) < B(G).

In

n

C) Gupta a donc démontré que tout R-graphe est B-parfait. Or Beineke [8] a
donné une caractérisation des R-graphes qui prend la forme suivante :
Un graphe G est un R-graphe si et seulement si il n'admet com-
me sous-graphe aucun graphe isomorphe 3 Hi (i =1,...,9), les 9 graphes
Hi étant donnés explicitement.

En particulier le graphe H1 peut étre défini par :

V(Hl)
E(Hl)

{1,2,3,4} ;
{{1,2}, (1,3}, {1,413.

En résumé le résultat de Gupta peut se formuler comme suit :

Tout graphe p-imparfait contient un sous-graphe isomorphe 3
1'un des He (1=1,...,9.

C' est sous cette forme que nous allons le généraliser.

2 - GRAPHES B~IMPARFAITS CRITIQUES

Définition : Un graphe G sera dit B-imparfait critique s'il est g-imparfait

et si tous ses sous-graphes (autres que lui-méme) sont B-parfaits.

Les graphes g-parfaits peuvent donc étre caractérisés comme
les graphes n'admettant aucun sous-graphe g-imparfait critique.

Nous ne sommes pas en mesure de donner une construction expli-
cite de la classe des graphes B8 -imparfaits critiques.
Par contre nous allons démontrer le résultat suivant :
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Proposition 6 : Si G est un graphe g-imparfait critique, B(G) = 2

En effet, soit G un graphe 8- imparfait critique.
Soit A l'ensemble des absorbants de G de cardinal g(G).
Soit m = min (IE(G,) )+

A e A
Si 1'on avait m = 0, un é1lément de A serait stable de G; il s'agirait donc
d'un stable maximal de G de cardinal g(G) : ceci est impossible puisque
8(G) < a'(G).

Donc m 21. Soit A ¢ A tel que 'E(GA)’ = m.
Soient vy et 5 deux €léments de A tels que {Vl’v2} € E(GA).

Soit B = {v e V(G) - A | v' ¢ A, {V,v'} ¢ E(G) = v' e {vy,V5}}.
e oy
Soit B' = B y {vl,v2}.
A) - Si 1'on avait B(GB,) =1 :
Soit w e B' tel que {w} est un absorbant de GB"
(A - {v;,v,}) v {wlest un absorbant de G de cardinal [Al -1 ;ilya
contradiction.
Donc B(GB,) 2 2.

- {vl,v2} est un absorbant de GB"

en conclusion : B(GB,) =2.

B)

On a donc o (GB,) z 2,

Si 1'on avait a'(GB.) =2

Soit {wl,w2} un stable maximal de Gge de cardinal 2.

A= (A - (v, v {wy,w,} est un absorbant de G de cardinal |A|. On
vérifie en outre que IE(GA,)I < {E(G,)| = m; il y a contradiction.

En conclusion : a'(GB,) z 3,

0 - GB' est donc un sous-graphe g-imparfait de G.
Comme G est g-imparfait critique, B' = V(G).
Done 8(G) = 8(Gg,) = 2.

~ Ceci achéve la démonstration.
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3 - UNE FAMILLE DE GRAPHES B-PARFAITS

Proposition 7 : Tout graphe B-imparfait admet un sous—graphe isomorphe i
1'un des graphes Ki (i=1,...,6) représentés ci-dessous :
K 12 Vo Ky, @ v Vo
Wi Wo Wi { I l 5. Wo

W'l W'z W'l W'2
Kq : Vi Vo

Wlé I l BW2
w'l W'z

V] Vo KG . Vi Vo

Wy

Wy Wy W1

t

I1 suffit de démontrer la proposition 7 pour les graphes g-imparfaits criti-

ques.
Soit donc G un tel graphe; d'aprés la proposition 6, G admet

un absorbant de cardinal 2, soit {Vl,Vg}; en outre of(G) > 3 et donc
{V1,V2} € E(G).
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A) - {vg}n'est pas absorbant. Donc Juy € v(G) - {vl,vg-tel que {W1’V2} ¢ E(G);
on a alors {wi,vl} e E(G).
De méme 3w, ¢ V(@) - {vl,vg»tel que :
{w2,vl} ¢ E(G); {w,y,v5} € E(G).

B) - {V2,w1} étant stable, n'est pas absorbant.

Donc 3 wi e V(G) - {vy,wy} tel que :
{Wi, wl} ¢ E(Q) et {wi,v2} ¢ E(G); on a alors {wi,vl} e E(G).

De méme 3 wé e V(G) - {vysw,} tel que :

{wh,w,} ¢ E(G), {w3,v} ¢ E(Q), {wh,v,} e E(G).

C) - Les sommets vl,vg,wl,w2,wi,wé sont nécessairement distincts entre eux.
On vérifie alors que l'ensemble de ces 6 sommets engendre 1'un des sous-
graphes Ki(i =1,...,6) ( 3 un isomorphisme prés).

Ceci achéve la démonstration.

Remarque : 72 Ko K; et K, sont Bg-imparfaits (et done B-tmparfaits critiques)
mats K, et K, sont -parfaits. La proposition 7 n'admet done pas de
réciproque : nous ne savons pas caractériser les graphes B-parfaits en termes
de "sous-graphes exclus". La proposition 7 permet seulement de définir une
classe particuliére de graphes B-parfaits (ceux qui ne contiennent aucun sous-

graphe isomorphe d 1'un des Ki,i =1,...,86).

4 ~ APPLICATIONS ; GENERALISATION DU RESULTAT DE GUPTA

Proposition 8 : Tout graphe B-imparfait contient un sous-graphe isomorphe 3 H .

En effet, tout graphe Ki (i = 1,...,6) contient un sous~graphe isomorphe i His

il suffit donc d'appliquer la proposition 7.

Remarques :-La proposition 8 est bien une généralisation du résultat de Gupta.
— M. Las Vergnas a étudié la classe des graphes ne comportant aucun
sous~graphe isomorphe d H, (qui sont donc B-parfaits) en ce qui concerne leur
nombre de couplage [9].
On trouvera une caractérisation de cette classe de graphes dans

L'annexe IT.
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Proposition 9 : Pour tout graphe G, D(G) est B-parfait,

En effet, étant donné un graphe G, toute aréte de D(G) contient un sommet de
degré 2 de D(G); donc D(G) ne comporte aucun sous-graphe isomorphe 3 1'un
des K. (i=1,...,6).

La proposition 9 est utilisée dans 1a démonstration du résultat
suivant : Pour tout graphe G, BID(G)] = - [V(G)] - alcn(e)] (I3 ; se reporter
au paragraphe III.3.C).

V'~ PARTITION DES SOMMETS D’UN GRAPHE EN ARSORRANTS DU GRAPHE

1 - INTRODUCTION

A) Rappels sur les bonnes colorations d'un hypergraphe (7]

Un ensemble transversal d'un hypergraphe H = (X; Ei’ ieI) est

une partie T de X avec :y i e I, T n Ei £ Q.

Le nombre de transversalité de H, noté 1(H), est le cardinal
minimum d'un transversal de H.

Une bonne k-coloration (k > 1) de H est une partition
{Sl,...,Sk} de X en k classes telle que :

VielI, |[{je {1,...,k} [ E; n S; # ¢} = min {E |, Kk

En particulier pour k ¢ min (|E |), H admet une borme k~colora-
iel

tion si et seulement si X admet une partition en k transversaux de H.

Le nombre chromatique de 1'hypergraphe H, noté y(H), est le

plus petit entier k, k > max (IE |) tel que H admette une bonne k-~coloration.
1 e I
Dans le cas des graphes cette définition coincide avec la dé-

flnltlon classique du nombre chromatique.
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B) Hypergraphe des images d'un graphe

A tout graphe G nous associerons son hypergraphe des images,
noté I(G), ayant pour ensemble de sommets V(G) et pour famille d'arétes :

(FV, v € V(G)), avec vv e V(G) :

F,o = v e V(G) | {v,v'} ¢ E(G)} ¢ {v}.

On vérifie immédiatement que 1'ensemble des absorbants d'un
graphe G est identique 3 1'ensemble des transversaux de I(G).
Donc pour tout graphe G : g(G) = <(I(G)).

Remarque : Pour tout graphe G, I(G) est isomorphe d son hypergraphe dual
(pour les définitions de L'isomorphisme et de la dualité, se

reporter 4 [6]).

Le lien entre I(G) et l'ensemble des absorbants de G nous ame-
ne 3 nous intéresser dans ce chapitre au probléme général suivant :

Etant donné un graphe G, pour quelles valeurs de k 1'hypergra-
phe I(G) admet-il une bomne k-coloration ?

Ce probléme contient deux cas particuliers importants :
- On se limite aux valeurs de k supérieures ou égales i

max  (|F |) = a(@)+1  (A(G) désigne le degré maximum d'un
v ¢ V(G)
sommet de G).
I(G) admettra une bonne k-coloration yk 2 Y(I(G)) > A(G)+1 ,
k g [V(@)].
Nous sommes donc ramenés 3 1'étude de y(I(G)).
Remarquons que pour k > A(G)+1, toute bonne k-coloration de
I(G) est une bonne k-coloration du graphe C(G), et réciproquement. Donc
v(I(®)) = v[C(®)].
On peut rattacher 3 1'étude du parameétre y[C(G)] lé conjecture
de la coloration totale, qui s‘'énonce :
Pour tout graphe G, y[CD(G)] < A(G)+2. [10]

Dans un autre chapitre, nous étudierons vy[C(G)] pour les gra-
phes cubiques.
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- On se limite aux valeurs de k inférieures ou égales a

min ___ ([F_|) = §(G)+1 (8(G) désigne le degré minimum d'un

vev
sommet de G).
Pour ces valeurs de k, toute bonne k-coloration de I(G) est une
partition de V(G)en k absorbants de G, et réciproquement.

Nous sommes donc amenés 3 poser la définition suivante :
Pour tout graphe G, 1(G) désigne le nombre maximum de classes

d'une partition de V(G) en absorbants de G.

Remarques : . Pour tout graphe G, W(G) < §(G)+1; en particulier si G com—

porte au moins un sommet isolé, N(G) = 1.

. Pour tout graphe G, ¥k, 1 < k < N(G), I(G) admet une bonne

k-coloration.

Nous allons nous consacrer dans ce paragraphe 3 1'étude du pa-
ramétre N(G).

C) Un résultat de Ore

On pourra trouver dans Ore ([11], page 206) la démonstration
du résultat suivant : Pour tout graphe G sans sommets isolés, n(G) > 2.

Autrement dit, Nm(G) = 1 si et seulement si §(G) = 0.
)

2 - UNE GENERALISATION DU RESULTAT DE ORE

Definition : Le graphe complémentaire d'un graphe G, noté G, est tel que :
V(G) = V(G).
E@) = {({v,v'} | v e V(B), v' ¢ V(G) - {v}, {v,v'} ¢ E(G)}

H

On veérifie immédiatement que B(G) = 1 si et seulement si G admet au moins

un sommet isolé.

Le résultat de Ore peut donc se formuler ainsi :
Pour tout graphe G tel que g(G) > 2, mu(G) » 2.

Nous allons en donner la généralisation suivante :
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Proposition 10 : Pour tout graphe G, TN(G) > 8(G). f12]

En effet, étant donné un graphe G,v B c V(G), posons :
. De(B) ={v e V(G)-B |V b ¢ B, {v,b} ¢ E(G)}
(ensemble des "dominants extérieurs" de B)
. Di(B) ={b eB ] b € De(B— {b})}
(ensemble des "dominants intérieurs" de B)

On vérifie immédiatement que B est un absorbant de G si et seulement si
b, (B) = 2.

Une partition {Bl"°"Bm} de V(G) sera dite absorbante si
VJe{l,...,m} Di(Bj) £ 0.

I1 est facile de vérifier qua toute partition absorbante de
V(G) en k classes(k 3 1) correspond au moins un absorbant de G de cardinal
k, et réciproquement.

Le nombre minimum de classes d'une partition absorbante de G,
noté€ m, sera donc égal 3 g(Q).

Soit P = {Bl""’Bm} une partition absorbante de V(G) en m clas-
ses telle que pour toute autre partition absorbante de V(G) en m classes,

soit P' = {B',...,B&}, on ait 1'inégalité :
m
r [D;(BD] < 5 |D:(B))] (1)
j=1 t j=u 1

Supposons que : 3 Bj e P aveciDe(Qj) £ 0.

Soit alors v ¢ De(Eﬁ)'

Soit k ¢ {1,...,m} tel que v « Bk (donc k # j).

1
Remarquons que v ¢ Di(Bk); en effet sinon (P - {Bj’Bk}) U {Bj U Bk}
serait une partition absorbante de V(G) en m-1 classes.

En particulier Bk = {v} # @ et il est possible de définir une

partition P! =H%y.u%#devm)enp%mw:

B = B - {v}; Bj = Bj u {v}

et V ee{l,...,m} - {j,k} : Bé = Bk'
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On vérifie alors que :

1y

D, (B,) (puisque v ¢ D; (B,))

. Dy(BY)

. Di(Bg)

"

Di(Bj) u {v}

+ D;(B)) = D:(By) Ve {l,...,m} - {j,k}.
P' est une partition absorbante de V(G) en m classes et 1'on peut mettre en

évidence une contradiction avec 1'inégalité (1).

Done  ¥B; e P, D,(B;) = 0.

Autrement dit P est une partition de V(G) en m = g(G) absorbants de G. D'od
n(G) > p(Q).

En remplagant G par G nous obtenons 1'énoncé de la proposition
10.

3 - REMARQUES

A) La proposition 10 a pour corollaire immédiat 1'inégalité suivante (vala-
ble pour tout graphe G) : g(G) B(G) ¢ |V(G)].
Cette infgalité est la meilleure possible en ce sens que si
E(G) = @, 1'égalité est atteinte (quelle que soit la valeur de |V(G)]).

Elle conduit 3 la solution compléte du probleéme du type
"Nordhaus-Gaddum" pour le nombre d'absorption, tel qu'il a été défini
par G. Chartrand et J. Mitchem [13]; cette solution se présente comme
suit : ,

Pour tout graphe G : min {3,|V(G)| + 1} < 8(G) + B(G) < V(G| + 1

min {2,[V(G) |} < 8(G) 8(&) < |V(G)]
et ces inégalités sont les meilleures possibles.

Signalons aussi que C. Payan, avec qul nous avons démontré la
proposition 10, a amélioré 1'inégalité 8(G) 8(T) < |V(G)| dans le cas
ou G est soumis 3 certaines restrictions (relatives au degré des sommets
par exemple) [14].
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B) V.G. Vizing a conjecturé (cité dans [71, page 365) :

Etant donnés deux graphes G et H : g(G+H) = 8(G) 8(H) ;
G+H désigne la somme cartésienne des graphes G et H (définie dans [71,
page 363).

I1 est facile de vérifier qué pour tout graphe G :

B(G +3) = |V(aG)|

La proposition 10 répond donc affirmativement 3 1la conjecture de Vizing
dans un cas particulier.

VI - APPLICATION DE LA NOTION LE NOVBRE D'ABSORPTION A L'ETUDE DE CERTAINS

. PROBLEMES DE COLORATION.

1 - INTRoDUCTION

Etant donné un graphe G, son indice_chromatique, noté q(@),

est le cardinal minimum d'une partition de E(G) en couplages de G (on sup-
posera toujours E(G) # @). g(G) est donc égal au nombre chromatique de L(G).
Pour tout graphe G on a éviderment : q(G) > A(G). (A(G) est le degré maximum
de G).

V.G. Vizing a montré en outre que pour tout graphe G :
a(G) = A(G) + 1 [15]

L'étude de 1'indice chromatiqpe des graphes fait 1l'objet de nombreux travaux
récents; le cas particulier des graphes cubiques (graphes dont tous les som-
mets sont de degré 3) suscite un grand intérdt (c'est le cas non trivial le
plus simple ; le probléme est 1ié en outre i la céldbre Conjectgre des Qua-
tre Couleurs).

Dans ce qui suit nous montrerons 1'existence d'un lien entre
1'indice chromatique (pour les graphes cubiques en particulier) et d'autres
paramétres relatifs 3 la notion d'absorbants d'un graphe. Ces paramétres sont
les suivants (définis pour tous les graphes G avec E(G) # 0) :
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- B(L(G)), nombre d'absorption de L(G); comme nous l'avons déja vu, B(L(G))
est égal 3 a'(L(G)), c'est-3-dire au cardinal minimum d'un couplage maxi-
mal (par inclusion) de G. Ce paramétre a &té étudié récemment par Grinbaum
(161, qui le note m(G).

- T(G), défini par Griinbaum [16] comme le cardinal maximum d'un ensemble de
couplages maximaux de G deux 3 deux disjoints.

- M(L(G)), nombre maximum de classes d'une partition de E(G) en absorbants
de L(G) (voir le parasrapheV du présent chapitre).

2 - RESULTATS GENERAUX SUR LES PARAMETRES 8(L(c)), T(e) T m(L(g)),

Proposition 11 : Pour tout graphe G avec E(G) # ¢ les inégalités suivantes

sont vérifiées :

(1) T(G) < I(L(G))
(2 BL®) >3 [[V(@E)] - a(6) ]

2|E(G)

(3) L0 < prasri Tt

a) Tout couplage maximal de G est un absorbant de L(G); il existe donc une
partition de V(L(G)) en T(G) absorbants de L(G), ce qui démontre 1'iné-
galité (1).

b) Si K est un couplage maximal de G de cardinal g(L(G)), V(G) - V(GK) est
un stable de G de cardinal |V(G)| - 2 8(L(G)), d'ol 1'inégalité (2).

¢) Chaque classe d'une partition de V(L(G)) = E(G) en [(L(G)) absorbants
de L(G) comporte au moins B(L(G)) éléments; donc |E(G)| 2 W(L(G)) B(L(Q)).
On peut alors appliquer 1'inégalité (2) ;

L JE@] . 2|E@®]
TBL®)) T VT - «@)

d'ol 1'inégalité (3).
On remarquera que s'il y a &galité dans (3), il y a égalité

(L(G))

dans (2).
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vV e V(G) dG(v) =d

Proposition 12 : Soit G un graphe d-régulier (d > 2). Les inégalités sui-
vantes sont vérifiées :

(1) T(L@)) <24d
(2) T(LL(G)) <2d

(3) B(LL(G)) > V(&) [ (d-1)
4
En outre, s'il y a égalité dans (1), il y a égalité dans (2)
et (3).
En effet

a) L'inégalité (2) de la proposition 11 donne, en remplacant G par L(G) :

B(LL(G)) = 5 [|E(@)| - a(1(G))]

or [B(@] = V@] x5 et oe(@) = v(@) < LA

D'ou 1'inégalité (3).

- b) Comme dans la démonstration de 1'inégalité (3) de la proposition 11, on
peut écrire :

B(LL(G))

d(d-1)
2

I1 suffit alors d'utiliser 1'inégalité (3) pour obtenir 1'inégalité (2).

Or|E(L(G)] = |v(@)]| x

On constate en outre que s'il y a &galité dans (2) il y a égalité dans

(3).

¢) D'aprés 1'inégalité (1) de la proposition 11 :
T(L(G)) < m(LL(G))
L'inégalité (2) implique donc 1'indgalité (1); en outre s'il y a égalité
dans (1) il y a égalité dans (2).

H

Ceci achéve la démonstration.
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3 - LIEN AVEC L’ INDICE CHROMATIQUE POUR LES GRAPHES REGULIERS DE DEGRE - IMPAIR,

Proposition 13 : Soit G un graphe (2p+1)-régulier (p = 1).

(1) q(6) 22p + 1
(2) T(L(G)) <4p + 2
(3) M(LL(G)) < 4p + 2

) L(e)) > V@ 1p_

2

En outre s'il y a égalité dans (1), il y a égalité dans (2),(3),(4).

En effet : D'aprés la proposition 12 il nous suffit de démontrer que
a(G) = 2p + 1 =T(L(G)) = Up + 2.

Pour tout ensemble fini non vide X nous désignerons par KX le
graphe complet ayant pour ensemble de sommets X, défini par :

V(KX) X

E(Ky) = {{x,x"'} | x e X, x' ¢ X, x' # x}

Vn ¢ IN- {0} nous désignerons par K, le graphe K{1 n}*
seens

Supposons donc que a(G) = 2p + 1.

Cela signifie qu'il existe une application ¢ de E(G) sur

V(K

2p+1) telle que :

e e E(G), e e E(@), lene'|l = 1=p(e) £o(e")

Autrement dit V{e,e'} ¢ E(L(G)) :

o ({e,e'}) = {e(e), o (e")} e E(K ).

2p+1

Or on sait que q(K2p+1) =2p+1 ([T7] p. 237)

Ce qui revient 3 dire que E(sz +1) admet une partition en 2p+1 couplages ma-
1° 'F2p+1
¥i,jel{l,...,2p+1}, i appartient 3 une ardte de Fj si et seulement si i#j.

ximaux de sz " (de cardinal p); ces couplages seront notés ¥ de sorte que :

vi € {1,...,2p+1}, posons :

E; = {{e,e'} ¢ E(L(A)) | o({e,e'}) « F;} = 271 (F;)
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(E4,...,E2p+1) est évidemment une partition de E(L(G)).

Soit i e {1,...,2p+1}; étudions le graphe (E(G);Ei) qui est un sous-graphe
partiel de L(G).

Soit e € E(G) telle que ¢(e) = i; vd € {1,...,2p+1} - {i}, (i,j} ¢ F; . Donc

ve' e E(G) telle que {e,e'} ¢ E(L(G)), {e,e'} ¢ E;5 e est un sommet isolé
de (E(G)3E,).

Soit e € E(G) telle que ¢(e) = j # i. Il existe un &18ment k unique de
{1,...,2p+1} - {i,j} tel que {j,k} € Fi'

Donc si e' ¢ E(G) et {e,e'} « E;, ¢{e') = k. Dans (E(G);Ei), le sommet e est
adjacent 3 exactement deux sommets e' et e" avec o(e') = o(e") = k.

On en déduit que (E(G);Ei) posséde la structure suivante :
- les sommets e ¢ E(G) tels que ¢(e) = i sont isolés.

- les autres sommets engendrent un sous—graphe z-régulier de nombre chroma-
tique 2, et donc d'indice chromatique 2.

Ei admet donc une partition en deux couplages maximaux de L(G) (puisque
fe € E(G) | ¢(e) = i} est un stable de L(G)).
Ceci étant vrai vi ¢ {1,..., 2p+1} , E(L(G)) admet une parti-
tion en 2 (2p+1) = Up+2 couplages maximaux de L(G). D'ol M(L(G)) > Lp+2
et donc M(L(G)) = 4p+2.

Ceci achéve la démonstration.

Remargues :

- La démonstration peut &tre faite de manidre beaucoup plus simple pour p=I.
— On peut se demander si le résultat :
q(6) =d => T(L(G)) = 2d ?
n'est pas également valable pour les graphes d-réguliers ou d est pair.
Une condition nécessaire d réaliser est que |V(G)| soit multi-
ple de ¢ (pour obtenir 1'égalité dans L'inégalité (3) de la proposition 12);
cette condition n'est pas suffisante pour d = 2 comme le montre l'exemple

du cycle de longueur 4. Nous n'avons pas de contre-exemple pour d > 4.
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En tout état de cause une démonstration serait nécessairement trés diffé-

rente de celle que nous avons donnde pour d impair.

- L'étude précédente permet en fait de montrer que si G est 2p+l-régulier
(b 2 1) avec q(G) = 2p+1, L(G) vérifie la Conjecture de la Coloration
Totale.

4 - CARACTERISATION DES GRAPHES CUBIQUES D' INDICE CHROMATIQUE 3

Proposition 14 : Soit G un graphe cubique.

Les inégalités suivantes sont vérifiées :
(1) q(6) 2 3
(2) m(L(G)) < 6
(3) I(LL(G)) < 6

(4) B(LL(G)) > Jv—é(ﬁi

En outre s'il y a &galité dans l'une, il y a égalité dans les

autres.

Les inégalités (1),(2),(3),(4) sont vérifiées d'aprés la propo-
sition 13 oll 1'on fait p = 1. '
Nous avons vu également que :
égalité dans (1) = égalité dans (2) = égalité dans (3) = €galité dans (4).
Nous allons maintenant montrer que :
égalité dans (4) = égalité dans (1).

Supposons done que B(LL(G)) = VéG)l.

Autrement dit o'(LL(G)) = VgG)I. I1 existe un couplage maximal X de L(G)
avec K| = VgG)|. |

Soit E1 =E@G) - (u e.).
i
eiGK

Comme K est un couplage maximal de L(a), E, est un stable de L(G); c'est donc
un couplage de G, de cardinal :

[eg] = 2L g - @)

Soit alors F = E(G) - E1 et H = (V(G);F).
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lv(a)|
2

Puisque |E1| = , H est régulier de degré 2.

Donc H est isomorphe 3 L(H).

Or d'aprés la définition de El’ K est un couplage de L(H) qui est en méme
temps une couverture de L(H).

Donc q(L(H)) = 2 et par suite q(H) =

F admet donc une partition en deux couplages E2 et E3 de H(qui sont aussi
des couplages de G).

En conclusion {El, 2’E3} constitue une partition de E(G) en couplages de
G; ceci achéve la démonstration.

5 - REMARQUES

A) Un graphe cublque G a donc pour indice chromatique 3 si et seulement si

B(LL(G)) = 131911

B) Etant donné un graphe cubique G, posons H = L(G).

(V)| = 3|V(G)[
Donc a'(L(H)) = g(L(H)) = 1X%ELL , Soit %%%%%%ll-z %— avec 1'6galité si

et seulement si q(G) =

On peut rapprocher ce résultat de celui de R. Forcade [17], qui s'énonce :

Soit Id le graphe du cube 3 d dimensions.

o' (L(I,))
—I-WI—ﬂ- est une fonction non croissante de d, et en outre :
d a (L(I )) 1
1lim = 3
d+w]W%H

i
On pourra aussi vérifier qu'un résultat de B. Sands [18] se raméne 3 dé-

montrer que si G appartient 3 une certaine famille de graphes :
o' (@) | 1
v@| °



Y

D)

I.27

I1 semble donc que le rapport %-doive Jouer un rdle particulier dans 1'é-
a'(L(G))
1V(G) |

On pourra remarquer que %-est une valeur frontiére en ce sens que (pour

tude du paramétre

tout graphe G) :

t
ET%%é%%l > %»<=> G admet un couplage maximal K qui comporte au plus |K|

sommets insaturés (n'appartenant 3 aucune ardte du couplage).

Nous avons dé€ji signalé le résultat de Gupta [2] qui s'énonce : Pour tout
graphe G, B(L(G)) = |V(&)| - «[CD(G)]. Donc, si G est un graphe cubique :

BIL@) = [vL@)] - afena) = 2O _ oreny(as.

Donc o[ CDL(G)] =< |V(G)| avec 1'égalité si et seulement si q(G) = 3. L'étu-
de de q(G) est donc ainsi ramenée 3 celle du nombre de stabilité d'un gra-
phe associé 3 G,

Nous avons représenté ci-dessous le graphe IL(G) en choisissant pour G 1ie
plus simple des graphes cubiques, c'est-a-dire le graphe complet i quatre
sommets; nous avons entouré d'un carré les sommets d'un absorbant de car-
dinal lYéglL = 2. Le dessin rend évident la relation de structure qui asso-

cie LL(G) & G : nous pourrions imaginer que nous avons représenté le graphe
G par des batomnets disposés sur une table; chaque "bitornet" correspond 3

un graphe complet 3 quatre sommets.



I.28

& - APPLICATION A UNE FORMULATION DE LA CONJECTURE DES QUATRE CoULEURS

A) Nous renvoyons le lecteur 3 [71, [19]1 pour toutes les définitions usuelles

concernant les graphes planaires et la connectivité d'un graphe.

On sait qu'étant donné un graphe planaire triangulé G, son graphe
dual est un graphe cubique planaire 3-connexe G*.
En outre v(G) < 4 <= q(G%) = 3.

1]

La Conjecture des Quatre Couleurs admet les deux formulations
équivalentes suivantes :

- pour tout graphe planaire triangulé G, y(G) < 4

— pour tout graphe cubique planaire 3-connexe H, q(H) = 3.



I.29

B) On peut montrerqu'un graphe G est le graphe représentatif des arétes d'un
graphe cubique planaire 3-connexe si et seulement si -

- G est régulier de degré 4 et 3-connexe.
- G admet une représentation planaire dans laquelle E(G) peut étre parti-
tionné en triangles de G qui sont les contours de faces de G.

D'aprés la proposition 14, 1a Conjecture des Quatre Couleurs se
ramene donc 3 1'étude du paramdtre a'(L(G)) pour une famille particuli&re
de graphes G planaires 3-connexes (c'est-i-dire de graphes G 3-polytopaux).
Ceci est 3 rapprocher de 1'étude de B. Griinbaum sur les couplages dans les
graphes polytopaux [16].

C) Couverture des angles par des angles dans un graphe planaire triangulé

Soit G un graphe planaire triangulé (v@y| = u).

Un angle de G est un couple d'ardtes de G appartenant au contour
d'une méme face de G (une représentation planaire de G étant domnée). Deux
angles de G seront dits adjacents s'ils ont au moins une ardte commune. Nous

dirons qu'un ensemble A d'angles de G est une couverture des angles de G si

tout angle de G est adjacent 3 au moins un angle appartenant 3 A. Nous désigne-
rons par r(G) le cardinal minimum d'une couverture des angles de G.

Proposition 15 : Pour tout graphe planaire triangulé G, r(G) > IV(G)] -2

avec 1'égalité si et seulement si Yy(G) < 4.

BEn effet : Soit G* 1le graphe planaire dual de G. C'est un graphe cubique avec
V(6" | = 2|v(a)] - 4.

On pourra identifier les arétes de G aux arétes de G* et les an-
gles de G aux arétes de L(G*); les couvertures des angles de G par des angles
de G seront ainsi identifiées aux absorbants de LL(G*).

On en déduit que r(G) = g(LL(G¥)). *

D'aprés la proposition 14, r(G) > VéG%) = [V(@)] - 2 avec
1'égalité si et seulement si q(G*) = 3, soit y(G) < 4.

Ceci achéve la démonstration.
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Corollaire : La Conjecture des Quatre Couleurs est équivalente 3 la proposi-
tion suivante : Pour tout graphe planaire triangulé G,
r(G) < |W(@)] - 2.

D) Remarques
- le calcul de r(G) peut apparaitre comme plus simple que celui de y(G) sur
le plan pratique.

- Posons r, = max {r(G) | G est un graphe planaire triangulé avec |V(G)| = n}
(Vn 2 4),
Si la Conjecture des Quatre Couleurs est vraie, r,=n2 vnz: y

r
La suite (Tn) (n > 4) est donc croissante et a pour limite 1.

I1 est donc logique de poser les questions suivantes :

.r
La suite (?n) (n 2 4) est-elle croissante 2
Admet~elle une limite ¢
3

On peut montrer que cette suite est bornée par 5.

En effet, si G est un graphe planaire triangulé et si G* est
son graphe dual :

r(G) = B(LL(G*)) = a'(LL(G*)) < vw(L(G*))
Done r(G) < 1V(L§G*>I : HX(G*)J _ B(ZIX(G)I -4)

IA

¥

S

2
2

- A titre d'exemple, nous avons représenté ci-aprés un graphe planaire trian-
gulé G 3 12 sommets; nous avons marqué en outre un ensemble de 10 angles
qui constitue une couverture des angles de G.
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CHAPITRE I

SUP. L* INDICE CHROMATICUE DU GPAPHE

REPRESENTATIF DES ARETES DU GRAPHE REGULIER
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I - INTRODUCTION

Nous venons d'établir par des procédés constructifs certaines
relations entre 1'indice chromatique d'un graphe régulier G de degré impair
et d'autres invariants attachés a L(G) et LL(G).

Dans le méme esprit, nous allons maintenant étudier les rela-
tions pouvant exister entre q(G), q(L(G)) et q(LL(G)) pour les graphes ré-
guliers G de degré quelconque (q(G) désigne 1l'indice chromatique de G).
Rappelons que si G est un graphe d-régulier (d 2 2), L(G) est un graphe
(2d-2)-régulier.

IT - SUR L' INDICE CHROMATICUE DE LLC(G) POUR UN GRAPHE p-REGULIER G AVEC

a(G) = b,

1 - INTRODUCTION, NOTATIONS

Soit G un graphe d-régulier avec q(G) = d. (d > 2)
G comporte nécessairement un nombre pair de sommets; posons |V(G)| = 2r.
Alors |E(G)| = |V(L(G))| = r x d.
Or L(G) est (2d-2)-régulier.
Donc |E(L(G))]| = r x d(d-1) = |V(LL(G))].
LL(G) est un graphe (4d-6)-régulier qui comporte un nombre pair de sommets.

Nous allonsdimontrer qu'en fait q(LL(G)) = 4d-6.

Pour cela nous aurons besoin du concept de multigraphe.
ni non vide (ensemble des sommets de H) et ol E(H) est une famiile de par-
ties 3 deux éléments de V(H) (E(H) est l'ensemble des arétes de H). Il peut
donc exister plusieurs arétes distinctes de H d'extrémités v et v'
(v,v' € V(H)); deux arétes comportant les mémes extrémités seront dites pa-
ralléles; la multiplicité de H, notée m(H), est la cardinalité maximum d'un
ensemble d'arétes paraliéles de H. Un graphe est donc un multigraphe de mul-
tiplicité 1.
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Comme pour les graphes, le degré d'un sommet v d'un multigraphe
H sera l'entier : dy(v) = [{e € E(H) | v e e} |.
Nous poserons A(H) = max dH(v).

v e V(H)

Le théoréme de Vizing, déji cité [15]1, s'énonce, sous sa forme
la plus générale :

Pour tout multigraphe H, q(H) < A(H) + m(H).
(1'indice chromatique q(H) se définit de la méme maniére que pour les graphes).

Pour tout ensemble fini non vide X, nous noterons KX le graphe

complet sur X défini par :
V(Ky) = X ; E(Ky) = {{x,x"} | x € X, x' € X-{x}}.

Etant donnés deux entiers relatifs p et g nous noterons {p,q]
l'ensemble {z ¢ Z | p < 2z < q}.
Vn €[N - {0} nous noterons K, le graphe K[l,n]‘

2 ~ LE RESULTAT PRINCIPAL

Proposition | : Soit G un graphe d-régulier (d 2 2) avec q(G) = d.
Alors q(LL(G)) = A(LL(G)) = 4d-6.

En effet :

Pour d=2, le résultat est &vident car LL(G) est isomorphe i G.
Supposons donc d > 3. Puisque q(G) = d, il existe une application ¢ de E(G)
sur [1,d] telle que : Ve,e' ¢ E(G), |ea e'| = 1 = o(e) # ¢(e').

Pour toute aréte {e,e'l! de L(G) nous poserons alors :

ole,e') = {o(e), a(e")} « E(K)
et nous noterons I(e,e') le sommet v de G tel que e 0 e' = (v},
Soit a = {{e,e'}, {e',e"}} une ardte de LL(G) (e,e',e" sont trois arétes dis-
tinctes de G avec [e n e'| = |e' n e = 1) ; nous lui associerons 1'un des

triplets ordonnés (e,e',e"),(e",e',e) ; nous noterons : a = (e,e',e")=(e",e',e).
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Etant donnée une aréte a = (e,e',e") de LL(G) nous lui associerons :

- 1l'ensemble tl(a) = {6(e,e'), o(e',e")} < E(Kd) ; la cardinalité de tl(d)

pourra étre égale 3 1 ou 2.

- le nombre tz(a) égal 3 0 si I(e,e') = I(e',e") et égal 3 ¢(e') sinon.

Le type de a, noté t(a), sera défini comme étant le couple or-
donné (tl(a),t2(a)).

Soit maintenant B une aréte de LL(G) incidente 3 a, dont 1'in-
tersection avec o est {e,e'}. Remarquons que 0(e,e') « tl(a) et o(e,e") etl(s);
donc tl(a) n tl(B) 0.

Nous allons montrer que t(a) # t(B), en envisageant tous les cas

possibles.

er - . .
1" cas : B = (e,e',e""). Les quatre arétes e,e',e",e'" sont distinctes.

Done t,(a) = {a(e,e'), a(e',e™)} et t () = (ale,e'), o(e',e"")}.
Supposons que t{(B) = t(a).
En particulier t2(8) = tg(a). Deux possibilités se présentent :
a) t2(a) = t2(8) = 0. Donc I(e,e') = I(e',e") = I(e',e"").
Alors e" N e"' = {I(e,e")} et o(e") # a(e"').

D'ou o(e',e") # o(e',e"') et tl(a) # tl(e). I1 y a contradiction.

D) ty(a) = tZ(B) =¢(e'). Donc I(e,e') # I(e',e") et I(e,e') # I(e',e"").
On en déduit que I(e',e") = e' - {I(e,e')} = I(e',e™").
Donc e" n e"' = {I(e',e")} et o¢(e™) # o(e"').

Comme précédemment tl(a> £ tl(B) et i1 y a contradiction.

211 Las ¢ g = (e',e,e" ') . e,e',e" sont distinctes, e"' est distincte de
e et e' mais peut €tre identique 3 e".
ta) = {ole,e'), ole',e™)} et t,(8) ={ok,e'), ole,e"")}.

Supposons comme précédemment que t(g) = t(a); en particulier

t2(8) = t2(a). Deux possibilités se présentent :

a') t2(a) z t2(8) = 0. Donc I(e,e') = I(e',e") = I(e,e"").
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Alors en e'n e" 0 e"' = {I(e,e')} et ®(e), ¢(e'), ¢(e"), ®(e"') sont
distincts. D'oll 6(e',e") # o(e,e"') et tl(a) # tl(B).
I1 y a contradiction.

b') tz(“) = ¢(e') = tZ(B) = ®(e). Il y a contradiction car |en e'l = 1et
o(e') # o(e).

Nous venons de montrer qu'étant dornées deux arétes o et g de
LL(G) distinctes et incidentes, t1(a) n tl(B) 0 et t(a) # t(R).

Soit alors Hd le multigraphe défini par :

- V(Ha) comporte d(d-1) &léments; c'est 1'union de deux ensembles disjoints
X et Y avec :
X=1{x, | ueEK)}; Y= {yy | u e E(K,)}

- Hﬁ comporte les arétes suivantes :

Y Uu' € E(Ka) avec u N u' = {k} (k e [1,d]) deux arétes d'extrémités
Xy et X, notées ({u,u'}, 0) et ({u,u'},k).

Vu e E(Kd) avec u = {k,k'} deux arftes d'extrémités x, et y, notées
({u},k) et ({u},k').

A titre d'exemple nous avons représenté ci-dessous le multigra-
phe H3 ; chaque aréte u de K3 est représentée par celui des couples 12, 13
ou 23 qui. comporte ses deux extrémités.

({12},1) ({12},2)

({12,13},1) ({12,23},2)

({12,13},0) ({12,23},0)

({13,23},0)

({131,3)

({13,231,3)
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On pourra vérifier sans peine que ¥q « E(LL(G)), t(a) est une
aréte de Hy- Pour o,B € E(LL(G)), tla) 0 t(B) # @ se traduit par le fait
que t(a) et t(B) sont deux ardtes incidentes de Hy-

Colorions les arétes de Hd en ¢ couleurs.

Puis colorions chaque aréte o de LL(G) avec la couleur de t(q)
dans Hj. '

Puisqu'a deux arétes ¢ et g de LL(G) distinctes et incidentes
correspondent deux arétes t(q) et t(g) de Hd distinctes et incidentes, nous

avons obtenu une bonne coloration des arétes de LL(G) en ¢ couleurs.
Il nous reste 3 montrer que q(Ha) = Ug-6.
Le sous-multigraphe de Hd engendré par X est régulier de degré :
2(2(d-1)-2) = 4d-8. Sa multiplicité est 2.

D'apres le théoréme de Vizing, ses arétes peuvent €tre bien colorées en
4d-6 couleurs.

En chaque sommet X, € X, deux couleurs seront inutilisées et

pourront &tre affectées aux deux arétes d'extrémités x, et Yy

Donc q(Hd) = 4a-6.

Ceci achéve la démonstration.

5 - REMARQUES

~

A) La réciproque de la proposition 2 est fausse (elle est toutefois vraie
pour d = 2).

Nous avons construit un contre-exemple pour d = 3.

Soit G le graphe de Petersen; c'est un graphe cubique d'indice
chromatique 4. '

Nous avons représenté ci-dessous LL(G) (qui est un graphe
6-régulier) privé de ses ardtes constituant les diagnnales des quadrilatd-
res associés aux arétes de G ; ces aré}es manquantes constituent un cycle
hamiltonien de LL(G). Les arétes restantes dessinées en traits forts consti-
tuent également un cycle hamiltonien, et les arétes dessinfes en traits fins
aussi. Les arétes de LL(G) sont donc partitionnées en 3 cycles hamiltoniens,
chacun d'indice chromatique 2 (puisque |[V(LL(G))| est pair). Donc q(LL(G))=6.
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i

B) La conjecture suivante est plus fzible aue iz Conjecture des Quatre Cou-
leurs : conjecture : Four tout graphe cubique rlanaire 2-aréte connexe,

q(LL(G)) = 6.
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[1T - SUR L"INDICE CHROMATIQUE DE L(G) POUR LN GRAPHE p~REGULIER G AVEC

a(G) = p,

1 - INTRODUCTION

Soit G un graphe d-régulier (d = 2) avec q(G) = 4.
L(G) est (2d-2)-régulier.

Une condition nécessaire pour que q(L(G)) = 2d-2 est que chaque
composante connexe de G comporte un nombre pair d'arétes.

Cette condition est évidemment suffisante pour d = 2; Kotzig [20]
a démontré qu'elle était également suffisante pour d = 3. Nous allons démon-
trer ce résultat dans le cas général. Nous nous limiterons bien entendu au

cas des graphes G connexes.

Remarquons que puisque q(G) = 4, lV(G)] est pair. Posons
[V(@)| = 2r.
Alors [E(G) | = V(L(G)) = r x 4.

IE(G)I ne peut étre impair que si r et d sont impairs.

2 - LE RESULTAT PRINCIPAL

Proposition 2 : Soit G un graphe connexe d-régulier avec [E(G)[ pair et
q(G) = d. Alors q(L(G)) =A (L(G)) = 24-2.

Nous allons traiter séparément les cas d pair et d impair.

3 ~ DEMONSTRATION POUR LES GRAPHES DE DEGRE PAIR !

Soit donc G un graphe connexe, 2p-régulier (p > 1) avec

a(G) = 2p. Nous savons que |E(G)| est pair.

Soit & montrer que q(L(G)) = lp-2.
1, L(G) et G sont isomorphes; q(G) = q(L(G)) = 2.

Sip
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Supposons donc p > 2.

qg(G) = 2p. Donc il existe une application ¢ de E(G) sur [1,2p] telle que :

Ve,e' ¢ E(G) [e Ne'l =1 =6 (e) # 8(e')

VaecE(L(G)), o = {e,e'} (e,e' ¢ E(G), [e Ne'| = 1) nous poserons :
o(a) = {e(e), o(e")} ¢ E(sz).

¥ ue E(sz) nous poserons :

1]

Eu
F
u

{e e E(G) | ¢(e) € u}
{o € E(I(G)) | o(a) =

Le graphe Hu tel que V(Hu) =E et E(Hu) = F, est le sous—graphe de L(G)
engendré par Eu(v u e E(sz)).

Siu= (k' (k,k' € [1,2p])

- toute aréte e de G telle que ¢ (e) = k est adjacente 3 exactement deux aré-
tes e' et e" de G avec ¢ (e') = ¢ (e") = k' (une ardte e' oy e" pour chaque
extrémité de e)

- la méme propriété est vraie en échangeant k et k'.
Donc Vue E(sz) Hu est 2-régulier biparti (chaque composante connexe de Hu
est un cycle de longueur paire). D'oil q(Hu) = 2.

On sait d'autre part que q(K ) = 2p-1 (voir ([71).
I1 existe donc une application ¥ de E(K ) sur {1,2p-1] telle que :
Vu,u' e E(K2 ) luau'l = 1=>%(u) # W(L ).
Yk ¢ [1,2p-1] soit alors Cp = {acE(L(G)) | ¥(a(a)) =

-V e € E(G) il existe une ardte u de sz et une seule telle que
¢ () eu et ¥(u) = k (la coloration ¥ des arétes de K 2p est une partition

de E(h ) en couplages parfaits).

Done (E, | ¥(u) = k} est une partition de E(G). ,

-Va ¢ €, 11 existe ure aréte u de K,)p et une seule telle que
a e ¥ 1 c'est u = 0(a). En outre ¥(u) =

Done {F, | ¥(u) = k} est une partition de C-
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En conclusion le graphe B tel que V(Bk) = E(G) et E(Bk) = C, est 2-régulier
biparti comme chacun des graphes H, qui le composent (pour ¥(u) = k). D'ol
q(Bk) =2, et ceci V ke [1,2p-1].

En outre {Ck | k € [1,2p-1]} est une partition de E(L(G)).
D'ot q(L(G)) < (2p-1) a(B,) = 2(2p-1) = Up-2.

Ceci achéve la démonstration.

Remarque : - Si G est d-régulier, L(G) est 2(d-1)-réqulier. Donc si
femarque gu gu
q(L(G)) = 2d-2, q(LL(G)) = 4d-6, q(LLL(G)) = 8d-14, ete...
= Nous avons précisé la proposition 1 pour les graphes d-réguliers

de degré pair.

l{ - METHODE DE DEMONSTRATION POUR LES GRAPHES DE DEGRE IMPAIR

A) Introduction, définitions

Le type de démonstration précédent ne peut plus étre utilisé

caryp = 1 q(K2 ) = 2p+l.

p+1
La démonstration, plus difficile, s'appuiera sur les idées uti-

lisées par Kotzig [20] dans le cas des graphes cubiques.

Nous définirons une orientation d'un graphe G comme une appli-
cation O de E(G) dans V(G) telle que V e « E(G), O(e) ¢ e.

Remarque : Pour rejoindre la notion habituelle d'orientation d'un graphe,
nous pourrons appeler graphe G orienté par 0 le graphe orientd
obtenu a partir de G en remplagant chaque aréte e ¢ E(G) par le couple orien-

té (0(e), e-0(e)) ; O(e) sera l'origine de l'aréte e dans 1'orientation O.

¥ v ¢ V(G) nous noterons So(v) 1'ensemble {e ¢ E(G) | O(e) = v} (ensemble

des arétes sortant de v dans 1'orientation 0).

L'orientation O sera dite paire si ¥ v « V(G), [SO(V)! est pair. Kotzige a
démontré le résultat suivant [20] :
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Lemme 1 : Si G est un graphe connexe avec |E(G)| pair, G admet une orientation
paire.
Nousaurons également besoin du concept de "systéme de parties"
(qui étend 1égerement celui d'hypergraphe).
Un syétéme de parties est un couple S = (X; Ei’ ie I) ol X est
un ensemble fini non vide (ensemble des sommets de S) et ol (Ei, i e I) est une
famille finie de parties de X (famille des arétes de S) ; une aréte peut étre
vide; 1l'union des arétes n'est pas nécessairement égale 3 1l'ensemble des sommets.
Le degré d'un sommet x de S est l'entier dg(x) = [{i € I | x ¢ E;}H.
S sera dit k-régulier (k ¢fN) si vx € X, dg(x) = k.

B) Systémes admissibles de parties

Le systéme de parties S = (X; Ei’ i e I) sera dit admissible s'il
existe un systéme de parties (E(KX) i i € I) 1-régulier tel que Vi € T :

- si E; =0, F; est la partie vide de E(KX).

- si Ei £0, Fi est un couplage parfait de KE .
1

Remarque : Si (x| =1 s = (x; E., © € I) ne peut étre admissible car E(Ky) = ¢;

en outre si S est admissible, lEi' est pair y 1 € I.

Exemple : Soit S = ( 1,41 ; E;, i e [1,6])

avec E; = (1,2}, E, = (3,4}, E3 = {1,2,3,u4}, E, = {1,3}, E5 = {2,U},
E6=®.
Avec des notations évidentes, E(K{1 u]) comporte les 6 €léments :
12, 13, 14, 23, 24, 34, '
Posons : F; = {12}, F, = (34}, Fy = (14,23}, Fy = {13}, Fy = {24}, Fg = @.

Le systéme (E(K[1 4]) 3 B i «[1,6]) est 1-régulier et 1'on voit que S est
?
admissible.

Nous allons maintenant revenir au probiéme initial.
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C) Elargissement du probléme

Soit S un systéme de parties, S = (X ; E;, ieI). ¥AcX,

nous noterons S ® A le systéme de parties (X ; E; @A, 1c I), ol E. & A

désigne la différence symétrique des deux parties A et Ei de X
(E; ® A = [E; n (X-A)1 v [(X-E;) n Al).

Lemme 2 : Soit G un graphe connexe (2p+1)-régulier (p > 1) avec
|E(G)| pair et q(G) = 2p+1. S'il existe un systéme de

parties S = ([1,2p+1]; E;y 1 e [1,4p]) tel que VA ¢ [1,2p+1],
|A| pair, S ® A est admissible, alors q(L(G)) = a(L(G)) = 4p.
En effet :

D'apreés le lemme 1, G admet une orientation paire O.

D'autre part, q(G) = 2p+1, donc il existe une application ¢ de
E(G) sur [1,2p+1] telle que :Ve,e' ¢ E(G), le N e'] = 1 =o(e) # ole").
V F c E(G) nous noterons ¢(F) 1l'ensemble : {¢(e)| e e F}.

Enfin nous disposons d'un systéme de parties S = ([1,2p+171;

E;, ie [1,4p] tel que YA c [1,2p+1], |A| pair, S @ A est admissible.

V k e [1,Up] soit Ok 1'application de E(G) dans V(G) définie par :
- si %(e) € B Ok(e) = e - 0(e)

- si o(e) ¢ B 0 (e) = O(e)

Ok est une orientation de G ; ¥v ¢ V(G) :

e[S, (V)1 = @[SO(V)] ® E
k

(Intuitivement Ok s'obtient a partir de O en inversant toutes les ardtes dont

la couleur appartient 3 Ek; 1'ensemble des couleurs des arétes sortant de v

dans Ok comporte d'une part les couleurs d'arétes sortantes dans O n'apparte-

nant pas 3 E ., et les couleurs d'arétes entrantes dans O appartenant 3 Ek)‘
Ok est donc une orientation paire de G.

V v e V(G), soit S, = ({1,2p+11 ; ¢ [S, (v)1, k e [1,4p]).
k

Nous pouvons écrire : SV =S ® ¢ [SO(V)].

le (S5(v))| &tant pair, S, est admissible.

Soit alors Vv ¢ V(G) T, = (E(K2p+1) ; Tﬁ, k ¢ [1,4p]) un systéme de parties
1-régulier tel que :
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VKen,up]:-siQBO(v)lzm,T‘f,:@
k

- sinon, Ti{, est un couplage parfait de Ky [S. (v} -
0
k

Soit alors ¥Wv eV(G) et¥k e [1,4p] :

k
Wi(, ={{ese} | e,e'¢ Sok(v), {e(e), o(e")} . T, }

Cette définition est correcte puisque e,e' . SO (v) =le ne'|= 1=0(e) #6¢ (e').
k
Si ¢ [S, (V)] = @, c'est-a-dire si S. (v) =@, W< = 0.
0 0 \%
k k
Si S, (v) # 0, w“ est un couplage parfait de K .
0 \' S, (v)
k 0
k
D'autre part Vv e V(G) E(KS (v)) < E(L(G)); en outre le systéme (E(G) ;
0]
k

SO (v), v € V(G)) est 1-régulier (toute aréte de G a exactement une origine
k
dans Ok)'
Donc Vk e [1,Up], W = U Wl\(/ est un couplage parfait de L(G).
v ¢ V(G)
Soient k et k' deux éléments de [1,4pl.

WO W, #0 -(3ve V) : wi‘/n wl\‘,'f ®)=-—>‘I{‘, n‘I‘l:,'# .

Comme TV est 1-régulier, k = k'.
L(G) étant Up-régulier, (W, | k ¢ [1,4%]1} est une partition de E(L(G)) en
couplages parfaits de L(G). D'ol q(L(G)) = bp.

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.

Il reste 3 construirevp > 1 un systéme de parties répondant
aux conditions de 1'énoncé du lemme 2; un tel systéme de parties sera dit
totalement admissible.
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5 - CONSTRUCTION DE SYSTEMES DE PARTIES TOTALEMENT ADMISSIBLES

A) Introduction

Nous ne connaissons pas de caractérisation intrinsdque des sys-
témes de parties admissibles.

Toutefois, ils possédent trois propriétés simples qui nous ont

guidé dans la recherche de systémes totalement admissibles.

Soit done S = (X;Ei, 1 e I) un systéme de parties admissible
(1X] = 3). S posséde les trois propriétés suivantes :

- Pl : S est (|X|] - 1)-régulier.
Fn effet, soit S' = (E(KX) 5 Fi’ i € I) un systéme 1-régulier
associé 3 S tel quevi € I : Ei = 0= Fi =@

Ei 0> Fi est un couplage parfait de KF
1

Soit x € X; posons d = ds(x) et soient E_ , E_,...,E_ les d arétes de S
1 Ta
contenant x.

Soit T, = {u ¢ E(Xy) | x e u}.
IF& n TX| =1Vie {ry, ros vony ry}
et [Fi n TX] =0 Viel- {rysry,...,r4t.

Toute aréte de Tx appartenant 3 exactement une aréte de S, ITXI = d ; donc
d = |X|- 1. S est bien (|X| =~ 1)-régulier.

- P2 : Vu ¢ E(KX) i eI tel que uc Ei (évident)

-P3:i,jelI,i#¢3, E; = Ej =»|Ei| # 2 (évident)

Rappelons enfin que toute aréte d'un systéme admissible est de
cardinal pair.

Les propriétés précédentes ne constituent pas une caractérisation
des systémes admissibles; en effet soit Z le systéme ayant pour ensemble de
sommets [1,7] et pour arétes (avec des notations évidentes) :

12, 1234, 1235, 1236, 1237, 1456, U567, 3467, 45, 57, 67, 234567.

Z est 6-régulier (propriété P1) et vérifie également les propri-

étés P2 et P3. Pourtant Z n'est pas admissible comme on le verra en considérant

seulement ses quatre premiéres arétes 12, 1234, 1235, 1236.
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Remarquons maintenant que si S = (X; Ei’ i ¢ I) est totalement
admissible, (|X| > 3) VA c X avec |A| pair, S @ A vérifie les propriétés
P1, P2 et P3.

S vérifie donc les trois propriétés suivantes :
- P'l : S est (|X| = l)-régulier et comporte 2(|X| - 1) arétes.

En effet :
D'aprés (P1), S est (|X| - 1)-régulier. Soit A c X avec |A| pair, A # @.
VXEA, dS@A(X) :I{IEII XeEiGA}l

done dS@A(x) ={iel | x ¢ Ei}l = | I]- dS(x) =11 - (1X|-1)
S®A est (|X|- 1)-régulier, et donc : |I| = 2(|X|-1).
- P'2 : ¥x,x' € X avec x # x', 3i,j,k,2 ¢ I tels que :

E.N {x,x'} = {x,x"}, Ejﬂ {x,x'} = (x}, Ekﬂ {x,x'} = {x"},

'/

El N {x,x"}

En effet : soit z ¢ X - {x,x'} (nous avons supposé |X| 2 3).

I1 suffit d'écrire la propriété Pp? pour les systémes :

S, S® {x',2}, S @ (x,2},S @ {x, x'} et pour 1l'aréte y = {x, x'}.
- P'3: Vi,j €I avec i # i E; # Ej

En effet : soient i,j € I avec i # J et Ei = Ej'

Soit u € E(KX) et A = Ei ® u = Ej ® u

Les arétes de S ® A d'indices i et J sont toutes deux égales i u :
il y a contradiction avec 1la propriété p3.

Remargues :
H

— On pourra vérifier que le systéme non admissible 2 défini précédemment

satisfait aux propriétés P'I, P'2, P'3.

— D'aprés la propriété P'l tout systéme de parties de [1,2p+1] (p > 1) tota-
lement admissible comporte 4p arétes : nous avons vu que c'est précisément
ce nombre d'arétes qui nous intéresse pour l'étude de q(L(G)) si G est

2ptl-régulier.



IT.15

— La propriété P'2 implique que S est un systéme complétement séparateur;
ces systémes ont été étudids dans [21 I, 221, 231.

B) Une classe de systémes admissibles

Nous avons pu construire "3i la main" des systémes totalement ad-
missibles 3 5 et 7 sommets et vérifier qu'ils appartiennent 3 une classe
particuliére de systémes que nous allons maintenant définir.

Soit p €N - {0}. Dans toute la suite nous poserons X = [1,2p]
et X' = [1,2p+1].

Pour simplifier les notations, deux systémes seront considérés
comme égaux s'ils sont identiques 3 la numérotation prés des arétes.

Soient f une application de [1,p] dans X et g une application
de [1,p] dans [O,p].

Pour tout entier relatif z,u(z) désigne 1'unique &1lément de X
tel que u(z) = 2z (mod 2p).

Nous ‘désignerons par ng le systéme ayant pour ensemble de som-
mets X' et qui comporte les arétes :

-v1ie [1,p], Eoo= {u(f(i)+2-1) { 2 er1,2g(i)1}

(sig(i) =0 E; = ?)

-vi e [1,p] : E; @ X, E. ® {2p+1, (i)}, E; & X @ {2p+1, f(i)}

ng comporte donc Up arétes et on vérifie facilement qu'il est 2p-régulier.

Nous allons voir que si f et g vérifient une condition simple,

S, est admissible. '

fg
Lemme 3 : Si vi,j e [1,p] avec i # Js £(1) + g(i) £ £(j) + g(j) (mod p) alors
ng est admissible.

vie [1,p] posons c; = u(f(i) + g(i) - 1) ¢ X.
Done (i) = c; - g(i)+1 (mod 2p)



IT.16

etve e [1,2g(1)]:
u(f(i) + 2-1) = ule; - g(i) + ).

Donc E; = {uc;-g(i)+e) | ¢ e [1,2¢(i) 1}
soit E, = {u(ci+£) |2 e [g(i)+1,g(i) 1}
- Posons Q = {{u(ci—ul), u(ci+'2,)} | ve L@} < E(KX,).

On vérifie que Ei: 0O =»>g(i) =0= Q1 =@ et que si Ei 0, Ql est un

couplage parfait de KE .
i

- E; 8 X = {u(e;+2) | 2 e [1-p,—g(i)] v [g(i)+1,p]}.
Posons Qf = {{u(c;-2+1), ule;+e)} | 2 e [e(i)+1,p1} < E(Kyo).
OnvérifiequeEi@X:Q% g(i) = p > Ql!:®etquesiEi®X¢®,

. .
Qi est un couplage parfait de KEi(BX .

" Ej @ {2p+1,£(1)} = E; @ (£(i),u(c;+1)} @ {2p+1,u(c;+1)}.

Or E; @ {f(i), u(c;+1)} = {ule;+2)| 2 e [-g(i)+2,0] v [2,g(i)1}.
Posons R; = {{u(ci+1—2), u(ci+1+2)} | ¢ e [1,g(i)-11} < E(KX,)et

Py = By u {0241, u(c;+1)}} e E(K,,) |

On vérifie que Ei ® {2p+1, (1)} # @ et que Pi est un couplage parfait de
“E; @ (£(i),2p+1)"

"B 8 X6 {2p+1,0(1)} = E; @ X @ {£(i), ulc;-p+1)} @ {2p*1,u(c;-p+1)}.
Or E; 8 X @ {£(i), ule;-p+1)} = (u(c;+) |2 ¢ [2-p,1-g(i)] U [g(i)+1,p]).

Posons R{ = {{u(ci+1-—n), u(ci+1+£)}|2 e [8(1),p-11}c E(KX.)

et P]{ = Ri u {{2p+1 , u(ci—p+1)}} < E(KX,)
On vérifie que Ei ®X® {2p+1, £(i)} # @ et que Pi' est un couplage parfait

de KEiQX@{2p+1,f(i)}'

Soit alors T le systéme de parties de E(KX,) comportant les arétes :
Qs Q>P,. P! ¥ ie [1,p].

Pour montrer que ng est admissible il reste 3 montrer que T est 1-régulier.
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Remarquons d'abord que la somme des cardinalités des arétes de
T est égale par construction i la demi-somme des cardinalités des arétes
de Sp,, s0it £ x (2px [X'|)

fe IE(KX,)I puisque ng est 2p-régulier.

I1 suffit donc de montrer que deux arétes distinctes quelconques

de T sont disjointes.
Rappelons que ¥ i,j « [1,p1:
1#j= f£@) +gd)# () + g() (mod p).

Donc u(f(i)+g(i)-1)2u(f(j) + g(3)-1) (mod p) soit c; z c; (mod p).

On en déduit que ¥ i,j ¢ [1,p] avec i# j
u(e;+1) # u(ci+1), u(e,-p+1) # u(cj—p+1), u(e;+1) # u(cj—p+1)
- 1 1 - Rt 1 ' = R. !
Donc Pi n Pj = Ri n Rj’ Pi n Pj = Ri n Rj s Pi n Pj Rl n HJ.
D'autre part ¥ i € [1,p] : Gﬁ n Gg =0 et Ri n Ri = Q.
Soit alors T' le systéme de parties de E(KX) comportant les arétes :
1 t 3 . !
Qi U Qi et Ri U Ri V 1 ¢ [ 1,p_|

I1 suffit de vérifier que deux arétes distinctes quelconques de T' sont dis-
jointes.

Ye « Ky, e = 7x,x"}, soit s(e) = x + x'.
e . Qi Y Q{ > s(e) 2 c;+1 (mod 2p)

S o
e ¢ Rl U Rl > s(e)

2 C 42 (mod 2p)

d'aprés les définitions de Qi’ Q{, Ri’ R{.

Donc :
- (g% . Qi) n (Qa U Qﬁ) 0> 2c;+1° 2¢.+1 (mod 2p) > c; Cj Smod p)

d'ot i = 3

— 1 - 1 - WS D ] B . = .
(Ri U Ri) n (Rj u Rj) £ 0 >2c,42 = 2c; + (mod 2p) >c; c (mod p).
d'oll i = j

- (Qi U Gﬁ) o (R, Rj) EQ -2 e+l = 2cj + 2 (mod 2p) : il y a contradietion.

T est bien 1-régulier et donc ng est admissible.

Ceci achéve la démonstration.
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C) Une classe de systémes totalement admissibles

Un systéme 7 = (X';Ei, i e [1,4p]) (p 2 1) sera dit circulaire
si et seulement si il existe une permutation ¢ de X' et deux applications :
f de [1,p] dans X et g de [1,p] dans [0,p] telles que :
Vi, jell,plavec i #j: (i) + g(i) £ £(j) + g(j) (mod p)
et oZ = (X' 5 o(E;), 1 e [1,4])

ng (3 la numérotation prés des arétes).
D'aprés le lemme 3, tout systéme circulaire est admissible.

Nous allons construireVp ¢ N - {0} un systéme
Zp = (X'; Ei’ i e [1,4p]) tel queV A c X' avec [A| pair, Zp ® A est circulaire;
Zp sera donc totalement admissible.

Soit donc f 1'application de [1,p] dans X définie par :
vielt,pl f£(i) =2i-1

Soit g l'application de [1,0] dans [0,p] définie par :
vie [l,p] g(i) = p-i+1

Nous poserons 7 = S
A, = {j eXx|j =i} = (i,2p]

Z = comporte les arétes suivantes :
vie [1,p] : E;» E; @ X, E; @ {2p+1, £(i)} , E. @ X 6 {2p+1, £(i)}

fer- Nous poserons¥i ¢ X :

avec E; = {u(f(i) + ¢-1) | 2 el1,2g(i)1}
{u(2i-2+2) | ¢ e[1,2p-2i+21}
(2i-1,2p] = s _

.
Lemme 4 : v A c X' avec |A| pair, Zp ® A est circulaire.

Démonstration :

(a) Il existe une permutation ¢ de X' telle que o(Z) ® {20 + 1,1}) = Zp
—_— € r
En effet ZP ® {2p+1,1} comporte les arétes suivantes :
-pour i =1 (f(i)=1) : E; & {2p+1,1}, E; & X8 {2p+1,1}, E;» E; 8 X.

-vi e [2,p] (£(i) # 1) : E; 8 {2p+1,1}, E; 8 X @ {2p+1,1}, E; 8 (1,£(i)},
E; 8 X@ (1,f(i)}.
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Posons : E] =E; YV 1iel2,pl, E! = E; X6 {1,f(i)}.

Zy, @ {2p+1,1} comporte les arétes suivantes :

Vi e [1,p] : Ef, Ef @ X, E! @ {2p+1, (i)}, B} @ X 6 {2p+1,£(i)}.
. | - —_

En outre : El-El—A

et Vi € [2,p] E:i

1 5%

A2i—1 & X 8 {1,2i-1} = [1,2i-2] & {1,2i~1} = [2,2i-1]

Soit alors o la permutation de X' définie par :
o(1) = 1 ; o(2p+1) = 2p+1 ;3 Vi e [2,2p], o(i) = 2p+2-i.

Soit ¢ la permutation de [1,p] définie par :
0(1) =1 ;%) e[2,0] , ¢(j) =p-j + 2.

I1 vient :
- o(Ei) = c(El) = g(X) = X = E1 = Efb(l)'
-vi e [2,p] :
G(E:!L) = o([2,21-11)= {2p+2-] / 2 < j < 2i-1}

{j'e X7/ (2p+2) - (2i-1) < j' < 2p}
2(p-i+2)-1, 2p] = [f(e(i)),2p] = Eg(i)

Donc vi e [1,p] O(Ei) = Eé(i)'

En outre :
- o{f(1)) = o(1) = 1 = £(1) = £(e(1))
-v1ie [2,p]:
o(f(i)) = 0(2i-1) = 2p+2 - (2i-1) = 2(p-i+2)-1=2 ¢(i) - 1

Donec o(f(i)) = £f(e(i)) V i e [1,p].

En conclusion 4(z_ @ {2p+1,1}) comporte les arétes suivantes :
i el 1. ! = . . M = . .
viell,pl : o(El) Eep(l) ; o(El ® X) Lq)(]) ® X ;

o(E @ (2p+1,0(i)}) = E ;) @ (2p+1, £o(1))}; |

o(Ei ® X @ {2p+1, £(i)}) = EQ(i) ® X 6 {Pp+1, Cle(i))}.

(2 la numérotation prés des arétes).

Done g%, & _{2p+1,1}) =7

"b\

Soit alors A € X' avec |

=3

| pair.

8 A)

o7 o [(7, ® {2p+1,1}) @ (A & {2p+1,1}) |
=0 (4, @ {2p+1,1}) ® o(A 8(2p+1,1})

7’;) ® o(A 8 {2p+1,1})

8}

H
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Or Zp ® A est circulaire si et seulement si o(zp ® A) 1'est.

En cutre 2p+1 ¢ A =A 8 {2p+1,1} ¢ X =>o(A @ {2p+1,1}) < X.

Donc pour démontrer le lemme 4, il reste 3 démontrer que :

(B)¥ B c X__avec |B| pair, %) & B_est_circulaire

Soit donc B c X avec |B| pair.
¥ Y < X nous noterons Y 1l'ensemble Y @ X.
Zp 8 B comporte les arétes suivantes :
¥iell,pl:Ay, 8B, 4A,  @BKX, Ay, ® {2p+1, 2i-1} @ B,

Ay, 8 {2p+1, 2i-1} @ B @ X.
Soit ¢ la permutation de X' définie par :

o(2p+1) = 2p+l ; ¥j ¢ B, o(j) = !A—J. n B| +1 ;

2
¥Jj e Byo(j) = |B] + |A_J.n§| + 1.

(o range les éléments de [1,2p] de la fagon suivante : d'abord tous les &16-
ments de B dans 1'ordre naturel, puis tous les &léments de B également dans
1'ordre naturel).

Etudions o(Zp ® B).

Nous poserons ¥ i ¢ (1, p] :

-8121-1¢B : E'. = o (A

i ® B)

21 -1

-si2i-1e¢B : E'. = g (A -1 9B8&X)

i 21

o (Zp ® B) comporte donc les arétes suivantes :
¥Yiefl,pl: EY, E'; X, E'; ® {(2p+1,0(2i-1)},
E', ®X @ (2p+1, ¢ (2i-1)}.

Nous allons maintenant décrire de fagon plus précise les enserbles Ef
Viell, pl.

On vérifiera aisément que, V¥ i « {1, pl:

i)

21 -1
[(2p+1 - A5; _4 » B, 2p1.

o (Ryy _, 0 B) = (1, (A n Bl1

n B)

et o (A2i—1
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11 vient :

-8121-1¢B : E'i:O(A2i—1 nB)Ug (A2i—1 n B) ;

- 1
donc : E i

(1, 1Ay _4y nBI1 U[2p+1 - lA,; _; n Bl, 2p]

or o (21-1) = |B| + lA2i—1 nBl +1:= 2p+1—[A2i_1 n Bl.

Dol E'i = {u(o(2i-1)+2-1) / 2 ¢ [ 1, IE'il]}-

Nous poserons donc : f'(i) = ¢(2i-1) = |B| + 'K2i—1 nBl +1et

. 1 1
g'(i) = 5 IE'il =5 IAZi—l ® Bl, de sorte que :

E'i ={u(f'@) + e~-1) / 2 ¢ (1, 2 g'(1)1}.

-s12i-1¢B: E'. = (c(ll.2i_1 ® B)) ® X ; donc :

_1N"BI1U [2p+1-1A,; | n Bl, 2p]) & X

301t:E‘.'i:[lA2i_ nBl +1, 2p- (A 4 0 Bl

1 21 -

or o(2i-1) = m2i—1 n Bl + 1.
Dod E'; = {u(o(2i-1) + 2 -1) / ¢ ¢ (1,[E"; 1}

Nous poserons alors : f'(i) = ¢(2i-1) = |K2i n Bl +1

-1
et g'(i) = % [E' ] = % 'Agi—1 ® B 6 X|, de sorte que :

E'i = {u(f' (i) + ¢-1) / ¢ « (1, 2 g*(i)1}.

Nous venons de montrer que : “’(Zp ® B) = Sf,,?, .
Pour montrer que Zp ® B est circulaire, il reste donc a vérifier que :

Vi, jell,pl,i=j=r"(i)+g() ¢ £03) + g'(§) (med. p).

Calculons ¥ ie (1, pl le terme r. = £r(i) + g'(1).

+s5121i-1¢B : f'(i):lBI**IA_?i_l n Bl +1.
o1 _ 1, = = ,
g'(1) = 5iA,; _, @Bl = Sl1Ay; 1 0 Bl + 1A, 1 0 kI
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. - = 1 = L1
_ - = N i =
=1+ (Bl + [IRy;_; 0Bl + [Ay 4 0 Bl +5 CIR,;_; nBl - A, Bl
_ R ) =
=1+ (Bl + (Bl + 3 UKy, aBl - A, , Bl
_ 1+ _ "
=2p+1+ §'[|A21—1 n Bl 'A2i—1 n Bl]

3 * . (1) = {A
+8121-1 ¢ B : f' (i) lAzi_lnBl+1
et g'(i) = > (A,  @B@® Xl = 52 - (1A, . Bl + [ . 0 B])]
g 3 foiq > 2i-1 2i-1
Dol r; = 1+p + (A, . nBl - = [A,. , aBl - £ (K. . o B
i 2i-1 2 21-1 2 21-1
_ 1x _ =
= 1+p + §'[|A2i—1 n Bl lAzi—l n Bi1]
+ Dans les deux cas : r; - 1 = % [lK2i«_1 n Bl - [A,;_; o Bl (mod p)

Soient alors i, j ¢ [1, p] tels que r, = r; (mod p).

11 vient : r. -1 ra‘—l(nnd.p), d'ol 2(ri—1) 2(rj—1) (mod 2 p),

soit : lAZi—l n Bl - |A2i—1 n Bl = lA2J._1nBl - lA2j-1 a Bl (mod 2 p) ;
~ ou encore :
| 2i-1 © Bl + IA2J._1nBl = !A2j—1 n Bl + |A2i—1 n Bl (mod 2 p)

Chacun des deux membres appartient 3 [0, 2 pl ; s'ils sont numériquement

inégaux, 1'un est nul et l'autre est €gal 3 2 p ; nous avons par exemple :

B! - ton 23— B A = ou . ;
[Ay;_1 n Bl = 0 (d'ol 2j-1 ¢ B) et lAy5_4 0 Bl = IB{ (d'ol B ¢ Ari-1) 3
¥
Il y a contradiction.

- (A Bf = |A.. . B )
Donc : 'A2i—1 n Bl + |A2J._1 n Bi lAzJ_l n Bl + 1A21_1 n Bl (e)
Supposons par exemple que i < j
Alors : AZj—l < Ay _4» donc A2j—1 nB E-A2i—1 n B

A A A nBcA n B

Bri_q € Ayj_q» donc Ay, o
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L'égalité (e) implique :

A2j—1 nB = A2i—1 nB
A2j—1 nB= A2i—1 nB
N _ _ .
d'ou A2j—1 @B = A2i—1 ® B et Azi—1 = A2j—1‘ Donc 1 = j.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 4.

En conclusion, ¥ p e IN - {0} , le systime Zp ayant pour ensemble de sommets

(1, 2p + 1] et pour ensemble d'arétes :

¥ie [1, p} : [2i-1, 2pl, [1, 2i-21, [2i, 2p+11, [1, 2i-11 U {2p+1}
est totalement admissible.

Ceci nous permet, grice au Lemme 2, de démontrer la Proposition 2 pour les

graphes de degré impair.

D) Remarques

- Pour p = 1, Zp = (1, 31; (1, 21, @, (2, 31, {1, 3}) ;
Z1 est le systéme de parties utilisé par Kotzig de fagon implicite
dans [201.

- Nous ne savons pas si {Zp ® A, |Al pair, A c [1, 2p+11} contient tous
les systemes totalement admissibles comportant 2 p + 1 sommets
(& 1'isomorphisme prés). L'étude de la classe des systeémes admissibles

(ou totalement admissibles) reste 3 faire. '
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6 - coNcLusION

- Notre démonstration de la Proposition 2 est constructive : &tant donnés
un graphe connexe d-régulier (d > 2) G tel que |E(G)| est pair, et une
bonne coloration des arétes de G en d couleurs, nous pouvons obtenir

explicitement une coloration des ardtes de L(G) en 2d-2 couleurs.

- La proposition 2 peut s'interpréter de la manidre suivante : la classe
des graphes connexes, comportant un nombre pair d'arétes, réguliers,
d'indice chromatique &gal au degré, est fermée pour 1'opération L.

= On pourra étudier q(L(G)) pour des graphes d-réguliers (d > 3) connexes G
avec |E(G)| pair mais q(G) = d + 1 ; nous ne connaissons pas de méthode
générale.

Si d = 3, Kotzig a démontré [20] :

q(G) =d +1=U4=q(l(G)) =2d-1=5

Autrement dit, la réciproque de la Proposition 2 est vraie pour les graphes
cubiques ; elle est évidemment vraie pour les graphes 2-réguliers.
Nous n'essaierons pas de démontrer ici que la réciproque de la Proposition 2

est fausse ¥ d > 4.

Signaions simplement le résultat suivant :
¥n>3 : (a) q((K)) = A(L(K,)) si |E(K )| est pair.

(b) q(L(Kn))\ ALK )) +1 si {E(Kn)l est impair.

(b) est évident. (a) découle de la Proposition (2) si n = O (mod 4) ;
sin =1 (mod 4), la démonstration est spécifique et s'appuie sur une
décomposition de K.n en cycles hamiltoniens.

i
- On pourra essayer de généraliser 1'étude précédente aux multipraphes

(réguliers ou non), ou i certaines familles d'hypergraphes.
Le paramétre q(L(H)), ot H est un hypergraphe et L(H) est le "gpraphe
d'intersection® de ses arétes, a &té tréds peu &tudié en ce qui concerne

Ses rapports avec d'autres paramétres associés i H.
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SUR LE NOMBRE DE STABILITE CYCLIQUE D'UN

GRAPHE SIMPLE
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I - INTRODUCTION ET DEFINITIONS GENERALES

Nous reprendrons les notations et définitions des chapitres
I et II. En particulier un multigraphe ne comporte pas de boucles, et un gra-
phe est un multigraphe de multiplicité 1.

Nous renvoyons le lecteur i [7] pour les définitions classi-

ques des cycles, arbres, foréts, etc... d'un multigraphe.

Soit G un multigraphe. Un cycliguement stable de G est une

partie S de V(G) telle que Gg est une forét. Le nombre de stabilité cyclique

de G, s(G), est le cardinal maximum d'un cycliquement stable de G.

La point-arboricité de G (étudiée pour la premiére fois dans

[351) est le nombre minimum de classes d'une partition de V(G) en cycliquement
stables de G.

Alors que la point-arboricitédes graphes a fait l'objet de
nombreux travaux, il n'en a pas été de méme pour le nombre de stabilité cycli-

que.

L'étude qui va suivre a éte entreprise dans le cadre d'un
travail collectif et a bénéficié de nombreuses discussions que j'ai pu avoir
avec C. PAYAN et M. SAKAROVITCE. Comme ces derniers ([36]1, [371) je me suis
intéressé plus particuliérement au cas des graphes cubiques, mais en donnant
une large place § des motivations d'ordre topologique relatives i la structure

des graphes planaires.
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IT -SUK LES EWSERBLES CURWECTAITS D FACES D'Uii CRAPHE FLAN‘

1 - INTRODUCTION, RAPPELS

Soit G un multigraphe 2 -connexe plan, c'est-3-dire
représenté dans le plan ([191,p.1); nous noterons F(G) 1'ensemble des faces
de G. Le contour de toute face f de G est un cycle €lémentaire de G qui sera
noté £ (f < E(G)). De méne l'ensemble des arétes incidentes 3 un sommet v de
G est un cocycle €lémentaire de G qui sera noté v (Vv < E(G)).

Le dual geométrique de G est défini dans (191, chapitre 3 ;
c'est un multigraphe 2-connexe plan noté G*, qui vérifie les propriétés sui-

vantes :

il existe une bijection de F(G) sur V(G*) qui associe 3 toute face f de G un

sommet noté £ de G*;VH < F(G) nous poserons : R* = (f* | £ e R}

il existe une bijection de E(G) sur E(G*) qui associe i toute aréte e de G
une aréte notée e* de G*; YK S E(G) nous poserons : K* = {e* | e ¢ K}.

pour tout cycle é€lémentaire K de G (K < E(Q)), K¥ est un cocycle é€lémentaire
de G*(K* <E(G*)); en outre : V£ e F(G), (F)* = %y,

£ ~ ENSEMBLES CONNECTANTS ET CYCLIQUEMENT STABLES

Soit G un multigraphe plan 2-connexe. Un ensemble de faces

(V(G) ; u ¥) est connexe.
feR

. . . . * *
Proposition | : R S F(G) est connectant si et seulement si V{G ) - R est un

cycliquement stable de G*.
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En effet :

R est connectant
<= (V(G) ; U T) est connexe.

feR
<= E(G) - U f ne contient aucun cocycle élémentaire de G.
fe R
<= [E(G) -~ U TI* ne contient aucun cycle &lémentaire de G*.
fe¢R
or [E(@) - U FI"=EG" - u (D =G - u (&9
f eR feR f ¢R
* — *
= E(G) - U VoS E(GV(G*) _ R*)

Vv € R
et, par définition, E(G;(G*)_R*) est une forét si et seulement si V(G*)—R*

est un cycliquement stable de G~.

La Proposition 1 nous améne i poser la définition suivante :

1'indice de_face-connexion d'un multigraphe plan 2 -connexe G, qui sera noté

k(G), est le cardinal minimum d'un ensemble connectant de faces de G.
D'aprés le résultat précédent :

Proposition 2 : Pour tout multigraphe plan 2 -connexe G :

k() = |[V(G)| - s(c™).

3 - BORNE INFERIEURE DE K(C) POUR LES GRAPHES PLANS TRIANGULES.

Soit G un graphe plan triangulé : le contour de toute face

de G est un triangle. Nous poserons n = |V(G)|.
Soit R < F(G) un ensemble connectant de [aces de G ; hous

poserons K = U T.
f ¢R
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(V(G); K) est comnexe, donc K contient au moins un arbre T de G.
¥f eR, |f nT|[ = 2

Donc n-1 = |[T| < £ [FnT| =< 2 |[R]
f eR

On en déduit la

Proposition 3 : Pour tout graphe plan triangulé G i n sommets :

n -1 n-1
2 )

k(G) = { } (partie entidre supédrieure de 5

Un ensemble connectant du graphe plan triangulé G 3 n sommet

sera dit minimum s'il est de cardinal {Eél} 5 G sera dit k-minimum s'il admet

un ensemble connectant minimum.

i - UNE CARACTERISATION DES ENSEMBLES CONNECTANTS MINIMUM POUR LES GRAPHES

PLANS TRIANGULES.

Soit G un graphe plan triangulé 3 n sommets. A toute partie

R de F(G) nous associerons le systéme de parties HR défini comme suit :

- les sommets de HR sont les sommets de G.

- les arétes de HR sont tous les triplets {Vl’VZ’VB} de sommets de G de la

forme U e (f e R), c'est-d-dire tous les triplets de sommets définissant
e €

un triangle qui est une face de G appartenant i K.

Le lecteur trouvera dans [7], chapitre 17, paragraphe 2,
les définitions relatives 3 la connexité et aux cycles des hypergraphes. Remar-
quons tout de suite que R est un ensemble connectant de faces de G si et seule-
ment si HR est un hypergraphe (tout sommet de G appartient 13 au moins une aréte

de HR) connexe.

De plus :
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Proposition 4 : Soit G un graphe plan triangulé et R < F(G). R est un ensemble

connectant minimum de faces de G si et seulement si HR est un
hypergraphe connexe sans cycles (si n est impair) ou comportant

exactement un cycle (si n est pair).

En effet : Nous avons vu que R est connectant si et seulement si hR est un hyper-

graphe comnexe. Notons Fp = (V(G) ; E;, 1 = 1,... |R|]) et n = |v(q)] . D'apres
les Propositions 4 et 6 du chapitre 17 de [77 :

- l'hypergraphe connexe HR est sans cycles si et seulement si :
iR
r (|E;|- 1) = n-1, soit 2|R| = n-1.
i=1

- l'hypergraphe connexe hR comporte exactement un cycle si et seulement si :

IRI
 ([Ej|- 1) = n, soit 2|R| = n.
i=1
D'ou le résultat.
Remarque : Dans le cas ou n est pair, le cycle de Hy pourra étre de longueur 2

(deux faces de R sont adjacentes). Nous illustrons ci-dessous la Proposition 4

par trois exemples simples; dans chaque cas, les triangles hachurés constituent

un ensemble commectant minimum.
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5 - CYCLES HAMILTONIENS ET ENSEMBLES CONNECTANTS

Rappelons qu'un cycle hamiltonien d'un graphe G est un

s'il admet au moins un cycle hamiltonien.

Proposition 5 : Tout graphe plan triangulé hamiltonien est k-minimum.

Nous ne donnerons pas ici la démonstration directe originale
de ce résultat. En effet, nous avons pu généraliser la Proposition 5 sous une
forme qui fera 1'objet du paragraphe suivant. Nous nous contenterons ici de re

marquer que la réciproque de la Proposition 5 est fausse.

En effet, soit G le graphe plan triangulé représenté ci-dess

Ay
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- G est k-minimum : les triangles hachurés sur la figure précédente constituent

un ensemble connectant minimum de G.

- G n'est pas hamiltonien :

Soit K l'ensemble des arétes de G contenant exactement un des
sommets a,b,c,d,e.

Soit G' le sous-graphe G G.

{a,b,c,d,e}d®
Supposons qu'il existe un cycle hamiltonien C de G.
On a évidenment |[C n K| < 2 |{a,b,c,d,e}| = 10.
D'autre part, toute face de G' conftient au moins un sommet de
G, et donc au moins 2 arétes de [C n K]|.
D'ob  [Cn K| 2 2 [|F(G")] = 12.

I1 y a contradiction.

IIT - SUK Lt #uFBRe Do STHBILITE CYCLIGUE DES GRAPHRES CUBIGUES

1 - INTRODUCTION

Rappelons qu'un graphe planaire maximal (c'est-i-dire repré-
sentable comme graphe plan triangulé) peut se déefinir comme le dual (combinatoire)

d'un graphe cublque planaire 3-connexe (ce dual est unique i 1'isomorphisme prés).
La Proposition 2 nous permet alors d'envisager une généralisa-

tion des Propositions 3 et 5 sous la forme de résultats relatifs au nombre de

stabilité cyclique des graphes cubiques.

2 - UNE BORWE SUPERIEURE DE S(G) POUR LES GRAPHES CUBLIQUES

Proposition 6 : Pour tout graphe cubique G 4 n sommets : s(G)éz[BZ_z] (partie
.o 3n-2
entiére de A ).
En effet : Soit S un cycliquement stable de G de cardinal s(G).
Toul sommet de S' = V(G) - S est adjucent 3 au moins

deux sommets de S (sinon il formerait avec S un cycliquemernt stuble de cardinal
s(G) + 1).
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-~

Nous noterons r, le nombre de sommets de S' adjacents 3 exac-

tement deux sommets de S, et p le nombre de composantes connexes de GS. I1 vien
r r
.2 <~ g _ . 2 _ {a
|E(Gg) | = — > d'olt [E(G) - E(Gg)| = 3[s'| - - et |E(Gg)| = [S]-p.
D'ou : .
[E@] = 3]s - 5+ [s]-p =3
2 2
3n T2
Soit : & = 3(n-{S|) + |S| - (p + —)
ou encore :
3“ - (Zp+r'2)
s(G) = ISI = —
11 reste a remarquer que p = 1 et r, 2 0.
Définition : Un cycliquement stable du graphe cubique G 4 n sommets sera dit

maximum s'il est de cardinal [é%fg] 5 G sera dit s-maximum s'il admet un cycli-

quement stable maximum.

Remarques : a) D'aprés la démonstration de la Proposition 6, S c V(G) est un

cycliquement stable maximum si et seulement si :

t

n

- dans le cas ou |V(G)|
de G (p=1, r,=0).

2 (mod 4) : GS est un arbre, et S' est un stable

- dans le cas o |V(G)| = n = O(mod 4)

+ sotit GS est un arbre, et GS' comporte exactement une aréte (p=1, r2:2)

o=

+ sotit Gg est une forét de dewc arbres, et S' est un stable de G (p:z,rz

b) La Proposition 6 a été généralisée par M. SAKAROVITCH ([%6]1).

Proposition 7 : Soit G un graphe cubique planaire 3-connexe et " e raphe pla-
g g

. . * .. .
nalre maximal dual de G. Alors G est k-minimum s1 et seule-

ment si G est s—maximun.

. . .. g \ K . e - * . .
En effet : iotons tout d'apbord que k(G ; est bien défini, G  admettant essentic

iement une scule representation plane ([191, Théoréme 2.4.2).
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Nous poserons n = [V(G)|, n* = |V(G¥)| ; on sait que :

n = |F(G")|= 2n*-4.
D'aprés la Proposition 2 :
k(G*) = n-s(G)

* *
. _ -2 _ K _ M2, 2n -2, _ n -1,
Donc : s(G) = E~7r—] <= k(G) = { i = o I }= o 5 }
D'ou le résultat.
Remarque : A la lumiére du caleul précédent, la Proposition 6 est une géndrali-

sation de la Proposition 3.

Nous allons maintenant nous donner une méthode de calcul de

s(G) qui s'avérera utile dans la suite.

3 - CYCLIQUEMENT STABLES ET ORIENTATIONS D'UN GRAPHE CUEIGUE

Nous reprendrons la définition de l'orientation d'un graphe

donnée au chapitre II, paragraphe III.4.a.

En particulier si 0 est une orientation du graphe G, ¥ v ¢ V(G)

nous noterons SO(V) 1'ensemble des arétes de G sortant de v dans 0.

(C c E(G)) tel que :

¥v e U e, |SO(V) ncl|=1.
e ¢ C

Le degré extérieur du sommet v de G dans O est l'entier :

dg/0(¥) = 1840

Si dG(v) désigne le degré de v ¢ V(G) dans G, le degré intérieur de v dans 0

est l'entier :

- B +
darotV) = dg(v) - dg (V).

Si le graphe cubique G a été affecté d'une orientation O «t

si aucune confusion n'est 3 craindre, nous noterons :
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vi e {0,1,2,3} V. = {v e V(q) | dG/O v) = i}
et n; = [V,

Pour tout graphe cubique G, nous poserons :

o(G) = min({n +n3/0 est une orientation sans circuits de G}H).
Proposition 8 : Pour tout graphe cubique G i n sommets :
s (G) = 3n-20(G)
4
En effet

a) Si_0 est une orientation sans circuits de_G, Vé U V3 est_un cycliquement stable
de G.

En effet soit C un cycle €lémentaire de G; soit

X= U e
eeC
Ic| = zx |So(v) N C|, soit (puisque |X| = fch
Ve

(Sy(v)ncf - 1) =
veX
L'un des termes de cette somme est strictement négatif (sinon C serait un circuit

de 0 dans G); donc :
vy e X o [Sy(v 1 n C]

On voit alors que dG/O(V ) <1, soit v, ¢ Vé u VB'

GV,UV3 est bien une forét.

b) Tout cycliquement stable maximal de G est de la forme Vé U V3 pour une orienta-

tion sans circuits 0 de G.

En effet soit Z un cycliquement stable de G} maximal par in-
clusion pour cette propriété; nous poserons Z' = V(G) - Z.
Z est une forét et donc il existe une orientation O de G telle que :

Vv e Z dG/O (v) <

- Soit GZ 71 le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G) et pour ensemble d'aré-
9
tes E(G) - (E(GZ) u E(GZ,)) s Nous designerons par 02 1t'orientation de GZ 27 qui
d chaque aréte de ce graphe associe celle de ses extrémites qui appartlent az.
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- Enfin soit O3 une orientation quelconque de G, ,.
Le triplet (01,02,03) définit une orientation 0 de G.

-¥v e Z dé/o(v) = d(; /0 (V) <1
Z 1

et donc Z ¢ V, U VB'

- tout sommet de Z' est adjacent 3 au moins deux sommets de Z(sinon Z ne serait

pas maximal) et donec :

. oA -
¥vel dG/O(V) > dG

[\
N

(v)
z,z'/oz

soit 2'c Vy U V.

- On en déduit que Z = Vé U VB'
Par ailleurs, de méme que GZ’ le sous-graphe GZ' est une forét
(le degré de tout sommet est inférieur ou égal 3 1) ; donc tout cycle €lémentaire
de G contient au moins deux arétes de GZ g1 > onen déduira aisément que 0 est une
>

orientation sans circuits de G. D'ou le résultat.

c) On déduit alors de (a) et (b) que :

s{G) = max ({n2+n3/0 est une orientation sans circuits de G}).

Or la somme des degrés extérieurs des sommets de G dans 1'orien-

tation O est égale 3 |E(G)|, ce qui s'écrit :
-

n «l»2r12+3n3 >

1

. _ 5n
ou encore : (n1+n3) + 2(n2+n3) == .

In-2(n,+n.)
D'oil :n.+n, = — —+ 37

2 3 4
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 8.
Remarque : St une orientation 0 d'un graphe cubique G est sans circuits, wn., # 0
—_— (9]

(G orienté par 0 admet une "source"). Donc pour tout graphe cubique G, o(G) > 1;

on retrouve ainsi la Proposition 6.
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Definition : Soit G un graphe cubique 3 n sommets. Une orientation O de C sera

1

- dans le cas ou n = 0 (mod 4) : n, + n3 =2

- (on notera que ny + ny a la méme parité que |E(G)| = %? .

~dans le cas oin Z 0 (mod 4) : n, +n

D'aprés la Proposition 8 :

Proposition 9 : Un graphe cubique est s-maximum si et seulement si il admet une

orientation pseudo-paire sans circuits.

4 - MULTIGRAPHES DUAUX-HAMILTONIENS

Nous dirons d'un multigraphe connexe G qu'il est dual-hamiltonien s'il

admet un cocycle élémentaire comportant [E(G)| - [V(G)| + 2 arétes.

On vérifie immédiatement qu'un multigraphe nlanaire 2-connexe G est
dual-hamiltonien si et seulement si tout dual de G est hamiltonien.

Nous sommes alors en droit de formuler la Proposition 5 de la fagon
suivante :

Proposition 5' : Tout graphe cubique planaire 3-connexe dual-hamiltonien est s-

maximum.
Les Propositions 5 et 5' sont équivalentes d'aprés la Proposition 7.
Remarque : A l'inverse de la propriété hamiltonienne, la propriété "dual-hamil-

tontenne" n'a fait l'objet d'aucune étude systématique 4 notre connaissance.

5 - UNE CARACTERISATION DES MULTIGRAPHES DUAUX-HAMILTOMIENS

Proposition {0 : Un multigraphe connexe G est dual-hamiltonien si et seulement si

il existe une partition {wl,wz} de V(C) telle que Gw et Gw sont

des arbres. E 2
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En effet :
a) Soit K un cocycle &lémentaire de G(K ¢ E(G)) avec |K| = |E(G)| - |[V(G)| + 2
Par définition K est de la forme E(G) - (E(G, ) v E(G, )), ol
1 2
{wl,w2} est une partition de V(G) telle que G, et G, sont connexes.
1 2
I1 vient : [E(G, )| + [E(G, )| = |E(®)] - |K| = |V(Q)| - 2
W W
1 2
= Wyl + W] -2
Or [E(Gy, )| = |W.| = 1 (i =1,2) avec 1'égalité si et seulement si G, est un
i i

arbre. Donc {Wl,w2} satisfait aux conditions de 1'énoncé.

b) Réciproquement, si {wl,w2} est une partition de V(G) telle que Gw et Gw
1 2

sont des arbres : soit

K = B(G) - (B(Gy ) v E(Gy ).
1 2

On vérifiera sans peine que K est un cocycle &lémentaire de G de car-
dinal [E(G)| - |V(G)| + 2.

6 - LE NOMBRE DE STABILITE CYCLIQUE DES CRAPHES CUBIQUES DUAUX-

HAMILTONIENS
Proposition Il : Tout graphe cubique dual-hamiltonien est s-maximum.
En effet :

Soit G un graphe cubique dual-hamiltonien 3 n sommets. D'aprés la

Proposition 10, il existe une partition {wl,wg} de V(G) telle que Gw et Gw sont
1 2
des arbres; le cocycle &lémentaire K de G associé 3 {wl,wp} comme dans la démons-

tration de la Proposition 10 vérifie :
K] = 300 - 20| - 1) = 30| - 2(wy| - 1),

. n n
et done : Wi} = [W,| = 55 'E(Gw1)| : lE(Gw2>I =5 - L
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Kotzig [20] a démontré que tout graphe connexe G admet une orientation O telle
que :

- si [E(G)| est pair, tout sommet de G est de degré extérieur pair dans 0.

- si |E(Q)]| est impair, G comporte exactement un sommet de degré extérieur impair
dans 0.
(ce résultat est utilisé au Chapitre IT, paragraphe III.4).

Soit alors O1 une orientation de Gw telle que :
1
- si IE(Gw )| est pair (c'est-3-dire si n £ 0 (mod 4)) :
1

tout sommet de GW est de degré extérieur pair dans 01.
1

- si IE(Gw )| est impair (c'est-d-dire si nz0 (mod 4))
1

il y a exactement un sommet de Gw de degré extérieur impair dans 0
1
Soit O2 une orientation de Gw telle que tout sommet de Gw
2 2
rieur 1 dans O2 d l'exception d'un seul sommet qui est de degré intérieur 0 dans

02.

1
est de degré inté-

Soit Gw W le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G) et pour ensemble d'aré-
1272
tes K = E(G) - (E(G, ) v E(G, )) ; soit 0, 1l'orientation de G qui 3 chaque
W, W, 3 W, ,W,

aréte de ce graphe associe celle de ses extrémités qui appartient 3 w2.

Le triplet (01,02,03) définit une orientation 0 de G. On vérifiera aisément que 0

est pseudo-paire.
En outre tout cycle élémentaire de G contient au moins deux arétes de

Gw W et donc 0 est une orientation sans circuits de G.
172

D'apres la Proposition 9, G est s-maximum.
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/ - REMARQUES

a)

b)

c)

d)

La Proposition 11 est bien une généralisation de la Proposition 5 (sous sa for-
me 5'); notre démonstration initiale de la Proposition 5 &tait beaucoup plus

lourde que celle donnée ici pour la Proposition 11.

Si 0 est 1l'orientation de G définie dans la démonstration précédente, on véri-

fie que Vb u Vi est l'ensemble des sommets de Gw de degré extérieur 0 ou 1

dans 01. 1
' On pourra en déduire, au travers des démonstrations des Pronositions
1 et 8, le résultat suivant (plus précis que la Proposition 5) :
Soit G un graphe plan triangulé comportant un cycle hamiltonien C ;
il existe un ensemble connectant minimum de faces de C toutes situdes 3 1'inté-

rieur de C.

Comme celle de la Proposition 5, la réciproque de la Proposition 11 est fausse

(paragraphe II.5 de ce chapitre).

M. SAKAROVITCH et C. PAYAN ont montré ({361,[371) que tout graphe cubique cycli-
quement 4-aréte-connexe est s-maximum ; d'autre part H. WHITNEY [38] a démontré
le résultat suivant :

Tout graphe planaire maximal 4-connexe est hamiltonien.
ou, sous forme duale :

Tout graphe planaire cubique cycliquement 4-aréte-connexe est dual-
hamiltonien.

Le résultat de M. SAKAROVITCH et C. PAYAN est donec dans le cas planaire,

une conséquence de la Proposition 11. En est-il de méme dans le cas général ?

Cette question nous améne 3 proposer la conjecture suivante :

Conjecture ITI.1 : Tout graphe cubique cvcliquement 4-aréte-connexe est dual-

hamiltonien.

Cette conjecture est vérifiée dans le cas planaire d'aprés le résultat

de WHITNEY.
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[V - SUR LE NOFBRE DE STARILITE CYCLIGUE DES GRAPHES PLANAIRES

1 - INTRODUCTION

Pour tout graphe G nous noterons ol(G) sa point-arboricité (cardinal
minimum d'une couverture de V(G) par des cycliquement stables de G) et «(G) son
nombre de stabilité (défini au chapitre I, paragraphe I.2).

Pour tout graphe G, les inégalités suivantes sont vérifides -

1) s, 43 (&vident)
01
(ii)  o(G)> _§§§l (toute forét est un graphe biparti)

2 - UN PROBLEME DU TYPE ERDOS-VIZING

Le probléme célébre connu sous le nom de "probldme d'ERDOS-VIZING"
(L7131, chapitre 13; [39]) peut se formuler comme suit -

Conjecture : Pour tout graphe planaire G, 4(G) » LV(3)]

—— e e e e o e e

On sait que si la Conjecture des Quatre Couleurs est vraie, la conjec-
ture d'ErdSs-Vizing est vraie([71, chapitre 13) ; on sait également que pour tout
graphe planaire G, o(G)> VéG) .

Ceci nous améne 3 proposer la

Conjecture TII.2 : Pour tout graphe planaire G, s(G)> Jyégl . !

D'aprés 1'inégalité (ii) de 1'introduction, cette conjecture est plus
forte que la conjecture d'ErdGs-Vizing. En outre d'aprés 1'inégalité (i), la con-
Jecture est vérifiée pour les graphes planaires G tels que ol(G) < 2.

Nous donnons ci-dessous trois classes de graphes planaires de point-

arboricits intrieurc ou Crale 3 2 :
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- Les graphes "extérieur-planaires" ("outerplanar graphs "), définis dans [51,
page 106 comme les graphes admettant une représentation plane telle que tout

sommet appartienne au contour de la face extérieure. Référence : [L40].
- Les graphes planaires sans triangles. R&férence :[U41].

- Les graphes planaires duaux-hamiltoniens. Référence : la Proposition 10 de ce
chapitre.

Ces trois classes de graphes vérifient donc notre Conjecture III.2.

3 ~ FORMULATIONS EQUIVALENTES DE LA CONJECTURE I11.2

a) Il suffit évidemment de démontrer la Conjecture III.2 pour les graphes planai-
res maximaux.
D'apres le paragraphe précédent, nous pourrons nous limiter au cas des
graphes non d uaux-~hamiltoniens.

La Conjecture suivante est donc équivalente i la Conjecture I1I.2 :

Conjecture III.2' : Pour tout graphe planaire maximal G de dual non hamilto-

nien, s(G) = lY%gll_

b) D'aprés la Proposition 2, si G* est le graphe dual du graphe planaire maximal
G :

s@ > O e < V@I IR

La Conjecture suivante est donc équivalente aux Conjectures III.2 et III.2' -

Conjecture III.2" : Pour tout graphe cubique planaire 3-connexe non hamiltonien

G, k(G) < lgégll.

I

De nombreux auteurs se sont consacrés i la recherche de graphes cubi-
ques planaires 3-connexes non hamiltoniens (Tait conjecturait en 1884 qu'il n'en
existe aucun, et montrait que sa conjecture était nlus forte que celle des Quatre
Couleurs). Pour un compte-rendu de ces travaux, nous renvoyons le lecteur 3 :
(73, chapitre 10 ; [42] , chapitre 17;[431.
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5 - UNE BORNE INFERIEURE DE S(G) POUR LES GRAPHES PLANAIRES

On trouvera dans [40] une démonstration du résultat suivant : pour
tout graphe planaire G, °1<G) < 3. Donc, d'aprés 1'inégalité (i) de 1'introduc-
tion : pour tout graphe planaire G, s(G)x IVQG) .

Nous allons améliorer ce résultat.

Proposition 12 : Pour tout graphe planaire G, s(G) > glyégll,

Soit G un graphe planaire.

Dans [U44], B. GRUNBAUM démontre un résultat (Th&ordme 2) qui peut s'in-
terpréter comme suit :

I1 existe une partition {S
S. (1 =1,... 5) de G telle que :

SQ’SB’SM’S } de V(G) en stables

12 5
Si U Sj (1,J € {1,2,3}, 1 # j) et Sy v 85 sont des cycliquement sta-
bles de G.
Supposons alors que s(G) < 2 VéG) .

Tl vient : |S; u S| + |8 v 33[ + 18, u 83| + 2[5y v 35| < 2|V(@)] et ily a

done contrediction.

Remarque : M.0. ALBERTSON a été l'initiateur d'une approche nouvelle de la Conjec-
ture d'Erdds-Vizing en démontrant que :

Pour tout graphe planaire G, ~(G) > %-IV(G)| (1451)
Peut-&tre des méthodes analogues aux siennes permettraient—-elles, sinon de démon—

trer la Conjecture III.2, du moins d'améliorer le résultat de la Proposition 12.
t
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[ - INTRODUCTION

En 1965, Moon démontrait de facon trds simple le résultat suivant
([521) : si un multigraphe plan triangulé comporte exactement deux sommets de
degré impair, ces deux sommets sont non-adjacents (Moon résolvait ainsi un pro-

bléme posé par Minty dans [53]).

Depuis lors, de nombreux résultats analogues ont été établis par B.
Grinbaum ([421, chapitre 13), J. Malkevitch ([347), D.W. Crowe ([541), et d'au-
tres auteurs ; T. Gallai ([551) a pu retrouver ces résultats dans le cadre d'un

travail d'ensemble sur les "signatures" dans les multigraphes plans.

Les études que nous venons de citer portent sur le probléme de 1'exis-
tence de multigraphes plans satisfaisant 3 certaines contraintes d'ordre combi-
natoire (relatives le plus souvent aux degrés des sommets et aux longueurs des
faces).

Dans ce chapitre, nous allons nous consacrer 3 un probléme du méme

type, qui contient comme cas particulier le probléme de Minty résolu par Moon.

Il - DEFINITIONS GENERALES

1 - @-ANGULATIONS ET Q-ANGULATIONS PAIRES

Sauf mention contraire, les notations et définitions utilisfes sont

celles des chapitres précédents.

Soit G un multigraphe 2-connexe plan. Le contour de toute face f de
G est un cycle élémentaire C de G qul sera considéré dans ce chapitre comme un
sous-muitigraphe partiel de G (V(C) < V(G) ; E(C) < E(G)).

Un sommet de G sera dit extérieur s'il appartient au contour de ia face infinie

de G, et intérieur sinon.



Une g-angulation (respectivement : g-angulation) paire d'ordre n

(@ 22,n22) est un multigraphe 2-connexe plan G qui vérifie les propriétés
suivantes :

= la longueur de toute face finie de G est multiple de q (respectivement : &gale
iq).

- la longueur de la face infinie de G est n.

- tout sommet intérieur de G est de degré pair dans G.

Exemples :

~ Un multigraphe plan triangulé est nécessairement 2-connexe; donc tout multigra-
phe plan triangulé eulérien est une 3-angulation paire d'ordre 3.

- Plus généralement les "Even triangulated polygons" de Dalkey ({561) sont des
3-angulations paires d'ordre quelconque supdrieur ou égal 3 3.

2 - SEQUENCES

Nous appellerons séquence d'ordre n ou n-séquence (n > 2) tout couple
(C,s) ou :

- C est un cycle élémentaire (c'est-i-dire un multigraphe 2-régulier connexe)
avec |V(C)| = n.
— s est une application de V(C) dans {-1, +1}.

Remarques :
= Le choix de {-1, +1} corme ensemble de valeurs de s a pour but de simplifier

les notations, comme on le verra dans la suite.
= Tout cycle élémentaire sera supposé représenté dans le plan.

1
Deux séquences (C,s) et (C',s') seront dites isomorphes si et seule-

ment si il existe un isomorphisme de graphes & de C sur C' tel que s*' o ¢ = s,



Une n-séquence (C,s) (n > 2) sera dite de type_(¥X43::-:2%)

(vi e {1,...,n}, X; € {-1, +1}) si et seulement si il existe une bijection g de
{1,...,n} sur V(C) telle que :

-vie{d,...,n-1} : {e(i), 6(i+1)} ¢ E(C) (et donc :
{8(n), 6(1)} ¢ E(C))

-v1ie {1,...,n} : x; = s(e(i)).

Remarques :

— 4 une séquence correspondront généralement plusieurs types distincts,

— Deux séquences d'un méme type sont nécessaivement 1somorphes.

3 - SEQUENCES DE PARITE

Soit G une g-angulation paire d'ordre n (@ 22,n2>2) et soit C le
contour de la face infinie de G. »

Soit p l'application de V(C) dans {-1, +1} définie par :vv e V(C),
p(v) = +1 si et seulement si le degré de v dans G est pair.

La n-séquence (C,p) sera dite séquence de parité de G.

Remarque :

Cette définition est équivalente & celle donnde par Dalkey ([561)
dans le cas des 3-angulations paires. Nous citons Dalkey non pour son résultat
(qui répond d des préoccupations différentes des ndtres) mais parce que nous lui

devons le concept de séquence de parité.

g-paire) (q > 2) si elle est la séquence de parité d'une g-angulation (respecti-

vement : g-angulation) paire G (dans ce cas C est le contour de la face infinie
de G).

Tout cycle &lémentaire étant supposé représenté dans le plan, il est

clair que toute séquence isomorphe 3 une séquence g-paire (respectivement -

g-paire) osi q-prire (respectivement : q-paire) (¥q = 2).



Le résultat de Moon ([521) dont nous avons parlé dans 1'introduction
peut donc se formuler comme suit :

Une 3-séquence de type (-1, -1, 1) ne peut &tre Z-paire.

Nous étendrons le résultat de Moon en obtenant une caractérisation
combinatoire des n-séquences g-paires et g-paires (Vn > 2, vq > 2).

Pour cela quelques définitions supplémentaires sont nécessaires.

4 - SEQUENCES DERIVEES

Soit € un cycle &lémentaire avec |V(C)| = n > 2.

Le multigraphe représentatif des arétes de C, L(C), peut &tre défini
comme le cycle élémentaire ayant pour ensemble de sommets E(C), et pour famille

d'arétes (av | v e V(C)) ol a, est le couple formé par les deux arétes de C con-
tenant v. Soit r une application de E(C) dans {-1, +1}; (L(C),r) est une n-séquence

Par définition, la séquence dérivée de 1a n-ségquence (L(C),r) est 1la
n-séquence (C,s), ol s est 1'application de V(C) dans {-1, +1} définie par :
Vv e V(C), si a, = {e,e'} : s(v) = r(e) x r(e").

Dans ce cas, nous dirons aussi que (C,s) dérive de (L(C),r). Etant

donnée une séquence (C,s), nous appellerons primitive de (C,s) toute séquence
(L{C),r) dont (C,s) est 1a séquence dérivée.

Une séquence sera dite dérivée si et seulement si elle admet au moins

une primitive.

Proposition 1 :

Soit (C,s) une n-séquence (n > 2) ; (C,s) est une séquence dérivée si
et seulement si :

Il s(v) = 1. En outre dans ce cas (C,s) admet exactement deux pri-
veV{C)

mitives qui se déduisent 1'une de 1'autre par changement de signe.



En effet

Soit (C,s) une n-séquence (n 2 2).
Nous noterons V(C) = {Vi,... vn} et E(C) = {e

¥i e {1,... n-1} e, = “i’Wul

1y..e£ avec :

} e = {Vn’vl}‘
Une n-séquence (L(C),r) est une primitive de (C,s) si et seulement si :

(a) wvi e {14,... n-1} r(ei+1) = S(Vi+1) x r(ei)
(b) r(en) r(el) = S(Vl)'

La condition (a) s'écrit encore :
i+l
) = (0 s(v.)) x r(e,).
+1 j=2 J 1

(a") ¥ie {1,... n-1} r(ei
La condition (a) est donc vérifiée par deux séquences (L(C),rl) et
(L(C),r,) telles que : rl(el) =1 r2(ei) = -1,
On constate que ¥i ¢ {1,... n} : rl(ei) = —rg(ei).

Soit k € {1,2} ; r, vérifie la condition (b) si et seulement si :

k
rk(en) rk(el) S(Vl) =1

n
soit, d'aprés (a') : Ji§

s(v.) = 1.
3 J

1

Cecl achéve la démonstration.
Remarque : Dans la démonstration précédente s joue le réle d'une "tension" de
L(C) d valeurs dans le groupe multiplicatif {-1, +1} (Zsomorphe a 22) s r Joue

le role d'un "potentiel" dont dérive s ; nous reviendrons sur ces notions dans

un autre chapitre.

5 - SEQUENCES Q-EQUITABLES

3

Une n-séquenee (C,s) (n > 2) sera dite g-équitable (q » 2) si et

seulement si :
z s(v) = 0 (mod. q)
v ¢ V(C)



[T - SUR UNE PROPRIETE DES SEQUENCES Q—PAIRES

1 - UNE CONDITION NECESSAIRE DE Q-PARITE

Proposition 2 : V q 2 2 : toute séquence q-paire dérive d'une séquence q-é&quitable

Soit G une g-angulation paire d'ordre n (n > 2, q 2 2) et soit (C,p)
la séquence de parité de G (C est donc le contour de la face infinie de G).
Soit I = {v € V(C) | p(v) = -1}.

~

G comporte un nombre pair de sommets de degré impair, et donc |I| est
pair.

Construisons alors 3 partir de G un multigraphe plan G' de la fagon
suivante :

- 31 I = @, choisissons G' identique i G.
- Sinon, plagons un nouveau sommet u 3 1'intérieur de la face infinie de G, et

relions u (sans croisements) par une aréte 3 chaque sommet de T.

G' est un multigraphe plan 2-connexe dont chaque sommet est de degré
pair. On en déduit ([191, Théoréme 6.2.3) que les faces de G' admettent une bon-
ne coioration en deux couleurs. Autrement dit, il existe une partition {F F }
de l'ensemble des faces de G' telle que toute aréte de G' appartienne au contour
d'une face de F1 et au contour d'une face de QB' Nous désignerons par FO 1'ensem-
ble des faces de G' situfes i 1'intirieur de C (F0 peut étre identifié 3 1'ensem-
ble des faces finies de G).

|

Soit alors r 1'application de E(C) dans {-1, +1} définie par :

+1.

Ve ¢ E(C) : - si e appartient au contour d'une face de F1 FO, r(e)

= si e apparticnt au contour dlune face de Fo-F r(e) = -1.
1 27 .

I1 sera facile de vérifier que la séquence dérivée de la n-séquence (L(C),r)
n'est autre que (C,p).



Nous allons montrer maintenant que (L(C),r) est g-Equitable.

En comptant de deux manidres les arétes de G', nous obtenons :

z [f] = z | £
€ By fe F2

Les longueurs des faces appartenant a FO sont multiples de q.

Done : ) Ifl = = |f] (mod.q) (a)
feFl-FO féFe—FO
Or :
-sil=0: I ple)= I Je|l- 1 g (b)
ecE(C) fEFl—FO fEFg—FO

(1'un des ensembles Fl_FO’ F2—FO est vide et l'autre contient une seule face,

de contour ()

st IAl s Toorte)= (2 (el -z (lpleoyy
ecE(C) fEFi—FO L€F2—FO
et, puisque jFi_FO[ = le—FOI’ 1'égalité (b) est &galement vérifiée dans ce
cas.

(a) et (b) impliquent que (L(C),r) est g-Equitable.

Ceci achéve la démonstration.

2 - APPLICATIONS

Proposition 3 : Soit (C,s) une n-séquence (n 2 2) de type (x],... Xn)
(vi ¢ {I,... n}, xig{—l,+l})-
Si (C,s) est g-paire (q = 2), alors :

n
(a) 1 X, = 1

n
(b) 1 + .Z (T x.) =9 (mod. q)



En se reportant & la Proposition 1 et 3 sa démonstration, il sera
facile de vérifier que :
- (a) signifie que (C,s) est une séquence dérivée.

- (b) signifie que toute primitive de (C,s) (s'il en existe) est g-équitable.

La Proposition 3 est done &quivalente 3 la Proposition 2.

A titre d'exemple nous allons d&duire de la Proposition 3 un résultat
qui généralise celui de Moon ([52]).

Proposition 4 : Soit G un multigraphe plan 2-connexe dont toutes les faces sont

des triangles (sauf &ventuellement la face infinie fo) et dont
tous les sommets sont de degré pair sauf deux v, et v, qui ap-
partiennent au contour de f.. Soit d(v],vz) la distance de v

0
3 v, sur le contour de f,. Alors d(v],vz) = 2|f,| (mod. 3)

1
ol

Posons n = lfO[, a d(vl,vg) + 1,

X, = -1, X3 = -let X; = 1(ie {2,...n} - {a}).
G est une 3-angulation paire d'ordre n 5 sa séquence de parité est de type

(Xl,... Xn). 7
Donc d'aprés la Proposition 3 :
noj
1+ £ (0 %) =0 (mod. 3)
.o . i
Jj=2 i=2

Soit : 1+ (d=2) - (n-d+1) = 2d-2-n = 0 (mod, 3)

D'ou 2(d-1) = n (mod. 3), ou encore d-1 = 2n (mod. 3)
D'ou le résultat.

Kemarques : - si n = 3, nous obtenons d(vz,vg) = 0 (mod. 3)

1l y a bien contradiction.

- st n = 5, nous obtenons d(vz,v2) 1:v;et v, sont nécessaire-

ment adjacents.

Nous allons maintenant passer 3 1'étude d'une réciproque de la Pro-
position 2.



IV - CARACTERISATION COMBINATOIRE DES SEQUENCES Q-PAIRES ET Q-PAIRES

Nous traiterons i part le cas q = 2.

1 - UNE CONDITION SUFFISANTE DE @-PARITE (@ > 3)

Traitons d'abord le cas des 2-séquences. Soit q = 3.
Une 2-séquence de type (1,-1) ou (-1,1) ne saurait &tre g-paire
d'aprés la Proposition 3(a) ; une 2-séquence de type (1,1) ne peut &tre g-paire

d'aprés la Proposition 3(b).

Par contre une 2-séquence de type (-1,-1)est g-paire et méme g-paire,

comme le montre le multigraphe plan représenté ci-dessous :

—

q - 2 sommets de
degré 2

Donc :

Proposition 5 : Toute 2-séquence qui dérive d'une séquence q-&quitable (q 2 3)

est q-paire.

Nous allons obtenir un résultat plus précis pour les n-séquences
(n =2 3). ]

Proposition 6 : Soient n > 3, q > 3 et (C,s) une n-séquence qui dérive d'une sé-

quence q-&quitable. Il existe une g-angulation paire G qui est

un graphe et dont (C,s) est la séquence de parité.
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Nous procéderons par récurrence sur n.
a) - La Proposition 6 est vraie pour n =3,

En effet si (C,s) est une 3-séquence qui dérive d'une séquence gq-
équitable (q = 3), il est facile de vérifier (par exemple 3 partir de la
Proposition 3) que q = 3 et que (C,s) est de type (1,1,1). La proposition
6 est donc satisfaite pour G identique 3 C. '

- La Proposition 6 est vraie pour n = 4.

En effet, si (C,s) est une 4-séquence qui dérive d'une séquence g-

équitable (q = 3), on pourra vérifier que 1'un des cas suivants se présen-
te :

+ g =14 et (C,s) est de type (1,1,1,1). La Proposition 6 est alors satis-
faite pour G identique 3 C.

+ (C,s) est de type (-1,1,-1,1) ; (C,s) dérive d'une séquence qui est g-
équitable vq > 3.

Le schéma sulvant permet de définir un graphe G qui répond aux condi-
tions de 1'énoncé de la Proposition 6 :

)

q — 3 sommets de
degré 2
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+ (C,s) est de type (-1,-1,-1,-1) ; 13 encore (C,s) dérive d'une séquence

qui est g-€équitable ¥ g = 3.

Le schéma suivant permet de définir un graphe G qui répond aux con-

ditions de 1'énoncé de la Proposition 6 :

~1

b) - Supposons que la Proposition 6 est vérifiée pour tout n < ng (n0 > 5), et
démontrons qu'elle est vérifiée pour ng.

Soient donc g un entier (q = 3) et (C,s) une no—séquence qui dérive

d'une ny-séquence g-€quitable (L(C),r). Rappelons que C doit étre consi-

déré comme représenté dans le plan.

- 31 r prend une seule des valeurs -1, +1 (c'est-3-dire si (C,s) est de

type (Xl"" xno) avec x; =1 ¥iel{l,... no}), et si ny = g, la Propo-
sition 6 est satisfaite pour G identique i C.

t

- Sinon, montrons qu'il existe une chaine K de C telle que :
(o) |[E(K)] =2, |E(C) - E(K)]| 22

(B) t r(e)
ecE(K)

+1 (mod. q)

En effet deux cas peuvent se produire :
+ r prend une seule des valeurs -1, +1 ; on peut alors écrire ng = kq

(k 2 2). Soit K une chaine de C de longueur :
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a+1 (sirprend la valeur 1)
ou (k-1) g-1 (si r prend la valeur -1)
K vérifie évidemment (8). (a) s'crit :
Q+l 2 2, (k-1) g-1 2 2

Ces deux inégalités sont vérifiées puisque q 2 3 et k > 2.

+ r prend les deux valeurs -1, +1. On peut alors trouver deux arétes
adjacentes e et e' telles que r(e) = +1, r(e') = -1. Soit e" 1'aréte
de C distincte de e et adjacente 3 e'. Ia chaine K de C sera définie
de la fagon suivante :

si r(e") = +1, E(X)
si r(e") = -1, E(X)

{e,el,e"}
E(C) - {e,e',e"}

(B) est évidemment vérifié 3 (@) est vBrifié puisque [E(C)| = ny = 5.

Dans la suite K désigne une chaine de C vérifiant (o) et (B). Soient
v et v' les deux sommets de C extrémités de K. D'aprés (a), v et v' sont non
adjacents dans C. Joignons v et v! par une aréte ey située 3 1'intérieur de C.
Nous obtenons un graphe plan 2-connexe dont la face infinie a pour contour C

et qui comporte deux faces finies de contours C1 et C2 tels que :

# V(G = V(K) 5 E(C)) = B(K) u ey}

+ V(C2)

(VEC) = V(K)) v {v,v'} 5 E(Cy) = (B(O) - E(K)) u {eg).
Déefinissons les séquences (L(Cl)’ rl) et (L(C2),r2) de la fagon suivante :
+ Ve ¢ E(K), rl(e) = r(e) ; rl(eo) = -1,

+ Ve ¢ E(C) - E(K), rg(e) = r(e) ; r2(eo) =+ 1.

I1 vient :
b rl(e) =z r(e) + rl(eO) = ¥ r(e) - 1
eeE(Cl) ecE(K) eeE(K)
)3 r.(e) = @ r(e) +r (eO) = I r(e) - & rie) +1
eeE(C2) ecE(C)-E(K) ecE(C) ecE(K)

Done (L(C ) rl) est g-€quitable d'aprés (B8); (L(C ),Lz) est g-&quitable d'aprés
(B) et notre hypothése selon laquelle (L(C),r) est g~équitable. En outre
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-~

(L(Cl),rl) et (L(Cg),r2) sont d'ordre strictement inférieur a ng d'aprés (a).

Nous pouvons alors utiliser notre hypothése de récurrence : il existe
deux g-angulations paires G1 et G2 qui sont des graphes et telles que :
¥ 1ie {1,2} Ci est le contour de la face infinie de Gi’ et la séquence de parité
de G,, soit (Ci’pi)’ est la dérivée de (L(Ci),ri). I1 est clair que 1l'union de
G1 et G2 est une g-angulation paire G qui est un graphe et dont la face infinie |
a pour contour C.

Soit (C,p) la séquence de parité de G.

Pour i ¢ {1,2} =
Vs e V(Ci) - {v,v'}, p(vi) = pi(Vi).

Or (Ci’pi) est la dérivée de (L(Ci),ri) et de plus r; et r prennent
la méme valeur sur les deux arétes de C incidentes & v, ; onen déduit que

p(vi): s(vi) (rappelons que (C,s) est la dérivée de (L(C),r)).

Examinons maintenant la situation en v et v'.
Pour 1 ¢ {1,2}, soit e; 1'aréte de E(Ci) - {eo} incidente 3 v.

Remarquons que : dG(v) = dG (v) + dg (v) - 1 (eO est comptée deux fois).
1 2
On en déduit que p(v) = - pl(v) p2(v).

Or pour i ¢ {1,2}, (C;,p;) dérive de (L(C;),r;).
Donc : py(v) = r (e,) rl(eo) = -r(e;)

P, (V) = ryle,) ryley) = rle,)
D'ol : p(v) = r(el) r(e2) = s(v).

On démontrerait de méme que p(v') = s(v').

Par conséquent (C,p) et (C,s) sont identiques.

G vérifie donc les conditions de 1'énoncé de la Proposition 6.
1

¢) Ceci achdve la démonstration de la Proposition 6.

Remarque : La démonstration précédente donne en fait un algorithme de construc-
tion du graphe G satisfaisant aux conditions de l'énoncé de la Proposition 6, et

cecti pour toute n—-séquence (C,s) dérivant d'une séquence q—équitable (Vnz3,v qz3).
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2 - CARACTERISATION DES SEQUENCES Q-PAIRES ET Q-PAIRES (@ = 3)

D'aprés les Propositions 2, 5, 6, et la démonstration de la Proposi-

tion 3, il vient :

Proposition 7 : ¥ q > 3, ¥n > 2, si (C,s) est

les propriétés suivantes sont

- (C,s) est q-paire.

(C,s) est q-paire.

(C,s) dérive d'une séquence
n n - ]
I % (n
= j=2 i=2

X. l et 1 +
=] 1

1

3 ~ SEQUENCES 2-PAIRES ET 2-PAIRES

a) Soit G une 2-angulation paire d'ordre n > 2
des faces de G.
La formule d'Euler s'écrit :
[F(G)| = |E@)] - |V(@)] + 2

Or 2 |E(G)]| = = [f] = 2(JFG)]|-1) + n
feF(G)

Dloll : 2[E(G)] = 2(]E(G)| - |V(G)]+1) + n

ou encore : 2|V(G)| = n+2

On en déduit que |V(G)| =n = 2.
Donc toute 2-angulation paire est d

intérieur. Par conséquent :

une n-séquence de type (xl,... xn),
équivalentes deux i deux :
q-équitable.

xi) =2 0 (mod. q).

5 nous noterons F(G) 1l'ensemble

'ordre 2 et n'adm§t aucun sommet

Les 2-angulations paires sont les multigraphes 2-connexes plans 3

deux sommets.

Remarquons que si n est pair toute n-séquence est 2-8quitable, et que sin

est impair aucune n-séquence n'est 2-équitable.

La Proposition 2 pour q = 2 se formule donc comme suit :

Toute séquence 2-paire est une séquence dérivée d'ordre pair.
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Nous allons démontrer la réciproque.
Soit (C,s) une 2n-séquence (n = 1) qui dérive d'une 2n-séquence (L(C),r).
On vérifiera immédiatement que : sin=1, (C,s) est 2-paire.
Supposons n 2z 2.
-Si oz r(e) = 0 (mod. 4), d'aprés la Proposition 7, (C,s) est L-paire et
e eE(C)

donc 2-paire.

- Sinon, = r(e) = 2 (mod. 4)
e ¢E(C)
Soit ey une aréte quelconque de C d'extrémités v, et Vse
Jolgnons les deux sommets v, et V5 par une aréte e! distincte de €

0
et située 3 1'intérieur de C.

Soit C' le cycle élémentaire défini par :
V(C') = V(C) ; E(C') = (E(C) ~{ eo}) v {eé}

Soit r' 1l'application de E(C') dans {-1, +1} définie par :
¥ eeE(C) - {eo}, r'(e) = r(e) ; r'(eé) = —r(eo)
I1 vient : g r'(e) =  r(e) - 2r(eo) = 0 (mod. 4)

ecE(CY) eeE(C)

(L(C'),r"') est donc L-Bquitable. D'apreés la Proposition 7, sa dérivée est G-paire.

Soit alors G' une U-angulation paire dont la face infinie a pour con-
tour C' et dont la séquence de parité (C',p") dérive de (L(C'), r').

L'union de G' et de l'aréte e est une 2—angulation?paire G dont la
face infinie a pour contour C.

Soit (C,p) la séquence de parité de G. Il vient :

+v ve V() - {vl,v2} :p(v) = p'(v) ;or(C',p') dérive de (L(C"),r') et de plus
r et r' prennent la méme valeur sur les deux ardtes incidentes 3 v ; on en

déduit que p(v) = s(v).
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+ Pour 1 ¢ {1,2} soit e, 1'aréte de C incidente 3 v; et distincte de ey- I1
vient (¥ i ¢ {1,2}) :
p(vi) = - p'(vi) = —(r'(ei) x r'(eo)) = r(ei) x r(eo) et done p(vi) = s(vi).

Nous venons de montrer que (C,s) est la séquence de parité de G, et
donc que (C,s) est 2-paire.

¢) En conclusion :

Proposition 8 : Une s&quence est 2-paire (respectivement : 2-paire) si et

seulement si elle dérive d'une sédquence d'ordre pair (res-

pectivement : d'une séquence d'ordre 2).

I} - REMARQUES

- Les Propositions 7 et 8 constituent une caractérisation combinatoire des sé-

quences g-paires et des séquences g-paires ( vag = 2).

- H.FLEISHNER et P. ROY ([57]) ont récemment obtenu (par une méthode différente
de la ndtre) un résultat équivalent i celui de la Proposition 7 pour q = 3.

5 - PROBLEMES OUVERTS

Appelons (p(respectivement : p), q(respectivement : q))-angulation

dlordre n (p 22, @ 22, n > 2) tout multigraphe 2-connexe plan G qui vérifie
les propriétés suivantes : ’

- Le degré dans G de tout sommet intérieur de G est multiple de p (respective-
ment : égal 3 p).

- La longueur de touté face finie de G est multiple de q (respectivement : éga-
le 3 q)

- La longueur de la face infinie de G est n.
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En particulier toute g-angulation (respectivement : g-angulation)
paire est une (2,q)-angulation (respectivement : (2, q)- anpulation).

A toute (p,q)-angulation G dont la face infinie a pour contour C
‘nous associerons le couple (C,d), ol d est l'application de V(C) dans N qui 3

chaque sommet de C fait correspondre son degré dans G; (C,d) sera appelée la

Soit ¢ une application de N dans N. La ¢ -réduction de_(C,d) est
le couple (C, %0 d).

Probléme : Etant dormés p 22, q 22, n 2 2 et une application @ de N dans N,

obtenir une caractérisation combinatoire des ¢ -réductions des séquences des de-

grés des (p (ou p), g (ou q))-angulations d'ordre n.

Nous venons de résoudre un cas particulier trds simple de ce probléme

(p =2 et oest une application "parité").

L'étude des séquences des degrés (¢ est l'application identique)
des (p,q)-angulations (p > 3, q >3) semble trés difficile ; j'ai été informé
de l'existence de travaux en cours pour le cas p = 3, q = 6 (le probléme a son
origine en chimie dans 1'étude de modes de classification des composés hexa-

cycliques).






CHAPITRE V

SUR LE NOMBRE CHROMATIQUE DU
CARRE DES GRAPHES CUBIQUES






I + INTRODUCTION

Tous les graphes dont il sera question dans ce Chapitre seront (sauf mention

contraire) des graphes simples.

Nous avons posé au Chapitre I (paragraphe V.1.b) le probléme trés général
suivant :

Etant donné un graphe G, pour quelles valeurs de k (1 <k < [V(@)))
1'hypergraphe I(G) des images de G admet-il une bonne k - coloration ?

Nous nous proposons ici d'étudier ce probléme pour les graphes cubiques

en ce qui concerne la valeur k = 4.

Nous sommes donc ramends 3 1'étude du nombre chromatique du carré des graphes
cubiques (qui est toujours supérieur ou égal 3 4).

Remarquons que si G est un graphe cubique, v(C(G)) = U4 si et seulement si
m(G) = 4, c'est~a-dire si V(G) admet une partition en 4 absorbants de G.

IT « NOMBRE CHROMATIQUE DU CARRE ET INDICE CHROMATIQUE

1 . L'INDICE CHROMATIQUE DES GRAPHES CUBIQUES DE CARFE 4-CHROMATIQUE

Proposition 1 : Soit G un graphe cubique tel que y(C(G)) =4. Alors q(G) = 3.

En effet :

Soit G un graphe cubique tel que y(C(G)) = 4.

I1 existe une application ¢ de V(G) dans 22 x Zg'= {00, 01, 10, 11} telle que :

{v, v'} ¢ E(C(G)) = &(v) = o(v') (1)
Soit @ 1l'application de E(G) dans Z2 x 22 définie par :
¥eekEG), e={v, v'} :o0(e) = ¢(v) + a(v")

D'aprés la Propriété (1), ¥ e « E(G) : 0(e) = 00.
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Soient e' = {v, v'} et e" = {v, v"} (v' =2 v") deux arétes distinctes inci-
dentes au sormet v de G.

{v', v"} € E(C(Q)) = &(v') = o(v").

Donc  o(e') + o(e") = (o(v) + o(v')) + (o(v) + o(v™)) =e(v') + o(v") = 00.
Soit : a(e') = o(e").

En résumé, 0 définit une bonne coloration des arétes de G en trois couleurs

01, 10 et 11. Ceci achéve la démonstration.

I1 parait logique de rechercher une réciproque 3 la Proposition 1 ; toutefois,

il est facile de construiredes graphes cubiques G avec y(C(G)) > 4 et q(G) = 3.

d un ensemble de sommets.

2 . EXTENSION D'UN GRAPHE CUBIQUE RELATIVEMENT A UN ENSEMBLE DE SOMMETS.

Soit G un graphe cubique et X < V(G).
Nous appellerons extension de G relativement 3 X le graphe, noté ex(G), défini
corme suit :

- nous poserons X = {(x,e)/xecX, e cE@QG), xce} ;

eX(G) aura pour ensemble de sommets :

V(ey (@) = (V(G) - X) u X",

- E(eX(G)) sera l'union des ensémbles suivants :
t v, v'}/v e V(G) - X, v' € V(G) - X, {v, v'}cE(G)}
+ {{{x, e), (x', e}/ (x, e) ¢ X*, (x', e') e X*-{(x, e)l, x=x"oue=e'}

+ {{v, (x, @)} /v eV(G) -X, (x,e) e X, veel. ?
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-~

Intuitivement, eX(G) s'obtient 2 partir de G en remplacant les sommets de

X par des triangles, suivant le schéma :

1
'
!
'
'

Remarque :

On a éviderment eg(G) = G ; on pourra vérifier que EV(G)(G) = LD(G)
(graphe représentatif des arétes de la subdivision de G s voir Chapitre I,

paragraphe III.1.a).

On vérifiera que toute extension du graphe cubique G est un graphe cubigque
de méme indice chromatique.

D'aprés la Proposition 1, tout graphe cubique admettant au moins une exten—
sion de carré 4-chromatique est d'indice chromatique 3. Nous allons mainte-

nant démontrer la réciproque.

H

5 . UNE CARACTERISATION DES GRAPHES CUBIQUES D'INDICE CHROMATIQUE 3.

3 si et seulement

Proposition 2 : Soit G un graphe cubique. Alors q(G)
si 3 X c V(G) tel que y(C(eX(G))) = 4,

D'aprés le paragraphe 2, ilreste 3 montrer que si q(G).
que ¥(C(ey(@))) = b

3,3 X c V(G) tel
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Supposons donc que E(G) admet une partition en 3 couplages Cl’ C2, C3 de G.
K= (V(®) ; Cy v C3)’ K, = V(@) ; C,u CB)’ K3 = (V(@) ; C,u C2)

sont des sous-graphes partiels 2-réguliers bipartis de G.

11 existe donc trois applications ¢; (1 e {1, 2, 3}) de V(G) dans Z, = {0, 1}
telles que : i

{(vy, v'} ¢ E(Ki) = @i(v) z ¢i(v') (¥ 1ie {1, 2, 3}).

Soit X = {v e V(G) / ¢1(V) + QZ(V) + @B(V) = 1}.

Nous allons montrer que y(C(eX(G))) = 4,

Pour cela, définissons une partition de E(eX(G)) en trois couplages CH) (Db,

C%S de eX(G) de la fagon suivante :
- Pour toute aréte u de eX(G) de la forme {v, v'} avec
ve V(G - X, v' € V(G) - X, {v, v'} ¢ E(G)

e Cl<e=>{v, v'} ¢ C; (¥1ie {1, 2,3}

- Pour toute aréte u de eX(G) de la forme {v, (x, e)} avec
ve V(G -X, (x,e) e X", vee:

u e CH_<=> e ¢ Ci (¥1ie {1, 2, 3})

- Pour toute aréte u de eX(G) de la forme {(x, e), (x', e')} avec
(x, e) e X*, (x', e') ¢ X*¥ - {((x, e)}, e = ¢!

ueC'i<=‘->e=e'€Ci (¥ ie {1, 2, 3})

Pour toute aréte u de eX(G) de la forme {(x, e), (x', e')} avéc
(x5, e) e X', (x', e") ¢ X* - {(x, &)}, x = x'

ueChee¢ C; et e ¢ C; (¥1e{1,2,3})
(cette définition est correcte car le ne'l = 1 et done un et un seul

C; (1 e {1, 2, 3}) ne contient ni e ni e').
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Definissons ensuite trois applications @'i (1e {1, 2, 3}) de V(eX(G)) dans
Z, = {0, 1} de la fagon suivante :

-¥ve VG -X, <I>'i (v) = (Di(v) (¥1ie {1, 2, 3}

- ¥(x, e) e X

ot ((x, e)) 0.(x) si e ¢ C;

@'i((x, e)) = @i(x) + 1si ec« C;

Remarquons d'abord que ¥ s « V(eX(G))

(I)'l (s) + <I>'2(s) + <I>'3 (s) =0

Posons : K'1 = (V(eX(G)) 5 C'2 u C'B) 3 Ky, o= (V(eX(G)) 3 CY v C'S) ;
K'3 = (V(EX(G)) ;,C'1 U C'2).

K'1 > Kb, K'3 sont des sous-graphes partiels 2-réguliers bipartis de eX(G).

On pourra vérifier que, &tant donnés 2 sommets s et s' de eX(G) avec

{s, s'} ¢ E(K'i) : <I>'i(s) z @'i(s') (¥ 1ie {1, 2, 3}).

Soient alors s, s' deux sommets de eX(G) avec {s, s'} ¢ ct (ie {1, 2, 3}).

Soient j et k les deux éléments de {1, 2, 3} - {i} ;
{s, s'} ¢ E(K'J.) n E(K'k) . Donc :

<I>'J-(S) zd)'j(S') 3 ey (s) = @) (s").

Or oY (s) + @'2(5) + <I>'3(s) = oY (s') + <I>'2(S') + <I>'3 (s') = O.

1 - \ 1
Donc <I>i(s) = @i(s ).

Soit alors ' 1l'application de V(eX(G)) dans 22 x Z2 x 22 définié par :

¥s e V(eX(G)) : 8'(s) = (qa'l(s), <I>'2(s>, @'3 (s)).

Nous avons vu que ¢' prend ses valeurs dans 1'ensemble {000, 011, 101, 110}.

En outre, pour tout couple de sommets s, s' de eX(G) :

- si{s, s'} e'C'l', ' (s) + ¢'(s') = 011.
- 8i{s, s'} ¢ C'2 s 9'(s) + o' (s') = 101.
- si {s, s'} ¢ 0'3’ o'(s) + o'(s') = 110.
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Ceci permet d'affirmer que &' d&finit une bonne coloration de C(eX(G)) en
quatre couleurs {000, 011, 101, 110}, ce qui achdve 1la démonstration.

Remargues :

~ La méme démonstration (en échangeant les 0 et les 1 dans la construction

des ¢, t e {1, 2, 3}) permet de prouver que Y(C(EV(G)_X(G))) =4 ; on

pourra done toujours choisir X tel que x| < lKéQLL

On pourra vérifier que pour le graphe G suivant :

X e V(G), v(Cley(G))) = 4 = || = lVgG)t - 3.

— On peut montrer en fait que pour un graphe cubique G et X < V(G) :
Y(C(eX(G))) =4 <= Y(C(EV(G)_X(G))) = 4.

En particulier : ~(C(G)) = 4 <= Y(CLD(G)) = 4.

= On pourra démontrer (en choisissant judicieusement les e, e {1, 2, 3})
que st G est un graphe cubique biparti et st {SZ’ 52} est une partition

de V(G) en deux stables de G -: Y(C(es (G))) = 4.
1

4 . GRAPHES CUBIQUES EQUITABLES.

Définition :

Une _bicoloration &quitable d'un graphe cubique G est une bicoloration &quitable

de son hypergraphe des images I(G) (la définition d'une bicoloration équitable
d'un hypergraphe est donnée dans [71, p. 438).

Une bicoloration équitable d'un graphe cubique G est donc une coloration de ses
sommets en 2 couleurs, telle que chaque sommet est adjacent 3 exactement un

sommnet de la méme couleur.
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Un graphe cubique sera dit équitable si et seulement si il admet une bicolo-

ration équitable.

Proposition 3 : Soit G un graphe cubique. Alors q(G) = 3 si et seulement

si 31X < V(G) tel que ex(G) est équitable,

a) Si G cubique est équitable : donnons-nous une bicoloration équitable
de G ; les arétes bicolores de G (comportant deux sommets de couleurs
différentes) forment un sous-graphe partiel 2-régulier biparti de G 5
d'ol q(G) = 3.

Donc si 3X c V(G) tel que eX(G) est équitable, q(G) = 3.

b) Réciproguement, si q(G) = 3, d'aprés la Proposition 2, 3 X < V(G) tel
que Y(C(ey(G))) = 4.
Donnons-nous une bonne coloration de C(sX(G)) en quatre couleurs
a, B, v, § ; la partition de V(eX(G)) associée trivialement 3 toute
partition de {a, B, vy, 6} en deux ensembles de cardinal 2 est une
bicoloration &quitable de eX(G).

On pourrait également donner une démonstration directe simple de cette
réciproque.

Remarque :

On pourra vérifier que toute bicoloration équitable d'un graphe cubique G

est une "ecoloration équilibrée" de G au sens de Bondy [24].
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ITI . GRAPHES CUBIQUES PLAMAIRES DE CARRE 4-CHROMATIQUE ET VALUATIONS

a)

b)

DE HEAWOOD.

. INTRODUCTTION

Nous renvoyons le lecteur 3 [71, Chapitre 1, pour la définition d'un
l-graphe anti-symétrique (sans boucles). Etant donné un graphe (simple)
G, nous appellerons orientation de G tout 1-graphe anti-symétrique H

qul s'obtient & partir de G en remplacant chaque aréte e de G
(e = {v, v'}, v, v' ¢ V(G)) par 1'un des arcs (v, v') ou (v', v).

Tout 1-graphe anti-symétrique peut s'obtenir comme orientation d'un
graphe ; nous appellerons donc graphe _orienté tout 1-graphe anti-symé-

trique.

Remarque :
La définition précédente de 1'orientation d'un graphe différe dans sa
forme de la définition donnée au Chapitre II.

Flots, tensions et potentiels d'un graphe.

Nous renvoyons le lecteur 3 (71, Chapitre 1, pour toutes les définitions
et notations relatives aux cycles et cocycles d'un graphe (orienté ou

nomn) .

Soit S un groupe abélien noté additivement, G un graphe et H une orien-
tation de G, dont nous noterons 1'ensemble des arcs A(H) ; On supposera
A(H) = @, c'est-3-dire E(G) = @.

- Un S-flot de H est une application ¢ de A(H) dans S telle que :

¥ Wec V(H) = V(G) 2e(a) - zo(a) = O (Pl)
- a e ot (W) aew (W)

On démontre que si la Propriété P1 est vraie pour tous les ensembles
W de la forme {v} (v e V(H)), ¢ est un S- flot.
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Une S -tension de H est une application o de A(H) dans S telle que :

Pour tout cycle élémentaire y de H ( p+ désigne 1'ensemble de ses arcs

orientés dans le sens de parcours, et u = T u+)
r ofa) - r ofa) = 0 - (By)
dey Aeyp

On démontre que si H est planaire 2-connexe, et si la Propriété P
est vraie pour tous les cycles u de H contours des faces de H dans
une représentation plane donnée, 0 est une S - tension.

Un S potentiel de H (ou de G) est une application T de V(H) dans S.

L'application 6 ("différence de votentiel™) de A(H) dans S définie
par :

a= (v, v') ¢ A(H), o(a) = mn(v') - n(v)
est une S-tension de H qui sera dite dérivée de I.

On démontre que toute S - tension de H dérive d'un-S-potentiel de H

défini 3 une constante prés (si H est comexe) .

Une S -coloration de H (ou de G) est un S -potentiel de H dont la
tension dérivée est non -nulle. Toute S - coloration de H (ou de G)
définit donc une borme colorationdes sommets de H (ou de G) en |S|
couleurs au plus. Par ailleurs toute S - tension non ~nulle de H

dérive d'une S-coloration de H. Done

Proposition 4 : Soit G un graphe, k un entier (k > 2)E, H une

orientation de G et S un groupe abélien avec [si = k.
Alors Y(G) < k si et seulement si il existe une S - tension non - nulle

de H.

On pourra trouver, sous une formulation un peu différente, un résultat
analogue a la Proposition 4 dans [191, Chapitre 7.
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Soit G un graphe et S un groupe abélien. Soit C 1'ensemble des couples
de la forme (H, o), ol H est une orientation de G et ¢ est une appli-
cation de A(H) dans S.

Soit R la relation binaire sur C définie par :

(H, o) R(H', o') si et seulement si

+ (v, v') € A(H) et (v, v') « AH') = o((v, v'")) a'((v, v'))

+ (v, v') € A(H) et (v', v) ¢ A(H') = o((v, v')) = =a'((v', v))

R est une relation d'équivalence sur C.

En outre si (H, o) R(H', o')
+ 81 o est non-nulle, o' est non-nulle.
+ sl o est un S-flot de H, ¢' est un S-flot de H'.

+ 81 o est une S-tension de H, o' est une S-tension de H'.

Nous appellerons S - flot de G (respectivement : S - tension de G)

toute classe d'équivalence d'un couple (H, o) € C pour la relation R

tel que ¢ est un S-flot de H (respectivement : une S -tension de H).

€léments (H, ¢) est tel que o est non-rnul.

Dans le cas ol tous les éléments de S sont d'ordre ? tout S-rflot de
G pourra &tre identifié i une application ¢ de E(G) dans S telle que :

¥ Wc V(G <z ¢(e) = 0 ; toute S-tension de G pourra &tre identifiée
eew (W)

& une application 6 de E(G) dans S telle que, pour tout cycle élémen-
taire 1 de G : 1 o(e) = O.

€ ey ’

Enfin un S-flot -tension de G est un S- flot de G qui est aussi une

S -tension de G.
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- UNE CARACTERISATION DES GRAPHES CUBIQUES DE CARRE 4 - CHROMATIQUE.

Proposition 5 : Soit G un graphe cubique. Y(C(G)) = 4 si et -seulement si

G admet un (22 X Zz)-flot-tension non - nul,

En effet :

Nous avons vu dans la démonstration de la Proposition 1 que si 1 est une

(Z x Z )-coloratlon de C(G), et donc de G, la (Z x Z )-tension 0 dérivée
de il dans G vérifie la propriété suivante : si e, e', e" sont trois arétes
distinctes incidentes 3 un méme sormet de G, o(e), o(e'), o(e") sont trois
&léments distincts non nuls de 22 x Z2. Or la somme des éléments de

{01, 10, 11} est nulle ; donc © est un (22 x Z2)-flot,de G.

Inversement, il sera facile de vérifier que si 0 est un (Z x 7 )-flot—
tension non-nul de G, et si @ dérive d'un (Z x Z2)-potent1el I de G,

-1 est une (Z x Z )-coloratlon de C(G). Ceci acheve la démonstration.

Etant donnés une bormne coloration des arétes d'un graphe cubique G en trois
couleurs 1,2, 3 et un cycle &lémentaire u de G, posons : ni(u) = nombre
d'arétes de u de couleur i(¥ i « {1, 2, 3}). Le cycle élémentaire p sera dit
réguliérement coloré si :

n,(u) = n,(u) = n3(u) (mod 2).

Proposition 6 : Soit G un graphe cubique,

Y(C(G)) = 4 si et seulement si les ar8tes de C peuvent &tre bien colorées

en trois couleurs de sorte que tout cycle &lémentaire est régulidrement coloré.
En outre, si G est planaire 2 - connexe et si les ar8tes de G peuvent &tre bien
colorées en trois couleurs de sorte que les contours des faces d'une représen-

tation plane de G soient réguliérement colorés, y(C(G)) = 4.

En effet :

Soit ¢ une application de E(G) dans (Z x 7 )—-{OO} ¢ définit une bonne
coloration des arétes de G en trois couleurs 01, 10, 11, si et seulement si
¢ est un (Z x 22)-flot (non-nul).
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Soit w un cycle élémentaire de G et posons :

¥ X e (Z2 x 22)-{00} nx(u) = nombre d'arétes e de u telles que ¢(e) = x.

Alors % ¢(e) = 0 si et seulement si n01(u) + nll(“) = 0 (mod 2)
ecu

0 (mod 2), soit :

et nio(“) + n11(“)

n01(u) = nlo(u) = nll(“) (mod 2).

Donc T é(e)
eecyu

0 si et seulement si uy est réguliérement coloré par 9.

I1 suffit alors d'utiliser la Proposition 5 pour achever la démonstration.

5 . VALUATIONS DE HEAWOOD D'UN GRAPHE CUBIQUE PLAN

~

Par graphe _plan nous entendrons un graphe planaire 2 - connexe représenté dans
le plan.

Si G est un graphe plan 1'ensemble de ses faces est bien défini et sera noté
F(G) ; rappelons que le contour de toute face d'un graphe plan G est un cycle
€lémentaire de G, qui seraconsidéré 3 la fois comme un ensemble d'arétes de G,

et comme un sous-graphe partiel de G.

Soit alors G un graphe cubique plan, et soit L(G) le graphe représentatif de
ses arétes. On vérifiera que L(G) est un graphe planaire U4 -régulier 2 - connexe ;
L(G) admet une représentation plane (graphe plan qui sera &galement noté L(G))

qui posséde les propriétés suivantes :
I1 existe une bijection ¢ de V(G) u F(G) sur F(L(G)) telle que :

1
- ¥ v e V(G), le contour de la face o(v) de L(G) est un triangle dont les

sommets sont les trois arétes de G incidentes 3 v.

- ¥ [ e F(G), le contour de la face o(f) de L(G) est un cycle &lémentaire
dont les sommets sont les ardtes de G appartenant au contour de f.

— Toute aréte de L(G) appartient au contour de deux faces de L(G), 1'une
appartenant a o(V(G)) et 1'autre 3 o(F(G)).



Nous avons représenté ci-dessous le graphe cubique plan G le plus simple

(G = KM)’ le graphe plan associé L(G), et la bijection ¢ définie plus
haut :

]
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Les bonnes colorations des arétes d'un graphe cubique G en 3 couleurs
peuvent €tre considérées comme de bonnes colorations des sommets de L(G)

en 3 couleurs, et réciproquement.

Ceci nous améne 3 nous intéresser aux ZB-—colorations<kaL(G) et aux

ZB-tensions non-nulles de L(G) qui en dérivent.

Nous noterons Z3 = {C, 1, -1}.

Soit donc G un graphe cubique plan, L(G) le graphe plan représentatif de
ses arétes et o la bijection de V(G) u F(G) sur F(L(G)) définie comme
précédement .

Soit H le graphe orienté obtenu en orientant L(G) de sorte que le contour
de chaque face de L(G) appartenant a o(V(G)) soit orienté en un circuit
dont le sens de parcours est le sens trigonométrique (le contour de chaque
face de L(G) appartenant & o(F(G)) est alors orienté en un circuit dont

le sens de parcours est le sens inverse du sens trigonométrique).

Soit © une ZB-tenSion non-nulle de H. Remarquons que ¥ v ¢ V(G), les
trois arcs du contour de o(v) ont la méme valeur dans 0, que nous noterons
h(v) (h(v) ¢ {1, -1}).

On constate alors que pour toute face de G de contour TR

(P,) z h(v) = 0 (cette expression est définie dans Z,).
3 eV >

Nous appellerons valuation de Heawood de_G toute application h de V(G) dans

ZS-{O} qul vérifie la Propriété P3 précédente (pour toute face de G).

Inversement, soit h une valuation de Heawood de G. Pour tout arc a de H,
soit vy le sommet unique de G tel que a appartienne au contour de la face

o(va) de H ; nous poserons o(a) = h(va). i



I1 est alors facile de vérifier que 1'application 0 de 1'ensemble des arcs

de H dans Z3 est une ZB-tension non-nulle de H.

Nous retrouvons ainsi (avec 1l'aide de la Proposition 4) un résultat bien

connu de Heawood [25], que nous formulerons corme suit :

Un graphe cubique plan est d'indice chromatique 3 si et seulement si il

admet une valuation de Heawood.

Nous nous proposons maintenant de caractériser les graphes cubiques plans

de carré 4 - chromatique en termes d'existence de valuations de Heawood

particuliéres (en utilisant 1la Proposition 6).

a)

- VALUATIONS DE HEAWOOD DES GRAPHES CUBIQUES PLANS DE CARRE 4-CHROMATIQUE.

Soit C un circuit &lémentaire (IV(C)I = 1A(C)| 2 3) et soit I une Z3-

coloration de C.

Nous poserons :

¥XeZs n(n, C = |{veV(C) /(v = x}

_—_——l Ll

nO(H, C) = nl(H, C) = n_l(n, C) (mod 2).

Remarquons que si 1 est réguliére, ¥ x ¢ Z3 1'application I + x de V(C)

dans Z3 est encore une ZB-coloration réguliére de C.

Soit 6 une ZB-tension non-nulle de C. @ sera dite répulidre si elle

dérive d'une ZB-coloration réguliére de C ; toute ZB-coloration dont

dérive une ZB-—tension non-nulle réguliére est donec régulidre.

D'aprés la Proposition 6 et le parapgraphe /3) précédent, nous pouvons
alors affirmer :



b)
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Proposition 7 : Soit G un graphe cubique plan. Alors y(C(G)) = 4

si et seulement si G admet une valuation de Heawood qui définit une

Z3 -~ tension non-nulle régulidre sur le contour de toute face de G.

Il nous reste a donner une caractérisation simple des 7. - tensions

3

non-nulles réguliéres d'un circuit élémentaire C.

Valuations _d'un_circuit dans le pgroupe alterné de degré_ 4.

Rappelons que le groupe alterné de degré y, AM’ peut &tre défini comme
le groupe engendré par 2 générateurs ¢ et ¢ sujets aux relations
suivantes : oo = §3 = (oc)2 = I [26] (I est l'identité de Au) ; on

aura aussi : (co)2 = TI.

Soit C un circuit &lémentaire ({V(C)| = |A(C)| > 3) 3 nous noterons
m = |A(C)| et A(C) = {ag, ... a}, avec :

¥iell,m=1] : 1'extrémité terminale de a; coincide avec l'extré-
mité initiale de a; ;4 > enoutre l'extrémité terminale de a, coincide

avec l'extrémité initiale de a,.

Nous appellerons Aq-valuation de _C toute application f de A(C) dans

si
f(al) f(a2) .o f(am) = T,

Soit p la bijection de ZB-—{O} sur {0, ¢} < Au définie par :

p(+1) = o 5 p(-1)= .

Proposition 8 : La Aa—valuation f de C est régulidre si et seulement
1

sip lo f est une Z3—tension non-nulle réguliére de C.
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On peut démontrer que ¥ x ¢ AM’ X peut étre identifié 3 1'une des expressions

suivantes (représentation canonique de x qui sera notée r(x))

I, o, ¢, o0, oz, zo, ¢z, ooz, ozz, Loo, Lo, cilo.

Nous noterons |r(x)| le nombre de termes o ou r de 1'expression r(x)

(en particulier |r(x)| = 0 <= r(x) = I).

On pourra vérifier que si x; e {o, ¢} ¢ Ay (V1 e 1, 51
Xq X5 X3 = I = Xy 7 X5 = x3
Xq %5 x3 X) = I = Xy = XB, Xy = Xy, X4 % X,

Xy %5 x3 Xy x5 # I (ceci sera en fait démontré en détail dans la suite).

Les remarques précédentes permettent de vérifier que la Proposition 8§ est
vraie pour 3 < [A(C)| < 5.

Supposons donc que la Proposition 8 est vérifide pour 3 < |[A(C)] <m

(m > 6) et soit C un circuit &lémentaire avec [A(C)]| = m.
Nous noterons A(C) = {al, cen am} et V(C) = {vl, "'_Vm} avec :
¥1iell, m-11, a; = (vi, Vi-fl) N (vm, Vl)'

-1

Soit f une Au-valuation de C ; s0it @ = p ~ 5 f (0 est donc une application

de A(C) dans ZB-{O}).

Posons x = f(al) f(ag) f(aB) f(au) f(aS) (bien défini puisque m = 6) et
lr(x)] = k (1 < k < 4 puisque x = I).

Soit C' le circuit &lémentaire défini corme suit :

- 1 = .

v(c") = vy, ... wm+k_5} avec :
Vg sy vy S Viisog (Vi.e[k+1,m+k—5D

- 1) = 1 1 .

A(C") {al""am+k—5} avec :

¥ iel1, mk-6] al; = (v's, v'iiq) et a' k-5 = (V'm:+k-5"v'1)'
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Z s s a'. =a. 1 -
On peut donc écrire : a'y T8 45y ¥1ielk+1l, m+k-5]7.

Soit ' la Au-valuation de C' définie par :

p—. 7 —_ 1 1 =
¥ielk+1l, m+k-5] f(ai)— ﬂai+5—k)

~ l'expression f'(a'l)...f'(a'k) est identique 3 r(x).

Nous avons représenté ci-dessous un exerple simple :

A%

ici r(x) = r(ooozg) = zr et k = 2.

Remarque :

Le etreuit C' peut ne comporter que deux arcs ; 1A(Cr)| < la(c)].

La construction méme de C' et f' implique :
(a) f est une A) - valuation régulidre de C si et seulement si f' est une
Au-Valuation régulidre de C'.

Soit alors o' = p—1 of!

23—{0}).

(8" est une application de A(C') dans



V.19

Démontrons que :

(b) 0 est une ZB-tension non-nulle réguliére de C si et seulement si

o' est une ZB-tension non-nulle régulidére de C'.

Pour cela, nous aurons 3 étudier les séquences :

H

s = o(a,), e(a,), e(as), o(ay), O(a5)

et s! @'(a'l), el , O'(a

1) -
Soit I 1'application de {vi, 1 « [1, 61} dans Z3 définie par :
H(Vi) =0

n{v ) = n(vi) + o(ai) ¥1iell, 5]

i+1

Nous noterons : 1 = H(Vl)’ H(v2), cen H(v6)

Soit N' 1'application de {V'i, ie[1, k+1]} dans Z3 définie par :
H'(V'l) =0

n%v&+1):n%vg)+e%ag) ¥iell, k]

Nous noterons : 1! = H'(V'l), oy I (V!

k-+1)'

¥ x e Z3 nous poserons :

x}|

n(m = [{i/1 e [1, 61, 1(v;)

n () = [ti/4 e (1, k+11, 1'(v',) = x}]

Pour démontrer (b) il nous reste 3 vérifier que :

- MV@ =H%Vk+1)

- —_ —_ — 1]
ng(m) = ny(n'), n, (1) ny ('), n_(m) - n_ (1)
ont tous trois méme parité,

et cela quelle que soit la séquence s de 5 &léments de ZBP-{O}, avec
s = o(ay), o(a,), 9<33)> o(ay), o(ag).

Une vérification pourra &tre faite dans le tableau suivant, ol Z3 a été
noté {0, +, -}. Nous avons tiré parti de 1la remarque suivante : si nous
remplagons la séquence s par son opposée (+ et - s'échangent), s' est
€galement remplacée par son opposée (car ¢ et r jouent le méme rdle dans
les relations de définition de AM) ; T et ' sont alors remplacées par
leurs opposées. Nous nous sommes donc limité aux séquences s comportant
strictement plus d'éléments "+" que d'éléments "-". Nous laissons au

lecteur le soin de vBrifier 1e ralenl (Aane 4. ) Aac clrismmame ot
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S I s! n'
+ + + + + O+ -0+ - + + 0+ -
+ + + + - 0+-0+0 + - 0+0
+ + + - + 0+-0-20 -+ 0-0
++ -+ + O+-+-0 + - -+ O0+0-20
+ -+ + + C+0+ -0 + - 0+0
-+ + + + 0-0+-0 -+ 0-0
++ + - - O+-0-+ - - 0 -+
++ - -+ 0+-+0+ -+ + 0-0+
+ - -+ ¢ 0+0-0+ + + - 0+ -+
- -+ + + 0-+-0+ - - 0 -+
-+ + + - 0-0+ -+ - - 0 -+
+ + - + - O0+-+ -+ + 0+
+ -+ -+ 0O+ 0+ 0+ + 0+
-+ - + + 0-0-0+ + 0+
+ -+ + - O0+0+ -+ -+ 4 0-0+
-+ + -+ O-0+0+ + + - 0+ -+
(b) est ainsi démontré.

Revenons maintenant 3 la déronstration par récurrence de la

- 81 f est une Ay - valuation réguliére de C, d'aprds (a)

Proposition 8.

f' est une

Aq - valuation régulidre de C' ; d'aprds notre hypothese de récurrence,

o' est une Z3 - tension non-nulle régulidre de C' ; donc d'apres (b)

0 est une Z3 - tension non-nulle régulidre de C.

- 3i 6 est une ZB—tension non-nulle régulidre de C, soit f = po o0 ;

3

f' et o' seront définis comme précédemment ; d'aprés (b) 0' est une

Z3 - tension non-nulle régulidre de C' 5 d'aprés notre hypothése de

récurrence,

' est une All - valuation régulidre de C' ; donc d'aprés

(a), f est une A) - valuation réguliére de C.

- La Proposition 8 est donc vérifiée pour tout circuit €lémentaire C avec

{A(C)| = m.

Ceci achdve la démonstration de la Proposition 8.
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Remarque :
Sotent . (i « [1, ml) des éléments de {o, r} E_A4°
Qs - 3 570+ .
St x; xy ..z, =1, ona immédiatement :
Ly Lp oo X, Xy = I.

On peut montrer en outre (en utilisant le tableau précédent) que :

L .0 X = T.

n ottt To ¥y

Ces résultats auraitent pu Etre obtenus d partir de la Proposition 8.

Valuations de Heawood dans Ay

Soit G un graphe cubique plan. Nous appellerons Au-—valuation de Heawood
de_G toute application h de V(G) dans {o, ¢} c Ay telle que, pour toute

face de G comportant les sommets Vis «+- Vi avec {vi, v } e E(G)

i+1
¥1iell,x~1], 1'épalité suivante soit vérifiée :

h(vl) h(v2) . h(vk) = I.
D'aprés les Propositions 7 et 8, et la remarque finale du paragraphe
ITIT.4.(b)

Proposition 9 : Soit G un graphe cubique plan. Alors y(C(G)) = 4

si et seulement si G admet une Aa-valuation de Heawood.

Remarque :

Soit G un graphe cubique plan et h une A, - valuation de Heawood de G.
On pourra vérifier (4 partir des différentes constructions utilisées
dans ce paragraphe III) qu'il existe une bonne coloration des sommets

de C(G) en quatre couleurs 1, 2, 3, 4 telle que :

'

8T v e V(G) est de couleur 1, les couleurs des 3 sommets adjacents

d v dans G se présentent dans l'ordre 2, 3, 4 (pour le sens trigono-
métrique autour de v) si et seulement si h(v) = ¢ (ce que nous noterons :
(o, 1) > (2, 3, 4)), et de méme : (o, 2) + (1, 4, 3) ; (o, 3) + (4,1, 2) ;
(o, 4) >~ (3, 2, 1).
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5 . APPLICATIONS

Proposition 10 : Soit G un graphe cubique plan tel que le contour de

chaque face soit de longueur multiple de 4 ; alors y(C(G)) = 4.

En effet

On sait que G est biparti (le contour de chaque face de G est de longueur
paire).

Soit h une application de V(G) dans {o, ¢} E.Au telle que

¥YeeEG, e={v, v} : h(v) = h(v').

On vérifiera sans peine que h est une Au-valuation de Heawood de G.

Proposition 11 : Soit G un graphe cubique plan tel que le contour de

chaque face soit de longueur multiple de 3 ; alors y(C(G)) = 4.

Soit h l'application de V(G) dans {0, z} E-AM définie par :

¥veV(@), h(v) = o.

On vérifiera sans peine que h est une Au-valuation de Heawood de G.

Remarques :

- Heawood a démontré [25] qu'un graphe cubique plan est d'indice chroma-
tique 3 si et seulement si il admet une extension telle que le contour
de chacune de ses faces soit de longueur multiple de 3 ; ce résultat

est done plus fort (dans le cas planaire) que la Proposition 2.

~ On peut démontrer directement la Proposition 11 & partir d'une propriété

de coloration des faces de G démontrée par Heawood [25].

Pfoposition 12 : Si G est un graphe cubique plan tel que le contour de

chaque face soit de longueur multiple de 3, G comporte un nombre pair de

faces.
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En_effet :
G comporte iYéglL + 2 faces ; 11 nous suffit donc de montrer que
IV(G)] 20 (mod 4).

Or il s'agit 14 d'une propriété générale des fraphes cubiques G de carré
M—dwmaﬁmm,etn@mcksgm@mscmﬁm@sGémﬁumkm,cmmeilsaa
facile de le v8rifier (une bicoloration équitable de G est une partition
de V(G) en deux ensembles de méme cardinal pair).

Le résultat de la Proposition 12 avait &té conjecturé par Eberhard [27] ;
quatre démonstrations différentes en ont &té donndes par Motzkin [28],
Grinbaum [29], Kotzig [30] et Gallaf £3117.

Remarque :
On pourra appliquer aux graphes cubiques plans G dont le contour de chaque

face est de longueur multiple de 3 (ou 4) le résultat sutvant :

51 G est un graphe cubique avec v(C(G)) = 4, alors |V(G)| = 4 B(G)

[V(G)|

(on sait que B(G) = 7

de G).

;5 or V(G) admet une partition en 4 absorbants

IV . SUR LES DIAGONALES DES GRAPHES CUBIQUES PLANS DE CARRE 4 - CHROMAT IQUE

1 . INTRODUCTION

a) Bicycles d'un graphe

;
Soit G un graphe. On peut dé&finir un cycle (non nécessairement &l8men-
taire) de G comme 1'ensemble des arétes de G de valeur 1 dans un
22-flot de G ; de méme on peut définir un cocycle de G (non nécessai-
rement €lémentaire) comme 1'ensemble des arétes de G de valeur 1 dans

une Zg-tension de G.

Un bicycle de G (définition donnée par P. Rosenstiehl dans [32]) est un

ensemble d'arétes de G qui constitue 3 la fois un cycle et un cocycle
de G.
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On pourra donc définir un bicycle de G comme 1'enserble des ardétes de G
de valeurj.dans1ﬂ122—f10t—tension de G. La proposition 5 permet alors
dlaffirmer :

Proposition 13 : Soit G un graphe cubique. Alors y(C(G)) = 4 si et

seulement si E(G) est 1'union de deux bicycles de G.

Nous noterons S(G) 1l'espace vectoriel sur le corps 22 des parties de
E(G) (1'addition des parties est la différence symétrique) 5 Z2(G)
(ensemble des cycles de G), K(G) (ensemble des cocycles de G) et

B(G) = Z(G) n K(G) (ensemble des bicycles de G) constituent des sous -

espaces vectoriels de S(G).

Diagonales d'un _graphe plan

Nous ne domnerons pas ici une définition rigoureuse des diagonales d'un

graphe plan ; on pourra la trouver dans [32].

G, soit 4 = e €5 ... @y (nous poserons e = el), telle que :

k+1
- ¥1iel(l1, k], {ei, ei-+1} est un angle de G (c'est-d-dire un couple
d'arétes distinctes incidentes 3 un méme sommet de G et appartenant
au contour d'une méme face de G) ; nous noterons as 1'angle
{e;, ei4_1} (¥ 1 e [1, k1), et nous poserons Oy T %
- ¥ 1ie [1, k] les angles a; et @, q n'appartiennent ni 3 la méme face,

ni au méme sommet de G.

- lLes angles a, (i € [1, k?) sont distincts entre eux (en tant que

couples d'arétes) et seront appelés angles de d. !



Nous avons représenté ci-dessous une diagonale du graphe cubique plan
isomorphe 3 K4 :

Remarque :
Les diagonales de G peuvent &tre identifiées aux "composantes" du
"graphe médial" de G ([33], [191).

On constate facilement qu'une aréte de G est représentée au plus deux

fois dans une diagonale de G donnde.

Deux diagonales de G seront considérées corme identiques si elles ont
un angle en cormun (auquel cas leurs ensembles d'angles sont identiques) ;

tout angle de G appartient donc 3 une diagonale de G et une seule.

Nous noterons D(G) l'ensemble des diagonales de G.
¥ d e D(G) et ¥ e ¢ E(G) nous noterons :

3
8(d, e) =1 (i ¢ {0, 1, 2}) si et seulement si e apparait i fois dans

toute séquence d'arétes associée 3 4.

Nous avons alors : ¥ e ¢ E(G) T s(d, e) = 2.
deD(G)

¥eeEG) 6(d, e) < 1.
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Diagonales et bicycles d'un graphe plan

Soit G un graphe plan.

¥ d e D(G) soit U(d) = (e ¢ E(G) / §(d, e) = 1}.

¥ve V(G : L 8(d, e) = 2 [{a]a estunangle de d appartenant 3 v} .
e: vee

de mérme, pour toute face de G de contour C :

L 6(d, e) =2 [{a/a est un angle de 4 appartenant 3 C}|.
eeC

On en déduit que U(Q) corporte un nombre pair d'arétes incidentes 3 v
et un nombre pair d'arétes appartenant a C, et ceci ¥ v « V(G) et pour
tout cycle €lémentaire C contour d'une face de G.

U(d) est donc unbicycle ge G (¥ 4 € D(@)).

On démontre ([321, [331) que ¥ d. « D(G)

0
{U(d) / d € D(G) - {dy}} constitue une base de 1'espace vectoriel B(G)

desbicycles de G.
En particulier toute ardte e de G appartenant a au moins un bicycle de

G apparait dans deux diagonales distinctes de G ; nous noterons E'(G)

1l'enserble des arétes de G vérifiant cette propriété.
Soit alors T(G) le multigraphe sans boucles défini comme suit :

~ les sommets de T'(G) sont les ensermbles U(d) (d - D(G))

- A foute aréte e de ¢ appartenant 2 au moins un bicycle de G on
associera une aréte de T(G), notée u{e), dont les deux extrémités
sont les deux ensembles U(dl) et U(d2) (d,, d, ¢ D(G), d, = d2) tels

que e ¢ U(dl) n U(dg) 5 W est une bijection de E'(G) sur E(r(G)).

r(G) sera appelé multigraphe des diaronales de G.

Remarquons que ¥ d ¢ D(G) : {u(e) /e ¢ U(A)} est 1'enzemble des arétes
de I'(G) dont une extrémité appartient au sommet U(d) de T(Q).
L'application u, en tant que bijectionde P(E'(G)) sur P(E(T(G))),
définit donc un isomorphisme d'espaces vectoriels de B(G) sur K(r(@))
(espace des cocycles de I'(G)) : u transforme une base de B(G) en une base
de K(T(G)).
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Remarque :
Le matroide des bicycles d'un graphe planaire est donc cographique ;
la réciproque est fausse en ce sens qu'il existe des graphes non

planaires dont le matroide des bicycles est cographique (K5 par exemple).

2 . UNE CARACTERISATION DES GRAPHES CUBIQUES PLANS DE CARRE 4 — CHROMATIQUE

Proposition 14 : Soit G un graphe cubique plan ; alors y(C(G)) < 4 si et

seulement si :

— toutes les diagonales de G sont simples.
- v(T'(G)) < 4 (autrement dit : les diagonales de G peuvent &tre colorides
en 4 couleurs de sorte que toute aréte de G apparaisse dans deux diagonales

de couleurs distinctes).

En effet :

D'aprés la Proposition 13, y(C(G)) = 4 si et seulement si E(G) est 1'union

de deux bicycles de G ; donc si et seulement si -

- toutes les diagonales de G sont simples (sinon il existerait une aréte

de G n'appartenant 3 aucun bicycle de G).

~ E(r(G)) est 1'union de deux cocycles de T'(G) (en utilisant 1tisomorphisme
u entre B(G) et K(r(G)) , ce qui équivaut 3 dire gue T'(G) admet une

(22 x Zz)-tension non-nulle, ou que y(r(G)) < 4.

Cecli achéve la démonstration.



Nous avons représenté ci-dessous le graphe du cube ;vc'est un graphe cubique
plan G avec y(C(G)) = U4 (d'aprds la Proposition 10) ; on pourra vérifier
qu'il admet 4 diagonales simples ; chaque aréte e a &té marquée d'un couple
ij (1 s_i < J < b) qui s'interpréte corme suit : e apparait dans la iéme

et la jle

me ..
dlagonale.

23
13 ol
14
12 34 12 34
23
2L 13
14

Les arétes marquées 12 ou 34 forment un couplage parfait, de méme que les

arétes marquées 13 ou 24, et les ardtes marquées 14 ou 23.

Remarque :
Nous avons représenté ci-dessous un graphe cubique plan G avec y(C(G)) > 4

(G comporte un cycle de longueur 5) 5 on pourra vérifier que toutes les

diagonales de G sont simples et que Y(T(G)) = 5.
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On peut déduire des Propositions 11 et 14 que si G est un graphe cubique
plan dont le contour de chague face est de longueur rultiple de 3, toutes
les diagonales de G sont simples et y(I(G)) < 4.

Nous allons maintenant préciser ce résultat.

5 . UNE CARACTERISATION DES GRAPHES CUBIQUES PLANS DONT LE CONTOUR DE
CHAQUE FACE EST DE LONGUEUR MULTIPLE DE 3.

Proposition 15 : Soit G un graphe cubique plan. Les deux conditions

suivantes sont équivalentes :

(a) Le contour de chaque face de C est de longueur multiple de 3.

(b) Toutes les diagonales de G sont simples et y(I'(G)) = 3.

(a) = (b) : Si G vérifie 1la condition (a), soit h 1'application de V(G)
dans ZB-{O} définie par :

¥ v e V(G), h(v) = +1.

h est une valuation de Heawood de G 5 on pourra lui associer (comme on le
montre au paragraphe III) une bonne coloration des arétes de G en 3 couleurs
1, 2, 3 telle que pour chaque sormet v de G les couleurs des trois arétes
incidentes 3 v se présentent dans 1'ordre 1, 2, 3 (pour le sens trigonomé-
trique).

On constate alors que ¥ d = D(G), 4 = €1 e ... €

tel que ¥ j ¢ [1, kI, ej n'est pas de couleur 1i.

LA 1e {1, 2, 3)

On en déduit aisément que G vérifie la condition (b).

t
(b) = (a) : Si G vérifie la condition (b), donnons nous une bonne colora-
tion des sommets de I'(G) en trois couleurs 1, 2, 3 ; colorions les ardtes
de T'(G) en trois couleurs 1, 2, 3 de sorte que chaque aréte porte la couleur
qui n'apparait pas sur ses deux extrémités 5 ¥ e ¢ E(G) affectons 3 e la

mére couleur que u(e) e E(T(G)).
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On pourra vérifier sur le schéma suivant que 1'on définit ainsi une bonne
coloration des arétes de G en trois couleurs dont la valuation de Heawood

associée prend la méme valeur sur tous les sommets de G.

Ceci achéve la démonstration.

4 . REMARQUE

Dans [34], J. Malkevitch démontre un résultat (Théoréme 3.4) qui peut se

formuler comme suit :

Si G est un graphe cubique plan tel que le contour de chaque face est de
longueur multiple de k (k = 3, 4, 5), alors toutes les diagonales de G

sont sinmples.

Notre Proposition 15 précise donc ce résultat pour k = 3.
D'aprés les Propositions 10 et 14, pour k = U4 nous pouvons également pré-

ciser ce résultat en notant que dans ce cas y(r(G)) = 4.

Enfin nous remarquerons que pour k = 5, ¥(r(@)) = 5 (car si G cémporte un
cycle de longueur 5, y(C(G)) = 5).



CHAPITRE VI

SUR LES FLOTS NON-NULS DANS LES MULTIGRAPHES
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[ . INTRODUCTION

1 - AVANT PROPOS

La théorie des flots et tensions s'avére trés utile 3 la forma-~
lisation et 3 1'étude de nombreux problémes de coloration ; notre chapitre V
en est un exemple. Dans le cas des multigraphes planaires, les problémes ou
les résultats de coloration peuvent se formuler (par dualité) aussi bien en

termes de flots qu'en termes de tensions.

Cette remarque a conduit W.T. TUTTE 3 poser dans [581 le probléme
suivant : Peut-on, par l'intermédiaire d'une formulation en termes de flots,

généraliser aux multigraphes quelconques le fameux Théoréme des Cing Couleurs ?

Nous présentons ci-dessous quelques résultats obtenus dans cette
direction, et, plus généralement, relatifs 3 1'existence de certains types de
flots dans un multigraphe.

Chaque fois que cela sera possible, nous ferons le lien entre

notre travail et les résultats connus qui s'y rapportent (résultats de colo-

ration en particulier).

2 - DEFINITIONS, NOTATIONS

Nous sommes amenés 3 revenir ici sur certaines définitions et

notations, introduites précéderment, pour les étendre et les préciser.

a) Multigraphes et multigraphes orientés i

d'arétes dont les deux extrdmités sont confondues). Un graphe est donc
un multigraphe sans boucles et de multiplicité 1.

- Un multigraphe orienté est un couple (V(H) ; A(H)) ol V(H) est un ensem-

finie d'éléments du produit cartésien V(H) x V(H) appelés arcs.
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- Etant donné un multigraphe G nous appellerons orientation de G tout

multigraphe orienté H tel que V(H) = V(G) et qui peut s'obtenir 3
partir de G en remplagant chaque aréte e de G (e = {v, v'}, v, v'eV(G))
par un arc égal d (v, v') ou (v', v). Tout multigraphe orienté peut
étre considéré comme une orientation d'un multigraphe.

- Soient G un multigraphe et H une orientation de G.

+ ¥ S cV(G) = V(H), S = 0, nous noterons GS (respectivement : HS)
le multigraphe (respectivement : le multigraphe orient&) ayant
pour ensemble de sommets S et pour ensemble d'arétes (respecti-
vement : d'arcs) l'ensemble des arétes de G (respectivement :
des arcs de H) ayant leursdeux extrémités dans S.

+ ¥ 8 c V(H), nous noterons w*i{ (S) l'ensemble des arcs de H sortant
de S, w'h(S) l'ensemble des arcs entrant dans S, et wH(S)
1'ensemble w+H (8) U m_H (3).

¥ v e V(H :

. le degré extérieur de v dans H est l'entier d;(v) = Im:I({V})[

- le degré_intérieur de v dans H est l'entier d;{(v) = Iw;I({V})I

. le degré de v dans H est 1l'entier :
-— —_— + -
du(v) = Jug({vh| = dr(v) + dg(v).

+ ¥ S < V(G), nous noterons wG(S) 1'ensemble des arétes de G ayant
exactement une extrémité dans S.
¥ v € V(G), le degré de v dans G est 1'entier :

dg(v) = lug(tvh)] .

+ Une k- coupe de G est une partie de E(G) de la forme wg (S)

(@ cSc \_f(G)) avec ]mG(S)[ = k.

G sera dit k -aréte - connexe (k > 1) si et seulement si il

n'admet aucune % - coupe pour O <t < k. '
Notre définition de la 1-aréte - connexité coincide donc avec

la définition classique de la connexité.



b) Cycles et flots d'un multigraphe orienté

- Soit M un groupe abélien (noté additivement) et soit H un multigraphe
orienté dont 1'ensemble des arcs A(H) sera supposé non vide.

¥ScVH), S0 : 1t o(u) - = ¢ (u) = o.

Ue m;_i(S) Ue m;I(S)
I1 est facile de démontrer que si ¢ vérifie 1a condition précédente
bour tous les ensembles S de la forme {v} (v ¢ V(H)), ¢ est bien
un M- flot ; notre définition coincide donc avec celle donnée par
A. Ghouila-Houri dans [59]
Le support de ¢ est 1'ensemble : {u e A(H) | ¢(u) = o} .

- Tout groupe abélien M sera considéré comme un 7 -module : ¥ z¢ Z,
¥ me M, nous noterons z .m le produit de la multiplication externe
de m par le scalaire z (voir par exemple [60], p. 222).
Soient alors A un ensempble fini, et (zi), (mi), (fi), (<I>i) quatre
familles de n > 1 &léments appartenant respectivement 3 Z, M, ZA, Mh ;
la notation précédente donne un sens &vident aux expressions :
n n

Iz, .06, et 1 f. .m
i=g * 1 i=g t 1

qui désignent deux &léments de MA 5 s1 A = A(H) pour un multigraphe
orienté H, si les ¢; sont des M- flots et les fi des Z - flots de H,
ces deux é€léments sont des M- flots de H.

- Pour tout cycle élémenta\Lire u du multigraphe orienté H (considéré
comme séquence d'arcs de H), nous désignerons par u+ (respectivement :
u ) 1l'ensemble des arcs de p orientés dans le sens de parcours
(respectivement : dans le sens inverse) ; nous identifierons u a
1l'application de A(H) dans Z qui prend la valeur +1 sur u+, la valeur
-1 sur y et la valeur 0 partout ailleurs. En ce sens 5 _tout cycle

€lémentaire de H est un 7 - flot de H.
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On pourra démontrer qu'étant donnés un multigraphe orienté H et un
groupe abélien M, une application ¢ de A(H) dans M est un M- fldt
de H si et seulement si elle est de la forme :

n
¢ = ¥ uw o.m
i=g * 7t
ol Hys--. u, sont des cycles &lémentaires de H et m,... m sont

des éléments de M. (La démonstration pourra &tre identique 3 celle
donnée dans [71, p. 85 pour le cas M = 7).

La propriété précédente est parfois utilisée pour la définition des
M- flots ; c'est le cas par exemple dans [61] et (621 (qui se placent
dans le cadre plus général des matroides unimodulaires).

¢) Autresnotationsutilisées

¥ k 2 2 nous noterons Zk le groupe des entiers modulo k.
&mtmm&ky”.%(ﬁz2Vie{L“.nH,mmnmwms

Zk X .. Zk le groupe produit cartésien des n groupes Zk .
1 n i

Enfin ¥ p, q € Z nous noterons Lp, @] 1l'ensemble : {zeZ/p <z < of);

IT . RESULTATS DE BASE ET PRINCIPAUX PROBLEMES DE LA THEORIE DES FLOTS NON-NULS

1 - FLOTS NON - NULS ET COLORATION DES FACES D'UN MULTTIGRAPHE PLAN.

Proposition 1 : Soient G un multigraphe plan 2 - ar@te - connexe, q un entier

(@ > 2), H une orientation de G et M un groupe abélien d'ordre q. Alors les
faces de G peuvent &tre bien colorées en q couleurs si et seulement si H

admet un M- flot non - nul. }



En_effet : Soit G* le multigraphe plan dual géométrique de G (G &tant 2 - aréte -

connexe, G* est connexe et sans boucles). Les faces de G peuvent &tre bien
colorées en q couleurs si et seulement si y(G*) < q.

Or d'aprés la Proposition 4 du Chapitre ¥ (qui s'étend trivialement aux multi-
graphes sans boucles), y(G*) < q si et seulement si toute orientation de G¢*
admet une M- tension non - nulle.

11 reste 3 définir comme dans [191 , p. 93, une orientation H* de G*
"orthogonale" 3 1'orientation H de G : 3 toute Z - tension de H* correspond par
dualité un Z - flot de H, et réciproquement. On en déduit qu'a toute M - tension
non -nulle de H* correspond par dualité un M- flot non -nul de H, et récipro-
quement.

Ceci achéve la démonstration.

Remargues 2

= 0.0re démontre la Proposition 1 sous une forme un peu différente dans [19]

a la section 7.2.

— Dans [581 , W.T. Tutte formule des résultats plus préecis que les Propositions
4 du Chapitre V et 1 du présent Chapitre (il s'agit de résultats de dénom-

brement, alors que nous ne nous intéressons iei qu'd des résultats d'existence).
3

— La Proposition 1 est le résultat de base qui justifie 1'intérdt que nous

portons a l'étude des flots non —nuls.

2 - FLOT'S NON - NULS DANS IES (MULTIGRAPHES QUELCONQUES

Proposition 2 : Soit H un multigraphe orienté ; ¥ q > 2, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(a) H admet un Zq—flot non - nul.
(b) Pour tout groupe abélien M d'ordre g, H admet un M~ flot non - nul.
(c) H admet un Z - flot tel que la valeur de tout arc appartienne i 1'ensem—

ble [1-q, =11 U [1, q-17 .



En effet :

- L'équivalence de (a) et (b) est une conséquence trds simple de la théorie
des polyndmes dichromatiques, théorie introduite par W.T. Tutte dans [58]
et présentée en détail dans [63] ; les travaux de Tutte permettent en fait
de montrer que si M et M' sont deux groupes abéliens de méme ordre fini, le
nombre de M- flots non -nuls de H est égal au nombre de M' - flots non - nuls
de H. Ce résultat a été &tendu aux matroides unimodulaires par H. Crapo
((6173, Théordme III ; redémontré par T.H. Brylawski dans [62] au Théoréme

12.4) ; dans le cas planaire, il s'agit d'une conséquence de la Proposition 1.

- L'équivalence de (a) et (c) a été établie par W.T. Tutte dans [64] au
Théoréme IV (repris dans [58] , p. 83 -84 pour 1'étendre au cas des multi-
graphes).

Ce résultat peut &galement &tre considéré comme une conséquence d'une pro-
priété générale des matroldes unimodulaires &tablie par W.T. Tutte dans £65]
(Proposition 6.3) et reprise dans [66] (Proposition 5.44),

Définitions :

Un multigraphe orienté H qui satisfait aux conditions (a), (b), (c) de la

Proposition 2 pour un entier donné q > 2 sera dit avoir 1la propriété Fq ou,

plus briévement, §§§g_Eq.

Un multigraphe sera dit avoir la propriété Fq, ou étre Fq, si 1'une de ses

orientations est Fq (et dans ce cas, chacune de ses orientations est Fq).

Remarques :

- Un multigraphe Fq(q 2 2) ne comporte aucune ardte acyclique ; c'est la
raison pour laquelle nous limiterons en général notre étude de: la propriété

Fq aux multigraphes 2 - aréte - connexes.

- La propriété Fq(q 2 2) est stable pour l'adjonction ou la suppression de

boucles.

- Comme W.T. Tutte le remarque dans [58] , la condition (¢) de la Proposi~
tion 2 montre que :

ST un multigraphe H est Fq(q 2 2), alors ; ¥ q' 2 q, H est Fq,.



Nous allons maintenant examiner quelques conséquences de nos définitions.
La Proposition 1 peut se formuler comme suit :

Proposition 3 : Soit G un multigraphe plan 2 - aréte - connexe ; les faces de

G peuvent &tre bien colorées en q couleurs (q > 2) si et seulement si G est Fq.

Remarque : Dans le cas q = 2 on retrouve le résultat bien comnu suivant :
les faces de G peuvent &tre bien colorées en deux couleurs si et seulement s7

le degré de chacun de ses sommets est pair ([19]1 , Théoréme 6.2.3.).

La propriété Fq peut 8tre reliée & des concepts classiques de la Théorie des

graphes méme dans le cas non planaire, comme on le verra ci-dessous :

Proposition 4 : Un multigraphe cubique sans boucles :

(a) est F3 si et seulement si il est biparti.

(b) est F4 si et seulement si il est d'indice chromatique 3.

En effet :

Soit G un multigraphe cubique sans boucles.
(a) : - 3i G est biparti, G admet une orientation H telle que :

¥ Ve V(H) = V(G), ldi(v) - dp(V)1 = 3. »
L'application de A{H) dans Z3 qul associe 3 tout arc de H 1'élément
1 de Z3 est un ZB-flot non -nul de H.

Donc G est FS'

- Inversement, si G est FB’ il est possible de construire une orientation
H de G qui admette un Z - flot tel que la valeur de tout arc soit 1ou - 2.

On vérifie alors que ':

¥ v e V(G), ldg(v) - dg()| = 3.

Donc G est biparti.
t

(b) : - Soit H une orientation de G. Tout (22 x Z5) - flot non-nul de H définit
de fagon évidente une bormne coloration des arétes de G en 3 couleurs
(0,1), (1,0), (1,1), et inversement.



Remarques :

= La Proposition 4 ne fait que rassembler et présenter de fagon plus simple

des résultats déjad connus (voir en particulier [64] et [671).

— D'aprés la Proposition 3, la Proposition 4 est une généralisation aux
multigraphes quelconques des deux résultats bien connus suivants, dus

respectivement & Heawood et Tait :

(a') Les faces d'un multigraphe cubique sans boucles 2 - aréte - connexe
plan pewvent &tre bien colorées en 3 couleurs si et seulement si 11

est biparti ([19], Théoréme 7.4.3, sous forme duale).

(b') Les faces d'un multigraphe cubique sans boucles 2 - aréte — conmere plan
pewvent &tre bien colorées en 4 couleurs si et seulement st 1l est
d'indice chromatique 3 ([191, Théoréme 9.3.1).

Il semble done naturel d'essayer de généraliser aux multigraphes quelconques

d'autres résultats connus pour les multigraphes planaires.

3 . PRINCIPAUX PROBLEMES DE LA THEORIE DES FLOTS NON-NULS

D'apres la Proposition 3, 1la Conjecture des Quatre Couleurs peut se formuler
comme suit :

(C 4 C) Tout multigraphe planaire 2 - aréte - connexe est FM‘

La Proposition 4 (b) montre que cette conjecture ne peut &tre &tendue aux
muiltigraphes quelconques (le graphe de Petersen fournirait un contre-exemple,
comme le remarque W.T.Tutte dans [581).

Par contre on ne connait aucun contre-exemple 3 la conjecture suivante :

ggl) Tout multigraphe 2 - aréte - connexe est F

5

Cette conjecture est vérifide pour les multigraphes planaires d'apras la
Proposition 3 et le Théordme des Cing Couleurs de Heawood [68] ; elle a été
proposée par W.T. Tutte dans [58].

De méme il parait intéressant de chercher 3 généraliser le résultat suivant de
Grétzsch (0691 ; [19], Chapitre 13) :

Tout multigraphe planaire sans boucles ni triangles est 3-—chromati§ue.

Ce résultat peut, par dualité, &tre reformuld comme suit :

Tout multigraphe planaire 2 - aréte - connexe sans 3 - coupes est F3'



D'ol la conjecture :

gQ2) Tout _multigraphe 2 - aréte - connexe sans 3 coupes est FB'

Cette conjecture a également été proposée par W.T. Tutte (communication

privée).

Les conjectures (Cl) et (Cg) surprennent et fascinent 3 la fois par leur
simplicité de formulation et par leur portée trés gfnérale ; c'est ainsi
que G.C. Rota a pu écrire dans [70] que la conjecture (C ) est bien plus
intéressante que la Conjecture des Quatre Couleurs H dans ce méme article
G.C.Rota présente la conjecture (Cl) comme un cas particulier du "probléme
critique" pour les matroides (probléme introduit dans (7131 , Chapitre 16).

L'un des aspects les plus &tonnants des conjectures (C ) et (C ) est qu'elles
impliquent un cormportement des espaces de flots fondamentalement différent
du comportement des espaces de tensions (on sait par exenple qu'il existe des

graphes sans triangles de nombre chromatique arbitrairement grand ([721)).

C'est ainsi que W.T. Tutte a proposé dans [58] , en méme temps que (C ), la
conjecture plus faible suivante : il existe un entier q = 5 tel que tout
multigraphe 2 - aréte - connexe est Fq.

C'est ce dernier probléme que nous allons résoudre en démontrant en parti-

culier que tout multigraphe 2 - aréte - connexe est F8.

Nous utiliserons plusieurs résultats annexes que nous présenterons ci-dessous 5
il s'agit de résultats de réduction qul étendertt des résultats analogues bien
connus et faciles 3 démontrer dans le cas planaire (voir par exemple [19] ,
Théordmes 6.3.3 et 9.1.1).
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[I1 . THEOREMES DE REDUCTION

1 . REDUCTION AUX GRAPHES CUBIQUES

Proposition 5 : Soient k € {2, 3}, q = 2.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Tout multigraphe k - ar8te - connexe est Fq.

(b) Tout graphe cubique k - aréte ~ connexe est Fq.

En effet :

Il est clair que (a) =(b).

Supposons maintenant (b) vrai.

Soit G un multigraphe k - aréte - connexe sans boucles qui n'est pas Fq et qui
comporte un nombre minimum de sormets pour cette propriété : montrons que

nous aboutissons 3 une contradiction. On remarque d'abord que [V(G)| = 3 et
que :

- G_ne_comporte pas de sommets de degré 2 :

Sinon soit v un tel sommet de G, incident aux deux arétes e' - {vy, v'} et
e = {v, v"} ; soit G, le multigraphe ayant pour ensemble de sommets

V(G) - {v} et pour ensemble d'ardtes : E(Go) = (E(G) - {e', e"}) U {e}

ol e est une aréte d'extrémités v' et y" n'appartenant pas 3 E(G).

G, est un multigraphe k -aréte - connexe, et ]V(GO)I < |V(G)|. Donc Goestﬁh.

I1 est alors facile d'en déduire que G est Fq : 11 y a contradiction.

- G ne comporte pas de sommets d'articulation :

sinon soit v un tel sommet de G ; soient Cl’ - Cp (p 2 2) les parties

de V(G) - {v} correspondant dux p composantes connexes de GV(G)-—{V}‘

¥ 1icel[1, pl, soit Gi = GC. U (v} Gi est un multigraphe k - aréte - connexe
et V(G| < |V(a)]. *

Done Gi est Fq, et ceci ¥ie [1, pl.

I1 est alors facile d'en déduire que G est Fq : 11 y a contradiction.
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- Soit alors G' un multigraphe construit 3 partir de G de la maniére suivante

(une construction analogue est utilisée dans [73])

V(G') = {(v, e) / veV@)), e e E(G), v ¢ e}.

E{(G') comporte les ardtes suivantes :
(a) V’eo e E(G), e, = {v, v'}, une aréte d'extrémités (v, eo) et (v', eo).
(8) V'Vo e V(G), dG(VO) arétes constituant un cycle &lémentaire ayant

pour ensemble de sommets {(VO, e) / e € E(G), v, € e}.

On remarque alors que :

G' est un graphe cubique (G' n'a pas de boucles car G n'a ni boucles ni
sommets de degré 1 ; G' n'a pas d'arétes multiples car G n'a pas de sommets
de degré 2 ; tout sommet est incident i une ardte de type (a) et deux arétes
de type (B)).

G' est 2-aréte - comnexe ; en outre si G est 3 - aréte - connexe (k = 3),

G' est également 3 - aréte - connexe (sinon G comporterait un sommet d'arti-

culation).

Donc, d'aprés (b), G' est Fq.

I1 est alors facile d'en déduire que G est Fa :11 y a contradiction.

- Ceci achéve la démonstration de la Proposition 5.

2 . REDUCTION AUX MULTIGRAPHES SANS 2 - COUPES

a) Un_résultat pénéral

- Soit M un groupe abélien d'ordre q > 2. Un multigraphe orienté H sera

dit_arbitrairement Fq pour M si :

Pour tout arc u de H, pour tout &lément non nul x de M,

il existe un M- flot non-nul © de H tel que 2(u) = x.

H

Un multigraphe G sera dit arbitrairement Fq pour M si 1'une de ses

orientations l'est (et dans ce cas toutes le sont).
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- Définissons la suppression d'une 2 - coupe d'un multigraphe 2 - aréte -

Soit G un multigraphe 2 -aréte - comnexe qui comporte une 2 - coupe
{el, e2} = wG(S) (B S cV(@)).

Pour i = 1, 2 soit v'.1 le sommet de e; appartenant a S, et soit v"i
l'autre sommet de e;.

Définissons deux arétes nouvelles e' (d'extrémités v'l, v 2) et e"
(dtextrémités V"1’ v"2) 5 soit G' le multigraphe ayant pour ensemble
de sommets V(G) et pour ensemble d'arétes E(G) U {e', e"}.

‘Nous appellerons résultat de la suppression dans G de sa 2 - coupe

. . . . P
{91,_22} le couple de multigraphes {G g0 G V(&) —S} ; on vérifiera

aisément que ces deux multigraphes sont 2 - ardte - connexes.

la_suppression des 2 - coupes si :

Pour tout multigraphe G de la classe C et pour toute 2 - coupe de G,
le résultat de la suppression dans G de cette 2 —coupe est un couple

dféléments de C.
- Nous sommes maintenant en mesure de formuler le résultat suivant

Proposition 6 : Soient q >2, M un groupe abélien d'ordre q, et C une

classe de multigraphes 2 - aréte - connexes fermée pour la suppression des
2 —coupes. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Tout &lément de C est arbitrairement Fq pour M.

(b) Tout élément sans 2 - coupes de C est arbitrairement Fq pour M.

En effet :

I1 est clair que (a) ={b). )
Supposons maintenant que (b) est vrai, et démontrons (a) par récurrence

sur le nombre de sommets.

- (a) est vérifié par les éléments de C comportant le nombre minimum s

de sommets (c¢&s éléments ne peuvent admettre de 2 -coupe ; on utilise

(b)).
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~ Supposons que (a) est vérifié par tous les &léments de C conmportant
au plus r sommets (r 2 s).

Soit G un élément de C comportant r + 1 sommets.

31 G n'admet pas de 2 - coupe, G veérifie (a) (d'aprés (b)).

Sinon, soit {el, e} = wG(S) (@ < S cV(G)) une 2 - coupe de G.

Nous conserverons les notations introduites plus haut.

Le résultat de la suppression dans G de sa 2 - coupe {el, e2} est le
couple de multigraphes {G'S, G'V(G) —S} ; C étant fermée pour la sup-
pression des 2 - coupes, G'S et G'V(G) _g sont des éléments de C ;
d'autre part |S| < [V(G)]| et |V(G) -S| < |V(G)|; donc d'aprés notre
hypothése de récurrence G' g et G'V(G) - g Sont tous deux arbitrairement

Fq pour M. &

Montrons qu'il en est de méme pour G.

Soient H' une orientation de G' et H 1'orientation de G définie par H'.
Nous noterons Ugs Uy, u', u" les arcs de H' qui remplacent respective-
ment les arétes &5 €5, e', e" de G'.

Il existe un Z - flot u de H! qui prend les valeurs +1 ou -1 pour les
quatre arcs Ugs Us, u', u" et la valeur 0 pour les autres arcs de H'

(n correspond 3 un cycle non nécessairement €lémentaire).

Soient alors u un arc de H et x un &lément non nul de M. Nous sommes en
droit de supposer que u n'est pas un arc de HV(G) _g

Puisque G’ q est arbitrairement Fq pour M, il existe un M- flot non - nul
o' de H'S tel que :

+siuéd {u : <I>'(u)‘=x (u est un arc de H'S)

12 W}
+siu e fug, ub ce'(u') = (mu(u") w(w)).x
Puisque G'V(G) _g est arbitrairement Fq pour M, il existe un M- flot non

¢

1" .
nul ¢" de H'V(G) -s tel que :
e"(u") = (u(u') w(u™) . o' (u")

@' et o" seront considérés ci-dessous comme des M- flots de H'.
Soit @ = @' + " - (u(u') w) . &' (u')
¢ est un M- flot de H' qui vérifie les propriétés suivantes :

+ tout arc de valeur nulle dans ¢ est de valeur non nulle dans 6.
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+o(u') = ¢'(u') - (u(u') w(u")) . ot(u') = 0
e(u") = o"(u") - (u(u') w(uM) . o' (u') = ¢
Pour i ¢ {1, 2} : Q(ui) = = (u(u') u(ui)).é'(u') * 0

¢ peut donc &tre considéré comme un M- flot non -nul de H.

En outre :
+ s5iu é {ul, u2} D o(w) = 9'(u) = x.

+siuec {uy, u} :e(u) = =(u(u") w(w)) . o' (u') = x.

Ceci achéve de montrer que G est arbitrairement Fq pour M.
- (a) est donc vérifié par tous les &léments de C .

Ceci achéve la démonstration de 1a Proposition 6.

Dans le cas ol q est de la forme pn n21,p=>2,p premier), la
Proposition 6 comporte un cas particulier intéressant - celul od M est
le groupe M.Cl défini comme le produit cartésien de n groupes Zp.

En effet .

n

Proposition 7 : Soit q =p (n > 1, P 2 2, p premier).

Tout multigraphe Fq est arbitrairement Fq pour Mq'

Démonstration :

Soit H un multigraphe orienté qui posséde la propriété Fq 5 soient u un
arc de H et x un &lément non nul de Mq.
I1 existe un Md-—flot non -nul ¢ de H.

Le groupe des automorphismes de Mé, considéré comme groupe de transforma-
tions de Md = {0}, est transitif (en fait il s'agit 13 d'une propriété
caractéristique des groupes du type Mq ; voir par exemple [T41, p. 26).

I1 existe donc un automorphisme a de Mq tel que :

a(e(u)) = x.
Or ao ¢ est évidemment un Mé-—flot non -nul de H. Nous avons bien montré

que H est arbitrairement Fa pour Md.

re
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Nous obtenons alors les résultats suivants :

Proposition 8 : Soit q une puissance d'un entier premier.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Tout multigraphe 2 - aréte - connexe est Fq'

(b) Tout multigraphe 3 - ar@te - connexe est Fq.

Proposition 9 : Soit q une puissance d'un entier premier.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) Tout multigraphe 2 - aréte - connexe sans 3 - coupes est Fq.

(b) Tout multigraphe 4 - aréte - connexe est Fq'

La Proposition 8 (respectivement : 9) est (d'aprds la Proposition 7)

équivalente au cas particulier suivant de 1la Proposition 6 :

- q est une puissance d'un entier premier et M est le groupe Mq‘

- Cest la classeC1 des multigraphes 2 - aréte - connexes
(respectivement : C est la classe C 5 des multigraphes 2 - aréte -
connexes sans 3 = coupes).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que C1 et 02 sont effec-

tivement fermées pour la suppression des 2 - coupes.

IV . COARBORICITE ET FLOTS NON-NULS

1 . INTRODUCTION

Les définitions non données ici pourront &tre trouvées dans 51 et 71
Dans ce qui suit les cycles &€lémentaires, arbres et coarbres d'un multigra-

bhe comnexe G seront considérés comme des parties de E(G).

Les conséquences suivantes de la formule de Nash-Williams [75] pour 1'arbo-

ricité d'un graphe sont bien connues :

(a) Tout graphe planaire connexe est d'arboricité inférieure ou égale 3 3.

(b) Tout graphe planaire cormexe sans triangles est d'arboricité inférieure
ou égale 3 2.
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On sait d'autre part que :
(c) Tout graphe connexe d'arboricité a > 1 est de nombre chromatique
inférieur ou égal i 22.

On constate alcrs que :

- (a) et (c) donnent un "Théoréme des huit couleurs™ pour tous les graphes
‘planaires, et donc pour tous les multigraphes planaires sans boucles.

- (b) et (c) donnent un "Théoréme des quatre couleurs" pour tous les graphes
planaires sans triangles, et donc pour fous les multigraphes planaires
sans boucles ni triangles.

C'est cette démarche trés simple que nous allons étendre par dualité 3
1'aide du concept de coarboricité d'un multigraphe.

2 . COARBORICITE ET PROPRIFTE Fq.
Soit G un multigraphe 2 - aréte - connexe.

Aucune aréte de G ne peut appartenir 3 tous les arbres de G (une telle ardte
constituerait une 1 - coupe).

Autrement dit, E(G) est 1l'union des coarbres de G.

Nous définissons alors la coarboricité de G, c¢(G), comme la cardinalité

minimum d'un ensemble de coarbres de G dont 1'union est E(G).

Remarque :

Si G est planaire, soit G un dual combinatoire de G ; G est un multigraphe
connexe sans boucles d'arboricité c(G).

Le résultat suivant est dual de la proposition (c) du paragraphe 1 :

Proposition 10 :

Tout multigraphe 2 - aréte — connexe G est F .
2c(G)
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En effet :

- Soit K un coarbre de G et H une orientation de G;

¥ e ¢ K il existe un cycle &lémentaire unique Ce de G tel que
e e Ce < (E(G) -K) U {e} ; nous associerons a Ce le Z2-flot ¢ de H
qui prend la valeur 1 sur les arcs correspondant aux arétes de Ce et

la valeur O partout ailleurs.

On constate alors que le Z2-flot de H :
¢, = X o]

K e ¢ K €

A

prend la valeur 1 sur tous les arcs de H correspondant aux arétes de K.

- Supposons alors que E(G) est 1'union de ¢ coarbres Kl""Kc ; désignons

(comme au paragraphe II1.2.b) par M c le groupe produit cartésien de c

groupes Z2. 2

L'expression (®K se ey ) définit alors un M _ - flot de H qui est &videm-
1 c 2”7

ment non - nul.

- Ceci achéve la démonstration de la Proposition 10.

% - SUR LA COARBORICITE DES MULTIGRAPHES 3 -ET 4 - ARETE, - CONNEXES

Le résultat suivant généralise par dualité les propositions (a) et (b) du
paragraphe 1 :

Proposition 11

(a) Tout multigraphe 3 — aréte - connexe est de coarboricité inférieure ou
égale 3 3.
(b) Tout multigraphe 4 - aréte - connexe est . de coarboricité inférieure ou

égale a 2.

En effet :

Soit G un multigraphe k - aréte - connexe (kK ¢ {3, 4}1).

Nous désignerons par M le matroide des cocycles de G : les basons o M sont les
coarbres de G. Le matroide & dual de M est le matroide des cycles de G.
Nous roterons r et r- respectivement les fonctions - rang des matroides M et

U* (définies sur l'enserble des parties de E(G)).
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Nous utiliserons un Théoréme de J.R. Edmonds [761 qui s'énonce (dans son

application & M) :

I1 existe c bases de M dont 1'union est E(G) si et seulement si :
¥ A cE(G), cr(A) > |A].

Nous démontrerons que :

k

=5 r(A) > 1Al (1)

¥ A < E(G)

L'inégalité (i) donnera, grice au Théordme d'Edmonds, le résultat (a) pour
k = 3 et le résultat (b) pour k = 4.
Nous commencerons par donner une expression simple de r(A) (¥ A < E(G)).

On trouvera dans [71] , p. 11.3, le résultat suivant :

¥ AcEG) : r(A) = 1Al + r* (E(G) -A) - r¥(E@G)).

Pour toute partie A de E(G), soit p(A) le nombre de composantes connexes
du multigraphe ayant pour ensemble de sommets V(G) et pour ensemble d'arétes
A. On sait que :

¥ AcCEG : r'(a) = (VG - p(A).
Donc, ¥ A < E(G) :
r(A) = [Al + [IV(G)] - p(E(G) -A)] - [IV(®)] - p(E(G)) 1.

soit : r(A) = [A] =p((@)-A) + 1. (ii)

Soit alors A une partie quelconque de E(G).

- 51 p(E(G) -A) = 1, r(A) = |A] et A vérifie (i).

- s1 p(E(G) -A) = n>2, soient Cl,...CH les parties de V(G) correspondant
aux It composantes connexes du multigraphe (V(G) ; E(G) - A).

=]

Soit B = 9 mG(Ci). !

1=1
Il est clair que B < A et que chaque aréte de B appartient 3 exactement deux
des wG(Ci) (1e[1, 11).

It
Donc iiil lmG(Ci)I =2 IBi < 2 [(A].
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Puisque G est k - aréte - cormnexe :

¥ie (1,1, lugCI > k.

lmG
Donc : 2 [A] > k N, soit : p(E(G) - A) s-é (Al

D'aprés (ii) : r(A) = Al - p(E(G) -A) = (1-2)[Al

et donc A vérifie (i) également dans ce cas.

Ceci achdve la démonstration de la Proposition 11.

Remargue :

La Proposition 11 (b) a été récemment démontrée par S. Kundu ([{771) sous la
forme suivante :

Tout multigraphe 4 - aréte — connexe comporte deux arbres disjoints.

4 . DEUX THEOREMES DE COLORATION GENERALISES

Proposition 12 : Tout multigraphe 2 - aré@te - connexe est F8'

I1 s'agit d'une conséquence directe des Propositions 11 (a), 1C et 8.

Proposition 13 : Tout multigraphe 2 - aréte - connexe sans 3 —coupes est F,.

Il s'agit d'une conséquence directe des Propositions 11 (b), 10 et 9.

5 . REMARQUES
- Les conjectures (Cl) et (C2) s'intdgrent donc dans les problémes suivants :

+ Quel est l'entier q minimum tel que tout multigraphe 2 - aréte - connexe
est Fq ? '
D'aprés la Proposition 12 cet entier existe et appartient 3 1l'intervalle
(5,81.

b
+ Quel est l'entier q minimum tel que tout rultigraphe 2 -aréte - connexe

sans 3 - coupes est Fq ?

Dtaprés la Proposition 13 cet entier existe et est égal 3 3 ou 4.
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- Les démonstrations des Propositions 10, 8 et 9, ainsi que 1'algorithme

proposé par Edmonds dans [761, définissent une méthode de construction

effective :

+ d'un M8-flot non -nul de H pour tout multigraphe 2 - aréte - connexe

orienté H.

+ d'un Mu-flot non-nul de H pour tout multigraphe 2 - aréte - connexe

sans 3 - coupes orienté H.

On pourra en déduire une construction de tout autre type de flot de H

dont l'existence découle de la Proposition 2.

~

A titre d'exemple, construisons i partir d'un M8-flot non-nul & de H
un flot entier 3 valeurs dans [-7, -1]1 U [1, 71.

¢ peut s'écrire : (@1, 05, @B), ol les ¢:.(i e {1, 2, 3}) sont des Z5 flots
de H dont 1'union des supports est A(H).

¥ ie {1, 2, 3} on pourra associer i ¢i un Z - flot @'i de méme support qui
prend les valeurs +1, -1 et 0.

I1 est alors facile de vérifier que ¢{1+;%bé + 4 ¢'3 est un Z - flot de H
a valeurs dans (-7, -11 U [1, 71.

- Pour les multigraphes cubiques sans boucles la Proposition 12 prend la
forme suivante :

Proposition 14 : Soit G un multigraphe 2 - ar8te - connexe cubique sans

boucles. Les arétes de G peuvent &tre bien colorées en 7 couleurs
a, b, ¢, d, e, £, g, de sorte qu'en chaque sommet les trois couleurs des

arétes incidentes forment 1'un des ensembles :

aef,adg,abc, fdb, f gc,ced, beg.

En effet : :

Il suffit d'identifier les 7 couleurs a, b, ¢, d, e, f, g aux 7 éléments
de M8-{O}, et les 7 triplets de couleurs donnés dans 1'énoncé aux 7
triplets de somme nulle (la méme identification est faite a la fipure 19.1

de {71 pour représenter le vlun projectif 3 7 polnts) .,
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Remargue :

Il s'agit d'un résultat analogue au théoréme de Vizing (pour lequel on
considére les quatre triplets que l'on peut former avec quatre couleurs),

mais les deux résultats sont apparemment sans lien entre eux.

Y . VALUATIONS EQUILIBREES D'UN MULTIGRAPHE

1 . INTRODUCTION

Dans ce paragraphe les multigraphes seront supposés sans boucles.
Soit G un multigraphe. Nous appellerons valuation équilibrée de G toute
application w de V(G) dans Q telle que :

¥ S cV(G), |t wv)] < fug(S)]
veS

(remarque : il s'agit 3 gauche de la valeur absolue d'un nombre, et i droite

du cardinal d'un ensenmble).

Bondy a démontré dans [24] qu'un graphe cubique est d'indice chromatique 3
51 et seulement si il admet une valuation équilibrée i valeurs dans
{-2, +2} .

Nous allons généraliser ce résultat en formulant en termes de valuations

Cquilibrées la propriété Fk(k > 3) pour les multigraphes quelconques.

2 . MULTIGRAPHES [p, gl - ORIENTABLES

D'aprés la Proposition 2 (c), un rultigraphe G est Fk (k 2 2) si et seulement
51 il existe une orientation H de G qul admet un Z - flot i valeurs dans
(1, k-1].

Cecl nous améne & poser les définitions suivantes :
Soient G un multigraphe et p, q deux enticrs (1 < p < q) ; une Ip, ql -

orientation de G est une orientation H de G qui admet un Z - flot 3 valeurs

dans 1'intervalle [p, ql ; si une telle orientation H de G existe, G sera

dit (p, gl - orientable.
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Un multigraphe est donc Fk(k > 2) si et seulement si il est [1, k-1] -

orientable.

Les [p, q] - orientations d'un multigraphe peuvent &tre caractédrisées a
1'aide du Théoréme du Flot Compatible ([71, p. 83). Il vient immédiatement :

Proposition 15 :

Soit G un multigraphe ; une orientation H de G est une [p, q] - orientation

(I £p < q) si et seulement si :
+ N -
¥Scv : q lug(9)l *Pluy (8) 1.

On en déduit aussitdt le résultat suivant :

Proposition 16 :

Un multigraphe G est Fk( k 2 2) si et seulement si il admet une orientation

H telle que : .
¥ScVH : k IwH(S)l > IwH(S)l.

Remargue :

Le résultat précédent est donné par Minty dans (671, pour le cas particulier
ou k = 4 et ou G est cubique ; il peut Etre considéré comme dual d'un autre

résultat de Minty sur le nombre chromatique d'un graphe ([781).

3 . REALISATION D'UNE SEQUENCE DE DEGRES EXTERIEURS PAR UNE ORIENTATION
D'UN MULTIGRAPHE.

Proposition 17 :

Soit G un multigraphe avec |V(G)| = n et V(G) = {vl,;..vn} ; solent kP"'kn

n eléments de Z. Il existe une orientation H de G telle que :

] +
¥Viell, nl, dH (vi) = ki

si et seulement si la valuation w de G définie par :
¥i1e¢ (1, n], w(vi) =2 ki - dG(vi)

est équilibrée.
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En effet :

La valuation w est &quilibrée si et seulement si :

¥S8cVG) : = o) =2 =z Kk - = dg(vy) = Jug(8)].
viezS Vi €S

Remarquons que, ¥ S ¢ V(G) :

I dglvy) = 2 IE(GS)[ + Jug(S)]
VieS

Donc w est équilibrée si et seulement si :

(1) ¥ S cV(G) : |E(GS)| < ZSkile(GS)l + Jug(S)]

1

La condition (i) implique les suivantes :

(ii) ¥SeV(@ 0 Tk > [E(GYI
vV, e S
1
(iii) ki = [E(Q)]
ief1, n]

En effet (ii) est contenue dans (i), et (iii) est &quivalente i (i) pour
S = V(G).

Inversement montrons que si (ii) et (iii) sont vérifiées, (i) est vérifiée ;
il suffit de prouver que :
¥ S cV(G), L ki< |E(Ga)| + [wa(S)]
— S G
Vs €8
i
Or d'aprés (iii), cette inégalité peut s'édcrire :
[E(G)| - = ki < [E@] - |B(Gypny _ o)
Vi€ V(G) -8 viG) -3

qui est vérifiée d'aprés (ii).

En résumé w est équilibrée si et seulement si les conditions (ii) et (iii)

sont vérifiées.

Or les deux conditions (ii) et (iii) sont nécessaires et suffisantes pour
que G admette une orientation H telle que : ¥ i e [1, nl, d;(vi) = ki.
Ce dernier résultat est démontré par Hakimi dans [79] ; 11 s'agit d'une

conséquence simple du théorime de Gale ([807 ; {71, p. 80).

Ceci achdve la démonstration.
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Remarque :
Le résultat précédent peut s'interpréter comme suit :
pour une application w de V(G) dans 7 les conditions suivantes sont

équivalentes :

- ¥ve VG, whv) = dG(v) (mod. 2) et w est une valuation équilibrée de G.

- Il existe une orientation H de G telle que : ¥ v ¢ V(G),
f— + - =
wlv) = dH(v) dH(v).

4 . VALUATIONS EQUILIBREES DES MULTIGRAPHES {p, q] - ORIENTABLES

Proposition 18 :

Soit G un multigraphe ; une orientation H de G est une {p, q] - orientation
(I < p < q) si et seulement si la valuation w de G définie par :
-9 *p + - a-
¥ v e V(G), w(v) a—:~5-(dH(V) dH(V))

est équilibrée.

En effet :

Soit H une orientation de G. D'apres la Proposition 15, H est une [p, q] -
orientation de G si et seulement si :
q lug(S)1 2 p la(S)]

¥ S < V(H) N .
q !wH(S): > p !wH(S)!

(la deuxiéme condition s'obtient 3 partir de la premiére en remplacant S
par V(H) -8).

Ce qui équivaut 3 :
¥ S c V(H) : }
(@+p) (o ()] = lu(S)]) < (q-p) Qug(S) | + Ja(8)])

@+p) ()] = lug($)) < (@-p) i) + luy()])

Ou encore :

< - . q+p + [ (o - «
¥sevm o IR UES)) - juy@1] < layo)]
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Or, ¥ S c V(H) :
+ - + -
lap(S)] = Ju ()] = = &(v) - £ d(v)
H i vedS H vedS H

Ceci achéve la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les multigraphes [(p, gl -

orientables (1 < p < q) en termes de valuations équilibrées :

Proposition 19 :

Un multigraphe G est [p, q] - orientable (I < p < q) si et seulement si

11 admet une valuation équilibrée w du type suivant

=41P o =
¥ v e V(G), w(v) a-7p W avec QV € Z et v C dG(v) (mod. 2).

(a) Si G est [p, g1 - orientable, soit H une [p, ql - orientation de G.
+ -
= - 2 =
¥ v ¢ V(G) nous poserons Qv dH(v) dH(v) (donc _ Z et QV..dG(V)
- g9+p
mod. 2)) et w(v) = g .
( ) et w(v) = 3EL 0
w est une valuation équilibrée de G d'aprés la Proposition 18.

(b) Inversement, soit w une valuation équilibrée de G telle que :

-9+Dp, -
¥ v e V(G), w(v) q = p v avee b, e Z et Lo = dgv) (mod. 2).
. qg+p

Pulsque
que o—

G le nombre Qv est également équilibrée.

> 1, la valuation de G qui associe 3 tout sormet v de

D'aprés la Remarque consécutive 3 la Proposition 17, il existe une

orientation H de G telle que :
+ -—
- = ¢
¥ v e V(G), dH(v) dH(v) v

et done w(v) = H (d5(v) = dg(v) .

. 1
Comme w est équilibrée, H est une {p, ql - orientation de G d'apres

~

la Proposition 18. Donc G est [p, q] - orientable.

(¢c) Ceci achéve la démonstration.
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5 . APPLICATION AU CAS DES GRAPHES CURIQUES

a) Introduction

Nous allons présenter ci-dessous quelques exenmples d'application des
résultats précédents. Par souci de simplicité, nous nous limiterons

au cas des graphes cubiques ; la plupart des résultats qui suivent pour-
ront étre généralisés sans difficulté.

en rerplacant chaque aréte e de G par k ardtes €15 --- € de mémes
extrémités que e.

cation notée 3 £ de V(H) dans 7 définie par :

¥veVH, 3 fv) = Lo, flu) -
Uew o {vh) u

{u)
({v})

mo

a

b) Graphes_cubiques [p, q] - orientables.

Proposition 20 :

Soient G un graphe cubique et p, g deux entiers (| < p < q). Les conditions

suivantes sont équivalentes
(o) G est [p, q] - orientable.

(B) G admet une valuation équilibrée a valecurs dans

{_CI'*'P_ +

q P 1
g -p° q-p

(v) (q - p) ¥ G admet une orientation Hq__p teltle que

¢ Lt - :
Yvo Ve, 4y (v - dy (V) =q+p.
q-p q-p
(6) Il existe une orientation de G qui admet une circulation a valeurs
= paires dans [0, q - p! si q - p cst pair
- impaires dans {1, q - p] si q - p est impair

et dont le bord prend ses valeurs dans { - (q+p), q+p}
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(a) <= (B)

Soit w une valuation équilibrée de G qui prend la forme suivante :

¥ V(G -3+tp,
V € (),W(V) qg-p v

dG(v) {(mod. 2).

Hi

avec £ e 7 et '3
v v

Puisque dG(v) = 3, RV est un entier impair.

w étant équilibrée :

¥ve V@, [wv)] < log({vD)] = dy(v) = 3
g-p ~ . -

et donc IQVI f_a—I—B x 5 < 3. D'ou .]zvl = 1.

I1 suffit alors d'utiliser la Proposition 19.

(8) <= (v)

(@-p) x G est un multigraphe régulier de degré 3(q-p), et g+p a méme
parité que ce degré. D'aprés la Remarque consécutive 3 1a Proposition 17,
(y) est donc vérifiée si et seulement si (a-p) x G admet une valuation

~

€quilibrée 3 valeurs dans {-(q+p), q+p}.

I1 suffit alors d'observer qu'une application w de V(G) dans Q est une

valuation équilibrée de (q-p) x G si et seulement si l'application(l?

est une valuation équilibrée de G.

(y) <= (§)

Soit H une orientation de G ; nous noterons (a-p) xH l'orientation de
(d-p) x G obtenue en remplagant chaque arc u de H par (q-p) arcs ayant
méme extrémité initiale et méme extrémité terminale que u, qui seront

notés Ugs oees uq-p’

Soit f une circulation de (q-p) x H. Appelons résultante de f la circu-

lation g de H définie par :

a
¥uelAH, glu = = f(ui).
i=1

g et [ ont évidemment méme bord.

Si f prend ses valeurs dans {-1, +1}, g prend ses valeurs dans 1'ensemble

Dq—p ={z ¢ [t=3, Pl / 2z =q-p (mod. 2)}.
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Inversement, si g est une circulation de H qui prend ses valeurs dans D

on pourra construire une circulation f de (q-p) x H qul prend ses valeurs

dans {-1, +1} et dont g est la résultante.

q-p’

Il suffit alors de remarquer que toute orientation Hﬁ*p de (q-p) x G telle

que : .
¥veV(G)), IdH (v) - dy” (V)| =q +p

q-p q-p
peut &tre identifiée 3 une circulation f de (a-p) x H, 3 valeurs dans

{-1, +1}, et dont le berd prend ses valeurs dans {-(q+p), q+p}.

Ceci achéve la démonstration.

¢) Quelques exemples

. Graphes cubiques F3

pour p=1, q=2 1la Proposition 20permet<karetrouver*simplomonh Lo Proposi-

tion 4(a) ; une valuation équilibrée du graphe cubique G 3 valeurs dans

{-3, +3} définit une bicoloration de G au sens usuel du terme.

. Graphes cubiques FM :

la Proposition 4(b) et la Proposition 20 pour p=1, g =3 nous permettent
de retrouver le résultat suivant de Bondy [24] : Un graphe cubique est
d'indice chromatique 3 si et seulement si il admet une valuation équili-
brée 3 valeurs dans (-2, +2}.

. Graphes cubiques F

5 :
Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 21 : Soit G un graphe cubique. Les conditions suivantes sont

équivalentes

() G est F_ )

(B8) G admet une valuation équilibriée 3 valeurs dans {-

5

§0

5
4'?}.

(v) Il existe une orientation de G qui admet une circulation

a valeurs 1 ou 3 dont le bord prend la valeur +5 ou -§5.

En effet :

I1 s'agit 14 d'une conséquence directe de la Fropesition 20 pour p=1 et q= 4.



Remargues :

+ La Proposition 21 pourra servir d une formulation de la conjecture (Cl)

(grace & la Proposition 5) .

+ Les trois conditions de la Proposition 21 sont vérifiées pour les graphes

cubiques planaires 2-ardte-connexes.

. Graphes cubiques F8

Proposition 22 : Tout graphe cubique 2-ar&te-connexe G posséde les deux

propriétés suivantes
. e el 4 4
(a) G admet une valuation eéquilibrée 3 valeurs dans {—3, +§}.

(B) 11 existe une orientation de C qui admet ume circulation i valeurs

0, I, 2 ou 3 dont le bord prend les valeurs +4 ou —4.

En effet :

I1 s'agit 14 d'une conséquence de la Proposition 12 et de la Proposition 20

pour p=1 et gq=7.

d) Une_propriété de bicoloration des_graphes cubigques 2-ardte-connexes.

Soit G un graphe cubique.

Nousappel]eronsQicoloration de_G toute partition de V(G) en deux classes.

est un cycliquement stable de G (définition donnée au Chapitre III).

La taille d'une bicoloration de G est la cardinalité maximum d'un ensenmble

unicolore de sommets de G qui engendre un sous-graphe connexe de G.

Proposition 23 : Soit G un graphe cubique qui admet une valuation équilibrée

w a valeurs dans P—ﬂj;g, a*py (1 < p < q). Posons
q-p' q-p -

+ - +

W = {ve VG /wlv) » 0} et W = V(G) - W .

Alors {w+, W } est une bicoloration de G égalitaire,

acyclique, de taille inférieure ou égale 3 [%1 - 1.
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w est équilibrée si et seulement si :

¥S V(@ lIsSawl - ISawll < g leg®1

-pour S = V(G), nous obtenons : W[ = |W |.
-818 est l'ensemble des sommets d'un cycle €lémentaire sans cordes de G,

nous obtenons :
T Ty < AP
1S n W' | [SaWl|f < qFp ISt < IS
et donc s est bicolore.
- s1 S est unicolore et si GS est un arbre, nous obtenons :

ISl = (S a W' - (SaWl < G lug(s)|

avee lug(S)1 = 31S| - 2(E(G) | = 3IS| - 2(IS] -1).

Do : st <« 220 gy +
ne (S} 9+ p (1Sl +2)
ou encore : 2plS| < 2(q-p), soit (S| < % - 1.

Ceci achéve la démonstration.

A titre d'exemple donnons deux conséquences de la Proposition 23 :

(a) Tout graphe cubique 2-aréte-connexe admet une bicoloration égalitaire
acyclique de taille inférieure ou égale 3 t = €.

(B) Tout graphe cubique 2-aréte-connexe planaire admet une bicoloration
égalitaire acyclique de taille inférieure ou épale 3 t' = 3,

Bondy conjecture dans [24] que (8) peut étre améliord en faisant t' = 2
(cette conjecture est plus faible que la Conjecture des Quatre Couleurs).

De méme nous conjecturons que (a) peut €tre amélioré en faisant t = 3

(cette conjecture est plus faible que la conjecture (Cl))‘

Hemarques :

— la Propostiion 2% s'avdre utile en pratique & 1'étude de la propriété Fk
pour les graphes cubiques. C'est ainsi par exerple que le moyen le plus
stmple de prouver que le graphe de letersen n'est pas F, consiste 1 vérifier
qu'tl n'admet auvcunc bicoloration dgalitaire acyclique de taille inférieure
ou égale d 2 ; d'autre part la construction d'une t1ealoration égalitaire

acyclique de taille 3 pourra guider la recherche d'une (1,41 - orientation.
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= Onpeut montrer que tout graphe cubique admet une bicoloration acyclique
de taille inférieure ou égale & 2, non nécessairement égalitaire ([7],
Corollaire du Théoréme 4 du Chapitre 19 ; [811).

6 . QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

Jusqu'icl nous nous sommes surtout intéressés 3 la propriété de [ 1 -
5

orientabilité pour p = 1 (c'est-i-dire 3 la propriété F_ ). De nouveaux

q+l
problémes surgissent si 1'on admet d'autres valeurs de p ; nous en pro-

posons quelques uns ci-dessous.

Appelons valeur d'équilibre d'un graphe cubique 2-aréte-connexe G et notons

-~

e(G) le plus grand rationnel e tel que G admette une valuation équilibrée 3
valeurs dans {-e, +e} ; e(G) pourra &tre défini corme le maximum pour toutes
les bicolorations &galitaires {W+, W} de G du nombre :

min le(S)l
@ cScVig)

HS a Wl = [Saw]

D'aprés la Proposition 22, pour tout graphe cubique 2-aréte-connexe G,
l

e(G) =2 3 5 il est clair d'autre part que e(G) < 3, avec 1'égalité si et

seulement si G est biparti.

Probléme 1

\NLD

pour quelles valeurs rationnelles de e < 3, existe-t-il un graphe

cubique 2-aréte-connexe G tel que e(G) e ?

Probléeme 2 :

c
Pour quelles valeurs ratiomelles de e, %— e < 3, existe—t—il‘un graphe

cubique 2-aréte-connexe planaire G tel que e(G) = e ?

Acmarques

. . 5 . .
- La conjecture (CZ) concerne la partie e < §-du Probléme 1 ; la Conjecture

des Quatre Couleurs concerne la partie e < 2 du Probléme 2.

— Il n'existe pas de graphe cubique G tel que 2 < e(G) < 3.
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En effet si e(G)> 2, G admet une valuation équilibrée & valeurs dans un

ensemble E-@Ltfg 4¥Py (1 < p < q) tel que atp, 2, soit : 3p > q ; on
qa-p° q-p q-p
en déduit, d'aprés la Proposition 23, que G admet une bicoloration égali-

tatre acyclique de taille 1, et done que G est biparti.

- La remarque précédente nous améne a nous poser les questions suivantes :

+ e(G) peut-il prendre une infinité de valeurs ?

+ existe-t—il un graphe cubique G tel que §-< e(G) < 27?

= Les deux directions de recherche proposées ci-dessous nous paraissent

intéressantes :

+ essayer d'améliorer le Théoréme des Cing Couleurs par un résultat du
type e(G) = efe > gJ ou du type e(G) > e (e > g) pour les graphes
cubiques G planaires 2-aréte-connexes.

+ essayer de montrer que tout résultat du type précédent est équivalent

a la Conjecture des Quatre Couleurs.

VI . UN LIEN ENTRE LES CONJECTURES (C;) ET (Cp).

1 . INTRODUCTION

Nous nous proposons ici de montrer que si la Conjecture (C2) est vraie,

la conjecture suivante :

(CB) Tout rultigraphe 2-aréte-connexe est F6'

(plus faible que la Conjecture (Cl)) est également vraie.

Par conséquent, si nous savions améliorer 1la Proposition 13, nous saurions

également améliorer la Proposition 12. ,

~

Nous utiliserons un résultat annexe présentd 3 la page suivante.
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UNE PROPRIETE DES MULTIGRAPHES CUBIQUES SANS BOUCLES 2-ARETE-CONNEXES

Introduction

Soit G un multigraphe cubique sans boucles.
Rappelons qu'un 2 ~ facteur de G est une partie K de E(G) telle que

tout sommet de G est incident 3 exactement deux ardtes de K ; K est
donc un 2 - facteur de G si et seulement si E(G) =K est un couplage
parfait de G. On pourra déduire d'un résultat de C. Berge ({71,
Chapitre 8, Théoréme 13) le Lemme suivant :

Lemme :

Pour tout multigraphe cubique sans boucles 2-ardte-connexe G et pour
toute aréte e de G, il existe un 2 - facteur K de G tel que e ¢ K.

Nous allons préciser ce résultat, en utilisant les définitions et
remarques suivantes, valables pour tout multigraphe cubique sans

boucles 2-aréte-connexe G :

ubS)eﬁtmeBﬂmmenmrmdﬁam<m(};dam(m<msvm)-8e$

évidemment aussi une pidce de G.

- Pour toute piéce S de G : _
318 = le(S)I + 2 IE(GS)I =3+ 2 IE(GS){, et donc [S{ est un
nombre impair appartenant 3 1'intervalle [3, 1V(G)] - 3].

- Pour toute piéce S de G, GS est comnexe (sinon G admettrait une

O-coupe ou une 1-coupe).

¢
- Un 2-facteur de G intersecte toute k-coupe de G (k 2 2) en un nombre
pair d'arétes ; en particulier un 2-facteur de G intersecte toute
3~coupe de G en O ou 2 arétes, et toute 3-coupe triviale de G en

2 arétes.
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Renforcement du Lemme.

Proposition 24 : Pour tout multigraphe cubique sans boucles 2-aréte-—

connexe G et pour toute aréte e de G, il existe un

2-facteur K de G tel que :

a) e £ K

b) K intersecte toute 3-coupe de G en deux ardtes.

Nous procéderons par récurrence sur le nombre (pair) de sommets de G.
- Le résultat est vérifié pour [V(G)| = 2.

- Supposons que le résultat est vérifié pour (V(G)| < 2 n (n21), et
soit maintenant G un multigraphe cubique sans boucles 2-aréte-connexe
avec [V(G)] = 2 n + 2 ; soit e ¢ E(Q).

Si toutes les 3~coupes de G sont triviales, G vérifie la Proposition 24

d'aprés le Lemme.

Sinon soit S' une pidce de G y hous poserons S" = V(G) -38' et

wG(S’) = wG(S") = {e1, €5, e3}. ¥ i ¢ {1, 2, 3} nous désignerons par

vg_ (respectivement : v?_) l'extrémité de e; appartenant & S' (respec-
tivement : S").

Définissons :

+ deux sommets nouveaux vz) et vz) (n'appartenant pas 3 V(G)).

+ six arétes nouvelles : eg‘ (d'extrémités V2>’ vg_) et egn(d'extrémités

vios v ) (W ie {1, 2, 3}).

Soit G' (respectivement : G") le multigraphe ayant pour ensemble de
sommets S U{v;} (respectivement : S" U { VZ)D et pour ensemble d'ardtes

E(Gq,) U{e'l, e's,, e'3} (respectivement : E(GS") U{e"l,;e"z, 8"3})'

I1 est clair que G' et G sont des multigraphes cubiques sans boucles
2-aréte-connexes. De plus :
V(G = [S']+1 <2net |V(G")] = [S"] +1 < 2 n.

Donc d'aprés notre hypothése de récurrence G' et G vérifient la
Proposition 24.

).

Supposons par exemple que e ¢ E(GS"
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+ Il existe un 2-facteur K' de G' tel que :
(a') ¢ Si e € E(GS,) (donc e ¢ E(G'")) : e ¢ K!

e Sl e ¢ wG(S'), c'est-3-dire si e = e;
(ie {1, 2, 3}) : e'i £ K'

(b') K' intersecte toute 3-coupe de G' en deux ardtes.

+ Nous supposerons dans la suite que e'3 ¢ K', ce qui est vrai 3 1la
rénumérotation prés des arétes €15 €5, ez (a') s'interpréte alors

comme suit : e ¢ (K' - {e'l, e'2}) u{el, e2}.

+ Il existe un 2-facteur K" de G" tel que :
(all ) e" é K"
5
(b") K" intersecte toute 3-coupe de G" en deux ardtes.

. - - "o " S H
+ Posons : K = (K!' {e'l, e'2}) u(K {e 1> € 2}) U{el’ ez}.
K est un 2-facteur de G. De plus d'aprds (a'), e ¢ K.

Il reste 3 démontrer que K intersecte toute 3-coupe de G en deux
arétes ; il suffira de le vérifier pour les 3-coupes non-triviales

ne contenant ni ey ni e,.

Soit donc T' une piéce de G telle que wG(T') n {el, e2} = @ ; nous
poserons T" = V(G) -T'. Montrons que wG(T') n K=z 0.

Nous utiliserons le fait que S' et S" d'une part, T' et T" de 1'autre,

Jouent le méme rdle, pour limiter le nombre de cas 3 étudier.

Premier cas :

Chacun des quatre ensembles S' n T, S''n T", S" a T', S" n T" est
non-vide.

La connexité de GS" GS"’ GT" GT" implique alors que chacun des
quatre ensembles :

E; = E(Gg.) n wg(T"), E; = E(Ggu) n wg(T"),

Es

est non-vide.

E(GT,) n wG(S'), EM = E(GT") n wG(S')
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Deux possibilités se présentent :

. wG(S') n wG(T') = {e,} . Dans ce cas :

3
5

il

|wG(S') u mG(T')I

mG(S') U wG(T')

E1 u E2 U E3 U EM u {83}

et donc : ¥ 1ie {1, 2, 3, 4}, IEil = 1.

Supposons par exemple que v'3 e T'.

wG(S' nT!') = E1 U E3 u {eB}

On constate que :

est une 3~coupe de G. K intersecte cette 3-coupe en au moins une

aréte (puisque E3 E_{el, e2}) 5 donc K intersecte cette 3-coupe

en 2 arétes ; comme e, ¢ K, E

3 1

< K.

Or E1 E_wG(T'). D'ou : QG(T') n Kz Q.

. wG(S') n wG(T') = @. Dans ce cas :

wG(S') = E3 u E4 et wG(T') = E, uvE,.

1

2

Supposons par exemple que IEll = IE3| =2et [E,| = Eyl = 1.

On constate que :
ny _
mG(S' n T = E1 U EM

est une 3-coupe de G.

Soit k 1l'unique élément de {1, 2, 3}

Elxj{e'k} est une 3-coupe de G'.
Dtaprés (b') : [K' n (E1 v {e', DI
Donc K' n E1 z 0.

Or E1 E.“G(T')' D'od : wG(T') n K

H

N

tel que EM = {ek}.

Deuxiéme cas :

L'un au moins des quatre ensembles S'

est vide.

i

T', S'a T", S" o T',

Supposons par exemple que S' n T' = @, soit : T' < S".

2

S'"n

T"
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Deux possibilités se présentent

. mG(S') n mG(T') = {e 3}. Dans ce cas, (wG(T') - {63}) u {e",}

3
peut &tre identifié 3 la 3-coupe wG"(T') de G".

D'aprés (b") : |K" n an(T')l = 2.

Puisque e"3 ¢ K", il vient : |K" n wG(T')I = 2.

D'oi : w(T!) n K = 0.

° mG(S') n wG(T') = @. Dans ce cas, wG(T') peut étre identifié
a la 3-coupe wG"(T') de G".
D'aprés (b") : |K" wen(TH)| = 2.

Dtoud : wG(T') n K=z Q.

En exaninant tous les cas possibles rous venons de domoniror que K
Intersecte toutes les 3-coupes de G en deux ardtes.

G vérifie donc la Proposition 24.

~ Ceci achdove 1a démonst.rat Lon.

5 . APPLICATION AUX FLOTS NON-NULS

Proposition 25 : Considérons les deux assertions suivantes

(CZ) Tout multigraphe 2-ar@te-connexe sans 3-coupes est F3.

(C3) Tout multigraphe 2-aréte-connexe est F6.
Alors (C.) -~ (C,).

( 2) ( 3)
bn_effet
supposons que (C,) est vrai. D'aprés la Proposition 5, 11 mous suffit

<.

de démontrer (CS) pour les graphes cubiques 2-ardte-connexes. Soit G
un tel eraphe. D'aprds la Proposition P, i1 existe un 2-facteur K de
G qul intersecte toutes les =coupes de G en deux arftes. Soit G le
mult igraphe obtenu 3 partir de G en remplagant chaque aréte de K par
deux arétes de méres extromitds. G est un muitigraphe S-réeulier

Uﬂmﬂmﬂmmwmnf»;ﬂw;

¥ O (e 8 ev) [mG,(:*.)q = |mG(:’;)[ + |K n wG(::)|
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On en déduit irmédiatement que G' ne comporte pas de 3-coupes.
Donc, d'aprés (Cg), G' est F3’ c'est-a~-dire [1,2] -orientabile.
D'aprés la Proposition 19, G' admet une valuation équilibrée w

du type suivant :

2+ 1 -
YveV(G), w) = 57 4, avec & e Z et 2, = dgo (V) (mod. 2).

Puisque dG,(v) =5, L, €st un entier impair. De plus :

[w(v)| < dei (V) = 5 = 3|2V| < 5, et donc Imvl = 1.

En conclusion w est une valuation équilibrée de G' 3 valeurs dans
{-3, +3}.

¥ S < V(G)
log(S) 2 5 fus, ()] 2 2 | & w(v)
G -2 G!' -2 )
veS
Donc .g est une valuation équilibrée de G 3 valeurs dans
_5 .3 _5+1 5+ 1
5, +5) t-g— =7}

D'apreés la Proposition 20, G est [1,5]1 -orientable, c'est-i-dire F6.
Donc G vérifie (CB)'

Ceci achéve la démonstration.

Remarque:s :
= On pourrait également démontrer le résultat précédent en construi-
sant a partir d'un 7, - flot non-nul d'une orientation de G' un

( 22 x %;)x—flot non-nul d'une orientation de G.

— De: méme en construisant d partir d'un Z4 - flot non-nul d'une orien-—

tation de G' un ( 712 x 514) = flot non-nul d'une orientation de G,

on pourrait dédutire la Proposition 12 de la Proposition 13.
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VII . PARCOURS PRE-EULERIENS ET FLOTS NON-NULS.

Soit G un multigraphe sans boucles.

P = Vis €45 Yoy €5y LoV, € (r = 1)

r> Sro Vp+1

telle que :
-¥iell, r+t], Vi € V(G).

-¥1ie[1,r] , e; € E(G) et e; = {Vi, Vi

}.
¥ e ¢ E(G), e = {v, Vv'}, nous posefons.:
IP(v, e, v') = {i e [1, r]/ Vi T Vs ey Te, vy = v}

et IP(e) = IP(V, e, v') v IP(V', e, v).

Le parcours P sera dit cohdrent si :

¥ e ¢ E(G), IIP(e)I > 1.

La redondance de P est le nombre :

max IIP(e)l
e ¢ E(Q)

Proposition 26 : Soit G un multigraphe connexe sans boucles.

G est Fq(q 2 2) si et seulement si il admet un parcours cohérent pré-
eulérien de redondance inférieure ou égale a q-1.

En effet :

(a) Soit P un parcours cohérent pré-eulérien de redondance
r(l <r <q-1) de G.
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(c)
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Remplagons toute aréte e = {v, v'} de G par l'arc :
- (v, v') si ]IP(V, e, v')| =0
- (v', v) si IIP(V', e, v)| =0

(une et une seulement de ces situations se réalise puisque P

est cohérent et pré-eulérien).

Nous obtenons ainsi une orientation H de G.

Pour tout arc u de H, correspondant i 1'aréte e de G, nous poserons :
&(u) = [IP(e)I.

I1 sera facile de vérifier que ¢ est un Z- flot de H 3 valeurs
dans {1, r]. Donc G est Fr+1, et aussi Fq.

Inversement si G est Fa, soient H une [1, q-1] - orientation de G
et ¢ un Z - flot de H 3 valeurs dans (1, q-1]. Remplacons chaque
arc u de H par ¢(u) arcs ayant méme extrémité initiale et méne
extrémité terminale que u ; nous obtenons ainsi un rultigraphe
orienté noté ¢ x H. On vérifiera immédiatement que ¢ x H est
comnexe et pseudo-symétrique (pour la définition d'un multipraphe
orienté pseudo-symétrique se reporter a [7]1, p. 229). D'aprds le
Théoréme 6 du Chapitre 11 de {71, ¢ x H admet un circuit eulérien.

I1 sera alors facile d'identifier un tel circuit d un parcours
cohérent P de G ; ¢ prenant ses valeurs dans {1, g-11, P sera

mé%mbnknetderabmbmmin%nwmeouégﬂeéq—l.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 26.

Remarque :

Les principaux résultats et problémes présentés dans ce chapitre

pourront donc étre formulés en termes de parcours.
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VIII . LA CONJECTURE (C;) COMME PROBLEME DE COLORATION

1 . INTRODUCTION

D'aprés les Propositions 8 et 5, la Conjecture (Cl) peut se formuler
comme suit :

(C'.) Tout graphe cubique G 3-ardte-connexe est F_.
1 5

(C'l) est vraie pour les graphes G planaires
(Proposition 3 et Théordme des Cing Couleurs) et pour les graphes G
d'indice chromatique 3 (Proposition 4).

(C'l) pourra étre vérifiée dans d'autres cas : c'est ainsi que nous
avons pu démontrer la validité de (C'l) pour une famille infinie de
graphes cubiques 3-aréte-connexes non planaires d'indice chromatique

4 géfinis comme "les graphes Jk" dans [82].

Nous ne donnerons pas ici de démonstration pour ce dernier résultat,
mais nous présenterons la formulation en termes de colorations de la

propriétéFé qui nous a permis d'aboutir.

2 . UN PROBLEME DE COLORATION POUR LES GRAPHES CUBTQUES

Proposition 27 : Soit G un graphe cubique.

Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) G est FS'

(b) G admet une coloration de ses sommets en deux couleurs x et y et

une coloration de ses ar@tes en deux couleurs o et B telles que :

- il n'y a pas de sommet unicolore (c'est-i-dire incident i trois

arétes d'une méme couleur a ou 8) :

>

-~ - - . . . ~ 13
~— une arete est unicolore (c'est—-d-dire incidente i deux'sommets
d‘une méme couleur x ou y) si et seulement si elle est de couleur

o et intersecte ume et une seule autre ar€te de couleur a.

En effet :

D'aprés la Proposition 21, (a) équivaut 3 :

(a') 11 existe une orientation de G qui admet une circulation 3 valeurs

1 ou 3 dont le bord prend les valeurs +5 ou -5.
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Soit H une orientation de G et f une circulation de H i valeurs 1 ou 3
dont le bord prend les valeurs +5 ou -5.

A chaque sommet v ¢ V(G) nous associerons son type t(v) = (z45 25, z3)

défini comme suit :
T 295 2y, Z3 sont les 3 nombres de la forme e(u) f(u) pour u e wH({v}),
e(u)
ol :

. e(u)

+1 siue “;({V})

-1 581 u e m&({v})

1
On pourra vérifier que tout sommet appartient 3 1'un des types suivants :

tl = (3: 1) 1) 5 t2 = (3) 3: _1) 5 t3 = (13 _3’ —3) 5 tu = (-1) —1’ _3)'

A chaque arc u de H, u = (v, v'), nous associerons &galement son type

t(u) égal par définition au couple ordonné (t(v), t(v")).

Colorions en x les sommets de type t1 ou t2, et en y les sommets de type

t3 ou tu.

Colorions en o les arétes de G dont 1'arc correspondant u de H vérifie

f(u) = 1, et en B8 les arétes dont l'arc correspondant u vérifie £(u) = 3.

I1 est clair que G ne comporte pas de sommets unicolores.
Soit e une aréte de G et u l'arc correspondant de H.

I1 sera facile de vérifier 1'équivalence des trois conditions suivantes :
- e est unicolore

- f(u) = 1 et t(uw) « [(tl, t2), (t3, tu)}. \

- € est de couleur o et intersecte une et une seule autre aréte de

couleur o.

%)

vérifie donec (b).
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(b) = (a!)

Supposons que les sommets de G sont coloriés en deux couleurs x et y,
et que les arétes de G sont colories en deux couleurs « et 8, de maniére

a satisfaire 3 la condition (b).

Recolorions en oy les arétes unicolores de couleur o et en a, les arétes

bicolores de couleur o.

A tout sommet v de G nous associerons son type t(v) = (Cl’ Css C3, Cu),
ol C, est la couleur de v et oll Cys C3, Cy sont les couleurs des trois
arétes incidentes 3 v, rangfes selon 1'ordre ays a5, B.

Tout sommet, étant bicolore, appartient 3 1'un des 10 types suivants :

- tl = (X, alx alx B) s tg = (X, aly a2, 8) > t3 = (X, a2’ a2s 8) >

tu = (X, al, 8, 8,) ) tS = (X, a2: B, B).

- t'i(i e [1, 51) ol t'; s'obtient a partir de t; en remplacant la
premiére composante x par y.

A toute aréte e de G, e = {v, v'}, nous associerons également son type

t(e) épal par définition 3 1'ensemble {t(v), t(v")}.

On pourra vérifier que :

- Toute aréte e de couleur oy appartient 3 1'un des types suivants :
] 1 1
togs Eyds {8y, By {80, £y, (E7,, £y
(en effet e joint deux sommets de méme couleur, 1'un incident 3

une aréte de couleur 8, et l'autre incident 3 deux arétes de couleur 8).

)

- Toute aréte de couleur @, incidente 2 un sommet de type t5 (ou t'5

est nécessairement de type {tS’ t'S} (sinon e serait incidente 3

exactement une autre aréte de couleur @; ou a,, ce qui est 'impossible).

Soit alors H 1'orientation de G définie de ‘a maniére suivante :

- Toute aréte bicolore de G sera orientée du sormet colorié x vers le
sommet coloril y, 3 1l'exception des ardtes de couleur a, et de type

{t., t'.} qui seront orientées en sens inverse.
Bl D
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- Les arétes unicolores (de couleur al) seront orientées comme suit :

+ les arétes de type {ti, tu} (i =1, 2) du sormet de type t; au
sommet de type tu.

+ les arétes de type {t'i, t'u} (i = 1, 2) du sommet de type £'y au
sommet de type t'i.

Soit f la circulation de H qui associe 3 un arc de H la valeur 1
(respectivement : 3) si 1'aréte correspondante de G est de couleur o
(respectivement : g).

Calculons le bord de f, soit 3 f.

Soit v un sommet de G, de type t(v) = ( C 3, 4) s nhotons e, €35
), les trois arétes 1n01dentes a v, de sorte que ¥ 1 ¢ {2, 3, U}, C soit
la couleur de e; s ¥1ie {2, 3, U4} soit u; 1'arc de H correspondant 3 e;.
Nous associerons 3 v le triplet :

2(v) = (e(uy) £luy), elug) Flug), eluy) £uy))

o, ¥ic{2,3, 40 fely)=+lsiu e (v}

e(ui) = -1 si u; e (u&({v})-

On vérifie alors que :

- t(v) = £, = (x, a;, a;, 8) => z(v) = (1, 1, 3)
- t(v) = £ = (x, Ugs Gn, B) => z(v) = (1, 1, 3)
- tv) = t5 = (%, ay, as, B) => z(v) = (1, 1, 3)
- 8(V) =ty = (%, ag, B, B) = z(v) = (-1, 3, 3)
- t(v) = by = (%, o,y B, 8) = z(v) = (-1, 3, 3)

On en déduit que si v est de type s (1e(1,5ND,af(v) =

On remarque en outreque si v est de type ti et si v' est de type
t'i(i e 1, 51, z(v') se déduit de z(v) par changement de signes,
et donc 3 f(v') = -3 f(v).

Par conséquent 3 f prend ses valeurs dans {-5, +5}.

G vérifie donc (a').

Ceci achéve la démonstration.
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Remarques :

= La coloration en deux couleurs x et y des sommets de G introduite &
la page précédente définit une valuation équilibrée de G & valeurs

5, +2 .

dans {'-3, ki

— La proposition 27 permet de formuler la Conjecture (Cz) comme probléme
de coloration ; elle s'avére utile & L'étude de la propriété F. pour

un graphe cubique donné.






ANNEXE 1

NOMBRE MAXIMAL D'ARETES D'UN
HYPERGRAPHE T -CRITIQUE DE RANG h .






C. R. Acad. Sc. Paris, t. 273, p. 221-223 (26 juillet 1971) Série A

THEORIE DES GRAPHES. — Nombre mazimal d’arétes d’un hyper-
graphe <-critique de rang h. Note (*) de MM. Francois Jarcer et CuARLES
Pavawn, présentée par M. André Lichnerowicz.

Nous démontrons un résultat de nature combinatoire en utilisant la Théorie des
graphes. Ce résultat permet d’établir une propriété des hypergraphes =-critiques
conjecturée par P. Erdés et T. Gallai [(*), (?)]. :

o

Les notations utilisées sont celles de C. Berge (?). Le détail des démons-
trations n’est pas donné et fera I'objet d’une autre publication.

Dans toute la suite h et k désignent des entiers strictement positifs.

Nous appellerons (, k)-couple tout couple (H, K) ot :

— H = (X; &) est un hypergraphe de rang h.

— K = (Y; &) est un hypergraphe de rang k.

— Unec aréte quelconque de I'un des hypergraphes est disjointe d’une
aréte de ’'autre hypergraphe ¢t d’une scule.

Cette derniére condition impose que H et K aient le méme nombre m
d’arétes; cet entier non nul m sera appelé le cardinal du (h, k)-couple.
Nous appellerons support de (H, K) 'ensemble XUY. Enfin (H, K) sera
dit uniforme si et sculement si H ¢t K sont tous deux uniformes.

Nous démontrons le résultat suivant :

Tutorime. — Le cardinal mazimal d'un (h, k)-couple est <h—;l_k>.

Lemme 1. — Le cardinal maximal d’un (h, k)-couple est égal au cardinal
mazimal d’un (h, k)-couple uniforme.

En cffet, étant donné un (k, k)-couple quelconque, on peut construire
un (h, k)-couple uniforme de méme cardinal en adjoignant i certaines
arétes des sommets cxtérieurs au support initial.

Soit alors X un ensemble fini avec | X|{>h 4+ k, et soit C ensemble
des (h, k)-couples uniformes de support inclus dans X. Il nous suflit de

montrer que le cardinal maximal d’un élément de C est (h}};k)
Soit 11 Pensemble des éléments de C de cardinal 1 :
E={(AB):ACX,|A|=h;BCX, Bl =k; AnB— 0.
Soit R la relation binaire sur E définie par

{ soit (A, B')eE,

A,B)R(A",B) <> (A, B). (A, B’ :
@ BRA.B) < (A.B)- (A'B) ! soit (A’, B) € E (oules deux).

Soit. G = (155 R) le graphe simple associé 4 cette relation symélrique
ct antirétlexive. !

Lewse 20 — Le cardina maximal dun élément de C est égal aw nombre
de stalilité = G,



(2)
En effet, a tout stable de G on peut associer un élément de C de méme
cardinal, et réciproquement.
Soit donc & montrer :

a(G)=<h—l}l—k>.

Une partition de E en stables de G :

Soit YCX avec |Y|=h+ k.

Soit E, ={(A,B)eE: AUB =Y.

Ey est un stable de G de cardinal (hi:k> [donc a(G)é(h—;{k”.

L’ensemble des Ey constitue une partition de E.

Une famille de cliques de G :

Soit O un ordre total sur X.

Soit C(O) ={(A,B)eE:Va€A, VIEDB, aOb).

C (0) est une clique de G qui intersecte Ey, VYCX avec | Y| =@ + k.
Soit I' = { C (0): O est un ordre total sur X}.

V (A, B)eli soit I, ,, = {I€l': (A, B)el’ |.

Lyl est indépendant de (A, B); c’est un entier non nul d.

Détermination de « (G). — Soit 5 un stabic de G. Posons
I's = U l‘(,\,n)-
A, B)es

Pour (A, B) et (A',B’) distincts dans S : Izl 4, =@ [sinon
(A, B) R (A, B)].
Done
ITs|= Y, [Tuul=dx|S|.

(A, B)ES

En particulier pour YCX, | Y| =/ + k:

].l‘.;.[:dx!Evi:dx(h ‘,“‘).
' 1
En outve Ty, =T.
Done pour tout stable § de G :
A N LTINS W) Y
soit
. h+k Y (X
1 - i .
dx‘S:._‘dx( h ) et S ( I )
Do

4G - (Iz ;1 A)‘ |

Ceer acheve la démonstration da théoréme.
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Application du résultat auz hypergraphes <-critiques. — H = (X; E,,
i =1, ..., m) sera dit <-critique si et seulement si

Vi, tH—E)<t(H) [donct(H—E)=r1(H)—1].

Vie(1l, m] soit F; un transversal d’ordre «(H) —1 de H — E;
FinEj= g<=)t-—_——].

Soit donc K = <U Fs;Foi=1, ..., m>. S1 h est le rang de H,
(H, K) est un (h, = (H) — 1)-couple.

On en déduit que le nombre maximal d’arétes d’un hypergraphe H
T-critique et de rang h est

(h+:(1111)—1>_

Ce résultat, évident pour h=1(V =) et pour = = 1 (V &), avait été
démontré pour = = 2(V A) par Erdés et Gallai (!), et pour h = 2 (V )
par Lrdss, Hajnal et Moon (*); il faisait 'objet d’une conjecture d’Erdés
et Gallai (').

(*) Séance du 19 juillet 1971,

(") P. Erpds et T. Gavral, Publ. Math. Insf. Hung. Acad. Sc. (Mag. Tud. Akad.), 6,
1961, p. 181-203.

(*) C. BEreGE, Graphes et hypergraphes, Dunod, Paris, 1970.

(*) P. ErpOs, A. HaiNaL et J. Moon, Amer. Math. Monthly, 71, 1964, p. 1107-1110.

I. M. A, G., Cedex 53,
38-Grenoble- Gare, Isére.






ANNEXE 11

GRAPHES PARFAITEMENT
STABLES - CONTINUS






ATTI.1

Les notations utilisées sont celles du Chapitre I.

En particulier le graphe H, est défini par :

1

V(H) = {1, 2, 3, 4} ; E(H)) = ({1, 2}, {1, 3}, {1, 43}.

Dans [16], B. Griinbaum remarque qu'étant donnd un graphe G, pour tout entier
k appartenant 3 1'intervalle [a'(L(G)), a(L(G))], G admet un couplage maximal
de cardinal k.

Posons alors les définitions suivantes :

Un graphe G sera dit stable-continu si pour tout entier k appartenant 3

1'intervalle [a'(G), a(G)1, G admet un stable maximal de cardinal k 5 G sera

dit parfaitement stable-continu si : ¥ A < V(G), A = @, le sous-graphe GA est

stable-continu.

La remarque de B. Grlinbaum peut donc se formuler comme suit : tout R-graphe
(pour la définition des R-graphes, se reporter au Chapitre I, paragraphe IV.1.b)

est parfaitement stable-continu.

Nous &tendrons cette remarque par le résultat suivant :

Proposition : Un graphe est parfaitement stable-continu si et seulement si il
n'admet comme sous-graphe aucun graphe isomorphe a Hl'

En effet :

——— e

a) H1 n'est pas stable-continu ; un graphe parfaitement stable-continu n'admet
donc comme sous-graphe aucun graphe isomorphe & Hl‘
b) Réciproquement, soit G un graphe ne comportant aucun sous-graphe isomorphe

H,. Soit S un stable maximal de G avec [S| < a(G) ; montrons qu'il existe

o

a
un stable maximal de G de cardinal [S| + 1.

Soit Z un stable maximal de G de cardinal «(G). Nous poserons
A=SnZ;B=5S-72;C=2-3;D=V(@G) - (Suyg).

- Tout sommet de B est adjacent 3 au moins un sommet de C (sinon Z ne serait

pas un stable maximal).

- Tout sommet de B est adjacent 3 au plus deux sommets de C (sinon G corpor-

terait un sous-graphe isomorphe 3 Hl)'
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- Les mémes propriétés restent valables en échangeant B et C.

Donc GB(JCrxscomporte que des sommets de degré 1 ou 2.

Soient Xi5 oee Xb les composantes connexes de GBUC (considérées
comme parties de BuC) : les sous-graphes G s een GX sont

soit des cycles €lémentaires, soit des chain;s élémengaires ;

donc, ¥i e (1, ... p} :
(Xi nCl - [Xi n Bl < 1.
Or [S| < a(G) = |2 et done |B| < [cl.

On en déduit qu'il existe un indice J e {1, ... p} tel que :
Ixj nCl - IXj n Bl = 1.

Posons alors S' = [S - (Xj aB)] u (Xj a C).

I1 est clair que S' est un stable de G de cardinal |S| + 1.
Soit alors v « V(G) - S'.

- 81veS:ve Xj n B et donc v est adjacent 3 deux sommets de

X. nCc S'.
J —

- siveZ-S:veC- (Xj n C) et donc v est adjacent 3 au moins

- un sommet de B - (Xj n B) < S'.

- si v D : Supposons que v n'est adjacent 3 aucun sommet de S°'.
S étant un stable maximal, v est adjacent 3 un sommet v, de
S - S = Xj nB; vy est adjacent 3 deux sommets v. et V3 de

2
. .
X nCcS8S

On vérifie immédiatement que G } est isomorphe 3 H1:

{v, Vis Vo, Vs
1l y a contradiction. ~
En conclusion S*' est un stable maximal de G déJcardinal ISt + 1.

On en déduit que G est stable-continu.

¢) Ceci achéve la démonstration.

~

Remarque :

D'aprés la Proposition 8 du Chapitre I et le résultat précédent, si G ne
comporte aucun sous-graphe isomcrphe HI, G vérifie la propriété suivante :
pour tout entier k appartenant & l'intervalle (8(G), a(G)], G admet un

stable maximal de cardinal k.
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VALIDITE DE LA CONJECTURE FORTE DU
GRAPHE PARFAIT POUR LES GRAPHES DE
DEGRE MAXIMUM INFERIEUR OU EGAL A 4






Alll.lLl

I .+ INTRODUCTION

1 . NOTATIONS

Tous les "graphes" dont il est question icl sont des graphes simples.
Etant domné un graphe G nous noterons y(G) son nombre chromatique, w(G)
le cardinal maximum d'une clique de G, et A(G) le degré maximum d'un

sommet de G.

¥AcV(G) (A=z0), GA désigne le sous-graphe de G engendré par A.

¥ v ¢ V(G) nous noterons :

+ G-v le sous-graphe GV(G)—{V} de G.

+ N(v) 1le sous-graphe de G engendré par l'ensemble des sommets adjacents
av.

Nous désignerons par G le graphe complémentaire de G.
Deux graphes seront considérés comme identiques s'ils sont isomorphes.
¥ n ¢ N-{o} nous noterons Kn la clique 3 n sommets, Cn le cycle élémen-

~

taire 4 n sommets et Ln la chalne élémentaire 3 n sommets.

2 . RAPPELS SUR LA CONJECTURE FORTE DU GRAPHE PARFAIT

Récemment L. Lovasz a démontré le résultat suivant ("Conjecture Faible du
Graphe Parfait") : Tout graphe y -parfait est parfait. ({71, Appendice ;
[201).

D'autres travaux ont porté sur la "Conjecture IForte du Graphe Parfait",

qui s'énonce :

Le graphe G est parfait si et seulement si il n'admet aucun sous-graphe

de la forme C ou C, (p 2 2).

2p+1 p+1

La validité de cette conjecture a été dimontrie par K.R. Parthasarathy et

G. Ravindra pour les graphes G ne comportant aucun sous-graphe de la forme

K, .
1, 3
tant aucun sous-graphe de la forme Ky~ X (Ku privé d'une aréte) [92].

("1'étoile 3 trois branches") [91] et pour les graphes G ne compor-
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Nous allons démontrer ici un résultat du méme type, a savoir : la Conjec-
ture Forte du Graphe Parfait est vérifiée pour les graphes dont tous les

sommets sont de degré inférieur ou &gal i 4.

IT . GRAPHES IMPARFAITS - CRITIQUES G TELS QUE 2(G) < 4

Un graphe sera dit imparfait - critique s'il est imparfait (c'est-3-dire
non - parfait) et si chacun de ses sous-graphes (autres que lui-méme) est

parfait.

Proposition | : Soit G un graphe imparfait - critique avec A(G) < 4, Alors :
- Soit il ef?ste un entier p > 2 tel que G = C2p+1'
- Soit G = C7.

En effet :

Soit donc G un graphe imparfait -critique avec A(G) < U4 qui n'est pas de 1la

forme C2er1 (p > 2) ; montrons que G = CY'

1) G est connexe et n'est ni une clique, ni un cycle élémentaire de longueur
impaire ; donc, d'aprés le Théordéme de Brooks ({71 , Chapitre 15,
Théoreme 6) : y(G) < A(G) < 4.

Le cas y(G) < 3 est exclu puisque les graphes imparfaits - critiques de

nombre chromatique 3 sont précisément les C2p +1(p > 2).

Done y(G) = A(G) = 4, w(G) = 3 et, ¥ v e V(G) :
y(G-v) = 3, w(G-v) = 3.

t

2) Soit v un sommet de G. Donnons nous une coloration des sommets de G -v
en 3 couleurs 1, 2 et 3. ¥ i ¢ {1, 2, 3} soit Si 1'ensemble des sommets
de G-v de couleur i ; si 1'on avait Si n V(N(v)) = @, en affectant 3

=z

v la couleur i on obtiendrait une 5 - coloration des sommets de G.

Nous pourrons donc supposer que :

(a) IS1 n V(N(v))| = !82 n VIN(v)) | > IS3 n V(N(v))| = 1.
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On remarquera que v est nécessairement de degré 3 ou 4.
Deux sommets distincts w et w' de N(v) seront dits connectés s'ils sont

de couleurs différentes i et j et s'ils appartiennent 3 1la méme conmpo-

sante connexe de Gsi US.°

Lemme 1 : Pout tout couple de couleurs distinctes i et j : il existe
un sommet de couleur i et un sommet de couleur j de N(v) qui sont
connectés.

En effet sinon en échangeant les couleurs i et j sur toutes les conpo-
santes connexes de GS. y g. contenant au moins un sommet de Sir1V(N(v))
et en affectant 3 v l; couieur 1 on obtiendrait une 3 - coloration des

sommets de G.

Lemme 2 : Pour tout couple de couleurs distinctes i et j : il existe
un sommet de couleur i et un sommet de couleur j de N(v) qui sont adja-
cents.

En effet soit Tij 1'ensemble des chalnes &€lémentaires de GS v S
1 J
conportant une extrémité dans S; n V(N(v)) et 1'autre dans

Sj n V(N(v)). Tij est non vide d'aprés le Lemme 1.

Soit H un élément de Tij de longueur minimum £ > 1. H n'admet pas de
cordes ; de plus v n'est adjacent 3 aucun sommet de H en dehors de ses
extrémités w et w'. Donc H v {{v, w}, {v, w'}} constitue un cycle éié—
mentaire sans cordes de G de longueur impaire & + 2. Comme G ne comporte
aucun sous-graphe de la forme C2p+1(p > 2), nécessairement ¢ = 1 et le
Lemme 2 est démontré.

Lemme 3 : Le sommet v est de degré U4 et de plus N(v) = Ly
En effet :
- 51 vest de degré 3 : d'aprés (a), ¥ i ¢ {1, 2, 3},

(Si a V(N(v))| = 1. Donc d'aprés le Lemme 2, N(v) = K3 : ceci est

incompatible avec w(G) = 3 et il y a donc contradiction.

- v est donc de degré U4 ; d'aprds (a), 181 n VIN(v))I = 2 et

IS2 a V(N(v))| = Sy n V(N(v))| = 1. Nous poserons :

5
81 n V(N(v)) = {wl, w'l} et '5; n V(N(v)) = {wi}
(¥1ie {2, 3}).
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D'aprés le lemme 2 : W, et w3 sont adjacents ; de plus, W, est adjacent
2 au moins un sommet de S1 n V(N(v)), soit par exemple Wy o3 Wy ne peut

alors étre adjacent a Wy (wl, Wy Wy, V engendreraient K, dans G) ; donc
Wy est adjacent 3 w'l. On vérifie alors que W, n'est pas adjacent 3 w'1

(w'l, Wy 5 Wy » V engendreraient Ky dans G).

D'autre part W, et w'l, étant de méme couleur, sont non adjacents. N(v)
est donc une chaine de longueur 3 d'extrémités w, et w'l. Ceci achéve
la démonstration du Lemme 3.

G est donc un graphe connexe, U4~ régulier, n'admettant aucun sous—-graphe
de la forme 02p+1(p 2 2), et tel que : ¥ v e V(G), N(v) = Ly . Nous allons

vérifier que ces propriétés suffisent 3 caractériser le graphe C%.

Soit R la relation binaire sur V(G) définie comme suit - ¥ v, we V(G)
VRwW <= west un sormet de degré 2 de N(v). On vérifie immédiatement

qQue R est une relation antiréflexive et symétrique.

Nous noterons également R le graphe associé 3 la relation R
(V(R) = V(G) ; {v, w} ¢ E(R) <= v R w).

- Soit e une aréte de G, e = {v, w}.
+ si w est un sommet de degré 2 de N(v) : e ¢ E(R).
+ sinon, soit w' le sommet de degré 2 de N(v) adjacent 3 w ; v est un
sommet de degré 1 de N(w) et donc w' est un sommet de degré 2 de N(w).
On en déduit queNl'on a a la fois w' R v et w' R w.
€ est donc une ar€te du graphe_carré de R, soit C(R) (dé&fini au

Chapitre I, paragraphe III.3.a).

- Inversement, si e est une aréte de C(R)
+s8lec¢ E(Rj, e ¢ E(GQ).
+ sinon e = {w, w'} et il existe un sommet v tel que : vRw, vRw';

les deux sommets de depré 2 de N(v), w et w', sont adjacents.

Donc dans les deux cas e ¢ E(G). ;

G étant connexe, R est connexe. D'autre part tout sommet de R est de
degré 2. Donc, en posant n = |V(G)]
R = Crl et G = C(Cn).

Il est clairque n 25 ; pour n = 5 et n = 6, on vérifiera sans peine
que G = C(Cn) est impossible (il existerait un sommet v ¢ V(G) tel que
N(v) = LM)'
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Pour n = 7, C(Cn) = 57.
I1 reste 3 montrer que G = C(Cn) est impossible pour n = 8.
Nous allons mettre en évidence la présence de sous-graphes du type

C2p+1(p > 2) dans C(Cn) (¥ n = 8).

Tout cycle &lémentaire sera représenté par une suite de sommets
(chaque sommet apparait une fois et une seule) ordonnée de sorte que
deux sommets consécutifs soient adjacents, ainsi que le premier et le
dernier sommet de la suite.
En particulier nous noterons, ¥n > 8 :
Cn TVp Ve VT (Vi)i.efl, nl
Quatre cas se présentent :
-sin=4r(:2):

S0t o = vy v vy(Voi45) 5 ¢ [, op- 27
br+1(r > 2) :

soit o = vl(v

-sin

211 ¢ [1, 2r]

\

-sin=lUr+2(r > 2)

01t o = (vy; _4)5 . [1, 2r+1]
-s5in =l4r+3(r 2 2)
S0lt 0 = vy v, vy Vs V7 Vo5 465 . [1, 2r-2]
On vérifiera aisément que dans chaque cas ¢ est un cycle élémentaire

sans cordes de C(Cn) de longueur irpaire supérieure ou égale 3 5.

4) Ceci achdve la démonstration de la Proposition 1.

IIT . CONCLUSION

Le résultat suivant découle immédiatement de la Proposition 1 :
t

Proposition 2 : Soit G un graphe tel que A(G) < 4, et n'admettant comme

sous—graphe ni E.], ni aucun C (p 2 2). Alors Gest parfait.

2p+1

Autrement dit, les graphes G tels que A(G) < U vérifient la Conjecture Forte
du Graphe Parfait. Il en est de méme (par complémentarité) pour tous les
graphes G dont chaque sommet est de degré supérieur ou égal 3 {V(G)! - 5.
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