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Avant propos

Ce mémoire présente les travaux de recherche effectués lors de mon passage au
laboratoire Phlam pendant mon D.E.A et mon doctorat (de septembre 2003 & sep-
tembre 2007). Ils concernent I’étude expérimentale du phénomene de localisation
dynamique avec des atomes refroidis par laser. Ce phénomene est en rapport avec
le phénomene de localisation d’Anderson, décrit en physique du solide. Les notions
introductives concernant le chaos quantique, la localisation dynamique et la locali-
sation d’Anderson sont exposées au chapitre premier. Le deuxieme chapitre présente
la réalisation de I'expérience de chaos quantique avec des atomes refroidis par laser
et Iobservation de la localisation dynamique. Le résultat le plus important de ces
travaux, I'observation de la transition d’Anderson avec des atomes froids est pré-
senté dans le chapitre 3. Les autres résultats obtenus pendant ces quatre années
sont présentés dans les articles publiés et placés en annexes. Le premier concerne
I’observation du phénomene de réversibilité de la destruction de la localisation dy-
namique. Le deuxieme article présente les lois d’échelle qui régissent la destruction
de la localisation dynamique par I’ajout d’une fréquence supplémentaire dans le for-
cage. Le troisieme présente une technique de polarisation de spin des atomes qui
permet d’améliorer la résolution de la vélocimétrie Raman jusqu’a la limite Fourier.
Le dernier article concerne le travail exposé au chapitre 3.
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“Le protocole du dialogue expérimental représente pour mous un acqui irréver-
sible. 1l garantit que la nature interrogée par I’homme sera traitée comme un étre
mndépendant qu’on force a s’exprimer dans un langage peut-étre inadéquat, mais a
qui les procédures interdisent de préter les mots qu’on désirerait entendre. Il fonde
ausst le caractére communicable et reproductible des résultats scientifiques; quel que
soit le caractére partiel de ce que l'on somme a la nature de s’exprimer, une fois
qu’elle a parlé dans des conditions reproductibles, chacun s’incline : puisqu’elle ne
saurait nous tromper.” ILYA PRIGOGINE
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Introduction

Le début du XXeme siecle a vu naitre de nouvelles disciplines en physique : la
mécanique quantique et la dynamique non linéaire. La premiére a mis en évidence le
double caractere “onde-particule” de la matiere et la seconde le caractére non linéaire
et souvent chaotique des systemes dynamiques présents dans la nature.

La mécanique quantique est une mécanique des ondes, une des propriétés des
ondes est leur capacité a interférer. Comme en optique ondulatoire, les effets d’inter-
férence, par exemple la diffraction, sont visibles lorsque la longueur caractéristique
du “milieu interférentiel”, par exemple la taille d’une fente, est comparable a la lon-
gueur d’onde considérée. La mécanique quantique traite donc de particules dont
I’extension spatiale considérée sous la forme d’une onde d’amplitude de probabilité
de présence (appelée “fonction d’onde”) est comparable a la longueur caractéristique
du potentiel avec lequel elles interagissent.

Dans I’établissement des fondements de la mécanique quantique, F. Bloch (1928)
en étudiant la propagation des électrons d’un milieu cristallin parfait, a posé les pré-
mices de la théorie quantique des solides. Cette théorie permet d’expliquer I'existence
de matériaux conducteurs dans lesquels les fonctions d’onde électroniques sont dé-
localisées dans I’ensemble du cristal. Plus tard en 1958, P.W. Anderson s’intéresse
a la propagation des électrons dans un milieu désordonné, il montre que le désordre
peut localiser spatialement les fonctions d’onde électroniques et rendre un maté-
riau isolant, par le seul effet des interférences entre les fonctions d’onde. Ce résultat
porte le nom de localisation d’Anderson. Depuis I'article fondateur d’Anderson, un
nombre impressionnant d’études théoriques et numériques sur le phénomene de lo-
calisation ont vu le jour. Le modele prédit l'existence d’une transition de phase
entre un état localisé (isolant) et un état délocalisé (conducteur) pour le modele
d’Anderson & trois dimensions. Bien qu’effectivement des résultats expérimentaux
confirment ’existence d’une transition de phase conducteur-isolant (Metal-Insulator
Transition dans la littérature) pour ce modele, des difficultés techniques associées
aux expériences de physique du solide (échantillons de taille finie, décohérence... )
ne permettent pas d’établir de facon précise les propriétés de la transition comme la
valeur de l'exposant critique.

Les travaux fondateurs de H. Poincaré au début du siecle dernier sur la dyna-
mique non linéaire ont donné une acception bien précise a la notion de chaos classique
apparue dans les années soixante dix. Cette notion concerne les systémes possédant
une grande sensibilité aux conditions initiales conduisant a une imprédictabilité aux
temps longs bien qu’ils soient déterministes. Plus tard, au début des années soixante
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Introduction

avec 'apparition du calcul numérique, 1’étude des systemes chaotiques retrouve de
I'intérét. La possibilité de réaliser des simulations numériques complexes a considé-
rablement accru nos connaissances sur le sujet et de nouvelles notions sont apparues
comme ’espace des phases, les exposants de Lyapunov, la notion d’attracteur ou
encore le théoreme KAM.

L’approche quantique d’un systéeme chaotique pose tout de suite un probléme :
la notion de trajectoire classique dans ’espace des phases n’a plus de sens en méca-
nique quantique puisque la relation d’Heisenberg empéche de définir un point unique
dans cet espace. Il existe pourtant un domaine de recherche dénommé “chaos quan-
tique” qui associe ces deux disciplines. Il s’agit de I’étude des systemes quantiques
qui classiquement (h — 0) possédent une dynamique chaotique. Les études de ces
systemes portent sur l'effet de la dynamique classique chaotique sur les proprié-
tés quantiques, comme par exemple 1’étude des états propres ou la distribution des
niveaux d’énergies du systeme.

Les expériences présentées dans ce mémoire utilisent les propriétés quantiques
d’atomes refroidis par laser pour mettre en évidence un phénomeéne quantique appelé
“localisation dynamique”. Ce phénomene est la conséquence des interférences quan-
tiques qui se produisent dans un systeme, qui classiquement possede une dynamique
chaotique : le “kicked rotor”. La propriété classique essentielle du régime chaotique
pour ce systeme est la diffusion en impulsion. Les interférences quantiques gelent
cette diffusion classique.

En 1982, un article publié par Fishman, Grempel et Prange, établit une corres-
pondance mathématique entre le modele du kicked rotor et le modele d’Anderson
unidimensionnel pour les solides désordonnés. Depuis, des études théoriques et nu-
mériques ont suggeré que ce lien pouvait étre étendu a des dimensions supérieures en
introduisant des fréquences supplémentaires dans le spectre d’excitation du kicked
rotor.

Nous présentons dans ce mémoire la premiere observation expérimentale de la
transition d’Anderson avec des atomes refroidis par laser en utilisant la correspon-
dance entre la propriété de localisation dynamique au sein du kicked rotor et le
phénomene de localisation d’Anderson.

Le premier chapitre introduit les notions nécessaires a la compréhension du phé-
nomene de localisation dynamique. Nous montrons, a l'aide de simulations numé-
riques, la différence de comportement entre la dynamique classique et la dynamique
quantique. L’utilisation des propriétés du théoreme de Floquet montre comment les
effets d’interférences quantiques gelent la diffusion classique induite par la dyna-
mique chaotique. Enfin, nous présentons une introduction au modele d’Anderson
unidimensionnel et sa correspondance avec le modele du kicked rotor.

Le chapitre deux présente ’expérience de kicked rotor atomique basée sur la
soumission d’un nuage d’atomes refroidis par laser & une onde stationnaire pulsée.
Apres une description rapide des techniques utilisées (refroidissement laser, onde
stationnaire et vélocimétrie Raman), nous présentons l'observation expérimentale
de la localisation dynamique et discutions les effets parasites qui peuvent entacher
I’apparition du phénomene.

Le troisieme et dernier chapitre présente d’abord une rapide introduction sur la
transition d’Anderson dans son contexte d’origine : la physique du solide. Puis, nous
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Introduction

présentons le modele du kicked rotor quasi-périodique a trois fréquences et quelques
simulations numériques qui mettent en évidence la transition localisé-délocalisé exis-
tant au sein de ce modele de kicked rotor. Nous présentons aussi la méthode de
“Finite Time Scaling” utilisée pour caractériser la transition et obtenir une valeur
fiable de 'exposant critique. La derniére partie concerne I’observation expérimentale
de la transition d’Anderson avec le modele du kicked rotor a trois fréquences.

Cette étude sur la transition d’Anderson s’inscrit dans la continuité des études
menées par 1’équipe “Chaos Quantique” du laboratoire PHLAM depuis 1999 sur la
destruction de la localisation dynamique par 'ajout de nouvelles fréquences dans
le spectre d’excitation du kicked rotor. En annexe, des articles concernant la des-
truction de la localisation dynamique par ’ajout de fréquences supplémentaires sont
présentés. Le premier montre que dans certaines conditions, la destruction de la loca-
lisation dynamique par une brisure de la périodicité du forcage peut-étre réversible.
Le second article montre I'existence de lois d’échelle qui caractérisent la destruction
de la localisation dynamique lorsqu’on ajoute une seconde fréquence incommensu-
rable avec la fréquence principale d’excitation.
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Chapitre 1

Chaos quantique avec une
particule dans un potentiel
sinusoidal pulsé : le kicked rotor

La notion de chaos quantique se définit pour un systéeme quantique dont la limite
classique (h — 0) posséde une dynamique chaotique. Cette définition concerne le
chaos dit hamiltonien. Le chaos dissipatif et les phénomenes d’attracteurs associés
en sont exclus. La propriété essentielle du chaos classique est la forte sensibilité
aux conditions initiales. Deux trajectoires initialement proches dans l’espace des
phases divergent exponentiellement 1'une de 'autre, avec un argument v > 0 appelé
“exposant de Lyapunov” (figure 1.1) :

5z(t) ~ 52(0)e” (1.1)

La conséquence directe de cette forte sensibilité aux conditions initiales est 'im-
prédictabilité aux “temps longs” bien que les trajectoires soient régies par des équa-
tions déterministes. Malgré cette difficulté, les outils de la dynamique non-linéaire
(section de POINCARE, développement multi échelle, dynamique symbolique...) per-
mettent des études approfondies des systemes chaotiques. Par exemple, les sections
de POINCARE vont nous permettre, dans la premieére partie de ce chapitre, d’étudier
la dynamique a la limite classique de la particule dans un potentiel sinusoidal pulsé.
Lorsque I’on va s’intéresser aux effets de la dynamique quantique du méme systeme,
les contraintes du formalisme de la mécanique quantique rendent ces outils mal
adaptés. Par exemple, la relation d’indétermination de HEISENBERG (AxzAp > g)
ne permet pas directement 'utilisation de la section de POINCARE, puisque la no-
tion de trajectoire (au sens classique) n’a plus de sens. De plus, le comportement de
la fonction d’onde est décrit par I’équation de SCHRODINGER qui est parfaitement
linéaire. Il faut donc s’attendre a une différence de comportement marquée entre la
dynamique quantique et classique.

La littérature spécialisée présente souvent le rotateur pulsé (d-kicked rotor) pour
I'étude du chaos quantique [1]. Ce modele est devenu, apres plus de deux décennies,
un paradigme pour I’étude du chaos quantique grace a sa simplicité et surtout parce
qu’il se préte facilement a des études numériques [1] et expérimentales [2]. Dans ce
chapitre, nous présentons un modele formellement identique, celui de la particule
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Chapitre 1. Chaos quantique avec une particule dans un potentiel sinusoidal
pulsé : le kicked rotor

A
§ Trajectoire en dynamique chaotique,f
© /
s /
) /. . . . s
(0] / Trajectoire en dynamique régulié
©
8 /
© ’, 4 R4
o DA
W X+ox.P) T
ox _-—.-nr-—’ ................................
(X, P) >
Temps

Fi1G. 1.1 — Trajectoires possibles correspondant a un couple de variables dynamiques
dans l’espace des phases. Dans le régime régulier, deux conditions initiales proches
(séparées de 6x(0)) suivent des évolutions proches l'une de l'autre (courbe continue
et courbe fine en pointillé). Dans un régime chaotique, les deux trajectoires initiale-
ment proches s’écartent exponentiellement ['une de l’autre (courbe continue et courbe
épaisse hachée).

dans un potentiel sinusoidal pulsé. Ce modele est tres proche de la réalisation ex-
périmentale décrite au chapitre suivant. La premiere partie de ce chapitre comporte
une étude non exhaustive de la dynamique classique de cette particule. Les diffé-
rents comportements et leurs propriétés sont passés en revue, en nous attardant sur
le régime chaotique qui nous intéresse plus particulierement. La seconde partie est le
pendant quantique de la premiere. Nous y étudierons le comportement quantique du
rotateur forcé (quantum kicked rotor) et nous verrons que la dynamique quantique
est radicalement différente de son analogue classique. Pour finir ce chapitre, nous
verrons que le modele du quantum kicked rotor présente de fortes analogies formelles
avec le modele d’Anderson unidimensionnel pour les solides désordonnés.

1.1 Dynamique classique du rotateur forcé

Le traitement qui suit est celui du modele du rotateur forcé introduit pour la
premiere fois par Boris Chirikov [3]. Il a pour but de fixer les idées sur les points
importants pour I'étude du pendant quantique de ce systéeme présenté en 1.2 et
développé dans ce mémoire.

1.1.1 Modele

Le modele communément étudié dans la littérature est celui d’un rotateur simple
de masse m et de longueur [, évoluant dans un espace libre sans frottements, qui
subit périodiquement un forgage bref (ici, des pics de DIRAC) que 'on désignera dans
ce mémoire par le néologisme “pulse” (figure 1.2).
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1.1. Dynamique classique du rotateur forcé

V(X)
> 4
J
- ~
d S
/ \ >
\ / P
Se 0% I*
1 X >
" V(X)
J A
- ~
7’ N >
/ \ P
\
ARG

X

Fi1G. 1.2 — Le rotateur pulsé périodique ou “0-kicked rotor” en anglais d gauche et
une particule dans le potentiel périodique pulsé a droite. En haut le rotateur et la
particule évoluent librement sans frottement. En bas, les deux subissent un forcage
(kick) dont l'intensité dépend de la position angulaire 6 pour le premier et spatiale
X pour la seconde. Le forcage se répéte périodiquement dans le temps.
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Chapitre 1. Chaos quantique avec une particule dans un potentiel sinusoidal
pulsé : le kicked rotor

Le hamiltonien H;(t) d’'un tel systéme s’écrit sous la forme :

2

Hi(t) = g—l + kT sin(0) Y 6(t — nT) (1.2)

ol J est le moment cinétique du pendule, I = mi? son moment d’inertie, k I'intensité
du pulse et T la période de forgage. Afin d’avoir une correspondance directe et rapide
avec le chapitre suivant, nous allons tout de suite passer a un modele “linéaire” du
rotateur pulsé : celui de la particule dans un potentiel sinusoidal pulsé (figure 1.2).

Pour cela, nous considérons une particule de masse m évoluant avec une impul-
sion p = mwv . Celle-ci est soumise a une force qui dérive d’un potentiel sinusoidal
V(X)=W s1n(27rX ) de période spatiale A. Ce forgage se répete périodiquement sous
la forme d’un peigne de DIRAC de période T'. L’hamiltonien Hs(t') s’écrit alors :

2

Hy(t) = 2— + Vosm Z S(t' —mT) (1.3)

Nous pouvons introduire des variables sans dimension pour le temps

t/
t=— 1.4
=, (1.4)
I’espace
2 X
= 1.5
= (15)
et I'impulsion
27 T'p
P=—— 1.6
— (1.6)
et obtenir le hamiltonien normalisé suivant :
P2 N-1
H(t) = = + K sin(x) > 6t —n). (1.7)
n=0
Nous obtenons alors :
Ar” T2
H(t) = > Ha(t) (1.8)
mA
avec
47 T2
= — Vo (1.9)
mA

K est appelé le “parametre de stochasticité”.

Le modele de la particule dans le potentiel sinusoidal pulsé est donc formellement
identique a celui du rotateur pulsé : il constitue un modele “déplié” ou “linéaire”
de celui-ci. Par conséquent, dans la suite de ce mémoire nous utiliserons le terme
consacré “kicked rotor” pour désigner I'un ou l'autre des modeles puisqu’ils sont
caractérisés par le méme hamiltonien (1.7).
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1.1. Dynamique classique du rotateur forcé

1.1.2 Application standard

Pour étudier la dynamique de notre particule dans sa globalité, I'outil le plus
pertinent de la dynamique non linéaire & notre disposition est le portrait de phase.
Le portrait de phase est la représentation, ici a deux dimensions, de ’ensemble des
couples de variables (z, P) accessible au systeme. Pour déterminer la dynamique du
systeme (I’évolution d’un point de l'espace des phases dans le temps), nous partons
des équations du mouvement de HAMILTON-JACOBI :

dx OH
— = — 1.10
dt oP ( )
dpP OH
- - 7= 1.11
dt oz ( )
On a donc :
dx
— = P 1.12
g7 (1.12)
N-1
dP
—- = —Kcos(a) > 6t —n) (1.13)
n=0
Nous obtenons en intégrant les équations entre les temps n+eetn+1+¢€:
n+l+e
Tn+l4+e — Tn4e = / Pdt (114)
n-+-e
ntl4e N-1
Poitse— Puye = — / K cos(z) 3 6(t — n)dt (1.15)
n+e n=0
n+l—e n+1 n+l+e
n+e n+l—e n+1
n+l4e N-1
Poitse— Pove — — / K cos() 3 6(t — n)dt (1.17)
n+te n=0
Soit :
Tn4+l4e — Tnte — (1 — QE)PTL + EPn + EPn+1 (118)
Pn_|_1+€ - Pn+5 = -K COS($n+1) (119)

L’impulsion de la particule a l'instant n, P, est modifiée par la force appliquée a la
position z,,. En prenant la limite lorsque ¢ — 0, nous obtenons alors deux relations
de récurrence entre la position et I'impulsion (1.3) :

{wn-i—l = Tn + Pp (120)

P,y1 = P,— Kcos(xpt1)
Ces relations de récurrence proposées par Chirikov [3], sont connues sous le nom
d’application standard (figure 1.3). Elles permettent de déterminer ’évolution des
variables x et P sur un temps discrétisé dont l'incrément est la période des pulses.
Le portrait obtenu est donc une vue “stroboscopée”, a la fréquence de forcage, de la
dynamique de notre particule pour différentes conditions initiales.
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Fi1G. 1.3 — Application standard. Représentation de la dynamique des variables conju-
guées x (modulo 2m) et P en fonction du temps (K =5).

Analyse du portrait de phase

Selon la valeur du parametre de stochasticité K, nous pouvons distinguer trois
types de régimes dynamiques différents pour notre particule.

Le premier pour K = 0 est un régime ou I’énergie est conservée, le hamiltonien
ne dépend pas du temps, il décrit simplement la conservation de la quantité de
mouvement, la particule est libre. Le portrait de phase (figure 1.4) présente des
droites a impulsion constante (le rotateur tourne infiniment a sa vitesse initiale).

Le second régime dynamique est celui pour lequel le forgage est ressenti comme
une perturbation! par la particule (K < 1) (figure 1.4). Les trajectoires de I'espace
des phases proches de P = 0 (modulo 27) se sont alors refermées sur elles-mémes
(le rotateur “oscille”). Ces structures sont appelées orbites périodiques. Les autres
trajectoires se sont courbées; la particule subit sans cesse des accélérations puis des
décélérations (le rotateur décrit des rotations forcées). En augmentant la valeur du
parametre de stochasticité (avec K < K, ~ 0,9716) de plus en plus de trajectoires
se déforment et certaines disparaissent au profit de zones restreintes ou la dyna-
mique de la particule est stochastique et les corrélations temporelles des variables
dynamiques deviennent nulles. Les orbites périodiques constituent alors des ilots de
stabilité ou cette corrélation temporelle est préservée. Les zones de stochasticité ne
sont cependant pas assez importantes pour que la particule puisse parcourir la ma-
jorité de I'espace des phases (figure 1.5). Des barrieres (fleches sur la figure 1.5)
contraignent la particule a se déplacer dans des zones restreintes en impulsion. Ce
n’est que lorsque K = K. ~ 0,9716, qu'une dynamique chaotique au sens stricte

!'Dans ce cas le hamiltonien dépend du temps et I’énergie n’est plus conservée. Mais une pro-
priété essentielle du hamiltonien est toujours valable : le volume de ’espace des phases se conserve
(Théoreme de Liouville). Cette propriété exclut alors des phénomenes du type attracteur réservés
au chaos dissipatif.

20
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F1a. 1.4 — Portrait de phase pour K =0 (noir), K = 0,01 (bleu), K = 0,02 (rouge).
Si la particule posséde une impulsion proche de P = 0 modulo 2w, les trajectoires
sont refermées sur elles-mémes, elle visite périodiquement une zone restreinte en
position. Sinon elle parcourt I’ensemble de l’espace des positions.

apparait. Les dernieres barrieres en impulsion se déchirent permettant a la particule
de visiter la totalité de I'espace des phases.

Pour K.. < K < 5, le portrait de phase suggere plusieurs types de régimes
dynamiques. L’un, composé de mouvements réguliers (par exemple, sur l'ilot de
stabilité au centre de la figure 1.6), semblable & la dynamique pour K < K. Un
autre, composé de mouvements chaotiques (zone de comportement erratique autour
de la l'llot central). Des zones plus discretes du portrait de phase (voir encart de
la figure 1.6), génére un comportement dynamique plus subtil appelé intermittence?
[4]. La densité importante de ces zones autour des ilots de stabilité montrent que la
particule explore plus souvent et de fagon quasi-réguliere celles-ci. Ce mouvement
quasi-régulier imposé par ces régions est brutalement interrompu par une salve de
mouvements stochastiques lorsque la particule se retrouve dans la partie chaotique de
I’espace des phases. Avec 'augmentation de K, les trajectoires périodiques s’effacent
au profit du chaos. Plus rien ne s’oppose a une diffusion ergodique dans I’espace des
phases (figure 1.7).

211 s’agit d’un comportement dynamique courant dans la nature. L’exemple typique est I’écou-
lement d’un liquide dans une conduite : un écoulement laminaire pendant un temps “long” peut
brutalement basculer en un écoulement turbulent et vice versa.
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Fia. 1.5 — Portrait de phase pour K = 0,9. De faibles zones de chaos apparaissent
autour des ilots de stabilité mais les barriéres (fleches) empéchent la particule d’ex-
plorer tout l’espace en impulsion.

3 -1 0 1 D 3

P

FiG. 1.6 — Portrait de phase pour K = 1,5. Des zones de chaos coexistent avec des
ilots de stabilité. Les zones trés denses autour des ilots de stabilité sont des zones
de stabilité marginale, la particule suit une dynamique quasi réguliere (elle repasse
quasi périodiquement dans la méme zone du portrait de phase) puis brusquement elle
s’échappe dans la zone chaotique.
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1.1. Dynamique classique du rotateur forcé

Fi1c. 1.7 — Portrait de phase pour K = 5,8. Le chaos remplit entierement [’espace
des phases. C’est la situation que nous utilisons pour l’étude du chaos quantique.

1.1.3 Diffusion en impulsion

Le portrait de phase de la figure 1.7 suggere qu’un ensemble de particules sou-
mis & un forcage fort (K = 5,8) diffuse dans 'espace des phases, et donc dans
I’espace des impulsions. Un régime diffusif est caractérisé par la variation linéaire
de I’écart quadratique moyen d’une variable dynamique. Grace aux relations (1.20),
nous pouvons écrire :

N-1
Py—-PF = KZcos(xi) (1.21)
=0
et donc :
2 K?
(Py—P)) = Datk)N =~ En (1.22)

L’énergie cinétique ~ ((Py — Pp)°) croit donc linéairement en fonction du temps
avec un taux appelé taux de diffusion classique D (K) qui vaut en premiere ap-
proximation KTQ

Nous pouvons suivre 1’évolution d’un ensemble de N particules (uniformément
distribuées sur lintervalle [0;27] avec Py = 0 pour toutes), soumises au régime
chaotique (K = 5,8) en itérant numériquement 'application standard (1.20). La
figure 1.8 représente 1’évolution de la variable P au cours du temps. Cette figure 1.8
montre que les particules explorent ’espace des impulsions sur une largeur qui croit
avec le temps. La probabilité fy(P) de trouver une particule dont I'impulsion est
comprise entre P et P+dP au temps N est bien décrite par une fonction gaussienne
(figure 1.8 (b)) :
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Fia. 1.8 — Evolution de la variable P en fonction du temps pour 500 conditions
initiales sur x (a). Distribution de probabilité f(P), aprés 50 pulses (b), la forme
gaussienne (fit hachuré) de celle-ci est caractéristique d’un régime diffusif.
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ou la variance ajv est proportionnelle ((Py — Py)’). On peut donc réécrire la proba-
bilité fn(P) de fagon générale :

fn(P) (1.23)

1 e

2D (K)N
IN(P) = ———e¢ 1.24
) 27Dy (K)N ( )
La variance de la distribution de probabilité fx(P) croit donc linéairement dans le
temps avec un taux D (K) (la largeur croit donc avec la racine du temps). Des
calculs plus précis [3, 5] et des simulations numériques [6] (figure 1.9) révelent que le
taux de diffusion D (K) suit en fait seulement approximativement ce comportement
parabolique. Un comportement oscillant, décrit par des fonctions de BESSEL, vient
se greffer sur le comportement parabolique du taux de diffusion, on aboutit alors a
une expression plus complexe pour Dy (K) :

TK2{1 - 2J5(K)[1 — Jo(K)]}, K >4,5

Da(K) ~ { 0,30(K — Kop)3, K., <K<4,5 (1.25)

En conclusion, nous avons vu dans cette partie qu’un ensemble de particules
soumis & un potentiel sinusoidal pulsé (kicked rotor) subit, pour un forgage fort
(K > 5, régime chaotique), une diffusion ergodique dans ’espace des phases. La dis-
tribution en impulsion de cet ensemble suit alors une loi gaussienne dont la variance
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1.1. Dynamique classique du rotateur forcé
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F1G. 1.9 — Evolution du tauz de diffusion classique D,(K) en fonction du paramétre
de stochasticité K. Les carrés et les ronds correspondent a des simulations numé-
riques pour lesquelles [’écart quadratique en impulsion a été moyenné respectivement
sur le temps et la position (en vertu de l’ergodicité du systéme); la courbe en trait
discontinu représente ’évolution moyenne (1.22) et celle en trait plein le calcul plus
précis Dy (K) donné par l'équation (1.25). Figure reproduite avec l’aimable autori-
sation de Hans Lignier [6].
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(proportionnelle de I’énergie cinétique moyenne de cet ensemble) croit linéairement
avec le temps. Nous avons donc le premier ingrédient pour la réalisation du chaos
quantique : un systeme qui classiquement comporte du chaos.

1.2 Traitement quantique

Dans cette partie, nous allons traiter le cas d’une particule quantique c’est a
dire une particule délocalisée dont ’extension spatiale, sous la forme d’une onde
de probabilité est comparable & la longueur caractéristique du potentiel (A) dans
lequel elle évolue. Cet extension spatiale est donnée par la longueur d’onde de DE
BROGLIE :

Ade Broglie ™~ A. (126)

Ce cas nécessite un traitement par le formalisme de la mécanique quantique. Le
hamiltonien considéré ici est identique au cas classique précedent & I’exception pres
que le couple de variables dynamiques (z, P) est remplacé par le couple d’opérateurs
(z,P) :

Lo N-1
v P i
H = 5 + K sin(%) ngo d(t—n) (1.27)

L’évolution de I'état | ¢(t)) est alors régie par I’équation de SCHRODINGER :

d | ()

7 IR SV & | 1.2
w0 — e (1.28)
ou
4 2
po L (1.29)
mA

est le parametre liant les opérateurs position & et impulsion P par la relation de
commutation [z, ]5] = ik. Il s’agit d’une constante de PLANCK normalisée. Ce para-
metre £ est proportionnel a la période T' du forgage appliqué a la particule quantique,
lorsque T' — 0, & — 0, la dynamique classique domine. Au contraire, lorsque la pé-
riode du forcage est grande, la constante de PLANCK % 2 1. La dynamique quantique
domine. Pour satisfaire a la définition du chaos quantique, nous avons donc deux
contraintes sur les parametres K et k a respecter :

K>5
{ N (1.30)

Dans cette partie, nous allons d’abord présenter la méthode utilisée pour déter-
miner I’évolution temporelle du quantum kicked rotor. Par la suite, nous appliquerons
cette méthode a des simulations numériques qui nous permettront d’étudier la dy-
namique quantique de notre particule. Nous verrons alors que celle-ci se différencie
nettement de la dynamique classique vue précédemment.
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1.2. Traitement quantique

1.2.1 Opérateur d’évolution

Une approche équivalente a 'intégration de I’équation de SCHRODINGER, consiste
a utiliser 'opérateur d’évolution. L’évolution de la fonction d’onde est décrite entre
deux instants t; et ¢y selon la relation :

| (t2)) =Ul(t2, t1) | ¥(t1)) (1.31)
ou U (t2, t1) est Popérateur d’évolution issu de I'intégration de I’équation de SCHRO-
DINGER :

. 1 2.
U(tQ, tl) =T exXp { H(t)dt} s (1.32)
ik Jy,
T désignant 'opérateur produit d’ordination temporelle qui prend en compte les
subtilités de la non-commutation du hamiltonien avec lui méme pour des temps
différents. En prenant 'opérateur d’évolution sur une période (“1” en unités réduites)
tel que : )

[P+ 1)) =U@) [ 4(1)), (1.33)
le calcul de celui-ci est simple et la fonction d’onde au bout n pulses s’écrit simple-
ment : R

| () = U(1)" | 4(0)) (1.34)
Partant d’un temps ¢ avant ’application d’un pulse, 'opérateur U (1) sur une période
s’écrit comme le produit suivant :

0(1) = Upr(‘P)UpulseUpr(l - ), (1.35)

ou pour I’évolution libre de la particule avant le pulse :

P’y
Upr(p) = exp (z o7 ) (1.36)

et lors de 'application d’un pulse :

2 . (| P? Ksin(2) —
Upulse—iz% T exp _Z/l_e 2%4‘%7;05@—71) dt
K sin(4
= exp <ZSI;I(;E)) : (1.37)

Le terme de propagation libre pendant le pulse tend vers 0, quand la durée du
pulse tend vers 0 (le pulse étant un pic de DIRAC). Le dernier opérateur d’évolution
Upr(1 — ) permet de compléter la période en évolution libre sur une durée 1 — ¢ :

Upr(1 — ) = exp (—ZP(;E_SO)> : (1.38)

Dans la suite nous prendrons ¢ = 0 afin de faciliter les calculs, sans bienstar modifier
la physique du probleme.

Nous allons utiliser la propriété (1.35) de décomposition de I'opérateur d’évolu-
tion sur une période pour réaliser des simulations numériques et déterminer la dy-
namique quantique d’une particule et notamment I’évolution de 1’énergie cinétique
moyenne dans le temps (1(n) | P* | 1(n))/2.
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1.2.2 Dynamique quantique : la localisation dynamique

Dans la section précédente, nous avons vu que, classiquement, dans un régime
chaotique, I’énergie cinétique du kicked rotor évolue linéairement avec le temps, ce
qui correspond a une dynamique diffusive ou la distribution d’impulsion est une
gaussienne qui s’étale linéairement avec le temps. Les premieres simulations numé-
riques concernant la dynamique quantique du kicked rotor, qui ont été réalisées par
Casati, Chirikov, Ford et Izrailev [1, 7], révelent que le comportement quantique
rompt nettement avec la dynamique classique. Nous proposons dans cette section de
reprendre les principaux résultats de ces travaux via le méme type de simulations
numériques a 'aide de la méthode exposée ci-dessous.

Principe du calcul numérique

Nous pouvons écrire, pour les opérateurs position & et impulsion P, les équations
aux valeurs propres suivantes :

Tle) = | x)

PPg) = (P+a)|Pg) (1.39)

ou | z) et | P,q) sont respectivement les vecteurs propres des opérateurs & et P. La
variable ¢ qui apparait dans la seconde équation est appelée quasi-impulsion, c’est
un bon nombre quantique pour notre probléeme, cette variable se conserve lorsque la
particule regoit un nombre entier de quantum d’impulsion & via 'opérateur Upulse
qui ne couple que les états | P, q) distants d’un nombre entier de fois % :

i K sin(&)

UPU186’P7q> = ¢ * ‘P7q>
K )
= > <k> e~ | P q) (1.40)

= ;Jn <I7§> | P+ nk,q)

ou Jy(z) est la fonction de Bessel. La quasi-impulsion ¢ couvre ’ensemble des va-
leurs de l'intervalle [0;1[, appelé “zone de Brillouin”. L’existence de ce bon nombre
quantique est une conséquence de la périodicité spatiale du potentiel (Théoreme de
Bloch [8]).

Il apparait donc, via les équations aux valeurs propres (1.39), que les matrices
des opérateurs Upr(l) et Upulse sont diagonales respectivement dans I’espace {P}
des impulsions et {X'} des positions. Cette propriété facilite le calcul de la fonction
d’onde apres une période d’évolution, 'application de I'opérateur se résumant a un
produit simple. Une transformée de Fourier nous permet de passer d’un espace & un
autre. La méthode utilisée pour le calcul numérique est donc la suivante :

— Nous décomposons la fonction d’onde | ¢ - (P, q)) (n  correspond au temps

juste avant I’application du pulse n) dans I’espace { P} pour une quasi-impulsion

q donnée :
+L

| Yo (P@)) = D ag-(P.q) | P.q) (1.41)

P=—1L
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1.2. Traitement quantique

en choisissant une restriction de cette base dont la dimension, égale a 2L 41 ,
est choisie telle que les “états du bord” ne soient pas significativement peuplés
pendant la durée de la simulation afin d’éviter des effets numériques parasites.
— une transformée de Fourier discréte nous permet de passer dans l'espace {X'} :

+2r/(2L+1)

[do-(@)) = Y ay(a)]a) (1.42)

=0

avec

i, ( Z ¢ "a,- (Pq) (1.43)

— On applique alors 'opérateur Upulse :

+27/(2L41)

Uputse | P4 (@) = G+ (@) = D g~ (@) Upuise | @) (1.44)

z=0

427/(2L4+1) t27/(2L+1) )
i K sin(x)

@) = Y Gy (@e T o= Y e * a (z)]a)
=0 =0
(1.45)

en posant d+ (z) = e ay- () (n' représentant le temps juste apres 'ap-
plication du pulse n), nous avons la fonction d’onde | 9 +(z)) juste apres
Papplication d’un pulse (toujours dans 'espace {X'}) :

+2m/(2L+1)

[dor(2)) = D Gy (@) |2) (1.46)

=0

— Ensuite, nous repassons dans l’espace {P} gréace a la transformée de Fourier
inverse :

+27/(2L41)
| Y (Pa)) = > ag-(Pg) | Pg). (1.47)
z=0
avec :
P, 1.48
(P = Z (@) (1.48)
— nous pouvons alors appliquer 'opérateur propagation libre Upr(l) :
+L
Upr(1) | ot (P,@) =| ¥~ (P@)) = Y age (P,@)Up(1) | Pg)  (1.49)
P=—L
+L
|4 (Pa)) = D ag+(Prg)e Py = Z e e (P | P
P=—L
(1.50)
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. p2

et avec a,- (P, q) = e ay+ (P, q) nous obtenons la fonction d’onde | Y - (P,q))
juste avant le pulse suivant (dans l'espace {P}) :

+L

| ¢, (P)) = Y a-(Pg)| P (1.51)
P=1L

Pour propager la fonction d’onde sur N périodes, il suffit donc de réitérer cette
procédure N fois. Nous avons alors acces a la distribution en impulsion | ¥ (P, q) |
Expérimentalement, comme nous allons le voir au chapitre suivant, les particules
que nous utilisons ont des conditions initiales qui se répartissent uniformément sur
la totalité de la zone de Brillouin. Cela a pour effet de moyenner la distribution
d’impulsion sur la quasi-impulsion et de lisser le bruit quantique de la fonction
d’onde. Numériquement, 200 conditions initiales sur la zone de Brillouin suffisent
a rendre compte des observations expérimentales. En plus de cette distribution en
impulsion, les observables (P°) et | ¥x (P = 0) |"vont nous permettre de caractériser
la dynamique quantique du kicked rotor.

Localisation dynamique

Les simulations numériques sur la dynamique quantique présentées dans cette
section ont été réalisées pour des parametres (K k) accessibles expérimentalement.
Comme distribution d’impulsion initiale, nous prenons une distribution en impulsion
de forme gaussienne et de largeur a mi-hauteur égale 4 unités &, celle-ci est com-
parable & la distribution en impulsion réelle de notre nuage d’atomes froids (voir
chapitre 2).

Pour une dynamique quantique chaotique (K > 5; k& > 1), on s’attend a ce
que l'accroissement de 1’énergie cinétique correspond au modele classique avec un
coefficient de diffusion quantique qu tel que, de maniere asymptotique :

D, ~

2

K. (1.52)

DN | =

En fait, la figure 1.10 montre que <P2> suit cette tendance seulement pour un
temps® fini, son évolution s’écarte ensuite radicalement de 1’évolution classique. On
observe alors une saturation de 1’énergie cinétique vers une valeur asymptotique, il
s’agit du phénomene de gel de la diffusion classique. On définit alors le temps de
localisation Ny, le temps pour lequel la valeur asymptotique de I’énergie cinétique
serait atteinte si la dynamique avait conservé son taux de diffusion initial qu (figure
1.10).

Si I’énergie cinétique atteint une valeur asymptotique, il est naturel de penser que
la distribution en impulsion, elle-aussi, n’évolue plus apres ce temps. La figure (1.11)
montre 1’évolution de la distribution en impulsion en fonction du temps. La distri-
bution initiale de forme gaussienne s’élargit, dans un premier temps, comme dans le
cas de la diffusion ergodique vu plus haut. Apres ce temps V)., cette distribution

3Le temps pour lequel la dynamique quantique suit la dynamique classique, est appelé le temps
d’ EHRENFEST (tg).
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ON 100 200 300 400 500
loc n

F1a. 1.10 — Evolution de l’énergie cinétique moyenne du quantum kicked rotor. Les
parametres sont K = 7,5, k = 2,89. Aux temps courts, la dynamique quantique suit
un régime diffusif avec un taux de diffusion quantique Dy(K) ~ 3,40 (droite en trait
plein)(Dy(K) ~ 44, D (K4) = 2,69), celle-ci s’écarte ensuite d’un comportement li-
néaire pour rejoindre une valeur moyenne asymptotique (trait en pointillé). Le temps
de localisation (repéré par la droite verticale en pointillé) est évalué a Njye ~ 15.

prend la forme d’une fonction double exponentielle :

—| P
2 2P,

| <P ‘ ¢n>Nloc> ‘ ~ e (1'53)

avec Pioe ~ \/<leoc ] P? | ¥n,,.) appelée longueur de localisation. A partir de cet
instant, la forme de cette distribution n’évolue que tres peu en fonction du temps,
le centre de celle-ci est figé et seules les ailes de la distribution, loin en impulsion,
contribuent & laccroissement de 'énergie cinétique (figure (1.12)) vers sa valeur
asymptotique. Le gel de la distribution en impulsion sous forme d’une fonction double
exponentielle constitue le phénomene de localisation dynamique.

Meéme si la dynamique quantique est radicalement différente de la dynamique
classique, des études théoriques fines [9] réalisées par D. L. Shepeliansky montrent
que le coefficient de diffusion quantique, qui est le taux de diffusion initial avec lequel
I’énergie cinétique crolt pour un temps N < N, s’exprime de la méme maniere que
le coefficient classique :

2

D,(K) = (g) Dy (Ky) (1.54)
q
avec K, = 2% sin(%).
La dynamique chaotique quantique est donc, aux “temps longs”, fondamenta-
lement différente de son analogue classique. Elle est caractérisée par un gel de la
diffusion en impulsion et par une forme en double exponentielle pour sa distribution
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F1G. 1.11 — Ewvolution de la distribution en impulsion en fonction du temps. Pour
K =175 Ek=2,89.
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F1a. 1.12 — Distribution en impulsion pour K = 17,5, k = 2,89, N = 50 (trait plein
noir), N =200 (rouge) et N = 500 (bleu). La forme triangulaire en échelle logarith-
mique (double exponentielle en échelle linéaire) est caractéristique de la localisation
dynamique. Celle-ci varie peu entre N = 50, N = 200 et N = 500. En pointillé, la
distribution en impulsion dans le cas classique a titre de comparaison.
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1.2. Traitement quantique

en impulsion. Nous allons voir maintenant comment nous pouvons interpréter ce
résultat a I'aide du théoréeme de Floquet.

1.2.3 Interprétation de la localisation dynamique
Théoréeme de Floquet

Usuellement, dans les probléemes de mécanique quantique, la décomposition d’un
état initial sur les états propres du hamiltonien indépendant du temps permet de
déterminer son évolution temporelle. Dans notre systeme, cette décomposition n’est
pas directement applicable puisque celui-ci est explicitement dépendant du temps.
Heureusement, la périodicité du hamiltonien nous permet d’utiliser le théoreme de
Floquet [10], en définissant des valeurs et états propres de I'opérateur d’évolution
sur une période :

U lj)=e ") (1.55)
ou |j) est un quasi-état propre de Floquet associé & la quasi-énergie €; (27 pério-
dique). On a donc pour une évolution sur N périodes :

oY) =€ ). (1.56)

Pour déterminer ces quasi-états et quasi-énergies propres, on diagonalise la matrice
de Topérateur d’évolution U(1) dans la base qui nous intéresse : la base {P}. Les
éléments de cette matrice en représentation {P} s’écrivent :

2
R o R(P +a) K
(Pl P =@ " 7 Tpp(3). (1.57)

ou Jn(x) est la fonction de Bessel. La figure (1.13) montre ces quasi-états propres
dans la base {P} pour différentes valeurs du parametre k. Pour décrire approxima-
tivement la forme de ces quasi-états propres, il existe une formule empirique :

_V2|P—P;—q|
o e T P>0
](P,q |J>’ (8  VE|P+Pj+dl s
e “ , P<0

ou L; représente I'écart quadratique moyen de I'impulsion pour P;. Ces quasi-états
sont d’autant plus larges que la valeur de % est petite et celle de K grande, c’est a dire
que pour une dynamique chaotique proche de la dynamique classique & — 0, les états
propres occupent une grande partie de ’espace des impulsions {P}. On retrouve la
dynamique classique diffusive. A contrario, plus la dynamique est quantique (& > 1),
plus les états propres sont localisés en impulsion.

La figure 1.14 représente la distribution en impulsion de I’état initial et quelques
états de Floquet. Seuls les états proches de l'impulsion P = 0 centrés sur un in-
tervalle de +4k, dont le recouvrement avec la distribution d’origine est important,
sont peuplés significativement. Les quasi-états loin en impulsion, que la distribution
d’origine ne recouvre pas, ne participent pas a la localisation dynamique. La figure
1.15 montre les quasi-énergies pour les quasi-états propres significativement peuplés
par la distribution d’origine (pour un recouvrement |(3 |j)|” > 107°) en fonction
du parametre K. Plus la valeur de K est grande, plus le nombre d’états propres
significativement peuplés est important.
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Fia. 1.13 — Module au carré de quelques états propres de Floquet pour k = 2,89
(a), k =3,46 (b) et k = 4,53 (c) et K =7,5. Les quasi-états sont symétriques (ou
anti-symétriques) par rapport a P = 0.
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Fia. 1.14 — La distribution d’impulsion d’origine (en pointillé) et quelques états
propres de Floquet (traits plein) pour k = 4,53 et K = 7,5. La distribution d’origine
ne recouvre que les quelques états Floquet proches de P = 0 (par exemple ici ’état
de Floquet représenté en noir), les autres états de Floquet loin en impulsion (les
deux états représentés en gris et gris clair) ne participent pas significativement a la

localisation dynamique.
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Fia. 1.15 — Evolution des quasi-énergies des états de Floquet significativement peu-

plés (tels que le taux de recouvrement avec l’état initial : |{1)g |j>|2 > 107%) en
fonction de K pour k = 2,89. La densité des quasi-états impliqués augmente avec le
parametre K.

Evolution de 1’énergie cinétique

De fagon analytique, il est possible grace au théoreme de Floquet de montrer que
I’énergie cinétique sature au bout d’un temps Njye.
Pour cela, prenons un état initial [tpg) décrit par une fonction gaussienne de

largeur <P§ > qui ne recouvre que quelques quasi-états propres |j) :

j=a

o) = > ujli) (1.58)

j=—a

tel que Vj € [—a;al ,|(j [¢0)]* > S, S étant un seuil prédéfini tel que V(P < 20

Apres N d’applications de Popérateur d’évolution U (1), la largeur de I’état produit
est définie par :
N FON A2

(Py) = (un| P’ n) = (0o @) PP @) |wo).  (159)

Nous pouvons alors introduire deux relations de fermeture sur les quasi-états de
Floquet et obtenir :

(P) =32 o i) GO P @) k) (k] o)
j k

(Fe) = e ) G ) o

35



Chapitre 1. Chaos quantique avec une particule dans un potentiel sinusoidal
pulsé : le kicked rotor

Nous pouvons alors isoler les termes tels que j = k et utiliser la relation (1.58) :
a2 i —iN(e;—€r) S
<P]2V> :Z\uj|2 <]‘P2‘j>+26 o w;up, <]’P2’k‘> (1.60)
J J#k

Le second terme de I’équation (1.60) est une somme de fonctions oscillantes de
différentes fréquences w;, = €; — €. Cette somme tend vers 0 lorsque N — oco. En
fait, elle devient négligeable devant le premier terme des que N > Nj,.. On a alors
pour la largeur de I’état localisé :

2 2/ | a2
<PN>>NZDC> ~ Z |uj| <.7 )P
J

En réalité, le nombre de quasi-états peuplés par la fonction d’onde initiale [¢)y) est
infini mais seul un nombre fini Ny, quasi-états dont le taux de recouvrement avec
|tho) est supérieur & un seuil S défini, joue un role significatif dans la localisation
dynamique* (figure 1.15). Puisque les quasi-énergies sont réparties sur l'intervalle
[0; 27], celles-ci sont séparées d’une distance moyenne en énergie € = K,—’L Le second

j>. (1.61)

terme de I’équation (1.60) devient donc négligeable pour un temps égal a 2?“ Nous
avons donc une limite inférieure pour le temps de localisation N, :

2m
Nige = ? = Nw (162)

Le temps de localisation Nj,. est le temps donné par I'inégalité de Heisenberg pour
résoudre les Ny, quasi-états impliqués dans la localisation dynamique et ainsi révéler
le caractere discret du spectre des quasi-énergies. Dans la représentation {P}, les
quasi-états sont espacés de k et les Ny quasi-états impliqués dans la localisation

dynamique se répartissent sur la longueur de localisation : P, = (Pf\,lop), nous
donc Ny = Hlee = Vi, it le t de localisation :
avons donc Ny, = ~ee = Y—loc 50it pour le temps de localisation :

2

Py, ) /D, KON
Nloc% e = q( q) ZOC- (163>

k k

Nous obtenons la dépendance en K et & pour la limite inférieure du temps de loca-

lisation : )

Dy(Kq) K~

S
Cette égalité (1.64) va nous étre fort utile puisque les parametres K et &k sont les
seuls parametres auxquels nous avons acces expérimentalement.

Nloc ~ (164)

Dans cette section, nous avons vu que la dynamique quantique du kicked rotor est
différente du cas classique développé plus haut. Dans un premier temps, le systéme
suit une dynamique semblable a la dynamique classique, 1’énergie cinétique croit

4On peut montrer que tant que la largeur de Pétat initial est faible devant la longueur de
localisation, la forme de la distribution en impulsion de cet état initial ne joue aucun role significatif
sur le temps de localisation.
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linéairement en fonction du temps et la fonction d’onde s’élargit en impulsion. Puis
I’énergie cinétique s’écarte de ’accroissement linéaire pour tendre vers une valeur
asymptotique. Le fonction d’onde se fige alors sous la forme d’une exponentielle
décroissante. Le théoreme de Floquet permet une interprétation de ce phénomene,
appelé localisation dynamique. La fonction d’onde d’origine est projetée sur les quasi-
états propres de Floquet qui sont initialement recouverts par celle-ci. Les parametres
K et k déterminent la largeur en impulsion de ce recouvrement (la longueur de
localisation) et le temps nécessaire a ce recouvrement (le temps de localisation).

1.3 Localisation dynamique et localisation d’Anderson

En 1928, BLOCH [8] publie un article sur la propagation des électrons dans un po-
tentiel périodique, il s’agit de la premiere pierre a ’édification de la théorie quantique
des solides. Celle-ci a permis d’expliquer de nombreuses propriétés électroniques des
solides telles que le caractere isolant ou conducteur ou encore les matériaux transpa-
rents et réfléchissants. Dans le cas du potentiel périodique, celui généré par un réseau
cristallin parfait, les fonctions d’ondes électroniques ont la propriété d’étre délocali-
sées sous la forme d’ondes de Bloch sur la totalité du réseau cristallin (figure 1.16).
Plus tard, en 1958, ANDERSON [11] s’intéresse & la propagation des électrons dans un
milieu désordonné. Des défauts introduits dans la matrice cristalline (par exemple
des défauts compositionnels comme ’ajout d’impuretés dans le cristal), jouent le
role du désordre. Si l'intensité du désordre est suffisamment importante, les fonc-
tions d’onde électroniques vont se localiser spatialement (figure 1.16). Ce résultat,
qui porte le nom de localisation d’Anderson, est un phénomene ondulatoire tout a
fait général qui affecte aussi la propagation des ondes classiques (ondes sonores [12],
lumineuses [13, 14], etc). Dans cette section, nous allons introduire brievement le
modele d’Anderson pour les solides désordonnés a une dimension et montrer qu’il
est mathématiquement équivalent au modele du kicked rotor.

@
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F1a. 1.16 — Ondes de Bloch (a) et localisation d’Anderson (b). Dans un réseau cris-
tallin parfait, les fonctions d’ondes électroniques sont délocalisées en ondes de Bloch
(a). L’ajout d’un défaut (I’atome de couleur claire) localise les fonctions d’ondes.
C’est la localisation d’Anderson.
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1.3.1 Localisation d’Anderson

Le modéle d’Anderson est un terme générique qui regroupe diverses variantes de
I’équation de SCHRODINGER pour un potentiel aléatoire & une dimension. Son ori-
gine physique est I’étude de la propagation des électrons dans un métal qui contient
des impuretés. A faible température, nous pouvons éliminer les collisions inélas-
tiques électrons-phonons qui deviennent négligeables, seules les collisions élastiques
électrons-électrons et les interactions des électrons avec le potentiel du réseau cris-
tallin subsistent. Les électrons se trouvent alors dans un état quantique cohérent et
les effets d’interférence sont importants.

En négligeant les interactions coulombiennes entre les électrons, nous pouvons
écrire I’équation de SCHRODINGER stationnaire (équation aux valeurs propres) a un
électron et a une dimension d’espace :

2

HU — _2%\1; (2) + V(2)¥(z) = EV(z) (1.65)
ou le potentiel V() représente 'interaction entre un électron et les atomes du réseau.
Si V(x) est périodique, on retrouve le résultat des ondes de Bloch [8]. Pour le modele
d’Anderson, V(x) est une fonction aléatoire dont les corrélations sont a “courte
portée”.

Cette équation de SCHRODINGER (1.65) se préte mal a des investigations analy-
tiques ou numériques. Une discrétisation va nous simplifier la tache en remplacant la
variable continue x, par une variable discrete n, indice des sites du réseau. Pour cela,
nous décomposons la fonction d’onde ¥ sur les états de Wannier [15] du réseau :

(@) = ¢nln). (1.66)

Les états de Wannier |n) sont des états localisés sur chaque site n du réseau. En
projetant 1’équation (1.65) sur les états de Wannier, on obtient le hamiltonien des
liaisons fortes (tight-binding) :

(H¢)n = Ztn,id)n—i—i +vnn = E¢y (167)

ou les termes diagonaux v, sont les énergies de sites, ils constituent une moyenne du
potentiel V' (z) pour des valeurs de x proches du site n. Les termes non diagonaux
tn, sont les taux de transition (hopping rates) entres sites. Il s’agit de quantités
complexes proportionnelles aux amplitudes de transitions quantiques d’un site n a
un site n + i, ces taux de transition décroissent rapidement avec | n — i |. De plus,
le caractére hermitien du hamiltonien impose ¢, ; = t:n On peut alors simplifier
I’équation (1.67) par une approximation “aux premiers voisins” :

tn,1¢n+1 + tn,—1¢n—1 + Un¢n = E¢n (1'68)

Afin d’extraire la propriété qui nous intéresse : la localisation, nous pouvons
écrire cette équation (1.68) sous une forme matricielle :

< “b;:l > =T, ( qﬁf: ) (1.69)
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E*’Un tn,—l
Tn — tn,l tn,l .
1 0

T, est une matrice aléatoire puisque ANDERSON postula en 1958 que leffet du
désordre est de rendre le terme diagonal aléatoire, ici I’énergie de site v,. Par itéra-
tion de I’équation (1.69), on obtient :

Oyl | ®1
< iy )_TnTn_l...T1<¢0 ) (1.70)

Le comportement asymptotique d’une fonction d’onde générique de conditions ini-

avec

tiales ( 1 ) arbitraires est donc lié au comportement du produit d’'un grand

%o

nombre de matrices aléatoires 2x2. Le comportement asymptotique d’un tel pro-
duit de matrices, aléatoires 2x2, indépendantes, équidistribuées, est caractérisé par
I’existence de la limite suivante :

N

1
’y:]\l[%ﬁln Tr HT” (1.71)

n=1

La limite v est appelée exposant de Lyapunov par analogie avec la dynamique non
linéaire. Pour le modele d’Anderson, on montre que la valeur de I’exposant de Lyapu-
nov est strictement positive pour toute valeur de I’énergie E et de toute distribution
d’énergie de sites v,. Une fonction d’onde générique évolue donc typiquement en
valeur absolue selon :

[ In | ¢n [|~ yn, (1.72)

c’est a dire exponentiellement avec la distance n, de méme que dans un systeme
dynamique chaotique, ’écart | dz | entre deux trajectoires dans I'espace des phases
croit exponentiellement avec le temps : | dz |~ ¢"". Les fonctions propres du hamil-
tonien H dans le cadre de I'approximation aux premiers voisins sont les solutions
de I’équation (1.68), la seule solution physique pour la fonction d’onde ¢, est la dé-
croissance exponentielle pour n — +o0o. Nous obtenons alors I'image d’un électron
localisé dont la probabilité de présence décroit selon la loi :

—2y|n—zg|

[ n [~ e (1.73)

ou z¢ est la position centrale définie comme centre de gravité de la distribution de
probabilité de I’électron

TG = Zn | dn |2 . (1.74)

L’inverse de ’exposant de Lyapunov est appelé longueur de localisation, il s’agit de
I’extension spatiale typique d’un état localisé :

£ = (1.75)

1
gl
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Nous venons de montrer que les fonctions d’onde des électrons dans un métal
contenant des impuretés sont localisées spatialement. La diffusion spatiale, qui est
la régle dans un potentiel périodique, est stoppée par les interférences des fonctions
d’onde, soumises aux défauts du potentiel créés par ces impuretés. Ce résultat porte
le nom de localisation d’Anderson ou de localisation forte. Il faut souligner le fait que
nous traitons le cas d’un métal, c’est-a-dire que les électrons concernés remplissent
partiellement la bande de conduction, la densité d’état électronique p est donc non
nulle. Cependant, le phénomene de localisation provoque 1'absence de diffusion des
électrons® et donc le coefficient de diffusion D = 0. Or la conductivité o, s’exprime :

o=¢Dp (1.76)

avec e la charge de I’électron. La conductivité o est donc nulle et le métal devient
un isolant que ’'on nomme “isolant d’Anderson”. Le modele d’Anderson décrit donc
une “suppression” de la conductivité due au “désordre diagonal”.

1.3.2 Equivalence de la localisation d’Anderson et de la localisation
dynamique

L’utilisation d’un terme issue de 1’étude de la dynamique non linéaire des sys-
témes chaotiques (I’exposant de Lyapunov) n’est pas anodine et trahit 1’existence
d’un lien entre la localisation d’Anderson et la localisation dynamique. La fonction
d’onde du centre de masse de la particule dans le cadre du kicked rotor joue le role de
la fonction d’onde électronique dans le modele d’Anderson. Et la localisation spatiale
du modeéle d’Anderson est équivalente a la localisation en impulsion dans le kicked
rotor. Ce lien a été formellement établi en 1982 par Fishman, Grempel et Prange
[16, 17]. Nous proposons maintenant de voir de fagon synthétique en quoi ces deux
modeles sont semblables.

Pour le kicked rotor, nous avons le hamiltonien suivant :

~ N-1
~ P
H =~ + Ksin(2) > 6t —n)
t=0
que nous pouvons réécrire de cette fagon :
N-1
H=F{GP)+V(2)> 5(t—n)} (1.77)
t=0
A ~2 N
avec G(P) = Lo et V(2) = K%n(x) En utilisant les opérateurs d’évolution définis
dans la partie 1.2.1 qui s’écrivent maintenant :
p2
)= , (1.78)

~ —iV (&)
Upulse =€ = €

®L’article fondateur d’Anderson ([11]) porte d’ailleurs le titre “Absence of diffusion in certain
random lattices”.
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nous obtenons des relations de récurrence entre les fonctions d’ondes avant ’appli-
cation d'un pulse (¢, ) et apres application d'un pulse (¢;+1 )

Yppa(p) = eGPy (p)

¥ Vi) - , (1.79)
{ 1/’;;1(37) = eVl )¢n+1(37)

avec ¢, (x) = Zemwn(p), la fonction d’onde apres une période d’évolution s’écrit

alors :

U1 (P) = > Jp—ge G0 (g) (1.80)
g

avec ,
1 " . —V(x)
Ip—g = — dz ! P=9)7¢
pP—g o 0

Nous pouvons ensuite décomposer la fonction d’onde initiale sur les états de Floquet :

[ o) = > u; 14), (1.81)

et obtenir des relations semblables aux relations (1.79) pour les coefficients u; :

U, = 9Dyt
+ v -, 0 (1.82)
u () = e u (x)
avec : .\ _ .
i€, i +
uj =e’ ZJj_ke Uy, (1.83)
k

ou u]_ et u;r sont respectivement les coefficients de Floquet avant et aprés I’applica-
tion d’un pulse. Il faut ensuite utiliser une représentation alternative de ’opérateur
V(z) en utilisant un opérateur W (z) hermitien défini comme :

V@ 1+ iW(x)

= 1) (1.84)

puis définir :

L
u= % (1.85)

on a alors en utilisant (1.82) :

(1—iW(z) uz) = u (z)
{(1+iW($)) wz) = u'(z) (1.86)

que l'on injecte dans I’équation (A.8) pour obtenir dans l’espace des impulsions :

Uy + 1 Z Wn—rthy = {um — zz erur} e (1.87)

avec U, la représentation de u dans ’espace des impulsions et W, la transformée
de Fourier de W (x). E,, = €, +G(m). Cette équation (1.87) peut étre réécrite pour
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obtenir une équation semblable & 1’équation du modele d’Anderson (1.67) (un calcul
détaillé est disponible en annexe A) :

Tontim + Z Withar = Bt (1.88)
T
avec . o
T = tan [ =2 ) = tan em + G(m) (1.89)
2 2
et B = —Wy. T,, constitue I’énergie du “site d’impulsion” m , T;, n’est pas stricto

sensu aléatoire, mais ses propriétés statistiques sont tres proches des propriétés
statistiques d'une séquence de nombres aléatoires puisque G(m) ~ am’ (modulo 1)
avec « irrationnel [17], elle est pseudo aléatoire. Le terme W, est le taux de transition
vers le “site d’impulsion” r , c’est a dire le couplage entre les classe d’impulsion p
et p + r. Cette équation établit le lien entre la dynamique quantique du kicked
rotor et le modele d’Anderson de la physique du solide. L’impulsion quantifiée du
premier jouant le réle du site cristallin dans le second. La localisation en impulsion
du quantum kicked rotor est donc I’équivalent de la localisation spatiale du modele
d’Anderson.

Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons vu qu’une particule classique dans un po-
tentiel sinusoidal pulsé est soumise, pour un forcage suffisamment fort, a un régime
chaotique. Ce régime chaotique est caractérisé par une diffusion ergodique dans I’es-
pace phase et par conséquent par une diffusion en impulsion. La distribution en
impulsion d’un ensemble de particules soumises a un tel régime prend une forme
gaussienne qui s’élargit en fonction du temps. L’ensemble voit son énergie cinétique
croitre linéairement en fonction du temps. Ceci constitue la premiere condition du
chaos quantique : un comportement chaotique a la limite classique. Le traitement
quantique du méme systéme possede un comportement radicalement différent. Apres
un temps caractéristique, les effets d’interférence prennent le dessus sur la diffusion
classique, la fonction d’onde de la particule prend alors une forme d’exponentielle
décroissante qui n’évolue plus en fonction du temps. L’énergie cinétique sature et
atteint une valeur asymptotique. Ce phénomene porte le nom de localisation dy-
namique. Enfin, nous avons vu que le phénomene de localisation dynamique est
équivalent a un modele décrivant la propagation des ondes dans un milieu désor-
donné : le modele d’Anderson & une dimension. Ce modele est lui aussi caractérisé
par une localisation mais dans ’espace des positions. Nous allons voir au chapitre
troisieme que ’analogie entre les deux modeles peut étre étendue a trois dimensions
la ou le modele d’Anderson prédit une transition de phase entre un état localisé et
délocalisé.
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Chapitre 2

Un kicked rotor avec des atomes
refroidis par laser

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié de fagon théorique et numérique,
le comportement du quantum kicked rotor et nous avons vu que celui-ci présentait
une localisation dynamique caractérisée par un gel de la diffusion classique et par
une forme exponentielle de sa distribution d’impulsion. La premiere proposition ex-
périmentale pour vérifier la réalité de ce phénomene avec des atomes froids revient a
Graham, Schlautmann et Zoller [18] en 1992 ou les auteurs proposent de mesurer la
déflection subie par les atomes qui traversent une onde stationnaire. La réalisation
d’une expérience proche de cette proposition revient a ’équipe de M. Raizen en 1994
[2] ou les auteurs mesurent la distribution en impulsion d’un nuage d’atomes froids
soumis a une onde stationnaire modulée en phase. L’année suivante, la méme équipe
mesure directement la distribution en impulsion d’un nuage d’atomes de césium
refroidis soumis a une onde stationnaire pulsée [19] et observe que celle-ci localise
effectivement. Cette expérience constitue véritablement la premiere expérience de
kicked rotor. C’est la méme expérience qui est reproduite par notre équipe avec
néanmoins quelques différences comme dans l'acquisition des distributions en im-
pulsion. Dans ce chapitre, nous décrivons d’abord les divers éléments de I'expérience
chaos quantique comme le piege magnéto optique, ’onde stationnaire et en seconde
partie, le dispositif de spectroscopie Raman pour mesurer les distributions de vi-
tesse. Puis nous nous attardons sur l'observation expérimentale de la localisation
dynamique, les conditions sur les parametres pour 'obtenir et les effets expérimen-
taux qui peuvent altérer le phénomene de localisation dynamique.

2.1 Atomes froids dans une onde stationnaire

Pour que le caractere quantique du kicked rotor se manifeste, nous avons vu qu’il
nous faut des particules dont la longueur d’onde de DE BROGLIE est comparable a
la longueur caractéristique du potentiel avec lequel elles sont en interaction :

h
Ade Broglie — 5 ~ A. (21)

Les atomes froids possedent une telle caractéristique. En effet, ils possedent une
vitesse tres faible de 'ordre du cm/s et, en vertu du principe d’HEISENBERG, une
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

Séquence de
Réalisation du d Spectroscopie
. , pulses de
Etape nuage d’atomes , Raman et
. l'onde , .
froids . . détection
stationnaire
Durée ~ 55 ms ~ 7ms ~ 50 ms

TaB. 2.1 — Durées typiques des étapes d’une expérience de kicked rotor quantique
(Vordre de réalisation se lit de la gauche vers la droite).

longueur d’onde de DE BROGLIE qui est comparable a la longueur typique du poten-
tiel optique créé par un faisceau laser (de 'ordre de la centaine de nm). Le potentiel
avec lequel les atomes froids interagissent dans notre expérience est celui créé par
une onde stationnaire dont la période spatiale est de I'ordre de 3\4e Brogiie~ 400nm.
Cette onde stationnaire est pulsée dans le temps ce qui permet de créer un kicked
rotor atomique a I'image du modele des billes placées dans le potentiel sinusoidal
pulsé présenté au chapitre premier.

Nous allons décrire dans cette section le déroulement de la séquence expéri-
mentale résumée dans le tableau 2.1. Elle commence par la production du nuage
d’atomes froids via une technique de refroidissement et de piégeage magnéto optique
puis continue avec ’application des pulses d’onde stationnaire et se termine par la
mesure de la distribution en impulsion du nuage via une technique de vélocimétrie
Raman.

2.1.1 Le piégeage magnéto-optique

La technique du piégeage magnéto-optique (PMO) est tres bien connue [20, 21,
22]. Elle nous permet d’obtenir un nuage, de petite taille (~ 1mm3), constitué de
quelques millions d’atomes a une température d’environ 3 uK. Il est facile de faire
interagir ce nuage avec des faisceaux lasers de diametre ordinaire (~ 1000pm). La
distribution en impulsion d’un tel nuage est tres étroite et ne couvre que quelques
unités d’impulsion normalisées P et par conséquent que quelques états de Floquet
du kicked rotor (voir Chapitre 1). Cette propriété est tres intéressante, le phéno-
mene de localisation dynamique apparait plus rapidement si le nombre d’état de
Floquet peuplés par I’état initial est faible (section 1.2.3 du chapitre 1). Dans cette
sous section, nous ne faisons qu’une breve introduction a la technique du piégeage
magnéto-optique’, puis nous donnons les caractéristiques du nuage d’atomes froids
obtenu.

Le PMO est constitué d’une cellule cubique (d’aréte =10 cm) de quartz conte-
nant une vapeur de césium a tres basse pression (1078mbar), placée dans un gradient
de champ magnétique créé par deux bobines et irradiée par trois paires de faisceaux
lasers rétro-réfléchis (appelés laser PMO) orthogonaux entre eux et se croisant en
son centre (figure 2.2). Le point d’intersection de ces faisceaux lasers coincide avec

'Pour le lecteur avide d’informations sur le sujet, auteur lui recommande la référence [22].

44
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—
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5.170 855 370 625 GHz (exact)

Fic. 2.1 — Niveauz d’énergie de la transition Dy du césium. Le faisceau piege est
accordé a une fréquence légérement inférieure a la fréquence de transition |Fy = 4) —
|Fe = 5). Le faisceau repompeur est accordé sur la transition |Fy =3) — |Fo =4).
Noter que l’échelle des fréquences est différente pour les sous-niveaux fondamentaux
et les sous-niveaux excités.

F,=3
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

le zéro du champ magnétique engendré par les deux bobines en configuration anti
Helmoltz. De facon plus précise, les bras du PMO sont constitués de deux faisceaux
lasers superposés accordés sur la transition Do du césium. Le premier est accordé a
une fréquence légerement inférieure a la transition ‘651 12 By = 4> — ’6P3 2; Fe = 5>
(figure 2.1). Sa fonction est de refroidir les atomes via l’effet Doppler et de les piéger
au centre de la cellule grace au couplage avec le champ magnétique. Les nombreux
cycles de fluorescence (accompagnés d’échange d’impulsion avec les photons) les ra-
lentissent considérablement. En choisissant judicieusement la polarisation des fais-
ceaux PMO, la levée de dégénérescence des sous-niveaux Zeeman créée par le champ
magnétique fait subir préférentiellement aux atomes, la pression des photons qui les
poussent vers le centre du piege. Les atomes s’accumulent alors au zéro du champ
magnétique qui constitue le centre du PMO. L’ensemble des sous niveaux excités
étant tres proches les uns des autres, il existe une probabilité non négligeable que
des atomes effectuent la transition |Fy = 4) — |F, = 4) puis relaxent en partie vers
I'état |Fy = 3) (figure 2.1) échappant ainsi a l'interaction avec le premier laser de
refroidissement. Pour recycler ces atomes “perdus”, nous utilisons le second faisceau
laser dit “repompeur” accordé sur la transition |Fy = 3) — |F, = 4). Celui-ci réin-
tegre les atomes dans les cycles fluorescences induits par le laser PMO. Sur la figure
2.2, celui-ci est géométriquement confondu avec le laser PMO bien que son origine
se trouve dans une diode laser différente du premier. Il faut bien se rendre compte
de I'importance de ce second faisceau laser car sans celui-ci, les atomes finiraient par
s’accumuler dans I’état |Fy = 3) échappant ainsi au processus de refroidissement. La
température du nuage obtenue est d’environ quelques dizaines de micro-Kelvin.

A la fin de cette séquence de refroidissement Doppler, un nouvelle phase prend
le relais appelée phase “Sisyphe” [23, 24]. Cette phase permet d’abaisser encore la
température du nuage jusqu’a une température de 3,3 uK. Pendant cette phase, le
champ magnétique est coupé, la puissance du laser piege est réduite & 10% de sa
valeur initiale et le désaccord de celui-ci passe de facon adiabatique de —0, 2I" a —8I.
Cette phase qui dure environ 20ms, nous fait perdre la grande majorité des atomes
piégés (80%) mais le gain en température est considérable.

Une fois la séquence de refroidissement terminée, la grande majorité des atomes
se trouve dans I’état |Fy = 4). La distribution en impulsion du nuage est tres fine.
La largeur de celle-ci qui n’est que de quelques unités d’impulsion P (figure 2.3)
nous donne une température de 3,3 uK. A la fin de la séquence, I’ensemble des
faisceaux lasers sont coupés via des modulateurs acousto-optiques et des obturateurs
mécaniques (minimisant d’éventuelles fuites). Sous 'action de la gravité, le nuage
débute une chute libre et diffuse spatialement.

2.1.2 L’onde stationnaire

Une fois le nuage d’atomes froids préparé par le PMO, la phase suivante constitue
I’expérience de chaos quantique. Le nuage en chute libre rentre alors en interaction
avec le potentiel sinusoidal pulsé réalisé avec une onde stationnaire (obtenue par
rétro-réflexion d’un faisceau laser sur un miroir) pulsée. L’expérience de chaos quan-
tique dure au maximum 7 ms, il s’agit du temps pour lequel 'interaction entre
le nuage et I'onde stationnaire horizontale (donc perpendiculaire & la direction de
chute) reste constante. Dans cette section, nous allons voir comment le laser crée le
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Miroir

Cellule contenant
du césium
Bobine

Faisceaux laser Nuage d’atomes

(PMO-+repompeur)

FiG. 2.2 — A gauche une vue schématique du piege magnéto-optique. Les trois fais-
ceauz (contenant les deux radiations piége et repompeur) sont rétro-réfléchis par des
miroirs. A leur intersection, qui coincident avec le zéro du champ magnétique créé
par les bobines, se forme le nuage d’atomes froids. A droite, un photographie en
fausse couleur du piége prise a l'aide d’une caméra infrarouge. L’intensité (du bleu
au rouge) représente l'intensité de la fluorescence, on distingue nettement les trois
paires de faisceaux ainsi qu’au centre le nuage.

Amplitude (Log) (U.A)

10 I I I
-10 -5 0
P/ 2 hbar kL

F1G. 2.3 — Distribution en impulsion du nuage issue de piége magnéto-optique (noir).
Le profil de celle-ci est gaussien (fit en gris). La température du nuage déterminée
a partir de la largeur de la distribution en impulsion est =~ 3,3 uK
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

potentiel sinusoidal, puis apres une description du montage (celui-ci étant différent
de celui présenté dans [6]), nous montrerons comment a partir des caractéristiques
de notre laser, obtenir les parametres K et k& qui caractérisent la dynamique du
kicked rotor quantique. Nous terminerons en décrivant les limitations et contraintes
imposées a ces parametres.

Le potentiel lumineux

Cette partie rappelle rapidement comment une onde stationnaire peut agir sur
un nuage d’atomes froids [25, 6] pour réaliser 1’équivalent de la particule dans un
potentiel sinusoidal pulsé présenté au chapitre premier.

Soit un atome & deux niveaux? (de fréquence de transition wg/27) soumis &
deux ondes progressives d’amplitude Ey et de fréquence wy, se propageant dans deux
sens opposés. Le champ qui résulte de U'interférence de ces deux ondes est modulé
spatialement :

E(z,t) = 2FEycos(kz) cos(wpt) (2.2)

ol k = wr,/c. L’atome se trouve alors dans une onde stationnaire. L’action du champ
ainsi créé par les deux faisceaux lasers, pourvu qu’il soit suffisamment loin de la
résonance, est de déplacer les niveaux d’énergie de l'atome. Ce déplacement est
proportionnel & 'intensité du champ électromagnétique, qui dans notre situation est
modulé spatialement, ’atome ressent alors un potentiel périodique :

1 + cos(2kz)

V(z) = Vocosz(k:z) =W 5

(2.3)
avec Vo =4 | Ey |

On peut alors montrer [26, 6] que 'atome placé dans une séquence périodique
(& la fréquence F') de pulses d’onde stationnaire lumineuse (de fréquence optique
wr/2m), réalise, a condition que la durée 7 des pulses soit suffisamment courte et
que le désaccord 07, = wy, —wyp soit grand par rapport a la largeur des niveaux (I") (de
fagon a ce que les effets de la pression de radiation et de ’émission spontanée soient
négligeables), un kicked rotor. L’onde stationnaire agit alors comme un potentiel
sinusoidal sur le centre de masse des atomes. La force qui dérive de ce potentiel
trouve son origine dans le fait que les atomes échangent des photons et donc de
I’impulsion, par processus stimulé, avec 'onde stationnaire. La dynamique du centre
de masse des atomes est alors soumise au hamiltonien réduit :

p2 N1—1
H = =+ kcos(0) ZO d(n —ny), (2.4)
ni=

oun = Ft, 0§ = 2kpz {modulo 27} (k, = 27/\, avec A, la longueur d’onde dans le
vide du champ électromagnétique correspondant a deux fois la distance entre deux

~ 2
maxima du potentiel), P = %ﬁ k=31, (1 = ZQTf = %(M‘) (Ti) (%) est le

REF?2

2Bien que le césium posseéde plusieurs états d’énergie, il est possible ici de le réduire, en premiere
approximation, & un atome a deux niveaux, a condition qu’il soit préparé dans un des deux niveaux
hyperfins de 1’état fondamental (ici |Fy = 4)), et que les niveaux excités (répartis sur environ de
500Mhz) soient considérés comme équivalents & un seul état. Ce qui est possible si les sources
lumineuses sont trés désaccordées par rapport a la transition considérée (plusieurs GHz).
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2.1. Atomes froids dans une onde stationnaire

potentiel optique dépendant de la fréquence de Rabi Qg, avec I I'intensité laser en
n2k2

5 est

2 . oLz . , . sy 2
mW /cm”, I 'intensité de saturation, I' la durée du niveau excité et fuw, =
Iénergie de recul), H = gffg H' et d(n — nq) est une fonction représentant un pulse
carré (d’aire unitaire) dont la durée en unités réduites est donnée par v = F'7.

Dans cette description, le parametre de stochasticité s’écrit

8w, T
K =ak=—""1V 2.5
(e} FLF 0, ( )
et la constante de Planck normalisée :
8w,
k= . 2.6
- (2.6)

Le montage

Le montage utilisé pour générer les pulses d’onde stationnaire est représenté sur
la figure 2.4. Une diode laser en cavité étendue dite “laser maitre” fixe la fréquence
wr /27 de 'onde stationnaire. Le faisceau laser issu du laser maitre est injecté via
un modulateur acousto optique dans un amplificateur optique a semi-conducteur
générant un faisceau de puissance élevée (~ 450mW) (figure 2.5)3. Le spectre de
celui-ci est débarrassé de ses composantes résonnantes® avec le césium lors du passage
a travers deux cellules, d’une longueur d’environ 10 cm, contenant de la vapeur de
césium. L’atténuation de ces composantes résonnantes est d’au moins 10 dB pour
chacune des cellules. Ensuite le faisceau est injecté dans une fibre monomode qui
permet d’acheminer le rayonnement laser jusqu’a la zone d’interaction avec le nuage
d’atomes froids (située en réalité sur une table d’optique différente a autre extrémité
de la salle de manipulation) et de filtrer spatialement le faisceau laser ne laissant
que le mode fondamental transverse (gaussien). La sortie de fibre est connectée a un
télescope qui permet d’obtenir un faisceau gaussien possédant les caractéristiques
suivantes :

— Un profil gaussien en intensité d’une largeur & mi-hauteur égale a 14904+10um.

— Une puissance de 160mW environ dans les conditions de fonctionnement usuelles®.
L’onde stationnaire est obtenue par rétro-réflection sur un miroir situé de I’autre coté

de la cellule. Une lentille est placée a une distance d ~ m du miroir ou [ est
R

la distance focale de lentille (I = 150mm) et zg la longueur de Rayleigh du faisceau
laser incident. Ce montage assure un recouvrement optimal du faisceau “retour”
sur le faisceau “aller”. Pour générer les pulses d’onde stationnaire, nous utilisons le
modulateur acousto-optique chargé d’injecter ’esclave. C’est donc le signal radio-
fréquence qui pilote le modulateur qui est lui méme pulsé via un commutateur sur
lequel est appliqué un signal TTL de durée 7 a la fréquence F. La fréquence F
des pulses est donnée par un générateur basse fréquence et leur durée 7 fixée par

3Ce type de montage porte le nom de “MOPA” pour Master Oscillator Power Amplifier

4La présence de lumiere résonnante avec une transition du césium est & proscrire. Toute transition
résonnante étant suivie de I’émission spontanée d’un photon, processus dissipatif et décohérent, qui
détruit le phénomene de localisation dynamique que l'on cherche & observer (voir section 2.4.4 et
[27].

®Ces conditions sont un courant d’alimentations de 1,5A pour une puissance maitre injectée
d’environ 15mW.
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Fia. 2.4 — Schéma du dispositif laser générant l'onde stationnaire. Un amplifica-
teur laser a semi-conducteur de GaAs (1) (de marque Eagleyard) est injecté par un
laser maitre (2) (diode laser montée en cavité étendue) dont la fréquence centrale
est désaccordée 0r,/2m par rapport a la transition |Fy =4) — |F, =5). Ce désac-
cord est ajustable (sur plusieurs centaines de GHz) en jouant sur la température
de la diode (réglage grossier) et sur la longueur de la cavité (réglage fin) via une
cale piézoélectrique. La fréquence de cette diode laser est de ['ordre de 352 THz et
sa largeur de Uordre du MHz. Sa stabilité est assuré sur une plage inférieure a 75
MHz par une boucle de rétroaction utilisant le signal de transmission d’une cavité
Pérot-Fabry confocale (3) d’intervalle spectral libre de 750 MHz et de finesse supé-
rieure a 10. La fréquence absolue de cette diode est en permanence mesurée par un
mesureur de fréquence (Advantest Q8326) qui permet une lecture rapide et directe
sur le le logiciel qui pilote l'expérience. L’injection du laser maitre dans l’esclave
amplificateur est assuré par un modulateur acousto-optique permettant de réaliser
des pulses d’une durée minimale de 60ns. A la sortie de ’amplificateur, la puissance
disponible est d’environ 450mW dans les conditions normales d’utilisations (courant
d’alimentation de l’esclave compris entre 1,5 et 1,6 A). Le faisceau issu de l'ampli-
ficateur est filtré par deux cellules contenant une vapeur césium afin d’éliminer les
composantes résonnantes avec celui-ci. A la fin du montage, le faisceau est injecté
dans une fibre monomode sur laquelle est prélevé 1% de la puissance pour la me-
sure et le controle de la puissance de l'onde stationnaire. A la sortie de la fibre, en
direction du nuage, la puissance disponible est d’environ 160mW. Aprés traversée
du nuage, le laser est rétro-réfiéchi par un miroir aprés un passage & travers une
lentille située a une distance d du miroir (d est trés proche de la distance focale de
la lentille, le faisceau étant collimaté), assurant le recouvrement du faisceau “retour”
avec le faisceau “aller” et créant ainsi l'onde stationnaire dans la cellule du PMO.
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F1a. 2.5 — Spectre du laser esclave avec (noir) et sans injection (gris). Le modulateur
acousto-optique qui coupe l’injection du laser esclave par le laser maitre assure une
coupure d’environ 50 dB entre les pulses d’onde stationnaire.
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F1a. 2.6 — Profil en intensité de l’onde stationnaire comparée a la taille du nuage
d’atomes froids. Les dimensions du nuage d’atomes froids (~ 1mm) sont inférieures
a celle de l'onde stationnaire (1,5mm). Une telle géométrie implique que 75% des
atomes soient soumis a au moins 75% de lintensité lumineuse mazimale.
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Fi1G. 2.7 — Le pulse de radio fréquence appliqué au modulateur acousto-optique suivi
du pulse laser en sortie de fibre qui en résulte. Leur durée est de 600 ns. Les temps de
montée et de chute sur le pulse optique (25 ns) sont les temps imposés par l’esclave.

un monostable. Les pulses optiques ainsi générés possedent une durée généralement
comprise entre 0,5 et 1us avec un temps de montée et de chute de l'ordre de 25 ns
(figure 2.7). Lorsque le signal bloque I'injection de I’esclave, la coupure est d’environ
50 dB (figure 2.5). Bien qu’'une partie du rayonnement issu de 1’esclave (libre alors)
soit injectée dans la fibre, celui-ci, en tant que source d’émission spontanée, n’a qu'un
effet négligeable sur la dynamique du kicked rotor (la puissance du faisceau, alors
inférieure au uWW, est répartie sur une largeur spectrale d’environ 100 nm, de plus il
subit le filtrage des deux cellules de césium).

Détermination des valeurs expérimentales de K et k&

A laide des parametres de ’onde stationnaire vus plus haut nous pouvons évaluer
le parametre de stochasticité K a partir de l'intensité lumineuse ressentie par les
atomes.

La valeur de K donnée directement a partir de I'intensité I du laser par I’équation
(2.5) nécessite d’étre corrigée car 'intensité I ressentie par les atomes du nuage n’est
pas celle que nous mesurons a la sortie de I’objectif et cela pour plusieurs raisons :

— La cellule qui contient la vapeur de césium possede des faces en verre qui sont

traitées anti-reflet seulement sur l'extérieur de celle-ci. Nous avons donc une
perte de 3 x 4% (aller premiere face puis aller-retour seconde face).

— La largeur du faisceau au niveau de la zone d’interaction avec le nuage est

légerement supérieure a celle mesurée a la sortie de I'objectif d’environ 10% +
1%.

— Le profil transverse en intensité est gaussien. Le nuage est donc illuminé de

facon inhomogene par 'onde stationnaire. L’intensité ressentie est différente
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2.1. Atomes froids dans une onde stationnaire

’ Parameétres ‘ Fréquence (F') ‘ Durée des pulses (7) ‘ Désaccord (61, /2m) ‘ Puissance (1) ‘

| Gamme d'utilisation | 20— 75kHz |  04-1,2us |  9-21Ghz | 60-200mW |

TAB. 2.2 — Gamme d’utilisation courante des quatre principauz parameétres de notre
expérience. Toutes les combinaisons ne sont pas souhaitables (le nombre d’émissions
spontanées pouvant étre trop élevé). Généralement, nous touchons peu a la puissance
laser qui reste fizée aux alentours de 160mW. Nous jouons plutét sur la durée T et
le désaccord 61, pour obtenir la valeur de K souhaitée. Usuellement, 6 < K < 15, et
1,44 < k < 4,53.

pour chaque atome du nuage. On peut définir alors une intensité moyenne
ressentie sur ’ensemble du nuage comme :

Loy = / 1(r.6)plr, d)drds (2.7)

ou I(r,¢) est 'intensité de l'onde stationnaire dans le plan transverse a la
direction de propagation de I'onde stationnaire et p(r, ¢) la densité atomique
normalisée du nuage dans ce méme plan transverse. Cette équation se simplifie
facilement et on obtient un facteur correctif de 0, 8.

En définitive, 'intensité laser moyenne réellement percue par les atomes I, :

I, = (0,6 +0,05) X Lnas (2.8)

Il faut donc prendre garde vis-a-vis de la mesure de I’intensité en sortie de fibre pour
obtenir la valeur de K. En pratique, celle-ci est faite grace a un prélevement de 1% sur
la fibre qui achemine le faisceau de 'onde stationnaire jusqu’au piege. La puissance
ainsi prélevée est lue par un mesureur de puissance qui transmet 'information a
lordinateur. Celui-ci détermine alors la valeur de K.

2.1.3 Gamme de parametres expérimentaux accessibles

En plus des limitations imposées par le matériel (durée de 'expérience, puis-
sance de l'onde stationnaire) I'observation de la localisation dynamique repose sur
des criteres, nous ’avons vu au chapitre précédent, de chaoticité et de quanticité.
Ces criteres imposent des restrictions supplémentaires sur la gamme des parametres
utilisables par I'expérimentateur. Les points sur lesquels il faut veiller sont donc :

1. La quanticité impose k 2 1 cependant, si k& = wn avec n entier un régime de
résonances quantiques apparait [9] et la localisation dynamique disparait.

2. Une autre condition nécessaire a ’observation de la localisation dynamique est
la chaoticité. Il faut donc veiller a ce que K > 5, ce qui impose des restrictions
sur l'intensité de 'onde stationnaire I1,, son désaccord dr, /27 et la durée 7 des
pulses.

Nous allons voir que toutes les combinaisons du tableau 2.2 ne sont pas souhaitables.
De plus, des effets expérimentaux décrits dans la section suivante vont restreindre
encore la gamme des parametres.
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

2.2 Mesure de la distribution en impulsion

Une fois le cycle de I’expérience de chaos quantique terminé, nous devons mesurer
la distribution en impulsion du nuage atomique. Il existe plusieurs méthodes pour
obtenir la distribution de vitesse d’'un gaz atomique froid. La plus courante est la
méthode par temps de vol. Elle consiste a laisser chuter un nuage d’atomes froids au
travers d’un faisceau laser résonnant et de recueillir le signal d’absorption sur une
photo-diode. Le signal obtenu donne alors la distribution en impulsion verticale du
nuage apres “un temps de vol” donné [28]. Cette méthode n’est pas du tout adaptée
a notre expérience puisque que la distribution en impulsion qui nous intéresse est
horizontale. L’équipe de Mark Raizen utilise une technique d’imagerie a I’aide d’une
caméra CCD [2, 19]. Apres une chute d’une vingtaine de millisecondes, une image du
nuage, figé dans une mélasse Sisyphe, est enregistrée. De la distribution spatiale de
celui-ci avant et apres la séquence de pulses, on déduit la distribution en impulsion
de celui-ci. Nous utilisons une mesure de la distribution d’impulsion a l’aide de
transitions atomiques. Pour cela nous utilisons des transitions sélectives en vitesse :
des transitions Raman stimulées, créées par des faisceaux lasers contre-propageants
[29]. Cette méthode consiste a irradier le nuage par des pulses lasers de durée T qui
transférent, de facon sélective en vitesse, les atomes d’un niveau atomique vers un
autre de maniere cohérente via un processus a deux photons de type Raman. Les
avantages d’une telle méthode sont principalement sa résolution (selon le degré de
perfectionnement, celle-ci varie de vy ecu;/2 [30, 31] & Vreeni /50 [32] ou Annexe D). De
plus, le méme montage peut servir a d’autres fins comme le refroidissement sub-recul
[33, 34] ou la sélection de classe de vitesse [35]. Apres avoir exposé le principe de la
transition Raman stimulé pour la sélection d’une classe d’impulsion, nous décrivons
rapidement le montage utilisé et ses performances.

2.2.1 Principe de la mesure de vitesse

Une transition Raman stimulée est un processus a deux photons dans lequel un
atome effectue une transition entre deux niveaux d’énergie en absorbant un pho-
ton d’un premier faisceau laser, puis en émettant un autre photon, de fagon sti-
mulée, dans un second faisceau laser. Dans le cas ou les deux faisceaux lasers se
propagent dans la méme direction et dans le méme sens, on parle alors de faisceaux
co-propageants (figure 2.8), la transition est alors insensible & la vitesse de I'atome.
Lorsque les deux faisceaux lasers se propagent dans des sens opposés (figure 2.9),
on parle alors de faisceaux contre-propageants. Dans ce cas, la transition est sen-
sible au décalage Doppler induit par la vitesse de I’atome. C’est cette configuration
contre-propageante que nous allons utiliser pour la mesure de vitesse.

Nous pouvons écrire dans le référentiel du laboratoire la conservation de I’énergie
et la conservation de I'impulsion lors d’une transition Raman stimulée pour un atome
de masse m et de vitesse initiale v; dans I'état | F) :

1 1
FEi+ §mvj + hwry =Fs + imv; + hwps (2.9)
m; + kg =mu} + hkpo (2.10)

ol Eq les énergies des niveaux |F7 2), v} est la vitesse finale de I'atome, wgy 2 les
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° I __________ | F, =4)

Whr

| F=3)

F1a. 2.8 — Principe de transition Raman en configuration co-propageante. L’atome
a trois niveauz (deux sous-niveauz hyperfins : |Fy = 4) ,|Fy = 3)séparés de hwsyp
et un niveau excité |e)) initialement dans l'état |Fy = 4) recoit un premier photon
de pulsation wry qui le place dans un état virtuel désaccordé de Agr du niveau excité
le), il émet alors un second photon sous l'action stimulée d’un photon de pulsation
wro et parvient dans le niveau |Fy = 3). La condition de résonance est § = 0.
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(ko | F,=3)

—
v

0 2h k

F1a. 2.9 — Principe de la vélocimetrie Raman. L’atome a trois niveauz (deux sous-
niweauz hyperfins :|Fy = 4) ,|Fy = 3)séparés de hwspp et un niveau excité |e)) est
“habillé” de son énergie cinétique. Un atome a vitesse nulle se trouve dans [’état
|F1 = 4), il regoit un photon de pulsation wgy et un recul de hk:l_::l, puis il émet un
photon de facon stimulé de pulsation wra accompagné d’un recul de hk‘}_%g. 1l se trouve
alors dans |Fy = 3) avec une impulsion de 2hk.
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2.2. Mesure de la distribution en impulsion

pulsations des faisceaux lasers de vecteurs d’onde k 1:;1,2. Nous appelons § le désaccord
“Raman” qui est défini comme la différence entre les pulsations des deux faisceaux
Raman wpr; et wge et la pulsation de la transition entre les deux niveaux hyperfins
considérés |Fy) et |Fy) (ici, pour le césium |6SI/2;F =4) et ’651/2;F =3)): 6=
WR1 — wr2 —wsHF- Nous pouvons établir & partir de (2.9) et (2.10), la condition de
résonance sur le désaccord ¢ de la transition :

6 = (b — k2 (v* + % (ki - k;&)) (2.11)

Le premier terme de la seconde parenthese de cette équation correspond a l'effet
Doppler et le second a l'effet de recul. Lorsque les faisceaux sont en configuration
co-propageante comme sur la figure 2.8, nous avons k = kr1 =~ kpo, la condition
(2.11) devient 6 = 0. Tous les atomes indépendamment de leur vitesse effectueront
la transition avec la méme probabilité. Lorsqu’on utilise la configuration contre-
propageante comme sur la figure 2.9, seuls les atomes possédant une certaine vitesse
vont effectuer une transition. Par exemple, si I'on veut sélectionner les atomes de
vitesse nulle (0; = 6), le faisceau 2 doit avoir un décalage par rapport a la transition
hyperfine wggp de 4E,ecyi/h o0t Erecyt = h2k2/2m (k = kr1 =~ kpgo) est Iénergie
de recul. L’énergie de recul correspond a la variation d’énergie recue par l'atome
lorsque celui absorbe un photon. De facon équivalente, on définit la vitesse de recul
Urecul, 1 variation (en valeur absolue) de vitesse subie par ’atome lors de ce proces-
sus. Pour mesurer la distribution en impulsion de notre nuage, nous utilisons donc
des pulses Raman de durée 7 avec des faisceaux lasers en configuration contre-
propageante. Ces pulses vont transférer de facon sélective en vitesse, les atomes
du niveau ‘651/2; Fr= 4>Vers le niveau ‘GSI/Q; Fr= 3>. Les deux niveaux impliqués
dans cette transition ont une durée de vie importante ce qui permet de réaliser un
couplage cohérent suffisamment long pour obtenir des transitions tres fines en lar-
geur. Nous pouvons donc sélectionner les atomes sur une certaine classe de vitesse
de largeur Av autour de la vitesse v; choisie.

L’équation (2.11) ne fait pas apparaitre directement de résolution limite Av a
la sélection d’une classe de vitesse. La résolution, c’est & dire la largeur de la classe
de vitesse sélectionnée, est donc en principe donnée par un critere de type Fourier
puisqu’aucune largeur naturelle n’intervient dans le processus a deux photons. En
réalité, l'existence de sous-niveaux Zeeman complique 'affaire. La levée de dégéné-
rescence de ces niveaux en présence d’un champ magnétique constitue une source
d’élargissement inhomogene. Afin d’empécher cette levée de dégénérescence de se
produire, il faut réduire au maximum tout champ magnétique®. La technique la plus
courante est le blindage magnétique “mu-métal” surtout utilisée dans les expériences
d’horloge atomique [36] mais cette technique a le défaut de limiter de fagon dras-
tique l'acces optique. La méthode que nous utilisons est celle de la compensation
active du champ magnétique. Des bobines placées autour de la cellule sont chargées
de mesurer les fluctuations du champ magnétique au centre de celle-ci. Une boucle
de rétroaction se charge alors d’appliquer un courant dans des bobines placées dans
les trois directions de l'espace autour du PMO afin de compenser le champ magné-
tique mesuré [30, 31]. Cette méthode qui laisse un acces optique maximum (figure

5Un champ équivalent & 10% du champ magnétique terrestre suffit & dégrader la résolution
jusqu’a 10vrecur !
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

Fi1G. 2.10 — Vue d’ensemble de la partie piege de ’expérience. Au centre, la cellule
de césium avec autour les différents éléments (optique, bobines...).

2.10) permet d’obtenir une résolution tres satisfaisante de v.ecyi/2. Il est possible de
pousser la résolution de la vélocimétrie Raman jusqu’a sa limite ultime (la limite
Fourier) en polarisant les atomes dans un sous niveaux Zeeman spécifique tres peu
sensible au champ magnétique” le niveau |F; mp = 0). Cette technique, n’ayant pas
été utilisée pour les résultats sur le chaos quantique présentés dans ce mémoire, est
hors de propos ici. Néanmoins sa mise au point, accomplie pendant ce travail de
these, est détaillée dans I'annexe D.

La durée du pulse Raman 7r appliqué pour la sélection de la classe de vitesse
joue un role dans la proportion d’atome transférée par les processus a deux photons.
Elle est maximale pour un pulse “7” tel que :

TR|Qeps| = (2.12)
ou N
QngRZ
Qepp = ——A2 2.13
1t AR (2.13)

est la pulsation de Rabi effective des deux faisceaux Raman exprimée en fonction
des pulsations de Rabi Qg1 et Q2gs de chacun des faisceaux et du désaccord Agr par
rapport a la transition vers le niveau excité ( ici la transition Dy du césium). Pour
obtenir, la meilleure résolution et la plus grande proportion d’atomes transférés, on
choisira la durée du pulse 7 la plus longue qui respecte la condition du pulse .
La figure 2.11 décrit le principe de la mesure Raman et la figure 2.12 illustre
la configuration géométrique des divers faisceaux impliqués autour du nuage dans

"Nous entendons par 14 que la résolution imposée par la limite Fourier est nettement supérieure
a tout autre effet dans la gamme de la durée de pulse Raman envisageable (au maximum d’une
dizaine de milliseconde).
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VAN

|Ff: 3>

(a) Superposition d’états d’impulsion

*Op

|Ff: 4>

|[Fr=3)
(b) Superposition d’états d’impulsion

: le) le)

Détection

Faisceau pousseur par une sonde

JK décohérent
|F £ 4>

(c)Meélange statistique d’états d’impulsion

|Ff: 4>

|Ff: 3>

(d) Mélange statistique d’états d’impulsion

Fi1c. 2.11 — Principe de la mesure de vitesse. L’ensemble des atomes se trouve dans un
Uétat |Fy = 4), un pulse Raman sélectionne un classe d’impulsion en la transférant
dans Uétat |Fy =3), Uensemble est dans une superposition d’état cohérent entre
|Fy =4) et |Fy =3). Puis un faisceau décohéreur et pousseur expulse les atomes
dans Uétat |Fy = 4)hors de la zone de détection. Le faisceau repompeur replace les
atomes de |Fy =3) dans |Fy=4) afin qu’il puissent étre sondés par le faisceau
sonde.
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

Amplitude

Photodiode

v

tps

Signal de temps de v

Onde
stationnaire

Pousseur
Sonde

Fia. 2.12 — Configuration des faisceaur lasers impliqués dans le processus Raman.
Apresl’application de l’onde stationnaire (en rouge), les faisceaux Raman (en orange)
sélectionnent la classe d’impulsion désirée. Puis, le faisceau Pousseur (en jaune)
expulse les atomes non sélectionnés hors de la zone de détection. Enfin, les atomes
restant (en chute libre) traversent le faisceau sonde (en beige). Le signal d’absorption
est recueilli sur la photodiode a l'arriere plan qui fournit un signal de temps de vol.

le processus de la mesure Raman. Un pulse Raman transfere la classe de vitesse
voulue du niveau |Fy = 4) vers le niveau |Fy = 3), I'atome se trouve dans une su-
perposition d’états entre les états de classe de vitesse sélectionnée sur [Fy = 3) et
les états d’impulsions indésirables restés sur |Fy = 4). L’étape suivante consiste a se
débarrasser des atomes restés sur |Fy = 4). Un faisceau appelé “pousseur” est chargé
de ce travail. Ce faisceau accordé sur la transition |Fy = 4) — |F, = 5) se propage
dans une direction perpendiculaire & I’onde stationnaire et aux faisceaux Raman. Il
brise alors la cohérence qui lie les états |Fy = 3) et |Fy = 4) (nous n’avons alors plus
qu'un mélange statistique des deux états) et pousse hors du champ de détection les
atomes de |Fy = 4), ne laissant que ceux de |Fy = 3). Enfin le faisceau repompeur
se charge de replacer les atomes de |Fy = 3) dans [Fy = 4) afin qu'un faisceau ap-
pelé “sonde” accordé sur |Fy =4) — |F, =5) les sonde par absorption. Le signal
d’absorption, recueilli sur une photodiode est transféré a ’ordinateur qui I'integre
dans le temps afin d’obtenir un signal (de temps de vol) proportionnel au nombre
d’atomes présents dans la classe de vitesse sélectionnée.

2.2.2 Description du montage Raman

Afin de réaliser des transitions Raman entre les deux niveaux hyperfins |Fy = 4)
et |Fy = 3), nous avons besoin de deux faisceaux lasers puissants dont la sépara-
tion en fréquence doit étre controlable. Il existe plusieurs méthodes pour générer de
tels faisceaux, par exemple en modulant un seul faisceau via un modulateur électro-
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2.2. Mesure de la distribution en impulsion

optique [37, 38], I'asservissement en phase de deux diodes laser directement séparés
de la fréquences souhaitée [39] ou encore la séparation en fréquence via un modula-
teur électro-optique haute fréquence de deux diodes asservies en phase. La méthode
utilisée sur notre expérience pour générer ces deux faisceaux Raman mise en place
pendant la theése de J. Ringot [31, 40] est originale, elle est basée sur une modulation
directe du courant d’une diode laser maitre a la fréquence souhaitée [40]. La puis-
sance nécessaire, pour transférer un grand nombre d’atomes d’un niveau a un autre
de fagon cohérente (les faisceaux lasers sont fortement désaccordés de la transition
résonante vers le niveau excité (Ar = 300 GHz)) en un minimum de temps, est
délivré par des diodes lasers esclaves injectées par la diode maitre. Nous renvoyons
a la these de J. Ringot [31] pour un exposé détaillé du principe de fonctionnement
du montage représenté sur la figure 2.13 et rapidement décrit dans cette section.

Une diode laser maitre est alimentée via un T de polarisation comportant deux
entrées : I'une pour le courant continu qui ’alimente, I’autre pour un signal micro-
onde de pulsation wy,, = wggr/2 controlable par 'ordinateur qui pilote I'expérience.
La fréquence principale wg /27 de cette diode est désaccordée de Ar/2m = 300 GHz
de la transition Dy du césium. La diode est asservie a l'aide d’une cavité Perot
Fabry semblable a celle utilisée sur le montage de l'onde stationnaire. En plus de
cette fréquence porteuse, deux fréquences supplémentaires (les bandes latérales) sont
générées par la modulation a wy, : Wr1 = WR + Wm et wr1 = Wr — wpm. Ces deux
fréquences sont donc distantes de 2w, = wsHF.

Le faisceau issue de la diode laser maitre comportant les trois fréquences (wr, wr1
et wre) passe deux fois par un réseau de diffraction blasé pour obtenir un rendement
de diffraction maximum sur 'ordre 2. Cet élément facilite I'injection de 1'une ou
I’autre des bandes latérales dans des diodes lasers esclaves. Il a pour effet de séparer
spatialement les trois fréquences. Cette séparation (angulaire) est suffisante pour
pouvoir discriminer les trois bandes lors de 'injection des deux diodes laser esclaves.
Les miroirs chargés de faire pénétrer le faisceau maitre dans les esclaves permettent
de faire laser ceux-ci sur 'une ou 'autre des bandes par simple rotation de quelques
dizaines de secondes d’arc.

Afin de vérifier en permanence que l'injection des deux esclaves est bien réalisée
et stabilisée, un prélevement de lumiere sur chacun d’eux permet de réaliser un
battement sur une photodiode rapide. Le battement de fréquence wgyr possede une
largeur de 1Hz qui est la limite en résolution de I'analyseur de spectre utilisé.

Des modulateurs acousto-optiques, placés sur le trajet in aero des faisceaux, se
chargent de leurs coupures et du passage de la configuration contre-propageante a
la configuration co-propageante®. Finalement, les deux faisceaux esclaves sont ache-
minés via des fibres optiques jusqu’a la zone d’interaction avec le nuage d’atomes
froids. En sortie de fibre, une puissance de 13,5 mW est disponible sur un faisceau
gaussien de largeur & mi hauteur comparable & la taille du nuage d’atomes refroidis.

8La configuration Raman co-propageante permet le réglage de la partie continue de la compen-
sation de champ magnétique. Plus d’informations & ce sujet sont disponibles dans [30] ou dans la
thése de Jean Ringot [31].
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2.2.3 Performances

La durée du pulse Raman 7 nécessaire a réaliser la condition du pulse 7 est dé-
terminée expérimentalement en balayant la valeur de 7z pour obtenir le signal maxi-
mum. L’équation (2.13) représentant une condition idéale ne prend pas en compte
I'inhomogénéité des faisceaux Raman ni la répartition des atomes dans les différents
niveaux Zeeman. De plus pour obtenir, un signal atomique plus élevé nous utilisons
une technique de chirp qui consiste a balayer le désaccord § sur une plage déterminée
pendant 'application du pulse Raman. Ceci a pour effet de dégrader la résolution
mais nous permet de sélectionner un plus grand nombre d’atomes augmentant ainsi
le signal. Cette plage de fréquence est typiquement de 80 kHz.

Pour obtenir la totalité de la distribution en impulsion du nuage, il suffit de
réitérer le processus de sélection en vitesse décrit plus haut autant de fois que né-
cessaire en changeant le désaccord d. De facon générale, pour obtenir celle-ci, moins
d’une minute est nécessaire (environ 100 points avec moins d’une demie seconde pour
obtenir un point). Toutefois, dans des conditions particulieres d’expériences, nous
avons recours au moyennage sur plusieurs points ou courbes et la durée pour obte-
nir la distribution en impulsion du nuage peut augmenter de fagon importante. De
plus, des fluctuations sur la population du nuage, les pertes en atomes dies a ’onde
stationnaire par émission spontanée ou par effet pousseur nécessitent des mesures
correctives. Nous sommes parfois amenés en plus de la mesure Raman & mesurer
le signal de fond d’émission spontanée (voir section 2.4) et la population du nuage
pour chaque mesure afin de s’affranchir de ce type de fluctuations. Cependant, un
rapport signal (au signal maximum) sur bruit de 50 au minimum est facile & obtenir.

2.3 Observation de la localisation dynamique

2.3.1 Distribution en impulsion

La forme de la distribution en double exponentielle est, nous ’avons vu au cha-
pitre précédent, une signature caractéristique de la localisation dynamique. Il s’agit
d’une caractéristique fiable, la forme exponentielle ne pouvant étre attribuée qu’a
des effets quantiques (par exemple un piégeage trivial dans un ilot de stabilité de
I’espace des phases ne donne pas une telle forme de distribution). Nous avons choisi
des parametres expérimentaux qui nous assurent de fagon théorique I'observation de
la localisation au bout d’une dizaine de pulses d’onde stationnaire :

— K ~ 7 assure que la dynamique a la limite classique est chaotique (K > 5).
— k = 3.46 assure un comportement quantique dominant (1 < k < 27).
Les parametres choisis qui donnent ces valeurs de K et & sont F' = 30 kHz, 7 =
0,6 us, 6r,/2m =19 GHz et I = 120 mW.

Avec de tels parametres, nous avons N, & 5 et nous nous proposons d’observer
la distribution en impulsion du nuage & N = 100 sur la figure 2.14. L’échelle en or-
donnée est logarithmique, la distribution apparait alors sous une forme triangulaire,
le fit exponentiel (en gris) épouse trés bien la forme de la distribution.
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Fig. 2.13 — Schéma du dispositif générant les faisceaur Raman. Une diode laser
maitre (1) dont le courant est modulé par un signal micro-onde posséde trois raies
séparées de 4,6 GHz. Sa fréquence, désaccordée d’environ 300 GHz de la transi-
tion Do du césium, est contrélée par un lambdamétre (2). Le faisceau laser issu de
cette diode laser passe deux fois sur un réseau de diffraction (4) (réseau blasé de
1800 traits/mm et de longueur 5 cm) afin de discriminer angulairement les bandes
latérales. Cette séparation facilite linjection des diodes lasers esclaves (3a et 3b)
sur l’'une et Uautre des bandes latérales. Les deuz faisceauz des diodes esclaves sont
transportés vers le piege magnéto-optique via des fibres monomodes (deux & main-
tient de polarisation et une équipée d’un contréleur de polarisation) pour interagir
avec le nuage (6). Des modulateurs acousto-optiques (5a, 5b et 5¢) permettent, en
plus de la coupure des faisceauz, de passer de la configuration co-propageante a la
configuration contrepropageante. En réalisant un battement des deux faisceaux es-
claves (7), on s’assure en permanence que ceuz-ci sont bien injectés sur les deux
bandes latérales (le battement est donc a 9,2 GHz).

63



Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

10 ¢

I
N

=
o
T

OWE)T (UA)

[Eny
© I
w
T

107 I I I
0 10 20 30 40
Pl 2h kL

Fic. 2.14 — Distribution en impulsion aprés 100 pulses d’onde stationnaire, avec
K =17,0 et k= 3,46(noir). Le fit en exponentielle (gris) épouse trés bien la forme
de la distribution en impulsion. La longueur de localisation est Pj,. ~ 5, 4.

2.3.2 Evolution de I’énergie cinétique et du maximum de la distri-
bution en impulsion

Dans le chapitre précédent (section 2), nous avons vu que le phénomeéne de
localisation dynamique peut-étre évalué sur I’énergie cinétique (<P2>) correspondant
a la distribution en impulsion. En principe, la mesure de ’énergie cinétique nécessite
I’acquisition de la totalité d’une distribution en impulsion pour plusieurs valeurs du
nombre de pulses puis le calcul des écarts quadratiques moyens de chacune des
distributions obtenues. Ce moyen de calculer 1’énergie cinétique moyenne présente
un inconvénient majeur : le calcul est tres sensible aux valeurs élevées d’impulsion,
la ou la mesure Raman est dominée par le bruit. De plus la mesure de la totalité
de la distribution en impulsion, moyennée un grand nombre de fois afin de limiter
I’effet de bruit dans les ailes, est longue et fastidieuse. Un moyen plus simple, fiable
et rapide est la mesure du maximum de la distribution en impulsion.

Le maximum de la distribution [¢)(p = 0)|” est la mesure qui présente le plus
grand nombre d’avantage pour nous. D’abord elle mesure directement le degré de
localisation de la fonction d’onde. Lorsque la localisation dynamique est atteinte, la
distribution en impulsion épouse une forme d’exponentielle décroissante qui s’écrit

de fagon normalisée : |1h(p)|”* = 5 Pll exp(—ILlL‘) . Le maximum de la distribution

|v(p = 0)| ? est donc, dans ’état localisé, inversement proportionnel & la longueur
de localisation Pj,.. Ensuite, il s’agit du point de la distribution en impulsion ou le
rapport signal sur bruit est le meilleur. Enfin, il suffit de mesurer une seule classe
d’impulsion pour mesurer le degré de localisation. La figure (2.15) représente 1’évolu-
tion de la classe de vitesse nulle |¢)(p = 0)] ?en fonction du temps pour les parametres
K ~ 8 et & = 2,89. On observe qu’apres une diffusion importante, la variation de
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FI1a. 2.15 — Evolution du sommet de la distribution de vitesse en fonction du temps.
En haut, la courbe en noir représente le sommet de la distribution en impulsion
pour un désaccord Raman 6 = —8,0kHz (correspondant a la classe de vitesse nulle
voir section 2.2.1) corrigée du signal de fond (courbe du bas). En bas la courbe en
gris représente [’évolution du fond (section 2.4.1) pour un désaccord Raman § =
—1,0MHz (P/2hky, = —63). Aprés une diffusion forte avant le temps de localisation
Nioe = 11, la population de la classe de vitesse nulle devient presque constante ; seule
une légeére diffusion persiste (ici K ~ 8, k =2,89).

th(p = 0)| “devient beaucoup plus lente sans toutefois tendre vers une constante
comme dans les simulations présentées au chapitre premier. Nous allons voir dans la
section 2.4.4 que cet effet, qui correspond a la persistance d’un léger régime diffusif,
trouve son origine principalement dans 1’émission spontanée.

La figure 2.16 représente I’évolution de la distribution en impulsion en fonction
du nombre de pulses d’onde stationnaire appliqué. Nous pouvons voir de facon claire
qu’apres une diffusion durant une dizaine de pulses (le sommet de la distribution
s’affaisse et celle-ci s’élargit), la distribution en impulsion épouse la forme expo-
nentielle et n’évolue plus malgré la succession des pulses. Il s’agit de la localisation
dynamique.

Nous avons vu dans cette section des preuves expérimentales claires de la présence
de localisation dynamique avec toutefois quelques défauts comme, par exemple, le

2
fait que |[¢)(p = 0)| ne tend pas vers une constante du temps. La section suivante
est dévouée a ces imperfections expérimentales.
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FiG. 2.16 — Vue de ’évolution de la distribution en impulsion en fonction du temps
pour les parameétres : K ~ 7 et k = 3, 46.

2.4 Imperfections du dispositif expérimental et effets
parasites

Dans cette section, nous discutons les différents effets parasites affectant notre
montage et qui rendent compte de ’observation imparfaite du gel de la diffusion.
Certains correspondent & des imperfections (signal de fond et dérive du nombre
d’atomes) pour lesquelles nous discutons des moyens de les corriger. D’autres cor-
respondant a des effets physiques intrinseques au systéme (durée finie des pulses,
émission spontanée) dont nous allons devoir tenir compte dans les simulations nu-
mériques.

2.4.1 Signal de fond, dérive et pertes d’atomes
Signal de fond

Lorsque que 'on réalise une mesure sur la distribution d’impulsion du nuage, on
s’apercoit que dans la limite des impulsions élevées, celle-ci ne tend pas vers zéro. 11
existe un décalage dont la valeur dépend du nombre de pulses qui ont été appliqués
(figure 2.15). Ce “décalage” est constitué d’atomes “perdus” par émission spontanée
principalement lors de 'application de ’onde stationnaire. Lorsque le nuage subit
les pulses d’onde stationnaire, il existe une probabilité non nulle qu'un atome situé
sur le niveau |Fy =4) effectue une transition vers un des niveaux excités (|e) =
{|Fe =3),|Fe=4),|F. =5)} ) suite a "absorption résonante d’un photon. Il existe
alors une probabilité % pour que 'atome se désexcite vers le niveau |Fy = 3) avec
trées peu de chance de pouvoir réintégrer le niveau |Fy = 4). A la fin de la séquence
des pulses, un certain nombre d’atomes s’est accumulé dans le niveau |Fy = 3). Or,
la mesure Raman consiste précisément a placer une classe de vitesse sélectionnée
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dans ce niveau. Le niveau |F; = 3) est donc constitué des atomes effectivement
sélectionnés par le Raman mais aussi des atomes qui ont subi un pompage parasite
via un processus résonant. Le faisceau sonde qui mesure la population du niveau
|Fy = 3) (aprés un processus de repompage vers le niveau |Fy =4)) ne fait pas
la distinction entre ces deux types de population. La mesure contient donc une
composante indésirable qui dépend du temps d’application de I'onde stationnaire.

Afin de soustraire la population parasite qui constitue le fond mentionné ci-dessus
a la population totale mesurée, nous avons mis en place une procédure de correction
du fond. Elle consiste a réaliser une expérience en tout point identique a celle que I’on
veut réaliser mais en mesurant a la place de la classe de vitesse désirée, une classe
de vitesse située tres loin en impulsion (le désaccord Raman est alors réglé a 1MHz
soit 63 2hkr.) 1a ou la “vraie” distribution en impulsion tend vers zéro. Nous avons
alors une mesure directe du signal de fond que nous pouvons soustraire de la mesure
de la grandeur recherchée (par exemple celle du maximum de la distribution).

Dérive

La population totale du nuage est soumise a une dérive dont ’origine se trouve
au niveau des faisceaux laser qui réalisent le piégeage magnéto optique. Les faisceaux
laser du piege sont coupés lors la séquence expérimentale a 1’aide de modulateurs
acousto-optiques. Ce type d’appareil est soumis a des effets thermiques qui peuvent
avoir de nombreuses conséquences (déplacement angulaire, fluctuation d’intensité et
de polarisation) [41] sur le faisceau qui est modulé. Nous avons mesuré une dérive de
la population de notre nuage d’atomes froids d’environ 15% sur une échelle de temps
d’une vingtaine de minutes. Pour éliminer ce type de dérive sur les mesures, nous
réalisons une mesure de la population totale du nuage dans des conditions identiques
a la mesure souhaitée. Nous pouvons donc ramener n’importe quelle mesure a la
population du nuage pendant? cette mesure.

Pertes d’atomes

Nous avons pu déterminer qu’une certaine quantité d’atomes était perdue pen-
dant I’application de ’onde stationnaire. La source de pertes a été identifiée : il s’agit
d’un effet “pousseur” de 'onde stationnaire qui a tendance & pousser une fraction
d’atomes hors de la zone de détection. Les deux bras de 'onde stationnaire n’étant
pas parfaitement équilibrés en puissance, il existe une composante non stationnaire
qui exerce une pression de radiation sur les atomes. La procédure de correction des
fluctuations présentée au paragraphe précédent permet de corriger les mesures de
cette perte en renormalisant la mesure par rapport au nombre d’atomes effectivement
présents pendant la mesure.

2.4.2 Inhomogénéité de K

Le profil gaussien de faisceau de I’onde stationnaire implique que 'intensité réelle-
ment ressentie par les atomes n’est pas constante sur ’ensemble du nuage. La figure

9Nous considérons que le délai entre les deux mesures est négligeable comparé & I’échelle de
temps des variations de la population du nuage.
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Fi1G. 2.17 — Evolution de Uénergie cinétique (a) et distribution en impulsion a
N =100 (b) obtenues pour trois types de simulations numériques dans le cas d’une
distribution gaussienne du nuage d’atomes froids soumis & une onde stationnaire
de profil transverse gaussien (le rapport de largeur a mi hauteur est de 0,6) avec
k= 3,46 et Kimazx = 9,5 (tirets), Kmoyen = 8,14 (pointillés) et avec K moyenné
sur plusieurs positions transverses avec pondération de la densité atomique (trait
continu). Les deuzx derniéres distributions sont confondues sauf dans les ailes (d’otu
Uécart sur l’énergie cinétique) ot la derniére s’écarte de la forme exponentielle. La
localisation dynamique n’est détruite par l’inhomogénéité de K mais ses caractéris-
tiques sont altérées (Les longueurs de localisations sont respectivement P = 8,1,
5,1 et5,9).
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2.6 montre qu’environ 75 % des atomes sont soumis & au moins 75 % de l'inten-
sité lumineuse. Cette inhomogénéité du parametre K n’empéche pas le phénomene
de localisation dynamique de se produire, mais elle altére ses caractéristiques. La
longueur de localisation et le temps de localisation sont plus faibles [6]. Ils corres-
pondent davantage a ceux obtenus en prenant la valeur moyenne du parametre K.
La figure 2.17 présente des simulations réalisées en prenant une valeur de K égale
a celle du maximum du profil transverse du faisceau de l'onde stationnaire, une
valeur de K moyennée sur I’ensemble du profil et une valeur de K calculée pour plu-
sieurs positions transverses pondérées par la densité atomique. Nous pouvons voir
que la simulation avec la valeur moyenne de K (trait continu) donne un résultat
tres comparable a la simulation ou ’on moyenne sur plusieurs valeurs transverses
du parametres K (pointillés) sur la distribution d’impulsion (b) (et donc aussi sur
le sommet de celle-ci). La seule différence réside dans les ailes, ce qui se fait resentir
sur I’énergie cinétique (a).

2.4.3 Durée finie des pulses et effet de boite classique.

Parmi les effets expérimentaux, la durée finie des pulses d’onde stationnaire peut
avoir des effets particulierement génants. C’est a partir d’une analyse classique que
I’on peut comprendre les effets que des pulses “trop longs” peuvent avoir sur la
dynamique du kicked rotor. Lors de 'application du potentiel sinusoidal, I’atome -
considéré ici comme un objet ponctuel - posséde une impulsion P. Celui-ci parcourt
donc un chemin % x 7 pendant le pulse de durée 7 0. Si le chemin parcouru est égal
a une période spatiale du potentiel sinusoidal, I’énergie regue par I’atome est nulle,
il n’a donc finalement subit aucun forgage. On peut donc écrire une condition sur
I'impulsion :

Am
P < Piim = 5= (2.14)
ou en unités normalisées :
2
P < Pin = =, (2.15)

ou o = Fr. La zone en impulsion constituée par les limites [— Pjjy,; Pim| constitue
la boite classique''. Un atome subit une diffusion de plus en plus faible au fur et a
mesure que son impulsion s’approche de I’'un des bords de la boite classique. La figure
2.18 représente la dépendance du taux de diffusion classique en impulsion. Nous
pouvons voir sur cette simulation que la chute de coefficient de diffusion classique
est tres brutale (il s’agit d’une échelle logarithmique!) et intervient bien avant le
bord de la boite classique.

Pour se placer dans l'approximation d’un pulse de Dirac pour d(n — ni), la
condition adéquate est que 'opérateur d’évolution sur une période pour le pulse

107] g’agit 14 d’un calcul approché dans la limite otl la variation d’impulsion de la particule pendant
le pulse est faible devant son impulsion initiale : AP < P.

HTa boite classique correspondant & une évolution complete de la particule sur une période
spatiale du potentiel, cet effet se traduit sur les sections de Poincaré par I'apparition de barriere a
Piim d’aspect comparable a celle dans un régime olt K < K¢ritigue (voir section correspondante du
chapitre 1) . Ces barrieres représentent une rotation compléte du rotateur pendant le forgage. Des
illustrations sont visibles dans [42, 25]

69



Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

1

10° ; ; ; ‘ ‘ 10

TF de d(t-n)

v 107} 03 ! 2m0.015 |
o'l 27/0,03 27/0,015 2nfo 3 -
10° . h . . . 10’4 . his . . .
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 3(P)0 400 500
P

FiG. 2.18 — A gauche, dépendance en impulsion du coefficient de diffusion classique
pour trois valeurs du paramétre a = F1 = 0,015 et 0.03 pour K = 10 (simulation
numérique). Ce coefficient tend brutalement vers zéro lorsque P = %” limite de la
boite classique. Nous pouvons remarquer aussi que dans le cas a = 0,015, dans la
zone d’impulsion [100;200], le coefficient diffusion devient supérieur au cas o = 0.
A droite, transformée de Fourier du pulse d(n —ny).

d(n — nyp) soit comparable a celui pour un pulse de Dirac :

Upulsefini(l) ~ U(l) (216)

Nous pouvons développer 'opérateur d’évolution Upulse #ini(1) de cette fagon :

.2
Uputse fini = €xp <—; /0 % + K sin(f)d(n — nl)] dt)) (2.17)
i [l H2 R
~exp (-k /0 -+ K sin(@)d(n - nl)] dt)) (2.18)
. 1 ~2
X exp <—; /1_ % + K sin(0)d(n — nl)] dt)) (2.19)
=Uprop(1 — @) X exp (—;(];a + Ksin(é))) . (2.20)

Nous pouvons développer le second terme a droite a ’aide de la formule de Baker-
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Hausdorfl & 'ordre 2 :

N 'pQ . X
= Uprop(1 — ) X exp (—;204) X exp (—;K sin(@))

X exp (—; ) (2.21)

=Uprop(1) X exp <—;K sin(é)) X exp (—i %a; KSiﬂ(é)]) (2.22)

~2

%a; K sin(f)

3
2%

~

=U(1) x exp (—

fja; K sin(é)] > (2.23)

Pour respecter la condition (2.16) il faut donc que :

<exp(—2ik [Za;Ksin(é)] )> N (2.24)

qui équivaut a :

i | P’ A
< % | 5 Ksm(@)] ‘> < k. (2.25)
En développant le commutateur, on parvient a la condition :
aK A N
T(2<‘P‘> <‘cos(9) >) < (2.26)

>:1/2:

avec <‘P‘> = Py 1la longueur de localisation et en prenant <’cos(é)

AR 4k 20 2
T« =< (2.27)

P, —_— =
toc < aK 2K « «

Une telle condition montre que les effets quantiques se manifestent bien avant que
les atomes les plus rapides atteignent les bords de la boite classique (la longueur de
localisation est bien inférieure a la taille de la boite classique). En utilisant Pj,. ~
K® Jk (équation du chapitre 1) :

K3
tra<l (2.28)

Il s’agit la d’un critere tres stricte. Dans la grande majorité de nos expériences, ce

critere n’est jamais respecté. Par exemple pour 'expérience de localisation présentée
’ K3

précedemment sur la figure 2.14, nous avons 4k—2a ~ 2,52 alors que nous observons

la localisation dynamique!

Nous allons voir maintenant a ’aide de quelques expériences et simulations que
nous pouvons apporter un peu de souplesse a ce critere. La figure 2.19 représente
quatre distributions en impulsion obtenues expérimentalement pour quatre durées
de pulses différentes. La forme exponentielle des distributions qui apparait pour un
régime de localisation dynamique pure est nettement altérée lorsque les pulses sont
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F1a. 2.19 — Effets de la durée finie des pulses d’onde stationnaire sur les distributions
en impulsion (expérience). A gauche, quatre distributions en impulsion obtenues ex-
périmentalement (K ~ 7, k = 3,46 ) aprés 100 pulses d’onde stationnaire pour trois
valeurs différentes de la durée des pulses (1 = 0,5, 1,0, 2,0et 5,0us) correspondant
aa=0,015,a=0,03, a=0,06 et 0,15. Les deux premiéeres, pour o = 0,015 et
a = 0,03, sont confondues, la réduction de la taille de la boite classique par un fac-
teur deux n’a aucun effet sur la forme de la distribution. La troisiéme pour o = 0,06
voit sa forme altérée et ses ailes chuter plus brutalement vers zéro. La quatrieme
pour o = 0,15, épouse une forme triangulaire caractéristique d’une localisation clas-
sique. A droite, 'aile des distributions en échelle logarithmique, pour oo = 0,06 et
0,15 , on voit nettement l’aile plonger brutalement (traits verticauz) vers zéro tandis
que les deux autres distributions restent superposées.
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Fi1a. 2.20 — Effets de la durée finie des pulses d’onde stationnaire sur les distributions
en impulsion (simulation). Trois distributions en impulsion obtenues numériquement
(K =7, k=3,46 ) aprés 100 pulses pour trois valeurs différentes de o : 0, 0,015 et
0,03 (pulses de Dirac, T = 0,5, et 1,0us). Ce n'est qu’en dessous d’un seuil de 1073
que la modification de la forme de la distribution en impulsion, due a ’effet de boite
classique, est visible.

trop longs. Par exemple pour o = 0, 15, la distribution d’impulsions épouse une forme
d’avantage triangulaire et plus étroite, ce qui nous donne un critere visuel commode
pour identifier un tel effet. Le sommet de la distribution est, conservation de I’aire
oblige, aussi modifié en une valeur plus élevée. Le danger est donc, dans un tel cas, de
prendre la saturation de 1'énergie cinétique (ou lapparition d’un état stationnaire
pour le sommet [(p = ())\2 de la distribution) pour de la localisation dynamique
alors qu’il s’agit d’un effet de la durée finie des pulses. Les distributions en impulsion
obtenues pour a = 0,015 (4K3a/7%2 ~ 1,72) et « = 0,03 (4K3a/k2 ~ 3,44) sont
confondues jusqu’au seuil de 10" bien que dans les deux cas le critere (2.28) ne soit
pas respecté. Dans ce cas, pour voir apparaitre I'effet de la durée finie des pulses,
il faut descendre a un seuil plus bas a ’aide d’une simulation numérique. La figure
2.20 représente les distributions en impulsion obtenues pour ces deux valeurs de a.
Nous voyons qu’au-dessus du seuil 107" (seuil de détection expérimental), les trois
distributions sont confondues bien que ’on puisse observer les effets de la durée des
pulses en dessous de ce seuil.

On peut donc en conclure que le critere (2.28) est beaucoup trop stricte , le fait
qu’il ne soit pas respecté n’empéche pas ’'observation de la localisation dynamique.
Les effets quantiques dus & la durée finie des pulses ne se manifestent pas sur la
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localisation dynamique et l'altération de la forme de la distribution d’impulsions
observée sur les figures 2.19 et 2.20 est essentiellement diie a ’effet de boite classique.
En effet, le terme additionnel d’énergie cinétique dans 'opérateur d’évolution pour
un pulse de durée finie agit comme une perturbation du potentiel pendant le pulse.
La structure de I’espace des phases n’est pas modifiée!? par cette perturbation, ni
le coefficient de diffusion. Les états propres de l'opérateur d’évolution (les états de
Floquet) sont modifiés par cette perturbation mais la longueur de localisation de
chacun de ces états n’est pas modifiée. La longueur de localisation Pj,. reste donc
inchangée.

En pratique, toutes les simulations numériques que nous réalisons tiennent compte
de la durée finie des pulses afin de s’assurer que l'effet de la boite classique reste
faible devant le phénomeéne de localisation dynamique.

2.4.4 Emission spontanée

Dans cette sous-section, nous présentons les effets de 1’émission spontanée et
de la décohérence associée au phénomene de localisation dynamique. Les effets de
I’émission spontanée sur la localisation dynamique ont été étudié expérimentalement
par Ammann et al. dans [27, 43|, par Vant et al. dans [44] et Klappauf et al. dans
[43] et de fagon théorique par Graham et Miyazaki dans [45, 46].

Un processus décohérent

Lorsqu'un atome absorbe un photon résonnant avec une de ses transitions ato-
miques, il finit par relaxer dans un niveau d’énergie inférieur en émettant spontané-
ment un photon dont la direction est une variable stochastique. Lors de I'application
de 'onde stationnaire, si un atome émet un photon spontanément suite a une tran-
sition résonante (figure 2.21), il est improbable que ce photon appartienne & 'un des
deux modes du champ de I'onde stationnaire. L’impulsion recue par I’atome selon la
direction de ’onde stationnaire n’est plus un multiple entier de hky,. Il en résulte une
destruction des cohérences créées par I’onde stationnaire entre les états d’impulsion
|P) par mélange des classes de quasi-impulsion.

Effet sur la localisation dynamique

Toutes les études citées plus haut montrent que la destruction des cohérences en
impulsion, restaure un régime diffusif au sein du kicked rotor. La figure 2.22 illustre
ce phénomene de redémarrage de la diffusion suite & une décohérence. Nous avons
réalisé une simulation numérique dans laquelle nous forcons le systeme a subir une
décohérence avec une probabilité II = 1 & un temps N = 50 (I = 0 V N # 50).
Nous avons tracé 1’évolution de I’énergie cinétique en fonction du temps avec et sans
décohérence a N = 50. Dans le premier cas, 1’énergie cinétique sature, signature
d’une localisation dynamique, apres 100 pulses la distribution en impulsion épouse
bien une forme exponentielle (encart de la figure 2.22). Dans 'autre cas, & partir
du temps N = 50 ou le systeme a été décohéré entierement (la probabilité IT = 1),
celui-ci reprend un comportement diffusif identique au comportement diffusif avant le

12Bijen que chaque trajectoire individuelle dans I’espace des phases soit modifiée
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Fia. 2.21 — Sur la figure de gauche, le processus cohérent associé d l'onde station-
naire. L’atome absorbe un photon non résonant issu d’un des bras de l'onde sta-
tionnaire (celui de gauche) pour atteindre un niveau virtuel (1), puis émet de fagon
stimulée, un photon dans le mode de l'autre bras de l'onde stationnaire (celui de
droite)(2). Au cours de ce processus, l'atome a re¢u deuzx quanta d’impulsion hkr,. 11
s’agit d’un processus cohérent. Sur la figure de droite, l’atome absorbe un photon ré-
sonnant (1), il émet ensuite un photon de maniére spontanée (2) dans un des modes
vides du rayonnement. L’atome a re¢u en définitif (14 <¢)hky ou s €] —1;1[. Il s’agit
d’un processus incohérent car le choiz du mode d’émission est aléatoire.
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Fia. 2.22 — Evolution de lénergie cinétique du kicked rotor (simulation numérique)
pour K =10 et kK = 3,46. Au temps N = 50 la probabilité I1 d’émission spontanée
est forcée a 1 (elle est nulle pour tout autre temps) pour la courbe en noir. La
décohérence engendrée restaure le régime diffusif initial pour atteindre plus loin une
nouvelle localisation dynamique. En encart, les distributions en impulsion au temps
N =100 dans les cas avec (noir) et sans émission spontanée (gris). La distribution
qui a subi [’émission spontanée est plus large et posséde une forme un peu plus

parabolique que celle qui n’a pas subi I’émission spontanée.
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F1G. 2.23 — Evolution de l’énergie cinétique du kicked rotor (simulation numérique)
pour K =10, k = 3,46 et pour des probabilités d’émission spontanée par pulse (II)
de0,107%,1073, 1072 et 107. En encart, les distributions en impulsion correspon-
dantes aprés 100 pulses. Tant que TT < 10_3, la décohérence n’est pas suffisante pour
altérer significativement le phénomeéne de localisation dynamique, la forme exponen-
tielle est préservée et ’énergie cinétique tend a saturer. Si la probabilité d’émission
spontanée par pulse est trop élevée (11 > 1073), la distribution en impulsion tend
vers une forme gaussienne et un régime diffusif persiste.

temps de localisation. Tout se passe comme si la “mémoire” de ’évolution antérieure
avait été effacée lors de la décohérence. En pratique, la décohérence est simulée
en déplacant la quasi impulsion non plus d’'une quantité hky, mais d’une quantité
chkr (ou ¢ €] — 1;1]) dans lespace des impulsions. C’est une procédure de type
Monte Carlo qui détermine, avec une probabilité II, s’il y a décohérence ou pas.
Cette méme procédure détermine aussi la variable ¢ qui correspond a la projection
de I'impulsion, recut par ’atome lors de I’émission spontanée du photon, sur “I’axe
de quantification” que constitue 'onde stationnaire. Dans les simulations standards,
la probabilité II, qui n’est autre que la probabilité d’émettre un photon spontané par
pulse, est déterminée & ’aide des parametres K, k et du désaccord A. Bien entendu
cette simulation représente un cas extréme (I = 1), pour des parametres standards,
la probabilité d’émission spontanée par pulse est plutot comprise entre 10" et 1072,
La figure 2.23 illustre le comportement de 1’énergie cinétique du kicked rotor pour
un ensemble de probabilités d’émission spontanée par pulse comprises entre 107"
et 1071, Pour II = 0, 10~ et 1072 les évolutions sont comparables et I'allure des
distributions en impulsions sont semblables. En revanche, pour IT = 1072 et 10!, un
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Chapitre 2. Un kicked rotor avec des atomes refroidis par laser

régime diffusif net apparait, I’énergie cinétique ne sature pas et les distributions en
impulsion prennent une forme gaussienne. Dans les expériences, nous veillerons donc
a avoir le plus faible taux d’émission spontanée possible en choisissant les parametres
K, Ek, 7 et A adéquats.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu'un nuage d’atomes de césium refroidis a
quelques micro-kelvins, soumis & une onde stationnaire lumineuse pulsée et désaccor-
dée par rapport a une transition atomique, réalise un kicked rotor atomique semblable
au modele de la particule quantique dans le potentiel sinusoidal pulsé présenté dans
le chapitre premier. Nous avons passé en revue les différentes phases de I'expérience,
réalisation du nuage, application de ’onde stationnaire et mesure de la distribution
en impulsion. L’utilisation de la spectroscopie Raman stimulée pour mesurer les dis-
tributions en impulsion du nuage, nous a permis d’observer le gel de la distribution
en impulsion. Celle-ci est caractérisée par une saturation de la population d’ atomes
a vitesse nulle et par 'apparition d’une forme exponentielle pour ’ensemble de la
distribution en impulsion, apres ’application de quelques dizaines de pulses d’onde
stationnaire. Nous avons pu aussi extraire les grandeurs caractéristiques de la loca-
lisation dynamique (longueur de la localisation, temps de localisation). Enfin, nous
avons listé, décrit et quantifié les différents effets parasites qui rendent compte de
I’observation imparfaite du gel de la diffusion comme I'inhomogéneité du parametre
de stochasticité K ou la présence d’émission spontanée. Nous avons montré que ces
effets indésirables peuvent étre limités suffisamment pour permettre 1’observation
expérimentale de la localisation dynamique.

Dans le chapitre qui va suivre, nous allons nous intéresser a la destruction de la
localisation dynamique et aux lois qui régissent cette destruction lorsqu’on ajoute
des degrés de liberté supplémentaires au systeme notamment lorsque l'on se place
dans des conditions équivalentes au modele d’Anderson a trois dimensions.
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Chapitre 3

Transition d’Anderson avec un
kicked rotor quasipériodique a
trois fréquences

Nous avons vu au chapitre premier que le modele du kicked rotor présente une
correspondance avec le modele d’Anderson unidimensionnel pour les solides désor-
donnés. A trois dimensions, le modele d’Anderson possede une propriété particulie-
rement intéressante : il existe une transition de phase métal-isolant entre un état
ou les fonctions d’onde électronique sont localisées (isolant d’Anderson) et un état
ou elles sont délocalisées (état métallique). Nous proposons dans ce chapitre d’étu-
dier une variante du kicked rotor, le kicked rotor quasipériodique & trois fréquences
modulé en amplitude qui correspond au modele d’Anderson & trois dimensions.

La premiere partie présente le modele d’Anderson & trois dimensions dans son
domaine d’origine : la physique du solide. La seconde partie introduit le kicked rotor
quasipériodique & trois fréquences et sa correspondance avec le modele d’Ander-
son. La troisieme partie présente quelques études numériques avant de passer aux
résultats expérimentaux dans la derniere partie.

3.1 La transition d’Anderson en physique du solide

Nous avons vu au chapitre premier que la localisation d’Anderson est le résultat
d’effets d’interférence quantique. Cette localisation forte génere un comportement
d’isolant. Dans le modele d’Anderson & une dimension, il n’existe pas d’état métal-
lique, la localisation existe toujours quel que soit le degré de désordre. En dimension
deux, la localisation existe toujours mais la longueur de localisation décroit exponen-
tiellement avec le désordre [47]. En dimension trois, il existe une transition de phase
entre état localisé et délocalisé. Cette transition d’Anderson fait partie d’une classe
de transitions de phase continues dites transitions de phase quantiques car leur com-
portement critique est gouverné non pas par des fluctuations d’origine thermique
mais par des fluctuations quantiques [48]. Dans cette classe de transitions de phase,
il existe une catégorie qui regroupe les transitions d’origine purement électronique :
les transitions de Mott induites par les corrélations électroniques et les transitions
d’Anderson induites par le désordre.
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Conductivitéo
N(E)

-~

Etats localisés

Etats étendus

I
L

E

F1a. 3.1 — Le concept de “mobility edge” . La densité d’état N(F) est représentée de
facon schématique en fonction de ’énergie de Fermi. A gauche de E¢, tous les états
sont localisés tandis qu’a droite de E., tous les états sont étendus et la conductivité
o devient non nulle.

La transition d’Anderson est une transition dite continue ou de second ordre!
comme la transition superfluide ou la condensation de Bose Einstein [49]. Ce type
de transition est caractérisée par la divergence d’une longueur caractéristique a la
maniere de :

E~Alg—ge|™ (3.1)

ol £ est la longueur de corrélation, v est 1’ exposant critique, A la longueur caracté-
ristique du systéme (par exemple le pas du réseau) et g. le parametre critique de la
transition (par exemple le degré de désordre). Nous présentons ici de fagon succincte
la transition d’Anderson en physique du solide.

3.1.1 Les débuts...

De fagon théorique, Anderson est donc le premier & formuler le probleme de
la localisation en 1958 [11] (voir chapitre 1). Plus tard, en 1968, Mott introduit
le concept de “mobility edge” E., il s’agit de la frontiére énergétique qui sépare
I’état isolant ou tous les états propres sont localisés de I'état conducteur ou tous
les états propres sont étendus (figure 3.1). Du point de vue expérimental, il faut
attendre le début années 80 pour que les premieres expérimentations mettent en
évidence une transition métal-isolant. En effet, dans un cristal réel, il est tres difficile
d’obtenir des conditions favorables & ’observation de la transition d’Anderson, par
exemple lexistence d’interaction avec des phonons casse les effets de localisation.
De plus, il est impossible de mesurer directement le degré de localisation de la
fonction d’onde électronique. Les expérimentations sur les métaux pour observer la
transition d’Anderson consistent & mesurer une grandeur physique macroscopique
comme la conductivité ou la susceptibilité diélectrique. Parmi les expériences les plus

Pour ce type de transition, il n’y a pas de chaleur latente de transition.
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3.1. La transition d’Anderson en physique du solide
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Fic. 3.2 — La transition Métal Isolant dans Si : P. L’inverse de la susceptibilité
diélectrique X_l(d droite) et le carré de la conductivité o’ sont tracés en fonction
de la concentration normalisée n/n. — 1 de dopant (P) en bas [50]. Il ne s’agit
pas ici de la transition d’Anderson comme présenté dans larticle [51] mais d’une
transition métal isolant. St : P est un semi conducteur & large bande qui, lorsqu’il
est suffisamment dopé, devient métallique.

citées, il existe celle sur la silice dopée phosphore (Si : P) [50, 51] ou le parametre
de controle est la concentration de dopant (figure 3.2). D’autres expérimentations,
par exemple sur Al,Gaj_,As, ou 'on fait varier la concentration des porteurs de
charge par excitation optique [52, 53], permettent d’extraire les caractéristiques de
la transition. Dans ’expérience sur St : P, 'exposant critique est le méme pour la
phase isolante et pour la phase conductrice, il est proche de % . Pour Al,Gay_,As,
la mesure de la conductivité donne un exposant critique égal a 1 [52] et la mesure de
la constante diélectrique donne une valeur proche de 2 [53]. Nous pouvons ajouter
aussi une expérience sur 1’étain (Sn)[54], ol la transition semble observée de fagon

non ambigué mais rien n’est donné sur I’exposant critique.

3.1.2 L’approche Thouless et la théorie d’échelle de la localisation
a un parametre

Le premier & avoir établi une description théorique des transitions métal-isolant
a l'aide d’une loi d’échelle est Thouless [55, 56]. Il construit un échantillon de taille
(2L)"en dimension d & partir de cubes de taille L’ (figure 3.3). Avec ceci, il intro-
duit la conductance adimensionnée g (appelée aussi “nombre de Thouless” dans la
littérature) :

g= h% (3.2)
e

ou e est la charge de I’électron et G est la conductance du systeme réel, grandeur

mesurable expérimentalement. Thouless postule que g est le seul parameétre qui

controle I’état (isolant ou conducteur) du systeme lorsqu’on double la taille de celui-
ci.

Thouless part donc d’un échantillon microscopique dont la taille est comparable

au libre parcours moyen de I’électron dans le réseau. A cette échelle, la fonction g
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Fiac. 3.3 — L’idée de Thouless. 1l construit un échantillon de taille macroscopique
a partir d’un échantillon microscopique en doublant la taille de celui-ci de maniére
itérative. Par exemple, il passe d’un échantillon cubique de taille (L)den dimension
d a un échantillon de taille (2L)d puis (4L)d et ainsi de suite.

est une mesure microscopique du désordre, grande si le désordre est faible et vice
et versa. Puis il double la taille de cette échantillon jusqu’a obtenir un échantillon
de taille macroscopique dont il veut obtenir le comportement. Abrahams, Anderson,
Licciardello et Ramskrishnam ont développé, de fagon théorique, la renormalisation
associée a cette idée [47]. Pour cela, les auteurs introduisent la fonction 5(g) supposée
continue et monotone :

B(9) = 7% (3.3)

en postulant que celle-ci ne dépend que de la conductance g. A partir de considé-
rations physiques sur le comportement asymptotique de la fonction § dans les cas
limites de faible et de fort désordre, les auteurs parviennent & une représentation de
la fonction 3. La figure 3.4 représente 1’évolution de la fonction ((g) en fonction de
In(g) pour les dimensions d = 1, 2 et 3. Nous voyons sur cette figure qu'il y a deux
cas a distinguer :

— le cas out B(g) < 0, les états sont localisés (g ~ exp (—%) avec & la longueur

de corrélation). Lorsque L augmente, la conductance g diminue.
— le cas ou fB(g) > 0, les états sont délocalisés (on peut montrer que g ~

Ld72[47]). Lorsque L augmente, la conductance g augmente.
Ce second cas ne se présente qu’en dimension d = 3 ou la fonction (3(g) change de
signe lorsque g = g. parametre critique de I’équation (3.1). Il s’agit donc d’une tran-
sition métal-isolant. Autour du point critique g, il n’y a pas de différence d’un point
de vue microscopique, entre un métal et un isolant. De plus, les auteurs montrent
que de chaque coté de la transition, les grandeurs caractéristiques divergent avec
le méme exposant critique v. Par contre, en dimension d = 1 et d = 2, il n'y a
théoriquement pas de transition métal-isolant. En dimension 1, il y a toujours loca-
lisation et donc I’échantillon est toujours isolant quelque soit sa taille ou son degré de
désordre. En dimension 2, on observe un comportement asymptotique ou la longueur
de localisation diverge infiniment (3(g) — 0 lorsque In(g) — +00).
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Transition Métal-Isolant Métal

2D
= In(g)

L 1D

Isolant

Fic. 3.4 — Fonction B de Thouless. En dimension 1 quelle que soit la valeur de
In(g), l’état est isolant (il y a toujours localisation), en dimension 2, la longueur de
localisation diverge avec In(g) sans pour autant que le systéme devienne conducteur.
En dimension 3, il existe une transition entre un état isolant et un état conducteur.
C’est la transition d’Anderson. Pour chaque dimension, la fonction (B tend vers une
valeur asymptotique lorsque L < &.
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3.1.3 La transition d’Anderson avec des atomes froids ?

Lorsqu’on effectue une recherche bibliographique, on s’apercgoit que le probléeme
de la localisation d’Anderson dépasse les frontiéres de la physique du solide. 11 s’est
progressivement étendu a d’autres champs de la physique comme celui des systemes
dynamiques [57], du rayonnement électromagnétique [58, 59, 13, 60, 61], des ondes
acoustiques [12] et de fagon encore plus surprenante en biologie [62, 63] et en cos-
mologie [64]. La communauté des gaz froids et ultra froids n’est pas épargnée par
la “fievre” Anderson. En effet, les progres réalisés ces deux dernieres décennies pour
piéger des gaz de bosons et de fermions dans les réseaux optiques permettent d’en-
visager le traitement de nombreux problemes de physique du solide [65] et en par-
ticulier celui de la localisation d’Anderson. Ces systemes possedent les propriétés
d’un cristal parfait et les conditions idéales pour observer de nombreux phénomenes
de la physique du solide. De nombreuses propositions d’expériences ont été faites
ces derniéres années pour observer la localisation et la transition d’Anderson avec
des atomes froids dans les potentiels optiques [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74].
Mais les difficultés techniques associées & ses propositions ne semblent pas encore
surmontées. Le modele que nous allons présenter dans la section suivante, possede
toutes les caractéristiques nécessaires & 'observation de la transition d’Anderson,
avec pour avantage principal son extréme simplicité et la facilité de sa mise en place
expérimentale.

3.2 Equivalence du kicked rotor a trois fréquences du
modele d’Anderson a trois dimensions

3.2.1 Le kicked rotor quasipériodique

Le modele du kicked rotor quasipériodique & modulation d’amplitude a été in-
troduit par D. Shepeliansky pour un modele a deux fréquences dans [9] et par G.
Casati, I. Guarnieri et D. Shepeliansky pour un modele a trois fréquences dans
[75]. 11 permet, par l’adjonction de ces fréquences supplémentaires dans le forcage,
d’augmenter la dimensionalité effective du systeme d’autant de fréquences supplé-
mentaires. Pour le modele du kicked rotor simple introduit au chapitre premier, nous
avions le hamiltonien :

2

P N—-1
H=-"+V(0) ;) (6 — n) (3.4)

avec V(0) = K sin(0) et 0y = wpt. Pour le modele a trois fréquences, nous remplagons
le potentiel V' (#) par un potentiel dépendant du temps V (6, 6y, 01 = 1 + wit, 62 =
2 +wot). L’amplitude des pulses se trouve donc modulée dans le temps par les deux
fréquences supplémentaires v1 = w1 /27 et vy = wa/2m avec des phases arbitraires
1 et po. Pour étre dans un cas quasipériodique, les fréquences v1, v, et la fréquence
de forcage 1y doivent étre incommensurables.

Pour expliciter le lien avec le modele d’Anderson & trois dimensions, il faut
considérer les phases 61 et #o comme de nouvelles variables dynamiques avec leurs
variables conjuguées respectives P; et Py. L'espace des phases (6, P) fait donc parti
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d’un espace des phases étendu (6, P; 61, P1; 62P) avec Pio = —i% [76]. Nous
pouvons alors définir :

0 00p 0 00 0 06 O

L= Ot 90, | oL 06 | ot 96,
et I’équation de Schrodinger s’écrit alors :

N
) P’ ) B
o) = | — — iw) —— — fws——— + V(6,010 S5t —
wogg ¥ = | 5 ~iwigg ~iwegg + V001, 2);) (t=m)v
avec le hamiltonien suivant :
P "
Hsp = ==+ wiPr+ w2 P+ V(0,61,62) > (60 —n) (3.5)

n=0

qui représente un quantum kicked rotor avec trois degrés de liberté (6,01, 62) sou-
mis périodiquement & un forcage ou le potentiel V (0, 61,62) n’est pas explicitement
dépendant du temps. L’opérateur d’évolution sur une période s’écrit (dans I’approxi-
mation des pulses de Dirac) :

) i V0.01,09) 2
Y SR () (3.6)

Nous pouvons nous placer dans une représentation ou les deux dégrés de liberté
nouvellement introduits représentent une phase globale pour la fonction d’onde avec :

— % (w1 P1+wa Po)t

(0,01, 02,t) = e (6, 61,09, 1) (3.7)

et écrire I’équation de Schrodinger pour le modele du kicked rotor quasipériodique :

2 N

d- |pP 5
ikt = 7+V(9,91,92)Za(t—n) ¥ (3.8)

n=0

Maintenant que nous avons cette représentation, nous pouvons effectuer la transfor-
mation présentée dans la derniére section du chapitre premier et en annexe A pour
retrouver le modele du tight-binding mais cette fois-ci a trois dimensions :

Tty + Y Wittnsr = Eup, (3.9)
T
avec n = (n, ny, ng) et r = (r, r1, r2) les sites & trois dimensions,

1
T, = tan [2(En + njwy + nows + €,) |, (3.10)

E, = ];—; et €, la quasi-énergie. W,. une triple transformée de Fourier de tan[%V(@, 01,602)].
Le principal avantage d’une écriture sous la forme d’un kicked rotor quasipériodique

du modele du tight binding a trois dimensions est son efficacité numérique. Au lieu
d’avoir a calculer un systeme réellement a trois dimensions, le calcul ici n’est pas
beaucoup plus coliteux que le modele du kicked rotor simple présenté au chapitre
premier.
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3.2.2 Correspondance des deux modeles

Nous avons donc montré dans la section précédente que le kicked rotor quasipé-
riodique (& trois fréquences) est équivalent au modele d’Anderson & trois dimensions.
Il est difficile d’expliciter le lien entre les variables des deux modeles tant celles de
I’'un sont en réalité des combinaisons de celles de ’autre. Cependant, le parametre
d’ordre qui gouverne la transition, le désordre dans le modele d’Anderson, est ex-
plicite pour le kicked rotor quasipériodique : il s’agit du parametre K (figure 3.5).
De méme, la variable temporelle dans le kicked rotor quasipériodique (le nombre
de pulses appliqués) représente la taille de ’échantillon dans le modele d’Anderson.
La dynamique spatiale du modeéle d’Anderson devient une dynamique en impulsion
pour le kicked rotor quasipériodique en particulier pour la localisation et la lon-
gueur de corrélation, grandeur caractéristique dans le modele d’Anderson devient la
longueur de localisation pour le kicked rotor quasipériodique.

Conducteur Isolant

KA J\
Modele
<

d’Anderson T . - .
Diffusion spatiale Localisation spatiale

C

3

-q—m

Energie de Fern

\ (mobilityi edge)
. Désordre
s |
< . Stochasiticité K
KC
K‘C",eﬂ,' .Rot.or < Diffusion en impulsion Localisation dynamique
guasipériodique

DANVIN

Fia. 3.5 — Représentation schématique de l'équivalence du modéle d’Anderson a
trois dimension et du kicked rotor quasipériodique & trois fréquences. Le concept
de mobility edge attribué dans le modéle d’Anderson a l’énergie de Fermi est ici
étendu au parameétre de stochasticité K du kicked rotor quasipériodique. En dessous
du paramétre critique K., tous les états de Flogquet du kicked rotor sont localisés, il

y a localisation dynamique. Ils deviennent étendus lorsque K > K.. Le régime est
alors diffusif.
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3.3 Etude numérique du kicked rotor quasipériodique

3.3.1 Mise en évidence de la transition localisé-délocalisé.

Cette partie présente quelques simulations numériques qui permettent de mettre
en évidence un changement de comportement sur la dynamique du kicked rotor entre
un régime localisé et un régime diffusif en fonction de notre parametre d’ordre K.

Le principal potentiel V' (6,601, 62) utilisé ici est celui introduit dans [77] et il
s’écrit :

V (0, 01, 62) = K [1 + ecos(0;) cos(f2)] cos(8). (3.11)

La série de pulses pour le kicked rotor quasipériodique avec le potentiel V' (6, 60, 62)
est représentée sur la figure 3.6.

15

Amplitude du pulse

2 3
Temps (pulse)

F1G. 3.6 — Représentation de l’évolution de l'amplitude des pulses lorsque ceux-ci sont
modulés par la fonction f(t) = (1 + ecos(61) cos(62)) avec € = 0,45, p1 = pa = 0,
w1 = 2mV/5ry et wy = 21131y (v = 1 ici).

Avant de nous lancer dans I’étude de la dynamique quantique du kicked ro-
tor quasipériodique, nous devons vérifier que les propriétés classiques (chaoticité et
diffusion en impulsion) ne sont pas modifiées par le nouveau potentiel V (6,61, 62)
considéré ici. Nous avons tracé sur la figure 3.7, 'évolution de I’énergie cinétique
du kicked rotor quasipériodique pour des valeurs croissantes du parametre K. Pour
K < 1, I’énergie cinétique n’évolue qu’autour d’une valeur moyenne constante au
cours du temps. Le kicked rotor n’évolue que dans une portion limitée de I’espace des
phases. Pour K > 1, nous constatons que 1’énergie cinétique croit linéairement en
fonction du temps. La dynamique est diffusive. Pour le kicked rotor quasipériodique,
la diffusion apparait donc pour des valeurs du parametre K beaucoup plus faibles
(pour K =~ 1). La propriété essentielle du chaos classique, la diffusion en impulsion,
est donc préservée par ’ajout des nouvelles fréquences. Nous pouvons donc nous
lancer dans I’étude de la dynamique quantique du kicked rotor quasipériodique.
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Fic. 3.7 — Energie cinétique du kicked rotor quasipériodique classique (3.11) pour
4 wvaleurs du parameétre K. Pour K = 0,8 [’énergie cinétique moyenne oscille au-
tour d’une valeur moyenne constante au cours du temps. Pour K > 1, [’évolution
de l’énergie cinétique tend vers une fonction affine croissante. La dynamique est

diffusive.
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F1G. 3.8 — Distribution en impulsion pour le kicked rotor quasipériodique (simulation
numérique). Les parameétres sont E = 2,89, ¢ = 0,75 et N = 1000. La distribution
localisée qui épouse la forme exponentielle (fit en pointillé) a été réalisée pour K =
4,0 et celle de forme gaussienne pour K = 8, 0.

Distributions en impulsion

Le figure (3.8) représente deux distributions en impulsion pour deux valeurs du
parametre K avec k = 2,89, e = 0,75 et N = 1000.

— Pour K = 4, la distribution en impulsion est localisée et épouse la forme

exponentielle, caractéristique de la localisation dynamique.

— Pour K = 8, la distribution est délocalisée et épouse une forme gaussienne qui,

elle, caractérise une dynamique diffusive.
Nous avons donc un changement dans la dynamique quantique (la dynamique clas-
sique est bien chaotique et diffusive dans les deux cas) du kicked rotor quasipério-
dique en fonction du parameétre de stochasticité K.

Les travaux de Casati, Guarneri, Borgonovi et Shepeliansky [75, 77] montrent
qu’il existe une transition entre un état localisé et un état délocalisé en fonction du
parametre de stochasticité K. Pour mettre en évidence la transition entre ces deux
états, les auteurs étudient la dépendance de la longueur de localisation (lorsque
I'état est localisé) et du coefficient de diffusion (lorsque I’état est délocalisé) en
fonction du parametre de controle K. La figure 3.9 présente cette dépendance pour
des valeurs croissantes du parametre K (k = 2,89, ¢ = 0,75) pour N = 150 et
N = 15000. Nous avons représenté sur le gnéme graphe a gauche l'inverse de la

1
|

longueur de localisation p— = 2 |(p = 0)] caractérisant un régime localisé et a
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F1G. 3.9 — Evolution de linverse de la longueur de localisation (cercles) (calculé a

partir de # =2[(p= O)|2) et du coefficient de diffusion (croiz) (calculé a partir
de D = <P2> /2N ) en fonction du paramétre K pour le kicked rotor quasipériodique

(simulation numérique). Les autres paramétres sont k = 2,89, e = 0,75, N = 150
(en gris), N = 15000 (en noir). Lorsque l'on passe de N = 150 a N = 15000,
Uintersection des deux courbes (point supposé de la transition) se déplace vers une
valeur de K plus élevée.

droite le coefficient de diffusion D = <P2> /2N qui caractérise un régime diffusif.

La figure 3.9 montre clairement une transition d’un état localisé vers un état
délocalisé. Lorsque le parametre K, la longueur de localisation augmente (son inverse
tend donc vers 0) alors que le coefficient diffusion augmente. Entre N = 150 et
N = 15000, le point d’intersection, point supposé de la transition, entre les deux
courbes s’est déplacé pour une valeur de K plus élevée. La transition semble plus
“raide” pour N = 15000, mais il n’y a pas de discontinuité, ce qui serait une signature
claire de la transition de phase.

Dans la référence [75], les auteurs affirment que les dépendances de 1/Fj,. et D
en K sont consistantes avec les lois de puissance :

1 v
~ (K — Ko (3.12)
loc
et
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3.3. Etude numérique du kicked rotor quasipériodique

avec K. ~ 0,469 x k et pour exposant critique v ~ 1,5 et s ~ 1, 25. Dans la référence
[77] (ou le potentiel V' (0, 01,02) correspond a notre modele) , le K. ~ 1,88 X k mais
rien n’est précisé pour la valeur de I’exposant critique.

Les travaux présentés jusqu’ici suggerent l’existence d’une transition localisé-
délocalisé pour le kicked rotor quasipériodique. Cependant, pour obtenir des résul-
tats satisfaisants, les simulations numériques sont réalisées avec un grand de pulses
(N ~ 15000) et sans décohérence. Il s’agit la de situations idéales malheureuse-
ment inaccessibles expérimentalement. Enfin les grandeurs mesurées, la longueur de
localisation et surtout le coefficient de diffusion ne sont pas, nous ’avons vu au cha-
pitre précédent les grandeurs les plus facilement accessibles dans notre expérience.
Nous allons voir dans la suite que nous pouvons adopter une autre stratégie bien
plus puissante appelée Finite Size Scaling ou seule la mesure |¢(p = 0)]2
la plus fiable de notre expérience, est nécessaire. Cette stratégie va nous permettre
de montrer clairement ’existence d’une transition de phase et obtenir des résultats
quantitatifs sur 'exposant critique.

, mesure

3.3.2 Finite Size Scaling

Nous venons de voir, qu’il est tres difficile d’obtenir des résultats quantitatifs
sur la transition observée entre I’état localisé et délocalisé pour le kicked rotor qua-
sipériodique malgré des simulations réalisées avec un grand nombre de pulses. Le
méme probléme se pose pour la transition d’Anderson en physique du solide. L’une
des caractéristiques des transitions de phase est un comportement singulier autour
d’une valeur critique du parametre d’ordre. Nous avons vu, que pour la transition
d’Anderson (section 3.1.2), la longueur de corrélation diverge (du coté isolant) a
I’approche de cette valeur critique de méme lorsqu’on approche ce point critique du
cOté conducteur, le coefficient de diffusion tend vers zéro. Ce comportement singu-
lier ne peut-étre observé que dans des échantillons de taille macroscopique. Dans
les expériences présentées au 3.1.1 ou dans les études numériques la divergence de
la longueur de corrélation autour du point critique est “ramollie” (la longueur de
corrélation devient comparable & la taille de 1’échantillon) et ne permet pas d’ex-
traire les quantités qui caractérisent la transition comme ’exposant critique . Pour
surmonter cette difficulté, les physiciens de la matieére condensée ont mis au point
une approche appelée “Finite Size Scaling” [51]. Cette méthode permet d’extrapoler
correctement le comportement de la longueur de corrélation autour du point critique
pour un échantillon de taille infinie a partir d’un échantillon de taille finie. Dans le
probleme du kicked rotor quasipériodique, nous avons vu que le temps correspond
a 'espace dans le probleme d’Anderson, le Finite Size Scaling est donc devenu un
Finite Time Scaling (FTS) pour notre probleme. Nos collaborateurs du laboratoire
Kastler Brossel Gabriel Lemarié, Benoit Grémaud et Dominique Delande ont mis
en place cette méthode de “Finite Time Scaling” inspirée des méthodes utilisées par
les physiciens de I’état solide pour étudier les transitions de phase et notamment la
transition d’Anderson. Nous présentons dans cette sous section, de facon simple et
non exhaustive le principe du Finite Time Scaling? ainsi que les simulations réalisées
par nos collaborateurs.

2Voir pour une description compléte du Finite Time Scaling la thése de G. Lemarié, & venir.
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Fia. 3.10 — Données numériques brutes de Iy x N en fonction de N (100 < N <
10000) en échelle logarithmique. Pour plusieurs valeurs de K (de haut en bas) de
6,0 ¢ 9,5 (kK = 2,89 et ¢ = 0,3). On distingue nettement les deuzr régimes : en
haut (blew) la pente positive caractérise un régime localisé et en bas (rouge) la pente
négative un régime diffusif. Au centre, la pente nulle correspond au régime critique
de diffusion anomale pour K =~ 8, 3.

Pour pouvoir appliquer le principe du Finite Time Scaling aux résultats numé-
riques (et plus loin voir 3.4.3, aux résultats expérimentaux), nous revenons d’abord
sur une maniere de mettre en évidence la transition par une renormalisation de la
quantité [ (p = 0)|2que nous notons dans la suite IIy. Sur la figure 3.10 nous avons
représenté le logarithme de IIg x NV % en fonction du logarithme de N pour diffé-
rentes valeurs du parametre K. Lorsque nous sommes dans un régime de localisation
dynamique, Il tend asymptotiquement vers une constante du temps, nous obtenons
donc sur la figure 3.10 une droite de pente positive (pour K ~ 6 a K ~ 7,5). Par
contre, lorsque le régime est diffusif, Iy ~ \/% et la courbe correspondante repré-
sente une droite de pente négative (pour K =~ 8,5 et K ~ 9,5). Lorsque la pente
est nulle (K = 8,3), il s’agit d’une diffusion anomale, qui caractérise la transition
de phase.

Principe du Finite Time Scaling

Les concepts associés aux phénomenes critiques comme les transitions de phases,
que sont les classes d’universalité (les propriétés macroscopiques de la transition ne
dépendent pas des propriétés microscopiques) et la renormalisation (la description
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3.3. Etude numérique du kicked rotor quasipériodique

des lois d’échelle autour du point critique), sont a 'origine de Finite Time Scaling.

L’hypothese que nous faisons est que le comportement de la longueur de locali-
2

sation : Plro = < P2> ~ (W) que nous notons par commodité HQEN), est régi
- 0
autour du point critique par une loi d’échelle du type :
1 k1 ko
———— =N F[(K—-K.N "] (3.14)
ITy(N)

Aucune hypothese n’est faite sur la fonction F' et les deux exposants ki et ko sont a
déterminer & partir du comportement asymptotique de la fonction F. Notons que le
point critique sépare deux régimes différents : diffusif, du coté des K élevés et localisé,
pour les K de faibles valeurs. Nous allons maintenant essayer de déterminer, en
utilisant des arguments physiques, le comportement de la fonction F' pour K — K, :
et K — K, .

— Dans un régime diffusif, le coefficient de diffusion tend vers zéro a mesure que

K tend vers K, par la droite et on a :

D~ (K -K.)". (3.15)
Or pour 2 — +00 ,on a F(z) ~ 2" et donc pour z = (K — K.)N* — 400 on
doit avoir :
1 k1 ko k1 ko °
—~  —DN=N"F[(K - K)N”]~N ((K ~ KN ) . (3.16)
Iy (N)

Ce qui impose :
k14 sky =1 (317)

— Dans le régime localisé, la longueur de localisation diverge lorsque K tend vers
K. par la gauche et on obtient :

Proe ~ (K — Ko) 7. (3.18)
Pour © — —oco on a F(z) ~ z et donc pour z = (K — K.)N** — —c0 on
doit avoir :
1 —2v
=P =N"F[(K - K)N"] ~ N" ((K - KC)Nk2> . (3.19)
I (V)
Ce qui implique :
k‘l — 2l/k‘2 =0. (3.20)

Les relations (3.17) et (3.20), ainsi que la loi de Wegner : s = (d — 2)v [80, 81] ou la
dimension d = 3, suggere donc la loi d’échelle :

b
M(N)

—1/3

= NFl(K - KN "] (3.21)

3Ce type de loi d’échelle est utilisée avec succés, par exemple dans les problémes de percolation
[78, 79].
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F1G. 3.11 — Principe de la procédure de Finite Time Scaling. A gauche les données
brutes de ln(l/HéNz/a) en fonction de ln(N_l/S). A droite, la fonction d’échelle f
obtenue en applicant la procédure de Finite Time Scaling aur données brutes de la
figure de gauche. La procedure de FTS détermine par une methode de “moindres
carrés” la quantité & qui translate chaque courbe de gauche sur la fonction d’échelle
f (seulement quelques courbes ont été tracées pour la visibilité) .

soit :
1 —1/3

A(N):W:f(ﬂv
0

) (3.22)
ol £ est le parametre d’échelle qui ne dépend que du parametre K. Aucune hypothese
n’est faite pour la fonction f. La fonction d’échelle f est obtenue numériquement.
C’est une procédure de type “moindre carré” qui place les courbes de In(A(NV)) en
fonction de In(N 71/3) sur la fonction f (aucune forme n’est définie pour f , elle est
entierement déterminée par la procédure) en les translatant d’'une quantité £ (voir
figure 3.11). Cette fonction f est représentée sur la figure 3.12 pour une simulation
numérique. On distingue nettement deux branches correspondant aux deux régimes.
La branche supérieure en rouge correspond au régime diffusif et la branche inférieure
en bleu au régime de localisation dynamique. Au centre, la pointe représente le régime
critique de diffusion anomale.

De cette procédure, on extrait pour chaque valeur de K une valeur correspon-
dante de £. C’est en tracant le parametre d’échelle £ qui représente la quantité né-
cessaire pour translater chaque courbe de la figure 3.11 (correspondant & une valeur
K donnée) pour obtenir la fonction d’échelle f (figure 3.12), que 'on peut obtenir
I’exposant critique et observer la divergence de £ = £, la longueur de localisation a
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F1G. 3.12 — La procédure de FTS appliqguée a ’ensemble des données numériques de
ln(l/Hé X N2/3) en fonction de ln(l/Nl/B) en échelle logarithmique pour 80 valeurs
de K de 6,0 a 9,5. On distingue nettement les deux branches : en haut (rouge) la
pente négative caractérise un régime diffusif et en bas (bleu) la pente négative un
régime de localisation. Au centre, la pointe correspond au régime critique de diffusion
anomale.
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Fia. 3.13 — Le paramétre d’échelle & issu de la procédure de FTS appliqués a l’en-
semble des données numériques en fonction de K. A lapproche de K. , le para-
métre d’échelle qui représente la longueur de localisation pour K < K. diverge.
Pour K > K., £ représente linverse du coefficient de diffusion.

temps infini. La fonction £(K) épouse une forme du type (K — K.) “avec K. = 8,23
et v=1,6+0,2 (I'erreur provient de la procédure de fit).

Il possible d’obtenir une valeur plus précise de ’exposant critique en linéarisant
la fonction A(t) autour du point critique et en fittant par une fonction du type :

1

A(N)=A+ B(K — K,)N™. (3.23)

La valeur de I’exposant critique ainsi obtenue est vy, = 1,58 £0, 1.

Le Finite Time Scaling est donc une méthode puissante qui nous permet d’ob-
tenir, en plus d’un critére visuel pour apprécier la transition de phase (figures 3.12
et 3.13), une valeur de l'exposant critique v. Nous allons voir dans la suite que,
bien que les simulations présentées ici aient été réalisées avec un tres grand nombre
de pulses, la méthode de Finite Time Scaling donne de tres bons résultats avec les
données expérimentales obtenues avec moins de deux cents pulses.

3.4 Etudes expérimentales de la transition d’Anderson

3.4.1 Mise en place expérimentale : la modulation d’amplitude

Pour pouvoir observer la transition d’Anderson, nous devons réaliser le potentiel
donné par I'’équation 3.11. Pour cela, nous avons mis en place une modulation de
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3.4. Etudes expérimentales de la transition d’Anderson

I’amplitude des pulses de I'onde stationnaire en nous servant d’une méthode déja
utilisée pour des expériences précédentes [82, 6, 83| avec cependant quelques amélio-
rations. Le montage radiofréquence est représenté sur la figure (3.14). Pour moduler
I’amplitude des pulses optiques, nous modulons directement 'amplitude des pulses
radiofréquence qui alimentent le modulateur acousto-optique chargé de les générer.

Afin d’obtenir la modulation d’amplitude la plus proche possible du potentiel
V(0,01,02) souhaité, nous avons mis en place une procédure de calibration de ’am-
plitude des pulses d’onde stationnaire, qui consiste a mesurer la fonction de transfert
du modulateur acousto-optique qui n’est pas linéaire. Pour cela, nous enregistrons
la puissance optique injectée dans la fibre optique (figure MOPA chapitre 2) via un
prélevement de 1% sur celle-ci en fonction de la la puissance de la radiofréquence
transmise au modulateur acousto-optique. La fonction de transfert obtenue est re-
présentée sur la figure 3.15. Pour obtenir la modulation optique souhaitée (figure
3.15) qui réalise le potentiel V(6,01,62), 'ordinateur se charge de calculer I'intensité
de la radiofréquence a appliquer.

3.4.2 Mise en évidence d’un changement de comportement.

Les premieres expériences que nous avons réalisées visaient a mettre en évidence
un changement de comportement entre un régime de localisation dynamique et un
régime diffusif au sein du modeéle d’Anderson & trois dimensions. L’approche est la
suivante : dans un régime de localisation dynamique, la distribution est gelée dans le
temps sous une forme exponentielle et notre mesure favorite, la population d’atomes
a impulsion nulle IIy ~ ﬁ est une constante du temps. Dans un régime diffusif,

Iy ~ ﬁ , n’est plus une constante du temps.

La figure 3.16 présente a gauche 1’évolution de Ily en fonction de la variable ¢
pour trois durées différentes d’expériences (50, 75 et 100 pulses) et & droite Iy x v/N.
Sur la figure de droite, pour des valeurs € > 0,5, les trois courbes coincident, Il
évolue donc proportionnellement a la racine carrée du temps. Nous sommes donc en
présence d’un régime diffusif. Le lecteur attentif aura remarqué que dans ce cas pour
€ < 0,5 nous devrions avoir sur la figure de gauche les trois courbes qui coincident
pour un régime de localisation. Ce n’est pas le cas car encore une fois la décohérence
créé une légere diffusion qui entrave 1’état stationnaire de Ily en fonction du temps.

Nous pouvons faire la méme étude sur Il en fonction du parametre K et obtenir
la figure 3.17. Les conclusions sont les mémes. Pour les différentes valeurs de IV, les
courbes représentant ITy x v/N en fonction de K se superposent pour K > 4.2, signe
d’un régime diffusif.

Ces premiers résultats expérimentaux constituent la premiere indication que nous
avons obtenu d’une possible transition de phase avec le passage d'un régime de
localisation dynamique vers un régime diffusif. Cependant, ils ne sont pas supports
a conclure a une transition de phase. Il nous manque la divergence d’une grandeur
caractéristique (la longueur de localisation). Pour cela, nous allons appliqué le Finite
Time Scaling décrit auparavant a nos résultats expérimentaux.

97



Chapitre 3. Transition d’Anderson avec un kicked rotor quasipériodique a trois
fréquences

Calibration

e

Mesureur de
puissance optique

i%
Vers nuage

GBF 2

!

Modulation
d’amplitude

Fréquence

de forcage
Synthétiseur
RF 200MHz
TTL
L
Monostabl | Montage optique
Signal R.F, M.AO

Faisceau laser

Fia. 3.14 — Schéma simplifié du dispositif radiofréquence chargé générant les pulses
d’onde stationnaire modulés en amplitude. Le signal de modulation du générateur
basse fréquence GBF2 module 'amplitude du signal radiofréquence issu du synthé-
tiseur. Une fois celui-ci modulé en amplitude, le GBF 1, impose la fréquence des
pulses via le monostable. Le signal radiofréquence modulé et pulsé alimente le mo-
dulateur acousto-optique qui génére les pulses laser. Une partie de faisceau laser est
prélevée via un coupleur fibré (1%) pour mesurer la puissance des pulses optiques
générés. Cette mesure de puissance permet a l’ordinateur de calculer la puissance de
la radiofréquence a appliquer au modulateur acousto-optique (en réalité ’amplitude
de la modulation sur le GBF 2) pour obtenir la puissance optique correspondant au

potentiel V(0,01,62).
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Fi1G. 3.15 — A gauche, la fonction de transfert du modulateur acousto-optique. In-
tensité lumineuse recueillie par le mesureur de puissance en fonction de la tension
appliquée par le générateur basse fréquence. A droite, les pulses optiques modulés en
amplitude.
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Fia. 3.16 — En encart, I’ évolution du sommet de la distribution en impulsion Iy en
fonction du paramétre € pour trois durées (N = 50, 75 et 100) avec k = 3,46. En
figure principale , Iy x VN en fonction de €. Les trois courbes se superposent aux
alentours de € = 0,5. Pour € > 0,5, le régime est donc diffusif.
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Fi1a. 3.17 — En encart, I’ évolution du sommet de la distribution en impulsion Iy en
fonction du parameétre K ~ T pour trois durées (N = 50, 75 et 100) avec k = 3,46 et
e = 1. La figure principale représente, Ily x VN en fonction de K. Sur la figure de
droite les trois courbes se superposent auz alentours de K ~ 0,6 x 7. Pour K > 4,2,
le régime est donc diffusif.

3.4.3 Le Finite Time Scaling appliqué aux résultats expérimentaux

Nous avons donc appliqué la procédure de Finite Time Scaling décrite plus haut
(voir section 3.3.2) & nos résultats expérimentaux. Sur la figure 3.18, nous avons
représenté le logarithme de 11y x IV Y% en fonction du logarithme de N pour quelques
valeurs croissantes du parametre K (5 sur un ensemble 44 utilisées par la suite sur
la figure 3.19). Lorsque nous sommes dans un régime de localisation dynamique,
Iy x N 13 représente une droite de pente positive (pour K ~ 0,9 et 2, 1) en fonction
de N (en échelle log). Par contre, lorsque le régime est diffusif, 1Ty ~ ﬁ, nous
obtenons une droite de pente négative (pour K =~ 6,3 et 9,0). Lorsque la pente
est nulle (K ~ 3,8), il s’agit alors de la diffusion anomale. Lorsqu’on applique la
procédure FTS a la totalité des données expérimentales recueillies (pour 44 valeurs
de K entre 0,9 et 9), nous obtenons la fonction d’échelle f (figure 3.22).

Cette fonction f est représentée sur la figure 3.19 pour les données expérimen-
tales. On distingue & nouveau de facon nette deux branches correspondant aux deux
régimes. La branche supérieure en rouge correspond au régime diffusif et la branche
inférieure en bleu au régime de localisation dynamique. Au centre, la pointe repré-
sente le régime critique de diffusion anomale.

Pour obtenir les parametres K. et v qui régissent la transition autour du point
critique, nous avons tracé le parametre d’échelle en fonction de K sur la figure 3.21.
En fittant la fonction £(K), nous parvenons a une valeur de K = 3,83. A partir,
de ces deux courbes, nous pouvons bien conclure a l’observation de la transition de
phase. Cependant nombre d’effets parasites comme 1’émission spontanée perturbent
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FiG. 3.18 — Quelques données expérimentales brutes de Il x N en fonction de N
en échelle logarithmique pour cing valeurs de K (de haut en bas) 0,9;2,1;3,8;6,3
et 9,0 (k=2,89,e =0,3). On distingue nettement les deux régimes : en haut (bleu)
la pente positive caractérise un régime localisé et en bas (rouge) la pente négative un
régime diffusif. Au centre K ~ 3,8, la pente nulle correspond au régime critique de

diffusion anomale.
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Fi1G. 3.19 — La procédure de FTS appliqués a ’ensemble des données expérimentales
(pour 44 valeurs de K entre 0,9 et 9) : fonction d’échelle In(A) en fonction de
ln(f/N1/3). On distingue nettement les deux branches : en haut (rouge) la pente
négative caractérise un régime diffusif et en bas (bleu) la pente négative un régime de
localisation. Au centre, la pointe correspond au régime critique de diffusion anomale.
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Fia. 3.20 — Le paramétre d’échelle & issu de la procédure de FTS appliquée a ’en-
semble des données expérimentales brutes de Ily X N en fonction de K. A l'ap-
proche de K. , le paramétre d’échelle qui représente la longueur de localisation pour
K < K, diverge. Pour K > K. , Ereprésente 'inverse du coefficient de diffusion.

les résultats expérimentaux et rendent ceux-ci peu comparables avec les résultats
des simulations. Le parametre K. est plus petit que celui déterminé a l'aide des
simulations. De plus la divergence de £(K') est moins marquée sur les données expé-
rimentales (3.21) comparée & celle obtenue numériquement. Deux effets expliquent
ces différences. Tout d’abord, les simulations ont été réalisées avec un tres grand
nombre de pulses (N = 10000) par rapport a I'expérience(N = 150), bien que la pro-
cédure F'T'S soit puissante, elle ne permet pas d’obtenir avec 150 pulses une courbe
expérimentale fe;, comparable a celle obtenue numériquement (figure 3.12) surtout
dans le régime diffusif (branche supérieure de fe,;, sur la figure 3.19). En effet, un
si faible nombre de pulses ne permet pas d’apprécier le caractere diffusif aussi bien
que le caractere localisé. Ensuite, les simulations présentées ont été réalisées sans
décohérence. Or nous savons que la décohérence, est un effet parasite qui restaure
un régime diffusif au sein du kicked rotor. Lorsque le systéme approche du point
critique de la transition (pour K croissant par exemple), les effets d’interférence qui
ont tendance a maintenir la localisation dynamique, rentrent en compétition avec
leffet du désordre dynamique (le chaos) qui lui, a tendance a engendrer un compor-
tement diffusif. La décohérence, comme effet diffusif, vient rompre 1’équilibre fragile
entre les deux effets d’origine (interférences et chaos) et déplace le point de transi-
tion pour une valeur de K plus faible (restaure un régime diffusif pour une valeur
de K plus faible). Nous avons vu au chapitre 2 que nous pouvons tenir compte de
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Chapitre 3. Transition d’Anderson avec un kicked rotor quasipériodique a trois
fréquences

1100

FiG. 3.21 — Le paramétre d’échelle £ issu de la procédure de FTS appliquée a I’en-
semble des données numériques en fonction de K pour des valeurs croissantes du
taur de décohérence. A 'approche de K. , le parameétre d’échelle qui représente la
longueur de localisation pour K < K. diverge. Pour K > K. , £ représente l'inverse
du coefficient de diffusion.

la décohérence, qui trouve son origine principale dans ’émission spontanée, dans les
simulations numériques. La figure 3.21 représente la parametre d’échelle £ issu de
simulations numériques en présence de décohérence en fonction de K et du taux de
décohérence 7. On observe clairement que le point critique de transition se déplace
pour des valeurs plus faibles du parametre K lorsque que 7 croit. La divergence de
& au point critique K, est aussi fortement atténuée lorsque 7 croit. Nous obtenons
alors un résultat comparable aux données expérimentales. De fagon plus précise, les
données expérimentales pour la fonction £(K') épouse une forme donnée par :

1

ol A et B sont les parametres supplémentaires du fit et ou K. devient une fonction
de 7. La procédure de fit nous permet d’obtenir une valeur de v expérimentale :
Vezp = 1,55 £ 0, 2. Cette valeur de I’exposant critique ve,, est tout a fait en accord
avec I'exposant critique obtenue numériquement en absence de décohérence v,y =
1,58+0, 1 et I’ensemble des valeurs obtenues numériquement dans la littérature pour
le modele d’Anderson [84, 85].
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3.4. Etudes expérimentales de la transition d’Anderson

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu qu’un kicked rotor modulé en amplitude par
deux fréquences supplémentaires était 1’équivalent d’un modele d’Anderson a trois
dimensions pour les solides désordonnés. La particularité du modeéle d’Anderson a
trois dimensions est ’existence d’une transition de phase entre état isolant, ou tous
les états propres du systeme sont localisés, et un état conducteur, ou ils sont dé-
localisés, en fonction du degré de désordre. Les travaux théoriques effectués par D.
Shepeliansky vers la fin des années 80 sur le kicked rotor modulé en amplitude, mon-
traient de fagon équivalente le passage d’un régime de localisation dynamique (ou les
états de Floquet du kicked rotor sont localisés) a un régime diffusif (états de Floquet
délocalisés) en fonction du parametre de stochasticité. Nous avons réalisé 'expérience
correspondante avec un nuage d’atomes froids soumis & une onde stationnaire pul-
sée et modulée en amplitude et mis en évidence cette transition localisé-délocalisé.
Malgré le faible nombre de pulses utilisé, I'usage d’une méthode issue de la théorie
de la renormalisation, le Finite Time Scaling, nous a permis d’extraire les quantités
caractérisant la transition de phase comme ’exposant critique avec une bonne pré-
cision. Cependant, le lecteur attentif a remarqué que nous n’avons pas assimilé dans
ce chapitre la décohérence a I’émission spontanée pourtant présentée dans le cha-
pitre 2 comme source principale de décohérence. En effet, I’étude expérimentale de
la transition d’Anderson révele que ’émission spontanée n’est pas la source majeure
de décohérence dans notre expérience. Cette source n’a pas, au moment de I’écriture
de ce mémoire, encore été clairement identifiée bien que des pistes de recherche ont
été envisagées comme des vibrations acoustiques ou une perte de cohérence du laser
onde stationnaire.
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Chapitre 3. Transition d’Anderson avec un kicked rotor quasipériodique a trois
fréquences
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats expérimentaux concernant
le chaos quantique et la transition d’Anderson. Nous avons vu au chapitre premier
que le modele du quantum kicked rotor, utilisé pour I’étude du chaos quantique, est
équivalent a un modele d’Anderson unidimensionnel pour les solides désordonnés. Le
quantum kicked rotor possede une propriété particuliere appelée localisation dyna-
mique. Le phénomene de localisation dynamique est un gel de la diffusion classique
généré par une dynamique classique chaotique. Ce gel de la diffusion en impulsion est
causé par des interférences quantiques. La localisation dynamique observée en chaos
quantique est analogue au phénomene de localisation d’Anderson en physique du so-
lide ou le désordre introduit dans un solide, localise les fonctions d’onde électronique
dans l'espace. Au chapitre second, nous avons décrit un dispositif expérimental com-
posé d’atomes froids placés dans une onde stationnaire qui réalise une expérience de
quantum kicked rotor. Nous avons vu qu’en utilisant des transitions Raman stimu-
lées pour mesurer la vitesse des atomes soumis a ’onde stationnaire, nous pouvions
observer le phénomene de localisation dynamique. Enfin dans le chapitre trois, nous
avons présenté une variante du kicked rotor : le kicked rotor quasipériodique modulé
en amplitude. Ce modele est équivalent au modele d’Anderson a trois dimensions
pour la physique solide. La modele d’Anderson a trois dimensions prédit ’existence
d’une transition de phase entre un état localisé et un état délocalisé en fonction
du désordre introduit. En réalisant I’expérience correspondante avec le kicked rotor
modulé en amplitude, nous avons pu observer la transition d’Anderson. Nos collabo-
rateurs théoriciens du Laboratoire Kastler Brossel ont mis au point une méthode de
“Finite Time Scaling” dérivée des méthodes utilisées par les physiciens du solide qui
nous a permis d’extraire un exposant critique pour la transition d’Anderson compa-
rable avec les résultats numériques obtenus en physique du solide. Les autres résultats
obtenus pendant cette these et présentés dans les articles s’inscrivent dans le méme
objectif : I’étude de phénomene de localisation dynamique lorsque 1'on augmente la
dimensionalité effective du systeéme. Le premier article présente une expérience de
réversibilité de la destruction de la localisation. Nous avons montré que dans cer-
taines conditions, il est possible de détruire la localisation dynamique, puis de la
reconstruire partiellement. Le second article présente des résultats sur un modele de
kicked rotor a priori équivalent au modele d’Anderson en dimension 2. Nous avons
montré, que dans ce cas la destruction de la localisation dynamique obéit a des lois
d’échelle quantiques et qu’il ne possede pas les propriétés du modele d’Anderson a
deux dimensions. Le troisieme article présente une méthode de polarisation de spin
qui permet d’améliorer la résolution de la vélocimétrie Raman.

Les perspectives dans la continuité de ces travaux sont vastes, le lecteur attentif
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aura remarqué que le modele du kicked rotor quasipériodique peut facilement étre
étendu a des dimensions supérieures, ce qui laisse entrevoir une étude fascinante de
la dépendance de 'exposant critique avec la dimensionalité. Cependant, les études
portant sur la transition d’Anderson pour les dimensions supérieures a 3 promettent
quelques difficultés supplémentaires. En effet, si 'on veut pouvoir insérer de nou-
velles fréquences dans la modulation d’amplitude, il faut un nombre de pulses plus
important afin que le systéme puisse balayer de facon complete le spectre du for-
cage. Il faut donc trouver un moyen d’augmenter le temps d’interaction entre les
atomes et l'onde stationnaire. Le passage a une onde stationnaire verticale est une
solution simple qui permettrait de gagner au moins un facteur 5 sur le nombre de
pulses applicables. Mais avec un nombre de pulses plus important, apparait une
autre difficulté : la décohérence se trouve aussi augmentée. Il est donc nécessaire de
comprendre avant tout 1'origine de la décohérence supplémentaire (autre que celle
associée & I’émission spontanée) observée dans notre expérience.

Nous espérons avoir convaincu le lecteur que ces résultats expérimentaux ap-
portent une contribution a 1’étude de chaos quantique et de la transition d’Ander-
son. Ils mettent en exergue 'universalité du modeéle d’Anderson en établissant la
premiere mesure expérimentale de I’exposant critique de la transition dans un do-
maine, le chaos quantique avec des ondes de matiere, loin du domaine pour lequel
le modele a été formulé en 1958 par P.W. Anderson.
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Annexe A

Equivalence de la localisation

dynamique et de la localisation
d’Anderson

Dans cette annexe, nous reprenons en détail le calcul effectué par Fishman, Grem-
pel et Prange dans [17] et cité dans le chapitre premier qui permet de rendre compte
de ’équivalence du kicked rotor avec le modele d’Anderson & une dimension. Nous
avons, pour le kicked rotor, le hamiltonien suivant :

.o N-1

H= % + K sin(%) ; 5(t —n) (A1)

que nous pouvons réécrire de cette fagon :

N-1
H=F{GP)+V(2)> 5(t—n)} (A.2)
t=0
~ 52 N
avec G(P) = Lo et V(2) = KSITH(UC) En utilisant les opérateurs d’évolution définis

dans la partie 1.2.1 qui s’écrivent maintenant :

p2

Upr(1)=e * = ¢iGW@
R pr 7,L.Ksir:(5c) v (A'?’)
Upulse:e = €

nous obtenons des relations de récurrence entre les fonctions d’ondes avant 1’appli-
cation d’un pulse (¢, ) et apres Papplication d'un pulse (1/1:1 1)

{ w;+1(p) = e_iK(p)q/}:L' (p) (A4)

1/1;:+1(35) = eJV(j)w;H(JU) ’

ipx

avec () = > e Pn(p), la fonction d’onde apreés une période d’évolution s’écrit
alors :

Y1 (D) = D Jyege KOy (g) (A.5)
g
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Annexe A. Equivalence de la localisation dynamique et de la localisation
d’Anderson

avec
27

1 i —Vi(z
Jp—g = 27r/O dy ' P9z

Nous pouvons ensuite décomposer la fonction d’onde initiale sur les états de Floquet :

[ o) = 2w |9, (A.6)

et obtenir des relations semblables aux relations (A.4) pour les coefficients u; :

T B N
oo e ey AT
u'(z) = ey (x) ' (A7)
avec : - -
u;r =e’ ZJj_kel ( )u,: (A.8)
k

Il faut ensuite utiliser une représentation alternative de 'opérateur V' (z) en utilisant
un opérateur W (z) hermitien défini comme :

v 1+ iW(x)
e —

= ) (A.9)

puis définir :

L
u= % (A.10)

I’état de Floquet moyen sur une période. On a alors en utilisant (A.7) :

(1-iW(2) u@)= u (2)
{(1+iW($)) u(z) = u'(z) (A.11)

En prenant les représentations dans 'espace des impulsions de u(z), u" () et W (z) :

—+ + imzx

u () =) u,e (A.12)
u(z) = Z Ume™" (A.13)

W)= Wae™ (A.14)
Puis on utilise la relation (A.11 ) :

u'(z) = u(@)(1+iW(2))

E U, € = E ume (1474 E Wre )
m m T
imzx . i(r+m)zx
= g Ume  +1 E U Wpe
m r,m
imx . irmx
= g Ume  +1 g Ur Win_r€
m r,m

= Z(um +1 Z uer_T)eiTm
T

m
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et donc
ujn = Uy +1 Z U Win—r (A.15)
T

de méme on obtient une équation semblable pour u,, :

Uy = Uy — ZZ U Win—r (A.16)
'
puis en utilisant

+ —iw —iG(m) —

u, = e e m
Upy + 1 Z U Wiy = e e (U, — zz U Win—r) (A.17)

T T

= (um—1Y wWnr)e (A.18)

avec B, = w+ G(m). On effectue alors un glissement d’indice :

U + 1 Z Up Wi = (U, — zz ur+mWT)e_iEm (A.19)

et isolant les termes en r =0 :

. . . . —iEm
U (1 +1Wo) + i Z Upey W, = U (1 —iWp) — i Z Urem Wi | €
r#£0 r#£0
—iEm . —iEm . —iEm
um(l—e )+zZur+mWT(1+e ) = —iWoun(l+e )
r#0
um(eiEm/z B e—iEm/2) T Z UT+mWr(€iEm/2 I 6—iEm/2) _ _Z,Woum(eiEm/z n e—iEm/Q
r#0
U (20 SI0(Ep /2) + 1Y tpymWi(2008(Ep /2) = Woty(—2i cos(Ep/2))
r#£0
et donc :
tan(E,, /2)um, + ZuHmW,« = —Woum (A.20)
r#0
,qui donne I'équation du modele du tight binding :
Tt + Z Uprm Wy = Fun, (A.21)

r#0
avec Tp,, = tan(w + G(m)) et E = =W, .
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Annexe B

Destruction réversible de la
localisation dynamique

Reversible Destruction of Dynamical Localization
Phys. Rev. Lett. 95, 234101 (2005)

Lors de mon D.E.A, nous avons étudié la possibilité de reconstruire la localisation
dynamique détruite suite a un brisure de périodicité. L’intérét d’une telle étude était
de voir si les effets qui gouvernent la destruction de la localisation dynamique lorsque
I’on brise la périodicité temporelle du forcage appliqué étaient cohérents ou non.
Notre expérience a montré que lorsqu’on brise la périodicité par une perturbation
déterministe (I’ajout progressif d’'une deuxiéme serie de pulses), on peut reconstruire
la localisation dynamique en inversant cette perturbation. Nous avons vu aussi que
la décohérence par émission spontanée, processus non déterministe, empéchait la
réversibilité d’avoir lieu. Ces résultats sont présentés dans ’article ci-apres.
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Reversible Destruction of Dynamical Localization
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Dynamical localization is a localization phenomenon taking place, for example, in the quantum
periodically driven kicked rotor. It is due to subtle quantum destructive interferences and is thus of
intrinsic quantum origin. It has been shown that deviation from strict periodicity in the driving rapidly
destroys dynamical localization. We report experimental results showing that this destruction is partially
reversible when the deterministic perturbation that destroyed it is slowly reversed. We also provide an
explanation for the partial character of the reversibility.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.95.234101

Dynamical localization (DL) is one of the most dramatic
manifestations of how the quantum behavior of a com-
plex system may differ from that of its classical counter-
part [1]. It takes place in one-dimensional time-periodic
Hamiltonian systems where the deterministic motion is
classically chaotic and, on the average, equivalent to a
diffusive expansion in momentum space (the so-called
chaotic diffusion behavior). Because of subtle destructive
interference effects, the quantum dynamics is substantially
different: while this dynamics is similar to the classical one
for short times, the diffusive behavior stops after some
break time and the quantum momentum distribution gets
frozen to a steady state at long times. Interest in the DL also
comes from the fact that it can be easily observed experi-
mentally, e.g., by placing laser-cooled atoms in a periodi-
cally kicked laser standing wave, the so-called ‘kicked
rotor”’ [2]. The quantum inhibition of classical transport is
a rather generic behavior in one-dimensional time-periodic
Hamiltonian systems. It relies on the existence of a class of
states which are stationary under the one-cycle evolution
operator, the so-called Floquet states, forming a basis of
the Hilbert space. DL is thus a rather robust feature, which
can be observed for a large class of initial states, either pure
states or statistical mixtures.

Another fascinating feature of DL is its sensitivity to
external nonperiodic perturbations or deviations from the
temporal periodicity of the system [3]. Various ways of
breaking DL have been studied experimentally and theo-
retically. One way is to add amplitude noise to the kicks
[4]. In such cases, it has been observed that DL is de-
stroyed, i.e., that the quantum motion remains diffusive at
long times, as the classical motion. This destruction has
also been observed by adding a second series of kicks at an
incommensurate frequency [5], an experiment that has also
evidenced a very high sensitivity to frequency differences,
allowing observation of sub-Fourier resonances [6].
Another qualitatively different way of destroying DL is
to introduce a small amount of spontaneous emission in the
system, thus breaking its quantum coherences [4,7]. While
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the first two examples correspond to a purely Hamiltonian
evolution, the latter one introduces an irreversible dissipa-
tive evolution.

In the case of a purely Hamiltonian dynamics, a funda-
mental question remains, concerning the nature of the DL
destruction: is this destruction complete and irreversible or
is it possible to stop the diffusive behavior? Even better, is
it possible to reverse the evolution and reconstruct a more
localized state? The purpose of this Letter is to report
experimental results showing that such a relocalization is
possible (at least partially) when the nonperiodic perturba-
tion that destroys DL is slowly reversed in time.

Let us first consider the standard kicked rotor
Hamiltonian of a single atom in a pulsed standing wave
(SW):

P2 N—1
Hy = 5 + K sinf ,;) 6.(t—n), (1

where P is the reduced momentum along the SW axis in
units of M /(2k; T,) (k; is the laser wave number and M the
mass of the atom), & = 2k; z the reduced position of the
atom along the SW axis, and K = Q2T hk? /(2MA ) the
kick strength ({2 is the resonant Rabi frequency of the SW,
A, its detuning from the atomic resonance). The time ¢ is
measured in units of the period T of the kicks. N is the
number of kicks, and &, is a Dirac-like function; 7 is the
finite duration of the kicks. In the limit 7 — 0, the dynam-
ics of this Hamiltonian system is well known and relies
upon only two parameters: K and the effective Planck
constant k = 47k? T, /M. For K > 1, the classical dynam-
ics is a chaotic diffusion; a localized set of initial condi-
tions will spread in momentum space like a Gaussian of
width o /2, Below the break time, the classical and the
quantum dynamics of an initially localized state are iden-
tical. After the localization time, the quantum dynamics is
frozen, the average kinetic energy ceases to grow; at the
same time, the momentum distribution evolves from a
characteristic Gaussian shape in the diffusive regime to

© 2005 The American Physical Society
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an exponential shape ~ exp(—|P|/L) (with L being the
localization length) characteristic of the localized regime
[8,9].

Consider now an experiment in which a slowly increas-
ing and then decreasing perturbation is added. This pertur-
bation is added to Hamiltonian (1) as a second series of
kicks with the same frequency but with a time dependent
amplitude (see upper frame in Fig. 2):

- K . 271\ TN &
H=H,+ 3 smo9|:1 - 8008(@)} Z 5T<f — - E)
@

where ©® > 1 is the period of the perturbation, ¢ the
relative phase between the two kick series, and & the
modulation amplitude, with & ~ 1. Experimental values
are @ = 35, ¢/27m = 1/6, and ¢ = 0.94. At time t = N,
the system has been exposed to N kicks of the primary
sequence (with fixed strength K) and N kicks of the sec-
ondary sequence (with time-varying strength), i.e., to a
total of 2N pulses.

In order to experimentally realize the Hamiltonian equa-
tion (2), a sample of cold cesium atoms is produced in a
standard magneto-optical trap and released in the F, = 4
hyperfine ground-state sublevel. A double sequence of N
pulses built according to Eq. (2) is applied. The SW is de-
tuned by A; /27 =20 GHz (~3800 I', where I' is the natu-
ral width of the atomic transition) with respect to the 65 ,,
F,=4—6P3), F, =5 hyperfine transition of the Cesium
D2 line (A; = 852 nm). Such largely detuned radiation
essentially induces stimulated transitions responsible for
conservative momentum exchanges with the atoms, so that
the dynamics is Hamiltonian. However, the SW laser line
presents a very broad low-level background (several hun-
dreds of GHz) responsible for a significant rate of dissipa-
tive spontaneous transitions. To get rid of this problem, the
SW passes through a 10 cm cesium cell before interacting
with the cold atoms. This filtering reduces the background
by more than 1 order of magnitude in a bandwidth of about
500 MHz around the cesium transitions. Finally, after
being transported by a polarization-maintaining fiber,
92 mW of laser light, collimated to a 1.5 mm waist, is
available for the experiment, and retro-reflected to build
the SW. The frequency of each kick series is set to 30 kHz,
and the duration of each kick to 7 = 0.6 us. The parameter
K is ~9, k ~ 3.46, and the localization time ~10 periods.
The localization time measured in units of the pulse period
and the localization length L measured in units of 2hk;
coincide, and both scale roughly as (K/k)*> = 7. These
parameters have been chosen in order to optimize the
experimentally detected signal. (The setup allows varia-
tions of K from ~0 to 15, and k& from ~1.5 to 6). The
spontaneous emission rate is estimated to 0.06 per atom for
the maximum duration of the experiment. Once the SW
sequence is over, the atomic momentum distribution is

probed with a velocity selective Raman pulse. Thanks to
the Doppler effect, and a well-chosen detuning, this pulse
transfers the atoms in a well-defined velocity class from the
hyperfine sublevel F, = 4 to the F, = 3 sublevel [10,11].
The atoms remaining in the F, = 4 sublevel are pushed
away by a resonant laser beam. A resonant pulse brings the
selected atoms back in the F, = 4 level where their num-
ber is measured by a resonant probe. The whole cycle starts
again to measure the population in another velocity class,
allowing us to reconstruct the full atomic momentum
distribution. Such a measurement is then performed for
increasing pulse numbers N.

A last precaution must, however, be taken. As discussed
above, the SW is intense enough to induce—for a few
atoms—a real transition from the level F, = 4 to the ex-
cited state, followed by spontaneous emission leading pos-
sibly to the hyperfine level F, = 3, whatever their momen-
tum. Those atoms would be optically repumped to the
F, = 4 sublevel and detected, generating an incoherent,
N dependant, background. For each experiment, the
Raman detuning is set very far away (at 10 MHz, more
than 1000 recoil velocities), where the probability of find-
ing a Raman resonant atom is very low. Except for this
modification, the experiment is launched in exactly the
same conditions. The stray background is corrected by
subtracting the resulting signal from the resonant one.

Figure 1 shows the velocity distribution as a function of
N. As expected, the early dynamics is diffusive. DL is
expected around ¢ = 10. Since the perturbation starts in-
creasing from ¢t = 0, DL is not visible and one could
assume it is destroyed before it could be seen. However,

Signal (a.u.)
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60 20 A\omicVe\oG\\Y )
FIG. 1 (color online). Experimentally measured velocity dis-
tributions as a function of time. The atomic velocity is measured
in units of the recoil velocity v, = hk; /M =~ 3.5 mm/s. At short
times, the diffusive broadening (or the reduction of the zero-
velocity population) of the velocity distribution is observed.
When the slowly changing perturbation is reversed (around ¢ =
17), the velocity distribution starts to shrink. This is highly
nontrivial behavior, showing that the destruction of dynamical
localization by a slowly time-varying kick sequence is revers-
ible. After a second cycle of the perturbation a second relocal-
ization of the velocity distribution is observed (around ¢ = 70).

234101-2



PRL 95, 234101 (2005)

PHYSICAL REVIEW LETTERS

week ending
2 DECEMBER 2005

when the perturbation is reversed, the distribution shrinks
and takes an exponential shape (see Fig. 2), signing a
partial “revival” of the localization. This is clearly visible
in Fig. 2 which displays the zero-velocity population I1 as
a function of N (red crossed solid line), which is inversely
proportional to the width of the distribution and therefore
directly proportional to the degree of localization.
Figures 2(a) and 2(b) display, respectively, the velocity
distribution at 7= 17 ~ ®/2, where the perturbation
reaches its maximum amplitude, and at = @ = 35,
where it is back to its minimum initial value. In 2(a), the
distribution is very well fitted by a Gaussian, whereas the
distribution in 2(b) is better fitted by an exponential. The
exponential shape at ¢t = @ is not the only remarkable fact.
The fact that the momentum distribution gets narrower (11,
increases) is highly significative. Indeed, the classical dy-
namics is diffusive and irreversible, forbidding, in the
general case [12], a return to a narrower distribution.
Furthermore, DL leads to the suppression of the classical
diffusion, i.e., a freezing of the velocity distribution; but it
cannot lead to a narrowing of the distribution, which is
precisely what is experimentally observed in Fig. 2. This is
a key point of the present experiment: it proves that the
exponential shape observed at t = ©®, where the perturba-
tion is zero, does not simply results from the DL that would
be observed in the periodic case, with no perturbation.

It is even possible to go further by proving the coherent
nature of the reversibility process. We have performed an

L

" P = 50 yW B
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Pulse number

FIG. 2 (color online). Upper frame: kick sequence. Main
frame: Population in the zero-velocity class as a function of
the duration N of the pulse sequence with no resonant light
(crossed solid line) and with a 50 u'W pulse of resonant light
applied at r = 17 (dashed line). The absence of revival in the
presence of resonant light (decoherence) is a clear-cut proof of
the importance of quantum interference for the reversibility of
the DL destruction. The inset (a) shows the Gaussian velocity
distribution at + = 17, near the maximum of the perturbation, in
the absence of resonant light; inset (b) shows an exponential
shape near the minimum of the perturbation, t = 35.

additional experiment where a resonant laser pulse irradi-
ates the atomic cloud at t = 17. The intensity and detuning
of this pulse are set such that, on average, only one or two
spontaneous photons are emitted per atom. Its purpose is to
destroy the quantum coherences, with minimal heating and
mechanical effects. The two curves in Fig. 2 (with and
without the resonant pulse) are practically identical before
t = 17, which indicates that heating resulting from the
resonant pulse is negligible [13]. In the presence of reso-
nant light, the revival at r = 35 disappears almost com-
pletely (dashed line curve in Fig. 2). Moreover, the velocity
distribution (not shown in Fig. 2) is Gaussian around ¢ =
35. This clearly proves that, in the absence of spontaneous
emission, although DL is not observed before t = 17, there
is a memory in the system which is destroyed by sponta-
neous emission. This reinforces the idea that, when the
perturbation is reversed, a dynamically localized state is
recovered, at least partially. In fact, the revival of DL is
only partial, and a part of it is irremediably destroyed. As
shown in Figs. 1 and 2, a second perturbation cycle from
t = O to 20 has been performed, and a second revival is
observed. However, its amplitude is smaller than the first
one, and the shape of the velocity distribution is also
damaged. This is due to fundamental reasons, although
spontaneous emission or experimental imperfections could
also contribute.

A detailed discussion of the physical processes at work
in our experiment is beyond the scope of this Letter, and
will be published elsewhere. We give here a few guidelines
to the theoretical interpretation. The robust structure be-
hind DL is the existence of Floquet states for a time-
periodic Hamiltonian system, which are eigenstates of
the evolution operator over one period. By their definition,
such states repeat identically (except for a phase factor) at
each kick and thus do not spread in momentum space. Any
initial state can be expanded on the complete set of Floquet
states. Chaotic diffusion is—in this picture—due to a
gradual dephasing of the various Floquet states (of differ-
ent eigenenergies) that contribute to the initial state.
However, a nontrivial property of the periodically kicked
rotor is that all Floquet states are localized in momentum
space [14]: this is the temporal analogy to Anderson local-
ization in disordered one-dimensional systems, as put on
firm ground in Ref. [15]. Only Floquet states localized
close to the initial (zero) momentum significantly overlap
with the initial state and contribute to the long term dy-
namics. At sufficiently long times, the various Floquet
states significantly contributing to the dynamics are com-
pletely dephased (in a characteristic time which is but the
break time), the momentum distribution covers all signifi-
cantly populated Floquet states, but cannot extend further
in momentum space, leading to the freezing of the diffusive
growth. When the dynamics is no longer exactly periodic,
population is transferred among the various Floquet
states, and Floquet states localized farther from P =0
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can be populated. In this situation, DL is thus expected
to be destroyed. There is, however, a situation where such
an evolution can be controlled: if, at any time, the
Hamiltonian is almost periodic with, for example, a kick
strength K(¢) slowly changing with time 7, an adiabatic
approximation can be used. The atomic state at time ¢ can
be expanded in terms of the “instantaneous” Floquet
eigenbasis corresponding to the local value of K(z). If the
variation of K(z) is slow enough, the evolution is adiabatic
in the Floquet basis, meaning that the populations of the
Floquet eigenstates do not change with time, while the
eigenstates themselves evolve [16,17]. This leads to an
apparent diffusive broadening of the momentum distribu-
tion [18], but the robust Floquet structure is still under-
lying. To recover the localization, it is sufficient to reverse
the evolution of K(f) back to its initial value. One then
recovers the initial well localized Floquet eigenstates with
unchanged populations, i.e., a dynamically localized mo-
mentum distribution. This is the deep origin of the revival
of the localization experimentally observed above. Any
phenomenon breaking phase coherence (such as a sponta-
neous emission) will redistribute the atomic wave function
over other Floquet states, eliminating all possibility of
revival. However, the revival is only partial, because the
evolution cannot be made 100% adiabatic. Indeed, even for
very slow changes of K(7), there are some avoided cross-
ings between various Floquet states of such size that they
will be crossed neither diabatically, nor adiabatically, and
will consequently redistribute the population over the
Floquet states, partially destroying the reversibility.

To summarize, we have observed that the destruction of
dynamical localization in the kicked rotor, induced by a
nonperiodic driving can be partially reversed. If the ex-
ternal driving evolves sufficiently slowly, some informa-
tion is carefully stored in the populations of the various
Floquet states. Although it is not visible in the momen-
tum distribution—which seems to follow an irreversible
diffusive broadening—it can be easily restored by revert-
ing the driving back to its initial value, producing a re-
localization of the wave function. We have also shown
that this intrinsically quantum behavior is destroyed by
decoherence, i.e., by adding spontaneous emission to the
experiment.

Laboratoire de Physique des Lasers, Atomes et
Molécules (PhLAM) is UMR 8523 du CNRS et de
I’Université des Sciences et Technologies de Lille.

Centre d’Etudes et de Recherches Laser et Applications
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Annexe C

Lois d’échelle quantiques pour
la délocalisation dynamique

Quantum Scaling Laws in the Onset of Dynamical Delocalization
Phys. Rev. Lett. 97, 264101 (2006)

Dans cette article, nous nous intéressons a une variante du kicked rotor ou le for-
cage est constitué de deux séries de pulses de période incommensurable. Ce kicked
rotor a deux fréquences semble a priori équivalent au modele d’Anderson & deux
dimensions qui prévoit que la localisation existe toujours. Nous avons montré que ce
n’est pas le cas. En ajoutant progressivement la seconde fréquence dans le forcage,
nous avons vu que la localisation dynamique est brisée aussitot que I’amplitude de
la seconde fréquence est non nulle et qu’un régime diffusif apparait alors de fagon
graduelle et donc que cette destruction n’est pas non plus gouvernée par une tran-
sition de phase. De plus, nous avons montré que cette destruction de la localisation
dynamique obéit & une loi d’échelle bien définie fonction des parametres classique K
et quantique %.
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Quantum Scaling Laws in the Onset of Dynamical Delocalization

Julien Chabé,1 Hans Lignier,l’* Hugo Cavalcante,l’T Dominique Delande,2 Pascal Szriftgiser,1 and Jean Claude Garreau'

'Laboratoire de Physique des Lasers, Atomes et Molécules, Université des Sciences et Technologies de Lille,
Centre d’Etudes et Recherches Lasers et Applications, F-59655 Villeneuve d’Ascq Cedex, France
2Laboratoire Kastler-Brossel, Case 74, UPMC, 4 Place Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05, France

(Received 3 July 2006; revised manuscript received 9 October 2006; published 26 December 2006)

We study the destruction of dynamical localization experimentally observed in an atomic realization of
the kicked rotor by a deterministic Hamiltonian perturbation, with a temporal periodicity incommensurate
with the principal driving. We show that the destruction is gradual, with well-defined scaling laws for the
various classical and quantum parameters, in sharp contrast to predictions based on the analogy with

Anderson localization.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.97.264101

Quantum chaos is defined as the dynamical behavior of a
quantum system whose classical limit is chaotic. This has
triggered a large number of studies trying to relate classical
properties to quantum properties, e.g., Lyapunov expo-
nents to quantum fidelity [1], or to detect quantum stability
in a quantum-chaotic system [2].

Quantum-chaotic dynamics manifests itself by charac-
teristic behaviors in which quantum interference plays an
important role, making the dynamics distinct from classi-
cal dynamics. An example that shall concern us particu-
larly here is dynamical localization (DL) [3], observed in
time-periodic systems. DL is the suppression of the clas-
sical chaotic diffusion by quantum interference due to
long-range coherence in momentum space; it manifests
itself after a typical “localization time” as an exponential
localization of the averaged momentum distribution.
Because the system is time periodic, one can use the
Floquet theorem to build a basis of quasieigenstates (states
that are left unchanged, except for a phase factor, under
the temporal evolution over one period). This makes it pos-
sible to map the quasieigenstates of the time-periodic
system on the true eigenstates of a quasirandom static
one-dimensional system, which presents the nontrivial
Anderson localization. Anderson (or strong) localization
has been a major subject in physics in the last decades, with
implications in several areas, beyond the primary field of
solid state physics [4]. In this Letter, we show that studying
the breakdown of dynamical localization also brings some
new insight on the physics of Anderson localization. The
latter is known to be strongly dependent on the number of
freedoms, with marginal localization in dimension 2 and
the coexistence of localized and delocalized states—de-
pending on the parameters—in dimension 3. By playing
with the temporal dependence of the Hamiltonian—for
example by adding incommensurate frequencies to make
a quasiperiodic Hamiltonian—it is possible to study tem-
poral analogs of the Anderson model in various dimen-
sions. What happens if one introduces progressively a
second (incommensurate) frequency in the system, by in-
creasing its amplitude from zero? As the system is now

0031-9007/06/97(26)/264101(4)
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quasiperiodic with two frequencies, it is reasonable to
assume that it can be mapped onto a two-dimensional
Anderson model [5] which, for a small perturbation, is a
quasi-1D model. One then expects localization to be pre-
served, at the cost of an increased localization length [6]. In
the present work, we show experimentally that this is not
the case: it is a “diffusive scenario’’ that takes place, where
DL is continuously destroyed by the perturbation. We
unravel the scaling laws governing the phenomenon.

We consider an atomic version of the kicked rotor, a
paradigmatic system for studies of classical [8] and quan-
tum chaos [9-12]. It consists in exposing laser-cooled
atoms to short, periodic pulses of a far-detuned standing
wave. Using this system, DL has been unambiguously
observed [13]. The temporal periodicity is a key ingredient.
Random fluctuations on the strengths of the successive
kicks, have been experimentally shown to destroy DL
[9], even for fluctuations not significantly affecting the
classical diffusive behavior. Similarly, the introduction of
a small amount of non-Hamiltonian evolution (spontane-
ous emission) [9] is enough to induce decoherence that
reduce or kill quantum interference effects, thus restoring
the classical dynamics.

In previous works, we have extended the study of the
kicked rotor to the two-frequency quasiperiodic case by
adding a second series of kicks: the laser-cooled atoms
interact with a modulated standing wave of wave vector
k; = k;x forming two series of kicks at frequencies f; =
1/T, (primary series) and f, = rf; (secondary series), so
as to obtain a system described by the Hamiltonian

PZ N—1 rN—1 n
H= 7—1— smﬁ[K; 8(t—n)+akK ,;) 8<t = ;)}
(1

where we measure momentum in units of 2ik; , 0 = 2k; x,
time in units of 7;. The normalized kick amplitude is K =
O3nk: 7T /(2MA) (Q, is the resonant Rabi frequency,
proportional to the light intensity, A is the detuning of
the laser with respect to the atomic resonance, and 7 is

© 2006 The American Physical Society
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the duration of the kicks. In such units, the normalized
Planck constant, describing the “quanticity’’ of the system,
is k = 4hk2T,/M; it can thus be controlled by changing
the frequency of the kicks. We have shown that, in the
quasiperiodic case (r irrational), with a = 1, DL is appar-
ently destroyed [11]. Because of the finite duration of the
experiment, it is not known whether DL exists at very long
time (in the Anderson scenario, the localization time in-
creases exponentially with a) or is simply completely
destroyed.

What are the scaling laws for the onset of delocaliza-
tion? In order to understand the origin of such laws, we
analyze pertubatively the effect of the second series. The
effect of each individual kick is expressed by a unitary
evolution operator:

2

.aK sinf
o)

Ua, K, k) = exp(—zi .

For sufficiently small a—such that aK/k < 1—this op-
erator is close to unity and a single kick only slightly
modifies the atomic state. It is the accumulation of a series
of small kicks which significantly perturbs the dynamics. If
the ratio r of the two frequencies is sufficiently far from
any simple rational number, the second series of kicks is
applied at quasirandom phases (measured with respect to
the principal sequence), so that there is no coherent action
of consecutive kicks. In classical language, the positions 6
at consecutive secondary kicks are uncorrelated. In the
unperturbed Floquet basis, the incoherent cumulative ef-
fect of the secondary kicks results in a diffusive process.
The strength of a single secondary kick being proportional
to aK /k, the incoherent cumulative effect of n secondary
kicks is proportional to na’K?/k?, and the characteristic
time scale for the effect of the secondary kick series then
scales as T,k?/(a*K?). The other important time scale in
the problem is the localization time, scaling like T, K2 /%>.
If the cumulated effect of the secondary kick sequence
during the localization time is small enough, DL has time
to establish before being destroyed. On the opposite, for
strong enough secondary kicks, diffusion in the Floquet
basis is dominant and no localization is expected. The
crossover between the two regimes arrives when the two
time scales are comparable, i.e., when T,k*/(a’K?) =
T,K?/k?, or (assuming r is of the order of unity)

2
a= % ~1. 3)
One sees that a represents the scaled parameter governing
the onset of delocalization. It depends on both the *“chaot-
icity”” parameter K and the quanticity parameter, the ef-
fective Planck constant %, which shows the intrinsic
quantum nature of the phenomenon. However, if the pre-
ceding discussion establishes the form of the relevant
parameter 4, it is not sufficient for deciding whether the
Anderson or the diffusive scenario actually takes place.

The experimental setup has been described elsewhere
[14]. Cesium atoms are trapped and cooled in a magneto-
optical trap, down to a temperature around 3 wK. The trap
is turned off, and the atoms interact with the doubly pulsed
standing wave [Eq. (1)]. Raman stimulated transitions are
used to measure the population IT(P) of a given momen-
tum class, which can be chosen by changing the Raman
detuning. The degree of localization can be directly deter-
mined by measuring the population in the zero momentum
class [T, = II(P = 0). As the number of atoms in a given
run is constant, I is smaller if the momentum distribution
is larger, that is I, = (AP?)~1/2. We measure Pi, by
counting the number of atoms around zero-momentum,
in a range narrower than the width of the initial distribution
(few recoil momenta) and much smaller than the final
width. The standing wave has a one-way power ranging
from 90 to 120 mW and its frequency is continuously
monitored by a lambda meter.

In order to study the destruction of DL, we choose a
number of kicks that is larger than the localization time
N, « (K/k)? and measure Il for increasing values of a
from zero to 0.25. Figure 1 displays the typical results for
seven sets of parameters, that are shown in Table 1. Visual
inspection of Fig. 1 does not reveal any obvious scaling law
relating the different curves.

Numerical simulations of the kicked rotor quantum
dynamics are useful for a detailed interpretation of the
results. A few complications must be included in our
simulations, which are, ordered by decreasing importance,
the finite temporal length of the pulses which makes the
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FIG. 1 (color online). Number of zero-velocity atoms as a
function of the ratio a of amplitudes of the two series of kicks
for various values of k¥ and K. In order to ease the comparison,
the curves have been normalized so that the value at a = 0 is 1
for all curves. Parameters and plotting conventions are listed in
Table I. Solid lines are numerical simulations for the curves at
K = 6.8, with no adjustable parameter: the kick strength at the
center of the atomic cloud is calculated from the properties of the
beam, the temporal profile of the kicks is measured and sponta-
neous emission rates are calculated from the measured laser
intensity, detuning, and from the oscillator strength of the atomic
transition. Fluctuations on the solid lines are due to numerical
noise.
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TABLE 1.  Sets of parameters used in the curves of Fig. 1. The
parameters r = f,/f; = 0.681 and the ratio N/N; = 2.5 (N is
the localization time for a = 0) are the same for all data series.
The pulse duration 7 is 0.6 us for the four top lines and 0.7 us
for the bottom three ones.

f,(kHz) A(GHz) PmW) N N, K % Symbol
30.000 ~18.8 95 35 14 68 346 W
36.000 ~15.6 95 50 20 68 288 &
54.000 -10.5 95 113 45 68 192 O
72.000 ~7.9 95 200 79 68 144 O
30.000 -21.3 62 18 7 45 346 O
30.000 -21.3 87 35 14 63 346 A
30.000 -21.3 123 70 28 89 346 A

kicks slightly different from &-kicks, the spatial variation
of the laser intensity across the atomic cloud (which im-
plies that all atoms do not feel the same K value) and
residual spontaneous emission. Altogether, they affect the
shape of the curves in a limited way: the decay of II, with
a is slower by about 20%. Figure 1 shows a comparison of
the numerical calculation for the four curves at K = 6.8
and various k values with the corresponding experimental
curves: the agreement is very good. There is no adjustable
parameter, all the quantities have been either directly mea-
sured or calculated from measured quantities and first
principles. Small deviations are observed for the lowest
curve. This is probably an experimental artifact due to the
long duration of the full kick sequence (2.8 ms, compared
to 1.2 ms for the upper curve). The atoms are freely falling
due to gravity, and, as they escape the central region of the
Gaussian-profiled standing wave, they see a lower light
intensity and the momentum diffusion is slowed down, and
so is the delocalization.

In the various series, a constant ratio N/N; = 2.5 (N is
the localization time at @ = 0) is kept in order to insure that
all experiments correspond to the same ‘‘localization
stage”. The other parameters have been chosen to allow
us to vary either ¥ or K keeping all other parameters
constant. We choose r = 0.681, a typical “‘irrational”
number, i.e., far from any simple rational, in order to avoid
DL and sub-Fourier resonances [15] which are observed in
a narrow range around rational numbers.

Data in Fig. 1 clearly demonstrate that the destruction of
DL by a second series of kicks is gradual and certainly not
a phase transition. In order to evidence the universality of
the observed behavior, we show in Fig. 2 the same data
plotted as a function of the scaled amplitude 4, given by
Eq. (3). The seven experimental curves now coincide,
which proves that a is the truly relevant parameter.

Although the preceding results are clear-cut proofs that
the second series of kicks gradually reduce the localization
of the system, this can result from two completely different
mechanisms. (i) “Diffusive scenario”: The second series
destroys the DL and restores the diffusive behavior of the
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FIG. 2 (color online). Number of zero-velocity atoms as a
function of the scaled kick series amplitude ratio, @ = aK?/k>.
One observes the superposition of all curves. Parameters and
plotting conventions are listed in Table I (as in Fig. 1).

classical system, with a diffusion constant smoothly in-
creasing from zero (for vanishing a), leading to a Gaussian
distribution. (ii) ‘“‘Anderson scenario’: The localization
(i.e., the exponential shape) is preserved, but with a local-
ization length L that increases exponentially with a. Which
of these two scenarios is at play in our experiment can be
decided by measuring the momentum distributions. The
top plot at Fig. 3 shows the experimentally observed mo-
mentum distribution for various values of ¥ and K = 6.8. It
shows a gradual evolution from an exponential shape
(strictly observed for @ = 0) to a Gaussian shape at a =
5.6 (in the diffusive regime). Moreover, the bottom plot of
Fig. 3 shows that, even if the exponential shape in the
wings is preserved when @ is varied from 0 to ~1, the
localization length varies very little (we have also checked
numerically that it does not increase exponentially with @),
whereas the effect of the second series of (small) kicks is
visible near the center of the distribution, which is broader
and lower. We can thus conclude that the diffusive scenario
(i) is the one at play in our experiment. This is interesting
and intriguing, as previous theoretical works [5,7] on a
slightly different quasiperiodic system—a single series of
kicks amplitude modulated periodically at an incommen-
surate frequency—showed the Anderson scenario at play.
We thus conclude that quasiperiodicity with two incom-
mensurate frequencies in the driving of the system is not
enough to determine whether the system is localized or not.
In other words, quasiperiodic driving of a Hamiltonian
system might not lead to a universal behavior. This is a
rather difficult theoretical problem, never treated in the
literature, to the best of our knowledge. Experiments on
the quasiperiodically driven atomic rotor thus help to
clarify this stimulating issue.

In conclusion, we have observed that the destruction of
dynamical localization by the addition of a small Hamil-
tonian periodic perturbation of incommensurate frequency,
leads to a gradual destruction of the localization, through a
continuous growth of a residual diffusion constant, and not
to the equivalent of Anderson localization in a 2D system.
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FIG. 3 (color online). 7Top plot: Experimental momentum dis-
tributions (in log scale) for fixed a = 0.25 and K = 6.8 and
various values of k. It shows the gradual evolution from an
exponential shape at small é to a Gaussian shape—characteristic
of a diffusive behavior—at large d. Bottom plot: Momentum
distributions (log scale) for fixed K = 6.3 and k¥ = 3.46 and
(a) @ = 0 and (b) @ = 0.83. They coincide in the wings, showing
that there is no significant increase of the localization length with
a. Near the maximum at P = 0, the distribution for @ = 0.83 is
broader and lower, proving that the perturbation has destroyed
DL and initiated a diffusive behavior (see parameters in Table I).

We have also determined and tested the quantum scaling
laws governing the onset of delocalization.
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Annexe D

Polarisation de spin pour la
vélocimétrie Raman

Improving Raman Velocimetry by Spin Polarisation
Optics Comm. 274, 254-259 (2007)

Pendant ma premiere année de theése, nous avons mis au point une technique
de polarisation du spin des atomes pour augmenter la résolution de la vélocimétrie
Raman. L’objectif est de pouvoir sélectionner une classe d’impulsion suffisamment
fine pour obtenir des effets quantiques plus importants. En effet, en vertu du prin-
cipe d’HEISENBERG une faible dispersion des vitesses implique une longueur de DE
BROGLIE plus importante pour nos atomes froids, celle-ci peut s’étendre sur plu-
sieurs dizaines de longueur caractéristique du potentiel. Les résultats présentés dans
I’article ci-apres, montrent que nous sommes parvenu a pousser la résolution Raman
jusqu’a la limite Fourier, c’est & dire que la résolution est limitée par la durée du
pulse Raman appliqué. Nous sommes donc passés d’une résolution de v, /2 a v,./50.
Un telle résolution nous permet d’envisager de nouvelles expériences sur la localisa-
tion comme par exemple une expérience ot on ne peuple qu'un seul état de Floquet
d’un double kicked rotor [86].
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Abstract

We study the performances of Raman velocimetry applied to laser-cooled, spin-polarized, cesium atoms. Atoms are optically pumped
into the F =4, my = 0 ground-state Zeeman sublevel, which is insensitive to magnetic perturbations. High resolution Raman stimulated
spectroscopy is shown to produce Fourier-limited lines, allowing, in realistic experimental conditions, atomic velocity selection to one-

fiftieth of a recoil velocity.
© 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.

PACS: 42.50.Vk; 32.80.Pj; 32.60.+i

Keywords: Raman velocimetry; Spin polarization; Laser-cooled atoms

1. Introduction

Raman stimulated spectroscopy has been one of the
most fertile techniques used for manipulating laser-cooled
atoms. It has been used for atomic velocity selection [1],
sub-recoil laser cooling [2,3] and quantum state prepara-
tion and detection [4,5], with applications in as different
fields as quantum chaos [6,7], quantum dynamics in optical
lattices [8-10], quantum information processing [11], and
high-precision metrology of fundamental constants [12—
14]. Being a stimulated two-photon transition between
two ground-state hyperfine sublevels, the width of the
Raman line is, in principle, limited only by the duration
of interaction between the atom and the light (the Fourier
limit), as no natural widths are involved in the process.
These sharp transitions can thus be used to select a very
thin velocity class. A laser radiation of wavelength A, pro-

* Corresponding author. Tel.: +33 3 20336449; fax: +33 3 20337020.
E-mail address: jean-claude.garreau@univ-lillel.fr (J.C. Garreau).
! Present address: Dipartimento di Fisica “E. Fermi”, Universita di Pisa,
Pisa, Italy.
2 http://www.phlam.univ-lillel.fr/atfr/cq.

0030-4018/$ - see front matter © 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.optcom.2007.02.008

duces optical potentials with a typical well width of the
order of 11 /2 (e.g. in a standing wave), whereas the so-
called recoil velocity v, = fiky, /M (with k; = 2rn/A, and M
the mass of the atom) corresponds to a de Broglie
wavelength 1qg = 4. One thus sees that the deep quantum
regime Aqp > Ap/2 implies very sharp, ‘“‘sub-recoil”,
velocity distributions with (v*)"/? < v,, which cannot be
obtained in a simple magneto-optical trap.

For the alkaline atoms, the ground state presents hyper-
fine Zeeman sublevels, so that the Zeeman effect and light
shifts inhomogeneously broaden the Raman transition. In
order to obtain sharper lines one must pump the atoms into
a particular sublevel, avoiding inhomogeneous broadening.
In this respect, the m; = 0 Zeeman sublevel® is particularly
interesting, as this level is not affected by the first order
Zeeman effect, and the second order effect is negligible
for the low magnetic fields we are considering here.*

3 Throughout this paper, except otherwise indicated, we use the
following convention to note Zeeman sublevels: ground state sublevels
are noted F, my and excited-state sublevels are noted F’, mf.

4 The order of magnitude of the broadening induced by the second order
Zeeman effect in our setup is 1 mHz.
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Atom spin polarization has been used in many recent
experiments in various fields. In metrology, it was used in
building frequency standards [15], measuring the ratio
h/M in cesium [12] and rubidium [13], and in a recent deter-
mination of the fine structure constant [14]. It has also
played an important role in optical dipole traps and side-
band cooling [16-18]. None of these works, however, con-
centrate in the polarization process itself. The aim of the
present work is thus to study in greater detail the polariza-
tion process in the context of Raman velocimetry of cold
atoms. We describe a setup allowing optical pumping of
laser-cooled cesium atoms into the F=4, my = 0 ground-
state hyperfine sublevel, concentrating on the improvement
of the sensitivity of the Raman velocimetry (RV) tech-
nique. This allows us, moreover, to measure and minimize
the heating induced in the atoms by the polarization
process itself. We achieve a degree of polarization of
~75% of the atoms in the m4 = 0 sublevel with an increase
of the r.m.s. velocity limited to 20%. The observed Raman
transition full width at half maximum (FWHM) is 160 Hz,
which corresponds to a velocity resolution of v,/50 (or
70 um/s, the best reported velocity resolution to our
knowledge), to be compared to the v,/2 resolution of the
compensated-magnetic-field line we observed in the same
experimental setup [19] with unpolarized atoms. We show
that the Raman line resolution (in the velocity-independent
case) is Fourier-limited, i.e. the width of the line is compa-
rable to the inverse of the duration of the Raman pulse. In
this sense, we can say that we approached the RV ultimate
limit.

2. Experimental setup

In this section, we briefly discuss basic aspects of atom
spin polarization. We consider specifically the case of the
cesium atom, although most of our conclusions can be eas-
ily extended to other alkalis. Atomic spin polarization is
performed in the presence of a bias magnetic field, which
defines a fixed quantization axis for all atoms.

The polarization technique we use, schematically pre-
sented in Fig. 1, is based on the fact that the Clebsch—-Gor-
dan coefficient coupling the ground state sublevel
F,mr = 0 to the excited sublevel F' = F, mm = 0 vanishes.
This means, for cesium, that if one optically pumps the
atom with linearly polarized light on the F =4 — F' =4
transition, the my; = 0 level is a dark state, in which atoms
are trapped. Because they are in a dark state, they are not
submitted to spontaneous emission heating due to fluores-
cence cycles. The transition is however not closed, as the
atoms can spontaneously decay from the excited F' =4
level to the F =3 level, so that one must use a repumper
laser beam coupling the levels F=3 and F’ =4, which
brings those atoms back into the polarizing cycle.

Our experimental setup (Fig. 2) consists of a standard
magneto-optical trap (MOT), a polarizing beam, a repum-
per beam and a stimulated Raman spectroscopy setup.
This setup can be used in two different configurations. If
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Fig. 1. Pumping atoms with a n-polarized radiation on a F — F transition
polarizes the atoms in the magnetic field-insensitive my =0 Zeeman
sublevel. Laser-induced transitions are represented by solid arrows,
spontaneous-emission transitions by dashed arrows. In order to keep the
figure readable, we did not represented all possible transitions.

Fig. 2. Experimental setup. The atomic cloud is at the center. Three back-
reflected beams (thick arrows) provide magneto-optical trapping and
cooling, two o Raman beams (thin arrows) (displayed here in the
copropagating configuration) induce Raman transitions. The back-
reflected polarizing beam (thinner arrows) is linearly polarized along the
bias magnetic field. The Raman beams are horizontal and aligned with the
bias magnetic field, while the polarizing beam is orthogonal to it, making a
45° angle with respect to the horizontal.

the Raman beams are copropagating, one can measure
individual Zeeman sublevel populations, as the dependence
in the atomic velocity due to Doppler effect cancels out in
such case. If the beams are counterpropagating, the Dopp-
ler effect makes the transition probability dependent on the
velocity, and the setup can be used to measure velocity
class populations, and thus to reconstruct velocity distribu-
tions. Our laser-cooling sequence includes a 25 ms-long Sis-
yphus-molasses phase with a large detuning (—61") and
small intensity (1% of the saturation intensity) which
allows us to achieve a final temperature around 3 uK, close
to the Sisyphus limit temperature [20]. The polarizing beam
(PB), whose polarization is parallel to the bias magnetic
field, is extracted from the same diode laser that produces
the MOT beams. An independent acousto-optical modula-
tor controls its frequency. After interacting with the atom
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cloud, the PB is reflected back on the cloud by a mirror,
preventing the atoms to be pushed out of the axis of the
setup by the radiation pressure. The typical incident power
on the atom cloud is 2.5 uW. More details on our experi-
mental setup can be found in previous publications [21,19].

Atoms issued from the MOT setup are mostly in the
F =4 ground-state hyperfine level. The Raman-resonant
atoms are transferred by a Raman pulse to the F = 3 level
and the atoms remaining in the ¥ =4 level are pushed out
of the interaction region by a resonant pushing-beam pulse.
Atoms in the F = 3 level are then optically repumped to the
F =4 level where they are excited by (frequency-modu-
lated) resonant light and their fluorescence is optically
detected with a lock-in amplifier.

The magnetic field fluctuations are reduced in our setup
by an active compensation scheme: small coils with the axis
oriented along the three orthogonal directions and located
at opposite corners of the cesium-vapor cell measure the
magnetic field fluctuations, which are electronically inter-
polated to deduce a value at the center of the cell. This
error signal is used to generate currents sent through 3
mutually orthogonal Helmholtz coil pairs that generate a
compensating field. A constant bias current can also be
applied to the compensating coils in order to correct the
DC component of the magnetic field® (we verified that this
component remains stable to better than 1% over periods
of time of 1h). This scheme allows thus a reduction of
the magnetic field fluctuations even if one wants to keep
a constant, non zero, bias field. We measured a residual
magnetic field r.m.s. fluctuation of 300 uG [19].

In the present work, we use o -polarized Raman beams
[11], so that a given Raman transition involves only two
Zeeman sublevels my — mp + 1 — mp, and the intensity
of each line in the Raman spectrum measures the individ-
ual sublevel populations.

3. Polarizing the atoms

In order to measure the polarization, we perform
Raman stimulated spectroscopy with copropagating
beams, for which the transition is insensitive to the atomic
velocity. The bias magnetic field is adjusted so that Raman
lines are clearly separated. Fig. 3 compares the Raman
spectra obtained without (a) and with (b) polarization. In
presence of the PB, 75% of the atoms have been pumped
into the my; = 0 sublevel. The fact that not all the atoms
are in the dark state can be attributed to experimental
imperfections in defining the polarization of the PB beam,
due to its transmission through the MOT cell walls at an
angle that is not exactly 90°, and to a residual misalignment
between the PB polarization and the bias magnetic field,
whose direction varies a little bit across the atom cloud.
Polarizations higher than 95% were reported in the litera-

5 In order to adjust the bias current, we minimize the width of the
Raman line in the copropagating configuration.
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Fig. 3. Copropagating-beam Raman spectra. (a) No polarizing beam
applied. (b) Polarizing beam applied (this plot was vertically shifted in
order to easy comparison); 75% of the atoms are in the my = 0 Zeeman
sublevel. The power of the PB is 2.5 uW and its detuning —0.5I".
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Fig. 4. Comparison between copropagating-beam Raman spectra: (a) the
unpolarized line obtained with no bias field (3.5 kHz FWHM) and the
active compensation of the magnetic field on, and (b) the polarized my = 0
line. The FWHM of the polarized line is 160 Hz, which implies a velocity
resolution of v,/50.

ture, [16,22], but optimizing our setup to such level would
imply an overall redesigning, which is not worth a gain of
~20% in the atom number. By comparing the total area in
all lines in the two spectra, we deduce that about 20% of
the atoms were lost in the polarization process, which
can be attributed essentially to the atom cloud free fall
due to gravity.

In Fig. 4a we show the line obtained with unpolarized
atoms, bias magnetic field tunned to zero, and the active
compensation of field fluctuations on. This line includes
contributions from all Zeeman sublevels, and its width
can be attributed to inhomogeneous broadening of the var-
ious components due to light-shift and residual magnetic-
field fluctuations [19]. This line is compared to the single
polarized m4, =0 line. The improvement factor in the
FWHM is 22. The measured FWHM of the polarized line
is 160 Hz, which, when multiplied by the Raman pulse
duration (7 ms) gives 1.12: we are thus very close to the
Fourier limit. The structures in the pedestal of the polar-
ized line are due to weak my=0—m;==+1 and
my = +1 — m; = 0 transitions due to the fact that the
Raman beams wavevectors are not perfectly aligned with
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the bias magnetic field. In the counterpropagating case, the
Doppler broadening prevents a direct measure of the reso-
lution. However, as the perturbing effects are identical as in
the copropagating case, it is rather safe to assume that the
resolution is the same in both cases.

The fluorescence cycles performed by the atom during
the polarization process inevitably induce spontaneous-
emission heating. In order to evaluated this heating effect,
we compared the lines obtained in the counterpropagating
Raman beam configuration with and without polarization.
The observed width of 160 Hz in the polarized case corre-
sponds, when extrapolated to the counterpropagating con-
figuration, to a velocity resolution of ~0.02 v, to be
compared to ~0.4 v, in the unpolarized case. Table 1 dis-
plays the parameters used and the observed linewidths. A
back-reflected PB produces a minimum of heating for a
detuning of —0.5I", corresponding to the minimum temper-
ature of the Doppler cooling. We then observe an increase
in the r.m.s. velocity of only 20%, from 4.0 to 4.8 v,.. We
can roughly interpret this heating effect by calculating the
number of fluorescence cycles necessary to bring an atom
from a Zeeman substate my to the substate mx = 0 and
averaging over both my and over the random direction of
the spontaneously-emitted photons. We obtain a value
for the increase in the r.m.s. velocity of 1.1 v, which
matches well with the experimental values shown in
Table 1.

Fig. 5 compares the counterpropagating-beam spectra
obtained with and without the application of the PB. They
are very well fitted by Gaussians, and can be considered as
directly proportional to the velocity distribution. The ratio
of the surfaces of the two distributions is ~11% which con-
stitutes a rather acceptable loss. We also observed a
decrease of a factor 1.8 in the signal to noise ratio in the
polarized case. This is probably due to the fact that the
number of atoms present in the cloud has larger fluctua-
tions because of the polarization process itself, as com-
pared to the fluctuations observed in the absence of
polarization. That is, the polarization both reduces the
number of atoms and increases its fluctuations, thus
degrading the signal to noise ratio more strongly than the
observed loss in the atom number.

Finally, we have modelized the dynamics of the polari-
zation process, and quantified the main stray effect, namely
the polarization defect of the PB. Fig. 6 shows a compari-
son of the experimentally observed level populations and

Table 1

Heating induced by the polarization process

APB (F) T (ms) P (”W) FWHM (kHZ) Ur.m.s. (Ur)
-1.0 0.53 2.41 98.6 5.2

—0.5 0.32 2.34 91.3 4.8

0.0 0.65 2.36 99.6 5.2

No PB - - 75.3 4.0

Parameters are the detuning 4pg and the power P of the polarizing beam
and 1 the total duration of the polarization process (the duration is chosen
so that 50% of the atoms are pumped into the m4 = 0 level).
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Fig. 5. Counterpropagating-beam, velocity-sensitive Raman spectra.
(a) Spectrum obtained with atomic polarization on the my = 0 line (empty
circles); (b) spectrum obtained with active compensation of the magnetic
field (empty squares). Both lines are well fitted by Gaussians, from which
one deduces r.m.s. velocities of, resp., 4.8 and 4.0 v, (4.6 and 3.2 uK). For
comparison, the recoil velocity corresponds to 8.27 kHz of Raman
detuning.

Population
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Fig. 6. Dynamics of the polarization process. (a) Population of the my = 0
level with Apg = —0.5I", (solid lines are fits of the experimental data by
numerical simulation curves); (b) Population of the my =0 level with
Apg = 0; (c) Population of the m, = 1 level with 4pg = 0; (d) Population of
the my =1 level with 4dpg = —0.5I". Parameters are Ipg/l, =0.019,
Iepumper /I = 0.023, o = 0.013 [cf. Eq. (A.4)].

the evolution predicted by a rate-equation model described
in Appendix A. The simulation fits very well the experi-
mental results, except for the population of the my = 1 level
with Apg = 0, where one observes a systematic shift, prob-
ably due to the fact that these small values are close to the
limit detection level. We deduce a rather small depolariza-
tion value of « = 0.013 (see Eq. (A.4)), which shows that
the polarization process is very sensitive to this effect.

4. Conclusion

We evidenced the ability of the polarization technique to
produce very sharp Raman lines, allowing high-resolution
Raman velocimetry of laser-cooled atoms. Our results
imply a velocity resolution of 70 pm/s, or v,/50, which
can be compared to v, /18 reported in [8], v, /17 in [22] (both
with cesium) and 290 pm/s, or v,/100, in [1] (for sodium).
The present work thus corresponds to the best observed
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velocity resolution. Such a resolution implies a de Broglie
wavelength of 50/, which potentially generates coherent
atomic wavefunctions extending up to 100 wells of a stand-
ing wave. The technique is thus highly useful in manipulat-
ing the external degrees of freedom of atoms in the frame
of experiments on quantum dynamics.
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Appendix A. Model

In order to understand the dynamics of the polarizing
process, we performed, as in Refs. [23,24], numerical simu-
lations based on a rate-equation approach taking into
account the effect of the PB and of the repumper. We use
in the present Appendix a slightly different notation: we
identify a given sublevel by three labels: s = {g,e} charac-
terizing fine-structure state, F'= {3,4,5} for the hyperfine
sublevel and mr = {—F...F} for the Zeeman sublevel.
The general form of these equations is then

st,F,nzF

dt = E W514F14m1—»s.,F,mFNs1,F1 ,ny

s1,F1,my

- E WSvFamF_'SlaFl J"lNS,F,m + 55,8

s1,F1,my

X E : FaesFlsml_’g-,FsmFNgsFlaml

s1,F,my

- 5s4eFNe,F,m; (Al)

where N r,. is the population of the sublevel {s, F,mr},
W s Fmp—s, Fy.m 18 the stimulated transition rate between lev-
els {s,F,mr} and {s;, F1,m }, and a. r, m,—grms is the spon-
taneous emission branching ratio connecting the sublevels
{e,Fi1,m} and {g,F,mr}. The absorption and stimulated
emission rates W .., r,m are related to the spontaneous
emission rates d. g, m,—¢.rm, Dy the following relation:
30 0
Ws,Fmpﬂsl,FlA,m] = E TE}Il‘C A_LXFHFI aaF]‘mng,F‘mng,Zanmla

(A2)

where Ap = 852 nm is the laser wavelength, 7 the laser
intensity expressed in W m 2 and 4, ~ 2r x 1 MHz the la-
ser linewidth, and

Ay + (= 1)
My, 12— 1)+ 44

Ar—r, = M+ 1) (A.3)

is the relative probability of exciting a neighboring transi-
tion with u = Ay /T" and Ap_p, = 2(wr_r, — @)/ the po-
sition of the atomic linewidth from the laser line. The
branching ratios @, s, ¢rme can be found in [23].°

As we indicated in Section 3, the polarization of the PB
is contaminated by ¢ and ¢~ components. This is taken
into account in our simulation by writing its polarization as

€0 + o€y + oe_
E=
V14202

o being an adjustable parameter representing the depolar-
ization of the PB. The coupled rate equations are numeri-
cally solved using a standard 4th order Runge-Kutta
integration method with the initial condition that all atoms
are in the F' =4 ground-state level and that all of its suble-
vels are equally populated.

(A4)
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Annexe E

Observation expérimentale de la
transition d’Anderson avec des
ondes de matiere

Experimental observation of the Anderson transition with
atomic matter waves

http ://arxiv.org/abs/0709.4320

Nous présentons ici ’article soumis a publication sur ’observation de la transition
d’Anderson. Ce résultat est détaillé dans le chapitre 3.
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Experimental observation of the Anderson transition
with atomic matter waves
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! Laboratoire de Physique des Lasers, Atomes et Molécules, Université des Sciences et

Technologies de Lille, CNRS, CERLA; F-59655 Villeneuve d’Ascq cedex, France'

? Laboratoire Kastler-Brossel, Université Pierre et Marie Curie-Paris 6, ENS, CNRS, 4

Place Jussieu, F-75005 Paris, France

Phase transitions are major phenomena in physics, where a small change in a
parameter may induce a dramatic change in the physical properties of a system.
Of particular interest in modern physics is the metal-insulator Anderson
transition® in disordered systems, ultimately due to the interplay between quantum
interference and disorder. Here we present the first experimental observation of
the Anderson transition using atomic matter waves. The Anderson model
describes the effect of random impurities on the quantum properties of a particle
in a crystal lattice. The model predicts the existence of a quantum phase transition
between an insulator phase, where the wavefunction is exponentially localized at
long times, and a metallic phase, where the wavefunction is delocalized and
displays diffusive transport. The metal-insulator transition is a fundamental
guantum process which plays a central role in the study of quantum disordered
systems, and has progressively been extended from its original solid-state physics

scope’™ to many different fields, including dynamical systems>®, electromagnetic

http://www.phlam.univ-lille1.fr/atfr/cq



1314 and even cosmology®®. Many studies have

radiation’?, acoustics***?, biology
pointed out strong analogies between cold atoms trapped in optical lattices and
condensed matter physics'®. Using an atom-optics system formally equivalent to

the Anderson model in three dimensions’*°

we unambiguously demonstrate the
Anderson transition. Sensitive measurements of the atomic wavefunction dynamics
and the use of finite-size scaling techniques make it possible to extract both the
critical disorder strength and the critical exponent of the transition. In doing so,
we make full use of the physical concepts underlying phase transition phenomena
such as universality classes (i.e., the insensitivity of the critical phenomena to the

microscopic properties of the system) and renormalization (which describes the

scaling laws in the vicinity of the transition).

The Anderson model'™ starts from the “tight-binding” description of an electron
in a lattice, which is essentially composed of two terms: a “diagonal”, on-site, term that
describes the energy associated with the site, and a “hopping” term that describes the
probability amplitude for the electron to jump to a neighbouring site. Anderson
postulated in 1958 that the dominant effect of impurities in the lattice is to randomize
the diagonal term, and showed that this generally leads to a localization of the
wavefunction, in sharp contrast with the Bloch-wave solution valid for a perfect crystal.
This model and its extensions can in fact describe a variety of systems where a wave
propagates in a disordered medium (not only a wavefunction but also light”® or

112 waves). The large popularity that the Anderson model has enjoyed for five

acoustic
decades is also due to its mathematical simplicity, allowing analytical approaches; yet,
it predicts a wealth of interesting phenomena. One of its most interesting predictions'”
is that the wavefunction is always localized in 1D; in 2D it is also localized but with a

localization length that increases exponentially with the disorder strength; in 3D it

predicts that there should be a phase transition at a well defined mobility edge between



localized and delocalized phases, with the density of impurities or the energy being the

control parameter.

Despite the wide interest on the Anderson transition, few experimental results are
available. In a crystal, it is very difficult to obtain the conditions for a clean observation
of the Anderson localization. Firstly, one has no direct access to the electronic
wavefunction and must rely on modifications of bulk properties like conductivity.
Secondly, it is hard to reduce decoherence sources to a low enough level to allow
quantum effects to be clearly observed. Finally, it is not easy to obtain a high directional
confinement so as to produce the equivalent of a 1D or 2D system. It is thus interesting
to find other systems that display the Anderson transition, but are more favourable for
experimental studies. Anderson localization of photons propagating in a disordered

11,12

medium has been observed in the microwave regime ~ ~ and recently in the visible

range”®. Theoretical propositions have also been made recently to observe it with

20,21

ultracold-atomic matter waves™ . In the present work, we use another system having

these properties, the atomic kicked rotor™®'"™"°.

We engineered a matter-wave system described by an Anderson-like model. It
allows us to probe the physics of disordered systems in much better controlled
conditions than what is possible in condensed matter physics, namely: (almost) no
interaction between the particles exposed to the disordered potential, no absorption in
the medium, no coupling with a thermal reservoir which could destroy localization,
possibility of preparing an initially localized state and possibility of measuring the final
state of the system after a chosen interaction time. Our system consists in a one-
dimensional particle exposed to pulses (equally separated in time) of a spatially
sinusoidal potential whose amplitude is quasi-periodically modulated at frequencies f>

and f3. The corresponding Hamiltonian reads:



2 N-1
H = % + K cos x [1+ & cos(2af,t) cos(27f,t)] Z 5(t - n) (1)
n=0
where x and p are the particle position and momentum, X is the pulse intensity, and &¢)
is the Dirac delta function. We have chosen normalized variables such that x is

measured in units of the spatial period of the potential divided by 27, the particle’s mass

is unity and time is measured in units of pulse period 7.

By taking & = 0 we obtain the standard kicked rotor (strictly time-periodic)
which has been widely used in theoretical and experimental studies of both classical and
quantum chaos. This system is known to display a phenomenon called dynamical
localization’, which manifests itself by an exponential localization of the wavefunction
in momentum space. Dynamical localization has been shown to be a direct analogue of
Anderson localization in one dimension, with the following correspondences:
Localization takes place in real space for the Anderson model and in momentum space
for the kicked rotor, the so-called “stochasticity parameter” K [see eq. (1)] is the
equivalent of the diagonal disorder in the Anderson model. K will thus be the control
parameter for the observation of the Anderson transition in our system, the mobility
edge corresponding to a critical value K. It should be noted that dynamical localization
exists only when the classical dynamics of the kicked rotor eq. (1) is a chaotic diffusion
(inhibited in the quantum case by destructive interference). The experimental
observation of dynamical localization in the kicked rotor'” actually constitutes the first

observation of Anderson-like 1D localization with matter waves.

As the Anderson transition between localized and delocalized states exists only in
three (or more) dimensions, one must generalize the kicked rotor to obtain a system
analogous to the 3D Anderson model. This can be done by introducing further temporal
dependencies'®'” making the Hamiltonian quasi-periodic in time, i.e. by taking & # 0 in

(1) and choosing f, and f; as incommensurate irrational numbers. One can then use a



generalization of the transformation introduced by Grempel ef al.® to show that the
resulting system is substantially equivalent to the 3D Anderson model'®, the new spatial
coordinates in the Anderson model corresponding to the new time dependences in the
quasi-periodic kicked rotor. Generally, to introduce additional incommensurable
frequencies in the kicked rotor is equivalent to increase the dimensionality of the

corresponding Anderson model.

Our atom-optics realization of the kicked rotor has been described in detail
elsewhere”. Basically, we cool caesium atoms in a standard magneto-optical trap. After
a Sisyphus-molasses phase, we obtain a cloud of 107 atoms at a temperature of 3.2 uK.
The laser-cooling setup thus prepares a sample of atoms in a thermal state whose
momentum distribution is much narrower than the expected localization length. These
atoms then interact with the potential generated by a horizontal standing wave. The
laser beams forming the standing wave pass through an acousto-optical modulator
driven by an arbitrary-form synthesizer, which allows us to modulate the optical
potential at will. One generates in this way short pulses of duration 0.8 us at 71 =27.778
us, to which is superimposed a modulation of the form (1), with £ =0.3, f, =2.236
and f; = 3.606 . The standing wave, of typical power 160 mW, is far off-resonant (17.3
GHZz to red of the atomic transition, corresponding to 3.2x 10’ natural widths) in order
to reduce spontaneous emission, which is a source of decoherence in the system. Our
setup also allows sensitive measurements of the atomic momentum distribution by
means of stimulated Raman transitions®. The momentum exchange between the atom
and the laser radiation is aligned along the axis of the standing wave, insuring that the
spatial dynamics is essentially 1D. Atom-atom interactions are negligible on the time
scale of the experiment, which may thus be considered as the superposition of 10

independent one-particle experiments.



In order to observe the Anderson transition we apply a sequence of kicks to the
atomic cloud and measure its dynamics. In the localized regime, the evolution of its
momentum distribution is “frozen” after some characteristic time (~12 kicks) into an
exponential curve exp(— | p| /'p loc) (where pj,. s the localization length). In the diffusive
regime, the initial Gaussian shape is preserved and the distribution gets broader as kicks
are applied, corresponding to a linear increase of the average kinetic energy. Observing

the Anderson transition would thus mean to obtain narrow, exponentially localized

distributions for K < K_ and increasingly broad, Gaussian-shaped distributions for

K > K_. In practice, however, it is much easier to measure the population IT,(¢) of the
zero velocity class. By virtue of the constancy of the total number of atoms, IT;’(¢) is
proportional to p__ in the localized regime and to the average kinetic energy in the
diffusive regime. If the dynamics is diffusive then < p2> o ¢, which means, by a simple
area-conservation argument, that IT,(¢) oc #~"'?. In the localized regime, IT,(¢) tends
asymptotically to a constant value p,. . At the critical point (see below), we expect

I1,(¢)oc £ . So, if we multiply the IT,(¢) curves by 7" we obtain curves of positive

slope in the localized case and of negative slope in the diffusive (delocalized) regime.
This provides us a simple way to clearly distinguish the two regimes, the zero slope

curve being the critical curve corresponding to the phase transition.

We performed 44 experimental runs corresponding to different values of K, below
and above the transition. In each run we recorded the value of I1(¢) as the kicks were
applied. We also recorded the background signal obtained by not applying the Raman
detection sequence, and the total number of atoms in the cold-atom cloud. These signals
were used to correct the experimental data from background signals and from long-term
drifts of the cloud population. Fig. 1 displays the experimental data IT,(f)x¢"> as a
function of time, in the various regimes. It clearly shows the changing of behaviour
from localized (positive slope) to diffusion (negative slope) around K = 3.8 . However,

this is not enough to prove that we observe a true phase transition, characterized by
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Fig. 1: Direct experimental observation of the Anderson transition. We plot the

experimentally measured quantity TTo(t) ¢

vs. time t in a log-log scale. The values of the
stochasticity parameter K are (from top to bottom) 0.9, 2.1, 3.8, 6.3 and 9.0, and & =0.3.
The inversion of the slope from positive (localization, blue) to negative (diffusion, red) is

clearly visible around K =~ 3.8.

singular behaviours. In order to do so, we will show that the data follow the scaling
laws predicted by renormalization theory applied to the 3D Anderson model. This will
permit us to extract the critical singularities, thus to measure the critical disorder and the

critical exponents.

When one approaches the critical point, the localization length diverges on the
insulator side while the diffusion constant vanishes on the metallic side. However, a
strict divergence can be observed only in macroscopically large samples; in small
samples the divergence is smoothed. This fact plagued the numerical studies of the
solid-state Anderson transition, as only a finite (small) lattice can be dealt with in a
computer, and no divergence is observed. In our system, this singular behaviour would
show up only for prohibitively large numbers of kicks. Indeed, during our experiment,
the atoms are falling under gravity action, and eventually go out of the detection region
and are lost. In practice, this limits the maximum number of kicks to around 150. To

9924-29

overcome this limitation, a technique named “finite-size scaling was introduced.



The basic idea is to infer the scaling law allowing proper extrapolation of the measured

localization length to an infinite sample.

We have adapted the standard finite-size scaling approach used in numerical
studies of the Anderson transition® assuming that, for finite interaction time, the
quantity IT,7(¢)t*"*= A(¢) is an arbitrary function f (ft'” 3) (see methods section), with
¢ the scaling parameter which depends only on K. By gathering the results obtained for
various values of # and K, one can reconstruct both the function f'and the scaling
parameter &(K). It should be emphasized that no assumption about the form of f has
been made. The result is shown in Fig. 2 for numerical simulations of the system and in
Fig. 3 for the experimental results, which contain the most important results of this
work. In both cases, the scaling hypothesis is justified by the fact that all points in Fig.
2a and 3a lie (within reasonably small errors) on a single curve. The remarkable feature
is the existence of two branches: the upper one (asymptotic slope -1 in the log-log plot)
corresponds to diffusive motion while the lower one (asymptotic slope +2 in the log-log
plot) corresponds to the localized regime, while the critical point is at the right tip
joining the diffusive and localized branches. The scaling parameter £(K) is plotted in
Figs. 2b and 3b: it represents the localization length in the localized regime and scales
as the inverse of the diffusion constant in the diffusive regime. Clearly, it increases
rapidly in the vicinity of the critical value K., on both sides of the transition. Although

no hypothesis has been made about its behaviour near the critical point, it is found to

behave as & ~ |K — K,

-V

when K — K, for the numerical results in Fig. 2. The value of

the critical exponent v =1.6+ 0.2 can be directly extracted from Fig. 2b; the numerical
uncertainties in the fitting procedure are the main source of error. Once the existence of
the scaling law is established from Figs. 2 and 3, it is more convenient to use a global
analysis of the numerical data at various values of K (see ref.”*°). We then obtain the

more precise value for the critical exponent v =1.58£0.10.
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Fig. 2: Finite size scaling applied to the results of numerical simulations of the quasi-periodic
kicked rotor (& = 0.3). We compute the evolution of the zero-velocity class population
IT,(¢) as a function of time (from 10 to 10* kicks), for various values of K. The finite-size
scaling makes it possible to determine both the scaling function £, shown in (a), with its upper
branch (red), associated with the diffusive regime, and its lower branch (blue), associated
with the localized regime. The dependence of the scaling parameter £on K is shown in (b). It
displays a divergent behaviour around the critical point K, = 8.23, which is a signature of
the Anderson phase transition. The critical exponentis v =1.58 £0.10, in good agreement

with numerical experiments on the Anderson model.

In order to perform a similar analysis of the experimental data, we must consider
decoherence processes, which make the strict localization impossible to maintain for
arbitrarily long times. In our system, spontaneous emission is such a phase-breaking
mechanism. The process where an atom absorbs a photon from the standing wave and
performs a spontaneous emission is not included in the Hamiltonian eq. (1). Although
this process is rare, it destroys the phase coherence of the atomic matter wave, and
consequently breaks Anderson localization. Other sources of decoherence are most
likely present in our experiment, such as acoustical vibrations and laser-intensity or
frequency fluctuations, which would also break the quantum localization effect and
contribute to make the transition less sharp than expected. This is a rather common

situation also in solid state physics, where phase-breaking processes are due e.g. to
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Fig. 3: Finite size scaling applied to the experimental results (with £ = 0.3 and 50 to 150
kicks). The scaling procedure is identical to the one used in Fig. 2. The fact that all
experimental points lie on a single curve in (a), with a diffusive (red) and a localized (blue)
branch, is a proof of the relevance of the one-parameter scaling hypothesis. The maximum
displayed by the scaling parameter &in (b) in the vicinity of K, =3.83 is a clear-cut proof of
the Anderson transition. Phase-breaking mechanisms (cf. text) smooth the divergence at the
critical point. When these effects are properly taken into account, one obtains a critical

exponent v =1.55%0.20, compatible with the numerical result.

phonons at finite temperature or electron-electron interactions at zero temperature. We
performed numerical experiments taking decoherence into account. The resulting
scaling parameter ¢(K) is plotted in Fig. 4 for various values of the decoherence rate 7.
Not surprisingly, the sharp divergence at zero rate is smoothed when 7 increases and the
critical value K. is shifted. We checked that there is a good agreement (in the

perturbative regime 77 — 0) between the numerical data and the experimental

measurements. More precisely, the experimental data are well fitted by the formula:

1

%=Q|K—Kc(ﬂ)| +/5, (2)

where o and £ are the fitting parameters. This makes it possible to extract from the
experimental data a value of the critical exponentyv =1.55%0.20, in good agreement
with the critical exponent obtained above from numerical simulations in the absence of

phase-breaking mechanisms.
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Fig. 4: The scaling parameter & — extracted from finite-size scaling analysis of numerical
experiments in the presence of decoherence — as a function of the kick strength K and the
decoherence rate 7. One sees that decoherence shifts and smoothes the critical behaviour,

but the transition is still clearly visible.

In conclusion, we have presented the first unambiguous experimental evidence of
the Anderson transition in 3D with atomic matter waves, characterized by a well
defined critical point, a divergence of the localization length below the critical point (in
the localized regime) and a vanishing of the diffusion constant above the critical point
(in the diffusive regime). We have determined the scaling laws and the critical exponent
v = 1.6 of the Anderson transition. This exponent is significantly larger than unity and

25,26

very close to the one observed in recent numerical experiments™ on the “pure”

. . 18.1
Anderson model, enforcing the assumption'®"”

that the two systems are substantially
equivalent. Whether this exponent is universal (i.e. independent of the microscopic
details) or not remains to be studied. A very interesting point is that our Anderson-
equivalent system can be easily generalized to higher dimension, which opens
perspectives for fascinating studies of the dependence of the critical exponent on the
dimension. Finally, we have shown how to take into account quantitatively spurious

phase-breaking mechanisms such as spontaneous emission which smooth the sharp

Anderson transition.



METHODS

Finite-size scaling. A quantum phase transition obeys scaling laws in the critical
regime. The single parameter scaling theory, successfully used for the standard 3D
Anderson model, can be applied to analyze our experimental data, and especially to
determine the critical properties of the Anderson transition, i.e. the critical exponents.
How can we combine the localized and diffusive dynamics on both sides of the

transition in a consistent frame, including possible anomalous diffusion at the critical

point? Scaling theory can be applied toI1,(¢) depending on the two variables 1/¢ and

(K — K, ). We thus assume the scaling law:

1
I, (1)

= tle[(K —Kc)tkz]

with F(x) an arbitrary function and &, and £k, two exponents which can be determined

12

as follows. In the diffusive regime, for sufficiently long times, the transport depends on

the diffusion constant D which goes to zero as K approaches K, from above:

D ~ (K -K, )S . In the localized regime, for sufficiently long times, the behaviour

depends on the localization length which diverges as K goesto K, : p,, ~(K, —K)",

with v the localization “length” exponent. It is easy to see that these two asymptotic

behaviours of F imply that k, +sk, =1 and k, —2vk, =0. Using Wegner's scaling

27,28

law”"*® which relates the exponents v and s by the relation s = (d —2)}v (d =3 being

the dimensionality of the system), we have: k&, =2/3 and k, =1/3v. We therefore

2/3

expect anomalous diffusion, with I1 072 (t) ~t”" to govern the dynamics right at the

critical point29’30. We can thus exhibit the scaling property by plotting the quantity:

1 ¢
A = =
© ,’ (0" f(lmj

/v

where the two branches /', of the function f are defined as f, (x) = F (i|x|_ ) and

-V

the scaling parameter ¢ behaves as & oc |K -K,
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How can we evaluate the critical exponent v and the critical stochasticity

parameter K_ ? The behaviour close to the transition can be found by linearising the

scaling function F* around K_ to obtain:
A@)=A4+B(K-K, )" (3)

Then K_ and the critical exponent v can be obtained by fitting the data with eq. (3).

When taking into account systematic corrections to scaling in the data due to the
practical limitations on the number of kicks which can be applied, this procedure leads
to a more accurate estimation of the critical parameters. For further details we refer the

reader to ref.>2°,
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