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Notations utilisées dans le manuscrit

On note en gras les ensembles de nombres : N, Z, R, C.
Pour tout z appartenant a C, on note Z son conjugué.

Paramétrage du plan

Le plan R? est muni du produit scalaire usuel - et de la norme associée |.|. Dans ce plan, on définit
* le disque unité Q = {x € R%|z| < 1};
* la sphere unité S' = {x € R% |z| = 1}
L’angle 6 € [0, 27| étant fixé, on note
* O le vecteur de S* de coordonnées (cos 6, sin #) dans la base canonique de R?;
+ ©" le vecteur de S' de coordonnées (cos(f + 5),sin(f + §) = (—sin6,cosd) dans la base
canonique de R2.
Ainsi définis, les vecteurs (©, ®1) forment une base orthonormée de R?, par rapport a laquelle on peut
définir un nouveau systeme de coordonnées :

vx e R? A(s,t) e RxR|x =50 +tOL (avecs =x-O, t =x - OF)
Enfin, dans le plan orienté R? muni du repére canonique, pour § € [0,27[, on notera ry la rotation
d’angle 6 sur R2.

Opérateurs sur les fonctions

Pour une fonction f définie sur R™, n > 1, on notera :
* f,lafonctionx € R" — f(—x);
¢ fa (a > 0) la fonction obtenue en appliquant une dilatation d’un facteur a suivie de f :

fa:xeR”Hfa(x):\/la"f(X)

a

* fp (b € R™) la fonction obtenue en appliquant la translation de vecteur b suivie de f :
forxeR"— fp(x)=f(x—Db)

* fo (8 € [0, 27]) la fonction obtenue en appliquant la rotation d’angle —6 suivie de f :
fo:x € R" = fo(x) = f (r_px)

On utilisera aussi ces opérateurs avec les notations suivantes :

¢ D, pour I’opérateur de dilatation d’un facteur a : D, : f — f,.

e T}, pour I’opérateur de translation d’un vecteur b : Ty, : f — fp;

¢ Ry pour I’opérateur de rotation d’angle —6 : Ry : f — fo.
Enfin, pour un opérateur linéaire continu 7" entre deux espaces de Hilbert, on notera T son opérateur
adjoint.



vi Notations utilisées dans le manuscrit

Espaces fonctionnels

On note L2(R™) (n > 1) I’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable définies sur R muni du
produit scalaire

< fg>= /R Tx)g(x)dx
et de la norme associée

I£l2 =1 [ 16

De la méme fagon, on note L?(S* x R) I’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable définies sur
le cylindre S' x R muni du produit scalaire

2m -
[f,g]:/o /Rf(@,s)g(@,s)dsde

On note L (R™) I’espace des fonctions de module intégrable définies sur R™.

On note S(R™) I’espace de Schwartz sur R : une fonction f appartient a I’espace de Schwartz si et
seulement si f est de classe C* et si f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide.

Transformées

Dans ce manuscrit, nous manipulons les transformées suivantes :
» pour une fonction f appartenant 2 L'(R?), on note R f sa transformée de Radon ;

« pour une fonction f appartenant 3 L*(R™) (n > 1), on note F(f) ou f sa transformée de Fourier,
normalisée de la maniére suivante :

1

- V2rm Jre

» pour une ondelette en dimension 1 ¢, et pour une fonction f appartenant 2 L?(R), on note
WY f(a,b) la transformée en ondelettes de f par rapport 2 ¢ calculée au voisinage de 1’abscisse
be Retal’échellea > 0;

vk € R", F(f)(k) = f(k) (x)e~ % dx

» pour une ondelette en dimension 2 W, et pour une fonction f appartenant & L2Z(R?), on note
WY f(a,b, ) la transformée en ondelettes de f par rapport 2 ¥ calculée au voisinage du point
b € R2, al’échelle a > 0, et dans la direction ® € S1.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce manuscrit, nous présentons un travail autour de méthodes de reconstruction d’images de type
scanner, destinées au guidage du chirurgien, donc sous les contraintes inhérentes a une acquisition de
données au bloc opératoire : les algorithmes classiques de reconstruction ne sont plus adaptés. Nous
présenterons les objectifs de notre travail a la fin de ce premier chapitre, mais auparavant, nous allons
décrire son contexte : I’'imagerie médicale par rayons X, et son application au guidage du geste chirurgi-
cal, avec I’exemple du vissage pédiculaire assisté par ordinateur.

Dans ce chapitre, nous nous appuyons essentiellement sur [109, 6, 61], ainsi que sur les compte-rendus
annuels de la conférence RSNA (Radiology Society of North America) disponibles sur le site de la
Société Frangaise de Radiologie, et sur les sites des principaux industriels du domaine : General Electrics,
Siemens, Philips, Toshiba, Praxim, etc.

1.1 Bref apercu des différentes techniques en imagerie médicale

L’imagerie médicale recouvre un ensemble de techniques permettant de visualiser les structures internes
de I’organisme humain, pour en donner une représentation qui peut étre anatomique, ou fonctionnelle
(pour visualiser alors le fonctionnement d’un organe, d’un métabolisme).

Toutes ces méthodes reposent sur un principe commun : on mesure la réponse des tissus a une exposition
a un phénomene physique. Selon la méthode employée, les tissus discriminés ne sont pas les mémes :
deux tissus peuvent répondre de la méme maniere a une excitation, mais de manicre différente a une
autre ; autrement dit, I’information portée par une image médicale dépend du phénomene physique uti-
lisé.

Un des plus anciens de ces phénomenes physiques consiste a utiliser une radiation bien particuliere : les
rayons X, auxquels est exposé 1’organisme a explorer. C’est cette modalité d’imagerie qui nous intéresse
dans ce manuscrit, et, comme nous 1’expliquerons ensuite, on mesure alors I’interaction entre ce rayon-
nement et les tissus, ou plus précisément, on mesure 1’atténuation du faisceau de rayons X lors de la
traversée de I’organisme ; les niveaux de gris que I’on visualise ensuite sur une radiographie traduisent
le niveau d’absorption (ou d’opacité) des tissus face aux rayons X. On dit que I’imagerie par rayons X
est une imagerie par transmission. Les radiographies sont des images directes : elles traduisent directe-
ment un phénomene physique, par opposition aux images scanner, qui, elles, sont reconstruites, selon un
procédé que I’ on expliquera plus loin. Les images obtenues par rayons X sont en particulier bien adaptées
a la visualisation des structures osseuses.

Parmi les autres techniques d’imagerie médicale, les plus utilisées sont les suivantes :
— I’échographie : des ondes acoustiques (ultrasons) sont envoyées sur 1’organisme, et lorsqu’un obs-
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tacle est rencontré, une partie des ondes est réfléchie (on parle d’échos), tandis que 1’autre partie
est transmise ; la proportion d’ondes réfléchie est liée a la différence d’impédance acoustique a
Dinterface des deux milieux, qui est un parametre directement lié a la densité de chacun des deux
milieux ; c’est donc une imagerie par réflexion.

— I’imagerie nucléaire : ¢’est une imagerie fonctionnelle, c’est-a-dire qu’elle permet d’observer 1’ac-

tivité des cellules ; on peut ainsi par exemple distinguer les cellules cancéreuses des cellules saines.
Le principe est le suivant : on injecte dans 1’organisme des molécules radioactives, artificielles, ap-
pelées traceurs, qui sont congues pour aller se fixer prioritairement sur les organes que I’on veut
étudier, ou sur les cellules qui sont le siege d’un phénomene que 1’on veut localiser.
On utilise principalement deux types de molécules radioactives : des molécules qui se désintegrent
en émettant un autre type de rayonnement que les rayons X, les rayons dits rayons ~y ou bien des
molécules qui se désintegrent en émettant des particules appelées positons. Dans le premier cas, le
rayonnement y émis est recueilli par un détecteur appelé v caméra, fournissant des images directes,
appelées scintigraphies, ou permettant, selon le principe du scanner pour les rayons X, d’obtenir
des images reconstruites (imagerie TEMP : tomographie d’émission monophotonique, SPECT en
anglais). Dans le deuxiéme cas, les positons émis lors de la désintégration sont émis par paires,
dans des directions colinéaires mais opposées, et sont recueillis par des détecteurs diamétralement
opposés (en coincidence) : ¢’est I’'imagerie TEP : Tomographie par émission de Positons. De plus
en plus, ce type de dispositif est couplé a des scanners ; on parle alors de PET-Scan, et ces appareils
permettent de coupler une image morphologique, précise, a une image restituant une information
fonctionnelle. On parle d’imagerie par émission.

— I’Imagerie par Résonance Magnétique : pour résumer grossierement, on soumet I’organisme a un
champ magnétique ; certains atomes sont excités, ce qui crée une perturbation du champ magnétique ;
le temps de relaxation suivant cette excitation, et permettant de revenir a I’état d’équilibre, est ca-
ractéristique de la teneur en hydrogeéne des tissus (donc en eau), et permet de discriminer les tissus
observés. Ce sont des images en coupe, reconstruites.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux rayons X. On connait 1’utilité des rayons X pour le diag-
nostic de pathologies, a travers les radiographies et les examens scanners. On connait également le role
thérapeutique que peuvent avoir les rayons X : la radiothérapie, ou les rayons X sont utilisés dans des
gammes d’énergie beaucoup plus fortes pour détruire des cellules cancéreuses. Ici, nous allons nous
concentrer sur un autre role des rayons X : ceux-ci peuvent en effet également permettre de disposer
d’images qui permettent de guider le chirurgien au bloc opératoire, autrement dit de controler le geste
chirurgical par I’image. On parle alors d’imagerie interventionnelle.

1.2 L’imagerie par rayons X

1.2.1 La découverte des rayons X

Les rayons X ont été mis en évidence de maniere fortuite en 1895 par Wilhelm Conrad Rontgen, un
physicien allemand (a cette méme époque, en France, Henri Becquerel et Pierre et Marie Curie mettaient
en évidence de leur cOté la radioactivité naturelle de I’uranium et du radium, construisant ainsi les bases
de I'imagerie nucléaire). Rontgen étudiait alors les effets du passage d’un courant électrique dans un
tube en verre, quand il constata qu’un écran recouvert d’une feuille de platinocyanure de baryum situé
a proximité du lieu de I’expérience devenait fluorescent a chaque fois qu’une décharge électrique avait
lieu dans le tube. En placant des obstacles entre le tube et I’écran, il constata que ce rayonnement était
capable de traverser aussi bien le bois, les métaux que la chair mais qu’une mince feuille de plomb ou
de platine suffisait a I’arréter. Ce type de rayonnement était alors inconnu : Rontgen publia le texte A
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propos d’une nouvelle espéce de rayons, et appela le rayonnement rayons X. 1l réalisa la radiographie de
la main de sa femme, dont I’image est restée célebre (une main humaine dont on ne voit que les os, la
chair étant invisible”). Cette découverte fut couronnée en 1901 par le premier Prix Nobel de Physique.

1.2.2 Leur nature électromagnétique

Depuis la mise en évidence de I’existence des rayons X, les propriétés suivantes ont été établies : les
rayons X sont des ondes électromagnétiques, et a ce titre :

1. (aspect ondulatoire) ils se déplacent en ligne droite, a une vitesse constante au sein d’un milieu
homogene, avec une amplitude sinusoidale, caractérisée par sa fréquence v, ou sa longueur d’onde
As

2. (aspect corpusculaire) chaque vibration peut étre considérée comme un photon transportant un
quantum d’énergie Y = hv, ou h désigne la constante de Planck.

La figure (1.1) permet de positionner les rayons X par rapport aux autres types de rayonnements électroma-
gnétiques connus : pour qu’une radiation soit utile en imagerie médicale, il faut que 1’organisme la laisse
pénétrer, et qu’elle puisse le traverser sans étre totalement atténuée : c’est le cas pour les rayons X, qui
sont d’énergie plus forte que la lumiere visible, les infra-rouges ou les ondes radios. Plus leur énergie
est forte, plus ils ont d’effets sur les organismes traversés (comme on le redira plus bas, ce sont des
rayonnements ionisants) ; ainsi, pour les rayons X, on peut utiliser des rayons dans différentes gammes
d’énergie : les rayons d’énergie plus élevée sont utilisés en radiothérapie, les autres pour des images de
diagnostic.

rayonnement non ionisant rayonnement ionisant

Ondes radio HF InfraRouge Visible(lumiére) uv Rayons X (diagnostic) Rayons X (thé&apie)
Rayonsy

>

Energie croissante

¢

Longueur d’'onde croissante

F1G. 1.1 — La place des rayons X par rapport aux différents types de rayonnements électromagnétiques

1.2.3 La formation des rayons X

La formation des rayons X repose sur le bombardement d’une cible métallique par un faisceau d’électrons
préalablement accélérés et portés a haute énergie : les électrons, attirés par les noyaux des atomes
métalliques, sont ralentis, et I’énergie cinétique ainsi perdue est rayonnée sous forme d’énergie électroma-
gnétique (photons) : les rayons X. Un spectre polyénergétique continu est ainsi émis. Par filtrage, seuls
les photons de haute énergie (dits rayons durs) sont alors conservés : les autres (rayons mous), de faible
énergie, seraient arrétés par les premiers tissus rencontrés et n’auraient pour effet que d’augmenter la
dose résiduelle délivrée au patient.

Ce bombardement a lieu au sein d’un tube électronique, dans lequel on crée une différence de potentiel.
On peut a ce niveau contrdler la gamme d’énergie des photons qui vont étre ensuite rayonnés.
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1.2.4 Interaction des rayons X avec la matiere vivante

Le principe de base de I’imagerie par rayons X est le suivant : les rayons X sont formés par des photons
d’énergie suffisamment forte pour pénétrer et traverser les organismes vivants, mais qui sont néanmoins
atténués lors de cette traversée ; cette atténuation est caractéristique des tissus rencontrés, et offre donc
un moyen de discriminer les tissus.

Latténuation des rayons X (c’est-a-dire de I'intensité des photons) a la traversée de la matiere est due
essentiellement a deux phénomenes qui affectent une partie des photons du faisceau :

— Deffet photoélectrique, qui est un phénomene d’absorption : en présence d’un photon X, un
électron périphérique d’un des atomes du milieu est arraché, et vient se combiner au photon :
le photon est absorbé. L’atténuation du faisceau de photons ainsi induite est proportionnelle a la
densité électronique du milieu, qui est elle-m&me fortement liée a la densité du milieu. L’effet
photoélectrique s’avere donc plus marqué dans les matériaux lourds, comme les structures os-
seuses.

— Deffet Compton est un phénomene de diffusion : la perte d’énergie du photon incident n’est pas
totale, mais provoque une déviation du photon de sa trajectoire initiale ; on dit qu’il est diffusé. De
fait, le rayonnement émergeant de 1’organisme est constitué de deux rayonnements : un premier,
colinéaire au faisceau initial - on parle de rayonnement primaire - et un second, dit secondaire,
résultat de la diffusion, dont on ne controle pas la direction d’émergence. C’est le probleme dit du
diffusé, qui entraine sur les images des pertes de contraste, et expose le personnel médical envi-
ronnant et les organes du patient hors du champ a des radiations indésirables. Ce phénomene est
prépondérant dans les matériaux 1égers (comme 1’eau).

La combinaison de ces deux effets est matérialisée par un nombre w, appelé coefficient linéique d’atténuation
du milieu. La valeur du coefficient p dépend de plusieurs parametres, liés au milieu (comme par exemple

le numéro atomique, sa densité électronique), comme a I’énergie du faisceau incident (contr6lée par
I’opérateur). On utilise comme coefficient d’atténuation de référence celui de 1’eau. Quelle que soit
I’énergie du faisceau incident, on peut classer les différentes types de tissus classiquement rencontrés de

la maniere suivante (par coefficient d’atténuation croissant) :

air poumons graisse eau tissus mous vaisseaux oS
0

On peut ensuite exprimer 1’atténuation d’un faisceau de rayons X : ’atténuation subie par un faisceau
monochromatique (c’est a dire monoénergétique) a la traversée d’un objet non homogene - plongé dans
un milieu transparent - et caractérisé en chacun de ses points x par le coefficient d’atténuation p(x), est
communément modélisée par la loi de Lambert-Beer, qui s’énonce ainsi : si I’on note Iy ’intensité du
faisceau incident sur I’objet selon une droite L donnée, et I; I’intensité du faisceau émergeant de 1’ objet
selon cette méme direction, alors on a la relation :

1 _ = [y px)dx (1.1)

Cette loi empirique est motivée par I’expérience simple suivante : on considére K objets identiques
homogenes, de coefficient d’atténuation uniforme i, disposés le long d’'un méme axe, et traversés les
uns apres les autres par un méme faisceau de photons X, d’intensité initiale /3. On note r le nombre par
lequel est divisée I'intensité du faisceau quand le faisceau a traversé la longueur d’un objet. Alors

. . . : . . I
— D’intensité du faisceau a la sortie du premier objet est -0 ;
T
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: . : R . N : Iy
— Dintensité du faisceau a la sortie du deuxieme objet est — ;
r

— et, en itérant, I’intensité du faisceau a la sortie du K™ et dernier objet est —IO{ .
T

_— .1 1 _ . N .

Dans ce cas particulier, on a la relation Td =gz =e KIn7 et on voit donc apparaitre la relation expo-
0 r

nentielle qui lie I’atténuation du faisceau de rayons X a la longueur parcourue par ce faisceau. En réalité,

les faisceaux de photons X sont polychromatiques, et on a alors la loi d’atténuation suivante, prenant en

compte la gamme des longueurs d’onde A présentes au sein du faisceau :
Iy = / Io(A)e™ Jur@Ndz gy
A

Cependant, en pratique, les faisceaux de rayons X utilisés sont quasi-monochromatiques, et on a coutume
de faire I’hypothese que la fonction d’atténuation ponctuelle du milieu est indépendante de I’intensité du
faisceau incident. On se place alors dans le cadre de la loi de Lambert-Beer énoncée en (1.1), ce qui

permet d’écrire :
Iy
p(x)dx = —In | —
xeL IO

Le premier terme de cette égalité peut s’écrire a 1’aide d’un outil mathématique connu par ailleurs : on
utilise comme modele mathématique de 1’atténuation d’un faisceau le long d’une direction donnée une
transformée appelée transformée de Radon ', dont voici une premiére définition (nous adopterons un
point de vue plus formel dés le chapitre suivant) :

Définition 1.2.1
Soit v une fonction intégrable du plan, et L une droite du plan. On appelle transformée de Radon de Ia
fonction y le long de Ia droite L la quantité

Ionisation de la matiere et dose de rayons X

Latténuation que connait un faisceau de rayons X a la traversée d’un objet témoigne d’une interaction
avec la matiere : on dit que le rayonnement est ionisant, ou que la matiere est ionisée, avec pour elle des
effets biologiques d’autant plus nocifs que 1’énergie du rayonnement est élevée.

La matic¢re peut étre ionisée sous ’effet d’un rayonnement deés que 1’énergie de ce rayonnement est
supérieure a 1’énergie de liaison des électrons du milieu. Les cellules vivantes sont affectées au niveau
de I’ADN et des enzymes, par rupture des liaisons hydrogene, ce qui perturbe les mécanismes de trans-
cription et de duplication, donc de reproduction cellulaire.

Pour le diagnostic, on utilise des rayons X de basse énergie (de I’ordre du kilo-€lectron-volt), alors que
pour la thérapie, ou I’on tire profit de cet effet ionisant, 1’énergie est de I’ordre du méga-électron-volt.

Les rayons X ont, a forte dose, des effets déterministes connus (moelle épiniere, stérilité,..). A faible
dose, les effets ne sont pas systématiques, mais on reconnait des risques de malformation du foetus
chez la femme enceinte. Des risques de cancers radio-induits, consécutifs a des expositions répétés, ont
également été mis en évidence. Pour les patients, les doses absorbées lors des examens de diagnostic

'introduite en 1917 par J. Radon, mathématicien hongrois
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traditionnels, les risques sont négligeables (sauf pour la femme enceinte). On cherche toutefois a les
minimiser dans la mesure du possible, mais la cible des programmes de radioprotection et de réduction
de la dose délivrée visent avant tout le personnel médical, exposé de maniere réguliere a ces radiations.

1.2.5 Interaction des rayons X avec les détecteurs

Les détecteurs ont pour fonction de convertir 1’énergie portée par les faisceaux de rayons X sous une
forme visible par I’oeil. Comme nous 1’expliquerons plus loin, les images par rayons X peuvent étre ob-
tenues dans deux contextes : des images statiques, et des images dynamiques. Les détecteurs de rayons
X associés sont alors différents.

Détecteurs de rayons X pour images statiques

Les détecteurs de radiographie les plus communs sont formés d’un couple entre un écran et un film,
enfermés dans une boite, appelée cassette. L'écran, dit écran renforcateur, a pour rdle d’amplifier le
signal porté par le faisceau de rayons X (ou, autrement dit, de réduire la dose de rayons X a utiliser pour
obtenir finalement le méme noircissement). Il contient du phosphore, qui, pour résumer, transforme les
photons X recus en photons lumineux (on dit qu’il y a un phénomene de fluorescence : sous 1’action des
photons X, les particules de phosphore absorbent 1’énergie du photon, et sont excitées ; le retour a I’état
d’équilibre se fait par émission d’un photon lumineux). Les photons lumineux émis vont ensuite frapper
un film photographique classique, c¢’est-a-dire recouvert d’une émulsion sensible aux photons lumineux.
L’énergie des photons lumineux est ainsi transformée en dépdt argentique sur le film photographique, re-
couvert d’une couche sensible de bromure d’argent : sous 1’effet des photons X, les ions Br ™, excités, se
combinent avec les ions Ag™ pour former de I’argent métal. La quantité d’argent formée est proportion-
nelle a 'intensité captée. On obtient alors une image latente (un négatif), qu’il faut ensuite développer.

Depuis plusieurs années, les efforts de recherche se concentrent sur I’évolution vers des détecteurs
numériques : I’image obtenue n’est plus figée sur un film, mais est numérisée, et a ce titre, est transmis-
sible, archivable, non périssable et non figée (on peut la traiter pour la rendre plus pertinente, jouer sur la
dynamique pour réhausser telle ou telle structure,..). Globalement, on constate que le nombre d’examens
nécessaires au diagnostic est moindre ; de plus, la sensibilité de détection des rayons X est accrue par
rapport au couple écran-film, et on peut donc travailler dans des gammes d’intensité plus faible : la dose
recue par le patient est réduite. Malgré tous ces avantages, 1’évolution vers le numérique demeure assez
lente : en France, en 2003, encore 60% des examens de radiographie étaient effectués avec un film. Il
faut dire que la technologie numérique reste cofiteuse (155 000 euros en 2002 pour un détecteur plan sta-
tique), et ne s’integre pas facilement dans le matériel d’imagerie existant. Un autre probléme, néanmoins
en voie de résorption, est celui de la résolution spatiale des images qu’elle délivre : elle est encore jugée
insuffisante pour certains examens, notamment les mammographies.

La transition vers I’imagerie numérique en radiographie a été amorcée avec 1’apparition d’écrans radio-
luminescents a mémoire (dits ERML), dans des dispositifs dits de « radiologie informatisée » (CR :
computed radiography). Les photons X sont recueillis sur une plaque de phosphore, qui remplace les
écrans traditionnels dans la cassette, puis la plaque est scannée par un faisceau laser pour convertir
I’image latente en signal électrique, qui est numérisé.

De nouveaux détecteurs sont ensuite apparus a la fin des années 90 : les capteurs plans (flat panel);
dans certains, dits a conversion indirecte, les photons X rencontrent d’abord une couche de matériau
fluorescent (par exemple du iodure de césium) a travers laquelle ils sont convertis en photons lumineux,
puis rencontrent des récepteurs de lumiere - photo-diodes, par exemple en silicium amorphe - qui conver-
tissent la lumiere en signaux électriques, lesquels sont conduits vers une matrice de transistors TFT (écran
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a cristaux liquides). Dans ce type de dispositif, les photons lumineux, avant d’étre convertis en signaux
électriques, sont conduits dans des guides dans lesquels ils subissent de la diffusion et des réflexions,
qui conduisent a une perte de sensibilité et de résolution. Dans d’autres détecteurs, dits a conversion
directe, les photons X sont d’abord en contact avec une couche de matériau photoélectrique (sélénium
amorphe), a la traversée de laquelle ils sont convertis directement, c’est-a-dire en une seule étape, en
signaux électriques qui sont conduits vers une matrice de transistors TFT (écran a cristaux liquides).
Les principaux constructeurs sont Hologic, pour les détecteurs a conversion directe, et Canon, General
Electrics, Varian, et Trixell, pour les détecteurs a conversion indirecte. Trixell est une entreprise née
d’une collaboration entre Thales, Philips et Siemens, implantée dans la région de Grenoble ; elle parraine
ce travail de thése, et occupe une place importante sur le marché international des capteurs plans (avec
le capteur plan statique PIXTUM 4600).

Détecteurs utilisés pour I’imagerie dynamique avec des rayons X

Les détecteurs principalement utilisés pour réaliser des images dynamiques a I’aide de rayons X s’ap-
pellent des amplificateurs de brillance ; ils sont apparus juste apres la seconde guerre mondiale. Ils per-
mettent d’obtenir des images avec des doses de rayons X faibles, et sont capables de délivrer des séries
d’images, voire des images « en continu » . IIs sont utilisés au bloc opératoire, dans des dispositifs ap-
pelés fluoroscopes, que nous présenterons plus bas. Ils sont formés d’un tube sous vide, dans lequel
pénetrent les rayons X, qui frappent d’abord un écran au phosphore : des photons lumineux sont alors
émis, puis frappent une « photo-cathode » , c’est-a-dire un dispositif qui émet des électrons quand il est
frappé par la lumiere. Les électrons ainsi émis sont alors soumis a une différence de potentiel, et foca-
lisés, comme dans un systeme optique classique avec deux lentilles situées de part et d’autre d’un foyer,
ils sont accélérés et vont alors frapper un nouvel écran au phosphore, de taille beaucoup plus petite (2,5
cm), ce qui va avoir pour effet de produire a nouveau des photons lumineux, mais cette fois-ci avec un
rendement beaucoup plus élevé (le gain par rapport a un systeme écran-film peut aller jusqu’a 10000).
Ceci a pour effet d’avoir des images beaucoup plus brillantes, avec en plus un temps d’exposition aux
rayons X réduit (ce qui permet d’acquérir des images a une cadence plus élevée que dans les systeémes
traditionnels). On peut alors recueillir I’image sur un film vidéo, ou sur une télévision, ou sur une caméra
CCD (qui fournit une image numérique).

Le principal inconvénient des amplificateurs de brillance réside dans la qualité des images obtenues : le
procédé d’amplification du signal lumineux conduit a des distortions dans I’image finale, qui s’en trouve
déformée ; il faut mettre en place des procédures de correction de cette distortion (ces procédures uti-
lisent une grille, dont on compare la géométrie réelle, parfaitement connue, a la géométrie visualisée sur
I’image qu’en restitue 1I’amplificateur de brillance).

Comme pour I’'imagerie statique, la tendance est au développement de détecteurs de radiologie numérique
dynamiques. Par rapport aux amplificateurs de brillance, ils sont plus sensibles aux rayons X (donc per-
mettent de délivrer une dose de rayons X moindre) ; ils présentent une meilleure résolution temporelle,
et un meilleur contraste ; ils sont plus légers et fournissent donc des dispositifs d’imagerie plus ergono-
miques ; leur résolution spatiale, a 1’origine insuffisante, a été améliorée et est aujourd’hui a peu pres
similaire a celle des amplificateurs de brillance ; mais surtout, et la est leur principal avantage, ils four-
nissent des images qui ne présentent pas de distortion. En revanche, le gros inconvénient de ces détecteurs
est qu’ils sont beaucoup plus cofiteux que les amplificateurs de brillance (a 1’achat et pour I’entretien), et
comme leur conception pose des difficultés technologiques, les détecteurs dynamiques disponibles sont
de taille limitée - ce qui motive, comme nous 1’expliquerons plus tard, le travail sur les problemes de re-
construction a données tronquées. Par exemple, le détecteur dynamique PIXIUM 4700 de Trixell mesure
environ 30 cm x40 cm (avec un pixel de c6té 154 um).



8 Chapitre 1. Introduction

1.2.6 Les différentes images fournies par les rayons X

Nous venons de présenter comment les rayons X sont générés, comment ils interagissent avec la matiere,
et comment ils peuvent étre détectés. Nous allons maintenant expliquer que ces différents phénomenes
peuvent étre exploités pour produire deux types d’images : des images directes, c’est-a-dire qui rendent
compte d’une réalité physique brute, et des images reconstruites, apres calculs, qui rendent compte de
phénomenes physiques qui ne sont pas directement observables.

1.2.6.1 Les images directes : radiographie et fluoroscopie

Les images directes conventionnelles obtenues grace aux rayons X s’appellent des radiographies. Ce
sont des images en niveaux de gris, sur lesquelles le niveau de gris en un point de I’image témoigne de
I’intensité de I’atténuation qu’ont connu les rayons X entre le moment ou ils ont été émis et le moment
ou ils ont été détectés en ce point. Comme on I’a dit plus haut, cette atténuation est directement liée a
la densité des structures traversées. L'image radiographique permet donc de visualiser une image de la
superposition des différentes structures traversées par le faisceau de rayons X.

Les radiographies sont des images statiques. On peut également tirer parti des rayons X pour obtenir des
images dynamiques, permettant par exemple de suivre la progression d’un produit de contraste, ou de
contrdler en temps réel 1’insertion d’un outil chirurgical : ceci est I’objet d’une technique appelée fluoro-
scopie : par opposition a la radiographie, on peut définir la fluoroscopie comme une technique d’imagerie
par rayons X dont le but n’est pas de fournir a la fin d’un examen une image, mais dont la fonction est
de permettre de disposer d’images en temps réel, soit en continu, soit aussi souvent qu’on le souhaite.

Pour cela, on utilise un dispositif construit sous la forme d’un arceau, appelé C-ARM (littéralement, bras
en forme de C). Ce dispositif est disponible dans chaque bloc opératoire ; il est mobile, et est équipé
a I'une de ses extrémités d’une source de rayons X, et a I’autre d’un détecteur, qui peut €tre un écran
fluorescent, un amplificateur de brillance (c’est le cas le plus courant), ou un détecteur de radiologie
numérique (une image de C-ARM est présentée en figure 1.2). L’intensité du faisceau de rayons X est
réduite (environ d’un facteur 100) par rapport aux rayons X utilisés en radiographie, mais est délivrée sur
une plus grande durée, ce qui fait que globalement, pour un examen fluoroscopique classique, la dose de
rayons X délivrée au patient est plus importante que pour une radiographie classique. La faible intensité
du faisceau de rayons X a pour conséquence que les images obtenues sont de moindre qualité que les
images obtenues en radiographie (augmentation significative du bruit).

1.2.6.2 Les images reconstruites : images scanner

Nous allons nous intéresser ici a des techniques dites de tomographie (du grec tomos, qui signifie coupe) ;
on pourrait résumer leur but de la maniere suivante : comment visualiser I’intérieur d’un organisme, sans
pour autant 1’ouvrir ?

Une radiographie donne, comme on 1’a dit plus haut, une image de la superposition des différentes
structures rencontrées par le faisceau. Cette image est directement accessible. A contrario, les images de
coupes internes de I’organisme ne sont pas accessibles directement, ¢’ est-a-dire nécessitent des calculs :
c’est I’objet de la tomodensitométrie par rayons X, principe de base des scanners médicaux, pour lequel
Godfrey N. Hounsfield (ingénieur en électronique) et Allan M. Cormack (mathématicien) ont regu le
Prix Nobel de Médecine en 1979.

Le principe de base est le suivant (voir figure 1.3) : un couple source de rayons X - détecteur effectue
une rotation autour d’un patient, et irradie une section donnée selon toutes les droites qui traversent cette
section : des mesures d’atténuation le long de chacune des droites sont ainsi recueillies tout au long de
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F1G. 1.2 — Un arceau mobile, ou C-ARM, est un dispositif d’imagerie par rayons X permettant d’acquérir
des images au bloc opératoire, en continu, ou a volonté. A ’'une des extrémités du bras, on trouve une
source de rayons X, et a I’autre, un détecteur [Image General Electrics]

I’acquisition, et les calculs consistent alors a en déduire I’ atténuation en chaque point du milieu traversé :
autrement dit, on mesure la transformée de Radon de la fonction d’atténuation le long des droites qui
traversent la section, et les calculs qui suivent consistent a inverser la transformée de Radon pour en
déduire la valeur de la fonction d’atténuation en chaque point de la section. Cette carte d’atténuation, qui
caractérise 1’anatomie de la structure, est représentée sous forme d’une image : une coupe scanner.

Depuis les premiers prototypes construits au début des années 70, 1’architecture des dispositifs d’ac-
quisition a beaucoup évolué : dans les premiers scanners, on faisait des images coupe par coupe, qui,
une fois empilées, donnaient des informations volumiques. En 1989 sont apparus les premiers scanners
hélicoidaux, ou le lit du patient est translaté a I’intérieur du tunnel du scanner pendant que le couple
source/détecteur est en rotation continue. Depuis, 1’avancée majeure réside dans le développement de
scanners multicoupes (dits aussi multibarrettes) : plusieurs rangées de détecteurs sont accolées, et per-
mettent ainsi d’acquérir simultanément des données issues de plusieurs coupes, en conduisant a des
coupes plus fines, avec une acquisition plus rapide (actuellement moins d’une demi-seconde par tour).
En 2003, en France, ou essentiellement General Electrics, Siemens, Toshiba et Philips se partagent le
marché, deux tiers des scanners vendus étaient des scanners 16 coupes, et tous offraient de toute facon
plus de 4 coupes. En 2007, il existe méme des scanners 64 coupes.

Dans ce manuscrit, nous nous placerons, sauf dans le dernier chapitre 2, dans le cadre de la géométrie
d’acquisition la plus simple possible, a savoir la géométrie parallele 2D : on considere que le faisceau
de rayons X qui traverse 1’objet est un faisceau de rayons paralleles, et que I’on reconstruit un empile-
ment de coupes. Bien que cette géométrie ne soit plus la géométrie utilisée dans les derniers scanners
commercialisés, qui sont des scanners tridimensionnels, les travaux qui sont effectués dans le contexte
des données tronquées - qui nous intéresse ici, et que nous présenterons plus loin - le sont en général en
géométrie 2D ; de plus, si I'on travaille en géométrie 2D, il est plus réaliste de travailler en géométrie
dite fan beam (c’esr-a-dire en éventail : le faisceau est contenu dans un céne plan dont le sommet est

Dans le dernier chapitre, on se place dans le cadre d’une géométrie d’acquisition divergente 3D, mais comme nous le
verrons, la technique de reconstruction appliquée alors sera purement géométrique, et aucun outil d’inversion 3D analytique de
données radiographiques ne sera mobilisé.
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la source de rayons X), mais il existe des procédures dites de rebinning qui permettent de réorganiser
des données acquises en éventail en un jeu de données paralleles : les résultats de la géométrie parallele
peuvent donc étre appliqués.

FI1G. 1.3 — Un scanner, et I’illustration de son principe de fonctionnement : des mesures radiologiques
sont effectuées tout autour du patient, et permettent, apres calcul, de donner une image de la section
irradiée.

1.3 Utilisation de I’imagerie par rayons X au bloc opératoire : I’exemple
du vissage pédiculaire

1.3.1 Les Gestes Médico-Chirurgicaux Assistés par Ordinateur

Le travail qui est présenté dans ce manuscrit a été effectuée en grande partie dans une équipe de recherche
travaillant sur les Gestes Médico-Chirurgicaux Assistés par Ordinateur. Cette équipe est une équipe plu-
ridisciplinaire (informatique, robotique, mécanique, traitement d’images, mathématiques), dont les tra-
vaux ont un objectif commun : mettre a la disposition des chirurgiens et de leurs patients de nouveaux
outils rendant les gestes de chirurgie plus siirs, plus précis, plus rapides, moins invasifs, moins trauma-
tisants, en particulier pour réduire les douleurs post-opératoires, la durée d’hospitalisation, la durée de
convalescence (et donc aussi les cofits liés aux interventions chirurgicales).

Dans ce contexte, les images médicales ne sont plus seulement des outils de diagnostic. Elles deviennent
des outils pour le chirurgien qui peut alors, par exemple :

— disposer d’images déja en partie analysées, décodées par 1’ordinateur (dans lesquelles par exemple
certaines structures ont déja été identifiées, isolées, segmentées) ;

— planifier précisément son geste avant d’entrer au bloc et retrouver ces informations pre-opératoires
superposées virtuellement sur des images acquises pendant I’intervention ;

— contrdler son geste en temps réel sur des images de synthése, qui permettent de visualiser des
structures d’ordinaire inaccessibles a I’oeil humain, ou seulement accessibles au prix de gestes
trés invasifs pour les mettre au jour.

Dans les deux derniers cas, on dit que 1’on propose au chirurgien un outil de navigation chirurgicale ;
I’image change de statut : de réelle, elle devient virtuelle.

Certains de ces outils sont déja en partie disponibles en chirurgie conventionnelle grace aux images
fluoroscopiques, qui permettent au chirurgien de contréler son geste en temps réel. Mais, comme on le
dira ensuite, I’'information apportée par des images fluoroscopiques est limitée (ce sont des images de
superposition, certains angles de vue sont indisponibles, les mesures conduisent a délivrer des doses de
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rayons X que I’on souhaiterait moindres). Nous allons dans la suite présenter d’autres méthodes d’aide
au chirurgien qui bénéficient d’images plus riches en information.

Pour cela, nous allons nous appuyer sur une intervention chirurgicale précise, qui motive le travail
présenté dans ce manuscrit : le vissage pédiculaire. Nous la présentons dans la partie suivante, en dres-
sant un état de 1’art des techniques qui permettent aujourd’hui de I’ assister par ordinateur, afin de dégager
ensuite les objectifs de notre travail dans ce contexte.

1.3.2 Le vissage pédiculaire : description

Le vissage pédiculaire est une intervention en chirurgie orthopédique, pratiquée pour la premiere fois en
1961 par le chirurgien francais R. Roy-Camille .

A la différence des tissus dits mous, les structures osseuses sont rigides : elles se prétent donc bien a la
création d’images dans lesquelles leur représentation est extrapolée a la partie de leur forme a un instant
antérieur. De fait, apres des travaux initiaux en neurochirurgie, c’est en orthopédie que la chirurgie par
ordinateur a trouvé un grand nombre d’applications (voir le site Surgetics.org [99] pour une chronolo-
gie détaillée). Le vissage pédiculaire est I’une des premieres applications connues du guidage du geste
assisté par ordinateur, et des le début des travaux dans ce domaine, c’est-a-dire des la fin des années
80, des chercheurs grenoblois du laboratoire TIMC (en particulier S. Lavallée, P. Cinquin, J. Troccaz,
et le Professeur P. Merloz, chirurgien orthopédiste au CHU de Grenoble) ont joué un réle majeur (nous
expliciterons plus loin leur contribution).

But de ’intervention

Le vissage pédiculaire est une technique d’instrumentation de la colonne vertébrale [92, 66] : on utilise
des dispositifs externes (tiges et vis) pour rétablir puis maintenir 1’équilibre tridimensionnel de la co-
lonne vertébrale. Rappelons d’abord [21] que la colonne vertébrale est constituée d’un empilement de
vertebres (de haut en bas : les cervicales, les thoraciques, les lombaires, puis les vertebres du sacrum et
celles du coccyx), deux vertebres successives étant reliées par une structure « amortisseuse » , formée
d’eau et de collagene entourée de cartilage, appelée disque intervertébral.

A I’exception des vertebres situées aux extrémités de la colonne vertébrale, les vertebres ont toutes une
structure similaire (que I’on pourra visualiser en figure 1.4 : elles présentent « a ’avant » un corps
vertébral, et « a I’arriere » un arc, appelé « arc neural » , composé de deux parties : les pédicules (qui,
grossierement, ont la forme de tubes cylindriques), situés a la jonction avec le corps vertébral, et les
lames. Plusieurs pointes, appelées processus, se greffent sur cette structure : deux processus transverses,
quatre processus articulaires (ou articulations facettaires), et un processus situé a I’extrémité postérieure
de la vertebre, appelé processus épineux, ou épineuse (comme on le verra ensuite, il est facilement iden-
tifiable, et joue un role fondamental comme « point de repere » dans les techniques de recalage). L’arc
neural entoure un canal dans lequel passe la moelle épiniere, et la colonne est entourée par un réseau
dense de nerfs et de vaisseaux.

Le vissage pédiculaire consiste a insérer des vis dans les pédicules de plusieurs vertebres, afin de pouvoir
ensuite faire glisser dans les té€tes des vis une tige servant alors de « tuteur » pour la colonne (voir en
figure 1.6). Cette intervention est pratiquée en particulier dans le cas de fractures de vertebres (dans ce
cas on instrumente les deux vertebres adjacentes a la vertebre fracturée), dans le cas de scolioses, comme
Iillustre la figure 1.5, ou encore lorsqu’une vertebre glisse vers I’avant du corps vertébral situé juste
en-dessous d’elle (phénomene appelé spondylolisthesis).

La difficulté de cette intervention réside dans plusieurs éléments :
— la proximité de structures nobles au voisinage des pédicules : nerfs, vaisseaux, moelle épiniere :
il y a un risque de perforation de I’enveloppe osseuse des pédicules lors de I’insertion des outils
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chirurgicaux a I'intérieur de ces pédicules, qui peut conduire a des 1ésions des structures environ-
nantes ; ainsi, outre I’instabilité de I’instrumentation qui en découle, un mauvais placement peut
causer des troubles neurologiques, plus ou moins handicapants ;

— T’acces difficile aux pédicules, et I’impossibilité de contréler directement, visuellement, la pro-
gression du geste ;

— lavariabilité des pédicules d’un individu a I’ autre (profondeur, diametre, orientation). Par exemple,
la section des pédicules vertébraux varie entre 5 mm et 1 cm pour les vertebres dorsales et les trois
premigres lombaires, jusqu’a 1,6 cm pour les lombaires L4-L5 ;

1.3.3 Technique conventionnelle et enjeux de la chirurgie assistée par ordinateur pour
cette intervention

Traditionnellement, le vissage pédiculaire s’effectue en chirurgie ouverte, en exposant au jour la face
postérieure des vertebres, apres un planning effectué avant 1’opération, au cours duquel le chirurgien a
décidé, dans des images scanner, des parametres de I’intervention (verteébres a instrumenter, diametres et
longueurs des vis, orientation des trajectoires,...). Cette intervention est réalisée sous controle fluorosco-
pique, avec des images du type de celle que I’on trouvera en figure (1.7), mais cette approche a révélé
des limites : en ne pouvant disposer que des vues latérale et frontale du patient, qui plus est seulement
en projection, le chirurgien ne peut pas controler de maniere précise la position des outils au sein du
pédicule ; en particulier, 1’absence de vue axiale (c’est-a-dire le point de vue a droite en figure (1.6)) ne
permet pas de garantir la position des outils par rapport a la moelle épiniere. Le chirurgien est contraint
de décider de sa trajectoire a partir d’images tridimensionnelles effectuées avant I’opération, et mises en
correspondance mentalement avec ce qu’il voit dans le champ opératoire, complétées par ses connais-
sances anatomiques : la position des pédicules est extrapolée a partir de la position d’autres reperes
anatomiques accessibles, eux, visuellement.

Selon les sources ([92, 63]), ce protocole conduit a entre 10 a 40% de vis mal placées (mises en évidence
par des scanners post-opératoires, conduisant a des positions approximatives et instables, ou, d’une
maniere plus grave, affectant des structures nerveuses. De plus, les images fluoroscopiques, si elles sont
acquises tout au long de I’intervention, conduisent a des temps d’irradiation qui se comptent en minutes
et qui a la longue, peuvent se révéler néfastes pour le personnel médical ; enfin, les salles d’opération ne
sont en général équipées que d’un seul C-ARM, ce qui oblige a le repositionner a plusieurs reprises pen-
dant I’opération si I’on veut controler la progression du geste selon des incidences alternées (on ne peut
donc pas disposer simultanément des informations complémentaires que sont les vues selon plusieurs
incidences).

Les techniques assistées par ordinateur ont donc 1’objectif suivant : introduire un objet linéaire dans les
pédicules de la vertebre, en optimisant les critéres suivants :

— la précision du geste : on veut des trajectoires qui restent a I'intérieur des pédicules, et ceci en

disposant d’information en temps réel, selon des incidences pertinentes (et simultanées) ;

— Tirradiation : on veut qu’elle soit réduite pour le patient, mais surtout pour 1’équipe médicale ;

— le temps d’intervention.
Pour le premier point, la solution idéale consisterait a disposer d’un scanner au bloc opératoire, per-
mettant de reconstruire des images tridimensionnelles et des coupes dans des sections pertinentes aussi
souvent que le chirurgien en ressentirait 1’intérét. De tels scanners, dits interventionnels existent aujour-
d’hui, et sont utilisés en particulier pour réaliser des biopsies du cerveau : le neurologue introduit une
aiguille dans la téte du patient. Tout au long de I’intervention (typiquement, pour une biopsie, de 2 a 5
minutes), le scanner est en rotation autour du patient, et délivre des images successives, avec une ca-
dence de rafraichissement de 1’ordre de 6 ou 12 images par seconde. Bien que ce dispositif fournisse
au chirurgien une précieuse information tridimensionnelle en temps réel, il n’est pour autant pas sans
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FI1G. 1.4 — Vertebre lombaire (schémas extraits de [100, 98]) : les vues de dessus, de profil et de face,
avec ensuite le repérage des différents éléments. En bas, on peut visualiser I’environnement des vertebres,

riche en structures nobles (moelle épiniere, vaisseaux).
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F1G. 1.5 — Instrumentation d’une scoliose par vissage pédiculaire : on introduit des vis dans plusieurs
vertebres, a travers les tétes desquelles on glisse des tiges métalliques, qui permettent de redresser la
colonne vertébrale.

FI1G. 1.6 — Principe du vissage pédiculaire [41] (a droite, la vue axiale, ou vue de dessus, qui permet de
controler si les vis sont correctement placées, mais qui n’est pas accessible par des images fluorosco-
piques).

CUNNINGHAM

74 KV
2468 mA

F1G. 1.7 — Protocole conventionnel : les images sur lesquelles le chirugien peut s’appuyer sont des images
fluoroscopiques ; les vues de profil et de face sont disponibles, mais la vue axiale est inaccessible.
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inconvénient : outre I’encombrement qu’il crée dans le champ opératoire, il irradie pendant plusieurs
minutes une zone tres localisée du patient, ainsi que les mains du chirurgien (notons que pour limiter
ce dernier point, dans le cas des biopsies, des systemes robotisés de bras articulés sont développés afin
d’effectuer le positionnement de 1’aiguille).

1.3.4 Navigation chirurgicale par différentes techniques : I’exemple du vissage pédiculaire
assisté par ordinateur

1.3.4.1 Navigation chirurgicale : principes généraux

Nous allons ici résumer les principes de base de la navigation chirurgicale (ceux-ci sont exposés par
exemple dans [79, 94, 93, 97, 106, 51]).

Le but de la navigation chirurgicale est de limiter 1’extrapolation que le chirurgien doit développer men-
talement pour imaginer la position de ses outils au fil de I’opération a I’intérieur de structures auxquelles
il n’a pas d’acces visuel direct ; pour cela, on veut pouvoir lui fournir des images de synthese lui per-
mettant de suivre cette progression. D’une maniere un peu générale (nous entrerons dans les détails plus
bas), les images que 1’on va lui fournir seront des images réelles du patient (acquises une fois pour toutes
avant ou au début de 1’opération, donc induisant une irradiation bien moindre que lors d’une acquisition
continue), augmentées a chaque instant d’informations recueillies en temps réel dans le champ opératoire
(position de I’aiguille, de la vis,..), par des capteurs appelés localisateurs, et replacées virtuellement dans
les images grace a une application informatique.

Pour rendre les choses concretes, on fait souvent I’analogie entre les dispositifs de navigation chirurgicale
et les systemes GPS pour les automobiles : la position réelle de 1’automobile est suivie par un satellite,
qui capte les signaux émis par le systéme de navigation disposé dans le véhicule, puis la position de 1’au-
tomobile est replacée virtuellement sur une carte routiere numérique, sur laquelle 1’automobiliste peut
suivre sa trajectoire en temps réel.

On distingue classiquement trois types de systémes de navigation :

— les systemes passifs : on apporte au chirurgien des informations en temps réel sur la position des
outils chirurgicaux, mais celui-ci reste seul maitre de son geste ;

— les systemes actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensuite entierement effectué par
un robot, sans que le chirurgien n’intervienne ;

— les systemes semi-actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensuite exécuté par le chi-
rurgien, sous le contrdle du systéme de navigation ; si le chirurgien s’écarte du geste initialement
planifié, son geste est interrompu par le robot.

Ici, pour les applications que nous allons présenter, et dans la continuité desquelles nous nous placerons
ensuite, les systemes de navigation utilisés sont des systemes passifs.

En chirurgie, les signaux sont magnétiques, acoustiques ou, la plupart du temps, optiques : on attache des
diodesélectroluminescentes (émettant des infra-rouges) aux différents outils que 1’on veut suivre dans le
champ opératoire, et on détecte les signaux qu’elles émettent a I’aide d’une caméra infra-rouge (appelée
localisateur) - en pratique, chaque diode émet plusieurs rayons, et quand deux rayons provenant d’une
méme diode sont repérés par deux capteurs différents de la caméra, on sait déterminer la position de
la diode dans I’espace. Les diodes sont en fait insérées sur des accessoires appelés corps rigides (rigid
bodies), chacun d’eux-mémes étant rigidement fixé a I'un des outils que 1’on veut suivre. La caméra
infra-rouge peut a chaque instant détecter les signaux émis par les diodes, et en déduire la position et
I’ orientation du corps rigide et donc de I’outil (voir en figure (1.8) pour une illustration).

Plus précisément, les calculs dans les applications de navigation chirurgicale reposent sur des change-
ments de coordonnées entre référentiels :
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F1G. 1.8 — Les outils classiques pour la navigation chirurgicale [93] : on peut visualiser (sur les deux
images de gauche) les corps rigides attachés a un os, a des outils, et (2 droite) la maniere dont ils sont
détectés par une caméra-infra-rouge, a 1I’aide de diodes électroluminescentes fixées sur les corps rigides.

— le référentiel li€ a la caméra, dans lequel peuvent étre déterminées a chaque instant les coordonnées
des diodes attachées a chacun des corps rigides. Pour cela, il faut que toutes les diodes restent
visibles par la caméra (on dit qu’il faut préserver une ligne de vue) : le chirurgien n’est donc pas
completement libre de ses mouvements ;

— le référentiel li€ a chacun des corps rigides Rqyuti1,, dans chacun desquels, grice a des techniques
dites de calibrage, on repere les coordonnées de la pointe de I’ outil associé, et éventuellement son
orientation. Ces coordonnées sont constantes tout au long de I’opération, puisque chacun des corps
rigides est rigidement lié a son outil de référence ;

— le référentiel 1i€ au patient pendant I’opération, Rpatient pour cela, on attache également un corps
rigide au patient ; typiquement, pour le vissage pédiculaire, on peut attacher un corps rigide a
I’épineuse d’une vertebre (“facile” d’acces dans une intervention par voie postérieure). La patient
est immobile dans ce référentiel tout au long de I’intervention, ou, autrement dit, ce référentiel suit
les mouvements du patient ;

— le référentiel li€ a I'image R;p,qg4¢, dans lequel on souhaite déterminer les coordonnées des outils
pour pouvoir replacer ces derniers virtuellement dans les images.

Plusieurs transformations sont alors a caractériser :

— la transformation qui permet de passer du référentiel li€ au patient au référentiel lié a I’image : on
parle de recalage entre les deux référentiels ;

— la transformation qui permet de passer du référentiel lié a 1’outil au référentiel li€ au patient : ceci
se fait en relevant simultanément les positions des corps rigides associés par rapport a la caméra ;

— enfin, la transformation qui permet de passer du référentiel 1ié a I’ outil au référentiel lié a I’'image :
celle-ci s’obtient par composition des deux précédentes.

Dans tous les cas, calculer ces transformations consiste a proposer la transformation rigide (ie obtenue
avec une translation et une rotation) optimale qui minimise la distance entre deux ensembles de points.

Dans la suite, nous allons expliquer comment, dans 1’exemple du vissage pédiculaire, la navigation est
mise en oeuvre, ¢’est-a-dire en particulier quelles sont les images virtuelles que 1’on reconstruit, et com-
ment sont déterminées les relations entre les différents référentiels.
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1.3.4.2 Navigation dans un scanner per-opératoire

Nous commengons par présenter la stratégie choisie par Haberland et al. dans [47], car, m&me si ce
n’est pas la plus ancienne, c’est elle qui est la plus proche de la solution « idéale » que nous évoquions
plus haut, qui consisterait a utiliser au bloc opératoire un scanner permettant de disposer en temps réel
d’images tridimensionnelles de la région de I’opération.

Cette technique utilise un scanner interventionnel, mobile (Tomoscan M mobile, de Philips), avec le-
quel les auteurs reconstruisent un volume au début de I’opération. Le scanner est alors écarté du champ
opératoire, et aucune nouvelle acquisition de données radiographiques n’est effectuée ensuite : les problemes
d’ergonomie et d’irradiation sont donc alors résolus. Au cours de 1’opération, le chirurgien peut visuali-
ser virtuellement la progression de ses outils dans le volume scanner initial. Pour cela, des vis en titane
sont insérées dans chaque vertebre d’intérét avant le scanner, de telle sorte qu’elles sont ensuite facile-
ment identifiables dans le volume scanner.

Nous allons détailler pour cette application les différentes étapes de mise en place de la navigation (en
explicitant les étapes générales présentées plus haut) :

— avant de débuter 1’opération, on attache un corps rigide a 1I’épineuse d’une des vertebres du patient
ainsi qu’aux différents outils chirurgicaux : on connait alors la relation entre le référentiel lié au
patient, et le référentiel lié a chacun des outils ;

— le chirurgien calibre les différents outils qu’il va utiliser ensuite, c’est-a-dire qu’il détermine la
position de chacun des outils dans le référentiel propre qui lui est lié (en particulier, position de la
pointe des outils) ;

— le chirurgien commence par toucher les vis en titane implantées dans le patient avec la pointe d’un
des outils, appelé palpeur : ceci permet de déterminer la position des vis dans le référentiel lié a
la caméra ; comme le référentiel lié au patient est repéré par cette méme caméra, on en déduit la
position des vis dans le référentiel 1ié au patient. On repere alors également la position des vis dans
les images initiales, et on en déduit la relation entre le référentiel lié au patient et le référentiel 1ié
al’image : on a recalé les deux référentiels ;

— D'opération en elle-méme peut alors débuter : a chaque instant, la position des outils est repérée
par la caméra, et replacée virtuellement dans les images scanner initiales ; le chirurgien peut donc
suivre la progression de son geste.

Les expériences réalisées sur patients par les auteurs de [47] conduisent a des résultats tres satisfaisants
(sur 35 patients, ils déclarent que les scanners post-opératoires n’ont mis en évidence aucune vis mal
placée). Néanmoins, cette technique n’est pas satisfaisante pour autant, car elle n’est pas viable : comme
cela est rappelé par exemple dans [93], acquérir un scanner cofite tres cher, et les hopitaux n’ont pas
les moyens d’équiper chaque bloc opératoire avec un tel dispositif. La technique que nous présentons
ensuite, développée quelques années plus tot, contourne ce probleme, en utilisant un scanner effectué
avant ’entrée au bloc opératoire, donc avec du matériel disponible dans les hdpitaux.

1.3.4.3 Navigation a I’aide d’un scanner préopératoire

Cette stratégie est la plus ancienne stratégie de navigation pour le vissage pédiculaire. Elle a été élaborée
simultanément, et de maniere indépendante, dans les années 90, par deux équipes : une équipe suisse, de
I’Université de Berne, menée par L. Nolte [79], et une équipe grenobloise du laboratoire TIMC, menée
par S. Lavallée, P.Cinquin et J. Troccaz.[63]. Cette technique a fait depuis 1’objet de développements
ultérieurs (voir par exemple [64, 75, 76, 110, 94]), et est utilisée par exemple au CHU de Grenoble par
le professeur P. Merloz.
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A la différence de la stratégie que nous venons d’exposer, on n’utilise pas de scanner au bloc opératoire.
On fait néanmoins en sorte que de I’information tridimensionnelle - en particulier dans la direction ab-
sente des images fluoroscopiques - soit disponible : pour cela, on effectue un scanner avant I’entrée du pa-
tient au bloc opératoire. Sur ce scanner pré-opératoire, le chirurgien construit le planning de I’opération.
Une fois au bloc opératoire, il faut alors effectuer un recalage entre les images scanners préopératoires,
et le référentiel du patient. Plusieurs techniques sont alors possibles :

1. en utilisant un palpeur pour pointer des points caractéristiques, repérables facilement a la fois dans
les images pré-opératoires et sur le patient sur la table d’opération; ces points caractéristiques
peuvent étre de différentes natures :

ils peuvent étre des marqueurs artificiels implantés dans les os, comme c’est le cas dans la
stratégie utilisant un scanner interventionnel que nous avons présentée plus haut; cette tech-
nique est précise, mais présente I’'inconvénient de nécessiter une intervention chirurgicale avant
le scanner, donc, a fortiori avant I’ opération elle-méme, ce qui est trop contraignant ;

ils peuvent étre des marqueurs artificiels fixés sur la peau avant le scanner, et radio-opaques
(pour étre visibles dans les images scanner) : cette technique a I’avantage de ne pas étre inva-
sive, mais elle est peu précise : la position des marqueurs par rapport aux vertebres peut étre
modifiée entre les images effectuées avant 1’entrée au bloc et I’anatomie per-opératoire ;

ils peuvent étre des marqueurs anatomiques, c’est-a-dire des points des vertebres facilement
identifiables (par exemple les extrémités des différents processus des vertebres). Le recalage
se fait alors en repérant d’une part ces points dans les images scanners, et d’autre part en les
palpant au début de I’intervention, et en recherchant la transformation rigide optimale permet-
tant d’apparier ces points. En I’état, cette technique est souvent jugée assez peu précise, et on
préfere recaler des surfaces, c’est-a-dire recaler un nuage d’une quinzaine de points choisis
aléatoirement dans une région donnée sur la vertebre avec un nuage de points choisis sur les
images (cf.[63, 79] ).

2. en utilisant d’autres techniques, sans palper de points, ce qui permet d’envisager des protocoles
opératoires moins invasifs, voire percutanés (on n’est plus obligé d’exposer toute la face arriere
de la vertebre pour palper des points, et ensuite, pour introduire les outils liés a 1’intervention
elle-méme, on peut se contenter d’incisions tres localisées) :

recalage entre une surface identifiée sur un scanner préopératoire et une surface identifiée en
réalisant une échographie au bloc opératoire ; ces travaux ont fait 1’objet de la theése de J. To-
netti [101] pour le vissage sacro-iliaque (c’est-a-dire au niveau du bassin) : on effectue le re-
calage en attachant un référentiel a la sonde échographique, référentiel dans lequel on peut
déterminer les coordonnées des points identifiés dans les images échographiques ; autrement
dit, la sonde échographique joue le role du palpeur. La navigation se fait ensuite dans le scanner
préopératoire ;

recalage entre un scanner préopératoire et des images fluoroscopiques per-opératoires ; ceci a
fait ’objet de la these d’A. Hamadeh [48, 49] : dans ces travaux, qui préfiguraient les travaux
de M. Fleute que nous détaillerons plus loin, quand nous présenterons les objectifs de cette
these, 1’idée consistait a acquérir deux images fluoroscopiques en début d’intervention, a isoler
sur chacune d’entre elles les contours en projection de la vertebre, puis a isoler sur le scanner
préopératoire la surface de la vertebre. Le recalage consistait alors a trouver la transformation
rigide optimale a appliquer entre le référentiel du volume scanner, pour que la projection de la
surface de la vertebre coincide avec les contours détectés sur les vues fluoroscopiques. Comme
nous I’expliquerons plus loin, ce type de stratégie se heurte a un probleme majeur : celui de la
détection des contours de la vertebre dans les images fluoroscopiques (c’est la superposition des
structures qui rend cette tache difficile). De fait, les travaux n’avaient été validés que sur des
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vertebres seches, c’est-a-dire sans environnement extérieur, ce qui simplifie singulierement la
phase de détection de contours.

Une fois que le recalage a été effectué, le chirurgien peut naviguer dans les images scanner, et contrdler
sa trajectoire par rapport a la trajectoire préalablement planifiée.

Actuellement, cette technique de navigation est proposée dans des plateformes de différents construc-
teurs :

— dans la station de navigation de Medtronic-Sofamor-Danek, appelée Stealth-Station (dans laquelle
I’application a été implémentée a 1’origine) ;

— dans le systeme VectorVISION de I’entreprise Brainlab ;

— dans I’application SpineLogics Universal de la station de navigation Surgetics, développée dans
I’entreprise grenobloise Praxim - qui a été fondée en 1995 par S. Lavallée, I’un des premiers
concepteurs de cette technique de navigation, et qui parraine ce travail de these.

La figure (1.9) présente les interfaces de navigation proposée par ces différents constructeurs : leur uti-
lisateur peut visualiser sa trajectoire sur des coupes selon différentes incidences, mais aussi dans des
images tridimensionnelles.

Screw Navigation  VectorVisiorfspine

o0l :Pointed awl
Length - 42.4 mm - To re-callbrate a toal, put It In the ¢

Diameter : 4.0 mm - Blue footswitch fo change trajectory.
= Yellow lootswitch to change vertebral level,

FI1G. 1.9 — Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans un
scanner pré-opératoire : interface des stations de navigation de Brainlab, Medtronic (en haut), et Praxim
(en bas) (Images issues des sites des constructeurs [12, 73, 85])
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1.3.4.4 Navigation a I’aide de la fluoroscopie virtuelle

Cette stratégie (présentée par exemple dans [50], ou dans [44], avec une approche percutanée) s’inspire
du protocole conventionnel, ou, rappelons-le, le chirurgien s’appuie sur des images fluoroscopiques ac-
quises a volonté tout au long de I’intervention. L’idée consiste ici a acquérir deux images fluoroscopiques
au début de I’intervention, chacune selon une incidence différente, puis a naviguer ensuite dans ces deux
images initiales : on parle de fluoroscopie virtuelle.

Pour rendre possible la navigation, on équipe le patient et les outils de corps rigides, comme dans les
techniques précédentes ; la différence est qu’ici on suit également la position du C-Arm, et par une
procédure de calibrage au niveau du C-ARM, réalisée en acquérant des images d’un objet-test, appelé
mire (grossiérement, une cage a I’intérieur de laquelle sont disposées des petites spheres dont on connait
précisément la position par rapport a la cage) on établit, pour une position donnée du C-ARM, la trans-
formation entre le référentiel 1li€¢ au C-ARM et le référentiel de ’image . La navigation se fait ensuite
dans les deux images fluoroscopiques initiales.

Par rapport a la stratégie conventionnelle, on peut disposer simultanément de la position des outils dans
deux vues prises selon deux incidences différentes, on n’a plus a repositionner le C-ARM plusieurs fois
pendant I’intervention, et I’irradiation, limitée a la prise initiale d’images, est bien moindre pour le pa-
tient - ainsi que pour le chirurgien, qui peut s’écarter du champ opératoire au moment ou les images
fluoroscopiques sont acquises. De plus, cette technique utilise seulement le matériel classiquement dis-
ponible dans un bloc opératoire, donc ne pose pas de probleme de matériel ou de cofit financier.

Actuellement, ce type de navigation pour le vissage pédiculaire est proposée au méme titre que la
précédente par les principaux industriels :

— systeme Fluoronav de Medtronic-Sofamor-Danek (ici aussi, c’est la plateforme dans laquelle 1’ap-

plication a été proposée pour la premiere fois par des industriels) ;

— systeme Navivision 2D de Brainlab ;

— systeme Fluologics Universal de Praxim.
La figure (1.10) présente I’interface de navigation proposée par I’un de ces constructeurs (systeme Fluo-
ronav) : leur utilisateur peut visualiser sa trajectoire simultanément sur les deux vues fluoroscopiques.

1.3.4.5 Navigation avec fluoroscopie tridimensionnelle

Cette stratégie de navigation, décrite par exemple dans [35], est plus récente que les deux précédentes,
et elle vise a combiner les avantages de ces dernieres : I’idée est de s’appuyer sur un C-ARM classique
(donc sans introduire d’autre matériel que le matériel classiquement disponible au bloc opératoire), pour
reproduire le fonctionnement classique d’un scanner, c’est-a-dire reconstruire des images tridimension-
nelles au bloc opératoire, dans lesquelles ensuite on pourra naviguer : on parle de fluoroscopie tridimen-
sionnelle.

On utilise ainsi un C-ARM qui, en rotation autour de la table, recueille des données radiographiques tout
autour de la section que 1’on souhaite reconstruire ; la particularité des C-ARMs utilisés ici est qu’ils sont
isocentriques, c’est a dire que le bras a un « vrai » mouvement de rotation circulaire autour du patient
(autrement dit, le centre de rotation reste fixe, au coeur de la région d’intérét). Cette spécificité, qui n’est
pas assurée dans les C-ARMS traditionnels, comme illustré en figure (1.11) rend possible la reproduc-
tion du fonctionnement d’un scanner ; c’est par exemple le cas des C-ARMs proposés par Siemens (le
Siremobil Iso C 3D, utilisé dans [35], ou son successeur, le C-ARM Arcadis Orbic 3D, présenté a droite
de la figure (1.11), mais aussi le O-ARM, proposé par Medtronic, dont le bras se déplie en forme de
« O » au moment de I’acquisition de données).
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F1G. 1.10 — Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans deux
vues fluoroscopiques acquises en début d’intervention : interface de la station de navigation proposée par
Medtronic (systeme Fluoronav). (Image issue du site du constructeur [73])

Fi1G. 1.11 — Les C-ARMS isocentriques (a gauche) ont un mouvement de rotation contraint, qui leur
permet d’étre utilisés pour fournir des données pour la reconstruction d’images de type scanner, a la
différence des C-ARMS classiques, qui sont non-isocentriques (a droite) (Images Siemens - CARM
Arcadis Orbic 3D [96]).
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FI1G. 1.12 — A gauche le C-ARM isocentrique Arcadis Orbic 3D proposé par Siemens; sur les deux
images a droite le C-ARM « O-ARM » proposé par Medtronic (en position « fermée » puis « ouverte » ).
Ces dispositifs permettent de reproduire le fonctionnement d’un scanner avec le dispositif d’imagerie
traditionnellement disponible au bloc opératoire (Images Siemens - Medtronic [96, 73]).

Une fois I’acquisition des données radiographiques effectuée, et les calculs de reconstruction du volume
scanner accomplis, on peut mettre en place un outil de navigation similaire aux outils exposés plus haut :
on utilise des marqueurs introduits avant I’acquisition des données radiographiques, et rigidement fixés
dans les vertebres, puis, avant d’entamer I’intervention, on palpe ces points.

Les volumes actuellement reconstruits par ce type de dispositifs sont des cubes dont 1’aréte mesure ap-
proximativement 12 cm. Ceci est dii au fait que les C-ARM sont équipés de capteurs-plans dynamiques
(le fait qu’ils soient sans distortion fait qu’on les préfere aux amplificateurs de brillance, car cela évite
d’avoir a corriger les données avant de les mettre en entrée de 1’algorithme de reconstruction) ; or les
capteurs plans dynamiques reposent sur une technologie cofiteuse, et ceci explique le fait que leurs di-
mensions sont actuellement limitées. Ceci a une conséquence importante : les algorithmes de recons-
truction classiquement mis en oeuvre dans les scanners ne sont transposables stricto sensu que lorsque
les structures étudiées ont des projections dont le support ne déborde pas du détecteur (ou d’un autre
point de vue, des sections qui peuvent €tre contenues entierement dans un cube dont 1’aréte mesure 12
cm) - nous expliquerons pourquoi dans le chapitre suivant, quand nous exposerons le probleme de la
reconstruction a partir de données tronquées en tomographie. C’est le cas par exemple des poignets ou
des chevilles, mais, par exemple, ce n’est pas le cas, tout au moins chez 1’adulte, au niveau de la colonne
vertébrale. En fait, non seulement les algorithmes classiques sont mis en défaut, mais en plus on sait que
les données sont insuffisantes pour obtenir des reconstructions exactes, méme dans des régions internes
bien localisées. Comme on peut le voir par exemple en figure (1.13), les industriels présentent cepen-
dant des reconstructions au niveau de la colonne vertébrale ; dans [35], les auteurs disent que la qualité
des images est « suffisante pour identifier les surfaces osseuses » , mais il est reconnu que les coupes
obtenues ne sont pas aussi nettes que les coupes scanners traditionnelles. L’interface offerte aux utilisa-
teurs du systeme VectorVision de fluoroscopie tridimensionnelle développé par BrainLab est présentée
en figure (1.13)

1.3.4.6 Bilan

Le professeur P. Merloz, chirurgien orthopédiste au CHU de Grenoble, a conduit différentes séries de
tests pour évaluer la performance des deux premiers systemes de navigation (voir par exemple [76, 74]) ;
il en ressort que I'un et I’autre permettent de réduire les taux de vis mal placées observés avec les
protocoles conventionnels, mais avec des efficacités différentes :
— pour la navigation dans un scanner préopératoire : sur 79 patients, et 201 vis insérées, 12 étaient
mal placées (c’est-a-dire que 1’enveloppe osseuse des pédicules a été perforée de plus de 2mm),
soit 5,9% ;
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FI1G. 1.13 — Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans un
volume 3D reconstruit par fluoroscopie tridimensionnelle : interface de la station de navigation proposée
par Brainlab (systeme VectorVision). (Image Brainlab [12])

— pour la navigation avec fluoroscopie virtuelle, sur 18 patients et 58 vis insérées, 8 étaient mal
placées, soit 14%.

Plus précisément, ces études ont montré des nuances selon les pathologies :

— pour les scolioses, I’information tridimensionnelle est cruciale : on observe 6,5% de vis mal
placées avec le scanner préopératoire, alors qu’en utilisant la fluoroscopie virtuelle, on observe
encore 25% de vis mal placées ;

— pour les fractures, la différence est moindre : 5,3% contre 9,5% de vis mal placées.

Il reste cependant manifeste que 1I’apport d’information tridimensionnelle au chirurgien est crucial : nous
en tenons compte dans la suite.

1.4 Contexte et plan de these

Notre travail s’inscrit dans la continuité du projet MI3 (Minimal Invasing Interventional Imaging - 2000-
2002) ([31]), coordonné par I’Université Joseph Fourier, le laboratoire TIMC et la société PRAXIM, et
financé par la Commission Européenne.

Son objectif global était d’améliorer les protocoles chirurgicaux pour les rendre les moins invasifs et
les plus efficaces possible, en travaillant plus particulierement au développement de nouveaux systémes
d’imagerie interventionnelle.

Plus précisément, le but était de développer pour le vissage pédiculaire un systeme délivrant une infor-
mation 3D, sans utiliser d’informations pre-opératoires (le recalage avec la réalité per-opératoire étant
contraignant), a partir d’une architecture matérielle de type fluoroscopie (c’est-a-dire sans faire entrer de
scanner au bloc), avec le souci de rendre minimale la dose de rayons X administrée, et de fournir des
images de qualité dans le cas de problemes a données tronquées (ces probléemes seront présentés plus en
détail dans le chapitre suivant : probléme intérieur et probléme a angle limité).

Par rapport aux dispositifs existants que nous venons de présenter, le but était donc d’avoir, comme
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en fluoroscopie 3D, une information tridimensionnelle sur les structures opérées, en n’utilisant que le
matériel conventionnel du bloc opératoire, mais en s’attachant a développer des algorithmes de recons-
truction adaptées au contexte des données tronquées. En contre-partie, I’objectif n’était pas de fournir
une information tridimensionnelle aussi riche que I’information délivrée par des coupes scanner : 1’ob-
jectif était “simplement” de donner une image de la surface de la vertebre, ou, en coupes, des images des
contours de chaque section, une information qui est suffisante pour guider le chirurgien lors d’un vissage
pédiculaire.

D’un point de vue matériel, ce projet s’articule autour d’une station de navigation chirurgicale, la station
Surgetics développée par la société PRAXIM, que I’on peut voir a gauche en figure 1.14), et d’'un C-ARM
dans lequel a été intégré le capteur plan dynamique PIXIUM 4700 fabriqué par la société TRIXELL.

F1G. 1.14 — Le matériel autour duquel s’articule le projet MI3, contexte de ce travail de these : la station
de navigation Surgetics de I’entreprise Praxim (a gauche), et le C-ARM interventionnel dans lequel un
capteur plan dynamique de I’entreprise Trixell a été intégré.

Plus précisément, deux axes de recherche avaient été dessinés dans le projet MI3 :

— lareconstruction de la surface d’une vertebre a partir de deux images fluoroscopiques per-opératoires
de la vertebre du patient (face et profil), mais sans utiliser de scanner préopératoire : 1’idée était
d’apporter I’information tridimensionnelle sous la forme d’un modele statistique de surface de
vertebres, que 1’on déforme de maniere élastique pour le recaler avec les images fluoroscopiques.
Ce point a fait I’objet de la theése de M. Fleute ([41]) ;

— la reconstruction de la surface d’une vertebre a partir de données radiographiques acquises se-
lon le principe de la fluoroscopie virtuelle 3D, mais éventuellement tronquées par rapport au jeu
de mesures utilisé dans une reconstruction classique de type scanner, par exemple du fait de la
taille réduite des détecteurs dynamiques évoquée plus haut, ou bien de la présence dans le champ
opératoire d’objets radio-opaques (outils, bord du lit..) obscurcissant certaines zones des radios,
ou bien encore dans le souci de réduction de la dose délivrée au patient.

Le travail de theése présenté ici a en grande partie était financé par la région Rhone-Alpes, dans le cadre
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du projet ADéMo (Acquisition et Décisions guidées par le Modele). Sur le premier axe de recherche,
I’objectif était de travailler sur 1’automatisation de la phase de détection des contours de vertebres dans
les images fluoroscopiques. Ce travail a fait I’objet d’investigations selon différentes pistes, conduisant
a des validations sur vertébre séche puis sur fantdme numérique : ces travaux seront présentés dans le
chapitre 5 de ce manuscrit.

Le coeur de notre travail mathématique a été consacré au deuxieme axe de recherche : 1’objectif ini-
tial était d’évaluer la pertinence des méthodes d’inversion par ondelettes de données fluoroscopiques
tronquées.

Le chapitre 2 qui suit rassemble les principaux résultats de tomographie permettant de comprendre les
spécificités des problemes de tomographie a données tronquées, et qui nous ont été utiles tout au long
de ce travail : il expose d’abord des résultats classiques sur les données completes, afin de montrer en-
suite en quoi elles sont mises en défaut. Nous montrons en particulier qu’une méthode de reconstruction
directement adaptée des méthodes globales, et donc tres facilement utilisable, fournit des résultats tres
satisfaisants en présence de données locales, alors qu’elle semble ignorée par la littérature.

Dans le chapitre 3, apres quelques éléments généraux sur les représentations en ondelettes de signaux,
nous présentons les différents liens qui existent dans la littérature entre la tomographie et les ondelettes,
et nous mettons en évidence deux types de travaux, entre lesquels tres peu de passerelles sont faites dans
la littérature existante : d’une part, des travaux effectués par des spécialistes de traitement du signal,
ou des applications aux problemes a données tronquées existent, et d’autre part, des travaux faits par
des spécialistes de statistique, autour de la transformée en ondelettes-vaguelettes, dont les applications
concernent essentiellement I’inversion de données tomographiques bruitées. Nous montrons qu’il existe
de grandes similarités entre ces deux approches.

Enfin, dans le chapitre 4, nous présentons notre principale contribution aux relations entre tomographie
et ondelettes : nous exploitons des résultats théoriques établis en physique théorique au début des années
90 par M. Holschneider [52], a notre connaissance jamais utilisés en pratique, pour proposer une nouvelle
méthode d’inversion locale de données tomographiques tronquées.






Chapitre 2

Tomographie 2D

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord I’outil fondamental en tomographie : la transformée de
Radon, dont nous énoncgons les propriétés que nous réutiliserons tout au long de ce manuscrit. Nous
présentons ensuite le probléme de reconstruction d’une image a partir de données tomographiques, tout
d’abord dans le cadre classique des données globales, en insistant sur 1’algorithme le plus connu d’in-
version des données : la méthode de rétroprojection filtrée. Nous présentons ensuite des problemes a
données tronquées, notamment le probleme intérieur, qui constituent notre motivation ici. Nous montrons
en quoi ils different du probleme global, et nous présentons deux méthodes de reconstruction classiques
en présence de données locales, a savoir la A-tomographie et la tomographie pseudo-locale. Nous termi-
nons en revenant sur la méthode de rétroprojection filtrée, en la considérant cette fois-ci dans le contexte
des données locales, cadre dans lequel elle n’est pas abordée dans la littérature.

Sauf mention contraire, les principaux résultats énoncés dans ce chapitre sont issus de la bibliographie,
notamment des travaux de F. Natterer, d’A. Faridani, d’A. Ramm et d’A. Katsevich [78, 36, 89]. Dans
un souci de compréhension, nous les complétons par des exemples ou des preuves plus simples dans des
cas particuliers, avec, en fil rouge tout au long de ce chapitre, I’exemple de I’indicatrice du disque unité,
ou de I’ellipse, en calculant les résultats exacts de 1’action de certains opérateurs sur ces exemples. Les
résultats de ces calculs sont parfois donnés dans la bibliographie, mais rarement détaillés.

2.1 La transformée de Radon : définitions et propriétés fondamentales

Comme nous I’avons dit en introduction, la transformée de Radon d’une fonction f rassemble, en dimen-
sion 2, les valeurs des intégrales de la fonction f le long de chacune des droites du plan. La fonction f
modélise la densité d’une section d’un organisme, que 1’on cherche a identifier, a reconstruire, a partir de
sa transformée de Radon. Dans cette partie, nous présentons les définitions et propriétés fondamentales
qui interviennent dans ce cadre.

2.1.1 Définition

La transformée de Radon est définie sur I’ensemble des droites du plan, que 1’on repere de la maniere
suivante : on introduit un repére orthonormé (O, e1,e2) du plan euclidien. On note S! le cercle unité
des vecteurs de norme 1. Tout vecteur ® € S' peut étre caractérisé par I’'unique réel § € [0, 27| tel que,
dans le repére orthonormé orienté choisi, © ait pour coordonnées (cos 6, sin §)!.

Dans ces conditions, pour un vecteur © € S! fixé et un réel s fixé, on notera Dy s la droite formée des
points x du plan tels x - © = s (ou - désigne le produit scalaire euclidien sur R?). Le vecteur © est alors
un vecteur normal a la droite Dy g, et s désigne la distance “algébrique” entre I’origine du repere et la

"Dans la suite du manuscrit, on associera tacitement le vecteur © € S* 4 I’angle 0 € [0, 2.

27
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droite Dy ;. On assimilera ainsi une droite a deux parametres, appartenant au produit cartésien S!xR;
ce produit cartésien est parfois appelé le cylindre S' x R.. Ces notations étant introduites, on peut définir
la transformée de Radon d’une fonction f, dont on pourra visualiser les parametres en figure (2.1).

Définition 2.1.1 (Transformée de Radon)
Soit f € L'(R?). On appelle transformée de Radon de la fonction f la fonction Rf définie sur le
cylindre S' x R par

¥(©,s) € S'xR, Rf(©,s) :/{ . }f(x)dx :/{ . }f(x)dx = /tERf (SC-) +tG)J‘> dt

L appartenance de la fonction f 4 I’espace L!(R?) assure I’existence de la transformée de Radon. En
effet,

vx € R?, [1xo=s(x)f(x)| < |f(x)]

etdonc si f € L'(R?), alors 1x.@—sf est intégrable sur L!(R?), et I'intégrale existe et est finie.

On peut d’ores et déja remarquer que pour les fonctions que 1’on cherche a modéliser en pratique, la
transformée de Radon est bien définie ; en effet, une densité relative a une section d’un organisme est
une fonction définie sur R?, bornée, et 2 support compact ; une telle fonction appartient bien a ’espace
L'(R?).

F1G. 2.1 — Parametres de la transformée de Radon en géométrie parallele 2D : on note © la codirection
(unitaire) du faisceau de rayons X, et s repere 1’abscisse de contact d’un rayon avec le détecteur linéaire.

Ainsi définie, la transformée de Radon peut étre interprétée selon deux points de vue :
— la transformée de Radon d’une fonction peut d’abord &tre vue comme une famille de projec-
tions réalisées au fil de directions successives, au sein de laquelle toutes les projections réalisées
pour une méme direction © le sont selon des directions paralleles entre elles, et peuvent étre
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rassemblées dans un mé€me objet et étudiées indépendamment des autres projections. Pour une
incidence © = (cos 6, sin #) fixée, on note ainsi Ry la fonction a une variable définie par

Vs € R,Rof(s) =Rf(O,s)

Notons que lorsque la fonction f est isotrope (ie radiale), la dépendance en © de la transformée
de Radon disparait, et toutes les fonctions {Rg f; 0 € [0, 27[} sont égales.

— la transformée de Radon d’une fonction peut également étre étudiée de maniere globale, comme
un ensemble de projections dans lequel, a la différence de I’approche précédente, les projections
sont liées entre elles “autant” par la variable 6 que par la variable s. Pour visualiser cette cohérence
globale entre projections, on utilise un sinogramme : le sinogramme est une représentation d’une
fonction de deux variables, @ et s, définie sur le cylindre S' x R (des exemples seront donnés
ensuite).

On a coutume de représenter un sinogramme “déplié€” sur le rectangle [0, 27[x R, dans lequel le
niveau de gris attribué au point de coordonnées (6, s) représente la valeur R f(©, s) prise par la
transformée de Radon de f le long de la droite Dy . En particulier,

— chaque colonne du sinogramme représente la transformée de Radon pour une direction © fixée ;

— aune droite Dy s du domaine direct 2 R? est associée un point dans le sinogramme, le point de
coordonnées (6, s) ;

— aun faisceau de droites concourantes du domaine direct est associée une sinusoide dans le do-
maine de Radon : en effet, si I’on considere le point (xg = |xg|(cos 8y, sinfy) = |x¢|Op) du
domaine direct, les droites qui passent par ce point sont exactement les droites { Dg x,.@;0 €
[0, 27[} ; Les valeurs de la transformée de Radon selon ces droites sont alors consignées dans le
sinogramme le long de la courbe d’équation s = xq - ©, c’est-a-dire s = |xq| cos(fy — 0), qui
désigne une sinusoide. Ces sinusoides matérialisent la cohérence entre projections successives,
quand on calcule la transformée de Radon de la fonction en pivotant autour d’un point du do-
maine direct;

— enfin, de maniere réciproque, a une sinusoide du domaine de Radon est associé un point du
domaine direct : toutes les droites du domaine direct dont I’image appartient a la sinusoide sont
concourantes au point de coordonnées (p cos 0, psin 6), ot p est I’amplitude de la sinusoide, et
6 sa phase.

Nous illustrons maintenant la définition de la transformée de Radon par un exemple : celui de la trans-
formée de Radon d’une ellipse remplie de maniere homogene avec une densité constante. Cet exemple
est important dans le sens ou les images de syntheése que 1’on a coutume d’utiliser pour valider les al-
gorithmes de reconstruction (que I’on appelle les fantémes) sont souvent des fonctions obtenues par
combinaisons linéaires d’indicatrices d’ellipses.

Exemple 2.1.1 (Transformée de Radon d’une ellipse homogene)

Premier cas : cas d’une ellipse centrée a ’origine du repére, dont les axes sont alignés avec les axes
du repere.

On se place dans le repére canonique orthonormal de R? et on s’intéresse a une ellipse £ centrée au
centre du repére, d’axes confondus avec les axes du repere, dont le premier axe a pour demi-longueur

“Nous parlerons de domaine direct pour désigner le plan R? o vit la fonction f, par opposition au domaine de Radon qui
désignera le cylindre S' x R sur lequel est définie la famille de projections R f.
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a > 0 et le second a pour demi-longueur b > 0, c’est-a-dire I’ellipse d’équation :

2 2
X i
—1+b—§= (2.1)

dont on remplit I’intérieur avec une densité constante f, égale a 1.

Comme la densité est homogéne, la transformée de Radon R f(©, s), pour 0 et s fixés, est égale a la
longueur de I'intersection de la droite Dy s = {x € R%*x - © = s} avec I'intérieur de I’ellipse. Pour
calculer cette longueur, on résout d’abord le systeme suivant, dont les solutions éventuelles fournissent
les points d’intersection de la droite avec I’ellipse :

r1cosl +xosinf = s
X($1, ZL'Q) S DQ’S nNé < ! 22 3622 (2.2)
F+ 3 = 1

Pour 6 # 0 [r], on est ramené a la recherche des racines du polynéme du second degré en 1

2 2 2
x 1 /s—x1cosb 1 cos* 0 2scos 0 s
P(ﬂcl):a;+<1> 1—:5%( + )— T+

b2 sin 0 b2sin2 6 p2sin20 ' b2sin2f
dont le discriminant est
AD,5) = 432(?0329 B i 00.5226 8.22 B :4a2(:os29+b2.s12n29—52
b4 sin* 0 b2 sin“ 0 b2 sin“ 0 a2b? sin“ 0

On en déduit les expressions des couples solutions de (Sy ) - lorsqu’ils existent -, puis la valeur de la
transformée de Radon :

RI(©,5) = { VE P TR s AR >0

ot on anoté (1, T2) et (), x4) les deux couples solutions de (Sp ;) dans le cas oit A(0, s) est strictement
positif. On obtient alors, en fonction de 6 et s,

2ab Va2cos? 0+ b2sin20 — 52 si |s| < Va2 cos? 0 + b2 sin?

Rf(©,s) = { a2 cos2 0+b2 sin? 0 (2.3)

0 sinon

Pour § = 0, les solutions du systéme (2.2) sont les couples (s, by/a? - 52) et (5 —2Va? - ) pour
|s| <aetona
2b 2 _ g2 : | |
a s1|s| <a
Rof(s) = { 0 sinon
prolongeant ainsi la validité de la formule (2.3) au cas § = 0.
De la méme maniére, pour § = 7, les solutions du systéme (S _s) sont les couples (—s, 2 a? — s?) et

(—s,—2Va® — s2) pour|s| < aetona

2b 2 2 ;
a“ — 8 s1 sl <a
R f(5) = { s

0 sinon
prolongeant ainsi la validité de la formule (2.3) au cas = 7 3.
On obtient donc finalement comme expression de la transformée de Radon pour I’ellipse homogeéne

d’équation (2.1)

VaZcos? 0+ b2 sin20 — s2  si |s| < Va2 cos? 6 + b2 sin2 6
sinon

2ab
Rf(@,s) = { 82 cos2 0+b2 sin? 0

3Le cas 6 = 7 peut aussi se déduire directement du cas § = 0 en exploitant la parité de la transformée de Radon que nous
€Xposerons ensuite.
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On constate en particulier que son support est limité par les deux courbes d’équation s = \/ a2 cos2 0 + b2sin? 0

ets = —\/a2 cos? 0 + b2 sin2 0 dans le plan (6, s).

On peut mentionner le cas particulier important obtenu pour le disque unité, pour lequel a = b = 1, ot

I’on a alors
2v1—s? si|s| <1
0

. 2.4)
sinon

RI©.5 -
La densité f est isotrope, et la transtormée de Radon est bien, comme on I’a dit plus haut, indépendante
de Ia direction ©.

Deuxieme cas : cas ou ’ellipse est centrée au point Mo = pg(cos ¢, sin ¢y ), et tournée d’un angle
1)y par rapport aux axes du repere.
On note

- (0, e1, e2) le repére canonique de R? ;

— f¥oro%0 g densité de I'ellipse exprimée dans (O, e1,e2) ;

— (Mo, €, eh) le repere attaché a I’ellipse.
On peut donner les mesures des angles orientés suivants : (e1,€}) = 1, (e1,0) = 0, donc (e},0) =
0 — .
On fixe (6, s), et on consideére la droite Dy g, repérée par le couple (0, s) dans le repere (O, e1, ez2). On
veut déterminer ses coordonnées par rapport au repére (M, €], €5), dans lequel I’ellipse est centrée,
avec des axes alignés avec les axes du repére.

La distance (algébrique) entre le point Mg et la droite Dy 4 est égale a MgA - ©, ou A est un point
quelconque de Dy ;. En travaillant avec des coordonnées exprimées dans le repere (O, ey, ez2), et en
choisissant comme point A par exemple le point de coordonnées (s cosf,ssinf), cette distance est
égale a

(scos @ — pg cos pg) cos @ + (ssinf — pgsingg) sinf = s — pg cos(pg — 0)
De plus, le vecteur ® a pour coordonnées (cos(e}, ®),sin(e}, ®)) = (cos(f — 1), sin(d — 1pg)). Dans

le repére (Mo, €/, €5), la droite Dy, est donc la droite Do po,s—po cos(po—0)» dont on sait exprimer la
transformée de Radon en se ramenant au premier cas vu plus haut :

Qab\/a2 €082 (6—1pp)+b2 sin? (0 —po) —(po cos(po—0)—s)?2
2 cos2 2 o2
0,00, _ a? cos?(6—1po)+b2 sin®(0—1o)
RfFOPO2(O,5) = si |s — pocos(py — 0)] < /a2 cos2(f — 1) + b2sin?(0 — 1)
0 sinon

Remarque : dans la suite, des résultats seront établis pour le cas bien particulier de I’indicatrice de
disque centrée au centre du repére (que nous noterons ici fO%°, pour laquelle a = 1,b = 1,9 =
0,p0 = 0,49 = 0); on pourra en déduire des résultats valables pour une ellipse quelconque, d’axes de
longueurs quelconques a et b, notée comme ci-dessus f¥0:°0:#0 en remarquant que

ab s — pocos(po — )

wao,po,cpo (©,s) =

A titre d’illustration, on présente en figure 2.2 le sinogramme d’une boule quasi ponctuelle (c’est une
sinusoide), puis celui de deux ellipses, I’'une correspondant au premier cas, I’autre correspondant au
deuxieme cas.

Exemple 2.1.2 (Transformée de Radon du fantome de Shepp et Logan)
Comme on I’a dit plus haut, les validations des algorithmes de reconstruction en tomographie se font
dans un premier temps sur des images tests qui sont en général obtenues par combinaison linéaire finie

=900 [ @
Va2 cos?(0 — o) + b2 sin?(0 — 1) / < " Va2 cos2(6 — 1bg) + b2 sin?(6 — 1ho)

)



32 Chapitre 2. Tomographie 2D

Domaine direct Domaine de Radon

FIG. 2.2 — En haut, le sinogramme d’un disque quasi-ponctuel : la valeur de la transformée de Radon
mesurée selon la droite jaune dans le domaine direct est consignée au point jaune dans le domaine de
Radon, puis, quand on fait pivoter la droite dans le domaine direct autour d’un point (ici en blanc) , les
valeurs relevées sont consignées le long d’une courbe qui s’avere €tre une sinusoide dans le domaine de

Radon. En dessous, le sinogramme d’une ellipse centrée et celui d’une ellipse décentrée. La variable 6
est consignée en abscisses, la variable s est en ordonnées.
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d’indicatrices de domaines réguliers du plan (c’est-a-dire des fonctions constantes sur des domaines dont
la frontiére est au moins de classe C?), dont le prototype est I’ellipse. Un des fantdmes les plus utilisés
est le fantéme de Shepp et Logan, qui sera notre référence principale dans ce manuscrit. Comme on
peut le voir en figure (2.3) il est constitué d’ellipses de densités constantes. Sa description précise est
donnée par Shepp et Logan dans [95], ou les auteurs expliquent qu’ils ont cherché a représenter le plus
fidelement possible une coupe du cerveau humain. Sa transformée de Radon est une combinaison linéaire
des transformées de Radon respectives de chacune des ellipses.

matiere
grise
(0,02)

tumeurs

(0,03) eau(ventricule

©)

FIG. 2.3 — Le fantome de Shepp et Logan et son sinogramme

2.1.2 Propriétés de la fonction R f

Nous présentons ici quelques propriétés des fonctions obtenues apres application de la transformée de
Radon.

Proposition 2.1.1 (Parité de la transformée de Radon)
La transformée de Radon est une fonction paire sur le cylindre S' x R, au sens ot1, pour toute fonction
f appartenant a L' (R?), on a

V(©,5) € S' xR, Rf(—©,—s5) = Rf(O,s)
ou, autrement dit
¥(0,s) € [0,27[xR, Rfgsn(—s) = Rf(s)
Preuve.

¥(©,s) € S! x R, Rf(-©, —s) = /teRf <—s(—®) + t(—@L) d=| 10— 1oL)dt

= / f(s® +7@1)dr = Rf(O,s)
TeER [ |

Proposition 2.1.2 (Support de la transformée de Radon d’une fonction a support compact)

Soit f € L'(R?), a support inclus dans le disque unité de R? noté 2. Quelle que soit la direction
© € S!, le support de la fonction Ryf est inclus dans I'intervalle [—1,1], et le support de la fonction
R f estinclus dans le cylindre unité S' x [—1,1].
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Preuve. Si le support de la fonction f est inclus dans le disque unité €2, alors la transformée de
Radon de f est égale a

V(0©,s) € S x R, Ry f(s) :/ f(x)dx
{xeQ|x-O=s}
Onfixe ® € S'; vx € R?, |x - ©| < |x]|||®|| = ||x]|, donc :
xe=[x-0|<1
et
VseR,|s|>1= {xeQx-O=s}=0=Ryf(s) =0.

ce qui prouve que le support de la fonction Ry f est inclus dans [—1, 1].
Par extension, le support de la transformée de Radon R f est donc inclus dans I’ensemble S' x
[—1,1]. |

Proposition 2.1.3 (Intégrabilité des projections)
Soit f € LY(R?), alors pour tout ® € S, la fonction Ry f appartient L' (R.).

Preuve. On fixe ® € S!.

Vs €R, |Rof(s)| = ’/Rf(seﬂeﬂdt’ < /R]f(s@ﬂeﬂ dt

et
/Rm(,f(s)dsg/R/R(f(seﬂ@ﬂ‘dtds:/m|f(x)|dx<oo,carfeLl(R2) -

Nous introduisons maintenant une propriété qui joue un réle fondamental dans I’étude de la transformée
de Radon, et notamment dans son inversion, comme on le verra par la suite, et qui fait appel a la trans-
formée de Fourier. Précisons d’ores et déja que dans ce manuscrit, nous adoptons la normalisation sui-
vante pour définir la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f sur R™, ot n appartient a N* :

vk € R", f(k) = (x)e™K*dx

[
Var" Jra
Pour une fonction f du domaine direct fixée, la propriété qui suit établit un lien entre la transformée de
Fourier de la fonction f et la transformée de Fourier de sa transformée de Radon. Nous 1’énongons ici
dans le cas ou la fonction f appartient a I’espace de Schwartz des fonctions du plan, que nous notons
S(R?). Nous verrons ensuite - apres avoir établi la continuité de 1’opérateur R sur L2(R?) - qu’elle peut
étre prolongée a 1’espace L2(R?).

Proposition 2.1.4 (Le théoréeme de coupe projection)
Soit f € S(R?). Alors pour tout ® € S, Rof € S(R), et
Yw € R, Rof(w) = V21 f(w®)

Preuve. On fixe ® € S!;si f appartient 3 S(R?), alors en particulier f appartient 2 L!(R?),
et d’apres la propriété (2.1.3), la fonction Ry f appartient 2 L!(R). On peut donc calculer sa
transformée de Fourier, et on a

weR RS = o= [ Rae s = o [ ([ je0 -+ i00) eras
_ L —iwx-© — Y
= & /X . f(x)e dx = V271 f(wO)
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Pour prouver I’appartenance de Ry f a I’espace S(R)), il suffit de remarquer que comme f appar-
tient 2 S(R2), sa transformée de Fourier f appartient aussi 2 S(R2) ; grace a I’égalité précédente,
ceci implique que la fonction 7/3\9 f appartient a S(R), d’ou I’on déduit que la fonction Ry f ap-
partient a S(R). |

2.1.3 Propriétés de I’opérateur R

Nous exposons maintenant une autre famille de propriétés, en ne nous plagant plus au niveau des fonc-
tions obtenues par application de la transformée de Radon, mais au niveau de 1’opérateur R lui-méme.
Dans la premiere propriété ci-dessous, nous montrons que R est un opérateur linéaire et continu, et nous
explicitons son opérateur adjoint. Pour cela, rappelons d’abord que pour tout entier n > 1, ’ensemble
L?(R"), muni du produit scalaire

<fa>= [ TG

est un espace de Hilbert. De la méme maniére, on peut montrer que I’espace L2(S* x R) des fonctions
définies sur le cylindre S! x R telles que

2
/ / 19(0, 5)2dsdf < oo
o JR

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

21 -
[, h] —/0 /Rg(H,s)h(H,s)dsdﬁ

Pour établir certaines des propriétés qui vont suivre, nous aurons besoin de formuler une hypothése
supplémentaire sur la fonction f que 1’on cherche a reconstruire, a savoir que f sera supposée a support
compact - et sans restriction de la généralité, a support compact inclus dans le disque unité de R?, noté
Q2. Cette hypothese supplémentaire, commode pour établir certains résultats théoriques, n’entre pas en
contradiction avec les objectifs de modélisation que nous nous sommes fixés, dans la mesure ol en
pratique, les fonctions f que 1’on cherche a identifier modélisent des densités a support sur des sections
de I’organisme, et sont donc bien a support compact.

Nous supposerons donc dans cette partie que les fonctions f manipulées sont des éléments de L2(R?), a
support inclus dans le disque unité fermé €2 ; elles appartiennent donc a I’ensemble L2?(€2) des fonctions
de carré intégrable sur 2. Rappelons ici que si B est un sous-ensemble borné de R", I’ensemble des
fonctions de carré intégrable sur B, muni du produit scalaire*

< f,g>= f(x)g(x)dx
xcB

est un espace de Hilbert, noté L?(B). De la méme maniére, I’espace des fonctions de carré intégrable
sur le cylindre unité S x [—1, 1] est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

2m 1
g, 1] —/0 /_19(9,s)h(9,s)dsd9

Proposition 2.1.5 (Continuité et adjoint entre espaces L?)
. Pour toute direction © appartenant a S*, I’'opérateur Ry est linéaire et continu de L?(Q2) dans L2([—1,1]) ;
son opérateur adjoint, noté R}, est linéaire et continu de L?([—1, 1]) dans L*(2), et vérifie

¥g € L*([~1,1)), Rig(x) = g(x - ©)

“Le produit scalaire sur R™ défini plus haut et le produit scalaire sur €2 défini ici seront notés de maniére identique dans ce
manuscrit ; nous les distinguerons en mentionnant explicitement le domaine d’intégration.
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2. I'opérateur R est linéaire et continu de L2(2) dans L?(S! x [—1,1]) ; son opérateur adjoint, noté R*,

est continu de L2(S* x [—1,1] dans L2(2), et vérifie
2m
Vh € L3S x [-1,1]), R*h(x) —/ h(©®,x - ©)dd
0

Preuve. La linéarité des opérateurs Ry, § € [0,27[, ainsi que celle de ’opérateur R, découlent
immédiatement de la linéarité de 1’intégrale.
Soit alors f € L2(2) et ® € S!. Alors, d’apres la propriété (2.1.2), pour tout 6, le support de
Ry f estinclus dans [—1,1],eton a

1 1
| Rese)as= |
—1 —1|J—v1-s2
1 V1—s2 2 V1—s2
/ / f (S@ + t@J‘) ‘ dt / 12dt ds (théoreme de Cauchy-Schwarz)
1 \J-vi=e? Ve

1 V1—s2 2 1 V1—s2
— / </ f(s@+t®¢)‘ dt)Q\/1—52d5§2/ (/

1 \J-vi s® 1 \J-vizs?
. / PO dx = 2| f|I25 < o0

xEN

Vi=s?
/ ds

7(s®+ t@i) dt

IN

ce qui montre que Ry f appartient 2 L?(€2), et que 1’opérateur Ry est continu de 1’espace L2(£2)
dans L2([-1, 1]).

On sait alors que Ry admet un opérateur adjoint noté R, unique, linéaire et continu de L*([—1, 1])
dans L2(Q), tel que

Vg € L2([~1,1)),Vf € L}(Q), < Rof, g >=< f, R}g >
On peut expliciter Ry :

1

vg € L*([-1,1)),Vf € L*(9), <Rpg, [ >=<g,Rof >= / 9(8)Ro f(s)ds
-1

1 [ —
= / g(s)/ f(s® + t@1)dtds :/ g(x-O)f(x)dx
-1 R xeN
et on fait ainsi apparaitre I’expression de 1’adjoint de 1’opérateur Ry :
Vg € L([~1,1]), Vx € Q, Rjg(x) = g(x - O)

Prolongeant (2.5), on a

2w 1 9 2m
| [ Rests)Pasdo <2 [ 171 ad = axil 15
0o J-1 0
ce qui montre que R f appartient a L?(S* x [—1, 1]), et que I’opérateur R est continu de 1’espace
L2(92) dans L2(S' x [~1,1]). L’opérateur R admet donc un opérateur adjoint, que I’on peut

expliciter de la maniere suivante :

27
Vg € L*([~1,1]), V€ L3(Q), < R'g,f >= [g,Rf] = / < gp, Rof > db

0
2m 2
= / < Rpg, f>do = / / go(x - ©) f(x)dxdb
0 0 xe

f <s@ n t®¢> ‘2 dt) ds

(2.5)

) s ([ )
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et on fait ainsi apparaitre I’expression de 1’adjoint de 1’opérateur R

27
Vg € L2(S! x [-1,1]), ¥x € Q, R*g(x) = / g(©,x-0)dd (2.6)
0
|

Remarque : L opérateur R*, défini comme adjoint de R sur L?(S* x [—1, 1]) dans la propriété précédente,
est appelé opérateur de rétroprojection. Sous sa forme explicite (2.6), il peut &tre prolongé a un en-
semble plus grand que L2(S! x [—1,1]) : a partir du moment o1, pour tout x appartenant 2 £2, la fonc-
tion 6 — ¢(©®,x - O) est intégrable sur [0, 27|, I'intégrale a parametre est définie [45]. L’ opérateur de
rétroprojection ainsi prolongé est communément noté R#, (au lieu de la notation pour 1’adjoint R*), et
nous retiendrons pour la suite la définition suivante

27
vx € Q, R g(x) :/ g(©,x-0)dd
0

Appliqué 2 une fonction définie sur le cylindre S' x [—1,1] (c’est-a-dire sur I’ensemble des droites
du plan traversant le disque unité €2 de R?), il permet d’accumuler en chaque point du domaine direct
la somme des valeurs associées aux droites qui passent par ce point, comme 1’illustre le schéma (2.4).
Comme nous le verrons ensuite, il joue un réle-clé dans I’algorithme de reconstruction par rétroprojection
filtrée.

Remarque importante : la continuité de I’opérateur R de 1’espace L?(€2) dans I’espace L2(S* x
[—1,1]) prouvée dans la propriété (2.1.5) admet un corollaire important. Elle permet en effet de pro-
longer a I’espace L2(2) toutes les propriétés établies dans 1’espace de Schwartz S(R?) (ou établies au
moins dans 1’espace C3° des fonctions de classe C* a support compact, inclus dans S(R?)), et ceci en
exploitant la densité de C5°, donc a fortiori de S(R?), dans L2(€2). Ainsi, par exemple, le théoréme de
coupe-projection énoncé dans la propriété (2.1.4) pour des fonctions appartenant 2 S(R?) se prolonge

en une égalité des transformées de Fourier dans 1’espace L?(£2).

Comme on I’a vu plus haut, lors de I’énoncé du théoréme de coupe-projection, le domaine de Fourier
peut jouer le réle de domaine intermédiaire entre le domaine direct et le domaine de Radon. Le théoreme
de coupe-projection établit ainsi le lien entre la transformée de Fourier d’une fonction du domaine direct,
et la transformée de Fourier, par rapport a la variable s, de sa transformée de Radon. Dans la propriété
qui suit, on établit une relation entre la transformée de Fourier, par rapport a la variable s, d’ une fonction
du domaine de Radon, et la transformée de Fourier de sa rétroprojetée dans le domaine direct.

Proposition 2.1.6 (Transformée de Fourier de ’opérateur de rétroprojection)
Soit g une fonction appartenant a L2(S' x R)). Alors la fonction R* g appartient 4 ’espace L?(R?), et
sa transtformée de Fourier vérifie

RFgti) = Vo (3 (5. 0) +3 (~ 5 -1) )

ou g désigne la transformée de Fourier de la fonction g par rapport a sa variable s € R, et ou I’égalité
est a prendre au sens faible dans L?(R?).

Preuve. On a vu plus haut que I’opérateur R¥, opérateur adjoint de 1’opérateur R, est défini sur
L?(S! x R), a valeurs dans L?(R?). Sa transformée de Fourier, au sens de I’espace L2, est bien
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FIG. 2.4 — Le rdle de 1’opérateur de rétroprojection filtrée R : appliqué i une fonction g du domaine
de Radon, il permet d’accumuler en un point x appartenant au disque unité du domaine direct les valeurs
9(©,x - ©) pour O décrivant I’ensemble des projections.
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définie, et on a

Vo € L2(R?), < 7€#\g, Y >=< (R#g) , > (d’apres la relation de Parseval (A.0.5))
= < R¥(g,),% > ol pourtout § € [0,2n], on note g, (6, s) = g (6, —s)
2 2 o
— (o RA = [ <)o Rop>do = [ < (g Rap > a8
0 0

2w 2
= / < %)y Rop > db —/ / Go(—1)Ro@(r)drdd

2

= Vor / / go(— r@)drdG (d’apres la propriété (2.1.4))
2m 2m

= W/ / Go(—r)p(—r@)drd) "= F/ / Go () (r'©)dr' df
2m 2m

= \/%/ / ’g\(G),r)@(rG))drdQ%-\/%/ / 3(©,71)p(r®)drdd

= F/%/ CRD] r@drd9+\ﬁ/%/ ) (r®)drdf

= 5 [ (1) + (-w)) “"(k’ﬁ
= v [ (g <9 () oo

ce qui permet d’identifier I’expression de la transformée de Fourier de I’adjoint R#g. |

Corollaire 2.1.1 (T. de Fourier de ’opérateur de rétroprojection en coordonnées polaires)
Soit g une fonction appartenant 4 L?(S! x R) ; alors pour toute direction ® € S', on a

R#g(w0) — var o) +’5|Ae (—w))

et si g est une fonction paire sur S' x R (ie si g(©,s) = g(—@®, —s) pour tout ® € S', et pour tout
s € R), alors

R#g(wG) = 2\ﬁg€( )

jwl

Preuve. D’apres la propriété précédente,

RFGwO) = Var (7 (sen()®, lu]) + (~sen()®, o))

\/ﬂﬁ (G(O,w)+79(—0,—w)) siw>0 57
2k (§(—©, —w) +§(0,w)) siw<0 2.7)
(2.8)

ce qui prouve la premiere affirmation.
Si on suppose en plus que la fonction g est paire sur S x R, alors sa transformée de Fourier
par rapport a la variable s est également paire, au sens ou, sur S(R), puis par prolongement sur
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L?(R),ona:
VO c S, §(-0,—w) = = L / (—©,5)e™"ds
) g ) \/% g )
1 ,

= — ®, —s)e'“*ds par parité de

m/g( ) par p g
u=—s 1 _ ~

=" — O, u)e”"“du=g(0,w

— [ae.u) 7(0,)

Dans ces conditions, reprenant 1’expression (2.7), on peut alors écrire :

(©,w) +3(O,w)) siw>0 }:2m§(®,|w)
w |

R#*g(w®) = { \/ﬂ%( (O,w)+7g(O,w)) siw<0

La propriété (2.1.6) admet un second corollaire, dans lequel on exprime, dans le domaine de Fourier, le
résultat de I’application successive de 1’opérateur ‘R puis de son adjoint. Ceci interviendra a I’application
de I’opérateur A~!, utilisé en A tomographie, que nous présenterons 2 la fin de ce chapitre.

Corollaire 2.1.2 (Transformée de Fourier de I’opérateur R* R f)
Soit f une fonction appartenant a L?(R?). La transformée de Fourier de I’opérateur R* R f, 4 valeurs
dans L?(R?), vérifie la relation suivante :

RERS(K) = 47Tf’(kk|)

Preuve. D’apres la propriété précédente et son premier corollaire (en utilisant la parité de la trans-
formée de Radon (2.1.1)), puis en appliquant le théoréme de coupe-projection, on peut écrire
I’égalité suivante :

RFR](w0) = 2v2m o L) — g L)

—— f(k
ce qui, en coordonnées cartésiennes, s’écrit R#R f (k) = 7rf|i{‘). |

Nous énongons maintenant une propriété qui montre que I’on peut exprimer une convolution dans
le domaine direct par rétroprojection d’une convolution dans le domaine de Radon. Cette propriété
aura des applications primordiales dans la suite, au sens ou c’est sur elle que reposent notamment
I’implémentation du principal algorithme d’inversion de la transformée de Radon , mais aussi certains
algorithmes de reconstruction de coefficients d’ondelettes.

Proposition 2.1.7 (Rétroprojection et convolution)
Soit f € L}(R?), etw € L?(S! x R).

f*R#w:R#(Rf*w)

ou la convolution est bidimensionnelle dans le domaine direct, et porte uniquement sur la variable s € R
dans le domaine de Radon.

Preuve. Remarquons d’abord que la condition f € L!(R?) assure que, pour tout ® € S!, Ia
fonction Ry f appartient 2 L' (R), et donc que la convolution unidimensionnelle par la fonction
wy € L?(R) est bien définie, et donne une fonction qui appartient 2 L?(R)) [45] :
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VO € S, Ry * wp € L2(R?). On peut donc lui appliquer 1’opérateur R .
Ensuite, en appliquant le corollaire (2.1.1), on a, pour tout ® € St,

RART @) = varEL )+ R es ()
w
V2R f(w) g V2R f(~w)Wgrn
= V27 mRof(w)wo(w) + | ’WR(H fF(=w)Wyin(w) (d’apres la propriété (A.0.4))
w
2 r —~ 2 r - o —
_ 9 V2rf(WO)wy(w) + V| 7|Tf (~w(=9©)) Dyir(w) (d’apres la propriété (2.1.4))
w
— VER'f (we) Tl
= 27rf(w@)7€%u(w@) (d’apres le corollaire (2.1.1))
= f*/R\#w(w@) (d’apres la propriété (A.0.4))
En appliquant la transformée de Fourier inverse de L2(R?), on obtient I’égalité cherchée. |

2.2 Inversion de la transformée de Radon a partir de données globales

2.2.1 Un probleme inverse

Comme on I’a dit en introduction, la reconstruction en tomographie consiste a délivrer une information
sur une densité f a partir des seules informations sur f que I’on sait mesurer et qui sont modélisées par
la transformée de Radon. Le probleme de reconstruction est donc en fait le probleme de I’inversion de la
transformée de Radon. Dans cette partie, nous présentons d’abord cette inversion en présence de données
dites globales. Nous montrerons ensuite en quoi ce cadre est modifié dans le contexte qui est le ndtre
dans ce manuscrit, a savoir le traitement de données locales.

2.2.1.1 Introduction : notion de probléme inverse

Nous précisons d’abord en quel sens I’inversion de la transformée de Radon est un probléme inverse.

Définition 2.2.1 (Conditions d’Hadamard et probléme inverse bien posé)
Soit H et K deux espaces de Hilbert, A une application linéaire continue de H dans K, et (P) le
probléme suivant :

(P) : g € K étant donné, trouver f € H tel que Af =g

On dit que ('P) est un probleme inverse.
Suivant Hadamard, on dit que le probléme ('P) est bien posé si et seulement si

1. quel que soit g appartenant a K, (P) admet une solution et une seule f ;

. cette solution f,; dépend continiiment de g.

Cette définition revient a dire qu’un probléme inverse relatif & un opérateur continu A est bien posé
lorsque A est a la fois injectif et surjectif, avec un inverse stable, au sens ot I’on veut pouvoir contrdler
I’erreur répercutée sur la fonction f quand on inverse des données potentiellement entachées d’un bruit,
avec un niveau de bruit connu.

Par ailleurs, lorsque le probleme inverse défini ci-dessus est bien posé, on dira de maniere équivalente
que la transformée Af est une représentation de f, et que cette représentation est stable ; I’'idée étant
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alors qu’il n’y a aucune perte d’information sur f, par rapport a sa description dans le domaine direct,
quand on la décrit par son image Af.

2.2.1.2 DL’inversion de la transformée de Radon : un probleme inverse

On se focalise maintenant sur le cas particulier de la transformée de Radon : dans ce cas A = R, et
connaissant des projections g dans le domaine de Radon S! x R, on cherche 2 identifier la fonction f du
domaine direct tel que Rf = g.

Premiére constatation : on a vu, dans la propriété (2.1.5), que I’opérateur R est linéaire et continu de
L?(Q) dans L2(S! x [~1, 1]). Cependant, on ne peut pas construire un inverse stable allant de L2(S! x
[—1,1]) dans L?(€2) : I’exemple suivant illustre pourquoi.

Exemple 2.2.1 (Instabilité de I’inversion de la transformée de Radon entre espaces L?)

Dans cet exemple, nous allons montrer que controler 1a norme L? des données ne suffit pas pour controler
la norme L2 de Ia fonction du domaine direct.

On considere le disque S2R inclus dans le disque unité, de rayon R < 1 et de densité homogene ar > 0.
Comme on I’a vu avec le résultat (2.4), la transformée de Radon a travers le disque €)p est isotrope, a
support dans S' x [~ R x R], et égale pour tout angle 0 a

2apVR? —s? si|s| <R

0 sinon

Rafals) = {
La norme L? de la fonction fr est égale a
Ifalle = [ 1fnoPdx = ma R
R

La norme L? de la transformée de Radon de fr est égale a

R 32

21 R
IRfrIliz = / / |Rofr(s)|[>dsdd = 8%@%/ (R? —s*)ds = gwR%%
0 —R —R

Si on choisit alors comme densité ap = % alors || fg||y2 est indépendante de R et on a

27
IfrllLe = vV, IR fRL2 = 4 S VR_—=0
On a ainsi un exemple ou, aussi petite soit la norme L? de sa transformée de Radon, la fonction f reste
de norme constante.
De méme, si on choisit ap = R%/E alors | R fr||1,2 est indépendante de R et on a

s 27
1Rz = 4/ R g Tooe IR frllL2 =4y KX

On a ainsi un exemple ot I’on peut maintenir constante la norme de la transformée de Radon, tandis que
la norme de la fonction f du domaine direct “explose”.

Comme on le précisera ensuite, c’est en contrdlant la norme des données non plus en norme L2, mais
dans une norme relative a un espace de Sobolev bien choisi, que I’on pourra simultanément contrbler les
effets sur la norme de la fonction f. Ainsi, si ’on munit I’espace L2(S! x [—1,1]) de la norme dite H2
définie par

2
lgll,, 3 =\// / 1G6(w)|2V/1 + w2dwds
0 R
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1
alors la norme H 2 de la transformée de Radon est égale a

!RfRH 1 / /\RefR )12V/1 + w2dwdd

avec ici

= 7o I : 2 R 2
Rifele) = <= [ 2any/RE=steionas = 208 [ 1 (&) s

9 2
— O‘RR / V1 —u2e %y, = 20 R R2h(wR)

ol on a noté h la fonction
V1—s2 sils| <1

h:sERH{ .
0 sinon

La transformée de Fourier de la fonction h s’exprime a I’aide d’une fonction de Bessel de premiére

- J
espéce (voir Annexe B), et on a h(w) = \/§ M
w

Finalement, on a donc
Ji(wR)?
IRfRIZ 4 = 47T20‘%«232/ 1(w72)\/ 1 + w?dw
H?2 R w
Dans le cas ol g = %, alors

J1(wR)?
IR R, = 4 /R N

et on peut vérifier (par exemple a I’aide du logiciel Maple) que ||RfR|| Y s 2w (I'intégrale tend

vers 1). A la différence de la norme L2, cette nouvelle norme ne tend pas vers 0 quand R tend vers zéro ;
elle “suit” I’évolution de la norme L? de f, comme on I’a représenté i gauche en figure (2.5).

De méme, dans le cas oll g = —1—
’ R = RVR

4% [ J1(wR)?
R

2
et on peut vérifier que || R f RH ~ \/—% quand R tend vers zéro ; ainsi, a la différence de la norme L2,

cette norme tend vers ’infini quand R tend vers zéro, comme la norme L2 de f.

On a tracé en figure (2.5) I’évolution en fonction du rayon R des trois normes considérées dans cet
1

exemple : la norme L? de f, la norme L? de R f, et lanorme Hz de R f.

La construction d’un inverse stable entre les espaces L?(R?) et L2(S! x R) n’est donc pas possible. Pour
construire un inverse stable, il faut prendre en compte le fait que I’opérateur de Radon est régularisant,
propriété que 1’on peut quantifier par les appartenances respectives de f et de sa transformée de Radon
R f a des espaces de type espace de Sobolev, « décalés » d’un facteur % C’est I’objet de la propriété
suivante, établie dans le cas d’une fonction a support compact, et que nous admettrons.

Pour cela, on définit au préalable 1’espace H 3 (S! x R) tel que

27
HA(S' x R) = {g € L2(S! x R);/ / G0 (@) (1 + w?) Fdwd) < oo}
0 R
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— norme L2 de f
““““““ norme L2 de Rf
==-=- norme H1/2 de Rf

—— norme L2 de f N
norme L2 de Rf N
===+ norme H1/2 de Rf 151]

~.
.
~.

= % (a gauche) et ap = ﬁ (a
droite) : contrdler la norme L? des données ne suffit pas pour contrdler la norme L? de la fonction dans
le domaine direct quand R tend vers zéro; 4 gauche la norme L2 de la transformée de Radon tend vers
zéro quand R tend vers zéro, alors que la norme L? de la fonction f reste constante (égale & \/7); 4
droite la norme L? de la transformée de Radon reste constante, tandis que la norme L? de la fonction f

. 1 ., .
explose. En revanche, dans les deux cas, la norme dite H 2 de la transformée de Radon permet de suivre
le comportement de la norme L? de la fonction f.

FIG. 2.5 — Instabilité de ’opérateur de Radon en norme L? : ap

Proposition 2.2.1 (Continuité de I’inverse de la transformée de Radon [78])
Soit f € L?(R?), a support compact inclus dans le disque unité de R? ; il existe une constante C' > 0
telle que

2Vr|lfllee < IRfIl 3 < Cllfllee

o , , T 1 .
Cette propriété permet d’affirmer que I’application linéaire f € L2 — Rf € H2(S! x R) est continue,
injective, donc inversible sur son image, et que son inverse est borné (donc continu), avec

1
-1
vo € In(R), R gl < 5= lol,

2.2.2 Inversion de la transformée de Radon par rétroprojection filtrée

L’inversion de la transformée de Radon par rétroprojection filtrée est une méthode construite directe-
ment a partir du théoréeme de coupe-projection (propriété 2.1.4) qui, on I’a dit, permet de calculer la
transformée de Fourier de la fonction du domaine direct f a partir de la transformée de Fourier de sa
transformée de Radon. Pour obtenir 1’expression de la fonction dans le domaine direct, il ne reste en
théorie qu’une étape a accomplir : une transformée de Fourier inverse dans le domaine direct.

En pratique, il s’avere que 1I’implémentation directe d’une telle stratégie est délicate : en effet, en appli-
quant le théoréme de coupe-projection, on obtient les valeurs de la transformée de Fourier de la fonction
f sur une grille polaire, alors que les algorithmes d’inversion de la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle s’appuient sur des données réparties sur une grille cartésienne. Le couplage des deux étapes

nécessite donc une étape intermédiaire d’interpolation des données, d’une grille polaire vers une grille
cartésienne ; or on sait qu’une telle interpolation est un processus instable.

Pour pallier ces difficultés, on utilise un jeu d’écriture dans la formule d’inversion de la transformée
de Fourier bidimensionnelle : la formule continue obtenue n’est rien d’autre que la formule d’inversion
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continue de la transformée de Fourier, mais elle est écrite sous une forme qui se préte ensuite a une
implémentation discrete permettant de contourner la phase d’interpolation entre les grilles bidimension-
nelles. Cette écriture peut ensuite étre lue en deux étapes, que nous détaillerons plus loin : une étape de
filtrage, et une étape de rétroprojection, d’ou le nom de méthode de rétroprojection filtrée.

Nous I’énoncons dans un premier temps dans I’espace de Schwartz S(R?).

Proposition 2.2.2 (Inversion par rétroprojection filtrée dans S(R?))
Soit f € S(R?).
1

Vi 271'3

Vx € R, f(x) = /0 /R Rof (w)|w]e“*® dwdp

Preuve. Soit f € S(R?).
La formule d’inversion de la transformée de Fourier en dimension 2, en coordonnées polaires,
permet d’écrire :

¥x € R?, f(x) = 217r/0 /Rf(we))e“”x'@mdwdﬂ

On introduit alors la transformée de Fourier de la transformée de Radon de f grace au résultat
établi en (2.1.4), et on obtient alors, en tout point x € R?

1 4 — ,
/ / Rof(w)et @O |u|dwdd
0 JR

VA 27r3

vx € R?, f(x) =

Comme on I’a indiqué plus haut, cette formule se préte a une interprétation en deux étapes :
— une premiére étape de filtrage de chacune des projections Ry f, 0 € [0, 7], par le filtre rampe, dont
la transformée de Fourier est la fonction w — |w|;
L’expression du filtrage par le filtre rampe dans le domaine de Radon peut étre écrite avec 1’ opérateur
A, défini ainsi dans le domaine de Fourier

Vg € S(R), Ag(w) = |w|i(w)

Dans cette définition, comme g appartient 8 S(R.), § appartient aussi 8 S(R), donc w — |w|g(w)

appartient 3 L' (R)NL2(R)), et est 4 décroissance rapide ; par conséquent, en utilisant des résultats

sur la transformée de Fourier [45] , on peut en déduire que :

— Ag est bien défini, et appartient 2 L?(R.) (comme transformée de Fourier inverse d’une fonction
de L2(R);

— Ag est borné (comme transformée de Fourier d’une fonction appartenant 2 L' (R)) ;

— Ag est de classe C* (comme transformée de Fourier d’une fonction de L (R) a décroissance
rapide).

— une étape de rétroprojection des projections filtrées :

ARf € L®(S' x R) — R¥ (ARf)

avec, pour tout x € R?

R (ARf) (x) = 2/07r AR f(x - ©)dh

Ainsi, la formule de reconstruction exprimée plus haut dans le domaine de Fourier peut aussi se réécrire

s

Vf € S(R?), Vx € R2, f(x) = % [ ARy fxc- @)ah = %R#ARf(x) 2.9)
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Cette formulation présente 1’avantage de se préter a un prolongement 2 un cadre plus large que S(R?)
[89] (nous n’abordons pas ce probléme ici, car, comme nous le verrons ensuite, les contraintes de
discrétisation lors de I’implémentation de I’algorithme font, qu’en pratique, on manipule des approxi-
mations des fonctions en jeu, régularisées en fonction de I’espace de Schwartz) : en effet, en remarquant
d’abord que, dans le domaine de Fourier, et pour g appartenant 2 S(R.), on peut écrire la relation

Rg(w) = [w]gw) = (iwg(w)) (—i sgn(w)) (2.10)

faisant ainsi apparaitre 1’opérateur A comme la convolution de deux opérateurs : I’opérateur de dérivation,
et I’opérateur dont la transformée de Fourier est la fonction signe, que nous noterons sgn : ce dernier
opérateur, a une constante pres, est la distribution appelée valeur principale ([45]). Celle-ci est une dis-
tribution tempérée (car sa transformée de Fourier en est une), définie par :

Vo e S(R), < vp <;> ,o >= lim @dt

e—0t [t|>e

NN
vp | — ) =—ty/ = sgn
P\ 5 58

ce qui permet d’écrire, en notant Js¢g la dérivée partielle de g par rapport a s,

1 /2 1 1 1
Vg€ S(R), Ag = m\/;vp (x> *0sg = —_Vp (x) * 0sg

La formule d’inversion s’écrit donc aussi dans le domaine direct :

avec

Vf e S(R), f(x) — iR#ARf(x) ! /027r <Vp<i)*as7zgf> (x - ©)df

T a2

1 2 OsR.
- 2/ lim / OsRof(5) 1) ap 2.11)
4 Jo =0 JseR;|x-@—s|>e X - ©-s
ou encore sous la forme

1 [ OsRof(x-©O —s
VfeSR), f(x) = 47T2/9:0 <€1i%1+ /SGR.DE o (S )ds> do

Notons enfin que I’on peut écrire cette formule d’inversion a I’aide de la transformée de Hilbert : celle-ci

est définie pour des fonctions 1D dans le domaine de Fourier par : 7f(\g(w) = —isgn(w)g(w) c’est-a-dire
que I'on a
Hy(s) = lVp <1> xg(s) = 1 lim Mdu (2.12)
0 T T e—0t JyueR;|u|>e u
et donc
Ag ="HOsg

La formule d’inversion de la transformée de Radon s’écrit donc

1
Vf € S(R), f(x) = [ -R¥ (HOsg) (x) 2.13)
Afin d’illustrer I’effet de 1’étape de filtrage de la méthode de rétroprojection filtrée - entre autres pour
pouvoir ensuite mieux comprendre le comportement de cet algorithme en présence de données tronquées
- nous détaillons dans 1’exemple qui suit le cas de la reconstruction du disque unité, en explicitant le

résultat de I’application du filtre rampe sur chacun des détecteurs.
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Exemple 2.2.2 (Filtrage des projections du disque unité)
Comme on I’a vu précédemment, pour le disque unité avec une densité uniforme f égale a 1, la trans-
formée de Radon est égale a :

_ o2 : __2s . <1
VO €S xR, Rf(H,S)Z{(Q)m si ls| <1 eté?sRef(s):{ Vi Sl

sinon 0 si|s|>1

Les fonctions Ry f appartiennent a I’espace L' (R.), mais pas leurs transformées de Fourier. Pour faire
un calcul exact du résultat de I’étape de filtrage, on a recours a une formulation du filtrage qui n’utilise
pas la transformée de Fourier.

La fonction OsRy f est continue en tout point u de I'intervalle | — 1, 1] et on peut donc écrire

s€[-1l,u—€eN[-1,1] s€[u+e,1jN[—1,1]

e—0 u—=S u—=s

Premier cas : |u| > 1
Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration, et I’intégrale en valeur principale
est une intégrale au sens classique :

1 —2s
ARof) = [ ™

Cette intégrale peut se calculer a I’aide de plusieurs changements de variables successifs :

s=sin 0 g sin 0
ARof(u) == —2/:wu_smed0
)

t=tan § 2/1 2t 2dt /1 2ahedt+/‘l 2u
B Cp (ut? =2t +u)1+2 1 142 L ut? —2t4u

L | 1 1
- 4/ ﬁ—Au/ L
_11+t2 _1ut2—2t—|—u

(Ie polynéme ut® — 2t 4 u est irréductible car [u| > 1)

1
dt
= 4(arctan(l) — arctan(—1)) — 4/ S
-1 (t B %) + ngl

v=t—1 Sy du u? —1 u? —1
= 2 — 4 ——— | otionaposéy = =
o1 v? 42 u? ul
4 11 -1-1
= 2w — — | arctan L | — arctan ¢
v gl Y

= o (e (O g (DY)

[N}

Vuz -1 u? —1 u? —1
2
= 27 7ﬂ‘u|
u? —1
car arctan a — arctan — = %pour touta > 0
a
-1 -1 —u—1
e o SO0 (u >>Qa(%mmw >>C@wxu >>__L
Vu?z -1 Vuz—1 Vuz -1

Deuxiéme cas : u €] — 1,1]

u—e 1
ARpf(u) = lim LRef(S)ds—i— LRMC(S)ds

e—0 /4 u—S ute u—Ss
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Or pour tout € > 0 (choisi suffisamment petit pour que Ju — €,u + €[C] — 1, 1]),

u—e 1
/ 8SR9f(S) dS + / aSRHf(S) dS
—1 u—S u+te

u—3s

o(u,€) At 1 At
= -2 / dt — 2 / dt
21 (T2 (ut? =2t +u) Blue) (14 12)(ut? — 2t + u)
(avec les deux mémes changements de variable que dans le cas précédent)

ou on a posé

alu 6):tan<arcsin(u—e)>: u—e€ _ 1= 1—(u—e)?
’ 2 1+ /1— (u—e)? u—e
<en effet, VX €| — m, [, tan <X> __snX et,Vx €] — 1,1[, cos(arcsinz)) = /1 — m2>
) ) 2 ].—I—COSX’ ) ) )

et, de la méme maniére,

B(u,€) = tan (arcsin(u+6)> B u+e 1= /1—(u+e)?
o 2 141 (ute? u+e

Pour tout u vérifiant |u| < 1, a la différence du cas précédent, le polyndme ut? — 2t + u est scindé, et on
a

At o 1 1 2
A+ ) (ut2 —2t+u)  VT—w2 \t—ri(u) t—ry(u) 1+ ¢2
ott on a noté r (u) et ra(u) les deux racines du polynéme en t ut? — 2t + u :

_1—{—\/1—u2 1—+v1—u?
u

ri(u) etro(u) =

u

|r1(u)] > 1 etil n’y a pas de singularité en son voisinage. La singularité qui était présente autour de u
dans I’intégrale initiale se retrouve autour de r9(u). D’ailleurs, par un développement limité a I’ordre 2
au voisinage de ¢ = 0, on peut écrire

1 1

Nrw (1 . m) e+o(e) et B(u,e) = rg(u)—km (1 N m)
(2.14)

a(u,€) = ro(u)— e+o(e)

Finalement, on a, pour tout ¢ > 0,

/“E 33739f(5)d8+/1 asRef(S)dS

1 U—S te U—S

- e () (258 )

(1+ ro(u))(r1(u) —
(1= ra(u))(r1(u)

Or
Vu €] — 1,1[, r1(u)ra(u) = 1 donc

_|_
= =
N
=
—
—~
S
~—
|
<
()
—~
£
~—
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et donc pour tout € > 0,

/U_Eémds+/l Mds:2ﬂ'— 2u In <ﬁ(u,€)_T2(U)> (2.15)
u+e 2

1 u—s u—s 1—u ro(u) — a(u,€)

Dr’apres (2.14), quand e tend vers zéro,

B(u,€) —ra(u) o(1) et donc In ro(u) — a(u,€)
raw) —afu,q) ol erdone] <ﬁ<u,e>—rz<u>> g

et finalement, pour u €] — 1,1],

lim ds =27

e—0 -1 u—S

u—=S

ORI (s) /1 OsRof(s)
u-+te

En conclusion : lors de la phase de filtrage dans la reconstruction, par rétroprojection filtrée, du disque
unité, les projections filtrées sont égales, pour toute direction ® € S' a

27 si Jul <1

AR f(u) = { o — %ﬁﬂl si Jul >1

(2.16)

Les courbes représentatives des fonctions Ry f et ARy f sont présentées en figure (2.2.2).

24

FIG. 2.6 — Le résultat de 1’étape de filtrage sur les projections du disque unité avec une densité uniforme :
la courbe en pointillés représente une projection avant filtrage (elle est nulle en dehors de [—1, 1]), la
courbe en trait plein représente une projection apres filtrage par le filtre rampe.

Nous prolongeons cet exemple avec un calcul qui s’en déduit : celui des projections filtrées dans le cas
d’une ellipse.

Exemple 2.2.3 (Filtrage des projections d’une ellipse)

On a explicité plus haut (dans I’exemple (2.1.1)) la transformée de Radon d’une ellipse homogeéne,
en montrant qu’elle pouvait s’exprimer a I’aide de la transformée de Radon du disque unité; plus
précisément, on a vu que si on note f*90 la densité du disque unité, et f¥0:r0:%0 Ja densité d’une el-
lipse centrée au point de coordonnées po(cos o, sin @), tournée d’un angle 1y par rapport aux axes du
repere, et dont les demi-axes ont pour longueurs respectives a > 0 et b > 0, alors

ab s — po cos(po — )

wampo,% (©,s) =

Rfo| ©
Va2 cos2( — 1) + b2 sin(0 — 1) o ( " V/a? cos?(0 — o) + b2 sin2(6 — 1)

)
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On peut alors en déduire I’expression de AR g f¥0:P0:¥0 ; pour cela, précisons les effets du couplage d’une
dilatation et d’une translation avec I’opérateur A.

On considere une fonction g € S(R), et on note g,,,, la fonction obtenue par translation d’un facteur v
et dilatation d’un facteur u > 0, normalisée de telle sorte que ||g. || = ||g||, ¢ est-a-dire définie par :

1 s—v
R gt = (220)

On sait alors que g, ., appartient 3 S(R), et, d’aprés la propriété (A.0.2), sa transformée de Fourier est
égale a

Vw € R, Guo(w) = Vue Y §(uw)
On en déduit que sur S(R)

\/’lj / ey A ; 1 /A / I i 3=U / 1 s —v
A o — WU ’std — w " d — A
o) = 2 [ rauoolests = [aties T = oag (%

Cette égalité peut alors étre prolongée a I’espace L2(R)) et s’écrit alors

1
Vg € L2(R)v Agum = w (Ag)u,v

Ici, puisque I’on sait exprimer Rg f¥090:0 i partir de Ry f%%0 et d’une translation et d’une rotation,
selon

ab
(a2 cos?(8 — 1) + b%sin?(§ — 1))

Y0,0,0 _ 0,0,0
Ro[rorow0 = (Ref )\/QQ cos2(6—1pp)+b2 sin? (8 —po ), po cos(wo—6)

[V

on en déduit que, a 0 fixé,

AR 10,00,%0 — ab AR 0,0,0 S —P0 COS(QOO - ‘9)
o/ ) (a2 cos?(8 — ¢o) + b?sin*(0 — 1)) ! <\/a2 cos2(0 — o) + b2 sin? (0 — 1p)

27 si|s — po cos(pg — 0)| < \/@2 cos2(0 — o) + b2 sin?(0 — 1p)
_ ab o 2m|s — po cos(po — 0)]
a2 cos?(0 — 1g) + b2 sin?(6 — ) V(s = pocos(po — 0))2 — a2 cos2(0 — 1) — b2sin?(0 — 1)
si|s — po cos(po — 0)| > \/@2 cos2(0 — o) + b2 sin?(0 — 1g)

La figure (2.2.3) présente quelques cas, pour une ellipse occupant plusieurs positions, sous différentes
incidences.

2.2.2.1 Régularisation de la rétroprojection filtrée

Nous allons exposer la technique qui consiste a régulariser la rétroprojection filtrée en régularisant le
filtre rampe.

Nous avons vu dans la propriété (2.2.2) que la formule de rétroprojection filtrée, dans sa version continue,
s’écrit, pour f appartenant 3 S(R?),

_ 1 " > 7 iwx-©
R | [ Rat)iele@auas

En I’état, elle ne se préte pas a une implémentation : le filtre rampe n’est a support borné ni dans le
domaine direct, ni dans le domaine de Fourier ; de plus, il réhausse les hautes fréquences, et amplifierait
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F1G. 2.7 — Le résultat de I’étape de filtrage sur les projections d’une ellipse avec une densité uniforme :
la courbe en pointillés représente une projection avant filtrage, la courbe en trait plein représente une
projection apres filtrage par le filtre rampe. Premiére ligne : ellipse centrée, dont les axes sont alignés

avec les axes du repere, avec a = 2 etb = 1, dans les cas § = 0,0 = g,ﬁ = z. Deuxieme ligne : la

. £z ’ . < ™ . . .
méme ellipse, dont le centre a été translaté au point de coordonnées pg = 0.4, g = 1 et qui a subi trois

. . ™
rotations d’angles respectifs ¢y = —,1g =

0 L
15 et g = 3 ; on a tracé ses projections dans le cas § = 0

™
49
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donc le bruit en présence de données corrompues.
En pratique, on se replie vers la formule suivante, que nous avons établie dans la propriété (2.1.7) :

Vf e LY(R?),Yw € L%(S! x R), f« W = R¥ (Rf »w) oa W = R*w

L’idée que I’on met alors en oeuvre consiste a reconstruire, plutot que la fonction f, la fonction f x W,
ou b > 0 est une fréquence de coupure que I’on choisit, et ou W) est la fonction radiale définie dans le
domaine de Fourier par

~ 1
Wy(w®) = 5 X[=b4] (w)

En effet, en choisissant ainsi la fonction W}, on assure que
[ Wy =21 fWy = fx—pp

c’est-a-dire que f * W} constitue une approximation de f jusqu’a la fréquence b.

Pour exprimer le filtre wy, associé dans le domaine de Radon, on s’appuie sur le corollaire (2.1.1), établie
plus haut : pour vérifier la relation W, = R#uwy, il suffit que la fonction wy, soit paire sur le cylindre
S! x R, et vérifie la relation

—

VO € S!, W,(w®) = 2\/%(“’”’)#“’)
w
c’est-a-dire )
VO € S, (wp)g(w) = WX [, (@) (2.17)

N

La fonction wy, constitue donc de son cdté une approximation du filtre rampe jusqu’a la fréquence de
coupure b. C’est une fonction appartenant 2 L2(R)), qui peut étre exprimée dans le domaine de Radon :

1 b , 1 b b ‘
V@ c Sl, VS S R, ’wb(@, S) o / 3 ’w|€2u}5dw — (/ welwsdw +/ wezwsdw>
V2 J-b 242 Am \Jo 0

Lo =0 sis=0
= % ; w COS(WS)dw = % (cos(bs)-&-b;sin(bs)—l) sinon

On remarque que cette fonction est radiale, et dans la suite, on se contentera de la noter wy,.

Dans le cas particulier ot 1’on représente la fonction f par une image de taille N x N, nous admettrons
pour le moment (cela sera expliqué lors de la définition des conditions d’échantillonnage) que 1’on peut
fixer comme valeur pour b

b Nm
2
Le filtre rampe régularisé s’écrit alors
2 .
”f\é sis=0
Wnx(S) = cos(NF2) NI gin(Nrs) 1 .
2() 217T<(2)§2 (=) sinon

La fonction wy, a été représentée en figure (2.8), sur I'intervalle [—1, 1], pour N = 64 et N = 256.
Cette régularisation du filtre rampe ayant été effectuée, la formule de reconstruction a mettre en oeuvre
s’écrit alors

21
fo(x) = R¥ (Rf # wp) (x) = /0 (Rof  ws) (x - ©)do
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FIG. 2.8 — Tracé du filtre rampe régularisé a appliquer sur les projections pour obtenir une reconstruction

b—bande-limitée dans le domaine direct, avec b = TW, pour deux tailles d’images : N = 64, a gauche,
et N = 256, a droite.

ce qui, en utilisant la parité sur S' x R des fonctions wy, et R f s’écrit aussi

folx) =2 /0 " (Rof * wp) (x - ©)d6 2.18)

oul on a noté f; I’approximation b—bande limitée de f que I’on vise dans la reconstruction.

2.2.3 Inversion par filtrage de la rétroprojection des projections

Nous mentionnons enfin une autre écriture de la formule d’inversion, a laquelle nous aurons recours
plus loin, lors de la présentation de la méthode d’inversion de la transformée de Radon par ondelettes-
vaguelettes (plus précisément de I’implémentation qui en proposée par Kolaczyk dans [60]).

Par rapport a la méthode de rétroprojection filtrée, I’ordre des étapes de filtrage et de rétroprojection est
ici inversé : on rétroprojette dans un premier temps les projections, puis on effectue un filtrage dans le
domaine direct (ce qui est plus cofiteux que la rétroprojection filtrée, puisqu’on effectue un filtrage 2D a
la place d’un filtrage 1D).

Cette nouvelle écriture s’obtient ainsi :

™ +oo

Vf e S(R2), f(x) = % / i /0 T 0©)e ddh — \/2173 / [ Rap@)e < Cududs
S T —T

1 ™ —+o00 = )
_ - / R@f(w) elwx-(')dewde
Vern J-xJo w

1 i oo 1 T TwX-
= = / ) /0 5 mR#Rf(we)e ©w2dwdh
1

— ) 1 ——
st | RIRIOE Ik = 7, RFRF ()

ol on a noté Fy ! la transformée de Fourier inverse 2D.

2.2.4 Inversion a I’aide de la décomposition en valeurs singulieres

Nous présentons ici une autre approche de I’inversion de la transformée de Radon, qui a inspiré la trans-
formée en ondelettes-vaguelettes que nous présenterons dans le chapitre suivant. Cette décomposition
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s’appelle la décomposition en valeurs singuliéres. L’idée est la suivante : la fonction du domaine direct et
la transformée de Radon sont chacune décomposées dans des systemes orthonormés bien choisis ; 1’in-
version consiste alors a identifier les coefficients de la fonction a reconstruire dans la famille orthonormée
du domaine direct a partir des coefficients de la transformée de Radon dans la famille orthonormée du
domaine de Radon - alors que, pour mémoire, dans la méthode de rétroprojection filtrée, on s’appuie sur
des relations entre les transformées de Fourier respectives dans les deux domaines.

Comme nous allons le voir ensuite, tout repose ici sur le fait qu’il est possible de construire deux familles
orthonormées, une dans chacun des domaines, et dans lesquelles les coefficients puissent ainsi étre mis
en correspondance ; cependant, elles sont définies de maniere tres précise : on ne dispose d’aucune la-
titude dans le choix de leurs élements ; dans les méthodes d’inversion de type ondelettes-vaguelettes,
la contrainte d’orthonormalité simultanée des deux familles est reldchée, au profit, on le verra, d’autres
propriétés.

Avant de définir la transformée en valeurs singulieres, nous introduisons d’abord une notion d’inverse
généralisé, appelé pseudo-inverse.

2.2.4.1 Notion de pseudo-inverse

Dans ce paragraphe, nous nous appuyons sur I’ouvrage de F. Natterer [78], ainsi que sur le cours donné
par P. Maréchal lors du CEMRACS 2002 [71].

Comme on I’a vu plus haut, le probleme
g € L(S! x [~1,1]) étant fixée, trouver une fonction f € L%($2) tel que Rf = g

est un probleme inverse mal posé, au sens ou on ne peut garantir ni I’existence de I'inverse (I’image de
R est incluse dans le sous-ensemble H2 de L2(R)), ni, a fortiori sa stabilité.

On définit alors la notion de pseudo-inverse : le pseudo-inverse de g est I’opérateur qui coincide avec
I'inverse de 1’opérateur R sur Im(R), mais qui est défini sur un ensemble plus grand (en I’occurence,
comme on va le voir, Im(R) @ Im(R)™1), et qui est solution, lorsque cette solution existe, du probléme,
plus faible, suivant :

(P'): g € L2(S! x [~1,1]) étant fixée, trouver f € L2(S), de norme minimale, minimisant la norme
lg = Rl

Les grandes étapes de la construction du pseudo-inverse, que nous admettrons ici, s’articulent de la
maniere suivante (elle reposent sur des résultats connus [78, 71], applicables dans les espaces de Hilbert
séparables) :

— R est un opérateur linéaire continu de 1’espace de Hilbert H = L?(2) dans I’espace de Hilbert
K =L2(S' x [-1,1]);

— Ker(R), noyau de I’opérateur, est un sous-espace fermé de H, et H admet la décomposition
suivante :
H = Ker(R) ® Ker(R)*

— Ker(R)* = Im(R*), et donc

H = Ker(R) @ Im(R*)

— les fonctions f qui minimisent sur H la norme [lg — R f|| sont exactement les fonctions qui sont
solutions de I’équation suivante, dite équation normale :

R*Rf = R*g
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(en effet minimiser ||g — R f|| revient a trouver la projection orthogonale de g sur Im(R); f est
donc solution de ce probleme de minimisation si et seulement si (Rf —g) € Im(R)™L, c’est-a-dire
si et seulement si pour tout u € L2(R2), [Rf — g, Ru] = 0, soit < R*Rf — R*g,u >= 0, et
donc f vérifie la relation R*Rf = R*g);

— Im(R) est un sous-espace fermé de K et
Im(R) ® Im(R)* = K

— sig € Im(R) @ Im(R)*, alors I’ensemble des solutions de 1’équation normale est non vide, et
il existe une solution et une seule dont la projection sur Ker(R) est nulle (ie incluse dans Im(R*)).

Lorsqu’elle existe (ie si ¢ € Im(R) @ Im(R)"), on appelle cette solution le pseudo-inverse de g, et on
la note R g ; elle est de norme minimale parmi toutes les solutions de I’équation normale (1’ensemble
des solutions est le sous-espace affine Rt g + Ker(R)).

L opérateur R+, défini sur Im(R) @ Im(R)* est appelé le pseudo-inverse de I’opérateur R. Il « pro-
longe » I'inverse de R a I’ensemble Im(R) @ Im(R)", et permet donc d’envisager la reconstruction
d’un inverse (au sens large) en présence de données bruitées.

Dans la suite, nous présentons la décomposition en valeurs singulieres, qui permet de calculer le pseudo-
inverse.

2.24.2 Décomposition en valeurs singulieres

Soit (H, < .,. >) et (K, [.,.]) deux espaces de Hilbert séparables, et A un opérateur linéaire continu de
H dans K.

Suivant Natterer [78], on appelle décomposition en valeurs singuliéres de A une écriture de A sous la
forme

[e.e]
Vi€ H, Af =Y ox<f fr> g (2.19)
A=1
ol (fx)xen et (gx)ren sont deux familles orthonormées respectivement dans H et K, et ou la famille
(o)) xen est une famille bornée de réels strictement positifs, appelées les valeurs singuliéres de A.

L’existence de deux telles familles est assurée a partir du moment ou A est un opérateur compact, car
alors A* A, opérateur autoadjoint, est également compact, et un théoreme spectral (voir par exemple
[13, 71]) assure que ’espace H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres (fi)ren de
A*A ; on a alors

Vk € N, A*Af)\ = O'E\f)\

N ) 2
ol on a noté oy la valeur propre associée au vecteur propre f).
Puisque la famille (f)) ainsi construite est une base hilbertienne de H, on peut donc écrire

VfEH f=) <ffa>Ii (2.20)
AEN
avec ) )
VA€ N, < fa f)\ >=< fa 72A*Af>\ >= [Afa 72Af)\]
X X
Ainsi, chacun des coefficients de la décomposition de f dans H peut étre obtenu directement en calculant
le coefficient correspondant de Af , et on a

Vi H, [ =Y (AL, A
A

AeN
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Par ailleurs, reprenant (2.20), et applicant I’opérateur A, on a

VieH, Af =3 <[, /x>Af

AEN
avec

V(A N) € N2, [Afa, Afv] =< A*Afy, fv >=< o3 fr, fv >=03 < fr, fv >= 030\

c’est-a-dire que
1 1
Y\, N) € N2, [—Afy, —Afv] =6\ n
g\ ay/

On peut donc écrire
Vi€ H, Af =) ox< [ fr>gx
AEN
ol on a fait apparaitre la famille orthonormée (g ) en définie par

1
Ve N, gy = 7Af)\
X

faisant ainsi apparaitre la relation caractéristique de la décomposition en valeurs singulieres (2.19), les
valeurs singulieres étant les racines carrées o des valeurs propres de A* A.
On a donc aussi

YA EN, < f, fr>= —I[Af, g)]

1
O
et donc )

VieH, f=)Y —[Afg/
Aen A

Le fait que (g ),y s0it également orthonormée constitue la particularité de la décomposition en valeurs
singulieres ; d’une part cela fournit un moyen de reconstruction efficace de f (au sens ou « un coefficient
calculable a partir des mesures donne directement un coefficient de la fonction que 1’on cherche a iden-
tifier » ), et d’autre part, en présence de données bruitées, cela permet de contrdler I’erreur commise sur
chacun des coefficients reconstruits enfonction du niveau d’erreur supposé sur les données : ainsi, si au
lieu d’observer Af, on observe g = Af 4 z (ol z est un bruit que 1’on supposera de carré intégrable
sur L2(S! x [—1,1])), alors pour tout &, au lieu de reconstruire le coefficient < f, 5 >, on reconstruit
yr =< ¢, fr > avec une erreur égale a

1 1 1
VkGN, ’<f7fk>_yk| - ‘[Afngfk]_[gngfk] [zvﬁAfk}
O O O
1 1 1 1 1
= — [z, —Af]| < —|lz|l | —=Afll = —II=]l
k Ok Ok Ok Ok

Si le niveau du bruit z est connu, 1’erreur commise lors du calcul du k™€

la valeur de la k*™ valeur singuliére.

coefficient 2D est contr6lée par

Cependant, dans le cas o les valeurs singulieres (o) tendent vers zéro quand k tend vers I'infini,
on voit que ’on ne sait pas contrdler de cette maniere la stabilité de la reconstruction, puisqu’alors
Ok k—+o0

Pour construire des inverses stables, on peut avoir recours a des techniques dites de régularisation, nom-
breuses dans la littérature(par exemple [78, 72, 22]). Nous mentionnerons seulement ici la technique
exposée dans [78] qui consiste a tronquer la décomposition en valeurs singuliéres pour ne conserver que
les K premiers termes, correspondant aux K plus grandes valeurs propres de 1’opérateur R*R.
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2.2.4.3 Décomposition en valeurs singuliéres de la transformée de Radon

Elle est construite en dimension quelconque par Davison dans [27], reprise dans [89, 78] et énoncée par
Caponnetto et Bertero dans le cas de la dimension 2 dans [20].

Nous allons expliciter les grandes étapes de sa construction. Celle-ci s’appuie sur le fait que I’opérateur
R est, comme on 1’a montré plus haut, continu de L?(€2) dans L?(S! x [—1,1]), et les conditions d’ap-
plications du théoréme spectral mentionné dans le paragraphe précédent sont réunies. En effet :

— L’opérateur RR* est autoadjoint ;
— L’opérateur R : L?(Q) — L2(S! x [~1,1]) s’écrit sous la forme

RI(O, 5) :/

x€Qx-O=s

foodx= [ K(©,5.)(x)dx
xeN
ot on a noté K la fonction définie par

K(®7 S, X) = X{x€Q|x-©=s}

Suivant par exemple [13], on dit alors que R est un opérateur intégral, dont le noyau est K. Ici
K appartient 2 L2 ([0, 27] x [~1,1] x ©, dfdsdx). Nous admettrons que ceci permet de montrer
que I'opérateur R : L?(Q) — L2(S! x [~1,1]) est un opérateur compact, car on peut mon-
trer qu'un opérateur intégral de cette forme est un opérateur dit de Hilbert Schmidt, puis qu’un
opérateur de Hilbert-Schmidt est un opérateur compact. (cf [9]). Ceci permet alors d’en déduire,
toujours d’apres [13], que son opérateur adjoint est lui-aussi compact, puis, par composition, que
I’opérateur R’R* est compact.

L’opérateur RR* vérifie ainsi les conditions du théoréme spectral énoncé plus haut, et I’existence de la
décomposition en valeurs singulieres est assurée.

Dans la suite, nous allons expliciter la décomposition en valeurs singulieres de la transformée de Radon.

Proposition 2.2.3 (Décomposition en valeurs singuliéres de la transformée de Radon)
Pour toute fonction f appartenant a L?(R?), on peut écrire

5] 2
1
=233 ———[Rf Geh-2mcu frk-2me
kEN m—0 e=1 kk—2m

et

151 2
RE=D DD Okh—om < [, Frzme > Gt p—2me

keN m=0 e=1
k
ou les familles (fx r—2m.e) €t (Gkk—2m.e), avec k € N, m = O~--§, e € {1,2}, sont des familles
orthonormées, respectivement dans L?(R?) et L? (S! x [—1,1],w™!(s)), définies par

2(k + 1)

s

27 P 2~ )Y ()
X

Jrk—2m.e(x) =

et
hre(©;5) = \fw(S)Uk(S)Yr,e(G))

ol



58 Chapitre 2. Tomographie 2D

— pourtout ® € S1,Y,.1(©) = cos(rH) ,«2(@) = sin(rd) ;

— pourtout s € [—1,1], w(s) = V1 — s?

— pour tout k € N, Uy désigne le polynéme de Tchebychev de 2éme espéce et de degré k (cf.
Annexe B) ;

— pourtous k € Netm = OL%J , Pr(,?’kfzm) désigne le polynéme de Jacobi de degré m, de
paramétres 0 et k — 2m (cf. Annexe B et [89]) ;

et ou les valeurs singulieres (0, y—2m ), pourk € N, m =0- 2 sont égales a

Es
E+1

Ok k—2m = 2

De plus, les familles ( fy j—2m.e) €t (gk,k—2m,c) sont liées par les relations suivantes :

1
Ok k—2m

*
frk—2me = Ry-1 9k k—2m,e

Preuve. Nous donnons ici les étapes principales de la construction.
Pour cela, on peut d’abord remarquer que pour toute fonction A définie sur L?(S* x [—1,1]),

V1—s2
vO, € 8!, Vs € [-1,1], RR*(1)(O1,s) = Re,R*h(s) :/ R*h(s© + t©11)dt
V1—s2

27
- / / @2,(591 1O, )-@2> 0o dt

L’idée consiste alors a chercher les fonctions singulieres de 1’opérateur R’R* sous forme séparable,
c’est-a-dire sous laforme h = Y P : (©1,s) € S x [-1,1] — Y (©1)P(s), ot Y est une fonc-
tion 27 périodique appartenant a I’espace L2(S!), et ot P appartient a L?([—1,1]), a support
inclus dans [—1, 1]. Or, pour une fonction & ainsi choisie, on a

V@, € 8!, Vs € [-1,1], RglR* (s ) Ro, R*(Y P)(s)

- / "y (@) P <5@1-(—)2—|—t@1J‘-@2> dsdt

V1-s2
- Y(@z)/ (391 @y + 1O - @z) dt dbs
0 —v/1—52

Guidé par le fait que 1’on sait que ’on peut construire des bases orthonormées de L?([—1,1]) a
partir de polyndmes, on choisit P sous forme polynomiale; or si P est un polyndme de degré

k >0, noté P(x Z a]xj alors

k
P (@)1 -@gs5+ O+ @215) ]go (Z Bij, 61,921513] ’)

=0
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ou le coefficient 3; ; 9, ¢, est donné par 3; ; g, 9, = Cé-(@);lL - ©2) (@1 - ©®2)77 et donc

1—s2 o pV1-s?

/ P (s('-)l - @y + 1O+ (-)2) Z ZB” 0,.0,5 / tdt

—V/1—52 —0 —V/1—52

koo L3

- 2 ———\ 2m+1
- Z Oé] /827’)1 ] 91 92 8] 2771,7 ( 1 - 82> (les termes d’indice ¢ impair ont une contribution nulle)

“ O 0 2y kl 2m + 1
= m=

k
o B2m.j,01,0
= 24¢/1 — g2 7]1,2]2m1_2m
° Zo‘fmz 2m + 1 (1=
On en déduit que

2 k
RR*(Y P)(©4, 5) :/ Y (@) V1 — 322% Z ﬁ;mﬂf_l’f? i=2m () _ g2y | dg,
0

k - . 27 .
=2y1— s2 Zaj vy 187727”(1 - Sz)m/o (@17 - ©2)*™(O1 - O2) 2™Y (@2)dO,

Ensuite, dans le but de faire apparaitre une base de L2(S! x [~1,1]) comme produit tensoriel

d’une base polynomiale de L2([—1, 1]) par une base de S*, on choisit comme famille de fonctions

Y la famille de fonctions (Y} ) e ccf1,2y définies par
VO € 8!, Y;.1(®) = cos(rf), Y;.2(®) = sin(r)
Ce choix permet d’appliquer le résultat suivant, connu sous le nom de théoreme de Funk-Hecke :

Lemme 2.2.1
Pour toute fonction réelle h € L2(S! x [-1,1])

-1

27'(' 1 dt
<) esl,/ h©, O 05)dhy = 2 0 /htTrt
1 | 1(O1-Oz)cos(rbz)dd cos(rir) | T8 =53

27 ) . 1 dt
/0 h(®1 - O2)sin(rfy)dds = 2811&(7“91)/_ h(t)Tr(t)m

ou, pour toutr € N, T,. désigne le polynéme de Tchebychev de premieére espece de degré

7.

SOn rappelle que les polyndmes de Tchebychev de premiere espéce (7)ren forment une base orthonormée de

152

L([ll]
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Preuve :
2T ) 27 )
/ h(®1 - @3)e™2dhy = / h(cos(fy — 01))e%dfy
0 0

2T ) ) 0 ) ™ )
= / h(cos gp)e"(eﬁ@)dcp = ¢t (/ h(cos p)e"Pdp + / h(cos go)e”*"dcp)
0 0

—Tr

:wﬂ</)mma9&w4“ﬂ¢+/ﬁmammwﬂw>
0 0

s 1
= 2¢i01 / h(cos @) cos(rp)dp = 2 / h(t) cos(r arccost) dt
0

_1 V1—1t2
_ geirth / 2
_1 Vv1—t2

11 suffit alors d’identifier les parties réelle et imaginaire dans 1’égalité précédente pour
obtenir le résultat annoncé.

En appliquant le théoreme de Funk-Hecke dans la derniere égalité écrite avant le lemme, on
obtient

RR*(Y,..P)(O1, s)

A
\/72 , LQJ CJQm j—2m 2\m ! 2\myj—2m TT(t)
= 4y1-s Zajz2m+1s (1—s%) 1(1*75) 15 mdt Yre(©1)

: L%J C]Qm ! 2\myj—2m TT(t) ) —2m 2\m
Qra(s) = o T /1(1 — 2y mdt ST — ™ (2.21)

On a ainsi prouvé que si P est un polynome de degré k alors il existe un polynome )y, ,- de degré
k tel que

RR*(YVT €P 917 =4 \% 1- SQri re 61) = 4’[0( )QkY'r,e(Ql) (222)

ou on a noté w la fonction définie sur [—1, 1] par
w(s) =V 1—s?

Afin de faire apparaitre des vecteurs propres, on cherche alors a exhiber une famille de polyndmes
(Pr)ken tels que pour chaque Py, le polynéme Q) qui lui est ainsi associé Q) lui soit propor-
tionnel.

Pour cela, on a recours a la famille (U,,),, des polyndmes de Tchebychev de deuxieme espece ;
on sait que cette famille de polyndmes constitue une base orthonormée de L2([—1,1],w), ol
L2([—1,1],w) désigne I’espace de Hilbert des fonctions définies sur [—1, 1] vérifiant

-1
rmﬁzlimwwm@@<w
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Dans la suite, on notera < .,. >, le produit scalaire associé, et, par extension, on notera [., .],, le
produit scalaire défini sur le cylindre S' x R par

2 1
[gah]w = / / g(@,s)h(@,s)dsd@
0 -1
Si pour k£ fixé, on choisit P = U}, dans I’égalité (2.22), alors le polyndme @)y, associé a Uy,
c’est-a-dire tel que RR*(Y;. Uk) = 4wQy, Yy ¢, vérifie les deux propriétés suivantes :

— d’une part, pour tout entier [ > k, il est orthogonal au polynéme Uj, puisque celui-ci est
orthogonal pour le poids w a tout polynome de degré strictement inférieur au sien :

VIi>k, <Qrp U >p= /Qk,r(s)Ul(s)w(s)ds =0

— d’autre part, pour tout [ < k, on peut écrire

1 *
[Qk,rYtI‘,aYvr,eUl}w = [ka,rY;",aY;’,eUl] = E[RR (K‘,eUk)7K",eUl]
1 *
== Z[K",EU]C7RR (K‘,EUI)] - [Y:r,eUka le,rY;",e]

= < }/7“,67}/7’,6 >< Ukanm >4=10

car Uy, est orthogonal, pour le poids w, a tout polyndme de degré strictement inférieur a k.

On a ainsi montré que le polynome @)} - associé a U}, est orthogonal, pour le poids w, a tous les
polyndmes de Tchebychev (U,,,) de degré différent de k, ce qui implique que le polynéme Q) ,
est proportionnel a Uy, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante réelle vy ,- telle que

Qkyr = Ve Uk (2.23)

et donc on a
RR* (Y:r,eUk> = 47k,TWUk1/;,e

1
V1—s2
On peut montrer, en adaptant la preuve de la propriété (2.1.5), que I’opérateur R est continu de
L?(R?) dans L2(S! x [—~1,1],w ') (on peut en fait montrer que cette continuité est vérifiée pour

V1 — s2

unique opérateur adjoint au sens du produit scalaire associé, que I’on note R, _;, et qui est défini
par

On se place alors dans 1’espace L2(S! x [—1,1],w™1), ot w™! désigne le poids s

tous les poids p tels que |p(s)| < — w™!(s) sur] — 1, 1[) ; par conséquent, R admet un

do

27
szlg(x)—/o Q(X'@)m

Introduire cet opérateur adjoint permet alors de faire apparaitre la relation suivante :
Vk € N,Vr € N, RR) -1 (wURYr ) = 4y, wULY,

Les fonctions (wUY; () keN,reN,ec{1,2) sont donc des vecteurs propres de I'opérateur RR” ;.
Elles sont par ailleurs deux a deux orthogonales pour le poids w ™", puisque ’on a :

V(k,1) € N2, < wUy, wlU; >, 1=< Uk, Uj >p= 6},
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On peut alors vérifier que cette famille orthogonale de vecteurs propres de R'R; _, forme une
base hilbertienne de L2(S! x R). Pour cela, considérons une fonction quelconque g appartenant
aL?([-1,1)); alors

E < g, wUg >,,-1 wUp = wE < g, wUg >,,-1 Uk:wg < g,Up > Uy,
k
g g
= E < U > U =w= =
w w k2w Yk ww g

On a utilisé dans I’avant-derniere égalité le fait que la famille (Uy)xen est une base hilbertienne
de L2([-1,1],w).

Par conséquent la famille (wUY;. () keN,reN,ec{1,2) de vecteurs propres de RR; _, est, par pro-
duit tensoriel, une base hilbertienne de L2(S! x [—1,1],w™!).

On peut en outre expliciter les valeurs propres (47j ;) keN,reN associées. Par définition de 7y ,
(2.23), on a en particulier, pour tout k € N, fixé :

5 _ Qk,r(l)
k,"’ Uk ( 1)
Or, d’une part, par définition des polynomes de Tchebychev de premiere espece [78]
U,1) = lim sin(kf + 1) arccos s o sin(k + 1) arccoss(k L) ‘arccoss
s—1  sinarccoss s—1 (k+ 1)arccos s sin arccos s
sint

= k+1lcarlim— =1
t—0 t

et d’autre part, d’apres (2.21),

_ b ! j T(t) _ ' J L)
Qrr(l) = Z:O%( Lt m“) —/_1 Dot viea

j =

/1 o (t)Mdt - Usin((k + 1) arccost) cos(r arccost) it
-1 ) V-2 B -1 sin arccos t V-2

[ s+
0

sin

cos(ry)dy

Commme, par récurrence sur p, on peut montrer que

sin 2p P , sin(2p 4 1)y & :
- :2Zcos(21—1)g0 et ,7:1+2ZCOS2ZQO
sin ¢ pot sin ¢ —
avec pourt > 0,7 > 0,
o . 7T
/ cos iy cos jodp = —0;
0 2
on en déduit que
0 sir>k
Qrr(1)=4¢ 0 sir < ketsiretkn’ontpasla méme parité
7w  sinon

k
Par conséquent, les seules valeurs propres non nulles sont les vy, —2m, pour k € N, etm = 0.. L§J ,
etona

T k
N =0..]=
H,ke , m OLQJ

Vi, k—2m = Lk
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et
RR*(UYi—2m,e) = RRY, 1+ (WU Yi—2m.e) = O g2 WUk Yi—2m.c
avec A L
07 o = k—:l keN, m=0.[7]
Reste alors a normaliser les vecteurs propres de RR? _; :
2w 1 ds
weN Vil = [ [ W@Ue e e
0o J-1 w(s)
2m

= ([Tmopa) ([ i vi=sas)
_ 7T/1 Sin2((ki2—|-1)arCCOSS) Mdszw/owsinz((k—l—l)go)dcp: ™

1 sin” arccos s

On pose alors, pour tout couple (k, m,€), k € N, m = O..ng, ec{1,2}:
V2
Iho—2m,e(©,8) = ——w(s)Up(5)Yi-2m,e(©)

Dans le domaine direct, on définit

Fime(X) = —— R g sz (x)
Ok.k—2m
avec

RE —-19k k—2m e(x) = /27r 9k .k—2m E(G,X . Q)L
Gk, o Sekmm wl(x-©)

27

_ {f / Us(x - ©)Yi_m.o(©)d6 (2.24)
0

Or, pour toute fonction h € L?(S* x [~1,1]), le lemme de Funk-Hecke (2.2.1) peut se prolonger
de la maniere suivante :

2m 2w
Vp >0, V@, € S, / h(p©1 - O2)e™2dhy = / h(pcos(Ba — 01))e%2db,
0 0
irf N irf ! dt
= 2e h(pcos ) cos(rp)dp = 21 h(pt) cos(r arccost) —
0 -1 —

: 1 dt
= 26”91/ h(pt) T (t
B (pt) ()\/W

ol on a introduit a nouveau le polyndme de Tchebychev de premicre espece et de degré r noté
T..
Reprenant alors (2.24), on obtient

B \/§ 2 X
R gipame(x) = 2 / Ur(x|5 - ©)Yi o (©)df
™ Jo \X|
242 X 1 dt
= —Yi._ — T t)——
icane (5 [ U020

V2 X _ 0,k—2
— 2Y5V e (= ) P2 PR (2% — 1)
7T ’X’ 2

X
_ 2\/§Yk—2m,e (> ‘X|k_2mpr(,?’k_2m)(2‘xf2 . 1)

|x
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ou on s’est appuyé sur une propriété conjointe des polynéomes de Tchebychev de premiere et
seconde especes [89](p.40), pour introduire le polyndme de Jacobi ® de paramétres 0 et k — 2m

et de degré m, noté Pfé)’k_zm).

k
Finalement , pour k € N, m = 0..L§j, e e {1,2}

2(k+1 _ _ X
Trk—2m,e(x) = (7T)’X|k 2m pOE=2m) (91x%2 — 1) Yk _om.c <‘X>
c’est-a-dire, en coordonnées polaires

2k +1) 1o 0nam
ek amap@) = || 2 oo poriom o2 1y, (@) .

Nous avons présenté ici ces résultats et explicité les calculs afin de pouvoir, dans le chapitre suivant, com-
parer cette décomposition, classique, avec d’autres modes de décompositions de la transformée de Radon.
En ce sens, nous avons aussi représenté quelques-unes des fonctions de base de cette décomposition, en
figure (2.9) pour des fonctions g;,; . du domaine de Radon, et en figure (2.10) pour des fonctions fy;
du domaine direct.

Signalons enfin (méme si nous ne ’utiliserons pas ici) que 1’application courante de la décomposition en
valeurs singulieres de la transformée de Radon réside dans la possibilité d’inversion de données bruitées
qu’elle procure, puisqu’elle permet de reconstruire les pseudo-inverses de données qui « sortent » de
I’image de R f : c’est I’objet de la propriété suivante, que nous admettrons.

Proposition 2.2.4 (Calcul du pseudo-inverse a I’aide de la décomposition en valeurs singulieres )
Pour toute fonction g appartenant 4 Im(R) @ Im(R)=, le pseudo-inverse de g s’écrit avec

2

5]
1
R+g - Z Z Z 7[97 gk,k—zmze]wilfk,k—2m7€
Ok k—2m

keN m=0 e=1 )

Dans le cas ol ¢ = R f on retrouve la formule d’inversion de R f énoncée dans le cas précédent, mais
cette formule, valable dans un cadre plus large, permet de calculer un inverse faible en présence de
données bruitées.

2.2.5 Vers I'implémentation : Echantillonnage des données

La discrétisation d’une formule d’inversion passe par une étape d’échantillonnage des données a inver-
ser, ¢’est-a-dire, ici, par 1’échantillonnage de la transformée de Radon : comment I’échantillonner pour
pouvoir conserver une quantité d’information suffisante, permettant ensuite de reconstruire fidélement
la fonction f ? Avant d’aborder ce probleme - 1’échantillonnage d’une fonction définie sur le cylindre
S! x R - nous allons nous arréter sur le cas de I’échantillonnage d’une fonction définie sur S(R™),

2.2.5.1 Echantillonnage des fonctions réelles appartenant a S(R") [45, 105]

Soit f une fonction réelle appartenant 2 S(R'); on construit une grille réguliere de R", avec un pas
h > 0: (hp)pez~. Echantillonner f sur la grille (hp)pez» consiste a mesurer les valeurs de f en chacun
des points de la grille, c’est-a-dire a construire le signal

FAR =" f(hp)onp

pPEZ™

®Les polyndmes de Jacobi (Plga"b));C sont les polyndmes orthogonaux pour le poids (1 — s)®(1 + s)®).
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FI1G. 2.9 — Les fonctions de base dans la décomposition en valeurs singulieres, dans le domaine de
Radon : en haut, évolution, pour § = 0, de g,,0,1 en fonction de m : m = 0, 2,6, 10; puis évolution,
pour m = 10, 6 = % de g10,,1, en fonctionde [ : [ = 0,2, 6, 10. Deuxieme ligne : sinogramme de g2,0,1
et go 2.1. Troisicme ligne : sinogramme de g10,0,1 €t g10,2,1 €t g10,8,1- On constate en particulier, pour la
suite, que ces fonctions ne sont pas localisées en la variable s.

FIG. 2.10 — Les fonctions de base dans la décomposition en valeurs singulieres, dans le domaine direct :
ces fonctions sont radiales, et on en a seulement représenté une section ; en haut, évolution, de f,, 0,1 en
fonction de m : m = 0,2, 6, 10 ; puis évolution, pour m = 10 de g19,,1, en fonctionde [ : [ = 0, 2, 6, 10.
On constate en particulier, pour la suite, que ces fonctions ne sont pas localisées dans le domaine direct.
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ou on effectue le produit du signal f par la distribution A, appelée peigne de Dirac, définie par

Ap=Y" bnp

pEZ”

Le signal échantillonné est défini comme une somme d’impulsions coincidant avec la fonction f en cha-
cun des points de la grille (hp)pecz~. La théorie de I’échantillonnage s’attache alors a déterminer quelle
part de I’information sur f est présente dans le signal échantillonné, ou, d’un autre point de vue, com-
ment choisir la grille d’échantillonnage pour pouvoir ensuite restituer le plus possible d’information sur
f, voire, si possible, foute I’'information présente dans f, a partir des échantillons du signal disponibles.

Une réponse a ces questions réside dans la relation entre la transformée de Fourier de f et celle du signal
échantillonné fA,.
La transformée de Fourier du signal fAj est égale a

FRi= Y Fm)ip = 3 f(bp)e e

pEZ™ pEZ"
C . . [ . 1 —ihk-p
(la distribution dy,5 est la fonction k +— e )

Pour faire le lien avec f , on arecours a la formule de Poisson [78], qui établit que
2m h™ -
ves®). Y (k- Tp) = e 3 athpye e
peEZ™ h 2m pPEZ™
(apres quelques calculs, on peut en effet montrer que le terme de droite n’est autre que le développement

. . L2 .
en série de Fourier du terme de gauche, fonction ?—perlodlque en chacune de ses variables).

Si on applique la formule de Poisson au signal échantillonné f Ay, on obtient
_ 1 R
fanE) == > f (k - hp) (2.25)

. . . . ) . e (. 2T
La transformée de Fourier du signal échantillonné est donc une fonction périodique, de période o en

chacune de ses variables (c’est en ce sens qu’on dit souvent qu’échantillonner revient a périodiser la
transformée de Fourier), €gale a la somme des translatés de f en chacun des points de la grille du do-

. . 2w
maine de Fourier - P

Deux situations sont alors possibles :

Premier cas : la transformée de Fourier de f est a support compact Dans ce cas, si on note b la

fréquence de coupure de f, c’est-a-dire si le support de f est inclus dans la boule de rayon b de R",
alors il est possible de faire en sorte que les lobes translatés k — f(k — %’rp) soient a supports disjoints
deux a deux (on dit sans recouvrement) : pour cela il suffit que le pas de la grille du domaine de Fourier

2 .
% soit plus grand que le diameétre du support de f, c’est-a-dire il suffit que

T
h<—
)

Cette condition sur le pas h est appelée condition de Nyquist. Sous cette condition, on peut, en multipliant
dans I’expression (2.25), le signal fAp, par la fenétre X[-2, %] isoler le lobe a I’origine, et en prenant sa
transformée de Fourier inverse, retrouver f :

— 1
fAhX[_z Tn = —f

'R hn
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Ceci fournit ensuite une formule de reconstruction de f a partir de ses échantillons, puisqu’on a alors

f=n">" fhp)oupxiz 2

h'h
pEZn

et donc

f= Z f(hp)dnp * sinc (%)

pPEZ"

(on utilise la propriété (A.0.4)), et on obtient finalement

Z f(hp smc( (X—hp))

peZn

Cette formule permet de reconstruire f par interpolation ; elle est appelée formule de Shannon. C’est une
décomposition de f dans une base orthonormée des fonctions de L?(R") b-bande limitées.

Généralisation a des grilles d’échantillonnages régulieres, mais non carrées [30]

Ce qui précede définit des conditions d’échantillonnage de la fonction f sur la grille réguliere, carrée,
(hp)pezn = ((AI)P),ezn 5 on dit que cette grille est engendrée par la matrice hl, o I désigne la
matrice identité de R".

On peut construire d’autres grilles d’échantillonnage de la maniere suivante : on choisit une matrice
inversible W € GI,,(R) (ou Gi,,(R) désigne I’ensemble des matrices inversibles a coefficients réels), et
on construit la grille de points d’échantillonnage WZ".

Le signal obtenu par échantillonnage de la fonction f est alors

fAw =Y fF(Wp)dwp

peEZ™
et sa transformée de Fourier est égale a
Faw =" f(Wp)owp = ﬂ_n > f(Wwp)e WPk
pEZ” pEZ"

En appliquant la Formule de Poisson généralisée, qui établit que

R _ detW —ik-
Vge SR, Y j(k—27rW Tp) = Nors > g(Wp)e kWp
pEZ" 2 peZnr

(ot W=7 désigne I’inverse de la transposée de la matrice inversible 17/), on obtient

FAWw0) = o 3 F (k20 "p)

peZ”

Si les ensembles translatés K + 27W ~1Z" sont sans recouvrement (condition de Nyquist generalzsee)
alors on peut isoler dans le terme de droite le lobe de f AW ayant le méme support que f en mul-
tipliant par I’indicatrice xx de I’ensemble K (ce lobe correspond au terme de la somme associé a
p = (0,---,0)); on obtient alors, en repartant du terme de droite de la derniere égalité,

= (Faw) = | D2 5wy | xic = | 2 FVP)owpx

pEZn pEZn

det w
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et donc
B det W

B Vi o

ou Y désigne la transformée de Fourier inverse de 1’indicatrice de K, ce qui conduit finalement a

f > F(Wp)dwp * Xk

PEZ"

_ det(W)

f(x) N > f(Wp)Xx(x— Wp)

pPEZ"

On obtient ainsi une formule de Shannon généralisée.

Il reste alors a choisir une matrice W satisfaisant la condition de Nyquist généralisée ; on dira ainsi qu’a
chaque matrice W on associe un schéma d’échantillonnage.

A gauche de la figure (2.11), on a représenté un schéma d’échantillonnage dit standard en dimension 2,
avec en haut le schéma d’empilement sans recouvrement des translatés du support de f dans le domaine
de Fourier, et en bas la grille d’échantillonnage correspondante dans le domaine direct. On verra plus
loin qu’il est associé a une matrice W diagonale.

Sur la partie droite de la figure (2.11), on a représenté un autre schéma d’empilement sans recouvrement
des translatés du support de f , dont il est clair visuellement qu’il est plus compact. Il vérifie comme le
précédent la condition de Nyquist, et, a ce titre, la grille d’échantillonnage associée dans le domaine di-
rect est aussi une grille admissible. Cependant, par rapport a la grille construite avec le schéma standard,
on voit que la densité de points de mesure sur la grille du domaine direct est moindre par rapport au cas
standard : on dit que cette grille d’échantillonnage est plus efficace.

Construire une grille d’échantillonnage la plus efficace possible, a quantité d’information sur la fonction
f identique (ie pour le méme support de la transformée de Fourier K) revient ainsi a choisir une matrice
W inversible telle que les translatés K + 27W ~TZ" soient sans recouvrement, et de telle sorte que le
réseau d’échantillonnage du domaine direct soit le moins dense possible. Une mesure de cette densité
est fournie par I’aire de la maille élémentaire de ce réseau, qui est égale a det W : pour construire un
échantillonnage efficace, on cherchera donc une matrice W dont le déterminant est, en valeur absolue,
maximal.

Dans le schéma d’échantillonnage présenté a droite de la figure (2.11), la matrice Wy vérifie dans le

domaine de Fourier
r (V3 0
27Wy " = ( b 9 >

(en effet, les centres des deux disques choisis pour définir la maille élémentaire ont respectivement
comme coordonnées polaires (%, 2b) et (%ﬂ, 2b), soit, en coordonnées cartésiennes, (\/gb, b) et (0,2b)).

Dans le domaine direct, on a ainsi
27
T
Wo=1 V% &
NETER)

Le schéma d’échantillonnage associé est appelé schéma hexagonal. Comme le suggérait plus haut une
simple constatation visuelle, il est plus efficace que le schéma standard, puisque I’on a

2 2 2
deth = %bﬁ >detW1 == ﬁ
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u m
b b
] | ] — ]
]
= & ] = =
™ 2w
b V/3b
L] n L] L] ] ] ] ]

FIG. 2.11 — Deux grilles d’échantillonnage dans R?, toutes les deux admissibles pour une fonction b-
bande limitée : a gauche, la grille dite standard, et a droite, la grille dite hexagonale, avec en haut la grille
dans le domaine de Fourier, et en bas la grille dans le domaine direct. Dans le cas du schéma hexagonal,
la densité de points de mesure dans le domaine direct est moindre ; on dit que le schéma hexagonal est
plus efficace.
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Deuxiéme cas : la transformée de Fourier de f n’est pas a support compact

Si on applique les formules de reconstructions de f a partir de ses échantillons établies dans le cas
précédent, les translatés des supports de f vont se recouvrir : on ne peut donc pas trouver un pas
d’échantillonnage h, ni une matrice W, tels que la condition de Nyquist soit vérifiée.
Pour une grille d’échantillonnage carrée, on peut cependant construire, par interpolation, comme dans le
cas précédent, la fonction

Z f(hp smc( (x — hp))

pEZ™

mais cette fois-ci, la fonction Sy, (f) ainsi construite n’est plus cgale a f (elle a été obtenue par trans-
formée de Fourier inverse d’une fonction qui n’était pas égale a f mais a f “brouillée” par certaines
de ses translatées). On sait cependant controler 1’erreur d’interpolation, grace a la majoration suivante,
donnée par Natterer dans [78] et que nous admettrons ici :

(%) = S () (%)

f(k)|dk
- \/ﬂ R7\[— T, %] I )’

h’h

On fixe alors un niveau d’erreur tolérable, d’amplitude ¢ > 0; on dit alors , pour une fréquence b > 0
qu’une fonction est essentiellement b—bande limitée (sous-entendu relativement a €), si

/R"\[—b,b}"

Dans ce cas, on considérera qu’une grille d’échantillonnage construite avec un pas h satisfaisant la condi-
tion

f(k)‘dkge

T T
— > b, c’est-a-dire h < —
h =" — b

fournit, via la fonction S}, f, une approximation satisfaisante de la fonction f, car alors
T T
R™\[- 7, 7]") € R™\[-b,b
(RM\-7. 7] \[=b.b
et I’erreur d’interpolation vérifie

2

[£(0) = S < ==

€

Généralisation a une grille d’échantillonnage réguliére, engendrée par une matrice W
Comme dans le cas d’une grille carrée, on peut définir la fonction suivante, obtenue par interpolation a
partir des échantillons de f :

Sw(£)x) = W) S fwp) e — Wp)

—F—n
V2T pezn

ou X désigne la transformée de Fourier inverse de I’indicatrice de K.
On dispose ici aussi d’une majoration de 1’erreur d’interpolation [78] : pour tout ensemble K de R dont
les translatés K + 27W ~TZ" sont sans recouvrement, I’erreur d’interpolation vérifie

[f(x) = Sw(f)(x)

2 ~
< [ |0
NoTS R™"\K
On fixe alors un niveau d’erreur tolérable, d’amplitude ¢ > 0; on dit alors, généralisant la notion de
fonction b— bande limitée, que 1’ensemble K est un support essentiel de la transformée de Fourier de f
(sous-entendu relativement a ¢), si
Lo
R"\K

(k)’dkge
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Dans ce cas, pour une fonction f dont on a déterminé un support essentiel /X, on consideérera qu’une
grille d’échantillonnage engendrée par une matrice W satisfaisant la condition de non-recouvrement des
translatés K +27W ~7Z", fournit, via la fonction Sy ( f), une approximation satisfaisante de la fonction

f, car alors
2

Ver

[f(x) = Sw(f)x)| <

€

2.2.5.2 Echantillonnage de la transformée de Radon, vue comme une fonction appartenant a
S(S! x R) [30, 39]

Nous présentons ici I’adaptation des conditions d’échantillonnages qui viennent d’étre énoncées pour
des fonctions définies sur R™, aux fonctions définies sur le cylindre S! x R. Le but est d’établir les
conditions d’échantillonnages a appliquer pour mesurer la transformée de Radon R f d’une fonction f,
de maniere a conserver le plus d’information possible sur R f, pour étre en mesure d’assurer ensuite une
reconstruction convenable de la fonction f. Comme dans le cas précédent, ces conditions découlent de
conditions de non-recouvrement dans le domaine de Fourier.

Les grilles que 1’on utilise ici sont de la forme WZ? = (Wp)pezz2, ot W une matrice carrée inversible,
compatible avec le fait que les fonctions que 1I’on cherche a échantillonner sont 27 —périodiques en leur
premigére variable : pour que cette périodicité soit prise en compte, on impose a la matrice W de vérifier
la condition suivante : (27, 0) € WZ?2 (condition d’admissibilité de 1a matrice W).

La transformée de Fourier (a deux variables) d’une fonction ¢ définie sur le cylindre S x R, vue comme
une fonction 27-périodique en sa variable angulaire, est définie de la maniere suivante :

1 2
Vn € Z,Vo € R, g,(0) = 27T/ go(o)e " dp
0

(on peut la voir comme construite a partir d’une transformée de Fourier en la variable s et d’un coefficient
de Fourier en la variable 9).
En particulier, si g est la transformée de Radon de la fonction f, on a, en appliquant le théoréme de
coupe-projection (2.1.4),
o 27
Vn € Z,Yo € R, jn(0) = (Rf), (0) = f(0©)e ™ dp
0
Le résultat suivant (énoncé par exemple dans [30, 39]), que nous admettrons, précise le rdle joué par la
transformée de Fourier de la transformée de Radon dans les conditions d’échantillonnage de la trans-
formée de Radon :

Proposition 2.2.5
Soit K un sous-ensemble de I’ensemble Z x R, et W € Glo(R) une matrice admissible telle que les
translatés K + (2rW ~1)!Z2 sont sans recouvrement. On note Ay, I'ensemble

Aw = {k € Z%;, Wk € [0,2r[xR}
et on échantillonne la fonction f aux points de la grille (W Ay ).
On note Sy (R f) définie par
Sw(Rf(O,8)= Y RIEWK)xz(k)
kEW Ay
Alors I’erreur d’interpolation est majorée par

Hm*wmme%zL R (n,o)|do

nez ” 0€R;(n,0)€ZxR\K
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Minimiser I’erreur d’approximation commise sur R f mise en évidence dans le résultat précédent, revient
alors a choisir un ensemble K pour lequel la quantité

R d 26
3 /a GR;(W)%K\ fulo)|do (2.26)

nez

est négligeable, c’est-a-dire a déterminer un support essentiel de la transformée de Fourier de R f.

Un tel support a été proposé par Rattey et Lindgreen, puis Natterer [91, 78]. Pour cela, pour b > 0, on
note K le sous-ensemble de Z x R défini par

1
Ky = {(n,a) € Z x R;|o| < b,|n| <max(;, <19—1> b)}

ol ¢ est un parametre appartenant a ’intervalle ]0, 1[, que 1’on pourra moduler en fonction de la valeur
prise par b (cf. interprétation de la propriété suivante). Ainsi construit, I’ensemble K} a une forme de
“papillon”, comme on peut le voir en figure (2.12).

FI1G. 2.12 — Une représentation de I’ensemble K73, qui constitue un support essentiel de la transformée
de Radon d’une fonction b-bande limitée.

Natterer montre alors que si une fonction f du domaine direct est essentiellement b—bande limitée, alors
I’ensemble K peut étre considéréré comme un support essentiel de la transformée de Fourier de sa
transformée de Radon R f. C’est I’objet du résultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 2.2.6 (Support essentiel de la Transformée de Fourier de la T. de Radon [78, 30])
Soit f € L*(R?), etb > 0.

Quelle que soit la valeur du paramétre ¥ €0, 1], la transformée de Fourier de la transformée de Radon
de f a I’extérieur de I’ensemble K, vérifie la majoration suivante :

Z /aER;(n,U)¢Kb

neZz

an(O')‘ do < 77(79’ b)”fHLl + mﬁ »/11"\[b,b]

ou n(v¥,b) désigne une quantité qui décroit exponentiellement avec b, c’est-a-dire qu’il existe deux

constantes strictement positives C'(¥) et A\(9) telles que

0 < n(9,b) < C(9) exp D

f(k)‘ dk
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Interprétation : 1 joue le role d’un parametre d’ajustement ; voici une explication succincte de son rdle :
— plus 9 est proche de 1, plus le papillon est étroit dans la direction n, plus I’empilement est compact
dans le domaine de Fourier, et moindre est la densité de points d’échantillonnage dans le domaine
direct ;
— plus ¢ est proche de 0, plus la décroissance vers zéro de n(¥, b), a b fixé, est rapide (cf. [78] pour
une formule explicite de la fonction 7)), et moindre est I’erreur d’interpolation donnée en (2.26).

Par conséquent, si on considére une fonction f essentiellement b—bande limitée, ol b est connue, et ce
relativement a un niveau d’erreur €, on a d’abord

/ ‘ f(k)) dk < ¢
R\[b.

et on peut ensuite chercher un compromis sur la valeur de 9 pour que, dans la majoration de la propriété,
n(9,b)| f|lL1 soit le plus faible possible, tout en faisant en sorte que la densité de points de mesure dans
le domaine direct ne soit pas trop élevée.

On peut donc considérer que pour un choix convenable du parametre 19, et pour une fonction f b-bande
limitée, I’ensemble K, constitue un support essentiel de la transformée de Fourier de la transformée de
Radon de f. De maniere informelle, on peut interpréter sa forme en papillon de la maniére suivante : si
on calcule la transformée de Fourier de chacune des projections Ry f et si on analyse ensuite les conte-
nus fréquentiels de chacune des projections, on constate que les basses fréquences varient peu entre les
projections : seuls les premiers coefficients de Fourier sont donc significatifs, et le papillon est étroit
au niveau des basses fréquences o ; en revanche, les hautes fréquences varient plus d’une projection a
I’autre, et le papillon s’élargit au fur et a mesure que I’on va vers les fréquences o plus élevées.

Soit alors une fonction f a reconstruire a partir de sa transformée de Radon; on fixe un réel b > 0
tel que I’on puisse affirmer, a priori, que la transformée de Fourier de f est b—bande limitée. Alors
on sait que I’ensemble K, introduit plus haut est un support essentiel de la transformée de Fourier de
la transformée de Radon, et on dira que la transformée de Radon est correctement échantillonnée sur
une grille engendrée par la matrice W si la matrice W est admissible et vérifie la condition de non-
recouvrement des ensembles K + 27 W 172,

On peut alors préciser ces conditions d’échantillonnage dans le cas de deux schémas classiques.

Le schéma d’échantillonnage le plus classique est le schéma dit standard, pour lequel on adopte un
pas d’échantillonnage régulier en les deux variables : si on suppose que la fonction a reconstruire a
son support inclus dans le disque unité de R?, on effectue pour chaque projection 2qg + 1 mesures
sur I'intervalle [—1, 1] (avec g¢ € IN), et ceci pour p directions de projection sur [0, 7[; I’ensemble
des points de mesure de la transformée de Radon dans le domaine direct s’écrit donc sous la forme
(6, 55)i=1.p,j=—q..q AVeC

Giz(i—l)ﬁetsg‘zl,izl---p,j=—q~-q,
p q

ce qui correspond a la matrice d’échantillonnage suivante, admissible :

0
q

On peut alors chercher les conditions sur les entiers p et ¢ pour que les conditions d’échantillonnage
soient satisfaites : en effet, on a alors

_ 2p 0
2m(Wg')' = ( 0 2mq >
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eton veut que les matrices K427 (W ! )tZ? soient sans recouvrement ; 1’empilement limite est représenté
a gauche en figure (2.13), et correspondrait (sans prendre en compte la condition d’admissibilité) a la ma-

trice W suivante :
1 9
2n(Wg )" = ( 0 2b>

La condition de non-recouvrement s’écrit donc :
2b
2p2§ et 2mqg > 2b
soit
> b etqg > b
p= 9 q=z p

En général ([78]), une fois que ¢ a été fixé, on choisit p = [7q].

Comme dans le cas des fonctions définies sur R?, on peut définir des schémas d’échantillonnage plus
efficaces : nous nous contentons de citer comme deuxieme exemple de schéma d’échantillonnage le
schéma dit entrelacé, engendré par la matrice Wg, qui correspond a I’empilement limite dans le do-
maine de Fourier représenté a droite en figure (2.13), et dont on peut montrer qu’il est presque deux fois
plus efficace que le schéma standard [78, 30].

F1G. 2.13 — Deux schémas d’échantillonnage de la transformée de Radon, dans le domaine de Fourier :
a gauche le schéma classique, dit standard, et a droite, un schéma plus efficace, dit entrelacé.

Conséquence pratique : conditions d’échantillonnage pour la reconstruction d’une image de taille
N x N pour la grille d’échantillonnage standard : on se place dans le cas ot 1’on veut reconstruire une
fonction f a support inclus dans le disque unité, en la représentant par une image de taille N x N ; le pas

de discrétisation h de I’image est donc égal a —. Comme on le verra par la suite, lors de la présentation

de I’'implémentation de 1’algorithme de rétroprojection filtrée, on ne reconstruit en fait pas la fonction f
elle-méme, mais une approximation bande-limitée ; si on note b la fréquence de coupure alors choisie,
les conditions d’échantillonnage dans L?(R?) montrent que b vérifie nécessairement la condition :

N
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N
On peut alors énoncer les conditions d’échantillonnage a appliquer sur les mesures : les entiers p et ¢
définis ci-dessus doivent vérifier les relations suivantes :

et on considere donc que la fonction que 1’on reconstruit en pratique est b—bande limitée, avec b =

ce qui, pour quelques tailles courantes d’image, donne les valeurs suivantes :

Taille de I’image (V) | Nb de projections sur [—1, 1] (2¢+1) | Nb d’angles de projection sur [0, 7[ (p)
128 129 202
256 257 403
512 513 806

2.2.6 Discrétisation de la formule de rétroprojection filtrée

La formule de rétroprojection filtrée apres régularisation du filtre rampe a été donnée dans la formule
(2.18). C’est elle que nous utiliserons par la suite.

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut la discrétiser. Nous suivons ici la technique de
discrétisation mise en oeuvre dans le logiciel Mat 1ab (fonction i radon) (outre le fait que c’est cette
implémentation de la rétroprojection filtrée que nous avons utilisée tout au long de ce manuscrit, elle
présente entre autres I’avantage d’étre facilement adaptable pour la reconstruction des opérateurs A" f
que 1’on manipulera en A-tomographie). Une autre technique de discrétisation est proposée par exemple
dans [55].

Dans la technique que nous exposons, la discrétisation se fait en deux étapes : la discrétisation de 1’étape
de rétroprojection, et la discrétisation de I’étape de filtrage, au bout desquelles on aboutit a la formule
suivante :

Proposition 2.2.1 (Discrétisation de la formule de rétroprojection filtrée)
Soit f € LY(R?), et f;, une approximation de f b— bande limitée. On note

bi=(i—1) " etsj=2i=1--p j=—qq
p q

les points de mesure de la transformée de Radon, et M la plus petite puissance de 2 telle que M > 2q+1.
On peut discrétiser la formule

fi(x) =2 / " (Rof wy) (x - ©)db

selon les deux étapes suivantes :

P

27 . i x . 1
oo =7, 2 <(‘7’*" 1= qx-0) Ry fxwy <]é > T (g% ©i — jix) R f+w, (qu)bz

p i=1

ou
Vi=1---p, jix = [qx- O]
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M
avec,pourtouti:1-~-p,pourtoutj:—?-u?—l,
Rof * (w S~ = _ J 2
of b)9< ) QM{ ITFD (X TFD(Gy)) [j + M] sij=—4 +1---0
ol Ny
Vi=0--M-1, G = i - 2
’ ol {Ref(J—M) sij=%4...M—1
et

¥m=0---M-1, X[m}:{

Remarque : Si on utilise le logiciel Mat 1ab, le vecteur Gy peut étre construit a partir du vecteur des
mesures de Ry f a I’aide de la fonction fftshift.

Preuve. On fixe un point x appartenant au disque unité du domaine direct (en pratique, x est un

pixel de I’'image que I’on cherche a reconstruire).

Discrétisation de I’étape de rétroprojection :

(t—1D)m

Cette discrétisation est effectuée par une méthode de quadrature : sil’on note <97; = >
p i=1..p

les p angles d’incidence pour lesquels on a mesuré la transformée de Radon, on peut obtenir une
valeur approchée de f; par la méthode des rectangles :

2 &
72 R@f*wb X‘@i)
p =1

ou ensuite on peut, pour chaque incidence ©;, i = 1---p, approcher (Rg, f * wp) (x - ©;)
par interpolation linéaire a partir des valeurs de Ry, f * wy calculées aux points de la grille
d’échantillonnage de Ry, f : pour chaque incidence ®; (z = 1---p) il existe un unique indice
jix € {—q---q} tel que
Jix+1

q
(Jix est la partie entiere du réel gx - ©;). On peut alors écrire :

q

y - . .ix + 1
Ro, f+wp(x-0;) =~ (Jix + 1 —qx-O;) Ry, f*wy (jq ) (gx - ©; — jix) Ro, f+wy (‘7 d . )

Il reste alors a calculer, pour chaque incidence 6; les valeurs de la convolution Ry, f * wj; aux

points de la grille <‘], j=-q-- ~q> . C’est I’objet de 1’étape suivante.
q

Discrétisation de I’étape de filtrage :

Ici, I’angle 6 est fixé; il désigne I’'un des angles pour lequel on a mesuré la transformée de Ra-
don.

Pour calculer les valeurs cherchées, on utilise I’expression du filtre rampe tronqué dans le do-
maine de Fourier vue en (2.17), pour écrire

Vs € [—1,1], Rofrwp(s /\ﬁRgf w)wp(w )“"Sds—2 Nor / Rgf )|wle™Sds
7T (2.28)
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Cette derniere intégrale peut alors étre évaluée par une méthode de quadrature. Pour cela, on
calcule d’abord des valeurs approchées d’échantillons de Ry f(w), par transformée de Fourier

discrete a partir des mesures (Ref(sj))r—q q (Ref <q>> :
J==q-q

q , "
Vo, Ryl (@) / Rof (s q;% S Rof <;) s
Jj=—q

Ensuite, on remarque que si on note M la plus petite puissance de 2 telle que M > 2¢q + 1, alors,

pour tout m = —% . M s
2 2
M_q
Rof (27””‘1) ~ ! 22: Rof <3> e "
M o2 =, q

]\/I 1 1
27r]m 1 j _i2mgm
= R ST —— Rof (2 ) e o
i Rt (3) s e 5 ()
-2

M

27r]m 1 L 2mjm
= E G + E Golj+ Mle " "ar
qVv2m ol qv2m je— M ol |

My

Z G 27r]m 1 ]MZ_I G_ [ ] _i27r(j JWZ 27r]m
= e ]\/I
qV 2T 2 q\/27r oy =

ol on a noté Gy le vecteur des échantillons de Ry f apres périodisation :

Vj=0---M 1,Ga[ﬂ]—{R9f(j_M) ajo M. 1

On reconnait alors la transformée de Fourier discrete de Gy, définie par

VI=0---M —1, TFD(Gy)][l ZG(, Je 14T
On a ainsi
1 .
M M 27qu ﬁTFD(Gg)[m] sim=0---
VYm = — . 17?,9f< ):YmoilYm: VT .
PR i [m] [m] = TFD(Go)[m + M| sim = —
Par suite, reprenant (2.28), on peut écrire, pour tout j = 5 g T 1:

M

J 1 2mq 3 — [ 2mgqm
Rof * (wp)o <q) =~ oo M _Z:M Ref( oy )

-2

2 m -2tmj
q et M

M_y

M _q
2 2 . 2 2
™ q 2mmj ™ q - 2mmgj
- Y[m||lm|e' M = /- —= Y [m|lml|e" M + Y [m]|m|et 3
T 0E EZ
\/; Nt 2 -

12

m=0

SIS
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]\1 1 1
= ZTFD Go)[m]|ml|e”“ 5 + 3" TFD(Gg)lm + M]|mle 5"
m=0 me_M
- 2
q %_1 j Ml 27 (m—M)j
= 25 | 2 TED(Gy)m]imle 5 4+ %~ TFD(Gg)fm]lm — M5
m=0 m— M
1\1 -1 o M-1 e
= g S TED(Gy) ] mleF 1+ 3 TED(Gy)fmjm — MJei
m=0 m:%
1 ;2mmi g [ ITFD (X TFD(Gy)) [J] Sij=0--
BPITE Z X[m|TED(Go)fmle" " = 2M{ ITFD (X TFD(Gy)) [j + M] sij= ...
2
ol on a posé
|m| sim = !

vm=0-~-M—1,X[m}={ =t
m — M| sim=5---M—1

et ou, apres avoir noté,
Ym=0---M — 1, (X TFD(Gy)) [m] = X[m|TFD(Gyg)[m]

on a reconnu une transformée de Fourier discrete inverse, définie pour tout vecteur Z a M
échantillons par
M-1
1 j2mkl
Vi=0---M—1, ITFD(Z Z ke
k=0 |

2.3 Dépendance aux données - Problemes a données tronquées

2.3.1 Description des problemes

Nous nous plagons ici en amont de la phase d’échantillonnage des mesures. Nous dirons qu’un probleme
de tomographie 2D en géométrie parallele est un probléme a données tronquées, ou un probleme de
tomographie locale, lorsque les données que 1’on peut ou que 1’on souhaite mesurer, le sont sur un sous-
ensemble de S* x [—1, 1] strictement inclus dans S! x [—1, 1]. Parmi ces problemes, deux présentent un
schéma classique de troncature des données : le probleme intérieur, qui est le probleme qui nous intéresse
le plus ici et sur lequel nous allons nous attarder, et le probleme a angle limité, que nous présenterons
brievement ensuite.

2.3.1.1 Le probléme intérieur

Ce probleme correspond par exemple au cas ot le détecteur de rayons X dont on dispose est trop étroit
pour recueillir tous les rayons X qui émergent du patient, ou bien au cas ou la seule reconstruction d’une
région bien cernée au coeur de la section du patient est intéressante, et ol I’on souhaite donc irradier le
moins possible les structures périphériques. Nous I’avons schématisé en figure (2.14).

M

-1

2
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Sur ce schéma, nous avons encerclé la région a travers laquelle on sait mesurer la transformée de Ra-
don : nous I’appelerons région d’exposition aux rayons X. Dans certains algorithmes (par exemple en
ondelettes, que nous présenterons au chapitre suivant), les reconstructions ne seront pas valables a la
périphérie de la région d’exposition : nous définirons alors des marges au bord de la région d’exposition,
et la région située a I’intérieur de ces marges sera appelée région d’intérét. Dans ce paragraphe, pour
simplifier la présentation, nous ne ferons pas cette distinction et assimilerons la région d’exposition et la
région d’intérét.

disque de rayon «

FIG. 2.14 — Le probléme intérieur en géométrie parallele 2D : on ne mesure la transformée de Radon
qu’a travers une région centrée au coeur d’une section (entourée en pointillés ici), et on s’intéresse a la
reconstruction de cette fonction a I’'intérieur de cette région.

Nous allons paramétrer le probleme intérieur de la maniere suivante : a étant un réel strictement compris
entre 0 et 1, nous noterons a le rayon de la région d’intérét. Pour une fonction f & support inclus dans le
disque unité du domaine direct, les données disponibles sont les valeurs de la transformée de Radon le
long des droites qui traversent la région d’intérét, et s’écrivent :

D, ={Rf(©,s);0 € St x [—a,a]}

La question qui se pose est alors suivante : A partir de la connaissance des valeurs de R f consignées
dans D,, est-il possible de reconstruire les valeurs de f dans le disque de rayon a ?

Dans le domaine direct, nous parlerons de structures intérieures pour désigner les structures incluses
dans la région d’intérét, et de structures extérieures pour désigner les structures n’appartenant pas a la
région d’intérét.

Dans le domaine de Radon, nous séparerons les composantes mesurées a travers la région d’exposi-
tion (si celle-ci est de rayon a, elles correspondent a I’ensemble {Rf(©,s);(0,s) € St,|s| < a},
des composantes mesurées a I’extérieur de la région d’exposition {Rf(0©,s); ® € S, |s| > a}; pour
faire référence aux premieres, nous parlerons de la transformée de Radon intérieure, tandis que pour les
deuxiemes, nous parlerons de la transformée de Radon extérieure.

Afin de mieux comprendre en quoi le probleme intérieur est différent du probleme global, nous distin-
guons deux cas, représentés en figure (2.15) :
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— le cas ou le support de la fonction f a reconstruire est inclus dans la région d’exposition : dans ce
cas sa transformée de Radon est exclusivement intérieure (c’est-a-dire intérieure quelle que soit
I’incidence considérée) ;

— le cas ou le support de la fonction f a reconstruire n’est pas inclus dans la région d’exposition
(avec une intersection avec la région d’exposition vide, ou non vide) : sa transformée de Radon
est, selon les incidences, intérieure, extérieure, ou les deux, mais en aucun cas n’est exclusivement
extérieure.

Par conséquent, dans la transformée de Radon intérieure, il y a une contribution des structures intérieures
et une contribution des structures extérieures, et dans la transformée de Radon extérieure, il y a seulement
une contribution des structures extérieures : autrement dit, si ’'on décompose f entre ses structures
intérieures et extérieures

f = fint2D + fext2D

ol fintop désigne la densité des structures intérieures a la région d’intérét, et foit op la densité des
structures extérieures a la région d’intérét, alors par linéarité de la transformée de Radon, on peut écrire

Rf =R (fint2D) + R (fext2D)

ou bien encore, en séparant cette fois-ci les données intérieures des données extérieures dans le domaine
de Radon

Rf = (,R’f)int,radon + (’R’f)ext,radon

ou (Rf) désigne la transformée de Radon intérieure, qui se décompose en

int_radon

(Rf)intjadon = Rfint,QD + (RfextjD)intiradon

et oll (R f) ot radon d€signe la transformée de Radon extérieure, uniquement issue des structures extérieures
dans le domaine direct :

(Rf)ext,radon = (Rfext,QD)ext,radon

Par conséquent, lors de I’inversion de la fonction f en fonction des seules données locales (R f)int_radons
on reconstruit dans la région d’intérét’ :

floc = R_l ((Rf)int,radon) = R_l (RfintjD) + R_l ((RfeXtQD)int,radon)

c’est-a-dire qu’on reconstruit
— fint2D, qui est la restriction de la fonction f i la région d’intérét (R ! (R fint.2D) = fint2D) 3
— le résultat de I’inversion de (R fext 2D )int radon-
Lorsque les données sont globales, cette derniere composante R~ ((R fext 2D )int radon) €St annulée
dans la région d’intérét par la contribution a la région d’intérét de I’inversion des données extérieures
R ((R fext_2D )ext_radon)- En revanche, lorsque les données sont locales, cette composante n’est plus
annulée : elle vient donc « brouiller » la reconstruction de la région d’intérét; en ce sens, on dit que
la reconstruction locale d’une région d’intérét comporte un biais par rapport a la reconstruction glo-
bale : il manque R ((R fext.2D )extradon) = R~ ((Rf)ext_radon), OU bien, d’un autre point de vue,
-1
R (R fext 2D )int radon) €St €1 trop.
On dit que le probleme intérieur est mal posé, et I’existence de ce biais suffit en général a motiver la
recherche des méthodes de reconstruction “locales”.

"On note R~ I’opérateur de reconstruction.
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exposition

FI1G. 2.15 — A gauche, I’objet a reconstruire est complétement inclus dans la région d’intérét (disque
en pointillés) : quelle que soit I'incidence considérée, la transformée de Radon est intérieure. A droite,
I’objet a reconstruire est a I'extérieur de la région d’intérét, et pour autant, la transformée de Radon
n’est pas exclusivement extérieure ; en fait, quel que soit I’objet considéré dans le domaine direct, son
intersection avec le faisceau de rayons X intérieur (limité par des pointillés) est non vide.

On peut cependant contrdler, dans une certaine mesure, le niveau de ce biais. En effet, la différence dans
la région d’intérét entre la reconstruction en présence de données locales fj.. et la reconstruction globale
festégale a

f - floc - Ril (Rf - (Rf)int,radon) - Ril ((Rf)ext,radon)

qui est une fonction obtenue en inversant des données de Radon exclusivement extérieures. Nous allons
montrer que 1’on sait quantifier les variations d’une telle fonction dans la région d’intérét, mais aupara-
vant, a titre d’exemple, nous présentons une fonction dont la transformée de Radon est nulle a travers
la région d’intérét, et qui pourtant, dans le domaine direct, n’est pas nulle dans la région d’intérét. Une
telle fonction ne peut pas étre identifiée a partir des seules données intérieures (dans ce cas, avec les
notations ci-dessus, (R f)int_radon = 0 (on est dans un cas ot R fint 2D = — (R fext2D )int radon)» €t dOnc
fioe =R ((Rf)intradon) = 0). On dit qu’une telle fonction appartient au noyau de la transformée de
Radon intérieure.

Exemple 2.3.1 (Construction d’une fonction appartenant au noyau du probleme intérieur)

Nous suivons ici la démarche proposée par Natterer dans [78] (paragraphe VI1.4) pour construire une
fonction a support inclus dans le disque unité, non nulle sur le disque de rayon a < 1, et dont la trans-
formée de Radon est nulle pour |s| < a.

Natterer propose d’utiliser une fonction h de classe C*°, paire, nulle en dehors des intervalles symétriques
[—1, —a] et [a, 1] pour chacune des projections. De telles conditions assurent la consistance®des projec-

8Dans ce contexte, on dit qu'une fonction ¢ définie sur le cylindre S! x R est consistante si elle appartient a I'image de
la transformée de Radon. Natterer établit dans [78] les conditions de consistance pour les fonctions appartenant a I’espace de
Schwartz S(S* x R).
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tions. Pour construire une telle fonction h, nous utilisons la fonction g définie par
o1 .
e -2 sifs] <1

S) =
9(s) 0 sinon

dont on sait qu’elle est de classe C* sur R tout en étant paire et a support compact, inclus dans [-1,1].
La fonction h,, définie pour tout a €]0, 1] par

Vs € R, ha(s):g<12a<5+a—;1>>—|—g<12a(s_a;1>)
1

vérifie alors les hypothéses requises. La figure (2.16) (a gauche) représente la fonction h, pour a = 3.
On sait alors donner une expression de la fonction f, dont la transformée de Radon est égale a h, pour
chaque angle 6.

Pour cela, on utilise la formule de reconstruction (2.11) :

fa(x) ! /0 - lim/s Oshals) ;Y g

=12
47 e—0t ER;|x-O—s|>¢ Xx-0-—s

qui puisque f, est radiale, peut s’écrire de la maniére suivante [78] : pour p > 0,

L[ o)
fa(p) /p

s /52 _ P2
La figure (2.16) (a droite) représente la fonction f, pour a = % (représentation obtenue a I’aide du
logiciel Maple).

035 024

0.3

025

0.2 = i A
0151

0.1

0.05F a4

F1G. 2.16 — Une fonction appartenant au noyau de la transformée de Radon intérieure : a gauche, dans
le domaine de Radon : toutes les projections, isotropes, sont nulles a travers la région d’intérét ; a droite,
une section centrale dans le domaine direct : 1a fonction n’est pas nulle dans la région d’intérét.

Apres cet exemple, nous revenons au cas général, et montrons, en nous inspirant de la preuve donnée par
Natterer dans [78], que les fonctions obtenues par inversion de projections nulles dans la région d’intérét
ne varient pas “beaucoup” dans la région d’intérét (dans [78], Natterer se limite au cas des fonctions g
appartenant effectivement a ’image de la transformée de Radon, mais en fait, comme on va le voir, la
consistance n’intervient pas : nous considerons ici une fonction g définie sur le cylindre, “quelconque”).
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On utilise la formule d’inversion de la transformée de Radon (donnée dans la formule 2.11), que ’on
applique a des projections g dont le support est inclus dans S! x ([~1, —a] U [a, 1]). On se place en un
point x appartenant a I’intérieur de la région d’intérét, c’est-a-dire tel que |x| < a; x étant ainsi choisi,
il n’y a plus de singularité dans la formule de reconstruction, puisque pour tout 4, et pour tout s tel que
|s| > a, |x - ©] < s. La formule de reconstruction dans la région d’intérét s’écrit donc :

o 9(8)_eqp — o o(s) 9
X Os —————dsdf = / / ———————dsd
f( ) /E[a 1] X ©-s 47T 5|€a1 X - @—8)2

la derniere égalité étant obtenue par intégration par parties, les projections étant nulles aux bords du
domaine d’intégration.

Natterer explique alors que si I’on se place a I'intérieur de la région d’intérét, plus précisément en un
point x tel qu’il existe b < a tel que |x| < b, alors on peut contrdler la variation maximale de f sur le
disque €2y, de rayon b : pour cela, on se place en un point x quelconque dans €2y, et on borne la différence
entre la valeur prise par f en ce point et en un point fixé dans 2y,, par exemple en son centre :

2 1 1
— | dsdf
4#/ /|6a1 <X-@—8)2 32)
27
47r2/ /s|6a1‘99 ‘(x 5)2_*

1 2 21
2 / / lgo(s | dsdf / /
|s|€[a,1] |s|€[a,1]

(inégalité de Cauchy-Schwarz)

1
1 2m 1 1\2 2
- = ) dsdb
Ar? s </0 /|s|e[a,1] ((X @ —s)? 52) )

avec, pour tout x tel que |x| < b,

2 2 27T 2
b Lo s) a0 = [ ]y (e =) 2
0 Jislela) \(x-© —s) s 0 Jisl€la (|x|cos ¢ — s) s

Vx € Qp,

If(x) = F(O)] =

IN

dsdf

IN

x@—s) s?

2m 2
1 1
< / / ( 5 — 2> dsdo,
0 Jslela,1] \(bcosp — s) s
2
la derniere inégalité se justifiant par le fait que, pour s € [0, a] la fonction p — (m — S%) est

croissante sur [0, a], donc sur [0, b], (on peut prouver ceci en étudiant le signe de sa dérivée seconde, puis
les variations et le signe de sa dérivée).
Par conséquent,

Vx € p, [f(x) - £(0)] < C(a,b)l|g]|

1 2m 1 1)\? 2
Cla,b) = — / / <2 - 2) dsdf
dm 0 Jislela,1] \(bcosp — s) S

sup (|f(x) — f(0)]) < C(a,b)]lgll (2.29)

xEQ

avec

et donc
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On peut alors évaluer numériquement les valeurs prises par C'(a,b) en fonction de a et de b (valeurs
obtenues a I’aide du logiciel Maple, et la méthode de Monte-Carlo comme méthode d’approxima-
tion). Quelques-unes des valeurs obtenues sont consignées dans le tableau suivant, et le graphique (2.17)
représente a a fixé I’évolution de C'(a, b) en fonction de b, et ceci pour cinq valeurs successives de a (de
gauche a droite : a = 0.2, a = 0.4, a = 0.6, a = 0.8, a = 0.99). Ceci permet d’estimer les conditions
sur le rayon b du disque intérieur, sous lesquelles on sait garantir que la constante C'(a, b) est faible, ce
qui assure en retour que la fonction f varie peu sur le disque de rayon b. On constate ainsi que quand on
reste “suffisamment au coeur” de la région d’intérét, on peut assurer que f varie peu (sur un disque de
rayon 0.2 pour une région d’intérét de rayon 0.4, sur un disque de rayon 0.4 pour une région d’intérét de
rayon 0.6, etc...) alors que quand on approche de la frontiere, on ne sait plus garantir que f varie peu.

b\a 0,2 0.4 0,6 0,8 0,99
0,19 | 12.664 | 0,158 | 0,044 | 0,017 | 0,003

0,39 10,657 | 0,176 | 0,051 | 0,007
0,59 9,623 | 0,168 | 0,018
0,79 8,949 | 0,068
0,98 7,699

124

104

i

FIG. 2.17 — Evolution de C'(a, b) en fonction de b, pour cinq valeurs successives de a (de gauche a droite :
a=0.2,a=04,a=0.6,a=0.8a=0.95)

©

=)
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De ces observations, on peut déduire que lorsque 1’on reconstruit une fonction a partir de données locales,
certes il existe éventuellement un biais dans la région d’intérét que I’on ne peut pas identifier, mais
cependant, au moins dans une région strictement incluse dans la région d’intérét, on sait garantir que le
biais introduit dans la reconstruction est une fonction qui varie peu. Par conséquent, ceci laisse présager
que, méme si la fonction elle-méme ne peut pas étre reconstruite dans la région d’intérét, ses “grandes”
variations d’amplitudes pourront étre identifiées. Nous confirmerons ceci, de maniere plus précise, a
I’aide d’éléments issus de 1’analyse micro-locale, grace auxquels on sait établir un lien précis entre les
singularités de la fonction a reconstruire et les singularités de sa transformée de Radon. Nous présentons
juste avant brievement un autre probleme a données tronquées, le probléme a angle limité.

2.3.1.2 Le probleme a angle limité

Ce probleme correspond par exemple au cas ou des obstacles radio-opaques empéchent d’irradier le
patient selon toutes les incidences utilisées dans les données globales : par rapport au probleme intérieur,
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les données ne sont plus tronquées en la variable s, mais le sont en la variable 6 ; par exemple, on
s’appuiera sur I’ensemble de mesures

{Rf(@, S); O c [emina amax] X [_17 1]}

{Rf(®>5);® € [0’ emin] X [_17 1]} U {Rf(®7s); SIS [emaxaﬂ-] X [_L 1}}

FIG. 2.18 — Le probléme a angle limité en géométrie parallele 2D : on ne mesure la transformée de Radon
que pour certaines incidences, comme ici pour les incidences [Orin, Omax]-

2.3.2 Analyse micro-locale et singularités

Nous allons dans cette partie donner quelques résultats issus de I’analyse micro-locale, dans le simple
but de montrer que, dans le cas des problémes tronqués qui nous intéressent, il est 1€gitime de chercher a
reconstruire des discontinuités.

2.3.2.1 Définitions - Formalisation des singularités

Nous allons d’abord définir deux notions fondamentales en analyse micro-locale (indépendantes du
contexte tomographique) : la notion de support singulier, et celle de front d’onde.

Nous rappelons d’abord la notion de support d’une distribution.

Définition 2.3.1 (Support d’une distribution [45])
Soit T € D'(R?).
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— On dit que T est nulle sur I’ouvert U si pour toute fonction test ¢ a support inclus dans U on a
T'(¢) = 0. On appelle alors support de T' le complémentaire du plus grand ouvert U sur lequel T'
est nulle.

— On dit que deux distributions coincident sur U si leur différence est nulle sur U.

La définition suivante peut alors étre posée :

Définition 2.3.2 (Support singulier d’une distribution [88, 89])
Soit T € D'(R?). On appelle support singulier de la distribution T' le complémentaire du plus grand
ouvert U tel que T' coincide sur U avec une fonction de classe C*.

Le support singulier permet de localiser une singularité. On peut ensuite donner une description plus
précise de la singularité considérée en précisant dans quelle direction elle est singuliere. La direction de
singularité est révélée par le comportement de la transformée de Fourier, et ’ensemble des couples (point
de singularité, direction de singularité) constitue le front d’onde (Wavefront set). Plus précisément, on a
la définition suivante :

Définition 2.3.3 (Front d’onde d’une distribution [88, 89])

Soit T € D'(R?), xo € R?, ko € R? — {0}. On dit que (xo, ko) appartient au front d’onde WF(f) de
f si et seulement si pour toute fenétre ® € D(R?), centrée en xg et vérifiant ®(xg) # 0, la transformée
de Fourier de la fonction ®7" n’est a décroissance rapide dans aucun voisinage conique de la forme

{tko; t> O}

Remarque : Par exemple, pour une indicatrice de domaine €2, ou €2 a sa frontiere 9€2 de classe C 1 le
front d’onde de f est exactement ’ensemble des couples {(x, nyx),x € 9}, o, pour tout x € 9, nx
désigne la normale a la courbe O€2 au point x.

A titre d’illustration, nous avons considéré en figure (2.19) un disque du domaine direct (a gauche sur la
premiere ligne) ; le module de sa transformée de Fourier est représenté a sa droite. Nous avons ensuite
appliqué une fenétre lisse a la fonction du domaine direct autour de trois positions distinctes, et pour
chaque position, nous avons considéré deux tailles de fenétre : une premicre, et une plus resserrée que la
premiere autour de la position étudiée. Dans les deux premieéres positions, les fenétres sont centrées en
un point du support singulier, et pour la troisieme position, les fenétres sont centrées autour d’un point
situé a I'intérieur du disque, et n’appartenant donc pas au support singulier. Les fenétres successives
sont représentées sur la deuxieme ligne de la figure (2.19). Les modules des transformées de Fourier des
fonctions obtenues apres application des différentes fenétres sont représentés sur la troisieme ligne de
la figure (2.19). Dans les deux premiers cas, on observe, quand on resserre la fenétre, une concentration
de la transformée de Fourier autour d’une droite, dont la direction est donc la direction selon laquelle la
transformée de Fourier n’est pas a décroissance rapide. C’est cette direction qui est consignée dans le
front d’onde, ot elle est associée au point autour duquel les fenétres sont centrées. En revanche, dans le
troisieéme cas, autour d’un point ot il n’y a pas de singularité, la transformée de Fourier est a décroissance
rapide dans toutes les directions.

2.3.2.2 Résultats fondamentaux sur les singularités de la transformée de Radon

L’analyse micro-locale trouve une application en tomographie, ou elle permet de relier les éléments
singuliers de la fonction du domaine direct (support singulier, front d’onde), a ceux de ses projections.

Théoreme 2.3.1 (Conservation des supports singuliers [89])

Soit  un domaine de R? et f telle que f = xq® ott ® € C*°(R?2), et ne s annule pas sur £ (soit, sans
restriction de généralité, strictement positive sur €2). Alors le support singulier de R f est exactement
I’ensemble des couples (©, s) tels qu’il existe un point x de la frontiére de €2 tel Dy , est tangent a 02
en x.
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Position 1 Position 2 Position 3
: ! { ! : : : : ! ! :
fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2

i - / ' 4 ® ®

F1G. 2.19 — Illustration de la notion de front d’onde : on considére un disque dans le domaine direct,
dont on représente le module de sa transformée de Fourier (1¢re ligne) ; on étudie le comportement de sa
transformée de Fourier apres avoir appliqué une fenétre dans le domaine direct ; les fenétres successives,
représentées en deuxieme ligne, sont centrées au voisinage de trois positions différentes, avec deux tailles
de voisinage. Les modules des transformées de Fourier sont représentés en troisieme ligne. Dans les
deux premiers cas, ol I’on s’est placé au voisinage d’un point appartenant au support singulier, on voit
apparaitre dans le domaine de Fourier la direction de la singularité dans le domaine direct, alors que dans
le troisieme, pour lequel il n’y a aucune singularité dans le domaine direct, il n’apparait pas de direction
selon laquelle la transformée de Fourier ne décroit pas rapidement.
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Le théoréme suivant provient de [88, 89], et fait appel entre autres a la transformée de Legendre. Nous
I’énoncons sous une forme simplifiée.

Théoréme 2.3.2 (Conservation des fronts d’onde)

— Si (x9,®0) appartient a WF f, alors (®¢, ®g - x¢) appartient au support singulier de Rf, et
((@0, O - x0), (—X0 - Oo", 1)) appartient au front d’onde de R f.

— Réciproquement, si (®g, so) est un point du support singulier de R f en lequel le support singulier
de Rf admet une tangente dirigée par le vecteur de coordonnées (1,p) (ot p € R), alors, dans
le domaine direct, so®¢ + p®g™ appartient au support singulier de f et (s0@¢ + PO T, ®o)
appartient au front d’onde de f.

2.3.2.3 Une analyse micro-locale simplifiée

Dans un souci de compréhension des résultats précédents, nous proposons ici une illustration de la théorie
de I’analyse micro-locale dans des cas simples. Nous nous intéressons a des indicatrices de domaine dans
le domaine direct, pour lesquelles la frontiére est au moins de classe C! (de telle sorte qu’en tout point
de la frontiere, il y ait une tangente a la fronticre).

La frontiere d’un tel domaine constitue son support singulier. Nous avons choisi de la décrire par une
représentation paramétrique, de laquelle nous déduisons une représentation paramétrique du support sin-
gulier associé dans le domaine de Radon.

Nous consideérons donc ici des indicatrices de domaine, dont la frontiere est connue, sous forme pa-
ramétrée :
x1(t),t € 1,1 étant un intervalle réel.

T2 (t)

On se place au point de la frontiere de paramétre ¢. Il a pour coordonnées F(¢) = (z1(t), x2(t)).
En ce point, la tangente a la frontiere est dirigée par le vecteur

F(t) =

La normale unitaire a la frontiere est donc le vecteur

1

M= T

—5(t)
i (t)
La premiere partie du théoréme (2.3.2) permet alors d’écrire que I’image dans le domaine de Radon de la

tangente a la frontiere au point de parametre ¢ (dans le domaine direct) est le point du domaine de Radon
de coordonnées :

( —xh(t
O(t) =n(t) = ’(15)21+ac/2(t)2 x?%t% sizy(t) >0
s(t) =F(t) - n(t)
O(t) = —n(t) = : 7a(1) /
SO0 | —ay(t)  siai(t) <O
s(t) = —F(t) - n(t)

(On fait cette discussion sur le signe de ) (¢) pour pouvoir ensuite écrire @ () sous la forme O (t) =
(cos@(t),sin6(t)), avec pour tout t € I, 6(t) € [0, 7| - c’est-a-dire avec la deuxieéme coordonnée du
vecteur ©(t) positive.)
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On cherche alors a donner les coordonnées de ce point dans le plan (6, s) ; pour cela, on remarque que
. z L3 N A ﬂ-
puisque 1’on a assuré que pour tout ¢, f(t) appartient a [0, 7[, alors on est siir que, pour tout ¢, 0(t) — 5

appartient a [—g, g [, et donc, si 0(t) est différent de 0 (c’est-a-dire si x| (t) # 0), on peut écrire que

00) 7 = et (1on (00) ) = avcton (200 _ i (210

1

Finalement, on peut donc conclure que, dans le plan (6, s), I'image de la tangente au point de paramétre
t est le point de coordonnées (6(t), s(t)) avec

0 siz)(t)=0
o) = 5 + arctan (i%gg) sinon
1(t) siz|(t) =0 (2.30)
1 )
s(t) = W(—ﬂﬁl(t)/xlz(t) + 552@),95/1@)) ST f}(t) >0
W(ml(t) wy(t) — wa(t) (1)) sizy(t) <0

Au passage, on peut vérifier que si I’on se place au point de parametre ¢ sur le support singulier dans le
domaine de Radon, alors le vecteur tangent au support en ce point a pour coordonnées,

0'(t) 1 0
s'(t) = F'(t)- ©(t) + F(t) - (¢'(1)©*(1)) F(t)-©1(t) + F'(t) - O(t)

(en effet, ©(t) = (cos(A(t)),sin(A(t)), on a ©'(t) = (—O'(t)sin(6(t)), 0’ (t) cos(A(t)) = 0'(1)OL (1) :
ceci justifie la premiere égalité).

=91

Or on sait que O(t) est orthogonal 2 F’(¢) dans le domaine direct : le deuxiéme terme est donc nul, et le
vecteur tangent dans le domaine de Radon a donc pour coordonnées

1
F(t) - ©+(t)

ou, autrement dit, la tangente au support singulier de la transformée de Radon au point de parametre ¢ a
donc pour pente F(t) - ©®~ ; ceci permet de comprendre la relation entre fronts d’onde donnée dans le
théoréme (2.3.2).

0'(t)

Les exemples qui suivent ont pour but d’illustrer ce qui précede dans le cas d’indicatrices de domaines
dont on sait facilement définir la frontiere sous forme paramétrée. Ainsi, pour chacun des fantdmes
proposés ci-dessous, on présente

— d’une part I’'image de son sinogramme, calculé avec la fonction radon du logiciel Mat lab;

— d’autre part les équations paramétrées du support singulier dans le domaine direct ;

— enfin, le tracé de la courbe paramétrée du support singulier dans le domaine de Radon, dont les
équations ont été calculées grace aux formules données plus haut (2.30), en utilisant le logiciel
Maple.

La correspondance entre les supports singuliers dans les deux domaines est matérialisée par la couleur
du tracé.

Exemple 2.3.2 (Ellipse)
La frontiére d’une ellipse de centre (x¢,yo), de demi-axes de longueur a et b alignés selon les axes
principaux, a une équation paramétrée de la forme :

{ x1(t) = acost + x

xo(t) = bsint + yo it €0, 2n]
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En appliquant les formules obtenues en (2.30), on obtient les équations paramétrées du support singulier
dans le domaine de Radon :

0 sit=0out=m

ot) = T — arctan (L) sinon
2 atant
To+a sit=20
To—a sit=m

= _ 1 . )

s(t) e sirf PV y— (ab+ bxgcost + aygsint) sit €]m, 27|

T y—y (ab + bxg cost + aygsint) sit €]0,m[<0

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.20), d’une part pour une ellipse centrée (par
rapport au centre de I’image), et d’autre part, pour une ellipse décentrée.

Exemple 2.3.3 (Un carré arrondi)

L’indicatrice de domaine choisie ici - un carré “arrondi”- a une frontiere de classe C°*°, comme dans
I’exemple précédent, mais présente en plus des bords rectilignes : par chacun des points appartenant a
un méme bord passe une seule et méme tangente ; par conséquent, 1’image d’un tel bord est un point du
support singulier du domaine de Radon (points matérialisés ici par des cercles).

On donne les équations paramétriques choisies pour tracer le carré arrondi : de maniére a assurer des
raccords de classe C', le cadran en haut 4 droite est paramétré par

(3
§si0§t§1
1
zi(t) = cos(g(t—l))+§si1§t§2

-t 3 .

et y
—-s5i0<t<1
2S1 STS

1
wo(t) = sin(g(t —1) g sil<t<2

3
—si2<t<3
251 <t<

Le carré complet est ensuite obtenu par symétrie. Les représentations graphiques sont présentées en
figure (2.21).

Exemple 2.3.4 (Ovales de Cassini)

Dans cet exemple, une méme droite peut étre tangente a la frontiere du domaine singulier en deux points
distincts du domaine direct. Cela crée un point “a deux branches” dans le domaine de Radon, les deux
branches pouvant étre distinguées par leurs pentes respectives, qui, conformément a ce qui a été dit plus
haut, traduisent la position du point de tangence, sur la tangente, dans le domaine direct. C’est le cas ici
pour la direction paramétrée par 6 = g

Les équations paramétriques des ovales de Cassini sont connues :

{ x1(t) = (2 + cos2t) cost te0,2n]

x2(t) = (24 cos2t)sint

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.22). Dans le domaine de Radon, on peut
visualiser les points d’intersection entre les branches « rouge-noir » d’une part, et les branches « bleu-
vert » d’autre part.
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F1G. 2.20 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemples d’une ellipse centrée et une d’ellipse décentrée. La figure présente pour chacun des deux cas
le fantome, le sinogramme, et les tracés des supports singuliers, dans les domaines direct et de Radon.
En chaque point de la courbe rouge du domaine direct, il existe une droite tangente au support singulier.
Cette droite peut €tre représentée par un point du domaine de Radon, qui appartient également au support
singulier de la transformée de Radon, sur la courbe rouge (et de méme, il y a correspondance entre points
des deux courbes noires).
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F1G. 2.21 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine présentant des bords rectilignes dans le domaine direct. Dans ce cas la, tous les
points appartenant 2 un méme bord ont le méme point image dans le domaine de Radon.

F1G. 2.22 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine dans lequel une méme droite est tangente a la frontiere du domaine en deux
points distincts : ceci fait apparaitre sur le support singulier de la transformée de Radon un point “a deux
branches”, les deux branches étant caractérisées par leur pente au point de contact. Cette pente traduit la
position du point de tangence dans le domaine direct.
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Exemple 2.3.5 (Un exemple plus compliqué)

Ce dernier exemple combine les caractéristiques des deux précédents : la frontiére est de classe C*, elle
présente des bords rectilignes, et, de plus, certains bords distincts du domaine direct ont une tangente
commune.

Nous ne détaillons pas ici les équations de cet exemple, mais elles sont construites selon le méme schéma
que le “carré arrondi” vu plus haut (raccords C* de portions de disques et de segments).

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.23).

F1G. 2.23 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine reprenant les caractéristiques des précédents exemples, pour lequel la frontiere
présente des bords rectilignes et des bords distincts avec une tangente commune. On a numéroté les
supports singuliers correspondants des deux domaines.
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2.4 Des méthodes locales existantes en tomographie

2.4.1 Reconstruction par rétroprojection des dérivées des projections

Nous exposons d’abord une méthode récente en tomographie locale, développée, entre autres, dans des
travaux de F. Noo, M. Defrise et R. Clackdoyle [80, 28]. Comme nous le dirons a la fin de ce paragraphe,
cette méthode ne sera pas applicable au type de données tronquées qui nous intéressent ici; il nous a
semblé cependant intéressant de la mentionner dans ce manuscrit sur les problemes locaux en tomo-
graphie, d’une part car elle fait désormais partie des méthodes incontournables en tomographie locale,
et d’autre part pour montrer que pour autant, il subsiste des types de schémas de données - comme le
probléeme intérieur - qui ne peuvent &tre traités par ce type de méthodes.

Par rapport a la formule de rétroprojection filtrée (2.13), I’idée consiste ici a se contenter de rétroprojeter

seulement la dérivée des projections (on n’applique plus la transformée de Hilbert 1D) ; n’entrent alors
en jeu que des opérateurs locaux, a partir desquels on reconstruit la fonction :

bo(x) = /Oﬂ OsRof(x-©)db

Dans la suite, nous allons voir que, méme si I’on intégre toujours sur un intervalle de longueur 7, le choix
des bornes a, ici, de I'importance. On introduit donc aussi, pour ¢ appartenant a [0, 7] :

¢+
by (x) = /¢> OsRof(x - ©)do

En utilisant la parité de la transformée de Radon vue en (2.1.1), on a 9sRg1.f = —0sRyf et donc, ¢
étant fixé, on a

T+¢
O Rof(x - ©)dh

™

bp(x) = /; OsRo f(x - ©)do +/
9/:__ﬂ_ 0 ¢_ X !/ /
= /¢> OsRof(x @)d9+/0 9sRe f(x - ©")db

_ / " g0 — §)asRof(x - ©)do
0

Il s’avere alors que I’on peut relier cette quantité a la transformée de Hilbert 2D : en effet, apres avoir
remarqué que

85R9f(3) = \/12—71_ A@(w)eiwsdw = \/1277( Alw@(w)elwsdw

on peut écrire

1 4 — ,
bo(x) = / / iwRg f(w)e™*® dwdh
Ver Jo Jr

puis, grace au théoréme de coupe-projection (2.1.4),
bo(x) = / / iwf(w@)eiwx'edwde :/ / isgn(w)f(w@)ewx@|w\dwd9
o /R 0o /R

De méme, en remarquant pour la deuxieme égalité que sgn(f—¢) = sgn(0-®+), avec & = (cos ®, sin P),
ona

~

by(x) = /0 i /R sgn(f — ¢)iw f(w®)e“*®dwds = /O i /R isgn(w® - &) f(w®)e™*®|w|dwdh
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ce qui, en coordonnées cartésiennes, s’ écrit

bo(x) = / isgn (ko) f(K)e™*dk (2.31)
R2
et

by(x) = / isgn(k - ®) f(k)e™ dk (2.32)
R2

Nous allons voir maintenant que 1’on peut isoler dans cette derniére expression une transformée de Hil-
bert. Pour cela, en lien avec la définition de la transformée de Hilbert pour les fonctions 1D vue avec
I’expression (2.12), les auteurs de [80] rappellent que 1’on définit la transformée de Hilbert dans la direc-
tion e; d’une fonction bidimensionnelle par

1 J—
Hey f(x) € = lim / f(@1, 9 —ug) dus
T e—0t UQER;‘UQ|>E U

Hey f(x) = H'P(f(x1,.))(x2)

(on a fait apparaitre, a 1 fixé, une transformée de Hilbert 1D en la variable x-.)

On peut donc écrire

On calcule alors la transformée de Fourier de la fonction He, f :

—

1 ) 1 ) .
He, f(k) = / He, f (21, 22)e” *Fdayday = — /HlD(f(iUb-))(xz)e_’k”QdﬂUz e 1T dy
2 R2 27 R R

N \/12? /RHIDU@’ D) (ke)e™ M1 day = _\/12? /Risgn(kz)f@)(kz)eiklzldm

~

— _M / / Flan, $2)€*ik2x2dx2€7ik1$1 dzy = —isgn(k - ei—)f(k) (2.33)
27 R /R

Plus généralement, on définit la transformée de Hilbert dans la direction ® par :

—35)e+
Hof() L i (/ Mds> Sl (/ f((x-©)@ +(x O ~ )0 )ds>
sER;|s|>e sER;|s|>e

S S

= HlD (90,x~®) (X : @J_)
olonanoté gpxe:u€R— f((x-©)O + udt).

On peut alors calculer la transformée de Fourier de He f :

— 1

1 L csortel » |
Hol(k) = - /R Hef(x)e ™ *ax *"HTT - /R P (go.s) (1)e OO Kdsd
- HlD s k@J_ e”@'kdsz—/isnk‘G)L/\sk-@l 6715®'kds
= | 0. (k-0) [ st 0750 0
) al | | )
— _,Lsgn(l;(-))/ / f(SG‘) + t@J_)efztk-@ifzs@-kdtdS — _ngn(k . @J_)f(k) (234)
@ R /R

On a donc, en reprenant (2.31) et (2.33),

bo(x) = — /R 2 Heo, f(K)e™¥dk = —27He, f(x)



96 Chapitre 2. Tomographie 2D

et, en reprenant (2.32) et (2.34),

by(x) = — Ha f(k)e™Kdk = —2nHg f(x)
R2
On peut donc reconstruire la transformée de Hilbert de f dans une direction donnée en rétroprojetant les
dérivées des projections de la transformée de Radon. On va voir dans la suite que 1’on peut en tirer parti
pour reconstruire des informations sur la fonction f a partir de données locales.

Dans [80], les auteurs font référence aux résultats suivants : pour une fonction g 1D dont le support est
strictement inclus dans un intervalle [L, U] (c’est-a-dire qu’il existe € > 0 tel que g est nulle a I’extérieur
de l'intervalle [L + ¢, U — €], si 1’on connait la transformée de Hilbert de g sur I'intervalle [L, U], alors
on peut inverser la transformée de Hilbert de g et retrouver ainsi les valeurs de g sur [L + €, U — €] :

m </LU V- D - S/)w“/ N C)

ou C est une constante qui peut étre déterminée dés que 1’on connait la valeur de g en un point (ce qui
est possible en utilisant des informations de support).

Cette formule d’inversion permet de reconstruire, cette fois-ci en dimension 2, une fonction f le long de
certaines droites a partir de données tronquées : plus précisément, le résultat suivant est énoncé dans [80] :

Vse[L+¢€U—¢], g(s) =—

Proposition 2.4.1
La fonction f peut étre reconstruite en un point Xg s’il existe un vecteur unitaire ¢ = (cos ¢g, sin ¢)
et un segment Sy, f inclus dans la droite Dy, x,.®,. dirigée par <I>0l et passant par Xg, tel que :

1. le segment Sy, f contient xq et contient le support de f le long de la droite Dy, xo.%,, ¢’est-a-dire
f(X) = 0 pourx € D¢07X0"I’0\S¢Of"

2. pour chaque x € Sy, f, et pour chaque angle ¢ € [¢q, ¢ + 7], la transformée de Radon de f R f est
connue au voisinage de s = x - ®g.

Pour résumer, dans le cas ou 1’on mesure la transformée de Radon seulement a travers une région, on
peut reconstruire une fonction f (a support borné) le long de la droite D quand I’intersection de la droite
D avec le support de f est contenue dans la région d’exposition. C’est le cas sur les deux premiers
schémas a gauche en figure (2.24), ot I’on peut reconstruire les régions grisées, dans le premier schéma
en utilisant une droite horizontale, dans le deuxiéme en utilisant une droite verticale, a partir des seules
mesures de la transformée de Radon effectuées au voisinage de I’intersection de chacune de ces deux
droites avec le support de la fonction.

Dans [28], la condition sur le segment Sy, f est relachée, et il est montré que des résultats similaires
peuvent étre obtenus quand le segment S, f contient Xg et quand au moins I’'une de ses extrémités est a
I’extérieur du support de f le long de la droite Dy, «,.%, (autrement dit, on peut reconstruire f le long
de la droite D quand ’intersection de la droite D avec le support de f a au moins 1’'une de ses extrémités
a I’intérieur de la région d’exposition) : ceci est illustré sur les deux figures de droite en figure (2.24), ou
I’on peut ici aussi, a partir de données locales, reconstruire les régions grisées.

Ces résultats ne sont pas applicables dans le cadre que nous nous sommes fixés : dans le cas du probléme
intérieur, si la région d’intérét est strictement incluse dans le support de f (c’est-a-dire par exemple
lorsque sa frontiere n’est jamais tangente a la frontiere du support de la fonction), on ne pourra trouver
aucune droite satisfaisante ; de méme, pour le probléme a angle limité, on ne dispose pas -par définition-
des mesures de la transformée de Radon selon toutes les directions, et la formule d’inversion ne peut pas
étre mise en oeuvre. Nous allons maintenant présenter deux autres méthodes, plus anciennes, qui, elles,
peuvent s’ appliquer au probleme intérieur.
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FI1G. 2.24 — Reconstruction de régions a partir de données locales a partir de la transformée de Hilbert
2D : avec la méthode développée dans [80, 28], on peut reconstruire les régions grisées a partir de
données de Radon mesurées au travers de ces régions. [Image adaptée a partir de [28]]

2.4.2 A-tomographie

Cette méthode a été introduite dans les travaux de Faridani, Smith, Ritman [40, 38, 37]. Elle est appelée
aussi parfois fomographie locale, et est congue pour le probleme intérieur. L’idée consiste a abandonner
I’idée d’essayer d’approcher au mieux les valeurs de f dans la région d’intérét, et a reconstruire plutdt A f
(ol A est un opérateur que nous présenterons plus loin, qui généralise 1’opérateur A vu jusqu’a présent
pour des fonctions 1D), qui présente les deux spécificités suivantes :

— Aladifférence de la fonction f, A f peut étre identifiée dans une région d’intérét a partir des seules
mesures de la transformée de Radon a travers cette région (non seulement il n’y a aucun obstacle
théorique a cela, mais en plus on connait des algorithmes qui permettent de le faire) ;

— Les ensembles singuliers de A f et de f sont identiques.

On peut donc, en reconstruisant A f a partir de données locales dans la région d’intérét, avoir acces a
I’ensemble singulier de f dans la région d’intérét.

Nous allons maintenant expliciter 1’opérateur A et préciser les propriétés que nous venons d’évoquer.
Nous serons conduits aussi a introduire I”opérateur A~!, qui ici, joue un role essentiellement “cosmétique” :
comme nous le mentionnerons par la suite, il permet, en reconstruisant une combinaison linéaire de A f
et de A~1f plutdt que Af seul, de renvoyer une image plus ressemblante 2 f que Af, en conservant
I’information relative a f portée par A f.

2.4.2.1 Définitions et propriétés

On définit d’abord 1’opérateur A", oli m est un entier relatif supérieur ou égal a —1, pour des fonctions
bidimensionnelles (avec la convention A’ = A) : pour f € S(R?), 'opérateur A™ est défini dans le
domaine de Fourier par

~

AmF(k) = [k|™ f(k)

On peut alors montrer que la définition de I’opérateur A™ peut étre étendue a des espaces de fonction

moins restrictifs ; par exemple, dans les cas qui nous intéressent ici, a savoir m = letm = —1,
il est montré dans [40], et nous 1’admettrons ici, qu’en dimension 2, pour toute fonction f telle que
X
X — L)g € Ll(RQ), on a, pour x € R?,
(1+ %)

Af(x) = lim/ wdy—lrlim .
> M [y|>e |yl

e—0 e—0
(71 — Ul)auéf(u) du + lim (z2 — UZ)auzf(u)
’X — u\ e—0 |x—u|>e |X - ll|

y28y2f(x - Y) dy

= lim
e—0

du (2.35)

|x—u|>e
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tandis que
FX=Y) 4 — tim &)

AL f(x) = lim
ly|>e ‘Y‘ =0 |x—y|>e ’X - y,

e—0

La proposition suivante rassemble les principales propriétés de I’opérateur A.

Proposition 2.4.2 (Propriétés de ’opérateur A [37])
On suppose que X etY sont deux sous-ensembles mesurables de R?, et que f est une fonction telle que

f)

X — ————— soit intégrable.

(1+ [x[)?

1

. En notant D, I’opérateur de dilatation, pour a > 0, on a AD,f = —D,(Af). Ceci implique que les
a

objets de petite taille de I’image f sont représentés avec un fort contraste dans I’image de A f.

. On note X le complémentaire de X dans R.

Pour tout x appartenant a I’intérieur de X, Ay x(x) > 0.

Pour tout x appartenant a I'intérieur de X¢, Ay x(x) < 0.

Ceci implique que le signe des sauts de A f est le méme que celui des sauts de f aux points de disconti-
nuité de f.

. Axx +Axxe =0.

. Le Laplacien de Ax x est positif ou nul sur I’intérieur de X (autrement dit Ay x est sous-harmonique sur
Pintérieur de X ).

Le Laplacien de Ay x est négatif ou nul sur I'intérieur de X (autrement dit Ax x est super-harmonique
sur 'intérieur de X©).

Ceci implique que Ax x ne peut pas avoir de maximum local sur I’intérieur de X, ni de minimum local
sur intérieur de X©, et donc, si f est une somme d’indicatrices, il n’y a pas d’oscillations dans I’image
de Af

. Si x n’appartient pas a la frontiere de X, alors

1
E —
M ()] < -

(x,0X)
En pratique, les formules (2.35) sont difficilement manipulables. La propriété suivante, montrée dans
[40], énonce une formule plus simple, que nous admettrons, applicable aux fonctions a support borné, et
permettant de calculer explicitement A f a I’extérieur du support de f ; elle donne également une formule

permettant de calculer A f a I’intérieur du support de f dans le cas ou f est I’indicatrice d’un domaine
Q.

Proposition 2.4.3 (Calcul pratique de A f [40])
Soit une fonction f intégrable, a support borné, noté ici X .
— Si x est a I’extérieur du support de f, alors

1 f(y)
Af(x) = —— / ————dy
() 2m yEX|X_Y‘3
— Side plus f est I'indicatrice de I’ensemble X, alors a I’extérieur de X,

Axx(x) = 1/ gy

27 yeX ‘X - y’3
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et a I’'intérieur de X,

1 . 1
Axx(x) = — hm/ ————dy
27 =0 Jye X |x—y[>e [X — y|
Nous allons maintenant illustrer les résultats précédents en calculant explicitement A f et A=! f dans le
cas ou f est ’indicatrice du disque unité. Les valeurs que nous obtiendrons sont données dans [38], mais
sans justification.

Exemple 2.4.1 (Calcul de A f et A~! f pour ’indicatrice de disque)

Soit f = xq.

Soit x € R?, fixé, de module p-

Premier cas : p > 1

Dans ce cas, il n’y a pas de singularité sur le domaine d’intégration, et on peut donc calculer les valeurs
de A= f etde A f avec des intégrales au sens classique. Pour A=' f, on a ainsi

Vx ¢ Q, A f(x) = ! / ! dy (2.36)
Yy

Com 9] x —y]

Pour calculer cette intégrale, on se place dans le repére Ry = (X, ux, uXL), oll on a noté uy le vecteur
ﬁ. En particulier, dans ce repére, le point x a pour coordonnées (0,0), et le cercle unité admet pour

équation (r1 + p)? + 2 = 1. En faisant un changement de variables avec coordonnées polaires, on
obtient

A (%) = L 17“d1"d04 _ 1 drdo
2 2
T {(7‘705)”’“&69} r Q {(r,a);ruaeﬂ}

ou on a noté u,, le vecteur de coordonnées (cos a, sina), a € [0, 27|, dans le repére Rx. Il reste donc a
calculer I’image du disque unité €2 par le changement de variables opéré dans la derniére intégrale.

Pour cela, on fixe dans un premier temps la direction u,, @ € ] —5 5 [ et on considere la droite dirigée
par u,, passant par x. Comme illustré sur la figure ci-dessous, elle coupe le cercle unité au point de

coordonnées (x1,x2), dans le repere Ry, si et seulement si

ro = x1tana

a¢g[w}et{(xl+P>2+x3 = 1
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Les solutions éventuelles de ce systeme vérifient nécessairement
(z1+ p)? +tan® az? =1

c’est-a-dire

1
———af +2px1 +p°—1=0 (2.37)
COs” «x

Le discriminant de cette derniére expression est égal a

4 .
o2 a(pQ -1)= m(l — p*sin’ a) (2.38)

et donc

Sy 1 . i

— si|sina| > —, la droite D, ne coupe pas le cercle unité.
i

— si|sina| = —, la droite D,, est tangente au cercle unité.
P

— si|sina| < —, la droite D,, coupe le cercle unité en deux points distincts de coordonnées respec-
p

tives (20 (), 2390 () et (2P (a), 253 (), ot 21 (o) et 2% () sont les deux solutions
de I’équation (2.37) :

. 2 2
(o) = (—2[) T cosa 1 — p?sin? a> COZ S —pcos’a — cosay/1 — p?sin®

avec

23" (a) = \/1 - (e (a))’

et

2 2
1 () = <—2P+ p— 1 — p?sin? a) (3052 @ —pcos? a + cos a\/l—pzm

avec
2§™(a) = /1 — (a7™(a))
Quelle que soit la valeur de o € ] —5, 5 [, ces deux valeurs sont négatives (car p > 1). Par conséquent,

dans le repere Ry, ce sont les abscisses des points repérés par les coordonnées polaires :

a+m o+
{ mn(a) =/ (@ (@) + (o5 (@)” { () =/ (@(0))? + (235 ()

soit
a—+Tm
RN () = \/1+2p2c082a+2pcosa 1—p251n2a—p2:\/(pcosa+\/1—p2m)2

= ‘pcosa—i— V1 —pQSiHQOz‘ = pcosa+ /1 — p?sin®a

et de la méme maniére

o+ T
(o) = ‘pcosa —V1—p? sin2a‘ =pcosa — /1 — p?sin«
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Reprenant I’expression (2.36), on a alors, en utilisant les coordonnées polaires dans le repére (X, Uy, Ux ™)

1

arcsm 2 / rmRaX (o) T’d’l” 1 arcsin =
- a e

min (o) 27 J_ arcsin %

arcsm = arcsin %
= / \/1—,0 sin? ado = = / \/1— p?sin? ado
0

arcsm =

AT ()

V1—u2 T p’

A (o) — M0 () doy

A f(x) =

- arcsm =

ou E(«, 3) désigne ici et dans la suite I’intégrale elliptique de paramétres « et [3, que I’on sait tabuler, et

qui est définie par
1— 52t2
E(a
0=
De la méme maniére

pm ax o1

1 arcsin ’I" dr 1 arcsin - 1 1
Af(X) - T o / 7d0[ - T o max ~ ,min dex
pmin (o 27 in 1 \rmaX(q)  rmin(a)
P

— arcsm = — arcsin

1 arcsin ;

1
- da
2m — arcsin pcosa + /1 — p?sin® a pcosa—\/l—p2sin2a

] [aresing \/l—p sin? a, 5 du
1— p2u
T —arcsm% :0 -1 ﬂ—p -1 V1

2 1 1
= - 2 E(aP)
mps—1 P

Deuxiéme cas : 0 < p < 1

Dans ce cas il y a une singularité dans le domaine d’intégration dans le calcul de A f(x) et A=1 f(x).
Par rapport au cas précédent, 1’équation (2.37) est toujours vérifiée, mais cette fois-ci, comme 0 < p < 1,
le discriminant A( ) obtenu dans la formule (2.38) est toujours strictement positif ; quelle que soit la
valeur de o« € ] R [ la droite D, coupe le cercle unité en deux points distincts, dont les abscisses
sont cette fois-ci de signe opposé (carici0 < p < 1):

2 (o) = —pcos® a — cosay/1 — p?sin®a < 0
% (q) = —pcos® a + cosay/1 — p2sin® a > 0

Dans le repére Ry, ce sont les abscisses des points repérés, en coordonnées polaires, par (c, r™**(«) >
0), et (o, ™™ (alpha) < 0), quand « parcourt I'intervalle [0, 7|, avec

™M (q) = peosa — \/m et ™ (o) = pcosa +4/1 — p?sin? a

Pour e > 0, fixé, on a

™ —€ Tmax(oé) 4 ¢ rmaX(a)
Afx) = 1 (/ W+/ W) do = 2 (/ dr+/ dT) do
27‘(‘ pmin (o T € T 27T pmin (o
0 (@) ()
_ % (_,rmin(a) + T,max( ) ) do = —me + — / mda
0

et
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Par conséquent, en faisant tendre e vers zéro, on obtient

1 [T 2 (2 2 11— p2u?
Af(x) = / mda:/ mda:/ VoW,
f(x) A p =\ p N
2
= ;E(l,p)

Pour A, on a, pour tout € > 0,

max ( max( )

1 [7 ¢ rdr @) I o dr
v Ae = 5= : 3 da = o r2
€ > O? f(X) 27T 0 </rmi“(a) 7’3 + /6 7"3 ) @ 27‘( 0 (/Tmin(a) T2 /; T2

Ainsi la dépendance en e disparait, et on a donc

80 = o [ (e ) 4o
1

/7T 1 1
— — da
2 Jo \pcosa++/1—p?sin®a  pcosa— /1 — p?sin®a
1 —2/1 — p?sin’ a
= d
27r(p2—1)/< | ) i, it ae

p?—1
= / \/1—p?sin?ado = —5—— /\/1—pu2
p—l p—l V1 —u?
__2E(@,p)
- mp?-1

La figure (2.25) présente le tracé de la section centrale des fonctions Af et A= f.

2.4.2.2 Traitement des données locales par A-tomographie

La pertinence de la méthode de A-tomographie repose sur deux propriétés : une fonction f étant donnée,
1. Af est calculable localement dans la région d’intérét ;

2. Af apporte des informations sur les discontinuités de f dans la région d’intérét.

Le premier point est une généralisation de la formule de rétroprojection filtrée : de la m€me maniere
que I’on peut écrire

1
= — #
[ = aR¥ARS

on peut montrer que 1’on a, pour tout entier m > —1
m 1 # Am+1
A"f=—SR7A"T'Rf
472

Or, dans le cas ol m est impair, m + 1 est pair, et I’application de I’opérateur A™*! revient 2 filtrer
chacune des projections par le filtre dont la transformée de Fourier est w — w™1!, qui, si m + 1 est pair,
est, a une constante pres, I’opérateur dérivée (m + 1)éme dans le domaine direct, dont on sait qu’il est
un opérateur local : le filtrage peut donc se calculer localement (en revanche, si m + 1 est impair, alors
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FIG. 2.25 — Sections de Af et A~'f appliqués a l’indicatrice du disque (valeurs exactes); la
représentation de A f est tracée avec le trait le plus foncé.

le filtre est la convolution de 1’opérateur de dérivation (m + 1)éme par la distribution valeur principale,
et n’est pas a support compact). Plus précisément, pour m = 1, on a

1 1 27 82
Af(x):HR#(AZRf)(x):—H i 52 o (x - ©)df (2.39)
et, pour m = —1,
. 1 " 1 27
A f(x):mR (Rf)(x):—H ; Rof(x-©)df (2.40)

En pratique, on peut reconstruire Af et A~!f en adaptant directement 1’algorithme de rétroprojection
filtrée : pour reconstruire A~! f, on se contente de rétroprojeter les projections, sans 1’étape de filtrage,
tandis que pour reconstruire A f, on remplace 1’étape de filtrage par une estimation de la dérivée seconde
des projections (par exemple avec un schéma aux différences finies d’ordre 2), puis on rétroprojette les
dérivées secondes ainsi obtenues. Tous les calculs sont donc completement locaux. A titre d’illustration,
nous avons représenté en figures (2.26) et (2.27) les reconstructions obtenues pour A f et A~! f en adap-
tant I’algorithme de rétroprojection filtrée, dans le cas du disque et du fantdme de Shepp et Logan ; les
calculs ont été faits a partir de données globales, mais on trouverait des résultats identiques dans les
régions d’intérét si 1’on effectuait seulement les reconstructions a partir de données locales.

Le deuxiéme point fait I’objet de la propriété suivante, citée par exemple dans [40], et que nous admet-
trons.

Proposition 2.4.4 (Conservation du support singulier par I’opérateur A)
L’opérateur A est un opérateur pseudo-différentiel elliptique, et a ce titre, les supports singuliers de A f
et de f sont identiques.

Nous renvoyons par exemple au cours de M.S. Joshi, disponible en ligne [54], pour les définitions
précises d’opérateur pseudo-différentiel, et d’opérateur pseudo-différentiel elliptique, ainsi que pour la
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FIG. 2.26 — Reconstruction de A f (au milieu) et A~! f (a droite) dans le cas du disque unité en utilisant
I’algorithme de rétroprojection filtrée modifié.

F1G. 2.27 — Reconstruction de A f (a gauche) et A~Lf (a droite) dans le cas du fantome de Shepp et
Logan en utilisant I’algorithme de rétroprojection filtrée modifié.
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preuve de la conservation des supports singuliers (grossierement, un opérateur pseudo-différentiel est un
opérateur dont le symbole dans le domaine de Fourier, a savoir ici |k|™ « ressemble » au symbole d’un
opérateur différentiel, et on dit qu’il est elliptique si, ailleurs qu’en zéro, il ne s’annule pas); il est en
particulier prouvé qu’apres application d’un opérateur pseudo-différentiel, le support singulier obtenu
est inclus dans le support singulier initial, et qu’on a conservation du support singulier dans le cas ou
I’opérateur est elliptique.

Comme on I’a dit en introduction de cette partie relative a la A-tomographie, I’opérateur A ! joue un role
essentiellement cosmétique : il n’apporte aucune information sur les discontinuités de f. En revanche,
il a été constaté expérimentalement [38] que si 1’on construit une combinaison linéaire L(f) de Af et
A~ f avec des poids bien choisis, alors on obtient une image qui, tout en préservant les discontinuités de
Af, donc, celles de f, est plus ressemblante a f que ne I’est A f ; il est dit dans [38] que cet aspect n’est
pas négligeable, car les praticiens a qui sont destinés ces images préferent disposer d’images les plus
ressemblantes possible aux images qu’ils ont coutume de manipuler. En pratique, les auteurs préconisent
de reconstruire L(f) = a(Af + pA~1f), et fournissent dans [38] des recommandations pour le choix
de « et p qui dépendent de la taille de la région d’intérét. Sans entrer plus dans les détails ici, nous avons
représenté en figure (2.28) la combinaison obtenue dans le cas du disque unité, pour une zone d’intérét
de rayon 1 (dans ce cas o = 1, et u = 6) : avec ces parametres, on arrive a contre-balancer la forme en
“bol” de A f par la contribution de A~ f, de telle sorte que la fonction L(f) finalement reconstruite est
quasiment constante sur le disque unité, les discontinuités de A f étant préservées.

5-

FIG. 2.28 — Reconstruction de L(f) = Af + uA~1f : avec un choix judicieux de  on arrive & contre-
balancer la forme en “bol” de Af par la contribution de A~!f, de telle sorte que la fonction L(f) est
quasiment constante sur le disque unité, les discontinuités de A f étant préservées (L(f) est représentée
en trait plein, et on a laissé les traces de A f et de A~! f, déja vues en figure (2.25)).

2.4.2.3 Le probléme des sauts

Les résultats que vous venons de présenter montrent que les discontinuités de A f sont localisées le long
des mémes courbes que celles de f, mais qu’en revanche 1’information sur la différence de densité (le
saut a la traversée des frontieres est perdue dans A f. Dans [38], les auteurs proposent une technique pour
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estimer ces sauts a partir de la reconstruction de A f.

On suppose ici que la fonction f s’écrit comme une combinaison linéaire d’une fonction f; de classe C*
a support compact, et de K indicatrices de domaines, fermés, (Xj)x=1...x ; on suppose de plus que les
intérieurs des domaines (Xj)g—1... sont deux a deux disjoints, et on note O X}, leurs frontiéres respec-
tives.

On se place ici au voisinage de la frontiere entre deux de ces K domaines, X; et X;; on note W ; la
réunion de leurs intérieurs (W; ; = (X; UX j)o), et on note I'; ; la frontiere supposée non vide entre
X; et X située dans W; ;. Le but de ce qui est exposé ensuite est de présenter une méthode permettant
d’évaluer la valeur du saut ¢; — ¢; au travers de I'; ;.

En isolant les termes relatifs a X; et X, on peut écrire :

f=l+ ZCkXXk = (¢j —ei) xx; + fijavec fij = fo+ ¢ xx,ux; + Z ckXx, (241
kg

Pour tout x € W; ;\I'; ;, on peut écrire
fx) = (¢ — ci)xx; (%) + fi;(x)
et donc
Vx € Wiyj\I‘@j, Af(X) = (Cj — Ci)AXXj (X) + Afivj (X)
soit, comme on sait que 1’opérateur A appliqué a une indicatrice de domaine ne s’annule pas,

AT e = M)A
Vx € Wz,] \Fz,]7 Cj —C = AXXj (X) AXX]» (X)

On dispose alors du résultat suivant, établi dans [38], et que nous admettrons :

Proposition 2.4.5 (Estimation des sauts en A-tomographie)
Avec les notations ci-dessus, on a les relations suivantes :

A
Vx e W; \l'ij, ¢j —c = A + O(d(x,T")) quand d(x,T") — 0
Axx;(x)
IVAS(x) 2
vx € Wi i\l'ij, |¢; — ¢ ————— 4+ 0(d(x,T")?) quand d(x,T") — 0
W\ ey =il = a2 + O, TY?) quand d(x, )
A
Ces deux relations montrent que 1’on peut estimer la valeur du saut ¢; — ¢; en évaluant Af(}(()) ou
XXx; (X
IVAf(x)| . . e .
————"— pour X au voisinage de la frontiere I', I’estimation étant plus fine dans le deuxie¢me cas.
‘VAXXj (X) ‘

En pratique, dans [38], pour estimer un saut inclus dans la région d’intérét a partir de données locales,
les auteurs proposent de procéder de la manicre suivante (on supposera ici que le domaine noté X; est
inclus dans la région d’intérét)

1. reconstruire A f dans la région d’intérét a partir des données locales (en appliquant la formule vue
en (2.39));

2. déterminer la frontiére 0.X; en appliquant un algorithme de détection de contours a I'image de A f,
et ainsi isoler X; (dans [38], cette étape est en partie manuelle) ;

3. reconstruire Axx;, en simulant d’abord sur I'image de X; la méme géométrie d’acquisition de

mesures que celle qui a permis de mesurer R f, pour obtenir R X ;, sur laquelle on applique alors
le méme algorithme de reconstruction qu’en étape 1;
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4. évaluer numériquement A f(x) et Axx;(x) en plusieurs points du voisinage de I', puis, en faisant
une moyenne des différents quotients obtenus, obtenir une estimation de la valeur du saut.

Les auteurs de [38] estiment parvenir ainsi a une erreur entre densité estimée et densité réelle de 1’ ordre de
5% de la densité réelle. Il nous semble cependant que la méthode n’est pas trés pratique a mettre en oeuvre
(les étapes de détection de contours et de simulation des projections d’indicatrices sont contraignantes) ;
une alternative lui a été proposée : la tomographie pseudo-locale.

2.4.3 Tomographie pseudo-locale

Cette méthode a été concue et proposée par A. Katsevitch et A.Ramm, dans [58]; on en trouvera
également des présentations par A. Faridani, par exemple dans [37, 36].

La motivation des auteurs était la suivante : construire une méthode qui serait strictement locale, comme
la A-tomographie, qui conserverait, également comme la A-tomographie, la localisation des discon-
tinuités, mais qui, en plus pourrait fournir directement 1’amplitude des discontinuités dans la région
d’intérét. Pour cela, les auteurs s’appuient sur la formule d’inversion globale de la transformée de Ra-
don, exprimée dans le domaine direct (que nous avons rappelée plus haut 2.11) :

f(x) = 1 /27r lim Mdsd@

2
42 Jg—g =0 [x-@—s|>e X* ©-s

Pour rendre le filtrage local, ils proposent de tronquer le filtre rampe non plus dans le domaine de Fourier,
comme c’était le cas dans la mise en oeuvre de la méthode de rétroprojection filtrée, mais dans le domaine
direct, en ne conservant que la restriction du filtre rampe a un intervalle fermé, symétrique autour de zéro ;
ainsi, pour d > 0, au lieu de reconstruire f, on reconstruit la fonction f;, définie par

I IsRo f(s)
= 1
fa(x) 47T2/0 Jim /<|x® a @_Sd sdf

Le calcul de f; peut étre fait quasi-localement : on a seulement besoin de mesurer la transformée de
Radon au travers du disque de centre x et de rayon 2d pour reconstruire exactement la valeur de f; au
point x.

Pour préciser I’information portée par la fonction f;, on introduit la fonction suivante, différence entre
la fonction f; et la fonction de référence f, définie par :

f§ (%) = f(x) = fa(x)
On a alors une premiere propriété, essentielle :

Proposition 2.4.6 (Discontinuités et tomographie pseudo-locale [58])
Pour tout d > 0, la fonction fg est continue dans le domaine direct.

L’interprétation de cette propriété est immédiate : quel que soit d > 0, la fonction f; porte les disconti-
nuités de la fonction f, autrement dit les discontinuités de f; sont exactement les mémes que celles de
f> que ce soit au niveau de la localisation ou de 1’amplitude.

Preuve. Par définition de de ,
2 65R9f(8)
FOx) = F(x) — falx / / GR0I8) a0
a (x) = flx) = a2 €R;x@—s|>d X © — s

(il n’y a plus de singularité dans le domaine d’intégration, les intégrales en valeur principale
n’apparaissent donc plus.)
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On peut alors écrire,

C _ 1 2m x©—d 8SR9f(8) o asRGf(s)
fd(x)—w/o (/_ X.®_8d3+/x.®+dxl®_sds)d9

L [ Raf(s) 1O 9T Ref(s) Rof(s) |7 < Rof(s)

T o4r? ([x-@—s}_m +/_OO (X'®—s)2d5+[x-@—s]x,9+d+/x.@+d(x-@—s)QdS
1 2”Rgf(x-@—d)—}—Rgf(x'@-i—d)de

- 47T2 0 d

R ( /*'@—d Rof(s) o /:O Ref(s))2ds> i

472 J, e (x-O —5)? O1d (x- O —s

La continuité de fdc découle alors du théoreme des intégrales a parametres [45], que I’on peut
appliquer ici car, pour la premiere intégrale,

— presque pour tout § € [0, 27], x — Ry f(x- O —d) +Ref(x- O +d) est continue sur R?,
comme composée de fonctions continues ; en effet, les seules incidences pour lesquelles
0 — Ry f n’est pas une fonction continue sont les directions pour lesquelles la fonction
du domaine direct a un bord confondu avec une tangente a ce bord sur un intervalle de
longueur strictement positive ; or (nous 1’admettrons), il peut y avoir au plus un nombre
fini de directions pour lesquelles ceci se produit (par exemple, pour un carré, il y a quatre
telles directions) ; par conséquent, on peut affirmer que presque pour toute incidence 6,
Ry f est continue.

— pour tout x € R?2, il existe une constante M telle que, pour tout couple (6, s),

|Rof(x-© —d)+Rof(x-©+d)| <M

(car la transformée de Radon est bornée)

et, pour la deuxieme intégrale,

— pour tout couple (6, s) € {(s,0);|x- O —s| > d}, x — m est continue sur R2.
— pour tout x € R?, on a, pour tout couple (6, s) € {(s,0);|x- O — s| > d}

Rof(s) | _ [Rof(s)
(x-©®—3s)2|— d?

qui est une fonction intégrable en (6, s) :
o [Rof(s)] 1
——dsdf < —||Rf|lt1 < o0
/O /SER;X~@—S|>d d? d? u

Ainsi, quelle que soit la marge d, la fonction f; porte les discontinuités de f, en localisation, mais aussi
en valeur du saut aux points de discontinuité.
On dispose aussi d’une propriété de convergence, que nous admettrons.

Proposition 2.4.7 (Convergence de f; vers f [58])
— Si U est un ouvert de R? sur lequel la restriction de f est de classe C?, alors

119 (x) — f(x)| = O(d) quand d — 0

et de plus la convergence de fg vers f est uniforme sur tous les sous-ensembles compacts de U.
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— Si (T") est une courbe de discontinuité de f, si xy est un point de T, et s’il existe un voisinage
ouvert V de x tel que T est réguliére sur V et f est de classe C? par morceaux sur V, alors

¢ (x0) — (f+(x°) 5 f(X°)>‘ = O(d|Ind|) quand d — 0

ot on a noté f(xg) et f_(xg) les limites de f quand x tend vers xq de part et d’autre de la courbe
I" le long de n’importe quelles courbes n’intersectant pas I'.

Néanmoins, si cette méthode est théoriquement attractive, il est expliqué dans [37] que la conservation
des sauts ne résiste pas a 'implémentation numérique, et qu’il faut alors avoir recours a des méthodes
complémentaires du méme type que celle que nous avons présentée pour la A-tomographie pour pouvoir
estimer les sauts. Une autre méthode complémentaire, nécessitant des développements théoriques ardus
(de notre point de vue ...), est d’ailleurs proposée dans [58] ; nous ne 1’exposerons pas ici.

Nous terminons cette partie en illustrant les résultats qui viennent d’&tre énoncés par 1I’exemple du disque
unité. A notre connaissance, les calculs qui suivent ne figurent pas dans la littérature.

Exemple 2.4.2 (Tomographie pseudo-locale pour le disque unité disque)

Dans cet exemple f désigne I'indicatrice du disque unité. Pour tout 6, Rgf a donc son support inclus
dans [—1, 1] (d’aprés la propriété 2.1.2). Nous supposons que 0 < d < 1, et nous allons calculer les
projections obtenues apres filtrage, et avant rétroprojection, lors du calcul de fdc , dont I’expression est,

rappelons-le :
ooy L [P XOT Ry f(s) * OsRef(s) >
fi(x) = /0 (/ ————=ds —G—/X ————=ds | db

472 oo X-O-—35 014X O —s

Soit p € R. On note
P~ 9Ro f(s) © 95Rof(s)
C — C s/\0 s/v0
gp:gp:/ ds—l—/ ——=ds
folo) = o= =T e
—2s

ici —2s
< " ds+ / 2 ds (242)
/1—oo,p—d1m}—1,1[ V1—s%(p—s) [ptd.ooln]-1,1] V1 —s*(p = s)

On utilise alors la primitive suivante :

_og Maple 2 arcsin(s) — 25—1 arctan (\/ﬁ}@> si|p| >1
————ds = :
/ = )d (2.43)
—s2(p—s

2 arcsin(s)

_ 22 2 I—spty/1=p*V1-s> :
it e (LR )<
On distingue alors plusieurs cas dans le calcul de gg(p), selon la valeur prise par p :

p < —1—d, seule la deuxieme intégrale dans (2.42) est non nulle ; on utilise la premiére expression dans
(2.43), avec comme bornes dans 'intégrale (—1,1).

—1—d < p < —1; seule la deuxieéme intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la premiére expression
dans (2.43), avec comme bornes dans I’intégrale (p + d, 1).

—1 < p < d — 1; seule la deuxieme intégrale est non nulle ; on utilise la deuxieme expression dans
(2.43), avec comme bornes dans I'intégrale (p + d, 1).

d—1 < p < 1—d: les deux intégrales participent ; on utilise pour chacune la deuxiéme expression dans
(2.43), avec comme bornes respectives dans (—1,p — d et (p + d, 1).
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1 —d < p < 1; seule la premiere intégrale est non nulle ; on utilise la deuxieéme expression dans (2.43),
avec comme bornes dans 'intégrale (—1, p — d).

1 < p < 1+ d; seule la premiére intégrale est non nulle ; on utilise la premiere expression dans (2.43),
avec comme bornes dans ’intégrale (—1, p — d).

p > 1+ d; seule la premicre intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la premiere expression dans
(2.43), avec comme bornes dans I'intégrale (—1,1).

Les courbes représentatives des fonctions gg, pour différentes valeurs de d sont présentées en figure
(2.4.2), ot1 on les a comparées avec ce que I’on rétroprojette dans la méthode de rétroprojection filtrée
avec données completes (en pointillés).

il N

2 3 4 -4 3 2 |

i i
5! 2
-4 -4
& i
8 -8
0 10

FI1G. 2.29 — Représentation des fonctions gg, pour différentes valeurs de d, dans la méthode pseudo-
locale : on a appliqué un filtre rampe tronqué dans le domaine direct; de gauche a droite, puis de haut
en bas, le rayon du filtre est d = 0.9, d = 0.5, d = 0.1, d = 0.01; a titre de comparaison, on a indiqué
en pointillés les projections apres filtrage par le filtre rampe complet. Dans la méthode pseudo-locale
appliquées a des données intérieures, on rétroprojette la différence entre les deux courbes tracées.

Les deux derniéres méthodes que nous venons de présenter sont connues, et régulierement citées dans la
littérature. Nous allons dans la suite expliquer qu’a notre sens une autre méthode, beaucoup plus simple,
mériterait de faire partie de cette famille de méthodes “de référence” en tomographie locale.

2.4.4 Reconstruction locale par rétroprojection filtrée

On a vu que dans le cas du probléme intérieur 1’information sur les discontinuités est théoriquement
disponible dans les données tronquées : I’enjeu des méthodes locales est d’arriver a extraire au mieux ces
informations pour reconstituer le plus d’information possible sur les discontinuités de f dans la région
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d’intérét. On vient de présenter deux méthodes de reconstruction locale, connues, et trés souvent men-
tionnées dans la littérature. A contrario, la méthode de rétroprojection filtrée n’est, a notre connaissance,
jamais reconnue comme une méthode locale dans ce contexte ou seules des données intérieures sont
disponibles, souvent sous prétexte que le filtre rampe n’est pas de classe C*° dans le domaine de Fourier,
donc ne peut pas étre a support compact dans le domaine direct, donc ne se préte pas a des données
tronquées. A notre connaissance, il en est seulement fait mention dans les travaux suivants :

— Natterer, dans [78], a la suite de 1’étude des variations dans la région d’intérét des fonctions du
noyau de la transformée de Radon intérieure (qui aboutissent a la majoration (2.29)), explique que
c’est une méthode qui peut étre utilisée si I’on recherche seulement les “changements de valeurs”
dans la fonction f, et a condition de prolonger les projections de mani€re consistante sur la partie
du sinogramme non mesurée (voir [78] pour 1’explication de ce prolongement ;

— Bonnet, dans [10], constate qu’elle a un comportement satisfaisant sur plusieurs images, et I’ex-
plique par la décroissance rapide du filtre rampe tel qu’il est implémenté et I’homogénéité des
images-tests utilisées.

Nous avons de notre coté essayé d’appliquer, naivement, la méthode de rétroprojection filtrée a des
données tronquées, sans appliquer la procédure de prolongement des données par consistance, contrai-
gnante a mettre en oeuvre, c¢’est-a-dire en prenant comme données la fonction g définie par :

Rf(©,s)si|s| <a

0 sinon (2.44)

V(0,s) € S x [-1,1], g(0,s) = {
ou a désigne le rayon de la région d’exposition.
Les résultats que nous avons obtenus sur le fantobme de Shepp et Logan sont présentés en figure (2.30) :
ils sont troublants, car tres satisfaisants ! Nous avons reconstruit lIa région d’intérét (en premiere ligne de
la figure (2.30) a partir des seules données mesurées au travers de cette région : la reconstuction obtenue
figure sur la ligne suivante, a gauche ; il y a certes un biais “lisse” sur toute la région d’intérét, des artefacts
au bord de la région d’intérét, mais les discontinuités sont visibles. Pour réduire les artefacts au bord de
la région d’intérét, nous avons appliqué une méthode connue dans le traitement des données locales
[10, 90], qui consiste a prolonger le sinogramme par continuité, c’est-a-dire qui consiste a construire la
fonction g cette fois-ci définie par :

Rf(O,s)si|s| <a
¥(0,s) € St x [-1,1], g(8,5) ={ Rf(©,a)sis>a (2.45)
Rf(O,a)sis < —a

ol a désigne le rayon de la région d’exposition.

On constate alors (deuxieme ligne, a droite en figure (2.30)) que les discontinuités du fantoéme initial sont
nettement visibles dans la reconstruction obtenue, et que la ressemblance avec I’image initiale est forte
(et I’amplitude des sauts n’est pas loin d’étre conservée, comme on peut le voir sur la derniere ligne, ou
on a tracé la section centrale horizontale du fantdme -en pointillés- et celle de la reconstruction obtenue).

Se posent alors des questions : la méthode naive de reconstruction par rétroprojection filtrée est-elle
pour toutes les images une méthode locale satisfaisante ? Si oui, comment le prouver ? Si non, comment
construire des contre-exemples ? ... Il s’avere, aprés moult tentatives, que la construction de fantdmes
mettant clairement en défaut la méthode de réroprojection filtrée n’est pas une tache aisée. Nous propo-
sons finalement le fantéme suivant, dans lequel nous avons placé d’une part une structure extérieure a
la région d’intérét, modifiant notablement les projections intérieures quand on calcule la transformée de
Radon, et d’autre part deux structures identiques et peu contrastées dans la région d’intérét ; ce fantdme
est présenté en figure (2.31) (méme disposition que dans la figure (2.30) ). On peut alors constater que
les deux structures ne sont pas reconstruites de la méme maniere dans la région d’intérét : la méthode
de rétroprojection filtrée ne fournit donc pas en toute circonstance des résultats aussi satisfaisants que
sur le fantome de Shepp et Logan, mais néanmoins, dans la plupart des cas que nous avons testés, elle
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0 100 200 300 0 100 200 300

F1G. 2.30 — Résultats de 1’algorithme de rétroprojection filtrée appliqué a des données locales : en haut
le fantdme de Shepp et Logan, avec un zoom sur la région d’intérét. Sur la deuxieme ligne, a gauche, la
reconstruction obtenue en appliquant 1’algorithme de rétroprojection filtrée sur le sinogramme tronqué
(projections manquantes maintenues a zéro), et a droite, sur le sinogramme prolongé par continuité. Sur
la derniere ligne, la section horizontale des deux reconstructions (la section du fantdme est tracée en
pointillés). Dans les deux cas, les discontinuités sont bien visibles, et dans le deuxi¢me, la reconstruction
« ressemble méme beaucoup » au fantdme initial.
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renvoie des résultats tres satifaisants : dans la suite de ce manuscrit, ce sera notre méthode locale de
référence.

Nous ne sommes pas parvenus a définir rigoureusement des conditions dans lesquelles la méthode de
rétroprojection filtrée appliquée a des données locales est satisfaisante. Cependant, nous proposons
d’amorcer cette étude de la maniere suivante : dans la méthode de rétroprojection filtrée appliquée naive-
ment a des données réduites a la région intérieure de rayon a, on reconstruit en fait la fonction f; .
définie par

1 2T
rcllaive(x) = 47_‘_2/0 AiayaROf(X ' ®)d9

A_a’age(s) = lim |:/S_6 Mdu + /a (%'R(,)f(u)du:|

e—0 —a S—Uu te S—U

ou on a noté

Par rapport a la méthode pseudo-locale, on ne tronque donc pas le filtre rampe de maniere uniforme :
selon la position s dans [—a, a], en laquelle on calcule A~*%gy(s), on utilise a gauche de s une portion
de filtre de longueur s — (—a) = s + a et a droite de s une portion de filtre de longueur a — s. On n’ap-
plique donc plus un filtre, au sens premier du terme, aux projections (I’opérateur n’étant pas invariant par
translation).

Cependant, comme dans la méthode pseudo-locale, on peut calculer la différence entre la fonction f
et la fonction reconstruite naivement :

o \C 1 9 9,Ref(5) LosRaf(s)
(fnaive) (X) - 47_[_2/0v |:/ mds +/a @d5:| do

~1 X - — S

On peut alors énoncer le résultat suivant, analogue au résultat-clé de la tomographie pseudo-locale (vu
en propriété 2.4.6), et qui, a notre connaissance, ne figure pas dans la littérature.

Proposition 2.4.8 (Discontinuités et rétroprojection filtrée appliquée a des données intérieures)
Pour tout a > 0, la fonction ( gaive)c est continue sur tout disque de Ia forme {x € R?;|x| < 7}, ou
r <a.

Par conséquent, on peut en déduire que les discontinuités de f dans I’intérieur (ouvert) de la région
, o R . o a
d’exposition sont les mémes que les discontinuités de f7; ..
Preuve. Nous appliquons le méme raisonnement que celui que nous avons mentionné en tomogra-
phie pseudo-locale (dans la preuve de la propriété (2.4.6) ; nous écrivons d’abord, a I’aide d’une

intégration par parties, que :

e o 1 [T Ryf(s) ] “ Ref(s) Rof(s) 1" L Ry f(s)
Vi)™ = 43 qx-@—s]_ﬁ/_l oot s <x-@—s>2d8>d0
1 [ Ref(=a)  Ref(a)
42 Jo x-O®+a x-O-—a

([ et [ e ) ©

On définit alors un disque fermé D,., de rayon r, strictement inclus dans la région d’exposition
(c’est-a-dire tel que < a), et on choisit un point x a I’intérieur de D,.. Nous allons alors vérifier
les hypotheses qui permettent d’appliquer le théoréme des intégrales a parametre pour montrer

que (f%,..)C est continue au point x.

do

Pour la premiere intégrale de (2.46), on peut dire que :
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Rétroprojection filtrée - section horizontale
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Rétroprojection filtrée - section horizontale
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F1G. 2.31 — Résultats de ’algorithme de rétroprojection filtrée appliqué a des données locales, sur un
fantdme pour lequel les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants (méme disposition que dans la figure
précédente : a gauche les données manquantes sont laissées a zéro, et a droite elles sont prolongées
par continuité) : des structures identiques dans le fantdme initial ne sont pas reconstruites de maniere
similaire (en particulier les symétries par rapport aux médianes de I’image carrée sont perdues, méme
dans le cas ou les projections sont prolongées par continuité). De plus les discontinuités de 1I’image

initiale sont difficilement détectables sur la reconstruction.
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M et X — M sont continues
x-O+a X O —a

sur D, (car quelle que soit la valeur de 0, x - ® — a ne s’annule alors jamais, puisque
Ix- O] < |x| << r <a).

— pour tout § € [0,2x], les fonctions x —

—pourtoutx € D, —r <x- O <r,donc0<a—r<x-®+4a<a+r,donc

Rof(=a)| _ [Raf (@)
x-®O®+a|” a-—r

qui est une fonction (de 6), intégrable sur [0, 27].

e . . Rof(a e s
On pourrait faire le méme raisonnement pour x +— g() ; on en déduit que la premiere
x-0 —a
intégrale de (2.46) est une fonction, de x, continue sur D,..

Pour la deuxieme intégrale de (2.46), on peut dire que :

— pour tout couple (6,s) € [0,2n[x[—1, —a] (resp. tout couple (0,s) € [0,2n[x][a,1], la
Rof(s)
(x- O — s)2
0, x - ©® — s ne s’annule alors jamais.

fonction x — est continue sur D, (car quelles que soient les valeurs de s et

— pour tout x € D, pour tout couple (6, s) € [0,27[x[—1, —al, on a I’encadrement
0<—r4+a<—1r—5<x-0-—s<r—-—s<r+1
et donc

Rof(s)
(x-© —s)?

Rof(s)
(a—1)?

qui est une fonction, de (0, s), intégrable sur [0, 27[x[—1, —a].

On pourrait faire le méme raisonnement pour la troisieme intégrale de (2.46). On en conclut que

la somme de la deuxieme et de la troisieme intégrale est une fonction de x continue sur D,..
|

Nous terminons ce paragraphe par un dernier calcul : le calcul explicite de A=*%Ry f dans le cas ou f
est une indicatrice de disque.

Exemple 2.4.3 (Calcul de A~*%Ry f dans le cas ou f est une indicatrice de disque)

) =t [ [ 2Ry [ 2,

e—0 | J_, u—3S te U—S

Premier cas : |u| > 1 Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration.
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ARy f(w) — ¢ _—2Sds s=sin /arcsm(a) —2 Si.n 0 20
—a V1-— 52(“ - S) arcsin(—a) U — sin 6

2t

t:tan% _2/t3n<arCSi2n(a)> T+ 2dt _/tan(arcsizn(a)) —8&t d

t
Ctan () w2 T 2 g (st} (T ) (ul? — 20+ )

/ (M) aar /tan(a“s;““’)) du
—tan(%ﬂ(a)) 1+ ¢2 —tan(%“(“)) ut2 — 2%t +u
(le polynéme ut® — 2t + u est irréductible car |u| > 1)

. . tan arcsin(a)
4arcsm(a) +4arc51n(a) _4/ ( 2 ) dt :
2 2 _ tan(arcsm(a)) (t ) + u—1

u2

v=t—L tan(%)—% u?z —1 u? —1
=" 4arcsin(a) — 4/ 5 ol on a posé y = 5 =
_tan(m) 10 +'y U |ul
4 <arcsm a ) 1 tan (arcsin(a)> 1
2
= 4arcsin(a) — — | arctan “ | —arctan | — -
v Y
= 4arcsin(a) — — arctan tan(a“?s;n(“)) + tan(ar‘?s;n(“))
3 o (58] 1) (o (5550 1)
car arctan x — arctany = arctan ( vy )
1+azy
A" Rg f(u)
4 in(a) 4 u) " 2tan(7ami2n(a))
= resin(a) — ———— arctan
arcsin(a - arcta \/TF (1 N ugil (tan (ams;n(a)> B %) (_ tan (arcsi2n(a)> _ %>>
4 2 tan arcsin(a)
= 4arcsin(a) — # arctan =) :
A\ (e (2 e ()
' 4‘u| 2\/’[},2713& (arcsm a))
= 4arcsin(a) — TT T arctan arosin(a)
ut = |ul (1 — tan? <#))
4 Vu2 —1t i 2tan X
= 4arcsin(a) — Al arctan | - an(arcsin(a)) (cartan(2X) = a7112
Vu?z -1 [ul 1 —tan?(X)

= 4arcsin(a) —

quanda — 1

4|l " avu? —1 5 27 |ul
——— —arctan | ——— | — 271 —
Vu?z—1 lu|v1 — a? Vu?z -1

Deuxiéme cas : u €] — 1,1

e—0 /) _, u—S ute u—Ss
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Les calculs sont alors similaires a ceux que 1’on avait effectués lors du calcul du résultat de I’application
du fitre rampe aux projections du disque unité (vu dans I’exemple 2.2.2). Ainsi, pour tout € > 0 (choisi
suffisamment petit pour que Ju — €,u + €[C| — 1,1[), on a

/“_6 35R9f(3)d8+/a 35R9f(3)ds

—a u—s te uU—S

L /tan<arcsm2(ue)> A s /tan(arcs;n(a)> 4
t t

dt
an(arcsi;(fa)) (1 + t2>(ut2 _ 2t + u) an(arcsin;u+e)) (1 + t2)(ut2 o 2t + u)

= 4arcsina

o0 tan (arcsiQn(a)) —r (u) tan (arcsiQn(a)) 1y (u)
— In —1In

Vi—u? | |tan (M) —r1(u) tan (arCSizn (al)) —7a(u)

2

Blu,€) — ro(u)

—hn a(u, €) —ro(u)

ou on a adopté les mémes notations que dans I’exemple (2.2.2).

D’aprés I’expression (2.14), quand e tend vers zéro,

Blu,€) — ro(u)

ﬁ(ua 6) -T2 (u) 0

=1+ 0(1) et donc In

ro(u) — afu, €) afu,€) —ro(u)| =0
et donc, suivant les mémes étapes que dans I’exemple (2.2.2), on a
5 tan (arcsiQn(a)) . rl(u) tan (arcs;n(a)) _ TQ(U)
u
A "Ry f(u) =4arcsina — In —In

m tan (arcsirzl(—a)) - (u) tan (arcsig(—a)) iy (u)
1-v1-aZ _ 14Vi-u? 1-vV1-a? _ 1=V1-u? >>

a u n a u
1+vV1-a2 _ 14+V/1-u? 14v1-a2  1-v1—u?

a u a u
(u—uvl—a?—a—avl—u?)(u—uvl—a?+a—avl—u?)
(u—uvl—a?+a+avl—u?)(u—uvl—a?—a+avl—u?)

2uay/1 — u2v/1 — a? — 2a%u® + a® + u? )

W2 — a2
2uav/1—u2v1—a2?—2a2u?+a+u? .
s si |ul <1

4 arcsin(a) — \/i‘%l arctan (‘Zlv\}i%) si |ul>1

4 arcsi v ()
= arcsina — n
V1 —u?

= (4arcsina

)

2u 1
- n
V1—u?

4 aresi v
= arcsin a — 1
V1—u?

— 2w quanda — 1

Finalement,

4arcsina — —2%— In
V1-u?2

Va €]0,1[, A" "Ry f(u) =

(2.46)
Les courbes représentatives des fonctions A~**Ry f, pour différentes valeurs de a (rayon de la région
d’exposition) sont présentées en figure (2.4.3).



118

Chapitre 2. Tomographie 2D

FIG. 2.32 — Le résultat de I’action de I’opérateur A~*“ sur les projections du disque unité, dans la
rétroprojection filtrée appliquée naivement a des données tronquées ; de gauche a droite, puis de haut

0.9999 (on prend en compte “presque” toutes les

en bas, le rayon de la région d’exposition est a
données), a = 0.9, a = 0.5, et a = 0.2 a titre de comparaison, on a indiqué en pointillés les projections

apres filtrage par le filtre rampe complet.



Chapitre 3

Représentations multiéchelles de la
transformée de Radon

Le but de ce chapitre est de recenser les travaux existants dans la littérature dans lesquels des liens sont
établis entre les décompositions multiéchelles des fonctions définies sur R? et leur transformée de Ra-
don. Nous expliquons qu’a notre sens, on peut distinguer a priori deux approches : une approche dans
laquelle la formule de base est explicitement la formule de rétroprojection filtrée et ou 1I’on s’appuie sur
des décompositions 1D de chacune des projections, et une deuxieme qui repose principalement sur la
transformée en ondelettes-vaguelettes, et dans laquelle on met en évidence des décompositions 2D de la
transformée de Radon (c’est-a-dire prenant en compte simultanément les variables 6 et s).

Avant d’exposer ces deux approches et les liens que 1’on peut faire apparaitre entre elles (en derniere par-

tie de ce chapitre), nous commencons par rappeler les principales définitions et propriétés des décompositions
en ondelettes qui interviendront dans la suite.

3.1 La transformée en ondelettes

3.1.1 Transformée en ondelettes continue

On s’appuie ici sur les ouvrages de J.P. Antoine et al. [2], B. Torrésani [102], et S. Mallat [68].

3.1.1.1 En dimension 1

On appelle ondelette une fonction v appartenant a L' (R) N L2(R),vérifiant la condition dite d’admissi-
bilité
oo | 2
0<C¢—27r/ de<+oo 3.1
0 w
A partir d’une ondelette 1 fixée, appelée alors ondelette meére, on peut, par dilatations et translations,
engendrer la famille de fonctions (wavb)aGR* per définies par
Jr7

e R, vuult) = o (120)

Pour a > O et b € R fixés, la fonction 1), est aussi une ondelette, normalisée de telle sorte que
|Yapll = ||2]], et dont on dira qu’elle est localisée autour du point b, sur un domaine de taille propor-
tionnelle au parametre a, appelé échelle.
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Ainsi construite, une famille d’ondelettes (¢/,) permet de décomposer un signal f € L?(R) sous la
forme d’une famille de produits scalaires appelés coefficients d’ondelettes :

V(a,b) € Ri xR, WY f(a,b) =< thqp, f >= f()Yap(t)dt = } fy (t_b>dt = f*(1a),(b)
teR a Jter a

ol on a noté ¢, la fonction dilatée de v, définie par

wnlt) = 7= (Z)

et oll, pour toute fonction f, la notation f, désigne la fonction définie par f,(t) = f(—t). Remarquons
que comme f appartient 2 L2(R)) et ¢ appartient 2 L' (R)NL2?(R), la convolution f %1}, est bien définie,
et est une fonction appartenant a L2(R)) [45].

Pour a > O et b € R fixés, le coefficient < f,1),; > caractérise le comportement du signal f
au voisinage du point b, a I’échelle a. On dit que le calcul de la famille de coefficients d’ondelettes
(W¥f(a,b)), , d’un signal est une analyse du signal.

En outre, sous la condition (3.1), les coefficients d’ondelettes d’un signal fournissent une représentation
stable de la fonction f, au sens ou 1’énergie du signal est égale a 1’énergie de 1’ensemble des coeffi-
cients, et ol ’on dispose de la formule d’inversion énoncée dans la proposition suivante, permettant de
reconstruire un signal a partir de ses coefficients.

Proposition 3.1.1 (Stabilité et inversion de la transformée en ondelettes continue 1D [68, 2])
Soit f € L2(R), a valeurs dans R.
— Formule de conservation d’énergie :
Soit 1 une ondelette vérifiant la condition d’admissibilité

= o]

0<C¢=27T/ d\ < 400

0

alors :
— si 1 est une ondelette a valeurs dans R (ondelette réelle),

ing=g [ [ [wesen| ol

— si est une ondelette analytique (a valeurs complexes, telle que @(w) = 0 pourw < 0),

1= [ [ [westen| al

— Formule de reconstruction :
Si ) et ¢ sont deux ondelettes vérifiant la condition d’admissibilité croisée

+oo—— g\
Cygp=2m ; ¢(A)¢(A)7 #0, < oo

alors,
— si ¢ et sont toutes les deux réelles,

=g [ W rahoann
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— si au moins I’une des deux ondelettes ¢ ou ) est analytique, alors

£(t) = Re (de) / - JaR >dbda)

Preuve. On s’appuie dans cette preuve sur 1’égalité mentionnée plus haut :

WY f(a,b) =< tap, f >= [ * (a),(b)
Conservation de I’énergie :
La formule de conservation de 1’énergie peut s’ obtenir dans le cas réel de la maniere suivante (on

est conduit a appliquer le théoréme de Fubini pour modifier I’ordre des intégrales ; c’est 1égitime
car les fonctions que 1’on manipule dans les calculs ci-dessous sont positives) :

/0+Oo/::o‘wwf(a,b db— /+OO/+OO

+o0o +oo
/ / ‘f (f * (wa)g) (w)‘ dwﬁ (d’apres la propriété (A.0.5))
0 —o0o

— o / - / k[
o[ o s —an e ([
_ zw/oo |f(w )!2</0+OO

Si w est strictement positif, alors

(b)‘ db@

—

da
dw— (d’apres la propriété (A.0.4))

— 2d
a(w) ag) dw

. 2 d
w(aw)‘ C;) dw (d’apres la propriété (A.0.2))
a

oo 2 da oo, 2 wdA oo, 2 dA
| e S = [l 2 = [T 5 (2
Si w est strictement négatif,
+oo | 2 da 0 . 2 d\ +oo 2 d,U,
| P == [ o[ = [ ] (.3

On distingue alors deux cas, selon la nature de ) :

Si ¢ est une ondelette réelle :
Dans ce cas, le module de sa transformée de Fourier est une fonction paire, et on obtient alors la

+oo
méme valeur pour /
0

oo 2 da oo 2 dA
| el S = [ ol 5

a

Finalement

/+°O/+°° W¢fab)’ db— . 27r/_:oyf(w) (/ tey dA)dw
- o /;W(A)”j) [ 1rs = culrip
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ol on a posé
.2
+00 \ww\
Cy = 277/ —dA
0 A

La formule de conservation de 1’énergie dans le cas réel est ainsi formellement établie.

Si ¢ est une ondelette complexe :

Les valeurs obtenues en (3.2) et (3.3) n’ont aucune raison d’€tre égales. On peut cependant établir
facilement une formule de conservation de 1’énergie, dans un cas particulier (qui s’applique par
exemple aux ondelettes de Morlet que nous présenterons plus loin) : le cas ol ¢ est une ondelette
analytique, c’est-a-dire telle que 1[1(w) = 0 pour w < 0.

Dans ce cas, on réécrit les calculs précédents en les appliquant non plus a f, mais a sa partie
analytique fana1, définie dans le domaine de Fourier par :

Jgrgl(w):{Qféw) si w>0

si w<0

de telle sorte que f = Re (fanal) ; en effet

—

F ({anal er) (w) _ E;l(w) + fanal(w) _ f:rgl(u» +m

Re (fanal) = 9 9 9
2f 0
flw) + si w>0 .
= 2 = f(w), quel que soit le signe de w, car f est réelle.
0+2f(—w) .
— si w<O0

etdonc f = Re (fanal)-

On obtient donc successivement :

400 ptoo 2 d +oo +o0 R 2d
/ / ‘Wwfanal(a, b)‘ b=y = 277/ | omal ()2 (/ a‘w(aw)‘ Z) dw (3.4)
0 —00 a 0 0 a

(on peut réduire le domaine d’intégration, f,,.1 ayant été construite dans ce but)

avec, pour w > 0,

+o00 N 2 da +oo | 2 d\
27T/ altb(aw)| % :27r/ o L=c,
0 a 0
Comme par ailleurs
Vo, Wif(a,)w) = V2rf(w)ta(w) = { vanflelw) - siw>0
0 sinon, car 1) est analytique

Y ) = W ol ()
on a 1
Wwf(aa b) = §W¢fanal(a7 b)

et donc, reprenant (3.4), et la relation E;](w) = 2f(w) pourw > 0,0na

ERCS) o) 2 dCL +oo ~
4/ / W (a.b)| v :4cw/ |7 () Pl
0 —00 0

a



3.1. La transformée en ondelettes 123

soit, comme | f| est paire (car f est réelle),
—+00 [e%¢) y 2 da +oo 5 1o
O WYS(ab)| db= =20, [ |fw)Pdw = 20|11

Formule de reconstruction :
On introduit la fonction i définie sur R par

/+°°/ W (0, 1)6 ()02

En remarquant que

+oo +oo d +oo d
W= [ [ (@) et —navg = [ (5T w00) 05
on peut exprimer la transformée de Fourier de A selon
. too i
) = [ (T e) )% = Ve [ )
too =~ d ~ d
— o [ f<w>wa<w>¢a<w>;§ — 2 f(w) /0 aw<aw>¢><aw>;§ (3.5)

Dans le cas ol 1 et ¢ sont réelles : on a, quel que soit le signe de w,

oo = ~ da FO——  d\ 1
| ety = [ E0INT = 5-Cos

et on en déduit que

Vw, h(w) = Cy,¢f(w)
Par transformée de Fourier inverse, on obtient donc

+o0 a
s =g =g [ [ Worena.nm

Dans le cas ot au moins ¢ ou 1 est analytique : reprenant (3.5), on a

T oo = ~ da .
Vw, h(w) = 27Tf(w)/0 LZ( )g( )i; _ Wfanal(w)/(; aw(aww(aw)? siw >0

0 siw < 0, car ¢ ou 1 est analytique

0 siw <0

_ { ]‘Z;l(w)% siw >0

Cypo —— _
= g’(b fanal(w), quel que soit le signe de w, puisque si w < 0 alors fapa(w) =0

et donc o
h(t) = %fanal(t)

soit
) = Re(fumalt) = Re (1))

e 2 [ o
_ Re<0w¢/ W @b )
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Les calculs qui viennent d’étre présentés sont valides quand les fonctions f, f , U, 1& ¢ et qAﬁ qui,
par hypothése appartiennent a L2(R), appartiennent également 2 L' (R). On peut dans un se-
cond temps prolonger la validité de la formule de reconstruction a I’espace L2(R.) , en utilisant
la densité de L' N£2(R) dans L2(R)).

|
3.1.1.2 En dimension 2 : transformée en ondelettes directionnelle
On appelle ondelette admissible sur R? une fonction ¥ vérifiant la condition d’admissibilité
~ 2
7)
0<Cy= 47r2/ ——dk < 400 (3.6)
r2 K|

Comme en dimension 1, mais en ajoutant un parametre supplémentaire de rotation, on peut engendrer la
famille d’ondelettes (‘lia’bﬂ)aeR:’beRg’ge[O’%[deﬁmes par

U, 0b(x) Ly <r9(x_b)>

a a

o1, pour tout @ € [0, 27[, r_g désigne la rotation d’angle —6 sur R? :

) - cosf sind Z1
Vx € R*, 1_4(x) = ( —sind cos@ > < x2 >

On définit alors, comme en dimension 1, les coefficients d’ondelettes d’un signal f € L2(R?) par rapport
ala famille (W4 b 9), 1, o PAr

W(a,b,0) € R x R? x [0,27], WY f(a,b,0) = < Wapg, [ >— / ()T ps (x)dx
R2

_ 1/R2f(x)\11 <“’(’;_b)>dx=f*(\1&1,e)a(b>

a

ou on a noté€ W, 4 la fonction définie sur R?

Woolx) = ¥ (” - b)>

a

Comme en dimension 1, la transformée en ondelettes directionnelle d’un signal fournit une représentation
stable de ce signal. C’est 1’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2 (Stabilité et inversion de la T. en ondelettes continue directionnelle 2D[2])
Soit f € L?(R?), a valeurs dans R?.
— Formule de conservation d’énergie :
Si U vérifie la condition d’admissibilité

‘ 2

B (x)
0< qu = 47r2/
r2 |k[?

1 oo 2w 2 da
2 N

= — W a,b,0)| dbdf—
Hf||2 C\I;/O /0 /2‘ f( » )‘ 3

dk < 400

alors
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— Formule de reconstruction :
Si U et ® vérifient la condition d’admissibilité croisée

Coo = 4 / Y(W)o(u)
R?2

uf?

alors

“+00 27 da
/ / WY f(a,b,0)®40p(x )dbd@—
0 R?

Preuve. Formule de conservation de 1’énergie : en suivant les mémes étapes de calcul que dans
le cas unidimensionnel (en appliquant ici aussi le théoréme de Fubini, puisque les fonctions sont
positives), on a successivement

[ [ieoons-tass- [~ [
— 4n? /+00/2”/ ae(k)‘ dkde@ﬂl /2|f(k)|2 </0+OO/°2W
= [ jgaor ([ /ozﬂ v

Or, pour k € R? fixé,

+o0o 27 N
/ / U(ar_ gk de@ —/
R2

ou on a noté Jy(u) le jacobien du changement de variables

(q/a,@)g(b)‘ dbd@d—a

d
ar_gk)‘ de“) dk
a

QM du
lu Ji(u)

W (u)

" ar ok — a(cos Oky + sin Oky)
— 0K T G (— sinOky + cos Oks)
que I’on calcule ainsi

B cos 0ky + sinOky  a(—sin Ok + cos Oks)

Te(u) = ’ < —sin6k; 4 cosOky  a(— cosOky — sin ko) 3.7)
= ’a(— cos® 0k2 — sin® ng — sin? Gk% — cos? Gk,‘%)‘ (3.8)

u

= alk* = ;k; [k[* = [u][K] (3.9)

Finalement, on obtient donc

oo 2 2 da 2 £ (1) |2
[ 1< Wanmes P abaos —ax® [ i ( [
0 0 JR2 a R2 R?

ol on a posé

d
)| 5 ) k= cull I

Formule de reconstruction : on introduit la fonction h définie par

—‘rOO 2T da
= / / / < [i%a0b > Poop(x )dbdQ*
0 o Jr2

da

\f;g( 2 9%

%) ax
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En suivant ici aussi les mémes étapes de calcul que dans le cas unidimensionnel, on aboutit dans

un premier temps a
+00 27r da
/ / Vo), * CI)aﬁ) (X)deg

puis on calcule la transformée de Fourier de la fonction A :

. +oo 2r — o a . 400 2m —— /\ a
k) = (2n)? / F 0 Wag) . (0B ()™ = 4x? f(10) / / Top (k) Brp (k) 022

= /+OO /% (ar_gk)®(ar_ ak)de@ = 47 f(Kk) /R2 Mdu

= Cyof(k

ol on a posé

Coo = 4772/ Y()e(u)
’ Rz |uf?

et donc

Fx) = — h(x)—l/%o/%/ < Uapp > Bugn(x)dbdd ™2
= C\II7(I) — Cw7¢ 0 0 R? 9 a,@,b a,@,b CL3

Comme en dimension 1, cette formule, obtenue par des calculs valables sur LiNnL? (RQ) (avec les
transformées de Fourier appartenant également 2 L' (R?)), peut ensuite étre prolongée a 1’espace
L?(R?). |

Cas particuliers pour la transformée directionnelle :

Si on choisit la méme ondelette ¥ pour I’analyse et la syntheése : alors, sous la condition d’admissibité
sur ¥ garantissant la conservation de 1’énergie,

on a la formule de reconstruction

109= gme [ [ ] W00 Goman
X) = 47T2C\I, 0 0 R2 a, o, a,G,b

Si de plus I’ondelette ¥ choisie pour ’analyse et la syntheése est radiale :, c’est-a-dire s’il existe une
fonction v, définie sur R, telle que pour toute direction @ et pour tout r € R : U(r®) = 9y(r), alors la
transformée en ondelettes directionnelle d’un signal f € L?(R?) se réduit a une famille de coefficients
a deux parametres, un parametre de translation et un parametre de dilatation :

{W\Ilf(aa b) =</, \I/aJD >}0L>O,b€R2

avec

1 b
WY f(a,b) =< f, U, p >= a/m F(x)U <X >dx

a
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Les formules d’inversion et de conservation de 1’énergie sont alors simplifiées : en premier lieu, la
constante d’admissibilité devient

Cy = 47r2/ “I’k‘ dk = 47° /QF/—HX)‘\IJ wg) |w|dwdb
r: |K[?

2
) 2 +oo ‘wo(w)’ 9 +o0o ‘1/)0(&))‘ 9
= 4r / / A dwdf = 47° x 27T/ —————dw = 471 Cy,
0 0 w 0

w

c’est-a-dire que la condition d’admissibilité de 1’ondelette 2D W est remplie si et seulement si la fonction
g est elle-méme une ondelette 1D admissible.

La formule de conservation de 1’énergie peut alors s’écrire de la maniere suivante :

1 Foo da
2 4
1918 = 3o L L) as

tandis que la formule de reconstruction prend la forme :

1
27TC¢O

da

+0o0
100 =5 [ [ Wb banxan

Nous venons de présenter les transformées en ondelettes continues, en dimension 1 et 2. Comme nous
I’avons vu, elles consistent a analyser une fonction avec une famille de fonctions indexée par un ensemble
continu de parametres. Ces représentations sont redondantes. Dans la suite, nous allons nous intéresser
a la réduction de cette redondance, et exposer comment on peut construire des représentations a 1’aide
d’un ensemble “moins vaste” de fonctions de base.

La premiere, que nous appelerons ici transformée en ondelettes presque continue, consiste a échantillonner
la transformée en ondelettes continue en discrétisant le parametre d’échelle.

3.1.2 Transformée en ondelettes presque continue
3.1.2.1 Transformée en ondelettes presque continue en dimension 1

On construit un sous-ensemble de la transformée en ondelettes continue, dans lequel on discrétise le
parametre d’échelle pour ne conserver que les échelles de la forme af), j € Z pour ap > 0 fixé (dans
le cas particulier ou ag = 2, la transformée presque continue s’appelle transformée dyadique ; elle est
présentée dans [68]). Les coefficients d’ondelettes sont donc égaux a

W Snad) = ag® [ gy [0 ar =+ (v,) ()

teR ag

Comme on va le voir ensuite, on peut montrer que sous certaines conditions, la stabilité et I'inversion
dont on disposait avec la transformée continue sont préservées avec la transformée presque continue, qui
constitue donc, au méme titre que la transformée continue, une représentation des signaux de L2(R)).

Proposition 3.1.1 (Stabilité et inversion de la transformée presque continue en dimension 1[68])
S’il existe deux constantes Ay, By, > 0 telles que

Vw e R*, Ay <21 |ih(ajw)|* < By (3.10)
JEZ
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alors
o e ®), AP <X 5 [ Westa | o < Bl
JEZ 0

S’il existe une constante Cy, 4 > 0 telle que I’ondelette ¢ vérifie

Vw € R*, 21 > d(ajw)dladw) = Cyg (.11)
JEZ
alors
= Z ) * g (2)
7/’ ¢ jeZ ao

Preuve. Pour la formule relative a la stabilité, avec les mémes calculs que pour la transformée en

ondelettes continue, on a 1’égalité

oo

[ wesanf a=on [

—00

2dw = 27raé /+OO |f(w)[? ‘@Z(agw)r dw

a§9(eho) _

d’ou I’on déduit que

ao/m‘wwf )‘ db:27r/_ Z‘@Daow‘ dw

JEZ JEZ

Par conséquent, s’il existe deux constantes A,, > 0 et By, > 0 telles que

Yw e R*, Ay <21 |ih(ajw)|* < By
JEZ

alors la stabilité de la représentation est prouvée :
“+o0o

o0 +00
S =40 [ 1F(w)Pdw < Z L[| o<, [
—00 0 (e.@)

Pour la formule de reconstruction, on introduit la fonction A définie sur R par

|[f(@)[Pdw = By| fII

- (8 . . v
W) = 3 WS () () = 3 <f K %) (u)
JEZ 0 JEZ 0

Sa transformée de Fourier est égale, comme dans le cas continu, a
» 21 &, T~~~ . )
h(w) = Z gf(w)wag (w)qﬁag =21 f(w Z P(adw) aow)

jEZ 0 JEZ
Par conséquent s’il existe une constante C'y, 4 telle que

Yw e R* 27rzw aow gg(a(;w) =Cyo
JEZ

alors 1
h(w) = f td -
(w) =Cyppf(w) etdonc f= Cos m
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3.1.2.2 Transformée en ondelettes directionnelle presque continue en dimension 2

Comme en dimension 1, on ne conserve qu’un sous-ensemble des coefficients de la transformée en
ondelettes continue, en discrétisant le parametre d’échelle. On dispose alors du résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (Stabilité et inversion de la transformée presque continue en dimension 2)
S’il existe deux constantes strictement positives (Ag, By ) telles que

27
Vk € R? Ay §4w22/
jez’0

¥ (afr_ok) )zde < By (3.12)

alors

27
Vf e LA (R?), Ag|f||3 <Z g7 / /R2

EZO

W f(a, b, 9)‘ dbdf < By | f|3

S’il existe une constante C'y ¢ > 0 telle que

vk e R%, 47y / (adr—ok)® (afr_ok) db = Cuo (3.13)
JEZ
alors
Vi e LARY), fx) = — 3 [ - WY S(al 0) %, (x)d6
) C\I/,(IJ = ag] 0 © L0 a(]y@

Preuve. Pour la formule de conservation de I’énergie, en reprenant les calculs effectués dans le cas

continu, on a
/P;?

et donc s’il existe deux constantes strictement positives (Ag, By ) telles que

. +o0
WYt b.0)f db = axall [ Ik

—00

)2 ‘qf (a%r_gk) )2 dk

27 N . 2
Vk € R?, Ag < 4r° j/ ‘\1/ (agr,gk)j 9 < By
— Jo
je

alors on obtient 1I’encadrement (3.12).
De la méme maniere, par des calculs similaires a ceux que ’on a effectués en dimension 1, on
obtient la formule de reconstruction. |

3.1.3 Reperes (ou frames) d’ondelettes

Nous présentons ici trés brievement ce mode de représentation, dans lequel la famille de fonctions de
base est indexé par un ensemble discret ; on pourra se référer a [102, 2, 68, 105] pour des développements.
On considere une famille (¢ ) ea de fonctions appartenant a un espace de Hilbert H ; étant donné un
élément f € H, on calcule la famille de produits scalaires (< f, ¢y >),c5- La question est alors de
savoir si I’on sait reconstruire f, de maniére stable, a partir de ces valeurs.

Une réponse a été apportée avec la notion de reperes (terminologie frangaise, adoptée par exemple par
Torrésani dans [102] ; Meyer parle de structures obliques dans [77], Mallat de frames dans [68]).
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Définition 3.1.1
La famille (¢))aca est un repere (ou un frame) de H s’il existe deux constantes A > 0 et B > 0 telles
que pour tout f € H,

AlFIP <Y 1< fodn > 1P < BISfIP

AEA

On peut montrer que I’encadrement mentionné dans la définition précédente est une condition nécessaire
et suffisante pour que U : f € H — (< f,¢x >)aea soit inversible sur son image, avec un inverse
borné : le pseudo-inverse de U [68] ; pour exprimer cet inverse, on exprime I’opérateur adjoint de U, en
écrivant que :

<Ux, f>=<x,Uf>=Y xNUFN =Y x[\ < f,00>=<Ff, > x[Nor >

AEA AEA A€A

d’ou I’on déduit que

U'x = Z x[A] g

AEA

A T’aide du pseudo-inverse de U, on peut alors trouver une formule permettant de reconstruire f a partir
des coefficients (< f, ¢ >)yeqp -

fo= )TN = UU) U U S) = (UU) 7 (Z < fobr > m)
AEA

= Y < fa > (UU)oa =Y < f.iha >

AEA AEA

ol on a posé pour tout A € A, g/t; = (U*U)~'¢y. On peut alors montrer que la famille (;ﬁ;) » est
également un repére de H, appelé repére dual du repére (¢))xen. On dispose ainsi d’une représentation
stable des éléments de H. Dans les décompositions en ondelettes utilisées en tomographie que nous
évoquerons plus loin, nous verrons que ce type de décomposition est par exemple celui avec lequel on
construit des représentations en ridgelets ou en curvelets (avec H = L?(R?)).

Parmi les différentes familles de décomposition de type repére (ou frame), on distingue plusieurs cas
particuliers :
— quand A = B on dit que le repere est étroit : dans ce cas le repere dual est égal au repere initial ;
— quand les éléments de la famille (¢, ), sont linéairement indépendants, la famille (¢, ), est une
base de Riesz ; le repere dual est alors aussi une base de Riesz, et lg\s/ deux familles sont biortho-
gonales, ¢’est-a-dire que pour tout couple (A, ') € A%, ona < ¢y, ¢y >= 0\
— quand A = B = 1, le repere est une base orthonormée.

Dans la partie qui suit, nous allons nous arréter sur ce dernier type de décomposition : les décompositions
dans des bases orthonormées, qui sont les moins redondantes. Plus précisément nous allons rappeler
comment on peut construire des bases orthonormées de L?(R.) ou L?(R?) avec des ondelettes.

3.1.4 Analyse multirésolution et bases orthonormées d’ondelettes
3.1.4.1 Analyse multirésolution et bases orthonormées d’ondelettes en dimension 1

Une analyse multirésolution de L?(R) est une suite d’espaces d’approximations de plus en plus fines
des fonctions de L?(R.). Plus précisément, on a la définition suivante, énoncée par exemple par S. Mallat
ou I. Daubechies [68, 26] :
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Définition 3.1.2 (Analyse multirésolution de L2(R))
On appelle analyse multirésolution de L?(R) une suite (V})jcz de sous-espaces fermés de L?(R)
vérifiant les propriétés suivantes :

Vj € Z,V; C Vi1 (les espaces (V;) jez sont emboités) ;

Ujez Vi = L*(R);

Njez Vi =10}:

Vf € L3(R),Vj € Z,f € V; & f(2-) € Vj41 (espace Vj41 a une résolution deux fois plus fine
que I’espace Vj;, autrement dit peut représenter des détails deux fois plus fins que ceux que I’on peut
représenter dans V;) ;

360 € Vo|(0(- — n))pez est une base de Riesz de Vj ;

Dans ce contexte, pour j fixé, on définit [’approximation de la fonction f a I’échelle j comme la projec-
tion orthogonale Py, f de f sur Vj, que I'on sait expliciter dans n’importe quelle base orthonormée de
I’espace V.

Pour construire une base orthonormée de V; a partir de la base de Riesz (0(- — n)),ecz de Vp, Mallat,
dans [68], explique qu’il suffit d’avoir recours a la fonction ¢ définie dans le domaine de Fourier a partir
de la fonction 6 par

oy 1 0(w)

16w + 2k)|2 )é

k* 0o
puis _
Vjn € Z X Z, ¢in(x) =22¢(2x — n)

Ainsi définie et normalisée, la famille (¢; ), constitue, quel que soit j, une base orthonormée de V; et
I’approximation de f dans V; est égale a

Py f= Zaj [n]¢jn ou, pour tout n, aj[n] =< f, ¢, >
n

La fonction ¢, qui, a elle seule, permet donc d’engendrer 1’analyse multirésolution, est appelée fonction
d’échelle de 1’analyse multirésolution.

Propriétés de la fonction d’échelle ¢ : la fonction d’échelle ¢ est une fonction de 1’espace Vj ; elle
appartient donc aussi a I’espace permettant de représenter des détails plus fins V7, et admet donc une
décomposition unique dans la base orthonormée (¢1 ,,),, de Vi :

3 (hn)nezlVt € R, ¢(t) = hnorn(t) = V2 hno(2t —n) (3.14)

neZ nez

ou I’on voit apparaitre le filtre discret h, défini, pour tout n, par

hhﬂ ::hn::<:¢a¢lm/>

La relation (3.14) est appelée équation d’échelle. Exprimée dans le domaine de Fourier, elle s’écrit :

Vw,p(w) = V2 (F/qﬁ (2t —n —Mdt> \thne im (/¢ i du>

nez neZ

_ j% ( [otwe du> <¢1§§h8—> =0(2)mo (%) (3.15)
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ol on a introduit la fonction 27-périodique my, appelée fonction de transfert du filtre discret (hy,) ; celle-
cin’est autre, a une constante pres, que la transformée de Fourier a temps discret du filtre discret, définie
par

1 .
TFTD(h)(w) = r- > e
neZ

etona
Vw, mo(w) = v/aTFTD(h Z hpe” M dt
nEZ
La suite des coefficients (h,, ),cz apparus dans la décomposition suffit a caractériser, via my, la fonction
d’échelle ¢, puisque I’on a, en itérant (3.15),

_ mﬁomo (5¢) (3.16)
k=1

+o0 R
(en ayant imposé la normalisation o(t)dt = 1, soit p(0) = v/2m).
—0o0
Une autre propriété de la fonction ¢, utile dans la suite, est la suivante : la famille (¢07n) est orthonormée,
etdoncVn € Z, < ¢, ¢on >= ¢ * ¢5(n) = 0. Sil’on injecte ceci dans la formule de Poisson, qui
établit que, pour toute fonction f,

> Flw+2rl) = Zf e Wk

leZ k:eZ

on obtient, pour f = ¢ * ¢,
- 1
D ldlw+2ml))? = — (3.17)
27
leZ
Cette condition peut se réécrire en une relation vérifiée par le filtre h, ou plus précisément par sa fonction
de transfert : en injectant (3.15) dans (3.17), en séparant dans la relation obtenue les termes d’indices
[ pairs des termes d’indices [ impairs, et en exploitant la périodicité de mg, on peut montrer que 1’on a
alors la relation
2 2
[mo(w)[” + [mo(w +7)[* =1

Construction d’une base orthonormée de L?(R.)

L
On note W; le supplémentaire orthogonal de V;; dans V1 : V11 = V; @ W;.
Par recollement, on a

1
o W; = L*(R)

et il suffit donc de savoir construire une base orthonormée de chacun des espaces W) pour pouvoir
disposer d’une base orthonormée de L?(R)).
Pour construire une base orthonormée de W; on s’appuie sur la caractérisation suivante :

fLV

erLQ(R),feWQ@{ fen

Comme précédemment, la condition d’appartenance d’une fonction f a ’espace V; peut étre traduite par
I’existence d’une famille f = (f,,),ez telle que

= \@Z fnd(2z —n)
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ou, de maniere équivalente, dans le domaine de Fourier, par I’existence d’une fonction m; 27-périodique
telle que

fwy=m (5)é(3) (3.18)

Vw, my(w) = TTFTD(f Z foe™ ™ dt

nEZ
Par ailleurs, la condition d’orthogonalité a I’espace V{ se traduit par

VTL, < fa ¢O,n >= f * &(n) =
On injecte alors, comme plus haut, cette condition dans la formule de Poisson ; ceci permet d’écrire
Yw, V2m Z fw+2rl)p(w +27l) =0
leZ

En écrivant alors f sous la forme donnée par (3.18), en exploitant la 27-périodicité des fonctions mg et
m1, et en utilisant la propriété sur ¢ établie en (3.17), on obtient finalement la condition suivante sur my,
relative a I’appartenance de la fonction f a I’espace Wy :

Yw, mi(w)mo(w) + mi(w + m)mo(w +7) =0
a laquelle on ajoute la condition suivante, similaire a celle que 1’on a établie plus haut pour my :
|2 ’2 —

ma (W) + [ma(w +7)

Pour que ces conditions soient satisfaites, il suffit de définir m, de la maniere suivante :
mi(w) = e “mg(w + ) \f Z "hneZ n—1w f Z )= ph1_pe_ip“

ou, autrement dit, il suffit de définir le filtre f associé a m; de la mani€re suivante :
P—
Vnafn = (_1) nhlfn
On aboutit finalement au résultat suivant :

Proposition 3.1.3 (Construction d’une base orthonormée de L?(R?) a partir d’une analyse multirésolution)
A partir d’une analyse multirésolution, construite a partir d’une fonction d’échelle ¢, ou, de manicre
équivalente, a partir d’un filtre discret (h,, ), dont la fonction de transfert est notée my, on peut construire
une base orthonormée d’ondelettes de L?(R.) sous la forme (1); 1) (j.k)ezz2» OU Y est une ondelette définie

par
= \/52 gn®(2x —n)

nez
avec

Vn€Z, gn=(—1)""h_,

ou, de maniere équivalente, dans le domaine de Fourier, par
- WY\ ~ (W
dw =m (3)9(3)

V(i k) € B x B, s x(t) = 254p(20t — k)

et ol I’on a posé

Les bases d’ondelettes construites a I’aide d’analyses multirésolution orthonormées présentent 1’avan-
tage d’offrir des algorithmes d’analyse et de synthése commodes a utiliser. Nous allons rappeler com-
ment dans ce qui suit.
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Calcul des coefficients d’échelle et d’ondelettes dans une analyse multirésolution orthonormée On
munit L?(R) d’une analyse multirésolution (V}) ez

On considere une fonction f € L2(R)), et on fixe une échelle .J € Z, qui correspond ici 2 I’échelle la plus
fine que I’on utilise. Pour toute échelle plus grossiere L < .J, la projection orthogonale Py, f de f sur V;

peut étre décomposée entre son approximation dans I’espace V7, et les espaces de détail intermédiaires
J-1
1L

(W})j=J—1..L, conformément a la décomposition Vy = V7, ©j—p Wj:
J-1
fr=Pyv,f=Puf+> Puw,f
j=L

ce qui s’écrit aussi

fr = Z < Qiks f1> Ok = Z ajrpr (dans Vy)

keZ kezZ
= Z<¢Lk,fJ>¢Lk+ZZ<¢],lme>¢gk—ZaLk¢Lk+Zngk%k(danSVL@
keZ =L k keZ j=LkeZ

ou I'on a introduit les notations a; . et d;j pour désigner respectivement, pour j € N etk € Z, le
coefficient d’approximation et le coefficient de détail de f; a I’échelle j, autour du point k.

La décomposition en ondelettes a 1’échelle L du signal f; appartenant a I’espace V; peut donc étre
consignée dans le vecteur de coefficients [ar;dr;dry1;---dj—1] ot ar, = [agp---agor_q], et o,
pour tout j € {L R 1}, d; = [djp e dj’Qj,ﬂ.

On peut passer d’une décomposition a une échelle donnée a une décomposition a une autre échelle par

les relations récursives données par la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 (Transformée en ondelettes rapide [68])
x étant un vecteur, on note X le vecteur défini pour tout indice n par X[n| = x[—n] et X le vecteur défini
pour tout entier p par X[2p] = x[p] etx[2p + 1] = 0.

Analyse : les coefficients d’approximation et de détails a I’échelle j se déduisent des coefficients d’ap-
proximation a I’échelle j + 1 selon

aj[k] = ajx = > hiokaji1y = ajpa * h[2k] et dj[k] = djp = > g1-oka; 110 = ajy1 * §[2k]
l l

Synthese : les coefficients d’approximation a I’échelle j + 1 se déduisent des coefficients d’approxima-
tion et de détail a I’échelle j selon

ajr1lk]l = ajp1 0 = Z hi—2aj1 + ng—Qldj,l = & « h[k] + d; * g[k]
I I

Preuve. On réécrit les décompositions des fonctions ¢ et ) dans 1’espace V;

= Z hp 1 n(t) \fz hnd(2t — n) et (t) Zgnqbl n \/5297@(275 —n)

Les translatées de ¢ et 1) se décomposent alors selon :

Gop(t) = Ot —k)=v2) had(2t =2k —n) = hudinsok(t) = D hm-okb1m
wO,k(t) = ¢(t - k) = \/ﬁzgn¢(2t — 2k — n) = Z gn¢1,n+2k(t) = ng—2kz¢1,m

LW
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ce qui permet ensuite de montrer que
< Poks P10 >= hy_or et < Yok, P10 >= gi—2k

et donc, pour une échelle 5 quelconque,

/(;S(st _ )p(20 s — I)ds = 27+ho / b — B)o(2u — Ddu

Jj+1
2

J
< Qjk, Qi1 > = 222

= \/i/qﬁ(u —k)p(2u — l)du =< ¢o k., P17 >= hi—ox

et de méme

<Yk, Qi1 >=< Yok, P11 >= Ji—2k
On peut alors s’intéresser a I’étape d’analyse pour passer d’une approximation dans V11 a une
approximation plus grossicre et des détails dans V), pour laquelle on peut €crire :

ajr = <k f1>=< Z < ik, P10 > Gjg10, f1 >
1
= Z < ik Qg1 >< Qg1 f1 > = Z hi—araji1
] l
djp = <Vjg, f1>=< Z <Yk, Gjr10 > Gjy1, fo >= Z <Yk Gjr10 >< Pjr1, fo >
] !

= E 91—2kGj41,1
l

tandis que pour I’étape de synthése permettant de reconstituer I’approximation dans V1 a partir
de coefficients calculés dans Vj, on a

Gitik = Y < jih it > G+ Y < biprkVia > ia = Y P audii+ > Gkt
I I I I

puis

sk =< Gjirhs [ >= D hieot < Gju [1 >+D gkt < Vit 1> = hi-maji+y | ghoadyy
. I

l l

Mentionnons enfin que les formules d’analyse ci-dessus ont été calculées a partir de coefficients a une
échelle J décrétée arbitrairement comme étant la plus fine. En pratique, si 1’on fait I’hypotheése que le
signal f que 1’on veut analyser est mesuré, ou connu, sur une grille de pas 2%,0, alors on considere que
I’échelle la plus fine est 1’échelle .Jy, et on obtient une estimation des coefficients d’approximation a
I’échelle Jy de la maniere suivante : en faisant une approximation de Taylor a I’ordre O de la fonction f
analysée, on peut écrire

+0o0

Jo g [T
wso = <onuf>=2% [ pwoee -2 =2 [Tk e

7 “+o00 J “+o0o
~ 27 f(270k) / B(270u)du = 272 f(27 k) $(v)dv
“+o0o

et, en imposant la condition (classique) ¢(v)dv = 1, on obtient finalement 1’approximation sui-
—0o0

_Jo k
CLJOJC ~ 2 2 f <2JO>

vante :
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Les formules qui viennent d’étre rappelées permettent de calculer les coefficients d’échelle en échelle ;
on parle parfois d’algorithme pyramidal. Comme nous le verrons par la suite, ces formules interviennent
dans certains algorithmes d’inversion de la transformée de Radon par ondelettes, mais nous verrons que
dans certains travaux, comme par exemple dans ceux de A. Delaney et Y. Bresler, ou ceux de S. Bonnet
et F. Peyrin [29, 10], il est fait appel a d’autres algorithmes, dits non pyramidaux. Nous les présentons
maintenant.

Proposition 3.1.5 (Algorithme non pyramidal)

Avec les mémes notations que ci-dessus, on se place dans le cadre d’une analyse multirésolution de
L?(R), engendrée par un filtre d’échelle h. On note J 1’échelle d’approximation la plus fine choisie.
Alors pour tout j = 1...J, on peut calculer les coefficients d’approximation a I’échelle J — j avec

a—j[k] = a; « Hj[2'k]

ou la famille de filtres (Hy )y, est définie récursivement dans le domaine direct par :

[m] sik=1
Hy[m] = § > “h]Hg 1fm — 2571 sik>1
l€Z

ou dans le domaine de Fourier selon :
y 1k71 1 k—1
TFTD(Hy)(w) = V21 TFTD(h)(2"w) = — mo(2™w
() = var " [] TETD®)C"e) = o= [T mo(2"s)

Preuve. On procede par récurrence sur j, limitée a J.
Initialisation : pour j = 1 puis j = 2 on peut écrire

ag_1[k] = Y _h[l — 2klag[l] etag_s[k] = > h[l — 2k|ay_1[]
l l

d’ou I’on déduit I’expression de ay_»[k| en fonction de aj :

ay_qlk] = Z( l—2k:Zh — 2l]ay[m > Z(aJ 1> h [l—2k:]h[m—2l]>
l

m

=2k ZaJ Zh [m — 4k — 2q] = Z m]|Ha[m — 4k]

m

ou, conformément a sa définition,

Hy[k] = > h[glh[k — 2]

Par suite
aj— 2 ZaJ Hz 4k — m] = ajg * H2[4/€]

De plus, pour le calcul de la transformee Fourier a temps discret de Ha, on a

TFTD(Hz)(w) = 27TZHz e = mZZh hik — 2gle™"

- . e~ thw —zk'w e~ 2iqw

_ L e iqw /efikw — T W w
— mzq:h[q] 2 ;h[k:] \/TTFTD(h)( )TFTD(h)(2w)
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On suppose ensuite que pour j fixé on a

ag_jk] = ay » Hj[2'k]
et que I’on a la relation TFTD(Hj;)(w) = V27 7= H TFTD(h)(2™w). Alors

aj_j-1lk] = Z h[l — 2klay_;[l] = Z h[l — 2k] <aJ * ﬂj) [271](hypothése de récurrence)
1

= > h[l -2k (Z ag[m|H;[m — 2]’5]) = ay[m] <Z h[l — 2k]H;[m — 21'5])
l m m l
= ZaJ[m] (Z h[q|H;[m — 27 (2k + ¢ > ZaJ (Z h[qH;[m — 27k — 2jq]>
= Za_] J+1 — 2j+1k] = aJj * Hj+1[23+ k‘]
et

TFTD(Hj(w) =

ﬁ\

e thw 1 .7 _ 9 6_1‘ w
Zk: r1lkle e = \/ﬂzk: (ZI: h[l]H;[k — 2 z]) k
_ 9J]lp—thw | — 1 T. /e—ik’we—mzw
El: (ZH 21]e ) \/%th (ZHJ[M )
= (Z e kv > <Z h[l]e_ml“’) = V27 TFTD(H;)(w) TFTD (h)(2/w)
k' l

ﬂ\

ﬂ\

- Vor H TFTD(h)(2™w)TFTD(h)(2’w)(hypothese de récurrence)
m=0

- Vor ﬁ TFTD(h)(2™w)
m=0 [ |

Comme nous le verrons plus tard avec I’ utilisation de ces formules pour inverser la transformée de Radon,
on peut, en utilisant I’'inverse de la transformée de Fourier a temps discret, avoir recours a I’expression
suivante pour le calcul non pyramidal des coefficients :

aj_jlk] = ay = H[27k]
1 " - 127 kw
= 7= - TFTD (aJ * hj) (w)e?' v dw = /_7T

™

TFTD (ay) (w)TETD (Hj) (w)ei2 P

Généralisation a des analyses biorthogonales

Dans certains cas, on peut souhaiter s’affranchir du caractére orthonormé des analyses multirésolutions
que nous venons de présenter, car celui-ci implique que les ondelettes utilisées sont les mé&mes lors de
I’analyse et la synthese ; pour pouvoir utiliser des ondelettes différentes pour chacune de ces deux phases
(par exemple pour pouvoir disposer d’une ondelette avec un grand nombre de moments nuls lors de
I’analyse, et une ondelette avec un support étroit lors de la reconstruction), Mallat, dans [68] explique
que I’on peut travailler dans la base de Riesz a I’origine de 1’analyse multirésolution (cf. dernier item
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de la définition (3.1.2)) pour calculer les coefficients d’échelle et d’ondelettes par rapport a un couple
(¢, 1), la reconstruction se faisant par rapport a un autre couple, dit dual, comprenant aussi une fonction
d’échelle et une ondelette, notées (¢, 1).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de la construction des ondelettes biorthogonales ici. Nous nous
contenterons de mentionner qu’une fois que cette construction est accomplie,

— on dispose de deux analyses multirésolution de L(R), (V;) jez ©t (‘7]) -
j€
— pour tout 7, (¢, )n et (¢;n)n forment respectivement une base de Riesz de Vj, et V; ;
— il existe deux familles d’espaces de détails emboités (V) jez ©t (VIZ) - pour chacun desquels
j€
on dispose, pour chaque échelle j, d’une base de Riesz d’ondelettes, respectivement (1}, )n et
(wj,n)n 5
— les espaces (V) ez <V})jez’ (W;) ez et <Wj>jez sont liés par les relations suivantes
Vi €Z, Vi =V, W et Vi =V, & W,
avec les relations de biorthogonalité

Vi LWj et V; LW,

ou, autrement dit
.o 4 T
V(],]’,n,n’) €Z , < ¢j,na wj’,n’ >= 5j,j’6n,n’

Chagque fonction f € L?(R?) peut alors étre décomposée selon
F=Y0 < ftbim > bim=>_ D < frthjn > Y

JEZ nEZ JEZ nEZ

et il existe deux constantes A et B strictement positives telles que
1 — 12 1
2
AlFIRe < 3NN £ty > < BIFIRe et SlIFIE < DN |< £t >| < 17122
JEZ neZ JEZ neZ

De plus, des filtres discrets obtenus, comme dans le cas orthonormé, a partir d’équations d’échelle,
permettent d’obtenir des algorithmes de calculs itératifs des coefficients.

3.1.4.2 Analyse multirésolution et bases orthonormées d’ondelettes en dimension 2

L approche classique pour construire une base orthonormée de L?(R?) consiste 4 s’appuyer sur une ana-
lyse multirésolution orthonormée de L?(R.), engendrée par une fonction d’échelle ¢, avec une ondelette
associée 1. On construit ainsi quatre fonctions définies par produit tensoriel, de la maniere suivante : une
fonction @, qui constitue la fonction d’échelle de I’analyse multirésolution 2D, telle que

P(x) = ®(v1,22) = (¢ @ ¢)(21,22) = (1) P(22)
et trois fonctions W, W2 Wl qui sont trois ondelettes bidimensionnelles, telles que
VW) = (0@ P)(e1,22) = d(a1)(x2)

111[2](x) = (Y ®@¢)(x1,22) = Y(x1)P(x2)
UBl(x) = (Y @)(x1,22) = P(21)Y(22)
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On dit ainsi qu’on construit une analyse multirésolution séparable. Avec cette construction, la décomposition
d’une fonction f d’une échelle a I’échelle grossiére supérieure se fait en quatre sous-bandes : une ap-
proximation, obtenue par analyse par rapport a la fonction ®, et trois familles de coefficients de détail,
obtenues respectivement par rapport aux ondelettes ¢l w2 Wil chacune de ces ondelettes mettant en
évidence des détails dans une direction spécifique : W' met en évidence les détails selon la variable z,
donc les détails horizontaux, tandis que U2 réhausse les détails verticaux et U réhausse les détails
diagonaux.

Les calculs rapides de transformée en ondelettes disponibles en dimension 1 se transposent facilement,
grace a deux filtrages successifs, I’un sur les lignes, 1’ autre sur les colonnes. Ainsi, pour 1’analyse, on a les
formules suivantes (les formules de synthese se déduisent du cas unidimensionnel de maniere similaire) :

Gx = Y hy_okhuy—okyai411 = aj1 * (hh), [2K]
1l€Z2
dgll]( = = Z iy —2k; Gl -2k, @111 = @j11 * (hg), [2K]
1leZ2
dA = aj1x(gh), (2K etd ) = aj1 * (gg), [2K

Cette approche séparable est un cas particulier d’ une approche plus générale des analyses multirésolution
de L?(R?). Les travaux de S. Bonnet et F. Peyrin que nous mentionnerons par la suite comme exemple
de couplage en ondelettes et tomographie [10, 11] se placent par exemple dans un cadre plus général que
le schéma séparable ; cette généralisation est traitée par exemple dans le dernier chapitre du livre d’I.
Daubechies [26], ou aussi dans celui de F. Truchetet [103]. Voici brievement en quoi elle consiste.

On fixe une analyse multirésolution de L?(R?), (V;),. Dans I’approche séparable, on passe d’une échelle
a la suivante en appliquant un facteur de dilatation égal a 2 dans les deux directions du repere canonique ;
dans le cas général, on n’applique pas nécessairement une dilatation isotrope. La dilatation d’une échelle
al’autre est contrdlée par une matrice de dilatation D € M,,(Z), dont les valeurs propres sont strictement
supérieures a 1. Deux cas particuliers de matrice de dilatation sont classiques : la matrice Dg utilisée dans
le cas séparable, qui est diagonale, et la matrice D¢ utilisée pour un schéma dit “quinconce”

2 0 1 1
D5—<O 2>etDQ—<1 _1>

Ainsi, a partir d’une fonction d’échelle @, on crée par dilatations et translations la famille de fonctions
O 1c(x) = |detD|2D(DIx — k), j € Z, k € Z2

de telle sorte que
ik, @5kl = 2

Pour tout j, la famille (®; k)72 est une base orthonormée de V.
On montre alors qu’on peut construire une base orthonormée de L2(R?) a partir de Np = det(D) — 1
ondelettes, conduisant a la décomposition de tout signal f; appartenant a V; sous la forme

fro= D <Cucfr>Cpc= Y a;P (dans V)
keZ? keZz?
Np J-1

= Z <Prx, fr> ‘I’L,kJFZZ Z < \I';kny > ‘llé‘,k

kcZ? 1=1 j=L keZ?
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Les calculs récursifs de coefficients d’approximation vus dans le cas séparable se généralisent de la
maniere suivante : pour deux échelles consécutives, les coefficients d’approximation sont liés par la
relation :

ajx =< ®;_1x, f7 >= aji1 * h,[DK]

tandis que plus généralement
asj[k] = a; * (H;),[D’K]
avec
h[m|] sij=1
Hi[m] = ¢ N " h]Hj_y[m+ DY) sij>1
!

Des formules analogues existent pour le calcul des coefficients d’ondelettes.

Notons enfin qu’on peut développer des analyses multirésolution en quinconce en s’écartant du cadre
orthonormé et en utilisant des bases de Riesz duales, biorthogonales, du méme type que celles que nous
avons présentées en dimension 1. C’est ce qui est utilisé par exemple dans les travaux de Bonnet et al.
dans [10, 11].

Nous terminons cette partie, dans laquelle nous avons rassemblé les principaux résultats de la théorie des
ondelettes que nous utiliserons dans la suite, par quelques exemples d’ondelettes classiques, auxquelles
nous aurons recours plus loin. Ce sont des ondelettes 1D, définies par quelque-uns des procédés évoqués
plus haut.

Exemples d’ondelettes 1D

Exemple 3.1.1 (Ondelette chapeau mexicain)
C’est une ondelette que I’on connait sous forme analytique, comme dérivée seconde d’une gaussienne,
normalisée pour || V(|2 = 1, et donc définie par
2 2 —52/2
U(s) = —(s°—1e
\/§7TZ

Sa transformée de Fourier est donnée par :

et sont représentées en figure (3.1).

Exemple 3.1.2 (Ondelette et fonction d’échelle de Meyer et Lemarié[68])
Une ondelette de Meyer est définie dans le domaine de Fourier, ou elle est a support compact tout en
étant réguliére. Elle se construit a partir d’un filtre h pour lequel on impose que la fonction de transfert
my Vérifie
1 siwe [—%,%

mo(w) = { 0 siwe [—m 2] U[2E 7]
On fait ensuite en sorte que la condition vue sur la fonction de transfert liée a une fonction d’échelle soit
vérifiée :

Vw € [=m, 7], [mo(w)|* + [mo(w + ) = 1

Meyer a montré qu’un choix possible consiste a poser

e = (51 1) st 5]
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FIG. 3.1 — Ondelette “chapeau mexicain” : dans le domaine direct (a gauche), et dans le domaine de
Fourier (a droite).

ot I’on s’appuie sur la fonction auxiliaire 3 définie par
B(z) = 2*(35 — 84z + 702% — 202°)

qui est choisie ici car elle vérifie f(x) + (1 —x) = 1 sur [0, 1] ; on construit ainsi des raccords de classe

. . . . . 1
C3, qui garantissent une décroissance assez rapide dans le domaine direct (en —3)-
x

W et ® sont données sous forme explicite dans [68] (le fait que mg soit a support compact permet de
donner une forme simplifiée pour ® dans (3.16) ); on a représenté VU et sa transformée de Fourier en
figure (3.2).

FI1G. 3.2 — Ondelette de Meyer : dans le domaine direct (2 gauche), et dans le domaine de Fourier (a
droite). C’est une ondelette définie a I’origine dans le domaine de Fourier, ou elle est a support compact,
et de classe C3.

Exemple 3.1.3 (Ondelettes de Daubechies)

Dans la suite, nous verrons que pour des applications en tomographie locale, le choix des ondelettes se
fera en prenant compte deux attributs des ondelettes : la taille du support, et le nombre de moments nuls.
Pour N € N, on dit qu’une ondelette 1) a N moments nuls si

+oo
Vk=0.N—1, Y()tFdt =0

— 0o
Les ondelettes de Daubechies ont été construites dans le but de proposer des ondelettes dont le support est
de taille minimale pour un nombre de moments nuls fixés. Leur construction est détaillée dans I’ouvrage

d’l. Daubechies [26], et on aboutit a des ondelettes dont le support est de taille 2p — 1 pour p moments
nuls. Ces ondelettes ne sont pas définies sous forme analytique, mais a partir de la donnée du filtre discret
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h permettant de les engendrer. Elles permettent ainsi de construire des bases orthonormées de L?(R)).
Nous avons tracé en figure (3.3) les graphiques des ondelettes de Daubechies pour 2, 4 et 8 moments
nuls (ces graphiques ont été obtenus grace a la fonction MakeWavelet de la boite a outils Wavelab).

FI1G. 3.3 — Ondelettes de Daubechies, a respectivement 2, 4 et 8 moments nuls. Ces ondelettes sont
définies par la donnée d’un filtre discret.
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Dans cette deuxieme partie de chapitre, nous allons présenter plusieurs méthodes d’application de la
théorie des ondelettes pour I’inversion de la transformée de Radon, que nous proposons de répartir ici en
deux catégories :

— une approche sous I’angle du traitement du signal, dans laquelle les sinogrammes sont analysés
projection par projection, et dans laquelle, pour résumer, on adapte la méthode de rétroprojection
filtrée pour reconstruire la fonction f visée a partir de transformées en ondelettes adéquates de ses
projections. Dans cette approche, il existe des travaux dans la littérature explicitement appliqués
au probleme intérieur. Nous les détaillerons.

— une approche sous I’angle statistique, dans laquelle les sinogrammes sont analysés comme des
fonctions de deux variables (et pas seulement comme une succession de projections) ; cette ap-
proche a été développée pour I’inversion en présence de données bruitées de certains opérateurs,
dont fait partie la transformée de Radon. L’ outil principal est la transformée en ondelettes-vaguelettes,
qui a ensuite été adaptée pour traiter plus efficacement certains types d’images (avec les trans-
formées en ridgelets, curvelets, bandelets,..). Nous présenterons cette approche dans un deuxieme
temps.

3.2 Inversion de la transformée de Radon par des approches par onde-
lettes de type rétroprojection filtrée (FBP)

Dans cette partie, nous présentons d’abord les grands types de stratégies qui permettent d’inverser la
transformée de Radon en utilisant des transformées en ondelettes, sans nous préoccuper des données dis-
ponibles (c’est-a-dire en présence de données globales). Dans un second temps, nous recensons diverses
applications de ces méthodes au traitement de données tronquées, dans le cas du probleme intérieur (seul
probleme a données tronquées abordé, a notre connaissance, dans ce pan de la littérature).

Nous introduisons d’abord quelques résultats auxiliaires, établissant des relations entre les ondelettes et
différents opérateurs qui interviennent en tomographie. C’est essentiellement sur eux que reposent les
méthodes d’inversion que nous présenterons ensuite. La plupart d’entre eux ont été énoncés des le début
des années 90 par Walnut et Berenstein [107, 7].

3.2.1 Lemmes techniques

Dans cette partie, nous utiliserons les notations suivantes :

— T}, désigne 1’opérateur de translation du vecteur b € R? : Vf, Ty f(x) = fp(x) = f(x — b);

— D, pour désigner I’opérateur de dilatation du facteur @ > 0 : pour toute fonction définie sur R",
n=1loun=2D.f(x)=fo(x)=a"2f (E) ;

— R pour désigner I’ opérateur de rotation d’angl% —¢ € [0,2n[,Vf, Ry f(x) = fo(x) = f(r_g(x))
ou pour tout angle ¢, ry désigne la rotation de centre O et d’angle ¢ sur R?2.

Lemme 3.2.1 (Transformée de Radon et ondelettes)
. Soit ¥ une ondelette admissible 2D appartenant a L?(R?). Alors pour tout © € S!, Ia fonction Ry est
une ondelette 1D admissible.

. Pour toute fonction ¥ € L*(R?) N L%(R?), pour toute incidence 6 € [0, 27|,
Ro(Da¥) = vaD,Rp¥ (a > 0), Ro(Tp¥) = Tp.eRe¥ (b € R?), Ry(Ry¥) = Ry_sV (¢ € [0, 27])

et, par conséquent

—b-©
Reqja,b(s) = \/a(RG‘IJ)QVb.@ (s) = Ro¥ (Sa> (3.19)
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et
RoVabo(s) = Va(Ro—¢¥),1.e (5) (3.20)

Preuve. On fixe § € S!;la condition d’admissibilité pour les ondelettes 1D a été vue en (3.1) ; pour
la fonction 1D Ry W, cette condition d’admissiblité s’obtient de la maniere suivante, en utilisant
le théoréme de coupe-projection (2.1.4) :

] ]

oo ]@Ex(w) oo [B(wO)
/ g = o / it By
—00 |w| -0 |CU|

Or U est une ondelette admissible 2D ; cela signifie donc que

~ 2
W (k)

T, A 2
" (w®) n @8)
[ R R P R

En utilisant le théoreme de Fubini (les fonctions en jeu sont positives), on en déduit que pour

. 2

\If(w@)‘
jw]

chacune des ondelettes RgW.

tout 6, la fonction w +— est intégrable, ce qui assure la condition d’admissibilité de

Ensuite, dans le couplage entre opérateurs avec la transformée de Radon, on a, pour I’opérateur
de dilatation Dy, :

+o0 +o0 N
Ro(Da¥)(s) = / T, (s@+t@i) dt:/ Ly (S(aj;t@) dt

—00 —00
u=-

= / Ty (20 +u0") adu=Rew (%) = VaD,Ryw(s)321)

s
o @ a
Pour I’opérateur de translation T}, on a

+oo

Ro(Ty¥)(s) = /m\p(s@H@L—b)dt:/ @((s—b.@)@+(t—b.@¢)@¢)dt

—00 —00

—_— . +m
u=tb Ot / v <(s ~b-©)O + u@i) dt = Re¥(s —b-©) = TpeReU(s) (3.22)

—00
Enfin, pour I’opérateur de rotation Ry, on a

Ro(Rg¥)(s) = /+OO Ry (s®+t@L) dt = /+OO

—00 —00

v (r_¢(s@ + t@J‘)> dt

_ /+oo U (SU0,¢ n tUé:(ﬁ)) dt ot Uy 4 = (cos(f — ¢),sin(0 — ¢))

—00

= Ro—p¥(s)
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En cumulant les effets des opérateurs de translation et de dilatation, on obtient

Ro¥ap(s) = Ro(TpDa®))(s) = Re (T (Da¥)) (s)
= Th.e (Re(Da)¥)(s) (dapres (3.22))
= Tpe (Va(DaRe¥)) (s) (dapres (3.21))
= VaTheDaRe¥(s) = Va(Ry¥), . (5)

et si I’on ajoute I’opérateur de rotation R, on obtient

RoWano(s) = Ro (TDaRsY)) () = Va(Ro(Ro¥)), e (5) (@apres (3.23)
= Va(Ro-¥), p.e (5)

Lemme 3.2.2 (Opérateur A et ondelettes)
1. Soit v une fonction définie sur R. Pour que A1) soit une ondelette admissible, il faut et il sutfit que

“+oo
A

et pour cela, il suffit qu’il existe un réel o > 1 et une constante réelle C' > 0 telle que

L2
w(w)‘ lwldw < 400

C

Vw, [h(w)] < m

2. Pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour toute translation b € R, on a

1
Aoy = — (AP (3.23)

Preuve. 1. En utilisant la définition de 1’opérateur A dans le domaine de Fourier vue dans le cha-
pitre précédent, on a :

— 2 . 2
+oo [K(w) +oo [(w)| Jwl? voo o
/ —dw = / ——dw = / w(w)‘ |w|dw
— 00 |CU| —00 |w| —o0
et pour que cette intégrale converge, il suffit qu’il existe un réel « > 1 et une constante C' > 0
telle que Yw, |1h(w)| < Aror car alors
. 2 Clw C
T p—

(Lw)e "o+ o

qui est intégrable des que 2ae — 1 > 1, c’est-a-dire o > 1.

M) = |olfns(@) = valwle ™ (aw) = Yo auli(aw)

a

= @e’i“’b@(aw) = 2(1\/1?)\@(‘*))

a
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Lemme 3.2.3 (Opérateur R* et ondelettes (d’apres [8]))
Soit ) = (1/19)96[0’2”[ une famille de fonctions définies sur le cylindre S* x R. Alors si la famille

(v0) ge0,2x] €St paire sur le cylindre S! x R, et si pour tout § € [0, 27,
2
+o0 ’¢9 ’
o< [
0 Cd

alors R (1) est une ondelette admissible 2D et pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour tout vecteur
de translationb € R?, on a

dw < +00

(R*0),, === | " Wunolx- ©)d0 (3.24)

Preuve. On peut écrire les égalités suivantes :

/k R#w<k>]2dk ) /zw / ]RW wo)| [RFicol

2m ’2\/ 27'("¢9 ) ’
= / / —dwd9 (d’apres le corollaire (2.1.1)

27 ‘%
= 87 / / dwdf

/027r (V9)ap0(x-©)d0 = 0% \1f (X@;be> 40
= \/aa/(]%wa (X;b‘@> a0 =a (R*v) () m

Nous allons maintenant présenter plusieurs méthodes d’inversion de la transformée de Radon.

3.2.2 Inversion de la transformée de Radon par des approches par ondelettes de type
rétroprojection filtrée (FBP) : cas ou les données sont completes

3.2.2.1 Rétroprojection filtrée d’une transformée en ondelettes 1D de la transformée de Radon

Cette premiére méthode a été suggérée par Walnut [107], et appliquée ensuite a des données locales par
Olson et al. [81], comme nous le détaillerons plus loin. Elle consiste a calculer la décomposition en on-
delettes 1D de chacune des projections, puis a appliquer la méthode de rétroprojection filtrée (FBP) aux
projections ainsi décomposées.

Proposition 3.2.1 (Décomposition en ondelettes 1D et FBP)
Soit f € L?(R?), et une ondelette admissible ID.
Pour tout 6 € [0, 27|, on écrit la transformée en ondelettes de Ry f par rapport a 1) :

Rof(s chk )¥5k(s)

ol on a noté
¢jk(0) =< Rof, ¥jr >
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Alors

1 T
- N Z/O i k(0) A 1 (x - ©)dh
T j,k:

Preuve. La formule est obtenue simplement en injectant dans la formule de rétroprojection filtrée
la décomposition en ondelettes de chacune des projections :

f(x) = /ARgfx ©)d Zc], Wik | (x-©)do

Nors \ﬁ
_ b Z/ ¢ 0 ()AL 1(x - ©)dB
\/%3 2 Jo 7, 3,

3.2.2.2 Reconstruction de la transformée en ondelettes 2D a partir de la transformée de Radon

L’idée consiste ici a reconstituer la transformée en ondelettes 2D de la fonction que 1’on cherche a
reconstruire, avant méme de reconstruire la fonction elle-méme. Pour cela, on établit une relation entre les
coefficients en ondelettes 2D de la fonction et des coefficients en ondelette 1D de chacune des projections.
Dans cette approche, tout repose sur le choix des ondelettes qui interviennent respectivement dans chacun
des deux domaines. Nous allons voir dans la suite que 1’on peut soit fixer I’ondelette 2D, et en déduire une
ondelette 1D adaptée, soit fixer une ondelette 1D, et en déduire une ondelette 2D adaptée. Néanmoins,
dans les deux cas, les formules que 1’on établit reposent sur la formule générale que nous avons énoncée
dans la propriété (2.1.7) :
f+G=R*(Rf xg)

avec .
G=R"goug=—ARG
4

Nous présentons maintenant chacune des deux stratégies.

Premiéere stratégie : en fixant une ondelette 2D.
On choisit une ondelette 2D. C’est le choix qui est fait par exemple par Berenstein et al., dans [8].

Proposition 3.2.2 (Ondelette 2D fixée)
Si ¥ est une ondelette 2D, alors pour tout 0, la fonction 19 = ARV, définie dans le domaine de Fourier
par

Yo(w) = [w[¥(wO)

est une ondelette admissible 1D, et on a, quels que soient I’échelle a et le point b,

L1 2WW1"9(R f)(a,b G)de—ii
ar \/a |, OSIAG ~ 4mJa

Preuve. 1. W étant une ondelette admissible 2D, on sait, d’apres le lemme (3.2.1), que pour tout 6,
Re1) est une ondelette admissible. On s’intéresse ensuite, pour tout § a ARy W. On applique
alors les résultats obtenus dans le lemme (3.2.2) : ici,

27
WY f(a,b) = i WARY (R4 f)(a, b - ©)do (3.25)

too 2 too 2
/ )Rg\ll(w)‘ w|dw:27r/ ‘\If(w(a)‘ |w|dw
0 0
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Or on sait que ¥ appartient 2 L?(R?) ; on a donc

/ | (k)[2dk < +00
R2

avec
R 2 +oo 2
/ |\Il(k)|2dk:/ / ‘\Il(wG))‘ wdwdd
R?2 0 0

+oo | 2
Le théoreme de Fubini permet de conclure que pour tout 6, / ‘\If(w@) ’ wdw < 400, ce

qui montre que ARyV est une ondelette admissible 1D.

2. La relation entre coefficients d’ondelettes entre les deux domaines s’obtient de la maniére
suivante :

WYf(a,b) = fx(T,),(b)= iR# (R(, f* ARy ((wa)a>) (b) d’aprés la propriété (2.1.7)
Rt

= —R" (Rof ARy ((¥s),)) (b)

AT
2
= [ Rer AR (%)) 00 @)
= ;Tf/ (Rof * (ARg¥,),) (b-©)d6 d’apres (3.19) et (3.23)

_ 417rf/ Rof + ((AReD),) ) (b-©)do

_ 1 VVA V(R
|

Application : calcul des coefficients d’ondelettes 2D dans une base orthonormée a partir de la
transformée de Radon

dix = < [,0;,>=WYf(277 277k)

1 ) 2 ) )
= 4—2% / WARY (R £)(279,277k - ©)df d’apres (3.25)
T 0
1 2 - )
= = (Rof x ARy (¥5), ;) 277k - ©)do
0

1 o 4
= ER# (R@f * AR (‘I’a)z—j) (277k)

en reprenant les résultats intermédiaires de la preuve ci-dessus.

En passant par le domaine de Fourier, dans lequel on dispose d’une forme explicite pour 1’opérateur A,
cette derniere expression se réécrit de la maniere suivante :
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1 21 - .
diw = — [ (Rof *ARy (¥,),.,) 277k - ©do
’ 47 0 277
1

2 oo |
L [ R AR @), ) e
1 [ Vor +OO7€\ — ok o -

T odn Jy Vor ) of (@) (ARg (¥5),-;) (w)e dwdf d’apres la propriété (A.0.4)
A T (w)ei2 Twk® - o

odm )y ) 0f (w)|w| (\IIU)ij (w)e dwdf d’apres la propriété (2.1.4)

1 2 . o o o
= Rof(w)|w| Ty (—wO)e? kO dudp
vV o /0 —o0

ou on voit apparaitre une formule similaire a la formule de rétroprojection filtrée, dans laquelle pour
chaque projection paramétrée par 6, le filtre rampe w +— |w| a été modifié par le filtre w — |w|¥y—; (—wO).

On ne connait pas toujours une expression analytique facilement manipulable de ¥ ou U pour y

remédier, on utilise les expressions des coefficients d’approximation utilisées dans les algorithmes non
pyramidaux détaillés plus haut en 1D (dans la propriété 3.1.5), et généralisés ici en 2D, pour écrire :

aj_n] =ay* H1 2] / / TFTD aJ % H1> (§)€2li§-nd§

/: /7; TFTD (ay) (OTFTD (H1> (é)emglndf = /7r /7; TFTD (ay) (5)W62ug-nd€

On veut calculer cette derniere expression a partir de la transformée de Radon de f; pour cela, on va
utiliser le théoréme de coupe-projection (propriété 2.1.4), mais auparavant, on utilise 1’estimation, vue
en (3.1.4.1), des coefficients d’approximation les plus fins par les valeurs du signal, pour écrire que :

TFTD(as)(§) = % ZaJ[n]eﬂf'n ~ % Z QLJf (%) e—i2LJ.2JE

= [ swe s tan = el = o ()

1

1 .. . .
en notant hg = 57 le pas choisi dans le domaine direct.

Ensuite, d’apres le théoreme de coupe-projection, on a 1’égalité, en coordonnées polaires,

Y, YO, f(wO) = \/12?@@

Ici, la transformée de Radon est mesurée, pour chaque incidence, selon une grille réguliere, dont nous
noterons le pas hs. On note Ry f] ] le vecteur de mesures, pour lequel on peut calculer la transformée de
Fourier a temps discret.

TETD (Rof[]) () = —= 3 Roflnle ™ = —= 3" Rof(nhy)e™ "5

! g L (&
e LU

12
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Finalement, utilisant ces deux approximations, on a

w () @t

Bhg A N
/ / ( )TFTD(HZ)(w@))e““’e'“wdwdﬁ

Bhg
on fait I’hypothese qu’on est dans les conditions de Nyquist :

12

aJ_l[n}

12

on note B la fréquence de coupure de f en faisant I’hypotheése que B < —

1 Bho ./ ) l;
- // f<®> TFTD (H)) (w®)e? “®|y|dwdd
0

Bhg 0

™
2ho

1 1 / BhO — < > 21_ o.
= —_— Rof TFTD (H;) (w®)e” " w|dwdb
7 ™ o h (H) (w®) |
s / /Bho TFTD (Rof[]) <h8w> TFTD (H)) (w®)e2“O™m|y|dwdd
= =7 0 o 1
V2w ho Bho ho
/—hs Bh / !
W=tsw 0 s , how 21j# Omho
= e TFTD (Ryf W' )TEFTD (H; < @)e hs |w'|dw'dO
vl [ (@) TETD (1) (2 !
On peut aussi écrire cette formule sous forme d’une rétroprojection filtrée
g 2lh
aj_i[n] ~ / Qg) ( On. G)) do
0 hs
avec
QY (u) = L 7o TFTD (Rof[]) (w)TFTD (Hy) (ho‘” @) € |w| dew (3.26)
0 vV 271' hs g o : hs .

(le changement de bornes dans ’intégrale étant justifié par le fait que dans les conditions de Nyquist
. , . . < . , . T,z U
appliquées cette fois-ci, pour tout 6, a R f, qui est également B bande limitée, on a Bh, < 5)

On aboutit ainsi aux formules utilisées par Delaney et Bresler dans [29], Rashid, Berenstein et al.
dans [90], Bonnet et Peyrin dans [11]. Précisons maintenant comment elles peuvent concrétement étre
implémentées.

Pour la phase de rétroprojection, on peut utiliser une formule de quadrature pour I’intégration en la
variable #, comme dans le cas de la méthode de rétroprojection usuelle :

ajn ZQ <2h0 : p>

Pour la phase de filtrage, on peut s’appuyer sur la transformée de Fourier rapide afin que les calculs soient
efficaces. Avec les normalisations choisies dans ce manuscrit, pour tout vecteur 1D a support compact
(N indices), on a

TFD (g) (1 = 3 elnle % = VarTrTD (8) (%)

n=0
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et la formule (3.26) peut étre discrétisée de la maniere suivante :

2nk
) w=N 1 271’@ 27Tk‘ @271‘/{ j2mku 271’/{
N
4
- VZ” h“ Z 7= TFD (Rof]]) [K]TFTD (Hy) (27;%;@)6@'2%““ 72]7;’“

N
at

Cette derniere quantité peut alors se calculer par une transformée de Fourier discréte inverse, comme on
I’a présenté dans le chapitre précédent pour la rétroprojection filtrée (proposition (2.2.1)).

Nous avons programmé ces formules afin de pouvoir ensuite les tester sur des données locales. Nous
présentons ici deux exemples de reconstruction avec des données globales : dans le cas d’un carré (figure
3.4), et dans le cas du fantdme de Shepp et Logan (figure 3.5). Les tests ont été effectués avec I’ondelette
de Daubechies a 2 moments nuls, et nous avons reconstruit la transformée en ondelettes séparable 2D de
profondeur 2, puis, par transformée en ondelettes inverse, I’'image initiale.

F1G. 3.4 — Reconstruction de la transformée en ondelettes 2D a partir de la transformée de Radon :
en haut, a gauche, le fantdme initial, et a droite, ’image obtenue apres inversion de la transformée en
ondelettes 2D ; en dessous, le résultat de la reconstruction de la transformée en ondelettes 2D : sur
la premiere ligne, ’image des coefficients d’approximation au niveau J — 2, et les trois images des
coefficients de détail au niveau J — 2, puis, sur la deuxieme ligne, les trois images des coefficients de
détail au niveau J — 1, ot J désigne la résolution la plus fine (celle de I’'image initiale). On a utilisé des
ondelettes de Daubechies a 2 moments nuls.
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F1G. 3.5 — Reconstruction de la transformée en ondelettes 2D a partir de la transformée de Radon pour le
fantdme de Shepp et Logan : en haut, a gauche, le fantome initial, et a droite, I’image obtenue apres in-
version de la transformée en ondelettes 2D ; en dessous, le résultat de la reconstruction de la transformée
en ondelettes 2D (méme disposition que pour I’'image précédente). En dessous, une section de I’image
des coefficients, en gras (disposition classique pour les coefficients d’une analyse multirésolution), pour
comparer avec la transformée en ondelettes 2D calculée directement a partir de ’image (en pointillés).
Sur la derniere ligne, les sections centrales horizontale et verticale des images reconstruites (en gras),
comparées au fantdme (en pointillé ; les deux courbes sont pratiquement confondues). On a utilisé des
ondelettes de Daubechies a 2 moments nuls.
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Deuxieme stratégie : en fixant des ondelettes 1D.

Cette méthode a été proposée par Walnut dans [108], et, indépendamment, par F. Peyrin et al. dans
[83]. Elle consiste a décider de la nature des ondelettes que 1’on veut appliquer aux projections, pour en
déduire une ondelette 2D adaptée. Nous présentons d’abord la stratégie proposée par Walnut.

Proposition 3.2.3 (Reconstruction d’une TO 2D par rétroprojection d’une famille d’ondelettes 1D[108] )
Soit (1g)g une famille d’ondelettes admissibles sur R, telles que pour tout 0 € [0, [, pour tout s €

[—1, 1], Yo (—5) = 1p(s) ; si les fonctions (g)e vérifient en outre la condition

‘2

o0 ‘@/b;(w)
V0,0 < / Ll dw < +o0 (3.27)
0

w3
alors R#¢ est une ondelette admissible sur R?, et, pour toute fonction f € L2 (RQ), les coefficients
d’ondelette de f par rapport i I’ondelette R*1) sont donnés par

1 27
W™ (f)(a,b) = —= [ WY (Rof)(a,b-©)df
va Jo
Preuve. La condition d’admissibilité a été vue dans le lemme (3.2.3). Pour les relations entre coef-
ficients, on peut écrire :

def

WR*(f)(a,b) <t (R*e) >

a,b

1
= </, WR#«we)a,b.e) > d’apres (3.24)

1 21
= % / < Rof,(¥9)ab-e > db par définition de I’opérateur adjoint
0

_ i o Yo a.b -
_ ﬁ/o W (Ry f)(a, b - ©)df .

La proposition précédente impose une contrainte sur 1’ondelette ¥ avec laquelle on analyse les projec-
tions : elle doit vérifier la condition d’admissibilité (3.27). La construction d’une ondelette 2D proposée
par Peyrin et al. dans [83] (dans des travaux indépendants de [108]) permet de contourner cette contrainte
supplémentaire sur v, et de s’autoriser le choix de n’importe quelle ondelette admissible sur R.. En effet,
dans [83], les auteurs choisissent une famille d’ondelettes sur R (1y), et analysent ensuite les projec-
tions non pas avec la famille (1 4 ), mais avec la famille (A1)y 4 5). En effet, dans ce cas-1a, la condition
d’admissibilité sur U (3.27) s’écrit

— 2 —
0</0Oo )Awi(;)‘ dw:/odew<+oo

condition qui n’est autre que la condition d’admissibilité sur chacune des ondelettes 1D 1)y. On peut
alors montrer que la famille de fonctions (Avy) est une famille d’ondelettes 1D, et ensuite, avec le méme
procédé que dans [108], on peut reconstruire une transformée en ondelettes 2D : la fonction R# A est
une ondelette, et on peut calculer les coefficients comme ci-dessus :
" 1 2m
WRM (F)(ba) = — [ WA (Ryf)(a,b - ©)do
va Jo

Les auteurs font alors deux remarques :
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1. sitoutes les ondelettes 1D (1)) sont identiques (ie indépendantes de 6), toutes égales a une fonction
notée 1), et si cette fonction ¢ est paire, alors 1’ondelette 2D correspondante est radiale ;

2. le procédé permet de reconstruire une transformée en ondelettes directionnelle.
Explicitons le deuxiéme point (dans le cas ou toutes les ondelettes 1D sont identiques)
1
Vva

WYRa.b-©) = (Ab)ye-Rofl = 7= <RY ((M)ype) . f >

= Va< (Rf (Aw)>ab,f >
avec, dans le cas ou g est une fonction définie sur le cylindre, indépendante de la variable 6 :

Ry 9(x) = 9(0,x - ©) = g(0,1_4(x) - e1) = RY g(r_p(x)) = (R{f 9)5(x)
et donc
1
Va
faisant ainsi apparaitre, a une constante pres, un coefficient d’ondelette dans une transformée en onde-

lettes directionnelle.
L’ ondelette-mere est Ro# g ; ¢’est bien une ondelette admissible 2D, puisque, en remarquant que

WA (Rgf)(a,b-©) = va < (REAY) b, f >

— 1 A 1 A — ~
RENG = o [ REMG ¥ tx = o [ Avtoa)e™ i = K60)a(k2) = Dk o 5052
™ JR2 2T R?2
ona o
READIP / Dk ka6 (k) / S RdEe — o2
[ = [ R = [ ) Pty = e
Finalement,

WA (Rof)(a,b - ©) = aWRS A (f)(a, b, 0)

Notons enfin que dans tous les cas, on dispose alors d’une formule d’inversion de la transformée de
Radon, puisqu’une fois que les coefficients d’ondelette 2D ont été calculés, il suffit d’appliquer une
transformée en ondelettes inverse 2D.

Nous venons de présenter des méthodes d’inversion de la transformée de Radon faisant intervenir des on-
delettes, pour lesquelles on faisait I"hypothese que la transformée de Radon était complétement connue.
Si le but de I’inversion est uniquement de reconstruire la fonction du domaine direct, alors, en présence
de données globales, recourir a des méthodes autres que la rétroprojection filtrée ne se justifie pas. En
revanche, en présence de données globales, si I’on est intéressé par une reconstruction multirésolution
de I'image finale, et non par I’'image finale elle-méme, alors les ondelettes présentent 1’intérét d’ offrir un
acces direct a cette description multirésolution, sans passer par une phase de reconstruction de 1’image.

Ici, notre objectif est autre : nous nous placons dans un contexte de données de Radon tronquées, et dans
la suite, nous allons exposer comment tirer parti des ondelettes dans ces circonstances.

3.2.3 Inversion de la transformée de Radon par des approches par ondelettes de type
rétroprojection filtrée (FBP) : adaptation au cas ou les données sont tronquées

3.2.3.1 Moments nuls et localisation de I’inversion

Comme on I’a dit plus haut, le filtre rampe n’est pas a support compact dans le domaine direct, et par
conséquent, lors de la phase de filtrage de 1’algorithme de rétroprojection filtrée, toutes les valeurs de la
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transformée de Radon sont mobilisées. Or, dans le probleme intérieur, par exemple, pour chaque projec-
tion Ry f, seules les valeurs {Ryf(s);s € [—a,a]} sont disponibles (ol [—a, a] désigne un intervalle
strictement inclus dans le support de la projection).

Les fenétres de régularisation que 1’on introduit dans 1’algorithme de rétroprojection filtrée localisent le
filtre rampe dans le domaine de Fourier, en tronquant, de maniere plus ou moins réguliere, les hautes
fréquences. En revanche, elles ne sont pas construites pour traiter la singularité que porte le filtre rampe
a lorigine (w — |w]| est continue, mais pas dérivable en 0) : cette singularité subsiste lors de la
régularisation et le support du filtre rampe régularisé demeure non borné.

Dans la suite, nous allons nous intéresser a des « modifications » supplémentaires du filtre rampe par
des convolutions par des ondelettes dans le but de localiser le filtre rampe dans le domaine direct. Les
ondelettes sont des fonctions de moyenne nulle, ou autrement dit, des fonctions oscillantes, propriété
que I’on quantifie par des attributs que 1’on nomme moments nuls, et que 1’on peut résumer ainsi : plus
une fonction a de moments nuls, plus elle oscille. Or, comme on le précisera ensuite, convoler le filtre
rampe avec une fonction avec moments nuls permet de le régulariser a I’origine dans le domaine de
Fourier, réduisant ainsi son support. Ou, d’un autre point de vue, convoler une fonction par le filtre
rampe n’élargit « pas trop » le support initial de la fonction. Cette propriété des fonctions a moments
nuls vis a vis du filtre rampe vont permettre de construire des « filtres rampes modifiés » se prétant a
I’analyse et a la reconstruction locales de signaux, que I’on peut mettre en oeuvre dans des algorithmes
directement inspirés de I’algorithme de rétroprojection filtrée.

Moments nuls Pour NV € N, on dit que ’ondelette 1) a N moments nuls si ([68]) :

+oo
Vk=0.N —1, Y(t)thdt = 0
— 0o
Or oo . |
() thdt = (ke dt
—00 —00 w=0
avec
e k itw _ e lik itw _ lik e itw
Pt e dt = o (v(t)e'™) dt = T o P(t)e™dt
—0o0 —0o0 —0o0
(en appliquant le théoréme de dérivation des intégrales a parametres [45])
Vor dfbog -
- (0@

et donc

[ swra = Xrin

et donc 1 a N moments nuls si et seulement si pour tout k =0--- N —1, W"C) (0) = 0. En particulier, le
premier moment d’une fonction est sa moyenne : ¢ a un moment nul si et seulement si ¢)(0) = 0.

Rappelons ici que par définition, une ondelette 1) est une fonction appartenant 2 L'(R) N L2(R) qui

vérifie )
/00 7‘¢(w)’2dw < 400
0 w
|2

Une ondelette v est donc, en particulier, une fonction telle que la fonction w — ’w(:}) est intégrable

~

en zéro. Ceci n’est possible que si ¢/(0) = 0. Toute ondelette est donc nécessairement une fonction de
moyenne nulle (et donc a au moins un moment nul).
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Moments nuls et filtre rampe Nous allons expliquer ici comment les moments nuls permettent de
résister (en terme d’élargissement du support) a I’action du filtre rampe, qui, rappelons-le, s’exprime
avec I’opérateur A dans le domaine direct (cf. chapitre 2).

Proposition 3.2.1 (Décroissance apres application du filtre rampe et moments nuls)

Soit a > 0, et g une fonction avec N 4+ 1 moments nuls, dont le support est inclus dans I’intervalle
[—a, al.

Alors, a I'extérieur de 'intervalle [—a, al,

1 N+2 ¢ N+1
|[Ag(s)| < Al — i /a}g(u)u | du
Si le premier moment est non nul, mais si les N suivants sont nuls

1 1 N+2 [e Nt
[Ag(s)| < @4‘;7’8_6”]\43 /_a}g(U)u  du

Preuve. (d’aprés [90]) On fixe s € R, hors du supportde g : s ¢ [—a, al.

1 /1 1 1 o 1 (s —t
Ag(s) = ——vp (x) *0sg(s) = —— <vp <x>  (1s0s9), > —~lim gls 1)

T e—0 [t|>e

dt (C£. (??))

Or, pour tout € > 0,

[ 10 [ [0t

(carilexiste A > Otelque: |[t| > A< s—t ¢ [—a,a] < g(s—1t)=0)
)"
[t|>e

€ t2

En notant alors qu’il existe €5 > 0 tel que, pour tout € < €5, s — € appartient a un voisinage de s
hors du support [—a, a] de f, on en déduit que

Ve <es, g(s—€)=g(s+e)=0

et donc
/ _ t _ t s+a _ t
lim Mdt = —lim 9(372)& = / 9(s 5 )dt cars > a
e—0 |t|>e t e—0 [t|>e t s—a t

Par ailleurs, d’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe t; €|s — a, s + a] tel que pour tout
t €]s —a,s+al,

gls—t) _  g(s—1)
t2 (s+(t—s))?
Mt =)k (~D)F(k+ 1) (t— )NFL(=1)NFL(N +2)!
_ s—t(kzo )Sk(:+2 ) ((N+)1)!( )tév(+3 ))

I<:+1 s—t) L (V2 - )N+1>
N+3

Il

CI.)

|

=
7~
-
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et

sta g(g s+a N s — N+1
/S_ o 2 2 dt = /S g(s —1) (Z e il)cgﬂ t) (N u 231E/+3 2 ) dt

k=0

N
k+1 N +2
= Z ];:_2/ g(s —1t)( s—t) dt + N—is/ g(S—t)(s—t)N+1dt
k=0 S Ss—a
N k+1 [ta kg N+2 Mol
= Z kT2 / g(w)u®du + N / g(u)u™ " du
k=0 ¢
N
k+ N+2
= Z / YuFdu + N—I—&_—S / g(uw)u™N L du car qg est a support dans [—a, a]
sk
k=0 [e.e] —a

Si g a N 4+ 1 moments nuls,

s+a —t N 2 a
/ Mdt = +/ g(w)u™Ndu

2 N+3
ot N+

et donc

1 [ste —t 1
‘_/ g(s )dt‘ 1

L t2 U

1 N+2 ¢ N+1
Eils—av\“ﬁ” /a}g(u)u ‘du

N+2 [
N—-ts/ g(w)u™Ndu
S —a

1 N+2 [° N1

<

Si le premier moment est non nul (avec f g(t)dt = 1), etsiles N suivants le sont,

s+a a
“g(s—1t) 1 N+2 Nl
s s —a

et

)J/”ag(s_ﬂdt' _ !

™

1 N+2 [ N+1
?-4—7@,% /ag(u)u du

1 1 N+2 /a Nt
— s g(u)u du
72 | mls—aNt3 _a‘ |

Les conséquences en tomographie locale sont les suivantes : si I’on fixe une ondelette 2D, on a vu plus
haut que I’on peut reconstruire les coefficients d’ondelettes 2D en appliquant a chaque projection le filtre
ARV, qui, par rapport a la rétroprojection filtrée, remplace le filtre rampe. L’idée est alors que si 1’onde-
lette ¥ a plusieurs moments nuls, alors pour tout ¢, le support du filtre AR oW est sensiblement le méme
que le support de RyW ; par conséquent, au moins aux fines échelles, c’est-a-dire tant que le support de
W n’est pas plus large que le diametre de la région d’exposition (2 des marges pres), alors on peut filtrer
les projections localement, et, par suite, on peut reconstruire localement les coefficients d’ondelettes.

Le deuxie¢me point de la proposition précédente est a la base des travaux de Rashid Farrokhi et al. dans
[90] : les auteurs ont constaté que certaines fonctions d’échelle ont un moment nul (pas le premier, puis-
qu’une fonction d’échelle n’est pas de moyenne nulle, mais le suivant) ; par conséquent, les coefficients
d’échelle peuvent aussi étre reconstruits par des filtres dont le support est controlé.

Dans I’exemple qui suit, nous illustrons le support, apres application du filtre rampe, de AR, pour un
choix de ’ondelette chapeau mexicain 2D, puis de A, pour des ondelettes de Daubechies : pour ces
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dernieres, on constate bien que plus une ondelette a de moments nuls, moins son support est élargi par le
filtre rampe ; en revanche, on voit apparaitre le compromis auquel on est confronté, car simultanément,
plus une ondelette a de moments nuls, plus son support initial est grand.

Exemple 3.2.1 (Chapeau mexicain)
Pour I’ondelette chapeau mexicain 2D, on a

1 x 1
\I](X) :\11(131,562) = —A (67|27‘> :7(3;%_’_.%%_2)6* 5

et donc, dans le domaine de Fourier,

. . 1
(k) = W(k1, k2) = —T(k% +E3)e” 2
On en déduit, par le théoréme de coupe-projection, que

@(w) =270 (wO) = —wle™ T

puis, en appliquant le filtre rampe, on obtient :
ARGU(w) = —|w[Pe™ T

On en déduit alors I’expression du filtre dans le domaine direct :

—_— o0 2
ARy U (w)e™ dw = ——— ]w|3 e“Sdw

ARQ\I/(S) = \/7

1 oo
V 27 /:oo
2 & w?
= —— w3e™ T cos(ws) dw

Cette derniére expression peut se réécrire de la maniére suivante (grace au logiciel Maple) :

2 1 _s? 2
ARpU(s) = —/ = |2 — s> — ie_Terﬁ 8\; VTsV2(3 — s?)
T

ol on a noté erfi la fonction erreur imaginaire définie, pour tout réel s, par erfi(s \F / e’ dt. On

trouvera une représentation de la fonction ARV en figure (3.6).

On trouvera également, en figure (3.7), les graphiques d’ondelettes de Daubechies superposées aux filtres
obtenus apres application du filtre rampe, pour un nombre de moments nuls croissant. Ces graphiques
ont été obtenus grice a la fonction MakeWavelet de la boite a outils Wavelab.

3.2.3.2 Algorithmes essentiellement locaux

Nous présentons ici une premicre classe d’algorithmes prenant en compte des données locales. Les al-
gorithmes exposés dans cette partie se placent dans un contexte ol I’on s’intéresse a la reconstruction
d’une région d’intérét, lorsque toutes les valeurs de la transformée de Radon sont accessibles (ie au tra-
vers mais aussi a 1’extérieur de la région d’intérét). L’ objectif est alors d’utiliser le moins de mesures
possibles a I’extérieur de la région d’intérét pour reconstruire exactement la région d’intérét (a contrario,
dans la partie suivante, seules des données locales seront disponibles, et 1’on essaiera alors de faire la
reconstruction la plus fidele possible de la région d’intérét, tout en sachant qu’une reconstruction exacte
est impossible). Ici, on parle donc d’algorithmes essentiellement locaux.
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FIG. 3.6 — Ondelette 1D ARV associée a un chapeau mexicain 2D W (a titre de comparaison, on a
également tracé, en pointillés, le graphe de I’ondelette chapeau mexicain 1D)

25 2r-

-2 L L L L L ] _15 L L L L L L L L L )

F1G. 3.7 — Ondelettes A1) superposées aux ondelettes initiales (tracées en figure (3.3)), pour les ondelettes
1D de Daubechies a 2, 3 et 5 moments nuls, et pour le chapeau mexicain 1D.
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Premiere méthode essentiellement locale : reconstruction avec résolution localisée avec des méthodes
d’ondelettes 1D.

Cette méthode a été développée par T. Olson et J. DeStefano [81]. Elle s’appuie sur la formule d’inver-
sion vue dans la propriété (3.2.1), dans laquelle on injecte une décomposition de chacune des projections
dans la formule d’inversion par rétroprojection filtrée : le filtre rampe porte alors sur chacune des onde-
lettes 1D, et les coefficients d’ondelettes qui interviennent sont ceux de la décomposition en ondelettes
1D de la transformée de Radon :

f(x) =

1 ™
Wors Z/o cjr(0)Ajp(x - ©)df
T ],k‘

cjk(0) =< Rof,bjx >

L’idée, qui exploite la “cohérence” de la transformée de Radon en la variable 6, mentionnée au début du
chapitre 2, est la suivante : si on fixe un couple (j, k), alors pour une incidence 6; le coefficient d’onde-
lette ¢; (A1) de la projection Ry, f est peu différent du coefficient d’ondelette c; ;,(02) calculé pour une
projection voisine Ry, f, ceci étant d’autant plus vrai que 1’échelle j est grossiere.

Cette affirmation, que nous justifierons brievement ensuite, peut étre illustrée par la figure (3.8) : pour
un signal 1D donné, on a tracé, une échelle et une position étant fixées, I’évolution en fonction de 6
des coefficients d’ondelettes des projections ; chaque graphique est associé a une échelle, et pour chaque
échelle, on a tracé les courbes pour quelques localisations du coefficient d’ondelette. Pour I’échelle la
plus grossiere (en haut a gauche), on calcule un seul coefficient d’ondelette pour chacune des projections,
et on constate qu’il ne varie pas d’une projection a 1’autre (ce qui est normal, puisque ce coefficient est
aussi la valeur moyenne de I’image, qui est égale a la valeur moyenne de chacune des projections). En-
suite, de gauche a droite puis de haut en bas, 1’échelle devient plus fine, et I’on constate que plus I’échelle
augmente, plus les coefficients d’ondelettes varient d’une projection a I’autre.

Sans la formaliser completement (on pourra se reporter a [81] pour plus de détails) nous allons mainte-
nant donner une breve justification du lien qui existe entre I’échelle d’analyse et la vitesse de variation
des coefficients d’ondelettes d’une projection a 1’autre.

Pour une échelle j et une position & fixées, le coefficient d’ondelette 1D de la projection Rg f est égal a
cip(0) = <VjpRof >=<jr, Rof > (3.28)

Or, on a vu dans la propriété (2.2.3) que la transformée de Radon peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de produits tensoriels de polyndmes en s par des fonctions cos et sin en 6 :

3] 2
RE = D D> oriom < fi fri—ome > Gli—2me

leEN m=0 e=1
L] o
= Y 3 ariamew(s)Ui(s)Yioom(©)
leEN m=0 e=1

Si I’on reprend le calcul (3.28), on peut donc écrire :

E1
cik(0) = <Yk Ref >= Z Z Z api—om.e < Vi, wU; > Y0y (0)
IEN m=0 e=1
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FIG. 3.8 — Evolution de 1’amplitude des coefficients d’ondelettes c; 1(¢) vus comme des fonctions de 6
(6 € [0,360]) : chaque graphique correspond a une échelle 2/ (j = 0,1, - - ,8), et pour chaque échelle
on a représenté 1’évolution des coefficients pour quelques localisations & : plus I’échelle est grossiere
(premiers graphiques), plus la variation de ces coefficients d’une incidence 6 a une incidence voisine est
réduite.
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Or il s’avere que la transformée de Fourier du polynome de Tchebycheff U; vérifie la relation suivante
[78] (p. 198) :

() = ¢, 71

ou (7 est une constante, et ou .J;1 désigne la fonction de Bessel de premiere espece et de degré [ + 1;
quel que soit I’entier /, la formule de Debye [78] permet d’affirmer que J;+1(w) ~ 0 des que |w| > .

Pour ) ;. fixée, on sait que sa transformée de Fourier est concentrée dans une (ou deux) bande(s) de
fréquences, d’autant plus proches de 0 que 1’échelle j est grossiere ; par conséquent, pour j grossiere,

seuls les coefficients << Yk, wl; >>l N associés aux petites valeurs de [ sont non nuls (soit [ < ly),
€

et par conséquent, il ne subsiste dans la décomposition de c; 1 (¢) que des composantes Y;.(®) avec
r < lg, c’est a dire des composantes “basses fréquences”, qui varient peu en fonction de 6. En revanche,
quand I’échelle j va devenir plus fine, des composantes Y,.0, avec r plus élevé, vont apparaitre dans la
décomposition de c; 1 (6), de telle sorte que les variations en fonction de 6 vont pouvoir étre plus rapides.

De maniere plus précise, dans [81], les auteurs utilisent le fait que la plus grande fréquence contenue dans
0 — c;(0) (a (J, k) fixés) est divisée par deux quand on passe d’une échelle a I’échelle immédiatement
plus grossiere, et s’appuyant sur la théorie de I’échantillonnage de Shannon, évoquée dans le chapitre 2,
en tirent le schéma de calcul suivant :

— al’échelle J la plus fine, on calcule pour chaque angle 6 tous les coefficients d’ondelettes (¢ (0)),
de la projection Ry f ;

— al’échelle J — 1, on calcule tous les coefficients d’ondelettes (c;_1,x(0)), seulement pour une
incidence 6 sur deux, et on en déduit la valeur des coefficients intermédiaires par interpolation
grace a la formule de Shannon ;

— on continue ensuite a I’échelle J — 2, on calcule tous les coefficients d’ondelettes (c;_2x(0)),
seulement pour une incidence 6 sur quatre ;

— a I’échelle la plus grossiere (échelle 0), on calcule tous les coefficients d’ondelettes (co,x(6)),
seulement pour une incidence 6 sur 27.

Le schéma de mesures des données permettant de reconstruire une région intérieure de rayon a s’en
déduit :

— pour reconstruire les coefficients a 1’échelle la plus fine J, il suffit de mesurer la transformée
de Radon a travers cette région, avec une marge m en la variable s correspondant au support de
I’ondelette a cette échelle la plus fine (marge permettant de reconstruire les coefficients d’ondelette
des projections au bord des segments [—a, al).

— pour reconstruire les coefficients a I’échelle suivante J—1, on peut réduire la fréquence d’échantillonnage
angulaire d’un facteur 2, et il faut doubler la marge pour reconstruire les coefficients au bord (le
support de 1’ondelette est doublé) ; les mesures de la transformée de Radon a travers la région
intérieure sont de toute facon faites (cf. étape précédente) : il suffit donc d’ajouter les mesures de
la transformée de Radon pour une incidence sur deux sur 'intervalle [—a — 2m, a + 2m).

— on réitere ce processus jusqu’a I’échelle la plus grossiere (I’échelle 0), pour laquelle on effectue
des mesures de la transformée de Radon a travers tout 1’objet (c’est-a-dire des mesures globales) ;
mais au lieu d’irradier les structures les plus éloignées de la région d’intérét pour chaque inci-
dence, on ne les irradie que pour une projection sur 27 projections.

Nous illustrons cette technique par deux exemples, avec un algorithme programmé par nos soins.



3.2. Inversion de la transformée de Radon par des approches par ondelettes de type rétroprojection filtrée
(FBP) 163

Exemple 3.2.2 (Reconstruction d’un élément du noyau a partir de données essentiellement locales)
Nous reprenons I’exemple présenté dans [81]. On considére la fonction f définie dans le domaine de
Radon par

VO, Rf(O®,s) =g(0O,s)

1 osit <|s| <o
_ 16 >33
9(©,s) { 0 sinon

(Par des arguments dits de consistance des données [78], on pourrait montrer que la fonction g est effec-
tivement dans I'image de R.)

Le sinogramme de g est présenté en haut a gauche en figure (3.9).

En appliquant I’algorithme de rétroprojection filtrée 4 R f, on obtient la fonction f, représentée au milieu
a gauche en figure (3.9).

. .. .. A . 1 . .
Si on choisit comme région d’intérét le disque de rayon 6 du domaine direct, alors, comme dans

I’exemple présenté en figure (2.16), la fonction f appartient au noyau de la transformée de Radon
intérieure. Pour autant, elle n’est pas nulle a I'intérieur de la région d’intérét. Un algorithme d’inver-
sion locale qui s’appuierait sur des données strictement locales conduirait & une reconstruction nulle
dans la région d’intérét. Ce n’est pas le cas avec I’algorithme essentiellement local présenté ici. A droite
en figure (3.9), on trouvera en haut les données essentiellement locales retenues dans le sinogramme
en vue de I’inversion, et au milieu la reconstruction obtenue (on a utilisé des ondelettes de Daubechies
D6). Sur la derniere ligne sont tracées les sections centrales de ces reconstructions : on constate que la
fonction est reconstruite dans la région d’intérét de maniere similaire avec les deux méthodes.

Nous proposons un deuxiéme exemple, avec une région intérieure choisie dans le fantdme de Shepp et
Logan.

Exemple 3.2.3 (Reconstruction a partir de données essentiellement locales pour le fantome de SL)
Avec la méme technique que dans I’exemple précédent, on reconstruit une région intérieure dans le
fantéme de Shepp et Logan, a partir d’un sinogramme complet au travers de la région d’intérét, et sous-
échantillonné pour les données extérieures (a droite sur la premiére ligne en figure (3.10)). La recons-
truction obtenue a partir de données essentiellement locales est présentée sur la 2éme colonne, avec un
zoom sur la région d’intérét, et la section centrale présentée a gauche sur la derniere ligne : on parvient
a une reconstruction correcte dans la région d’intérét, la densité du fantdbme étant quasiment atteinte.

A titre de comparaison, on a représenté le résultat obtenu avec la méthode de rétroprojection filtrée
basée sur des données strictement locales. Comme on I’a dit dans le chapitre 2, cette méthode présente
une qualité d’image trés satistaisante (méme si elle ne permet pas d’atteindre aussi bien la densité dans
la région d’intérét que la méthode essentiellement locale, elle permet de visualiser trés clairement les
différentes structures).

Deuxieme méthode essentiellement locale : reconstruction avec résolution localisée avec des méthodes
d’ondelettes 2D.
Cette méthode a été proposée par Delaney et Bresler [29].

On se place dans le cadre d’une analyse multirésolution orthonormée de L?(R?) ; étant donné une région
d’intérét, les auteurs proposent de reconstruire I’image globale a basse résolution, et de lui ajouter ensuite
les seuls détails permettant de reconstruire la région d’intérét (et seulement celle-ci) a haute résolution.
De plus, par des observations similaires a celles que nous venons de détailler dans la méthode pro-
posée par Olson et DeStefano, les auteurs tirent partis du contenu fréquentiel des différentes sous-bandes
d’images petit a petit ajoutées pour réduire la quantité de mesures de la transformée de Radon effectuées :
les coefficients aux échelles grossieres sont calculés a partir de mesures effectuées pour des incidences
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F1G. 3.9 — Reconstruction d’un élément du noyau de la transformée de Radon intérieure a partir d’un al-
gorithme essentiellement local (voir explications dans I’exemple 3.2.2) : sur la premiére ligne, a gauche,
le sinogramme global, et a droite, le sinogramme « essentiellement local » utilisé (cf. construction du
schéma de mesures décrite juste avant I’exemple 3.2.2) ; sur la deuxieme ligne, a gauche, la reconstruc-
tion obtenue par rétroprojection filtrée avec des données globales ; a droite, la reconstruction obtenue a
partir du sinogramme essentiellement local ; comme on peut le constater sur les sections centrales as-
sociées a ces reconstructions et figurant sur la derniere ligne, la fonction est reconstruite dans la région
d’intérét de la m&€me maniere avec les deux méthodes.
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F1G. 3.10 — Reconstruction d’une région intérieure du fantome de Shepp et Logan : en haut, le sino-
gramme complet, puis le sinogramme essentiellement local. Ensuite, sur la 1¢re colonne, sont représentés
le fantdme et un zoom sur la région d’intérét ; sur la 2¢me colonne, la reconstruction obtenue a partir de
données essentiellement locales, avec la section centrale a gauche sur la derni¢re ligne : on parvient a
une reconstruction correcte dans la région d’intérét, la densité exacte étant quasiment atteinte. A titre de
comparaison, on a représentéen 3e¢me colonne, puis a droite sur la derniere ligne, le résultat obtenu avec
la méthode de rétroprojection filtrée basée sur des données strictement locales.
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espacées, puis, d’échelle plus fine en échelle plus fine, la quantité d’angles pour laquelle on effectue les
mesures est multipliée par deux ; ainsi, il y a, a peu pres, seulement au travers de la région d’intérét que
I’on mesure la transformée de Radon autant que pour la méthode de rétroprojection filtrée.

Les formules utilisées dans cette méthode ont été explicitées plus haut dans le paragraphe (3.2.2.2).

3.2.3.3 Algorithmes strictement locaux

A la différence des algorithmes qui viennent d’€tre présentés, on se place dans le contexte ol seules des
données locales ont été mesurées (autrement dit aucune donnée extra-locale n’est disponible).

Ces algorithmes s’appuient sur les formules de reconstruction de coefficients en ondelette 2D énoncées
dans le paragraphe (3.2.2.2). IIs consistent a reconstruire les coefficients de détail d’une analyse en on-
delette 2D a partir des données locales, en se limitant a une échelle suffisamment fine pour que les filtres
discrets 1D modifiés par le filtre rampe aient leur support inclus dans la largeur de projections dispo-
nibles (en pratique, dans [90, 11], un seul niveau de décomposition est calculé). Dans [90], les auteurs
se placent dans le cadre d’une analyse multirésolution orthonormée, et reconstruisent donc trois familles
de coefficients de détail, alors que dans [11], les auteurs reconstruisent les coefficients de détail d’une
analyse multirésolution quinconce, soit une seule famille.

Nous présentons en figure (3.11) et (3.12) les résultats que nous avons obtenus en programmant cette
méthode dans le cas orthonormé, pour I’exemple du fantdme de Shepp et Logan (taille 256 x 256), pour
une région d’exposition de rayon 32 pixels, et ceci pour deux ondelettes : I’ondelette de Daubechies a 2
moments nuls, et I’ondelette de Daubechies a 4 moments nuls. Les résultats obtenus sont visuellement
similaires a ceux qui son proposés par Berenstein et Walnut dans [8], dans des travaux qui précédaient
[90]. Dans les deux cas, on constate que les coefficients de détail sont reconstruits comme si 1’on appli-
quait le méme algorithme avec des données globales au coeur de la région d’exposition.

On est toutefois conduit a remarquer que 1’on voit apparaitre des marges entre la région correctement
reconstruite et la région d’exposition qui représentent presque la moitié du rayon d’exposition. En ef-
fet, méme si I’ondelette de Daubechies D2 correspond a un filtre discret de largeur 4, son support apres
filtrage par le filtre rampe est étendu. Dans le deuxieme cas, I’ondelette a certes plus de moments nuls,
mais le fait que son support initial soit plus large fait qu’apres filtrage par le filtre rampe, la largeur de
données mobilisées pour reconstruire correctement un coefficient reste étendue.

Cette méthode de reconstruction des coefficients d’ondelettes aux fines échelles a été prolongée dans
[90], puis reprise dans [11], en s’appuyant sur la remarque que nous avons évoquée au paragraphe
(3.2.3.1) : certains filtres d’échelle présentent la propriété d’avoir des moments nuls (pas le premier,
mais plusieurs suivants), et de ce fait, sont a priori peu sensibles au filtre rampe. Dans ces travaux, les
auteurs choisissent donc des filtres d’échelle de ce type, et affirment pouvoir reconstruire essentiellement
localement les coefficients d’échelle (au premier niveau de décomposition), dans la région d’intérét, a
partir de données locales. Ils obtiennent des reconstructions ou la différence entre la fonction reconstruite
et le fantdme initial dans la région d’intérét est a peu pres une constante.

Nous avons reproduit ces expériences avec 1’ondelette de Daubechies & 2 moments nuls, qui a priori
ne fait pas partie des ondelettes préconisées dans les travaux que nous venons de citer. Nous parvenons
également a une reconstruction dans la région d’intérét qui differe “a peu prés” d’une constante avec le
fantdme initial, comme on pourra le voir en figure (3.13). Il nous semble qu’en fait ceci était prévisible,
et ne dépend pas du choix de I’ondelette (et des moments nuls associés aux coefficients d’échelle), car
nous pensons qu’en ajoutant les coefficients d’échelle, la fonction obtenue apres inversion de la trans-
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F1G. 3.11 — Inversion de la transformée de Radon a partir de données strictement locales : reconstruction
des coefficients de détail a I’échelle J —1 de la transformée en ondelettes 2D a partir de la transformée de
Radon mesurée au travers du disque de rayon 32 pixels dans le fantome de Shepp et Logan de taille 256 x
256 (région d’exposition matérialisée par les deux segments verticaux). En haut, 'image obtenue apres
transformée en ondelettes inverse, avec un zoom sur la région d’exposition. En bas, la section centrale
et horizontale de I’image des coefficients de détails verticaux : en trait épais, a partir de I’inversion de
données locales ; pour comparaison : en pointillés a partir de I’'inversion de données globales, et en trait
plein, fin, dans la transformée en ondelettes 2D calculée directement sur le fantdme initial (sans passer
dans le domaine de Radon). On a utilisé une ondelette de Daubechies a 2 moments nuls. Au coeur de la
région d’intérét, les coefficients de détail sont reconstruits comme si 1I’on avait des données globales (la
courbe en trait gras est confondue avec la courbe en pointillés).



168 Chapitre 3. Représentations multiéchelles de la transformée de Radon

50

100

150

200

250

05~

04+

0.3

0.1+

. sl ﬂkﬂ__i\-ﬁ.ﬁ

| |
20 40 60 80 100 120

F1G. 3.12 — Inversion de la transformée de Radon a partir de données strictement locales : comparaison
avec la figure précédente, pour une ondelette de Daubechies avec plus de moments nuls que dans le cas
précédent (4 moments nuls) : il existe toujours une zone au coeur de la région d’intérét dans laquelle on
peut reconstruire les coefficients de détail a partir des données locales comme en présence de données
globales, mais cette zone est moins large que dans le cas précédent.
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formée en ondelettes 2D n’est autre que la fonction que 1’on aurait obtenue en appliquant directement
la rétroprojection filtrée sur des données tronquées, les différences de qualité de reconstruction que les
auteurs obtiennent par exemple dans [11] s’expliquant par la différence de largeur du support des filtres
apres application du filtre rampe.
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FI1G. 3.13 — Inversion de la transformée de Radon en présence de données locales, avec ajout des co-
efficients d’échelle, pour I’ondelette de Daubechies a 2 moments nuls. En haut, I’image obtenue apres
reconstruction, et zoom sur la région d’intérét. Ensuite, une section dans I’image des coefficients (méme
codage que dans les images précédentes), et en bas, les sections centrales des reconstructions, avec com-
paraison avec la reconstruction obtenue quand on utilise la rétroprojection filtrée sur des données locales :
les reconstructions sont confondues.
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3.3 Inversion de la transformée de Radon bruitée par méthodes multiéchelles

Les méthodes que nous allons présenter dans cette partie étaient motivées au départ par la résolution de
probleémes inverses a partir de données bruitées : c’est dans ce contexte que la transformée en ondelettes-
vaguelettes a été développée par D. Donoho.

Dans la foulée, d’autres familles multiéchelles ont été construites, sur le méme modele, c’est-a-dire avec
des liens forts avec le domaine de Radon. Leurs différences résident dans le fait que 1’ objectif est de four-
nir des représentations efficaces de classes d’images dans lesquelles la “géométrie” est forte, ¢’est-a-dire
des images régulieres sur des domaines eux-mémes délimités par des frontieres régulieres.

Nous allons dans la suite présenter ces transformées, en les abordant sous 1’angle des apports du domaine
de Radon pour leur compréhension.

3.3.1 Concept fondateur : la transformée en ondelettes-vaguelettes

La décomposition en ondelettes-vaguelettes d’un probleme inverse a été introduite au début des années 90
par Donoho [32], ou elle est présentée comme une alternative a la décomposition en valeurs singulieres,
congue pour permettre I'inversion de certains opérateurs d’inverse non borné en présence de données
bruitées. Un des opérateurs concernés est la transformée de Radon. Ici, nous présentons la transformée
en ondelettes-vaguelettes dans ce cas particulier.

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, dans le paragraphe (2.2.4.2), la décomposition en valeurs
singulieres consiste a travailler dans deux familles orthonormées (fx)xca et (ga)rea, appartenant res-
pectivement a I’espace direct et a 1’espace des projections, et que 1’on construit avec les vecteurs propres
de I’opérateur R’R*. En notant (0/2\) xea les valeurs singulieres de RR* (elles sont positives), on a vu
dans le paragraphe (2.2.4.2) que I’on peut décomposer ainsi toute fonction f de 1’espace direct selon

F=Y_<fHhHh>h
AEA
ou
< f 5= L [Rf g
o)

tandis que la transformée de Radon de f s’écrit

RfZZO'A<f7f/\>9/\

AEA

Comme on I’a dit dans le chapitre précédent, la spécificité de la décomposition en valeurs singulieres
réside dans le fait que les deux familles (f))aea et (gx)aea sont simultanément orthonormées. On dit
souvent qu’avec la décomposition en valeurs singulieres, on diagonalise I’opérateur R, fournissant ainsi
une modalité d’inversion efficace de la transformée de Radon (au sens ou un coefficient dans une base
orthonormée de I’espace de Radon fournit directement un coefficient également dans une base ortho-
normée de I’espace direct). Mais il y a un inconvénient : la base orthonormée de 1’espace direct est
imposée (par I’opérateur, ici R) : c’est la base orthonormée formée des vecteurs propres de 1’opérateur
RR*. Or il s’avere que cette base peut se préter “plus ou moins bien” a une représentation des signaux f
manipulés ; Donoho, puis Candes, rappellent que les méthodes de régularisation de la décomposition en
valeurs singulieres [78] consistent a introduire une fenétre w, ce qui conduit a conserver seulement dans
la formule d’inversion (2.2.3) les termes de la somme associés aux plus grandes valeurs singulieres o
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1
(pour éviter que le bruit éventuel ne soit trop amplifié dans la formule g —I[Rf,gx] o) :
OX
A

fu= 30 ol

A

ol on a noté y la transformée de Radon éventuellement corrompue par un bruit additif.

Or faire ceci revient, dans la décomposition en valeurs singuliéres, a supprimer les termes associés aux
grandes fréquences ; pour des images dont I’information est en grande partie concentrée dans la locali-
sation des bords, cette stratégie n’est pas optimale [17].

L’ objectif des concepteurs de la transformée en ondelettes-vaguelettes était de trouver un mode de
décomposition préservant la facilité des relations entre coefficients des deux domaines, tout en s’au-
torisant le choix d’une base orthonormée d’ondelettes comme fonctions de base dans la décomposition
du domaine direct (par exemple pour disposer ensuite des algorithmes existants pour débruiter des si-
gnaux); sur le premier point, on dit parfois que la décomposition en ondelettes-vaguelettes réussit a
fournir une décomposition quasi diagonale de I’opérateur RR*.

Construction d’un inverse faible On a vu dans le chapitre précédent, dans le paragraphe (2.2.1.2),
que la transformée de Radon n’admet pas d’inverse borné lorsqu’elle est vue comme un opérateur entre
espaces L2, et qu’il faut avoir recours a ’espace de Sobolev H 2 (81 x R) pour y remédier. Or en pra-
tique, on considerera souvent que la transformée de Radon est corrompue par un bruit dont on contrdlera
le niveau en norme L2. La méthode proposée par D. Donoho consiste dans un premier temps a construire
un inverse faible de la transformée de Radon, pour lequel on pourra garantir la stabilité en norme L2.

Plus précisément, on part d’une base orthonormée d’ondelettes du domaine direct, dans laquelle on peut
décomposer tout signal f selon

f:Z<f7\Ij)\>\I/)\

A€A

et pour laquelle on va reconstruire chacun des coefficients en ondelettes < f, Wy > a partir de la trans-
formée de Radon. L’idée consiste alors a voir chaque coefficient < f, ¥y > comme le résultat d’un
opérateur c) appliqué a f. Dans ces conditions, la reconstruction d’un coefficient a partir de la trans-
formée de Radon est stable - le but cherché - si et seulement si il existe une constante C') positive,
associé a I’opérateur c), telle que pour toute fonction f, on puisse écrire

lex(f)l =< £, >| < CA|Rf]|L2 (3.29)

Dans [32], D. Donoho s’appuie sur le fait que cette majoration est vérifiée dés que W) € Im(R*), ou,
comme précédemment, R* désigne I’opérateur adjoint de R (opérateur de rétroprojection). En effet, si
on note alors 2y la fonction définie sur le cylindre S' x R et vérifiant R*1, = W, on a alors

|< f?q]A >’ = |< va*w)\ >’ = |< Rf71/])\ >|
et I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire
<R ba > < [[eall2[[RfIl2 (3.30)

ce qui donne finalement

Vi (Nl =< [, ¥ > < O [[Rflla ob Cx = [[¢hall2
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Si pour tout A, la condition W) € Im(R*) est vérifiée, alors on dit que R est faiblement inversible dans
la base (V) ), et on a, au sens de la convergence en norme L2,

F=) <Rfur>T, (3.31)
A

On peut expliciter chacune des fonctions ) : comme on I’a vu dans le chapitre précédent, avec la
formule d’inversion de la transformée de Radon par rétroprojection filtrée, pour que la fonction v vérifie
R#1py = Uy, il suffit que

1
Py = —ARY)
47

ce qui, via le domaine de Fourier, s’écrit

V(0,s) € [0,2n[xR, ¥x(0,s) = \/ﬁ/— (Ya)g(w)e“ dw = \/ﬂ/_ E!w\Rg\I/A(w)e“"sdw

1 —~ : .
= — Uy (wO)|w|e*“?dw (d’apres la propriété (2.1.4))
ar J_ o
Une fois chacune des fonctions 1)), définie, on s’intéresse a la structure de la famille ainsi construite (dans
la décomposition en valeurs singuliéres, on a une base orthornormée aussi dans le domaine de Radon) ;
ici ce n’est pas le cas de la famille (1)) ), comme nous allons I’expliquer ensuite.

Systemes de décomposition dans le domaine de Radon On se donne donc une famille orthonormée
d’ondelettes permettant de décomposer toute fonction f € L2(R?) sous la forme

F=) <[>0,

AEA

et on choisit une famille (1)) de fonctions définies sur le cylindre telles que pour tout A, ¥y = R7 )y,
de telle sorte que
VAEA, < [0y >=< [,RFPy >= [Rf, )]

Chaque coefficient < f, ¥, > de la décomposition de f dans la base orthonormée (¥ ), du domaine
direct peut donc étre obtenu par un produit scalaire avec un élément ¢, du domaine de Radon. L’atout
de la décomposition en valeurs singulieres résidait dans le fait que les atomes d’analyse dans le domaine
de Radon formaient aussi une base orthonormée, et donc que les coefficients [R f, 1,] apportaient une
représentation compléte et sans redondance de R f. Ici, ce n’est pas le cas de la famille (¢ ), qui, telle
qu’elle est définie, n’a aucune raison d’€tre orthonormée. Néanmoins, nous allons voir dans la suite qu’a
défaut d’une base orthonormée, on peut, a I’aide de la famille (R ), disposer d’une base de Riesz de
I’espace des projections, que I’on sait coupler a une autre base de Riesz, telles que les deux bases soient
biorthogonales.

En effet, si I’on considere la famille de fonctions (RW))cp définies sur le cylindre S L % R, alors,
exploitant le caractere orthonormé de la famille (¥ ),, on a

VLX) €A, [ha, RUN] =< RFy, Uy >=< W), Uy >= b v

Les deux familles (RW))xca et (10))rca sont donc biorthogonales, et formellement, en appliquant
I’opérateur ‘R dans la relation (3.31), on obtient

Rf =) <Rfihr>RUy,
A
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On peut alors montrer que, convenablement normalisées, les familles (RWy)aca €t (1)) ea constituent
chacune une base de Riesz de L?(S' x R). Pour cela, on calcule d’abord la norme de chacune des
fonctions ). On se place ici dans le cas ou I’ensemble A qui sert a indexer la famille d’ondelettes
du domaine direct est, comme c’est le cas avec les analyses multirésolutions séparables, de la forme
A =1{(j,k,e) € Z x R? x {1,2,3}}; on a ainsi

V(i k,€) €A, Ujpe(x) =270(2x — k) = Uyj 9y (%)
On peut alors faire apparaitre trois fonctions meres, de la maniére suivante :

1
YA €A, w,\((-),s) = Qﬁj’k,e(@, S) = EAR‘IJj,k,e(@’S)

On applique alors successivement (3.19) et (3.23), avec comme facteur de dilation @ = 277, et comme
vecteur de translation b = 277k, et on obtient

YA €A, )\ (O,s) = iw‘mz%,o,e(e, 2s—k-O©) (3.32)
soit
YAEA, PA(©,5) = 20,275 —k-0O)
ou on a noté g g . la fonction définie sur S!' xR par
1 1
10,0,6(0,5) = EAR\I’O,O,G(@,S) = EAR\I'H(Q, s)
On peut alors calculer la norme de chacune des fonctions ¥, = ;. : pour tout A € Z X R? x

{1,2,3},

27 00 27 00
loal? = [jel® = /0 | iaca(@.5) dsdo - /0 |l (@.27s - k@) dsa
27 fo's) )
N / / 27 1o, (©,5)|*ds'dd = 27|ty .||
0 —00

et donc

J
[oall = 22 [|%0,0.¢]

On peut donc construire une premiere famille de fonctions normalisées, en posant

: 1
YA EA, uy =2 29y, oll by = TARY,
7

De méme, en appliquant (3.19), on a
YA€ A, RUL(O,5) = RV, (O,5) = Ry¥d (25 — k- ©)

et
27 ') ) 9 27 [e'e) ) 9 )
||R\If,\H2=/ / [RoTo,0,(2's — k- ©)] dsdez/ / 279 |RgWo0,e(s))|" ds'dd = 277 | Rew!|?
0 —00 0 —00

et donc v
_J .
IR =272 Ry W]
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On peut donc construire une seconde famille de fonctions normalisées, en posant

VA E A, vy = 25RU,

Au passage, on peut noter que la relation de biorthogonalité entre les familles (1)) et (R¥)) est
conservée, puisque 1’on a

V(A N) € A2, [uy, vy] = [27 295, 27 73‘1’,\'] — 9% [, RO ] = 275 2 5, N =0

A ce stade, on dispose donc de deux familles définies sur le cylindre S' x R, () et (v))x, normalisées
et biorthogonales. On peut alors montrer que chacune d’elles est une base de Riesz de L?(S! x R) : pour
cela, Donoho a recours a deux autres familles, que nous noterons dans la suite (wj\r) a et (wy ), définies
dans le domaine direct, que Meyer appelle des vaguelettes. Précisons tout ceci.

Tout d’abord, on peut remarquer que, pour tout couple (\, ') € A2,

2w p4o00 L 2w 400
un,uy] = / / A(O, 5)uy (O, s)dsdH_— —“;/ / ARGU () ARy (s)dsdf
2w p4oo
= 167r / / (ARpYy)(w )(AR@‘I’,\/)( )dwd® (d’apres la propriété A.0.5)
1 ; 2 +o0 e e
= 1671'22J+2]/ / |W*Ro W\ (W) RV y (w)dwdb
0 —00
1 eyt 20 [T
= 8—2_ |w |25 (WO) Wy (wO)dwdh (d’apres la propriété 2.1.4)
T
2 Y o o 1 s — o
= o2 [ BT k= 2 [ (k) (k) di
s R2 47 R?2
1 -~ T 1
= § < w;\r,w; >= § < wi,wi\r, >
ol on a posé
1 j — ’
wi (x) = 22—%/ k|2 T, (k)e**dk (3.33)
s R?2
De méme,
it 27 p4o0 2r p4o0 P
[a, o] = 272 / RoWUr(s)RoWy(s) (RQ\II)\)(Q))(RQ\I’)\/)(W)deG
0 —0o0
_u e _u 1 /\ =
= =212 U\ (wO) Uy (wO)dwdf = 4 2 T TA00 T ()i
R2
— 4o (|kr§%(k)) (\kraxpx(k)> dk = A < wy Wy, >
R2
= Ar <w,,w,, >
ol on a posé
- L i -5 ik-x
wy (%) = - %/ k| =2 Uy (k)el > dk (3.34)

On peut dés a présent remarquer que les familles (w)") et (w) ) sont biorthogonales ; en effet
VL N) € A2, < wf,wy, >=< wi,wy, >= / k|20 (k)|k| 20y (k)dk =< Ty, T} >=0
R2

Donoho montre alors qu’on peut caractériser la structure des familles (w)") et (w) ) ; pour cela, nous
admettrons ici, comme dans [32], les résultats suivants :
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Lemme 3.3.1 (Ondelettes et multiplicateurs de Fourier[32])
Si ¥ : R? — R est une fonction a support compact, de classe C™ sur R?, avec M moments nuls', alors,
pour tout réel o vérifiant o < M — 3, la fonction w : R?> — R, définie par

1>, .
w(x) = 27T/ W (k)|k|*ek>dk

vérifie les trois propriétés suivantes

Ch

3C >0|v¥x € R? [w(x)] € ———— 3.35
1> 0] w0 < (335)

(autrement dit la fonction w est bien localisée en espace) ;
/ w(x)dx =0 (3.36)

R2
(autrement dit la fonction w est oscillante) ;

3C2 > 0| V(x,y) € R?, |w(x) —w(y)| < Ca|x —y| (3.37)

(autrement dit on contrble la régularité de la fonction w : w est lipschitzienne (de constante de Lipschitz

Cs)

Les propriétés énoncées dans ce lemme conduisent a la notion de vaguelettes [77], au sens de la définition
suivante :

Définition 3.3.1 (Vaguelettes [77, 32])
Soit w : R?> — R une fonction appartenant a LQ(R) vérifiant les propriétés (3.35),(3.36) et (3.37),
engendrant par dilatations et translations la famille (wj x) jez xer2 définie par

wik(x) = 27w(2'x — k)
On dit que la famille (wj k) jez ker2 est une famille de vaguelettes sur R?.

L’intérét que ’on a a mettre en évidence une famille de vaguelettes apparait avec la propriété suivante,
que I’on doit a Y. Meyer [77].

Proposition 3.3.1 (Vaguelettes et stabilité [77, 32])
Si (wy)xen est une famille de vaguelettes, alors il existe une constante C' > 0 telle que

Y(en)rea € 12(2), 1Y axwall < Cli(an) iz
AEA

A ce stade, Donoho explique que ces différents résultats sont suffisants pour affirmer que les familles
(wy") et (w} ) apparues en (3.33) et (3.34) sont des vaguelettes dans le domaine direct : en effet, si U est
une ondelette de classe C*, avec 4 moments nuls, alors les fonctions w™ et w™ définies par

1
Cor

1

wt(x) S

/ k|20 (k)e**dk et w (x) / k|20 (k)ek*dk
R2 R2

vérifient les hypotheses du lemme (3.3.1).

'On dit qu’une ondelette 2D ¥ a N moments nuls si pour tout couple (a,b) € NZ tels que a +b < N — 1,
/ U (x,y)z"y’dedy =0
R2
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De plus, la famille (w}") a été construite en posant

1 j 1~ .
wy (x) = 5277 /R €12 WA (€)™ > de

mais ceci revient a écrire que

1 i — . - .
W) = 5227 /R €227 Wl (279 g)e ™ kel g
1 . — r L et . .
= 37 / €2l (¢ e ke X g = 2Tt (27x — k)
™ R?2

ce qui signifie, au sens de la définition (3.3.1), que la famille (wj\r) est une famille de vaguelettes.

De méme, la famille (w) ) a été construite en posant

1 1~ ;
wy (x) = —22 20 exd
V) = g2t [l e
mais ceci revient a écrire que

1 — o
wjikﬁ(x) = %2% /R2 |g|—%2—ﬂxy[e}(2—15)€—z2 Tekibx e

]. - - ) e . .
= 52 [T R — 2w (27— K)
271' R?2

ce qui signifie, au sens de la définition (3.3.1), que la famille (w) ) est une famille de vaguelettes.

Par conséquent, en appliquant ensuite la proposition (3.3.1), on peut affirmer qu’il existe deux constantes
Cy et C_ telles que

V(ea)aea € 1a(Z), Y axwi |l < Coll(an)lliyz et | anwy || < C- (el 2z
NeA NeA

De plus, comme on I’a vu plus haut, les familles (wj\“) et (w, ) sont biorthogonales. Ceci permet d’écrire

V(area € 12(2), < Y anw, Y aywy, >=Y > axan <wi,wy >=>"a} = ()|}

AEA MNeA AEA N eA A€A

Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a aussi

V(aa)ren € 12(Z), |< Z awy, Z aywy, > < Z awi ] Z aAwy||
NeA NeA NeA NeA
< Cl(an) @l D cawd ||
NeA

On en déduit que

Y(@aen € (Z), (@)@ < C-[1 Y anwy|
AEA

et on a donc I’encadrement

1
o ez < | >l < Coll(@n) iy
N AEA
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De méme, on peut prouver qu’on a
1 _
o)l < | Y awi [l < C-[l(an) iz
+ AeA

On remarque enfin que

I Za)\w;\“||2 = < Za,\w;\“, Z oz,\/w;\r, >= Z Z aray < w;\r,w;r, >

AEA AEA NeA AEA N EA
= 47TZ ZOO\OZ/\’ < Uy, U >:47r||Za,\u>\||2
AEA N EA AEA

et, de méme, que

_ 1
1Y aawy s = o > anallz

A€A AEA

Finalement, en notant C' = max ( -=C/, 2y/7C_ ), on obtient les encadrements suivants, caractéristiques
NG

des bases de Riesz : pour toute suite de coefficients (ay)ren € l2(Z),

1 1
cl@n)llzz) < | > aauallz < Cll(an)liy(z) et @)l < | > axvallz < Cll(an) iz
A€A AEA

On aboutit finalement a la proposition suivante :

Proposition 3.3.2 (Décomposition en ondelettes-vaguelettes appliquée a la transformée de Radon [32])
On suppose que (V) est une famille d’ondelettes bidimensionnelles, avec au moins 4 moments nuls. On
pose

VA E A uy =2 SARY, etvy = 23R,

Alors ((ux)x, (vy)a) forment un systeme de bases de Riesz biorthogonales, normées, et, pour toute fonc-
tion f € L?(R?), on peut écrire
J
F= 22[Rfus]Wy
AEA
et

Rf =Y [Rf,urlos

AEA

Nous présentons en figure (3.14) une ondelette a quatre moments nuls (connue explicitement, et que
nous présenterons plus en détail en (4.2.2)), a différentes échelles, en placant en vis a vis le sinogramme
de la fonction u associée (calculé via le domaine de Fourier en utilisant (3.32)) ; on voit que lorsque
I’échelle devient fine, I’ondelette se concentre autour d’un point dans le domaine direct, tandis que dans
le domaine de Radon, la fonction « se concentre autour d’une sinusoide.

Application de la transformée en ondelettes-vaguelettes en tomographie : inversion de la trans-
formée de Radon en présence de données bruitées. Dans ce paragraphe, nous expliquons brievement,
et sans entrer dans les détails, comment la transformée en ondelettes-vaguelettes pour la transformée de
Radon est exploitée pour traiter des données bruitées.

Nous rappelons d’abord les définitions des bruits blancs gaussiens discret et continu.



3.3. Inversion de la transformée de Radon bruitée par méthodes multiéchelles 179

F1G. 3.14 — Pour une ondelette a quatre moments nuls, représentation d’une ondelette dans le domaine
direct (premiere ligne), et de la fonction u associée dans le domaine de Radon (deuxieme ligne), pour des
échelles de plus en plus fines (de gauche a droite). On constate que quand 1’échelle devient plus fine, les
ondelettes se concentrent autour de points dans le domaine direct, tandis que les fonctions qui permettent
d’analyser le sinogramme se concentrent autour de sinusoides dans le domaine de Radon.

Soit € un signal de L2(R.) ; on dit que le signal € est un bruit blanc gaussien continu de niveau o > 0
lorsque pour tout signal f € L2(R), le produit scalaire z ¢ =< f, € > est une variable aléatoire suivant
la loi normale NV (0, o|| f||?) ; autrement dit,

Vf e L*(R), < f,e > N(0,0(|f]]), E(<fe>)=0, et Var(< f,e>)=ol|f|

Soit € = (€;);es un signal indexé par un ensemble discret I ; on dit que € est un bruit blanc gaussien
discret de niveau de bruit o (ou de variance o), lorsque les composantes de e sont des variables aléatoires
centrées, indépendantes et identiquement distribuées selon la loi normale NV (0, o) :

Viel, E(g) =0
Vie I, Vjel, E(eej) = 0d;; (enparticulier Vi € I, Var(e;) = E(e2) = o)

)

Nous allons maintenant expliquer brie¢vement pourquoi on cherche a décomposer des signaux dans des
familles orthonormées dans des contextes ou des données sont bruitées : 1’idée clé est qu’un bruit blanc
reste un bruit blanc quand il est décomposé dans une famille orthonormée, ou, plus précisément, que les
coefficients dans une famille orthonormée d’un bruit blanc gaussien continu ont une structure de bruit
blanc gaussien discret : schématiquement, connaissant cette structure, c’est-a-dire la forme que prend
le bruit une fois qu’il est réparti dans les coefficients, on peut développer des algorithmes pour 1’isoler
puis I’éliminer au mieux ; et le fait que le bruit soit décomposé en composantes indépendantes autorise
a mettre en place des algorithmes dans lesquels on peut traiter chacun des coefficients indépendamment
des autres.

Le fait qu’un bruit blanc continu donne un bruit blanc discret aprés décomposition dans une base ortho-
normée se justifie ainsi : considérons une famille orthonormée (1)) )xca de L2(R?), et un bruit blanc
gaussien continu € de niveau o. € peut étre décomposé dans la famille (/) )en, selon

€= <eda>i

A€A
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Sil’on s’intéresse ensuite a la famille des coefficients (< €, 1) >)xea, on peut vérifier qu’elle a la forme
un bruit blanc gaussien discret; en effet, par définition d’un bruit blanc gaussien continu, chacun des
coefficients < €,1), > est une variable aléatoire qui suit la loi normale N (0, o||%5]|), qui, puisque la
famille (1)) )ea est normée, est la loi normale N (0, o).

Reste alors a vérifier que les variables aléatoires (< €,y >)xea sont deux a deux indépendantes, c’est-
a-dire, puisque les variables sont gaussiennes, non corrélées. On revient a la définition de la covariance
de deux variables aléatoires : pour toutes variables aléatoires X et Y,

E((X - E(X))(Y - E(Y)))

def 1
3 (Var(X +Y) — Var(X) — Var(Y))

Cov(X,Y) =

Or ici

V(Av)‘/) € A27 E(< €, ¢A >< 67¢X >) = E((< 671/])\ > _E(< €, @UA >))(< 67¢X > _E(< 671/])\’ >)))
(car, par définition du bruit blanc continu, E(< €,y >) = E(< ¢,9) >) = 0)

= Cov(< ey >, <€y >)

= % (Var(< €,9y > + < €,9y >) — Var(< €,1) >) — Var(< €,y >))

Par définition du bruit blanc continu, on a pour les deux derniers termes
Var(< €,1) >) = Var(< €,y >) =0
Pour le premier, on peut écrire

Var(< e,9y > 4+ < e,y >) = Var(< e, ¥+ vy >) = oy + v?
allall® + allwl® + 20 < Px, Yy >
20 + 200y y (car la famille (¢))xen est orthonormée.)

Finalement,
o
E(< ey ><ey >) = 5 (2425 x —2) =0drn

ce qui montre le dernier item permettant de vérifier que la suite des coefficients (< €,y >)xca est un
bruit blanc gaussien discret.

Un bruit blanc décomposé dans une base orthonormée reste donc un bruit blanc. Nous allons maintenant
expliquer brievement comment cette propriété est exploitée dans des algorithmes de débruitage.

On pourra se reporter a 1’état de 1’art dressé par Antoniadis et al. [3] pour avoir une revue détaillée des
techniques de débruitage utilisant des ondelettes. Ici, nous nous contenterons de dire que les algorithmes
de débruitage dans des bases orthonormées d’ondelettes ont d’abord été congus pour les problemes di-
rects, ¢’est-a-dire les problemes dans lesquels c’est la fonction que I’on cherche a reconstruire qui est
corrompue par du bruit. Les premieres stratégies, linéaires, consistent a calculer une transformée en on-
delettes du signal bruité, et a ne conserver que les K plus grands coefficients d’ondelette, K ayant été
fixé a I’avance, puis a effectuer une transformée en ondelette inverse ; comme alternative a ces dernieres,
des algorithmes non linéaires de seuillage ont été developpés ; on pourrait en résumer grossicrement le
principe de la maniere suivante : connaissant le fait que les coefficients ont une structure de bruit blanc
gaussien dont on connait le niveau, on peut fixer un seuil 7', de telle sorte que les coefficients non nuls
du fait uniquement de la présence du bruit aient une grande probabilité d’€tre en dessous de 7'
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Les problemes indirects sont des problemes dans lesquels le bruit n’affecte pas directement la fonc-
tion que 1’on cherche a reconstruire, mais une transformée de celle-ci (ici les mesures radiographiques,
c’est-a-dire la transformée de Radon). Dans la transformée en ondelettes-vaguelettes, la transformée de
Radon est décomposée dans une famille qui n’est pas orthonormée, et les composantes du bruit ainsi
décomposées ne sont pas des variables indépendantes ; en effet, a la différence du cas orthonormé, on
peut écrire ici :

V(N N) € A2,

E(< e,uy >< €,uy >)

= Cov(< e, uy >, < €,uy >)

1

= 3 (Var(< e,up > + < e,uy >) — Var(< €,uy >) — Var(< €, uy >))

1
= 3 ([Jux + uy

1 = lual® = llux[I)

= <u)\,u')\>

=E((< g uy > —E(< e,uy >))(< e,uy > —E(< e,uy >)))

C’est le caractere quasi-orthonormé des bases de Riesz (uy)y et (vy)x qui autorise a considérer les
(< z,uy >) comme quasi-indépendantes, de telle sorte que I’on peut mettre en place une technique de
seuillage des coefficients similaire a celle que I’on aurait mise en place si le probleme avait été direct,
avec comme seule différence le fait que la valeur du seuil appliqué aux coefficients dépend de 1’échelle ;
la preuve de ce résultat fait I’objet d’une étude détaillée dans [32], ou il est montré que le risque de
I’estimateur ainsi construit est équivalent au risque de 1’estimateur que I’on aurait construit si la fonction

avait été directement bruitée.

Implémentation de la transformée en ondelettes-vaguelettes

Une mise en oeuvre de la transformée

en ondelettes-vaguelettes pour I’inversion de la transformée de Radon est proposée par Eric Kolaczyk
dans sa theése [59] puis dans I’article [60].

L’ondelette W choisie est une ondelette de Meyer 2D (construite a partir de I’ondelette 1D présentée dans
I’exemple 3.1.2), qui est une ondelette réelle ; elle engendre une base orthonormée (W), de L?(R?) (a
partir d’une analyse multirésolution).
On note f lafonction a reconstruire ; on cherche ainsi a reconstituer la famille de coefficients (< f, ¥y >),
a partir de la transformée de Radon R f. Kolaczyk constate alors que 1’on peut écrire que

< f,U> =

< fiU>= | fO)P(&)de

1 S -
# N .
9v2r Jro RHFRf(€)|E|W(£)dE (d apres le corollaire (2.1.2)

AT c
2\ﬁ/ RARF(€)|€|W(—€)de (car U est réelle)

et, plus généralement, pour I’ondelette ¥ ;. : X — 20 (2j X — k), avec

on a

<f,¥

]ke

1
227

To1(6) = 2o ek (25])

—— _— 1 — oo 1 A
# o — # 2776k -
/R , RARFIEW5(=)dE = 5= /R RERF()[g]e™ 4 ¥

- \5m (FFRieeg e (-5)) (5)

£

2J
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et plus précisément, avec la normalisation adaptée a la transformée en ondelettes-vaguelettes, on calcule

J j — . k
RS tjsee =272 < W50 >= 2—2\/551 (R#Rf(g)]ﬂ;jxlf <_25j>> <2j>

Cette formule est similaire a la formule d’inversion de la transformée de Radon a laquelle nous avons
fait allusion dans le chapitre 2, au paragraphe (2.2.3) : on a vu que I’on peut reconstruire une fonc-
tion f en rétroprojetant sa transformée de Radon, puis en filtrant, par un filtrage 2D, le résultat obtenu,
avant de calculer f par transformée de Fourier 2D inverse ; ici, Kolaczyk obtient les coefficients de la
décomposition en ondelettes en modifiant I’ étape centrale : le filtre 2D est modifié par I’ondelette utilisée.

L’algorithme qu’il applique est le suivant :
1. Mesure de la transformée de Radon R f ;

2. Rétroprojection de la transformée de Radon sur une grille cartésienne : R*R f (algorithme vu
pour la rétroprojection filtrée) ;

3. Calcul de la transformée de Fourier de R#R f par transformée de Fourier rapide ;

4. Multiplication de R#R f (échantillonné sur une grille réguliere G) par la fonction £ — |¢] (calculé
sur cette méme grille) ;

5. Pour chaque échelle j

2\ 2

(b) Multiplication terme a terme des grilles obtenues en (4) et (5a) ;

1 -
(a) Calcul sur la grille G des valeurs de £ — — W < 3 > ;

(c) Calcul de la grille des coefficients d’ondelette a 1’échelle j par FFT2 inverse des valeurs
obtenues en (5b).

Nous pouvons noter que I’algorithme ainsi proposé, est un algorithme global : il ne se préte pas au
traitement de données locales.

3.3.2 Transformée en vaguelettes-ondelettes

Nous mentionnons trés brievement une transformée proposée comme alternative a la transformée en
ondelettes-vaguelettes par Abramovich et Silverman dans [1], pour la résolution de problemes inverses
en présence de données bruitées. A la différence de la transformée en ondelettes-vaguelettes, son appli-
cation spécifique a la transformée de Radon n’est pas explicitée, mais nous la présentons brievement ici
dans ce cas particulier.

Dans la transformée en vaguelettes-ondelettes, on fixe une base orthonormée d’ondelettes 2D 2. Ainsi :

— ala différence de la transformée en ondelettes-vaguelettes, c’est dans le domaine de Radon que
I’on fixe une famille de fonctions d’analyse ;

— aladifférence des approches dites de type rétroprojection filtrée développée dans la partie précédente,
on n’applique plus une famille d’ondelettes 1D “terme a terme” a la famille de projections 1D, mais
une famille d’ondelettes bidimensionnelles, qui se concentrent donc chacune autour d’un point du
sinogramme aux fines échelles.

On choisit une base orthonormée d’ondelettes (1) ) définies sur le cylindre S' x R, telle que I’ondelette-
mere 1 appartienne & Im(R) : pour tout A € A, il existe donc W) définie sur le domaine direct telle que
Yy = RV¥,.

Zpour la transformée de Radon, un exemple d’une telle base est proposé par Donoho dans [33], pour la construction des
ridgelets orthonormées définies sur le cylindre S' x R. Nous y reviendrons au paragraphe suivant.
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Si I’on note f une fonction a reconstruire, alors sa transformée de Radon R f peut se décomposer dans
la base orthonormée (1)) :

Vi Rf =< Rf x>ty

AEA

et formellement, en appliquant I’opérateur inverse de la transformée de Radon, on peut reconstruire la
fonction f en écrivant :

=Y <Rfwr>R Yy =) <Rf x> R¥AY,

AEA AEA

On peut alors montrer, de mani¢re analogue a ce qui a été fait pour la transformée en ondelettes-
vaguelettes, qu’il existe une normalisation adaptée, échelle par échelle, de la famille (R* A1)y ), pour
que celle-ci forme une base de Riesz dans le domaine direct. Cette normalisation permet ensuite de
mettre en place un algorithme de débruitage par seuillage de coefficients, comme pour la transformée en
ondelettes-vaguelettes.

Sous I’impulsion de la transformée en ondelettes-vaguelettes, d’autres modes de décomposition des fonc-
tions de R? construits eux-aussi en lien étroit avec le domaine de Radon ont vu le jour, motivés par
I’envie de proposer des systémes de décomposition encore mieux adaptés a la description de certaines
fonctions : les fonctions régulieres, sauf le long de certaines courbes ; une premiere famille a ainsi été
proposée : les ridgelets, destinées a la représentation des fonctions présentant des singularités linéaires,
puis les curvelets, qui, elles, sont destinées aux fonctions présentant des singularités le long de courbes
régulieres (typiquement des fonctions de classe C? sauf au travers de courbes elles-mémes de classe C?).
Nous allons les présenter brievement, en nous focalisant sur la maniére dont le passage dans le domaine
de Radon a été exploité pour leur construction. Nous verrons en outre que, pour les curvelets, des appli-
cations en tomographie existent dans la littérature. Enfin, nous citerons un autre type de décomposition,
la décomposition en bandelets, pour laquelle des applications en tomographie ont récemment été pro-
posées.

Toutes ces décompositions ont un dénominateur commun : vouloir tirer parti a la fois des principes de
I’analyse multirésolution et de la “géométrie” des images [19].

3.3.3 La transformée en ridgelets et ses liens avec la transformée de Radon

La transformée en ridgelets continue a été proposée a la fin des années 90 par Candes et Donoho [15],
motivés par I’idée suivante : 'image d’une droite du domaine direct est un point dans le domaine de
Radon, et, grace a des résultats d’analyse micro-locale, on sait que s’il y a une singularité le long d’une
droite dans le domaine direct, il y a aussi une singularité au voisinage du point image dans le sinogramme.
Or les ondelettes sont des outils efficaces pour représenter des singularités ponctuelles : en associant a
une famille d’ondelettes 1D la famille de fonctions 2D liées, on peut donc espérer construire ici un mode
de représentation efficace des signaux du domaine direct présentant des singularités le long de droites.

La transformée en ridgelets est de fait une transformée applicable aux fonctions du domaine direct, dans
laquelle chaque coefficient peut étre calculé dans le domaine de Radon. C’est sous cet angle que nous
allons la présenter.

Définition et Construction de repers de ridgelets Une ridgelet est par définition une fonction ¥
définie sur R? par

U(x) = 1 (x1) ol 1) est une ondelette unidimensionnelle réelle
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Par dilatation, translation et rotation, on engendre la famille

Vopo(x) = tha(x- O —b) = \;aw <X9ab>

a partir de laquelle on peut calculer les coefficients de ridgelets, définis par

1 X-®—b
RYf(a,b,0) =< V.0, >=/ S 3.38
a.0.0) =< Wase. 5= - [ w00 ax (39
Avec la terminologie utilisée en tomographie, on peut aussi définir une ridgelet ¥ comme la rétroprojetée
d’une ondelette 1) selon une direction donnée :

\I/@(X) = R#¢(X)7 et qja,b,@(x) = R#wa,b(x)

Ainsi définie, la fonction W est constante le long de chacune des droites du plan , ou arétes (ridges en
anglais), d’équation Dy ; : x - ® = s. Dans la direction orthogonale, chaque section d’un faisceau de
droites de direction donnée © est une ondelette (wavelet) : 1’ondelette 1 : la fonction W ainsi construite
a été baptisée ridgelet. On construit ensuite par dilatations, translations et rotations - comme pour une
transformée en ondelettes directionnelle - la famille (¥, ©)ab,©- Aux échelles fines, les ridgelets se
concentrent le long des droites pour toutes les orientations et positions possibles (alors que les ondelettes
directionnelles se concentrent autour de points).

Lien avec la transformée de Radon : Si 1’on voit une ridgelet comme la rétroprojetée d’une ondelette
1D, alors on peut réécrire la définition (3.38) de la maniere suivante :

RYf(a,b,0) = <Vupe,f>=<RItbas f>
< Yap, Rof >=Rof * (¢a), () (3.39)

Proposition 3.3.3 (Inversion et stabilité de la transformée en ridgelets continue)
Soit v une ondelette réelle 1D admissible, c’est-a-dire telle que

:

dw < +00

0<C¢—27r/ Y

R w

et U Ia fonction définie par ¥ = R#1) ; pour tout triplet (a,b, ®) tel que a > 0,b € R et ® € S, on
note

1 x-©®—b
RYf(a,b,0) =< V.0, >=/ - — )4
f(a,b,0) a.b,0; f N fx)y < , > x
Alors la transformée en ridgelets continue peut étre inversée selon

! /Qﬂ/oo /OOR‘I’f(abH)\I/ (x)@dbde T
47TC¢, 0 o Jo 9 a,b,@ a3 pp

et la conservation de I’énergie est vérifiée :

2 B 1 /QW/OO /oo v 2@
/beeR2|f(x)| dx_47er ! IRY f(a,b,0)] g dbdf

Preuve. On s’intéresse a la quantité

Vf e L'NnL*(R), f(x) =

+oo
/ RY f(a,b,0)U,40(x)db

—00
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Or, comme on I’a dit plus haut, en 3.39
RY f(a,b,0) =< Rof,vap >= Rof * (a), (b)

On a donc

+00 +o0
/ RY f(a,0,0)V,40(x)db = Rof * (o), (b)Ya(x - © — b)db

= Rof * (Ya)y * ta(x - ©)
On calcule alors la transformée de Fourier de cette derniére fonction
F(Rof * (Ya)y * ta) () = V20F (Rof * (tha)s) (w)h(aw)
= 2mRof(w)(tha), (W)t (aw)

- V2ra f(w®) |¥(aw)|? (en appliquant le théoréme de coupe-projection 2.1.4)

Donc

0

f(Ref x (), * a) (0)“*Odu Zade

/:“/m
Ll

27 +oo +oo .
/ / a m F(wO) |9 (aw)|2e* O dw dﬁda

= W
27 +o00 +oo A
= 27 / / </ (aw) ) “"X'dedQ

Or, w étant fixé, ona, siw > 0

oo oda dmaw [T pwPd) AP Cy ¢
2— :aw 2 = 7: i
| = [ e [ e — gt — eics gt

et,siw <0,
+oo da = 0o w2d\ +o00 ‘w( )|
200 N=aw 2W7aAA [PEA)E Gy
/0 9(aw) s / WP = /0 A
Cy

+00 |7, )2 C
= —w/o W’(/\/z” d\' (car 1) est réelle) = —w2—;f = |w]%

et donc

400 2 +o0
/- R“I’fm,b,m Vo) 50 = [ [ Raf ), vl ©) 5

da

el

27 +o0o +o00 da 2w +oo C’l/} N .
/ / / RY f(a,b,0) Wy pp(7) db 2 = 2 / / G f(w®) e ®dudp
0 0 —00 . a 0 oo 2m

™ +oo R )
= 2C w|f(w®)e“*®dwdl = 4nCy f(x
Y 0 Y

Pour la conservation de I’énergie

/%/ / R 7 ”\mdbd@—/%/ / [Rof * (), () db

- /%/ / \F (Rof * (tha),) (w) !dde_/%/ / 27r‘7€gf ‘ aw)r

21 27
— 2t / / ‘Rgf ‘|w!dwd9—2w0¢,/ / w@’ lw|dwdd
T

47TC1/,/0 /_OO ‘f(w@)‘ (wldwdd = 47C, /R FR)dk = 4xCol fI?

dw@dﬂ
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Candes a montré qu’il est possible de discrétiser la transformée continue en ridgelets avec des reperes
[15]; dans la foulée, Donoho a montré que, quitte & modifier légerement la construction des ridgelets,
il est possible de construire des bases orthonormées de fonctions bien adaptées a la représentation de
singularités rectilignes dans le domaine direct. Cette construction se fait aussi via le domaine de Radon.
Nous en donnons les éléments principaux dans la suite.

Les ridgelets deuxieme génération [33]

On construit une base orthonormée du cylindre S! x R vérifiant la périodisation de la transformée de
Radon, par produit tensoriel de deux bases d’ondelettes (variables s et 0) : (W)) telle que, pour tout
(57 ‘9)7 W)\(g +m, *5) = W)\(eJﬁ 5)‘

On construit ensuite une base orthonormée de L?(R?) en “rapatriant” la base orthonormée du cylindre
dans le domaine direct. Pour cela, on utilise I’opérateur de rétroprojection, mais pour avoir une isométrie,

on le fait précéder de I’opérateur A™ tel que E(w) = w!/2. Ainsi, on construit, dans le domaine de
Radon

= (AT @I) Wy
puis

pr=R¥7y

Il = |
-k

—_— 2 ™ —_— 2
R#T)\(k)‘ dk:/ / ‘R#TA(Q)@)( lw|dwdd
0 R

(x )‘de_/m

2W ’( )

W‘ \w[dwd0—87r/oﬂ/R’W/A\)e(w)’2dwd9

|w|dwdf d’apres le corollaire (2.1.1), en utilisant la parité de 7).

= 877/ /WA s)|? dsdf = 8x||Wy|)?

etainsi on a ||[Wy| = ||pal|-

On montre alors que la famille (py) ainsi construite est une base orthonormée de L2(R?), et du coup, on
a la décomposition suivante :

VIEL(R?), f=Y <fm>p=Y <[ R¥m>py=) <R >pa
A A A

=> < (AT QI)Rf, Wy > pa
A

et

Rf:Z<Rf,T)\ > 0y avec oy :Rp,\
A

3.3.4 Analyse en curvelets

La décomposition en curvelets, proposée par Candes ef al. en deux vagues successives de travaux (as-
sociées a deux générations de curvelets [17, 16, 18]), est une décomposition de 1’espace direct dans
la construction de laquelle la transformée de Radon joue, aussi, un role essentiel : elle est construite
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de maniéere similaire a la transformée en ondelettes-vaguelettes appliquée au cas particulier de la trans-
formée de Radon. La motivation de ses concepteurs étaient la suivante : fournir un mode de décomposition
des fonctions de L?(R?) efficace pour représenter des fonctions réguliéres sauf au travers de courbes
elles-méme régulieres (ou la régularité est, typiquement, 1’appartenance respective a I’espace des fonc-
tions de classe C2(R?) et C2(R).

Ainsi, une transformée en curvelets permet de décomposer une fonction f de L?(R?) sous la forme

F=Y <fm>n
A

ou, par rapport a la transformée en ondelettes-vaguelettes, la famille (yy), n’est plus une base ortho-
normée d’ondelettes, mais un repere étroit, c’est-a-dire tel que

VAEA, Imlle =1 et [flf2=D [ <fom> P
A

les fonctions (7)) possédant, outre des propriétés de localisation en un point et a une certaine échelle,
une direction, avec une loi de dilatation d’échelle en échelle dite parabolique : le ratio longueur-largeur
augmente au fil des échelles, c’est-a-dire le support des éléments s’affine au fil des échelles, et plus
précisément, quand, a 1’échelle j, 1a longueur est divisée par 27, la largeur est divisée par 2%/ (alors que
pour les ondelettes, le facteur est le méme dans chacune des directions). Dans la deuxieme génération de
curvelets, cette construction est assurée dans 1’espace de Fourier 2D, décomposé en couronnes puis en
secteurs angulaires de taille adaptée, chacun étant ensuite muni d’une base locale de fonctions.

Par ailleurs, comme dans la transformée en ondelettes vaguelettes, on construit simultanément deux
familles de I’espace de Radon [17] : 1a famille (u) ), telle que

1
VYA EAN, v\ = —R*uy
K

de telle sorte que

VAEA, < fiy>= —[Rf,u)]

1
KX
et la famille (vy), telle que

VA €A, Ry = KU

Pour tout A, k) est une constante de normalisation, choisie telle que les deux familles soient normées.
A la différence de la tranformée en ondelettes-vaguelettes, ces deux familles ne sont pas biorthogonales,
mais forment néanmoins chacun des reperes (ou frames) dans I’espace de Radon.

En lien avec les résultats énoncés pour 1’analyse micro-locale, les fonctions (u)) sont également lo-
calisées en un point et dans une direction dans 1’espace de Radon : comme I’explique Candes dans
[16, 17], et conformément aux résultats d’analyse micro-locale que nous avons rappelés au chapitre 2,
si I’on considere une curvelet v,, localisée au point x¢ du domaine direct, et dont le support est allongé
dans la direction orthogonale ®¢ c’est-a-dire aligné selon la droite d’équation x - @g = xq - O, alors
dans le domaine de Radon, la fonction u) est localisée au point de coordonnées (6, s) = (6p, Xo - Og) et
est dirigée selon le vecteur (1,xg - @(J)-), c’est-a-dire selon une droite dont la pente est égale a

70 = arctan(xq - @)

Les coefficients aux échelles fines dans le domaine de Radon permettent de reconstruire des bords dans
le domaine direct.
Candes explique que la transformée en curvelets peut-étre utilisée pour les problemes de tomographie a
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angle limité.

En présence de données bruitées, un algorithme de seuillage du méme type que celui de la transformée en
ondelettes-vaguelettes a été proposé ; il permet de faire une reconstruction dans laquelle la régularisation
de I'image inhérente aux algorithmes de débruitage traditionnels est adaptée a la présence de bords
(“edge-preserving image reconstruction”).

3.3.5 Bandelettes

Nous nous contentons enfin de citer une autre famille de décomposition des fonctions du domaine direct
pour laquelle des applications a la transformée de Radon ont récemment été proposées : les bandelettes.
Initialement développées par E. Le Pennec et S. Mallat [67], elles ont fait I’objet de travaux pour I’inver-
sion de la transformée de Radon a partir de données bruitées (théses de C.Dossal et G. Peyré [34, 84]).
Les algorithmes qui sont mis en place sont inspirés des techniques de débruitage pour la transformée en
ondelettes-vaguelettes, et permettent, comme les curvelets, de prendre en compte dans la reconstruction
la présence de bords dans des images par ailleurs régulieres.

3.4 Récapitulatif

Nous terminons ce chapitre en rassemblant dans un méme tableau les principaux types de relation entre
la transformée de Radon et la transformée en ondelettes que nous avons évoqués. Ce tableau figure en
page suivante.

Bien qu’a notre connaissance, aucune ‘“passerelle” ne soit explicitement faite dans la littérature, il nous
semble que 1’on peut trouver des liens entre les approches de type rétroprojection filtrée et les approches
avec vaguelettes, ridgelets, curvelets,... :

— les fonctions que I’on manipule quand on fixe une ondelette admissible 2D (deuxie¢me cas dans le
tableau) sont, a une constante de normalisation pres, les mémes que celles qui sont construites dans
la transformée en ondelettes-vaguelettes ; la différence entre les deux approches étant que dans le
deuxieme cas, on s’intéresse a la structure de la famille 2D créée dans le sinogramme, alors que
dans le premier, on s’intéresse a la structure 1D des fonctions qui analysent chaque projection.

— les coefficients qui sont reconstruits dans le domaine 2D apres avoir fixé une ondelette 1D (3e¢me
et 4eme cas dans le tableau) peuvent étre vus comme des agrégats (sur toutes les directions 6) de
coefficients de ridgelets.
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Chapitre 4

Une nouvelle approche de ’inversion
locale de la transformée de Radon par
ondelettes

Nous avons recensé dans le chapitre précédent différentes méthodes d’inversion de la transformée de
Radon s’appuyant sur des décompositions en ondelettes. Toutes ont en commun de s’appuyer sur deux
décompositions : une décomposition de la transformée de Radon calculée par rapport a une premiere
famille de fonctions, et une décomposition de la fonction 2D calculée par rapport a une autre famille de
fonctions.

Dans ce chapitre, nous allons proposer une autre méthode d’inversion de la transformée de Radon uti-
lisant des décompositions en ondelettes. Elle s’appuie sur des travaux théoriques réalisés par M. Hol-
schneider [52], qui, a notre connaissance, n’ont jusqu’alors fait I’objet d’aucune mise en pratique. En
particulier, nous allons montrer qu’ils se prétent trés bien a I’exploitation de données locales : nous pro-
posons ainsi une nouvelle méthode locale d’inversion de la transformée de Radon.

L’idée qui guide ces travaux est la suivante : la transformée de Radon d’une fonction f peut aussi étre vue
comme une transformée en ondelettes généralisée bidimensionnelle, ou la fonction d’analyse de base,
c’est-a-dire la fonction mere, n’est plus une ondelette, mais une distribution ; par dilatation, translation,
rotation, celle-ci peut, comme une ondelette classique, engendrer une famille de fonctions analysantes,
qui, appliquées a un signal, fournissent des coefficients d’analyse qui ne sont autres que les valeurs de
la transformée de Radon. Les valeurs de la transformée de Radon sont ainsi interprétables directement,
sans calcul supplémentaire, comme des coefficients en ondelettes 2D, et I’on peut alors, choisissant une
ondelette de reconstruction admissible, reconstruire alors la fonction initiale par une simple transformée
inverse en ondelettes 2D.

Dans ce qui suit, nous exposons d’abord les modifications qui permettent d’étendre le formalisme de
la transformée en ondelettes aux distributions. Ce cadre théorique étant posé, nous présentons la for-
mule d’inversion globale de la transformée de Radon, proposée par Holschneider, qui en découle. Nous
montrons ensuite comment cette formule peut étre utilisée pour traiter des données locales.

191
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4.1 Extension de la transformée en ondelettes directionnelle aux distribu-
tions, et formules de reconstructions associées
4.1.1 Extension de la transformée en ondelettes

La famille de fonctions analysantes est construite, pour une transformée en ondelettes classiques (cf.
paragraphe 3.1.1.2), a partir de translations, dilatations, rotations appliquées a la fonction mere. Afin
de choisir comme “fonction” mere une distribution, nous rappelons d’abord comment ces trois types
d’opérateurs peuvent étre prolongés aux distributions.

Opérateur de translation T,, b € R? :

Cas régulier : si g est une fonction appartenant 3 S(R?), T}, g est la fonction définie par

Thy(x) = g(x = b)

On a alors

Vo € S(R?), < Thy,p >= /RQ 9(x = b)p(x)dx = /RQ 9¥)ely +b)dy =< g,T_pp >
On étend cette définition aux distributions en posant :
Vg € §'(R?), Vg € S(R?), < Tog,p >=< g, T pp >

Opérateur de dilatation D, a > 0 :
Cas régulier : si g est une fonction appartenant 2 S(R?), T}, g est la fonction définie par

Dog(x) = %g (E)

a

On a alors

17/x
Vo € SR, <Dagop>= [ o (%)etxiax= [ Glap(ay)dy =< g.D,¢ >
R2 @ R?2 a

a
On étend cette définition aux distributions en posant :

Vg € 8'(R?), Vo € S(R?), < Dyg,p >=< g, D1 >

Opérateur de rotation Ry, 0 € [0, 27 :
Cas régulier : si g est une fonction appartenant 2 S(R?), Rgg est la fonction définie par

Rog(x) = g (r-a(x))

ot pour tout 6 € [0, 27|, rg désigne la rotation d’angle 6 sur R2.
On a alors

Ve € SR, <Rogg >= [ GTabelx)dx= [ gye (roy)dy =< g.R_op >
On étend cette définition aux distributions en posant :
Vg € S'(R?), Vo € S(R?), < Rgg,p >=< g,R_gp >

Transformée en ondelettes généralisée :
Dans cette partie, f désigne le signal a analyser. On suppose que f appartient 3 S(R?).
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Dans le cas ol g est une ondelette appartenant également 2 S(R?), la transformée en ondelettes direc-
tionnelle de f par rapport a g est définie par :

ng(a,b,e) = < TyD4Ryg, f >L2(R2)

ce qui permet d’écrire que

W,f(a,b,0) = / 1g<7“_9<X;b>> f(x)dx:a/ g(u) f (argu +b) du

R2

On étend cette définition a 1’espace S’(R?) des distributions tempérées, en posant, pour g € S’(R?), et
a,b, f donnés :

vf € S(RQ)anf(au b70) =< TbDaR997 f >=<g, R—QDLT—bf > (41)

etona TpD,Ryg € S’ (R?).

4.1.2 Extension de la formule de reconstruction continue et de la condition d’admissibi-
lité associée

Théoreme 4.1.1 (Inversion de la transformée en ondelettes généralisée [52])

Soit g € S'(R?), et h € S(R?), telles que g et h vérifient g, * h € L'(R?). On pose

go * h(K)
= [ 2 Mk
Co /R i

Alors, si Cyj, < 0o et si Cyp, # 0, tout signal f € S(R?) peut étre reconstruit selon la formule

F(x) ! /m /27r W, f(a, b, 0)DaRoh(x — b)dbd ™
X) = a a X — —
271'09’},, 0 0 R?2 g T 0 CL3

autrement dit g et h forment une paire d’ondelettes généralisées admissibles, g intervenant dans I’analyse,
et h intervenant dans la syntheése.

Preuve. Nous réécrivons la preuve de ce théoreme en nous appuyant sur le formalisme des distribu-
tions.

Rappelons d’abord que pour ¢ € S(R?), G € S'(R?), ¢ * G est la fonction X — ¢ * G(x) =<
T_xG, v, >, et p x G est une distribution tempérée.

La transformée en ondelettes directionnelle étendue aux distributions tempérées s’écrit, pour
feSR?),g €S (R,

Wy f(a,b,¢) =< TpDueReg, f > = fo*DsRgg(—b)
= f * (DaR»Hg)g (b) = f * DaRQQJ(b)

D,Rsgo, appartient 2 S'(R?), donc pour tout f € S(R?), W, f(a, .,0) appartient 2 S’ (R?).
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Soit alors une ondelette / appartenant a2 S(R?), destinée a jouer le rdle d’ondelette de recons-
truction compatible avec 1’ondelette singuliére d’analyse g. x € R? étant fixé, on s’intéresse a
I’expression suivante :

Wy f(a,b,0)TrDaRoh(x)db = W f(a, ., 0) * (DaReh) (x)
beR?2

On obtient un produit de convolution entre une distribution tempérée et une fonction de 1’espace
S(R?) : on en déduit que cette convolution est bien définie et que W, f(a,.,0) x D,Rgh est
elle-méme une distribution tempérée. Dans la suite, on note v, 9 = W, f(a, ., 8) * D,Rgh.

Puisque v, ¢ est une distribution tempérée, on peut calculer sa transformée de Fourier au sens des
distributions, et puisque qu’elle est du type S’ * S, on a

Yap = 21Wy f(a,.,0)DeRoh
puis, comme W, f(a, .,¢) = f x DaRsgs est elle-méme une distribution de type S’ « S, on a
5as = 47* (fDaRags ) DaRoh

puis, par associativité et en reconnaissant la transformée de Fourier d’une nouvelle convolution
de type 8’ * S, on obtient enfin

o9 = 27 f (DaRogo * DaRoh)
On peut alors simplifier la derniére expression obtenue, en remarquant que
DuRggs * DaRoh(x) =< T_xDyRogs, DaRohe >=< DyRogs, TxDeRohs >=< go, R,gDéTxDaRghg >
avec, pour la fonction A,

Vu € R, R_gD1 TxDoRoho(u) = R_g (D;TxDaRgho> (u) = (D;TxDaRghU) (rou)
= aTxD.Rphs (arg(u)) = aDsReghs (arg(u) — x)

b (bt - 9) =1 (154 ()

= Trie(g)ha—(u)
et donc
Vx € R27 D.Rygo * DaRGh(x) = < gO’7Tr70(§)hU >=< T_rie(z)gavha >
X
= g,*h (r,g <E)) = aD.Ry (95 * h) (x)

donc

o —

(DaRygo * DaRoh) = a(DaRe (g0 * b))

Or, pour toute distribution tempérée G,

—

Vo € S(R?), < D.RyG, o> = < D,RyG,3 >=< G,R_4D1p >=< G, (R_gDap) >
= < G,R_¢Dap >=<RyD.G, ¢ >



4.1. Extension de la transformée en ondelettes directionnelle aux distributions, et formules de
reconstructions associées 195

c’est-a-dire que DﬁG = RyD1 G, et donc, pour la distribution tempérée, g, * h,
(DaRo (9o * h)) = RGD%(QJ * h)
Finalement,
Yap = 2maf RgD1(go * h) (4.2)

On suppose alors que g, * h est une fonction intégrable sur R?; dans ces conditions, sa trans-
formée de Fourier est définie au sens des fonctions de L!(R?), et on peut écrire :

+oo 27 /\ +oo 27 S
/ / (aRgD;(go*h)) (k)dop 22 / / 2(go * h) (ar_gk) ded
0 0 @

a3

u= ar gk
Reprenant (4.2), on a alors

“+o00 27 d .
73d0%s — onC,  f
0 0 7 ad g’

du
lul?

ol on a posé
Con= [ G B)(w)
R2

Par conséquent, si Cy j, est non nul et fini, on obtient la formule de reconstruction suivante : La
formule de reconstruction en découle :

+oo  p2m +oo 2w da
f(x) = 2ngh/ / Yao(x)d03 :27rcgh/ W f(a.,0) * DaRoh(x)db—

da

+o0 2
pr— D - T a
o Og,h / /0 . Wy (a,b,0)DaRoh(x —b)dbdf o

Avec le résultat précédent, nous disposons d’une formule d’inversion valable au sens des distributions.
Nous allons voir dans la suite que I’on peut préciser le type de convergence.

Théoreme 4.1.2 (Convergence - Formule de reconstruction[52])
Soit f € LP(R?), 1 < p < oc. On suppose que (g, h) sont tels que g, * h € L*(R?), ou

9o * h(K)
— = 7 dk
Cun = Jo T <

On note alors )
Vr >0, Fyp(r) = 2/ h * go(u)du
T

luf<r

et on suppose que r +— 1Fy 5 (r) € L}(R™T), avec donc

/ rFyp(r)dr < 400
0
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Pour e > 0, p > 0, on définit

1 P2 da
Fop(x) = W (a, b, 0)DyRoh(x — b)dbdd
? 27TCg,h € 0 R2

Alors, dans L?(R?), on a

da

00 2
f(x) = /+ / R2ng(a7b,9)DaR9h(x—b)dbd&—

2nCy p,

au sens otl

| f = feplltp ——— 0, pourl <p < o0
6_)071)_)"'00

Si de plus f est bornée, alors f. , converge ponctuellement vers f en tout point ot f est continue.

Preuve. Cette preuve s’inspire largement de la preuve écrite par Holschneider, dont nous avons ex-
plicité certains passages.

On écrit d’abord que pour tous (e, p

1 da
g D _ -
faP(X) 27TCgh/ / ng a,b 0) Rgh(x b)dbd9
1 da
= / / / (f * DaRogo) (b)DaRyh(x — )dbd@—
27TCg h
1 da
= D ») * DoRoh(x)df—
gﬂggh/ / * DaRogo) * DaRoh(x)db—
1 da
- Qﬂcgh/ / (DaRggos * DaRgh) (x )dG—
- // ( + aDaRy (g0 + b)) (x)d0°2 = [« B, ,(x)
27TC a 0 Yo (13 - €,p X
ou
da
/ / aD.Ry (95 * h) (x )deg
Or

//%aDRg (g0 % h) ( dﬁ— //27r (go * h) 7‘9( ))d@d

T—0 % d B
T e OO = [ e
g ‘ P €
. / (g0 + h) (w)du — — / (g0 + ) (w)d
B %2 9o wjau — 9o u)au

1%[* Jjuj< 2l Ix|2 <

1 €2

1 p?
= 62|x|2/|u|<xl (9o * h) (u)du — p2]x|2/u|<lx (9o * h) (w)du
€ P

et donc, pour tout couple (e, p)

1 X 1 X
Beyp(x) = ?ngh <|e|> — ?ngh (p|> 4.3)
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ol on a posé
1
Vr >0, Fyu(r) = 2/ h * go(u)du
7 Jul<r

Cette nouvelle écriture va permettre de montrer la convergence (en divers sens) de f * B , vers
f quand € tend vers zéro, et p tend vers ’infini.
Pour cela, on va, a partir de la famille (BE, p)e 0 mettre en évidence une approximation de [’unité.

Définition 4.1.1 (Approximation de 1’unité [14])
On dit qu’une famille de fonctions (goe)eeRi de fonctions appartenant a L' (R?) est une identité
approchée ou une approximation de 1’unité si

1. pour tout e > 0, /

Ye(x)dx =1;
R2

2. sup/ lpe(x)|dx < +00;
e>0 JR2

3. Vn >0, lim Ye(x)dx = 0.

0 x|>n
On dispose alors du résultat suivant :

Lemme 4.1.1 (Convolution par une approximation de I’unité et convergence)
Soit (¢t)1erz une approximation de I'unité ;

1. si f € LP(R?) (1 < p < +00), alors, pour toutt > 0, f * o, appartient 2 LP(R?), et la suite de
fonctions (f * @), converge vers f au sens de la convergence dans LP(R?) :

If = f*otllne QO

2. si f est mesurable et bornée sur R? (c’est-a-dire si ||f]|lco < 00) alors la suite de fonctions
(f * ©t)4~ converge ponctuellement vers f en tout point oui f est continue :

f*vi(xo0) P f(x0) en tout point xg ol f est continue

3. si f est mesurable et bornée sur R?, et si de plus f est uniformément continue sur R?, alors la
suite de fonctions (f * @), converge uniformément vers f sur R?:

S 1F () = f el S5 0

Si I’on ne dispose que de la continuité de f sur un compact de K de R?, alors (f * ©t) 10
converge uniformément vers f sur K :

ig}glf(X) —frox)] — 0

On a vuen (4.3) que
1 X 1 X
V(E, p), Bé,p(x) = 72Fg,h <H> _ ?Fg,h <H>

€

on a donc
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Nous admettons ici que f * F}, j, est borné en 0, et donc que le terme en p tend vers zéro quand p
tend vers ’infini.

Ensuite, sous certaines conditions, la famille (B, ,) va constituer une approximation de 1’unité.
Précisons-les.

Pour la premiere condition a vérifier pour avoir une approximation de 1’identité, on a

L (Y, we voo om oo
Ve > 0, SFgn | — Jdx = Fypn (Jul) du = Fyp(r)dOrdr = 27 rFyp(r)dr
xeR? € € R? 0 0 0

On retrouve une des conditions sur Fy , énoncée dans le théoreme.

Pour la seconde, en effectuant le méme changement de variable, on écrit

1 [x] I
Ve > 0, —Fgn | — ||dx=2m | Egn(r)|dr
xcR2 | € € 0

Par conséquent,
1 oo
sup (/ —Fgn <‘X’> dx) = 27r/ | Fgp(r)|dr
e>0 \JxcR2 | € € 0

et dire que cette quantité est finie revient a dire que 7 — rF, 5 (r) appartient a L' (R™1).

La troisieme condition est alors automatiquement vérifiée, en appliquant le théoreme de conver-
gence dominée :

1 +o0
v >0, / —Fgn <|X|) dx = / Fyn(lul)du= 277/ rFy p(r)dr
Ix|>n € € ul>2 .

“+oo
= 27r/ T Fgn(r)1n oof(r)dr
O €

Ve > 0,

PE (01 ()| < PFyn(r)|
et
7 Eg 0 (1)1 oo (r) —5> OpPP T

1 IX\>
ZFn (2 )dx —0
/|x|>77 €2 g < € e—0 u

Remarque : Holschneider introduit une autre condition sur Fy j, pour garantir la convergence ponctelle
de fc, vers f en tout point oll f est continue : il requiert I’existence supplémentaire de deux constantes
v > 0etc > 0 tels que g et h vérifient la condition

On en déduit que

Cc

1
t — h*gex)dx| < —u—
vt > 07 t2 /|;§t *g (X) X| = (1+t)2+’y

Ici, les fonctions que nous manipulons sont bornées : nous sommes donc dans les conditions du lemme
(4.1.1), et la convergence ponctuelle est assurée sans contrainte supplémentaire sur g et h. De plus, pour
des fonctions qui sont des sommes finies d’indicatrices de domaines compacts deux a deux disjoints
(comme les fantdmes), la convergence uniforme sur chacun de ces compacts est garantie.
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4.1.3 Discrétisation exacte

Les formules utilisées par Holschneider sont des formules continues. Dans la partie qui vient, nous allons
exposer comment les discrétiser, a ’aide de la généralisation de la transformée en ondelettes “presque
continue” vue au début du chapitre précédent.

Proposition 4.1.1
S’il existe une constante strictement positive, notée C p,, telle que, au sens des distributions,

2m
/ RoD 1 (g5 + h)d0 = Cy
JEZ aO (J)

alors

27r
27.‘.09 Z 23/ gf(a0>a )*D Reh) do

h jez @

Preuve. On note 7y, i0= gf(ao, ,0) %D _;Rgh.
0
Comme dans la preuve pour la formule de reconstruction (cf. (4.2)), on a

v/a\%ﬂ = 27ra6f RoD 1 (g, * h)

Q
o%.

et dans ces conditions, on peut écrire

27 27
> 2]/ T od0 = 20f) = / RQD%(gg*h)dH
aO @0

jEZ ) JEZ

Remarque : comme dans le cas régulier, la normalisation par a;’ est obtenue en se référant a la
condition d’admissibilité continue.
On constate ainsi que si la distribution

et

2 1 1 o A
] .
Z 2] / a07 da = —— 8]/0\ (ng(ao, .y 0) * Da%R9h> d@

2”09 h jez %0 21Cy,n ez, @

4.2 Application a la transformée de Radon

Nous revenons a la théorie développée par Holschneider dans [52], en montrant comment la transformée
en ondelettes généralisée qui vient d’€tre présentée peut etre exploitée pour construire une formule d’in-
version de la transformée de Radon.
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4.2.1 La transformée de Radon : une transformée en ondelettes généralisée

Avec la définition de la transformée en ondelettes généralisée vue plus haut, la transformée de Radon
s’écrit comme une “transformée en ondelettes généralisée”. En effet, en choisissant comme « onde-
lette » d’analyse :

geS(RY): f e SRY) < g, f>= /R F(0,2)ds (44)

(notations Holschneider : g(x) = 6(< e1,x >), que I’on peut écrire aussi g = §** @ 1*2)
on a, en appliquant la définition (4.1),

Vf € S(R2), Wyf(a,b,0) @< g RyDiT_pf >
puis, en introduisant (4.4)
ng(a,b,e) = / R_QD%T_bf) (O,xQ)de = /R (D%T_bf> (T@(JJQEz)) daig
DT ®*)d :/ T_ e+)d
1 bf) (3?2 ) r2= ) bf(a$2 ) T
= / af (a:z:g('-)L + b) dxg = / af ((b - 0®)O + (axa +b- (-')L)@L) dzo
R R
b O 7((b-©)©+ue')du=Rf(©,b-6)
R

(W, f(a,b,0) =< T,DyReg, f >= Rof(b - ©)] 4.5)

4.2.2 Formule d’inversion continue de la transformée de Radon

On choisitg e S’ : f €S — (0, z2)dzs.
z2€R

La condition d’admissibilité sur i s’obtient alors de la maniére suivante. On remarque d’abord que
puisque g = 6** ® 172, alors, pour toute fonction test f, on a

!
TH=—T2

< go, [ >=<g, [o >:/ f(0, —z9)dzy ~ = / f(0,2h)dxs =< g, f >
z2€R zHeR

donc g, = g.
D’autre part, au sens des distributions, on a

=0 @in = <\/127r1’€1) ® (@6"“‘2) =1k @ 5k
Par conséquent, pour toute fonction h appartenant 2 S(R?),
(g0 % h) = 2 (1‘@1 ® 5’@) h
et la condition d’admissibilité croisée sur g et h s’écrit

R2 R k

k|2 2

La formule de reconstruction s’écrit alors

1

da
27TCh 3

f(x) =

+o0 21
/ / Rof(b- ®)DaRoh(x — b)dbdf
0 0 R2

a
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avec

h(k
chzzn/ ( 1’20)dk1<oo,7é0
r k1]

Condition de convergence ponctuelle On rappelle qu’on a défini, pour tout € > 0,

1
Fynle) = 2/ h * go(y)dy
ly|<e

€

Ici, g est imposée, et on a :

h*go(y) =h*g(y)=hx (0" ®@17)(y) = / - 1(z2)h(y1, y2 — x2)dzs = /Rh(yl, v)dv

Par conséquent,

1 ve-ut
Fpe) = / h* gs(y = / / (/ (yl,v)dv> dyadin
€ Jyr,2) /T3 <e -

1
= =2 . </Rh(y1,v)dv> e —yidy, = // 21/ € — yih(y1,v)dydv

yizeu // 2\/76uheuvedudv—2// V1 —u?h(eu, v)dudv

1
€) = 2/ / V1 —u?h(eu,v)dudv (4.6)
RJ-1

Les conditions de convergence en norme LP, et de convergence ponctuelle vues plus haut dans le cas
général peuvent alors étre appliquées. Nous verrons plus loin comment on peut les calculer pour des
ondelettes particulieres.

Nous disposons donc ainsi d’une formule d’inversion de la transformée de Radon. Dans la suite, nous
allons I’écrire sous une autre forme, pour faire apparaitre le lien avec la méthode de rétroprojection filtrée.

Lien avec la formule de rétroprojection filtrée

1 too 2w 1. [(r_p(x—Db) da

b=sO@ O 1 too /QW// 1
27rCh/0 N RRgf((S@—l- ') o)

h <r_9 (x-©)0 + (x - ©1)0* — (s0 +107) )) da

dtdsdd—;
a a

_ 27rlch/OW/O%/R/RRGf(s)h<(X'@—S)el+a(x-@l—t) )dtd de@
e [ (22

_ %Ch /%/ Rof(s //+001 <X'®_Sa)e1+“ez> @d dsdd (47

- = /O%/RRgf(s) </RH((X-®—S)e1+ue2)du> dsdf
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o) = [ oo = [ n(3) 5

En reconnaissant une transformée de Radon dans la dernicre expression de la formule de reconstruction,
on peut écrire

1 27
f(X):Qﬂ'Ch/O /RRf(Q,s)RH(el,X-@—s)dsdH
1 27
= 27-(C’h ; R@f * RoH (X . @) do

On voit ainsi apparaitre une formule similaire a la rétroprojection filtrée (vue dans la propriété (2.2.2)),
dans laquelle le filtre rampe a été remplacé par la transformée de Radon de la fonction H, calculée dans
la direction =0 (® =ey):

rampe(s) «— Cl'hRH (e1,s) = Cl'hROH (s)

L’intérét de cette nouvelle écriture du filtre rampe est le suivant : on dispose ainsi d’'une décomposition
du filtre rampe échelle par échelle :

RoH (s) = /Hstdt //0 ( t)igfdt
= L fo G = [ Goa) G- [ ()

soit finalement,

1 s\ da
— Roh(—) —
rampe(s) 5C, /a>0 0 (a) 3

On voit ainsi apparaitre une propriété que 1’on exploitera pour traiter des données locales : a la différence
des méthodes de type rétroprojection filtrée que nous avons présentées dans le chapitre précédent, on
filtre la transformée de Radon par des filtres qui ne sont pas des ondelettes modifiées, mais des onde-
lettes “brutes” : on peut donc contrdler précisément le support des filtres utilisés, indépendamment du
nombre de moments nuls pris en compte dans ces méthodes pour anticiper I’élargissement des filtres
sous I’action du filtre rampe.

En exploitant la parité de la transformée de Radon, vue dans la propriété (2.1.1), on peut, sous certaines
propriétés de la fonction H, réduire le domaine d’intégration pour la variable #, comme c’est le cas pour
la formule classique de rétroprojection filtrée.

Proposition 4.2.1 (Formule d’inversion réduite aux directions comprises entre 0 et )
Si H est paire en sa premiére variable, alors la formule d’inversion se réduit a

flx) = / Rof *RoH (x-©O)do

7rCh

Preuve. On peut écrire, en découpant le domaine d’intégration :
1 27
27 Cy,

f(x) = Rof *RoH (x-©O)db

2

_ </ Rof * RoH (x - ©)df +

27‘('Ch Rof *RoH (x - O) d9>

T
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On peut alors effectuer le changement de variable 8’ = 6 — 7 (soit @’
intégrale

203

—©) dans la deuxiéme
2T

Rof * RoH (x - @)d&-/%/ RF(O,s)RH(er,x - © — s)dsdf
/ / Rf(—©',$)RH(e1,—x - © — s)dsdd/
= / /Rf ' —s"YRH(ey,—x- @ +s')ds'dd’
- frre

"YRH(e1,—x- 0O + s')ds'df d’apres la parité de R f vue dans la propriété (2.1.1)
On constate alors que si RoH = RH (eq,.) est paire, alors

J Jrre

s YRH(e1,—x- O + s')ds'do’

[ fpwe

s YRH(e1,x O — s')ds'dd
= / Rg/f*RoH(X'@,—S)del
0
et donc

fx) =

2wh/ Rof +RoH (x - ©) df =

/ Rof *RoH (x - ©)db
7TCh

Remarquons enfin que la parité de la fonction RgH = RH(eq,.) est vérifiée des lors que la
fonction H est elle-méme paire en sa premiere variable ; en effet

Vs € R, R(]H

/H se1+te2dt /H St

et si H est paire en sa premiere variable, alors on a

/ H(—s,t)dt:/ H(s,t)dt = RH(s)
R R
Or, par définition

1 t\ d

H(s,t) = / “h (S, ) @
a>0 @

11 suffit donc que 1I’ondelette de reconstruction h soit paire en sa premiére variable pour assurer

la parité de la fonction H en sa premiere variable, et donc celle de RoH

[ |
4.2.3 Discrétisation de la formule d’inversion

On applique ici la formule de discrétisation vue dans la propriété (4.1.1). On s’intéresse ainsi a la quantité

2
gy [

JEZ

3 (9o + h)dO

O
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Oricion a
27 S 2T P 27 P
Vo, < / RoD 1 (g * h)d6, ® >= / RoD 1 (gg % 1), ® ) df = / <(gg # 1), DR @
0 al) 0 al 0
2 2w
- / / (k1,0) (D R 9c1>> (k1,0)dkidf = — / (k1,0) @ dkydf
2 . . N .
_ o2 / / h(ky, 0) k1 @ dkd6 od ay 5 — { 2 s? }} est paire e.n sa premiere variable.
k1>0 aj) 1 si h est analytique.
u:k—jl-@
a Q ~ -
502 ), 0) (w) —au/ h(adful, 0)@ (w) 22
ay JR2? |u’
donc

21 1 T
Vo, / RoD 1 (g, % h)d6, ® _alz/ wa ® (u) du
ez aj) a}) R?2 2 |ul

jez 0
et la condition d’admissibilité est donc la suivante :
aslul,0 —~
EICh>O|VueR2 QIZZM—Ch
JEZ ag|ul

c’est-a-dire, si / est paire en sa premiere variable,

N o0 N
30, > 0| ¥p > 0, 22%:@1
jez. %P
et si h est analytique
0 —
3Ch > 0[Vp>0,>" h(azp, 0) =Gy
JEZ a’Op
La formule de reconstruction qui, dans le cas général, s’écrit
1 1 [ :
f=—=> 2 / (ng(a{), L 0) x DagRgh> de
21Co,n jez %o /0
devient ici
1 1 21
f(x) = -~ —> 23/0 . Rof(b-©)D,;Reh(x — b)dbdf
h

JEZ

_ LN 2 Rgf(b'G)Z%jh (W)dbd&

2nCy Jo  JR2 ez % ap
o 2w . eL —t
u=s@+:0" / Rof(s / Z ( —s)er j(x ) ez ) dtdsdf
27TCh ]EZ CLO
t/_x-@%ft 9 e
al i
_0 / Rof(s / Z i < x )el +t e2> dtdsdf (4.8)
27T0h jGZ 0
1 2T ~ 1 2w ~
= — / Rof(s)RoH (x- O — s5)dsdf) = — Rof *RoH (x-©O)do
27TCh 27TCh 0

(4.9)
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ol on a posé

Reprenant (4.8), on peut aussi écrire

f(x) =

2w < - @ )
R —Roh dsdf 4.10
%Ch / 0f(s Z 0 ( ) s (4.10)

JEZ O

Remarque : ceci permet d’assurer la validité d’une discrétisation que 1’on aurait pu obtenir “naivement”,
en faisant le “changement de variable” entre “a” et *4” dans la formule continue (en choisissant un pas
suffisamment fin pour obtenir a une constante pres une bonne approximation de la condition d’admissi-

bilité continue) :

+o0 7 J .
Ch = 477/ (s, )dk‘ ~ 47 In(ap) Z h(LO.’O) = 27 In(ap)Ch(p)
0 kr” ‘ez P

autrement dit ag doit permettre de garantir que pour tout p,

1
27 In ag

Ch(ao, p) = (4.11)

On peut alors écrire

1 - -
_ nao/ Rof+ > 2]R0h< ) do

JEZ ag 0

Pour I’'implémentation pratique, on calcule au préalable le filtre 1D analytiquement :

. 1 1
RoH(s) = —= > —:Roh (;) (4.12)

On procede ensuite comme pour 1’algorithme de rétroprojection filtrée classique, vue au chapitre 2 : on
calcule le filtrage des projections 1D par FFT sur une grille réguliere, puis on calcule la rétroprojection
sur une grille cartésienne, apres interpolation linéaire des projections filtrées (voir (2.27)). Le pas de la
grille pour le filtrage 1D est le méme que dans la rétroprojection filtrée (il est imposé par les conditions
d’échantillonnage).

De la méme maniere que dans 1’algorithme de rétroprojection filtrée le filtre rampe est tronqué a la
fréquence de coupure des projections, on applique la méme troncature aux filtres 1D que 1’on applique
1D, tout au moins aux échelles fines pour lesquelles il existe des composantes dont les fréquences sont
supérieures a cette fréquence de coupure.

4.2.4 Choix d’une ondelette de reconstruction admissible pour la transformée de Radon

Dans la suite, nous allons faire des tests avec plusieurs ondelettes qui différent selon leur nombre de
moments nuls. Nous appliquons d’abord les résultats qui précedent dans chacun des trois cas.
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Exemple 4.2.1 (Chapeau mexicain)
On choisit I’ondelette appelée chapeau mexicain (en fait ici, son opposée), qui, a une constante pres, est
égale au Laplacien d’une gaussienne (on la normalise pour que ||hlj2 = 1) :

]. 2 2 _22+92
h(z,y) = E(x +y“—2)e 2 (4.13)

Sa transformée de Fourier est réelle, isotrope, paire en sa premiére variable ; elle est donnée par

k2402

- 1 . 1
h(k, l) — % ALh(x’ y)efl(kxﬁ’ly)dxdy — _E (k2 + l2) e 2

heth sont représentées en figure (4.1).

FI1G. 4.1 — L’ondelette chapeau mexicain (en haut), et sa transformée de Fourier (en bas) (a gauche,
représentation en perspective, et a droite, en projection).

Cette ondelette forme avec la distribution g définie en (4.4) une paire d’ondelettes admissibles, puisque
Iona:

h(A,0) 27 a2 27
C:27r/ L ldd=——"—= [ e 2d\=——V2r =27
h R )\2 V 2 R vV 2T
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Le filtre 1D que I’on applique aux projections s’exprime analytiquement :

Roh(s)

§2 412 —2)e”

52412
2

dt

m/

OO 32 oo 9
e 2dt 4 62/ 27t /2dt>
700 — 00

52 52 oo
< 5—2 _2+e_2</

o)

T

Vor

t2
[—te_2

|

o0

— 00

)

2

—e 7 (s —1)

(2 — 1)e_t2/2dt+/ e_t2/2dt)>

et plus précisément, a I’échelle a, on applique aux projections le filtre suivant

On constate ainsi que le filtre 1D que I’on applique aux projections n’est autre que le chapeau mexicain
1D (dérivée seconde d’une gaussienne). Roh est représenté en figure (4.2).

F1G. 4.2 — Filtre 1D associ€ au chapeau mexicain

Condition de convergence ponctuelle :

2
—2// \/1—u2htuvdudv—\/>// V1 —u?(t?u® + v* — 2)e” dudv

On obtient

R ==t (1(0) 1(0.2))

ou I désigne la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce, avec [78]

1\F L1
N, _— — e —
T—400 4 T 1’%

242w
+3
Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.

I(1,z) —1(0,z)

On en déduit que

Fp(t) ~t—to0 —
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Condition de discrétisation : comme on I’a vu dans I’approximation (4.11), on cherche un pas ag suffi-
samment fin pour que la quantité

25 2

—~ h(alp,0 2 i %0
Ch<a01p):2z (Op ):—mzpa{) € 02

J
jez %P JEZ

soit indépendante de p, ou, autrement dit pour qu’elle fournisse, quelle que soit la valeur de p, une bonne
approximation de la condition d’admissibilité continue : on veut que le choix de ay permette d’écrire

—~ 1 1
Vp,C ~——(Cp=—
P h(a()) p) 27 In ao h ln(ao)

puisque, comme on I’a vu plus haut, pour I’ondelette chapeau mexicain, on a :
)\2
Ch = —\/27r/ e 2d\= 27
R

.. S . 1
Numériquement, comme on pourra le visualiser a droite en figure (4.3), on constate que pour ag = 214,

. , o , . . ,
cette quantité est constante (elle I’est presque pour ag = 22, puisque I’amplitude du signal est de I’ordre
de 107°.

-1.438 577078
-2.88538

-2.886362

57707801
-2.885384

2885336

-5.7707802
-l.adz -2.885369
288539

-6.7707803
-1.444 -2.885392
-2.885394

-6 7707804

445 268539

-2.886398

57707805 il M0 Eil il

! 28954
S E = ¥ 5 o T i Fil Eil 60 80 100 e

FIG. 4.3 —Recherche d’un pas de discrétisation pour lequel la discrétisation par transformée en ondelettes
presque continue est légitime, dans le cas de 1’ondelette chapeau mexicain 2D ; on a tracé en trait épais la
constante que 1’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonction é’vh(ao, .), et ceci pour
a = 2, puis a = /2, puis a = 21, Numériquement, la fonction peut €tre considérée comme constante
pour @ = 21,

Exemple 4.2.2 (Ondelette créant un filtre a quatre moments nuls.)
On utilise une ondelette construite a partir d’une gaussienne, que 1’on dérive 4 fois en x et en y, puis que
I’on normalise (pour le chapeau mexicain, on utilisait des dérivées d’ordre 2) ; on obtient ainsi I’ondelette
suivante

9 a2 142

h(z,y) = \/ﬁ ’

(z* +y* — 627 — 6y* 4+ 6)e” ;
dont la transtformée de Fourier, est réelle et paire en sa premiere variable, et s’écrit

Bk, 1) = —2

Bt 4 e s ()
\/577r( )e

h et h sont représentées en figure (4.4).
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h est une ondelette a quatre moments nuls, car on peut vérifier que pour tout couple d’entiers naturels
(o, 3) € N? tels que e + 3 < 3, on a/ 2yPh(z,y)dedy = 0.
2

R
Cette ondelette est bien une ondelette admissible pour I’inversion de la transformée de Radon, puisqu’elle
vérifie

~

h(A,0) 4 g _ =22 4 2
Cy=2 ——~d\ = A 2 d\ = V2 =4m | —
" ”/R e NGl Nz T

Le filtre que I’on applique a chacune des projections est une somme de dilatées de la fonction

> 2 oA 2 2 _ o242
Rh(e1,s) = h(s,t)dt == N (s*+t* —6s*—6t"+6)e” 2 dt
2v2 _2

2 52
= ﬁe_T ((34 — 652 +6)V2r + 3V21 — 6\/27?) = —e 2 (54 — 652 + 3)
7r

By

11 est représenté en figure (4.5).

FIG. 4.4 — Ondelette a 4 moments nuls (en haut), et sa transformée de Fourier (en bas).

La condition de convergence en norme LP, et de convergence ponctuelle aux points de continuité de la
fonction s’obtient avec

t2u2+v2

1 9 1
Fr(t) = 2/ / V1 —u?h(tu,v)dudv = / / V1= w2ttt + ot — 6t%u? — 602+ 6)e” 7 dudv
RJ-1 VoTm JrJ -1

En évaluant cette expression avec le logiciel Maple, on obtient

Eu(t) = _f/gm—f ((1 — )1 (1, g) —(3-) (0, g))
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F1G. 4.5 — Filtre 1D associé a I’ondelette a quatre moments nuls présentée en (4.4).

(mémes notations que dans I’exemple précédent). La fonction asympt de Maple fournit I’équivalent
suivant :
t2
e 4
Fh(t) = Ot—>+oo tT
Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.
Condition de discrétisation : Comme dans I’exemple on cherche un “pas” ag suffisamment fin pour que la

fonction p — Ch(ag, p) puisse étre considérée comme constante. Ici, cette fonction a la forme suivante :

2
Gitan.p) =23 1820 _ ﬁza?ﬂge 2

jEZ G“Op JEZ

et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

1 2V/2

Vp, Ch(ao, p) ~ mch - m

06 1.0811 2.16194
1.08108: 2161938
058 1.08106: 2161936

1.08104: 2161934

0.56 1.08102 2161932

% SR DA
Wy
UUUW V=

1.08092; 2161922

216193

05 = i) il & 00 1.0809 g 0 40 60 1] 100 25192 EY 40 60 LY

tho

FI1G. 4.6 — Recherche d’un pas de discrétisation pour la discrétisation par transformée en ondelettes
presque continue, dans le cas de I’ondelette a quatre moments nuls ; on a tracé en trait €pais la constante
que I’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonction C,(ay, .), et ceci pour a = 2,
puis a = V2, puis a = 21, Numériquement, la fonction peut étre considérée comme constante pour

a =21,

100
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Exemple 4.2.3 (Ondelette engendrant un filtre avec un grand nombre de moments nuls)
On part d’une ondelette de Morlet 2D, définie par

. ()
m(z,y) = 52
dont la transformée de Fourier est égale a
- _ (k=6)%412
m(k,l) = 2

Cette fonction n’est pas exactement de moyenne nulle, mais on a coutume de considérer qu’elle I’est

approximativement. Néanmoins, ici, en I’état, elle n’est pas admissible pour I’inversion de la transformée
_ (k—6)2
2

de Radon (en effet, k — ¢ 5 n’est pas intégrable en (). On peut cependant la modifier, pour la

rendre admissible. 11 suffit pour cela d’introduire par exemple la fonction suivante, comme le font Antoine
et Murenzi dans [2] :

om om P G

—@(w,y)—fyg(ﬂc,y):e ez (2—(z—6i)* —y?)

Apres normalisation, on obtient

1 o )
h(z,y) = me&x‘f 7 (2 (- 60)* —y?)
Sa transformée de Fourier est égale a
~ 1 2
Ak 1) = e T (12 1 2)

V14427

Ainsi modifiée, cette fonction a été rendue admissible pour la transformée de Radon :

(X, 0) /
Cp =2 X =
h==n /R A2 \/14427r 14427 NGB

La fonction h est une ondelette complexe, analytique en sa premiére variable, car sa transformée de Fou-
rier peut étre considérée comme numériquement nulle pour k < 0.

_(x=6)2 6)2 2 2

Le filtre 1D appliqué aux projections est égal a :

2
615 — i )

Roh(s) = h(s,t)dt =

J o= e |

32 N
= \/72716_76625(1 — (5 — 60)?)

avec des calculs d’intégrales similaires a ceux que 1’on a effectués dans les exemples précédents.

(2 — (s — 6i)> —t)at

Condition de discrétisation : Comme dans les exemples précédents, on cherche un “pas” ag suffisamment
fin pour que la fonction p — Cp,(ag, p) puisse étre considérée comme constante. Ici, cette fonction a la
forme suivante (puisque 1’ondelette est analytique en sa premiére variable)

(a})p—6)2

— - 2 a'
\/14427r Z (a50)

—~ h(al ,0)
Cilao, p) = 3 102
jez %P
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=
FE

ol
ol
24

49
48

HATETITTTTR

|
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& B0 O N B oo

F1G. 4.7 — Ondelette directionnelle complexe (ondelette de Morlet modifiée) : sa partie réelle, sa partie
imaginaire et sa transformée de Fourier.

FIG. 4.8 — Filtre 1D associé a I’ondelette de Morlet modifiée (partie réelle et partie imaginaire)
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et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

1 2

Vp, Ch, ~ Ch=——o——
p, Ch(ao, p) rnay "~ VT In(ay)

Condition de convergence :
1
Fp(t) = 2/ / V1 —u?h(tu, v)dudv
t2u2+1)2

)
= V1 —u2e8e™ 3 (38 4 12itu — —t*u® — v?)dudv
vV 14427T/ /
u +v

(P +0?)
= \/m / / m (cos(6tu) (38 —t2? - 02) —12 sin(6tu)tu) dudv

(seule la partie réelle subszste la partie imaginaire est nulle)

u+v

= \/m / / V1—u2e” (cos(6tu) (38 — t2u? — v2) — 12sin(6tu)tu) dudv

Nous ne sommes pas parvenus a une expression explicite de F}, ; néanmoins, par la méthode des rec-
tangles, on peut se convaincre que les intégrales t — |Fy(t)| ett — t|F},(t)| sont intégrables sur R™ -
oo [e.@]

nous avons obtenu / |Fpn(t)| dt ~ 1,9 et/ t|Fy,(t)| dt ~ 0,5 (dans les deux cas a 10~1 pres).
0 0

b2 ! 0.42985

(AN i
= [RVARVAR |V s

0205

0429817 il i &0 il 180
ho

L] i i i i 1do
tho tho

FI1G. 4.9 — Recherche d’un pas de discrétisation pour la discrétisation par transformée en ondelettes
presque continue, dans le cas de I’ondelette de Morlet modifi€e ; on a tracé en trait €pais la constante que
I’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonction C},(ay, .), et ceci pour a = 2, puis
a=/2, puis a = Qi. Numériquement, la fonction peut étre considérée comme constante pour a = 25

4.2.5 Tests de reconstruction a partir de données globales

Nous avons implémenté la formule (4.10) pour les trois ondelettes présentées dans le paragraphe précédent.
Nous présentons les résultats obtenus pour I’ondelette chapeau mexicain en figure (4.10) et pour 1’onde-
lette de Morlet modifiée en figure (4.11) : les reconstructions obtenues (dans la colonne de gauche) sont
tout a fait satisfaisantes, et en tout cas comparables aux résultats obtenus avec la méthode classique de
rétroprojection filtrée (dans la colonne de droite). Elles sont similaires pour les deux choix d’ondelettes.

Dans tous les cas, on se place dans les conditions d’échantillonnage de la transformée de Radon énoncées
dans le chapitre 2, c’est-a-dire que pour des images de taille 256 x 256, le pas en s est égal a 1 (unité :
pixel), et on utilise 450 projections sur [0, 7.
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50

100
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200

250
50 100 150 200 250

Notre méthode — section horizontale

filtrée - section

12r 12
1r o 1
0.8 0.8
06 06
041 0.4f
02F 02k
0 e s 0 L—’-J Aamiad b osned
02 . I . I . ) 02 . . . . . )
50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Notre méthode - section verticale L Rétroprojection filtrée - section verticale
1 o 1
ﬂ ﬂ
0.8 0.8
06 06
04 04
0.2 M—w 0.2 'J——‘/L\_l—\.-—f\___,
il g il !
-0.2 . . . . . ! -0.2 . . . . . !
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

FIG. 4.10 — Reconstruction a partir de données globales - Ondelette chapeau mexicain (pour le filtre, les
. _u 32
échelles extrémes choisies sont 274 et 214 ).
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Notre méthode - section horizontale

12r

081
0.6

041
0.2 k—\
0

L L L
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Notre méthode - section verticale
12r

041

L L L L )
50 100 150 200 250 300

12r

08

06

0.4

0.2

filtrée — section
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0.4

0.2

-0.2

L L L
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Rétroprojection filtrée - section verticale

L

300

L L L L
50 100 150 200 250

)
300

FIG. 4.11 — Reconstruction a partir de données globales - Ondelette de Morlet modifiée (pour le filtre,

.. 6 45
les échelles extrémes choisies sont 21 et 274 ).
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Vers la méthode locale : reconstructions a partir de données globales a différentes échelles Nous
avons représenté en figure (4.12) la reconstruction du fantdme de Shepp et Logan a partir de données
globales, en ajoutant progressivement des échelles. On peut visualiser la convergence ponctuelle de la
reconstruction vers la fonction initiale en tout point ot la fonction initiale est continue.

Notre méthode - sect

Notre méthode - section harizoniale

o 50 100 150 200 250

Notre méthode - section harizoniale

% 50 100 150 200 250

300

Notre méthode - section harizont

o 50 100 150 200 250

tale

Notre méthode - section harizoniale

ol

300

o 50 100 150 200 250

F1G. 4.12 — Convergence de la reconstruction au fil des échelles (chapeau mexicain ; échelle minimale :

11

14

274 ; échelles maximales : de haut en bas sur la colonne de gauche : 2_%,2_3,2_%,2_ y , puis de haut

22

. _18 22 26 __ 32 . » .
en bas sur la colonne de droite : 274,27 14,274 ,27 4 . Les reconstructions ont ét€ normalisées entre O et
1, mais pour les sections, les valeurs exactes ont été préservées, de telle sorte que la convergence puisse

étre visualisée.
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4.3 Formule d’inversion locale de la transformée de Radon

4.3.1 Le probleme intérieur

La formule continue établie dans le cas de données globales est la suivante :

B 1 too 2w 1. (r_g(x—Db) da
flx) = 27r0h/0 /0 [ Rof(b-©) <a) dbds"

Nous allons maintenant étudier comment elle peut s’adapter a 1’exploitation de données locales. L’idée
que nous allons mettre en oeuvre ici consiste a reconstruire partiellement la fonction f en ne reconstrui-
sant dans la région d’intérét que les composantes de f a certaines échelles, a savoir celles qui auraient
été reconstruites de maniere similaire si 1’on avait disposé de toutes les données.

Il y a alors deux manieres d’appréhender la troncature : soit en tronquant la décomposition de f en on-
delettes 2D dans le domaine direct, soit en appliquant un filtre tronqué aux projections. Nous allons les
exposer 1’une apres I’ autre.

4.3.1.1 Probleme intérieur et troncature de la formule dans le domaine direct

On suppose que I’on connait R f(©, s) pour tous les angles 6, mais seulement pour les abscisses s tel que
|s| < po. Une direction © étant fixée, on dispose donc de Ry f(b-©) en tous les b tels que |b - @] < py.
On dispose en particulier des valeurs Ry f(b - @) en tous les points b tels que |b| < pg (car alors, quelle
que soit la valeur de 6 dans [0, 7], |b - ©| < |b| |®] = |b| < po).

On fixe une échelle a et une direction © ; on isole dans la formule de reconstruction la composante
associée :

1 r_g(x—Db
Jrecons,a,0(X) = Rof(b-©)=h <9()> db = Rof(b-®)hy(x —b)db
R?2 a a R2
On suppose que le support de A est inclus dans le disque de rayon M, ou M > 0.
Pour § € [0, 7] et a > 0, le support de h, g est donc inclus dans le disque de rayon aM.

On cherche alors les points b qui vont avoir une contribution non nulle dans le calcul de frecons a,0(X)-

hap(x —b) #0=x—b € supp(hqp) = |[x —b| < aM

ce qui permet d’écrire, en utilisant I’inégalité |b| < |b — x| + |x|, I'implication suivante :

hap(x —b) # 0= |b|] <aM + |x|

Par conséquent, on constate que si I’on se place en un point x du domaine direct a I’'intérieur du disque
de rayon pg — aM (x| < pp — aM), alors on est assuré de I’'implication

has (x = b) #0 = |b| < p

c’est-a-dire que les points b qui apportent une contribution non nulle au calcul de frecons,q,0(X) sont
des points ou les coefficients associés, a savoir Ry f(b - @), sont connus quelle que soit la valeur de
0 ; autrement dit, en se restreignant a la région des x tels que |x| < py — aM, alors a partir des
données locales disponibles, on peut reconstruire frccons q,0(x) dans les mémes conditions que si
I’on avait disposé de toutes les données. La région d’exposition de rayon pg étant fixée, on a défini
en la périphérie de son intérieur des marges de rayon aM (donc de largeur croissante quand 1’échelle
devient plus grossiére) a I’intérieur desquelles on peut reconstruire frecons,q,0 cOmme silI’on avait eu des
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données globales.
On a donc

VX, x| < po—aM = frecons,a,0(X) = / Rof(b-O)hyp(x—b)db= / Rof(b-O)hgg(x
R? b;|b|<po

4.3.1.2 Probléeme intérieur et troncature du filtre 1D

Comme on I’a vu plus haut quand on a fait le lien avec la formule de rétroprojection filtrée, en conservant
R? comme domaine d’intégration et en faisant le changement de variables b = s@ 4 t®~, © étant fixé,
on sait que

Jfrecons,a,0(X) = Rof(b-O)hsg(x —b)db = / Rof(s)aRh, (e1,x-© —s)ds
R2 R

En utilisant une généralisation de la propriété vue dans la propriété (2.1.2) sur le support de la transformée
de Radon, on sait que supposer le support de h, inclus dans la boule de rayon aM permet de dire
que le support de sa transformée de Radon dans la direction e; Rh,(eq,.) est inclus dans 'intervalle
[—aM, aM]. Comme plus haut, si ’on cherche a identifier les s qui vont apporter une contribution non
nulle a la reconstruction frecons q,0(%) dans cette formulation, on peut écrire les implications :

Rhg(e1,x- O —s)#0=>x-O@ —se[-aM,aM]=x-0—aM <s<x-0O +aM

et si I’on restreint les points x ol I’on garantit la reconstruction aux points x tels que |x| < pg — aM,
alors quelle que soit la valeur de ®, on a

aM —po <x-© < pg —aM

et donc
Rho(€1,x-0O —35) £0= —py < s < po

Ainsi, on peut aussi écrire

PO
VX, |X‘ < po — aM = frecons,a,@(x) = Ref(S)aRha (81, x-0 — S) ds
—po
Remarque : a la différence des méthodes de type rétroprojection filtrée vues dans le chapitre précédent,
les filtres 1D ne sont pas modifiés par le filtre rampe, et ils ont un support dont I’étendue est parfaitement
connue a chaque échelle.

C’est cette derniere approche que nous avons mise en oeuvre dans notre implémentation de la for-
mule de reconstruction locale : en effet, I’adaptation de la méthode utilisée pour les données locales
est immédiate : il suffit de tronquer convenablement en échelles le filtre 1D, vu en (4.12), que ’on pré-
calcule, les autres étapes (filtrage et rétroprojection) étant inchangées. Notons toutefois que, comme nous
I’avons mentionné en (2.45), il est connu en tomographie locale que prolonger les projections tronquées
par continuité permet de réduire les artefacts au bord de la région d’expsoition : nous I’appliquons ici.

4.3.1.3 Tests de reconstruction locale

Tests sur le fantome de Shepp et Logan Reconstruction de la région centrale du fantome de Shepp
et Logan avec I’ondelette chapeau mexicain.

Nous avons d’abord réalisé les tests classiques des méthodes pour le probleme intérieur, a savoir la
reconstruction de la région centrale du fantobme de Shepp et Logan.

Dans ces tests,

—b)db
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— le rayon du support de 1’ondelette chapeau mexicain peut numériquement étre considéré égal a
M =6;

— nous avons choisi, comme dans les exemples donnés dans le chapitre précédent, de fixer le rayon
de la région d’exposition 32 pixels : RE = 32;

— supposons qu’un rayon de région d’intérét ait €t€ fixé, par exemple RI = 23 : alors on peut ga-

Jmax

rantir une reconstruction de la fonction jusqu’a I’échelle jiax telle que 6ay™™ = 9 (6 est le rayon
In3 —1In2

. 1
|, soit, pour ag = 24, jiax = 2.
In ag

M, 9 1la marge entre RI et RE), soit jmax = |
La figure (4.13) présente les résultats obtenus avec ces parametres.

Reconstruction d’une région décentrée du fantome de Shepp et Logan avec I’ondelette chapeau
mexicain.

Nous complétons le test classique présenté ci-dessus par une reconstruction locale d’une région décentrée
du fantome de Shepp et Logan.

On a toujours M = 6; RE = 32; RI = 23; a9 = 2%, Jmax = 2. La région d’exposition est centrée
autour du point de coordonnées (206, 128).

La figure (4.14) présente les résultats obtenus avec ces parametres.

Mise en défaut de la méthode de rétroprojection filtrée tronquée dans le cas du probleme intérieur,
et application de notre méthode. Comme nous I’avons expliqué dans le chapitre 2, nous avons constaté,
dans les expériences que nous avons réalisées pour ce travail, que tres souvent la méthode de rétroprojection
filtrée a un comportement tres satisfaisant en présence de données locales ; par conséquent, il nous semble
que chercher a développer de nouvelles méthodes locales ne se justifie que si les méthodes nouvelles
proposées se comportent “au moins aussi bien” que la rétroprojection filtrée quand celle-ci a un compor-
tement satisfaisant, et si elles présentent des résultats meilleurs quand la rétroprojection filtrée est mise
en défaut.

Nous revenons ici a I’exemple que nous avions présenté dans le chapitre 2 (figure 2.31), pour lequel nous
avions dit que la rétroprojection filtrée n’était pas satisfaisante car, du fait de la présence de structures
extérieures a la région d’intérét, des structures identiques dans la région d’intérét dans le fantdome initial
n’étaient pas reconstruites de maniere similaire dans la reconstruction finale ; de plus les discontinuités
présentes en périphérie de la région d’intérét étaient difficilement visibles dans la reconstruction. Nous
présentons les résultats obtenus avec notre méthode en figure (4.15) : en restreignant les échelles utilisées
dans la reconstruction aux échelles fines (ici 2%), on arrive a reconstruire les mémes coefficients que ceux
que I’on aurait reconstruits avec des données globales (cf. exemple précédent, avec la figure (4.14)), et la
symétrie de I’'image initiale est respectée dans la reconstruction obtenue. De plus, dans I’image obtenue,
les discontinuités sont clairement visibles (frontiere entre les deux cercles les plus extérieurs comprise).
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Notre méthode - section horizontale Rétroprojection filtrée - section horizontale
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0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Notre méthode - section verticale Rétroprojection filtrée - section verticale
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dl} n 1

i K . I L
50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

F1G. 4.13 — Reconstruction de la région centrale du fantdme de Shepp et Logan a partir de données locales
(les limites des régions d’intérét et d’exposition sont matérialisées par des pointillés verticaux). Compa-
raison entre notre méthode (a gauche), et la méthode de rétroprojection filtrée appliquée naivement aux
données tronquées (a droite) ; a gauche, on a représenté également, en pointillés épais, la reconstruc-
tion obtenue avec notre méthode, pour la méme gamme d’échelle, mais avec des données completes
(parametres de reconstruction donnés dans le texte).
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Notre méthode - section horizontale Rétroprojection filtrée - section horizontale
12 12
1+ 1t
081 08f
0.6 0.6
0.4 0.4
02 = 02 J—'VV\UL
e
0 e 0
02 I I ] 02 ! I i I I ]
0 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Notre méthode - section verticale Rétroprojection filtrée - section verticale
12 12

n
02f
04 1 . . . . | 02 . . . . . |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

F1G. 4.14 — Reconstruction d’une région décentrée du fantdme de Shepp et Logan a partir de données
locales. Comparaison entre notre méthode (a gauche), et la méthode de rétroprojection filtrée (a droite)
(mémes conventions que dans la figure précédente).
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50 60 70 10 20 30 40 50 60 70
Notre méthode - section horizontale (aprés normalisation) Rétroprojection filtrée — section horizontale (aprés normalisation)
12 12
1 1
0.8 0.8
N
06 08 T~ /|
0.4 0.4
0.2 0.2
ot = ot =
02 1 . 1 I 1 . “02 . . . I . .
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

F1G. 4.15 — Un exemple ou, sur des données locales, notre méthode (a gauche) a un comportement plus
satisfaisant que la rétroprojection filtrée (a droite) : comme on peut le constater sur les reconstructions (en
2¢me ligne), et les zooms sur la région d’intérét (en 3eme ligne), les discontinuités sont plus nettes, méme
en périphérie de la région d’intérét ; de plus, comme on peut le voir sur les sections des reconstructions, la
symétrie initiale de I’image est préservée, ce qui n’est pas le cas avec la rétroprojection filtrée. L’ ondelette
utilisée est I’ondelette chapeau mexicain, et I’échelle maximale est 21.
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4.3.2 Tomographie 2D a angle limité

On connait la transformée de Radon pour un intervalle d’angles [fmin, @max] (Ou une réunion finie d’in-
tervalles de ce type). Dans la formule de reconstruction globale, ne sont donc identifiables que les com-
posantes utilisées dans la formule suivante :

I
freconS,emimemaX (X) o 21Ch /O /9

On pourrait se contenter de tronquer ainsi la formule : toute I’information disponible sur la transformée
de Radon serait mobilisée, mais alors on reconstruirait exactement la méme fonction qu’avec la méthode
de rétroprojection filtrée tronquée, dont on sait qu’elle entraine des artefacts que I’on voudrait éviter ; ces
artefacts sont situés au voisinage des tangentes aux structures présentes dans 1I’image, tangentes dans les
directions Opin €t Omax.

emax 1 o _
Rof(b-©)=h <“’(Xb)> dbd&d—g(4.14)
R2 a a a

min

On peut expliquer brievement 1’origine des artefacts de la maniere suivante : la présence, en un point y
du domaine direct, d’une singularité dirigée selon une direction ®, engendre, apres filtrage de Ry f par
le filtre rampe, des valeurs non nulles au voisinage du point d’abscisse y - ® (dans le domaine de Radon,
sur le détecteur associé a la direction ®) . Si 1’on se place ensuite en un point x du domaine direct, tel
que x - © est proche de y - ®, alors, lors de la rétroprojection dans la direction ®, une contribution
significative est ainsi apportée dans la reconstruction au point x, et ceci du seul fait de la présence de la
singularité en y, ... et donc en particiulier méme s’il n’y a pas en ce point x de singularité dans la direc-
tion ® . En présence de données complétes, cette contribution est annulée par les rétroprojections en x
selon les autres directions ; mais s’il manque des directions de rétroprojection, alors cette compensation
n’est plus accomplie, d’ou des artefacts.

A la différence de la rétroprojection filtrée, la formule que nous utilisons ici présente 1’avantage de pou-
voir également étre tronquée en échelle ; par conséquent, le filtrage (par des filtres Rgh,, limités aux
échelles a fines) que 1’on applique aux projections devient local, et les coefficients qui apparaissent dans
le filtrage de Ry f du fait de la singularité en x sont concentrés autour du point d’abscisse x - O, la
concentration étant d’autant plus forte que les échelles utilisées sont fines. Lors de la rétroprojection
dans la direction ©, I’influence de la singularité en x est donc réduite a une bande de largeur d’autant
plus étroite que les échelles utilisées sont fines. On pourra visualiser ce phénomene en figure (4.17) :
les artefacts dans la direction horizontale présents avec la rétroprojection filtrée (bandes homogenes ver-
ticales, sur I’image a droite en premiere ligne) sont quasiment éliminés avec notre méthode (résultats
présentés pour trois types d’ondelettes, en deuxieme ligne).

Le caractere local du filtrage par ondelettes permet donc de réduire les artefacts ; on peut tirer parti de
I'utilisation des ondelettes en jouant sur un autre aspect : les moments nuls. Comme on peut le voir sur la
deuxieme ligne de la figure(4.17), les résultats obtenus different selon 1’ondelette de reconstruction choi-
sie ; or ces dernieres different par leur nombre de moments, croissant de gauche a droite ; les effets sont
cette fois-ci visibles dans la direction verticale : il apparait que plus il y a de moments nuls, meilleure
est la localisation des singularités. La conjecture que nous faisons est la suivante : plus I’ondelette de
reconstruction présente de moments nuls, plus précise est la détection des singularités 1D dans le filtrage
des projections (celles-ci sont localisées de maniere plus précise), plus étroite est la bande des directions
voisines de la direction de la singularité affectées par cette singularité, plus efficace est la compensation
lors de la rétroprojection aux points qui ne présentent pas de singularité. Pour illustrer ceci, on a inséré
en figure (4.16) les sinogrammes filtrés dans le cas de 1’ondelette chapeau mexicain et de 1’ondelette de
Morlet. Dans le deuxieme cas, les effets des singularités verticales sont beaucoup moins étendus.

Remarque : on aurait a priori pu penser que le comportement différent de 1’ondelette de Morlet pouvait
s’expliquer par le fait que celle-ci est une ondelette directionnelle. En fait, il n’en est rien, car lorsqu’on
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applique aux projections le filtre 1D associé, le caractere directionnel de I’ondelette 2D n’apparait pas.
En revanche, les moments nuls, eux, sont transmis de 1’ondelette 2D au filtre 1D.

50 50
100 100
150 150

100 200 300 400

50 50
100 100
150 150

100 200 300 400

F1G. 4.16 — Sinogrammes avant et apres filtrage par le filtre Roh, pour une échelle a treés fine, dans le
cas des reconstructions a angle limité présentées en figure (4.17), avec sur la premiere ligne I’ondelette
chapeau mexicain (seule échelle utilisée : 2%) et sur la deuxieme 1’ondelette de Morlet (échelle : 2%) :les
effets des singularités verticales sont plus concentrés dans le deuxieme cas (ou le nombre de moments
nuls est plus important) que dans le premier.

Nous avons appliqué notre méthode de reconstruction tronquée en angles et en échelles a un fantdome
inspiré du fantdome utilisé par Natterer dans [78] pour le probléme a angle limité. Les résultats sont
présentés en figure (4.18) pour une gamme d’angles fixée (on a seulement conservé les projections as-
sociées a 6 € [15,165]), puis pour plusieurs gammes d’angles, de maniére a visualiser le comportement
de notre méthode en fonction de la quantité de données disponibles (figure 4.18).

Nous présentons enfin un dernier test dans ce paragraphe, en adoptant un point de vue différent du
précédent : on peut aussi imaginer que 1’on fixe une direction, et que I’on souhaite reconstruire dans
une image seulement les singularités dirigées selon cette direction. Dans ce cas, notre méthode peut étre
utilisée, en tronquant la reconstruction aux échelles tres fines, et en ne conservant dans la reconstruction
que les angles au voisinage de la direction visée : c’est ce qui a été fait en figure (4.20) : on a construit
un fantdme avec des rectangles dont les c6tés avaient des directions fixées (verticale et horizontale pour
le carré en haut a gauche, a 60° et 150° pour le carré a droite, et a 45° et 135° pour le rectangle en bas a
gauche).

Dans le premier cas (premiere ligne), nous avons effectué une reconstruction ou seules les directions
entre 85° et 95° ont été conservées ; dans ce cas, c’est la reconstruction des bords horizontaux qui est
visée. Pour évaluer la qualité de la reconstruction, nous avons appliqué un détecteur de contours simple !
a I’image initiale (en clair), puis a I’image reconstruite (en foncé). Conformément aux constatations faites
préalablement, on constate que dans la direction de la singularité, le bord est d’autant mieux localisé que
I’ondelette présente un grand nombre de moments nuls (quatrieme colonne par rapport a la troisieme) ;

"Nous avons utilisé comme détecteur de contours la fonction edge du logiciel Mat 1ab, pour le filtre de Sobel.
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F1G. 4.17 — Comparaison entre trois ondelettes. Reconstruction effectuée avec une seule échelle, tres fine.
On mesure seulement sur 0°-5° et 175°-180° ; rétroprojection filtrée, puis, de gauche a droite, reconstruc-
tion avec 1’ondelette chapeau mexicain (échelle : 2%), I’ondelette a quatre moments nuls (échelle : 2%),
puis I’ondelette de Morlet modifiée (échelle : 2%).
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Rétroprojection filiée - section verticale Retroprojection fiée - section horizontale
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FI1G. 4.18 — Visualisation de la réduction des artefacts procurée par I’utilisation de notre méthode. Re-
construction dans le cas du probleme & angle limité [image 256 x 256 ; seules les mesures effectuées
pour 6 € [15,165] sont conservées]. Premiere ligne : le fantdme, similaire au fantdme utilisé par Nat-
terer dans [78] (V.2), puis des reconstructions, avec les traces des sections verticale puis horizontale :
deuxieme ligne : par rétroprojection filtrée ; troisieme ligne : ondelette de Morlet modifiée (échelle :
2%) ; quatrieme ligne : avec une ondelette a quatre moments nuls (échelle : 2%).
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F1G. 4.19 — Comparaison de notre méthode avec la rétroprojection filtrée dans le cas du probleme a

angle limité ; de gauche a droite, la méthode de rétroprojection filtrée, notre méthode avec une ondelette
2 oz z

a quatre moments nuls (échelle : 27), et notre méthode avec 1’ondelette de Morlet modifiée (échelle :

2%). De haut en bas, sont mises a zéro les projections correspondant aux angles [5° 175°], [10°,170°],
[45°,135°], et [85° 95°].
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cependant, dans la direction orthogonale, I’effet est inverse : plus I’ondelette a de moments nuls, plus
elle oscille, et moindre est la précision de la localisation. Néanmoins, les résultats de localisation sont
indéniablement meilleurs qu’avec la rétroprojection filtrée (présentés en deuxieme colonne).

Dans le deuxieme cas (deuxieme ligne du tableau), nous avons seulement conservé les projections ef-
fectuées entre 55° et 65°. Les conclusions sont similaires.

Dans le troisieme cas, nous avons supprimé le carré de droite : il n’y a donc plus de bords a 60° dans
I’image. L’ objectif est alors que la méthode de reconstruction ne détecte pas de bord. Avec notre méthode,
des singularités sont certes détectées, mais restent concentrées aux sommets des carrés, alors qu’avec la
rétroprojection filtrée, on retrouve I’influence des sommets, mais diffusée sur toute I’image.
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FI1G. 4.20 — Reconstructions avec sélection de direction : de haut en bas, autour de 90° ([85°-95°]), autour
de 60° ([55°-65°]), autour de 60° apres avoir enlevé un carré.) ; de gauche a droite, on peut comparer la
méthode de rétroprojection filtrée, notre méthode avec une ondelette a quatre moments nuls (échelle :
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4.3.3 D’autres problemes locaux
4.3.3.1 Probleme intérieur a angle limité

Nous avons vu dans les deux paragraphes précédents deux adaptations de la formule d’inversion de la
transformée de Radon (4.10) : la prise en compte de données tronquées selon la variable s, ou selon
la variable 6. Nous proposons ici un test ou le sinogramme est simultanément tronqué en ces deux va-
riables ; I’objectif est alors de reconstruire dans une région intérieure les discontinuités placées selon les
directions préservées. Les résultats sont présentés en figure (4.21), pour 1’ondelette a quatre moments
nuls, et pour I’ondelette de Morlet modifiée.

4.3.3.2 Reconstruction en présence du bruit

L’objectif de notre travail était de proposer une méthode permettant le traitement de données locales,
non corrompues par du bruit. Le traitement de données tomographiques bruitées fait 1’objet de la trans-
formée en ondelettes vaguelettes, et des transformées en curvelets et bandelettes évoquées dans le cha-
pitre précédent : nous n’avons donc pas I’ambition de nous positionner face a ces méthodes en présence
de données bruitées. Néanmoins, nous avons voulu vérifier qu’en présence de bruits, notre méthode
n’adoptait pas un comportement aberrant. Nous n’avons pas fait d’étude théorique sur ce point, mais
nous I’illustrons par quelques exemples.

Nous avons d’abord testé le comportement de notre algorithme en présence de données completes et
bruitées, corrompues par un bruit blanc gaussien dont I’écart-type est égal a 1% du maximum de la
transformée de Radon, dans le cas du fantome de Shepp et Logan. Les résultats sont présentés a gauche
sur la deuxieme ligne de la figure (4.22), ol on a utilisé I’ondelette chapeau mexicain, en supprimant les
échelles les plus fines utilisées pour une reconstruction a partir de données complétes non bruitées. La
qualité de la reconstruction est comparable a celle obtenue avec la méthode de rétroprojection filtrée (a
droite), tout en étant moins granuleuse.

Nous avons ensuite considéré des données bruitées et tronquées, dans le cas du probléme intérieur
(mémes parametres de bruit que pour les données completes, avec RE = 40); le principal probléme
qui se pose alors est celui du prolongement des projections : ici, nous avons choisi de maintenir les pro-
jections non mesurées a zéro (pour ne pas prolonger des données bruitées). Les résultats obtenus sont
sur la troisieéme ligne de la figure (4.22), avec un zoom de la région d’intérét en quatrieme ligne. Il reste
possible de localiser les bords des structures dans la région d’intérét, méme si la qualité est dégradée par
rapport au cas ou les données ne sont pas bruitées (cf. figure 4.13).

Enfin, nous avons effectué des tests dans le cas du probleme a angle limité. Les résultats sont présentés
en figure (4.23). Le bruit est le méme que dans les tests précédents ; sur la deuxieme ligne, les données
sont completes ; sur la troisieme, on a conservé les incidences comprises entre 45° et 135°; enfin, sur la
derniere ligne, on a seulement conservé les incidences comprises entre 55° et 65°. L’ondelette utilisée est
I’ondelette a quatre moments nuls présentée plus haut, et on a conservé une seule échelle dans la recons-
truction (Ia méme que celle que 1’on avait utilisée pour les tests avec données non bruitées). On constate
ici que les bords sont clairement identifiables (et en tout cas beaucoup mieux qu’avec la rétroprojection
filtrée).
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H ] !

F1G. 4.21 — Reconstructions obtenues dans le cas de données tronquées en s et en 6 : dans les deux cas
RE = 34; dans le premier (deuxieme et troisieme lignes) seuls les angles compris entre 85° et 95° sont
conservés ; dans le deuxieme cas (quatrieme et cinquieme lignes), seuls les angles compris entre 0° et
5°, et 175%t 180° sont conservés ; de gauche a droite, on peut comparer la méthode de rétroprojection
filtrée, notre méthode avec une ondelette a quatre moments nuls (échelle : 2§), et notre méthode avec
I’ondelette de Morlet modifiée (échelle : 2%).
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FIG. 4.22 — Probleme intérieur et données bruitées : reconstruction du fantdme de Shepp et Logan, par
notre méthode (2 gauche) et par rétroprojection filtrée (a droite), en présence de données bruitées. Sur
la deuxieéme ligne, les reconstructions sont obtenues a partir de données completes ; sur la troisieme
ligne, les reconstructions sont obtenues a partir des données acquises au travers de la région indiquée
sur le fantdme (premiere ligne) ; en 4eme ligne, on propose un zoom sur la région d’intérét dans les
reconstructions obtenues. L’ ondelette utilisée est le chapeau mexicain (entre les échelles 2% et 2% sur la

T 0 4 .
premiere ligne, entre 24 et 22 ensuite).
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FI1G. 4.23 — Probleme a angle limité et données bruitées : reconstructions par notre méthode (a gauche)
et par rétroprojection filtrée (a droite), en présence de données bruitées. Sur la deuxiéme ligne, les re-
constructions sont obtenues a partir de données complétes ; sur la troisieme ligne, les reconstructions
sont obtenues a partir des données réduites aux incidences [45°-135°] ; en 4eme ligne, les données sont

réduites aux incidences [55°-65°]. L’ ondelette utilisée est le chapeau mexicain, a I’échelle 2.
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4.3.4 Liens entre notre méthode et les méthodes existantes

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitons expliciter des liens entre notre méthode et les méthodes exis-
tantes.

Le lien le plus naturel peut se faire avec les méthodes de type rétroprojection filtrée pour lesquelles on
fixe une ondelette admissible ¥ 2D : on reconstruit les coefficients en ondelettes 2D associés a partir
de coefficients en ondelettes 1D calculés dans le domaine de Radon par rapport aux ondelettes 1D de
la forme ARyW. Dans notre méthode, nous nous placons dans le cadre d’une transformée en ondelettes
2D directionnelle, dans laquelle les ondelettes choisies pour I’analyse et la synthése sont différentes.
Nous fixons une ondelette 2D, singuliére, et nous reconstruisons les coefficients d’ondelette a partir du
domaine de Radon, mais sans calcul supplémentaire : les coefficients sont directement les valeurs de la
transformée de Radon.

On peut également faire un lien avec la transformée en ridgelets continue. En effet, nous avons vu que si
I’on fixe une ondelette ) 1D, alors la formule de reconstruction peut s’écrire sous la forme suivante :

1 am oo oo 1 x-0 —b\ da
f(x) = 47T0w/0 /_OO/O < Yap, Rof > %@b <a> —dbdo (4.15)

Or, comme on I’a vu, la formule de reconstruction obtenue par la méthode de M. Holschneider s’écrit

1 oo 2w 1. [r_g(x—Db) da
f(x) = 27TCh/0 /0 - Ref(b-@)ah (a) dlode5

et donc, si I’on choisit une ondelette de reconstruction sous la forme h(x1, x2) = ¥(x1)p(x2), ol ¥ est
une ondelette 1D vérifiant la condition d’admissibilité

(k)
k2

dk # 0, < 400

et ou ¢ est normalisée de telle sorte que / ¢ = 1, alors la formule de reconstruction s’écrit
R

0 i [ o () o (4522 ) o

1 +oo 27 1 .O—b- .t —p-eL
_ / / Rof(b @)Ly (X @b O (x O b0\ da
2Ch Jo o Jr2 a a a a3

— 1 too 2w 1 .O — Ot —¢ d
b=s@+16* / / Rof(s)=w (= No (X dtdsdd e
2Ch o o Jr2 a a a a3

x-©L -t u=x0 =t
/R¢ <a> a = a/Rd)(u)du =a

ce qui permet de réécrire 1’expression précédente sous la forme

1 oo 2w x-0-—s da
109 =5 | [ Rastors (<07 asans

En comparant avec la formule (4.15), nous pouvons constater que, sous des conditions supplémentaires
sur I’ondelette de reconstruction, nous obtenons une formule de type décomposition en ridgelets, dans
laquelle on utiliserait une ridgelet singuliere pour I’analyse (un pic de Dirac), et une ridgelet réguliere
pour la synthese - ¢’est-a-dire exactement comme pour I’interprétation que nous avons donnée ci-dessus,
mais ou ici les ridgelets remplacent les ondelettes.

avec




Chapitre 5
Méthode géométrique

Le travail que nous présenterons a la fin de ce chapitre s’inscrit dans la lignée de la these de Markus Fleute
[41], ot une méthode d’identification de la surface d’une vertebre a partir d’images fluoroscopiques était
proposée ; I’idée était de se dispenser du recours a des images préopératoires, et de compenser le manque
d’information 3D (que I’on aurait pu apporter avec un scanner préoperatoire) par un modele statistique
de surface de vertebre.

Nous allons tout d’abord rappeler les grandes lignes de la méthode de reconstruction (on pourra se
reporter a [41] pour plus de détails), puis nous préciserons notre contribution dans ce travail, relative
a l'intégration d’une étape semi-automatique de détections de contours de vertebres dans les images
fluoroscopiques.

5.1 Reconstruction de surfaces par recalage élastique

Comme on vient de le dire, I’idée de la méthode de reconstruction mise en oeuvre ici est la suivante : au
bloc opératoire, au début de I’intervention, on effectue quelques images fluoroscopiques de la vertebre
que I’on veut instrumenter, sous différents angles (en pratique deux dans la mise en application actuelle) :
une antéro-postérieure, ¢’est-a-dire de face, et une latérale, c’est-a-dire de profil. La méthode consiste
alors a reconstruire une image 3D de la surface de la vertebre en déformant un modele générique de
surface de vertebre, de manicre a le faire coincider, en projection, avec les deux images fluoroscopiques.

5.1.1 Le modele statistique de surface de vertébre

Le modele que nous utilisons ici est celui qui a été construit par M. Fleute pendant sa these ; il a été
élaboré a partir d’une base de données d’examens scanners de vertebres, traités de la maniere suivante :

— Chacun des N examens scanner de la base est segmenté pour en extraire la surface de la vertebre
concernée, selon un algorithme développé dans [41].

— On plaque un maillage triangulaire sur chacune des surfaces (tous les maillages issus de cette
phase comportent le méme nombre de sommets et le méme nombre de facettes).

— On calcule une surface moyenne ; pour cela, on calcule, pour chaque sommet du maillage, ses
coordonnées moyennes au sein de la population de maillages : chaque surface .S; est représentée

par M points (S; = (xi1,Yi1, i1, - Ti,M, Yi,M, zi,m)). Ces surfaces sont alignées, permettant

235
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ainsi de construire une surface moyenne de vertebre :

1 X
S:N;Si

Cette surface moyenne constitue la premiere information consignée dans le modele statistique uti-
lisé ensuite.

— On complete I’information statistique du premier ordre qu’est la surface moyenne par une infor-
mation statistique du deuxieme ordre, en effectuant une analyse en composantes principales sur la
famille de maillages ; pour cela, on calcule la matrice de covariance des échantillons par rapport a
cette moyenne :

€= S (Si=5)(s: -5
i=1

Ainsi construite, cette matrice est symétrique, réelle et positive (¥x,x! Cx > 0), donc diagonali-
sable dans une base orthonormée de R*M formée de vecteurs propres de C, (e;)i=1.3n ; les 3M
valeurs propres associées réelles, positives ou nulles, peuvent étre rangées par ordre décroissant

A1 > A2 = Az 2> 0.

Les vecteurs propres sont les directions principales de déformation observées dans les échantillons,
appelés aussi modes principaux de déformations : concrétement, ils définissent les axes de déformation

autorisés a partir de la surface moyenne d’une vertebre.

On fait alors I’hypothése que I’on dispose ainsi d’un modele permettant de décrire I’éventail des verteébres
naturelles, une surface de vertebre s’écrivant sous la forme

3M
S=5+) wie; (5.1)
i=1

Chaque surface de vertebre autorisée dans le modele est ainsi paramétrée par la famille de coefficients
(wi)i=1-3p € R3M. L’amplitude des poids w; possibles est en pratique bornée en fonction de I’am-
plitude des valeurs propres A; (par exemple, dans 1’algorithme que nous avons utilisé, la majoration
w; < 2¢/\; était imposée).

En pratique, seules IV (ot N << M) valeurs propres de C' sont non nulles , et par conséquent, seuls N
modes de déformation autour de la surface moyenne sont autorisés. Il s’avere en plus que les tous pre-
miers modes de déformation suffisent a décrire un fort pourcentage des variations de formes observées
dans la population : on peut donc décrire le modele avec un nombre faible de parametres. L’image 5.1
présente le modele utilisé, pour la forme moyenne et les cinq principaux modes de déformations.

5.1.2 Algorithme de recalage du modele déformable avec les images fluoroscopiques.

Nous allons décrire ici les grandes lignes de la méthode de reconstruction. Ici aussi, on pourra se reporter
aux travaux initiaux de M. Fleute [42, 43] pour plus de détails.

Idée Générale 1’idée consiste a trouver parmi les vertebres possibles dans le domaine du modéle celle
qui, si elle avait été projetée dans les mémes conditions que les conditions per-opératoires, aurait donné
les images fluoroscopiques dont on dispose, ou, plus précisément, dont la projection de la surface aurait
donné les contours détectés sur les radiographies.
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F1G. 5.1 — Le modele statistique de surface de vertebre : la forme moyenne (vue supérieure, de face et de
profil) et les formes extrémes autorisées par les cinq principaux modes de déformation.

Une fois les deux radiographies acquises, on les calibre (ie on les replace dans un référentiel commun
a celui du patient), et on isole les contours (la est I’étape actuellement critique, qui fera I’objet de notre
contribution explicitée plus loin). On “dépose” alors virtuellement la surface moyenne du modele dans la
sceéne, et, par un algorithme d’optimisation, on la déplace et la déforme jusqu’a converger vers une posi-
tion dans laquelle théoriquement, si on acquiert a nouveau deux images fluoroscopiques, on retrouve les
deux projections initiales. En pratique, on cherche la position du modele (en translation et en rotation),
ainsi que les poids de la décomposition (5.1), qui permettent de minimiser la distance de cette surface
aux faisceaux de rétroprojection issus des deux images fluoroscopiques.

La figure 5.2 montre en haut, la scéne ou a lieu le recalage, le modele déformable par rapport aux fais-
ceaux de rétroprojection, avant et apres recalage, et sur les deux lignes suivantes, comment, sur une
simulation, au fil de quelques étapes de 1’algorithme, la vertebre déformable -en vert - vient se fondre
dans la vertebre a reconstruire (en jaune, et en pratique inconnue).

I’algorithme d’optimisation Nous explicitons ici 1’algorithme d’optimisation mobilisé dans cette
méthode. Rappelons que le but de cette phase est de mettre en correspondance le modele déformable
d’une part, le faisceau de rayons de rétroprojection d’autre part.

Pour cela, M. Fleute a eu recours a un algorithme itératif, dont chaque étape est découplée en deux
phases : une phase de recalage rigide au cours de laquelle on cherche a définir la translation et la rotation
optimales a appliquer au modele, puis une phase de recalage élastique, au cours de laquelle, une position
du modele étant fixée, on le déforme sous les contraintes de déformation du modele statistique définies
plus haut.

Avant de détailler chacune des deux phases, nous précisons le critere de minimisation utilisé ; & chaque
itération, on minimise la distance entre deux faisceaux de droites, a savoir :
— d’une part le faisceau des rayons, issus des différentes radios ; on note ces droites (qui constituent
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FI1G. 5.2 — En haut, a gauche, la scéne : les radios calibrées, la source de rayons X et les faisceaux qui
en sont issus et qui viennent frapper le modele ; au milieu, le modele déformable au coeur des faisceaux,
avant recalage, et a droite, apres recalage. Sur les deux lignes suivantes, en vues supérieure et latérale,
la vertebre de référence, en jaune, en pratique inconnue, et le modele déformable, avant recalage, apres
recalage rigide et aprés quelques itérations de recalages rigides et élastiques : la surface verte vient petit
a petit se fondre dans la jaune.

les données du probleme de recalage) de la maniere suivante :
djj=1-p

— d’autre part, ce que M. Fleute, en référence a [46], nomme les contours apparents du maillage
triangulaire dans la postion courante ; ce sont les arétes du maillage telles que I'une des facettes
adjacentes est éclairée par la source de rayons X, et I’autre est « a I’ombre » : on fait ’hypothese
que les points de contours qui apparaissent en projection sur les radiographies sont les images
des sommets de ces arétes. Pour une combinaison de poids w = (w;); fixée, on note ces droites
(attachées au modele déformable) de la maniere suivante :

(mj (w>)j:1...J

Les arétes apparentes ne sont pas les mémes d’une position a I’autre et d’une déformation a I’autre

(I’incidence de la source de rayons X sur le modele étant modifiée a chaque étape) : il faut donc

les recalculer au fil des itérations.
Une fois que, dans la position courante, les arétes apparentes ont €té détermin€es, on associe a chaque
droite de rétroprojection dj, 1’aréte apparente la plus proche dy parmi les arétes apparentes du modele
(au sens de la distance euclidienne entre deux droites de 1’espace, calculée par une méthode de moindres
carrés). -

Vk=1---K, di — dg(w) = argjr_nli'gjd (my(w), dk)

Lors de cette phase d’appariement entre une droite de rétroprojection et une aréte, sont associé€s deux
points : un point Dy (w) appartenant a dy (w), et un point My (w) appartenant 2 my (w) tels que

(D (w), Mi(w)) = arg min min DM
(D.M) €di (w) x i (w)
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(c’est-a-dire que les points Dy (w) et My (w) sont les points les plus proches, pour la distance euclidienne
classique, entre les segments appariés).

On recherche alors la transformation (rigide ou élastique, selon la phase courante de 1’algorithme) a
appliquer au modele, afin de minimiser cette distance. On distingue alors les deux phases.

Phase 1 : recalage rigide On cherche la rotation Ry et la translation optimale tg a appliquer au modele
pour minimiser la distance entre les deux nuages de points (identifiés apres la procédure d’appariemment
des droites) :

K
> IDi = (RoMs + to) |
i=1

Pour identifier Ry et tg, M. Fleute a utilisé une méthode d’optimisation connue sous le nom de méthode
des quaternions [53]. Nous I’explicitons ici.

Rappelons ici que 1’on appelle quaternions ’ensemble des nombres s’écrivant a+bi+cj+dk, (a, b, c,d) €
R*, ou (1,14, j, k) vérifient

==k =ijk=—1,ij=k, ik=—j, ji=—k, jk=1, ki=j, kj=1

L’intérét de cette représentation pour le codage des transformations rigides est de méme nature que le
recours aux nombres complexes pour représenter les rotations du plan : de la méme maniere que dans
le plan, une rotation d’angle 6 peut se représenter efficacement a I’aide du nombre complexe de module
1 €, comme la transformation qui, a tout nombre complexe z = x + iy, représentant le point du
plan de coordonnées (z,y), associe son image 2z’ = 'z, les quaternions fournissent un moyen efficace
de représentation des rotations et translations de I’espace, au sens ou il existe un isomorphisme entre
I’ensemble des quaternions et R x R? : un repére de 1’espace étant fixé, le quaternion a + bi + cj + dk
peut étre associé de maniére unique au couple (a,u), ol u désigne le vecteur de R3 de coordonnées
(b, ¢, d). Pour exploiter ceci pour coder des transformations rigides, on a recours aux opérations définies
sur les quaternions. Rappelons ici que I’ensemble des quaternions forme une algébre pour les opérations
suivantes :
(a1,v1) + (az,v2) = (a1 + a2, v1 + va)

et
(a1,v1) x (az,v2) = (a1a2 — v1 - V2,a1Ve + asvi + vi A va)

Ce produit de deux quaternions, non commutatif, peut aussi s’écrire sous forme matricielle

ap —vi1 —vi2 —U3 as
v a1 —Ui3 U2 V21
@1 X g2 = (a1, v11, v12,v13) X (a2, va1, V22, v23) = = Mg (q1)q2
vig Uiz a1 —U11 V22
vz —vi2 vl ar V23
as —va1 —Ux —U3 a
U1 @y V23—V v11
= = Ma(g2)q1
vy —U23 Az U2y V12
U2 U2  —U21 G2 v13

ol on a introduit les deux matrices de taille 4 x 4, notées respectivement M (g1) (matrice a gauche,
associée au quaternion ¢;) et My(g2) (matrice a droite, associée au quaternion ¢s).

On définit le produit scalaire de deux quaternions

(a1,v1) - (ag,v2) = ajag + v1 - v
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la norme d’un quaternion

(@, v)Il = V(a,v) - (a,v)y/a? + || v]?

et le conjugué d’un quaternion

(av V) - ((1, _V)
On peut alors introduire le codage des rotations par quaternions : la rotation d’angle 6 autour de la droite
dirigée par le vecteur unitaire n est la transformation qui a tout vecteur v du plan, décomposé selon
v=(v-n)n+(v—(v-n)n)

—_— —m—m,,—

€Vect(n) € nt
associe le vecteur v’ tel que

v/ = (v-n)n+cosf(v— (v-n)n)+sinfdnA(v— (v -n)n)

(1 —cosf)(v-n)n+cosfv+sinfn Av

On peut alors vérifier que dans 1’ensemble des quaternions, cette relation s’écrit

0,v) = (cosg,sin gn) x (0,v) x (cosg, —singn) =qgx(0,v)xq

. . : - o . 0 : . o
ol on a noté ¢ le quaternion unitaire (cos 5 sin in), qui suffit donc pour représenter la rotation d’angle

0 autour de la droite dirigée par le vecteur unitaire n.
On peut alors revenir au probleme du recalage rigide : on cherche Ry et tg minimisant le critere
P
2
D " |IDs — (RoM; + to) ||
i=1

On introduit les centres de gravité des deux nuages de points :

D :P;DietM :P;Mi

La transformation rigide optimale (Ry, to) devra vérifier une premiere contrainte : les centres de gravité
doivent étre confondus aprés la transformation optimale, autrement dit (Rg, to) vérifient

D* = RogM* + tg

Introduite dans la somme a minimiser, cette condition permet de réécrire le critére a minimiser selon :

K K
ID; — (RoM; +to) || = |(D; — D*) — (Ro(M; — M*) + to) + D* — RoM* ||

K
= (D~ D*) — Ro(M; — M)
=1

Pour alléger les calculs dans la suite, on pose, pour touti = 1--- K, §; = D; — D* et u; = My — M*;
on note A et n les parametres de la rotation cherchée, et ¢ le quaternion associé. Le critére a minimiser
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s’écrit alors :

P
le5i — (Ro) |I* = ZII (0,81) = q x (0, 1) x 7> = Z 1€0,81) — g x (0, 1) x ql*[la]|?

i=1
= ZHO5 xq—qx(0,1)xqxq|* = ZHO5 X q—qx (0, )]
=1 =1
= ZHM )¢ — Ma ((0, 1)) g

avec les matrices M, ((0,03)) et Mg ((0, ;)) définies plus haut. Le calcul se poursuit ainsi :

P

D (Mg ((0,65)) g — Ma ((0, 1)) ) (Mg ((0,6)) ¢ — Ma (0, 11)) @)

=1

= Z” 01)) — Ma ((0, 1)) (Mg ((0,63)) — Ma ((0,111))) ¢

P
= g (Zt (Mg ((0,63)) — Ma ((0, 1)) (Mg ((0,61)) — Mg ((QMi)))) q="'qBq
i=1
P
ol on a noté B la matrice symétrique réelle (Z P (Mg ((0,6:)) — Ma ((0, 1)) (Mg ((0, ) — Mq ((0, ul)))) .
i=1
Le probleme initial est donc ramené a la recherche d’un quaternion unitaire ¢ qui minimise la quantité
f(q) = tqBq. Ceci est un probleme de minimisation sous la contrainte de type égalité g(q) = 0 avec
g(q) = 1—||q||*> = 1 —tqq. En appliquant la technique des multiplicateurs de Lagrange [23], on sait que
si go est solution du probléme, alors nécessairement il existe \g € R tel que (go, \g) sont solutions du
systéme
{ 1 —"q0q0 =0
Vf(q0) + AoVg(q) 0

ce qui ici apres calcul des différentielles de f et g, s’écrit

{ 1—"g0q0 =0 soit { 9040 1
2Bqgo —2Xoq0 = O Bgy = Xoqo

On en déduit que
— Mg est une valeur propre de la matrice B, donc réelle (car B est symétrique réelle), et positive (car
B est de la forme ‘M M)
— qo est un vecteur propre de norme 1 associé a Ay
De plus on a alors f(q0) = ‘qoBgo = Mo'qoqo = Ao : Ao est donc la plus petite des valeurs propres
de la matrice B, et gg un vecteur propre de norme 1 qui lui est associé. Ceci permet d’expliciter la ro-
tation optimale Ry, de laquelle on déduit la translation optimale a appliquer au modele : tg = Rom™* —d*.

Phase 2 : recalage élastique Pour un vecteur de déformation w = (w;);=1..., donné, le modele que
I’on déforme s’écrit
S(w)=5+Ew

ol F désigne la matrice (eq|ez|- - - |er,) des directions principales de déformation, de taille 3N x L, ol
N désigne le nombre de sommets du maillage, et L désigne le nombre de modes de déformation.
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La phase élastique de 1’algorithme de déformation consiste a identifier le vecteur de poids optimal w
pour minimiser la distance au faisceau de rétroprojection. L’algorithme de Levenberg-Marquardt est
alors utilisé ; nous ne le présenterons pas en détail ici, mais nous mentionnerons simplement que c’est
un couplage entre deux algorithmes de minimisation : 1’algorithme de Newton-Gauss, et 1’algorithme
de descente de gradient; le but de son utilisation ici est d’éviter au maximum [’arrét de I’algorithme de
minimisation dans un minimum local. On en trouvera une description dans [86].

Algorithme global de reconstruction : cet algorithme est une itération de phases dans lesquelles sont
réalisées une étape de recalage rigide et une étape de recalage élastique ; en pratique, a partir d’une posi-
tion initiale du modele a déformer, une premiere étape de recalage rigide est effectuée, suivie d’une étape
de recalage élastique, dans laquelle on cherche a identifier seulement le premier poids w; correspondant a
la direction principale de déformation (celle qui est associée a la plus grande valeur propre dans 1’analyse
en composantes principales). Une fois une estimation du poids optimal réalisée, on itere les deux étapes
de recalage, en ajoutant a chaque itération un nouveau poids dans la décomposition.

5.1.3 Mise en évidence de ’importance de D’initialisation du modéle

Nous abordons ici un des premiers problemes non résolus dans la mise en oeuvre qu’en avait proposée M.
Fleute : I’étape d’initialisation de 1’algorithme de recalage. Cette étape consiste a déterminer une position
a donner au modele déformable au début de 1’algorithme de reconstruction pour que la reconstruction
qui suit ne démarre pas sur des bases aberrantes, et pour limiter les risques d’arrét de 1’algorithme de
déformation dans un minimum local.

Dans les validations antérieures ([41]), cette initialisation était effectuée manuellement, 1I’opérateur pou-
vant déplacer a la souris le modele déformable au sein des faisceaux de rétroprojection via une interface
du type de celle présentée en figure (5.2). Nous souhaitions travailler sur I’automatisation, au moins par-
tielle, de cette étape.

Il est aisé de définir une position initiale grossiere :

1. en rotation : nous supposons que I’orientation globale de la vertébre du patient est connue (on sait
dans quelle position le patient est couché sur la table d’opération). Par conséquent, en rotation,
les parametres a donner au modele déformable sont a peu pres connus (axe de la vertebre connu,

., . ~ ~ ~ 7r N
position de la vertebre par rapport a cet axe connue a 5 pres).

2. en translation : nous faisons I’hypothése que le centre de gravité de la vertebre 3D se projette
au centre de gravité de chacune des projections. Nous proposons de calculer pour chaque image
fluoroscopique dans laquelle les points de contour ont été isolés le centre de gravité de chacun des
nuages de points, et de positionner alors le centre de gravité du modele a déformer a I’intersection
des deux droites de rétroprojection émergeant de des deux points.

Nous obtenons ainsi une position initiale qui aurait pu €tre une position manuelle (c’est-a-dire que 1’on
se place dans des conditions jusqu’alors acceptées). Malheureusement, ceci ne permet pas de garantir
qu’a coup siir, la reconstruction va se dérouler convenablement et converger vers la surface recherchée.
Il s’avere que I’algorithme de reconstruction est tres instable : si I’on considere deux postures initiales
définies par des parametres tres proches, I’'une peut conduire a une reconstruction convenable, et 1’ autre
non : ceci provient du fait que 1’algorithme d’optimisation peut s’arréter dans un minimum local du
critere d’optimisation.

Néanmoins, nous avons constaté expérimentalement que ce type de cas ne se produit pas trés souvent, et
I’on arrive souvent a obtenir une reconstruction correcte avec une position initiale grossierement fixée.
Il nous semble donc que I’on pourrait résoudre ce probleme en mettant en place des méthodes stochas-
tiques, de type recuit simulé : étant donnée une position initiale grossierement connue, 1’idée consisterait



5.2. Le probleme de la détection des contours dans les images radiographiques 243

a lancer en parallele un grand nombre de simulations, et a garder comme surface reconstruite la surface
vers laquelle la plupart des expériences aurait tendance a converger. Ceci pourrait constituer un prolon-
gement a notre travail.

5.2 Le probleme de la détection des contours dans les images radiogra-
phiques

L’ algorithme proposé par Markus Fleute a été validé en reconstruisant des surfaces de vertebres n’ayant
pas servi a batir le modele statistique et conduit a des erreurs de recalage d’ordre millimétrique. Néanmoins,
pour ces tests, les contours des projections radiographiques avaient été calculés a partir des surfaces de
vertebres parfaitement connues, et 1’étape de segmentation n’était donc pas prise en compte (ou suppo-
sait que la détection des contours dans les images fluoroscopiques serait effectuée manuellement, ce qui
n’est pas envisageable en routine clinique : la détection de contours est une tache fastidieuse, qu’il parait
difficile de faire exécuter par un chirurgien au début de chaque intervention). L'un de nos objectifs de
these était de proposer une automatisation, au moins partielle, de cette étape.

5.2.1 Difficultés inhérentes aux radiographies de vertebres et définition d’un cahier des
charges de la méthode de segmentation a développer

Détecter des bords dans une radiographie est une tiche compliquée, car comme on I’a expliqué dans le
chapitre d’introduction, une radiographie est I’'image d’une superposition de structures (c’est sa différence
avec une image en coupe, dans laquelle détecter des bords est un probléme en général beaucoup plus
simple) : si certains bords apparaissent facilement, d’autres sont cachés par d’autres structures super-
posées plus absorbantes (on parle de phénomene d’occlusion ; de plus il existe un certain nombre de
zones (par exemple dans la région de 1’épineuse) ou la vertebre et les structures environnantes se fondent
dans les mémes niveaux de gris.

Chercher a détecter automatiquement tous les contours d’une vertebre sur une image fluoroscopique nous
parait ainsi illusoire, et il semble difficile de se passer de I’interaction d’un expert pour guider la sélection
des contours pertinents.

Dans ces conditions, nous avons donc cherché a énoncer - a défaut de conditions suffisantes - des condi-
tions nécessaires a vérifier pendant I’étape de détection de contours pour éviter de compromettre le bon
déroulement de I’algorithme de reconstruction qui suit. Il est ainsi apparu que la méthode a proposer doit
vérifier les points suivants :

1. elle doit se préter a une interaction avec un expert, permettant que son intervention, indispensable,
puisse étre effectuée rapidement et confortablement par ce dernier : par exemple, nous avons jugé
souhaitable que le détecteur de contours ne délivre pas des points de contour isolés, mais des
segments, rapidement sélectionnables par I’expert si celui-ci les juge pertinents.

2. elle ne peut pas se limiter a la détection des seuls contours clairement identifiables : dans I’expérience
montrée en figure 5.3, on a comparé les reconstructions obtenues avec deux types de contours sur
la vue latérale (toutes choses égales par ailleurs) : I’'un complet, et I’autre ou seules les projections
du corps vertébral et des pédicules ont été conservées. Dans le deuxiéme cas, la reconstruction
est catastrophique : se contenter de ces informations dans la segmentation d’une vue latérale est
insuffisant, et il faut donc détecter des bords dans d’autres régions. D’autre part, nous en tirons un
autre enseignement : mé€me si toutes les informations accessibles en projection sur une structure
donnée sont mises en évidence dans la détection des contours relatifs a cette zone en projection



244 Chapitre 5. Méthode géométrique

(comme c’est le cas ici pour le corps vertébral et les pédicules), rien n’assure que ces régions-
la seront correctement reconstruites. La reconstruction n’est pas une opération locale, mais au
contraire fortement dépendante de données globales (ce qui est conforme au mode de description
du modele statistique : les déformations appliquées au modele moyen sont, au moins pour les pre-
miers modes, des déformations globales, et on ne peut déformer le modele en un sommet sans que
les autres sommets “ne suivent”).

3. nous avons également constaté qu’en utilisant deux familles de points de contour contenant le
méme nombre de points de contour exacts, mais avec dans la deuxieme 5% de points de contours
supplémentaires erronés, on pouvait observer une reconstruction de qualité bien inférieure. Il nous
semble donc que I’expert, lors de la phase de sélections de segments, ne doit conserver que les
segments dont il est certain.

F1G. 5.3 — Expérience de reconstruction a partir d’images fluoroscopiques dans lesquelles les points de
contour ont été détectés manuellement ; sur la premiere ligne, des contours considérés comme complets
sont utilisés, alors que sur la deuxiéme, on a supprimé les points correspondant aux processus arrieres de
la vertebre ; dans le premier cas, la reconstruction est correcte, alors que dans la deuxieme, la reconstruc-
tion est catastrophique, méme dans la région du corps vertébral pour laquelle tous les points de contour
étaient présents.

5.2.2 Contours : premieres définitions et méthodes de détection simples associées

Nous avons tout d’abord effectué un travail préliminaire qui a consisté a évaluer les résultats fournis
par différentes méthodes « classiques » de détection de contours dites de bas niveau (c’est-a-dire sans
introduction d’information a priori sur les structures que 1’on cherche a isoler), sur des images obtenues
avec un amplificateur de brillance. Nous nous référons ici a deux ouvrages [62, 24].

Outils de détection de contour : Nous nous intéressons ici a des images en niveaux de gris. L’intensité
d’une image peut étre vue soit comme une fonction définie sur un compact de D de R?, [—1,1] x [~1, 1]
pour fixer les idées, soit comme une fonction définie sur un sous-ensemble discret D de R? (grille
réguliere).

Dans le cas continu, lorsque I est une fonction différentiable, le gradient de I’intensité I est le vecteur
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défini par

Y(z,y) € D, VI(z,y) = <3I(%y) 3I(x,y)>

or Oy

auquel on associe, avec I’interprétation classique des éléments de R? vus comme des éléments de C, un

module
V(z,y) € D, |VI(z,y)| = \/<8I(aa;,y)>2 - <M(0$y,y)>2

et un argument (la direction du gradient)

V(z,y) € D, ¢(z,y) = arg (VI(z,y)) = arg ((81;;@) i <8Igcyy)>>

Une premiere définition classique consiste alors a énoncer que les points de contour sont les points de
maxima locaux de la norme du gradient dans la direction du gradient.
Pour une intensité I, on a également recours a son Laplacien défini par

%1 (x,y) N %1 (x,y)

V(z,y) € D, Al(z,y) = —5 92

Une deuxieme définition consiste a compléter la définition précédente par le critére suivant : les points
de contour sont les points de passage par zéro du Laplacien de ’intensité. Ceci permet d’améliorer la
robustesse du détecteur de contours quand une image est bruitée.

Rappelons comment ces définitions peuvent étre adaptées a une image discrete [ : le gradient de I’inten-
sité I est approché par filtrage de 1’image initial par des opérateurs locaux :

Y(k,1) € D, VI(k,1) ~ (Gy* +I(k,1), Gy * +I(k,1))

ou *x désigne la convolution selon les lignes puis selon les colonnes de deux images discretes, et ou les
filtres que 1’on a introduits sont des filtres dérivateurs dans chacune des directions principales de I’'image
(a savoir verticale et horizontale) :

-1 0 1 1 1 1
Gyo=1| -1 0 1 et G, = 0 0 O
-1 0 1 -1 -1 -1

] , [0 1 0
V(k,l) € D, AI(k,l) ~ L*xI(k,l)avecL==-| 1 —4 1
3 0 1 0

Méthodes simples de détection de contours Il existe deux grandes approches pour la détection de
bords dans les images. Une approche dite approche contours, et une approche régions (dans ce cas on
parle plutdt de segmentation).

Nous avons tout d’abord testé différentes méthodes correspondant a la premiere approche ; en effet la
deuxieme approche consiste a mettre en évidence les « homogénéités » dans une image, c’est-a-dire les
zones de pixels connexes ayant des propriétés similaires pour un critere de regroupement donné. Dans
le probleme des images fluoroscopiques de vertebres, ces méthodes ne semblent pas exploitables : les
vertebres sont en effet des structures tres inhomogenes, et, si I’on se place par exemple au voisinage de
la frontiere d’une vertebre, il est difficile de classifier les pixels environnants en pixels intérieurs a la
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vertebre et extérieurs a la vertebre.

Nous nous sommes donc concentrés sur la premicre approche, en utilisant des méthodes basées sur les
définitions d’un point de contour énoncées plus haut : elles utilisent les opérateurs locaux d’approxima-
tion du gradient ou du Laplacien que I’on a présentés, couplés a des opérateurs de lissage, qui permettent
de réduire I’amplification du bruit éventuel, inhérente a I’application d’un opérateur différentiel ; elles
fournissent, apres seuillage des points critiques obtenus, des images binaires ol sont repérés les points
potentiels de singularité. Des méthodes connues de ce type-la sont notamment les méthodes dites de
Sobel, Prewitt, Roberts, et convolution par le Laplacien d’une Gaussienne [62, 24]. Par exemple, dans la
méthode de Sobel, on utilise un filtre directement construit a partir des filtres G, et G, présentés plus
haut, a chacun desquels on a ajouté dans la direction orthogonale a la direction de dérivation un opérateur
de type intégrateur pour réduire les effets du bruit (autrement dit on applique un 1éger filtrage passe-bas
dans une direction, et un filtrage passe-haut dans 1’autre) :

1 -1 0 1 1 1 2 1
GU liss = 6 -2 0 2 et Gh liss = 6 0 0 0
-1 0 1 -1 -2 -1

Nous avons également fait des tests avec le filtre dit de Canny-Deriche. Ce filtre est également une
approximation du vecteur gradient, mais on applique au préalable a I’'image un opérateur de lissage,

qui est un filtre gaussien, approximation discréte de la gaussienne continue (z,y) — —e~ 2 ; pour
27

résumer, le choix de la gaussienne permet d’assurer un compromis optimal entre la robustesse face au
bruit, la bonne localisation des contours et la non-détection de faux points de contour. En jouant sur la
valeur du parameétre o, on peut faire varier “I’épaisseur” des contours détectés (plus la valeur de ¢ > 0
est faible, plus les transitions rapides de 1’intensité lumineuses sont mises en évidence (par rapport aux
transitions lentes)).

En pratique, I’application classique du filtre de Canny consiste en les étapes suivantes [24] :
1. on applique un filtre gaussien a I’image pour la lisser ;

2. on applique chacun des deux filtres de Sobel a I’image : on obtient alors une carte de chacune
des composantes du vecteur gradient ; nous les noterons ((Vf)1(k, 1))y, et (Vf)2(k, 1)) 4 1y,
ou, en tout point de coordonnées (k,!), le gradient de I'image f a pour coordonnées V[ =

(V)i(k, 1), (V )2k, 1))

3. apartir de ces deux cartes, on peut calculer deux nouvelles cartes : une carte du module du gradient,
et une carte de son orientation :

g ((V)a2(k, 1) si (VI)i(k, 1) =

arctan(g ;E )) sinon

Mf(k7 l) = \/(vf)l(kv l)2 + (Vf)Q(k7l)2 et Af(kv l) = {

4. on ne conserve que les points de maxima locaux du module du gradient dans la direction du
gradient (on pourra se reporter par exemple a [65] pour la mise en pratique de la recherche des
maxima locaux dans la direction du gradient).

5. on applique un seuillage par hystérésis aux maxima locaux conservés : ceci consiste a fixer deux
seuils, un seuil haut, et un seuil bas. Si le module du maximum local est supérieur au seuil haut,
le point associé est déclaré point de contour ; si le module du maximum local est inférieur au seuil
bas, le point associé est éliminé ; si le module du maximum local est compris entre les deux seuils,
le point associé est déclaré point de contour si et seulement si il est immédiatement voisin d’un
point déja reconnu comme point de contour.
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Nous présentons en figure (5.4) les résultats obtenus sur une image acquise par un amplificateur de
brillance, avec deux détecteurs : le détecteur de Sobel, et le détecteur de Canny-Deriche. Pour le filtre de
Sobel (sur la deuxieme ligne, avec une valeur du seuil décroissante de gauche a droite), on voit qu’il est
difficile de trouver une valeur du seuil pour laquelle on obtienne des informations sur la face arri¢re de
la vertebre, sans qu’il n’y ait par ailleurs trop de points de contours parasites. Pour le filtre de Canny, il y
a deux parametres a ajuster : les seuils, et la valeur de 0. La derniere ligne présente des résultats obtenus
a o fixé, en faisant varier la valeur du seuil haut ; par rapport au filtre de Sobel, on constate que les points
sont mieux reliés, donc a priori plus facilement exploitables par un expert. Cependant, en 1’état, isoler
suffisamment de segments pertinents reste délicat. L’idée que nous proposons d’utiliser peut étre illustrée
par la troisieéme ligne : toujours pour le filtre de Canny, nous avons présenté les résultats obtenus pour
des valeurs de seuils fixés, et une valeur de o décroissante ; on constate alors que les points que 1’on
souhaiterait voir détectés sont des points déja présents dans deux images de gauche, ou des points au
voisinage de ces points-l1a. Ceci constitue, schématiquement, 1’idée du détecteur multiéchelles dont nous
avons voulu évaluer la pertinence ici, et que nous présentons dans la suite.

F1G. 5.4 — L’image fluoroscopique ; 2eme ligne : résultats de détection de contours avec le filtre de Sobel ;
sur la 3eme ligne : résultats de détection de contours avec le filtre de Canny, pour trois valeurs de seuil ;
sur la 4eme ligne, o est fixé, on fait varier la valeur des seuils. On a utilisé€ la fonction edge de Mat 1ab.

Si on se place dans I’interprétation continue, dans le détecteur de Canny, chacune des deux composantes
peut étre vue comme le résultat d’une transformée en ondelettes continue, a une échelle fixée ; en effet,
on peut écrire :

VI*+xG, =1%+xVG, = <I * 0G, 8G0>

——, I
Oz oy
On dit que I * *VG, est une transformée en ondelettes vectorielle, par rapport au couple d’onde-

lettes <¢§ = 85;0,7/1? = OaC;U

). On peut voir un détecteur de contours multi-échelles comme une



248 Chapitre 5. Méthode géométrique

généralisation du détecteur de Canny que nous venons de présenter, au sens ou celui-ci peut alors &tre
interprété comme un détecteur de contours mono-échelle.

Dans le cadre d’un projet financé par la région Rhone-Alpes, le projet ADéMo, (Acquisition et Détection
guidées par le Modele), nous avons travaillé avec deux équipes qui mettaient en oeuvre de maniere
indépendante un détecteur de contours multiéchelles : avec Olivier Le Cadet, du laboratoire LJK a Gre-
noble d’une part [9], et avec Cécile Barat et Christophe Ducottet du laboratoire LTSI de Saint-Etienne
d’autre part [5]. Nous allons présenter bricvement dans la suite les travaux effectués par Olivier Le Cadet.
Les travaux développés au LTSI sont similaires (la différence essentielle résidant dans la caractérisation
des contours par leur régularité lipschitzienne : dans les travaux de C. Barat, le parametre de régularité
prend des valeurs discrétes). Pour plus de détails, on pourra se reporter a [4, 65].

5.2.3 Détecteur de contours multi-échelles

Principe [69, 70, 65] Les points de contours détectés par un détecteur multi-échelles sont choisis parmi
les maxima locaux du gradient de I’intensité de I’image le long des lignes de courant associées au champ
de vecteurs du gradient. Cette définition est ensuite améliorée en mettant en place un détecteur multi-
échelles, construit a 1’aide de la transformée en ondelettes de 1’intensité, avec une ondelette d’analyse
construite comme le gradient d’un noyau régularisant : en effet, avec un tel choix, la transformée en
ondelettes vectorielle est a chaque échelle proportionnelle au gradient de I’intensité lissée. Dans cette
approche, si on localise un maximum local aux échelles fines, et s’il appartient a une chaine de maxima
locaux suffisamment longue a travers les échelles, alors on décide que c’est un point de contour signifi-
catif. De plus, ce cadre permet également d’estimer la régularité Lipschitzienne en les points de contour
détectés, c’est-a-dire la régularité locale du bord au voisinge du point dans la direction orthogonale au
contour, fournissant ainsi un critére de classification (par exemple, des points de contour effectifs de la
vertebre peuvent ainsi étre distingués de faux maxima mis en évidence par le détecteur).

Transformée en ondelettes dyadique d’une image On considére deux ondelettes bidimensionnelles
11 et 1o. La transformée en ondelettes vectorielle de la fonction f a deux composantes, définies par

Wlf(x,y) = fx* wl(x,y) and W2f(:l:,y) = f* ¢2(az,y) ) 5.2)

Si I’on discrétise les parametres d’échelle, la transformée en ondelettes dyadique de la fonction f est
I’ensemble

Wf = (W;;f(l‘,y), W227f(x7y))jez

avec pour tout j

Un détecteur multi-échelles peut étre obtenu a partir de la transformée en ondelettes dyadique si I’on
choisit

_ 00%(z,y)
- O

002 (x,y
Uy (2,) and 93, (2,y) = gy) (54)
ot O' et % sont des noyaux régularisants (c’est-a-dire des fonctions dont I’intégrale est égale a 1 et qui

tend vers zéro i I’infini). Si #' = 62 la transformée en ondelettes A I’échelle 27 peut étre écrite :

(Wr=21v(r+6}))

JEZ
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Ainsi , la transformée en ondelettes vectorielle est proportionnelle au gradient de 1’intensité lissée f * Q%J-.
A chaque échelle 2/, les points de brusque changement de f G%j sont les points (x, y) ol le module

Mﬁﬂww)zHWf@wW=:¢W$f@wN”+W@Zﬂ%wP (5.5)
présente un maximum local dans la direction du gradient, direction donnée par 1’argument

Ayi f(z,y) = arg (W, f(z,y) + W5, f(2,y)) . (5.6)

En pratique, les ondelettes choisies sont telles que

() = P(@)0(2)0(y) et ¥ (z,y) = 0(x)0(y)(y) (5.7)

ou 6 est une fonction chapeau 1D (6(z) = 1 — |z si |z| < 1 et O sinon), et o ¢ est une ondelette spline
de degré 1 [65].

Dans la transformée en ondelettes discréte rapide, I’image f est discrétisée en une matrice de taille
27 x 27, et la transformée en ondelettes dyadique est calculée aux échelles 27, j = 1,2,---.J, parj — 1
convolutions discrétes successives de f avec un filtre passe-bas h, suivies par une convolution avec un
filtre passe-haut g, ou g, :

W;jf(w,y):f*h*---*h*gx and ngf(x,y):f*h*---*h*gy (5.8)

Le filtre passe-bas h, associé a la fonction 6(x)0(y) dans (5.7), et les deux filtres passe-haut g, and g,,
qui sont des filtres dérivateurs dans chacune des directions z et y, correspondant a une ondelette spline
1 de degré 1, sont donnés par :

0
1 1
~[0,1,-1 == 1
2 [07 9 } ) gy 2 _1

L1 2
=l 242 o=
121

Identification de portions de contours dans les images Nous présentons ici la méthode développée
par Olivier Le Cadet [65]. Pour identifier les contours d’une vertébre dans une image, on recherche
les courbes le long desquelles I’intensité est singuliere dans une direction (donnée par la direction du
gradient), et est a variation lente dans la direction orthogonale. Pour identifier les courbes de contour,
I’algorithme se déroule en cinq étapes :

1. on calcule d’abord la transformée en ondelettes dyadique 2D de I’intensité (T/V21J flx,y), W22j f(@,9)jeqiays

2. achaque échelle 27 on calcule les maxima locaux M; f(x,y) dans la direction du gradient Ao f(x,y)
(cf. 5.5),(5.6));

3. on chaine ensuite les maxima locaux de la transformée en ondelettes a travers les échelles [69].
Ceci définit des lignes de maxima a travers les échelles. Un point de contour significatif est alors
défini comme un point appartenant une chaine suffisamment longue ;

4. de plus, le long des lignes de maxima, on peut calculer la régularité lipschitzienne des points de
contour détectés [69]. On peut les classer par rapport a leurs exposants de régularité ; certains des
points de contour n’appartenant pas a la vertebre ont une régularité suffisamment différente de
celle des points appartenant a la vertebre, et sont donc éliminés.

5. la derniere étape consiste a rassembler les points de contour en segments de courbe, a partir de la
connaissance de la direction du gradient (5.6) : I’expert peut alors décider de garder les points ou
non.
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La figure (5.5) présente les points de contour calculés sur une image classique, puis sur une radio de
vertebre seche (c’est-a-dire sans environnement), acquise avec le détecteur de radiologie numérique uti-
lisé dans le projet MI3 (cf. chapitre d’introduction). Les couleurs traduisent la régularité lipschitzienne
des points de contours (le bruit, en bleu, a une régularité lipschitzienne faible, a la différence des bords de
la vertebre, correspondant aux discontinuités de I’intensité, qui ont une régularité lipschitzienne proche
de 0 (en rouge)).

FI1G. 5.5 — Détection de bords et régularité lipschitzienne sur une image classique (Mandrill), puis sur
une vertebre seche (algorithme d’O. Le Cadet [65]).

Couplage entre la méthode de détection de contours avec la méthode de reconstruction Nous
avons finalement mis en place une étape de détection de contours en deux phases :

— une premiere étape de détection de contours non supervisée, ou un certain nombre de segments
possibles sont détectés automatiquement : en sortie, on obtient une image ou des points de fort
gradient sont détectés puis assemblés en segments. A ce stade, des contours non pertinents sont
ainsi mis en évidence, et au contraire, d’autres points de contour n’ont pas été détectés.

— une seconde ot le résultat de la détection de contours est proposé au chirurgien, qui, par quelques
rapides clics de souris, sélectionne parmi les segments mis en évidence, ceux qui lui semblent per-
tinents, et sur lesquels se basera ensuite I’algorithme de reconstruction (I’assemblage en segments
de la premiere étape joue ici un réle crucial).

Nous présenterons dans la suite les résultats du couplage de cet algorithme de détection de contours avec
la méthode de reconstruction. Nous avons également effectué des tests avec un autre type de détecteur
de contours, basés sur des contours actifs. Nous le présentons rapidement dans ce qui suit.

5.2.4 Détection de contours par une méthode de contours actifs modifiée : méthode GVF

Principe Cette méthode, dite méthode GVF pour Gradient Vector Flow est une méthode de contours
actifs développée récemment par Xu et al. [87]. Elle differe des méthodes de détection de contours tradi-
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tionnelles [56, 25] par la prise en compte d’une force externe appliqué au contour actif : dans la méthode
GVFE, le bassin d’attraction d’un contour n’est pas concentré autour d’un voisinage du contour, mais
étendu a toute I'image. Ceci rend en particulier la méthode moins sensible au choix du contour initial, et
permet de détecter des contours qui ne sont pas réduits a une seule composante connexe.

L application de cette méthode a la détection de contours dans des images de vertebres a fait I’objet d’un
stage d’été effectué par des étudiants de I'ENSIMAG, Jean-Marie Nguyen-Xuan-Dang et Sylvain Valla-
ghe, a I’été€ 2004, sous la direction de Valérie Perrier.

Un contour actif (ou snake en anglais) est une courbe paramétrée du plan v = (z,y) = (2(s),y(5))se[o,1]-
On associe une énergie a ce contour, et on déforme ce contour de telle sorte afin de rendre minimale son
énergie, 1’idée étant qu’un minimum de 1’énergie correspond a une position du contour coincidant avec
un contour “caché” de I'image.
L’évolution de la forme du contour est régie par 1I’évolution d’une énergie £ associée au contour, décomposée
en deux termes :

— un terme qui modélise une énergie interne de déformation, présent dans la méthode initiale et

conservé dans la méthode GVF, et qui prend la forme suivante :

2
ds

2
+ W2(S)

2

1
Sint(v):/o wi(s) 52

wy et wo sont deux fonctions poids permettent de controler les propriétés “mécaniques” de la

courbe :

— wq est une fonction positive, qui contrdle la tension de la courbe : si on augmente son amplitude
on élimine d’éventuelles boucles en réduisant la longueur du contour.

— ws est une fonction positive, qui contrdle la rigidité : si on augmente wo, on rend la courbe plus
réguliere. En mettant sa valeur a zéro, on autorise des points de discontinuité.

ov

Js

— un terme qui modélise une énergie externe de déformation

1
Eext (V) :/0 P(v(s)ds

P est un potentiel associé a ’'image, en pratique quand on construit P, on fait en sorte qu’un
fort potentiel soit affecté aux points de contour dans I’image. Dans la méthode traditionnelle, le
potentiel est sous la forme £ = —V I ; dans la méthode GVF, le potentiel est remplacé par une
autre énergie, équivalente a 1’énergie originelle au voisinage des contours, mais diffusée dans les
zones homogenes qui sont en périphérie : ceci permet d’avoir moins de contraintes sur le contour
initial, et permet de détecter des concavités, comme on peut le constater dans la figure (5.6), tirée
de [87].

Le potentiel utilisé dans [87] est le suivant :

P =—c|V[G, +I]|

ou G est un filtre gaussien, et ¢ en contrdle 1’étendue : ¢’est o qui permet de définir 1’étendue du
bassin d’attraction d’un extremum local de |V I|.
La détection de contours repose sur la minimisation de I’énergie totale ; ceci se traduit avec 1’équation
d’Euler-Lagrange, qui prend la forme suivante :

0 ov 0? v

a laquelle on ajoute des conditions initiales.
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FI1G. 5.6 — Exemple tiré de [87] : comparaison du comportement entre les contours actifs et la méthode
GVE

Nous présentons en figure (5.7) les résultats obtenus sur des images de vertebre séche acquises avec par
un détecteur de radiologie numérique, avec le détecteur de contours implémenté par J.-M. Nguyen-Xuan-
Dang et S. Vallaghe.

F1G. 5.7 — Méthode GVF appliquée a des images fluoroscopiques de vertebres seches.

Couplage avec la méthode de reconstruction Nous avons mis en place des tests du couplage de ce
deuxieme type de détecteurs de contours avec la méthode de reconstruction, afin de pouvoir comparer
avec les résultats de I’interaction avec un détecteur multi-échelles. Nous en présentons les résultats dans
la suite. Comme pour I’ utilisation du détecteur de contours multi-échelles, nous sollicitons également un
expert ici, mais cette fois-ci avant I’application du détecteur de contours : il lui revient de dessiner un
contour initial, par exemple une ligne polygonale, qui suit grossierement le contour de la vertebre.

5.3 Tests de reconstruction prenant en compte I’étape de détection de
contours

Nous présentons dans cette partie ce qui a constitué 1’essentiel de notre travail dans ce qui est présenté
dans ce chapitre : la mise en place de tests de reconstruction, prenant en compte 1’étape d’initialisation
évoquée plus haut et le couplage avec les différents détecteurs de contours que nous avions a notre
disposition (nous avons a cette fin repris le code développé par M. Fleute pendant sa theése pour le
compléter).

Le but des deux tests que nous allons présenter était d’évaluer I’erreur finale de reconstruction alors
obtenue (ce qui n’était pas le cas dans les travaux initiaux de M. Fleute, ol, comme on I’a dit, les
contours étaient simulés, ce qui équivalait a une détection de contours manuelle, supposée “parfaite”).
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5.3.1 Validation de I’intégration de ’application dans la plateforme Surgetics sur une
vertebre seche

Nous avons défini une premiere série de tests [5]. Ses conditions étaient les suivantes :

— nous avons travaillé sur une verteébre seche (ie une vertebre sans environnement extérieur) ;

— nous avons utilisé deux images fluoroscopiques acquises avec le prototype de C-ARM utilisé dans
le cadre du projet MI3 (et donc avec le détecteur de radiologie numérique inséré dans ce disposi-
tif) ;

— nous avons utilisé I’algorithme de détection de contours multiéchelles développé par C. Barat et
C. Ducottet [5], qui avait été intégré par I’entreprise Praxim pour ces tests dans sa plateforme de
navigation Surgetics (une interface avait en particulier été développée pour permettre a I’utilisateur
de choisir certains segments apres la détection automatique, et éventuellement d’en dessiner des
supplémentaires a la console)

Le but consistait alors a vérifier que dans ce cas simple (les radiographies de vertebre seche, pour les-
quelles il n’y pas de structure annexe en superposition donc aucun probléme d’occlusion, sont supposées
étre simples a traiter) que le couplage détection de contours /reconstruction/navigation était viable. A
cette fin, des tubes en aluminium avaient été insérés dans la vertebre seche a I’intérieur des pédicules.
Une fois les images fluoroscopiques calibrées, puis pré-traitées par 1’algorithme de détection de contours,
nous avons sélectionné certains segments, puis appliqué I’algorithme de détection de contours. Une fois
la reconstruction accomplie, une image virtuelle de la surface de verteébre ainsi reconstruite était dispo-
nible sur I’écran de la station de navigation.

L’expérience consistait alors a essayer d’insérer un outil a I’intérieur des tubes en aluminium en se lais-
sant guider par les images affichées sur la console, ou I’outil (suivi et localisé dans le champ opératoire)
est a chaque instant placé en surimpression. Une image de I’interface disponible est présentée en figure
(5.8) : il s’agissait donc de vérifier que lorsque sur I’'image de la console, 1’outil (virtuel) était représenté
dans les pédicules de la vertebre (virtuelle), I’outil (réel) était effectivement dans les tubes (réels) de la
vertebre (réelle). Ce fut le cas avec une erreur de positionnement estimée a environ 2mm entre 1’axe de
I’outil et celui des tubes, ce qui en pratique est considéré comme suffisant pour du guidage en orthopédie.
Ces tests ont donc été jugés satisfaisants.

FIG. 5.8 — L’interface de navigation offerte au chirurgien avec la plateforme Surgetics
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5.3.2 Estimation de I’erreur de reconstruction sur un fantéme de verteébre plongée dans
un environnement

Nous avons ensuite effectué une deuxieéme série de tests [9], dont I’idée était d’obtenir une mesure de
Ierreur prenant mieux en compte les difficultés de 1’étape de détection de contours que dans le cas simple
de la vertebre seche, c’est-a-dire approchant mieux les conditions réelles. Nous voulions donc travailler
avec des images plus réalistes, prenant en compte en particulier les occlusions ; cependant, comme nous
voulions quantifier I’erreur de reconstruction, nous souhaitions travailler également avec une surface de
vertebre parfaitement connue : nous avons donc construit un fantdme adapté.

Pour cela, nous sommes partis d’un maillage de surface de vertebre, issue de la segmentation manuelle
d’un scanner de vertebre réelle. Ensuite,

1. nous en avons calculé les sections par des plans paralleles (obtenant une pile de contours), four-
nissant une pile d’images binaires représentant des silhouettes de vertebres en coupe ;

2. nous avons créé une nouvelle pile d’images, en remplissant I’intérieur des silhouettes par une den-
sité¢ uniforme, modélisant celle de I’o0s ; nous avons ainsi obtenu un volume de données modélisant
les coupes d’une vertebre séche (voir en premiere ligne de la figure (5.9)).

3. dans un second temps, nous avons “plongé” chacune des coupes dans un examen scanner réel,
c’est-a-dire que dans un examen scanner réel de vertebre, nous avons remplacé coupe par coupe
une des vertebres qui y était présente par la coupe de la vertebre virtuelle (quelques coupes sont
présentées en deuxieme ligne de la figure (5.9), avec un zoom sur I’une des coupes.).

Nous avons ainsi obtenu deux cubes de données : I’un simulant un examen scanner de vertébre seche,
I’ autre simulant un examen scanner d’une vertebre in vivo (la vertebre est entourée par des structures, en
particulier les vertebres immédiatement supérieure et inférieure.)

Une fois ces coupes scanners virtuelles obtenues, nous avons simulé une radiographie latérale et une ra-
diographie frontale en géométrie parallele, en appliquant une exponentielle a I’opposé de la somme des
intensités dans le cube de données selon les deux types de direction, dans les deux contextes (vertebre
seche, puis avec environnement). Les images obtenues sont présentées en figure (5.10).

Nous étions alors dans les conditions permettant d’appliquer la méthode de reconstruction : nous avons
ainsi mis en oeuvre 1’algorithme de détection de contours d’O. Le Cadet sur les radiographies simulées (et
isolé des contours pertinents). Enfin, nous avons effectué une reconstruction de la surface de la vertebre,
obtenant ainsi un maillage que nous avons pu comparer au maillage initial. Précisons le bilan des deux
étapes.

Etape de détection de contours Pour I’étape de détection de contours, nous avons appliqué indépendamment
les deux détecteurs de contours (multiéchelles et GVF) sur les deux types de radiographies simulées
(c’est-a-dire sans ou avec environnement).

Pour le cas du détecteur multi-échelles, nous avons effectué seulement la phase d’interaction avec un
expert dans le cas de la vertebre avec environnement, partant du principe que dans le cas de la vertebre
seche, seuls des contours appartenant a la vertebre avaient pu apparaitre. Nous pouvons alors faire les
commentaires qualitatifs suivants :

1. la méthode avec 1’algorithme GVF conduit aux résultats qui ont été présentés en figure (5.7) : elle
met en évidence de maniere nette les contours extérieurs. Cependant, I’information sur les contours
intérieurs est perdue, alors qu’elle peut €tre au moins en partie retrouvée en utilisant la méthode
avec le détecteur multiéchelles ;
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F1G. 5.9 — Coupes d’une vertebre simulées a partir d’'un maillage de vertebre (en haut), puis plongée
dans un scanner réel de vertebre. En bas, zoom sur I’une des coupes.

-

FIG. 5.10 — Radiographies simulées d’une vertebre séche, puis plongée dans un environnement.
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2. la phase non automatisée de sélection de contours, qui suit I’application du détecteur quand on
utilise la méthode par ondelettes et conduit aux images présentées en figure (5.11), est plus contrai-
gnante pour I’expert que le seul tracé d’un contour initial requis par la méthode GVF; en particu-
lier, cette étape de sélection nécessite une connaissance précise de 1I’anatomie de la vertebre.

En résumé, la méthode GVF est plus simple a mettre en oeuvre, moins tributaire d’une expertise extérieure ;
elle est bien adaptée a la détection des contours extérieurs, méme lorsque le contour n’est pas convexe,
mais elle se préte en revanche mal a la détection des contours intérieurs.

FIG. 5.11 — Résultats de la détection de contours avec I’algorithme de détection de contours multiéchelles
sur les images radiographiques simulées : de haut en bas : les radiographies simulées sans environ-
nement ; les radiographies simulées avec environnement ; les contours complets calculés en projetant
le maillage initial ; les contours obtenus par 1’algorithme de détection de contours dans le cas de la
vertebre sans environnement, puis avec environnement, puis, pour ce dernier cas, les contours gardés
apres sélection manuelle.

Etape de reconstruction Nous avons appliqué I’algorithme de reconstruction sur chacun des jeux de
points de contour obtenus a I’issue de 1’étape précédente.
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Nous avons alors défini deux types de criteres pour évaluer la qualité de la reconstruction. Le premier
consiste a calculer deux distances, respectivement mesurées entre :

1. la surface reconstruite et les faisceaux de rétroprojection (c’est-a-dire 1’erreur que 1’on utilise
comme critére de minimisation dans I’algorithme de déformation), notée erreur 3D/2D dans la
figure (5.12);

2. la surface reconstruite et la surface de référence (erreur 3D/3D en figure (5.12)).

Pour chaque erreur, une erreur absolue (en mm), et une erreur relative (par rapport a la plus grande di-
mension de la vertebre de référence) sont données. Ces valeurs traduisent une erreur globale.

Le deuxieme critere est local, et consiste a calculer les coupes frontales et transversales de la surface
reconstruite, pour pouvoir les comparer localement, en I’occurence au niveau des pédicules, c’est-a-dire
dans la région qui nous intéresse. Des exemples de coupes sont proposées en figure (5.12).

Complete 3D/2D
contours 0.86mm

(1,7%)

3D/3D
1.15mm

(2,3%)

Phantom 3D/2D
of dry 2.04mm

vertebra (4%)

< 3D/3D

GVF 4.07mm
(8%)

Phantom 3D/2D
of dry 1,59mm

vertebra (3,1%)

Wavelets 3D/3D
2.07mm

(4,1%)

Phantom 3D/2D
of real 1.87mm

vertebra (3,7%)

- 3D/3D
GVF 2.15mm

(4,2%)

Phantom 3D/2D
of real 1,42mm

vertebra (2,8%)

Wavelets 3D/3D
1.69mm

(3,3%)

F1G. 5.12 — Comparaison de la qualité des reconstructions obtenues avec plusieurs détecteurs de
contours. Pour les sections, on peut comparer la trace des sections de la vertebre de référence (en gris)
avec celles de la vertebre reconstruite (en blanc).

Ces différents tests nous ont conduits aux observations suivantes :

1. les erreurs obtenues dans le cas de données completes (c’est-a-dire sans la phase de segmentation)
permettent d’estimer les limites de la méthode de reconstruction : on ne peut pas espérer faire
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mieux.

2. la perte des contours intérieurs (GVF) perturbe de maniére trés significative la reconstruction qui
suit.

3. la présence de faux-points de contours peut aussi entrainer une reconstruction de mauvaise qualité
(un mauvais contour sur la vue latérale dans le cas de la vertebre seche conduit a des résultats
de reconstruction pires que dans le cas ol I’environnement est présent en utilisant la méthode de
détection par ondelettes), confirmant ainsi I’importance de la phase de sélection des contours par
I’expert.

4. la méthode de reconstruction par ondelettes permet d’obtenir une reconstruction de qualité satis-
faisante dans le cas du fantdme avec environnement : I’erreur dans la région des pédicules est en
effet inférieure a 4 pixels, soit 2mm.

Conclusion A I'issue de ces expériences, il nous semble qu’il est difficile de se reposer uniquement sur
un détecteur de contours par contours actifs pour détecter les bords dans une radiographie de vertebre,
dans la mesure ol ce type de détecteur ne se préte guere a la détection des contours internes, qui sont
cependant essentiels a la poursuite de 1’algorithme de reconstruction. Dans le méme temps, 1’utilisation
d’un détecteur de contours multi€chelles utilisant des ondelettes, fournit des résultats satisfaisants dans
le cas de données de synthese proches de la réalité, et parait donc prometteur pour 1’application visée,
mais sa bonne marche dépend fortement d’une interaction avec un expert.

Il nous semble donc que I’on pourrait combiner les atouts des deux détecteurs, pour :
— utiliser comme carte des contours une combinaison des résultats complémentaires des deux détecteurs.
— utiliser le détecteur par ondelettes pour déterminer une premiere surface grossiere, puis projeter les
contours de cette surface grossiere, afin d’obtenir des contours initiaux pouvant étre mis en entrée
d’une méthode de détection de contour utilisant la méthode GVF, qui disposerait alors a la fois de
contours internes et externes.
Ceci constitue une perspective de notre travail.



Chapitre 6

Conclusion-Perspectives

Au terme de ce travail, nous voudrions d’abord insister sur le constat que nous avons mis en avant dans
le chapitre 2 : contrairement a ce que I’on pourrait penser a priori, nous avons observé que la méthode de
rétroprojection filtrée a un comportement tres satisfaisant dans de trés nombreux problémes de recons-
truction a données tronquées de type intérieures, alors que ceci n’est pas mis en évidence par la littérature.

Cependant, comme nous 1’avons vu aussi, avoir recours a des méthodes d’inversion de la transformée
de Radon par ondelettes permet de travailler avec des algorithmes au comportement plus facilement
contrdlable en présence de données locales : en tronquant les formules de reconstruction aux échelles
fines, on peut effectuer des reconstructions a partir de données locales exactement comme si I’on dispo-
sait des données globales ; dans le cas du probleme intérieur, ceci permet de s’affranchir de 1’'influence
des objets présents hors de la région d’intérét, qui, au contraire, peuvent parasiter les reconstructions
locales effectuées avec la méthode de rétroprojection filtrée.

Dans ce contexte, nous avons recensé les principales relations entre ondelettes et transformée de Radon
présentes dans la littérature, en faisant apparaitre quelques liens entre des approches traditionnellement
présentées de maniere indépendante. Ensuite, a partir de travaux théoriques effectués par M. Holschnei-
der, nous avons proposé une nouvelle méthode d’inversion de la transformée de Radon ; elle présente
I’avantage d’étre facilement adaptable a des données locales, aussi bien pour le probléme intérieur que
pour le probleme a angle limité : nous avons présenté des tests de reconstruction satisfaisants dans ces
deux contextes.

Le prolongement naturel de notre travail résiderait dans le passage en dimension 3 : en dimension 3, on
peut montrer que la transformée de Radon est localement inversible, mais ce n’est pas cette transformée
qui est mesurée (la transformée de Radon rassemble des mesures effectuées sur des hyperplans, donc
des plans en dimension 3). En pratique, on mesure, comme en dimension 2, I’atténuation des rayons X
selon des droites. Ceci conduit a un échantillonnage d’une transformée appelée transformée en rayons
X en géométrie conique. Dans ce contexte, les problemes de données tronquées sont courants. La tron-
cature des mesures dans la direction de I’axe de rotation du scanner est quasiment inévitable (sauf cas
exceptionnels, on n’acquiert pas de mesures de la téte aux pieds du patient), mais elle est en général
bien maitrisée dans les algorithmes de reconstruction récents [57, 82]. En revanche, la troncature des
données dans la direction orthogonale a I’axe de rotation pose de nombreux problemes (de méme nature
que les problémes rencontrés en 2D). Les développements récents se sont concentrés sur la mise au point
de formules d’inversion analytiques conduisant a des algorithmes de type rétroprojection filtrée, avec
un filtre monodimensionnel sur le détecteur pour différentes classes de trajectoire de la source [57, 82].
Cependant, des travaux inspirés de la A-tomographie en 2D ont fait I’objet de généralisations en 3D
pour la trajectoire circulaire (qui s’avere €tre incomplete en 3D en géométrie conique [104]). Dans le
méme esprit, une généralisation de nos travaux en 3D pourrait sans doute trouver des applications en
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imagerie interventionnelle, un domaine dans lequel on sait combien il est souhaitable d’utiliser de petits
détecteurs.



Annexe A

Transformations de Fourier

Nous rassemblons ici les principaux résultats relatifs aux transformées de Fourier utilisés dans ce ma-
nuscrit. On pourra se référer a I’ouvrage de C. Gasquet et P. Witomski [45] pour leurs preuves et plus de
détails.

Remarques préliminaires informelles

On distingue plusieurs cas :

1. sile signal étudié est continu, alors :
— s’il est périodique : on peut calculer ses coefficients de Fourier, qui forment un signal discret,
puis qui déterminent sa série de Fourier.
— s’il non périodique : le signal peut €tre vu comme un signal de période infinie ; on peut calculer
sa transformée de Fourier.

2. si le signal étudié est discret, alors :
— s’il est périodique : on peut calculer sa transformée de Fourier discrete (qui, comme son nom
I’indique, est discrete ; elle est aussi périodique).

— non périodique : on peut calculer sa transformée de Fourier a temps discret ; c’est un signal
continu, périodique.

En particulier, on peut donc faire les observations suivantes :
— a un signal périodique, est associé un signal discret dans le domaine de Fourier (combinaison
linéaire de pics de Dirac).

— aun signal discret, est associé un signal périodique dans le domaine de Fourier.

Définitions et propriétés des différentes transformées :

Coefficients de Fourier :  Pour une fonction f périodique de période a > 0, de carré intégrable sur
[0, al, le coefficient de Fourier d’ordre n de f (n € Z), est égal a

_ 2imnt

) =3 [ f0e

Transformée de Fourier discréte : on considére un signal discret x formé de N échantillons : x =
(x[0],x[2] - - - x[N = 1]).
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La transformée de Fourier discréte associe a ce signal le vecteur X, de taille IV tel que

N-1 N-1
1 imkn 1 i
Vk=0---N—1, X[k] = TFD(x)[k] = N g X[n]e_2 N = N g x[nJwy ™ ol wy = e N

La transformée de Fourier discréte inverse associe quant a elle a un vecteur Y de taille N le vecteur y
de taille N tel que

N-1 _ N-1
Vk=0---N 1, y[k] = ITED(Y)[k] = > Y[nle" %" = Y Vinjok?
n=0 n=0

Ces deux transformées sont inverses I’une de I’autre, au sens ou, pour tout vecteur x de taille /V, on a

ITFD(TFD(x)) = x

Transformée de Fourier a temps discret On considere un signal f = (f[n]),cz. Sa transformée de
Fourier a temps discret est définie par

Yw, TETD(f)(w) = jg; S En]ein

La transformée de Fourier a temps discret peut s’inverser avec la formule suivante :

™

f[p]:\/lz? 3 TFTD(f)(w)e™ dw

De la méme maniére, pour un signal bidimensionnel, la transformée de Fourier a temps discret est définie
par :

VE = (&1,6), TFTD(F)(k) = % S flujeen

neZz?

avec la formule d’inversion
1 ™ ™ ing
fln] = or TEFTD(f)(&)e™ d¢
TJ)-nd-m

Pour deux signaux discrets x et y, la transformée de Fourier a temps discret de la convolution de x et de
y est donnée par :

TFTD(x * y)(€) = (2r) 3 TFTD(x)(&) TFTD(y) ()
En effet, en dimension 1 par exemple, on a

TFID(x xy)(w) = I (x*y) [k]e—ikw — 1 Z Z x[l]y[k — l]e—z‘(l—s—k—l)w
V2 A 2 P

1 | | . o -
= — Z X[l]ef’llw Z y[k o l]efl(kfl)w _ Z X[l]efllw Z y[k/]efl(k )w
var l 27 7 p

= V2rTFTD(x)(w)TFTD(y)(w)
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Transformée de Fourier Soit f € LY(R™) (n € N*). On appelle transformée de Fourier de f la
fonction f définie sur R"™ par

Vk € R", f(k) = \/21?” / b f(x)e ¥ dx

La transformée de Fourier possede les propriétés suivantes :
— si f € LY(R"™), f est définie sur R, continue, et bornée.

— I’espace de Schwartz S(R") est stable par transformée de Fourier.

- si f € LY(R"), f n’appartient pas nécessairement 3 L' R". Cependant, dans le cas ot f appartient
a L'R", on a la formule d’inversion suivante :

o 1 * 6ik~x
109 = —— /  fgeta

— la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse sont des isométries de S(R"™) (dense
dans L2(R"™) dans S(R") pour la norme induite par L2(R"); elles se prolongent de maniére
unique en des isométries de L2(R") dans L2(R™); on note F et F ces prolongements, qui
définissent la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse sur L?(R"), et pour
toute fonction f appartenant 2 L2(R"), on a FF f = FF f presqque partout.

Dans ce manuscrit, nous faisons référence a plusieurs reprises aux propriétés qui suivent :

Proposition A.0.1 (Transformée de Fourier : parité et conjugaison)
Soit f € L2(R™) ; on peut recenser les propriétés suivantes :

— dans le cas général, f(—w) = ﬁ(w) ;

— si f est paire, alors f est paire aussi et f(—w) = f(w):

— si f est réelle, alors f(—w) = f(w) et donc en particulier

f=w)| = [Fw)].

Proposition A.0.2 (Transformée de Fourier, dilatation et translation)
Soit f € L%(R™); les effets d’une translation et d’une dilatation sur la transformée de Fourier sont les
suivants :

]Ta,\b(k) = a%e_ik'bf(ak)

Justification :
— 1 . 1 1 x—Db )
wbk) = b(x)e KX dx = / = ( >€_’k'xdx
fap(k) Jap(x) mxﬁf -

—ik:(autb) jn g az —ik~b/ —iaku,
) u)e a u = e uje u

Proposition A.0.3 (Transformée de Fourier, dilatation, translation et rotation en dimension 2)
Soit f € L?(R?); les effets d’une translation, d’une dilatation et d’une rotation sur la transformée de
Fourier sont les suivants :

—

fapo(k) = a2e ™ PP (aRok)
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Justification :
— 1 e 1 1 R—G(X_b)) —ik-
wbok) = bo(x)e KX dx = n/ < e " ¥dx
fap,o(k) fa,p,0(x) on x\/E”f .

2

. an . .
(ll) e—zk~(aR,9u+b)andu — e—zk-b f(u)e—wk-R,gudu
V2T

Proposition A.0.4 (Transformée de Fourier et convolution)

Soit f et g deux fonctions appartenant a L*(R™) ; alors f * g est définie, appartient 2 L'(R™), et sa
transformée de Fourier vérifie la relation

[xg=V2r"fg (A1)
Justification :
f/*\g(k) = 1n/f>|<g(x ’kxdx—r //f u)due” kxgx
= \/ﬁ //f g(x —u)e kadudx—r //f *ik'(‘”v)dudv

= \/Twn/f(u)elk'“du/g(v)eZk'vdV =21 f(k)j(k)

Proposition A.0.5 (Relation de Parseval)
Soit f et g deux fonctions appartenant 2 L?(R™) ; on a la relation suivante :

< fg>=<f,g>

Justification :

1 A ‘ .
< f,g>= / f(x)g(x)dx = / v < / f(ky)etkixdky / @(kz)e“‘z'xclkz) dx
XER" XGR" (27T) kleRn k2€Rn
= f(k1)g(ks) / etk2—K)X g gk dky = / "1 (kg — kq)dkydks
1

ki1 Jkao
- (%) /k/f( 1)9(k2)(2m)" 5 (ko — kq)dk;dke = ( kl—k2)dk2> dky

= f( 1g(k1)dky =< f,§ >

Proposition A.0.6 (Transformée de Fourier et dérivation en dimension 1)
Si g appartient a C*(R) N L!(R), alors la transformée de Fourier de sa dérivée vérie la relation :

~

g (w) = —iwg(w) (A.2)
Justification :
Sy L 1y o—iws g L —iwaoo —iws g _ o
¢ (w) = ez /g (s) ds = \/T?[g(s)e % \/%/ (—iw) ds = —iwg(w)



Annexe B

Fonctions spéciales

Nous recensons ici les définitions des fonctions spéciales auxquelles nous faisons référence dans ce
manuscrit ; elles sont issues de [78, 89].

Les polynomes de Tchebychev

Ce sont des cas particuliers de la famille des polyndmes de Gegenbauer, qui sont les polyndmes ortho-
gonaux sur [—1, 1] pour le poids s — (1 — 32))‘7%, pour (A € N).

Les polyndémes de Tchebychev de premiere espece correspondent au cas A = 0, et sont définis par
Vs € [—1,1], Ti(s) = cos(l arccos(s))

(I est le degré du polynome).
Les polyndmes de Tchebychev de seconde espece correspondent au cas A = 1, et sont définis par

Vs € [=1,1], Up(s) = sin((m + 1) arccos(s))

sin(arccos(s))

Les polyndomes de Jacobi de parametres o« > —1 et 5 > —1 sont les polynémes orthogonaux sur [—1, 1]
pour le poids s — (1 — 5)*(1 + s)?; plus précisément, pour ces paramétres, le polyndme de Jacobi de
degré n est défini par

PO (s) = (1

E_Sl)an(l + S)de:n ((1 — 3)04(1 + 3)5(1 _ SQ)n)

Fonction Gamma

La fonction I' est définie de la maniére suivante :
—+oo
VzeR, I'(z) = / t*le7tdt
0

En particulier, pour tout entier m, on a 1’égalité suivante :

r <m—|— 1> _ em) (B.1)

2] 22myp)
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Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de premiere espece sont les fonctions qui s’expriment de la maniere suivante
(représentation intégrale) :

2 x\v [! o1
Jy(x):\/w<2) /Ocos(tx)(l—t2) 5 dt (B.2)

Les fonctions de Bessel permettent de calculer la transformée de Fourier des polyndmes de Tchebycheyv :

V1-—s2

en notant w_q : S — ona

(w_1T})(w) = V2mi ' T (w) (B.3)
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