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CHAPITRE 1

L'’ACQUISTTION DE L TINFORMATION

TRIDIMIENSIONNELLE




I - INTERET

Les chalnes de production industrielle ont vu apparaitre ces dernidres
années un nombre croissant d'automates capables d'effectuer rapidement,
économiquement, sans interruption et avec une précision uniforme des
tiches répétitives et pénibles pour l'homme. Ces taAches peuvent &tre des
t8ches de production comme 1'assemblage, le soudage, la peinture ou des
tidches de contrdle de qualité, c'est-a-dire de forme, d'état de

surface...

Si un grand nombre de taiches de production peuvent se réduire’ 2 répéter les
mémes actions sans se soucier de l'environnement, certaines d'entre
elles nécessitent ou sont facilitées par des moyens sensoriels qui per-
mettront au robot d'adapter ses actions & son environnement
particulier le cas dans les tdches d'assemblage. Les tAches de contréle

de qualité nécessitent, elles, par définition des moyens de perception.

Divers types de capteurs existent déja : & contact, a mesure de cou—
rant... Nous nous intéresserons ici 3 un moyen de perception qui dans
ses formes é&voluées reste un sujet de recherche, et dans celles plus

sSimples n'en est qu'au début de son industrialisation : la vision.

I1 - L'IMAGERIE BIDIMENSIONNELLE (2D)

Sous sa forme la plus simple, la vision consiste 3 acquérir au moyen
d'une caméra classique une image binaire ou en niveaux de gris de 1l'in-

tensité lumineuse réémise par la scéne 3 analyser.

; ¢'est en -

10.



Le procédé a l'inconvénient de fournir une image qui dépend de 1'éclai-
rage (reflets, ombres, diffusion). En outre, 1'information est, au
moins dans sa forme brute, seulement bidimensionnelle dans le plan de

1'image.

C'est pourquoi certains travaux]:2 a 19] ont été entrepris pour surmon-
ter ces difficultés et déduire l'information tridimensionnelle 3 partir
de l'image des intensités lumineuses. Ils sont basés sur l'analyse de
l'ombrage, de la texture, de la perspective. Mais les solutions propo-
sées sont généralement complexes, lourdes en calculs, et reposent sur
des hypothéses quant & 1'éclairage, le type de surface et la forme des

cbjets.

Les applications industrielles de 1l'imagerie 2D sont donc en pratique
réduites aux cas simples ol l'on peut se contenter de la silhouette et
de la position des objets dans un plan. Ce sont des systémes de ce type

que l'on voit aujourd'hui apparaitre sur le marché.

IT1I - L'IMAGERIE TRIDIMENSIONNELLE (3D)

Pour des applications industrielles, il semble plus facile de mettre au

point des systémes d'imagerie capables d'acquérir directement 1'in-
formation tridimensionnelle, plutdt que de mettre en oeuvre des algo-

rithmes d'analyse d'images bidimensionnelles [19].

Deux grandes familles de solutions sont utilisables pour un tel systéme
la mesure de temps de vol et la stéréométrie [20, pages 3 & 21]. Pour
l'analyse de scénes industrielles, c'est la stéréométrie active qui est
le plus souvent proposée. Cette méthode consiste & sur-&clairer la scéne
par‘un faisceau lumineux plan ou ponctuel et & observer depuis un autre

point de vue l'image lumineuse ainsi créée.

IV - LE SYSTEME UTILISE (RAPPELS)

Les images de distances utilisées pour tester les traitements ont é&té
obtenues au moyen de la caméra 3D congue au LETI. Cette caméra a été
décrite en détail par ailleurs [20, 21]. Nous n'en rappellerons ici que

les principales caractéristiques.
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1) Principe de fonctionnement

Cette caméra appartient & la famille des systémes de stéréométrie

active

~ la scéne est éclairée ponctuellement par un faisceau lumineux

mobile ;

- 1l'image du point lumineux est formée sur un détecteur de

localisation ;

- la connaissance simultanée des directions d'émission du faisceau
et d'observation de son point d'impact sur la scéne permet, par un
calcul de triangulation, d'obtenir la position dans l'espace de ce

point.

Le schéma I-1 illustre le principe de fonctionnement de la caméra.

12.
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SCHEMA I-1

Principe de fonctionnement de la caméra 3D :

La connaissance simultanée des angles d'émission ¢, B et de réception
Y permet par un calcul classique de triangulation d'obtenir les coor-—

données (x,y,z) du point d'impact du faisceau lumineux.
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2) Réalisation

Le faisceau est généré par un laser helium-néon de 6 mW. Il est
défléchi par deux mi?oirs galvanométriques asservis qui 1lui font
balayer la scéne & analyser. L'image du point d'impact du faisceau
sur la scéne est formée par une optique sur une photodiode. Les
différences de courants aux bornes de celle-ci sont proportionnelles
a la position du centre de gravité de l'image formée sur Ila
photodiode. Un modulateur acousto-optique placé & la sortie du laser
module 1'intensité du faisceau et permet de s'affranchir de la
lumiére ambiante par détection synchrone. La photographie 2 présente

le systéme en action.

Par rapport aux systémes de stéréométrie active mis au point par
d'autres équipes [19 & 31], la principale originalité réside dans
l'utilisation d'une photodiode de localisation comme récepteur, et

non d'une caméra classique.

Le principe de fonctionnement de ce récepteur est le suivant (cf.
schéma I-2). La photodiode est constituée de deux couches de
silicium dopées P et'N . Elle est polarisée en inverse (en 1l'absence de
lumiére, le couranf qui la traverse est & peu prés nul). Lorsqu'un
faisceau lumineux esb'ﬁkidﬁm’ des paires électron-trou sont crées
dans la 'couche dépeupiée'", au point d'impact. Les é&lectrons et
les trous migrent respectivement vers les couches N et P. Chaque
couche porte deux électrodes linéaires dans la direction x pour
une couche et y pour l'autre. Ces électrodes collectent les charges.
La somme des courants aux bornes d'un couple d'électrodes est
proportionnelle a l'intensité lumineuse du faisceau (en 1'absence
de saturation). Dans chaque couche, les charges se répartissent
entre les é&lectrodes en fonction des résistances existant entre
le point d'impact et les électrodes. Le rapport de la différence
sur la somme des courants pour chaque couple d'électrodes est

proportionnel & la coordonnée correspondante du point d'impact.

14.
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Principe de fonctionnement de la photodiode
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I1 résulte de ce fonctionnement que le récepteur aura les particu-

larités suivantes

— le calcul des coordonnées du point d'impact est d'autant plus
précis que l'intensité lumineuse est grande ; les mesures effec-
tuées sur des objets peu diffusants seront donc relativement

bruitées ;

- le mécanisme des paires électron-trou étant additif (en 1l'absence
de saturation), lorsque 1l'image formée sur la photodiode n'est
pas seulement un point mais une tAche lumineuse, les courants
collectés par les électrodes correspondent aux coordonnées du

centre de gravité de la t&che ;

- cette additivité permet enfin de s'affranchir de la lumiére
ambiante en modulant le faisceau lumineux et en démodulant la
mesure de position fournie par le récepteur ; cette démodulation
consiste a retrancher les coordonnées mesurées avec le faisceau

éteint a celles lorsqu'il est allumé (détection synchrone).



3) Avantages

Le choix d'une photodiode plane repose essentiellement sur deux

motivations.

D'abord, ce récepteur a une dynamique plus grande par rapport a
l'intensité lumineuse percue (saturation du capteur). C'est
pourquoi la détection synchrone permet de s'affranchir méme d'une

lumiére ambiante intense (arc électrique par exemple).

Ensuite, il permet d'acquérir beaucoup plus rapidement la position
du point d'impact du faisceau. En effet les coordonnées du centre
de gravité de 1'image lumineuse (ainsi que 1'intensité lumineuse
totale pergue) peuvent &tre obtenues aprés 2 Ws¥ par des mesures
de courants aux bornes de la photodiode. Une image de 256 x 256
points pourrait donc &tre obtenue en 132 ms. L'utilisation d'une
caméra classique entrafnerait un temps d'acquisition d'au moins 20

ms par ligne, soit environ 5 s pour une image de 256 lignes.

4) Inconvénients

En premier lieu, une photodiode de localisation a une sensibilité
relativement faible, du fait du bruit dont sont entachés les
courants qu'elle génére. Compte tenu de l'énergie 1lumineuse
pergue, la résolution est d'environ 200 points sur toute la
largeur de la photodiode. Elle est donc inférieure a la résolution

d'une caméra classique.

* En fait cette vitesse n'est actuellement pas obtenue car les
miroirs galvanométriques ont un temps de réponse de 1'ordre de
1 ms. Elle le sera prochainement lorsque les miroirs seront

remplacés par des déflecteurs acousto-optiques.

18.



Ensuite, 1l'utilisation d'une photodiode - est génante lorsque le
point d'impact du faisceau est masqué et/ou lorsque la scéne
diffuse 1la lumiére du spot depuis plusieurs endroits vers le
récepteur. Celui-ci voit alors une tAche lumineuse et 1a
photodiode fournit les coordonnées du centre de gravité de 1la
tdche qui peuvent &tre différentes de celles du point d'impact du
faisceau. Or la photodiode ne permet pas de déterminer 1'étendue
de la tache. En outre l'analyse de l'intensité lumineuse pergue
n'est pas toujours suffisante pour reconnaitre une telle situation

(voir le chapitre suivant).

Au contraire, 1l'utilisation d'une caméra peut permettre par un
algorithme d'analyse de 1l'image lumineuse, de reconnaitre que le
point d'impact est caché et que le récepteur ne voit qu'une tache
lumineuse due aux diffusions multiples, ou bien de sélectionner le
point d'impact (qui est le plus brillant) au sein d'une taAche

lumineuse.

5) Organisation des données

Pour chaque position du faisceau lumineux, la caméra fournit une
mesure de la cote z du point d'impact du faisceau sur la scane.
Les données se présentent donc sous la forme d'un tableau de 256 x
256 mesures z(i,j). La photo I-3 est la visualisation d'un tel

tableau, la valeur de z étant représentée par un niveau de gris.

La direction du faisceau laser est repérée par les angles a et
définis sur les schémas I-1 et I-4. Le balayage consiste &
incrémenter réguliérement o et g. Ceci sera réalisé physiquement
si le balayage est suffisamment lent pour que le systéme de

déflection réponde correctement & la consigne. On aura alors

19.



PHOTO 3 Image =z (ai,BJ.)

fournie par la caméra 3 D



21.

L'origine du repére étant placée sur le systéme de déflection (voir

schéma I-1) les coordonnées.x et y de chacun des points (i, j) peuvent

8tre calculées par les relations

x(i,j) = z2(i,3) .tg o

y(i,3) = z(i,j)" .tg 8 /  cos o,

Remarquons que chaque valeur trigonométrique est utilisée 256 fois
par image, et que ces valeurs restent les mémes d'une image a une
autre tant que l'on ne change pas les paramdtres du balayage. On aura
donc intérét a précalculer et 3 stocker les 3 x 256 valeurs utiles

de tg e, tg Bj» COS aj°



direction du

-

faisceau laser

WV

X = z tg o

z

<
il

Schéma I-4 :

tg B / cos a

Le calcul des coordonnées x et y

22.



CHAPITRE 11

| LA SELECTION PRELIMINAIRE
DONNEES




I - LES ARTEFACTS

1) Description

Certaines parties de la scdne sont cachées de 1'émetteur et ne
peuvent &tre atteintes par le faisceau lumineux : ce sont les zones

d'"ombre" caractérisées par 1'absence de toute information.

Parmi les zones quil peuvent &tre atteintes par le faisceau lumineux
certaines ne peuvent &tre vues du récepteur : ce sont les "parties
cachées'. Cependant, bien que le point d'impact du faisceau soit
caché du récepteur, celui-ci regoit une certaine intensité
lumineuse due aux diffusions multiples sur la scéne. La photodiode

fournit alors les coordonnées du centre de gravité de 1'image lumi-

neuse, qui sont en général sensiblement différentes de celles du

point d'impact. Dans ce cas, la ' caméra.:fournit uné information

erronée,

Sur l'image z(i,Jj) présentée au chapitre précédent (photo I-3), des

parties cachées peuvent &tre reconnues

- sur les faces verticales de la clé et du boulon : au lieu d'&tre
vues en dégradés de z, celles-ci sont vues trds en avant de la clé
(plus sombres sur la photo) ; ce phénoméne sera é&tudié dans le

paragraphe suivant.

—- sur le plan de fond de scéne, sous la clé (qui cache le point
d'impact du faisceau) : cette zone est vue derriére le plan de

fond de scéne (plus claire).

24,
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2) L'identification des parties cachées

Les parties cachées peuvent &tre détectées de deux maniéres [18

pages 40 a 49]).

* Seuillage sur 1l'intensité lumineuse

Le spot ne pouvant, dans les parties cachées, &tre vu directement

du récepteur, celui-ci ne regoit qu'une énergie lumineuse faible.

Malheureusement, 1l'expérience montre que des objets peu diffusants
non artéfactés peuvent également ne réémettre que trés peu de
lumiére. Il n'est donc pas toujours possible, au moyen de la seule
intensité lumineuse, de faire la distinction entre les parties

cachées et les objets peu diffusants.

* Déplacement aberrant du point lumineux

Lorsque le point lumineux se perd sous les pidces examinées, le
récepteur voit une intensité lumineuse faible et il n'est pas

possible de prévoir quelle position il indiquera.

Mais lorsque le faisceau frappe une paroi verticale d'un objet,
le récepteur voit une t8che lumineuse sur le fond de scéne due &
la diffusion et la réflexion. L'intensité lumineuse percue est

alors plus élevée que précédemment ; mais surtout le récepteur

voit le point lumineux revenir en arriére ce qui fournit une

position calculée au dessus des points précédemment examinés
(voir le schéma II-2). Les objets é&tant opaques cette situation
est aberrante et 1'information correspondante ne doit pas &tre

prise en compte.

26.
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SCHEMA II-2 : Diffusion multiple sur une face verticale

I1 est important de noter que ce critére ne permet pas de
détecter la totalité des faces verticales cachées : le faisceau
étant relativement large pour permettre un fonctionnement correct
de la caméra, on ne peut observer la discontinuité prévue a la
partie supérieure des faces verticales cachées, qui n'est donc

pas détectée.
Remarque :
Le test effectué étant local et les mesures é&tant limitées, il

est nécessaire, pour ne pas classer comme partie cachée de

nombreux points isolés, d'opérer un lissage des données testées.

émetteur



IT - INVALIDATION DU PLAN DE FOND DE SCENE

Le fond de scéne ne présente pas d'intéré&t dans l'analyse de la scéne
et ralentit inutilement celle-ci. C'est pourquoi on éliminera les
points appartenant au fond de scéne dont on supposera, dans un but de
simplification, qu'il est plan. On peut imaginer que, dans un systéme
ultérieur, une phase d'apprentissage consistera a calculer les
paramétres de ce plan par une méthode des moindres carrés sur une

scéne vide de tout autre objet.

En outre on invalidera tout point vu derridre le fond de scdne : un
tel point ne peut physiquement &tre wvu. Une telle observation peut
survenir lorsque le spot se perd derriére les objets de la scéne.

ITT - RESULTATS

La photo II-2 présente une image de compte-rendu de la sélection

préliminaire des données.

Les couleurs employées rendent compte de l'existence é&ventuellement

simultanée
- d'une intensité lumineuse trop faible ;
—- d'un sens aberrant de déplacement du spot

- d'un point situé dans le plan de fond de scéne ou en arridre de

celui-ci.

Dans l'exemple présenté, seul un quart des points serait retenu pour

les traitements ultérieurs.
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IMAGE II-3 : La sélection des données

Couleurs employées

Intensité lumineuse trop faible

— Artéfacts détectés

Plan de fond de scéne

Points retenus (environ le quart)

i

bleu, mauve, vert, ou blanc
rouge, mauve, orangé, ou blanc
jaune, vert, orangé, ou blanc

noir






CHAPITRE 111




I - ANALYSE DU PROBLEME

L'objectif est de reconnaitre des objets tridimensionnels et de les
positionner dans l'espace, ceci en utilisant les données fournies par la

caméra 3D.

Une difficulté est que l'on ne connait qu'une partie de la surface des
objets examinés : c'est la partie vue 3 la foié depuis 1'émetteur et le
récepteur de la caméra. Ceci interdit donc de procéder a des compa-
raisons globales entre objets et oblige & passer par une étape de
segmentation de la surface en formes élémentaires : les objets sont
alors considérés comme des ensembles de formes é&lémentaires et 1la
comparaison consiste & mettre en correspéndance celles qui sont

visibles.

Nous allons donc décrire et comparer les méthodes utilisables pour
segmenter des surfaces tridimensionnelles. De méme qu'il existe deux appro—
ches. duales pour la segmentation. des images d'intensités ,luﬁiﬁeuses
(par les contours ou les régions Homogénes) une surface déns liespace

peut &tre segmentée en recherchant soit les arétes, soit les faces.

IT - LA DESCRIPTION PAR LES ARETES

1) Intérét

La description de la surface d'un objet par ses arétes dans l'espace
présente 1'intérét de réduire la quantité d'informations & traiter
l'image des distances (entité bidimensionnelle) est .décrite par un

ensemble de lignes unidimensionnelles.
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2) La notion d'aréte

Les ar8tes peuvent &tre définies comme étant les zones de brusque
changement de direction de la surface c'est-a-dire de petit rayon

de courbure.

Dans une image de distances, celles-ci peuvent se présenter de

deux maniéres

- les arétes simples ou '"non occultantes" quil sont les frontiéres
entre deux faces visibles et contigués ;

— les arétes '"occultantes" ou "obstruantes" qui sont des limites
extérieures d'un objet ; l'une des deux faces adjacentes a

~ 1'aréte est masguée par l'autre.

Notons que, alors que les arétes sont des caractéristiques intrin-
séques des objets, leur répartition entre ces deux classes dépend

de la direction d'observation de 1l'objet.

Remarquons en outre que les limites extérieures d'un objet ne sont
pas forcément des arétes, sauf si 1l'objet est un polyddre. Une
sphére par exemple ne comprend aucune aréte mais a un cercle pour

limite extérieure.

3) La détection des arétes

Les arétes sont par définition des zones de transition entre deux
faces. Les nombreuses méthodes proposées pour 1'extraction de
contours dans les images d'intensités lumineuses [9 a 26] peuvent

&tre appliquées aux images de distances.

* La détection des arétes occultantes

Les arétes occultantes étant des limites extérieures d'objets, elles
apparaissent sous la forme de discontinuités de la surface observée.
Les discontinuités peuvent par exemple &tre détectées comme étant
des extréma locaux du gradient ou des passages par zéro du laplacien
[41 et 42 ] . Cette méthode peut &tre utilisée pour détecter les
contours occultants {26, 53 ].
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Remarquons que ceux-ci ne sont pas toujours des  ar8tes. Si la
surface occultante au voisinage du contour est paralléle a 1la
direction d'observation, alors ce contour n'est pas une aréte
mais est la limite extérieure apparente d'une surface & grand
rayon de courbure qui se masque elle-méme [ 8] (schéma III-1).
Néanmoins, lorsque la surface tend & devenir paralléle 3 1la
direction d'observation, la densité des points mesurés devient
trés faible ce qui peut rendre 1'évaluation de la direction de

la surface trés approximative.

Contour —
occultant qui n'est //////
N
pas une aréte — Contour occultant

qui est une aréte

f Direction d'observation

Schéma III-1 : Les contours occultants
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* La détection des arétes non occultantes

Celles-ci apparaissent sous la forme de discontinuités non de 1la

surface, mais de sa direction.

Elles peuvent donc par exemple &tre recherchées comme étant des

extrema du laplacien de 1'image des distances.

Il est possible d'utiliser un opérateur bayésien pour évaluer en
chaque point la direction du contour le plus probable ; un test
sur l'angle entre les normales estimées de part et d'autre de ce

contour permet de décider si un contour est bien présent [541 .

Ces arétes peuvent également &tre détectées par une méthode & la
fois globale et locale, en recherchant les points de changement
de direction de la ligne d'intersection de la scéne par un faisceau
lumineux plan, puis en enchafnant ces points au travers des coupes

successives [53, 55] .

* Exemples d'application

Les photos III-2, III-3 et III-4 présentent quelques résultats sur les

données de notre caméra 3D.

34.



Photo IIT - 1

Image des distances obtenue sur un petit

aimant en U : les zones artéfactées
sont trés bruitées.

Photo I1II - 2

de S

Image des modules des gradientﬂ/iZtenue
aprés lissage par 1'opérateur’ Les con—
tours occultants (discontinuités) sont

mis en évidence.

Photo ITI - 3

Image des valeurs absolues des laplaciens
(aprés lissage) :

- les_contours occultants peuvent &tre
détectés par le passage a O du lapla-
cien

~ l'arréte verticale gauche est
accentuée



4) L'analyse des contours

L'enchalnement, le suivi et la comparaison des contours ont
également été abondamment étudiés pour les images d'intensités

lumineuses [ 35, 56 a 61] .

* Les difficultés dues au bruit

Le bruit des données provoque la création de nombreux petits
contours sans signification et peut ralentir 1'opération de suivi.
Notons que, dans notre cas, les zones artéfactées qui n'ont pu étre

éliminées sont porteuses d'un bruit important.

* Remarques sur le positionnement des contours

Décrire la surface par l'information locale au niveau des contours
entraine, en présence de bruit, une perte de précision par rapport a
l'information globale que contient la face de l'objet : on utilise
une information locale dans une zone qui est par définition une zone

de transition.

En conséquence, plutdt que de positionner une aréte simple comme-
1'enchalnement des points dans 1'espace ol sa présence a &té
détectée, il serait plus précis de la déterminer comme 1'inter—
section des faces (figure III-5). Notons que la méthode & la fois
globale et locale positionne les arétes par 1l'intersection de
segments de droites [53] ; elle permet donc de s'affranchir de cette

difficulté.

En outre, les méthodes classiques d'extraction de contours détectent
les contours obstruants au maximum du gradient. Or le point d'impact

du faisceau laser de la caméra ayant une certaine grosseur, les

discontinuités des mesures de distance s'étendent sur plusieurs pixels

Pour positionner les contours occultants, il conviendra donec de

s'écarter suffisamment de la discontinuité détectée (figure III-5hig).
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FIGURE III-5 : Le positionnement des arétes simples
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Figure III-5bjs:Le positionnement des arétes occultantes

5) Remarques sur l'utilisation de la description par les arétes

Les arétes dans l'espace d'un objet ne décrivent sa surface de
manieére univoque que moyennant certaines hypothéses. Par exemple, a
un contour contenu dans un plan on choisirait d'associer une surface
plane. On peut toutefois considérer que la connaissance des arétes
d'un objet est suffisante pour le reconnaltre parmi une famille

d'objets et le positionner.

Nous avons également vu qu'un contour occultant n'est pas forcément
une aréte (leur présence dépend de la directioﬁ d'observation). Or
seules lesvarétes sont des caractéristiques intrinséques des objets.
Il conviendra donc, soit de lever 1l'ambiguité comme nous 1'avons vu,
soit de prévoir la possibilité de l'existence de contours qui ne

soient pas des arétes lors de la phase de comparaison des objets.



III - LA DESCRIPTION PAR LES FACES

1) Principe

L'approche duale de la segmentation par recherche des frontiéres de
régions est la segmentation par recherche des zones de caracté-

ristiques homogénes.

Dans le cas de surfaces dans 1'espace, la caractéristique peut-8tre
ltappartenance a une forme géométrique donnée comme un plan, un
cylindre, une sphére... Les objets sont alors décrits au moyen de
segments de plans [22 et 24 ] , de cylindres éventuellement généra-

lisés [62 et 63].

2) Avantages et inconvénients

L'intérét de cette procédure est que, méme si les données sont
limitées, les paramétres de la face, considérée dans son ensemble,
sont relativement fiables ; 1les arétes, dont on sait qu'elles
appartiennent & la face qu'elles délimitent, peuvent &tre position-
nées plus précisément. En outre, le point de vue global d'une face
peut permettre de maniére plus fiable de reconnaitre si un détail

est significatif ou s'il est dli au bruit des mesures.
Un inconvénient est que cette procédure est plus lourde a mettre en
oeuvre, tant en volume de données a manipuler qu'en nombre- de

calculs a effectuer.

3) Les méthodes envisageables pour la recherche des segments de

plans

Considérant que les pidces mécaniques industrielles & reconnaitre
comportent généralement de nombreuses faces planes, on peut, dans un
but de simplification du probléme, ne s'intéresser qu'a la

recherche des segments de plan.

Nous verrcns qu'il est possible d'étendre certaines méthodes 3 1la

recherche d'autres formes géométriques élémentaires.
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* Recherche exhaustive

La caméra 3D nous fournit les mesures de position dans 1'espace de
N = 256 x 256 = 65536 points. Parmi ces N points, nous recherchons

ceux qui sont coplanaires, ainsi que le plan les contenant.

Une méthode simple serait de mémoriser pour chaque triplet de
points les paramétres du plan les contenant et de chercher les
plans apparaissant le plus souvent [69] . Mais cette méthode néces-
site un nombre de calculs proportionnel au nombre de triplets de
points, soit : N.(N - 1).(N - 3)/3! e0(N ) ce qui est prohibitif
pour N = 65536 points.

Signalons que cette méthode est généralisable pour la recherche de

n'importe quelle surface.

* Les méthodes classiques de segmentation

La recherche de faces dans une surface gqui est une entité bi-
dimensionnelle peut &tre rapprochée du probléme abondamment &tudié
qu'est la segmentation en régions homogénes des images d'intensités

lumineuses.

Différentes familles de méthodes de segmentation peuvent 8&tre

distinguées |65, Chap. 10]:

~ les méthodes paralléles de détection parmi lesquelles figure la

transformation de Hough que nous étudierons plus loin ;

— les méthodes de segmentation séquentielles comprenant notamment la
croissance de régions, la partition d'image, et les méthodes
combinant division et fusion de régions. Cette derniére proposée par
Horowitz et Pavlkidis [66 et 67 Chap.5] consiste a décrire 1'image
par une structure en arbre et a obtenir des branches homogdnes en
divisant celles qui ne le sont pas et en regroupant celles qui sont

semblables.
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- les méthodes paralléles itératives de segmentation, dites de
"relaxation" qui consistent a affecter a chaque pixel, en fonction
de sa valeur et de celles des pixels voisins, des probabilités
d'appartenir & telle ou telle classe et & ajuster celles-ci itérati-

vement [65 (pages 154 et suivantes) ou 68].

Si, comme nous le verrons ci-aprés, les méthodes de segmentation par
transformation de Hough et croissance de région ont été appliquées a
ltanalyse de surface 3D, ce n'est pas le cas des méthodes par

division~fusion ou par relaxation.

Ceci semble &tre dO au nombre de calculs plus grand nécessité par
ces méthodes. En effet, les méthodes de relaxation nécessitent de
retraiter toute l'image & chaque itération. D'autre part, la segmen-
tation par division est plus longue (O(N log N)) que celle par
fusion (O(N)); il semble donc plus rapide de partir d'une segmen-—

tation par pixels et de faire croitre les régions en les fusionnant.

Toutefois, on peut objecter que la méthode de division-fusion, qui
est en mesure de corriger une segmentation erronnée, peut devenir
trés rapide si elle a pour point de départ une segmentation approxi-
mative obtenue par exemple par extraction de contours. En outre les
méthodes de segmentation par division-fusion et relaxation semblent
plus fiables dans leurs résultats que la méthode, par simple

croigsance de régions.

* Recherche des faces planes par croissance de région

Cette démarche consiste a partir d'une approximation locale de la
surface et a étendre la zone approximée tant que 1'approximation est

jugée acceptable.
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— Méthode anisotrope

Shirai [22] a proposé de tirer.parti de la géométrie de sa caméra 3D
(& balayage par un faisceau lumineux plan) : 1lorsque 1'intersection
du plan lumineux avec la scéne comporte un segment de droite, c'est
que l'objet analysé comporte un segment de plan a cet endroit ; pour
reconstituer les faces planes des objets, il suffit ensuite de
rassembler au travers des coupes lumineuses successives les segments
de droite voisins. Cette méthode est utilisable avec notre caméra a
faisceau laser ponctuel en remarquant que, suivant les lignes ou les
colonnes, le faisceau laser se déplace dans un plan horizontal (ceci
est approximatif pour les lignes, et est rigoureux pour les
colonnes; en effet le miroir de déflection verticale qui est le
premier rencontré par le faisceau, est toujours atteint perpendi-
culairement & son axe de rotation). Cet algorithme est intéressant,
car il permet de se ramener a deux problémes de segmentation
unidimensionnelle (suivant x et suivant y) ; le nombre de calculs

qu'il nécessite peut donc &tre ramené a O(N log N) ou méme O(N).

I1 est également possible d'analyser des objets courbes 3 partir des
coupes de la scéne par un faisceau lumineux plan [62 et 63].
La description des objets en terme de "cylindres généralisés" qui en
résulte semble &tre fiable pour des objets allongés. Cette méthode
peut &tre considérée comme 1'extension 2 des objets courbes de 1la

méthode proposée par Shirai.

~ Méthodes isotropes

Pour rechercher les faces planes, on peut considérer une "graine de
trois points" voisins et de rechercher si le plan qu'ils déterminent
est une face de l'objet [70 ] . Mais ceci nécessite des algorithmes
d'analyse de la convexité et de l'allongement du sous — ensemble
points qui rendent cette méthode & 1a fois complexe et trés lourde
en calculs (O(N*)). Il semble en outre qu'un tel algorithme serait

fortement perturbé par la présence de points bruités ou aberrants.
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Notons que cette méthode peut &€tre allégée par l'utilisation d'un

graphe de voisinage des points [71] .

Haralick et alt. [ 72 a 74 1 ont proposé, pour des images d'inten-
sités lumineuses, un algorithme intératif de facettisation qui
consiste & remplacer la valeur du pixel (i,j) par celle, en (i,j),
du meilleur plan d'approximation des valeurs voisines. Cette
méthode est directement utilisable sur nos images Z(ai’ej )t les
points de mesure sont alors déplacés le "long d& la direction
(ai’B') d'éclairement ; ceci est satisfaisant dans la mesure ol les
miroiis galvanométrique de déflexion ont asservis relativement
précisément par rapport & l'incertitude sur la mesure de la direc—

tion d'observation qui intervient dang le calcul de z.

On peut toutefois remarquer que 1l'algorithme intératif de facetti-
sation est assez lourd en calculs et que, bien que 1'on sache qu'il
converge, on ne maitrise pas son résultat ; en particulier, il supp-

rime certains petits détails (voir photo III-4).
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Photo III - 1

Image des distances obtenue sur un petit
aimant en U : les zones artéfactéeg
sont trés bruitées.

Photo III - 2

Image des modules des gradients obtenue
aprés lissage par 1'opérateur. Les con—
tours occultants (discontinuités) sont
mis en évidence.

Photo III - 3

Image des valeurs absolues des laplaciens
(aprés lissage) :

- leslcontours occultants peuvent &tre
détectés par 1le passage a O du lapla-
cien

- l'arréte verticale gauche est
accentuée




Une méthode plus simple consiste & partir de 1l'approximation par 1le
plan localement tangent et & étendre une région tant que 1'approxi-
mation par ce plan est acceptable [75 a 79 7.

On peut en particulier n'incorporer & une région que les points de
sa frontiere les plus proches du plan approximant, ce qui augmente
la stabilité de la segmentation produite [79 1. Cette manidre de
faire croitre les régions semble pouvoir procurer a la méthode une

relative insensibilité au bruit.
Une variante consiste & prendre comme point de départ une approxi-
mation polyédrique obtenue par un maillage de la surface au moyen de

triangles [79 et 80].

* La transformation de Hough

I1 existe enfin une autre famille de méthodes de détection des faces

des objets pour laquelle le nombre de calculs est proportionnel au

nombre de points N : ce sont les méthodes utilisant une forme de la -

transformation de Hough.

Ces méthodes sont par essence peu sensibles au bruit, car elles sont
globales ; elles sont utilisables pour rechercher diverses formes,
et sont facilement parallélisables. Les chapitres qui suivent sont

consacrés a 1l'étude de cette transformation.
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CHAPITRE 1V
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I -

LA TRANSFORMATION DE HOUGH SUR LES POINTS POUR LA RECHERCHE DE
SEGMENTS DE DROITES OU DE PLANS

1) Le brevet original

C'est le 8 Décembre 1962 que Paul V.C. HOUGH déposa un brevet [81]
sur une méthode de 'reconnaissance de formes complexes par machine,
et plus particuliérement de lignes dans une photographie". Cette
méthode était destinée & l'analyse des trajectoires de particules

dans les chambres a bulles.

Dans ce brevet, HOUGH introduit 1la. notion d'un "espace des para-

métres' ol la droite : y = a_  x + b est représentée par le couple
(a , b )
) 0
/\ b /\
Vo
X
/a‘ﬂo b, ______*
3 |
o
|
|
|
\ i AN
X/ a g

o}

Dans cet espace, il est aisé de caractériser les droites (a,b)

passant par un point (x,, y, ) : ce sont les couples tels que

b=-x,a+y,

Yo

b
\\\\ \ / P
— :;/ﬁﬁ\\\ .




Ces remarques préliminaires permettent & HOUGH de suggérer un moyen
simple de reconnaitre que des points sont alignés et de trouver leur

droite d'alignement.

Imaginons un ensemble de points (Xk y Vi ) tous situés sur la droite

¥y = @, x+b,. A chacun de ces points, on associe comme précédemment dans
l'espace des paramétres de droites, l'ensemble des droites passant par
ce point. L'intersection de ces ensembles de droites se réduit a la
seule droite (a,,b,) et est finalement déterminée dans l'espace des

paramétres

P T T —

A4

droite
d'alignement
des ipoints

Pour 1'anecdote, remarquons qu'ad cette époque oll les calculateurs numé-—
riques étaient _peu développés, HOUGH proposait de réaliser cette
transformation au moyen d'un générateur de rampes et d'un oscilloscope
dont 1'écran représentait 1'espace des paramétres. Pour chaque point
(Xi’ yi), le générateur fait décrire 1'ensemble des droites (a,b) qui le
contiennent par le spot de 1l'oscilloscope. Une caméra TV braquée sur

1'écran détecte le couple (a, , b, ) qui apparait comme un point

brillant.

Q)\/
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2) Définition de la transformée

L'écran de 1l'oscilloscope qu'utilisait Hough peut &tre considéré
comme un tableau d'accumulateurs qui sont incrémentés au passage
d'un pointeur qui décrirait, pour chaque point (xj, yj) 1l'ensemble
des droites (a, b) contenant ce point. L'accumulateur (a, b)’
contiendra finalement le nombre de fois #{a, b) ol la droite y = ax

rencontre des points (xi, yi). La fonction #(a, b) est appelée

transformée de Hough de 1l'ensemble de points (x3, yi)

3) Utilisation de la transformée

Les points brillants que Hough détectait sur 1'écran de 1'oscil-
loscope sont en fait des valeurs élevées de #(a, b). Nous pouvons
donc espérer trouver les droites d'alignement en recherchant les

pics de la transformée # (a,b).

4) Le sinogramme

La représentation de la droite y = ax + b par le couple de para-
métres (a,b) présente la difficulté suivante : pour décrire les
droites dans toutes les directions, les valeurs de a et b ne peuvent
pas &tre bornées, ce qui pose un probléme pour 1'implémentation du

calcul de la transformée.

Cette difficulté peut &tre contournée sans changer la paramé-
_trisation des droites [82, pages 151 et 152 ] mais d'une maniére

relativement lourde.

C'est pourquoi Duda et Hart ont proposé [83] de paramétrer les
droites par leur distance p & l'origine, et la direction gde leur

normale

+ b
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N
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N
0 7 x

Un point M (x, y) appartiendra a la droite (p,8) si et seulement si
> >
OM.n =p,
soit : x cos 8 + ysin 6 = ¢

Si un point P a pour coordonnées polaires (r, ¢ ), 1l'ensemble des
droites passant par P est repéré dans l'espace (p, ©) par une sinusoide

d'amplitude r et de phase ¢:

X cos 94 y sin® = p

A
Ne

RN 2

Avec cette nouvelle paramétrisation, toutes les droites passant par
les points (xf, yi) peuvent &tre décrites par des valeurs de 6 comprises
entre O et Tet des valeurs de p comprises entre — Pmax et 0 max ou

pmax = sup oM, = xi2 +y. %, i=1, ...,N

On peut alors comme précédemment calculer la transformée H {(p, 8 ) de
l'ensemble des points (Xi’ yi) ; cette représentation en (p, & ) de la

transformée est appelée "sinogramme'.
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De méme, pour rechercher les plans dans l'espace, nous repérerons ceux-
ci par les coordonnées sphériques de 1la projection orthogonale P de

l'origine O du repére sur le plan

ol/n !

n

S
N l 4 Y
\\ I /
N 7
AN : /
¢ \\ /
\i//
X - _ - -

Le plan (p,¢, ¥) a alors pour éguation

OM.7 = (x cos ¢+ ¥y sin'¢ ) sin ¥+ 2z cos V=19

Le sinogramme ou transformée de HOUGH est alors une fonction de 3 para-
métres (@ ,®, V). L'ensemble des plans passant par le point (x,y,z) est
une surface de l'espace des paramétres (p,0, V) dont les coupes par des

plans & ¢= cte ou V¥ = cte sont des sinusoides.



5) Approches par analogies de la transformée

¥ La transformée de Radon

Nous avons vu précédemment que la transformée de Hough # (a, b)
est égale au nombre de points (x, y.) que rencontre la droite
i Y4

y =ax + b.

Imaginons que les points (x., y..) soient représentés par des piCs de
Dirac &§(x — xi, y - yi) dan; un; image pseudo binaire .I(x,y ) dont
tous les autres points valent 0. La transformée # (a, b) peut alors
8tre mathématiquement considérée comme 1'intégrale de I(x,y)
suivant la droite y = ax + b

4+

# (a, b) = I (x, ax + b) dx
Or cette expression n'est autre que la transformée de Radon de

1'image binaire I (x, y) ([84].

Ce résultat est important car la transformée de Radon a été trés
bien étudiée pour ses applications en tomographie. C'est en effet
1'outil mathématique qui permet de décrire l'atténuation d'un rayon-—
nement comme étant la somme des atténuations locales sur les trajec-
toires y = ax + b des rayons. On sait en particulier qu'elle est

inversible.

Dans l'espace R *, la transformée de Radon est l'intégrale suivant
des plans d'une fonction de densité f (x, y, z). L'analogie avec la
tranformée de Hough, qui consiste alors a compter les points
rencontrés par des plans (P,%,¥ ) reste valable. Or la transformée
de Radon dans R? peut &tre inversée par épandage et calcul du

laplacien [85].

Cette remarque montre que lorsqu'on calcule la transformée et sélec—
tionne les pics pour détecter les segments de plans ou de droites,
seule la derniére étape constitue une perte d'information puisque la

transformation est inversible.
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La perte d'information se manifeste en particulier par le fait que
lorsque nous avons détecté un segment de droite (ou de plan), nous

ne pouvons pas le localiser sur cette droite {(ou ce plan).
Enfin, les propriétés de la transformée deRadon. peuvent 8tre mises
a profit pour étudier théoriquement les propriétés de la transformée

de Hough [94]. Un tel travail fait l'objet du dernier chapitre.

* Le filtrage adapté

On peut aussi appréhender la transformée de Hough en considérant que
l'on convolue 1l'image binaire I (x,y) par un filtre rectiligne [ 86,
87]. La réponse du filtre est le nombre de points qu'il rencontre.
Ceci reste vrai lorsque, comme nous le verrons plus loin, la
transformation de Hough est utilisée pour détecter des courbes

analytiques ou non analytiques.

La théorie du traitement du signal nous indique que, pour détecter
une forme dans une image bruitée, la convolution par le gabarit de
la forme recherchée est le filtrage ayant le meilleur rapport signal
sur bruit [87]. Cceci signifie que la méthode basée sur 1la
transformation de-Hough sera par nhature peu sensible au bruit, ce

qui ne sera pas forcément le cas des méthodes de détection locale.

En outre, comme nous le verrons plus loin, cette approche de 1la
transformation de Hough pour la détection de droites ou de plans
permet une organisation des calculs particulidrement propice a une

implémentation sur un calculateur paralléle.

* La collection d'histogrammes

Nous avons vu que chaque valeur de la transformée était le nombre de
points que rencontrait la droite ou le plan correspondant. Pour une
direction de droites ou de plans paralléles, la restriction de la
transformée & cette direction peut &tre considérée comme un

histogramme des données.
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La transformée de Hough peut donc &tre interprétée comme étant une
collection d'histogramme. En particulier plutdt que de se limiter &
rechercher les maxima locaux dans la transformée, on aura intérét a
utiliser les algorithmes de regroupement par pics mis au point pour
l'analyse d'histogrammes multi-dimensionnels. Certains auteurs
emploient d'ailleurs ces mots pour désigner des méthodes qui ne sont

autre que des transformations de Hough [94 1.

IT - EXTENSIONS DE LA TRANSFORMATION DE HOUGH

1) Utilisation pour la recherche de lignes ou de surfaces paramétrés

DUDA et HART font remarquer que la notion de transformée de Hough
peut &tre étendue pour la recherche de n'importe quel sous—ensemble
paramétré S (P ) deR? (cuR?), ot P désigne un vecteur de paramétres.
Par exemple, si l'on s'intéresse aux cercles dans le plan, les para-
metres 5 pourrons &tre les coordonnées du centre et le rayon fSBISi

1'on cherche des paraboles, ils pourront 8&tre les paramétres de

position du foyer, de dilatation et d'orientation.

La transformée de Hough est alors une fonction # des vecteurs de
- >
paramétres P telle que # (P) soit le nombre de points de l'image

>
binaire discréte que contient le sous-ensemble S (P).

Si p désigne le nombre de paramétres contenus dans E, le calcul de
la transformation consiste pour chaque point M (x, y) de l'image et
pour chaque (p-1)-uplet des p-1 premiers paramétres de E a
calculer le dernier paramétre pour que MES (5) et & incrémenter
l'accumulateur H (E) correspondant. Le nombre de calculs croit donc

exponentiellement avec (p — 1).

Cette procédure ne peut donc s'appliquer que pour des sous-ensembles

caractérisables au moyen de peu de paramétres.
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2) Transformation de HOUGH avec approximation locale

* Principe

La transformation que présentait Hough dans son brevet peut &tre
considérée comme une élection ol chaque point (xk , %( ) vote pour
les droites qui le contiennent. La droite réalisant le meilleur
score est la droite d'alignement de ces points (lorsqu'ils sont
alignés). Cette approche de 1la <transformation de Hough sous 1la
forme d'une élection permet de suggérer des variantes de la trans-
formée en modifiant la régle du vote : plutdt que de voter pour tous
les sous-ensembles S (;) qui le contiennent, un point ne votera que
pour celui des sous-ensembles qui constitue la meilleure approxi-

mation locale de la ligne (2D) ou de la surface (3D).

* Exemples d'utilisation

Cette démarche a été initialement proposée par 0O'Gorman et Clowes

[88 ] pour la détection de segments de droites, puis a été mise en

oeuvre par Dudani et Luk [44]. Sklansky, Ballard et él. proposent.

d'utiliser la direction locale de la ligne pour la détection de
cercles [89], de paraboles [90 ] , ou d'ellipses [91] . Ballard
introduit la notion de "Transformation de Hough Généralisée' pour
des courbes non analytiques [ 91 2 93] oun chaque point "vote',
d'aprés la direction locale de la ligne, pour les positions possi-

bles de la courbe recherchée.

Dans 1l'espace tridimensionnel, Bjorklund, Eppler et Pearson [ 94 ]
détectent 1les faces planes au moyen d'un histogramme multi-
dimensionnel sur les paramétres des plans tangents ; cet histo-

gramme n'est rien d'autre qu'une transformée de Hough avec approxi-
mation locale de la surface. Muller et Mirgaux [97] utilisent des
approximations locales du ler et 22me ordre pour calculer une trans-—
formée de Hough pérmettant de détecter des morceaux de plans ou de

quadriques.
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* Discussion de la méthode

L'information supplémentaire que constitue la direction locale de la
ligne ou de la surface permet de diminuer le nombre de votes de

chaque point de mesure .

On réduit le fond aléatoire de la transformée, ce qui permet de
>
mieux dégager les pics correspondant aux sous-ensembles S(P)

présents.

En outre, il semble que cette procédure nécessite un nombre de
calculs moins important. En effet, s'il faut calculer une approxi-
mation locale de 1la ligne ou de la surface, on n'a en revanche

moins de votes a réaliser pour chaque point analysé.

Remarquons toutefois que le fait d'approximer localement les
données rend cette procédure plus sensible au bruit : les votes
risquent de se disperser autour du bon vecteur de paramdtres et les

pics seront étalés.

* Les images gaussiennes développées

Lorsque l'on analyse une surface dans l'espace, on peut ne s'inté-
resser qu'a la direction locale de sa normale. Un point des données
vote alors pour une direction. Celles-ci sont repérées sur la
sphére unité encore appelée ''sphére gaussienne'". A chaque point de
cette spheére on associe un accumulateur associé a deux indices (les
coordonnées angulaires ¢ et ¢ }» Le tableau de ces accumulateurs est

parfois appelé "image gaussienne développée" [96 et 97 .

I1 est possible, & partir de ces tableaux de reconnaitre quelques
formes géométriques élémentaires, telles que des fragments de

polyédres, de cylindre, de cdne, de sphére..[79].

Notons que cette transformation est particuliérement adaptée a
l'analyse tridimensionnelle d'images d'intensités lumineuses dont on
ne peut généralement déduire que 1l'orientation de la surface des

objets et non leur distance (information "2 1/2 dimensionnelle').
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3) Utilisations diverses de la transformation Hough

L'approche de la transformation de Hough en temps que processus
de wvote d'un indice pour des interprétations  possibles

permet d'utiliser celle-ci dans les problémes les plus variés:

— reconnaissance de formes & partir d'indices visuels locaux tels

que coins et segments de lignes [98 ];

— détection et positionnement de centres de symétrie grossidre

[99] 3
- mise en correspondance de graphes ou de sous—graphes[loo] H

—~ la poursuite de cibles dans une séquence d'images [101]



CHAPITRE V

IMPLEMENTATION DU GALGUL

DE TRANSFORMIEE




Nous avons vu que la transformée de Hough pouvait &tre considérée comme
un tableau d'accumulateurs. Un calculateur ne peut opérer que sur un
nombre fini d'accumulateurs. Nous allons étudier une version discréte de
la transformation sur les points appliquée d'abord pour la recherche de

segments de droite dans le plan, puis de plans dans 1'espace.

I - CHOIX D'UNE METHODE DE DISCRETISATION

1) Discrétisation de la transformée 2D

L'ensemble des droites ( p,8 ) passant par un point (x, y) a pour

équation

p = £ (6) =x cos 6 + y sin 6

Cette forme fonctionnelle de 1'équation suggére d'échantillonner le
parameétre angulaire suivant des valeurs ejet de partitionner les

valeurs de p en classes [ p..,0 [ . Le calcul de 1la

i i+ 1
transformée discréte consistera, pour chaque point (x, y) et pour

chaque valeur Gj a incrémenter l'accumulateur (i, j) défini par

f
X,y €| pi’ pi+l [
* Interprétation
Un accumulateur (i, j) correspondra donc au segment Si j du plan
’
(p, 6 )défini par
S, . = 0 9 =90, et ., 0.
i3 (p,8 ) / jetee [o0 |

La wvaleur P{i . contenue dans cet accumulateur sera en fait 1'inté-
b

grale de H (p,8 ) sur le segment S;

2
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Or nous avons wvu précédemment que # (py 8 ) était 1'intégrale de

l'image binaire I(x, y) suivant la droite (4, g ). Par conséquent

H. ; est l'intégrale de I(x, y) sur la fendtre comprise entre les
?
droites paralléles (o , 8 ) et ( , 8 ). En d'autres termes,
1] R A
'Hi j est le nombre de points (xk-, Ve ) contenus dans cette bande

(voir figure V-1)

TN

AV

Figure V-1 : La transformée discréte

Hij est le nombre de points contenus dans la fenétre limitée par
}

les droites (Di , 9\].,) et (pi+1_ 5 eJ;)
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2) Discrétisation de la transformée 3D

Les plans (p,¢,p ) passant par un point (x,y,z) ont pour éguation

p = F (¢ v ) = (xcos ¢ +'y sin ¢) sinV + 2z cos ¥
vayz

Cette forme fonctionnelle nous incite une fois encore a échantil—

lonner les directions ¢ et yet partitionner la distance P. On aura

donc comme précédemment.

P
ci+l
= o ,e ¥ de

5k oo (0,9

Pi .
H sera également le nombre de points contenus dans une fen&tre
i,j,k
qui est la tranche comprise entre les deux plans ( 0., ¢., ¥ ) et

i

(o, , 0,0 )

i+l 3 k

DISCUSSION DE LA METHODE

1) Le nombre de calculs

Le calcul de la transformée discréte consiste, pour chaque point

(xk, yk) et pour chaque direction g A& incrémenter un accumulateur
J
(i, J). Le nombre de calculs est donc proportionnel au nombre N de

points et au nombre de directions 8.

Remarquons toutefois que le coefficient de proportionalité est
élevé si le nombre de directions est grand ; c'est en particulier le
cas pour la recherche de segments de plans dans l'espace : le nombre
de directions est alors le produit des nombres de valeurs discrétes

des angles ¢et V.
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2) Le temps de calcul

Pour une image 3D de 256 x 256 points, avec 36 valeurs ded et 9
de ¢, le calcul sur VAX 780 de la transformée nécessite ernviron 20 mn,

ce quilest tout & fait excessif pourﬂune application pratique.

Notons toutefois que les accés a la mémoire virtuelle représentent
une part non négligeable de ce temps et qu'il conviendrait de ne
pas les prendre en compte pour évaluer les performances d'un Opé-—
rateur spécialisé.

3) Propositions pour la réalisation d'un opérateur rapide paralléle

Le temps de calcul peut &tre grandement réduit par l'emploi d'un
opérateur & processeurs paralléles. On peut envisager la parallé-

lisation suivant deux schémas.

* Partition des données

Une organisation -possible serait d'associer un processeur a un
point (ou une région de l'image) et de faire effectuer par ce pro-
cesseur tous les "votes'" du point pour les droites ou les plans
qui le contiennent. Une telle solution impliquerait des conflits
d'accés au tableau d'accumulateurs (ou "urnes") qui pour &tre gérés

nécessiteraient une structure complexe.

* Partition de la transformée

Une organisation beaucoup plus simple consiste & associer un proces-

seur a chaque direction ijou (o, wl<) ( rangée d'accumulateurs)
J
{861 . Les processeurs calculent alors simultanément les valeurs :
= f {(6.) ou p =7 (9., ) et incrémentent les accumu-~
° X,y J X,Y,% J Y

lateurs correspondant. Les processeurs effectuent donc en méme
temps les mémes opérations, sur les mémes données, avec des para-—
métres de direction qui leur sont propres et qui peuvent é&tre pré-
chargés. Chaque rangée d'accumulateurs ne pouvant &tre accédée que
par le processeur qui lui est associé, les conflits d'accés sont

supprimés.
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* Optimisation 3D

Dans le cas de la recherche de segments de plans dans l'espace, ce
sont quelques centaines de directions et donc de processeurs qu'un
opérateur entiérement parallélisé devrait comporter (9 x 36 dans
l'exemple précédent ). La position des points de mesure dans 1'espace
étant aléatoire au moins suivant une direcfion, le calcul de
1'adresse de 1'accumulateur & accéder ne peut se réduire a une

simple incrémentation.

Montrons d'abord gu'il est possible d'accélérer le calcul en se
placant dans le repére dont l'axe z'est dirigé suivant la direction
moyenne de déflexion, et dont l'axe x' est perpendiculaire a z'et

dans le plan de la caméra (schéma V-2) ,

63.



T 2 o=

= ™

SCHEMA V-2 : Repére (x',y',z') en projection dans le plan (x E z)

émetteur de la caméra

récepteur de la caméra

point analysé

projection de M sur le plan horizontal (E, x, z')
angle de déflection horizontale

angle de déflection verticale

angle d'observation dans le plan horizontal

angle moyen de déflection horizontale
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Dans ce nouveau repére, les coordonnées du point analysé M sont :

x' = EH sin o' (o =a-a,
y'' =y =EH tg B
z' =EH cos g

ot EH désigne la distance a 1'émetteur E de la projection H du

point M sur le plan de la caméra (E, x', z'), soit

EH = ER / [ sin (o ) - tg ¥ cos ( o )]
i

Pour une direction de plans (¢ , ¢ ), le point M vote pour 1'accu-—

mulateur

p = (x cos & + y' sin¢ ) sin P +z' cos ¥

il

Les angles de déflection o et Bne variant que de 5° autour de leurs
valeurs moyennes G; etB, = 0°, a ' et Bsont petits. Si i et j sont

les indices repérant le point de mesure M, on a donc

sin (o} ) = al = (i —imoylAa
tg (Bj) = Bj = (] ~Inoy ) AB
cos (a'.,) = 1

On obtient finalement

o =EH [ i (Axcos ¢ sin ¥) + j (4B sin ¢ sin ¥)

+ cos ¥ - sin y ( Loy B0 cos ¢ JmOyAB sin ¢ )]

EH (sino cos ¢ + tg B sin¢ ) sin ¢ + cos a' cos ¥



Les pixels (i, j) étant accédés séquentiellement, chaque processeur
pourfa calculer le facteur p / EH par incrémentation successives. Par
contre, le +troisiéme paramétre de position des points mesurés
(c'est-a-dire Y ) étant aléatoire, le facteur EH est 1lui aussi
aléatoire et donc on ne peut complétement. le calculer par incrémen-
tations nous avons réduit le.nombre de multiplications & une
seule.par point et par direction de calcul, soit environ 9 x 36

multiplications par point. Le synoptique de 1l'opérateur proposé est

présenté sur les schémas V-3 et V-4.
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SCHEMA V-3

Synoptique de 1'opérateur paralléle

proposé pour le calcul de la transformée de Hough 3D

(Les processeurs (¢ , V) sont détaillés page suivante)



REG 1 >
U3
H synchro-init data-init
2

synchro-add >
=, Y + s
[\
El E2 MEM
REG 2 . — ]
MEM(D)_£>—<::::}€>—
synchro-init data—init
Hl synchro-add - g
=N _1-' >
f
El E2
REG 3 RAZ ad
e
(%SJ
EH '

.

REG 1 ~-127,5 sinyp ( ggcos ¢ +AB sin ¢ )

valeurs liées
a la discrétisation REG 2
de la transformée,

i

AB gsin¢ sin VU

. . REG 3 = pa cos o¢sin ¢
mises en mémoire
morte. S () = S (j-1) + REG 2
S'(i) = S (i-1) + REG 3 = REG 1 + J REG 2 + 1 REG 3 =9 /EH
MEM ( p) = accumulateur (p,d, ¥) de la transformée de Hough

SCHEMA V-4 : Synoptique d'un processeur de calcul de la transformée

pour la direction ( ¢, ¢ ) des plans



Le temps nécessaire a une multiplication 8 bits (256 valeurs) x 8
bits étant de l'ordre de 100 ns, un opérateur qui suivrait la
cadence d'acquisition de la caméra dans une version rapide (2 ms
par point, soit 132 mg par image) devrait comporter un minimum d'une
vingtaine multiplieurs. Ces composants étant chers et encombrants,

ce nombre est encore excessif. On peut néanmoins le réduire :

~ en acceptant de diminuer la rapidité du calcul : si un temps de
calcul de 1,3 s est suffisant, on peut diviser le nombre de multi-

plieurs par 10 ;

~ en ne faisant pas le calcul en ligne pour tous les points, mais
seulement pour les zones d'intéré&t (voir le chapitre : "Sélection
des données") ; le nombre de points A& traiter peut alors 8tre

divisé par 4, ainsi que le nombre de multiplieurs nécessaires.

4) La place mémoire nécessaire

Il est possible, lorsque 1'on ne dispose que d'un opérateur a
processeur unique de ne pas stocker toute la transformée, mais
seulement la rangée correspondant & une direction : il suffit de
faire jouer successivement au processeur unique le rdle de chacun
des processeurs décrits précédemment. Les valeurs é&levées de la

transformée sont alors recherchées rangée par rangée et mémorisées.

C'est sur ce schéma qu'ont été écrits les programmes d'essai

utilisés.
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droite ou plan

5) La transformation en présence de bruit

D'aprés son analogie avec le filtrage adapté, nous savons que la
transformée sera peu sensible & un bruit additif, c'est-a-dire 3 la
présence de points aberrants. Néanmﬁins Cohen et Toussaint ont
étudié le comportement de la transformée en présence de points
parasites uniformément distribués sur un domaine circulaire [102].
Si les artéfacts peuvent &tre considérés comme des points aberrants,
leur distribution n'est pas pour autant uniforme. La modification

suggérée par cet article n'est donc pas applicable.

Outre la présence de points aberrants, il faut aussi considérer
que les mesures effectuées par la caméra sont bruitées. Si les
fenétres de comptage définies pour discrétiser la transformée sont
étroites, un segment, méme s'il est paralldle & une des directions
des fenétres, ne pourra pas &tre entidrement contenu dans une de

ces fenétres du fait de la dispersion de ses points (figure V-5)

moyen

X < X pos X _x X X x
— X x x X— K= —X — K— X —

% x %~ x X x X x X X
FIGURE V-5 : L'influence du bruit des mesures

lorsque Ap est petit

Ceci peut &tre vu sur les photos V-6-a,b et e (le mode d'obtention
de ces photos est précisé dans la 1légende) : plus les fendtres
sont étroites plus les votes des points de chaque segment de
de droite sont dispersés, et plus le regroupement des pixels d'un
segment nécessiterait un nombre de calculs important ; en outre,
les votes de certains petits segments de plan (tels que la face
supérieure de 1'écrou) étant dispersés &es segments ne sont pas

détectés.
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IMAGES V-6 : Extraction de faces planes par transformation de Hough :

influence de la discrétisation

( légendes en page suivante)




Légendes des images V-6

Ces photos ont été obtenues, a partir des données de 1'image I-3,
en calculant la transformée de Hough discrdte, en sélectionnant
les fenétres contenant le plus de points, en classant les points
d'acqﬁisition dans 1l'une des fenétres sélectionnées, et en leur
affectant une couleur selon la fenétre de classement. Les points
en noir sont ceux qui ne sont contenus dans aucune des fenétres

sélectionnées.

a) La transformée n'a été calculée que pour la direction des plans
zZ = cte ;
. dp = 5 mm ; 6 classes

b) idem ; “p = 1 mm ; 6 classes

c) Ap= AV = 10° ; Ap = 1 mm ; 6 classes

d) idem ; Ap= o, 5mm ; 6 classes

e) idem, Ap= 0,1 mm ; 15 classes

f) idem, Ap = 0,1 mm ; 15 classes

La transformée a é&té calculée avec des fendtres de comptage

ayant pour largeur 2 Ap{cf. Chap. VI)

72.



On peut chercher a prendre en compte, lors du calcul de la trans-
formée une certaine incertitude sur la position des points en
incrémentant les accumulateurs correspondant aux courbes paramétrées
passant non seulement par le point de mesure, mais aussi & son
voisinage [103 ] ou, ce qui est équivalent, en incrémentant avec un
poids faible les accumulateurs voisins de ceux obtenus par le calcul
[ 79 ]. On peut enfin incrémenter les accumulateurs de la valeur

d'une fonction de probabilité [99, 104 ]

Or ces démarches sont équivalentes & réaliser un certain filtrage de
la transformée [ 104 ] . De tels filtrages sont étudiés dans le
chapitre suivant, avec toutefois un objectif différent qui est

d'échantillonner de maniére satisfaisante la transformée.

6) Influence de la discrétisation des coordonnées des points

Lorsque les coordonnées des points ( ) sont discrétisées, on

o Yk
risque d'observer selon certaines directions privilégiées de la
grille de discrétisation des alignements de points sans signifi-
cation qui apparalitront dans la transformée sous la forme d'un
moiré. Ceci sera particuliérement sensible si le pas Vp de la trans-

formée est du méme ordre ou plus petit que celui de la grille des

données[ 104].

" Dans notre probléme, les coordonnées dans l'espace des points sont
le résultat d'un calcul de triangulation non linéaire. Ceci nous
permet de supposer que de tels alignements dus & la discrétisation

des données ne pourront exister.

7) Influence des variations de la densité d'échantillonnage de la

surface (3D)

La caméra 3D telle que nous l'avons décrite calcule point par point
la position dans 1l'espace de la surface des objets. Or ces points
sont en fait les intersections des directions d'observation avec la

sceéne.
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Considérons un élément de surface de normale 7 observé dans la
direction du vecteur unitaire 4. Les directions d'observation étant
uniformément réparties autour de U, le nombre de points de mesure
sur 1'élément de surface est proportionnel é'ﬁ. nl. La densité
d'échantillonnage de la surface varie donc avec son orientation dans

un rapport pouvant &tre infini.

Or nous avons vu que notre transformation consistait a compter des
points dans des fenétres. La sensibilité de la détection des
segments de plans varie donc avec leur orientation comme la densité

des points sur la surface, dans un rapport infini !

Pour corriger «ceci, il conviendrait de donner aux votes de
1'élément de surface considéré un poids de l/IG..ﬁ }. Mais cette
pondération nécessite 1l'évaluation de la normale locale n qui est
coliteuse en calculs. Si l'on évalue la normale H; on aura donc
intérét a calculer une transformée avec approximation locale, ou une

image gaussienne étendue| 79, 96 ].

8) Influence du pas de discrétisation de la transformée

* Discrétisation fine
Van Veen et Groen ont montré que si Vp et Vs sont les pas de discré-

tisation de la transformée, les segments de longueur supérieure 3
Ap/sin (p6/2)pouvaient avoir une orientation telle qu'ils ne soient
pas entiérement contenus dans 1l'une des fenétres (i,j). Dans ce cas,
il y a dispersion des votes et il convient de rechercher les
maxima de la transformée en examinant des sommes d'accumulateurs
voisins [104] : 1la solution proposée consiste une fois encore a
réaliser un filtrage de la transformée, mais cette fois dans le

but de supprimer les effets de la discrétisation de la tranformée.

* Discrétisation grossiére

D'autre part, la détection d'un segment peut &tre faussée par 1la
présence d'autres objets dans la fenétre correspondante [ 83 ] .
Si une fenétre de comptage traverse 1la surface de plusieurs
objets, il est possible qu'elle contienne un nombre de points

élevé, alors qu'il n'existe pas de segment correspondant.
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Ceci peut &tre observé sur les photos V-6-c, d et e : certaines
fen&tres, obliques par rapport & la direction z = cte et n'englo-
hant aucun segment de plan, obtiennent des scores plus élevés que
les fenétres contenant les faces supérieures de l'écrou et méme de
la clé. Le tableau V-7-b précise numériquement les valeurs de la
transformée associée a 1'image V-6-d. Dans des cas extrémes, il
peut méme arriver qu'un pic de la transformée soit dédoublé et

déplacé (cf. tableau V-8).

Ces phénoménes sont dus au fait que ces fenétres ne forment qu'un
petit angle (10°) avec un grand segment de plan (le fond de
scéne). Elles contiennent ainsi un nombre de points de ce grand
segment qui est plus important que celui des fenétres englobant
d'autres segments de plans plus petits. On met ici en évidence une
limitation commune a toutes les méthodes globales : les détails
sont noyés au profit des caractéristiques générales. Pour pallier 3

cela, plusieurs stratégies sont envisageables

- sélectionner autant que possible les données utiles par des

méthodes telles que celles exposées chapitre II.

- recalculer successivement la transformée en supprimant 2

chaque étape les points appartenant aux grands segments [79]

- ne pas examiner les valeurs de la transformée accumulateur
par accumulateur mais partitionner 1l'espace des paramétres en
regroupant les valeurs situées autour d'un pic ; les
techniques d'analyse des histogrammes multidimensionnels

peuvent &tre utilisées a cette fin.
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TABLEAUX V-7 :

Valeurs élevées de la transformée de Hough

La transformée a été calculée pour les données de 1'image I-3.

Les valeurs des accumulateurs sont classées par ordre décroissant.

Les fenétres de comptage sont repérées par les paramdtres R
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TABLEAU V-8 : Dédoublement et déplacement

du pic de la transformée de Hough

PS ! - RHO

No ! PHI ! ! Nbre points |

e b e e ) e e ————————— ———————— ———— b o e e e
1! BO. ! 50.0 ! —40.00 a 40. 0O ! 40095
2 ' 100. ! 50.0 ! —40.00 a 40. 00 ! 40095
2 ! 260 ! S0.0 ! —40.00 a 40. 00 ! 40095
4 1 280. ! 50.0 ! ~40.00 a 40. 00 ! 40095
51 80. ! 40.0 ! -40.00 a 40.00 ! 40087
& ! 100. ! 40.0 ! -40.00 a 40. 00 ! 40087
7 ! 260. ! 40.0 ! -40.00 a 40. 00 ! 40087
g ! 280. ! 40.0 ! -40.00 a 40. 00 ! 40087
? ! 70. ! 50.0 ! -40.00 a 40. 00 ! 39995
1¢ ! 110. ! 50.0 ! —-40.00 a 40. 00 ! 39995
11 ! 250. ¢ 50.0 ¢ -40.00 a 40. CO ! 39995
12 + 290. ! 50.0 ! -40.00 a 40. CO ! 39995
12 [ 907 ¢ 40,0 I -40.00 a 40. 00 |! 39936
14 1|270. ¢ 40.0 ¢ -40.00 a 40. 00 |! 39936
15 '] 0. ! S0.0 ! -40.00 a 40. 00 |! 39936
164 t|270. ' 50.0 !  -40.00 a 40. 00 |! 39936

La transformée a été calculée pour les données de synthdse répar-

ties en deux segments de plans

z =y soit o =0 , = 270° , {= 45°
z = -y soit p = 0O y ¢ = 90° y U= 45°
Ces segments ont pour étendues respectives :

0 < x < 128 et -128 < x<Oavec ly) = Iz| < 128
et comptent chacun 32768 points. La transformée a 6été discrétisée

avec les pas : A ¢ = pw = 10° et pp = 80

On observe que les accumulateurs les plus proches des deux pics

théoriques (encadrés dans le tableau) n'ont que les 13 & 16&mes

valeurs. Les pics de la transformée sont dédoublés et déplacés.

Ceci est di au fait que, les fen8tres é&tant trés larges, elles
peuvent contenir entiérement un segment de plan tout en lui étant
légérement oblique. Elles contiennent ainsi une plus grande posi-

tion de l'autre plan.

et e e e
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* Discrétisation & pas variable

I1 est enfin possible de discrétiser la transformée avec un pas
variable : on commence par calculer la transformée avec un pas
grossier, ce qui permet d'en déterminer rapidement les =zones
d'intérét (valeurs é&levées) ; puis on recommence le calcul avec
un pas fin en se limitant a ces =zones [95]. La deuxiéme étape a
pour but de reconnaitre les fausses détections dues & un alignement
aléatoire de ©points tel que décrit précédemment. Mais cette
méthode présente 1l'inconvénient de ne pas permettre de détecter
les petits segments dont la direction ne serait pas une de celles

de la transformée grossiére de la premiére étape.
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CHAPITRE V1




Que 1lton souhaite ou non utiliser une méthode de discrétisation
a4 pas variable, la transformation de Hough doit, pour &tre utilisable,
fournir des résultats fiables avec un nombre limité de valeurs
discrétes. C'est pourquoi 1l est nécessaire d'étudier de maniére

approfondie la discrétisation de la transformée.

I -~ RAPPELS ET FORMALISATION DU PROBLEME

1) L'information présente et ses représentations

Les données d'acquisition consistent en la position de N? (N = 256)
points mesurés sur la surface visible de la scéne., Si la résolution
de 1la caméra 3D permet de distinguer de l'ordre de N valeurs
de distances z, ce sont N%® ~ 1,7 . 107 informations binaires
dont on dispose sur les positions des points de mesure dans

le volume d'acquisition.

L'analogie entre les transformées analytiques de Hough et de
Radon nous apprend que cette premiére est inversible. La quantité
d'informations contenue dans la transformée analytique est

donc la méme que celle des données initiales.

I1 en résulte que pour ne pas perdre d'informations, la transformée
discréte devra &tre calculée avec N?® valeurs. Mais si celles-
ci sont mal choisies ou si elles sont en moins grand nombre,

1'information contenue dans la transformée sera fort amoindrie.
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Ce sont ces points que nous étudierons dans les paragraphes
qui suivent. En particulier, 1la transformée ne pouvant pas
étre calculée pour N valeurs discrétes, nous verrons comment
la calculer avec peu de valeurs et de maniére fiable. Pour
cela, nous aurons recours aux techniques d'analyse employées
en traitement du signal. Celles-ci sont rappelées succinctement

en annexe A.

2) Mise a profit des connaissances acquises sur la transformée de

Radon

L'échantillonnage de la transformée de Radon a fait 1l'objet

d'un certain nombre d'études [105 & 109].-

Eri particulier, Rattey et Lindgren [108 et 109] obtiennent
d'importants résultats dans le cas 2D en utilisant la théorie
du traitement du signal : ils ont déterminé le support spectral
de la transformée de Radon, puls étudié 1'échantillonnage en

appliquant le théoréme de Shannon.

L'étude de la transformée de Hough (TH) tridimensionnelle (3D)
présente d'importantes difficultés mathématiques. Aussi nous
commencerons par montrer dans 1le cas 2D comment la théorie
du traitement du signal peut &tre utilisée pour étudier 1l'échantil-
lonnage de 1la TH. Les deux transformées é&tant identiques, nous
utiliserons les résultats connus sur la transformée de Radon
2D afin d'étudier les filtres antirepliement réalisables pour
la TH discréte. Ensuite nous chercherons a établir des résultats

équivalents dans le cas 3D.

Notons dés a présent que ces résultats ne concernent pas seulement
l'utilisation de la transformée de Hough pour la reconnaissance
des formes : 1'identité avec la transformée de Radon rend ces
résultats importants pour la tomographie assistée par ordinateur
o le probléme de 1'échantillonnage de la transformée se pose

également.
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IT - LE SUPPORT SPECTRAL DE LA TRANSFORMEE DE HOUGH

1) Le support spectral de la transformée de Hough bidimensionnelle

Les deux transformées étant identiques, nous wutiliserons le
résultat de Rattey et Lindgren qui ont é&tabli[108] que 98 %
de l'énergie de la TF (wp,we) de la transformée de Radon bidimen-
sionnelle (p,9) est localisée dans le domaine en 'noeud papillon"

(voir schéma VI-1) ayant pour équations

lo | < W
0
<

lme| 1 +R prl
ol
R désigne le rayon du support de l'image des donnédes I (x,y)

(x%+ y? <R?)

W désigne le rayon du support de la transformée de Fourier

(mx,wy) de I (x,y)

L (wx2+ wy2 < W2)

Schéma VI-1 : Le support de la transformée de Fourier de la transformée

de Radon (Hough) bidimensionnelle




Remarque 1

La démonstration de ce résultat repose sur l'affirmation empruntée
a Taub et Schilling [112, page 122 & 124] que
1+|z|

Vaz, ¥ [Jm(z)]2 < 0,98
m==(1+|z])

Or cette propriété n'est pas établie mathématiquement mais
résulte de 1l'examen des quelques valeurs tabulées des fonctions

de Bessel.

Nous verrons dans le cas 3D que les difficultés pour évaluer

le support de la TF de la TH sont encore plus grande.

Remarque 2

Lorsque l'on calcule une TH sur des points dans le plan (ou
l'espace) 1l'image des données est binaire, et son support
spectral est donc infini : W = « ., Le support spectral d'une

TH s'étend donc en général a l'infini dans la direction 'wp

2) La transformée de Fourier de la transformée de Hough tridimension-

nelle

Comme nous 1l'avons vu au chapitre IV, la TH tridimensionnelle
H(o,0,¥) est l'intégrale de la fonction de densité des données

I(x,y,2) suivant les plans de paramétres (p,d,V¥)

Hip,0,0) = ./[[ I(x,y,2) 8[(x cos ¢+ysin¢) sin ¢ +z cos ¥ — p] dx dy dz
R3



Cette fonction ayant pour période 27 suilvant ¢ et ¢ , sa TF
est un peigne situé aux valeurs entiéres : mp =met w et dont

les amplitudes sont

i 2T 4

4?2

—C0

2
_ 1 ~jlw p+moé¢ +ny)
Pm,n (wp) = / / / H(p,0,0) e P dp d¢ dv
0 0]

La _TH ainsi que 1la TF sont des transformations linéaires.
Considérons la fonction de données I comme une somme d'impulsions
situées aux points (x,y,z) et d'amplitude I(x,y,z). La TF
de la TH de I est alors la somme pondérée des TF des TH des
impulsions. Nous allons donc nous intéresser a ces réponses

impulsionnelles.

Dans ce but, remplacgons dans 1'expression de #(p,¢,¥) la fonction

de densité I par une impulsion située en un point (x,,y,,2z,)

‘s

I(x,7,2) = 8 (X = Xgy ¥ = Yo» Z = Zg)

I1 s'en suit

Hip,¢,0) = &[(x, cos ¢ +y, sin ¢) sin ¥ + z, cos ¥ - p]

Repérons la position de l'impulsion en coordonnées sphériques

X, = P, COS ¢, sin Y,
Vo = 0, 8in ¢, sin ¥,
Z, = P, COS Y,

La TH de l'impulsion a alors pour expression

Hio,0,¥) = 8{p - p, [siny, siny cos (¢ - ¢,) + cos ¥, cos ¥ ]}
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Les amplitudes du peigne de la TF sont donc

2m 2m
et [
m, o 4,n_2

0] 0]

exp -j w5 Po [sin b, sin ¢ cos (¢ -6,) + cos¥, cos ¢] + mo + ny ( dp dy

Posons u o= wp P, COS Y,

Vo= 00 P, sin ¥,

27
1 -j[v sin ¥ cos(d - o,) + mo] .
et Q (wp,\b) = 5= / e do
0
On a alors
27
oL / =Ju cos ¥ + n V)
Pm,n(wp) = 5 | e Qm(wp,w) dy
0

Un changement de variable dans l'expression de Qm(mp,w) permet d4d'ob-

tenir

2m

Q (w ,¥) = e-j m(¢6+ %) 1 }{ -j(m¢ —v sinQ)sin‘§) d
m o’ B 2w € 0

0

. ™
= e_‘]m(¢°+ E) Jo (v siny)

ol Jm désigne la fonction de Bessel de premiére espéce et d'ordre m.

En reportant cette expression dans celle de Pm n(mp) et en rempla-

b

gant la variable ¢ par son complément & w/2, on obtient :

. 2w
M —jmo . .
P (w ) = (-J) © / e‘J(nw— wosin ¥) J (v cos ¢) dvy

m,n p an m
0




3) Etude du support spectral de la transformée de Hough tridimension-

nelle

* La décomposition en réponses impulsionnelles

Comme nous l'avons vu, la TF de la TH est la somme des réponses
impulsionnelles. Le support de la TF de la TH sera donc l'union
des supports des réponses impulsionnelles sur tous les points
impulsions, c'est-a-dire pour simplifier sur la sphére p, < RM.

Pour déterminer cette union, nous nous intéresserons d'abord

au support d'une réponse impulsionnelle.

* Décomposition en séries

Dans ce but, on peut chercher & transformer 1l'expression de
Pm,n(mp) par des développements en séries. Malheureusement, les dé-
veloppements obtenus n'ont pas permis de déterminer le support
spectral de 1la réponse impulsionnelle. (Ces développements sont
présentés en annexe C. Ils pourraient éventuellement &tre utilisés

pour un calcul numérique de Pm n(wp), une autre voie étant 1'inté-

b
gration numérique de l'expression donnée au paragraphe précédent).

* Propriétés du support spectral

Certaines propriétés du support de Pm n(w ) peuvent toutefois &tre
s

déduites de l'expression intégrale de Pm rl(mp)
b

™
p (wp) = (_j)m+n e—jm¢° L ./- cos(nv — psin ¥) Jm(v cos ¢) dy
0
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Démonstration

[v] < Imppo| L& m=> Jm(v cos 8) w O

|wpp°| <<

TP

lwpool << n

Démonstration si m + n est impair

En remplagant 6 par son complément & m pour les valeurs de 6 compri-

ses entre 1/2 et m, on obtient alors

1/2
= (wp) = (—j)m+r1 e7IMbs 2 /’ sin(ne) sin({ sin ) JmG) cos 8) do
o .

Démonstration si m + n est pair

On a comme précédemment

T/2
P (w ) = (_j)m+n eI 2 cos (no) cos (usinv) J & cos o) do
m,n 0 m N m
lul < Jo_o,| << T =>cos (usin 0) v 1

w/2

=€>P (wp) N (—-j)m+n e—jm¢° 2 }( cos (ne) Jmﬁ)cos 6) ds
0



En appliquant la relation [110, formule 5.43.2] (reproduite

en annexe C), on obtient

or : |n| > prpol = Jou

n=20
= P n(wp) e

lwppol << m/2

Démonstration
i
m
o =gm(e, +3) 1 / .
Pm,O (wp) = e 2 - cos (u sin 8) Jm(v cos 0) de
0

Le méme changement de variable que précédemment permet d'établir :

m + n impair =—» Pm 0 (mp) =0

b

SIE]

_jm(¢o + .11

N
ERNN
—

m + n pair = Py (wp) = e
b

(@}
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Or d'aprés [111, page 742]

T/2
/ Jm(z sint) cos (x cos t) dt
0
_T g /Y x2 + z?+ x J < + z% - x
-2 m/2 2 ‘m/2 2

En posant : t = % - 08, x =y et z = v, on sonstate que
P (n) = e Im0o + %) J TSR T N PN A 'Y
m,0" p’ m . 2 m 2

2 2

En utilisant les définitions de p et v on obtient finalement :

Pm,O(wp) - e—jm(¢o + g) JE [prpOI cosz(gﬁj JE [prpol sin? (%)]
2 2
I1 en découle que
|wpp°| << |m/2| = Pm,O(wp) v 0
* Le support spectral approximatif
Ces résultats indiquent, sans toutefois 1'établir complétemeht,

que Pm’

Le support spectral de la réponse impulsionnelle de la TH a donc

la forme d'un diabolo d'axe w,= wqJ = 0, limité approximativement par les

)
plans lmp| = |w¢/pol et lwpl = l“w/p°|’ et s'étendant & 1l'infini dans

la direction mp.

n(wp) est négligeable lorsque |wpp°| est petit devant |m| ou |n|.
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La TH des données d'acquisitions est la somme des réponses
impulsionnelles. Son support spectral est donc la réunion des
supports spectraux : c'est encore un diabolo, d'axe w¢ = “w =0,

s'étendant & 1l'infini dans la direction wp et limité approximative-

ment & la région définie par

lo | < lw¢/Rl, et

o ] < luy/Rl

ot R désigne la plus grande valeur de p sur 1l'ensemble des données

d'acquisition.

* Les voies possibles pour préciser le support spectral

Afin de préciser les limites du support, plusieurs voies restent

ouvertes
- La voie analytique exacte

Elle consiste & rechercher des expressions analytiques plus

simples de P (w ). C'est celle qui a été utilisée précédemment
m,n p

au moyen d'hypothéses simplificatrices. Elle ne semble pas

permettre d'aboutir a un résultat général.

— La voie de l'approximation analytique

Elle consiste a rechercher au moyen de développements des expres-—

sions approchées de Pm n(wp). Mais la fonction a intégrer pour cal-
b

culer Pm n(wp) pouvant avoir de nombreuses oscillations, les techni-

ques d'aéproximation sont trés délicates et complexes. Certaines
approximations intermédiaires exigent des simulations numériques
pour étre validées. Néanmoins, il semble possible d'obtenir par cet-
te voie des équivalents de Pm n(wp) a 1l'infini, qui peuvent permet-

’

tre d'évaluer le support de cette fonction [113].
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- La voie numérique

Cette wveoie consiste a évaluer numériquement la fonction de

trois arguments Pm n(mp) pour différentes positions (r,,¢,,¥,) de

b

1'impulsion. Le calcul numérique de Pm n Unp) pourra &tre effectué
?

a partir de son expression intégrale ou en série (Cf. annexe C).

— LE FILTRAGE ANTIREPLIEMENT DE LA TRANSFORMEE DE HOUGH DISCRETE

1) Le filtrage lors du calcul de la transformée

La TH ne peut &tre calculée numériquement que pour des valeurs
discrétes, c'est-a-dire des échantillons. Afin de réduire leur
nombre, nous allons étudier des filtres antirepliement réalisables

(Cf. annexe A).

Une premiére démarche peut &tre d'échantillonner finement (au
sens du théoréme de Shannon) puis de filtrer et réduire le

nombre d'échantillons.

Une autre méthode permettant d'obtenir directement un nombre
réduit d'échantillons <consiste & filtrer avant de calculer
la valeur échantillonnée de 1la TH. Ce filtrage préliminaire
ne peut alors pas &tre réalisé dans le domaine de la TH. Il
est donc nécessaire de déterminer 1le filtrage équivalent dans
le domaine des données d'acquisitions et de 1'incorporer au

calcul de la transformée discréte.

2) Etude de filtres pour la transformée bidimensionnelle

* Convolution par un sinc bidimensionnel

Le filtrage antirepliement idéal consisterait a multiplier
la TF de la TH par le produit d'une porte surum et d'une porte
SUur W, . Ce filtre reviendrait a convoluer la TH par un produit
de sinc en p et en g§. Il ne peut malheureusement &tre réalisé au
moyen d'un filtrage équivalent des données d'acquisition que l'on

appliquerait pendant le calcul de la TH discréte. -



* Convolution par un gabarit rectangulaire

Comme nous allons le voir, on peut par contre réaliser sur
les données d'acquisition un filtre équivalent & une convolution
de la TH par un filtre rectangulaire. Ce filtre revient a multi-

0
qui peut 8&tre considéré comme un filtre antirepliement acceptable.

plier 1la TF de la TH par un produit de sinc en wp et w , Cce

Le gabarit de convolution de la TH sera défini comme valant
1 dans une fenétre de cotés Ap et A6 et O ailleurs. La TH filtrée

H' est définie par

Ap A
P+ > 0 + >
1
o, |
H'(p,0) Y H(p,0) dp de
‘ _be o A0
L 2

Définissons dans l'espace (p,6) de la TRH des domaines

] x o

D. . = [p~1p

. ] réguliérement espacés.
i,J i’77i41

j’ej+l

Définissons la transformée discréte filtrée Hi i comme étant
b

la valeur échantillon au centre de D,
) ks

g (P Pia ®i* %5
i,5 2 ' 2
e D, .
1,3

La TRH a pour expression :

H(p,8) = [7. I(x,y) 8(x cos 6+ y sin8 —p) dx dy
RZ
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En changeant 1l'ordre des intégrations, on obtient 1'expression

de la TH discréte

Hi,j = Zy I(x,y) Pi,j(x,y) dx dy
RZ

Pi,j (x,y) = Y AV 8(x cos 8+ y sin 6 —-p) dp de
- D
1,]

L'intégrale Pi j(x,y) apparalt comme étant le poids de la contribu-
tion du peoint (x,y) & l'accumulateur (i,j) de la TH discréte.
Cette pondération constitue 1le filtrage équivalent du filtre

rectangulaire de la TH, dans le domaine des données d'acquisition.

L'intégrale P, j‘ (x,y) peut &tre explicitée. Pour cela, passons
b

en coordonnées polaires

[x = r cos ¢

y =r sin ¢

On a alors

t

P, . (x,y) = AplAe jy. §[p — r cos(8 —¢)] dp de

D, .
1,]
Jj+1
L
= 2p 46 5 p;(0) de
J
pj+1
avec pi(e) = /' §[p - r cos (8 - ¢)]dp

p.
1

1 si 0. £ rcos (6 -4¢) € o,

0 sinon
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On a donc
- si < . _6:
sir <o, Ve,pl() 0
- 81 p. <1r < p,
i

i+]

1

p

8 € lé + arcos (

p.(g) =1 <?$> ou

Les valeurs de

Pi’j(x,y) = Pi,j(r cos ¢, r sin ¢)

sont représentées sur les schémas VI-2 et 3.

e. o.
p.(8) =1<,&> 6 € [¢ - arcos(zg , b+ arcos(?%]
i+l <?>]
, ¢ + arcos|—
r r
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SCHEMA VI-. 2: Valeurs pour le filtre rectangulaire de

95,

6. . -0. o
rp as P. . (r cose, r sine ) lorsque : cos (I3 > 1
) 1.J P
2 i+1
05 0
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duarcos(—ll).— GJ_

a——— \\ : ej+lp~¢ E
\ i -2 arcos ( )+arcos(——) - !
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%
8547 = ¢ *+ arcos (/?) 0
— /
\ / ‘
P41
/ 0547 = ¢ - arcos | )
0
SOt T LT T
9j+] e+arcos(-—:“’) .il
o ;
-Zarcos('—l:—l%"e‘ ":
\¢ eJ ' r qJ /
\ e il /
\ \
0 °i Pt

;
arcos (?—) arcos | -

.i
e,
/¢ +arcos { r‘) ;

\

i+1 /



- SCHEMA VI-3 : Valeurs pour le filtre rectangulaire .de ‘: 96.

9. ‘e- p_
( Jr1 ] < 1

- i I Cos &
P1,J(r cos ¢, r sin ¢ ) lorsque - ) .
i+]
°j ® i+

;
arcos (4~) - arcos (——Y:—-)




En conclusion, 1le filtre rectangulaire de la TH peut &tre
réalisé par une pondération Di,j(x"y) de la contribution d'un
point (x,y) & l'accumulateur (i,j). Toutefois cette pondération,
qui n'est pas une convolution, nécessite une &tude de cas
assez complexe. Cette complexité peut &tre réduite en ne filtrant
que l'une des variables, et en échantillonnant finement 1'autre

variable.

* Filtrage suivant 6 seulement

Nous avons vu que le support spectral de la TH s'étendait
a 1'infini dans la direction <&p. Un filtrage de la TH suivant
© seulement ne peut donc constituer un filtre antirepliement

satisfaisant.

* Convolution par une porte suivant

Ce type d'intégration sur un segment ( e ,p I x[ o] est

i74i o+ 1 J
celui que nous avons étudié au chapitre sur 1'implémentation
de la transformée de Hough. La fonction de pondération associée

a ce filtrage a été présentée sur le schéma ¢ _1

La théorie de 1'échantillonage indique que la largeur d'un
tel filtre antirepliement doit &tre le double du pas d'échan-
tillonnage (cf annexe A). Par conséquent, si 1l'on souhaite
calculer une transformée discréte avec un pas Ap , 11 conviendra
de la filtrer suivant p par une porte de largeur 2 Ap . Ce filtrage
peut &tre réalisé lors du calcul de la transformée discréte
en incrémentant, pour chaque point des données et chaque
direction 6. de la transformée, les deux plus proches accumu—
lateursiﬁ_etii+r Ceux-ci sont définis par : o, < p < oL
Ce filtrage est donc trds rapide 3a réaliser par rapport aux

filtrages précédemment étudiés.
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L'image V-6-f présente les faces planes extraites avec un filtrage
porte de largeur 2 Ap. Elle peut 8tre comparée avec 1'image V-6-e
pour laquelle le filtrage a une largeur Ap : cette modification a

permis de ne pas sélectionner un plan oblique sans signification.

* Convolution par un sinc suivant p

Lorsque 1l'on filtre la TH suivant p on diminue simultanément la
largeur spectrale suivant © . Ceci résulte de la forme en noeud
papillon du support spectral de 1a TH (cf schéma VI-1). Le
filtrage suivant p seulement permet donc de diminuer le nombre

d'échantillons nécessaires suivant 6.

Or si l'on se contente de filtrer en P, le filtrage de la TH
consistant & multiplier sa TF par une porte de largeur ZAwp
suivant wg est faisable. Il est équivalent a convoluer la TH par
sinc ( Aw 0 ) suivant p. Ce filtrage équivaut 3 pondérer des
données par la fonction :

P = i Aw (x cos 6, +y sin 9. -p; ]
i,5 0¥ sine [ dw J jn

SCHEMA VI-4 : Valeurs dePj,j (x,y) pour le filtre sinc suivant
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On peut aussi le réaliser d'une maniére plus économique en
calculs et & peine plus coliteuse en capacité de stockage en
convoluant directement la transformée. Pour cela, la TH devra
dans une premiére étape avoir é&té calculée finement suivant
P par exemple par la méthode d'affectation au plus proche
voisin décrite au chapitre précédent ; puis pour chaque direction
de la transformée, on effectue la convolution monodimensionnelle
par sinc (Agw o ) ; enfin, on peut réduire le nombre d'échan-
tillons en pgrtant le pas a Ap =2n/Awp. D'aprés le théoréme
de Shannon, et d'aprés la forme du support spectral de la
TH (fig. VI-1), si le nombre N de directions g de calcul
de la TH vérifie !
N/2=w/a6 > 1 + R Awp,
alors le repliement de spectre (cf annexe A) dans la direction

6 se trouve supprimé (schéma VI-S).
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V]
Aw 4 — — —li -1 T T T
0
\\ \){ /
// N 4 \\
AN N
Aw, 11 | -1 — —
Y
W
I
F 1
N . = 2(1 +R Aw )
min Y
SCHEMA VI-5 : Filtrage en et échantillonnage en 0
Filtrer en p , permet de diminuer la largeur spectrale et
les repliements de spectre suivant © : si 1l'on filtre les
fréquences | wgyl > A wp , 11 suffit, pour éviter tout

repliement de spectre, d'échantillonner la transformée suivant

N . =2(1 + R Aw ) directions 9§ ..
min J
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Remarque :

D'une manidre générale, un filtre de convolution g(b ) de 1g

TH suivant la seule direction g(, )est é&quivalent & une

convolutioq des données d'acquisition par le filtre isotrope
— : -

{ T Hankel {TF ig {{{ (4 x|

ol T Hankel désigne la transformation de Hankel (cf. annexe

Ce théoréme découle du théoréme coupe-projection (cf. annexe
B) : multiplier la TF de la TH par G( 4, ) = TF (g) revient
P
& multiplier la TF des données par la fonction isotrope
2

2 N . .
G(w + wy ), et donc & convoluer les données par le gabarit
X

isotrope T Hankel ™1 @ (w ).

Dans le cas étudié précédemment, H(, ) est une porte de demi-
o
largeur Awp Ce filtrage est donc équivalent & convoluer les
- 2 2
données par JI'(Awp I‘)/(Awp r) ol r s\ x +y (cf. annexe A).

3) Filtrage de la transformée tridimensionnelle

Les filtres antirepliement présentés pour la transformée
bidimensionnelle sont immédiatement tfénsposables a la
transformde tridimensionnelle. Leur présentation - 3D, plus
difficile, n'apporterait pas 'd'information‘ particuliére qui

n'ait &té énoncée dans le cas 2D.

— L'échantillonnage optimal de la transformée

Echantillonner un signal équivaut dans le domaine de Fourier
3 périodiser son spectre. L'échantillonnage optimal est celui
qui répéte le spectre de 1la maniére la plus dense sans

toutefois qu'il ¥ ait de recouvrement des supports.

A)
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1) La transformée bidimensionnelle

Etant donné la forme du support spectral de la TH (Schéma VI-1),
la périodisation la plus dense est obtenue suivant une maille

en quinconce [108]

~IRNTT

”,/f‘

~L T~

/\ /\ T~

SCHEMA VI-6 : Périodisation en quinconce de la TF de la TH




Or 1l'échantillonnage de la TH correspondant & cette périodi-
sation est lui aussi en quinconce dans le plan (p, ). L'échan-
tillonnage couramment utilisé (3 p=1p et 8 =296 } n'est donc

. 1 J
pas optimum.

2) La transformée tridimensionnelle

La forme en diabolo du support spectral de la TH tridimension—
nelle suggeére que l'échantillonnage optimal n'a pas non plus une

maille rectangulaire mais en quinconce.
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Le travail présenté montre comment les informations de base
("primitives") peuvent &tre extraites des 256 x 256 mesures de

position dans l'espace, fournies par la caméra 3D utilisée.

Tout d'abord, nous avons vu que les mesures n'apportant pas

d'information peuvent &tre reconnues et écartées.

Ensuite nous avons montré comment les techniques d'extraction de
contours utilisées classiquement pour 1les images d'intensités
lumineuses pouvaient &tre mises en oeuvre pour détecter les
différents types d'arédtes. Nous avons montré quelles étaient les
précautions & prendre pour utiliser 1les contours et pour
positionner dans l'espace les arétes. Nous avons également étudié
certaines méthodes d'extraction de contour spécifiques des images

de distances.

Nous avons ensuite étudié les méthodes, duales des précédentes,
recherchant les faces homogénes des objets. Celles procédant par
croissance de régions, ainsi que celles faisant appel & une forme

de la transformation de Hough semblent utilisables.

Cette transformation est globale, donc peu sensible au bruit des
données. De plus son calcul est facilement parallélisable. C'est
pourquoi nous avons analysé diverses variantes, discuté et
expérimenté 1l'une d'elles, puis montré quelle pouvait &tre 1la

structure d'un opérateur rapide de transformation.

105.



Devant certaines difficultés liées au choix de la discrétisation,
et face & l'absence de moyens d'analyse de celle-ci, nous avons
montré la mnécessité d'un filtrage antirepliement de 1la trans-
formée. Nous avons étudié de tels filtres. Des difficultés d'ordre
mathématique n'ont toutefois pas permis d'obtenir complétement les
résultats escomptés. Les premiers résultats obtenus sur la
transformée 3D, ainsi que ceux plus importants obtenus dans le cas
2D, montrent cependant que cette voie d'analyse, jusqu'a présent
inexplorée, permet d'appréhender la transformée de Hough d'une
maniére nouvelle. En outre, les difficultés mathématiques

restantes, bien qu'importantes semblent surmontables.
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I — THEOREME DE SHANNON

Lorsque l'on échantillonne un signal a une cadence At, la transfor-
mée de Fourier du signal échantillonné est celle du signald'origine

périodisée avec un pas: Aw = 2n/At.

Le théoréme de ©Shannon en découle : un signal de demi-largeur
spectrale W ne doit pas &tre échantillonné & une cadence At
supérieure a4 1w /W. Si ce n'est pas le cas, non seulement une
partie de 1l'information sur le signal d'origine est perdue, mais
toute 1'information restante n'est pas représentative du signal
d'origine : les hautes et basses fréquences ont été mélangées
‘lors de la répétition du spectre de Fourier (il y a "repliement

du spectre").

Dans le cas d'un signal multidimensionnel le spectre est piricdisée
dans chacune des directions d'échantillonnage. Le théoréme de
Shannon s'applique pour chacune de celles-ci, W étant la demi-
largeur spectrale du signal dans la direction d'échantillonnage

considérée.

II - FILTRAGE ANTIREPLIEMENT

Si des contraintes matérielles imposent d'échantillonner a
At > w/W ("sous—échantillonnage') il est nécessaire, pour é&viter
le repliement du spectre, de réduire la demi~largeur de celui-
ci & W' < 7/At avant de sous—échantillonner le signal a At ("filtra-

ge antirepliement").

* Multiplication de la TF par une porte

Le filtre antirepliement idéal consiste a multiplier la TF par
une porte de largeur 2 n/A t. Ceci revient a convoluer le signal par

wne feriction (nt/At).

Remarquons que ce filtre,'fréquentiellement borné, est spatialement

infini.
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#* L'échantillonnage intégrateur

Un filtrage passe-bas limité spatialement peut consister & convoluer
le signal par une porte de largeur At. Ceci revient a multiplier

sa TF par sinc (w At/ 2).

sinc (e At/2)

/

At

Y. e

L'énergie spectrale du signal filtré se trouve principalement

dans l'arche centrale : |w| < W = 27/At. En effet, les hauteurs
en énergie des arches suivantes ne sont que (2/37w ? = 4,5 %,
(2/51)2=~1,6 %, (2/77)* = 0,8 %, ... de celle de 1l'arche principale.

Ce filtre pourra donc &tre utilisé comme filtre antirepliement
a2 la condition que le pas d'échantillonnage soit inférieur a

/W = At/2.



ITT - LA TRANSFORMATION DE HANKEL

Soit f : R —s>R

_—)‘
TF {f} =j f(x) 73O X g%
> >
X,W R ’

Si f est isotrope : f(X) = f({§l) alors sa TF est aussi isotrope.

On a alors, en notant
r= |x| et o= |0

dans R? (n = 2)

TF {f(lzl)} = ./ 2 r f(r) J,(r w) dr
0

TF {f(lgl)} = I 4 mrif(r) sine (r w) dr

> > .
La fonction TF f(lx|)} (lw]) est appelée transformée de

o {fm}} (w)

X, W
Hankel de f(r) : {T Hankelr
On montre que cette transformation est son propre inverse.
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*¥ Calcul de la TF d'un disque

Soit dans R? : f(x,y) = [1 sir = /x%+ y2< R

0 sinon

f étant isotrope, sa TF est :

{TF++ lf(SZ)H = T Hankel », | {f(l—};l)}
X,Ww Xl e

+oo

= f 2n f(r) J, (w r) dr
0
R

= ] 2n J, (w r) dr
0

=2r R* J, (w R) / (w R)






ANNEXE B

LE THEOREME COUPESPROJECTION




Soit f ¢ R —R

La transformée de Radon de f est par définition

R(p,u) = f £(x)  8(p - x.u) d° x

Rn

-+ . .
ol u désigne un vecteur unitaire.

Théoréme coupe-projection

La TF monodimensionnelle sur p de R(p,a) n'est autre que 1l'expression
en coordonnées sphériques de la TF n-dimensionnelle de f(;).

En d'autres termes

Ceci est illustré par le schéma B.
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‘Démonstration :
TF R(p,u .+
{ o R u>} (w,,0)
P
+m
= / /. f(;) §(p - §.G) e
_oo‘ Rn

]
—
—

.

"

(o2}

©

1

xR

o

H
—
Hh
XYy
o
©

—j(ﬂ o]

p
>
e dn x dp
w_ p
n
p dep d X

dp
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N
P
A f(x,y) A
transformation R(p,8)
> X -y > 6
de Radon
TF TF

¥
€+
°

o, M oA
Wy . x
) 9, Théoréme
—=> «——> —=>0
X coupe-projection 8,

{TF+ R {f(x,y)}} (w cos 8, w sin 8) = {TFp,w {R(O,S)H (w ,9)
X,w 0

Schéma B : Le théoréme coupe-projection




ANNEXE C

TRANSFORMEE DE FOURIER

BE LA TRANSFORMEE

FOUEH -
DEVELOPEEMENTS EN SERIES




Ccmme nous l'avons vu au chapitre VI, la réponse de la TF de 1la

TRH & une impulsion de coordonnées sphériques ( py, ¢, ¥y ) est un

peigne suivant w¢= m et m¢ = n dont les amplitudes sont
2m
. ~Jjm j{n - § sin
o (0 ) = (_J)m"'n e Jmé g /eJ( LY i sin ¥) Jm(\).COS P) du
m,noe - 27 0

Afin de développer en série cette fonction, utilisons le développement
de la fonction génératrice des coefficients de Bessel [110, relation

2.1.1]

1
(t - =) 1
e v :g: tk Jk (n)

En remplagant dans cette relation t par e

N

Jv

, on obtient

4 o
_’k
eI KV 5
K="

Cette série étant uniformément convergente lorsque ¢ e [0, 2r] (Cf [110
page 17]), on peut changer dans Pm n (wp) l'ordre de 1'intégration et

?
de la sommation

+ [oe]

_ (_ sym+n - Jm ¢,

Pan() = (=3 © ;__:m T 00 Tk
2T
. 1 k¥
ol Im,k = 5= / e Jm (v cos §) dy
0

Or, en remarquant que : Jm(— z) = (- 1fﬂ Jnl(z), on peut montrer par deux

changements de variables simples que
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m + k impair =—» Im K = 0
b

™
. ' 2 2
m + k pair = Im,k = = -/' cos (ky) Jm(v cosy) dy
0
Il en résulte que dans 1l'expression de P (wp), on peut ne sommer que
b

pour les valeurs de k ayant la parité de n - m

4+

Im,m+2k

Or d'aprés [110, formule 5.43.2], si p et n sont deux entiers, on a la

relation
i
J (z) J_(z) = (-1)" -i— /2 S (2z cos 6) cos[(p+n)e] de

En remplagant :{u par m + k

n par k
Z par v/2
on obtient
J Ny T Yy C ook
m +k (2) k <2) = (-1) Im,m+2k

d'ol il vient une expression de I que l'on peut reporter dans celle

m,m+2k
de P (w )
m,n p

*

-+ 0
M+ —im g, ok v v
Pm,n (w,) = (=) - ° K= (-1) Jm—n-—2k () m-%k(ET) Jk(YS)
ol ! u o= wp Py COS ¢,
Vo= w0, sin ¢,
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Ce premier développement peut &tre transformé en utilisant le dévelop-

pement du produit de fonctions de Bessel[llo , relation 5.41.1 ] :

+ oo =)™ <E>“*“+2”‘ (s v +m+ 1)
Joo(z) J, (2) = 2 m
u v - Z

m=0 m ! ' (p+m+1) T(v+m+1)
ol la notation (X)m désigne le produit X(Xx + 1)...(X + m — 1) si m> 0,

et 1 sim = 0.

En remplagant dans cette relation yu par m + k, V. par - k, z par V/2 et

m par P, il vient

(—l)k ik <%> k (§> = ek <§> 7 x <§>

(-1) ()M + 2P

DY 4

0 p! T(m+k+p+l) T(p-k+1)

(m+p+1)
b P

Cette série entiére est abgsolument convergente. En reportant cette ex-

. v vV .
pression de Jm+k<2 Jk<2 dans le développement de Pm rl(wp), on peut

b
donc, d'aprés le théoréme de réarrangement de Cauchy, inverser 1'ordre
des sommations sur k et sur p

+ oo +

_ ymAn —gmé
Pn(ey) = (™ e I

Vim+2p
m—n-zk(“) (4) (m+p+l)p

p1’ T (mik+p+l) T (P-k+1)

(-1 J

—_ 00

?



Par conséquent, les termes de la double somme sont nuls lorsque
m+k+p+l & 0 <= k < ~(m+p)

ou p-k+1 £ 0 &= k > D

Les termes non nuls de cette série sont tels que

- (m+p) £ kK p=p > - g et on a donc
t 2 2\ p
_(_.ym#n —jmo, <3>m [ 1 <.v )
Pm,n (mp) = (=3) e i pzpo R e T
g (m+2p) ! jm—n—Zk (u)
. (m+k+p) 1 {p-k)!
k =-(m+p)
N '[ 0 E ( @) E( m + l)
ou p,= Sup1 ’ T 5 . >
P (w) = (=)™ ™™o (Un
m,n ° p 4
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m + 2
T e 1 —v? p Z P Ck J
z p!{m+p)i 16 Ko m+2p 3m - n + 2p - 2k(u)
p‘—' =
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RESUME

Le travail est consacré a l'extraction de primitives dans des images

tridimensionnelles obtenues par une caméra laser & triangulation.

Les zones artéfactées de l'image, ol l'information fournie est fausse,

sont détectées.

La recherche des arétes des objets est abordée.

Enfin, les méthodes d'extraction des faces planes sont analysées. En
particulier la transformation de Hough a été mise en oeuvre et &tudiée
par les outils du traitement du signal : son support fréquentiel a &té

recherché afin d'optimiser son échantillonnage.
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Détection d'artéfacts
Extraction d'arétes
Extraction de faces planes
Transformation de Hough

Echantillonnage
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