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Introduction

On peut sans hésiter affirmer que sans I'océan la vie ne serait pas possible sur notre planete.
[’océan recouvre pres de 70% de la surface terrestre, il transporte et échange d’importantes
quantités de matiere (CO,, vapeur d’eau) et d’énergie (chaleur et quantité de mouvement)
avec I'atmosphere, et de ce fait son influence sur le climat est considérable. Connaitre et
comprendre les océans est donc un enjeu majeur de la recherche environnementale. Les
objectifs principaux sont les prévisions a diverses échéances (semaine, mois, saison) de
I’évolution des multiples composantes de 'océan (température, salinité, courants marins,
biologie et chimie de I'océan, vagues et marées, ...). Les enjeux de ces prévisions sont
multiples

e enjeux de sécurité publique (des populations) : outre 'impact direct sur la sécurité
des personnes (tempétes), 'océan par son action sur le climat peut étre source de
graves perturbations. FEl nino est sans doute le phénomene le plus célebre : les
déplacements de masses d’eau chaude dans 'océan pacifique tropical qu’il représente
engendrent des déreglements climatiques catastrophiques pour les pays d’Amérique
latine avoisinants.

e enjeux environnementaux : a I’heure ou de nombreuses interrogations se posent quant
a l'augmentation du taux de CO;y dans I'atmosphere, savoir comment le formidable
réservoir a gaz carbonique qu’est 'océan va se comporter est d’'une importance capi-
tale : va-t-il en absorber d’avantage 7 Va-t-il nous le rendre dans quelques décennies
alors que la situation sera peut-étre plus délicate qu’actuellement ?

e enjeux économiques : une bonne connaissance du I’état de 'océan et de son évolution
permet de bien choisir les zones de péche, elle est aussi d’une grande portée pour les
forages pétroliers off-shore ainsi que pour les activités maritimes civiles et militaires.
Plus indirectement, son action sur le climat revet une importance particuliere pour
I’agriculture.

Convaincue de I'importance de ces enjeux la communauté internationale a fourni ces
dernieres années un important effort pour améliorer la connaissance de 'océan, cela s’est
traduit par la création de nombreux programmes internationaux tels que WOCE!, TOGA?Z,
etc. Ces programmes visent a la préservation et a la gestion des ressources marines, des
besoins en matiere de protection et de gestion des environnements cotiers. Ils visent a
étudier I'impact de 1'océan sur le climat global de notre planete, a 'approfondissement

"World Ocean Circulation Experiment
?Tropical Ocean Global Atmosphere



8 Introduction

des connaissances scientifiques sur les phénomenes associés au changement climatique et
surtout a I'impact de 'activité humaine. Cela a abouti a la multiplication des moyens
d’observation de I'océan. Fn plus des données in situ ( bouées dérivantes ou ancrées, navires
marchands volontaires, missions océanographiques, tomographies, etc.), de nombreuses
missions d’observations satellites ont été lancées parmi lesquelles on peut citer ERS 1
(1991-2000), TOPEX/POSEIDON (1992-fin 2002 7), ERS 2 (1995-...) et bientot relayées
par Jason 1 (lancement prévu février 2002) et ENVISAT (lancement prévu novembre 2001).
Ces cotuteux programmes démontrent bien la prise de conscience de I'importance capitale
du role de 'océan dans notre environnement.

Parallelement a cela, la puissance sans cesse grandissante des moyens de calcul a permis
I'utilisation de modeles de plus en plus sophistiqués et performants, a des résolutions de plus
en plus fine. Malgré ces améliorations les modeles sont certes réalistes mais on connait mal
les conditions initiales et les conditions aux bords. De plus des simplifications persistent
dans la physique des modeles et certains processus ne peuvent étre pris en compte du fait
de la résolution adoptée (effets sous-maille).

De leur cotés les observations sont de grande précision mais inégalement réparties en
temps et/ou en espace : elles peuvent étre constituées d’informations fournies sur la sur-
face de 'océan mais d’aucune information sur les profondeurs comme c’est cas pour des
observations satellitales ou a contrario d’'une bonne information sur la verticale mais peu
nombreuses par rapport a I'immensité de I'océan (données issues de bouées).

Pour utiliser efficacement ces deux sources d’information (modele et observations)
de facon complémentaire on a introduit les méthodes dites “d’assimilation de données”.
Schématiquement le probleme consiste a déterminer, sur une séquence de temps donnée,
la trajectoire discrete du modele qui approche au mieux les observations sur la période
considérée.

Le projet MERCATOR est la contribution francaise au projet international GODAE?,
il est cofinancé par le CNES, le CNRS/INSU, 'FREMER, I'IRD, Meteo-France et le
SHOM. Sa mission est de fournir un systeme de prévision océanographique opérationnel.
Les premiers bulletins de prévision ont été produits au début de 'année 2001

La partie “Assimilation” de la chaine opérationnelle MERCATOR est gérée par le cou-
pleur d’assimilation PALM. Ce logiciel, développé par 1’équipe de modélisation du climat
et de son changement global du CERFACS, a pour but de gérer de facon la plus modulaire
possible cette chaine d’assimilation, de sorte que la manipulation et I’évolution de cette
chaine soit la plus aisée possible.

[utilisation de PALM fut le point de départ de cette these. Avant d’étre utilisé de
facon opérationnelle et alors que le prototype était encore en cours de développement il
convenait de s’assurer de son ergonomie et de la pertinence de ses choix algorithmiques
dans un contexte de recherche. Dans le cadre d’une collaboration entre le CERFACS et
le projet IDOPT commun a 'INRIA Rhone-Alpes et au LMC, le commencement de cette
these fut donc un test “grandeur nature” de PALM. Apres un début fastidieux (il a bien
fallut essuyer les platres), PALM s’est rapidement révélé comme étant un outil précieux
dans la conception et 'utilisation de chaines d’assimilation de données.

3Global Ocean Data Assimilation Experiment
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Une des chaines d’assimilation les plus répandues en mode opérationnel est le 4D-Var?;
sa principale limitation est le fait que le modele est considéré comme étant une exacte
représentation de la réalité (ce qui en pratique n’est jamais le cas). Apres avoir dompté
PALM et le modele réaliste d’océan OPA, le principal objectif de cette these fut donc
d’introduire la prise en compte de I'erreur modele dans ’assimilation 4D-Var en gardant
toujours a 'esprit les contraintes opérationnelles en terme de temps de calculs et de facilité
d’implémentation.

Plan du mémoire de these

Dans cette these on a tenté de conserver, quand cela était possible, une approche intuitive
dans la présentation des méthodes et des résultats afin de favoriser la compréhension des
mécanismes internes a chaque méthode. Le contexte dans lequel s’est déroulée cette these
a favorisé 'aspect “application” jusqu’a obtenir une méthode pré-opérationnelle.

La premiere partie de ce mémoire sera consacrée a la présentation non exhaustive des
différentes méthodes d’assimilation de données les plus couramment utilisées, en insistant
principalement sur le 4D-Var et ses variantes, puis a la présentation des différents modeles
utilisés au cours de cette these pour valider les méthodes d’assimilation. Cette partie se
terminera par une discussion sur certains aspects techniques de 1’assimilation de données
et par la présentation du coupleur d’assimilation PALM.

La deuxieme partie sera consacrée aux études préliminaires sur le controle de 'erreur
modele, appliquées a des modeles simplifiés. En plus de la méthode complete, trop cotiteuse
en temps de calcul, deux variantes seront testées : Le nudging Optimal et le controle de
la part systématique de I’erreur modele, et elles seront comparées au 4D-Var appliqué a la
méme configuration.

La derniere partie verra ’application au modele réaliste d’océan OPA de 1'une de ces
variantes : le controle de la part systématique de I’erreur modele. Les résultats seront com-
parés a la méthode classique afin de mettre en évidence les améliorations qu’elle apporte.

4opérationnelle, entre autres, & Météo France et au Centre Européen de Prévisions Météorologiques &
Moyen Terme (Reading, GB)
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Chapitre 1

Les méthodes classiques
d’assimilation de données

Le terme “assimilation de données” désigne une classe de méthodes mathématiques tres

usitées notamment en météorologie et en océanographie. Ces méthodes permettent de

recomposer “le mieux possible” 1’état d’un systeme en utilisant les informations fournies

par la prédiction d’un modele et celles apportées sous forme directe ou statistique par des

observations de ce systeme. [’expression “le mieux possible” n’a pas forcément toujours le

meéme sens suivant les méthodes d’assimilation employées, les problemes considérés, etc ...
En océanographie et en météorologie ces méthodes ont deux buts principaux :

o Le “lissage” : l'assimilation permet de fournir, pour une période de temps donnée,
une estimation de 1’évolution du systeme (trajectoire) qui s’ajuste optimalement aux
observations et au modele utilisé en un sens a définir. FElle permet une analyse
historique du comportement du systeme, de repérer des comportements spécifiques,
etc... C’est aussi un outil pertinent pour le test d’hypotheses et pour des études de
sensibilité.

o Le “filtrage” : "assimilation permet d’obtenir une estimation du meilleur état présent
du systeme a partir de toutes les informations passées et présentes. Seul I’état présent
est optimal (toujours dans un sens a définir). Cette deuxieme approche est le type
méme des méthodes opérationnelles de prévision en météorologie qui consistent a
corriger, a partir d’'un champ d’observation sur une période donnée, la trajectoire du
modele durant son intégration afin d’obtenir de bonnes conditions initiales (ou aux
limites) pour la prévision de I’état du systeme pour la période suivante. Bien que la
prévision ne soit pas de 'assimilation de données au sens strict du terme, elle est le
prolongement direct du filtrage le plus récent.

On distingue généralement deux classes de méthodes d’assimilation de données : les
méthodes variationnelles d’une part, et les méthodes stochastiques d’autre part. Les
premieres sont fondées sur la théorie du controle optimal et sont actuellement opérationnelles
en météorologie (4D-var). La variable de controle est (une partie de) la condition initiale
de la fenetre temporelle sur laquelle on va assimiler les données, et le modele est considéré
comme étant exact. [’optimisation est réalisée par une méthode de gradient, la valeur de

13



14 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

celui-ci étant obtenue grace aux méthodes adjointes (LE DIMET, TALAGRAND 1986 [72]).
Plusieurs centaines d’itérations (donc autant d’intégrations du modele) sont généralement
nécessaires pour que la méthode converge. Tout cela engendre un cotit en temps de calcul
élevé. 11 faut de plus tenir compte de I’écriture de 'adjoint du modele direct (ce qui n’est
pas une mince affaire).

[’approche stochastique est basée, quant a elle, sur la théorie de I'estimation statis-
tique optimale, la méthode la plus célebre étant le filtre de Kalman. Ce filtre requiert, dans
sa version complete, la manipulation de matrices (multiplication, résolution de systemes
linéaires...) de taille N x N ot N est la taille du vecteur d’état (typiquement 106 — 107
pour des applications réalistes), et ce pour chaque pas de temps. Ceci suppose des ca-
pacités de stockage et de calcul importantes, et méme hors de portée pour des applications
réelles en météorologie ou en océanographie. On est donc amené le plus souvent a faire
des hypotheses simplificatrices. De par leur construction ces méthodes s’appliquent plus
particulierement aux problemes de filtrage (d’ott leur nom) bien qu’il en existe quelques
variantes adaptées au lissage. Dans le cas linéaire ce filtre est optimal (ce qui n’est pas
forcément le cas des variantes adaptées aux cas non-linéaires), c’est pourquoi il sert de
référence pour I’ensemble des méthodes d’assimilation de données dans ce cas la.

Le chapitre qui suit présente un panorama non exhaustif des méthodes d’assimilation
de données (il en pousse de nouvelles régulierement); une attention particuliere sera portée
sur le filtre de Kalman et sur le 4D-Var.

1.1 Les différents intervenants de ’assimilation de
données

Avant d’introduire les différentes méthodes ou classes de méthodes d’assimilation, il con-
vient de décrire les différents opérateurs mathématiques intervenant dans les processus
d’assimilation. On remarquera, tout au long de ce chapitre, que quelle que soit la méthode
utilisée elle peut étre décrite a 1'aide d’un nombre réduit de ces opérateurs et que ceux
ci sont communs aux différents algorithmes. Le chapitre suivant présentera le coupleur
PALM qui tire partie de cette constatation.

1.1.1 Définitions
Remarques préliminaires

Il est tout d’abord nécessaire d’introduire les notations qui seront utilisées dans la suite.
Le formalisme retenu dans cet ouvrage sera principalement celui introduit par IDE et al.
en 1997 [63]. Sans le reformuler entierement, on peut juste préciser que la casse et la ty-
pographie auront leur importance. Fn effet si les minuscules italiques a, b, ¢, ... représentent
des valeurs scalaires, les majuscules M, H, ... seront utilisées pour désigner les opérateurs
non linéaires. Les caracteres écrits en gras représenteront les vecteurs x, y,... (pour les
minuscules) et les matrices ou les opérateurs linéaires M, H,... (en majuscules).

14



1.1. Les différents intervenants 15

Le modele fournit une prévision de I’état du systeme : tout ce qui se rapporte directe-
ment & cette prévision (état prédit, erreur sur cet état, matrice de covariance de cette
erreur, etc...) est noté avec 'exposant  (pour forecast). De la méme fagon les exposants !,
b et © représenteront respectivement I’état vrai (I’équivalent de la réalité dans ’espace des
variables du modele), I’ébauche (ou first guess ou background : c’est la condition initiale du
systeme sur la fenétre temporelle d’assimilation avant 1’assimilation), ’état analysé (pro-
duit par I'assimilation) et les observations. On rajoutera I’exposant © qui ne sera utilisé
que dans la premiere partie de ce chapitre et représentera 1’état continu du systeme par
opposition aux états discrétisés sur une grille représentant ’espace.

Dans cette premiere partie, on prendra soin de distinguer les processus déterministes qui
peuvent étre entierement décrits par des équations aux dérivées partielles et les processus
stochastiques dont on ne connait que les statistiques et qui pourront étre estimés au moyen
de celles ci.

Le vecteur d’état x

Le vecteur d’état représente ['ensemble des variables pronostiques du modéle, c¢’est a dire
les variables dont la dérivée par rapport au temps est prise en compte explicitement dans
les équations du modéle Les autres variables du systéme (appelées variables diagnostiques)
peuvent étre entierement déterminées a partir du vecteur d’état.

Les composantes du systeme océanique peuvent étre décrites de facon générale au moyen
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles (edp) non linéaires (cf chapitre sur les
modeles). Notons x7. le vecteur pronostique de ce systeme d’edp (¢ pour continu) au temps
t;. En termes purement mathématiques, les éléments de ce vecteur sont des fonctions et
on peut poser x;j € U ou U est un espace de fonctions. En supposant que le probleme est
bien posé au sens de Hadamard (HADAMARD [58]) il existe un unique opérateur M
qui permet d’obtenir la solution x§  a partir de la solution xj,

X;H = M(Cti,t“rl)(xgi) (1.1)
Par souci de clarté, on supposera, dans un premier temps, que tous les parametres, les
conditions aux limites et le forcage de M* sont fixés et qu’aucune approximation n’a été
faite dans le systeme d’edp. Ceci revient a dire que 'opérateur M° est déterministe et
que (1.1) est une représentation exacte et complete de la réalité. De par la complexité des
systemes océaniques et le nombre d’interactions avec I'extérieur pouvant les influencer, il est
évident que ces hypotheses sont irréalistes, mais elles permettent une grande simplification
dans I’analyse du probleme. En pratique les sources d’erreur sont multiples, elles peuvent
provenir de la discrétisation, de la physique manquante, des forcages, etc. Dans toute cette
these on ne les différenciera pas, mais pour pour un meilleur traitement, il faudra sans
doute adapter notre démarche au type d’erreur que ’on cherche a corriger.

Le modele de prévision M

En pratique nous ne connaissons pas x{, (et en particulier x{ ) ni M°, mais seulement une
approximation discrete de ceux-ci :

15



16 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

X7fz'+1 = M(ti7ti+1)(xti) (12)

ol x4, est un vecteur de taille n (on notera U™ I'espace auquel il appartient) approximant
I’état continu x{ dont I’évolution est donnée par (1.1) et M est le modele discret. Ce
dernier décrit sous forme d’équations mathématiques discrétisées les connaissances qu’on
a a priori sur les processus physiques régissant le systéeme €étudié (voir le chapitre 2 les
décrivant de fagon plus détaillée). Le vecteur d’état discret quant a lui peut étre composé
d’un simple vecteur de R"™ comme c’est le cas pour 1’équation de Burger, il peut aussi
étre I"assemblage de plusieurs champs 3D dans des modeles plus conséquents comme les
équations primitives (avec, dans ce cas précis les vitesses de courant, la température et la
salinité)

Nous pouvons maintenant introduire [’état vrai x' qui représentera 1’état a estimer an
moyen d’un processus d’assimilation. Bien que 1’état continu x° soit le candidat le plus
naturel (c’est la “réalité vraie”) on lui préférera sa représentation dans I'espace de 1’état
discret. Ce choix permettra de comparer directement x' avec 1’état approximé donné par
(1.2). Pour cela définissons un opérateur linéaire IT de projection de U dans U™ d’une
maniere appropriée a la discrétisation (1.2) (par exemple si le domaine a été discrétisé en
volumes finis et si les N composantes du vecteur x;, représentent des moyennes sur ces
volumes, alors " sera un assemblage de fonctions constantes et les N composantes de
Ix{ seront les moyennes de x;. sur chaque volume). En résumé, on définira [’étal vrai
comme représentation dans U de I'état continu x{, par :

x;. = TIxy, (1.3)

[’état vrai x| est inconnu, mais en appliquant 'opérateur IT a I"équation (1.1) et en
posant

G = TIM(,, 4o,y (X5) — Mg, ) (TG (1.4)
on peut écrire

X;’_H = M(ti7ti+1)(xii) + 52 (15)
Par sa définition (1.4) é; représente I'erreur de modele, on remarque que cette erreur
dépend généralement de I’état continu x7.. On peut également remarquer que du fait
de I"impossibilité de connaitre exactement 1’état continu, cette dépendance rend I'erreur
modele impossible a estimer d’un point de vue déterministe. Cependant, en supposant
que M, .., est une bonne approximation de M(Ctmﬂ) on peut dire que d; est petit. C’est
pourquoi on peut représenter (et c’est bien pratique) ces erreurs modeles comme une per-

turbation stochastique a 1’équation (1.5).

La matrice de covariance d’erreur de modele Q

Si on suppose que d; est un processus stochastique dépendant de x{, on peut reformuler
& = Gi(xy,)n; (1.6)

Dans cette représentation (7; est un opérateur dépendant de I’état continu x7,, reflétant
la dépendance de é; par rapport a 1’état et n; est un vecteur de taille m représentant un
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1.1. Les différents intervenants 17

processus stochastique de moyenne
i = E[ni] (1.7)

ou F[.] représente I'espérance mathématique, et de matrice de covariance

Q: = El(n; — i) (0 — )" (1.8)

(1.5) peut donc étre reformulé

[’équation (1.9) qui décrit I’évolution de I’état vrai, laisse apparaitre que si 7;,,, est un
processus stochastique, il en sera de méme pour x!,
” tig1

Les observations y°

Le vecteur d’observation rassemble les données qui sont susceptibles d’étre utilisées (as-
similées) par les méthodes présentées plus loin. Les sources éventuelles d’informations
sont multiples, elles peuvent étre in situ comme les bouées TAO ou les profileurs XBT, ou

provenant des satellites d’observation, etc...

L’opérateur d’observation discret H

Les quantités observées n’étant pas nécessairement localisées aux points de grille ou aux
pas de temps du modéle, ni méme forcement de méme nature ou métrique que les variables
du modéle, il faut définir un opérateur dit d’observation. Celui c¢i “traduit” les variables x
de espace du modeéle dans Uespace des observations.

Afin de relier les observations a 1’état x' que nous voulons estimer, supposons que 'on
k=1, 2, 3, ..., d'un nombre p; d’observations (i.e. y° € R"*).

dispose, a chaque temps t;,,

Ce sont des observations de ’état continu x°, on peut donc écrire
yi = H(x})+ e/ (1.10)

ot €™ est 'erreur de mesure dépendant de I'instrument de mesure utilisé et H® € C(U, R"*)
est 'opérateur d’observation continu. Les erreurs de mesure sont indépendantes du modele
utilisé, elles proviennent principalement de I'imprécision ou du déreglement des appareils
de mesure!. De plus les données peuvent nécessiter un pré-traitement qui lui-méme pourra
induire certaines erreurs.

On considérera que ™ est stochastique, indépendant de 1’état x° et de moyenne

g =< & >
que 'on supposera connue ainsi que sa matrice de covariance

R = B[(el" — ") (e — em)"]

K3 K3

1Ce point peut étre discuté car la facon de quantifier I’erreur de mesure peut étre dépendante du
contexte, et donc du modele

17



18 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

[’équation (1.5) est formulée au moyen de I'état vrai discret xj = IIxj ; cela nécessite
donc I'introduction de H, opérateur d’observation discret qui agit sur xj. au lieu de x7 .
On peut réécrire (1.10)

v = M (xL) + 2. (1.11)

ol
m r
gti = gtl‘ + gtl‘

est I'erreur d’observation, et

est généralement appelée erreur de représentativité (cf LORENC 1986 [77]), c’est une
conséquence des difficultés qu’on a a représenter la réalité dans 1’espace des variables du
modele (la différence entre la réalité et x'). Cette définition englobe tous les processus
appartenant a la physique manquante du modele comme par exemple, les processus non
représentables numériquement sur la grille modele ou certains phénomenes physiques non
résolus par les équations du modele. On voit bien, par définition, qu’elle dépend de 1’état
continu du systeme. Pour des champs a haute variabilité, cette erreur de représentativité
peut étre supérieure a 'erreur de mesure (COHN 1997 [26]).

La matrice de covariance d’erreur d’observation R

On définit la matrice de covariance d’erreur d’observation au temps ¢; R; comme :

R; = Elee]] (1.12)

Le modeéle linéaire tangent M et son adjoint M’

Pour la plupart des méthodes d’assimilation il sera nécessaire de disposer de modéle linéaire
tangent au modeéle direct

aM(tiinH)

M(tz’¢i+1) = aX

Xti

ainsi que de adjoint M7 de celui ci. Dans ce cas on supposera ’hypothese linéaire tangente
(TLH) verifiée c’est a dire que les variations de la prévision du modele au voisinage de ’état
analysé dépendront linéairement de I’état initial, en d’autres termes pour x; assez proche
de x? alors

M(ti7ti+1)(xi) - M(ti7ti+1)(x?) = M(tiﬂfi+1)[xi - X?] (113)

L’opérateur d’observation linéaire tangent et son adjoint

Il sera de méme nécessaire de disposer de ["approximation linéaire tangente de ['opérateur
d’observation et de son adjoint.

De la méme fagon que pour le modele linéaire tangent, on pose I’hypothese linéaire
tangente pour x; assez proche de x? alors

Hti(xi) - Hti(X?) = Hy, [Xi - X;I] (1'14)

18



1.1. Les différents intervenants 19

La matrice de covariance d’erreur de 1’ébauche B

On a dit plus haut que I’état pouvait étre considéré comme une variable aléatoire, on peut
supposer qu’il en est de méme pour la condition initiale x{ . On introduit x" I"ébauche de
notre probleme qui est la condition initiale que I’'on a a priori de notre période d’assimilation.
De la méme facon qu’on a défini I'erreur modele, on écrit I'erreur de I’ébauche & = x> — X

B = E[(x - x)(x" - x)"]

La matrice de covariance d’erreur de prévision P/ et la matrice de covariance
d’erreur d’analyse P?

On définit enfin 'erreur de prévision Xzf — x! et sa matrice de covariance
f— ! B (o T
P; = El(x; —x)(x; —x;)"].
De la méme facon on définit I’erreur d’analyse x? — x! et sa matrice de covariance

P2 = F[(x! — x!)(x; — x})7].

1.1.2 Hypotheses et simplifications généralement faites

o Comme c’est habituellement le cas en assimilation de données, les statistiques d’erreur
sont supposées Gaussiennes, centrées, et identiquement distribuées dans tout cet
ouvrage, cependant une formulation plus générale et 1'utilisation de statistiques non
Gaussiennes peuvent étre trouvées dans la these de LAGARDE [70].

e Dans la suite de ce chapitre on supposera connus (+;, Q; et 7;. On posera aussi
G; = G; = Id, c’est a dire que l'on considérera que I’erreur modele ne dépend pas
de P’état du systeme. C’est une hypothese forte mais qui clarifie énormément les
notations et simplifie les calculs.

e On supposera par la suite que les erreurs d’observation sont non corrélées entre elles
spatialement (les R; sont des matrices diagonales) et non biaisées (F[e] = 0). Ces
hypotheses sont tres discutables lorsque les observations utilisées sont fournies par un
satellite; en effet I'instrument de mesure étant toujours le méme les erreurs de mesures
sont vraisemblablement tres corrélées spatialement. De plus la méconnaissance rela-
tive de la surface de référence (le géoide) induit clairement un biais dans ces obser-
vations. Dans le cas de 'utilisation de données in situ ces hypotheses peuvent étre
considérées comme valides.

e Une hypothese supplémentaire est nécessaire : la non corrélation des erreurs de
modele et de celles d’observation

E[nh ng] = 0.

Les sources de ces deux erreurs étant tres différentes on peut supposer que cette
hypothese sera toujours respectée.

19



20 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

o Les erreurs modele sont de plus supposées Gaussiennes. Comme pour les erreurs
d’observation, celles de prévision sont souvent considérées comme de moyenne nulle

Eln] =0

C’est méme une hypothese nécessaire a la validation théorique des méthodes qui
seront présentées dans ce chapitre. Cependant la présence de biais dans les modeles
opérationnels a souvent été mise en évidence. La prise en compte de ce biais modele
est I'un des objectifs de cette these, cet aspect sera donc discuté dans la deuxieme
partie.

1.2 Les méthodes stochastiques

Envisagées des les années 70 par les centres de prévision météo, elles se caractérisent par la
recherche du B.I.U.E. (Best Linear Unbiased Estimator). Plus précisément le principe est
d’ajuster la trajectoire du modele afin qu’elle coincide le mieux possible avec les champs
d’observations disponibles. Chaque étape d’analyse détermine un état optimal compte tenu
des observations, du modele et des hypotheses faites sur les erreurs de ceux-ci. Cet état
analysé servira ensuite de condition initiale pour la prévision.

1.2.1 Le filtre de Kalman et ses amis

En 1960, R. E. Kalman et R. Bucy ont décrit une solution récursive pour des problemes de
filtrage linéaire de données discretes. Depuis cette date, grace en particulier aux avancées
faites dans le domaine des moyens de calcul, le filtre de Kalman (KF) a été I'objet de
nombreuses recherches et d’applications dans de nombreux domaines (par exemple pour
le guidage d’engins spatiaux). L’introduction de cette méthode en météorologie revient a
Jones en 1965 [65]. Fn océanographie et en météorologie la taille des problemes empéche
toute application du filtre de Kalman dans sa version complete mais quelques variantes
nettement moins cotiteuses ont été proposées et donnent des résultats tres encourageants.

Le but de ce filtre est de minimiser la variance de l'erreur de 1’état analysé c’est a
dire qu’on va corriger la trajectoire du modele en fonction des observations de maniere
a minimiser [’écart entre 1'état vrai et I'état analysé. Une des caractéristiques de cette
méthode est qu’elle fournit directement une estimation de la matrice de covariance associée
a cette erreur, en tenant compte de sa propagation par la dynamique du modele. Nous
présenterons ici la version du filtre étendue aux dynamiques non linéaires (EKF) [64]. En
partant des équations (1.9) et (1.11)

Xipr = M, a)(X5) 4 nip
y? = Hti(xf)‘}"gi

le principe du filtre de Kalman est d’appliquer 1’algorithme suivant par récurrence sur
les temps d’observation ¢; Il se décompose en deux phases : une phase de prédiction qui
consiste en l'intégration du modele a partir de 1’état d’analyse de I'itération précédente.

Xzf-}-l = M(ti+17ti)(x?) (115)
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1.2. Les méthodes stochastiques 21

On peut alors calculer la matrice sz+1 de covariance d’erreur de prévision en soustrayant
X;,, a 1’équation précédente et en utilisant I’hypothese linéaire tangente (1.13)
Xzf-}-l - Xf-}-l = M(ti+17ti)[X? - Xf] + [M(ti+1,ti)(xf) - Xf-}-l]
puis multipliant a droite cette équation par sa transposée et prenant son espérance, on
obtient
sz—}-l = M|, 9P M) + Qi (1.16)

(tig1,
les termes de corrélation croisée étant nuls (voir partie 1.1.2).
La deuxieme phase est dite de correction : on obtient I’état analysé en corrigeant 1’état
prédit en fonction des observations par

X?-H = Xzf—}-l + Ki+1[)’f+1 — Hip1(Xi41)] (1.17)
ou K est une matrice de gain qui minimise la variance de I’erreur d’analyse. De la méme

maniere que pour P/ on peut calculer P® grace a ’équation précédente et on obtient:

= = KigHin P [T - Kip Hin ] + K R KT

De fagon a minimiser la trace de P§,; on détermine un gain K;; optimal

Ki+1 = P{+1Hz’T+1[Hi+1P{+1HiT+1 + Ri—H]_l (1-18)
et pour ce gain, la matrice de covariance d’erreur d’analyse se simplifie et s’écrit
= sz—}-l - Kz’+1Hz’+1P2f+1 (1.19)

Les équations de (1.15) a (1.19) représentent I'algorithme du filtre de Kalman étendu.

Dans le cas d’'une dynamique linéaire il s’agit d’un filtre stochastique optimal, ce qui
explique les efforts développés dans les autres méthodes pour obtenir une équivalence avec
ce filtre dans le cas linéaire.

Cependant dans le cas non linéaire le filtre n’est plus nécessairement optimal. BUDGELL
[19] I'a appliqué pour un modele simplifié mais tout de méme non linéaire et a mis en
évidence les difficultés qui peuvent étre rencontrées lors des brusques changements de com-
portements. Dans des configurations réalistes en météorologie ou en océanographie, la
taille N des systemes rencontrés (typiquement N = 10° — 10%) rend lapplication de la
version complete du filtre inaccessible malgré les moyens de calcul actuels. En effet I’étape
(1.16) de propagation des erreurs par le modele va nécessiter 2N intégration de ce modele
et cela demandera de stocker des objets de taille N2. De plus les covariances d’erreurs R
et surtout Q sont tres mal connues et leur réle est déterminant pour la qualité de ’analyse.
Pour pallier ces difficultés, de nombreuses variantes ont été proposées. Sans prétendre étre
exhaustif on peut citer

e Le filtre de Kalman d’ensemble, proposé par EVENSEN [46] : on effectue une série de
tirages aléatoires sur la fonction de probabilité de I’état du modele, et on fait évoluer
chacun d’eux en intégrant le modele pour en déduire les covariances d’erreur. Cette
variante si elle résout 'aspect covariances mal connues, aggrave les difficultés liées au
cout du filtre.
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22 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

e Les filtres de Kalman adaptatifs peuvent eux aussi pallier le manque d’information
a priori sur les erreurs. Il s’agit de déterminer, en plus de 1’état optimal, certains
parametres des matrices de covariance d’erreur (MYERS ET TAPLEY [86], DEE [38]).
BLANCHET et al [12] ont mis en oeuvre une telle méthode pour mieux définir les
covariances d’erreur du modele, cependant cela implique une hausse non négligeable
du cout en temps de calcul.

o Afin de réduire le cout du EKF, on peut essayer de propager les matrices de covari-
ance d’erreur seulement sur un espace réduit. La base de cet espace est généralement
déterminée par une analyse en composantes principales dont on ne garde que les
premieres (CANE et al [20]).

e On peut aussi considérer que les erreurs ne sont corrélées que dans un voisinage
restreint, les matrices de covariance associées sont donc creuses ce qui réduit le cout
(PArRRrISH ET COHN [92]).

Parmi les variantes les plus célebres du filtre de Kalman on peut citer le filtre SEEK
(Singular Evolutive Extended Kalman) proposé par PHAM et al [95] qui propage les matri-
ces de covariance d’erreurs sur une base réduite déterminée par une analyse EOF (Empirical
Orthogonal Function) et cette base peut évoluer pendant 1’assimilation. De nombreuses
variantes du SEEK ont été expérimentées sur des cas réalistes ( Ballabrera et al [4], et les
Theses de CARME [21], PARENT [91], TESTUT [114] et HOTEIT [61])

1.2.2 L’interpolation Optimale

L’interpolation optimale (OT) peut étre considérée comme une version simplifiée du filtre
de Kalman ou a contrario on peut voir le KF comme une extension temporelle de 1’01
(comme le 4D-Var est une extension temporelle du 3D-Var). En raison de son faible cotit
en calcul, elle a tres tot été appliquée en météorologie (GANDIN [50] 1963) et est encore
une méthodes largement utilisée de facon opérationnelle en océanographie en raison de
son faible cotit, notamment avec SOFA (SubOptimal Filtering and Assimilation, DE MEY
[35]) dans le cadre de MERCATOR. Ici la matrice de covariance d’erreur de 1’ébauche est
considérée comme étant le produit d’une matrice diagonale, ayant les variances d’erreur
sur la diagonale et d’une matrice décrivant les corrélations spatiales. La méthode ne fait
plus évoluer la matrice complete mais seulement les variances. Le choix des structures de
corrélation est donc déterminant pour 'efficacité de cette méthode. En raison de la taille
des systemes en océanographie et en météorologie de nombreuses approximations doivent
étre faites dans la construction de ces structures. De plus le fait que 'aspect temporel ne
soit pas traité directement par la méthode limite son efficacité.
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1.2. Les méthodes stochastiques 23

1.2.3 Le Nudging, la SMC (Successive Corrections Method) et
I’ACS (Analysis Correction Scheme)

Nudging

Une des plus simples et plus intuitives méthodes d’assimilation de données consiste a
effectuer un rappel Newtonien vers les observations. Ceci est fait en ajoutant un terme de
rappel vers les observations dans les équations du modele

X;fll‘ = X{l + K[y; - th(xfl)]

[’amplitude K du rappel est définie de facon empirique et permet de délocaliser I'attracteur
du systeme original. Cette approche n’a, a ma connaissance, pas été utilisée pour des appli-
cations météorologiques mais elle a fréquemment été employée en océanographie [60] [121]
[15]. Une des principales limitations de cette méthode est qu’elle engendre des distorsions
entre les variables qui sont observées et celles qui ne le sont pas, ce qui peut générer des
ondes de gravité [59] et de ce fait altérer les prévisions. Bien que le nudging ne soit pas
une méthode stochastique a part entiere, elle trouve sa place dans le présent paragraphe
car elle peut étre vue comme un filtre de Kalman avec une matrice de gain K fixe.

SCM (Successive Corrections Method)

La SCM est une variante du nudging ou 'on itere la relaxation Newtonienne (le rappel aux
observations). Cette méthode a été I'une des premieres a étre appliquée a des problemes
pratiques. BERGTHORSSON et Doos [11] ont été les premiers a l'introduire en 1955,
rapidement suivis par CRESSMAN [32]. I’algorithme de la SCM peut s’écrire :

(x)™*! = (x}) + Klyf, — Hi ((x7))]

avec (x} )% = X{i est I'état prédit au temps ¢; (avant assimilation), (X‘tll,)k est 1'état
analysé toujours au temps t; apres k corrections et K est une matrice de gain fixée. Le
point crucial de cette méthode est le choix du gain K. Il était tout d’abord choisi de fagon
empirique, puis des améliorations successives ont abouti par CRESSMAN [32] a préconiser
que les poids soient choisis de facon a lisser I'influence des observation dans ’analyse,
évitant ainsi de brusques sauts dans I’état analysé. DALEY [33] a montré que si la matrice
K est choisie de telle maniere que la méthode converge, alors celle ci converge toujours vers
les observations a mesure que les itérations augmentent. Pour cette raison on se restreint
a seulement quelques itérations pour éviter une analyse trop bruitée [83].

ACS (Analysis Correction Scheme)

[ACS est un dérivé de la SCM. Ici les corrections sont faites aussi bien sur les observations
que sur I’état prédit, ceci pour prendre en compte les erreurs d’observation. BRATSETH
[18] proposa d’utiliser une méthode d’Ol comme référence pour obtenir une matrice K
optimale. LORENC, BELL et MACPHERSON [78] ont aussi montré que cette méthode
converge vers le résultat de 'Ol a mesure que le nombre d’itérations augmente. Dans le
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24 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

cas linéaire I’algorithme de I’ACS peut s’écrire :

{ (x7 )7 = (x3 ) + WiQil(y ) — Hu ((x7))] (1.20)

(y2)'™ = (y7) — Qlyy, — Hi,((x}))]

ol (yfi)o est le vecteur d’observation et W, = BZ-HZRZ-_I7 Q: = (H,W,; +I)"'. L’état
analysé est la limite quand k tend vers I'infini des (x.)*, (y7)*. Des variantes de cette
méthode sont encore utilisées au UKMO? avec le modele d’océan FOAM.

1.3 Les méthodes variationnelles

Introduites des 1955 par SASAKI [103][104] les méthodes variationnelles sont devenues,
depuis le début des années 90, celles utilisées de facon opérationnelle dans les centres de
prévision météorologique (au NMC en 1991 [93], au ECMWF en 1996 [31] [45] et Météo-
France en 1997).

Cette autre approche de I’assimilation de données n’est plus basée sur des théories statis-
tiques, mais sur la théorie de 'optimisation. Le principe de ces méthodes est la minimi-
sation d’une fonctionnelle (la fonction objective) mesurant les caractéristiques indésirables
de la solution du modele. Ces caractéristiques peuvent étre 1’écart aux observations, la
présence d’ondes de gravité, le non respect de certains équilibres, etc... Dans la suite on
ne s’intéressera qu’a ’écart aux observations et a 1’éloignement a I’ébauche de la condition
initiale.

Si les statistiques ne sont plus les bases de ces méthodes, elles restent largement utilisées
pour les calibrer et définir la fonction a minimiser.

1.3.1 le 3D-Var

Le 3D-Var (pour 3 Dimensional VARiational assimilation) proposé par SASAKI [103] con-
siste a chercher I’état le plus vraisemblable a partir des connaissances que 'on a des lois
de probabilité des erreurs d’observation et de celles de I’ébauche.

Comme son nom l'indique le 3D-Var traite de problemes tridimensionels, par abus
de language on utilisera également cette appellation pour des problemes a une ou deux
dimensions (pas de 1D ou 2D-Var) pour éviter des risques de confusion avec I’extension
temporelle de cette méthode®.

Comme pour le filtre de Kalman, le 3D-Var consiste a minimiser la distance (au sens
des moindres carrés cette fois ci) entre I’état estimé et les différentes sources d’informations
(la prévision précédente et les observations), le nouvel état (état analysé) étant pris comme
point de départ de la prévision suivante.

[.’état analysé est 1’état x minimisant la fonction objective

Jo Jp

Txi) = 5T (x0) — 0RO () — vl b —xTB b —xl] (121)

2U.K. met. office : centre de météorologie du Royaume Uni.
3le 4D-Var qui deviendrai 2D-Var appliqué & des modéles 1D et 3D-Var pour des modeéles 2D
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1.3. Les méthodes variationnelles 25

x" étant issu de Dintégration par le modele de ’état assimilé a 1’étape précédente.
[’équilibre entre le terme d’écart aux observations (.J,) et celui de I'ébauche ou de régularisa-
tion (Jp) est effectué grace aux inverses des matrices de covariance d’erreur d’observation
et de I’ébauche, c’est a dire a la confiance qu’on a dans les observations et 1’ébauche re-
spectivement.

La minimisation se fait grace a une méthode de gradient, celui ci étant facilement
calculé depuis (1.21).

VJ = H R [Hy(xi) =yl + B [x; — x]]

Si les variables du modele sont reliées linéairement aux observations c’est a dire si
I'opérateur d’observation H est linéaire, la solution de ce probleme est équivalente a celle
obtenue par 1’0OT (LORENC [77])

Si avec des observations réparties régulierement dans le temps on peut effectuer une
étape d’assimilation 3D-Var a chaque pas de temps ou celles ci sont présentes, en pratique
les sources d’observation sont multiples et inégalement réparties. Afin de ne pas multiplier
les phases d’assimilation on est amené a décider arbitrairement de la taille de chaque fenétre
d’assimilation (par exemple on décide d’assimiler toutes les six heures les observations
obtenues durant ce laps de temps). Sans étre exhaustif, on peut citer deux stratégies pour
utiliser ces observations

e 3D-var Classique : on regroupe (moyenne) toutes les observations de la fenétre
d’assimilation a l'instant ot 1’on fait I'assimilation (voir fig (1.1)) en les ramenant
éventuellement sur la grille du modele

Tiiy) = 5[ () =y TR (i) = ¥7] 4 S, — %) B e, — x4 (122

observations

assim (6h) ! assim (12h) ' assim (24h)

temps

FiG. 1.1: Répartition des observations pour le 3D-Var classique

e 3D-FGAT (pour First Guess at Appropriate Time) : les données sont comparées a
leur équivalent modele au méme instant alors que la correction se fait toujours a un
instant donné de la fenétre. Pour ce faire on utilise une formulation incrémentale

c’est a dire qu’on estime seulement I'incrément dx;, = x;, — Xfo nécessaire sur notre
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26 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

état (et plus état complet) ce qui permet d’utiliser I'hypothese linéaire tangente
(1.14)(voir partie suivante pour plus de détails)

to+3h
1 1
J(éxto) = Z §[Hti5xt0 — dti]TRi_l[Hti(SXto — dtl] + 5[5X7§0]TB_1[5X750] (123)

t;i=tg—3h

avec dy; = H(xy,) —y7,

observations

1 temps

assim (6h) ! assim (12h) : assim (24h)

Fia. 1.2: Répartition des observations pour le 3D-FGAT

Pour éviter des problemes de “choc” dans le modele au moment de I'introduction de
la correction de I’état on peut ne pas appliquer cette correction a un instant donné de la
fenetre mais la répartir sur I’ensemble de celle ci.

1.3.2 Le 4D-Var

Le 4D-Var est I'extension temporelle du 3D-Var; elle ne vise plus a obtenir I’état optimal
a un instant donné, mais la trajectoire optimale sur une fenétre de temps donnée. Pour
une assimilation les observations sont maintenant distribuées, a la fois dans I'espace, mais
aussi dans le temps sur toute la fenétre d’assimilation. Seul 1’état initial de cette fenétre
est modifié et I’état initial optimal obtenu doit permettre au modele d’avoir la trajectoire
la plus proche possible de ’ensemble des observations utilisées.

Cette amélioration du 3D-Var (LE DIMET, 1980 [71]) permet d’ajouter la connaissance
de I’évolution du systeme (le modele) comme information pour I’assimilation.

De nombreuses applications a des modeles réalistes météorologiques [115] [133] et océano-
graphiques [84] [106] [80] [53] ont été effectuées.

[’amélioration ainsi apportée conjuguée au fort développement des moyens de calculs
fait que le 4D-Var est venu remplacer le 3D-Var dans les systemes de prévision opérationnels

de I'atmosphere de TECMWF en 1997 et de Météo France en 2000.

Le 4D-Var classique

Comme dans le cas du 3D-Var, la méthode est représentée au moyen d’une fonction objec-
tive a minimiser
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1.3. Les méthodes variationnelles 27

Jo 7,

Tx0) = 5 S 1) =y TR () — 1)+ v —XTB o — %] (1.24)

=1

1
2

Du fait de la dépendance tres indirecte du terme .J, au vecteur de controle xq, calculer
le gradient de cette fonctionnelle directement est tres ardu voire impossible. L’utilisation
des méthodes adjointes rend ce calcul possible a un cotit raisonnable (LE DIMET, 1980 [71],
LE DIMET ET TALAGRAND , 1986 [72]). Celles ci peuvent se décrire de la fagon suivante :

Si on dispose du modele décrivant 1’évolution temporelle de I’état du systeme :

Xo = Xo

{ Xi+1 = M(ti,ti+1)(xi) (125)

Et si on applique une petite perturbation hy, a xq, la dérivée de Gateaux X suit
I’évolution :

Xis1 = Mgy X (1.26)
Xog = th
De méme la dérivée directionnelle de la fonction cotit s’écrit

T(x0,hx,) = > [Hy k] "R [Hiy(x:) = yi] + hy B! [xo — X'] (1.27)

=1

d’autre part, par définition :
J (X0, hyy ) = (Vi J, hy, ) (1.28)

en introduisant x* ’état adjoint, on peut écrire ’égalité (simple réarrangement) :

n n—1
MR = > X ) IM 0k + ) %o (1.29)
=0 =0
n—1
— Z[M(q;“t“rl)x;rl]Tﬁq—}—[XS]T)EO (1.30)
=0

si on définit dans (1.30) état adjoint par

{ X*i = M,(I;i,ti-}-l)x*i‘}'l + HZRZ_I(th(XZ) - yzo) (131)
x*, =0
par identification avec (1.27) et par (1.28), on obtient :

Vi =%+ B [xo — Xb] (1.32)
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28 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

Par la suite on préférera formuler le vecteur de controle en tant qu’incrément sur la
condition initiale et non comme la condition initiale en sa totalité. Les deux problemes
sont rigoureusement identiques mais cela permet de simplifier un peu les notations . Cette
formulation habituellement réservée a la variante incrémentale (voir plus loin) a été préférée
car elle simplifie ’écriture du terme J, de background de la fonction objective. Celle ci s’écrit
maintenant

Jo 7,

n

STHL (x) — YR TH, (x0) — ¥4 5 [ox] B 0% (133)

=1

J(0%9) =

DN | —

oll 0Xg = Xo — X° est I'incrément ajouté a la condition initiale. Dans cette formulation
I’expression du gradient devient

Vxod = X0 + B d%0 (1.34)

Dans le cas linéaire

Dans le cas d'un modele et d’un opérateur d’observation linéaire on peut introduire G
I'opérateur d’observation généralisé qui contient 'opérateur d’observation et le modele.

Si on note
y? Mto,tl X1 R1 0 0
yo — Yo : M = Mto,tg X = X2 — Mx, : R — 0 R, 0
y, \Y P Xy 0O .. 0 R,
H, 0 0
; H= 0 H o |t G=HM
0 0 H,
alors la fonction coit (1.33) devient
1 01T —1 o 1 To-1
J(0x9) = §[GX0 -y 'R [Gxo—y°] + 5[5)(0] B~ 0%, (1.35)

Une telle formulation permet de considérer formellement le 4D-Var comme un 3D-Var
avec 'opérateur d’observation généralisé remplacant 1'opérateur d’observation.

Remarque :

Si les données ne sont pas uniformément réparties dans 1 ’espace et dans le temps (ce qui est
le cas en pratique) la méthode d “assimilation devra étre capable de “diffuser” 1”information
fournie sur I’ensemble du domaine et de la fenétre temporelle. Dans toutes les variantes du
4D-Var l'information apportée par les données se propage grace au modele adjoint pour les
aspects temporels et spatiaux et grace a la matrice de covariance d erreur de background
pour les aspects spatiaux. Pour s en convaincre regardons les équations du 4D-Var écrites
sous la forme (1.35). En dérivant formellement la fonction objective (1.33) et en en utilisant
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1.3. Les méthodes variationnelles 29

le fait que a 1’optimum V.J(6x*) = 0 on obtient §x”

J(6%0) = %[HM(SXG — d)]"R-[HMdx, — d)] + %[5XO]TB—15XO

VJ = MTH'R™'[HMéx, — d] + B™'éx,
§x* = [BT'+M'TH'R'HM]"'M"H"R™'d (1.36)
En utilisant une formule classique du calcul matriciel* on peut réécrire (1.36)

(1) (2)
5x" =BM™HT [R™'+ HMBM"H"]~'d (1.37)

Le terme (2) de 1”équation (1.37) est clairement dans 1 espace des observations, ¢’est
a dire que si il n’y avait que ce terme | incrément ne corrigerait 1'état qu aux endroits
effectivement observés. C’est le terme (1) qui permet de corriger 1 ’ensemble du vecteur
d’état. Comme il a été dit plus haut | intégration rétrograde du modele adjoint va faire
remonter 1 information apportée par d depuis la fin de la fenétre d “assimilation jusqu’a
la condition initiale tout en diffusant cette information grace a la physique du modele vers
les points et les variables non observées. Cette diffusion de 1'information dans | espace et
entre les variables sera parachevée grace aux structures de corrélation de la matrice B.

On comprend bien, au regard de cette approche intuitive des fonctionnements de
| “assimilation de données, 1 importance d “avoir de bonnes structures de corrélation spa-
tiales et entre variables dans la matrice B si on a peu d’ observations. Le role de B est
encore plus crucial pour le 3D-Var pour lequel | intégration du modele adjoint n’a pas
lieu.

En résumé si on a peu d informations par les observations, on a besoin d “en apporter
par les matrices de covariances. La nature de ces informations est toutefois différente :
dans le cas des matrices de covariances d’erreur il s’agit plus de restreindre la recherche de
Iincrément a ceux satisfaisant a ces covariances (on a réduit ’ensemble admissible).

Variantes incrémentales
La précédente approche, peut avoir deux principales limitations :

o La taille du probleme peut rendre le volume de calcul et le stockage de données
nécessaires trop importants pour des applications opérationnelles de longue durée
(intégration des modeles, optimisation)

e Les non linéarités du modele qui impliqueront que la fonction objective ne sera pas
quadratique et ce qui pourra rendre la minimisation moins efficace.

COURTIER et al [30] ont proposé la variante incrémentale du 4D-Var. Elle a pour but
de fournir une solution approchée du 4D-Var a moindre coiit.

Elle utilise I’hypothese linéaire tangente (1.13) ainsi que son équivalent sur I'opérateur
d’observation Hy,(x 4+ 0x) = H,;,(x) + H;,0x pour ne s’intéresser qu’a 1’évolution d’une

YA +BTC'B)"'BTC! = AB”(C+BAB”)~! si les inverses existent (voir WuNscH [130],1996
pp 99)
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30 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

petite variation dxq de la condition initiale, celle ci se faisant suivant le modele linéaire
tangent M associé au modele M (linéarisé autour de la trajectoire issue de I’ébauche x").
On peut réécrire la fonction objective du 4D-Var :

1 ¢ 1
J(0%0) = 5 D [Hi(My, 4o(x0)) = {1 R [, (M 4 (30)) — 7] + 5[5X0]TB_15X0

=1

1< 1
= 5 Z[Htthiﬂfo(SXO — di)]TRi_l[Htth“to(SXO — dz)] + 5[5X0]TB_15X0(1.38)
i=1

o d; = y?— Hy;,(M;, +,(x%)). La fonction objective ainsi obtenue (1.38) est quadratique
ce qui permettra une minimisation plus efficace. On obtient notre condition initiale opti-
male de la méme facon que dans le 4D-Var classique par ’addition de I'incrément optimal
au terme de background.

x? = x" 4 §x

Une telle formulation permet également d’utiliser, dans le but de réduire le cott de la
minimisation, un modele simplifié (résolution plus faible et/ou physique plus simple). Si on
note S et S 'opérateur de simplification et son linéaire tangent, le vecteur d’état simplifié
s’écrit :

S
x; = 5(xi)
et 'incrément associé :
ox; = Six;
On pose S™! I'opérateur inverse généralisé de S°, alors I’évolution de I'incrément §x3 pourra,
PP
s’écrire

§x8 = SMy, 1, S7T6x

et notre probleme pourra se ramener a la minimisation dans I’espace simplifié de la fonction
objective :

1 1
JH(8x5) = 5(5><3)T(s—f)TB—1s—f(sxg + §[HS_15XS — d,]"R7THES 6% — d]
[.’état analysé du probleme de départ se retrouve alors aisément
x? = x" 4 871 (5x3)"

Pour tenir compte des non linéarités du modele et de 'opérateur d’observation, il est
nécessaire de recalculer la trajectoire de référence (autour de laquelle sont linéarisés les
opérateurs) on parle alors de boucle externe (par opposition aux boucles internes que
représentent les itérations de la minimisation). Dans la méthode opérationnelle & Météo-
France, la résolution des opérateurs simplifiés évolue au fil de la boucle externe, on parle
alors de technique multi-incrémentale (VEERSE et THEPAUT 1998 [120]).

58 n’est pas forcement inversible, si y = Sx alors on définit alors son inverse généralisée S~ telle

que x = STy ol x est obtenu comme solution du probléme des moindres carrés par minimisation de
_ 2
J(x) =|ly —Sx||
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1.3. Les méthodes variationnelles 31

La variante “modele imparfait”

Que ce soit pour le 4D-Var classique ou pour sa variante incrémentale, on a considéré que le
modele décrivait exactement le comportement du systeme. Cependant, malgré 1'utilisation
de modeles extréemement sophistiqués, ceux-ci comportent encore des erreurs qui ne peuvent
étre négligées (voir WERGEN, 1992 [129]) et qui ne pourront sans doute jamais I’étre. Tl
est en effet peu probable que 1’on soit en mesure de pouvoir un jour modéliser de facon
exacte des systemes aussi chaotiques que 'océan ou I'atmosphere.

Deux solutions possibles semblent se dégager : d’une part une analyse approfondie des
erreurs modeles permettant une correction a priori des équations, et d’autre part 1’ajout
d’un terme correctif directement dans les équations du modele, celui ci étant déterminé
par controle optimal.

Pour prendre en compte ces inexactitudes, on peut rajouter dans la variable de contréle
un terme () destiné a corriger les erreurs du modele. Le modele corrigé devient

Xip1 = M, 040)(X0) + Miga
{ X0 = X" + xg (1.39)

Et on cherche a minimiser la fonction objective

n

1 1 | —

J(0%0, 01, v 1h) = 5 > [H(x:) — v R [H(x:) — yi) + 5[5X0]TB_15X0 t3 > alQitn
=1 =1

(1.40)

En utilisant la méme démarche que dans le cas du 4D-Var classique et en introduisant le
méme modele adjoint, on peut obtenir I'expression des différentes composantes du gradient :

{ v5)(0‘] = X*O—}_B_I(SXO (1 41)

Vo =x% + Qflm

Pour cette variante, les problemes de cotits supplémentaires induits et les éventuelles
solutions seront discutés dans le chapitre 5.

1.3.3 Les méthodes duales

Introduites par Bennett en 1992 [7] (méthode des représenteurs) et par Amodei en 1995 [2],
ces méthodes souvent appelées 3D- et 4D-PSAS (pour Physical-Space Statistical Analysis
System) permettent de minimiser uniquement dans 1’espace dual des observations, et par la
méme de diminuer grandement la taille du vecteur de controle. En optimisation, on sait que
le probleme associé au 4D-Var (ou au 3D-Var) dans le cas linéaire admet une formulation
duale (L1oNs 1968 [75]). De plus dans le cas d’'un nombre fini m d’observations, la solu-
tion peut s’exprimer comme combinaison linéaire des noyaux associés a chaque opérateur
d’observation élémentaire (les représenteurs de BENNETT). Alors que BENNETT propose
de calculer explicitement ces représenteurs (ou une partie d’entre eux), AMODEI propose
une méthode permettant d’obtenir le produit A-vecteur (A étant la base des représenteurs)
sans avoir a calculer explicitement cette base. Cette méthode n’a eu des applications
pratiques que tres récemment (LOUVEL 1999 [79] et LAGARDE 2000 [70])
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32 1. Les méthodes classiques d’assimilation de données

Présentons la méthode duale du probleme du 4D-Var incrémental avec modele impar-

fait. On pose m; = R;'[Hdx; — d,].

En utilisant des notations semblables a (1.35), la fonction objective a minimiser est

1
J(m) = §mT()\ +R)m —m’d
et son gradient
V/=(A+Rm-d
En intégrant I’équation
X*i = M,(I;“ti_}_l)x*i_}_l + H;TmZ
x*, =0

on peut calculer les incréments

(SXO = BX*O

{ 0X;p1 = M(ti,tiﬂ)(gxi + Q.x*;

A n’est jamais calculé explicitement, mais seulement le produit Am; = H;dx;.

(1.42)

(1.43)
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Chapitre 2

Les différents modeles utilisés

Dans le présent chapitre on introduira les différents modeles utilisés afin de valider les
méthodes introduites dans le présent ouvrage. Ils seront au nombre de trois, allant du plus
sommaire au plus réaliste. Chacun d’entre eux est un compromis différent entre réalisme
et facilité d’utilisation.

La vocation premiere d’'un modele de circulation générale de I'océan (OGCM) est la
représentation spatio-temporelle des écoulements océaniques de grande échelle. Un tel
modele est construit a 1’aide d’un ensemble d’équations issues des lois phénoménologiques
de la mécanique des fluides (équations de Navier-Stokes) appliquées aux écoulements
géophysiques planétaires et qui décrivent le comportement des variables d’état de 'océan.

Un modele réaliste de circulation océanique est généralement tres compliqué et difficile
a manipuler, avec nombre de parametres pouvant influer sur son efficacité. C’est pourquoi,
afin de valider les différentes hypotheses que nous serons amenés a faire, nous utiliserons
deux modeles simplifiés mais pertinents pour la modélisation océanique : 1’équation de
Burger et un modele Shallow-water. Ces applications préliminaires nous assureront de la
viabilité de certains choix et nous permettront d’en éliminer d’autres. Elles permettront
également d’utiliser des configurations qui auraient été trop couteuses dans des applications
réalistes et d’en comparer les résultats avec les approximations envisagées pour permettre
les applications opérationnelles.

Le modele opérationnel que nous avons sélectionné est le modele OPA dans sa ver-
sion 8.1 (MADEC ET AL. [82]). Ce choix nous a été dicté par sa large diffusion dans la
communauté océanographique francaise et par le fait qu’il a été choisi dans des projets na-
tionaux d’envergure comme CLIPPER ou MERCATOR. Ce modele représente efficacement
la dynamique non linéaire et les processus thermodynamiques de I'océan. Dans le présent
ouvrage nous utiliserons une version caractérisée par une représentation verticale en coor-
données géopotentielles (z) et une approximation “toit rigide” de la surface océanique. La
partie de ce chapitre consacrée a OPA reprendra les caractéristiques de ce modele décrites
dans le manuel de référence [82].
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34 2. Les différents modeéles utilisés

2.1 Les modeles “jouets”

2.1.1 L’équation de Burger

C’est le plus simple des modeles que nous allons utiliser. Il peut étre vu comme une
approximation 1D des équations de Navier-Stokes. Son tres faible cotit numérique nous
permettra d’effectuer un test préliminaire sur toutes les hypotheses que nous pourrons
élaborer. Cependant son unique dimension et la faible non linéarité de ses équations ne
sont évidemment pas représentatives des problemes que 'on pourra rencontrer dans une
application réaliste.

[.’équation de Burger s’écrit :

ou ou 0*u
E‘}‘U%—I/@: $€]0,1[,t>0

u(0,t) = u(1,t) =0 (2.1)
u(z,0) = ug(z)
Si on choisit ug(z) = sinmz et g = —e 'sinwz(l + v + e ' coswx), alors u(z,t) =

e~ 'sinmx est solution de (2.1). La connaissance de la solution exacte nous permettra de
maitriser tous les parametres de I'expérience (erreurs introduites dans le modele, dans les
observations, qualité du résultat, etc ...).

F1G. 2.1: la solution de l’équation de Burger pour g(x,t) = —e 'sinma(l + v+ e ' cosmx)

Pour discrétiser ce modele on utilisera un schéma centré d’ordre deux en espace et
un schéma d’Euler explicite en temps. Ce choix impose des criteres de stabilité assez
contraignants sur les pas de temps At et de discrétisation Ax: 1/% < % et At < 2v (on
utilisera N = 5000 pas de temps pour I = 20 points de grille) mais a toujours le mérite de

la simplicité.
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2.1. Les modeles “jouets” 35

Onposer=1,...,1—1letn=0,..,N—1 et le modele discrétisé s’écrit :

u v .
E(uz —ui') + E(u?ﬂ —uj_y) — W(u?ﬂ —2uf +uiy) = g(iAz,nAt)
ud = sinir Az

V— — n
ug =0 =uj

(2.2)

2.1.2 Le modele Shallow Water

C’est le deuxieme modele dont on disposera. I’appellation anglophone Shallow Water
(eau peu profonde) sera préféré a la plus francaise “équation de Saint Venant” car plus
représentative des approximations qui y sont faites.

Comme pour ’équation de Burger, le modele Shallow Water présente I'intérét d’un
cotut en calcul relativement faible et d’une grande facilité de manipulation. Cependant,
méme si la configuration utilisée est loin d’étre réaliste, son comportement est proche
de celui qu’on pourrait obtenir avec un “vrai” modele d’océan. Une superposition de
modeles Shallow-Water peut méme constituer un modele opérationnel, comme c’est le
cas de MICOM (Miami Isopycnic Coordinate Model) (R. BLECK et D.B. BOUDRA 1986
[16]). Ses équations 2D et ses non-linéarités plus importantes en font un bon cas test pour
I'introduction de nouvelles méthodes d’assimilation de données. La version qui sera utilisée
dans le présent ouvrage, ainsi que son linéaire tangent et son adjoint ont été développés en
collaboration avec Sophie DURBIANO dans le cadre de son travail de these.

Les équations :

Le point de départ de tous les modele océaniques est I'équation de Navier-Stokes (2.3) qui
traduit la conservation de la quantité de mouvement , a laquelle on adjoint 1’équation de
continuité (2.4) représentant la conservation de la masse.

n

pD—ltl pAu=-Vp+ GO (2.3)
D0 divu (2.4)
p Dt

avec !

u, p et p la vitesse (dans les trois dimensions), la pression et la densité du fluide respec-

tivement ;
.y . e D 0
D la dérivé lagrangienne est définie par : _u_gu +u.Vu;
Dt ot
le terme des forces de gravité G = —pgk;
le terme des forces de Coriolis €' = —20Q A u;

le coefficient de friction pu.
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36 2. Les différents modeéles utilisés

Dans les équations du modele Shallow-Water, ’'océan est vu comme une mince couche
d’eau a la surface de la terre (d’ou le nom). Cela se traduit par une intégration verticale
des équations (2.3) et (2.4). On fait de plus ’hypothese que le fluide est incompressible(pas
de termes en % est constant), homogene et hydrostatique (c’est a dire que dp/dz = —pg).
Ceci nous permet de ne conserver que trois variables, les deux composantes de la vitesse
(zonale u et méridionale v) ainsi que la hauteur d’eau h = —p/pg. Cette formulation
est dite a gravité réduite car la suppression de la composante verticale de la vitesse est
compensée par une variation du champ gravitationnel.

Les équations obtenues dans un repere cartésien apres application de ces hypotheses

caractérisent le tres classique modele Shallow Water (e.g. ADCROFT et MARSHALL 1998

1) :

atu—(f—l—f)v—l—amB:Lh—ru—}—uAu
p

0

8tv—(f—l—§)u—l—ayB:Lh—rv+uAv (2.5)
Po
oh + 0,.(hu) + 9,(hv) =0

ou ( = d,v — Jdyu est la vorticité relative, B = ¢g*h + %(u2 + v?) le potentiel de Bernoulli,
g* le potentiel de gravité réduite, r le coefficient de friction linéaire , v le coefficient de
viscosité , f = fo + By le facteur de Coriolis et y la coordonée méridionale (ordonnée) du
repere.

Les dérivées partielles du systeme ont été approximées au moyen d’un schéma aux
différences finies centré d’ordre deux sur une grille définie avec A1 = Aj = 25km. Avec
ce type de grille, si I'on évalue les valeurs de u, v, et h au méme point on constate
numériquement un phénomene de perte de masse. Pour pallier cela, on utilise des grilles
identiques pour u, v et h mais décalées les unes par rapport aux autres suivant les axes.
Cette grille se nomme grille C d’Arakawa (voir fig 2.5).

Temporellement, un schéma leap-frog (2.6) est utilisé avec At = 30min : si on écrit le
modele comme

du
o F(u.t
dt (u7 )
la discrétisation temporelle donnera
u' A = u'mA 42ALF (uy, 1) (2.6)

Ce schéma utilisé seul entraine une dissociation des modes numériques pairs et impairs;
c’est pourquoi on lui adjoint un filtre d’Asselin (2.7) afin d’éviter cette dissociation :
uf =u'+ fy(u’}_m —2u’ 4 u't2) (2.7)

(indice f indique la valeur filtrée)

Notre cas test :

Le forcage du vent 7 est fixé constant en temps, sa composante méridionale est nulle et sa
composante zonale est sinusoidale :

2
T = Tp COS (%) 7 (2.8)
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2.1. Les modeles “jouets” 37

10 20 30 40 50 60 70

Fia. 2.2: Champs de hauteur d’eau (0 gauche) et de vitesse (a droite) pour le modéle
Shallow Water

L étant la longueur du bassin, dans notre cas, on se contentera d’un bassin de 2000 km de
coté avec un fond plat (une grande, tres grande, piscine). Pour calibrer le modele, nous
avons fixé :

L=2000km, fo=07x10"4s7"1, 3=2x10""m s, v=15m?s7 !, r=1x10""s71,
po =103 kgm™>, ¢* = 0.02m s72, et 7o = 0.015 N m~2.

Ces choix conferent au modele un comportement proche de celui de 'océan atlantique
dans les latitudes moyennes avec un fort courant traversant le bassin (notre gulf-stream a
nous), créant deux cellules tourbillonnaires ( voir fig(2.2))

Expériences jumelles

Avec ces modeles “jouets” on ne se place pas dans un contexte réaliste mais on cherche un
bon cadre d’études pour les méthodes d’assimilation de données. Pour cela il est commode
de connaitre exactement notre systéme, c’est a dire de connaitre I’état vrai x', I'erreur sur
les observations £°, sur la prévision 1, etc ... Cette connaissance complete nous permettra
d’étudier le comportement de chacune des méthodes d’assimilation que nous allons tester.
Si ceci n’est évidemment pas possible dans le cadre d’expériences réalistes, cela le devient
dans le cadre d’expériences jumelles. Pour cela on définit deux modeles : le modele vrai
et le modele de prévision. le deuxieme sera issu du premier dans lequel on aura effectué
quelques modifications de maniere a simuler le cas d’un modele imparfait.

Dans notre cas test, si les parametres décrits dans la partie précédente représentent le
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38 2. Les différents modeéles utilisés

modele de prévision, le modele vrai est défini par :

27t

v =0.9 x 15m2s™",r = 0.9 x 1077s—1 et Tora; = Tpren(1 + 0.8 X Siﬂ<m)

les autres parametres étant identiques.

Le modele vrai va engendrer la trajectoire vraie x' du systeme. Les observations
simulées seront obtenues par une application de 'opérateur d’observation H et 'ajout
de P'erreur d’observation qu’on aura défini au préalable :

Cette approche permet, grace a la connaissance de I'état vrai x’, de quantifier avec
précision I'impact de 1’assimilation de données.

2.2 Le modele aux équations primitives OPA

Les modeles aux équations primitives sont les plus réalistes mais aussi les plus cotiteux en
temps de calcul. OPA (Océan PArallélisé) est un modele aux équations primitives de la
circulation océanique régionale et globale. Il a été (et est encore) développé au LODYC
(Laboratoire d’Océanographie DYnamique et de Climatologie). Les variables pronostiques
sont le champ tri-dimensionnel de vitesse et les caractéristiques thermohalines de 1’océan
(la température et la salinité).

Les équations primitives découlent de celles de Navier-Stokes (2.3) auxquelles on adjoint
une équation d’état liant la température et la salinité aux vitesses de courants.

Dans OPA, les hypotheses suivantes ont été ajoutées :

e l'approximation “terre sphérique” : la surface géopotentielle est supposée sphérique
ce qui implique que la gravité est parallele au rayon de la terre.

e l'approximation “couche mince” : la profondeur de I'océan est supposée négligeable
par rapport au rayon de la terre.

e ’hypothese “fermeture turbulente” : les effets sous-mailles sont paramétrés par un
terme prenant en compte les processus d’échelle inférieure a celle de la discrétisation

des variables.

e l'approximation de Boussinesq : les variations de densité sont supposées négligeables
(sauf pour leurs contributions a la force de flottabilité).

e ’hypothese hydrostatique : I'équation des moments verticaux est réduite a un équilibre
entre le gradient de pression vertical et la force de flottabilité.

e hypothese incompressible : la divergence de la vitesse est supposée nulle.
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2.2. Le modéle auzx équations primitives OPA 39

Les équations

Sans entrer dans les détails (pour cela voir le manuel de référence d’OPA [82]) les équations
résolues par ce modele sont, dans un repere (i,j,k) :

(1) ’équilibre des moments (conservation de la quantité de mouvement):

0 1 1
%:— (Vxu)xu+ V()| = flkxu,——Vip+D"  (29)
h Po
(2) I’équilibre hydrostatique :
Jp
% — 0 (2.10)
(3) 'incompressibilité et conservation de la masse :
V=0 (2.11)
(4) la conservation de la chaleur :
JoT
(5) la conservation du sel :
0
a—j = —V.(su) + Df (2.13)
(6) ’équation d’état :
p=p(T,s,p) (2.14)

avec

u le vecteur vitesse 3D (u = u; + wk, 'indice , désignant la partie horizontale du
vecteur, i.e sur le plan (i,j))

T la température

s la salinité

t le temps

z la coordonnée verticale

p la densité in-situ, po une densité de référence

p la pression

f Taccélération de Coriolis (f = 2Q.k, ou 2 est la vitesse angulaire de rotation de la
Terre)

g la gravité

D", Dt et D% sont des parametres permettant la prise en compte des effets “sous-
mailles” (cf plus loin)
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40 2. Les différents modeéles utilisés

Les conditions aux bords

Les frontieres d’un modele d’océan sont de multiples natures : les cotes, la topographie du
fond de l'océan et les interfaces avec 1’air ou la glace sur la surface. A travers chacune de
ces frontieres I'océan peut échanger des flux de chaleur, d’eau douce, de sel ou de moments
avec la croute terrestre, les continents, la glace ou "'atmosphere. Les caractéristiques de
ces échanges peuvent étre différents suivant le type de I'interface :

e Interface cote - océan : Le flux principal entre la surface des continents et 'océan
est "apport d’eau douce par les fleuves et rivieres (runoff). Cet apport joue un role
important, notamment a ’embouchure des grands fleuves, en modifiant la salinité de
I'eau. Méme si il peut étre négligé pour les intégrations du modele a court terme, il
est impératif de le prendre en compte pour des prévision a long terme du fait de son
influence sur les caractéristiques des masses d’eau qui se formeront.

e Interface fond - océan : a part a quelques endroits tres localisés, les flux de chaleur et
de sel avec le fond de la mer sont négligeables. Dans les équations d’OPA ils seront
toujours négligés. 1l n’en sera pas de méme pour les moments. On considere qu’il n’y
a pas d’échange d’eau avec le fond de 'océan; en d’autres termes, la vitesse au fond
est considéré comme étant parallele a la frontiere. Dans les équations du modele cela
se traduit par

w = uh.Vh(H) (215)

ol w est la composante verticale de la vitesse et H la profondeur du fond de 'océan.
Il faut de plus considérer les forces de friction avec le fond de 'océan; celles-ci doivent
étre considérées en tant que flux turbulent a travers les conditions aux limites de fond
ou de bord. Différentes expressions sont possibles; ces paramétrisations sont incluses

dans D" (cf [82]).

e Interface atmosphere - océan : Les conditions cinématiques de surface plus les flux
d’eau douce P — F (Précipitations - Evaporation) donnent la condition :
I
w = E + llh|z:n.vh(7]) + P-FK (216)
ou 1 est la hauteur du niveau de la mer (pour bien voir la différence entre n et H on
peut se référer au dessin 2.3).

En négligeant la tension de surface, les conditions limites dynamiques entrainent la
continuité de la pression sur l'interface z = n. L’atmosphere et 'océan échangent
aussi des moments horizontaux (du fait du vent) et de la chaleur. Ces échanges sont
simulés par des forcages et/ou par le couplage avec un modele d’atmosphere.

e Interface glace - océan : Méme si elle n’interviendra pas dans notre configuration (on
comprendra pourquoi par la suite), I'influence de la glace ne peut étre négligée dans
le cas général. [’océan et la banquise échangent de 1’eau douce, de la chaleur, de la
salinité et des moments. La surface de ’eau doit étre a température de solidification
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| n(iJ)
/\L

Z:O S~—
Mer
H(ij)
Terre
LJ
FiG. 2.3: Locéan est délimité par deux surfaces, = = —H(i,j) et z = n(1,7), H est la

profondeur de locéan et n est la hauteur de la surface de Ueau (par rapport a z=0).

a l'interface. Du fait de la tres faible salinité de la glace (environ 4 p.s.u. par rapport
aux quelques 34 p.s.u. de l'océan), le cycle glaciation - fonte entraine d’importants
flux d’eau douce et de sel.

e frontieres ouvertes : Quand on ne s’interesse qu’a une zone délimitée de 1’océan il est
nécessaire de définir les échanges avec l'océan exterieur a cette zone. Pour plus de
détails se reporter a la description de la configuration utilisée dans cette these.

Le gradient de pression horizontal

La pression a une profondeur donnée z est composée de la pression de surface (a z = 0) ps
plus la pression hydrostatique py.

p(i7j7z7t) :pS(i7.j7t)+ph(i7j7Z7t) (217)
Si pn peut étre calculée en intégrant (2.10) sur la verticale (et en supposant que dans
. a pression peut étre approximée linéairement par rapport a la profondeur
2.14) la pression peut étre approximée linéai tp pport a la profond

¢=0
pa(is gy 211) = / gp(T,5.2)dC (2.18)

=z

la pression de surface nécessite un traitement spécifique. Deux options sont alors possibles.
Dans la premiere, dite de “surface libre”, on introduit  comme variable pronostique du
modele (en rajoutant une équation). Utiliser cette stratégie consiste en une excitation des
ondes de gravité externes. [’écoulement est alors barotrope (moyenné sur la verticale)
et la surface oscille de bas en haut avec la gravité comme force de rappel. Cependant la
vitesse de phase de telles ondes est élevée (quelques centaines de metres par seconde) ce qui
impose, si elle sont présentes dans le modele, des pas de temps tres réduits. La deuxieme
option, I'approximation “toit rigide”, élimine ces ondes en imposant n = 0 (la surface de
l'océan est la surface z = 0). D’un autre coté cette approximation augmente la vitesse des
ondes de surface a 'infini et altere, entre autres, les ondes de Rossby barotropes.
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42 2. Les différents modeéles utilisés

Au commencement des travaux contenus dans le présent rapport, seule la deuxieme
approche était codée dans OPA. Pour cette raison c’est celle ci qui sera utilisée. On
suppose donc que la surface de I'océan est un toit rigide sur lequel la pression p; s’exerce.
Il en découle de facon évidente que la composante verticale de la vitesse du courant en
surface est nulle. De plus, suivant 1’équation de continuité (2.11) et de la condition au fond
(2.15) on peut montrer que la moyenne verticale de 1’écoulement est de divergence nulle.

div(Hiy) = 0 (2.19)

Il conviendra, dans les différents schémas d’assimilation de prendre garde a conserver cette
divergence nulle.

En utilisant ceci et en moyennant (2.9), on obtient une expression de la pression de
surface (cf [82]) ce qui permet de retrouver la hauteur du niveau de la mer :

Ps
gpo

H = (2.20)

C’est cette hauteur du niveau de la mer qui pourra étre comparée aux mesures al-
timetriques fournis par les satellites.

Discrétisation

OPA peut fonctionner en utilisant les coordonnées z (figure (2.4)) ou les coordonnées s
(I"altitude est relative au fond de 1'océan). Comme dans le cas du modele Shallow-Water,
les schémas numériques utilisés pour résoudre les équations numériques sont fondés sur
un schéma classique aux différences finies, centré d’ordre 2. On utilise la généralisation
tri-dimensionelle de la grille C de la classification d’Arakawa : 'océan est décomposé en
cellules centrées sur les points sur lesquels sont définis T, s, p, p et x et avec u, v et w
définis au centre de chaque face (fig (2.5)).

Pour la discrétisation temporelle un schéma “saute-mouton” (leap-frog : équation (2.6))
est utilisé auquel on rajoute comme dans le modele Shallow-Water, un filtre d’Asselin (2.7).

Les échelles spatiales caractéristiques des nombreux processus composant les écoulements
océaniques sont tres variées allant des distances propres a la diffusion moléculaire a des
longueurs d’onde de 'ordre du millier de kilometres. La discrétisation spatiale ne permet-
tant pas de représenter toutes ces échelles, on est amené a paramétrer les effets des pro-
cessus “sous-mailles”. Ces paramétrisations sont des descriptions empiriques qui adoptent
des formalismes de type “diffusion” (les termes D” dans les équations primitives).

Notre configuration : fenétre pacifique tropicale (TDH)

Pour la validation des méthodes introduites dans cette these, nous nous intéresserons par-
ticulierement a la restriction d’OPA au domaine couvrant 'océan Pacifique entre les deux
tropiques. Cette fenétre s’étend approximativement entre 120° Est et 70° Ouest et entre 30°
Nord et 30° Sud. Les équations du modele sont résolues sur une grille horizontale isotrope.
La résolution méridienne est de 1/2° a I’équateur et décroit en latitude, pour atteindre 2°
aux frontieres Nord et Sud. La résolution zonale est de 1° sur I’ensemble du bassin. Sur la
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FiG. 2.4: le systéme de coordonnées polaires (X, ¢,z) et son équivalent en coordonnées z

(i3, k)

Fia. 2.5: Grille C' d’Arakawa : T indique les points ou sont définis la température, la
salinité, la densité la pression et la divergence horizontale, f indique les points ou les
vorticités relative et planétaires sont définies, u,v,w sont explicites

verticale le modele est décomposé en 25 niveaux avec une résolution allant de 10 m pour
les couches supérieures a 150 m dans les profondeurs. La bathymétrie a été interpolée du
masque des données de 'atlas de LEVITUS. Le pas de temps est d’une heure et demie. Au
dela de 20° Nord et 20° Sud existent des zones “tampon” dans lesquelles les champs de
salinité et de température sont rappelés vers leurs valeurs climatologiques (résolution des
frontieres ouvertes). Des conditions de non glissement et d’absence de flux de chaleur et de
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44 2. Les différents modeéles utilisés

sel sont appliquées au fond de I'océan et le long des cotes. Un rappel a la SST (Sea Surface
Temperature : température de surface de 1'océan) est appliqué sur 1’ensemble du bassin.
Un schéma pronostique TKE (Turbulent Kinetic Energy : énergie cinétique turbulente) est
utilisé pour résoudre le mélange vertical. Les conditions aux limites de ce modele incluent
les flux de moments, de chaleur et de salinité a la surface. Dans notre cas-test, les flux
de moments sont calculés a partir des tensions de vent fournies par une combinaison des
données des satellites ERS 1 et 2. Les flux de chaleurs sont estimés au moyen des moyennes
saisonnieres de SST de Reynolds et des données climatologiques journalieres de SST issues
des réanalyses ECMWF (VIALARD et al , 2001 [122]). Un terme de correction constant
est appliqué a "apport d’eau douce (précipitation moins évaporation, pas de runoff). Ce
terme est calculé de fagon a éviter que la SSS (Sea Surface Salinity : salinité de surface de
I'océan) ne dérive hors de la barre d’erreur fixée a priori.

Ce choix a été dicté par la nécessité de disposer d’'un modele a la fois réaliste et pas
trop difficile & manipuler (1’océan global est trop cotiteux en calcul); de plus la dynamique
dans le pacifique tropical est moins non linéaire que dans d’autres parties de 'océan ce
qui amoindrira les difficultés pour I"assimilation; et pour finir il existe déja de nombreuses
expériences d’assimilation sur cette zone et ce modele ce qui permettra de multiples com-
paraisons avec les méthodes introduites dans cette these.

Les données utilisées : Le réseau TAO et les profileurs XBT

o TAO :

Le réseau de bouées TAO (pour Tropical Atmosphere Ocean) est composé de deux
types de bouées : 64 ATLAS (Autonomous Temperature Line Acquisition System)
et 5 PROTEUS (Profile Telemetry of Upper Ocean Currents). Ces deux types four-
nissent en (quasi) temps réel des mesures du vent de surface, de la température et
de ’humidité relative de 1'air , de la température de surface et de la température
de sub-surface jusqu’a 500m. Les bouées PROTEUS fournissent en plus la mesure
des courants océaniques dans les premiers 300m. Les données de surface sont re-
transmises via un satellite (3 ou 4 fois par jour) tandis que celles de sub-surface sont
transmises comme moyenne journaliere de la veille. La zone couverte par les bouées

TAO s’étend de 130° Est a 90° Ouest et de 10° Nord & 10° Sud (cf Fig. 2.7).

Pour les expériences d’assimilation seules les données de température seront utilisées.
[’incertitude sur de telles données est de 'ordre de 0,1° K

e XBT:

[’autre composante de notre systeme d’observation est le réseau XBT (eXpandable
BathyThermographes). Ces sondes sont larguées a partir de bateaux commerciaux
volontaires. Elles fournissent elles aussi un profil de la température. La zone couverte
par ces mesures est nettement plus étendue que la zone TAO (voir 2.7) mais ces
données sont aussi beaucoup plus asynoptiques (distribuées de fagon irréguliere).
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FiG. 2.7: Réseau TAO (a gauche) et XBT (a droite) d’observation dans le pacifique

Des données indépendantes pour valider ’assimilation

Comme on 'a vu dans le premier chapitre nous n’avons pas de connaissance exacte de
I’état réel de 'océan. Le but de 'assimilation est de recomposer de facon acceptable cet
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46 2. Les différents modeéles utilisés

état réel. Il se pose alors, du fait de cette méconnaissance, le probleme d’estimation de la
qualité de I’état analysé produit par ’assimilation de données. Si un simple regard sur la
physionomie de ces champs permet d’éliminer les résultats les plus farfelus ce ne peut étre
considéré comme suffisant. La comparaison avec les données assimilées peut s’avérer utile
mais on comprend bien en considérant le cas extréme d’un seul thermometre perdu dans
I’océan que I"assimilation de cette donnée pourra fournir un état tres éloigné de 1’état réel
mais avec une température au point du thermometre tres proche de celle observée. D’une
facon plus générale la comparaison aux données assimilées est biaisée car on a tout mis en
ceuvre dans la méthode d’assimilation pour que le modele se rapproche de ses valeurs.

C’est pourquoi, en cas d’expérience avec des données réelles il est nécessaire de disposer
d’un jeu de données indépendantes de celles utilisées pour 1’assimilation, et de préférence
apportant des informations sur des variables du modele non observées.

Dans notre configuration on utilisera les données issues des courantometres des bouées
TAO ainsi que les mesures des anomalies de hauteur de la mer fournies par le satellite
TOPEX/POSEIDON. Celles ci sont fournies sous la forme de cartes surfaciques tous les
10 jours. Typiquement I'erreur sur de telles données est de 'ordre de 2 em.
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Chapitre 3

Techniques algorithmiques

Dans ce chapitre différents aspects de I'assimilation variationnelle seront traités du tres
technique codage des opérateurs adjoints au plus qualitatif probleme de préconditionnement
de la minimisation. Ces aspects ont une place prépondérante dans la mise en ceuvre de
I’assimilation de données et afin de ne pas les “noyer” dans les descriptions plus théoriques
des algorithmes d’assimilation, ils été ont regroupés dans ce chapitre.

3.1 Les opérateurs adjoints

En ordonnant de facon adéquate les opérations algébriques on peut réduire la taille et le
nombre des produits de matrices, ce qui permet de diminuer le nombre de calculs et donc le
cout numérique. En particulier dans les problemes de minimisation, quand il faut évaluer
la dérivée dune fonction scalaire (par exemple le terme .J, du 4D-Var) par rapport & un
vecteur de taille importante, il est avantageux d’aborder le probleme de facon rétrograde,
c’est a dire depuis la fonction scalaire vers le vecteur de controle. Algébriquement cela
correspond & remplacer un ensemble d’opérateurs par leurs adjoints (d’ou le nom méthodes
adjointes ).

Par définition, si on a A un opérateur linéaire d’un espace £ dans un espace F et les
produits scalaires associés (.,.). et (.,.)r, 'adjoint de A est 'opérateur linéaire A* tel que

(Ax,¥)r = (%, A7) (3.1)

Comme on se place dans le cas d’espaces de dimension finie, £,(.,.). et F,(.,.)r sont
des espaces de Hilbert, le théoreme de Riesz nous donne alors 'existence et 'unicité de A*.
De plus si (.,.); et (.,.) sont les produits scalaires euclidiens sur £ et F alors A* = AT,
Dans cette these on se placera toujours dans ce cas pour la dérivation des codes.

Codage

La principale difficulté de 1'utilisation des méthodes adjointes réside dans le codages des
opérateur adjoints, celui ci peut étre obtenu directement a partir de 'opérateur direct
(CHAO et CHANG [23]). La premiere étape est, si 'opérateur direct est non linéaire, de
coder ses dérivées de Gateaux. Par exemple si on a dans le code direct
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48 3. Techniques algorithmiques

W = aw + bx.y

avec a et b des constantes et w, x, y des variables, alors la ligne correspondante dans le
code linéaire tangent sera

dw = adw + b(dx.y + x.4y)

ol 0w, 0x et dy représentent les variables tangentes (i.e les perturbations appliquées aux
variable directes), et x et y sont les variables directes enregistrées lors de 1’application de
I'opérateur direct.

Comme il a été dit plus haut coder I'adjoint d’un opérateur correspond a effectuer la
transposition de cet opérateur. En raison de la taille des problemes qui nous intéressent
ici il n’est pas concevable de stocker et manipuler les matrices représentant les différents
opérateurs. En océanographie ou en météorologie ’approche la plus commune pour obtenir
le code de I’adjoint est d’appliquer la transposition a chacune des étapes élémentaires du
code direct. La plupart du temps il y a un morceau de code adjoint pour chaque instruc-
tion du code direct, celles ci étant considérées comme des opérateurs linéaires élémentaires.
Cette approche permet de travailler localement dans le code, et ’adjoint d’une séquence
d’opération est la séquence des transposées de chaque opérations dans 'ordre inverse
(BouTTIER ET COURTIER, 1999[17]).

Typiquement une étape élémentaire d’un code linéaire tangent peut s’écrire

W = aX + by + ¢z (3.2)

ol W, X,y et z sont des variables (perturbations) et a, b et ¢ sont soit des constantes soit
des variables dépendantes du résultat de 'application de 'opérateur direct. Cette étape
peut étre considérée comme une opération linéaire de la forme u = Mv

w a b ¢
x| [ 100 X
vy | 71lo1o0 Z
z 00 1

I’adjoint de cette étape peut donc étre obtenu par une transposition formelle :

x* a 10 0 ;"
vy ]l=15b010 y
7" c 00 1 Y
z
on a donc I"étape adjointe de (3.2)
X" =aw" + x*

ou W*, x*, y* et z* sont les gradients de I'opérateur direct par rapport aux variables directes
w, X, y et z respectivement.
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Afin de faciliter la tache de I"assimilateur, des dérivateurs automatiques de codes ad-
joints ont été développés comme par exemple Odyssée a 'INRIA ([47]).

Dans le cas ou 'opérateur direct est le modele et que celui ci est non linéaire, il sera
nécessaire de stocker la trajectoire directe dite trajectoire de référence. En efet celle ci
apparait dans les équations des modeles tangents et adjoints. De plus le modele adjoint
étant intégré de facon rétrograde (du pas de temps final au pas de temps initial) il est
nécessaire de conserver la totalité de cette trajectoire.

3.2 Meéthodes de minimisation

Les méthodes variationnelles reposent sur la minimisation d’une fonctionnelle. Pour la
minimiser on utilise généralement un algorithme itératif de descente.

On considere qu’on est dans le cas d’un probleme de minimisation sans contrainte de
la fonction objective J(x) de R” dans R. On suppose que pour tout x* on est capable de
déterminer V,.J(x*) le gradient de la fonction objective par rapport au vecteur de controle
au point x*.

Pour déterminer un minimum x* une méthode de descente procédera par descentes
successives de la forme

uk+1 — Xk o kakdk

oit d* € R” est la direction de descente obtenue a partir du gradient Vy.J(x*) et p* € R
est le pas de descente.

Le cout de 'assimilation de données est proportionnel au nombre d’évaluations de la
fonction objective et de son gradient (ce nombre est appelé nombre de simulations). Quand
le vecteur de controle est réactualisé, on parle alors d’une itération. Chaque itération peut
requérir une ou plusieurs simulations suivant la méthode de minimisation utilisée. On
appelle simulateur 'opérateur qui au vecteur de controle x associe la valeur de la fonction
objective en ce point et son gradient

x — (J(x),V.J(x))

Dans les méthodes variationnelles présentées au premier chapitre la fonction objective
est une fonction scalaire d’un vecteur réel dans un espace euclidien; dans la plupart des cas
elle est quadratique et il n’y a pas de contrainte sur le vecteur de controle x. Il existe de
nombreux algorithmes “préts a 'emploi” capables d’effectuer ce genre de minimisation (on
parle alors de minimiseurs). Parmi ceux-ci on peut citer le tres simple mais généralement
peu efficace algorithme de plus grande pente qui vise a actualiser x en ajoutant une cor-
rection proportionnelle a -V.J(x) ou les plus populaires Gradients conjugués et méthodes
de quasi-Newton (qui seront utilisés dans cette these).

Gradient conjugué

Le principe de cette méthode est de choisir une kfMe divection de descente d* qui soit
une projection du gradient V,.J(x*) sur le sous-espace de R" orthogonal aux d' pour

i=0,1,.. k—1.
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50 3. Techniques algorithmiques

Cet algorithme s’adresse particulierement aux problemes de minimisation sans con-
trainte de fonction objective quadratique,

J = %(X,AX) + (b, x)

ou A est une matrice n x n définie positive et b € R. La méthode calcule le pas de descente
p* pour chaque direction ce qui implique que pour une fonction J quadratique la méthode
converge théoriquement en au plus n itérations.

Une itération du gradient conjugué est donnée par :

XM= xP 4 prdtdM = — V(x4 phd® (3.3)

avec

ko <V d(ch) dE> gk = <VxJ (K1), AdF>
P = T odF AdFS 0 = <dF AdF>

et
d’ = V,J(x°)

Dans les applications qui nous intéressent, le calcul de py est tres coiiteux car il demande
plusieurs intégrations du modele.

Quasi-Newton

Une étape d’un algorithme Quasi-Newton appliqué a notre probleme s’écrit :
xFH = xb kakva(Xk)

ol Gy approxime H;'(x"), I'inverse du Hessien au point u”.

Nous avons utilisé le minimiseur M1QN3 développé a I'INRIA. Celui-ci utilise une
méthode Quasi-Newton dans laquelle G, est calculé suivant une formule BFGS a mémoire
limitée (GILBERT et LEMARECHAL [52])

La principale caractéristique de J qui peut affecter I'efficacité de la minimisation (si
on suppose que J est quadratique ou presque) est le conditionnement de son Hessien.
Cette quantité mesure ellipticité des iso-surfaces de la fonction objective et cela décrit
la difficulté due au fait que le gradient ne pointe pas exactement dans la direction de
Ioptimum. Dans ce cas le minimiseur a des difficultés a converger. Ce phénomene est
appelé effet narrow valley (vallée étroite) (CIARLET, 1982 [25])

Le conditionnement de la minimisation est défini par le rapport entre la plus grande et
la plus petite valeur propre du Hessien de J. Plus ce nombre est grand plus le probleme
est mal conditionné.

Dans le cas extréme d’un conditionnement égal a 1 (le Hessien est proportionnel a
I'identité) la fonction objective est dite sphérique et I'optimum est trouvé en seulement
une itération (—V.J pointe directement vers le minimum).

Quand J est elliptique il est possible, au moyen d’un changement de variable (appelé
préconditionnement) de réduire le conditionnement (voir section suivante).
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3.3. Conditionnement et adimensionalisation 51

3.3 Conditionnement et adimensionalisation

Pour que la minimisation des fonctions objectives de I'assimilation de données variationnelle
soit efficace, il convient de prendre en compte les problemes d’ unité des différentes variables.
Pour ne pas alourdir les notations plagons nous dans le cas linéaire (modele et opérateur
d’observation). Si on reprend la formulation (1.35) :

1 1
J(0x) = 5(5X)TB_15X + §[y° — Gx]"R7'[y° — Gx]
et si on exprime les composantes du vecteur de controle dans les unités (uq,...u,) = U,
alors la matrice B est exprimée en unité UTU et le gradient

unité=U—'U~-T ynité=0 unité=U=U-T  ynité=t/
VJix)= B! 6x +GR7'y'—-G 6
= y X ] (3.4)

est donc exprimé en U™",
Lors de la minimisation on est donc amené a effectuer des opérations du type

unité=U  unité=U unité=y-1
—~N= A~ ——
5XZ'+1 = 5XZ' —}-)\ VJ((SXZ) (35)

ou x; est le i®™M€ itéré de la minimisation et A un réel déterminé par le minimiseur.
[’équation (3.5) met en évidence une inconsistance au niveau des unités qui est intrinseque
a ces méthodes. Sans aboutir a des résultats faux, cette inconsistance rend le calcul
du gradient et donc 'efficacité de la minimisation dépendante du systeme d’unité utilisé
pour représenter 6x. Une maniere de s’affranchir de cette inconsistance est d’effectuer un
préconditionnement, c’est a dire un changement de variable dans 'espace de minimisation,

permettant d’obtenir un vecteur de controle sans dimension.

D’autre part, si 6x reste petit, on peut écrire par un développement de Taylor au 1°

ordre de V.J :
VJ(6x7P") = V.J(0) + Hx (3.6)

ot H est la hessienne de .J par rapport a dx. Comme de plus V.J(§x"*) = 0, on a
5x ~ —HT'VJ(0) (3.7)

[’équation (3.7) nous montre que la minimisation peut se traduire par I'inversion de la
hessienne. Comme dans la section précédente cela montre que pour plus d’efficacité, il est
nécessaire que la hessienne de la fonction objective soit bien conditionnée.

Or, la hessienne de la fonction objective de 1’assimilation variationnelle est égale a
I'inverse de la matrice de covariance d’erreur d’analyse

H'=P"=B'+G'R'G|]! (3.8)
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52 3. Techniques algorithmiques

Démonstration :

La hessienne est obtenu en différenciant deux fois J par rapport a la variable de controle x

J(ox) = %(5X)TB_15X + %[yO - Gx]"R™y° — Gx]
VJ = B Ux+G'R7 [y’ — Gx]
H = B'+G'R7'G (3.9)

En utilisant & nouveau le fait que V.J(dx") = 0, en insérant I’état vrai x' et en écrivant
dx* = x® — x* dans les équations :

0 = B '9x" - G"R7 [y’ — Gx]
= B 'x"—x'+x' —x"]- GTR [y’ — Gx' + G[x! — x7]]
= B7'[x"—x']-GTR7'G[x' — x] - B7'[x" - x'] - GTR ™[y’ — Gx'](3.10)
Ainsi
B~!'+ GTR'G][x* —x'] =B~ '[x" = x'] + GTR ™[y’ — Gx'] (3.11)
On multiplie & droite 3.11 par sa transposée et on prend la moyenne du résultat. Le terme
de droite contient alors deux termes facteurs de (x* — x*)(y° — Gx*)T qui est nul car on

a supposé que les erreurs de background et d’observation étaient non corrélées. Les termes
restants donnent :

B'BB '+ GTR'RR'G
= B '+G"R'G

B~'+G'R!GIPYB~ ' + GTR!G]

On a donc bien :

P'=B'+G'R'G]"' =H~! (3.12)

|

Le préconditionnement idéal étant I'inverse de la racine carrée de la hessienne, on
aimerait pouvoir utiliser cette équation pour estimer H~'/?: cependant le terme GTR™'G
est difficile a estimer et a manipuler. En pratique on fait I’hypothese un peu brutale
H = B7! et afin d’obtenir un meilleur conditionnement de la hessienne et par la méme

occasion d’adimensionnaliser le probleme on effectue le préconditionnement :

v =B 76x (3.13)

ol v, la nouvelle variable de controle est clairement sans unité. En pratique c’est I'inverse
du changement de variable (3.13) qui est effectué (on a besoin de dx pour intégrer le
modele) et on retrouve facilement le gradient de la fonction objective par rapport a dx par

VJsx = B'V.J, (3.14)
Par ce changement de variable on obtient la hessienne
H, = B> H5B? = [d+ B:GTR'GB?

avec BEGTR-'GB? symétrique définie positive. Toutes les valeurs propres sont aug-

mentées de 1 et le rapport entre la plus haute et la plus basse valeur propre est sensiblement
réduit (COURTIER, 1997 [28]).
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3.3. Conditionnement et adimensionalisation 53

Pour illustrer 'importance de la hessienne dans 'efficacité et la qualité de 'analyse,
placons nous dans le cas d’un probleme unidimensionnel. Dans ce cas la hessienne est
la dérivée seconde (c’est a dire la convexité) de la fonction objective de 'assimilation de
données variationnelle. La partie supérieure de la figure 3.1 représente deux exemples
de fonction objective : la premiere (a gauche) avec une forte convexité et la seconde (a
droite) avec un plus faible convexité. On définit p(x) comme étant la probabilité que I'état
analysé obtenu par I"assimilation soit le bon. La hessienne est une mesure de 1’écart type
de la fonction de densité de p(x) (partie inférieure de la figure 3.1). Plus la fonction de
probabilité de I'analyse est “étroite”, plus la probabilité que 1’état estimé est le bon est
haute c’est a dire plus ’analyse est fine (BOUTTIER ET COURTIER, 1999[17]).

Remarque

On ne peut effectuer les raisonnements de cette partie que si 'opérateur d’observation H
et le modele M sont différentiables. Dans ce cas la fonction objective .J est quadratique
et H ne dépend pas de I'état analysé (ni du background et des observations). P* peut
alors étre défini a partir de J avant méme que 'analyse soit effectuée. Si la linéarisation
n’est pas exacte, H n’est pas constant et peut dépendre fortement du vecteur de contréle.
Par exemple si J est continuement différentiable mais pas strictement convexe, il y aura
des points pour lesquels H = 0. Si J n’est pas quadratique et si V.J n’est pas continue,
il y aura méme des points pour lesquels H ne sera pas définie. Il sera alors impossible
de calculer P* a partir de la hessienne. En pratique J est modifié de facon a utiliser les
opérateurs linéaires tangents de H et M valables dans un proche voisinage de 6x* (c’est la
variante 4D-Var incrémental).

A
J(x

| |
T T —
| |

|
Estimation precise Estimation,incertaine

P(x i

-

X

Fic. 3.1: Relation entre la hessienne et la qualité de Uanalyse
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54 3. Techniques algorithmiques

3.4 Les matrices de covariance d’erreur en assimila-
tion variationnelle

Si estimation, le stockage et la manipulation de la matrice R de covariance d’erreur
d’observation ne posent généralement aucune difficulté en raison de sa forme habituelle-
ment supposée diagonale, les autres matrices de covariance d’erreur ne peuvent, dans des
configurations réalistes offrir de telles facilités et nécessitent un traitement particulier. En
effet en raison de la taille du systéme (typiquement 106 — 107 en océanographie) il parait
impossible de stocker et manipuler des matrices de covariance d’erreur completes; de plus
nous n’avons qu’une connaissance tres limitée des covariances d’erreur réelles et pouvons
donc de ce fait difficilement calculer cette matrice.

Dans cette partie nous décrirons plus précisément une construction de la matrice B
de covariance d’erreur d’ébauche, mais de telles méthodes peuvent étre appliquées pour
approximer les autres matrices de covariance d’erreur.

En pratique et du fait de I'utilisation d’une méthode de gradient ce n’est pas la matrice
B qui nous intéresse mais plutot 'opérateur qui au vecteur de controle x associe le produit
de ce vecteur par B

x — Bx (3.15)

Par abus de notation, nous appellerons B cet opérateur

3.4.1 Construction de 'opérateur B

Si on se place dans le cas du modele Shallow-Water on a le vecteur d’état x composé de
trois variables u, v, h. On peut décomposer 'opérateur B en 9 blocs

Buu Buv Buh
B=( Byu. By Bu (3.16)
Bhu Bnvy B

ou les blocs diagonaux By, Byv, Bun représentent les covariances spatiales de chaque
variable par rapport a elle méme et les autres termes représentent les covariances entre les
différentes variables.

Les blocs diagonaux

Dans un premier temps on ne s’intéresse qu’aux blocs diagonaux : pour chaque variable
on peut estimer et stocker les variances d’erreur mais du fait de la taille du probleme le
calcul et le stockage des covariances spatiales reste hors de portée. La premiere étape sera
donc de modéliser les corrélations spatiales pour chaque variable du vecteur d’état. Pour
satisfaire aux hypotheses du chapitre 1 on cherche a obtenir des fonctions de corrélation
homogenes et isotropes.

Comme ce que l'on cherche a modéliser c’est 'opérateur B, cela pourra étre obtenu
par la résolution d’une équation de diffusion (WEAVER et COURTIER, 2000 [127]) avec le
vecteur d’entrée comme condition initiale
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dn 2
E—/@VU—O

avec V2 le Laplacien sur la sphere et x le coefficient de diffusion. En appliquant une
transformation de Fourier pour intégrer 1’équation, on obtient pour solution une fonc-
tion, homogene et isotrope approximant une gaussienne ce qui définira une fonction de
corrélation valide (définie positive) modulo une renormalisation.

Ce filtre Laplacien (qu’on appellera L) diffuse I'information sur la sphere (voir la figure
3.2) et on multiplie le résultat par une matrice A de normalisation qui a pour but de
reconvertir le résultat du filtre en matrice de corrélation (avoir 1 sur les diagonales). Les
coefficients de A sont calculés en appliquant I a un dirac sur chaque point de grille.

On peut donc imaginer pour quantifier 'influence de chaque point de grille sur les
autres, au dessus de ce point de grille une fonction Gaussienne ayant pour hauteur la
variance du point et pour écart type le coefficient x de diffusion pour quantifier le degré
de corrélation des points entre eux.

On a ainsi obtenu un opérateur C de corrélation sur la grille

C = ALA

On effectue la méme opération sur chacune des variables du modele (les caractéristiques
de l'opérateur L changeant quelque peu) pour obtenir trois matrices de corrélation C,, Cy
et Cp. En multipliant a gauche et a droite les matrices de corrélation par les matrices
diagonales des écarts types, on obtient les blocs diagonaux de 'opérateur de covariance

Buvh - Euvh Cuvh Euvh

les corrélations croisées (blocs non diagonaux de B) n’étant pas encore modélisées car on
n’a introduit que des corrélations spatiales pour chaque variable séparément. On dit alors
que 'on dispose d’un opérateur B monovarié.

Les corrélation croisées

Pour obtenir la matrice B de covariance d’erreur de background complete (ou multivariée)
on peut écrire :

B = K,BK/ (3.17)
ol
) Buw 0 0
B=| 0 By, 0
0 0 By

et K est un “opérateur d’équilibre” permettant de relier les variables du modele entre elles.

Dans cette formulation (DERBER et BOUTTIER 1999 [39]) on a d’abord séparé les
variables du modele en deux composantes : équilibrée et non équilibrée sauf pour une
variable prise dans sa totalité (que 1'on considérera comme référence de I'équilibre c.a.d
pour laquelle il n’y aura pas de distinction entre partie équilibrée et partie non équilibrée).
Cette variable de référence sera alors utilisée pour établir un équilibre linéaire avec le reste
des variables. Dans notre cas nous sommes en présence de trois variables : les courants u
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et v et la hauteur d’eau h. La hauteur d’eau sera notre variable de référence, le vecteur
d’état total s’écrira donc
h =h’
u=u +un (3.18)
v=v 4 v

ou h’, u’, v’ représentent les parties non équilibrées de h, u, v respectivement et u®™m et
v©h les parties de u et v en équilibre avec la hauteur d’eau h.

Pour notre cas-test on utilise I'équilibre géostrophique comme relation linéaire (notée
K; entre h d’une part et u et v d’autre part.

[’équilibre géostrophique est une approximation de 1’équation des moments (2.9). Elle
est basée sur le fait que, pour des écoulements fluides qui évoluent sur des échelles de temps
de plus d’une journée et sur des échelles spatiales de plus de 10 km, et situés assez loin de
I’équateur, les termes prépondérants sont les termes de gradient de pression et de force de
Coriolis. Dans le cas général, cet équilibre s’écrit (en coordonnées cartésiennes) :

op
€qh —
pfv = 5 (3.19)
op
€qh —
pfu = T3y (3.20)

Compte tenu des approximations faites dans le modele Shallow-Water (cf section 2.1.2)
et de I'équilibre hydrostatique (2.10) on obtient la pression en fonction de la hauteur d’ean
p = pgh. Pour le modele Shallow-Water, 1’équilibre géostrophique peut donc s’écrire

. — 900

v = S5 (3.21)
g oh

utth — 27 3.22
7oy (3.22)

Le vecteur d’état du modele étant défini comme la somme de ses composantes équilibrées
et non équilibrées notre opérateur K, complet s’écrit :

S

[OYIETIgEN
—

K, =Kj+1=

O O -

0
|
0

Le choix de cette relation d’équilibre n’est pas du au hasard ni le résultat d’un infame
bricolage, 1’équilibre géostrophique est une approximation de 'attracteur de ce systeme.
[’utilisation de l'opérateur K permet de repositionner la solution de 1’assimilation de
données sur (ou non loin de) I'attracteur la rendant plus cohérente avec la physique du
systeme.

Comme on I'a vu précédemment (section (3.3) ce n’est pas I'opérateur B qui nous

intéresse, mais plutot ses racines carrées B et BZ. Les écritures (3.17) et (3.4.1) perme-
ttent d’écrire B = KbEC%. avec
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Cuwn? = AL?
[opérateur L étant auto-adjoint, sa racine carrée est obtenue en n’intégrant les équations
(3.4.1) que sur la moitié du temps

40f

301

20

FiG. 3.2: Effet sur les hauteur d’eau (a gauche) et sur le champ de vitesse de Uaction de
Uopérateur B multivarié sur un dirac sur les hauteur d’eau
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Etape Résultat ce que 'on obtient

1- Vecteur de départ X c’est le vecteur que I'on veut mul-
tiplier par B>

2- Résolution de I’équation de dif- Lix diffusion de l'information sur le

fusion domaine

3- Normalisation AL%x on obtient des corrélations spa-
tiales (opérateur monovarié)

4- Multiplication par la racine YALZx on obtient des covariances spa-

carrée des écarts types tiales (opérateur monovarié)

5 Application de 1opérateur KpYALZx on obtient des covariances spa-

d’équilibre tiales (opérateur multivarié)

TAB. 3.1: Résumé des opérations pour aboutir a la création de lopérateur de multiplication
1
par Bz
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3.4.2 Les effets de 'opérateur d’équilibre sur 1’assimilation vari-
ationnelle
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FiG. 3.3: norme rms de Uerreur sur le vecteur d’état en fonction du temps apres un 4D-Var
avec un opérateur B monovarié

Si dans la représentation de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche on néglige les
termes de corrélations croisées (on fixe K = I dans la formulation (3.17)), les corrections
induites par 'assimilation de données vont étre principalement appliquées aux variables
observées. Dans le cas d’un 3D-Var les autres variables ne seront pas corrigées. Le 4D-Var
diffusera les informations sur les autres variables a 1’aide de l'intégration rétrograde du
modele adjoint mais cela ne suffira généralement pas en pratique a obtenir une correction
qui soit cohérente avec la physique du systeme.

Pour illustrer I'influence de cet opérateur d’équilibre on a appliqué au modele Shallow-
Water un 4D-Var avec dans le premier cas un opérateur B monovarié (bloc-diagonal) puis
en lui adjoignant 'opérateur de balance K (matrice B multivariée).

On a travaillé sur trois fenétres d’assimilation successives de 1 mois chacune. Sur
les graphes (3.3) et (3.4) on a tracé la norme de ’écart a 1’état vrai : || x — x' || (qui
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0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Time step Time step
RMS of Norm(err(u),err(v),err(h)) RMS of err(h)
1.20 | | | | | | 1.20 | | |
T — F = - For =
1.00 | = 1.00 =
a [ 7/\/\/\/ [
0.80 — = 0.80 —| =
0.60 — = 0.60 —| =
0.40 — = 0.40 —| : ,\7//7
020 \ \ \ \ \ \ \ 0-20 \ \ \ \ \ \ \
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Time step Time step
RMS of err(u) RMS of err(v)

FiG. 3.4: norme rms de Uerreur sur le vecteur d’état en fonction du temps apreés un 4D-Var
avec un opéerateur B multivarié

est disponible car on se place dans le cadre d’expérience jumelles). Les observations sont
composées d’un sous-échantillonnage spatial et temporel de la hauteur d’eau h. Les courbes
rouges (ou foncées pour ceux qui n’ont pas la chance de disposer de la couleur) représentent
Ierreur de la prévision faite par le modele & partir de I’ébauche x;,, = x° dans la premiere
partie puis a partir de I’état analysé au temps final de la fenétre d’assimilation précédente .
Les courbes vertes (claires) représentent I’évolution temporelle de I'erreur & partir de I'état
analysé x,, = x” 4+ dx". Sur ces deux figures le schéma en haut & gauche représente I’erreur
globale sur les trois variables alors que les trois autres graphiques représentent 1’erreur
particuliere a un des champs (h, en haut & droite, u en bas a gauche et v en bas a droite).

On remarque aisément ’effet d’une correction non équilibrée sur la condition initiale
sur les figures (3.3). Comme on n’observe que la hauteur d’eau les corrections de I'état
initial sont principalement effectuées sur cette partie du vecteur d’état. Si ce comportement
reste pertinent d’un point de vue mathématique, il en résulte que les courants ne sont plus
cohérents avec la hauteur d’eau du point de vue de la physique du modele. Ce dernier
tente donc de retrouver son équilibre ce qui induit de fortes ondes de gravité (les fortes
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oscillations de la figure (3.3) qui s’atténuent avec le temps (le modele retourne doucement
a I’équilibre). On a, par la correction apporté a la condition initiale, éloigné 1’état du
systeme de son attracteur.

[utilisation de 'opérateur d’équilibre géostrophique K décrit dans la section précédente
permet d’obtenir un opérateur B multivarié et donc de faire disparaitre ces ondes disgra-
cieuses (figure 3.4) qui sont en contradiction avec les particularité de I'attracteur du systeme
(caractérisé par la faiblesse de ses ondes de gravité) et qui rendaient inutilisable la prévision
découlant de cette analyse. De plus la correction sur les vitesses de courant est plus impor-
tante (la partie équilibrée vient s’ajouter a la partie non équilibrée des courants) et permet
d’obtenir sur ces variables une analyse de bien meilleure qualité.

Ce petit exemple met en évidence 'importance de disposer d’une matrice de covariance
d’erreur d’ébauche multivariée si les observations ne portent pas sur I’ensemble des variables
controlées par I'assimilation. Dans cet exemple 'opérateur d’équilibre fournit I’'information
manquante du fait de la non observation des vitesses de courant.

Dans cette these, pour I'application de l'assimilation de données variationnelle au
modele réaliste OPA | nous ne disposons pas d’un opérateur B multivarié, sa construction
étant nettement plus complexe que le simple équilibre géostrophique du Shallow-Water.
Nous verrons par la suite que ce manque induit de sérieux problemes et ne permet pas
d’obtenir une analyse de qualité sur les variables qui ne sont pas observées.

3.5 Diagnostics

[.’évaluation de I'efficacité des méthode d’assimilation est toujours délicate. En effet a part
dans le cadre d’expériences jumelles on ne dispose pas de 'état vrai, il est donc difficile
de quantifier 'erreur d’analyse. Si les diagnostics sur les aspects physiques permettent
d’éliminer des résultats tres improbables, il n’en est pas de méme pour les petites anoma-
lies : comment savoir s’il s’agit alors d’une erreur de I"analyse ou si cette légere anomalie
était présente dans la réalité. Pour compléter les aspects physiques on dispose d’une bat-
terie de diagnostics mathématiques et empiriques afin d’évaluer la qualité et la performance
de I’analyse :

3.5.1 Les diagnostics d’optimisation :

D’un point de vue uniquement numérique il est intéressant de disposer des valeurs a chaque
simulation successive de la fonction objective .J et de ses différentes composantes J,, Jp,

etc,...

Une décroissance de la fonction objective irréguliere (plus d’une simulation par itération)
constatée a posteriori peut révéler un mauvais conditionnement du probleme qui rend dif-
ficile 'estimation du nouvel itéré au minimiseur.

La norme du gradient || V.J || et de ses différentes composantes , || V.J, ||, || V., ||, ...
a chaque itération donne aussi de précieuses informations sur I'efficacité de 'optimisation.
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62 3. Techniques algorithmiques

3.5.2 Les diagnostics statistiques :

e Si en assimilation de données variationnelle on cherche a minimiser la fonction ob-
jective

J(0x) = %[G(SX —d]"R7'[Gdéx —d] + %5XTB_15X (3.23)

on obtient I'état optimal 4x* de la méme fagon que pour I'équation (1.37).

5x* = Kd (3.24)
ot K=BH'[HBH” + R]"".
On a immédiatement
Gix"—d =[GK —T|d (3.25)
On obtient ainsi
J(6x") = %dT[(GK ~I)"RYGK - 1)+ K"B™'K]d (3.26)

CommeI-GK = R[GBG" +R] ' et KTB~'K = [GBG" +R]"'GBG’[GBG" +
R]™! on obtient :

1
J(6x") = 5clT[G,BGT +R]™'d (3.27)
2 x J(6x") est donc la norme au carré du vecteur innovation d associée a sa pro-
pre matrice de covariance et, si de plus les erreurs sont supposées Gaussiennes, son

espérance est égale a la taille du vecteur innovation (TALAGRAND, 1998 [112]) c’est
a dire au nombre p d’observations :

B[J(6x")] = g (3.28)

et
var[J(6x")] =

D S

(3.29)

Dans les applications océaniques ou météorologiques les fluctuations de J(§x*) sont
négligeables par rapport a son espérance F[J(0x")] (TALAGRAND, 1998 [112]). Le
diagnostic J(6x*) ~ £ peut donc se révéler pertinent. En effet J(dx*) < £ pourra
signifier que les variances d’erreur d’observation ou de background spécifiées sont trop
grandes. A contrario J(0x") > L signifiera que les variances d’erreur d’observation
ou de background spécifiées sont trop petites ou que le vecteur innovation contient
des observations erronées. Ce diagnostic est toutefois a prendre avec précaution; en
effet imaginons que nos deux matrices B et R sont mal évaluées a un méme facteur

« pres. alors on a :

Jo(6x2) = %dT[aGBGT +oR]7'd = iJ(5xa) (3.30)

«
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alors que I’état optimal reste inchangé.

6x% = aBH [aHBH” + oR]™'d = 6x" (3.31)

Ce diagnostic n’est donc pertinent que dans le cas ot E[.J(dx")] # £.

e Sur une longue suite de cycles d’assimilation on peut calculer la moyenne des incréments
a la condition initiale. Théoriquement si le modele ne comporte pas de biais cette
moyenne doit étre nulle. Dans le cas contraire il deviendra nécessaire de revoir
I’hypothese d’erreur modele de moyenne nulle.

3.5.3 Les diagnostics ImA : Information Minus Analysis.

Les informations provenant de y° — H(x") et y° — H(x") peuvent s’avérer tres pertinentes
dans le cadre de comparaisons de méthodes car contenant des informations sur la physique
manquante du modele. Ces informations peuvent prendre diverses formes :

moyenne globale : % Z;’-l:l vy — H(X?’a)

rms (root mean square) : \/% Z;’_;l[yf _ H(X?"I)]Q
e & chaque instant la variance estimée : 3.7 [y? — H(x)'*) — Moyenne globale]?

ou n est le nombre d’observations.

3.5.4 Les données indépendantes :

Comme il a été dit a la fin du chapitre 2 la comparaison avec les données observées n’est
pas suffisante. Il est nécessaire de comparer le résultat de 'assimilation avec des données
indépendantes de 'analyse et de préférence portant sur des variables qui ne sont pas ob-
servées.
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Chapitre 4

Le coupleur PALM

Le projet francais d’océanographie opérationnelle MERCATOR a pour mission de mettre
en place un systeme de simulation et de prévision de 1'océan global a haute résolution. Ce
projet nécessite, entre autres, la mise en place de chaines performantes d’assimilation de
donnés in-situ et satellitales. Ces techniques étant en permanente évolution les contraintes
sur les chaines d’assimilation deviennent doubles :

e Une flexibilité accrue pour pouvoir suivre 1’évolution de ces techniques.
o Des performances et une fiabilité dignes d’un systeme opérationnel.

Le souci de flexibilité impose une complete modularité afin de pouvoir créer et tester
de nouvelles configurations de la chaine sans efforts d’implémentation. C’est ce besoin qui
a nécessité le développement du logiciel PALM effectué dans I’équipe “Modélisation du
Climat et de son Changement Global” du CERFACS.

Comme on I’a remarqué précédemment les méthodes d’assimilation peuvent étre décrites
a l’aide d’un nombre restreint d’opérateurs communs qui ont été listés au début du chapitre 1
(les différents intervenants). C’est cette constatation qui a abouti a la création du logiciel
PATLM.

Dans la cadre de cette these a vu le jour la premiere utilisation “grandeur nature” du
coupleur PALM. Ce chapitre sera consacré a une breve description des fonctionnalités de
PALM et un exemple d’une “palmisation” d’une méthode d’assimilation sera donné.

4.1 PALM quesaco ?

Outre la gestion des aspects systeme, tels que le rapatriement des données, la sauvegarde
des restart en cas de panne informatique, le stockage et I’envoi des résultats, etc..., le logiciel
PALM doit donc gérer les différentes étapes de 1’algorithme d’assimilation sélectionné.

4.1.1 Principe et définitions

On peut voir PALM comme un coupleur entre les différentes composantes d’une chaine
d’assimilation (opérateur d’observation, modele, minimiseur, etc...). La philosophie de
PALM est de découper toute méthode d’assimilation de données en une suite d’étapes
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66 4. Le coupleur PALM

fondamentales et de séparer celles qui relevent du probleme physique de celles qui relevent
de I’algebre. Toute étape liée au probleme physique (modele, opérateur d’observation, ma-
trices de variance/covariance, etc...) est a voir comme une boite fonctionnelle (que 1’on
pourra appeler “module” ou “unité”) qui se branche a la structure de lancement et com-
munication PALM et qui peut étre remplacée par n’importe quelle autre boite qui assure
la méme fonctionnalité. PALM se charge ensuite de gérer la partie purement algébrique du
probleme d’assimilation en effectuant I’enchainement adéquat des unités appropriées. En
d’autres termes, partant du principe que toutes les méthodes d’assimilation peuvent étre
décrites a I’aide d’un nombre restreint d’opérateurs communs, le logiciel PALM permet de
construire et de faire évoluer les chaines d’assimilation sans avoir a modifier les différentes
unités, ou a contrario, permet de remplacer les unités par leur équivalent plus performant
ou plus adapté au probleme traité sans pour autant modifier la chaine d’assimilation.

Avant d’entrer dans une description plus détaillée du coupleur PALM, introduisons les
quelques notions de base qui y sont associées :

e Les unités : morceaux de code fortran indépendants, elles décrivent les différentes
étapes du processus d’assimilation. FElles doivent étre vues comme des modules
indépendants les uns des autres et de la méthode d’assimilation choisie. Typiquement
les unités peuvent représenter le modele, 'opérateur d’observation ou les opérateurs
approximant les matrices de covariances.

e Les objets : ils représentent I'information consommée, produite et/ou échangée par
les différentes unités. On peut citer en exemple d’objet ’ébauche x°, entrée de

I'unité “modele”, ou encore le vecteur innovation d calculé a partir de 'opérateur
d’observation et permettant le calcul de la fonction objective (en assimilation varia-
tionnelle).

o Les branches : groupes d’unités a exécuter en séquence, les chaines d’assimilation de
données peuvent étre organisées en branches qui fonctionnent en parallele. Elles sont
dépendantes de la méthode choisie. I’exemple le plus classique est, en assimilation
variationnelle 4D, une branche qui gere I'intégration du modele tandis qu’une autre,
récupere les sorties de celle ci pour calculer le vecteur innovation au fur et a mesure.
Elles sont générées par l'interface PréPALM (voir plus loin).

e Les communications : les objets doivent transiter entre les différentes unités (d’une
méme branche ou d’une branche différente)

e Le buffer : c’est un espace mémoire dans lequel les objets peuvent étre stockés soit

parce qu’il sont en cours d’élaboration, soit parce qu’il est nécessaire de les conserver
apres leur utilisation par certaines unités. Un certain nombre d’opérations simples
peuvent étre faites sur les objets contenus dans le buffer (addition, soustraction,
remise a zéro, etc...), elles seront décrites plus précisément dans la suite du chapitre.

o PréPALM : Siles unités sont des programmes fortran indépendants codés séparément,
les branches et les communications entres les unités qui constituent la méthode

d’assimilation doivent étre décrites pour permettre au coupleur PALM de les gérer.
PréPALM est une interface graphique développée spécialement & cet effet (c’est un
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4.1. PALM quesaco ? 67

logiciel X-Windows réalisé en Tcl/Tk). Dans la partie “PALM par l'exemple” du
présent chapitre la description de la mise sous PALM d’une chaine d’assimilation
sera illustrée par des copies d’écran de cette interface.

4.1.2 Les commandes

Le but de PALM n’étant pas de recréer un langage abscons, un effort a été fait pour réduire
la “sur-couche” PALM a un nombre minimal d’interfaces. Les unités sont des programmes
FORTRAN dans lesquels on rajoute les interfaces PALM. Ces dernieres définissent quels
objets (variables) sont nécessaires a I'unité en entrée et fournis en sortie par celle ci.

Dans la liste des interfaces PALM qui suit, en regle générale, seules les deux premieres
(PALM_Put/PALM Get) sont incluses dans les unités, les autres étant plutot réservées aux
codes de branche.

e PALM Put/PALM Get(cl_space,clname,il time,il usrtag,0BJET,il_err) : prin-
cipale interface PALM; par celle-ci I'unité envoie (ou recoit) 1'objet appelé c1l_name
dans la liste de communication (et qui appartient a I’espace cl_space) . A cet objet
est associée la variable fortran 0BJET, la communication est définie au temps PALM
il_time (et éventuellement avec le signet il_usrtag).

e PALM Step(il_step,il_err) : Etape de synchronisation : elle peut avoir plusieurs
fonctions. En premier lieu, elle permet de synchroniser plusieurs branches. Cela
évitera qu’une branche commence a faire des calculs en utilisant des objets obsoletes.
[’autre role des PALM Step est de changer le statut des objets contenus dans le buffer.
Ces changements de statut décrits au moyen d’un fichier adjoint & PréPALM (dont
on épargnera la syntaxe au lecteur) sont de quatre ordres :

PL_ACT_READY : Préciser qu’un objet est prét dans le Buffer : Un objet peut avoir été
construit petit a petit en ajoutant (ou soustrayant) d’autres objets (typiquement
le vecteur innovation est construit a ’aide des écarts aux observations a chaque

pas de temps), les unités nécessitant cet objet ne pourront le récupérer (au
moyen d’un PALM_Get) que lorsque ce PALM_Step aura été effectué .

PL_ACT_NO_READY : Une fois qu’il a été récupéré, un objet peut nécessiter quelques
modifications pour étre utilisé par d’autres unités. Il est alors nécessaire de
préciser qu'un objet du Buffer n’est pas (plus) prét; il ne pourra alors étre

réutilisé que lorsqu’un nouveau PL_ACT READY sera effectué.

PL_ACT DELETE : Lorsque 1’objet ne sera plus réutilisé, pour économiser de la place
mémoire, on peut effacer un objet du Buffer

PL_ACT NULLIFY : Il peut aussi étre utile de réinitialiser un objet (le remettre a zéro)
dans le Buffer (typiquement a la fin d’une boucle).

Ces étapes de synchronisation peuvent aussi étre déclenchés non plus par cette com-
mande mais par une communication précise (cela est aussi défini dans PréPATLM).
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68 4. Le coupleur PALM

e PALM Launch(clunit,il_err) : Commande servant a une branche pour lancer
'unité cl_unit.

e PALM Start(cl branch,il_err) : Commande servant a une branche pour lancer une
autre branche (nommée cl_branch dans PréPALM).

e PALM Finalize(il_err) : Fin d’une branche.

e PALM Track_on(il_level) : Commande permettant d’activer le mode trace de PALM,
i.e de fournir, dans un fichier, des informations sur les communications effectuées lors
de I'exécution. Cette option est utile lors du déboguage de la chaine d’assimilation. Le
parametre i1_level décrit le niveau de verbosité (la quantité d’information) désiré.

PALM Track_off : désactive le mode trace.

4.1.3 Trucs et astuces

e La “Palmisation” d’un pan de code fortran pourra toujours se traduire par la création
d’une routine englobant toute I'unité. Celle ci peut étre décrite de la sorte :

SUBROUTINE UNIT

CALL INIT.UNIT : Initialisation de 1'unité, soit par lecture sur fichier, soit par
PALM Get d’objets provenant d’une unité chargée des diverses initialisations.
Typiquement ’appel de cette routine ne doit étre fait que lors du premier

lancement de cette unité. (étape 1)

CALL INPUT.UNIT: Routine comprenant les divers PALM_Get correspondant aux
entrées de I'unité. (étape 2)

CALL ROUTINE : Appel a la routine d’origine allégée éventuellement des appels
aux routines appartenant a d’autres unités. Il peut aussi étre nécessaire de
rajouter des entrée/sorties (Palm_Get/PALM_put) si ceux ci ne peuvent étre
effectuer hors de la routine (cf exemple plus loin). (étape 3)

CALL OUTPUT.UNIT : PALM_Put des sorties de I'unité. (étape 4)

END UNIT

On verra un exemple précis de création de routine de ce type dans la section suivante.
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4.2. PALM par l'exemple 69

e Afin d’assurer une modularité complete il convient de décrire, au moyen de PALM_Put
et/ou de PALM Get, I’ensemble des entrées/sorties possibles de chaque unité. Comme
elles ne seront pas forcément utilisées par toutes les méthodes d’assimilation il suffira,
le cas échéant, de ne pas décrire dans PréPALM les communications inutiles, le driver
PALM ignorera alors ces PALM_Put/PALM Get optionnels.

4.2 PALM par 'exemple

Nous allons étudier la création d’une assimilation 4D-Var incrémental (cf 1.3.2) sur le
modele aux équations primitives OPA décrit dans la partie 2.2. Ceci est la mise sous
PALM de la méthode développée par Anthony WEAVER.

Afin d’étre le plus clair possible cette mise sous PALM sera décrite étape par étape et
illustré par les copies d’écrans PréPALM d’une part et le parallele entre la version d’origine
et la version finale d’autre part.

Ce code, ainsi que les variantes introduites dans la suite seront appelés OPALM

L’initialisation

La lecture des fichiers d’initialisation du modele et le calcul des différents parametres de
I’expérience sont effectués de maniere identique que 1’on utilise PALM ou pas. Dans la
version “palmisée” les étapes de cette phase ont simplement été regroupés dans 'unité
OPA_INIT

Le Modele
Code d’origine Avec PALM description
...initialisation | PALM_Get (bathy, grille, | ...Récupération de

est stockée dans les COMMON | ...) I'initialisation

x_init= CALL PALM Get(x_init) ...condition initiales

t_deb= CALL PALM Get (t_deb) temps de début de
I'intégration

t_fin= CALL PALM Get(t_fin) temps de fin de
I'intégration

CALL(step) CALL(step) Intégration temporelle du
modele

écriture des sorties du | CALL PALM_Put(sortie) Sorties du modele
modele dans un fichier

TAB. 4.1: découpage grossier de I'intégration temporelle du modele
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70 4. Le coupleur PALM

La création de la boite modele sera étudiée tres précisément afin de bien comprendre les

étapes nécessaires a la palmisation. Par la suite les unités seront décrites plus succincte-
ment. On appelle cette unité “Modele” par abus de notation puisqu’il s’agit en fait de
I'intégration temporelle du modele

Comme nous 'avons vu précédemment le modele OPA, donné ici en exemple, décrit
I’évolution de quatre variables d’état : les deux composantes du champ de vitesse u et
v, la température T et la salinité s. Ces quatre champs seront donc les entrées de notre
unité “modele”, on peut y ajouter le pas de temps de départ (et la date associée) et celui
d’arrivée.

[’unité modele doit également étre capable de fournir I’état du systeme a chaque pas
de temps et de recevoir un terme de forcage (une correction d’erreur modele par exemple).

La palmisation de ce modele pourra se traduire par la création d’une routine supplé-
mentaire faisant les PALM_Get correspondant aux entrées précitées suivi de 'appel a la
routine modele d’origine et enfin les PALM_Put des sorties. Pratiquement cela a abouti a
la création de la routine M_DIR (modele direct) qui, apres un appel a une routine chargée
de récupérer, au moyen de PALM_get les différents parametres d’initialisation du modele,
récupere les entrées du modele.

Dans le tableau 4.1, x représente le vecteur d’état (u, v, T, s). Dans la configuration
originale, apres une phase d’initialisation, nécessaire a tous les opérateurs (calculer la
grille de discrétisation, les zones de terre, etc...) qui a été regroupée dans I'unité OPA_INIT,
I'intégration du modele et le calcul du vecteur innovation d; = H;(x;)—y? étaient regroupés
dans la routine d’intégration du modele. Les variables d’initialisation et d’entrée du modele
résidaient en mémoire ( dans les COMMON : variables partagées par toutes les routines). Si
la transmission de I'information par COMMON a été conservée a l'intérieur de notre nouvelle
unité, il n’en est pas de méme pour la transmission aux autres parties du code.

Notre nouvelle unité M_.DIR commencera donc naturellement par une série de PALM_Get
d’objet provenant de l'initialisation (comme par exemple les masques définissant les zones
de terre, la bathymétrie, etc...). Cette phase d’initialisation (étape 1 de paragraphe 4.1.3)
n’aura lieu que lors de la premiere intégration du modele. Une fois I'initialisation effectuée,
pour pouvoir intégrer le modele, il est nécessaire de récupérer 1’état initial du modele ainsi
que les pas de temps de début et de fin d’intégration (étape 2 ou tableau 4.1). L’étape
d’intégration du modele en elle méme peut donc enfin avoir lien. Comme on peut le voir
dans le tableau 4.2, elle se traduira par 'appel de la routine d’origine (étape 3) dans
laquelle la partie calcul du vecteur d’innovation et la partie de sauvegarde de la trajectoire
de référence nécessaire pour les modeles linéaires tangent et adjoint (routine trjwri)ont été
remplacée par les PALM_Put des différentes composantes du vecteur d’état (PALM gérera
ensuite la transmission de cette information aux unités concernées). Des PALM Get de
termes correctifs du vecteur d’état ont aussi été ajoutés, ils ne serviront pas dans les cas
exposés ici, mais seront utilisés dans les variantes du 4D-Var présentées dans la deuxieme
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partie de cette these. La derniere étape, voit I'envoi de 1’état du systeme a la fin de
I'intégration ainsi que de la date calculée au pas de temps final.

On peut voir sur la figure 4.1 le résultat de la description dans PréPALM des différentes
communications entre les unités OPA_INIT et M_DIR ici utilisées pour la génération des
observations pour les expériences jumelles (d’ott le nom MODELOBS). Les 52 entrées de la
boite modele sont constituées pour la plupart des différents parametres d’initialisation
auxquels s’ajoutent les composantes de la condition initiale (u, v, t, s) et les bornes

temporelles (fgep €t t1:,) de la fenétre d’intégration. Les six sorties sont composées de
I’état final (4 champs), et des tendances de la fonction de courant barotrope (2 champs).
Les autres éventuels PALM_Get/PALM Put ne sont pas décrits dans PréPALM, ils ne seront
donc pas effectués lors du déroulement du code (communications optionnelles).

Get dans le buffer
[ ] = &
Initialisation

opa_init

/ / Communications groupées

Put dans le buffer

Nombre de communications

Nom de I’unité

Entrées —————>— L) /

ODELOBS
M_DIR
]

Sorties ———>— >

Routine associeé

F1G. 4.1: Premiers pas

L’opérateur d’observation

Le graphique 4.1 représente la partie modele de la génération des observations dans le cadre
des expériences jumelles. Pour compléter cette fabrication d’observations synthétiques il
convient de “récupérer” les sorties du modele a chaque pas de temps et de les traduire dans
I’espace des observations au moyen de 'opérateur d’observation. Cette opération, y? =
H(x!), a l'origine incluse dans la routine tammis appelée par la routine step d’intégration
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Code d’origine

Avec PALM

description

FOR stp=t_deb TO t_fin
DO

CALL trjwri(stp)

CALL tammis(stp)

END DO

FOR stp=t_deb TO t_fin
DO

CALL PALM_Put(x(stp))

délocalisé

END DO

boucle temporelle

début de lintégration du
modele

sauvegarde de la trajectoire
de référence (qui servira
aussi au calcul du vecteur
innovation avec PALM)

calcul du vecteur innovation

suite de l'intégration tem-
porelle du modele

Fin de la boucle

TAB. 4.2: découpage fin de I'intégration temporelle du modele (dans la routine step)

du modele, est effectuée par 1'unité H.0BS (cf tableau 4.3). Elle recoit en entrée le vecteur

d’état (en provenance du modele), le pas de temps correspondant ainsi qu'une indication

sur le mode de fonctionnement souhaité (ici génération des observations) en provenance
de la branche qui gere les observations. Fn sortie elle place dans le buffer la partie y? du

vecteur observation y° calculée au temps ¢;(communication symbolisée par le petit carré
en bas de la boite H.0BS sur la figure 4.2). La branche des ohservations appelle 'opérateur
dans une boucle sur les pas de temps (voir la description de la branche tableau 4.6)

[
Initialisation

opa_init
i

Fia. 4.2:

52

23

Generaton des observations

[
ODELOBY
M_DIR

[ ]
Obs

0BS_init
[

H_0BS
H_DIFR
]

Génération des observations
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4.2. PALM par l'exemple 73

Code d’origine Avec PALM description
dans la routine | dans une unité
tammis(stp) de step indépendante H
le vecteur d’état x est dans | Palm _Get (x) récupération du  vecteur
les COMMON d’état
PALM Get (stp) récupération du pas de

temps courant

y(stp)=H(x(stp)) y(stp)=H(x(stp)) calcul de TD'équivalent a
I’état du modele dans
I’espace des observations au
temps stp

y est stocké dans les | CALL PALM Put(y(stp)) on garde I’équivalent a I’état
COMMON du modele dans I’espace des
observations

TAB. 4.3: Opérateur d’observation

Pour nous échauffer nous avons construit un ensemble PALM capable de générer des
observations synthétiques issues du modele OPA. On peut maintenant entrer dans le vif
du sujet et décrire la chaine d’assimilation 4D-Var incrémental.

La méthode d’assimilation

La méthode d’assimilation choisie est une variante incrémentale du 4D-Var (voir la partie
1.3.2) a laquelle on applique un changement de variable composé d’une part du précondition-
nement par la racine carrée de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche et d’autre part
de la projection des vitesses de courants dans ’espace des flux barotropes non divergents
(i.e. la divergence de la moyenne des flux sur la hauteur est nulle). Cette projection est
nécessaire afin que I'assimilation respecte 1’égalité (2.19) imposée par le choix “toit rigide”.

Si on note Il cette projection, alors la méthode se ramene a effectuer la minimisation
de la fonctionnelle .J définie par

v = BF I '6xq (4.1)

1< 1
J(V) = 5 Z[HthiﬂfOéXO — di)]TRi_l[Hth“tOéXO — dz)] + §[V]TV (42)

=1

ou d; =y, — H;(My, 4, (Xb))

La boucle externe

Pour commencer il est nécessaire de calculer la trajectoire x de référence (utilisée pour cal-
culer les modeles linéaire tangent a cette trajectoire et son adjoint) ainsi que son équivalence

73




74 4. Le coupleur PALM

H(x) dans 'espace des observations (pour calculer I'innovation d = y° — H(x)). On voit
au signet (0) de la figure 4.3 que la routine utilisée pour générer la trajectoire de référence
est la méme que celle utilisée pour les observations synthétiques; cependant le nom de
I'unité a changé car les objets échangés ne sont pas les mémes (il faut donc différencier les
deux unités dans PréPALM méme si la routine associée est la méme). On remarque no-
tamment que les communications afférentes a 'initialisation ont disparu, ces informations
étant toutes stockées dans la mémoire du processeur (dans les COMMON). Si elles sont tou-

jours décrites dans la routine, leur absence de la description PréPALM fait qu’elles seront
ignorées.

A chaque pas de temps, H stocke le vecteur innovation d; dans le buffer ((1) de la
figure 4.3) en y construisant un unique vecteur d regroupant toutes les observations. Pour
pouvoir étre utilisé ce vecteur devra étre marqué comme étant “prét” au moyen d’une
étape de synchronisation (un PL_ACT_READY). Cette étape ne sera pas déclenchée par un
PALM Step mais par I’envoi par H du d; au dernier pas de temps. Une unité Loop est aussi

créée, son role est de gérer les boucles (loop en anglais) de minimisation et le minimiseur
lui-méme ((2) de la figure 4.3).

-
Initialisation

opa_init — _ O 2 .
(0 Ohs

OBS_init
(L

Generation des observations

0)

i
Modele H
H t_DIR g H_DIR
] l

Boucle externs

Fic. 4.3: Boucle externe

Les modeles tangent et adjoint et opérateur de changement de variable

De la méme facon que pour les autres unités, on peut maintenant créer la boite B (qui,
par abus de notation regroupe les multiplications par B> et IT). La construction de B
s’apparente a celle de H (tableau 4.3). Cette unité recoit du minimiseur le vecteur de
controle v ((4) de la figure 4.4), effectue le changement de variable et envoie I'incrément
(sous la forme de quatre champs) au modele linéaire tangent (5) . Ce dernier peut donc pro-
duire les 0x; qu’il envoie chaque pas de temps a 'opérateur linéaire tangent de 'opérateur
d’observation (6). Celui ci génere Héx en additionnant les contributions de chaque pas
de temps dans le buffer (7) (1a encore une étape de synchronisation en PL_ACT _READY sera
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4.2. PALM par l'exemple 75

nécessaire) . L’écart au vecteur innovation d — Héx peut ainsi étre calculé (dans 1'unité
d’algebre TMP_ALG (8)) puis pondérée par I'inverse de la matrice R de covariance d’erreur
d’observation (9). Ceci permettra de déterminer (a nouveau dans I'unité d’algebre) la
valeur de la fonction objective et de I'envoyer au minimiseur Loop (10). Toutes ces étapes
peuvent étre suivies sur la figure (4.4).

[ L]
. ;
Initialisation ODELOB H_0BS .
opa_init olE o 2_ﬂ 2 Ohs
I 0BS5S ini
] Creneration des observations - E..‘ i"t
O Eoucle externe ~
Modele 4 H 2
M_DIR H_DIR
OO0 in
2
[ ]
: TMP ALG
trnp_alg ®)
(]
(©) Fait les caleuls
pour le buffer
Tangent 1 (10) {en attendant)

tA_LIT
)

2

@)

.l 9
Loop
opa_driver
o]

Eoucle interne

FiG. 4.4: Calcul de la fonction objective

Pour parachever la construction de ’algorithme, il ne reste plus qu’a effectuer le calcul
du gradient. L[’écart a I'innovation pondéré par les covariance d’erreur d’observation est
récupéré par 'adjoint de I'opérateur d’observation (signet (11) de la figure 4.5) qui calcule
ainsi le terme de forcage du modele adjoint (12). A 1'issue de 'intégration rétrograde de
ce dernier, I'adjoint de I'opérateur de changement de variable (B_ADJ, (13)) s’applique a x,
pour fournir le gradient de .J, au minimiseur ce qui termine notre boucle interne (14).
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76 4. Le coupleur PALM

Les branches

Dans ce qui précede on a décrit la création des unités et des différentes communications. Ces

unités sont indépendantes de la méthode d’assimilation utilisée, et c’est leur agencement qui
définira I'algorithme d’assimilation. Cet agencement est défini dans les branches générées
avec l'aide de PréPALM. Pour la méthode d’assimilation décrite ici, elle sont au nombre
de trois :

o La branche principale : elle gere I’ensemble de 1’algorithme et envoyant divers signaux
aux autres branches et effectue la minimisation (voir tableau 4.4).

e La branche modele : elle effectue, suivant les ordres envoyés par la branche princi-
pale, 'intégration des modeles direct, tangent ou adjoint, ou elle applique 'opérateur
réalisant I'inverse du changement de variable (ou son adjoint) (voir tableau 4.5).

e La branche des observations : elle applique les différents opérateurs d’observations,
calcule la fonction cout et le terme de forcage du modele adjoint (voir tableau 4.6).

Dans ces trois tableaux sont résumeées les actions des branches, plusieurs “petites” com-
munications ont été omises (les bornes temporelles et quelques flags).

Ces trois branches peuvent fonctionner en parallele en échangeant des informations
(objets) & certains moments. Pour éviter qu’une branche en avance sur les autres ne recom-
mence une itération en utilisant des objets générés par une autre branche pour I'itération
précédente, il est parfois nécessaire de synchroniser les différentes branches. Ceci est fait au
moyen de PALM Step insérés dans les branches. Chaque branche exécutant un PALM Step
reste bloquée tant que les autres ne sont pas arrivées au PALM_Step correspondant.

La mise au formalisme PALM d’une méthode d’assimilation alourdit quelque peu le codage
de chaque unité mais celles ci ne necessiteront plus d’étre modifiées au gré des méthodes
d’assimilation de données utilisées. Seuls les codes de branches devront changer et cela
se fait aisément grace a I'interface PréPALM. En d’autres termes construire les différentes
unités PALM représente un surcroit de travail mais fournit un important gain de temps et
une facilité accrue dans la manipulation et la construction des différentes méthodes.

Cet apport a permis de construire toute une série de méthodes d’assimilation (3D-VAR,
3D-FGAT, 3D-PSAS, 4D-VAR, 4D-VAR incrémental, 4D-VAR modele imparfait) avec le

modele Shallow-Water et ce, en un temps record.
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Code de branche

description

CALL PALM Launch(Initialisation)

indic=’geneobs’

CALL PALM Put(indic)

FOR noutit = 1 TO nrefup DO
indic=’traj de ref’
CALL PALM Put(indic)
CALL PALM Put(x(t_deb))

FOR nit = 1 TO nitmax DO
indic = ’simulator’

CALL PALM Put(indic)

CALL PALM Put(v)
CALL PALM Get(Jo)

J=Jo+vTy
CALL PALM Get(VJo)

VIi=VJo+v
CALL PALM Put(J, VI)

CALL PALM Launch(minim)
ENDDO
ENDDO
indic = ’fin’
CALL PALM_Put(indic)

lancement de 1'unité initialisation qui
fera les calculs et les PALM_Put corre-
spondants

la prochaine étape sera la génération
des observations

envoie l'information aux  autres
branches

Boucle externe

la prochaine étape sera le calcul de la
trajectoire de référence et du vecteur
innovation

envoie l'information aux  autres
branches
envoi de la condition initiale de
référence

boucle interne

la prochaine étape sera le calcul de la
fonction objective et du gradient
envoie l'information aux  autres
branches

envoi du vecteur de controle
récupération de la valeur du terme
J, de la fonction objective depuis la
branche observation

Calcul de la fonction objective
récupération du gradient de .J, depuis
la branche modele

calcul du gradient

Envoi du gradient et de la fonction ob-
jective

calcul du nouveau vecteur de controle
fin de la boucle interne

fin de la boucle externe

on a terminé ’assimilation
I'information autres

envoie aux

branches

TAB. 4.4: Branche principale
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Code de branche description
WHILE indic .NE. ’fin’ tant que indic n’est pas égale a “fin”
CALL PALM get(indic) que doit faire cette branche 7
SELECT CASE(indic) les différents cas
CASE(’geneobs”’) la génération des observations
CALL PALM Launch(’MODELOBS?’) lancement de 'unité MODELOBS
CASE(’traj de ref’) Calcul de la trajectoire de référence
CALL PALM Launch(Modele) lancement de I'unité modele
CASE(’simulator’) Calcul de la fonction objective et de son
gradient
CALL PALM Launch(B) inverse du changement de variable
CALL PALM Launch(Tangent) lancement du modele tangent
CALL PALM Launch(Adjoint) lancement du modele adjoint
CALL PALM Launch(B_ADJ) adjoint de I'inverse du changement de
variable
END SELECT CASE

TAB. 4.5: Branche modéle
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Code de branche

description

WHILE indic .NE. ’fin’
CALL PALM_get(indic)
SELECT CASE(indic)

CASE(’geneobs’)

DO ib_i = t_deb, tfin

CALL PALM Launch(’H.0BS’)

ENDDO

CASE(’traj de ref’)

DO ib_i = t_deb, tfin

CALL PALM Launch(H)

ENDDO

CASE(’simulator’)

DO ib_i = t_deb, tfin

CALL PALM Launch(H_LIN)

ENDDO

CALL PALM Launch(R-1)

DO ib_i = t_deb, tfin

CALL PALM Launch(H_ADJ)

ENDDO

END SELECT CASE

tant que indic n’est pas égale a “fin”
que doit faire cette branche ?

les différents cas

la génération des observations
boucle sur le temps

lancement de 'unité H_.OBS

Calcul de la trajectoire de référence
boucle sur le temps
lancement de l'opérateur d’observation

qui récupérera directement I’état de
I'unité modele : calcul des d;

Calcul de la fonction objective et de son
gradient

boucle sur le temps

linéaire tangent de Iopérateur
d’observation : calcul de H;dx;
multiplications des [H;8x; —d;] par la ma-
trice R™!, envoi de .J,

boucle sur le temps

adjoint de I'inverse du changement de vari-

able : envoi de H'R™'[H;x; — d;] au
modele adjoint

TAB. 4.6: Branche observation
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O
Initialisation 4
e L O

opa_init 00 2 Obs
Generation des observations OBS_init
QO000)

2

2
® Boucle externe o
Modele 2

4
OO0
branch_obs
branch_obs

Fait les calculs

Loo| R-1/
opa, dril\aler Rmoi)'(s1 pour le buffer
0OOOOL] L (en attendant)

O
B_diagnostic

sqrt_B

Fia. 4.5: La méthode complete
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Deuxieme partie

La Prise en compte des erreurs
modeles en assimilation
variationnelle - Etudes préliminaires
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Chapitre 5

Controle de ’erreur modele :
méthode complete

Ce chapitre reprend quasiment intégralement 'article /D-variational data analysis with
imperfect model. Reduction of the size of control [124], des incohérences avec les notations
des précédents chapitres peuvent donc apparaitre.

(Lorenc, 1986 [77]) a montré que pour un modele linéaire décrivant exactement le
comportement du systeme et un opérateur d’observation également linéaire, le 4D-Var et
le filtre de Kalman donnent le méme résultat a la fin de la fenétre d’assimilation. Cependant
dans le cas plus réaliste d’'un modele imparfait, le filtre de Kalman prend en compte les
erreurs du modele ce qui n’est pas le cas pour le 4D-Var.

[.’étape suivante dans le développement des méthodes d’assimilation de données est
la prise en compte des erreurs de modele. Comme nous le montrerons dans la suite la
méthode de controle d’erreur modele dans le 4D-Var est beaucoup trop couteuse dans
sa forme complete pour des applications réalistes opérationnelles. C’est pourquoi on est
amené a ne s’intéresser qu’a une partie seulement de ’erreur a corriger.

Dans le présent chapitre, nous appliquerons une technique classique pour prendre en
compte cette erreur modele (voir [JAZWINSKY [64], 1970] et [COHN [26], 1997]). et nous
évoquerons une approche permettant de réduire de facon drastique la taille du contréle et
par la méme le cotit de la minimisation.

Le principe de cette méthode est de, partant du 4D-Var classique avec modele impar-
fait, ne corriger les erreurs modeles que suivant certaines directions bien choisies. Nous
appliquerons cette méthode dans le cas tres simple des équations de Burger linéaires et nous
verrons que celle ci fournit des résultats de bien meilleure qualité que le 4D-Var classique
et ce pour un cott tres raisonnable.

Cette approche n’est pas la seule pour prendre en compte de facon raisonnable les im-
perfections du modele : nous nous intéresserons dans les deux chapitres suivants a d’autres
alternatives proposées par GRIFFITH et al. [56], DEE et DA SiLva [37], D’ANDREA et
VAUTARD 1999 [34] dans le cadre d’un controle de la part systématique de I'erreur (biais)
seulement, ou par ZOU, NAVON et LE DIMET, 1992 [132] utilisant le résidu d’observation
(nudging optimal).
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84 5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

5.1 La méthode complete

Comme il a été dit plus haut, la méthode opérationnelle pour les prévisions météorologiques
est le controle optimal de I’ébauche'. Malgré des résultats probants, cette approche com-
porte plusieurs limitations importantes. LL'une d’entre elles est le fait que le modele soit
une contrainte forte. Ceci implique 'utilisation de modeles extrémement sophistiqués, tres
proches du comportement réel du systeme, d’ott un coiit en calcul imposant (de plus le
modele n’est jamais rigoureusement exact). Le but principal du présent rapport sera donc
d’étudier une méthode permettant de relacher la contrainte et ainsi de permettre plus
d’approximation dans le modele. Pour ce faire, nous allons rajouter un terme de correction
d’erreur au modele, destiné a rattraper a chaque instant les incertitudes de celui-ci. Ce
terme deviendra alors notre variable de controle et nous tenterons, par une méthode vari-
ationnelle, de minimiser ’écart entre la solution de ce modele “faible” et les observations.

Rappel de la méthode complete

Le principe est tres simple : on ajoute dans les équations le terme Bn représentant la
correction de 'erreur du modele.

dx
{ ay = MO B (5.1)
x(0) = x" + &%

avec n € [C(0,T)]™.

Maintenant le but de I’assimilation est de déterminer, en plus de la condition initiale,
une estimation de ce terme correctif. Notre probleme se traduit donc par la minimisation
de la fonctionnelle J(dx0,7n) qui est la norme de la différence entre la prévision du modele
et les observations plus un terme de régularisation qui interdit au terme de controle d’étre
trop important.

T = 5 (I ) =y | +(N.m)

N est utilisé pour pondérer 'importance du terme de régularisation dans la fonction
objective. Dans le cas linéaire, a la condition que la matrice H soit semi définie positive et
que N est symétrique définie positive, J est a-convexe sur un espace lui-méme convexe.
Il admet donc un minimum unique n* (cf [75, LIONS]).

Considérons x la dérivée directionnelle de x dans la direction h,;, et J 1a dérivée direc-
tionnelle de J. En modifiant les calculs du paragraphe 1.2, on obtient :

dx
& — My X + Bh,
ar (5.2)
%(0) = 0
J(nhy) = / (T (H(x) — y*). %) + (N, hy)di = (V.. hy) (5.3)

Leondition initiale
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5.1. La méthode complete 85

On introduit x* I’état adjoint qui est le méme que dans le cas précédent :

dx* % 2]
{ SO M 4 HT () — ) 5.4
x*(T) =10
De la méme facon que précédemment, on obtient : V.J = BTx* + Ny .
(Vest & dire : n est optimal pour n = — N~ BTx*
Ainsi on obtient le systeme d’optimalité :
dX —1 T  *
E:M(X)—BN B x*+ ¢g(t)
x(0)=U
(5.5)
dx* % 2]
T 1VI|xTX +H(H(x) - y’)
x*(T)=0

Dans le cas d’un modele linéaire, une comparaison entre le controle de I’erreur modele
et le filtre de Kalman (cf [123]) a montré que les choix adéquats pour N et B sont,
respectivement, R (la matrice de covariance d’erreur d’observation) et HT.

Dans cette section nous comparerons cette méthode et le 4D-Var en utilisant le modele
tres simple des équations de Burger avec des conditions aux bord de Dirichlet homogenes.

On s’intéresse au modele : x €]0,1[, t >0, v = 1.1, « = 0.9

ou ou 0*u

—ta——-—v—s=yg

ot 2

u(0,1) = i(1,t) 20 (5.6)

u(z,0) =sinrx

pour lequel on connait une solution exacte (cf 2.1).

5.1.1 Premiers résultats numériques

Afin de comparer lefficacité de cette méthode on pourra agir, dans un premier temps,
sur deux parametres : en bruitant le terme de forcage ¢ (soit par un bruit corrélé : un
facteur multiplicatif, soit par un bruit blanc) et en sous échantillonnant les observations.
Les résultats obtenus par le controle de ’erreur modele seront comparés :

e Avec les résultats obtenus sans controle (“run libre”).
o Avec les résultats obtenus en controlant seulement la condition initiale.
e Avec la solution exacte e™"sin(mx).

Pour cette expérience nous utiliserons 5000 pas de temps (At =

1
discrétisation en espace (Ax = —).

20

m) et 20 pas de
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86 5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

La méthode de minimisation utilisée ici est un gradient conjugué “maison”, le matrice
hessienne de la fonction objective étant utilisé comme préconditionnement. Le produit
Hessien-vecteur est calculé grace a 'adjoint du second ordre (cf Le Dimet et Charpentier

T | VJ | 5
[24]). Le critere d’arrét est 1~ < 107.

Observations non bruitées

Au lieu d’initialiser le modele avec la condition initiale exacte sin mx et d’utiliser le terme
de forcage correspondant a la solution exacte, on ajoute sur ces deux termes un bruit blanc
de 10% d’amplitude

Ici le poids sur la fonction objective a été fixé a N = 0 (les observations étant exactes
il n’y a pas de nécessité a restreindre les possibilité de variation du vecteur de contréle) et
B =Identiteé.

De plus on a des observations uniquement un pas de temps sur 100 et un pas de
discrétisation en espace sur 2. Sous ces conditions 'algorithme de controle de 'erreur
modele converge en 25 itérations vers un résultat tres satisfaisant méme aux pas de temps
qui n’ont pas été observés. Dans les mémes conditions la méthode classique converge plus
rapidement mais vers un résultat définitivement moins intéressant.

0.0002 T T T T T
: controle de EAM ——
0.00018 H controle de la donnee initiale -~~~ 4

0.00016
0.00014
0.00012

0.0001

erreur

8e-05
6e-05

i
4e-05 §

2e-05

FiG. 5.1: rms de Uerreur en fonction du temps pour les deuxr méthodes

Premier bilan

Cette premiere expérience nous montre que dans le cas d’'un modele inexact, la méthode
du controle de 'EAM permet de recomposer fidelement 1’évolution du systeme, ce qui n’est
pas le cas de la méthode classique de controle de I’ébauche.

Il est vrai que les résultats obtenus sont plus qu’encourageants. Toutefois jusqu’a
présent, les observations étaient exactes ce qui n’est évidemment jamais le cas en pratique
et pose certains problemes a notre méthode.

C’est ce que nous allons développer maintenant.
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5.1. La méthode complete 87

Prise en compte des bruits d’observation

On a vu dans les paragraphes précédents que 'algorithme de controle de I'erreur de modele
donnait de bons résultats sous couvert de perturbations acceptables du second membre ou
de I’état initial. Le principe méme du rajout d’un terme de correction d’erreur de modele
incite celui-ci a “coller” le plus possible aux observations. Un des problemes de cette
méthode vient donc du fait que, en pratique, les observations ne peuvent, en général pas
étre considérées comme exactes. Ceci implique que si 'on n’y prend garde, le controle de
I’EdM suivra scrupuleusement 1’évolution des observations. On obtiendra donc un résultat
de tres mauvaise qualité. Ceci est illustré par la figure 5.2 ou l'on a assimilé des obser-
vations comportant un bruit blanc d’amplitude 1% sans prendre en compte le terme de
régularisation. La solution controlée tend a rejoindre les observations d’ou un résultat
calamiteux.

Il faut donc éviter que la norme du terme de correction V ne devienne trop grande,
c’est a dire en pratique augmenter le poids du terme de régularisation (NV, V) dans la
fonctionnelle a minimiser . Le choix de N peut-étre fait en utilisant 1’analogie controle
optimal-filtre de Kalman introduite au chapitre 2 i.e N ¢+— R ou R est la matrice de
covariance d’erreur d’observation. Le bruit appliqué ici aux observations étant ici de 1%,
une application directe de N <— R donnerait N = 107* % I. En pratique, on obtient de
meilleurs résultats avec un poids plus important.

Voici deux exemples (figure 5.2) en ne bruitant que le second membre (bruit blanc de
10%) avec N =0 et N =4.107% % I. Alors que dans le premier cas la solution trouvée est
impressionnante par sa mauvaise qualité, un choix plus judicieux pour la matrice N permet
d’obtenir un résultat acceptable (I’erreur culmine a 5.1077°).

0.0016 T T 0.00025 T T

T T T T T T
controle de EAM —— controle de EAM ——
0.0014 controle de la condition initiale ~~~-- | controle de la condition initiale -~~~

0.0002 : B
00012 {

0.001 1 000015 -

0.0008 ”{

0.0006 0.0001 —

0.0004 t
5e-05

0.0002

F1G. 5.2: Norme rms de l'erreur en fet du temps pour N = 0 et pour N = 4.1072 *Identité

Dans le cas précédent on observait la totalité de la trajectoire; si on ne ’observe que
partiellement (cf fig 5.3) la méthode donne des résultats catastrophiques. Il est donc temps
de se souvenir des analogies avec le filtre de Kalman : en prenant B = CT. Les résultats

87



88

5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

alors obtenus sont redevenus acceptables (fig 5.4 et 5.5). On remarque cependant que, en
fin de période, les résultats ne sont pas satisfaisants. Cela vient sans doute du fait que,
a cet endroit, les erreurs sans controle sont déja tres petites (de 1'ordre de 107%) et la
méthode “hésite” entre minimiser I’écart aux observations et le terme de régularisation.
En faisant varier N on peut obtenir des résultats différents sur les différentes périodes.
Une meilleure connaissance de l'erreur d’observation permettrait sans doute d’affiner le

choix de N.

Prendre B = C'T a de plus I'intérét de réduire la taille du vecteur de controle. En effet

celui-ci devient de la taille du vecteur d’observation.

0.00035

0.0003

0.00025

0.0002

0.00015

norme de I’erreur

0.0001

5e-05

0

T T T
controle de EAM ——
controle de la cgndition initiale -~

0

F1G. 5.3: Norme rms de l'erreur en fet du temps pour N = 1072 *Identité en n’observant

seulement 1 pas de temps sur 50, avec B =Identité

0.00025

0.0002

0.00015

0.0001

norme de I’erreur

5e-05

controle de la condition initiale -~~~

T T T
controle de EAIM ——

F1G. 5.4: Norme rms de Uerreur en fet du temps pour N = 1072 *Identité en observant

seulement 1 pas de temps sur 50, avec B =HT
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0.00025 T T T T T
controle de EAIM ——
controle de la condition initiale -~~~

0.0002 - ; -

0.00015 -

0.0001

norme de I’erreur

F1G. 5.5: Norme rms de l'erreur en fet du temps pour N = 5.107* *Identité en observant
seulement 1 pas de temps sur 50, avec B =HT

En présence d’erreur modele il est évident que le controle de la condition initiale seule est
insuffisant, cependant la méthode utilisée ici n’est pas applicable pour des modeles réalistes.
En effet le vecteur de controle est multiplié par le nombre de pas de temps de la période
d’assimilation. Compte tenu de la taille des problemes océaniques ou atmosphériques le
stockage et la manipulation d’un tel vecteur est hors de portée des moyens de calculs
actuels. Dans la partie suivante on va introduire une approche visant a réduire la taille du
vecteur de controle et I'illustrer sur la petite configuration utilisée dans ce chapitre.
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90 5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

5.2 Réduction de la taille de I'espace de controle

Jusqu’a présent on avait dans notre cas un vecteur de controle V de taille 20 x 5000 =
100000. En considérant la simplicité de notre modele, on peut imaginer ce que ¢a donnerait
pour des modeles de météorologie ou d’océanographie (typiquement 10% - 10'°). Tl est donc
nécessaire pour des raisons évidentes de taille mémoire et de cout de calcul de réduire la
taille de ce vecteur.

5.2.1 Principe

On s’intéresse toujours au probleme

dx
{ = M(x)+ By 57)
x(0) = x0 + 0o

Mais on va essayer de restreindre la liberté de I’erreur de modele en ne controlant plus
que suivant certains vecteurs et en ne prenant que les premiers termes du développement
en série de Fourier du terme d’erreur.

Le choix des directions suivant lesquelles on va controler est directement guidé par le
modele. En effet si x; est la solution du modele dans laquelle on a rajouté une petite
perturbation h a t = {;, c’est a dire:

Xm
{ g = M)+ B (5.8)
X (t;) =X, + h

alors 'erreur X = x; — X sera solution de I’équation :

P
d—X — M&

! (5.9)
(t;) = h

On voit aisément que les directions h suivant lesquelles les erreurs grandiront le plus
rapidement seront celle qui maximisent le facteur d’amplification A(h)

_ <Mh,Mh> <M"Mh,h>
- <hh> <hh>

A(h)

Lopérateur MTM étant symétrique les directions suivant lesquelles les perturbations
vont le plus se développer seront les vecteurs propres de MTM associés aux plus grandes
valeurs propres (LACARRA et TALAGRAND, 1987 [69]).

Ainsi si on décompose 'erreur dans la base engendrée par ces vecteurs propres, les com-
posantes associées aux vecteurs propres de valeurs propres supérieures a 1 seront amplifiées
par le modele au cours du temps pendant que les autres auront tendance a disparaitre.

Cette approche est dans le cas général valable seulement localement, mais notre cas
test étant linéaire, elle reste valable globalement.
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5.2.2 Application a notre probleme

On peut utiliser ce résultat de la maniere suivante :

e On choisit les m vecteurs propres y; de 1\/I|XT1\/I|X correspondant aux m plus grandes
valeurs propres de cette matrice. (au maximum, on se contente de prendre ceux dont
les valeurs propres associées sont positives, i.e. dont ’exponentielle est plus grande
que 1). Par exemple, dans notre cas les valeurs propres de M|XTM|xpour 20 pas de
discrétisation en espace :

8 035 T T T T
valeurs propres de la resolvante premier vecteur propre ——

il i 0 L I ! ! ! ! ! I I
‘ ‘ ‘ [ 1 0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

FiG. 5.6: Valeurs propres de 1\/1%11\/I|X et premier vecteur propre

Les vecteurs propres et les valeurs propres associées ont été calculés grace a une
réduction de Householder et un algorithme QL.

e On choisit une base de fonction dépendant du temps A;(¢), par exemple les [ premiers
termes d’'un développement en série de Fourier.

A;(t) = sin(2mjt) ou cos(2mjit)
Et on cherche une erreur de modele de la forme
m [
() => > agAi(t)xi(z)
i=1 j7=1
Pour simplifier on notera n = A(f)a ot « est le vecteur colonne composé des a;; et A la

matrice dont les colonnes sont les produits A;y;.
On ne controle plus que sur ;. La fonction cott devient alors :

T
J(a) = % (/ | Hx — x5, | +(NAa,Aa)dt>
0
Calcul du gradient

De la méme fagon que pour la méthode complete et grace au méme modele adjoint, on
obtient le gradient :

T
VJ = / (ATx* + ATNAa)dt
0
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92 5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

5.2.3 Résultats numériques : Partie II

On se place dans le cas de I'expérience 5.2, c’est a dire qu’un bruit blanc non corrélé de 10%
est appliqué sur le second membre et de 1% sur les observations en ohservant la totalité
de la trajectoire, sans se préoccuper, dans un premier temps de la matrice N. Le choix du
nombre de vecteurs propres et de fonctions de temps n’est pas évident car le plus n’est
pas forcément le mieux :
controle mais un trop petit 'empéche de corriger suffisamment. Empiriquement : a la
lecture du tableau 5.1 il apparait qu’un bon compromis se situe a 2-3 vecteurs propres et

un petit nombre permet d’éviter de donner trop de liberté au

une quinzaine de fonctions de temps. On a donc ramené la taille du vecteur de contréle
de 100000 & 30 !! On note (cf fig 5.7) qu’avec ce choix on obtient des résultats légerement
meilleurs que la méthode sans réduction !

Ce résultat peut paraitre surprenant a premiere vue, mais il peut étre expliqué : la
décomposition sur une base réduite peut filtrer les erreurs d’observation et donc permettre

d’obtenir de meilleurs résultats.

Nb de fonctions Nombre de vecteurs propres
de temps 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5
5 24 | 1.54e7° | 36 | 1.50e™> | 46 | 1.51e™> | 57 | 1.53e™>
10 28 | 1.4e™ |44 | 1.41e™ | 59 | 1.45e¢™> | 74 | 1.49¢7°
15 39 | 1.33¢7 | 53 | 1.35¢7" | 63 | 1.40e7" | 84 | 1.45e™°
20 47 | 1.35¢7° | 57 | 1.4e™® | 82 | 1.46e™> | 87 | 1.53e™°

TAB. 5.1: Nombre d’itérations et Norme rms de l'erreur pour quelques valeurs du

de vecteurs propres et de la dimension de la base temporelle

nombre

0.00025

0.0002 [~

0.00015 [~

erreur

0.0001 [~

5e-05 -

T T T
controle de EAM reduit

controle de la condition initiale -~~~

erreur

6e-05
5e-05
4e-05 i
3e-05

2e-05 |-

le-05 |

T T
EdM reduit
EdM

Fia. 5.7:

pour 2 vecteurs propres

Norme rms de Uerreur en fet du temps pour 15 fonctions de base en temps
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5.3. Conclusion 93

Comme c’était le cas précédemment, la méthode supporte le sous-échantillonnage com-
biné au bruitage des observations. Il est important de noter que le choix de “bonnes”
matrices N et B donne quasiment exactement le méme résultat que dans le chapitre 4
(fig 5.8) pour moitié moins d’itérations.

0.00025 T T T T R T T T
controle de EdM reduit controle de EAM ——
controle de la condition initiale -~~~ controle de la condition initiale -~

T 0.00025 T T

0.0002 [~ ; T 0.0002 : T

0.00015 0.00015

erreur

0.0001 0.0001

norme de I’erreur

S5e-05 5e-05

Fia. 5.8: Norme rms de lUerreur en fonction du temps avec des observations sous
échantillonnées et bruitées. Comparaisons entre les méthodes de controle de Uerreur modéle
entiere el réduite

5.3 Conclusion

Cette étude préliminaire met en évidence la nécessité de prendre en compte, quand celle ci
est présente, I'erreur modele dans les méthodes variationnelles d’assimilation de données.
En effet la méthode classique de controle de la condition initiale ne permet pas de retrouver
correctement 1’état vrai. Dans des applications réalistes I'erreur modele est moins impor-
tante que dans I’exemple proposé ici et donc la différence entre les deux approches est moins
significative. Cependant, bien que moindre, I’erreur modele est et sera toujours présente.
La prise en compte de ’erreur modele devra permettre d’obtenir une analyse de meilleure
qualité et éventuellement de diagnostiquer certaines faiblesses du modele.

Le surcout numérique de approche complete décrite au début de ce chapitre la rend inu-
tilisable pour des applications réalistes. Pour pouvoir prendre en compte 'erreur modele
il est donc nécessaire de réduire la taille de controle. Bien que prometteuse "approche
présentée en deuxieme partie de ce chapitre et consistant a ne corriger 1’erreur modele
que suivant certaines directions bien choisies ne sera pas développée dans la suite, elle
représente une partie du travail de these de Sophie DURBIANO [42] qui a testé d’autres
familles de directions privilégiées plus adaptées a des problemes non linéaires (vecteurs
singulier, vecteurs lyapunov, de breeding, etc.). Une des pistes explorées dans la suite
sera de considérer qu’'une information importante sur I’erreur modele est contenue dans le
vecteur innovation d = x* — y° et d’étudier comment cette information peut étre utilisée
pour corriger I’analyse. Cette approche sera traitée dans le chapitre suivant. Une autre
approche consistera a ne conserver dans notre vecteur de controle que la premiere ap-
proximation d’un développement de ’erreur, c’est a dire un terme constant de la taille du
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94 5. Controle de Uerreur modeéle : méthode compléte

vecteur d’état. Cette méthode sera étudiée au chapitre “Contréle de 'erreur systématique
du modele” et appliquée au modele de circulation océanique générale OPA.
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Chapitre 6
Le Nudging Optimal

Comme le chapitre précédent, celui ci reprend Particle Determination of optimal nudging
coefficients [125]; cependant celui ci étant plus récent les notations doivent y étre en accord
avec le reste de cette these.

Le principe de la méthode complete de contréle de I'erreur présentée dans le chapitre
précédent est d’ajouter dans le vecteur de controle un terme de correction de l'erreur
résiduelle qui est ajouté aux équations du modele a chaque pas de temps. En raison de
la taille de ce probleme (la dimension de la variable d’état (typiquement 106-107) fois le
nombre de pas de temps), cette approche est hors d’atteinte des moyens de calculs actuels.
Afin de réduire le cout du contréle de I’erreur modele on a proposé de ne contréler cette
erreur que suivant certaines directions bien choisie ( voir VIDARD et al , 2001 [124] et
DURBIANO, 2001 [42]), ou seulement la part systématique de Ierreur (biais) comme 'ont
proposé NICHOLS et al, 2000 [57].

Dans ce chapitre on va introduire une autre technique pour traiter des erreurs modele,
basée sur une idée de ZoU, NAVON et LE DIMET, 1992 [132]. Cette méthode est une exten-
sion de la méthode du nudging (ou relaxation newtonienne) définie au paragraphe 1.2.3 qui
fut la premiere chaine d’assimilation de données opérationnelle en océanographie (LYNE et
al, 1982 [81], KRISH et al, 1991 [68], LORENC et al, 1991 [78]). Cela consiste en effectuer
un rappel de I’état du modele vers les observations pendant la période d’assimilation en
ajoutant un terme de 'nudging’ aux équations du modele.

Le terme de nudging est défini par la différence entre les observations et la solution du
modele, multiplié par un coefficient de nudging.

Le nudging peut étre vu comme une approximation du filtre de Kalman (KF), les coef-
ficients de nudging étant ceux qu’on obtiendrait avec KF dans le cas linéaire (c¢f LORENC,
1986 [77] et LORENC et al, 1991 [78]). Cependant, en pratique le KF est tres couteux
(stockage et manipulation de matrices N x N ot N est la taille du vecteur d’état) en com-
paraison du tres peu couteux nudging. De plus, de facon a étre appliqué, le KF requiert
d’effectuer des simplifications qui font que la période d’assimilation ne sera pas prise en
compte dans son ensemble.

Dans ce chapitre nous utiliserons une méthode de controle optimal pour estimer a la fois
la condition initiale (comme dans le 4D-Var) et les coefficients de nudging afin de corriger
les erreurs modele de fagon plus efficace (d'un point de vue calcul).

Dans un premier temps nous rappellerons les équations du 4D-Var et introduirons le
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96 6. Le Nudging Optimal

nudging optimal, et nous montrerons que cette nouvelle méthode et le filtre de Kalman
sont équivalents dans un sens qui reste a définir. La section 2 présentera une assimilation
de données 4D-Var nudging optimal appliqué au “petit” modele des équations de Burger.
Trois formes de matrice de nudging seront testées afin de déterminer quel compromis entre
la taille du contréle et la qualité du résultat sera optimal.

Finalement cette méthode sera appliquée sur le modele Shallow-Water et comparée a
une assimilation 4D-Var classique sur la méme configuration. On montrera alors qu’au
prix d’un petit surcout cette méthode fournit une amélioration sensible au 4D-Var.

6.1 Motivations

Le but de 'approche classique de 'assimilation de données 4D-Var et de tenter de réduire
la différence entre les observations et 1’état du modele sur une période de temps donnée en
contréolant la condition initiale de cette période de temps.

Si on a le modele discrétisé M, soit x € C C RN, x I’ébauche, ou first guess de la
minimisation, I’évolution de 'état du systeme peut étre décrit par :

{onxb+5xo

6.1
Xi41 = M(ti,tiﬂ)(xi) o

Le but de la méthode est de rechercher dxy qui minimise la fonction objective :

Jo I

3

J(0%0) = <R_1(HZ'(XZ') —y?), Hi(x;) — yf> + % <B_15X0, 5X0>

DN | —

i=0

R est la matrice m x m de covariance d’erreur d’observation et B la matrice N x N de
covariance d’erreur d’ébauche, y? € R™ est le vecteur d’observation au temps t; et H; est
I'opérateur d’observation qui calcule I’équivalent dans I’espace des observations de 1’état
du modele au temps ;.

Le premier terme de la fonction objective (appelé J,) représente I’écart aux observations
que nous désirons minimiser dans un cas idéal de modele décrivant exactement 1’évolution
du systeme et d’observations exactes. Cependant en raison de la présence d’erreur sur les
observations et dans les équations du modele ce terme ne peut pas, et ne doit pas étre
réduit a 0. C’est pourquoi on introduit le second terme (.J;). Celui c¢i empéche la solution
de trop s’éloigner d’un état physiquement cohérent ce qui générerait des oscillations afin de
retrouver un équilibre physique. I.’équilibre entre les deux termes de la fonction objective
est fourni par les inverses des matrices de covariance d’erreur B=! et R™! qui représentent
la confiance qu’on a dans les termes d’ébauche et d’observation respectivement.

En raison de la présence du terme .J, et des erreurs modele, le résidu d’innovation
dr = Hi(x}) — y3 reste non nul apres une assimilation 4D-Var.

Les sources d’erreur peuvent étre écrite comme :

e Erreur de prévision :
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6.2. La Méthode 97

e Erreur d’observation :
ep =y — Hi(xj)
ol X£ représente I’état du modele au temps t; et x} 1’état vrai.
On remarque que le résidu d’innovation peut étre écrit :

di = Hix)) -y}
A eri—az (6.2)
dH,,

ot Hy = k| _,

f est "approximation linéaire tangente de 'opérateur d’observation, et
el est supposé négligeable comparé a x/

[’équation (6.2) montre qu'une importante information sur les erreurs de modele et
d’observation est contenue dans le résidu d’innovation. Dans la suite de ce chapitre on
essaiera d’utiliser cette information pour améliorer les résultat du schéma d’assimilation
4D-Var.

Formellement, dans le cas d’un état completement et directement observé, une approche
intuitive serait de modifier la prévision en utilisant un terme de correction fonction du
résidu d’innovation. Dans ce cas, 'inverse de I'opérateur d’observation H™! existe et on

peut écrire :
a f -1 0
x; = x, +H; (dy —¢°%)

Le KF (KALMAN, 1960 [66]) produit un état analysé utilisant le vecteur innovation afin
de corriger la prévision par

Xi = X£ + dek

ou K est appelée matrice de gain et calculée par :

K, = P/H,(H,P/H] + R)™"

avec P/ la matrice de covariance d’erreur de prévision.
On peut souligner que dans le filtre de Kalman, si les observations sont supposées
exactes (R = 0), on retrouve la matrice de gain par : K, = H;' et ¢/ = H;'d,
Cependant, en raison du cott trop élevé du filtre de Kalman, on va, dans la suite de
ce chapitre, tenter d’estimer une matrice de gain “optimale” en utilisant une méthode
d’assimilation de données variationnelle (4D-Var) et en étendant la méthode de nudging
optimal introduit par ZoU, NAVON et LE DIMET en 1992 [132].

6.2 La Méthode

Dans cette section on introduira le point principal de ce chapitre : le schéma d’assimilation
de données 4D-Var nudging optimal (4D-ON). Les calculs du gradient et de la fonction cotit
ne requierent pas d’outil supplémentaire par rapport au 4D-Var classique mais seulement
quelques calculs et stockages supplémentaires.
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98 6. Le Nudging Optimal

Le principe des méthodes de nudging est d’effectuer un rappel de I’état du modele
vers les observations en ajoutant un terme de nudging dans les équations. Ce terme est
’écart entre les observations et I’état du modele y¢,, — Hip1(My,,, +)(xi)) pondéré par
I'opérateur de nudging K;. Dans cette partie on considérera le cas d’'une méthode de
nudging “complete” c’est a dire que K; est vue comme une matrice N x m ou N est la
dimension du vecteur d’état et m la dimension du vecteur d’observation. Le probleme
devient : comment estimer K.

Soit M le modele discret non linéaire décrivant I’évolution de 'océan ou de "'atmosphere.
On s’intéresse alors au probleme :

{onxb+5xo (6.3)
Xipt = M n)(%i) + Kipi (v — Higtn (Mg, 0)(%:))

Et on désire minimiser la fonction objective :

n

1 1
J(6%0. K) = 5 S (RTH(xi) — yi Hilx) = y7) + 5 (B™'6x0, %0 )
=0
Jnudg

n

1
+ 5 Z 1K yZ Hi(M(ti,ti—Q(Xi—l)))v KZ(yZo - Hi(M(ti,ti—1)(Xi—1)))>
i=1

(6.4)
Basiquement, on considérera une fonction objective du 4D-Var avec R la matrice de co-
variance d’erreur d’observation et B la matrice de covariance d’erreur d’ébauche, a laquelle
on ajoute un terme de régularisation J,,q4, avec Q, la matrice de covariance d’erreur de
prévision.
Le terme de régularisation provient de la formulation classique de la fonction objective
du 4D-Var avec modele imparfait (cf JAZWINSKY [64], 1970 et COHN [26], 1997). Dans
cette formulation la fonction objective est :

J(5X077]17--77]n): _Z lH XZ yz'o7Hi(Xi)_yio>
(6.5)
+= Z Qi 'niymi) <B '§x0, 6x0)

ou n; est le terme de correction du modele au temps ¢;. Ainsi n; a simplement été remplacé
par le terme de correction par nudging.

Afin de calculer le gradient de la fonction objective on calcul le Lagrangien sous con-
trainte de (6.4). Soit L le Lagrangien définit par :

L(K7 5X0; X*) = J(K7 5X0) + Z < X?? X;— M(ti,ti—1)(xi—1) - Kl(yzo - Hi(M(tiﬂfi—Q(Xi—l))) >

=1
x* étant le multiplicateur de Lagrange. En calculant les dérivées partielles

oL
ox*

(K7V§ hfc) =X; — M(tiﬂfi—l)(xi—l) - KZT(YZO - Hi(M(ti,ti—Q(Xi—l)))
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On peut tout d’abord retrouver :

oL
ox*

=0=(6.3)

De plus,

oL
65)(0

(K7h5xo7X*) = Z < HzT(HZ(XZ) - yz'o)7)€i >+ <B_15X07h5xo>
=0
- Z < M(j;i,ti_l)Hz‘TKiTQ_lKi(Yio - Hi(M(tiﬂfi—l)(Xi_l)))?)A(i—l >
=1

n
o T 5 T T T % <
— Z <XLX >+ <M, X Xior > — <M, H KX X0 >
=1
- < Xg,h(sxo >

Ainsi, si ’état adjoint x* est défini par :

x; = HiR™'(H,(x,) — y;)

% ok — Fo) 66
xF = (M, ) — Kip Hipn M, )T x5 + HIRTH (%) — yF) (6.6)
_M(j;“rl,ti)HiT+1Kz'T+1Q_1Ki+1(yz(')+1 - Hi+1(M(ti+1,ti)(Xi)))
) oL < g
On obtient ——(K, hsx,, X)) =< Visx,J, hsx, > c’est a dire :
65)(0
VixeJ = —x*(0) + B™'d%q (6.7)

Et finalement :

oL
—(VahKan) = < Q_lKi(Yio - Hi(M(tiﬂfi—l)(Xi_l))?th‘(yio - Hi(M(ti,ti—l)(Xi—l))) >

0K,
— < X?ath‘(y; - Hi(M(ti,ti—1)(Xi—1))) >
— < ViJ, hg > (6.8)

Ainsi le gradient de la fonction objective par rapport a K; peut étre écrit :

Vg, J = Q_lKi(Yio - Hi(M(ti,ti_l)(Xi—l)))(y; - Hi(M(tiﬂfi—l)(Xi_l)))T
—x*(O)(y°(t) = Hi( M o) (x)i-1))" (6.9)

A condition que la contribution de la condition initiale au gradient (équation (6.2))
ait été calculée (grace a une intégration du modele direct et de son adjoint) le calcul de
la contribution du terme de nudging ne requiert pas de calculs “lourds” supplémentaires.
En effet V.Jk, est obtenu par le produit de vecteurs utilisés pour le calcul de V.J§xq (soit

Ki(y? — Hi( M, 4,_y(%i1))), (v? = Hi( M0y (xi21)))7 et x*).
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100 6. Le Nudging Optimal

6.3 Equivalence avec le filtre de Kalman

Dans cette partie on mettra en évidence que, dans un cas linéaire, le filtre de Kalman et
la méthode de nudging optimal introduite dans la section précédente fourniront les mémes
résultats. Cette équivalence est fondée sur une démonstration fournie par L1 et NAVON
([131]) pour un plus classique 4D-Var.

Considérons un schéma de nudging optimal pour un modele linéaire discret ou les K;
sont considérées comme étant des matrices n x m

—}
{ Xo =X + 0%y (6.10)

Xiyt = M0 Xi + K (v9 — Hipn (Mg, 04)%5))

Par souci de simplicité on écrit d; = y? — Hi(My, 1)Xi—1) et ¢ = (%0, Ky, .., K, ). On
désire minimiser la fonction objective :

n

3

J(c) = % Y (R (Hi(xi) — y7), Hi(xi) —y7) +

(Q'Kid;, Kid;) + (B™"dxo, 0%0)

DN | —

ou (.,.) représente le produit scalaire Euclidien “classique”, et (.,.) le produit scalaire de
Frobenius entre deux matrices : (A, B) = >_. >, a;;bi;.

Tout d’abord, on peut noter qu’il existe une relation entre ces deux produits scalaires.
Si X est un vecteur de taille n, Y un vecteur de taille m et B une matrice n x m, alors

(X,BY) = (X.Y",B)

Si les erreurs modele sont considérées comme étant Gaussiennes, LI et Navon ([131])
ont démontré la propriété d’additivité du 4D-Var, c’est a dire que résoudre le probleme
d’optimisation sur ’ensemble de la période d’assimilation de données fournit le méme
résultat que si I'on découpe notre période d’assimilation en deux sous espaces 1..n; et
ny + 1..n et si on définit deux fonctions objectives :

Ji(e) = %<B_15X075X0> + %i()

=0
et

D) = 5 {(PL )7 (o — %)% — % ) g D ()
i=ny+1

ol P;nl est la matrice de covariance d’erreur d’analyse issue de la premiere sous-période
d’assimilation (qui peut étre obtenue par le calcul du Hessien de .J; (RABIER et al [98]))
et X, est I'état analysé (Le résultat de cette assimilation).

Afin de pouvoir comparer le schéma de nudging optimal au filtre de Kalman on suppose
que l'assimilation sur un premier sous espace d’observation {y1, .., yi_1} a déja été effectuée,
et ainsi on connait Pg et X, -
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6.3. Equivalence avec le filtre de Kalman 101
Notre probleme se ramene donc a minimiser la fonction objective :
1 a =1 5 5
Jeler) = 5 (P, _ )7 (Kot = Keot). X, = K, )
1, o 0
+ 5 (R (He(xe) = yi), Hi(xx) = ¥7)
+ (Q;'Kydy, Kydy)
En utilisant
Xp1 = M (3 — Kpdy)
La fonction objective peut etre réécrite comme :
1 . _ .
e = 5 <(Pik_1)_1(M1§,i_1(Xk — Kydy) — %5-1), My (3 — Kiedy) — Xk—1>
1
+ 3 (R™'H(xx) — i, Hi(xi) — y7)
1
+ 3 (Q; 'K di, K dy)
Ainsi notre probleme devient : trouver (Xg, Kk) tel que
o _,
6><k
aJy 0
0K,

En utilisant (6.3), (6.13) devient :

0 = HIR™'(Hi(%:) —y{) + Ml (PL )7 Mg, (ki — Kidy) — %5-1]

Xi—1
0 = Q;'Kidid] + M;,£_1(P§lck_1)_1M;:}g_1dekdz
+ M (P ) Remr — M %]

Grace a (6.14) on obtient

Kidy = Ho, My i (P, )7 [Reer — M) %)

Xg—1

0{1 HQk == Q;l + M;7£_1(P;1{k_1)_1M;}€_1

Utiliser (6.15) dans (6.14) amene a

0 = H/R '(y; — Hu(X))

M (Pa )T T+ M He M (P )7 [Rkmr — M) %y

Xk—1

On peut le réécrire
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102 6. Le Nudging Optimal

[H{R™H, + Mg (P, )7 MG,

Xi—1
ML (P, )T MG He, M (P, )™ M Mo Rt — %
= HIR ' My i%is — i (6.16)
Si on pose
P/ = My, Py, M[,_, +Q (6.17)

En utilisant un lemme d’inversion matricielle ' on a :

Hol = Qi—Qu(P))™'Qu
= Mg Py, ML, (P])7'Qs (6.18)

En utilisant (6.18) dans (6.16) et (6.17) x (P{:)_l
HIR™'"H; + (P)) " [Mys1%py — %] = HI R [My 1%y — v (6.19)
on peut obtenir en utilisant une autre formule classique de calcul matriciel?® :
Xy = MyoiXiey 4+ PIHIHPIHT + R) 7y — My o1 %]

Ce qui est exactement I'expression de X; dans les équations du filtre de Kalman. Cela
nous montre que, en théorie et quand le modele est linéaire, le nudging optimal donne les
meémes résultats que le filtre de Kalman qui est optimal.

6.4 Expériences préliminaires

Dans cette section nous allons appliquer le schéma d’assimilation de données nudging
optimal sur I’équation unidimentionelle de Burger. Ce pourra étre une premiere validation
simple de ce schéma et permettra de faire un choix approprié quant a la forme des K;

Il est a noter que, comme c’était le cas dans le chapitre précédent, une solution analy-
tique exacte est associée a un terme de forcage f fixé

Pour cette expérience on fixe f(z,t) = e *(rucosmz + (=1 + vr?)sinmz), et ainsi
u = e~ 'sin mx sera une solution exacte de (2.1).

Le 4D-ON est défini en ajoutant le terme de nudging directement dans les équations
du modele :

d 0 9”

_u + a—u — V—u = f + g(uobs - I’L(U))

ot Oz 0x? (6.20)
u(0,t) = u(1,1) = 0 |

u(z,0) =sinmx

HATB'A+C )" =C-CAT(ACAT + B)"'AC
2(A~'+BTC'B)"'BTC! = AB”(C + BAB”)~" si les inverses existent (cf Wunsch [130], 1996
pp 99)
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6.4. Fxpériences préliminaires 103

On s’intéressera a une fenétre temporelle [0,T] discrétisée en N + 1 pas de temps. De
méme pour le domaine spatial [0,1] discrétisé en E points.
Durant cette séquence temporelle on définit M observations aux points (2m,,tm) m =

1..M.

Ainsi on peut réécrire nos équations :

ou ou 0*u

M
e 20,27 obs o o
Y + uax Vax2 f+ ;gm(um U )O(2 — T3 )0 (1 — i)

en formulation discrete :

W) Me)(0) = Pty + Y0 Kawg = H(u))ilr — 1)

k=1

ou H est I'opérateur d’observation.

Pour cette expérience la minimisation sera effectuée par une méthode de gradient con-
juguée “maison” utilisant le Hessien comme préconditioneur. Le produit Hessien-vecteur
est calculé a 'aide de I'adjoint du modele au second ordre (voir [LE DIMET et al, [24],
1998])

On va appliquer simultanément deux types d’erreur modele sur le terme de forcage f :
un bruit blanc de 5% et un bruit corrélé (un biais) de 10%. Les observations sont obtenues
a partir de la solution analytique, seulement un point sur trois en espace et un pas de
temps sur 50 sont retenus comme des observations et on ajoute un bruit de 5% sur ces
observations.

Le but de cette expérience est d’analyser le comportement de cette méthode selon trois
types de matrices de coefficients de nudging différents :

1. K}, est une matrice pleine I/ x M |, c’est a dire qu’a chaque point le terme de correc-
tion est une combinaison linéaire de tous les écarts prévision/observation au méme
temps. c’est le cas idéal, car chaque composante du vecteur d’état sera corrigée et
pas seulement celles qui seront observées. Méme si cette forme de Gy, n’est applica-
ble qu’a des problemes de tres petite taille, cette expérience permet de comparer le
résultat de ce cas idéal avec de plus simples formes de la matrice de nudging et de
mettre en évidence que le plus n’est pas forcément le mieux.

2. K. est une matrice diagonale. Dans ce cas les équations du modele ne sont corrigées
qu’aux points d’observation et les coefficients sont différents pour chaque observation.

3. Ky est un coefficient scalaire (variant seulement avec le temps). C’est le méme cas
que précédemment, mais pour un temps fixé ¢, le coefficient de correction est le méeme
a tous les points d’observation.

Utiliser une de ces trois formes de K, augmente la taille du vecteur de contréle (comparé
au 4D-Var classique dont la taille de controle est F) respectivement par 2 x M x N, M x N
et N.
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104 6. Le Nudging Optimal

Dans le tableau (6.1) sont montrés le niveau d’erreur rms et le colt en calcul pour
ces trois différentes formes de 4D-ON. La premiere colonne présente les résultats bruts de
I’assimilation et la seconde est obtenue en utilisant une interpolation linéaire en temps du
terme de correction (apres la minimisation) (équation [6.21]).

u(t) = u(t) + Kp(u — H(u(t))) if t = #;

u(t) = u(t) 4+ (7K + LK) (St 4 B () if by <t <t

tep1—tk tpp1—tg tep1—tk tep1—tk
(6.21)
Forme Taille de Brut Interpolée
de K controle rms ‘ CPU rms ‘ CPU

K est une matrice pleine Ex M x N || 15,97 | 203,96s || 10,64 | 205,29s
K est une matrice diagonale M x N 21,68 | 5,92s 7,19 5,94s

K est un coefficient scalaire N 20,78 | 2,83s 6,67 2,84s
Sans assimilation 90,98 0,1s
4D-Var 72,26 | 1,78s

TAB. 6.1: Norme de Uerreur et temps CPU pour les deuxr méthodes selon la forme de K

Apres cette premiere expérience on peut noter que le 4D-ON “complet” (Kj; matrice
pleine) ne fournit pas réellement de meilleurs résultats que les autres variantes. Méme si
dans le cas de la méthode “brute” la matrice pleine est un peu plus efficace que les formes
plus simple de Ky, la différence ne justifie pas I'important surcott en calcul induit (le
controle d’une matrice pleine est plus de 70 fois plus couteux que le controle de coefficients
scalaires ). De plus dans les résultats de la méthode interpolée (smoothed 4D-ON) la
matrice diagonale et les coefficients scalaires donnent de meilleurs résultats. Cela peut
s’expliquer par le trop grand nombre de degrés de liberté de la méthode complete. On
constate ici que plus le vecteur de contréle est simple, plus le conditionnement du probleme
d’optimisation est bon, ce qui implique que la minimisation est plus efficace. De plus on
peut noter que la matrice diagonale et les coefficients scalaires donnent a peu pres les mémes
résultats ce qui pourrait indiquer que le vecteur innovation contient des informations sur
les corrélations spatiales, c’est a dire que le vecteur innovation est lui-méme bien équilibré
sur la grille entiere (les coefficients de nudging optimal sont presque les mémes pour tous
les points observés au méme temps donné).

6.5 Expérimentation avec le modele Shallow-Water

6.5.1 Le Modele

Pour cette deuxieme expérience nous allons utiliser le modele Shallow-Water introduit dans
la section 2.1.2.
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6.5. Expérimentation avec le modeéle Shallow-Water 105

La condition initiale (first guess) de notre fenétre d’assimilation de données est issue de
six ans de spin-up du modele de prévision alors que I’état initial “vrai” et les observations
sont simulés a partir d’un spin-up du modele “vrai”.

6.5.2 L’assimilation

La fonction objective est définie par (6.4) mais afin d’améliorer I'efficacité de la minimisa-
tion on opere un changement de variable,

v =B 74x, (6.22)

ot B7% est défini par A = AT A% et construit suivant la méthode décrite au paragraphe
3.4.

On construit Q de la méme facon, en changeant les écarts types (Xq) et éventuellement
les parametres de I’équation de diffusion(C).

De la méme facon, pour ce probleme plus réaliste on ne peut pas réellement controler
une matrice G entiere mais seulement quelques coefficients. Cela implique que les correc-
tions seront appliquées seulement aux points observés. Afin de pallier ce défaut on peut
prémultiplier le terme de correction par Q% ce qui lissera la correction et simplifiera le
calcul de la fonction objective.

On peut réécrire I’équation (6.10)

T . (6.23)
Xi41 = M(ti+17ti)(xi) + Qng‘+1(yz‘+1 - Hi+1(M(ti+17ti)(Xi)))

Et la fonction objective

{onxb—}—B%V

1 _ o o
Jv,G)= 53 (RTHi(x) - vi Hilx:) = 1)

=0
1 & ., 0

5 Y {GHly? = i Mg,y (i), Gily? = Hi Mgy (xia)))) - (024)

i=1

1

+_<V7V>

Ce changement de variable modifie les équations adjointes

x; = HIR™'(H,(x,) -y

xi = (M) — Q7 G Hip M, 00) x5y, + HTR™H, (x0) — y7) (6.25)
~M{,, 0BG Gin (Y2 — it (M, 0)(x2))
Le termes du gradient deviennent
Vel = B%XB +v
(6.26)

vGi‘] = Q%Xz*(yZo - Hi(M(ti,tiq)(Xi—l)))T
+Gily? — Hi( M0 (Xim))(y? — Hi( Mg, 0, (%i-1))) 7
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106 6. Le Nudging Optimal

Ce deuxieme changement de variable ne peut réellement étre considéré comme un
bon préconditionnement car Q2 n’est pas la racine carrée de l'inverse de la hessienne
de J,u4,. Ainsi efficacité de la minimisation peut étre améliorée en considérant J,,q, =

g p g

1/~
5 Z <Q_1Gi, GZ-> (avant le changement de variable) ot G; a la taille du vecteur d’état.
i=1

Bien que le probleme d’optimisation soit modifié et ’équivalence avec Kalman soit
perdue, I'assimilation donne a peu pres la méme qualité de résultat comparé a la précédente
forme du terme J,,4, et le nombre d’itération est réduit de facon drastique (a peu pres
1/10).

La méthode de minimisation employée dans la suite est un quasi-Newton a mémoire

limitée N1QN3 développé a 'INRIA par Gilbert and Lemaréchal 1993.

6.5.3 Expérience numérique

Dans cette section on va comparer les résultats du 4D-ON avec ceux du 4D-Var classique.
[’assimilation est appliquée sur des périodes de 30 jours. Les observations sont simulées
comme étant des traces satellites (voir fig[6.1]) avec une trace tous les trois jours. Ce n’est
pas un cas réellement favorable pour le nudging en raison du manque d’information fournie
par les observations. En effet seulement 500 points de grille sont observés alors que la taille
du vecteur de controle est d’a peu pres 20000.

80 F ‘

+ + + + + + + + + + + + + +
70
+ o+ + o+ + o+ + o+ + o+ + o+ + o+
60 . +

+ + + o+ + + + o+ + o+ + o+
50 |

+ + + o+ + + + o+ + o+ + o+
30 | B
+ o+ + o+ + o+ + o+ + o+ + o+ + o+
20 | n

10 | + + + + + + + + + + + + +

F1G. 6.1: Positions des observations (traces satellites)

Ainsi la version précédente du 4D-ON (ligne pointillés longs) peut donner de tres mau-
vais résultats en comparaisons avec le 4D-Var (ligne pleine) et le smoothed 4D-ON (avec
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6.5. Expérimentation avec le modeéle Shallow-Water 107

changement de variable)( ligne pointillé courts, voir fig[6.2]). Le 4D-ON “brut” ne corrige
le modele qu’aux points de grille observés. Ainsi ces corrections ne sont pas consistantes
avec les autres coordonnées. Du fait de cette inconsistance le modele peut engendrer des
ondes de gravité afin de retourner a un état d’équilibre (oscillations déplaisantes de la fig-
ure 6.2). De plus le terme .J, est seulement calculé a partir des composantes du vecteur
d’état corrigé et ne représente pas réellement 1’écart entre la réalité et I’état du modele.
En effet I’état analysé complet peut tres bien étre un champ tres lisse avec quelques Dirac
sur les points observés et le terme J, sera tres petit. On peut corriger en partie ce défaut,
en restreignant la liberté des coéfficients de nudging (en donnant plus de poid au terme
Joudg) Mais alors on limitera I'apport du 4D-ON comparé au 4D-Var.

rms on sea level elevation according to time

0.02 T T T T T T AL
i i i i 4D-Var data assimilation
Raw 4D-ON data assimilation -------
Smoothed 4D-ON data assimilation -------- )
0.018 ; .

0.016

0.014

rms

0.012

0.01 |

0.008 A i ) A ,,,,,,,, s

0.006 I I I I I I I I I
0 144 288 432 576 720 864 1008 1152 1296

time

FiG. 6.2: Norme rms de Uerreur sur la SSH pour la version lissée du 4D-ON comparée au

4D-Var et au 4D-ON “brut”

La version “lissée” du 4D-ON permet le sous échantillonage des observations en rem-
plagant une correction de style “Dirac” par une correction Gaussienne (avec 'aide de Q%)
En plus du lissage spatial, un lissage temporel est appliqué au terme de correction en util-
isant un coefficient décroissant en temps. Tous ces développements ont permis au 4D-ON
d’améliorer sensiblement les résultats du 4D-Var pour le méme nombre d’itérations. Sur la
composante observée (élévation du niveau de la mer) I"'amélioration apportée par le 4D-ON
est tres significative (jusqu’a 50% d’erreur rms en moins, voir figure 6.2). Sur les autres
composantes (vitesse de courant, figure 6.3), grace a 'opérateur de balance inclus dans Q,
le gain en rms reste de 10%.

[’introduction du lissage implique, pour ce modele Shallow-Water, que le cout en calcul
d’une itération augmente de 10% par rapport au 4D-Var classique. En comparaison du
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rms on current velocity according to time
0.62 T

058 | R ee—

4D-Var data assimilation
Smoothed 4D-ON data assimilation -------

0.56 fi R—

rms

0.54 [ b v

0.52 |- b 4 . e .

N Gl
v [N AVI AR
IR
AN
NN
R v
AV

/
05 L : : : e VA ; ERTAO VTR
’ ARV R O VAR

0.48 i i i i i i
0 144 288 432 576 720 864 1008 1152 1296

time
FiG. 6.3: Norme rms de Uerreur sur les vitesses de courant pour la version lissée du 4D-ON
comparée au 4D-Var

gain fournit par le 4D-ON ce surcoit n’est pas une limitation.

En raison des chocs induits par les corrections de nudging, on pourrait craindre que
I’état analysé a la fin de la période d’assimilation 4D-ON ne soit pas consistant avec la
dynamique du modele et ainsi ne pourra pas fournir une prévision de qualité. Les figures
6.5 et 6.4 montrent que I'on peut étre rassuré : apres la période d’assimilation (sur la partie
gauche des figures) on effectue un mois supplémentaire de prévision en partant de 1’état
analysé a la fin de la période d’assimilation (partie droite). En raison des erreurs modele
la norme rms de 'erreur augmente petit a petit, mais la dérive est a peu pres la méme
pour le 4D-Var classique que pour le smoothed 4D-ON. L’état analysé obtenu par nudging
optimal est donc aussi équilibré que celui obtenu par un 4D-Var classique (mais plus pres
de I’état vrai).

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté une nouvelle méthode d’assimilation de donnée dérivée
du 4D-Var et du nudging. On a montré que sous condition d’effectuer le changement de
variable introduit dans la section 6.5.2, le 4D-ON fournit des résultats tres encourageants.
En effet grace aux lissages spatial et temporel le 4D-ON donne des résultats tres sensible-
ment meilleurs que le 4D-VAR. De plus cette méthode est tres facile a obtenir en partant
d’un algorithme 4D-Var existant (peu de modifications algorithmiques et tous les nouveaux
termes sont déja calculés) méme si 'aspect théorique est quelque peu compliqué.
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rms on sea-level elevation for both 4D-Var and 4D-NO

0.035

4D-Var assim + forecast

4D-ON assim + forecast ------

0.03

0.025

0.02

rms(h)

0.015

0.01

0,005, b 1

i i i i i i i i i i
144 288 432 576 720 864 1008115212961440
t

FiG. 6.4: Norme rms de Uerreur sur la SSH pour la version lissée du 4D-ON comparée au
4D-Var pour un mois d’assimilation et un mois de prévision

[’expérience sur I’équation de Burger a montré que le controle de la matrice K complete
n’est pas nécessaire et peut méme étre néfaste. Ainsi le controle peut étre restreint a
quelques coefficients scalaires sans perte de qualité.

Grace a ces simplifications et en raison de la croissance actuelle de la puissance des
moyens de calcul, le surcoiit induit par le contréle du terme de nudging (a peu pres 10%)
n’est pas une réelle limitation pour des application réalistes et le 4D-ON pourra efficacement
étre appliqué dans un futur proche a des problemes océanographiques ou météorologiques.

En parallele a ces applications a des modeles réalistes quelques développements peuvent
etre effectués : dans les cas étudié dans ce chapitre, Cq l'opérateur de diffusion inclus dans
I'opérateur Q est le méme que celui de 'opérateur B bien qu’il n’y ait aucune raison a
cela, les erreurs modele et celles de I’ébauche n’ont pas nécessairement les mémes structures
de corrélation. Trouver un équilibre adéquat entre ces deux opérateurs pourrait étre un
développement futur naturel de cette méthode.

109



110 6. Le Nudging Optimal

rms of current velocity errors for both 4D-Var and 4D-NO
0.9 ! T T !

4D-Var assim + forecast

4D-ON assim + forecast -------

S
k%)
E
A - Cte C -l A M B B .
T e e S .
T B  aE i -
I R D EEAMr M Mt ik v R .
| | | | | | | | | |
144 288 432 576 720 864 1008115212961440
t

FiG. 6.5: Norme rms de Uerreur sur les vitesses de courant pour la version lissée du 4D-ON
comparée au 4D-Var pour un mois d’assimilation et un mois de prévision
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Chapitre 7

4D-Var avec controle de 'erreur
systématique du modele

Supposons, comme d’habitude, que x! représente 1’état vrai au temps ¢; et le I’état prédit,
alors I'erreur peut s’écrire

!

¢
=X X
d’un autre coté 'erreur d’observation s’écrit si on combine 1’erreur de mesure et celle

de représentation :
o 1
e =y, — Hi(x})

k3

Jusqu’a maintenant les erreurs étaient considérées comme étant non-biaisées c’est a dire
Elni] = Fle;] = 0. De nombreux travaux ont démontré dans la pratique I'existence d’une
erreur systématique sur I’état provenant de celle incluse dans le modele. On verra méme
dans la suite de ce chapitre et surtout dans la partie suivante I'importance de son influence
dans les problemes d’assimilation de données.

D’un point de vue théorique, I'optimalité du filtre de Kalman n’est réalisée que sous les
hypotheses de bruits n; et ¢; non biaisés et non corrélés entre eux. Il est donc nécessaire,
pour que les comparaisons Kalman /variationel aient un sens de nous ramener a ce cas.

7.1 Un exemple scalaire

Pour mettre en évidence la nécessité de considérer cette erreur systématique séparément des
autres erreurs analysons le comportement de I"assimilation variationnelle sur un exemple
scalaire simple. On se place dans le cadre d’'un 3D-Var afin de simplifier au maximum les
notations, mais des résultats identiques peuvent étre obtenus dans le cadre du 4D-Var (il
s’agit du méme probleme d’optimisation).

En reprenant I'exemple donné par DEE et DA S1LvA [37] pour illustrer le role du biais

dans le fitre de Kalman et en 'appliquant & 1’assimilation variationnelle, supposons que 2

et y° sont des scalaires avec E[(¢)?] = E[(n)}]| = o% Elc]=0>=0et E[n] =0
En reprenant la fonction objective du 3D-Var
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112 7. 4D-Var avec controle de Uerreur systématique du modele

1 1
J(z) = 5(z ~ y)tomt + T = 2")o™!

on obtient facilement 1’état analysé (qui minimise la fonction objective)

1
= §(y° + xb)

ainsi que 'erreur d’analyse :
dont la moyenne est :

et la covariance d’erreur d’analyse

<(n")* >= Ly Lo (7.1)
4 2

Dans ce cas la moyenne de I'erreur de I'incrément d’analyse est égale & b/2 et sous-estime
le biais d’un facteur 2.

On remarque ici que I'assimilation permet de réduire le biais dans 1’état analysé mais ne
I’élimine pas completement. On peut néanmoins tenter de le réduire davantage en donnant
plus de poids au terme J° d’écart aux observations dans la fonction objective : si on fait
I’hypothese (fausse) dans 1’écriture de la fonction objective que E[(¢)?] = 202, on obtient
de la méme facon que précédemment :

b = %b < (n")? >= %bQ + 302 (7.2)
Le biais dans 'analyse est moins important et la variance totale est moindre mais, si
augmenter encore le poids du terme d’écart aux observations permet de réduire le biais,
cela augmentera la variance de la composante aléatoire de I'erreur.
La figure (7.1) résume cet exemple, elle représente la dépendance des différentes com-
posantes de I'erreur d’analyse au coefficient « si on écrit

J(x) = =(x —y°) 0" + %(x —zM)o!

N | 2

Cet exemple illustre le fait que si on ne prend pas en compte l'erreur systématique
explicitement dans la méthode d’assimilation, le biais ne pourra étre réduit que moyennant
une augmentation de la part aléatoire de I'erreur d’analyse. De plus cela impose de spécifier
des covariances d’erreur intentionnellement inexactes.
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7.2. La méthode 113
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Fia. 7.1: Variance de Uerreur d’analyse en fonction du poids donné au terme d’écart aux
observations de la fonction objective

7.2 La méthode

Nous allons introduire ici la méthode de controle de I'erreur systématique (4D-SEC), elle
dérive directement du cas tres classique de controle de la condition initiale (le 4D-Var).
Comme dans toute méthode d’assimilation de données I'objectif de cette méthode est de
trouver un bon “compromis” entre 1’évolution d’un systeme fournie par un modele et la
trace de cette évolution obtenue par les observations. Pour ce faire nous allons utiliser
une méthode de controle optimal visant a minimiser une fonction objective décrivant le
“compromis” en question. Le vecteur de contrdole ne sera plus uniquement la condition
initiale comme c’était le cas pour le 4D-Var, mais on controlera aussi un terme de correction
de P'erreur systématique.

Soit x I’état de I'océan ou de I'atmosphere et My, 4.,y le modele décrivant 1’évolution
de cet état entre les temps ¢; et ¢;,41. Si on reprend la formulation du 4D-Var avec modele
imparfait décrite dans la partie 1.3.2 du chapitre 1, le modele corrigé s’écrit :

Xit1 = M(ti,tm)(xi) + Nit1 (7 3)
Xo = X" + Ix%o ‘
et on cherche a minimiser la fonction objective

n

1 1 1 ¢
T, ) = 5 ¥ [H(x:) =y I"RITH(x) = yi] + 5[0%] B 6%0 + 5 ; 0 Q7'

24
=1
(7.4)
Grace aux méthodes adjointes, on obtient I’écriture du gradient :
VSXOJ = Xf—} + B_I(SXO
{ Vod =%+ Qi 'y (7.5)

Ici on va tenter de modéliser le terme d’erreur par
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114 7. 4D-Var avec controle de Uerreur systématique du modele

ni = Py (m) (7.6)

ou ® modélise I’évolution de I'erreur et
Dans ce cas on remplace dans la formulation précédente n; par @, 4,)(11). Le modele

corrigé devient

_ b
{ Xo = X’ + dxq (7.7)

Xiy1 = M(ti7ti+1)(xi) + (I)(ti7ti+1)(n1)
Si on ne s’intéresse qu’a la part systematique de I'erreur, c’est a dire qu’on fixe & = Id

et que 'on pose Q; = Q quelque soit 7, la fonction objective que nous voulons minimiser
devient :

n

1 n
> (Hi(x:) = y) R (Hi(xi) — y7) + 5 (X0~ x")TB ™! (xo —x") + §U1TQ_1711
=0

DN | —

J(X07 7]1) =
Et on obtient les expressions des différentes composantes du gradient :

{ Viod = x5+ B (x0 — x°) (7.8)

vmlJ = 2?21 X:'K + nQ_lnl

7.3 Expérimentation avec le modele Shallow-Water

On va tester cette méthode sur notre cas académique de modele Shallow-Water. Les
conditions de ’expérience sont les mémes que dans le chapitre sur le nudging optimal : une
configuration d’expériences jumelles avec un modele décrivant la réalité et le méme modele
entaché d’erreur servant de modele de prévision.

Le champ 7.2 représente la moyenne de l'erreur de modele sur la hauteur d’eau h
durant cette période. C’est cette moyenne que nous allons tenter d’estimer par la méthode
introduite dans ce chapitre.

7.3.1 Préconditionnement et minimisation

Si on introduit un terme de correction de l'erreur systématique dans les équations du
modele, et que l'on contréle ce terme et la condition initiale, le gradient de la fonction
colit sera obtenu par le systeme (7.8). Cependant la grande disparité entre les dimensions
des composantes du vecteur d’état (u, v sont de I'ordre de 1m s~ et h de 500m) et les
valeurs des composantes Vy,.J, V,, J du gradient (la premiere est a peu prés n fois moins
importante que la deuxieme avec n : le nombre de pas de temps de la période d’assimilation)
vont impliquer un tres mauvais conditionnement pour notre minimisation. C’est pourquoi
il est important d’effectuer un préconditionnement de la variable de controle. Pour ceci on
utilisera, les racines carrées des matrices B et Q (au sens B = B:B~ ) comme cela est
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FiG. 7.2: Part systématique de Uerreur sur la SSH sur [’ensemble du domaine

décrit au chapitre techniques algorithmiques. B et Q seront également construites suivant
la méthode introduite dans ledit chapitre.

Ce préconditionnement a deux principaux avantages : il permet d’adimensionaliser les
composantes de la variable de controle et il améliore le conditionnement (voir chapitre 3,
partie 3.3).

Ainsi notre nouveau vecteur de controle sera :

V_{B_% 0 :||:X0—Xb:|
L0 VnQ: m

Et le probleme initial deviendra le probleme équivalent :

Jp
1 <& A~
J(v) =2 (Hi(x:) = y)) " Ry (Hixi) = y?) +v'v
2 1=0
T
et .
BT 0 A

7.3.2 Résultats

La période d’assimilation est de 1 mois, le champ entier I’élévation de surface h est observé
une fois tous les trois jours. Pour ’assimilation on a effectué 100 itérations du minimiseur
Quasi Newton & mémoire limitée NIQN3 de 'INRIA (Gilbert et Lemaréchal [52]).

On a obtenu par cette assimilation un état optimal (ou état analysé) sur 'ensemble
de la période d’assimilation. On utilise ’état analysé a la fin de la fenétre d’assimilation
comme condition initiale pour intégrer le modele de prévision sur une période de un mois
supplémentaire (période qu’on appellera par la suite période de prévision).

Sur la figure 7.3 est représentée I’évolution temporelle de la norme rms de 'erreur sur
h sur I’ensemble du domaine, pour la période d’assimilation (partie gauche du graphe) et
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116 7. 4D-Var avec controle de Uerreur systématique du modele

pour la période de prévision (partie droite). La courbe verte (trait pointillé pour la version
en noir et blanc) représente le résultat apres une assimilation 4D-Var. On reconnait sur la
période d’assimilation la forme en “u” caractéristique de 1’évolution de la norme d’erreur
sur I’ensemble de la période d’assimilation du 4D-Var quand le modele n’est pas parfait. En
effet, dans ce cas, la méthode doit s’éloigner de la véritable condition initiale afin d’obtenir
un résultat plus proche des observations sur ’ensemble de la période d’assimilation. Le
champ de gauche de la figure 7.4 illustre bien ce phénomene : elle représente 'erreur sur
I'incrément de la condition initiale, c’est a dire la différence entre I'incrément estimé par
la méthode d’assimilation et I'incrément qu’on devrait avoir pour recomposer exactement
la condition initiale. Ce champ représente donc 'erreur introduite par le 4D-Var sur la
condition initiale. La ressemblance avec 'erreur systématique représentée sur la figure 7.2
est frappante : pour tenter de corriger I'erreur modele le 4D-Var est obligé d’accroitre
I’erreur sur la condition initiale. En général 'erreur est minimale au milieu de la période
d’assimilation car c’est ici que l'on dispose du plus grand nombre d’information dans le
passé et dans le futur. Une fois la période d’assimilation terminée, le modele libre de
toute assimilation dérive lentement en raison des erreurs introduites dans ses équations.
[’introduction du contréle de 'erreur systématique permet de faire disparaitre cette forme
en “u” (courbe rouge ou trait plein de la figure 7.3). La courbe obtenue est quasiment
horizontale ce qui peut signifier qu’on a réussi a éliminer une bonne part de l'erreur.
[’introduction du contréle de I'erreur systématique a permis de réduire tres sensiblement
I’erreur sur ’ensemble de la fenétre d’assimilation. De plus la condition initiale peut étre
estimée indépendamment de la correction d’erreur modele. Ceci est mis en évidence par la
partie droite de la figure 7.4 représentant I’erreur sur 'incrément de la condition initiale si
on controle aussi I'erreur systématique. La structure ressemblant a ’erreur présente dans
le modele a disparu, laissant place a un bruit de faible amplitude.

0.014

Controle du biais : assimilation
prevision
prevision -

0.012

0.01

0.008

0.006

norme rms de l‘erreur

0.004

0.002

J-30 J J+30
temps

Fia. 7.3: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur ’élévation de surface de la mer
pour la période d’assimilation puis celle de prévision
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7.3. Frpérimentation avec le modele Shallow-Water 117

FiG. 7.4: Erreur sur Uincrément sur la condition initiale pour le 4D-Var (a gauche) et le

4D-SEC (a droite)

Pour la période prévision deux expériences ont été menées avec le controle de I’erreur
systématique. Pour la courbe rouge (ou trait plein) de la figure 7.3 on a, pour la période
de prévision, conservé dans les équations du modele le terme b de correction de I’erreur.
La courbe bleue (ou pointillé gras) représente ’évolution de la norme de I'erreur pour la
période de prévision si on ne conserve pas le terme 1, dans les équations du modele. Si on
conserve le terme de correction dans les équations la dérive de la prévision est nettement
moins importante ce qui montre que l’erreur estimée est cohérente avec 'erreur présente
dans le modele. Pour se convaincre un peu plus de la qualité de cette estimation, on peut
regarder la figure 7.5 : celle ci représente I'erreur estimée par le 4D-SEC. Si on compare cette
figure au biais effectivement présent dans la modele (figure 7.2) de tres fortes similitudes
apparaissent notamment la présence des deux phases caractéristiques. Ceci est un indice
supplémentaire pour nous permettre de de conclure que 'erreur est bien estimée.

Les figures 7.6 représentent ’équivalent de la figure 7.3 pour les vitesses de courant u et
v. Les résultats du 4D-SEC sur les composantes non observées du vecteur d’état restent de
tres bonne qualité. Le niveau d’erreur durant la période d’assimilation reste plus bas que
pour le 4D-Var et la bonne estimation de I'erreur sur ces composantes permet de réduire,
la encore, la dérive du modele. Ces bons résultats sont obtenus en partie grace au fait
que l'on dispose d'un opérateur de multiplication par Q multivarié (obtenu a partir de
I’équilibre géostrophique).

[’introduction du contréle de I'erreur systématique dans le 4D-Var ne requiert pas de
lourdes modifications de 1’algorithme. 1l suffit d’ajouter les termes de correction dans les
équations du modele et, pour obtenir le gradient, d’additionner 1’état adjoint a chaque pas
de temps. Le modele adjoint devant de toute facon étre intégré cela ne demande presque
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118 7. 4D-Var avec controle de Uerreur systématique du modele

x 10

FiG. 7.5: Erreur présente dans le modéle (a gauche) et erreur estimée par le JD-SEC avec
la totalité du champ de SSH observée tous les trois jours (a droite)

pas de calcul supplémentaire. Une itération ne coiite donc quasiment pas plus cher en
temps de calcul que pour le 4D-Var classique. Cependant la taille du vecteur de contréle
étant doublée on pourrait craindre que la minimisation converge moins vite et que 1’on
ait besoin de plus d’itérations pour obtenir un résultat satisfaisant. La figure 7.7 montre
que si la méthode converge effectivement plus doucement, le nombre d’itérations ne devra
pas forcément étre augmenté. Cette figure représente 1’évolution du logarithme du terme
d’écart aux observations de la fonction objective en fonction du nombre d’itérations pour
les deux méthodes. Dans le pire des cas (un petit nombre d’itérations) les deux méthodes
sont aussi proches I'une que 'autre des observations. Si on continue la minimisation, assez
vite le 4D-Var a fait le maximum que lui autorise le controle de la seule condition initiale,
alors que l'introduction du controle de 'erreur systématique permet de continuer a se
rapprocher des observations.

7.3.3 Des observations moins fournies

Dans la partie précédente les observations étaient composées du champ total de SSH tout
les trois jours ce qui pourrait correspondre, dans la réalité, a une carte surfacique issue de
I'interpolation des traces satellites. Un des avantages des méthodes variationnelles 4D est
de pouvoir utiliser les observations directement au moment ou celles ci sont produites, on
est donc tenté de vouloir assimiler non plus des cartes, mais les observations le long des
traces satellites (fig 6.1 du précédent chapitre).
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FIG. 7.6: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur les vitesses de courant en fonction
du temps pour la période d’assimilation puis celle de prévision

Si dans ’expérience précédente le probleme de minimisation était surdéterminé, c’est a
dire qu’on avait plus d’observation que de degrés de liberté (20000 degrés de liberté pour
67000 observations), ce n’est plus le cas en observant la SSH suivant les traces satellites
(plus que 5000 observations) et cela pourrait entrainer quelques difficultés.

Les figures 7.8 et 7.9 représentent toujours la norme rms de 'erreur pour les trois com-
posantes du vecteur d’état respectivement, mais cette fois plusieurs cycles d’assimilation
successifs sont tracés (traits épais) ainsi que la norme de I'erreur sur la période de prévision
associée (traits fins). On remarque que pour les périodes d’assimilation I'introduction du
controle de 'erreur systématique a permis de réduire le niveau global de I’erreur. Cepen-
dant les choses peuvent encore étre améliorées car la forme en “u” de la courbe d’erreur
persiste, ce qui pourrait signifier que la présence de ’erreur de modele persiste. De plus les
résultats pour la période de prévision ne sont pas ou peu (suivant le cycle d’assimilation)
améliorés par rapport a la méthode classique.
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Fia. 7.7: Comparaison des logarithmes de termes J, des fonctions couts

0.02

T T
4D-Var classique : assimilation -------
prevision -------
Controle du biais : assimilation

0.018 prevision
/
0.016
5
4
S 0.014
3
o 1.
E o
(0] f
2 0012 7
2 //
0.01
/
0.008
0.006
0 30j 60j 90j 120j 150j

temps

FIG. 7.8: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur ’élévation de surface de la mer
pour la période d’assimilation puis celle de prévision

Dans le terme estimé de correction d’erreur (figure 7.10) les deux phases visibles sur le
champ 7.2 ne sont plus dominantes (méme si elles existent encore). On ne peut donc plus
affirmer que le terme de correction d’erreur a été bien estimé (ou alors il faut un certain
aplomb). Le nombre d’observations n’étant plus suffisant la méthode ne dispose plus d’assez
d’informations pour recomposer de facon assez fidele I'erreur systématique du modele.
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FIG. 7.9: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur les vitesses de courant en fonction
du temps pour la période d’assimilation puis celle de prévision

[’apport du controle de I'erreur systématique permet tout de méme de réduire 1’écart aux
observations (et méme 'erreur globale sur la période d’assimilation). Cependant rien ne
dit que ce terme de correction d’erreur est consistant ’erreur systématique effectivement
présente dans le modele, il peut tres bien inclure des informations sur d’autre types d’erreur
(la part non systématique de I'erreur ou sur la part résiduelle de I'erreur sur la condition
initiale) ou méme étre simplement un terme permettant de réduire I’écart aux observations
et ne correspondre a rien aux endroits qui ne sont pas observés (phénomenes d’aliasing).

Il convient de combler ce manque d’information par I'introduction d’une nouvelle source
d’information. Une des pistes possible est de modifier le terme d’ébauche de ’erreur
systématique cela, plus précisément, grace a la matrice Q. Comme cela a été évoqué lors
de la présentation de la méthode de construction des opérateurs/matrices de covariance
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FiG. 7.10: Erreur estimée par le JD-SEC en observant suivant les traces satellites

d’erreur, cela revient a diminuer ’ensemble des états admissibles pour la minimisation afin
d’obtenir un état cohérent avec la physique.
physiq

Pour illustrer cette approche, on va focaliser notre attention sur le

précédentes (voir figures 7.11 et 7.12).
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FIG. 7.11: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur [’élévation de surface de la mer

pour la période d’assimilation puis celle de prévision

[’information supplémentaire que 1’on peut apporter est la connaissance a priori que

I’on a sur les erreurs. Dans le cas présent on va introduire dans la matrice Q des contraintes

sur la structure en deux phases principales qui apparaissent dans ’erreur “théorique” et
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FIG. 7.12: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur les vitesses de courant en fonction
du temps pour la période d’assimilation puis celle de prévision

laisser plus de liberté au niveau du jet. En d’autres termes on va imposer a la méthode de
ne corriger que les grandes échelles de I'erreur (ces deux phases) car on ne dispose pas de
suffisamment d’information pour corriger efficacement les petites échelles.

Techniquement cela pourra se traduire par ’ajout d’un opérateur S dans la construction
de I'opérateur de multiplication par la racine carrée de la matrice de covariance d’erreur
de modele (équation 7.9).

n =KQ:Sa (7.9)
V. =STQzK'"V, J (7.10)

ol Q est I'opérateur de covariance d’erreur de modele non équilibré et K est 'opérateur
d’équilibre.

Ici Popérateur S peut étre construit en utilisant la forme “sinusoidale” de 1’erreur
systématique a estimer de fagon tres simple par I’équation 7.3.3
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(Sa) (i,7) = aj)sin(=mi/T) o=1..1 j=1..J (7.11)

Cette approche a de plus I'intérét de réduire de facon drastique la taille de contréle de
la partie erreur systématique (on est passé de [ x J a I).

La focalisation sur les seules grandes échelles permet de retrouver un terme de correction
d’erreur cohérent avec 'erreur effectivement présente dans le modele et ceci se traduit
immédiatement par une prévision de bien meilleure qualité (figures 7.13 et 7.14). Sur la
période d’assimilation le gain apporté par la variante “grandes échelles” n’est pas évident a
premiere vue, mais le fait que les courbes d’erreur se rapprochent d’une droite horizontale
est un indice supplémentaire pour affirmer que le terme de correction d’erreur est mieux
estimé.
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Fia. 7.13: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur [’élévation de surface de la mer
pour la période d’assimilation puis celle de prévision

7.4 Conclusion

Controéler un terme de correction d’erreur systématique au lieu d’un terme d’erreur aléatoire
présente deux principaux avantages. Premierement le surcoiit en calcul est presque inexis-
tant alors que les résultats sont bien meilleurs qu’avec le 4D-Var. En effet le terme d’écart
aux observations est des le début de la minimisation plus petit dans le cas du 4D-SEC par
rapport a celui du 4D-Var. De plus le surcout d’une itération est négligeable.
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FIG. 7.14: Evolution en temps de la r.m.s de Uerreur sur les vitesses de courant en fonction
du temps pour la période d’assimilation puis celle de prévision

Un autre intérét (et non des moindres) de cette approche est de pouvoir conserver le
terme de correction d’erreur optimal trouvé, dans les équations du modele pour la prévision,
ce qui améliore de facon tres sensible celle ci.

Cependant il convient de prendre garde lorsque les observations sont peu nombreuses.
[’introduction du contréle de I'erreur systématique du modele dans le 4D-Var double le
nombre de degrés de liberté de la minimisation, cela peut induire un manque d’information.
Ce manque peut étre comblé en améliorant les matrices de covariances d’erreur modele ou
a défaut, en favorisant fortement les structures grandes échelles dans celles ci. Autrement
dit, si on manque d’information pour estimer notre vecteur de controéle, soit on en apporte,
soit on restreint notre recherche. L’approche utilisée en fin de ce chapitre est difficilement
applicable directement pour des applications réalistes car on ne connait pas ,par définition,
la structure de 'erreur présente dans le modele. Il faudra alors utiliser d’autres sources
d’information provenant par exemple de la connaissance a priori qu’on a de 'erreur (on
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sait quels sont les faiblesses du modele, quelles approximations y sont faites, etc,...), de
la moyenne des incréments du 4D-Var sur une longue période (si il n’y avait pas d’erreur
systématique celle ci serait nulle), ete...

On aurait pu aussi aborder le probleme en amont et se poser la question “ce modele
est-il le mieux adapté a la série d’observations dont on dispose ?7”7. Supposons que 1’on
possede plusieurs modeles de “finesse” différentes (en raison de la résolution adoptée ou
des différences de paramétrisation ou d’approximation) pour simuler le comportement d’un
meéme systeme et que 'on dispose d’un jeu d’observations donné, utiliser le modele le plus
fin ne sera pas nécessairement le meilleur choix pour faire de ’assimilation de données. En
effet si celui ci modélise des phénomenes qui ne sont pas représentés par les observations
ceux ci ne pourront étre contrélés par 1’assimilation ce qui risque de nuire a la qualité de
I’analyse. D’un autre coté, utiliser un modele trop grossier ne permettra pas une analyse
performante. On peut supposer qu’il existe un bon compromis dans la finesse du modele
qui correspond au réseau d’observation utilisé pour I"assimilation de données.

La question de savoir si il est utile, voir prudent, d’utiliser un modele tres sophistiqué
si on ne dispose que de peu d’information ou, a contrario d’exiger des observations tres
précises si le modele est grossier, n’a, a notre connaissance, jamais été étudié en détail bien
qu’il s’agisse d’un question de fond importante.

Pour aller plus loin dans la modélisation de I'erreur modele on peut considérer que le
terme d’erreur évolue dans le temps suivant une évolution fixée a priori (par exemple en
fonction des saisons).

i = Am,mm

Le gradient se retrouve alors aisément par :

Vi = ZAﬁi,tl)Xf +nQ 7'y
=1

Nous avons testé ici le cas de A étant I'identité. D’autre formes d’évolution de I’erreur
ont été envisagées (affine, sinusoidale...) et des expériences tres préliminaires ont été ef-
fectuées mais les résultats sont du méme ordre que ceux obtenus pour un terme constant
malgré une complexité accrue. Cette piste nécessite d’étre explorée plus profondément.

La plupart des chaines d’assimilation 4D-Var opérationnelles le sont sous la forme de la
variante incrémentale (cf partie 1.3.2), c’est également le cas de OPALM que nous allons
utiliser par la suite pour expérimenter le contréle de la part systématique de I’erreur sur un
cas réaliste. I’application de la méthode du 4D-SEC introduite plus haut a une formulation
incrémentale ne pose pas trop de probleme. Grace a I’hypothese linéaire tangente [1.13] on
peut écrire I’état de 'océan au pas de temps n :

Xn = Mig1,)(¥0) + Z M, 1)

=1

si on applique une petite perturbation (dXq, dbg) au vecteur de controle, on peut réécrire
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I’équation précédente :

n

%o = M) (X0 +6%0) + Y Ms)(m + dm1) (7.12)
=1
= Miy,1,)(%0) + Z M1, ) (1) + Mg 1,)0%0 + Z M, tn)0m (7.13)
=1 =1
= X, + %, (7.14)

en posant

X0
7.15
{ Xip1 = M(ti,tiﬂ)(gxi + dm ( )

(Cest cette formulation qui sera appliquée a la configuration réaliste (OPA sur la fenétre
pacifique tropicale) utilisée dans les chapitres suivants.
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Troisieme partie

Application au modele de circulation
générale océanique OPA
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Chapitre 8

Comment OPA réagit-il?

Ce chapitre est consacré dans sa premiere partie a 1’étude de I'influence sur la dynamique
d’OPA de diverses sources d’erreur. La seconde partie traitera des résultats du 4D-Var
classique dans le cadre d’'une expérience jumelle.

8.1 Influence des différentes sources d’erreur

Dans cette partie on ne fera pas d’assimilation de données mais on étudiera 1’évolution
temporelle du modele en fonction de trois différents types d’erreur (erreur sur la condition
initiale, erreur dans la dynamique du modele et erreur sur les forcages).

Pour cela on se place dans le cadre d’expériences jumelles : la réalité est simulée par
I'intégration du modele sur ’année 1993 | les vents utilisés pour forcer le modele sont ceux
fournis par le satellite ERS sur la méme période de temps et la condition initiale est celle
du 1¢" janvier 1993 issue d’un long spin-up du modele. Dans la suite on appellera cet état
“bonne condition initiale” ou “état vrai” quand on sera dans le cadre d’expériences jumelles.
Cette condition initiale et I’évolution du systeme qui y est associée seront référencées par
I’appellation expérience GOA4.

8.1.1 L’erreur sur la condition initiale (expérience CT1)

Pour étudier I'influence d’erreurs sur la condition initiale, on effectue une expérience jumelle
en utilisant exactement le méme modele et les mémes forcages mais on prend comme con-
dition initiale I'état au 1" janvier 1996 (a la place du 17" janvier 1993).

La figure 8.1 représente ’évolution de la norme de I’erreur sur chacune des composantes
du vecteur d’état en surface (en haut) et a 200 metres (en bas) sur une période de 1 an.
On s’apercoit que les erreurs ont tendance a disparaitre. Principalement les erreurs sur les
vitesses de courants sont éliminées par la dynamique du modele de facon impressionnante
(jusqu’a 90% de 'erreur éliminée). La température rejoint de facon réguliere I'état vrai
sans qu’il soit nécessaire d’effectuer une assimilation de données. Les erreurs sur la salinité
persistent un peu plus mais celles ci sont déja tres faibles au départ.
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Ce résultat n’étonnera pas les océanographes; en effet, soumis aux bons forcages de
vent, de part le comportement linéaire de sa dynamique, les courants de 'océan équatorial
s'ajustent et s’équilibrent (PHILANDER, 1990 [96]) en & peu pres six mois a la surface et
un an en profondeur, comme on peut d’ailleurs le constater sur la figure. Il faut un peu
plus de temps pour que cet équilibre se fasse aussi sur la température et la salinité.

Cette premiere expérience indique que si les erreurs étaient uniquement contenues dans
la condition initiale, il ne serait, peut-étre (restons prudent), pas nécessaire de faire de
I’assimilation de données sur ’océan pacifique tropical. En pratique la question ne se pose
pas : le modele n’est pas une représentation idéale des phénomenes physiques de la réalité
et surtout les forcages sur le pacifique tropical sont loin d’étre exacts.
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FIG. 8.1: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composante du vecteur d’état
en surface (en haut) et a 200 métres (en bas) pour une erreur sur la condition initiale
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8.1.2 L’erreur dans la physique du modeéle (expérience CT2)

Cette fois ci la condition initiale du modele est bien celle de janvier 1993 mais des différences
dans les calculs des coefficients de diffusivité et de viscosité verticale tourbillonaire ont été
introduites. Dans la simulation de la réalité, pour ces calculs un schéma TKE (Turbulent
Kinetic Energy) a été utilisé (BLANKE et DELECLUSE, 1993 [13]). Pour simuler un modele
inexact le calcul de ces coefficient a été obtenu a partir d’une formulation dépendant du
nombre de Richardson (suivant PACANOWSKI et PHILANDER, 1981 [89])

Cette différence dans la physique du modele se caractérise principalement par des gra-
dients verticaux plus resserrés lors de l'usage du schéma TKE.

La figure 8.2 représente elle aussi I’évolution de la norme de I’erreur sur chacune des
composantes du vecteur d’état en surface (en haut) et a 200 metres (en bas) sur une période
de 1 an. Contrairement a ce qu’on avait dans le cas de la seule condition initiale perturbée
Ierreur ne cesse de croitre. Les modeles étant (Iégerement) différents, les deux solutions
dérivent régulierement. Comme on pouvait s’en douter les erreurs modele jouent donc
un role important dans 1’évolution de I'erreur de prévision. A plus long terme I'erreur va
saturer et donc se stabiliser comme cela a été décrit par BLANKE et DELECLUSE [13]. La
période de temps considéré est trop courte pour que I’on parvienne a cette saturation

Sur certaines fenétres de temps une assimilation 4D-Var classique ne pourra étre efficace

car la croissance de I'erreur est trop importante tandis que sur d’autres (le “replat”entre 4
et 6 mois) il ne sera peut-étre pas nécessaire de prendre en compte I'erreur modele.
Cette remarque est faite a titre purement indicatif car rien ne permet de penser que dans un
cas réel ce type d’erreur modele est présent. Cela illustre simplement le fait que 'impact
d’une méme erreur modele peut étre différent suivant la période de temps étudiée. La
prudence est de rigueur des qu’il s’agit de prévoir 'impact de tel ou tel type d’erreur dans
la physique du modele. Suivant la nature de cette erreur elle peut étre amplifiée par la
dynamique du modele ou au contraire dissipée
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FIG. 8.2: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
en surface (en haut) et a 200 métres (en bas) pour des erreurs dans la physique du modéle
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8.1.3 L’erreur sur les forgages (expérience CT3)

Comme dans 'expérience précédente la condition initiale est la bonne, cette fois ci la
physique du modele est aussi exacte (on reprend le schéma TKE pour estimer les parametres
du mélange vertical) mais des erreurs sont introduites dans le forcage de vent. Ces erreurs
sont a la fois systématiques (on multiplie le vent par 1,5) et aléatoires (on ajoute un bruit
blanc d’amplitude d’environ 10%).

On voit sur la figure 8.3 que la différence entre 1’état du modele de référence et celui du
modele au forcage défaillant a tendance a s’accroitre rapidement durant les premiers mois
d’intégration.

Une fois cette phase de croissance passée le modele installe ses vitesses de courant dans
un autre régime et l'erreur sur celles ci ne croit plus ou tres peu. On a ici simplement
augmenté la vitesse du vent, le modele ajuste donc ses vitesses a ces nouveaux forcages.
Comme on I'a précisé lors de I'expérience CT1 le modele s’est ajusté en 6 mois / 1 an a la
dynamique imposée par les forcages (malheureusement pour lui, ceux ci sont faux).

La température et la salinité en profondeur continuent a dériver lentement, on peut
penser que I'ajustement au nouveau régime se fait moins rapidement (le lien entre le vent
et ces variables n’est pas direct) mais que si on continue a intégrer le modele pendant une
certaine période de temps le niveau d’erreur se stabilisera.

La présence de ce type d’erreur rendra le 4D-var sans doute peu efficace. En effet dans
ce cas la croissance de 'erreur sur ’état est la plus forte quand la condition initiale est
exacte. Le 4D-Var sera donc contraint d’introduire de 'erreur dans la condition initiale
pour avoir un état plus proche des observations sur la globalité de la fenétre (phénomene
observé au dernier chapitre de la partie précédente).

Controéler I'erreur des tendances du modele peut étre vu comme controler les erreurs de
maniere générale, les incertitudes sur les forcages étant transmises grace a la physique du
modele. On peut donc espérer que le 4D-SEC pourra étre efficace en présence de ce type
d’erreur.

8.1.4 Conclusion

Cette étude rapide sur I'impact de ces différents type d’erreurs montre que les erreurs sur
la condition initiale sont amorties au cours du temps alors que les autres types d’erreur
(dans la physique du modele ou sur les forgages) persistent et/ou s’amplifient. Dans des
applications pratiques sur le pacifique tropical, si seule la condition initiale était inexacte le
4D-Var serait tres efficace : il corrigerait une grande partie de cette erreur et la dynamique
du modele se chargerait d’éliminer le reste. La présence d’erreurs dans la physique du
modele et sur les forcages ne permettra sans doute pas au 4D-Var de corriger efficacement
la condition initiale. Dans des configurations réalistes ces trois types d’erreurs sont présents.
Il est donc tres vraisemblable que la prise en compte des erreurs modele sera une avancée
importante.

La part systématique de ’erreur est due principalement au erreurs dues aux erreur dans
la physique du modele (VIALARD et al, 2001 [122]) bien que I'incertitude sur les forcages
soit tres importante dans la fenétre pacifique tropicale.
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FIG. 8.3: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
en surface (en haut) et a 200 métres (en bas) pour des erreurs dans les for¢ages du modéle

137



138 8. Comment OPA réagit-il?

8.2 Les résultats du 4D-Var incrémental sur OPA

Dans cette partie, on anticipe un peu sur la fin du chapitre prochain en présentant des
résultats d’une assimilation 4D-Var incrémentale sur le modele OPA dans le cadre d’expé-
riences jumelles. On rappelle que le 4D-Var incémental se caractérise par la minimisation
de la fonctionnelle

n

1 1
J((SXO) = 5 Z[Htthi,to(SXO — di)]TRi_l[Htth“to(SXO — dz)] + 5[5X0]TB_15X0 (81)

=1
ou d; = y? — Hy; (M, 4,(x")) (cf premier chapitre).

La présentation de ces résultats sera tres breve le 4D-Var n’étant pas un des objectifs
de cette these, ils seront un peu plus développés dans les chapitres suivants lors de la
comparaisons avec les méthodes introduites dans cette these. Le but de cette partie est de
mettre en évidence certaines limitations du 4D-Var qui pourront, ou ne pourront pas, étre
minorées par le controle de 'erreur systématique.

Pour toutes les expériences qui vont suivre on utilisera les méme matrices de covari-
ances B et R. Les variances d’erreur d’ébauche qui servent a construire 'opérateur B (voir
chapitre 3) peuvent étre différentes a chaque point de grille et ont été calculées grace a
la moyenne climatologique du modele obtenue au moyen d’une une longue intégration du
modele sans assimilation. Ces spécifications sont basées sur I’hypothese que les erreurs
d’ébauche sont plus importantes dans les régions de forte variabilité.

Les covariances d’erreur d’observation sont supposées ne pas étre corrélées en espace et
en temps (la matrice R est diagonale). Les variances sont fixées & (0.5 K)? pour les données
TAO et a (1.0 K)? pour les autres données. Ceci assurera plus de poids dans ’analyse aux
données TAO qui sont généralement de meilleur qualité. [’opérateur H d’observation
consiste en une interpolation linéaire horizontale et verticale. Pour les données TAO, H
comprend également un moyenne temporelle car ces données sont disponibles en moyennes
journalieres.

Expériences jumelles

On a effectué dans le cadre d’expériences jumelles, un mois d’assimilation (janvier 1993). La
réalité est simulée a I’aide de 'expérience GO4 de la section précédente et les trois différents
types d’erreurs (sur la condition initiale, dans la physique du modele et sur les forcages)
sont introduits dans le modele de prévision. Les observations sont distribuées comme si
il s’agissait d’observations issues des bouées TAO (les profils de température uniquement,
aux emplacements des bouées). L’idée ici est de se placer dans une configuration aussi
proche que possible de celles qu’on pourra avoir dans des application opérationelles (un
modéle, des forcages et une condition initiale entachés d’erreur et des observations peu
fournies).
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La méthode d’assimilation utilisée étant un 4D-Var incrémental, il est nécessaire de
réactualiser la trajectoire de référence (cf chapitre 1). Ftant donnée la complexité du
probleme et le colit en temps de calcul d’une itération on ne peut pas effectuer la minimi-
sation jusqu’a obtenir la convergence, on doit donc fixer un nombre maximal d’itérations.
Dans I'expérience présentée ici on a fixé le nombre d’itérations a 60 avec une réactualisation
de la trajectoire toutes les 10 itérations (1 boucle externe toutes les 10 boucles internes).
Dans la suite cette expérience sera dénommée VI2

La figure 8.4 représente 1’évolution temporelle de la norme de 'erreur sur les différentes
composantes du vecteur d’état a différentes étapes de la minimisation. Chaque bande
verticale représente cette évolution apres chaque boucle externe de la minimisation, la
premiere bande étant I’évolution de I'erreur si on ne fait pas d’assimilation.

Globalement le champ de température est amélioré surtout au début de la minimisation,
on obtient de bons résultats sur les vitesses de courants en surface mais pas en profondeur
et la salinité dérive completement.

Sur la variable observée (la température), les effets de I’assimilation sont importants et
bénéfiques que ce soit en surface ou a 200 metres de profondeur et on retrouve la forme en
“u” caractéristique du 4D-Var qui révele la présence d’erreur modele. La premiere boucle
externe effectue 'essentiel du travail, les deux conditions initiales (“vraie” et €bauche)
étant tres différentes. Les boucles externes suivantes amélioreront un peu les résultats. Les
vitesses de courant en surface sont plus proches de la réalité simulée au fur et a mesure que
la minimisation avance jusqu’a la 3™ oy la 4¥™€ houcle externe; par la suite les résultats
se dégradent quelque peu sur v et sont plus discutables sur u (moins bon au début de
la periode mais meilleur a la fin en surface). Cette dégradation est vraisemblablement
due au fait que la méthode qui dans un premier temps modifie les grandes échelles de
la condition initiale pour se rapprocher des observations, modifie des échelles de plus en
plus petites au fil de la minimisation pour arriver a des tailles caractéristiques trop petites
pour la couverture spatiale des observations et/ou pas ou mal prises en compte dans la
matrice de covariance d’erreur d’ébauche B. Il apparait donc a la lecture de ces résultats
que de réactualiser trop fréquemment la trajectoire de référence peut nuire a la qualité
du résultat si la résolution du modele n’est pas ajustée aux réseaux d’observation (ou
réciproquement). De plus, dans notre configuration, I’hypothese linéaire tangente est bien
respectée aux grandes échelles ce qui est moins vrai aux petites (WEAVER et VIALARD,
discussions personelles).

['impact de I’assimilation sur la salinité est pour le moins catastrophique notamment
en surface. Ce phénomene, d’une ampleur plus ou moins importante, est observé sur
I’ensemble des résultats d’assimilation 4D-Var qui sont présentés dans cette these (avec
ou sans controle de l'erreur systématique). Une des explications possible peut provenir
du fait que, modifier la salinité de fagon importante (et peu cohérente avec la physique)
permet d’améliorer les résultats sur la température. Celle ci étant la seule composante
observée, c’est ce qui prime lors de la minimisation. La salinité n’apparaissant que dans
le terme .J, de la fonction cotit on pourrait tenter de résoudre ce probleme en accordant
plus d’importance a la condition initiale en salinité , c’est a dire en diminuant les variances
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d’erreur specifiés en salinité dans la matrice B. Cependant le compromis est difficile a
trouver.

Ces résultats médiocres obtenus sur les vitesses de courant et surtout sur la salinité
sont principalement imputables au fait que la matrice B utilisée ici est sub optimale.
En effet celle ci est monovariée, ainsi la transmission de 'information aux variables non
observées ne se fait que grace a 'intégration rétrograde du modele adjoint (cf chapitre 1)
ce qui est visiblement insuffisant; I'importance de ce phénomene sera illustrée au chapitre
suivant. De plus les échelles de correlation verticales de cette matrices sont difficiles a bien
spécifier : soit on induit des mélanges verticaux non désirés, soit on lisse 'influence des
observations sur la verticale. Une fois encore se pose le probleme de I’adéquation de la
résolution du modele avec le champ d’observation utilisée. L’introduction du controle de
I’erreur systématique ne devrait pas permettre de corriger pleinement ce probleme, seule
une matrice B plus élaborée pourrait y parvenir. Cependant on verra dans la suite que
cela réduira I'ampleur de ce phénomene, améliorera les résultats globaux et atténuera la
forme en “u” de I’erreur sur la composante observée.
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FIG. 8.4: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
en surface (en haut) et a 200 métres (en bas) suivant plusieurs boucles externes
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Chapitre 9

Controle de Perreur systématique :
Expériences jumelles

Dans ce chapitre, on se place une nouvelle fois dans le cadre d’expériences jumelles. La
réalité est, comme a la fin du précédent chapitre, simulée a I’aide de 1 "expérience GO4, ¢ “est
a dire en utilisant un schéma TKE pour résoudre le mélange vertical, la bonne condition
initiale et les bons forcages.

Les trois différents types d’erreur introduits au chapitre précédent (sur la condition
initiale, dans la physique du modele, sur les forgages) sont, la encore, présents dans le
modele de prévision.

Grace a 'utilisation de ces deux modeles (modele “vrai” et modele de prévision) on a
simulé la présence d’erreur dans le modele de prévision. Celle ci a été calculée en intégrant
le modele de prévision a partir de I’état initial “vrai” et en faisant un rappel a la trajectoire
“vraie” a chaque pas de temps. L’erreur systématique étant la moyenne de l'erreur n; a
chaque pas de temps (cf figure 9.1).

FiGg. 9.1: caleul de Uerreur n; par intégration du modéle de prévision (trait pointillé) a
partir de la trajectoire “vraie”(trait continu)

La composante en température de la part systématique de I’erreur introduite dans le
modele est représentée sur les figures 9.2.

Comme on ’a vu a la fin du chapitre précédent, les informations sur les autres com-
posantes sont insuffisantes (observations ou matrice de covariances). Afin de limiter un
peu le nombre des figures on ne présentera donc généralement que les résultats sur la
température, plus représentatifs.

La combinaison des erreurs modele (dans la physique et dans les forcages) et I'utilisation
d’une condition initiale fausse impliquent d’importantes erreurs dans ’estimation des champs
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Coupe Zonale de I'erreur syst'ematique sur la temp’
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FiG. 9.2: Champ de surface et coupe a l'équateur de U'erreur systématique présente dans
le modeéle sur la composante de température du vecteur d’état

des quatre composantes du vecteur d’état. La figure 9.3 (a) représente cette erreur sur la
température a I'instant initial de la période d’intégration du modele, en coupe a I’équateur
(on ne fait pas encore d’assimilation). Celles-ci représentent uniquement 1’écart entre la
condition initiale utilisée pour simuler la réalité et celle utilisée pour notre expérience
d’assimilation. La figure 9.3 (b) décrit ces mémes erreurs apres 1 mois d’intégration du
modele. On s’apergoit que la zone de température trop chaude a 'ouest du bassin (entre
100 et 200 metres) a diminué en taille et en amplitude alors que la zone d’eau trop froide a
I’est a augmenté en intensité. Ce phénomene s’explique facilement : comme on 1’a montré
au chapitre précédent I’erreur sur la condition initiale s’atténue avec le temps, mais dans la
zone a l'est dans les 200 premiers metres, les erreurs modele induisent un biais (voir figure
9.2) qui amplifie 'erreur initiale.

Coupe Zonale de I'erreur sur la temperature a I'equateur Coupe Zonale de I'erreur sur la temperature a I'equateur
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(a) sur la condition initiale (b) a I'instant final

F1G. 9.3: coupe a l'équateur de Uerreur sur la condition initiale du modéle libre (a) et aprés
un mois d’intégration du modéle libre (b) sur la composante de température du vecteur d’état

Afin de tenter de corriger ces erreurs on va appliquer notre méthode de contréle de
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9.1. Configuration favorable 145

la part systématique de I’erreur modele et on la comparera au contréle de la condition
initiale dans deux configurations différentes. La premiere sera une configuration favorable
aux deux méthodes d’assimilation de données avec un nombre conséquent d’observations
(le probleme sera surdéterminé) alors que la deuxieme sera un cas quasi-réaliste simulant
un réseau d’observation identique a celui que nous utiliserons au chapitre suivant pour
assimiler des données réelles. Dans les deux cas on a fixé le nombre d’itérations a 60 (6
boucles externes de 10 itérations).

9.1 Configuration favorable

9.1.1 Description de ’expérience

A partir du modele de prévision décrit dans la section précédente, on effectue un mois
d’assimilation (janvier 1993) en introduisant le controle de I'erreur systématique en plus
de la condition initiale (expérience VT2). Dans un premier temps on utilisera comme
observation le champ total de température issu de I'intégration du modele “vrai” une fois
tous les trois jours. On comparera les résultats de VT2 a ceux d’une assimilation 4D-Var
classique (expérience VI2). L’opérateur B est le méme qu’a la fin duchapitre précédent et
I'opérateur Q en onserve les structures de corrélation mais les variances ont été recalculées.

9.1.2 Résultats

Dans cette configuration favorable pour toutes les méthodes d’assimilation de données (le
probleme est surdéterminé), 'introduction du contréole de I'erreur systématique améliore
sensiblement les résultats du 4D-var. Si on compare les champs de 'erreur systématique
estimée a celle réellement présente dans le modele on s’apercoit qu’en surface la structure
de l’erreur en température est bien respectée mais I'erreur est sous-évaluée (figure 9.4).

Erreur syst'ematique estimee sur la temperature de surface Erreur syst'ematique sur la temperature de surface
T T E T T

Latitude
Latitude
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W5E- W5E-

5 3055
L L L 3 = L L L
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Min=-1,53, Max=2.18, Int=0.20 Min=-1.06, Max=2.68, Int= 0.20

(a) Estimation 4D-SEC (b) Correction théorique

FiG. 9.4: Erreur systématique sur la température a la surface estimée par Uexpérience VT2
(a) et présente dans le modéle (b)
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146 9. Controle de Uerreur systématique : Expériences jumelles

De plus certaines petites structures sont mal ou ne sont pas représentées. Ceci est peut-
étre du au fait que I'hypothese linéaire tangente n’est pas respectée pour les plus petites
échelles.

La vue en coupe a l'équateur laisse apparaitre un tout autre probleme : une bande
refroidissement (en bleu) présente dans le terme de correction idéal théorique n’est pas du
tout représentée par le 4D-SEC(figure 9.5). Ce manque est certainement di a des échelles
de corrélation verticale trop importantes dans 'opérateur Q. Cependant des échelles plus
fines ne permettraient pas de transmettre suffisamment I'information dans d’autres zones.
[’approche employée ici pour construire les opérateurs de covariance peut difficilement
représenter de telles structures (fines strates), il conviendrait peut-étre d’adopter une ap-
proche plus en relation avec la physique du modele ou tout au moins a affiner encore plus
les structures de corrélation verticales suivant les localisations géographiques.

On peut de plus constater qu’'une bulle d’eau trop chaude apparait en sub-surface a
I’ouest du bassin. Il est possible que cette mauvaise estimation soit liée avec la tres mauvaise
estimation de ’erreur en salinité notamment sur cette zone. L’utilisation d’une matrice de
covariance d’erreur Q multivariée permettrait sans doute de corriger ce défaut.
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FiGa. 9.5: coupe a Uéquateur de Uerreur systématique sur la température estimée par
Pexpérience VT2 (a) et présente dans le modéle (b)

Les figures 9.6 représentent les désormais classiques évolutions de la norme de 'erreur
en fonction du temps pour la période d’assimilation et la periode de prévision associée, a
différentes profondeurs de 'océan et pour chaque composante du vecteur d’état.

Durant la période d’assimilation on a amélioré la qualité de la trajectoire estimée et
réduit le niveau d’erreur modele (la courbe d’erreur moins convexe) sur 'ensemble des
composantes du vecteur d’état (y compris les variables non observées, a I’exception peut
étre de la vitesse méridionale en surface). L’erreur systématique est, pour la température
et la vitesse de courant zonale, bien estimée par la méthode (I’erreur de prévision croit
moins vite que apres une assimilation 4D-var classique), ce qui est moins évident pour la
salinité et surtout la vitesse méridionale. Cependant, méme pour ces deux composantes,
le niveau d’erreur durant la période de prévision reste plus faible.

146



9.1. Configuration favorable 147

u Controle de CI + SE —— v Controle de Cl + SE —

norme rms de I'erreur
o
=Y
3
norme rms de 'erreur
o
3 °
8 o
& ?

2 .02
-30 jours 0 +30 jour: -30 jours o +30 jour
temps temps

Controle de Cl + SE ——= S Controle de Cl + SE ——,

o
N
-

norme rms de I'erreur
°
‘ o
norme rms de I'erreur

.02 0
-30 jours 0 +30 jour: -30 jours 0 +30 jour
temps temps

FIG. 9.6: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
en surface aprés assimilation (expérience VT2 et VI2)

9.1.3 Premieres conclusions

Les améliorations dues a I'introduction du contréle de ’erreur systématique dans 1’assimila-
tion 4D variationnelle sont significatives méme sur les composantes du vecteur d’état qui
ne sont pas observées. Cependant, cet apport n’est pas aussi évident que dans le cas
des expériences avec le modele Shallow-Water. Les causes de cette moins bonne efficacité
peuvent étre multiples :

e Le principal probleme provient sans doute, encore et toujours, du fait que les matrices
de covariance d’erreur ne sont pas multivariées. Méme si ce défaut handicape aussi
le 4D-Var classique on peut considérer que améliorer, par 1'utilisation d’une ma-
trice B multivariée, I’estimation de la bonne condition initiale permettra également
d’améliorer ’estimation de ’erreur systématique et 1'utilisation d’une matrice Q mul-
tivariée sera un apport supplémentaire.

e Plus spécifique au controle de I’erreur, le fait d’utiliser une formulation incrémentale : il
est tres possible que si ’hypothese linéaire tangente n’est pas suffisamment respectée,
le 4D-SEC tente de corriger 'erreur M (x + §x) — (M (x) + Mdx) en plus de I'erreur
modele proprement dite. De plus une partie de I'erreur introduite (sur les forcages)
n’est plus présente dans le modele tangent et n’est donc pris en compte que par la
réactualisation de la trajectoire de référence.
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e Le coit en calcul de la minimisation nous impose de n effectuer qu une soixantaine
d’itérations alors qu’on en faisait une centaine avec le Shallow-Water. On avait alors
a peu pres 40 000 valeurs a estimer (la taille du vecteur d’état multiplié par 2) et
on est porté dans le cas présent a un peu plus de 2 000 000. On est naturellement
amené a penser qu’augmenter le nombre d’itérations aurait un effet bénéfique sur
I’efficacité de la minimisation. Il est vrai qu’on a vu dans le chapitre précédent sur
I’expérience VI4 qu’augmenter le nombre d’itérations pouvait étre néfaste; cependant
ce probleme sera sans doute partiellement éliminé par 1'utilisation de matrices mul-
tivariées (décidément !). Cela ne suffira sans doute pas car, au fur et a mesure des
boucles externes, on s’intéresse a des échelles de plus en plus petites pour arriver a
des tailles caractéristiques qui ne sont plus résolues par un ou plusieurs des acteurs
de Iassimilation (modele, observations, B, hypothese linéaire tangente).

9.2 Comme en “vrai”

Jusqu’ici on a assimilé des observations simulées représentant la totalité de la température,
ceci est évidemment peu réaliste. Dans cette section on va se placer dans une configuration
tres proche de ce que 1"on pourrait avoir si on avait a assimiler des données réelles. Cette
approche permettra de cerner les éventuelles difficultées que I’on sera ammené a rencontrer
lors des applications réalistes.

9.2.1 Description de ’expérience

On se place dans le méme cas que dans la section précédente : les observations son générées
par I “expérience GO4 et le modele de prévision est le méme que dans 1 expérience VT2. La
période étudiée est toujours la méme (janvier 1993), cependant les observations simulées
ne sont plus composées du champ total de température, une fois tous les trois jours, mais
de ce qu’on aurait comme observations fournies par des bouées TAO sur la méme période
(uniquement les profils de température). Les matrices de covariances B, Q et R sont les
meémes que dans ’expérience précédente.

9.2.2 Résultats

On présentera les résultats du 4D-SEC sur cette configuration (expérience VT3) et on les
comparera avec ceux de I'expérience 4D-Var dans la méme configuration (expérience VI4
déja présentée au chapitre précédent).

Les résultats sur la température sont similaires pour les deux expériences. Si on compare
(a) et (b) de la figure 9.7, on s’apercoit que la condition initiale est légerement mieux
estimée par VT3 que par VI4 (cette derniere étant pourtant déja efficace en comparaison
de I’ébauche (c)).

Si on compare les ordres de grandeur des deux incréments (d) et (e) calculés par ces
méthodes et celui de I’erreur d’ébauche (on compare ici une erreur et un terme de correction,
ils sont donc de signes opposés) on voit que le 4D-Var surévalue la correction dans certaines
zones. Ceci est expliqué par le principe déja exposé : le 4D-Var tente de corriger les erreurs
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Coupe Zonale a I'equateur de I'erreur sur la temperature (VI4)

0 ] 0 RZ 7 ]
100 f— —f 100 f— —f
0 f— —f 0 f— —f
E 3 ER 3
] E i F E
§ | § E |
£ s — £ s -
400 f— —f 400 f— —f
so0k Bl so0k Bl
150E 160W 1w 160W 1w
Longitude Longitude
Min=-3.88, Max=3.84, Int=0.50 Min=-2.87, Max=4.15, Int= 0.50
;. s
(a) erreur résiduelle 4D-SEC (b) erreur résiduelle 4D-VAR
Coupe Zonale de I'erreur sur la temperature a I'equateur
0 ]
100 f— —f
7 200 f— —f
F E
i F 1
£ B
£ 3w = -
400 f— —f
E -
s00E | I | 3
150E 160W 1w
Longitude
Min=-3.55, Max=5.62, Int=0.50
P
(c) erreur d’ébauche
Increment sur la condition initiale (VT3) Increment sur la condition initiale (V14)
0 =S E OF N_ N\ E
100 E 100 u E
E a00f- 4 Eaf E
= “VF E = “VF E
3 E 3 3 E 3
3 F E 3 F E
e E | o E |
1 E 4 g F 3
2 E 3 £ E E|
S 300 — S 300~ % =
~ E | &~ E ]
100F- E 100F- E
500E . . . E 500E . . E

150E 160W

Longitude
Min=-5.38, Max=3.23, Int= 0.50

(d) incrément 4D-SEC

160W 110W

Longitude
Min= -5.28, Max= 5.16, Int= 0.50

(e) incrément 4D-Var

F1G. 9.7: coupe a léquateur de Uerreur résiduelle sur la condition initiale sur la composante
de température du vecteur d’état pour les expériences VT3 (a), VI4 (b) aprés application de
Uinerément calculé par ces deuxr méthode (d) et (e) en correction de lerreur d’ébauche(c)

modele (systématiques et aléatoires) en agissant sur la condition initiale et introduit donc

de I'erreur sur celle ci.

Ici on assiste également au phénomene inverse : Le 4D-SEC tente de corriger une partie
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Fia. 9.8: coupe a léquateur de Uerreur systématique sur la température estimée par
Uexpérience VT3 (a) et présente dans le modéle (b)

de lerreur sur la condition initiale en agissant sur le terme de correction d’erreur modele
(surestimation du terme de correction de I'erreur systématique a 1’ouest et bulle bleue a
lest du (a) de la figure 9.8). Si on effectue moins d’itérations de minimisation, 'erreur
systématique est mieux estimée, on ne retrouve toujours pas la fine couche bleue, mais
les ordres de grandeur et les emplacements sont meilleurs. Cependant on obtient alors un
moins bon résultat global. Un bon compromis semble étre ces 10 x 6 itérations.

Profitons du fait que 'on soit encore dans le cas d’expériences jumelles (c’est la derniere
fois) pour étudier 1’évolution de la norme de Ierreur sur les figures habituelles 9.9. On ne
présentera cette fois que la rms a la surface car elle est représentative de 1’ensemble du
bassin.

A premiere vue les résultats sont surprenants : L’introduction du controle de I'erreur
modele améliore les résultats du 4D-var de facon nettement plus importante que dans le
cas précédent pourtant plus favorable (sauf peut-étre sur u). A y regarder de plus pres
c’est surtout du au fait que le 4D-var fournit des résultats assez contrastés.

Comme on l'avait remarqué dans la breve introduction de 'expérience VI4 dans le
chapitre précédent, les résultats du 4D-Var sont plutot bons sur la température, mitigés
sur les vitesses de courant et catastrophiques sur la salinité. La figure 9.10 représente
I’évolution temporelle de la norme de l'erreur sur les différentes composantes du vecteur
d’état a différentes étapes de la minimisation. Chaque bande verticale représente cette
évolution apres chaque boucle externe de la minimisation, la premiere bande représentant
I’évolution de I’erreur si on ne fait pas d’assimilation. Dans le cas plus favorable du début de
chapitre (expériences VI2 et VT2), le niveau d “erreur diminuait au fil de la minimisation
sur |’ensemble des variables. Dans les expériences VT3 et VI4 cela reste vrai pour la
variable observée (température). I erreur sur les vitesses de courant continue a diminuer
légerement apres la premiere boucle externe de VT3 alors que les résultats se dégradaient
pour 1 expérience VI4. La différence entre les résultats des deux méthodes est encore plus
évident sur la salinité : méme si 1 assimilation VT3 dégrade aussi légerement la qualité
de 1’estimation de cette composante du vecteur d état, c’est sans commune mesure avec
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continu)

1"action (néfaste) de VI4.

[introduction du controle de 'erreur systématique a permis d’enrayer ces dégradations
au fil de la minimisation. Comme seule la température est observée et que la matrice B est
univariée, les champs en salinité ne sont pas pris directement en compte pour la minimisa-
tion. 11 est peut-étre plus efficace pour le 4D-Var, pour réduire ’écart aux observations, de
modifier fortement la salinité (ce qui induira des modifications sur les températures) que
de modifier légerement et directement la température. La présence d’erreur modele im-
plique aussi que tout ne peut pas étre corrigé par des ajustements sur la condition initiale,
le 4D-Var tente vraisemblablement de corriger une partie du biais induit par ces erreurs
sur la température en “prenant des libertés” sur la salinité. Le fait que Le 4D-SEC agisse
différemment sur le modele (un incrément a chaque pas de temps) atténue ces phénomenes.

Si on focalise notre attention sur les résultats obtenus par nos deux méthodes sur la
zone ou se trouvent nos bouées TAO (10° Nord-10° Sud, 150° Est-90° Ouest, sur les 500
premiers metres) on s’apercoit que la qualité de I'estimation de I'erreur est améliorée grace
a la bonne densité d’information fournie sur cette zone (figure 9.11). Ceci se traduit par
une prévision de plus grande qualité. Si on compare les résultats des deux expériences VT3
et VI4 sur les vitesses de courant avec celui issu de 1"ébauche (courbe bleue ou pointillés
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FIG. 9.10: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
en surface suivant plusieurs boucles de minimisation pour les expériences VIj (trait vert
pointillé) et VT3 (rouge continu)

épais), on s aper¢oit qu’a la fin de la minimisation le fait d appliquer une assimilation
4D-Var classique (VI4) a un effet plutot néfaste sur ces composantes alors que le controle
de 1"erreur modele permet d “améliorer les résultats. Cela s explique par le fait que les
erreurs modele introduites (le vent et le mélange vertical) influent directement sur ces deux
composantes. Il est donc difficile d’en corriger efficacement la trajectoire en ne controlant
que la condition initiale.

9.3 Conclusion des expériences jumelles

Ces expériences ont une nouvelle fois montré I'intérét de prendre en compte les erreurs
modele en assimilation variationnelle. Quelle que soit la configuration testée en expériences
jumelles, le 4D-SEC fournit de meilleurs résultats pour un cotit en temps de calcul équivalent.
De plus 1’introduction du contréle de | “erreur systématique dans une chaine d “assimilation
4D-Var déja existante ne requiert quasiment pas de développement supplémentaire. Cepen-
dant, contrairement a ce qui se passait dans le cas du Shallow-Water, les marges de pro-
gressions sont encore importantes. En effet, de nombreux développements peuvent encore
étre faits principalement sur les modeles adjoint et linéaire tangent et sur les matrices de
covariance d erreur. Ce dernier point permettra sans doute d améliorer grandement les
résultats sur les deux méthodes. Des opérateurs multivariés résoudraient sans doute une
grande partie des problemes mis en évidence sur la salinité et dans une moindre mesure
sur les vitesses de courant. De plus il serait peut-étre utile d “explorer d "autres voies pour
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FIG. 9.11: Evolution de la norme de Uerreur sur chacune des composantes du vecteur d’état
sur l'ensemble de la zone TAO pour les expériences VI (trait vert pointillé) et VT3 (rouge
continu) et sans assimilation (pointillé bleu)

la construction des opérateurs de covariance d “erreur : sur | “ensemble des incréments issus
de 1’assimilation (sur la condition initiale ou sur I erreur) représentés dans ce chapitre,
on voit aisément la structure en “bulle” de ces incréments engendrés par la construction
intrinseque de ces opérateurs. Il se peut que le choix de ces corrélations spatiales ne soit
pas judicieux au regard de celles des erreurs réellement présentes dans le modele et dans
1"ébauche.

En résumé on peux dire que d autres facteurs pesent plus que la présence d erreur
modele sur les performances du 4D-Var utilisé ici comme référence et qu “il conviendra de les
traiter si on veut que cela deviennent une chaine d “assimilation opérationnelle compétitive.
Cependant, en raison de son faible surcotit et de sa facilité de mise en place, il n’est pas
nécessaire d “attendre que le 4D-Var ait atteint son maximum de performance pour y intro-
duire le controle de | erreur systématique et d “appliquer cette méthode a une assimilation
de données réelles. C’est ce que 1'on se propose de faire dans le chapitre suivant.
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Chapitre 10

Controle de Perreur systématique :
Expériences réalistes

Cet ultime chapitre traite des expériences d’assimilation de données variationnelles avec
controle de 'erreur systématique en assimilant des données réelles. Le but de ce chapitre
n’est pas d’étudier de facon exhaustive la qualité des résultats physiques, ce qui sort du
cadre de cette these, et devra étre confié aux océanographes. Seuls quelques résultats précis
sont révélés ici et comparés avec ceux du 4D-Var incrémental classique afin de mettre en
évidence les améliorations apportées et les défauts a regler.

10.1 Configuration

La configuration utilisée pour cette expérience est presque identique a celle présentée au
chapitre précédent, a savoir le modele OPA restreint au domaine pacifique tropical. Les
forcages sont fournis par les moyennes hebdomadaires des vents mesurés par le satellite
ERS, ainsi que les flux ECMWF et le rappel a la température de surface se fait grace a
la climatologie hebdomadaire de Reynolds. I.’assimilation de données est appliquée sur
une période de 6 ans (début 1993- fin 1998). I’hypothese linéaire tangente n’étant valide
que sur approximativement un mois, on a effectué ces 6 ans d’assimilation par cycles de
1 mois avec, la encore, 6 boucles externes de 10 boucles internes chacune. Les données
assimilées sont cette fois réelles et issues des mouillages TAO (profils de température seule-
ment) auxquelles viennent s’ajouter les profils de sondes XBT (température également).

[’opérateur B et la matrice R sont construits de la méme facon que pour les précédentes
expériences d’assimilation. Comme c’est le cas pour toutes les expériences sur OPA
présentées dans cette these on utilise des variantes incrémentales du 4D-Var et du 4D-SEC.
[opérateur de covariance d’erreur modele Q est ici pris égal a B. Ce choix est purement
arbitraire car rien ne dit que les covariances de I'erreur modele soient les mémes que celles
d’ébauche. Cependant ce choix permet de s’assurer d’obtenir un bon conditionnement
pour la minimisation et de réaliser des économies sur le calcul de Q; de plus, 'opérateur
B ne représentant pas exactement les covariances d’erreur d’ébauche, mais étant une ap-
proximation basée sur I’hypothese que les erreurs d’ébauche sont plus importantes dans les
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156 10. Controle de Uerreur systématique : Frpériences réalistes

régions de forte variabilité, il ne semble pas absurde de penser qu’il en va de méme pour
les erreurs modele. Une étude plus poussée sur les différences entre ces deux opérateurs
serait a mener en considérant les connaissances physiques que 'on peut avoir sur ces deux
types d’erreur.

Un autre aspect de ces opérateurs de covariance d’erreur qui n’a pas été traité ici est le
fait que, dans un 4D-Var classique, si le modele n’est pas exact, le plus efficace n’est pas
de retrouver exactement la vraie condition initiale, mais une condition initiale légerement
erronée afin de corriger une partie des erreurs modele. Ceci fait que 'opérateur B du 4D-
Var ne devra pas représenter les covariances d’erreur d’ébauche exactement mais prendre
en compte ce fait. Si on contréle également un terme de correction d’erreur, il ne sera plus
nécessaire de prendre en compte les erreurs modele dans 'opérateur B. On devra donc
distinguer les opérateurs B du 4D-Var et du 4D-SEC.

10.2 Résultats

Les résultats du 4D-Var présentés dans cette section sont issus des simulations effectuées
par WEAVER et al [128] elles serviront de base de comparaison avec la méthode de controle
de la part systématique de ’erreur modele.

Globalement, les résultats de ces simulations 4D-Var sont relativement satisfaisants,
notamment en ce qui concerne les champs de température et de courants de surface. Ces
deux caractéristiques justifient a elles-seules le fait de faire de la modélisation océanique
de part leur importance dans la prévision climatique et notamment des phénomenes El
nino. Cependant tous les aspects des résultats du 4D-Var ne sont pas satisfaisants. C’est
sur ces faiblesses que nous allons insister dans cette section afin de mettre en évidence les
améliorations qui pourront étre apportées par le controle de ’erreur systématique.

10.2.1 TUne qualité conservée

On compare donc ces résultats avec ceux issus de l'assimilation 4D-SEC dans la méme
configuration. Avant d’entrer plus dans les détails, on peut remarquer que, d’une facon
générale, lorsque le 4D-Var est efficace, le 4D-SEC conserve la bonne qualité des résultats.
Sans entrer trop dans les détails, on peut en citer deux exemples :

o [altimétrie :
On dispose de nombreuses informations sur le niveau de l'océan grace aux mesures
altimétriques fournies par les satellites. Ces données ne sont pas directement compa-
rables aux sorties du modele car on a opté pour une configuration “a toit rigide” qui

implique que le niveau de la mer ne varie pas. Cependant on peut calculer la hauteur
dynamique de 'océan au moyen des valeur de T et s.

On peut aussi considérer ’altimétrie dans une zone ou le 4D-Var est performant. A
cet endroit les résultats sont d’une qualité similaire pour le 4D-Var et le 4D-SEC et
méme légerement meilleur pour ce dernier, mais la différence n’est pas significative.

156



10.2. Résultats 157

Les deux méthodes améliorent grandement les résultats du modele libre (I'intégration
du modele libre de toute assimilation) (figure 10.1).

Evolution Temporelle du niveau de la mer
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Fi1G. 10.1: Comparaison aux données altimétriques TOPEX/POSFEIDON (trait noir épais)
des hauteurs d’eau issues du JD-Var (trait rouge continu), du JD-SEC (vert mixte) et du
modeéle libre (orange pointillé)

o [.a thermocline

La thermocline principale est une couche d’eau caractérisée par une diminution rapide
de la température en fonction de la profondeur, elle se situe en deca de la couche
de mélange, qui représente en général les 40 premiers metres dans la zone qui nous
intéresse, et se prolonge jusqu’a ce que 'eau atteigne a peu pres 12°C (représentée sur
les deux premiers dessins de la figure 10.2 par les bandes resserrées entre 24 et 12°C).
Un phénomene bien connu des océanographes est le resserrement de cette thermocline
dans 1'océan pacifique tropical notamment au niveau de la latitude 10°Nord. Le
modele libre représente assez mal cette caractéristique ( (c) de la figure 10.2 et/ou
VIALARD et al, 2001 [122]); les assimilations 4D-Var (a) et 4D-SEC (b) permettent
de corriger efficacement cette imperfection et de redresser la thermocline. Une bonne
représentation de cette thermocline est importante car sa pente et son resserrement
vont induire les gradients de pression responsables des courants équatoriaux.

On s’apercoit notamment que, dans le modele libre, le resserrement entre 5°Nord et
10°Nord est tres mal représenté, on peut donc s’attendre a ce que le contre courant
nord-équatorial soit mal représenté.
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F1G. 10.2: Coupe a l’équateur de la moyenne du champ de température pour le JD-Var (a)
et le JD-SEC (b)

10.2.2 Comparaison aux données indépendantes

e [.a hauteur du niveau de la mer
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On a vu que sur certaines zones, I’assimilation 4D-Var permettait d’améliorer grande-
ment les résultats sur la hauteur d’eau, ceci n’est malheureusement pas vrai sur tout
le domaine. Sur les zones situées au loin de I’équateur le bilan est plus contrasté. Sion
prend pour exemple une petite zone du nord du domaine (figure 10.3) "assimilation
4D-Var dégrade les résultats du modele libre pourtant déja de pietre qualité.

[’introduction du controle de I'erreur systématique a permis d’améliorer ces résultats
dans une proportion non négligeable (la rms est passée de 4 a 3) mais cela nécessite
d’étre encore amélioré.

Evolution Temporelle du niveau de la mer
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F1G. 10.3: Comparaison aux données altimétriques TOPEX/POSFEIDON (trait noir €pais)
des hauteurs d’eau issues du JD-Var (trait rouge continu), du JD-SEC (vert mixte) et du
modeéle libre (orange pointillé)

e Les courants en profondeur

Une autre information disponible et non utilisée pour l'assimilation provient des
courantometres embarqués sur les bouées TAQO, elle peut donc étre utilisée pour
valider les résultats des expériences d’assimilation (figure 10.4). La encore les résultats
issus de 'assimilation 4D-Var ne sont pas pleinement satisfaisants : sans étre catas-
trophiques, ils sont de moins bonne qualité que le modele libre. Ceci est vraisem-
blablement du aux échelles de corrélations verticales choisies dans I'opérateur B qui
induisent un trop fort mélange vertical (VIALARD communication personnelle).

Ne plus contréoler uniquement la condition initiale mais aussi un terme de correction
d’erreur modele permet de corriger ce défaut bien que celui ci ne soit pas imputable
aux erreurs modele.
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FiG. 10.4: Comparaison des courants du 4D-var (trait plein), du run libre (pointillés) et
du JD-SEC (trait mizte) avec les courants TAO (trait gras)

10.2.3 Un biais réduit

Afin de justifier I'application de la méthode de controle de 'erreur systématique a la con-
figuration pacifique tropicale du modele OPA, il convient de se poser la question de la
présence de l'erreur systématique ou non dans le modele sur cette configuration.

e Les profils de température

Outre les rumeurs persistantes sur cette présence et la forte incertitude sur les
forcages qui devrait théoriquement induire une erreur systématique, on peut sim-
plement regarder la moyenne des incréments. En théorie, si le modele est exempt
d’erreur systématique, cette moyenne doit étre nulle (si on enleve le premier mois
d’assimilation car I’ébauche de celui ci peut contenir un biais en fonction de la
méthode utilisée pour la générer). Sur les zones nino 3 et nino 4 (figure 10.5) par
exemple, on s’apercoit que ’assimilation 4D-Var a tendance en moyenne a réchauffer
les 100 premiers metres et a refroidir les 100 suivants, ce qui est symptomatique
d’un modele qui est trop froid sur les 100 premiers metres et trop chaud sur les 100
suivants.

[’introduction du contréle de I’erreur systématique n’a pas permis d’éliminer comple-
tement ce phénomene mais I’a considérablement réduit ( (b) et (d) de la figure 10.5)
cela a également permis, tout en conservant quasiment le méme profil de température
( (a) et (¢) ), de réduire sensiblement les écart types de ces incréments.

Grosso modo la moyenne des incréments représente la part systématique de 'erreur
et I’écart type sa part aléatoire. On s’apercoit que méme si elle n’est pas négligeable,
la part systématique de l'erreur est moins importante que la part aléatoire. FEn
théorie, ceci limite I'efficacité du contréle de ’erreur systématique mais en pratique,
les périodes d’assimilation étant assez courtes, notre terme de correction de I’erreur
systématique parvient a corriger aussi une partie de I'erreur aléatoire.
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161

F1G. 10.5: Profils de température pour les expériences 4D-Var (trait vert) et 4D-SEC (trait
rouge) et moyenne (trait continu) et écart type (pointillé) des incréments en température
sur les zone nino 3 (en bas) et nino 4 (en haut) pour toute la période d’assimilation 1993
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e Les incréments en température

Si on s’intéresse directement aux champs de ces incréments (figures 10.6 et 10.7) on
s’apercoit qu’on a considerablement réduit 'amplitude des incréments de condition
initiale, ce qui peut aussi indiquer que 'on a réduit les effets de 'erreur modele
systématique. Si la moyenne des incréments de condition initiale du 4D-SEC sont
petits par rapport a ceux du 4D-Var classique, ils en conservent globalement la struc-
ture générale. Le reste de la correction est apporté par le terme de controle de ’erreur
systématique chaque pas de temps.
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FiG. 10.6: Différentes coupes de la moyenne des incréments sur T pour le 4D-Var

162



10.2. Résultats 163

EQ

Coupe a 'equateur de la moyenne des increments en temperature

S aae. -

=

300 Y \ /~/

150E 160W 110W
Longitude
Min= -0.46, Max= 0.21, Int= 0.10

N
o
o

N
a1
o

Profondeur (m)
o
<
\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

110W 140W

Coupe de la moyenne des increments en temperature Coupe de la moyenne des increments en tempexature
of ] 0 \\
ol 1 = %0 < .
L ] L \ ]
— 100 4 — 100~ i
E L ] E L ]
5 L ] 5 L 1
5 150~ = g 150F =
S n ] S n ]
EF 1 N ]
= 200 - = 200 Qq’ -
250 - 250 -
300C | 300C 1
208 20N 208 108 0N 20N
Latitude
Min= -0.36, Max= 0.35, Int=0.10 Min=-0.36, Mase 0,3&;, Int=0.10
Coupe de la moyenne des increments en temperature Coupe de la moyenne des increments en temperature
0 T T T 0
F D ] F N
£ W { L)) <A F>
501~ . 0 0, 0p 4 50F -
~ 100~ =4 - 10f 1
E | E
é _F | ;:: C ]
2 150/ 3 T B [=) E
£ F ] £ S ]
e r EI-R- 5
& 200~ 3 = 20 e E
250F- 7 E 20 ﬂ m 4
300C 1 300C . 1
208 20N 205 108 20N
Latitude
Min=-0.28, Max=0.28, Int=0.10 Min=-0.26, Ma 053 “Int=010

FiG. 10.7: Différentes coupes de la moyenne des incréments sur T pour le 4D-SEC
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10.2.4 Une assimilation “en douceur”

e Des chocs a chaque début de cycle

Le fait d’avoir des incréments de condition initiale plus importants se traduit par
de brusques variations des champs corrigés. Ces sauts (figure 10.8) ne sont pas sans
conséquences sur le comportement du systeme (voir paragraphe suivant). De plus ils
ne correspondent en rien a d’éventuels phénomenes physiques.

Evolution Temporelle de la temperature de surface
I e

30—

28—

degres

26—

24—

| | I | |
Jan Feb Mar
94

FiG. 10.8: Séries temporelles de la moyenne de la température de surface pour le modele
libre (trait pointillé orange), le 4D-Var (trait vert continu) et le 4D-SEC (rouge mixte) sur
trois cycles d’assimilation de 30 jours

L’approche différente employée par le 4D-SEC réduit les incréments de condition
initiale et répartit les corrections tout au long de la fenétre d’assimilation. Sans les
faire disparaitre, cette approche permet de réduir de facon importante les chocs a
chaque début de fenétre d’assimilation.

o Les ondes de gravité

Comme on vient de le montrer, & chaque assimilation (une fois par mois, donc) le
modele subit un choc induit par I'ajout de I'incrément sur la condition initiale, ce qui
crée des ondes de gravité mises en évidence sur la figure 10.9. On remarque aisément
sur cette figure le choc en question un petit peu avant le début de chaque mois et les
ondes de gravité qui en découlent et s’amenuisent au long de la fenétre d’assimilation.
Comme on ’a mis en évidence dans le chapitre 3 ceci provient du fait que I'incrément
n’est pas équilibré d’un point de vue physique. Un opérateur B multivarié devrait
pouvoir la aussi résoudre en partie ce probleme. Cela ne sera sans doute pas suffisant,
I'utilisation d’un filtre digital pourra étre également nécessaire.

Une fois encore, bien que ce probleme ne soit pas lié directement aux erreurs modele,
I'introduction du contréle de 'erreur systématique a permis de les réduire de facon
importante (figure 10.9) par sa fagon plus réguliere d’apporter de I'information (une
correction a chaque pas de temps). Elles restent cependant plus importantes que
dans le cas du modele libre.
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Fia. 10.9: Fzemples de tracés profondeur/temps de vitesses de courant verticales pour le
4D-Var (en haut) et le JD-SEC (en bas) sur trois cycles d’assimilation de 30 jours
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10.2.5 La salinité

La salinité, c’est le sujet qui fache le 4D-Var (ou plutot ce 4D-Var). Comme c’était le cas
pour les expériences jumelles de la section précédente, on assiste a une dérive de la salinité
tout au long de I’assimilation. Si ce phénomene était facile a mettre en évidence dans le
cas des expériences jumelles, dans les applications réalistes la manoeuvre est plus délicate
en raison de l'extréme pauvreté en observation de la salinité. On en est donc réduit a
croire les océanographes sur parole (ils se basent tout de méme sur des constatations sur le
terrain). Le modele libre donne de bons résultats que le 4D-Var dégrade lors de la minimi-
sation. Sur la figure 10.10, la moyenne des champs de salinité tout au long de 'expérience
montre une surestimation globale de celle-ci de 1'ordre de 0,3 p.s.u. Comme c’était le cas
lors des expériences jumelles, on peut estimer que cela provient du fait qu’il est plus facile
au 4D-Var de corriger I’évolution de la température, en agissant de facon importante sur
la salinité, que par le seul incrément de condition initiale en température.

Le 4D-SEC ne reproduit pas ce type de dérive. Si on regarde les incréments de condi-
tion initiale et les termes de correction d’erreur en salinité de cette méthode (on ne les a
pas représentés), on s’appercoit qu’ils sont quasiment inexistants. Le terme de correction
d’erreur permet de corriger la température sans avoir a modifier la salinité de facon impor-
tante et peu cohérente avec la physique. Le manque d’information sur la salinité fait que
celle ci n’est quasiment pas modifiée.
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F1G. 10.10: Coupe a 'équateur de la moyenne du champ de salinité pour le 4D-Var (a), le
4D-SEC (b) et le modéle libre (c)
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10.3 Pas toujours plus efficace

o Les courants de surface

On dispose de trop peu de mesures des vitesses de courants pour nous permettre
de valider les résultats des diverses assimilations, cependant Reverdin et al [100] ont
proposé une climatologie annuelle de ces courants, c’est a dire une moyenne annuelle
des courants calculée grace aux observations de nombreuses années ( (a) de la figure
10.11). On y apergoit le contre courant nord-équatorial (la langue jaune) et le courant
sud-équatorial (les deux langues bleues). Si les résultats des assimilations 4D-Var (b)
et 4D-SEC (c¢), et du modele libre (d) n’ont pas de raison d’étre rigoureusement iden-
tiques a cette climatologie, les moyennes sur les six années de I'expérience devraient
s’en rapprocher fortement.

A la lecture de la figure 10.11, on constate que sans assimilation le modele fournit
déja d’excellents résultats pour le courant sud-équatorial mais que le contre-courant
nord-équatorial est fortement sous évalué (0,10 m/s au lieu de 0,20 m/s). Cette
mauvaise estimation est a imputer a la thermocline qui est trop diffuse comme cela
a été mis en évidence un peu plus haut.

Le 4D-Var a permis de retrouver un contre courant nord-équatorial convenable sans
dégrader les bons résultats sur le courant sud-équatorial méme si les deux phases de
ce courant ne sont pas bien séparées.

Sijusqu’a présent on a principalement présenté des résultats montrant que le 4D-SEC
était d’une efficacité égale ou supérieure au 4D-Var. 1l réside néanmoins quelques
aspects moins bien traités notamment en surface. Si on reprend la comparaison
a la climatologie de Reverdin, on s’apercoit que si I'introduction du controle de
I’erreur systématique permet de mieux séparer le courant équatorial et le courant sud-
équatorial, ceux ci sont fortement sous-évalués. Le contre courant nord-équatorial est,
quant ‘a lui, bien représenté.
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10.4 Conclusion des expériences réalistes

Ces premieres expériences avec des données réelles ne permettront pas de définitivement af-
firmer qu’il faut inclure le contréole de 'erreur systématique dans les chaines d’assimilation
4D-Var opérationnelles. En effet, les résultats exposés dans ce chapitre sont “pollués” par
de nombreux autres problemes que la présence d’erreur modele. Avant de pouvoir vrai-
ment mettre en évidence les apports du 4D-SEC par rapport au 4D-Var il faudra affiner
ce dernier notamment en ce qui concerne la matrice B de covariance d’erreur d’ébauche
(que ce soit sur les variances, les échelles de corrélation et peut-étre méme sur I’approche
utilisée pour la construire).

Cependant, outre les résultats des expériences jumelles qui ont démontré les intéréts
d’une telle approche, on a pu voir dans ce chapitre quelques résultats intéressants. A part
quelques problemes en surface, les bons résultats du 4D-Var ont été, en regle générale,
conservés et les points faibles du 4D-Var ont été améliorés notamment sur les courants en
profondeur et la salinité.

Un des autres principaux intéréts du 4D-SEC est d’atténuer les chocs induits par ’ajout
des incréments de condition initiale. Ceci a pour effet immédiat de réduire les ondes de
gravité induites. Ce phénomene, qui est la conséquence directe de la répartition de la cor-
rection sur ’ensemble de la fenétre, n’est pas vraiment en rapport avec les erreur modeles et
répond plutdt a “Iassimilation 4D-Var en continue” proposée par DERBER [40]. D’autres
expériences ont été menées en appliquant exactement les propositions de DERBER (c’est
a dire en ne controlant plus la condition initiale, mais seulement un terme de correction
a chaque pas de temps). Celles ci nont pas données de tres bons résultats notamment
en raison d’une difficulté chronique a converger, et cela, méme en partant d’une condition
initiale analysée par un 4D-Var préalable. Si cette piste a été abandonnée dans cette these,
elle mérite sans doute une étude plus approfondie.

Afin de rendre plus efficace le 4D-SEC, et en raison du relativement petit nombre
d’observation, il sera sans doute pertinent, a l'instar de ce que 'on avait fait pour le
modele Shallow-Water dans la variante “grande échelles”, d’introduire une forme a priori
de l'erreur systématique recherchée. Le choix de cette structure nécessitera une étude plus
poussée par des vrais océanographes.

10.5 Assimiler des données altimétriques

La présence de biais dans les modeles a de nombreuses fois été mise en évidence (over-
shooting du gulf stream, pincement de la thermocline dans le pacifique tropical, ...) et les
sources en sont nombreuses (les forcages, une mauvaise paramétrisation, etc ...). En ce qui
concerne les observations, et plus précisément celles qui nous intéressent ici, les mesures
altimétriques, si I'on considere que 'orbite du satellite, sa dérive, la calibration de ses
instruments, etc... sont bien connues (de nombreux travaux sont effectués dans ce sens,
voir par exemple ceux cités dans [6]), la difficulté principale réside dans la connaissance
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10.5. Assimiler des données altimétriques 171

approximative qu’on a du géoide', bien que de nombreux efforts sont faits dans cette direc-
tion notamment avec les missions CHAMP puis bientot GRACE (2001) et GOCE (2005);
difficulté a laquelle peuvent se rajouter les problemes diis a I'interpolation sur les points
de grille. En effet, la donnée océanographique intéressante est la variation par rapport a
I’état idéalisé de 'océan au repos que représente le géoide. En pratique, c’est la variabilité
par rapport a la surface moyenne océanique observée qui est utilisée comme observation
et elle est comparée a la variabilité du modele par rapport a la surface moyenne “simulée”
(issue du modele). La différence entre ces deux surfaces moyennes océaniques représente
de facon évidente un biais dans les observations. Une meilleure estimation de la surface
moyenne océanique est donc un enjeu pour la bonne utilisation des données altimétriques

[67] [87].

Une variante de la méthode 4D-SEC pourra étre appliquée dans le but de corriger le
biais contenu dans les observations. [’altimétrie satellitale est potentiellement capable de
déterminer la dénivellation de la surface de la mer par rapport au géoide avec une précision
suffisante pour fournir une estimation des courants géostrophiques absolus a la surface de
I'océan. Malgré un effort certain pour améliorer notre connaissance du géoide, il reste
imprécis, en particulier 'erreur du géoide s’accroit fortement avec la résolution. Cette
erreur peut raisonnablement étre considérée comme étant un biais sur les observation et
les échelles temporelles de 1’évolution de cette erreur étant extrémement importantes com-
parées a celles qui nous intéressent, ce biais pourra étre considéré comme étant constant, ne
nécessitant donc pas de “modele de biais”. La principale difficulté résidera sans doute dans
I’équilibre adéquat a trouver dans la fonction cout entre les termes concernant le modele
(ébauche et éventuellement erreur systématique) et ceux concernant les observations.

Carton et al. [22] ont démontré que dans le pacifique tropical I’assimilation de données
altimétriques a un plus grand impact sur le niveau de la mer et la variabilité des courants
que 'assimilation des données issues de bouées dérivantes et des réseaux de bouées fixes
(TAO). Les données utilisées pourront étre les données altimétriques fournies par le satellite
TOPEX/POSEIDON combinées avec le réseau d’observations in-situ TAQ, ces dernieres
apportant une information non biaisée au systeme. Ceci permettra, si on assimile les
données altimétriques référencées a la surface moyenne modele en méme temps que les
données in-situ, de caractériser 'erreur systématique “pure” du modele. D’autre part si
on réalise la méme expérience mais en utilisant les données altimétriques référencées par
rapport au géoide cette fois, on obtiendra de 'information sur la vraie surface moyenne en
plus de I’erreur modele.

'surface d’equipotentiel de Pocéan, c’est & dire surface de I'océan si celui ci était au repos (pas de
circulation océanique)
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Conclusions et perspectives

Conclusions...

Que retenir de ces trois années de travail...

[utilisation de modeles simples comme I’équation de Burger et le Shallow-Water a per-
mis de bien mettre en évidence les comportements du 4D-Var en présence d’erreur modele.
Leur facilité d’utilisation a également permis d’introduire les méthodes de controle de
I’erreur modele et de préparer le terrain pour les applications a des problemes plus réalistes
de la derniere partie.

Grace a cette approche a donc pu étre mis en place la méthode 4D-Var avec controle
de la part systématique de I'erreur modele (le 4D-SEC). Sur ces petites configurations
le 4D-SEC a démontré sa supériorité sur le 4D-Var et ce, sur ’ensemble des aspects de
I'assimilation. Le niveau d’erreur a été réduit sur I’ensemble des variables, y compris
sur celles qui ne sont pas observées, et lorsque le nombre d’observations est suffisant le
terme de correction d’erreur estimé est suffisamment pertinent pour permettre de corriger
également le modele durant la période de prévision. Si les observations ne sont pas suff-
isamment nombreuses, on a montré que I’on pouvait a nouveau obtenir ce type de résultat,
en restreignant la recherche a certaines structures de I’erreur connues a priori. Le passage
a une configuration réaliste a montré que si tout n’était plus aussi évident, les premiers
résultats étaient encourageants. En regle générale le 4D-SEC a amélioré ou conservé les
résultats du 4D-Var, seuls quelques point noirs restant a améliorer.

Une autre méthode a été testées dans cette these : le Nudging Optimal. Elle n’a été
appliquée qu’aux modeles jouets (équation de Burger et modele Shallow-Water) et a fait
montre, sur ces configurations, d’une efficacité accrue comparée au 4D-Var. Il n’a pas été
montré de résultat du Nudging Optimal sur les configurations réalistes, cela veut-il dire que
cette méthode est a jeter aux oubliettes 7 La réponse est évidemment non, seulement il a
fallut faire des choix dans cette these, et pour des raisons de temps et surtout de ressources
en calcul le nombre d’expérience de Nudging Optimal appliquée a la fenétre pacifique trop-
icale du modele OPA était insuffisant pour pouvoir en tirer quelques conclusions. Cette
méthode étant plus délicate a calibrer que le 4D-SEC, on a préféré développer plus avant
ce dernier.

De I’ensemble des expériences d’assimilation que 1'on a effectuées il ressort 'extreme
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importance du calibrage de la fonction coiit, que ce soit pour un aspect conditionnement de
la minimisation ou un aspect cohérence physique de la correction (de condition initiale ou
d’erreur modele). La définition des variances et des corrélations revét donc une importance
capitale pour 'efficacité des méthodes d’assimilation de données.

On ne peux décemment clore ces conclusions sans dire un mot du coupleur d’assimilation
PALM. La part consacrée a ce logiciel dans ce rapport est assez réduite alors qu’il a ac-
compagné toutes les expérimentations qui ont été effectuées tout au long de la these. Sa
modularité, I'aide qu’il apporte a la parallélisation et sa simplicité d’utilisation ont fourni,
malgré des débuts difficiles, un gain de temps certain dans la construction et la manipula-
tions des méthodes présentées ici. Avec I'aide de PALM et une fois la premiere méthode (le
4D-Var) palmisée, il a été facile de créer une tribu d’autres algorithmes appliqués & OPA
(4D-SEC, 4D-ON) ou au modele Shallow-Water (3D-Var, 3D-FGAT, 3D-PSAS, 4D-Var
incrémentale, 4D-SEC, 4D-ON).

... et perspectives

Ce qu’on peut surtout retenir c’est qu’il reste encore beaucoup de travail, et ce dans beau-
coup de directions possibles. Sans prétendre étre exhaustif on peut discerner quelques
directions principales.

Pour améliorer les performances du 4D-SEC et le rendre opérationnel sur des appli-
cations réalistes, il conviendra de définir plus précisément la structure a priori du terme
de correction recherché a l'instar de ce qui a été présenté sur le modele Shallow-Water.
Cette étude devra étre effectuée par de vrais océanographes, ayant une connaissance plus
approfondie des phénomenes responsables de ces erreurs.

Une expérience qui n’a pas été exposée ici a montré que pour des fenétres d’assimilation
plus longues la minimisation du 4D-Var incrémental ne parvient pas a converger car I’hypo-
these linéaire tangente n’est plus respectée. ’approche 4D-SEC, grace a ces incréments plus
petits, permet d’augmenter la taille des fenétres d’assimilation. Sans chercher a établir un
record, il a été possible d’effectuer des assimilation de données sur des cycles d’assimilation
de 3 mois (contre 1 mois pour le 4D-Var) sans probleme notable pour la minimisation. Afin
de pouvoir faire les comparaisons avec le 4D-Var sans trop de différences algorithmiques
ces expériences longues n’ont pas été exploitées. 1l serait intéressant d’explorer plus avant
cette piste notamment dans un cadre non-incrémental et d’en approfondir les justifications
théoriques.

La combinaison de données in situ avec des données altimétriques pourra également
étre une direction de recherche décisive.

Parallelement a ces développements du 4D-SEC, il sera certainement intéressant d’ap-
pliquer la méthode de Nudging Optimal a une configuration réaliste et avec des données
réelles. Le réseau TAO ne sera peut-étre pas suffisamment fourni pour cette méthode, il
sera sans doute nécessaire d’assimiler également des données satellites.

174



Conclusions et perspectives 175

D’une maniere plus générale la chaine d’assimilation 4D-Var sur OPA fenétre paci-
fique tropical dont on a présenté les résultats dans la derniere partie est loin d’avoir at-
teint sa version définitive, sa marge de progression reste donc encore importante. Un
important travail doit notamment étre fait concernant la matrice de covariance d’erreur
d’ébauche B (opérateur d’équilibre, structures de corrélation plus “physiques”, explorer
d’autres méthodes de construction, ...), ainsi que 'utilisation de filtres digitaux.

Pour clore les aspects pratiques de ces perspectives, il faudra évidemment étendre ces
expériences a d’autres régions de 'océan. [.’océan pacifique tropical a un comportement
assez linéaire, ce qui n’est pas forcément toujours le cas; qu’en sera-t-il alors du comporte-
ment de nos méthodes ?

D’un point de vue plus théorique de nombreuses directions peuvent encore étre ex-
plorées. Comme on ’a évoqué a plusieurs reprises dans ce rapport, il serait nécessaire de
réfléchir un peu a 'adéquation modele/réseau d’observation. Ce sujet n’a, sauf erreur, pas,
ou tres peu, intéressé les spécialistes. Pourtant une course a la résolution pour les modeles
et au nombre d’observation, de facon indépendante 1'une de 'autre, n’a pas énormément
de sens. On comprend bien que pour des raisons pratiques on ne va pas maintenir toute
une série de modeles a des résolution différentes pour s’accordé au réseau d’observation,
mais cet aspect mérite tout de méme d’étre développé.

Tout au long de cette these on s’est appliqué a corriger les erreurs modeles “en général”.
En raison de la nature multiple de ces erreurs (erreur numériques, de discrétisation, physique
manquante, forcages imprécis, etc.), pour étre efficace, les méthodes devraient prendre en
compte les différents types d’erreur de facon séparées et appropriées.

On a évoqué un peu plus haut, le travail qu’il restait a faire concernant 'opérateur de
covariance d’erreur d’ébauche B. Une des voies pour y parvenir pourrait étre de mettre
en places des méthodes hybrides SEEK/4D-Var comme le suggerent VERSEE et al [119].
Le SEEK servirait alors a construire les matrices de covariance utilisées ensuite dans les
fonctions objectives du 4D-Var ou de ses variantes “modele imparfait”.
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Annexe A

Résultats sur le 3D-Var et le 4D-Var
incrémental.

Dans cette annexe sont regroupés des résultats de différentes méthodes d’assimilation de
données : un 4D-Var, un 4D-Var incrémental et un 3D-Var. Ces différentes démarches sont
appliquées a la méme configuration du modele Shallow-Water dans le cadre d’expériences
jumelles avec des données simulées sous la forme de traces satellites. Les objectifs de
cette annexe sont d’une part d’illustrer les différences de comportement entre une méthode
séquentielle (le 3D-Var) et des méthodes globales comme le 4D-Var et ses variantes et
d’autre part de mettre en évidence les caractéristiques de fonctionnement du 4D-Var
incrémental tout au long de la minimisation évoquées dans les expériences sur OPA. Ces
graphiques sont issus des expériences effectuées par Valérie AUFFRAY que j’ai eu le plaisir
de co-encadrer lors de son stage de 4™ année & 'TNSA Toulouse (AUFFRAY, 2000 [3]).

Les courbes des figures A.1, A.3, A.2 représentent I’évolution temporelle de la norme
de l'erreur globale (en haut a gauche), sur la hauteur d’eau (en haut a droite), sur la
composante zonale de la vitesse (en bas a gauche) et sur sa composante méridionale
(en bas a droite). Sur chacune de ces figures la courbe rouge représente la prévision
du modele et la courbe verte I'analyse résultante de I’assimilation de données. Pour le 4D-
Var incrémental les deux courbes bleues représentent 1’évolution de I'erreur apres les deux
premieres itérations de la boucle externe (les réactualisation de la trajectoire de référence).
[.’échelle des ordonnées reste la méme sur les trois figures alors que 1’échelle des abscisses
differe quelque peu. Pour I'expérience 4D-Var trois cycles d'un mois d’assimilation /prévision
sont tracés (1 mois = 1440 pas de temps); pour la variante incrémentale, seul 1 mois
d’assimilation a été effectué ainsi que la prévision correspondante (1 mois d’assimilation +
1 mois de prévision), et pour I'expérience 3D-Var les résultats de 10 cycles d’assimilation
de trois jours sont représentés.

Si on compare les résultats des 1440 premiers pas de temps des assimilations 4D-Var
et 4D-Var incrémental a ceux du 3D-Var, on voit bien apparaitre les problemes de dis-
continuité qu’implique 'approche séquentielle. De plus le niveau global de I'erreur est
sensiblement plus haut pour le 3D-Var que pour les deux variantes du 4D-Var. Ceci est
principalement dit au fait que I'information prise en compte ici est seulement passée (in-
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directement) et présente (directement) contrairement au 4D-Var pour lequel I'information
est prise en compte sur la globalité de la période d’assimilation simultanément. Le princi-
pal avantage de ’approche 3D-Var est sont cotit en temps de calcul, en effet on économise
ainsi les intégrations de M et M durant la minimisation.

T
1.40 — Forecast 010 Forecast [
1.20 - 0.08 -
1.00 - 0.06 — -
0.80 — = 0.04 — =
0.60 /A/ f//f 0.02 - -
0-40 \ \ \ \ \ \ \ 0.00 \ \ \ \ \ \ \

0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

Time step Time step
RMS of Norm(err(u),err(v),err(h)) RMS of err(h)

1.20 ! ! ! ! ! ! 1.20 ! ! !

T — F = - For =
1.00 - 1.00 — -

a [ 7/\/\/\/ [
0.80 —| - 0.80 — -
0.60 —| - 0.60 — -
0.40 —| - 0.40 ) ,\7/*/\/7
020 \ \ \ \ \ \ \ 0-20 \ \ \ \ \ \ \

0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

Time step Time step
RMS of err(u) RMS of err(v)

FiG. A.1: norme rms de Uerreur sur le vecteur d’état en fonction du temps aprés un 4D-Var

Les résultats de la derniere boucle externe du 4D-Var incrémental, bien que tres proche
de ceux du 4D-Var, restent globalement de moins bonne qualité. Ceci est du au fait que
I’hypothese linéaire tangente n’est pas rigoureusement exacte. Cependant la fonction ob-
jective est alors quadratique ce qui permet d’avoir une minimisation plus efficace (et donc
d’économiser du temps de calcul). De plus "approche incrémentale permet facilement
d’utiliser un modele linéaire tangent simplifié (pas le cas ici) et ainsi de réaliser, au prix
d’une légere dégradation de résultats, une nouvelle économie en temps de calcul.

On constate que la correction apportée sur la condition initiale lors de la premiere
remise a jour est assez importante, la deuxieme I'est un peu moins et la troisieme encore
moins. Les figures A.4, A.5 et A.6 représentent les incréments sur le vecteurs d’état pour
chaque réactualisation de la trajectoire de référence (respectivement premiere, deuxieme et
troisieme). Comme cela a été évoqué lors des expériences du 4D-Var incrémental appliqué
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a OPA, on constate que le début de la minimisation est consacré a corriger I’ébauche suiv-
ant les grandes échelles et, plus on avance dans la minimisation, plus on corrige de petites

288 576 864 1152 1440
Time step

RMS of err(u)

norme rms de ['erreur sur le vecteur d’état en fonction du temps aprés un 3D-Var

structures.

Lors de la premiere boucle de minimisation, I'incrément propagé par le modele linéarisé
est une correction sur les grandes échelles. Ces dernieres étant dominées par 1’équilibre
géostrophique qui est linéaire, I’hypothese linéaire tangente reste valide. Cependant, ceci
devient de moins en moins évident lors des réactualisations suivantes de la trajectoire car
I'incrément concerne des échelles de plus en plus petites qui sont dominées par des termes

non linéaires.
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a0 T Fo r 0107 For r
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FiG. A.3: norme rms de Uerreur sur le vecteur d’état en fonction du temps aprés un 4D-Var
incrémental
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