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INTRODUCTION

I : Enseignement de la démonstration :

position du probleme

I.1. La démonstration : objet d'enseignement

La notion de démonstration occupait jusqu'ici une place
importante dans l'enseignement des mathématiques en France. Elle
apparaissait lors de la troisi¢me année du premier cycle de I'enseignement
secondaire (classe de 4° de Collége), comme un véritable objet
d'enseignement. Pour reprendre les termes du programme de 1971,
I'objectif était de "faire comprendre aux éleéves ce que sont des

démonstrations et de leur apprendre a en rédiger ". Les instructions



Introduction

ministérielles d'avril 1977 indiquaient de montrer "la différence entre une
démonstration et une simple constatation expérimentale", et la circulaire
fixant les objectifs de l'enseignement précisait qu' "habituer 1'éleve a
s'exprimer clairement " recouvre entre autre chose : "exposer une
démonstration ".

En revanche le mot «démonstration» a disparu de la formulation
des programmes et de leurs commentaires dans la derniére réforme de
I'enseignement de mathématiques (nous écrivons ces lignes en mai 1987, il
s'agit des programmes fixés par l'arrété ministériel du 14 novembre
1985). Ces programmes qui entreront en vigueur a la rentrée scolaire
1988 pour la classe de 4°, et 1989 pour la classe de 3°, stipulent que, pour
la classe de 4°, les éleves devront "progressivement s'entrainer au
raisonnement déductif ", et en classe de 3° qu'ils devront "s'entrainer
constamment au raisonnement déductif ". Mais derriere cette référence au
raisonnement déductif c'est bien de la démonstration qu'il est question ; en
témoigne ce commentaire de l'inspection générale qui suggére de
"ménager des séquences déductives motivantes, de plus en plus prolongées

et de difficultés progressives au long des quatre années du college .

On peut penser que cette évolution est une réponse aux
problémes rencontrés dans l'enseignement de la démonstration dont nous
parlerons plus loin. Nous ne discuterons pas ici de la pertinence de cette
réponse, mais que la démonstration soit un objet d'enseignement a part
entiere ou qu'elle devienne un outil (non explicité) de l'activité
mathématique des éleves, ne change rien au fait qu'elle constitue un théme
spécifique et essentiel de l'apprentissage des mathématiques et de leur
enseignement (voire de 1'éducation mathématique) . Nous retrouvons

d'ailleurs dans des manuels de 6° les plus récents les verbes «démontrer»,

14



Introduction

«prouver», comme par e-xemple dans l'excellent ouvrage de Bareil et
Zehren (Eds. Hachette, 1986) : "... tu démontreras [... c'est-a-dire...] tu

prouveras par un raisonnement...".

De méme que pour les autres savoirs ou savoir faire
mathématiques, I'enseignement de la démonstration ne peut consister en
un simple transfert dans la classe de ce qu'elle est dans la communauté
scientifique. Pour devenir un contenu d'enseignement, les mathématiques
doivent subir une transformation adaptative, la transposition didactique
(Chevallard 1985), sous un ensemble de contraintes spécifiques du systéme
didactique. Par le moyen de l'analyse des textes de programmes, des
instructions ministérielles et des commentaires qui les accompagnent nous
avons pu identifier les lignes de force de cette transformation (Balacheff
1982, pp.265-71). Avant d'en rendre compte, nous rappelons les deux
principaux aspects de la démonstration relativement a la communauté
scientifique :

- d'une part elle est un outil privilégié de preuve, elle renvoie a
une pratique qui permet a la fois la communication et 1'évaluation ;

- d'autre part elle est un objet d'étude pour le logicien ; elle

regoit alors une définition précise dans le cadre de théories formalisées.

Les textes que nous avons examinés conservent a la
démonstration, dans leurs attendus les plus généraux, les caractéristiques
et le sens qu'elle a dans la communauté mathématique. En particulier, elle
est introduite comme outil de preuve dans l'activité scientifique du
mathématicien. Mais ces mémes textes sont a l'origine d'une
transformation de fait par la présentation d'un modele d'enseignement qui
induit une réduction de la démonstration a un calcul logique. Nous

rapportons ci-dessous deux citations qui en témoignent :
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Les hypothéses ou les données étant consignées sur la figure
méme, par les moyens les plus propres 2 en assurer la vision
et la portée immédiates, le maitre déduirait lentement avec
l'aide de la classe si possible; il résumerait & chaque instant
les résultats acquis et les ferait formuler par les éleves
eux-mémes. Ceux-ci ne seraient plus déconcertés par
I'assemblage des termes accumulés dans des énoncés
synthétiques dont la formation serait en partie leur oeuvre.
On s'arréterait davantage aux plus importants : les
théorémes prendraient corps au moment opportun; on les
fixerait d'ailleurs dans la mémoire par les procédés
habituels.

Instruction du 2 septembre 1925

Guidé€ par le maitre et réalisant d'abord des opérations
concretes appliquées a des objets donnés, 1'enfant arrivera a
acquérir la notion abstraite d'une opération de nature bien
définie mais portant sur un élément indéterminé. Puis il
deviendra capable d'imaginer qu'il applique une autre
opération au résultat de la premiére sans l'avoir réalisée.
Enfin, concevant la suite des mécanismes des opérations
ainsi définies, il pourra prévoir certaines propriétés des

résultats : il aura réalisé sa premiere démonstration.

Arrété du 20 juillet 1960

De telles indications pour la pratique ne prennent pas en compte
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I'engagement social de la démonstration dont nous montrerons qu'il joue
un rdle essentiel dans la constitution de sa signification comme outil de
preuve (chap. I). Elles privilégient la forme, érigeant d'une certaine fagon
la démonstration en modele de I'activité mathématique... ce qu'elle est en
fait pour la logique considérée comme science des méthodes en

mathématique.

I.2. Aspects du probléme d'enseignement

L'évaluation qui est faite par les enseignants de Colleége est celle d'un
“constat d'échec global en ce qui concerne la capacité des éléves de 4éme
de mettre en forme une démonstration, en particulier en géométrie "
(Gaud et Guichard 1984). Cet échec unanimement reconnu n'est pas
propre a I'enseignement frangais : une étude réalisée par Senk (1985) aux
Etats Unis d'Amérique, portant sur 2699 éléves sortant du College (hight
school graduates), atteste que 85% d'entre eux ne maitrisent pas la

formulation d'une démonstration.

Cet échec est tour a tour imputé aux éleves, invoquant leur faiblesse
ou leur manque de maturité logique, ou a l'enseignement. Mais le
caractére durable de ces difficultés, leur résistance i des tentatives
nombreuses d'innovation ou a la modification des programmes, nous
invite a une étude plus approfondie du c6té des éléves pour cerner la
nature des problemes rencontrés, et du c6té du systeme didactique pour en
examiner les contraintes et le fonctionnement au regard du projet

d'enseignement de la démonstration.
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Comment enseigne-t-on la démonstration ? "Généralement on fait des
démonstrations devant les éléves, on leur demande ensuite de faire pareil.
On sait les difficultés rencontrées. " (compte rendu du Groupe Premier
Cycle, Journées Nationales APMEP, 1979). Ainsi, 1'imitation est le moyen
d'enseignement le plus répandu, dans une telle démarche le fait que la
démonstration soit un outil de preuve, un moyen de valider un énoncé, est
occulté au profit de la démonstration comme genre de discours dont est

mis en valeur essentiellement la structure.

L'évidence permet de thématiser la fagon dont les problemes sont
formulés dans la pratique : on se désespere de ce que les éleves ne
ressentent pas le besoin de démontrer, s'en tenant par exemple en
géométrie a 1'évidence de la figure. Pour reprendre une formule forgée
ailleurs (Petit, 1986), le rationalisme de la démonstration se heurterait a
"cette sorte de sensualisme que soustend 1'évidence"”. Le recours a
I'injonction a démontrer ne permet qu'un dépassement bien fragile de cet
obstacle. Pour traiter sur le fond ce probleme, Chevallard et Tonnelle
(1982) suggerent de se placer sur le terrain méme de 1'évidence, partant
des arguments de 1'éléve il s'agit de le conduire a une situation paradoxale
dans laquelle il sera amené a les remettre en question. Il ne s'agit pas de
recourir a la réfutation mais de faire prendre conscience de ce qu'il ne
peut plus s'en tenir aux arguments d'évidence initiaux. En d'autres termes
il s'agit de problématiser 1'évidence. Si cette démarche offre des
perspectives pour traiter l'obstacle de 1'évidence des faits
subjectivement affirmée par I'éléve, elle nous parait en revanche laisser
entier celui que constitue I'évidence qui s'impose a la raison. Ce qui
est alors mis en question est la rationalité des éleves qui jusqu'a
I'avénement de la démonstration disposaient de moyens (acceptés de facto)

pour «faire des mathématiques». Ce dernier type d'évidence releve de ce
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que Fishbein (1982) nomme "cognitive belief" et qu'il décrit de la fagon
suivante : "intuitive intrinsic type of conviction, directly imposed by the
structure of the situation itself " (p.11, c'est nous qui soulignons). Elle
constitue par nature un obstacle fondamental au processus de validation
que I'on souhaiterait voir mis en oeuvre. Cet obstacle ne peut étre dépassé
que par une évolution radicale des connaisances des éléves, nous en voyons
un indice probant dans les observations réalisées au cours de 1'une de nos
premieres études sur la preuve ol les éléves manifestaient leur conscience
de la nécessité d'expliciter une procédure pour I'établir, mais se heurtaient
a leur incapacité a la saisir comme articulation d'opérations élémentaires
(Balacheff 1982).

Cet obstacle de 1'évidence serait-il dépassé, que resterait un autre
obstacle qui tient au fonctionnement du systeme didactique. De fagon
implicite les situations d'enseignement en mathématique déchargent les
éleves de la responsabilité du vrai. Cela est particulierement remarquable
lorsque le probléme posé se présente sous la forme : «montrer que...».
Dans une telle formulation 1'énoncé en question est en fait affirmé vrai, ce
qui est & découvrir est une démonstration. De plus le critére de
recevabilité de cette démonstration n'est pas seulement qu'elle établisse la
validité de I'énoncé en question, mais encore qu'elle satisfasse le
professeur : la démonstration proposée peut étre maladroite, confuse,
incompléte voire insuffisante sans pourtant étre fausse. Les critéres de ces
jugements ne sont pas susceptibles d'étre totalement explicités. Dans ce
contexte la démonstration apparait comme une rhétorique spécifique de la
classe de mathématique, elle se caractérise par ses formes langagiéres et sa
structure. Un décalage important peut alors se créer entre ce qui fonde la
conviction de 1'éleve quant a la validité d'une solution qu'il produit et ce

qu'il produit a l'intention du professeur. 11 s'agit pour lui de produire un
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discours qui «fasse mathématique», au risque d'introduire des distorsions
telles que l'on pourra avoir des doutes sur ses qualités de raisonnement (cf.
"le cas de Pascal"”, ibid. ; ou "le cas de Grégory ", Paquelier 1985).

Par ailleurs ces obstacles a l'apprentissage de la démonstration sont
renforcés par le fait que le plus souvent elle est demandée aux éléves dans
un contexte d'évaluation ou il s'agit d'abord de montrer au professeur que
I'on sait des mathématiques, comme le confie cet éleve anglais de 13 ans :
"prouver quelque chose en maths signifie que vous avez su le faire et cela
prouve combien vous €tes bon pour ces questions et que vous les avez
comprises " (Galbraith 1979).

Ce tour d'horizon rapide des problémes posés par l'enseignement de
la démonstration indique une direction d'étude déja adoptée pour d'autres
notions mathématiques. Pour que la démonstration prenne du sens il est
nécessaire qu'elle apparaisse aux éleves comme un outil efficace et fiable
pour établir la validité d'une proposition. Pour y parvenir nous devons
découvrir et prendre en compte la rationalité dont ils disposent
initialement, savoir comment elle fonctionne et comment elle peut évoluer
; car c'est a partir de cette rationalité, avec ou contre elle, que les éléves
construiront le sens de la démonstration. Le pas suivant est celui de la
construction de situations qui assureraient le transfert aux éléves de la
responsabilité du vrai. Comme 1'écrit fort justement Brousseau (1986,
p.359) : "la didactique se trouve devant le défi de produire des situations
qui permettront a 1'éleve de mettre en oeuvre les savoirs et les
connaissances mathématiques comme moyen effectif de convaincre (et
donc de se convaincre) tout en le conduisant a rejeter les moyens

rhétoriques qui ne sont pas de bonnes preuves ou réfutations ".
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II : Contenu des travaux de recherche présentés

Les travaux de recherche que nous présentons ici concernent d'une
part 1'€leéve, étudié dans ses démarches en vue d'établir une proposition ou
de traiter une réfutation, d'autre part le systtme didactique pour en
€tudier les contraintes et les spécificités comme lieu ol prennent place ces
démarches.

Dans un premier chapitre nous nous proposons, au plan théorique,
d'analyser la complexité de la notion de preuve en mathématique. 1l s'agit
d'une étude du point de vue de son fonctionnement dans les pratiques et
non de l'objet mathématique dont s'occupe par ailleurs le logicien. Les
principaux aspects abordés sont ceux des relations des démarches de
preuve aux connaissances, notamment dans leurs caractéristiques
langagieres, et aux situations qui en sont le lieu. Nous dégagerons
différents types de preuve dont nous faisons I'hypothése qu'ils prennent
leur place dans la genese de la démonstration, par ailleurs nous poserons le
probléme de la signification des contre-exemples, ou plus généralement

des contradictions dans la résolution d'un probléme.

II.1. Du c6té de 1'éleve

Comme en atteste la revue bibliographique réalisée par Stein (1981)

sur les travaux de recherche portant sur 1'enseignement ou l'apprentissage
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de la démonstration, la plus part d'entre eux s'en tient a une évaluation des
compétences des éleves a élaborer une chaine de déduction. 11 s'agit en fait
le plus souvent d'une évaluation de l'enseignement d'ou il ressort
essentiellement que méme des éléves agés ne comprennent pas ce qu'est
une démonstration ("a formal axiomatic proof ", Reynolds 1967). La
démonstration est en fait considérée du point de vue du modéle du
logicien, les moyens de la recherche consistent en des tests administrés
sous la forme «papier-crayon», portant sur ce que l'on pourrait appeler
des probleémes fermés. Les travaux de Bell (1976) ont permis une avancée
importante en prenant comme base d'étude des problemes plus ouverts et
en ne se limitant pas & une étude en terme de réussite ou échec au regard de
I'analyse logique des productions des éleéves. Bell met notamment en
évidence plusieurs niveaux d'empirisme, en fait de rationalité, qui
conduisent 2 nuancer fortement les résultats jusque 1a obtenus. Cependant
le corpus sur lequel il s'appuie est constitué de productions €crites et ne
donne pas d'informations sur les processus qui sont a leur origine. Fisbein
(1982) et Vinner (1983) abordent aussi ce probléme de I'apprentissage de
la démonstration, non du point de vue de la logique, mais en posant
clairement le probléme du sens qu'elle peut avoir pour I'€léve, notamment
dans une confrontation au «raisonnement empirique». Fisbein suggere que
la conviction fondée sur une validation empirique et celle fondée sur la
démonstration ne sont pas du méme ordre et qu'elles peuvent cohabiter,
mais nous y reviendrons. Ici encore, les moyens utilisés pour la recherche
(des questionnaires) limitent la compréhension que nous pouvons avoir

des productions des €leves.
Notre projet est d'élucider la place et le sens des processus de preuve

mis en oeuvre dans la résolution d'un probléme, notamment en examinant

de quelle fagon les éléves parviennent a la conviction de la validité de la
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solution qu'ils proposeht. Nous utilisons pour cela des situations
d'interaction sociale qui minimisent l'intervention de l'observateur et
donnent accés, par les débats qu'elles suscitent, a 1'observation des
processus qui soustendent les décisions prises par les éleves. Cette
opération de recherche rapportée au chapitre II, utilise le probleme du
dénombrement des diagonales d'un polygone. Ce probléme, au niveau
auquel nous nous sommes placé (la classe 4°) constitue un probléme ouver
pour les éléves. Dans une premiere modalité de 1'observation nous avons
soumis le probléme sans fournir de documents, dans une seconde modalité
les éleves disposaient d'un texte sur les polygones. Cette seconde opération
de recherche est rapportée au chapitre III, la comparaison des deux
modalités est essentiellement centrée sur le probleme de la définition, en
nous attachant a en éclairer le statut et le role dans l'activité de résolution

de probléme.

Le second point important des recherches que nous présentons sur ce
théme est celui du traitement d'un contre-exemple dont nous soutenons
qu'il est intrinséquement lié a la preuve. Cette partie de nos travaux
apportera des éléments a I'étude d'un probleéme fondamental dont Glaeser
(1986, p. 147) souligne qu'il reste posé. En effet, la rencontre d'un
contre-exemple constitue en mathématiques l'essentiel de ce que cet auteur
appelle "contradiction factuelle”, c'est a dire une contradiction qui
"intervient lorsque les faits observés démentent les prévisions" (qu'il
qualifie de "(pseudo)scientifiques"). Le probleme désigné par Glaeser est
celui de la connaissance de 1'attitude des éléves dans la gestion d'une telle
contradiction, en référence a ce que serait une gestion "compatible avec la
science". Les quelques recherches que nous avons relevées sur cette
question, notamment Burke (1984) et Bell (1976) s'en tiennent pour
l'essentiel 2 examiner si le contre-exemple suffit a rejeter une proposition
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soutenue par un €éleve. Le résultat est que c'est rarement le cas, et comme
le souligne Galbraith (1979), dont les travaux font suite & ceux de Bell,
plusieurs contre-exemples sont le plus souvent nécessaires pour étre
considérés comme significatifs par les éléves. Mais ces recherches, parce
qu'elles ne prennent pas en compte les processus en jeu, sont insuffisantes
pour €clairer le sens que les éléves peuvent donner & une réfutation dans
un contexte de résolution de probléme. Nous avons abordé cette question
dans le contexte expérimental évoqué ci-dessus, les résultats sont
présentés au chapitre II (§ III) et au chapitre III (§ I11.2.2.).

Nous avons repris ces questions dans le cadre de deux études de cas

que nous présentons au chapitre IV.

I1.2. Du c6té du systéme didactique

Il s'agit pour nous, dans le cadre de la théorie des situations
didactiques (Brousseau 1986), et en nous appuyant sur nos recherches «du
coté des éleves», d'analyser les caractéristiques d'un processus didactique
dont la finalité est de poser des problémes de preuve et d'amener les éléves
a prendre la responsabilité de les résoudre et donc celle des moyens de
validation qu'ils utilisent. Des processus de cet ordre ont déja été congus et
étudiés dans le cadre de plusieurs recherches en didactique ; ils avaient
pour objectif I'apprentissage d'une notion mathématique déterminée. Leur
observation et leur analyse s'est faite en référence aux apprentissages visés
s'attachant principalement aux indices des significations construites par les
éleves. Notre objectif est sensiblement différent puisque nous étudierons
les comportements des éléves non pour eux-mémes mais comme des

indices du fonctionnement des situations que nous avons mises en place.
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La premicre opération de recherche, présentée au chapitre V, a
porté sur I'étude des contraintes d'une situation dans laquelle des éleves de
5°, a qui la démonstration n'a donc pas encore été enseignée, aient a
émettre une conjecture et a se saisir du probléeme d'en fournir une preuve.
La conjecture que nous avons retenue est celle sur l'invariance de la
somme des angles d'un triangle rectiligne. La possibilité d'un tel invariant
ne devrait pas manquer de défier la conception, souvent présente a ce
niveau, suivant laquelle la valeur de cette somme devrait dépendre de la
«taille» du triangle ; ce défi constituerait alors un motif essentiel de
I'engagement des éléves dans un processus de preuve, aussi bien pour
établir la propriété que pour la réfuter. La complexité d'une telle situation
tient a ce que d'une part le professeur ne peut lui méme formuler la
propriété, sauf a en tuer le caractére conjectural, et d'autre part a
I'exigence de socialisation : il s'agit non seulement que les éleves

s'approprient le probléme mais encore qu'ils en partagent la signification.

Notre hypothése principale, sur les situations didactiques visant a
l'apprentissage de la démonstration, est que les éléves ne donneront leur
véritable signification aux démarches de validation en mathématique que
si elles apparaissent comme des moyens fiables et efficaces pour établir la
vérité d'une proposition. A la suite de Brousseau nous voyons dans
l'interaction sociale un élément déterminant de cette prise de conscience.
L'objet de la seconde opération de recherche, présentée au chapitre VI, est
d'étudier cette hypothése en prenant en compte, dans la mesure du
possible, les contraintes de la pratique. Ces travaux ont ét€ développés en
collaboration avec une équipe de I'REM de Lyon engagée dans des
recherches sur "la pratique du probléme ouvert dans les classes " (Arsac et
Mante 1983), dont la problématique était trés proche de la notre ; nous

expliciterons dans l'introduction a ce chapitre de quoi il retourne. Nous
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mentionnons seulement ici que 1'objectif de la situation mise en place n'est
pas celui d'obtenir I'apprentissage d'une notion mathématique déterminée,
mais de créer les conditions d'un débat de preuve dont l'issue sera sous la
responsabilité des éléves. Notre analyse portera sur la complexité du
fonctionnement d'une telle situation, notamment sur la nature des
interactions entre les éleves et de leurs démarches de validation dans leurs
relations aux mathématiques, et sur ce qu'une telle situation implique du

point de vue de la responsabilité du professeur.
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Chapitre 1

EXPLICATION, PREUVE ET
DEMONSTRATION

I. Précisions sur le vocabulaire

Les verbes expliquer, prouver, démontrer, sont souvent considérés
comme synonymes dans la pratique de I'enseignement des mathématiques ;
on peut s'en assurer aisément par une consultation rapide des manuels
scolaires. S'en tenir a ces habitudes constitue 4 notre sens un obstacle aux
recherches sur le domaine qui nous intéresse dans la mesure ou elles
conduisent 2 amalgamer différents niveaux d'activité des éleéves qu'il est en
fait nécessaire de distinguer, comme nous essaierons de le montrer, pour
comprendre la complexité du probléme de l'apprentissage de la
démonstration. Nous proposons dans ce qui suit de préciser ce

vocabulaire.



Chapitre | : Explication, preuve et démonstration

A 1a suite de Piaget (1970) nous dirons qu'expliquer , "sur le terrain
des sciences déductives”, c'est d'abord dégager les "raisons" pour
“répondre a la question du pourquoi”. Mais du point de vue méme de la
pratique des mathématiques donner des raisons d'un théoréme,
I'expliquer, et le démontrer relévent de deux exigences distinctes. La
premiére démarche fait appel 2 ce que les mathématiciens nomment le plus
souvent «intuition» ; elle renvoie aux significations, c'est-a-dire 2 la
compréhension de la validité d'une assertion, non au sens de la logique,
mais au sens de ses relations avec le corps des connaissances
mathématiques. C'est le sens de la remarque suivante de Bourbaki (1948,
p-37 notel) : "tout mathématicien sait d'ailleurs qu'une démonstration
n'est pas véritablement «comprise» tant qu'on s'est borné 2 vérifier pas a
pas la correction des déductions qui y figurent, sans essayer de concevoir
clairement les idées qui ont conduit i batir cette chaine de déductions de
préférence a tout autre". Les raisons, "en tant qu'organisation inférentielle
de significations" (Halbwachs 1981) peuvent échapper 2 une
démonstration par ailleurs irréprochable du point de vue de la logique.
C'est ce dont témoigne par exemple l'aveu célebre de Cantor quand il
interpelle Dedekind a propos de la démonstration qu'il vient d'écrire : "je
le vois mais je ne le crois pas" ( cité par Cavailles 1962, p.211 ).

I.1. Explication

A 1a suite des linguistes, nous situons I'explication au niveau du sujet
locuteur. C'est d'abord pour lui qu'elle établit et garantit la validité d'une
proposition, elle prend racines dans ses connaissances et ce qui constitue sa
rationalité, c'est-a-dire ses propres régles de décision du vrai. Lorsqu'elle
s'exprime en un discours, 1'explication vise a rendre intelligible 4 un

autrui la vérité de la proposition déja acquise pour le locuteur. Elle ne se
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réduit pas nécessairement 3 une chaine déductive, Miéville 1a décrit ainsi
au terme d'une étude sur "Explication et discours didactique de la
mathématique” : "elle vise i établir chez l'interlocuteur un systéme
d'objets qui ont entre eux une certaine homogénéité. Ces objets se
rencontrent, s'agencent, et dans leur affinité, déterminent I'organisation
d'une explication qui s'oriente vers la découverte d'un savoir
nouveau..."(Miéville 1981, p.150). Le support de I'explication est
essentiellement la langue naturelle.

I.2. Preuve

Lorsqu'une explication est reconnue et acceptée, il convient pour la
désigner de disposer d'un terme qui permette de marquer son détachement
du sujet locuteur. En mathématique il est clair que le terme
«démonstration», du fait de son acception trés spécifique, ne convient pas.
Nous retiendrons celui de preuve. Le passage de I'explication a la preuve
fait référence a un processus social par lequel un discours assurant la
validité d'une proposition change de statut en étant acceptée par une
communauté. Ce statut n'est pas définitif, il peut évoluer dans le temps
avec I'évolution des savoirs sur lesquels il s'appuie. Par ailleurs une
preuve peut €tre acceptée par une communauté mais étre refusée par une
autre. On en a un exemple récent en mathématiques avec le «théoréme des
quatre couleurs» dont la preuve par Appel et Haken, qui n'est pas une
démonstration au sens classique, est acceptée par certains
mathématiciens, tel Swart (1980), et est refusée par d'autres, tel
Tymoczko (1979) : "the reliability of the four-colour theorem is not of
the same degree as that guaranteed by traditional proofs [en frangais :
démonstration ], for this reliability rests on the assessment of a complex
set of empirical factors " (Tymoczko cité par Hanna 1983, p.85). Mais
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l'acceptation de 1'«explication» de Appel et Haken ne repose pas sur de
simples critéres de vérification logique : "the very reason those of us who
have worked on reducibility testing are happy about Haken, Appel and
Koch's reducibility results is that they have to a large extent been
independently checked by the use of different programs on different
computers " (Swart 1980, p.698).

I.3. Démonstration

Le type de preuve dominant en mathématiques a une forme
particuliére, il s'agit d'une suite d'énoncés organisée suivant des regles
déterminées : un énoncé est connu comme étant vrai, ou bien est déduit a
partir de ceux qui le préceédent a I'aide d'une régle de déduction prise dans
un ensemble de régles bien défini. Nous appelons, suivant ici l'usage,
démonstrations ces preuves. Ce qui caractérise les démonstrations
comme genre de discours est leur forme strictement codifiée. En fait cette
rigueur formelle doit étre nuancée au regard de la pratique, par exemple
certaines étapes de la démonstration peuvent ne pas étre explicitées mais
laissées aux bons soins du lecteur. Si en principe étre une démonstration
reléve, pour un discours, de criteres logiques, dans les faits les processus
sociaux au sein de la communauté mathématique jouent un réle important :
“a proof becomes a proof after the social act of «accepting it as a proof».
This is true of mathematics as it is of physics, linguistics, and biology "
(Manin cité par Hanna 1983, p.71).

Nous prenons, en parlant de communauté mathématique, un point de

vue naif, ou disons du sens commun. Nous n'ignorons pas qu'au regard
méme de la démonstration cette communauté n'est pas monolithique. Des

30



Chapitre | : Explication, preuve et démonstration

doctrines s'opposent (méthode axiomatique, intuitionisme, formalisme,
etc.), on en trouvera une discussion intéressante dans Hanna (1983). Mais
comme le reconnait cet auteur (ibid. p.64-65) ce qui divise les
mathématiciens ce n'est pas la démonstration en tant que structure, mais le
choix des axiomes logiques et mathématiques, aussi ne nous parait-il pas
nécessaire de retenir ces distinctions dans notre étude.

I.4. Raisonnement et processus de validation

Le mot «raisonnement» a, de fagon usuelle, principalement deux
acceptions que résume bien Blanché (1973, p.39) : "si le raisonnement,
entendu comme acte de l'esprit, se rapproche de plus en plus de l'intuition
a mesure que se concentre la pensée, inversement, quand celle-ci se détend
dans son expression, verbale ou symbolique, il apparait comme une
certaine maniere d'organiser le discours, pour devenir, & la limite, une
suite d'opérations formelles exactement réglées, c'est-a-dire un calcul ".
Dans I'étude qui nous intéresse cette double acception présente une
difficulté car elle introduit lorsque l'on parle du raisonnement d'un
individu une ambiguité évidente en ne distinguant pas clairement s'il s'agit

de I'activité intellectuelle ou de 1'explication produite.

Nous réserverons ici le mot raisonnement pour désigner I'activité
intellectuelle, en général non complétement explicite, de manipulation
d'informations, données ou acquises, pour produire de nouvelles
informations. Nous désignerons par processus de validation cette
activité lorsque sa finalité est de s'assurer de la validité d'une proposition
et éventuellement de produire une explication (resp. une preuve ou une

démonstration).
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II : Situation et processus de validation

II.1. Evidence du r6le de la situation

Les précisions de vocabulaire que nous avons données au paragraphe
précédent mettent en relief les dimensions sociales des preuves et des
démonstrations en tant que produit d'un processus de validation.

Nous nous proposons maintenant d'aller plus loin en soutenant que la
nature ou le niveau d'un processus de validation dépendent de fagon
essentielle de la situation, éventuellement d'interaction sociale, dans
laquelle se trouve celui qui le met en oeuvre. Nous partirons pour cela
d'une métaphore de Popper particuliérement éclairante :

Lorsque j'achéte un livre et que le libraire me rend vingt
pence de monnaie, je suis "tout a fait certain” que les
deux pieces ne sont pas des contre-fagons [...] Si
quelqu'un me demandait "€tes-vous certain que la piéce
dans votre main est une piéce de dix pence ?", je lui
Jetterais peut étre @ nouveau un coup d'veil et dirais
"oui". Mais si quelque chose d'important dépendait de la
vérité de mon jugement, je pense que je prendrais la
peine de me rendre dans la banque la plus proche et de
demander au caissier d'examiner la piéce ; et sila vie
d'un homme en dépendait, j'essaierais méme de voir le
chief cashier de la banque d'Angleterre, et lui
demanderais de certifier 'authenticité de la piece"
(Popper 1972, pp.89-90)

et Popper poursuit soutenant que "la ‘certitude’ d'une croyance n'est pas
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tant fonction de l'intensité de cette derni¢re que de la situation : de ce que

nous anticipons comme ses conséquences possibles."” (ibid.)

L'absence de tout processus de validation, ou la mise en oeuvre d'un
processus éventuellement solidement fondé théoriquement, est ainsi
directement lié a 1'analyse que l'individu fait de la situation. Un rdle
central, éventuellement moteur, est joué¢ par son évaluation du risque
attaché a une décision qu'il doit prendre. Le processus de validation est
ainsi d'abord li€ a des fins pratiques : il s'agit de s'assurer les garanties
nécessaires a un engagement dans l'action ; ici l'action de décider de la
vérit€ d'une assertion. Quant a l'engagement a différents niveaux de
validation il répond 2 une économie de logique "qui veut que 1'on ne
mobilise pas plus de logique qu'il n'en faut pour les besoins de la pratique”
(Bourdieu, 1980, p.145).

I1.2. Situation de validation et situation de décision

Le seul fait de soumettre un probléme aux éleéves ne suffit donc pas a
garantir qu'ils s'engageront dans un processus de validation. Audibert
(1982) dans une observation systématique d'un grand nombre d'éleves
dans des activités de résolution de problémes en géométrie releve
d'ailleurs que trés peu d'entre eux s'engagent dans un processus de
production d'une preuve, et encore moins d'une démonstration. Lorsque
la production de preuves ou, dans 1'enseignement frangais a partir de la
quatriéme, de démonstrations est attendue des éleves, la nature ou le
niveau des preuves produites, ou leur absence, ne prennent pour nous leur
véritable signification que lorsque sont connues les caractéristiques des

situations dans lesquelles ils se trouvent.
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Notons d'abord que les processus de preuve ne sont pas constitutifs
de toute activité mathématique des éleves et que toute situation didactique
n'exige pas la présence de tels processus. Ainsi en est-il des phases
d'appropriation des régles d'un jeu, du fonctionnement d'un matériel. Par
exemple, dans la situation dite de "la course a 20" étudiée par Brousseau
(1975), apres l'exposition des régles les éléves sont invités a jouer.
Chaque partie terminée est suivie d'une nouvelle partie sans autre
exigence. Dans une telle situation, 1'é1éve peut, pour jouer une partie,
ignorer les précédentes, ne pas travailler ses décisions : la situation
toleére 1'absence de validation. Cependant pour des raisons qui leur
appartiennent certains éléves voulant gagner chercheront des raisons, des
preuves de la validité de leur stratégie. Dans ces situations, des succeés
ré-itérés peuvent instituer des régles d'action qui seront la source de
théoremes-en-acte (Vergnaud 1981, cf. aussi notre § II1.3.) constitutifs et
indicateurs des conceptions construites par les éleves.

Clest le cas aussi des situations dans lesquelles le sujet doit exécuter
des algorithmes, des suites d'ordre, ou mettre en oeuvre des pratiques
réglées par des habitudes pour lesquelles les questions de la validité et de
la consistance ne se posent pas. Ces situations constituent ce que nous
appellerons, en nous inspirant de Bourdieu (1980), des sphéres de
pratique. Les sphéres de pratique constituent des domaines disjoints de
mise en oeuvre des connaissances, tels qu' "il y a peu de chances que deux
applications contradictoires des mémes schémes se trouvent confrontées”
(ibid. p.145). De fait, elles n'exigent pas de contrdle des productions, toute
erreur contingente d'exécution mise a part, parce que la situation porte a
priori sur de «bons objets», de «bonnes relations», selon un contrat qui

permet I'économie de 1'examen des conditions de validité de 1'action.
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Dans ces cas, I'absence observée de mise en oeuvre de processus de
validation ou le niveau des preuves éventuellement développées, ne
peuvent €tre tenus pour significatif de la rationalité des éleves, parce que

susceptibles d'étre d'abord la conséquence d'un principe d'économie.

Nous nous intéresserons dans la suite aux situations qui appellent
des processus de validation. Mais de telles situations ne conduisent pas
nécessairement a la production de preuves de fagon explicite, nous
distinguons deux types de situations que nous présentons ci-dessous

illustrées d'exemples :

-reprenons le cas de "la course a 20"de Brousseau. Dans la derniére
phase du jeu, appelée jeu de la découverte, la consigne demande 2 des
équipes qui jouent, d'élaborer des propositions qui permettent de "gagner
a coup sir" (op. cit.). Un systtme de marques sanctionne la production
d'énoncés vrais ("acceptés” (ibid.)) et d'énoncés faux ("prouvés faux"
(ibid.)).

Les €leves se trouvent alors dans une situation de preuve au sens
de Brousseau (1977). L'objectif en est la production d'une preuve (de la
vérité ou de la fausseté) d'un énoncé. Cette situation contient
organiquement la contrainte de mise en oeuvre de processus de validation.

- dans le cas de séquences didactiques décrites par Gras (1983) a
propos de l'apprentissage de la symétrie orthogonale, aprés des situations
consacrées a la familiarisation avec le symétriseur (il s'agit d'un dispositif
mécanique permettant de réaliser une symétrie orthogonale, fig.1), les
éleves sont invités a anticiper, a prédire , ce que sera l'image d'une figure
donnée.

On se trouve alors dans ce que nous appellerons une situation de
décision. Elle demande la mise en oeuvre de processus de validation sans
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que pour autant soit exigée la production explicite de preuves . C'est une

proposition vraie et non la preuve de cette proposition qui doit étre
produite.

Cet appareillage mécanique permet de réaliser une symétrie
orthogonale. L'appareil est constitué d'un losange déformable
glissant le long d'un axe placé suivant I'une de ses diagonales. Les
deux sommets laissés libres peuvent porter une pointe se¢che ou un
crayon.

Figure 1

I1.3. L'interaction sociale comme moteur des processus

de validation

La mise en débat des décisions, 1'injonction de garantir leur validité
ou de la dénoncer, est l'un des principaux moyens permettant de

transformer une situation de décision en une situation de preuve.

Dans une situation de décision, les opérations intellectuelles du
raisonnement hypothético-déductif (en tant que systeme 1égitime et fiable
de production d'informations) peuvent €tre mises en oeuvre sans que pour
autant une preuve soit produite. Les contréles logiques et sémantiques

fonctionnent localement dans le cours de 1'élaboration de la solution.
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Eventuellement, en tant que mathématiciens, nous reconnaitrons dans ce
processus une organisation qui est de l'ordre de la démonstration; mais ici
elle est dans le fonctionnement du sujet un outil et non un objet (Douady
1984). En revanche, les situations dans lesquelles des €éléves ont
collectivement, en groupes restreints ou au niveau de la classe entiere, a
produire une solution commune & un probléme, nécessitent la formation
progressive d'un langage commun et adéquat aux objets et relations en jeu
: elles nécessitent aussi 1'élaboration, ou la reconnaissance, d'un systeme
commun de décision et donc finalement de preuve au sein de la
communauté ainsi constituée. Le caractére essentiel de cette dimension
sociale, notamment dans des situations de communication entre pairs
conduisant du «faire» au «faire faire», et leur réle déterminant dans la
construction des significations des connaissances mathématiques ont €té
mis en évidence par Brousseau (1986) qui en propose une modélisation
dans le cadre de sa théorie des situations didactiques. Brousseau distingue
plusieurs types de situations qui se caractérisent par la nature du
fonctionnement intellectuel des éléves, nous rapportons ici ce qui concerne
‘les situations de validation (ibid. p.358-9):

Les situations de validation vont mettre en présence deux
joueurs qui s'affrontent a propos d'un objet d'étude
composé des messages et descriptions que I'éleve a
produits d'une part, et du milieu a-didactique qui sert de
référent a ces messages d'autre part.

Les deux joueurs sont alternativement un "proposant” et
un "opposant" ; ils échangent des assertions, des preuves
et des démonstrations a propos de ce couple
"milieu/message". Ce couple est le nouveau dispositif, le
milieu de la situation de validation. Il peut se présenter
comme un probléme accompagné de ses tentatives de
solutions, comme une situation et son modele, ou comme
une réalité et sa description...

Alors que l'informateur et I'informé ont des rapports
dissymétriques avec le jeu (l'un sait une chose que l'autre
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ignore), le proposant et I'opposant doivent étre dans des
positions symétriques, aussi bien en ce qui concerne les
informations et les moyens d'action dont ils disposent sur
le jeu et sur les messages, qu'en ce qui concerne leurs
rapports réciproques, les moyens de se sanctionner
mutuellement et les enjeux vis-a-vis du couple
milieu/message.

On ne peut cependant pas affirmer que le fait pour une situation
d'avoir les caractéristiques d'une situation sociale soit une condition
nécessaire, ni méme suffisante pour assurer que des preuves seront
produites :

- la condition n'est pas nécessaire parce que le risque di a une
incertitude peut conduire 2 un effort de synthése des raisons, des
conditions nécessaires 2 la validité, que réalise 1'explicitation d'une preuve

- cette condition n'est pas non plus suffisante ; elle n'écarte pas la
possibilité d'éleéves qui refuseraient d'entrer dans ce jeu du débat.
L'augmentation des enjeux, la force des injonctions peuvent ne pas
suffire... Par ailleurs la notion de risque n'a pas de sens en soi mais
relativement 2 un individu qui le reconnait ou non et 1'évalue plus ou
moins important. Le risque reconnu, I'éléve peut encore se montrer
téméraire c'est-a-dire ne pas aller jusqu'au bout de ce qu'il reconnaitrait

nécessaire pour garantir sa décision.
En d'autres termes, on ne peut attendre de la situation qu'elle soit
déterministe, nous distinguerons seulement les situations qui folérent

l'absence de travail sur la validation, des situations qui appellent un tel

processus.

Enfin, et Brousseau (ibid.) le signale effectivement, le fait de placer
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les €éleéves dans une situation d'interaction sociale peut susciter des
phénomenes de type social ou affectif assez puissants pour déplacer le
débat hors du domaine cognitif qui nous intéresse. En particulier, dans la
démarche de preuve, des arguments d'autorité peuvent se substituer 3 une
argumentation portant sur les contenus. Du fait d'un engagement
socio-affectif important, les éléves peuvent délibérément soutenir des

énoncés faux ou refuser des énoncés vrais.

Pour que soit engagé un processus de preuve lors de la résolution
d'un probleéme, il faut qu'il y ait un risque dit @ l'incertitude et donc un
enjeu qui vaille la peine que 1'on cherche a s'assurer d'un résultat. Pour
que les interlocuteurs aient intérét a formuler la solution élaborée et i la
discuter il faut que la situation contienne un enjeu a la contradiction , ce
qui suppose un enjeu a admettre sans lequel le refus de la contradiction
peut devenir une stratégie de défense. Ainsi la situation doit a la fois
justifier et susciter la prise de conscience du risque qu'il y a 2 admettre un

énoncé faux et de celui qu'il y a a refuser un énoncé vrai.

II1.4. Le désir de certitude comme moteur des processus

de validation

Dans les exemples qui précédent nous avons souligné le réle joué par
l'identification d'un risque di a l'incertitude dans la motivation d'un
individu pour produire des preuves ou mettre en oeuvre des processus de
preuve. Une autre motivation est le désir de certitude , ce désir peut étre
gratuit, non nécessairement li€ a un risque. Les enjeux peuvent étre ceux
d'une satisfaction intellectuelle, d'une curiosité pour la vérité qui peut

animer les éleves. C'est en fait la problématique des innovations qui
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cherchent a s'appuyer sur des problémes motivants (problémes qui
susciteraient assez d'intérét pour que les éléves acceptent ou veuillent
d'eux mémes en chercher la solution). C'est par exemple, sur ce désir de
certitude, que s'appuie Brousseau (1986, p.449 sqq.) dans une situation en
géométrie ol il demande aux éleves de tracer les médiatrices d'un triangle
sans se placer dans un cas particulier. Bien siir, les éléves vont chercher a
se placer dans le cas d'un "triangle scaléne", mais la concourance tétue des
médiatrices fera craindre le cas particulier ; l'incertitude étant entretenue
par les tracés défectueux. Dans ce contexte apparait une conjecture : les
médiatrices d'un triangle sont concourantes; vouloir en faire un théoréme,
en avoir la certitude, repose sur un désir de savoir qui ne doit rien a une
situation de risque, ni méme dans ce cas a un quelconque intérét pratique ;
les éléves ne savent pas si une telle propriété pourra étre utile a quoi que

ce soit.
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IIT : La place du "sujet-connaissant"

II1.1. Introduction

Le fait d'avoir réuni les conditions les plus favorables a la mise en
oeuvre par les €léves de processus de validation ne suffit évidemment pas a
assurer la nature des preuves qui seront produites, ni méme leur

production.

L'histoire des mathématiques atteste qu'alors méme que la
démonstration est un outil de preuve reconnu et que le probléme du vrai
est au coeur de la démarche scientifique, ce n'est pas pour autant que les
mathématiciens peuvent produire leur savoir en s'appuyant sur des
preuves d'une égale nature. Par ailleurs, comme le souligne Arsac (1987)
des moyens de preuve, pour établir le caractére nécessaire d'une
_proposition ou d'un résultat, existaient chez les mathématiciens de
l'antiquité avant qu'ils ne disposent du modele euclidien. En d'autres
termes l'activité mathématique, reconnaissable comme telle, est antérieure

a «l'invention» de la démonstration par les grecs.

De méme faisons-nous I'hypothése de la possibilité pour les éléves de
construire des preuves des énoncés mathématiques qu'ils produisent, avant
qu'ils ne maitrisent la démonstration. La question qui nous occupe est celle
de savoir quelle est la nature de ces preuves, si 'on peut mettre en
évidence une hiérarchie du point de vue de la genése de la démonstration,

et quels sont les moyens de provoquer leur éventuelle évolution.
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Mais par ailleurs, et c'est 13 une constatation banale, le seul fait de
disposer de la démonstration comme outil de preuve ne suffit pas 2
garantir qu'elle pourra étre utilisée. Revenons a l'histoire : 1'apparition de
la démonstration chez les grecs est contemporaine de "la définition des
objets de la mathématiques a l'aide d'axiomes, de définitions, comme
objets idéaux indépendant de l'expérience sensible " (ibid.) et de
l'explicitation d' "énoncés généraux [...] sous des hypothéses précises
précisant les assertions vraies pour les étres mathématiques "(ibid.). De
méme la reconnaissance du caractére nécessaire d'une proposition passe
chez I'enfant par une différenciation et une identification des objets de

pensée et de leurs relations (Piaget 1983).

Un indicateur significatif de ces processus est celui des outils
langagiers mis en oeuvre. Seule la prise de distance avec le «discours
argumentatif naturel» (au sens d'Esperet et al. 1987) pour élaborer un
«discours argumentatif formel» (ibid.), reposant sur un langage
opératoire, permet le calcul sur les propositions et les relations qui
caractérise les preuves d'un niveau élevé, notamment les démonstrations.

La construction de tels outils langagiers est ainsi indissociable de la
construction de la connaissance elle-méme. Un exemple bien connu est
celui du développement de l'algébre élémentaire marqué par trois
périodes : une premiere période dans laquelle le support d'expression est
la langue naturelle, puis une période ou il est fait usage d'abréviations,
enfin 'apparition de symboles spécifiques permettant véritablement le

calcul sur les relations mises en signes.
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ITIL.2. Caractéristiques langagiéres des preuves et nature des
connaissances

De fagon cohérente avec les états les plus primitifs de la genése d'une
connaissance, états dans lesquels elle peut étre décrite en terme de
«schémes d'action» au sens de la psychologie piagetienne, la forme la plus
¢lémentaire d'expression d'une preuve est 1'ostention : les opérations et
les concepts qu'elle mobilise sont agis. Ils ne sont pas différenciés ni
articulés. Ils sont donnés a voir. Cela ne signifie pas pour autant 1'absence
de tout langage, mais il n'est pas a ce niveau l'outil fondamental de
transmission de la connaissance. Un exemple est rapporté par Arsac
(1987) dans lequel la figure ci-dessous est présentée avec pour seule
légende : "regarde”.

Preuve de Bhascara du théor¢me de Pythagore

Figure 2

Un exemple classique d'une telle preuve par ostension est celle de la

propriété selon laquelle la somme des n premiers entiers impairs est n?,

cette preuve consiste en la figure suivante (fig. 3).
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Ces preuves reposent sur la capacité de celui qui observe la figure 2
reconstruire les raisons que le locuteur a implicitement 2 1'esprit et qu'il
ne sait autrement expliciter. Sémadéni (1984) qui recommande 1'usage de

tels preuves a 1'école élémentaire en donne la caractérisation suivante :

An action proof of a statement S should consist of the
following steps :

1° Choose a special case of S. The case should be generic
(that is without special features), not too complicated, and
not too simple (trivial example may later be paticularly
hard to generalize). Choose an inactive and/or iconic
representation of this case or a paradigmatic example (in the
sense of Freudenthal 1980).

Perform certain concrete, physical actions (manipulating
object, drawing pictures, moving the body etc.) so as to
verify the statement in the given case.

2° Choose other examples, keeping the general schema
permanent but varying the constants involved. In each case
verify the statement, trying to use the same method as in 1°.
3° When you no longer need physical actions, continue
performing them mentally until you are convinced that you
know how to do the same for many other examples.

4° Try to determine the class of the cases for which this
method work

Un réle central est joué dans ce type de preuve par les
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théorémes-en-acte (Vergnaud 1981) qui consistent en des propriétés
que le sujet utilise dans la résolution de problémes sans pour autant étre
capable de les énoncer (nous discuterons ce concept important ci-dessous
au § I11.3.)

Nous appellerons preuves pragmatiques ces preuves recourant i
l'action effective ou a l'ostension, et par contraste nous appellerons
preuves intellectuelles les preuves qui se détachent de l'action et
reposent sur des formulations des propriétés en jeu et de leurs relations.
Ce détachement du pragmatique ne va pas de soi : la pratique interdite
peut €tre évoquée et le discours rester trés prés de ce que le locuteur a
vécu. Il s'exprimera dans le langage de la familiarité (Bourdieu
1980, p. 153) :

langage qui ne connait :"que les cas particuliers et les détails
de I'intérét pratique ou de la curiosité anecdotique, parlant
toujours par noms propres de personnes ou de lieux [...] ce
langage, que l'on n'adresse pas au premier venu passe sous
silence tout ce qui va sans dire parce que cela va de soi"

L'action explicitée par ce langage porte la marque du temps et de la
durée, la marque de celui qui agit et du contexte de son action. Néanmoins
ce langage exige déja un pas de cdté pour que I'action puisse étre décrite et
expliquée, et donc prennent place ici les premiers moments d'une
construction cognitive. Comme le suggére en fait Sémadéni, qui pense 2
une extension des preuves en acte, le passage aux preuves intellectuelles
repose essentiellement sur la prise de conscience du caractére générique
des situations d'abord envisagées. L'exemple ci-dessous (fig.4, tirée de
Balacheff 1979) en est une illustration.
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Le développement sur le terrain des preuves intellectuelles exige un
changement de position, le locuteur doit prendre de la distance par rapport
a l'action et au processus effectif de résolution du probléme (rappelons
que les éléves a qui on pose la question du pourquoi y répondent souvent
en réitérant les opérations qu'ils ont réalisées pour résoudre le probléme).
La connaissance, jusque-1a agie, devient l'objet de réflexions, de discours,
voire de débats. Le langage de la familiarité, dont le support essentiel est la
langue naturelle, permet une évolution dans cette direction. Mais il faut
plus que cela pour élaborer des preuves «formelles», voire des
démonstrations. Le langage doit devenir un outil pour le calcul logique et
plus seulement moyen de communication. L'élaboration de ce langage
fonctionnel requiert en particulier :

- une décontextualisation, abandon de 1'objet actuel, lieu effectif
de la réalisation des actions, pour accéder a la classe des objets
indépendamment des circonstances annexes ou anecdotiques de leur
apparition ;

- une dépersonnalisation, en détachant 1'action de celui qui en a
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¢t€ l'acteur et dont elle se doit d'étre indépendante;

-une détemporalisation, dégageant les opération de leur date et de
leur durée anecdotique; ce processus est celui fondamental du passage de
I'univers des actions a celui des relations et des opérations (au sens

piagetien).

Les langages fonctionnels se caractérisent, de fagon plus ou moins
importante, par l'introduction d'un lexique spécifique ou d'un
symbolisme. Au niveau le plus élevé on trouverait une langue strictement
symbolique. En fait, la pratique mathématique, pour des raisons
d'économie, recourt a une association de la langue naturelle et de la langue
symbolique, le formalisme naif au sens de Bourbaki. Cette association
correspond a une construction et a un fonctionnement linguistique
spécifique (Laborde 1982).

L'élaboration de démonstrations requiert de plus un statut
particulier des connaissances. Elles doivent étre constituées en une
- véritable théorie qui doit étre reconnue comme telle, c'est-a-dire acceptée
par une communauté qui ne s'autorise plus a aller chercher ot elle veut les
arguments qu'elle utilise. La démonstration en mathématique s'appuie sur
un corps de connaissances fortement institutionnalisé, ensemble de
définitions, de théorémes, de régles de déduction, dont la validité est
socialement partagée. Ce principe est un des fondements de la rigueur

mathématique.
Le passage des preuves pragmatiques aux preuves intellectuelles,

notamment la démonstration, repose ainsi sur trois pdles qui interagissent

fortement :
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- le p6le des connaissances,
- le p6le langagier, ou de la formulation,
- le pdle de la validation, ou des types de rationalité qui soustendent

les preuves produites.

Le tableau ci-dessous illustre la correspondance entre ces différents pdles
en référence aux hiérarchies qu'ils recouvrent ; il doit étre recu comme
une indication sur des positions relatives approximatives et non sur des

correspondances strictes entre les niveaux dans les différentes colonnes.

nature des . formulation validation
conceptions
ostension preuves
pragmatiques
pratiques
(savoir-faire,
théoréme-en-acte) langage de la
familiarité
preuves
intellectuelles
connaissances
comme objet langage
(savoir) fonctionnel
connaissance formalisme démonstration
théorique et naif
reconnue
(savoir-scientifique,
théoréme)
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ITI.3. Remarques sur le concept de théoréme-en-acte

Le concept de théoréme en acte a été introduit pour désigner "les
propriétés des relations saisies et utilisées par le sujet en situation de
résolution de problémes, étant entendu que cela ne signifie pas pour autant
qu'il est capable de les expliciter ou de les justifier" (Vergnaud 1981).
L'utilisation du terme de théoréme fait référence a un calcul sur des
représentations, a des compositions déductives et & des inférences; ou
encore elle évoque le fonctionnement, chez 1'éléve, de théories implicites.
L'argument avancé par Vergnaud pour justifier la dénomination de
théoréme-en-acte est que "la plupart des opérations de pensée impliquées
dans les probleémes [...] peuvent étre décrites par des théorémes"
(Vergnaud 1983). On voit bien tout le parti que I'on peut tirer d'un tel
concept pour une étude de la genese des connaissances mathématiques,
cependant son utilisation risque d'étre parfois un peu rapide et de céder a

l'attraction de la métaphore.

Si ce qui est observé chez 1'éleve est de l'ordre du
théoréme-en-acte, alors la réfutation de ce théoréme devrait provoquer
la prise de conscience de son existence , si ce n'est déja le cas, et une remise
en question. Il n'en est pas toujours ainsi :

- d'une part les actions du sujet ne sont pas nécessairement sous un
contrdle de validation, comme par exemple dans le cas de la séquence de
calculs suivante, que nous avons observée chez un éléve de 15 ans (Mathieu
19-12-83) manifestant de grandes difficultés en calcul algébrique :

(Z+5)% -1<0  (Z-5)(Z+5)-7<0  (Z-5)(Z-2)<0.

Les calculs sont exécutés de fagon «automatique», ce serait aller trop loin
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que de prétendre que les erreurs commises témoignent de
théorémes-en-acte.

- d'autre part ces actions peuvent ne pas étre associées A une
anticipation, elles sont présentes parce que substantiellement attachées a la
situation. Par exemple dans le cas de la détermination du périmétre d'un
triangle tronqué (fig.5, et cf. a ce sujet chap.IV § II et chap.VI) certains
éleves tracent successivement des droites remarquables du triangle,
d'autres font des mesures diverses puis des opérations sur les nombres

obtenus ... "pour voir".

Figure 5

Il nous semble qu'il faut donc, pour attribuer a un observable de
I'action des éleves le label de théoréme-en-acte, ajouter une exigence :
celle d'identifier les conditions de fonctionnement des opérations de

pensée en question.
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Considérons le schéma suivant :

----------------------------------------------

Nous proposons de distinguer :

(1) le fonctionnement qui, centré sur le couple situation-action,
occulte la prise en charge de l'effet attendu et celle des conditions de
I'action. Le sujet ne s'assure pas de ce que son action est légitime ni de ce
que son résultat sera celui qu'il souhaite;

‘ (2) le fonctionnement prenant en compte les conditions de validité de
l'action et de son adéquation aux effets attendus. Dans ce cas seulement il

nous parait pertinent de parler de théoréme-en-acte.

Dans le premier cas nous parlerons de régles d'action dont le
fonctionnement serait essentiellement celui d'une «routine» au sens de
Saada-Robert (1983) spécifique d'une situation. L'échec de leur mise en
oeuvre n'est pas repéré par 1'éléve qui ne dispose pas, ou ne mobilise pas,
d'instruments de validation. En particulier, la confrontation
effet-obtenu/effet-recherché n'a pas lieu parce que l'anticipation

elle-méme n'a pas lieu. Mais lorsque la prise de conscience de cet échec a
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lieu, par exemple sous la pression des faits, le premier progrés décisif sera
de poser le probleme des conditions de validité de 1'action ou de son
adéquation. C'est cet événement qui initiera la genése du
théoréme-en-acte en engageant la construction du prédicat associé a

I'action.

Par ailleurs la régle d'action qui se constitue ordinairement dans la
pratique, peut en fait étre la forme dégénérée d'un théoréme(-en-acte). En
effet la pratique routiniére d'exercices conduit a instituer en habitude
I'accomplissement de certaines opérations mathématiques et par économie
entraine. I'occultation des conditions de validité et celle de la prise en
charge de la validation du résultat obtenu. Cette dégénérescence est

corrélative de la constitution des sphéres de pratique.
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IV. Niveaux et types de preuves

IV.1. "Problématique de I'efficacité" versus "problématique de

la rigueur"

La constitution des mathématiques comme une science autonome se
caractérise par la nature des questions qu'elle aborde et les moyens qu'elle
met en oeuvre pour assurer la validité d'une assertion. Elle se détache des
problémes externes pour lesquels elle a pu proposer des outils de
résolution, pour se consacrer a I'étude de concepts spécifiques issus de son
développement interne. Cela se manifeste en particulier dans son histoire
par une €volution des problématiques de preuve. Voici ce que Dahan et
Peiffer (1982, p.114) écrivent des mathématiques égyptiennes : "comme
celle des Babyloniens, la géométrie Egyptienne est pratique ; elle ne
raisonne pas, mais cherche par tatonnements a établir des régles efficaces
et satisfaisantes sur le plan de 'application, sans jamais étre étudiée en soi.
". L'avénement de la démonstration sera d'abord une oeuvre de
philosophes dans une rupture affirmée d'avec le monde sensible, rejettant
I'observation pour fonder la vérité et la connaisance sur la raison. Le
changement de problématique qui est ainsi attesté est celui du passage

~

d'une "problématique de I'éfficacité” a une "problématique de la rigueur"”

C'est a une rupture du méme ordre que conduit, dans
I'enseignement, l'introduction de la démonstration. Dans 1'enseignement

frangais, en géométrie, la classe de quatrieme offre un bon exemple de ce
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passage du pratique au théorique. La rupture entre géométrie pratique
(celle de la régle et du compas, de la production de figure), en vigueur
dans les deux premieres années du College, et la géométrie (déductive) est
celle d'un changement de statut épistémologique comme le montre bien
Chevallard et Tonnelle. L'enquéte (non publiée) qu'ils ont conduite sur la
géométrie en fin de la classe de cinquiéme et en fin de la classe de
quatrieme, montre que de lieu du tracé précis des figures la géométrie
devient le lieu de 1'étude des figures . Cette rupture est d'abord
unilatérale : elle est le fait du systéme didactique et constitue en fait un
changement de contrat didactique dont la conséquence est un changement
de statut de l'activité de 1'éléve, un changement de fonction.
D'éléve-praticien , tout orienté vers la maitrise d'un savoir-faire, on passe
a l'éléve-théoricien dont la justification de I'activité est celle de connaitre.
Cest au nom de la connaissance que 1'évidence est a rejeter pour fonder
une vérité, et non au nom de la pratique. Il faut passer d'un lieu o le
critere est celui de l'efficacité, 2 un autre ou le critére est celui de la

rigueur.

La distinction que nous venons de formuler met en évidence une
caractéristique didactique inportante des situations d'enseignement qui est
I'accés possible ou non a l'expérience. La réalisation matérielle d'une
décision, ou celle du contenu d'une affirmation, permet des preuves
pragmatiques lorsqu'elles sont produites par 1'éléve lui-méme pour
établir la validité d'une proposition. Lorsque cet accés a la réalisation
n'est pas possible alors 1'éleve est contraint 2 des preuves
intellectuelles. Ces preuves n'établissent pas de la méme fagon les
propositions qu'elles soutiennent, elle n'ont pas non plus la méme
complexité :

- la preuve pragmatique est hypothéquée par la singularité de
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I'évenement qui la constitue. Elle est de plus, tributaire d'un contingent
matériel : outils imprécis, défaut de fonctionnement.
- la preuve intellectuelle mobilise une signification contre une autre,

une pertinence contre une autre, une rationalité contre une autre.

Par ailleurs, la nature méme de la dialectique associée a ces deux
types de preuves est fondamentalement différente. En particulier la
contradiction apportée par les faits n'a pas le méme statut que celle
apportée par le discours , méme si celui-ci consiste a invoquer les faits, car

elle peut étre discutée en terme d'interprétation.

IV.2. Types de preuve

Nos premiers travaux de recherche (Balacheff 1978, 1979) et ceux
de Bell (1976) nous conduisent a distinguer parmi les preuves
- pragmatiques et intellectuelles quatre principaux types dont nous faisons
I'hypothese qu'ils auront une place privilégiée dans la genése cognitive de
la démonstration : I'empirisme naif , l'expérience cruciale ,1'exemple
générique et l'expérience mentale . Les premiers types ne permettent pas
d'établir la vérité d'une assertion, il s'agit de preuves uniquement en
référence a ceux qui les reconnaissent pour telles. Comme nous le
montrons ci-dessous, il existe une rupture fondamentale entre les deux
premiers types de preuve et les deux suivants. En effet, pour I'exemple
générique et l'expérience mentale il ne s'agit plus de «montrer» que la
proposition en question est vraie parce que «cela marche», mais d'établir
le caractére nécessaire de sa validité en dégageant des raisons. C'est un

changement radical dans la rationalité des éleéves qui soustend ces preuves.
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Par ailleurs, nous faisons I'hypotheése d'une hiérarchie sur ces types
de preuve, dont rend compte l'ordre dans lequel nous les présentons
ci-dessous. La place d'un type de preuve dans cette hiérarchie est
déterminée par son niveau de prise en compte de l'exigence de généralité
et par le niveau de conceptualisation des connaissances qu'il exige. Ainsi le
passage de I'exemple générique a 1'expérience mentale requiert le passage
de I'action a l'action intériorisée, et une décontextualisation qui est la
marque d'un progres décisif dans la construction des connaissances. Ceci
souligne le caractere indissociable de 1'évolution des moyens de preuve,
celle des connaissances et celle enfin des moyens langagiers (cf. § II1.2.).

IV.2.1. L'empirisme naif"

L'empirisme naif consiste a assurer la validité d'un énoncé apres sa
vérification sur quelques cas. Ce mode de validation trés rudimentaire et,
on le sait, insuffisant, est I'une des premieres forme des processus de
généralisation (Piaget 1978). Mais a propos d'un ensemble de problémes
posés a des éleves de 15 ans, Bell (1976, chap.9) reléve que 25% d'entre
eux fondent leurs réponses sur la seule vérification de quelques cas. On
peut s'attendre a ce que I'empirisme naif constitue constitue une forme

résistante de généralisation.

IV.2.2. L'expérience cruciale

L'expression «expérience cruciale» nous vient de Francis Bacon
(Novum Organum, 1620), elle désigne une expérimentation dont le

résultat permet de choisir entre deux hypothéses, I'expérience ayant été
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congue de telle sorte que I'issue soit nettement différente suivant que l'une
ou l'autre des deux hypothéses est vraie. Notons qu'en fait si cette
expérience permet de rejeter une hypothése, elle ne permet pas d'affimer

que l'autre soit vraie.

Nous retenons cette méme expression pour désigner un processus un
peu différent qui consiste a vérifier une proposition sur un cas pour lequel
"on ne se fait pas de cadeau"” en affirmant que "si cela marche, alors cela
marchera toujours". En voici un exemple tiré de Bell (1976, chap.10,
p.-12) : "Jayne shows a complicated polygon she can say definitely that the

statement is true ". L'expérience cruciale servirait en quelque sorte 2
décider entre une proposition et sa négation. Ce type de validation se
distingue de I'empirisme naif en ce que 1'individu pose explicitement le
probléme de la généralisation et le résout en pariant sur la réalisation d'un

cas qu'il reconnaisse pour aussi peu particulier que possible.

IV.2.3. L'exemple générique

L'exemple générique consiste en l'explicitation des raisons de la
validité d'une assertion par la réalisation d'opérations ou de
transformations sur un objet présent non pour lui-méme, mais en tant que
représentant caractéristique d'une classe. La formulation dégage les
propriétés caractéristiques et les structures d'une classe en restant attachée
au nom propre et a l'exhibition de I'un de ses représentants. Nous en
donnons ci-dessous un exemple tiré de Bezout (Notes sur I'arithmétique,
1832, p.23):

Le reste de la division d'un nombre par 2 ou par 5, est le
méme que le reste de la division de son dernier chiffre a
droite par 2 ou par 5. Le reste de la division d'un nombre
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par 2x2 ou par 5x5, est le méme que le reste de la
division par 2x2 ou par 5x5 du méme nombre exprimé
par ses deux premiers chiffres a droite. Et ainsi de suite.
Pour fixer les idées, nous considérerons le nombre
43728 et le diviseur 5x5. Le nombre 43728 est égal a
47700+28. Or 43700 est divisible par 5x5, car 43700 est
le produit de 437 par 100, et 100 étant égal a 10x10, ou a
5x2x5x2, ou a 5x5x2x2, le facteur 100 est divisible par
5x5. Le reste de la division de 43728 par 5x5 ou 25 est
donc le méme que celui de 28 par 25.

IV.2.4. L'expérience mentale

L'expérience mentale invoque l'action en l'intériorisant et en la
détachant de sa réalisation sur un représentant particulier. Elle reste
marquée par la temporalité anecdotique, mais les opérations et les
relations fondatrices de la preuve sont désignées autrement que par le
résultat de leur mise en oeuvre, ce qui était le cas pour l'exemple
générique. Voici par exemple la preuve que Cauchy donne du théoréme

des valeurs intermédiaires dans son cours d'analyse de 1821 :

... il suffit de faire voir que la courbe qui a pour équation
y=f(x) rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a
pour équation y=b dans l'intervalle compris entre les
ordonnées qui correspondent aux abscisses x, et X ; or
c'est évidemment ce qui aura lieu dans I'hypothese
admise. En effet, la fonction f(x) étant continue entre les
limites x=x, et x=X, la courbe qui a pour équation y=f(x)
et qui passe 1° par le point correspondant aux
coordonnées X, f(x,), 2° par le point correspondant aux
coordonnées X et f(X), sera continue entre ces deux
points ; et, comme 1'ordonnée constante b de la droite qui
a pour équation y=Db se trouve comprise entre les
ordonnées f(x), f(X) des deux points que l'on considere,
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la droite passera nécessairement entre ces deux points, ce
qu'elle ne peut faire sans rencontrer dans l'intervalle la
courbe ci-dessus mentionnée.

Cette preuve releve de I'expérience mentale en ce qu'elle renvoie de
fait a des théorémes-en-acte éprouvés dans la pratique du tracé des courbes
représentatives de fonctions continues usuelles, courbes en quelque sorte
qui ne s'interrompent nul part (notons que Cauchy propose dans la note III
a son cours une démonstration "directe et purement analytique" de ce

théoréme).

IV.3. Remarques sur les preuves intellectuelles

‘et la démonstration

Le recours a l'expérience mentale marque véritablement le passage
des preuves pragmatiques aux preuves intellectuelles dans la mesure ol ce
- ne sont plus des actions effectives, mais des actions intériorisées (au sens
piagétien) qui sont mises en oeuvre. Les actions intériorisées se trouvent
dans la genese des opérations qui seront nécessaires a 1'élaboration de
preuves de niveau plus élevé. Les preuves reposant sur un exemple
générique constituent un stade intermédiaire dans la mesure ou la décision
sur le caractere générique de l'exemple ne peut étre prise qu'en
connaissant l'usage qui en est fait : ou bien cet exemple est le lieu de
réalisation des opérations effectives qui assurent la validité d'un énoncé, il
est le moyen de les montrer, et alors nous le considérons du c6té des
preuves pragmatiques ; ou bien il fournit au locuteur un moyen pour
exprimer sa preuve et alors nous le considérons du c6té des preuves
intellectuelles (cf. chap.Il, § I1.3.1.).
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De l'expérience mentale a la démonstration on devrait reconnaitre
divers types de preuves intellectuelles qui differeront par leurs niveaux de
décontextualisation, de détemporalisation et de dépersonnalisation
€voqués plus haut, ainsi que par leur niveau de formalisme. Une analyse
de ces preuves et leur typologie reste a faire. Du point de vue de la
démonstration telle que nous l'entendons aujourd’hui comme structure du
discours, un point crucial est le niveau de formalisation des connaissances

qu'elle met en oeuvre.

Pour illustrer cela nous proposons de prendre l'exemple du
théoreme de géométrie élémentaire dit "deuxiéme cas d'égalité des
triangles". Voici ci-dessous la démonstration classique des Eléments
d'Euclide (traduction de Kayas 1978, pp.4-5) :

Soient ABI" et AEZ deux triangles tels que 1'on ait :

AB=AE, AT=AZ et BAIN=EAZ
Je dis qu'il est aussi BI'=EZ
et que ces deux triangles sont
égaux et ont tous leurs autres
A éléments homologues égaux,
c'est a dire que 1'on aura aussi :

BI'=EZ, ABI'=AEZ

B ¢ et
A
ATl'B=AZE
En effet, si I'on appliquait le
E P triangle ABI" sur le triangle

AEZ de maniére a faire
coincider d'abord les points A

et A, puis les c6tés AB et AE,
le point B coinciderait avec E,

car AB=AE. Les c6tés AI" et AZ coincideraient alors
aussi, a cause de 1'égalité entre les angles BA'= EAZ,
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de sorte que le point I", 4 son tour coinciderait avec Z,
car Al'= AZ.

D’autre part, les points B et E ayant déja coincidé, les
cotés BI"et EZ coincideront aussi, car, si d'une part B
et E et d'autre part I" et Z coincident, mais les cotés
BI'et EZ ne coincident pas, deux droites pourraient
délimiter une aire, ce qui est impossible (Ax.10 ).
Nécessairement donc les cotés BI"et EZ ne coincideront
et ils seront égaux (Ax. 8 ).

Par conséquent le triangle ABT tout entier coincidera

avec le triangle AEZ tout entier et il lui sera égal, et les
angles restants de I'un coincideront avec les angles
restants de l'autre et ils seront respectivement égaux
entre eux, a savoir :

ABI'=AEZ et BrA=AZE

Cette preuve par plusieurs aspects porte les marques de 1'expérience
mentale, il faut "appliquer”, "faire coincider", ces opérations qu'il s'agit
de réaliser par la pensée n'ont pas de statut mathématique. C'est d'ailleurs
le lot de la géométrie tant qu'elle ne disposera pas des transformations
comme concepts mathématiques. Les "Nouveaux éléments de Géométrie"
de Méray (1874) illustrent le progrés sur ce terrain, la preuve de ce
théoreme (ibid. p.60) se présente de fagon analogue a celle des Eléments
d’Euclide, mais les expressions "superposer les angles", "coincider" y sont
précisées :

"deux figures solides sont égales , quand on peut (au moins par la

pensée) les amener a coincider , c'est-a-dire A se confondre dans
toutes leur parties" (ibid. p.3)

"porter un angle dans un plan et 2 partir d'une demi-droite donnée,
c'est I'appliquer sur ce plan de telle sorte que l'un de ses cotés
coincide avec la demi-droite dont il s'agit, et qu'une demi-droite
mobile, pivotant dans ce plan autour du sommet et d'une rotation de
sens convenable identique a I'amplitude de I'angle, vienne
s'appliquer précisément sur son second c6té "(ibid. p-47)
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Méray prend donc en compte explicitement les "mouvements” comme

éléments de la construction de ses Eléments :

"On a dit que I'idée de mouvement doit étre bannie de la
géométrie. Je proteste d'abord contre un tel byzanti-
nisme ; puis je nie en rappelant que la superposition des
figures, &mes de la géométrie, est inséparable, dans son
essence, de la conception d'un certain déplacement pour
le réaliser ; je riposte, en revenant a la théorie classique,
de la perpendiculaire, ou quelque demi-plan est

assurément mis en mouvement autour de sa chamiére."
(Avertissement 2 la troisieéme édition, 1905)

Néanmoins les Nouveaux Eléments de Méray gardent
fondamentalement la marque de l'expérience mentale par l'usage des
verbes d'action, la référence a 'expérience et a un acteur. Comme le
signale Th. Rousseau (in "Rapport de la sous-commission frangaise de la
CIEM sur l'enseignement secondaire”, Bioche Ch., 1911, p.102) : "les
professeurs ne se laisserent pas convaincre. Les axiomes de la Géométrie
d'Euclide leur semblaient faciles a admettre, parce que 1'on conservait sur
la plupart d'entre eux un silence prudent. Mais admettre les axiomes des
déplacements et en particulier des translations comme un résultat
d'expérience, leur paraissait comme 1'aveu aux éleves de l'impuissance de

la géométrie de se suffire a elle-méme La constitution des
transformations en concepts des mathématiques, d'abord en termes de
mouvement , est I'oeuvre des géometres du XIX° siecle dont Borel (cité
par Rousseau, ibid. p.103) nous dit qu'ils "nous ont appris que : la
géométrie est l'étude du groupe des mouvements ". Borel poursuit en
indiquant le sens d'une évolution qui permettra 1'élaboration de preuves se
détachant de l'expérience mentale pour aller vers des démonstrations au
sens moderne : "Substituer de plus en plus 1'étude dynamique des

phénomeénes a leur étude statique est d'ailleurs une tendance essentielle de
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l'esprit modeme ".

Nous donnons ci-dessous (fig.6) I'exemple d'une démonstration du
"deuxieme cas d'égalité des triangles", utilisant des transformations
géométriques, tirée d'un ouvrage d'enseignement récent

("Mathématiques, classe de 5", Paris : Hatier 1967).

En fait la constitution des transformations, notamment de la
symétrie, en concept mathématique et en objet d'enseignement devait
conduire a la disparition des "cas d'égalité des triangles” qui n'en devient

plus qu'une application assez élémentaire. C'est ce qui est arrivé.

Précisons, pour finir, que ce que nous venons de décrire constitue
une illustration de notre propos et non véritablement une étude historique
de la conceptualisation des transformations en géométrie. En particulier
nous nous en sommes tenu a un processus en quelque sorte interne 2 la

géométrie sans prendre en compte des facteurs externes qui ont pu jouer
" un éle essentiel comme le montrent Piaget et Garcia (1983) dans une
€tude du "développement historique de la géométrie ". Ils examinent
notamment le role joué par l'algébre, dont la citation suivante de Chasles

(rapportée dans leur ouvrage, ibid. p.111) montre toute lI'importance :

"[...] en réfléchissant sur les procédés de I'Algebre et en
recherchant la cause des avantages immenses qu'elle
apporte dans la Géométrie, ne s'apergoit-on pas qu'elle
doit une partie de ces avantages 2 la facilité des
transformations que I'on fait subir aux expressions
qu'on y introduit d'abord ? Transformations dont le
secret et le mécanisme font la véritable science, et I'objet
constant des recherches de I'analyste. N'était-il pas
naturel de chercher a introduire pareillement en
Géométrie pure des transformations analogues portant
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directement sur les figures proposées et leurs

propriétés.”

Dans notre étude pour désigner les preuves des éléves qui iraient

au-dela de l'expérience mentale, mais que nous ne pourions reconnaitre

véritablement comme des démonstrations, nous parlerons de calcul sur

des énoncés.

2 Deuxidme cas d’égalité

Soient deux triangles ABC, A'B’C’ tels qu'un angle de I'un soit

¢3al @ un angle de lautre et que les cotés formant cet angle soient

respectivement égaux : '
AB = A’'B’; AC = AC’; A= A"

Soit A’8’C, le triangle homologue de ABC dans une symétrie

ou un produit de symétries axiales, ayant avec le triangle

A'B’C’ le coté commun A’B’, et el que A'B’C; et A'B'C’

appartiennent au méme demi-plan de frontitre AR 9.

I oy
par construction : B'A’'C, = 8’A£ donc m - m,
par hypothése:  B°A’C’ = BAC '
. . (']

De méme : . :'g’ : 22 } donc A'C, = A'C’

Les angles 8°A’C, ¢t 8°A’C" étant égaux (9°, les demi-droites

A'C, e A'C’ dorigine A’ sont confonducs. Puisque

A'C, = A'C’, les points C, et C’ sont confondus ainsi que

les wriangles A’B’C, et A’B’C’.

CONCLUSION : Le triangle ABC égal & A’B’C, cst alors égal au

triangle A’B‘C’. .

Sl deux triangles ont un sngle dgal, compris entre deux

cOtés respeuctivement égaux, lis sont dgaux 3

HYPOTMHESE CONCLUSION
AB = A’'B’
AC = A‘c' ===—3 wuisngles ABC et A’'B’C’ égaux
A= A .
Figure 6
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V. Dialectique de la validation

V.1. Preuves et réfutations

L'élaboration de preuves ne constitue que I'un des versants de la
démarche de validation, un autre versant est celui de l'analyse critique des
preuves, l'exploration des objets mathématiques dont la véritable nature
est toujours questionnée. Comme 1'histoire en témoigne la différenciation,
la généralisation des concepts mathématiques n'est jamais terminée. Ainsi
le concept de nombre, 2 1a fois élémentaire et fondamental, n'a-t-il cessé
de se transformer : les nombres entiers et rationnels positifs, nombres
négatifs dont la nature est débattue jusqu'au XIX° siécle, construction des
nombres réels au XIX° et plus récemment l'invention des réels non
standards. De telles évolutions obligent a reprendre les preuves, a
reconsidérer leur domaine de validité, a préciser les objets sur lesquels
elles portent. ‘

Cette dynamique du développement des mathématiques met en
évidence un processus fondamental : la dialectique des preuves et des
réfutations. Lakatos (1976) soutient 3 ce sujet une thése radicale selon
laquelle "les mathématiques non formelles, quasi empiriques, ne se
développent pas par un accroissement continu du nombre des théorémes
indubitablement établis, mais dans l'amélioration incessante des
conjectures griace a la spéculation et 2 la critique, grice a la logique des
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preuves et des réfutations" (ibid. p.5).

Cette thése ne fait pas 1'unanimité. Elle est notamment battue en
breche par Dieudonné (1980) qui concéde cependant que " 1'évolution de
la plupart des parties des mathématiques s'est faite suivant un méme
déroulement : il s'agit initialement d'objets que les mathématiciens
estiment bien connaitre «intuitivement», dont ils ne cherchent pas a
analyser profondément la nature, et sur lesquels ils échafaudent des
raisonnements qui leur paraissent échapper a toute objection [...] Dans une
seconde phase apparaissent dans ces raisonnements prétendus «rigoureux»
d'inquiétantes lacunes, voire des contradictions, ou encore des
conséquences qui semblent tout a fait contraires a 1'«intuition» que I'on
croit avoir des objets considérés ; il devient alors nécessaire de revenir aux
bases de ces raisonnements, pour définir avec plus de précision les objets
que l'on étudie et les opérations permises sur eux. Mais souvent il reste,
chez les initiateurs de ces réformes, un vestige de 1'état d'esprit de leurs
prédécesseurs, et I'on est surpris de constater qu'ils ont tendance a ne pas
tenir compte des régles qu'ils ont eux-mémes promulguées, et a se laisser
entrainer par les vieilles «intuitions» a des conclusions erronées. C'est
seulement lorsque la génération suivante s'astreint a respecter
scupuleusement les reégles de la déduction logique a partir d'un systéme
explicité de propositions admises a la base (un «systéme d'axiomes») que
la théorie acquiert un pouvoir de totale conviction, qui, contrairement 2 ce
que prétendent certains, n'est plus jamais remis en question.” (Dieudonné
1984, p.9-10)

Sans entrer dans ce débat, nous voudrions suggérer que ce qui est en
question apparait étre finalement le domaine de validité du modele de

Lakatos. Il garde quoi qu'il en soit tout son intérét pour qui s'intéresse a la
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genese des connaissances mathématiques. Nous retenons donc le modcle
épistémologique que propose Lakatos, pour analyser des processus de
preuve chez des €léves et leur évolution dans le cours de la construction de
leurs connaissances mathématiques et, plus spécialement, dans celui de la
résolution d'un probléme. En effet, ce modele est cohérent avec les
théories développées par 1'école genevoise sur la genese des structures
cognitives pour laquelle Piaget (1975) a montré le role central joué par la
contradiction génératrice de déséquilibres dont le dépassement résulte en
des constructions nouvelles. Par ailleurs les demiers travaux de Piaget
(1983) sur la genése du nécessaire montre le role essentiel joué par la
prise en compte par le sujet des possibles : "elle [la nécessité] est solidaire
de la constitution des possibles, ceux-ci engendrant des différenciations
tandis que la nécessité est liée aux intégrations, d'otl une équilibration de

ces deux formations" (ibid. p.163).

Nous retenons donc que la prise d'une décision sur la validité d'un
énoncé est 1égitimée par l'affirmation de son caractére nécessaire contre
d'autres décisions possibles , méme si cela n'apparait pas de facon
explicite. Ainsi le processus de validation, qu'il s'accomplisse ou non dans
'explicitation d'une preuve, est fondé sur une analyse du pour et du
contre, sur la prise en charge de contradictions potentielles. Par 13 ce
processus est essentiellement dialectique. Ce fait est encore plus évident
dans un contexte de débat, dans le jeu des preuves et des réfutations. Par
ailleurs, hors du contexte social, I'élaboration d'une preuve passe par une
analyse critique et donc reléve de la méme dialectique : une preuve
rigoureuse et définitive est une preuve qui ne sera pas réfutée. Voire, pour

certains, une preuve qui ne serait pas réfutable.

67



Chapitre | : Explication, preuve et démonstration

V.2. Le probléme de la contradiction

L'une des finalités d'un processus de preuve peut ainsi étre exprimée
comme €tant d'assurer l'absence de contradictions formelles ou
sémantiques dans la solution d'un probléme. Mais le "fait" de la
contradiction, alors porté au centre du débat de validation, présente une

complexité qui ne se laisse pas réduire a la complexité logique.

En effet, la contradiction n'existe pas en soi mais relativement a un
systetme cognitif. Par exemple, telle contradiction sera reconnue par
I'enseignant, ou par l'observateur dans la situation expérimentale, mais ne

le sera pas par 1'éleve :

Ayant montré que la suite (u,) admet une limite

I vérifiant I<1, des étudiants traiteront dans
I'expression :
n+l n 2
u " +u M +uC+u +1
d'une fagon indépendante n en exposant et n

en indice : )
11m(unn+1+un“+un2 +u +1) =lim(u * +u, +1)
=%+ I+1
(Robert 1982)

Inversement une contradiction peut étre attestée par les éleves alors que pou
I'enseignant elle est inexistante :

Pour des éleves de cinquieéme la somme des
angles d'un triangle ne peut étre égale a180°
pour tout triangle, parce qu'un petit triangle ne
peut avoir méme somme d'angles qu'un triangle
plus grand.

: (cf. Chapitre V)
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En cinqui¢me, pour I'évaluation du volume d'un
parallélépipede a 1'aide de petits cubes, certains
€leves, ayant décompté le nombre de cubes dans
l'une des dimensions, considérent qu'il faut en
compter un de moins dans chacune des deux
autres, parce qu'on ne peut pas compter deux

fois le cube du coin .
(Bodin 1980)

Dans ces exemples les raisons de 1'identification ou de I'absence
d'identification d'une contradiction, sont & chercher dans la nature méme

des connaissances mobilisées par les éleves.

Les deux derniers cas correspondent d'ailleurs a des situations de
conflit cognitif sur lesquels s'appuient souvent les situations didactiques
que nous concevons ; I'hypothése étant que la prise de conscience de telles
contradictions rend nécessaire I'évolution des conceptions de 1'éleve. On
reconnait la la problématique constructiviste selon laquelle 1la
contradiction est la source d'un déséquilibre dont la compensation est le
moteur du progreés de la connaissance (dans Ie double processus de
'accomodation et de 'assimilation, voir a ce sujet les ouvrages classiques
de Piaget). C'est encore dans cette perspective que s'inscrit I'épistémologie
scientifique héritiere de Popper. Cependant la reprise de cette
problématique par Lakatos, pour ce qui concerne les mathématiques, fait
apparaitre que le dépassement des contradictions ne serait en fait que

potentiellement source de progres.

Dans le fonctionnement didactique, l'existence d'un savoir
mathématique de référence (savoir scientifique ou savoir scolaire) donne 3
I'enseignant le pouvoir de décider du caractére effectivement

contradictoire d'une situation. Il s'agira alors pour lui de rallier 1'éléve 2
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cette reconnaissance. Un probléme didactique devient pour nous celui de

savoir...

quelles sont les conditions nécessaires a la prise de conscience, par

I’éléve, d'une contradiction et a son dépassement ?

Pour Piaget cette prise de conscience "ne se produit qu'au niveau ot
le sujet devient capable de dépassement” (1974, p. 161). Mais ce
dépassement pouvant en fait consister en une véritable réorganisation des
connaissances, la condition peut paraitre un peu forte. Nous n'exigerons
pas ce dépassement potentiel, mais nous retiendrons que son probléme est
posé : prendre conscience d'une contradiction c'est poser le probléme du
choix entre deux propositions : une affirmation et sa négation. Quelle que
soit l'issue de ce choix, elle suppose que l'affirmation soit disponible et
qu'elle soit susceptible d'étre niée. La contradiction est ainsi dépendante
d'une double construction. Nous soutenons l'idée que la prise de
conscience ne se produira qu'au niveau ot le sujet devient capable de cette
double construction.

Une fois la contradiction identifiée par le sujet, son dépassement
peut, quant a lui, n'étre obtenu qu'apres un long travail. Ainsi, dans le cas
de la mesure des angles d'un triangle (voir a ce sujet chap.V), le
dépassement de la contradiction évoquée plus haut passera par une reprise
des conceptions de 1'éleéve de la mesure d'un angle et de I'appropriation du
postulat d'Euclide et de ses conséquences. La mise en relation des
propositions "plus un triangle est grand plus la somme de ses angles est
grande" et " la somme de tout triangle est 180°", si elle ouvre I'acces a la

contradiction, ne suffit pas pour autant a son dépassement.
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Par ailleurs la contradiction n'existe que par rapport 4 une attente
dégue, a une conjecture infirmée. L'existence potentielle de I'affirmation
ne suffit pas. Il faut qu'elle se trouve, comme le dirait Hadamard, au
devant de la scéne. Piaget mentionne lui-méme que "la prise de conscience
de la contradiction est bien plus aisée lorsqu'elle apparait entre une
prévision et une donnée extérieure qui lui inflige un démenti" (Ibid.). On
peut constater ici que Piaget ne s'en tient pas aux seules conditions
cognitives mais qu'il ouvre son analyse aux conditions liées 2 la situation.
Il ne va cependant pas plus loin dans cette direction, du moins pour ce que

nous avons pu lire.

La prise de conscience d'une contradiction suppose une prédiction,
c'est-a-dire l'engagement effectif de 1'éléve sur une affirmation. Cela
signifie son dégagement de 1'action, un pas de c6té grace auquel l'action est
considérée comme susceptible d'une réflexion, voire d'un discours.
L'action n'est pas seulement agie. Produit d'un choix, elle est rapportée a
ses conditions de validité et a ses effets. Elle est soumise a une finalité. La
contradiction surgit de la non réalisation de cette finalité. Elle pose donc

la question du choix et des conditions de I'action.

Nous retiendrons les conditions suivantes comme nécessaires a la

prise de conscience d'une contradiction :

(1) existence d'un attendu : prédiction ou anticipation,
(ii) possibilité de construire 1'affirmation associée a cet attendu et sa

négation.

Il en découle que la contradiction est associée a un processus d'évaluation,

explicite ou non, délibéré ou non, et de décision.
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Pour que 1'€leve soit capable de ces anticipations il est nécessaire que
ses connaissances constituent un modele de la réalité afin de lui permettre

un contr6le a priori de la situation-probléme dans laquelle il se trouve.

V.3. Traitement des réfutations

La perception la plus répandue du contre-exemple, dans la classe de
mathématique, est celle d'une catastrophe dont la conséquence est
I'abandon pur et simple des positions conquises lors de la résolution du
probléme. L'univers de la classe de mathématique se révele de ce point de
vue plus manichéen que dialectique. L'analyse de l'activité du
mathématicien, ou de la communauté des mathématiciens, comme nous la
présente par exemple Lakatos, fait apparaitre un fonctionnement bien

différent et stirement moins radical.

Prenant pour base l'analyse que propose Lakatos (1976), on peut
différencier les conséquences d'un contre-exemple suivant qu'il rejaillit
sur la conjecture, sur sa preuve, ou bien encore sur les connaissances ou
leurs fondements rationnels. Il se peut méme que le dépassement de la
contradiction révélée par le contre-exemple passe par la critique et le rejet
du contre-exemple lui-méme. Le schéma ci-dessous explicitant la
conjecture et sa preuve comme le produit conjoint des connaissances et de
la rationalit¢é d'un individu (traits pleins), résume les principales
conséquences envisageables d'un contre-exemple (traits tirés); telles que

I'amendement de la conjecture, la reprise d'une définition, le rejet du
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contre-exemple, etc. .

Rationalitt ==== Connaissances
& _"— &
\ E
i _.->Preuve i
: Conjecture :

Contre-exemple
. R

; ]
1 ]

»
I\ '
~

Ce schéma a l'avantage de la clarté, il n'est cependant qu'une
évocation de la multiplicité des retombées possibles d'un contre-exemple.
Il nous suffira ici pour mettre en évidence un probléme a notre sens
fondamental et jusqu'ici occulté par les analyses didactiques (aussi bien

que psychologiques).

Le caractere dialectique du développement des connaissances
mathématiques, que Lakatos met en évidence pour ce qui concerne la
phylogenese et que nous connaissions déja pour l'ontogenése, a pour
conséquence un probleme qu'il ne souligne pas et qui ne pouvait échapper
au didacticien : qu'est ce qui détermine la légitimité du choix d'une

réponse a un contre-exemple ?

Les mathématiciens auxquels s'intéresse Lakatos semblent bien tous
adhérer au méme fond de rationalité. S'agissant d'éleves il n'en est plus de
méme : empirisme naif ou expérience cruciale peuvent fonder des preuves

et constituer les racines 1égitimes d'une conviction. Si donc nous nous
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appuyons sur une contradiction révélée a 1'éléve pour obtenir que soient
reconsidérés les fondements rationnels de sa conjecture et de sa preuve
prétendue, comment éviter que le débat porte finalement sur la 1égitimité
du contre-exemple ou sur un amendement a la conjecture. Ce qui peut
apparaitre tout a fait 1égitime a 1'éléve, puisqu'aprés tout cette méme
rationalité lui suffit pour faire face a de nombreuses situations pratiques

qu'il rencontre par ailleurs.

Comment éviter que face a un contre-exemple que lui produit
I'enseignant, 1'é1éve ne déclare qu'il s'agit 1a d'un cas particulier alors que
sa conjecture est fondée sur un empirisme naif ? Ce probléme garde toute
son importance 2 des niveaux plus avancés de la scolarité ou 1'étudiant
discutera la 1égitimité d'un contre-exemple alors que, pour nous, ce qui est

en question c'est la conception qu'il a de la connaissance en jeu.

Fonder l'apprentissage, c'est-a-dire la conception des situations
didactiques, sur la prise de conscience de contradictions par les éléves, sur
une dialectique de la validation, nécessite que soit prise en charge cette
incertitude sur la nature du dépassement d'une contradiction. S'il parait
assez clair qu'il n'y a pas de déterminisme strictement cognitif, quel est
alors le rdle des caractéristiques de la situation ? Les interventions de
I'enseignant et sa gestion du contrat didactique seront siirement des
éléments déterminants pour que soit jugée pertinente face a un
contre-exemple la remise en question des connaissances plutdt que celle
des fondements rationnels de la conjecture, ou encore la remise en

question du contre-exemple lui-méme plutdt que celle de la preuve.
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Chapitre II

PREUVES ET CONTRE-EXEMPLES :
"LES POLYGONES"

I : Présentation de I'étude

I.1. Introduction

L'expérience dont nous présentons ici la conception et 1'analyse a
€té €laborée pour reprendre les théses de Lakatos dans le cadre de la
résolution d'un probléme par des éléves. 1l s'agit d'élucider la place et la
nature des démarches de preuve dans la résolution d'un probléme, en
examinant notamment le rdle des contre-exemples et de leur traitement

par des éléves.

Il est bien siir hors de question, au niveau du premier cycle qui
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nous intéresse ici, de reprendre le probléme de 1'établissement de la
formule d'Euler pour les polyedres. Ne serait-ce que parce que la maitrise
du domaine conceptuel correspondant échapperait complétement aux
€leves. Mais nous avons voulu cependant rester assez prés de ce type de
probleme pour nous limiter essentiellement a la discussion de 'hypothése
d'un parallélisme entre les processus a 1'ceuvre au niveau d'un individu et

ceux décrits par Lakatos.

Pour cela nous avons retenu le probléme de la découverte et de
I'établissement d'une formule de dénombrement des diagonales d'un
polygone quelconque. Comme moyen d'investigation des procédures
utilisées par les éléves nous avons retenu une situation d'interaction sociale
entre deux €éleéves avec une communication invoquée. Nous discuterons ce
choix dans le paragraphe ci-dessous, de méme que nous expliquerons celui
du domaine conceptuel retenu et que nous ferons 1'étude a priori des

solutions que les éleéves peuvent apporter a ce probléme.

La premiére modalité que nous avons utilisée consiste A proposer le
probléme aux éleéves sans leur fournir la définition de polygone et
diagonale. Ce choix a été fait pour donner la possibilité d'observer la
(re)construction de ces concepts dans le cours de la résolution, notamment
en relation avec les réfutations. Nous avons cherché de cette fagon a nous
placer dans un contexte aussi proche que possible de celui de 1'objet
d'étude de Lakatos qui, avec les problémes de preuve, pose ceux de la

constitution des connaissances mathématiques.

La modalité dans laquelle des définitions seront fournies aux éléves

sera aussi étudi€e. Son compte rendu fera 1'objet du chapitre suivant.
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Dans le présent chapitre nous rendons compte des processus de
preuve observés et de leur évolution, des différents types de traitements
des réfutations et enfin des problémes liés 2 1a définition.

L.2. Description de la situation expérimentale

I.2.1. Le dispositif expérimental

Les €leves travaillent par deux, ils ne disposent que d'un seul stylo
et d'autant de papier qu'ils le désirent. L'observateur leur explique qu'
il s'agit de rédiger un texte qui sera envoyé a des camarades du méme
niveau scolaire, par lequel il s'agit de

donner un moyen qui permette dés que l'on connait le

nombre des sommets d'un polygone, de calculer le
nombre de ses diagonales.

ces dernieres lignes sont inscrites sur une feuille qui est laissée A la

disposition des éleves pendant toute la durée de l'observation.

Il est indiqué aux éleves qu'ils disposent d'autant de temps qu'ils le
désirent : ils décideront eux-mémes du moment ou ils considerent le

probléme comme résolu.
En fait, ceci constitue la premiére partie de l'expérience. Apres

qu'un message ait été proposé par les éleves, l'observateur invoque des

difficultés que pourraient rencontrer les éléves interlocuteurs 2 mettre en
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ceuvre le moyen de calcul proposé, pour certains polygones. Notamment,

les configurations ci-aprés (fig.1), devraient étre systématiquement

proposées.

L'ensemble de I'expérimentation est enregistré, parfois seulement
elle aura pu étre filmée. C'est a partir des notes prises par l'observateur,
de l'ensemble des productions écrites des éleéves et de la transcription des

enregistrements que sont conduites nos analyses.

Py a sommets alignés P, croisé

Figure 1

1.2.2. Le champ conceptuel

Au niveau qui nous intéresse, la classe de 4e, les polygones ont
davantage un statut d'objet culturel que celui d'un objet d'enseignement.
IIs sont rarement mentionnés dans les manuels scolaires de ce niveau, du
moins pour ceux correspondant aux programmes 1979 (arrété du 16
novembre 1978) en vigueur dans les classes que nous avons observées
(I'observation a eu lieu dans le cours du second trimestre de l'année
scolaire 1979-1980). Lorsqu'ils sont mentionnés il s'agit d'un préambule a
la présentation d'autres objets géométriques (le parallélogramme
notamment) qui seront, eux, de véritables objets d'enseignement.
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En revanche les polygones ont pu étre un objet d'étude a 1'Ecole
Elémentaire, principalement au CE1 : on les observe, on compte leurs
cOtés et leurs sommets, on différencie leur forme, on les nomme. Voici,
par exemple, comment sont décrites dans ERMEL (1978, p. 160) les
activités sur les formes planes :

" La comparaison de formes planes diverses, par les
observations qu'elle suscite, conduira les enfants &
expliciter les criteres retenus dans les classements
effectués. Parmi ces derniers on privilégiera ceux
relatifs a : la convexité, la rectitude des arétes, le nombre
d'arétes (cotés) ou de sommets, les relations entre les

cotés (isométrie, parallélisme, orthogonalité), les
éléments de symétrie, etc... "

Suivent un paragraphe "Classement des formes planes", puis un autre
"Classement des formes polygonales" et enfin "Classement des
quadrilateres”. Les polygones sont les figures qui ont des "cotés droits"
(ibid. p.161).

En fait, I'enjeu de 1'étude des polygones est, & ce niveau, pour
I'essentiel la mise en pratique de l'usage, voire de 1'élaboration de
définitions. Par exemple selon Bassis (1984, p.115), a propos d'une
séquence proposée sur les polygones :

" Chaque conduite de classement aboutit & 1a formulation
par les enfants de désignations ramassées d'ensembles,
désignation ayant valeur de DEFINITION, parce que ne
se contentant pas d'étre juxtaposition de propriétés

descriptives, mais conduisant de trés prés a des
propriétés nécessaires et suffisantes."

Nous avons plus précisément examiné ce qu'il en était, au college et
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pour les classes de 6e, Se et 4e, en reprenant les ouvrages de la collection
E. Gallion (OCDL Hatier, éditions respectivement des années 1977, 1978
et 1979). Ces ouvrages ont été utilisés pour l'enseignement au college de
Moirans, dont sont issus 4 des 14 binémes d'éléves que nous avons
observés.

-en 6e : le mot "diagonale" apparait a propos du

41}

parallélogramme, il est montré ainsi que "c6té", "parallélogramme”,
"sommet" et "centre", sur une figure. Les diagonales se coupent au centre
de la figure (op.cit. p. 27). Le mot "polygone" apparait dans une section
intitulée "périmetre” (ibid. p. 39). Un polygone concave est montré, son
périmetre est défini.

-en Se : le mot "polygone" apparait dans un exercice de
classement d'objets (op. cit.p. 117). 11 s'agit d'une section sur les
partitions. Octogone et heptagone réguliers ont ét€ mentionnés (ibid. p.
40) a propos d'une activité de confection de volumes. Il est demandé aux
éleves de retrouver 1'étymologie des noms de ces polygones.

- en 4e : toute une section porte le nom "vocabulaire sur des
polygones " (op.cit. p. 20 sq.). Il s'agit d'une section de "révision sur ce
vocabulaire " (p. 20). Les premiéres activités portent sur 1'observation de
polygones réguliers (hexagone, octogone puis carré). Un polygone
concave apparait dans une activité ou 1'on demande de dénombrer les
sommets, puis dans une autre activité les éleéves ont a distinguer
quadrilatére croisé et non croisé. Les termes "sommet"”, "coté", et
"diagonale" sont ensuite introduits sur I'exemple d'un quadrilatére. Les
exercices qui suivent ne portent que sur le quadrilatere. Seul le mot
"diagonale" réapparaitra dans la suite du texte, & propos de propriétés du
losange (ibid. p. 118), du rectangle (ibid. p. 214), et du parallélogramme

(ibid. p. 216).
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Nous n'avons trouvé (sans cependant faire de recherche au-dela de
la bibliotheque de 'IREM de Grenoble, soit une douzaine d'ouvrages)
quun seul autre manuel scolaire de 4e, aux éditions Magnard, qui
consacre une section aux polygones. Le "Livre du Professeur" précise
qu'il s'agit d'une "lecon utile de mise au point sur la désignation des
polygones " (op. cit. p. 54). Dans un autre ouvrage; Jéomatri chez Ophris
(1979) ni le mot "polygone", ni le mot "diagonale" ne sont utilisés (pour le
parallélogramme on parlera de milieu de bipoints). En fait, la plupart des
ouvrages consultés utilisent sans le redéfinir le mot "diagonale" a propos
des propriétés caractéristiques du parallélogramme et éventuellement
d'autres quadrilateres : carré, losange (Delagrave 1979, Hachette 1979, La
Capitelle 1979, A. Colin 1979).

Malgré quelques petits sursauts de vitalité, les polygones sont
devenus de vieux objets. Ils sont tout au plus un cadre pour l'introduction

de quelques quadrilatéres particuliers dont 1'étude sera approfondie.

Ceci nous a conduit a soutenir I'hypothese que les éléves pourront
mobiliser assez rapidement des conceptions de polygone et diagonale, avec
cependant la tendance a privilégier les polygones réguliers ou le prototype
du parallélogramme (qui devrait conduire a ce que nous appellerons les

diagonales diametres (diagonales-qui-se-coupent-en-leur-milieu).

I.2.3. Analyse a priori des procédures

Notation : dans toute la suite f désigne 1'application N—Nqui fait
correspondre au nombre des sommets d'un polygone, le nombre de ses

diagonales ; et s : IN—IN I'application qui au nombre de sommets d'un
polygone fait correspondre le nombre des diagonales en un sommet.
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Un peu dans la situation des solides pour Euler au XVIIle sitcle les
polygones seront pour les éléves des objets familiers, a priori non
problématiques. Comme les polyedres de Platon, les polygones réguliers
jouant ici un rdle privilégié.

Dans le cas ou les éléves mobiliseraient une conception "classique”
de polygone et diagonale nous nous attendons principalement a trois types
de propositions :

f(n) = n(n-3)/2, fondée sur la remarque de l'invariance du nombre des
diagonales en chaque sommet du polygone, et de ce que la sommation de

ces nombres conduit a compter deux fois chaque diagonale.
p=n

f(n)=(n-3)+Z (n-p) , fondée sur une procédure de dénombrement
p=3

systématique des diagonales d'un polygone en parcourant son bord dans un
sens déterminé. Dans la suite cette solution sera désignée par f(n)=2 &n

ol £n désigne la suite des nombres de diagonales en chaque sommet

rencontré au fil de ce parcours.

f(n)=f(n-1)+(n-2), fondée sur la construction du polygone P, (ie.
polygone a n sommets) 2 partir du polygone P,_1- Une solution analogue,

exprimée par une formule de récurrence, peut étre issue de I'observation
de la suite des couples : (nombre de sommets, nombre de diagonale).
L'analyse des "différences successives" peut conduire a f'(n)=f'(n-1) +
a(n) et a(n)=a(n-1)+1 ; avec les valeurs initiales : £(3)=0 et a(3)=0.

Enfin on peut envisager la solution : f(n)=c2, - n , mais elle

suppose une approche combinatoire dont I'apparition est peu probable
chez les €leves de 4e. D'abord pour la raison évidente que les formules de
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dénombrement sont hors de leur portée, mais aussi parce qu'une
conception combinatoire de polygone (ensemble abstrait muni d'une

relation d'incidence) est peu plausible 4 ce niveau.

Bien qu'équivalentes du point de vue mathématique, ces solutions
sont tres différentes quant a leur signification pour les éleves. Elles
mobilisent des analyses différentes, de type dénombrement ou de type
énumération, et un engagement différent des conceptions de polygone et

de diagonale.

Par ailleurs, on peut s'attendre a des refus d'accepter des
diagonales extérieures au polygone dans le cas de polygones concaves. Ces
solutions pourraient alors étre aménagées en les completant d'une

condition de convexité.

Dans le cas ou les éléves mobiliseraient des conceptions fortement
marquées par le prototype du parallélogramme ou par les polygones
réguliers, nous envisageons des solutions du type f(n)=n/2. Cela suppose
une conception de "diagonale” comme diamétre du polygone. Bien siir un
telle solution est réfutée par un quelconque polygone qui aurait un nombre
impair de sommets. Le traitement de cette réfutation nous semble
completement ouvert : introduction d'une condition, explicitation d'une
définition qui "sauve" la conjecture, modification de la conjecture, etc. .
Un objet de notre recherche est justement de préciser ce qui détermine le

choix de 1'un de ces traitements.
Enfin, nous avons envisagé deux solutions qui pourraient étre
issues de la conjugaison d'un empirisme naif a I'observation des cas d'un

polygone a 5 sommets ou & 7 sommets. Il s'agit, respectivement, de f(n)=n
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et de f(n)=2n. On remarquera la fragilité de ces procédures qui sont
réfutées par tout autre polygone que celui qui leur a donné naissance.
D'autres conjectures "fragiles” supposent 'examen de polygones ayant un

grand nombre de sommets, par exemple f(n)=3n qui est vérifiée par le

seul P.. Il est peu probable que les €leves aillent jusque 1a.

1.2.4. Le recours a l'interaction sociale

Nous avons utilisé comme outil expérimental dans cette étude une
situation d'interaction et de communication. Ce type de situation utilisé
depuis plusieurs années dans divers travaux (Balacheff et Laborde 1985a,
1985b) donne un accés particuliérement efficace aux conceptions des

éleves et aux procédures qu'ils utilisent.

La caractéristique principale de cette situation est que les éléves ont
pour tﬁcfle commune de résoudre ensemble un probléme. Les
interactions entre pairs permettent l'extériorisation des conceptions, des
projets et des prises de décision des éleves, indépendamment de toute

intervention d'un expérimentateur.

Nous faisons donc l'hypothése, pour la premiére partie de
I'expérience, d'un fonctionnement des éléves dans une situation
quasi-isolée, ce qui n'exclut pas 1'existence d'un contrat expérimental dont
nous devrons faire I'analyse. (Nous entendons par contrat expérimental
I'ensemble des regles le plus souvent implicites qui régissent les rapports
entre les différents partenaires dans la situation observée, y compris

I'observateur lui-méme. Cette notion est directement tirée de celle du
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contrat didactique forgée par Brousseau (1986)).

Les €leves ne disposent que d'un seul stylo : cette contrainte trés
artificielle est un élément important de la situation. Elle est un obstacle 2
l'organisation de la recherche en un travail séparé et indépendant de
chacun des éleves puis a une confrontation de leurs productions ; cette
confrontation est le plus souvent rendue délicate par la difficulté de chacun
a entrer dans la solution de l'autre, tout en soutenant son propre projet. En
revanche le fait de ne disposer que d'un seul moyen d'écriture oblige les
éleves a une confrontation constante pour le choix d'une stratégie, d'une
opération 2 réaliser, ou pour déterminer des critéres communs pour

accepter ou refuser une assertion.

Une telle situation réalise une situation de validation au sens de

Brousseau, dont nous avons décrit plus haut les caractéristiques (chap.I).

Par ailleurs, la situation d'interaction sociale favorise les conflits
socio-cognitifs qui, comme le soulignent Mugny et Doise (1981),
porteront a la mise en évidence de contradictions plus facilement que les
situations de fonctionnement individuels ou les contradictions peuvent étre

occultées par les distances temporelles entre les faits qui les révélent.

Enfin, tel que le probléme est soumis aux éleves, il est fait
référence a la communication avec des pairs, éleéves du méme niveau
scolaire. La situation est ce que nous appelons une situation de
communication invoquée car ces pairs sont absents, il n'y aura pas de
feedback sur le message émis (contrairement aux situations de
communication réalisée, cf. par exemple Balacheff 1982). Ce contexte

finalise de fagon 2 la fois plus précise et plus intrinséque l'activité et la
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production des éléves. Le fait que la procédure de calcul décrite doive étre
utilisée par d'autres éléves, inconnus, sur lesquels les émetteurs n'ont pas
de contrdle devrait favoriser la prise de conscience, et la prise en charge,
des problémes de la généralisation. De méme devrait étre favorisée une
problématique de la fiabilité qui peut donner naissance 4 des mises 2
I'épreuve séveres de la solution proposée, et peut étre méme a l'entrée

dans une problématique de la preuve.

Nous faisons donc I'hypotheése que cette situation expérimentale
réunit les conditions d'interaction sociale, les conditions cognitives et les
conditions situationnelles, nécessaires a 1'apparition des processus que

nous voulons observer.

1.3. Données globales sur les observations réalisées

Notation : dans toute la suite nous noterons P, un polygone a n sommets.

I.3.1. La population des éléves observés

Nous avons observé 14 bindmes d'éleves de colleges de
I'agglomération grenobloise, soit dans le courant du second trimestre
1980-1981, soit dans le courant du second trimestre 1981-1982. Le niveau
scolaire est celui de la classe de 4e pour 13 des bindmes, le quatorziéme
(Pierre et Mathieu) a été observé au début du mois de juillet 1980, i la fin

de la scolarité de 5°.
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Ces observations n'ont été possibles que grace  la collaboration
bénévole des enseignants et a celle volontaire des éleves. Ces derniers se
constituant en binéme au gré de leurs affinités, il y a slirement 12 une
faiblesse méthodologique. Elle nous était imposée par les conditions méme
de la recherche a ce moment (cependant la richesse des résultats obtenus

nous conduit a ne pas lui accorder trop d'importance).

Les observations ont été réalisées dans I'enceinte des établissements
scolaires, mais en dehors de la classe. Le moment choisi dans la journée,
pas trés confortable, dépendait essentiellement de la disponibilité des
€leves : "entre midi et deux heures", 2 la suite des cours de 'aprés-midi
(mais avant le départ du car du ramassage scolaire). Nous avons cependant

disposé de deux heures. Le temps de travail des binémes a été en moyenne
de 1h'/2.

Nous donnons ci-aprés la liste des bindmes observés avec les

précisions de date et de lieu.

de

Antoine et Damien 26 mai 1982 CES des Eaux Claires  Grenoble
Christophe et Bertrand 15 février 1982 CES La mouliniére Domene
Blandine et Isabelle 3 février 1982 CES Pablo Picasso Echirolles
Evelyne et Christine 28 janvier 1982 CES Le Vergeron Moirans
Georges et Olivier 3 février 1982 CES Pablo Picasso Echirolles
Hamdi et Fabrice 28 janvier 1982 CES Le Vergeron Moirans
Laurent et Lionel 15 février 1982 CES La mouliniére Domene
Lydie et Marie 3 février 1982 CES Pablo Picasso Echirolles
Martine et Laura 31 mars 1981 CES Pablo Picasso Echirolles
Nadine et Elisabeth 12 mars 1981 CES Gérard Philipe Fontaine
Naima et Valérie 18 février 1982 CES Le Vergeron Moirans
Olivier et Stéphane 18 février 1982 CES Le Vergeron Moirans
Pierre et Philippe 12 mars 1981 CES Gérard Philipe Fontaine
Se

Pierre et Mathieu 8 juillet 1981 CES Stendhal Grenoble
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1.3.2. Le contrat expérimental

Le dispositif expérimental que nous avons mis en place comprend
deux parties bien différentes, le passage de 1'une a I'autre se faisant au prix
d'une rupture du contrat expérimental : changement dans le réle de
l'observateur qui sort de sa "neutralité" pour produire des

contre-exemples.

Quelques propos, en fait assez peu nombreux au regard du volume
des données recueillies, montrent que le fonctionnement des éléves au
cours de la premiere partie n'est pas totalement isolé de 1'observateur,

mais seulement "quasi-isolé".

L'observateur a pu étre pour certains d'entre eux, un personnage de
référence a qui I'on demande ce que I'on a le droit de faire (ce qui va dans
le sens d'une explicitation du contrat expérimental) ou un arbitre vers qui
on peut se tourner :

- Hamdi et Fabrice demandent s'ils ont le droit de faire

des dessins (Ham 17) et s'il faut considérer un polygone
‘quelconque (Ham 38),

- Lydie et Marie demandent si elles peuvent utiliser des
exemples (Lyd 6.8),

- Olivier et Stéphane se tournent vers 'observateur pour
lui demander la définition de polygone (Sté 16) et si la
solution doit étre donnée "en général " (Sté 46),

- Pierre et Philippe se tournent vers 1'observateur pour
chercher son assentiment sur un résultat (Phi 33) ou sur
une définition (Pie 44),

- Lydie et Marie cherchent chez l'observateur un
arbitrage de leur conflit de conception (fin de la phase I),
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- Naima et Valérie laissent ouvert leur conflit au sujet de
P (considéré ou non comme un polygone) et s'en

remettent a I'observateur (fin de la phase I).

Pour certains éleves, la situation d'observation modifie le sens méme
de la tache. Ainsi, Pierre et Mathieu (principalement Pierre) n'entrent pas
véritablement dans une démarche de validation parce qu'ils attendent que
'observateur révele la bonne solution ; c'est une situation de devinette.
(cf. § IL2.1.). Pour d'autres bindmes la forme de l'intervention de
l'observateur durant la seconde partie de I'expérimentation, transforme la
nature de leur activité. Pour Antoine et Damien qui l'explicitent et de fait
pour Naima et Valérie, la situation devient un jeu de la définition dans
lequel ils se défendent contre les contre-exemples produits par

T'observateur (voir pour plus de détails le chap II1,§ 11.2.4.).

Pour la plupart des autres éléves, la rupture de contrat ne parait pas
affecter de fagon essentielle leur comportement. Certes, les polygones
produits par l'observateur comme contre-exemples portent la marque de

son autorité, mais cela n'empéche pas le rejeter ces réfutations.

En fait cette dimension de la situation prend une place normale dans
notre analyse des lors que nous reconnaissons 1'importance des caractéres

situationnels dans les démarches de validation (chap. I).
Ainsi le contrat expérimental n'est pas un biais dans notre étude mais

un €lément 2 part entiére et inévitable que nous prenons en compte dans

tous les aspects de notre analyse.
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1.3.3. Probléme posé et probléme traité

Le probléme posé aux éléves, du moins de notre point de vue, est un
probleme de dénombrement. Il entretient, ce qui est fréquent en
combinatoire, des relations étroites avec un probléme d'énumération.
Mais le probleéme traité par les éleves sera celui qu'ils vont reconstruire
dans le cadre du dispositif expérimental que nous avons congu, a partir de
I'énoncé qui leur est soumis et de leurs conceptions attachées au domaine

mathématique en question.

Nous notons que 1'énumération des diagonales d'un polygone est

fortement sous-jacente & 1'une des solutions possibles, celle que nous avons

notée 2 Fn.

Le glissement vers le probléme de 1'énumération est le plus souvent
di aux difficultés rencontrées par certains bindmes pour décider de ce que
sont les diagonales d'un polygone, et pour les tracer. Ainsi la premiére

production de Naima et Valérie est un texte qui indique comment tracer

les diagonales de Pg. De la méme fagon la premicre production de Lydie et

Marie est la définition de diagonale. Apres tout, comme Christophe le fait
remarquer a Bertrand, apres le tracé des diagonales d'un polygone, les
interlocuteurs "les comptent aprés, c’est pas bien pratique, mais..." (Chr
200).

Lorsque les éleves sont allés jusqu'a soumettre une telle solution 2
I'observateur, celui-ci a fait remarquer qu'il ne s'agit pas d'un "moyen de
calcul". Les éléves ont alors repris la résolution du probléme et sont allés

jusqu'a une solution au probléme de dénombrement.
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Naima et Valérie, comme Lionel et Laurent, ne prennent pas

d'emblée en compte qu'il faut produire un moyen de calcul pour tous les

polygones. Les premieres donnent un résultat pour P, les seconds pour

P;. L'observateur fait remarquer que le probléme posé n'est pas résolu,

les éleves reprendront alors leurs recherches qu'ils méneront jusqu'a
fournir une solution pour "les" polygones (en référence a leurs

conceptions).

Enfin, des aspects habituels du contrat didactique en 4e apparaissent
dans le contrat expérimental tel qu'il est reconstruit par les éleves.
Georges et Olivier, comme Martine et Laura, soulignent qu'il s'agit de
produire un moyen de calcul et non sa preuve ou des explications. On
congoit que la question se pose effectivement car le produit d'une activité
scolaire est en général a ce niveau moins la production d'un résultat

mathématique que celui de sa validation.
I.3.4. Premiéres données sur la résolution du probléme
a) Les solutions

Le tableau ci-dessous rend compte des diverses solutions apportées

par les éléves au probleéme du dénombrement des diagonales.

Ce tableau met en évidence que plus de la moitié des bindmes sont
parvenus a ce que nous appellerions une solution correcte. Un seul
cependant est parvenu a la solution classique f(n) = n(n-3)/2 dés la

premicre partie de la solution.
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Ces résultats confortent 1'analyse a priori que nous avions faite des
procédures et des conceptions que les éléves mobiliseraient. Méme la
solution f(n)=2n, non présente dans le tableau, est apparue : elle a été
fortement défendue par Christophe face a Bertrand. La prégnance du
modele du parallélogramme pour les diagonales, explique la dominance
des solutions du type f(n)=n/2.

Binome Premiére partie Deuxiéme partie
Christophe et Bertrand n(n-3)/2

Hamdi et Fabrice n? n(n-3)/2
Lionel et Laurent n n(n-3)/2
Nadine et Elisabeth f(n+1)=f(n)+a(n+1)

Martine et Laura Y. Sn

Olivier et Stéphane 2 Sn

Georges et Olivier 2 Sn

Pierre et Philippe - n.s(n)

Lydie et Marie n/2

Naima et Valérie n/2

Antoine et Damien n/2

Blandine et Elisabeth ‘nf2oun-1/2

Evelyne et Christine n/2oun

Pierre et Mathieu n n/2 ou n-2

La colonne la plus 2 droite indique la solution au terme de 1a seconde partie de 1'observation
lorsque les solutions apportées par les éleves ont consisté en une modification radicale de
leur conjecture initiale (voir § III pour l'analyse détaillée du traitement des réfutations).

N

Parmi d'autres observations a propos de ce méme probleme
(Borenson 1986, Vertes 1983) dont nous avons eu tardivement
connaissance, nous avons relevé une solution qui a échappé a notre

analyse a priori, et qui n'apparait pas dans nos observations. Il s'agit de

f(n)='/2 n? - 1!2 n. Cette solution est proposée par deux éleves anglais,
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Andy et Mike, travaillant ensembles. Elle a pour origine 1'analyse des
différences successives des nombres de diagonales : "Andy remarked that
since second differences were constant it should mean that the formula
would be a quadratic "(Vertes 1983, p.18). Notons que pour des raisons
liées au contenu de leur enseignement, cette remarque ne pouvait
apparaitre parmi nos bindmes. Mike poursuit en notant que pour la suite
des carrés entiers cette seconde différence est 2, il en conclut : "So the
formula must be 1/2 n ? or something like it " (ibid.). Un ajustement
empirique conduit a la formule citée plus haut ; elle est confirmée sur le

cas de l'octogone.

b) La formulation des messages

Les solutions du type f(n)=n/2 n'ont pas posé de problémes de
formulation particuliers. Les éléves ont utilisé des expressions comme " Si
le nombre des sommets du polygone est pair, il faut diviser ce nombre en
deux, et on obtient le nombre de ses diagonales " (extrait du message de
Christine et Evelyne), nous ne les rapporterons pas ici.

En revanche les éléves soutenant les autres solutions (n(n-3)/2,

f(n+1)=f(n)+a(n+1), 2 &n) ont rencontré des difficultés importantes.
L'essentiel de ces difficultés réside dans 1'élaboration de moyens de
désignation des relations, d'éléments de calcul ou de résultats
intermédiaires. Le recours a la langue naturelle est peu adapté, mais aucun

éleve n'utilisera I'outil algébrique.
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Pour f(n) = n(n-3)/2

Hamdi et Fabrice produisent un message confus marqué par de
fortes ambiguités ou des implicites importants. Les différents éléments
engagés dans le calcul ne sont pas distingués :

Uan yofyqome opmedfoomgue & Vo
3 A\-Luﬁ“&" ou..twé\;‘“ 1< & coorre L.

somdndl do yoBy oy ome 2 Pe e bliptendt
\{Lé}*— Qe Ao Bre Qo 4mck’0l‘m Mﬂc
P ol

Figure 2 : message de Hamdi et Fabrice

Christophe et Bertrand mélent dans leur texte la description du
moyen de calcul et des éléments de sa justification. Non dégagé du contexte
de sa découverte, le moyen de calcul est en quelque sorte expliqué. On en
distingue bien les différents éléments, bien que subsiste des ambiguités,
par exemple quant & ce que désigne l'expression "le nombre des

diagonales

Em faoouaurfg morm bt &W'f/’t"‘ P’v*m 42 'f‘"‘n‘“ °L”‘ﬂ'f"“‘- F’"’"A
Qb o somimd_ (e Zaoinion pleo Asoma) - Tttt
Ptkucp*Q’agMpav&@hAmJ‘{ prdoee. r,
")70-3 mmn?re.‘ckoqu M@»ok J@f-ﬁ*.‘ﬂmmbu "(J‘dOd\JU

Aosdt abdoe X diis po clom s S e ok e dingo,

Figure 3 : message de Bertrand et Christophe
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En revanche Lionel et Laurent ne parviennent pas a une telle
expression. Ils "montrent"” le calcul & réaliser par le moyen de plusieurs
exemples. Cela ne les satisfait pas, ils cherchent une expression générale et
synthétique. Ils se heurtent alors au probléeme de la désignation des

éléments intermédiaires du calcul :

Domn tims PRyy 2o 3, 4 4 pabues diagoahh pacgoe g
Ny WPM “L‘z}‘wﬂ.ﬂ“' et eal b € 0\“7"\"-’0 })‘—,
\’w‘.-.P.,y-“YW iA“f-.o“l ‘14-,'(1\-.
© “; ,Qyﬁ:wl P .«L’w‘ﬁin-w".'h l“t P:“r.td“. “.g

o PRI ¢ 1o elia cwﬂL,.
Aomaul LlONL 4 -rtu"f" 3%[' 1ot
Mass comnme At dea oede ot
(A . . -
Al w’ (s § cliagowsdd : A0:2=5
6 - 6401%""6 "p’ﬂ‘u
” oty g i > ' Pl

C(D‘ :&uwo D Zommel? done <t

..aaom - L et AUl

. . Mah " = .
d,ca-&(i’“ﬁ'&f’;r da«oc‘/”‘mld"(-,

( om © .9 -
) Lﬂtd c{,méf d/«'ﬂ-ﬂo'vtc»ﬂhJs . AL =3
m;"dcla— Mowp evec Fa o4 4,819
2 e

AL, e \

e o~ (
f-wwm &m
. olpaona . efpoe p
“*3‘6/“/‘1‘”&5‘34‘“(4 wrue Shatbos Sl
%-ﬁﬁm"‘r‘ ) o W

Figure 4 : message de Lionel et Laurent
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Pour f(n+1) = f(n) + a(n+1)

Nadine et Elisabeth donnent a voir la relation de récurrence par le
moyen d'exemples. Les régles du calcul ne sont pas explicitées, elles

doivent étre extraites des divers cas qui sont montrés :

Boe e &3 o s it 2 s R ome P &
SQJ-'A wears LOMS’J\.O‘\ML\ . oot uwy q{m\,’ J(A(' PN " “SA"
(m.'a'&‘h J 3M"°L‘ Rt €l anos lmw 9 &hama‘ﬂl .
Donc . na Out 4 diagomb & plas que. u“d Mua b ls'f\uvt
vv.'g;)ut ‘u'lu\‘lu'c\ m_:xi un (3‘:'. n&
ex:bedh = 'Jiaxﬂl‘d
3C.L'l =) J&smh #304\"'“ [ 5}(Q$nu
Ccs\l'l = 3 Ja'qamqh* b auber- 8 })tat‘?m.‘d
Teakd = % b:agm‘u 'S Sauka . 14 D“%"““"
40 coler =5 & bim?q‘z;\ (hm 23ubi) atacha "55‘35"‘26"‘"‘

Figure 5 : message de Nadine et Elisabeth
Pour Z&n :

L'expression de cette solution se heurte aux problémes spécifiques
de la formulation d'une itération. Plusieurs éléments d'un tel calcul

(description des opérations a répéter, initialisation, contrdle de fin
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d'itération) ne sont pas décrits par les éléves. Si 'on s'en réfere a des
travaux portant spécifiquement sur l'itération (Méjias 1985) cela tient
pour l'essentiel a ce que les contraintes propres a la communication en
langue naturelle et entre opérateurs humains "laisse la possibilité a de
nombreux implicites dans les algorithmes et dans leurs interprétations "
(ibid. p.73)

Olivier et Stéphane précisent assez clairement l'initialisation du
calcul et la fin de l'itération, en revanche ils ont des difficultés a exprimer
l'itération elle-méme et l'ensemble des opérations sur lesquelles elle

porte :

Qown sm POYATES on Pk dewx
bo;n\vh(;i’c. o e on How o
dj"ﬂ""“&- : e rombhe & Oionﬂag:q
o Re rrleme pow <eb Qonr parles
on panek O porbe puirodr € i a
0 mAme momba & WQ'A B
MrosmpNe COo4 $ ana wme d:oadno.QL

confrdut -
on M Qe WM“&C q»—'n"o,:q
Cuex © Areme momnbus da "“."3""'." P

AR (wons e coa R Md‘““d‘.‘ﬂ"&'

corcfordass o

Figure 6 : message d'Olivier et Stphane
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..O.D L t.,

[ d .

B 7 o 7 “Fois angts

Cdg vm”)r&;”w”

amdud
. " P /T .
sl SRRV

Figure 6 bis : suite du message d'Olivier et Stéphane

Martine et L aura laissent implicites les conditions de fin de calcul :

: = ol dsamment = D
d Sgamrmat: W da 4-‘3"““%"" P b
I“W‘H '&‘ Je g.’;m.”uv | \nahand

\ o S d&“.ﬁm“‘&. Bha-n ‘m;“%‘vﬂ“

a podun $ATTY Aemns
-— 4- M— oy °

b
Ot o4 Wil

L.
N . Aa‘.t:m k“ QID & é‘ 4‘03 -

o\:»:.»u o Roqua dorral o
oa d,;eaam“k L (Jﬁw‘

Figure 7: message de Martine et Laura

Si Georges et OLivier donnent des indications sur l'initialisation et la

fin du calcul itératif, en revanche ils sont trés confus sur les opérations a
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itérer :

%‘- . Jgaat‘ Acwliiin 3 an momtgu,J- dowomel ﬁoa‘

W‘%’W‘ ﬂ\
ﬁ@_ﬂ,‘_ b a8 Fomwiiad somme 5 Wornl x.-} c&?:oa_],,

eﬂ E & ‘,tui. Poca an Limgonat

Figure 8 : message de Georges et Olivier

pour f(n)=n.s(n) :

Signalons enfin, que Pierre et Philippe ne parviennent pas 2
exprimer la solution qu'ils soutiennent, f(n)=n.s(n), autrement qu'en la

donnant a voir au travers d'exemples :

lemims LM Loy g . A¢ lf”gldmm
fl" ITYS aamq:%" ave L A st

MM /&o A“ MO'&—Q Oll- <L
s.*& qo VAmmik :‘;«-“ A J"‘“a““

fe
M 1 Jyn,h‘s:\znm‘b ?‘0}#’*"‘4%
- M Aewn s oo e
A.ul 6 » &“’1‘“ < 32. J;QJ‘;J A.ug\:u.“
(5&3)

Figure 9 : message de Pierre et Philippe
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Nous mettrons en évidence dans la suite, notamment dans la
prochaine section (§ II), I'important décalage qui existe entre l'image que
peuvent donner ces productions, et la réalité des processus de résolution

mis en ceuvre, notamment les démarches de validation.
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IT : Les types de preuve

II.1 Introduction

Nous nous intéressons ici aux démarches de validation d'énoncés qui
apparaissent aux yeux des éléves au moins comme des conjectures,
c'est-a-dire ceux qu'ils considérent de fagon significative, et non a toutes
les spéculations qui sont apparues sans pour autant &tre véritablement
prises en considération. Par ailleurs nous ne retenons que la premiére
partie de l'observation. Tous les éléves sont & ce moment dans les mémes
conditions expérimentales : il n'y a aucune intervention de 1'observateur
dans la résolution du probléme.

Le tableau ci-aprés donne une image globale des différents types de
preuve rencontrés (dans la colonne "expérience cruciale" de ce tableau
nous avons mentionné le polygone qui est le lieu de cette expérience ; de
méme pour 1"'exemple générique” nous avons indiqué le polygone utilisé.
Par ailleurs ce tableau ne rend compte d'aucune chronologie, excepté
lorsqu'une fléche de gauche a droite explicite un mouvement qualitatif des

validations, pour une conjecture particuliére).

Nous donnons dans la suite le détail des analyses pour chacun des

bindmes, en les organisant autour des principaux types de preuve.
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Types de preuve

Empirisme Expérience Exemple Expérience Calcul sur

o naif cruciale générique mentale des énoncés
Bindmes
Lio-Lau f(n)=n
Pie-Phi f(n)=n.s(n)
Nai-Val f(n) =nf2
Pie-Mat f(n)=n
Nad-Eli f(n) fonction de f(n-1),

P10
Géo-Oli f()=2f(n-1)  Oli, Py4 &£n sur Pg
Mar-Lau Lau, Py £n sur Pg
Eve-Chri f(n)=n/2 > f(n)=n/2
Bla-Isa f(n)=n-3, sur P f(n)=n/2 ou n-1/2(*)
Lyd-Mar Lyd : f(n)=n/2 pas de formule
pour les concaves

Ber-chr Chr: f(n)=2n Chr, Pg f(n)=n(n-3)/2 Ber ------>
Oli-Sté Sté, Pg &n sur Pg s(M)=n-3 ------mememeeee- >
Ant-Dam f(n)=n/2
Ham-Fab f(n)=n2

(*) avec un support générique ou langage de la familiarité.

II.2. Les preuves' pragmatiques

I1.2.1. l'empirisme naif

Nous rattachons a ce type les démarches marquées par l'absence

d'indices d'un processus de validation. Les conjectures sont tirées de

I'examen de peu de cas, le probléme de leur validité n'est pas abordé .
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