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ρph(T ) = ρ0 + A
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ΘR

)n
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ΘR
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xn

(ex − 1)(1 − e−x)
dx
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�LZzi�kmb¥~LnXl?v�nh[^kml0[��LZy�Lec��Zcl0�0v�l0i�Z�[��?[^kml-_fecu-v�ghZcbdZcl,_�km~0[wZcj`�>e�[�W

Y#v£i�kml,_`j`nX~LpL_`nhkml4�LZ�[®nXl-_^Zcjwvmic_`nhkml0[decghZ�ic_`j^kmlB¯FecghZ�ic_`j^kml �­��kmpLj¤ghZ�[¤[`]B[`_^acbdZ�[¤�BnX_�$�� i�kmj`j^ecg�v�_`nhkml0[
q�kmj`_^Z�[rkmp gXnho,pLnh�LZ¥�LZ®´0Zcj`b�n $����Lj^e�[^Zcl-_^Z¤o,p?v�l0� �=ZcgXghZtpLl0Z®�Lec��Zcl0�0v�l0i�Z®�LZ¥g�v�_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z¤Zcl

T 2
�

�Le�icj`nX_^Zzicn©¯F�LZ�[w[^kmp0[�W
�yv�l0[\i�Zcj`_wv�nXl0[ri�vm[��BpLl0Zz�Lec�An�v�_`nhkml£�®g�v®ghkmn6�LZ���v�_`_`�LnhZ�[^[^ZclOZ�[`_\km~0[wZcj`�>e�Z��Ll0km_wv�b�bdZcl-_rghkmj^[^o-p0Z

g�vSo,p?v�l-_`nX_^e��LZd�Le q°v�pL_^[¥Z�[`_zi�kml0[we�o-p0Zcl,_^Z�Zc_to,p6¬ pLl�i�kmpL�Lg�v�u>Z=�L�0kml0kmlB¯F�Le q�v�pL_¤Z�[`_ti�kml0[`_wv�_^e$W � nXl0[^n
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ρ(T ) = ρ0 + A · T 2
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• |#kmpLj T ∼ ε∗F /k
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~LnhZcl o-p0Z�_^kmp��`kmpLj^[t�Lj^e�[^Zcl,_+�'�>kmnXj®´!nXu0W V$W �£��kmpLj

t D U nXl-_^Zcj`bde��Bn�v�nXj^Z&� W}YDvIj^e�[`nh[`_`nX�AnX_^e�Z�[^_¥�LZ�_F]A��Z
bdec_wv�gXgXnho,p0Z��?ZcgXghZy[`pLnX_fpLl0Z�ghkmnDZcl
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�LZyb=v�_^ecj`n�v�pB�I�Bp�q°v�nX_f�LZyg�v¤q�v�nX~LghZy�LZcl0[`nX_^e¥��¬±ecl0Zcj`u$nhZt�LZ�[³g�vm[wZcj^[f�¤g°¬±ec��k,o,p0Z$W���¢$� �?ªAV � � pIi�kmpLj^[\�LZ�[
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��Zcj`��Zcl0�BnhicpLg�v�nXj^ZcbdZcl,_z�¤g�vd[`pLj q°vmi�Zz�LZtg�v�icnX~LghZ$W?Y6Zt_wv�pB�O��¬�v�~Lg�v�_`nhkml£nXl0[`_wv�l,_wv�l0e¥Z�[^_³qJkmj`_^ZcbdZcl,_��Le ¯
��Zcl0�0v�l-_y�LZ¥g�v��0p0Zcl0i�Z®�Bp£g�vm[wZcj �Jkmp�ecl0Zcj`u$nhZ®�?v�jrpLlLnX_^e®�LZ¥[^pLj q�vmi�Z®�Lec��k$[we�Zt�?v�j�ghZtg�vm[wZcj � q�k,i�v�gXnh[we
[`pLj}g�v�icnX~LghZ$W>YDZ�[}bde�i�v�lLnh[`bdZ�[­��¬�v�~Lg�v�_`nhkml�nXb��LgXnho-p0Zcl,_­�LgXp0[`nhZcpLj^[}�L�0ecl0kmbdacl0Z�[Q�L�-]B[`nho-p0Z�[Qi�kmb��LghZ �BZ�[
i�kmb�bdZ�i�kmgXgXnh[`nhkml0[��BZ �LicnX_wv�_`nhkml0[ _`�0Zcj`b�nho-p0Z�[³Zc_ ecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0Z�[��BZ �,q�kmgXn�v�_`nhkmlSZc_ �,]A�Bj^kA�B],l?v�b�nho,p0Z$W��²ªAV �

• � �(��;�.B�&%C�����! �K�/'.L7&;P.�� �( �K�/J #;�1�� 1-��1-56K#.0�#7&%'�(� s@Y6Z�[�b=v�_^ecj`n�v�pB�dv�j`jwvmi^�0e�[Q�LZ g�v�icnX~LghZ[^kml,_�v�nXl0[^n,_`jwv�l0[`b�nh[!�LZ g�vficnX~LghZ �>Zcj^[DghZ [`pL~0[`_`jwv�_!�An�v³ghZ­�Lg�vm[^b=vf��¬�v��Lj^a�[!ghZ�[!ghkmnh[#�LZ g�v\�B]Al?v�b�nho,p0Z �LZ�[
u-vWY>W,�rn���ecj^Zcl-_^[ �?v�jwv�bdac_`j^Z�[ � kmp0Zcl,_ pLl�j$#mghZf[`nXu$lLn��?i�v�_`n©qD[^pLjQg�vz�B]Al?v�b�nho,p0Zf�LZ�[­b=v�_^ecj`n�v�pB��v�j`jwvmi^�0e�[
�LZ g�v�icnX~LghZ$W � v�l0�Bnh[Qo,p0Z g°¬±ecl0Zcj`u$nhZ\�LZ g°¬ nXb��LpLgh[`nhkmldg�vm[wZcjQZc_}g�v�_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Zf�Bp��Lg�vm[`b=vykml-_ �LZ�[­Z'��Zc_^[
[`pLj�g°¬ pLlLn©q�kmj`b�nX_^ed�Bp �0gXb �Lec��k$[^e���g°¬�v�lLu$ghZdZcl-_`j^Z¤g�v�[`pLj q°vmi�Z¤�LZ¤g�v�icnX~LghZ�Zc_�ghZ®q�v�nh[^i�Z�v�p�Zc_yg°¬±ecl0Zcj`u$nhZ
_`jwv�l0[ q�ecj^e�ZOghkmj^[=�LZOg°¬ nXb��?vmic_=u>kmpL�>Zcj`l0Zcl,_�o,p?v�l-_���ZcpB�*g�v��Lj^km�?v�u-v�_`nhkml v�lLu$pLg�v�nXj^Z �LZSg°¬�v�~Lg�v�_`nhkml6W
Y­¬�v�~Lg�v�_`nhkml g�vm[^Zcj�Z�[`_dpLl��Lj^k,i�e��Le£j^e��Bp0ic_^ZcpLj�iw�LnXb�nho-p0ZcbdZcl,_��³�0v�l0[=ghZ�[�i�kml0�BnX_`nhkml0[�km�L_`nXb=v�ghZ�[��QghZ
_`jwv�l0[ q�Zcj`_ i�v�_`nhkmlLnho,p0ZfZ�[^_ km~0[^Zcj`�>eri�Zc��Zcl0�0v�l,_ ghZf_`jwv�l0[ qJZcj`_ �LZ\g°¬±k��B]Au>acl0Zf�LZ\g�vticnX~LghZ\�>Zcj^[QghZf[`pL~0[`_`jwv�_
Z�[`_=u>ecl0ecjwv�ghZcbdZcl-_��LecgXnhi�v�_�W � nXl0[`nfv �0l��LZOi�kml,_`j$#mghZcj=g�v�i�kmb���k$[`nX_`nhkml Zcl4k��B],u>acl0ZI�Bp �0gXb��­nXg\Z�[`_
[^kmpL�>Zcl,_fl0e�i�Z�[^[ v�nXj^Zy�LZy_`jwv��$v�nXgXghZcjrZclIv�_`bdk$[`�L�0acj^Z¥k��B]A�0v�l,_^Z��

O2

�
O3

� kmpOj^e��Bp0ic_`j`nhi�Z�� � j��
H2

� W0YDv
�Lj^Z�[^[^nhkmlt�?v�j`_`nhZcgXghZ �LZ­u-vWY nXl-_`j^kA�BpLnX_^Z �0v�l0[#g°¬±Zcl0i�ZcnXl-_^Z nXl��0p0Zcl0i�Z v�p0[^[`n>g°¬±Z �B�?v�l0[`nhkml¤�LZ­g�v³�LgXpLbdZ$W�|}gXp0[
g�v��Lj^Z�[^[^nhkml��0v�l0[zg°¬±Zcl0i�ZcnXl-_^ZdZ�[`_ynXb���kmj`_wv�l-_^Z��6�LgXp0[�g�v��Lj^km~?v�~LnXgXnX_^ed�LZ�i�kmgXgXnh[`nhkmlPZcl-_`j^ZdghZ�[yecghecbdZcl-_^[
�BpOu-vWYz�LZzg°¬±Zcl0i�ZcnXl-_^ZtZc_fghZ��Lg�vm[`b=v�Z�[`_³u$jwv�l0�LZ$W

• 	 �(�#�!1,�#7�.B�&%'�(�*1-�®">���(%'7�7&.0�D">1S�� �}/'; 7& #�d/'1S7& #H#7�����.B� s,YDZ�[\v�_^kmbdZ�[³kmp�nhkml0[\v�j`jwvmiw�0e�[
�Og�vSicnX~LghZdj^e�v�u$nh[^[wZcl-_�v��>Z�i�g°¬�v�_`bdk$[`�L�0acj^Z=�Lj^e�[wZcl-_^Z=�0v�l0[¥ghZd~ ��_`n Zc_¥i�kmb�bdZcl0i�Zcl,_��O[^Zdi�kml0�LZcl0[^Zcj
[`pLjrghZ¥[^pL~0[`_`jwv�_�W(YDZ��0gXb�icj^k !h_�v��Lj^a�[�o,p6¬ pLl£u>Zcj`bdZ®�LZ¥icj^kmnh[w[wv�l0i�Z¥[wkmnX_\q�kmj`bde$W(Y6kmj^[wo-p0Z¥ghZt_wv�pB�I�LZ
i�kml0�LZcl0[wv�_`nhkml��LZ�[ v�_^kmbdZ�[ �LZfg�vzicnX~LghZr�zg�vz[`pLj q°vmi�Z\�Bp�[`pL~0[`_`jwv�_ Z�[^_Q�LgXp0[ nXb���kmj`_wv�l,_ o,p0Z³ghZ\_wv�pB�=�LZ
�?v�j`_`nhicpLghZ�[ q�kmpLj`lLnh[ �?v�j g°¬�v�~Lg�v�_`nhkml �BghZ�[ i�kml0�BnX_`nhkml0[\��¬±e�o,pLnXgXnX~Lj^Z�[^kml-_\v�ghkmj^[³v�_`_^ZcnXl-_^Z�[fZc_ g�v®icj^kmnh[^[wv�l0i�Z

�-§



�BWXV$W0Y6Z�[³_^Z�iw�LlLnho-p0Z�[���¬±ecg�v�~�kmjwv�_`nhkml �LZ��0gXbd[\b�nXl0i�Z�[

������� �BW�� � � �� !46�/ !�:���:* � 
�46"&
�������� �'���%���5�2$ �������������/� ���� !�&
14�7.�� !" @

[�¬�v�bdkmj^i�Z$W

���'3�� ��� � � %'7�K­�?7@%��&%'E\1-56K­+-�m%J;P1A����.0/
YDZ�[£�Lec� #m_^[�[^kml-_ Z'��Z�ic_`p0e�[��0v�l0[£pLl0Z�Zcl0i�ZcnXl,_^Z�q�Zcj`bde�Z�i�kml �cp0Z��?v�j g�v8[^kAicnhec_^e � e�i�v��$§$§$§

�J´!nXu0W �BW�� � W Y­¬±Zcl0i�ZcnXl,_^Z�� b�nh[wZI[^kmp0[=�,nh�LZ£Z�[`_=e�o,pLnX��e�Z£��¬ pLl0ZIZcl-_`j^e�Z �LZOu-vWY���g�vmo,p0ZcgXghZ£[wkml-_=jwvmi ¯
i�kmj^�Le�[zo,p?v�_`j^Z®j^ecu$pLg�v�_^ZcpLj^[z�LZ��Lec~LnX_yb=vm[^[`nho,p0Z)�Jkmp�b=vm[^[ ¯ �?k��\['� W�Y6Z�[��mv�j`n�v�_`nhkml0[t�LZ®�Lec~LnX_^[tkmp��LZ
�Lj^Z�[^[^nhkml0[\�?v�j`_`nhZcgXghZ�[f[wkml-_fi�kmb�b=v�l0�Le�Z�[r�?v�jfkmj^�BnXl?v�_^ZcpLj�W?YDZ�[\bdZ�[`pLj^Z�[r�LZy�Lj^Z�[^[`nhkmlO�LZy_`jwv��mv�nXg![^kml-_
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o,p0Z [^n-g°¬±e�i^�?v�l,_`nXgXghkml=Z�[`_#l0kml®icj`nh[`_wv�gXgXnh[we kmp�v�bdkmj`�L�0Z��$v�p0icpLl0Z j^e �?Z �Anhkml®l6¬�v��L�?v�jwv�!h_`jwvBW$YDvr�Bn���jwvmic_`nhkml
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θ − 2θ @

�0v�l0[yghZd�Lg�v�lPZc_y��Zcj`��Zcl0�BnhicpLg�v�nXj^ZcbdZcl-_�v�pP�Lg�v�l�[^kml,_y��k$[w[`nX~LghZ�[���ghZ��Bn�v�u$jwv�b�bdZ=�LZ��Bn���jwvmic_`nhkml�Z�[`_
v�ghkmj^[�e�o-pLnX�$v�ghZcl-_y�di�ZcgXpLn�km~0[^Zcj`�>e®�0v�l0[fghZ¥i�vm[r�LZt��kmp0�Bj^Z$W � p?v�l0�£ghZ*�0gXb�Z�[`_rkmj`nhZcl,_^et�?v�j�jwv��L��kmj`_
v�p*[`pL~0[`_`jwv�_���[^kmnX_®ghZ��0gXb Z�[`_®�BnX_¤_^Z �B_`pLj^e�kmp ec�LnX_wv@�Bnhe����0v�l0[¤ghZ�[¤�LZcpB� i�vm[¤kml*km~0[^Zcj`�>Z�ghZ=b � bdZ
�Bn�v�u$jwv�b�bdZ��LZ\�Bn���jwvmic_`nhkml �>ghZ\[^ZcpLg?�?v�jwv�bdac_`j^Zro,pLn?�Bn���acj^Z��>Z�[`_­g�v�g�v�j`u>ZcpLj ��b�n©¯°�?v�pL_^ZcpLj �LZ�[­�Lnhi�[Q�LZ
�Bn���jwvmic_`nhkml6WB|#kmpLj pLl��0gXb _^Z �B_`pLj^e��AghZ�[Q�Lnhi�[ [^kml,_ �LgXp0[ g�v�j`u>Z�[ o-p0Zf��kmpLj pLl��0gXb ec�LnX_wv@�Bnhe$W � p0Zcgho-p0Z�[q�kmnh[=pLl0Z v�bt~LnXu$p���_^e�[`pL~0[^nh[`_^ZI[`pLj�g°¬±kmj`nhZcl-_wv�_`nhkml �³��¬�v�pL_`j^Z�[�_^Z�i^�LlLnho,p0Z�[�_^ZcgXghZ�[�o,p0Z£g�v�b�nhicj^k$[^i�km�LnhZ
ecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0Z��0��Zcj`bdZc_`_^Zcl-_��LZyghZc�>Zcj\i�Zc_`_^ZynXl0i�Zcj`_`nX_`p0�LZ$W

Y#v£�Bn���jwvmic_`nhkml*�LZ�[®jwv�]>kml0[ ����ZcpL_ � _`j^Z�pL_`nXgXnh[^e�Z��LZ�b=v�lLnhacj^Z�p0[`p0ZcgXghZSv�p�g�v�~�kmjwv�_^kmnXj^ZSv �0l �LZ
i�v�jwvmic_^ecj`nh[^Zcj�ghZ�[ �0gXbd[&W � �>Z�izpLl£�Bn���jwvmic_^kmbdac_`j^Z¥icg�vm[^[^nho-p0Z��L_^Zcg#o-p0ZyghZ¥�Bn���jwvmic_^kmbdac_`j^Z��AZcn©q�Zcj`_,��
r�
�$§$§$§m| o,pLn?pL_`nXgXnh[^Zrg�vyjwv�nhZ

Kα1

�Bp�icpLnX�Aj^Z �
λ = 1.54056

�*�}e�o,pLnX��er��¬ pLl�bdkml0kAi^�Lj^kmb=v�_^ZcpLjfv�j`j`nhacj^Z��
kmlO��ZcpL_³pL_`nXgXnh[^Zcjf�LZcpB��_F]A��Z�[\�LZy~?v�g�v�]-v�u>Z��?ghZy~?v�g�v�]-v�u>Z¥Zcl

θ − 2θ
Zc_\ghZ�~?v�g�v�]-v�u>Z¥Zcl

ω
W

|!kmpLjyg�v��Bn���jwvmic_`nhkml�Zcl �
θ − 2θ

� �(ghZ®�Bnh[`��k$[^nX_`n©qQpL_`nXgXnh[^Z¥pLl bdkml,_wv�u>Z��0v�l0[�g�vdu>e�kmbdec_`j`nhZ � jwv�u$um¯
� j^Zcl-_wv�l0kLW � kmb�bdZykml���ZcpL_ ghZf�>kmnXj\[`pLj g�v®´!nXu0WB�BW²ª �AghZ��Lec_^Z�ic_^ZcpLjf[^Z��Lec�Lg�vmi�Zy��¬ pLlOv�lLu$ghZ��

θ
_wv�l0�Bnh[

o,p0ZyghZz��kmj`_^Zze�iw�?v�l-_`nXgXghkml�[^Zz�Lec�Lg�vmi�Z®��¬ pLl v�lLu$ghZ
θ
WL|!v�j�i�kml-�>Zcl,_`nhkml �(ghZz�Lj^kmu$jwv�b�bdZ¥��¬�vmi�o,pLnh[`nX_`nhkml

ZclLj^Zcu$nh[`_`j^Z g°¬ nXl,_^Zcl0[`nX_^e³Zcl¤q�kml0ic_`nhkml¤�LZ g°¬�v�lLu$ghZ\�
θ
W��¤¬�v��Lj^a�[}ghZ �Bn�v�u$jwv�b�bdZ³�LZ �Bn���jwvmic_`nhkml �$g�v��Bnh[`_wv�l0i�Z

nXl,_^Zcj ¯°j^ec_`nhicpLg�v�nXj^Z
dhkl

Z�[`_��Lec_^Zcj`b�nXl0e�Z£�£�?v�j`_`nXj=�LZ�g�v ��k$[`nX_`nhkml4v�lLu$pLg�v�nXj^Z
θhkl

W���{�� �­{$���f�}l8Z'��Zc_��
nXj`jwvm�Bnhe�[f�?v�j\ghZyjwv�]>kmlLl0ZcbdZcl,_�� �Li�Zcj`_wv�nXl0[f�Lg�v�l0[\�>kml-_��Bn���jwvmic_^ZcjrZc_\�>kml-_�i^�?v�lLu>Zcjfg°¬±kmj`nhZcl,_wv�_`nhkml �Bp
q°v�nh[^i�Z�v�pSnXl0icnh�LZcl-_�ZclS�Lj`nX�,nXghecu$n�v�l,_fi�Zcj`_wv�nXl0Z�[f�BnXj^Z�ic_`nhkml0[ �J´!nXu0W0�BW�¢ � W0Y­¬±e�o,p?v�_`nhkmlOj^ZcgXn�v�l-_

dhkl
Zc_

θhklZ�[`_\�LkmlLl0e�Zt�?v�j³g�v¤ghkmn6�LZ � jwv�u$u ���BW�� � �0�0v�l0[\g�vmo-p0ZcgXghZ
n
Z�[`_³g°¬±kmj^�Bj^Zt�LZz�Bn���jwvmic_`nhkml�s

nλ = 2dhkl · sinθhkl
���BW�� �

YDZ�~?v�g�v�]-v�u>Z#�
θ − 2θ

��l0e�i�Z�[^[^nX_^Z�o,p0Z=ghZ�[`pL~0[`_`jwv�_¤[^kmnX_®�?v�j q�v�nX_^ZcbdZcl,_dkmj`nhZcl-_^e��?v�j¤jwv��L��kmj`_�v�p
q°v�nh[^i�Z�v�pS�LZ�[ jwv�]>kml0[ �¡nXl0icnh�LZcl-_^[�W � l0Z�ghecu>acj^Z��Le�[wkmj`nhZcl-_wv�_`nhkml£Zcl,_`jwv�!hl0Z�pLlS�Le�i�v�g�v�u>Zy�LZ�[ j^e �?Z �Anhkml0[
v�nXl0[`n�o,p6¬ pLl0Z¥nXb���kmj`_wv�l-_^Z��BnXb�nXl,pL_`nhkmlP�LZtghZcpLj�nXl,_^Zcl0[`nX_^e¤Zc_�pLl0Z®Zcj`j^ZcpLjy�LZ¤�Lec_^Zcj`b�nXl?v�_`nhkmlP�LZ�[r�?v@¯
jwv�bdac_`j^Z�[y�LZ®b=v�nXgXghZ$W�|!kmpLjzkmj`nhZcl-_^ZcjyghZ®[`pL~0[`_`jwv�_y�0v�l0[�g�v=i�kml �0u$pLjwv�_`nhkml�g�v=�LgXp0[rq°v��>kmjwv�~LghZ���iw�?vmo-p0Z
v�l?v�gX]B[^Zz�Lec~LpL_^Zy�?v�jfpLlO~?v�g�v�]-v�u>Z®Zcl

2θ
v�pL_^kmpLjf�LZyg�v�j^e �?Z �AnhkmlOg�v��LgXp0[\nXl-_^Zcl0[wZz�BpI[`pL~0[`_`jwv�_�W � l0Z

q�kmnh[ ��k$[`nX_`nhkmlLl0ey[^pLj ghZ�b=v@�BnXbtpLb��BpLl0Z�j^km_wv�_`nhkmlO�LZy�$�$§��,v�pL_^kmpLj\�LZ�i�Z�b=v@�BnXbtpLb�Z�[^_ j^e�v�gXnh[^e�Zzv �0l
��¬±km~L_^ZclLnXjrg�v¤�Bn���jwvmic_`nhkml£g�v®�LgXp0[\nXl-_^Zcl0[wZz�LZyi�Zc_`_^Zyj^e �?Z �Bnhkml£�BpO[`pL~0[`_`jwv�_�W

� l0Z q°v���kml=i�kmb��LghecbdZcl-_wv�nXj^Zy�LZ\_`jwv��$v�nXgXghZcj Zcl��Bn���jwvmic_`nhkml��LZ�[Qjwv�]>kml0[ � Z�[^_­ghZ³~?v�g�v�]-v�u>Z�Zcl
ω
kmp

$ j^kAi  AnXlLuSicpLj`�>Z $mW � Zc_`_^Z¤v�l?v�gX]B[^Z®��Zcj`bdZc_���¬±ec�$v�gXp0Zcj�g�v��Bnh[`��Zcj^[^nhkml�v�lLu$pLg�v�nXj^Z�[^Zcghkml�g°¬�v@�LZ¥�LZ¤icj^kmnh[ ¯
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[wv�l0i�Z��Bp �0gXb Zc_zghZ=�LZcu$j^e��LZ�bdk$[wv �°icnX_^e��Bp �0gXb [`pLjzghZ=[^pL~0[`_`jwv�_�WD|!kmpLj¥j^e�v�gXnh[wZcj¥i�Zd~?v�g�v�]-v�u>Z�Zcl
ω
�LghZz�Lec_^Z�ic_^ZcpLj�[^Zcjwv¤�Lg�vmi�e®�¤pLl0Zz�$v�ghZcpLjr�

θ
�L�Le�Z$W�� Zc_`_^Zz�$v�ghZcpLjrZ�[^_\i^�0kmnh[`nhZ¥ZclOq�kml0ic_`nhkmlI�LZyg°¬�v�l?v@¯

gX]B[^ZzZcl bdk,�LZ
θ − 2θ

�Le�icj`nX_^Zz�Lj^e�i�e��LZcb�bdZcl-_zZc_�i�kmj`j^Z�[`��kml0� �dg°¬�v�lLu$ghZ¥�LZtg�v�j^e �?Z �Bnhkml ��¬ nXl,_^Zcl0[`nX_^e
b=v@�BnXb=v�ghZ=�Bp �0gXb¨�Lec��k$[^e$WDYDvS�mv�j`n�v�_`nhkml ��¬�v�lLu$ghZ=[^Z�qJZcjwvOpLlLnho-p0ZcbdZcl,_®[`pLjtg�vSj^km_wv�_`nhkml��Bp���kmj`_^Z
e�iw�?v�l-_`nXgXghkml�v��L��Zcghe

ω
kmp

θ
�'�>kmnXj�´!nXu0W��BW²ª � W(Y#vdg�v�j`u>ZcpLjz�=b�n©¯°�?v�pL_^ZcpLj��LZ¥g�v=j^e �?Z �Anhkml�ZclLj^Zcu$nh[`_`j^e�Z

Z�[`_ �BnXj^Z�ic_^ZcbdZcl-_³j^ZcgXnhe�Zyv�p��LZcu$j^er��¬±kmj`nhZcl,_wv�_`nhkmlI�Bp��0gXb b�nXl0i�Z$W � nXl0[`n��-pLl0Zrg�v�j`u>ZcpLj _`j^a�[ ec_`j^kmnX_^Z �J�LZ
g°¬±kmj^�Bj^Z��LZS§BW��$��� �ti�v�jwvmic_^ecj`nh[^Z�pLl �0gXb ec�LnX_wv@�Anhe�_`j^a�[®~LnhZcl*kmj`nhZcl-_^e$W�Y6Z�[��Bn�v�u$jwv�b�bdZ�[��LZ��Bn���jwvmi ¯
_`nhkml�l0kmp0[�nXlBq�kmj`bdZcl-_t�Lkml0i�[^pLj�g�v�l?v�_`pLj^Zd�LZ®g°¬�v@�LZ¤�LZ�icj^kmnh[^[wv�l0i�Z�Zc_y[`pLj�g�v��mv�ghZcpLjy�Bp��?v�jwv�bdac_`j^Z
��Zcj`��Zcl0�BnhicpLg�v�nXj^Zdv�p�[`pL~0[^_`jwv�_�W ��v�gXu$j^e®_^kmpL_���nXg�Z �Bnh[`_^Z®pLl0Z®gXnXb�nX_^Z¤Z �A��ecj`nXbdZcl-_wv�ghZ��6�Lec_^Zcj`b�nXl0e�Z¤�?v�j
g°¬�v��L�?v�j^ZcnXgXg�v�u>Z¥pL_`nXgXnh[^ezv�nXl0[`nDo,p0Z��?v�j\g�v¤o,p?v�gXnX_^ez�BpI[`pL~0[^_`jwv�_\[`pLj³ghZ�o-p0ZcgDghZ��0gXb v�ec_^ey�Lec��k$[^e$W
��� ���J3 � � � %��Q�@.L">���(;P:-���@1 � �w">1,�@",/C1,7

|!kmpLjyj^e�v�gXnh[^Zcjy�LZ�[yv�l?v�gX]A[wZ�[r�LgXp0[yv��L�Lj^k�q�kml0�BnhZ�[���i�kmb�bdZ®�?v�jyZ �BZcb��LghZ®g�v�o-p?v�gXnX_^e¤�LZ¥g°¬±ec�LnX_wv@�AnhZ
�Bp��0gXb��?v�j³jwv��L��kmj`_fv�pO[`pL~0[`_`jwv�_��B��¬�v�pL_`j^Z�[\�BnXj^Z�ic_`nhkml0[ficj`nh[^_wv�gXghkmu$jwv��L�Lnho-p0Z�[r�LkmnX�>Zcl-_ � _`j^Z�ec_`p0�Bnhe�Z�[�W
|!kmpLj³i�Zcg�v��-l0kmp0[ �LZc�>kml0[ pL_`nXgXnh[^Zcj pLl��Bn���jwvmic_^kmbdac_`j^Zyo-p?v�_`j^Z�i�Zcj^icghZ�[ �Bnh[`��k$[wv�l-_ �LZro,p?v�_`j^Z��LZcu$j^e�[ �LZ
gXnX~�Zcj`_^e!��v�lLu$ghZ�[ts

ω, 2θ
�
φ
Zc_

Ψ
� i�kmpL�Ajwv�l-_rv�nXl0[^n6_^kmpL_^Z�[³ghZ�[\�BnXj^Z�ic_`nhkml0[��LZ�g°¬±Z�[`�?vmi�Z$W�� Z�[\�Bn���ecj^Zcl-_^[

�LZcu$j^e�[ �LZfgXnX~�Zcj`_^ef[wkml-_ j^Zc�Lj^e�[^Zcl-_^e�[ [`pLj g�vz´!nXu0W,�BW�{BWAY­¬�v��L�?v�j^ZcnXg�pL_`nXgXnh[^e\��kmpLj i�Zf_F]A��Zr��¬�v�l?v�gX]A[wZ�[ Z�[`_
pLl |}�LnXgXnX�0[ �¤¬±|!Zcj`_ � � p � �

α1
jwvm�Bn�v�_`nhkml �

λ = 1.54056
���yv��>Z�i£V �

�
�
θ �
V��$§�� �D§��

� φ �
�$�$§��-Zc_

¯ {$§��
� Ψ �

{$§��0W
��j��mi�Z��

φ
Zc_S�

Ψ
iw�?vmo-p0Z��Lg�v�l �Bp �0gXb	��ZcpL_Ov�nXl0[`n � _`j^Z b�nh[�Zcl ��k$[`nX_`nhkml �LZ �Bn���jwvmic_`nhkml6W

Ψ
j^Zc�Lj^e�[^Zcl-_^Z�g°¬�v�lLu$ghZ���¬ pLl �Lg�v�l �Bp �0gXb �?v�j�jwv��L��kmj`_O��g°¬�v@�BZ �LZ�icj^kmnh[^[wv�l0i�Z$W Y6Z ~?v�g�v�]-v�u>Z�Zcl

φ
v�l?v�gX]B[^Zdg�vIo-p?v�gXnX_^e�ec�LnX_wv@�An�v�ghZ��0v�l0[¥ghZd�Lg�v�l ��¬ pLl0Z=i�kmp0i^�0Z�_^Z �B_`pLj^e�Z$WD|!kmpLj�i�Zcg�v��6pLl0Zdj^e �?Z �Bnhkml

vm[`]Abdec_`j`nho,p0ZO�Bp �0gXb Z�[`_�[^ecghZ�ic_`nhkmlLl0e�ZIZc_dg°¬±e�iw�?v�l-_`nXgXghkml Z�[`_d_^kmpLj`l0e£�LZO�$�$§��-v�pL_^kmpLj��LZSg°¬�v@�BZ
φ
W

Y6Z��Bn���jwvmic_^kmu$jwv�b�bdZOv�nXl0[`n km~L_^Zcl,p j^ec�>acghZ�g�v£[`],bdec_`j`nhZ��LZdg°¬±e�iw�?v�l-_`nXgXghkml4[^pLnX�mv�l,_¥ghZ=l0kmbt~Lj^ZSZc_tg�v
��k$[`nX_`nhkml=�LZ\iw�?vmo-p0Z\j^e �?Z �Anhkml6W,|!v�j Z �BZcb��LghZ��$��kmpLj­pLl=icj`nh[^_wv�g0j`�0kmbt~�k,e��Bj`nho,p0Z��>g�vy�Lj^e�[^Zcl0i�Z\�LZ³_`j^kmnh[
j^e �?Z �Bnhkml0[®v��>Z�i=pLl�nXl-_^Zcj`�$v�gXghZ��LZ£V��$§��$nXb��LgXnho,p0Z�pLl0Z=~�kmlLl0Zd_^Z �B_`pLjwv�_`nhkml �LZ=l0km_`j^Z �0gXbx�0v�l0[zghZ�[
_`j^kmnh[\�BnXj^Z�ic_`nhkml0[&W
^/3 ^/3_^ ��R BDM5G 8;:�S\G : �?MAC E�>6C�GIHJ8;:�KTM6O/P�C

YDZ�[�nXl-_^Zcjwvmic_`nhkml0[�ecghZ�ic_`j^kml0[ ¯°b=v�_`nhacj^ZIZcl,_`j^ZSghZ�q°v�nh[^i�Z�v�p8��¬±ecghZ�ic_`j^kml0[dnXl0icnh�LZcl,_^[=Zc_�g°¬±e�i^�?v�l,_`nXgXghkml
��Zcj`bdZc_`_^Zcl-_\�BnX�>Zcj^[ _F]A��Z�[ ��¬�v�l?v�gX]B[^Z�[ _^ZcgXghZ�[ o-p0Zrg�vzb�nhicj^k$[wi�km�LnhZ�ecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0Zy�z~?v�g�v�]-v�u>Z � ��W±�\W � W �
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Zc_�g�v�b�nhicj^k$[^i�km�LnhZ�ecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0ZdZcl�_`jwv�l0[`b�nh[^[`nhkml � � W±�\W � W � ��o-pLn}�Lec_^Z�ic_^Zcl,_zghZ�[�j^e�[`pLgX_wv�_^[y�LZ¤�Bn���e ¯
j^Zcl,_^Z�[\nXl-_^Zcjwvmic_`nhkml0[ �J´!nXu0W?�BWXV�§ � W

� i�Z�[=_^Z�i^�LlLnho,p0Z�[��LZIb�nhicj^k$[^i�km�LnhZIecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0Z�� kml4��ZcpL_�i�kmpL�LghZcj=g°¬�v�l?v�gX]B[^ZO�?v�j=�Bnh[^��Zcj^[`nhkml
��¬±ecl0Zcj`u$nhZ¥o-pLn�pL_`nXgXnh[^Zzg°¬±ecb�nh[^[`nhkmlI�LZ�jwv�]>kml0[,��nh[^[`p0[\�LZ�g°¬ nXl,_^Zcjwvmic_`nhkml ecghZ�ic_`j^kml0[ ¯°b=v�_`nhacj^Z$W

��� ��� ���J3 � .�;�%'">�@�(7�">�(K!%'1S+,/'1,"$���@���#%'N6 #1I<PH!.0/'.>9�.L)?1
Y#v�b�nhicj^k$[^i�km�LnhZ\ecghZ�ic_`j^kmlLnho,p0Zf�r~?v�g�v�]-v�u>Z\kmp%� W±�\W � W$Z�[`_�pLl0Z _^Z�i^�LlLnho,p0Z\o,pLnA��Zcj`bdZc_­��¬±km~0[^Zcj`�>Zcj
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�0gXb �LZ=ªm§$§�� � ± �$§��*� W�� Z�[y�$v�ghZcpLj^[yl0Z�[^kml-_t�?vm[tv�~�ecj^Zcl,_^Z�[z�?v�jyjwv��L��kmj`_¥��i�ZcgXghZ�[zu>ecl0ecjwv�ghZcbdZcl,_
km~0[^Zcj`�>e�Z�[f��kmpLj\�LZ�[ �0gXbd[f�LZyo,p?v�gXnX_^e��0�Lec��k$[we�[³�?v�jrv�~Lg�v�_`nhkmlIg�vm[wZcj��Li�kmb�bdZ �(l   W��XV�§$¢ �
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� p0ZcgXghZyo,p0Z�[^kmnX_³g°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLj�� �0u$pLj^Zz�BWXV����AghZ�[ nXb=v�u>Z�[f�m��v�nXl0[`n6o,p0Z�g�vtj`pLu>k$[^nX_^e�bdk�]>ZclLl0Z!�'j`bd[ �
_^Zcl0�LZcl,_®��bdkml-_`j^Zcj¤o,p0Z¤g�v�icj^kmnh[^[wv�l0i�ZdZ�[`_t�LgXpL_$#m_¥�m��kmp�i�kmp0i^�0Z=�?v�jzi�kmp0i^�0Z$WD�­l�Z'��Zc_��6_`j^a�[y��Zcp
�LZyi�kml,_`jwvm[`_^Z�[fZc_\��¬ nXghkm_^[\[wkml-_\km~0[^Zcj`�>e�[�W � Z�icn�nXjwv�nX_\Zcl�q�v��>ZcpLjf��¬ pLl0Z�q�kmj`_^ZrnXl,_^Zcjwvmic_`nhkml£ZclO�Lec~LpL_f�LZ
icj^kmnh[^[ v�l0i�ZrZcl,_`j^ZrghZ�[ v�_^kmbdZ�[³v�j`j`nX�mv�l,_³�LZ\g�v¥icnX~LghZrZc_ ghZ�[ v�_^kmbdZ�[ Zcl�[`pLj q°vmi�Zf�Bp�[`pL~0[`_`jwv�_��,nXl0�BpLnh[wv�l-_
g�v�i�k>v�ghZ�[^i�Zcl0i�Z£�LZI~�Z�v�p0i�kmpL� �LZOu>Zcj`bdZ�[��LZIicj^kmnh[^[ v�l0i�Z£Zc_=�LZ�[�[`pLj q°vmi�Z�[=�Lec��k$[^e�Z�[�j^Zcg�v�_`nX�>ZcbdZcl-_
�Lg�v�_^Z�[�W

|!kmpLjfghZ�[fu$jwv�l0�LZ�[fec�?v�nh[^[wZcpLj^[ �
t
�¡�$§$§���� �0u$pLj^Z¥�BWXV����0�LZy��Zc_`nX_^[\nXg #m_^[r[^Zy[^kml,_³qJkmj`bde�[r[^ZcghkmlOg�v

�BnXj^Z�ic_`nhkml �¥�0kmj^[r�Bp£�Lg�v�l Zc_rghZcpLjr_wv�nXgXghZ¥bdk�]>ZclLl0Z®�0v�l0[�ghZz�Lg�v�l£Z�[^_r�LZ¥g°¬±kmj^�Bj^Z¥�LZ�V��$§�� � ± �$§���� W
� nhZcl�o,p0ZSg�vPj`pLu>k$[`nX_^e£v��L�?v�j^Zcl,_^Z [wkmnX_d�LgXp0[=u$jwv�l0�LZ ��v�pL_^kmpLj���¬ pLl0ZIb=v�nXgXghZ&� � ZcgXghZIl0Z�� p0[`_`n��?ZS�?vm[
ghZ®�?vm[^[wv�u>Z���pLl bdk,�LZ¤�LZ¤icj^kmnh[^[wv�l0i�Z¤_`j`nh�BnXbdZcl0[`nhkmlLl0ZcgXghZd��kmpLj�ghZ�o,p0Zcg!pLl0Z®u$jwv�l0�LZ¤j`pLu>k$[`nX_^e¤[^Zcjwv�nX_
km~0[^Zcj`�>e�Z$W

� g�[^Zcbt~LghZ�v�nXl0[`n�o-p0ZtghZtj^ecu$nXbdZ¤�LZ®icj^kmnh[^[wv�l0i�Z¤�LZ®i�Z�[ �0gXbd[�[�¬±Z'��Z�ic_`p0Z®i�kmp0i^�0Z¤�?v�j�i�kmp0i^�0Z�v��>Z�i
i�Zc��Zcl0�0v�l-_rpLl0Z�q�v�nX~LghZzv�pLu$bdZcl,_wv�_`nhkml �LZzg�v®j`pLu>k$[`nX_^etv��>Z�itg°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLj�W
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� �0ld�LZ³i�kmb��Lghec_^ZcjQg°¬±ec_`p0�LZf[`_`j`p0ic_`pLjwv�ghZ\�LZ�[ �0gXbd[­�LZ �
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�$�LZ�[­v�l?v�gX]A[wZ�[}�?v�j}b�nhicj^k$[^i�km�LnhZfecghZ�i ¯
_`j^kmlLnho,p0Z\Zcl�_`jwv�l0[`b�nh[^[^nhkmldkml-_Qec_^e³j^e�v�gXnh[we�Z�[­Zcldi�kmgXg�v�~�kmjwv�_`nhkml�v��>Z�i³ghZ g�v�~�kmjwv�_^kmnXj^Z\��� ��� ��¬ � l-�>Zcj^[
� � ZcgXu$nho,p0Z&�!�?v�j­ghZ\��j ��W>Y6Zc��kmnX_`_^Zc�AnXl �>ghZ³|}j^k�q6��j ��W � v�gh[­Zc_­ghZ³|}j^k�q6��j �¤Wm�Qv�l � Zcl0�LZcghkAkLW-Y­¬±ec_`p0�LZ
Z�[`_ Zcl=i�kmpLj^[ �LZ\j^e�v�gXnh[wv�_`nhkml�b=v�nh[QghZ�[ �Lj^Zcb�nhZcj^[ j^e�[`pLgX_wv�_^[ km~L_^Zcl,p0[ �?v�jQg°¬±e�o,pLnX��Zr��¬ � l,�>Zcj^[ [^kml,_ ��¬ pLl
u$jwv�l0��nXl-_^ecj � _ ��kmpLjQg�vzi�kmb��Lj^ec�0Zcl0[^nhkml��LZ�[ �Lj^km�Lj`nhec_^e�[ �LZ�[ �0gXbd[ �LZr�
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�,i�Z�[Qj^e�[`pLgX_wv�_^[ [^kml,_ v�nXl0[`n
v��`kmpL_^e�[f��i�Z�b=v�l,p0[^icj`nX_�W

|!kmpLj�i�Zc_`_^Z ec_`p0�LZ��&ghZQi^�0kmn©�®�LZ �0gXbd[#[&¬±Z�[`_D��kmj`_^eQ[`pLj#�LZcpB�tec�?v�nh[^[^ZcpLj^[!�Bn���ecj^Zcl,_^Z�[ s-V�§$§ � � ± Vc�����
Zc_r�$�$§�� � ± �$§��*� v �0lI��¬±km~0[^Zcj`�>Zcjr��¬±ec�>Zcl,_`p0ZcgXghZ�[f�$v�j`n�v�_`nhkml0[f�LZ�[\�Lj^km�Lj`nhec_^e�[�v��>Z�iyg°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLj�W

YDZ�[Qe�i^�?v�l,_`nXgXghkml0[³kml-_Qec_^ef�Lj^ec�?v�j^e�[ � � l-�>Zcj^[ [^kmp0[�q�kmj`bdZ\�LZ\[wZ�ic_`nhkml=_`jwv�l0[`�>Zcj^[^Z\��kmpLj­�Anh[`p?v�gXnh[^Zcj
ghZ �0gXb [`pLnX�$v�l-_Q[wvz�BnXj^Z�ic_`nhkml��LZ\icj^kmnh[^[ v�l0i�ZfZc_­pLl0Z\�BnXj^Z�ic_`nhkml��Bpd�Lg�v�l 	 �cW-��Z�[­nXb=v�u>Z�[Q�?v�pL_^Z\j^e�[^kmgXpB¯
_`nhkml�Zc_ �LZ�[ icgXnhiw�0e�[ �LZ��Bn���jwvmic_`nhkml�kml,_³ec_^efj^e�v�gXnh[^e�[ [`pLj i�Z�[ �0gXbd[��,�Lkml,_ ghZ�[Qj^e�[`pLgX_wv�_^[ [^kml,_ �Lj^e�[wZcl-_^e�[
�0u$pLj^Z�[¤�BWXVc�£Zc_¤�BWXV��BWDY6Z�[¥nXb=v�u>Z�[t�?v�pL_^Z=j^e�[^kmgXpL_`nhkml [^kml-_¥�Lj^e�[^Zcl-_^e�Z�[��S�Bn���ecj^Zcl-_^[®u$j^k$[^[`nh[w[^ZcbdZcl-_^[
v �0lI��¬±km~0[wZcj`�>Zcj\g°¬ nXl-_^ecu$jwv�gXnX_^e®�LZ�g�v�i�kmp0i^�0Z¥[`pLj\i^�?vmicpLl0Z¥�LZ�[³�L�0km_^kmu$jwv��L�LnhZ�[�W

� Z�[®nXb=v�u>Z�[¤��Zcj`bdZc_`_^Zcl-_¤_^kmpL_���¬�v�~�kmj^� �LZ�i�kml �0j`bdZcj¤ghZ�[®ec�?v�nh[w[^ZcpLj^[¤�LZ�[ �0gXbd["�!Z�[^_`nXbde�Z�[¥�?v�j
�Bn���jwvmic_`nhkml��LZ�[Qjwv�]>kml0[ � Zc_ �?v�j­�Lj^k �0ghkmbdec_`j`nhZ$W,|!kmpLjQghZf�Lj^Zcb�nhZcj��0gXb �Lj^e�[wZcl-_^e �0u$pLj^Z��BWXVc� �>g°¬±ec�?v�nh[ ¯
[^ZcpLjfbdk�]>ZclLl0Z���i�v�ghicpLghe�Z¥�¤�?v�j`_`nXjf�LZt�Bn©��nXb=v�u>Z�[r�?v�pL_^Zyj^e�[^kmgXpL_`nhkml �(Z�[`_f�LZdV�§$� ��i�kml �0j`b=v�l,_�v�nXl0[`n
g�vI�mv�ghZcpLj�Z�[`_`nXbde�Z��LZ V�§$§ �¥W!|!kmpLj�ghZ�[^Z�i�kml0� �0gXb��#g°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLj¤bdk�]>ZclLl0ZSZ�[^_®�LZ��$§$§ ����kmpLj¥pLl0Z
Z�[`_`nXbde�ZS�LZO�$�$§��®W � Z�icn � p0[`_`n��?Z�g°¬ pL_`nXgXnh[wv�_`nhkml4��¬ pLl0Z�~?v�j`j^ZI��¬±Zcj`j^ZcpLj��}l0km_wv�b�bdZcl-_���kmpLj�ghZ�[ �0gXbd[
ec�?v�nh[��0b=v�nh[\o-pLn��$v�gXnh�LZyg�v¤i�v�gXnX~Ljwv�_`nhkml �LZyg°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLj\j^e�v�gXnh[we�Z!�'�>kmnXj\�6W��$� � W

� Z�[¤km~0[^Zcj`�$v�_`nhkml0[�i�kml �0j`bdZcl-_=g�vOj^Zcg�v�_`nhkml*ec�LnX_wv@�Bn�v�ghZSZcl-_`j^Z�ghZ�[ �0gXbd[�Zc_¥ghZcpLj^[�[`pL~0[^_`jwv�_^[�W��,pLj
iw�?vmo-p0Z�icgXnhi^�0e��LZ=�Bn���jwvmic_`nhkml �!ghZ �0gXbxZc_¥ghZ�[`pL~0[`_`jwv�_¤[^kml-_®�Lj^e�[^Zcl,_^[�W#Y#vI[`pL��Zcj`��k$[`nX_`nhkml��LZ�[®�LZcpB�
j^e�[^Z�v�pB�zj^e�icnX�Lj^kAo,p0Z�[#Z�[`_#i�kml0[`_wv�_^e�Z$Wm�,pLj!i^�?vmo,p0Z v@�LZ­icj`nh[`_wv�gXghkmu$jwv��L�Lnho,p0Z*�

b∗
Zc_

c∗
��ghZ �Le��LkmpL~LghZcbdZcl-_

�LZ�[�_wvmi^�0Z�[t�LZ®�Bn���jwvmic_`nhkml�j^ec�>acghZ¤l0e�v�lLbdkmnXl0[�pLl0Z®ghecu>acj^Z®�Bn���ecj^Zcl0i�Z¤�?v�jwv�bdec_`j`nho,p0Z�Zcl-_`j^Z¤ghZ�[��LZcpB�
j^e�[^Z�v�pB��W�Y6Z�[��?v�jwv�bdac_`j^Z�[¥icj`nh[`_wv�gXgXnXl0[z�BpP[`pL~0[`_`jwv�_z[wkml-_ 	 E �0W²ªm�$¢�� Zc_ � E V��BW�{${�� v�ghkmj^[zo,p0Z¤i�ZcpB�
�Bp#�0gXb �LZ��$§$§ � [^kml,_ 	 E �0W�{$��� Zc_ � E Vc�0W�§$��� Zc_ti�ZcpB���Bp �0gXb¨�LZOV�§$§ � [wkml-_ � E Vc�0W�§$��� Zc_yghZ
�?v�jwv�bdac_`j^Z 	Ol6¬�v��Lp � _`j^Z��Lec_^Zcj`b�nXl0e �'b=v�l0o-p0Z=��¬ nXl-_^Zcl0[`nX_^e&� W � nXl0[`n­[^pLjyghZ�[zicgXnhi^�0e�[¥�LZ��Bn���jwvmic_`nhkml
�0u$pLj^Z�[Q�BWXVc�yZc_­�BWXV����mghkmj^[^o,p0Z g°¬±kmld[�¬±ecghkmnXu$l0Z³�LZ g�vf_wvmiw�0Z³�Bp®q�v�nh[^i�Z�v�pd�BnXj^Z�ic_­Zc_}o,p0ZcgLo-p0Z [^kmnX_�g°¬�v@�LZ��@ghZ
�Le��LkmpL~LghZcbdZcl,_fkm~0[^Zcj`�>eyi�kmj`j^Z�[`��kml0����kmpLj g�v¥_wvmi^�0Z�g�vt�LgXp0[³ecghkmnXu$l0e�Zy�LZ�g�vt_wvmiw�0Zy�BnXj^Z�ic_^Z �Ji�Zcl-_`jwv�ghZ&�
v�pS[`pL~0[`_`jwv�_\Zc_ g�v¥_wvmi^�0Z�g�v¥�LgXp0[ �Lj^kAi^�0Zzv�p��0gXbOW � Z�[³icgXnhi^�0e�[\bdkml-_`j^Zcl-_�o-p0Z�ghZ�[ �0gXbd[\[^kml,_ nXl0�Le �Be�[
_^kmpL_fi�kmb�bdZzghZz[`pL~0[`_`jwv�_\�0v�l0[fghZy[`]A[^_^acbdZ��0Z �Lv�u>kml?v�g6�?v�jfghZyu$j^kmpL��Zy��¬±Z�[^�?vmi�Z
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W

YDZ�[�nXb=v�u>Z�[��?v�pL_^Z¤j^e�[^kmgXpL_`nhkml �0u$pLj^Z�[z�BWXVc�SZc_y�BWXV���bdkml,_`j^Zcl-_zpLl0Z¤�?v�j q°v�nX_^Z¤o-p?v�gXnX_^e¤icj`nh[`_wv�gXgXnXl0Z
�Bp [`pL~L_`jwv�_��!g�vIo,p?v�gXnX_^e��LZ�[��0gXbd[�Z�[^_¥ecu-v�ghZcbdZcl-_di�kmj`j^Z�ic_^Z�b=v�gXu$j^e�g°¬±km~0[^Zcj`�$v�_`nhkml*�LZ9Y�kml0Z�[ �?kmp0Z�[
[`pLj¤ghZ�[¤�L�0km_^kmu$jwv��L�LnhZ�[�WQY­¬±kmj`nXu$nXl0ZO�LZSi�Z�[.Y�kml0Z�[¤l6¬±Z�[`_��?vm[¤~LnhZcl8�Le'�0lLnhZ��}ZcgXghZ���ZcpL_ � _`j^Z�gXnhe�ZO�Ig�v
�Lj^ec�?v�jwv�_`nhkmlO�LZ�g�v¥[^Z�ic_`nhkml�_`jwv�l0[`�>Zcj^[^Z �J�Bn���ecj^Zcl0i�Z��LZ��?v�pL_^ZcpLj³Zcl-_`j^Z�ghZ�[?Y�kml0Z�[ l0Zc_`_^Z�[³Zc_ �?kmp0Z�['�Qkmp
�tg°¬ nXj`jwvm�Bn�v�_`nhkmlS�LZfg�vti�kmp0i^�0Z��?v�j ghZfq°v�nh[^i�Z�v�p���¬±ecghZ�ic_`j^kml0[�W � Z�[ nXb=v�u>Z�[ l0Z\bdZc_`_^Zcl,_ �?vm[ Zcl�ec�,nh�LZcl0i�Z
�LZ¤icj^kmnh[^[wv�l0i�Z¤i�kmghkmlLl?v�nXj^Z�o,p0ZcgXghZ¤o-p0Z®[^kmnX_�g°¬±ec�?v�nh[^[^ZcpLjyi�kml0[`nh�Lecj^e�Z���lLn}�LZ¤�Bnh[`�?v�j`nX_^e¤�LZ¥j`pLu>k$[^nX_^e®Zcl
[`pLj q°vmi�Z#��v�~0[^Zcl0i�ZO��¬ !hghkm_^[��LZSicj^kmnh[^[ v�l0i�Z&� W � p0Zcgho-p0Z�[ Y�kml0Z�[��LZS�Bnh[^ghk,i�v�_`nhkml0[d[wkml-_�km~0[^Zcj`�>e�Z�[d�0v�l0[ghZ �0gXb��Lj^k,iw�0Z®�LZ®g°¬ nXl,_^Zcj q�vmi�Z���i�Zcj`_wv�nXl0ZcbdZcl,_ygXnhe�Z�[zv�p �Le�[wvmi�i�kmj^� �?v�jwv�bdec_`j`nho,p0Z �0gXb¤¯F[`pL~0[`_`jwv�_�W��}l
j^Zc�$v�l0i^�0Z��!�LZ�[ Y�kml0Z�[¥i�kml-_`jwv�nXl-_^Z�[�[wkml-_t�Lj^e�[wZcl-_^Z�[��#i�kmj`j^Z�[`��kml0�0v�l,_¤v�pB� Y�kml0Z�[¥�LZ�q�kmj`_^[ti�kml0[`_`jwv�_^Z�[
� Y�kml0Z�[�[^kmbt~Lj^Z�[ ��[`pLj�ghZ�[¤nXb=v�u>Z�[�W � Z�[ Y�kml0Z�[�[^kml-_dkm~0[wZcj`�mv�~LghZ�[��0v�l0[�g�v�i�kmp0i^�0Z£Zc_decu-v�ghZcbdZcl-_��
g°¬ nXl,_^Zcj q�vmi�Z �0gXb¤¯F[`pL~0[^_`jwv�_ �'l0km_^e�Z [`pLj!ghZ�[!nXb=v�u>Z�[��?v�j!�LZ�[ �?a�iw�0Z�[ � W � Zc_`_^Z nXl-_^Zcj q°vmi�Z Z�[^_!��¬�v�nXgXghZcpLj^[�_`j^a�[
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�LZ�[^[^p0[��LZ�V�§$§���W � l0Zzq°v�nX~LghZ®b=v�u$l0ec_^kmj^e�[`nh[`_wv�l0i�Z�l0ecu-v�_`nX�>Z¤Z�[`_yZcl j^Zc�mv�l0iw�0Z�km~0[^Zcj`�>e�Z�v�pB�£~?vm[^[^Z�[
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V$V�§$§ ± �$§ V$W � ±0.510−4
�0W�� ±0.21022

V$WXV §BWXV�� ± §BW�§$��$¢$§ ± �$§ V$W � ±0.510−4
�0W � ±0.41022

V$WXV §BWXV�� ± §BW�§$��$�$§ ± �$§ §BW�¢ ±0.510−4
ªAW�� ±0.51022

V$W�¢ §BWXV�� ± §BWXV�§�$�$§ ± �$¢ V$W�� ±0.510−4
�0W�{ ±0.51022

V$W�� §BW��BV ± §BWXV�§Vc�-§ ± �$¢ V$W�{ ±0.510−4
�BW�� ±0.61022

§BW�¢ §BW��$� ± §BWXV�§V$V�§ ± Vc� V$W � ±0.510−4
�0W � ±0.61022

¯ §BWXVc� ± §BWXV�§�-� ± Vc� V$WXV ±0.510−4
�BW�� ±0.81022

¯ §BWXV ± §BWXV�§
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Y#v®�Lj^Zcb�nhacj^Ztec_wv���Zyi�kml0[`nh[`_^Zz�¥_^Z�[`_^Zcj\�0v�l0[³g�v#Y�kml0Zy�,]A[^_^ecj^ec_`nho-p0Z��Bg�v¤[`_wv�~LnXgXnX_^et��¬ pLlOec_wv�_�W �rkmp0[
v��>kml0[f�Lkml0izZ'��Z�ic_`p0ez�LZ�[³bdZ�[`pLj^Z�[r�LZ�j^Zcg�v@�Lv�_`nhkml �LZ�j^e�[`nh[`_wv�l0i�Z$W

YDZ i�v�jwvmic_^acj^Z bdec_wvm[`_wv�~LghZ Z�[`_�km~0[^Zcj`�$v�~LghZ��0u$pLj^Z³�BW �0W � Zc_`_^Z��0u$pLj^Z �Lj^e�[^Zcl,_^Z �\u-v�p0i^�0Z g°¬±ec�>kmgXpL_`nhkml
�LZ�g�v¥j^e�[`nh[`_wv�l0i�Zy�BpS[`]B[`_^acbdZ��¥�Bn���ecj^Zcl-_^Z�[f_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[fZcl�q�kml0ic_`nhkmlS�BpS_^Zcb��0[ ghkmj^[³��¬ pLl�j^Z q'j^kmnh[ ¯
[^ZcbdZcl,_��Bp�b�nhicj^km��kml-_ � WDY­¬±ec_wv�_���¬±kmj`nXu$nXl0Z�Z�[`_¤�Lkml0i=g°¬±ec_wv�_��LZ�~?vm[^[^Zdj^e�[^nh[`_wv�l0i�Z �J�0v�l0[¤i�Z�ic]AicghZ
_`�0Zcj`b�nho,p0Z&� W#�yv�l0[tg�v�Y�kml0Zd�0kmj^[ ¯°�,]A[^_^ecj^e�[`nh[�����V��$§�� � �6g°¬±ec_wv�_¥Z�[^_t[`_wv�~LghZ=�0v�l0[tghZ�_^Zcb��0[��#Zcl�Z'��Zc_
v�p0icpLl0Zrj^Zcg�v@�Lv�_`nhkml��>Zcj^[ pLl�v�pL_`j^Z�ec_wv�_Ql6¬±Z�[^_ km~0[^Zcj`�>e$WA�}l�j^Zc�mv�l0iw�0Z��,�0v�l0[ g�vzj^ecu$nhkml��LZfg°¬ �-]B[`_^ecj^e�[`nh[
���IV�§$§�� Zc_�ªm��� � �(pLl0Z�q�kmj`_^Zzbdec_wvm[`_wv�~LnXgXnX_^e®Z�[`_\j^ZcghZc�>e�Z$W � �>Z�izghZz_^Zcb��0[��?pLl0Zyj^Zcg�v@�Lv�_`nhkml��LZzg°¬±ec_wv�_
~?vm[^[wZ\j^e�[`nh[`_wv�l0i�Zr�>Zcj^[ i�ZcgXpLn��LZf�?v�pL_^Zfj^e�[`nh[^_wv�l0i�Z�vzgXnhZcp6W � ªm���¡g°¬±ec_wv�_ Z�[`_ �LgXp0[Q�0kmj^[`¯Fe�o-pLnXgXnX~Lj^Z�o-p6¬��
V�§$§�� i�v�j¤g�v j^Zcg�v@�0v�_`nhkml8Z�[`_¤�LgXp0[¤nXb���kmj`_wv�l,_^Z��­i�kml �0j`b=v�l-_�v�nXl0[^n o,p0Z�ghZ�b=v@�AnXb¥pLb ��¬ �-]B[`_^ecj^e�[`nh[
Z�[`_¥i�Zcl-_`j^e�[`pLj®ªm����W � �$�����Dg°¬±ec_wv�_¥Z�[`_��6o,p?v�l-_¤��gXpLn��6�Lj^Z�[wo-p0Zd[^_wv�~LnXgXnh[^e$W � l0Z=v�pL_`j^Zd�Lj^ZcpL�>Z�o-p0Z
g°¬ �,]A[`_^ecj^e�[^nh[fj^Zcu$j^kmpL��Zt�LZ�[�ec_wv�_^[fbdec_wvm[^_wv�~LghZ�[��?Z�[`_rbdkml-_`j^e�Z �0u$pLj^Z¥�BW ���d�Bj^kmnX_^Z$W��,pLnX�mv�l,_fg°¬ �Lnh[`_^kmnXj^Z
_`�0Zcj`b�nho,p0Z��-g�vtj^e�[`nh[`_wv�l0i�Zfj^Zcg�v@�BZr�>Zcj^[ pLl0Z\�$v�ghZcpLj �?v�pL_^Z�kmp=~?vm[^[wZrv��>Z�i��LZ�[ _^Zcb��0[ i�v�jwvmic_^ecj`nh[`_`nho,p0Z�[
[^Zcl0[^nX~LghZcbdZcl-_z�Bn���ecj^Zcl-_^[�W�YDv=q�kmj`bdZ¥Z �0vmic_^Z¤�LZ¥g�v=j^Zcg�v@�0v�_`nhkml ��ZcpL_ � _`j^Z®v�l?v�gX]B[^e�Z®u$j��mi�Z��=�LZ�[�_`j^a�[
ghkmlLu>[}_^Zcb��0[ ��¬�vmi�o-pLnh[^nX_`nhkml6W,�,pLj­g�v��0u$pLj^Zf�BW����$l0kmp0[­�Lj^e�[^Zcl-_^kml0[Qg�v��mv�j`n�v�_`nhkml��LZ j^e�[`nh[`_wv�l0i�Z³bdZ�[`pLj^e�Z
��Zcl0�0v�l-_ pLl0Z �`kmpLj`l0e�Z$W,Y#vyj^Zcg�v@�0v�_`nhkml�Z�[`_Ql0kmlB¯FZ �A��kml0Zcl-_`nhZcgXghZ��Bb � bdZ�v��>Z�irpLl0ZfZ �B��kml0Zcl,_`nhZcgXghZrec_`nXj^e�Z
��v�� p0[`_^ZcbdZcl-_³Zcl���kmnXl,_`nXgXgher�0v�l0[ g°¬ nXl0[^Zcj`_ �QZcl

R(t) ∝ exp(±t/τ0)
β ��v��>Z�i

τ0

ghZ\_^Zcb��0[ �LZfj^Zcg�v@�Lv�_`nhkml �
β ≈ §BW����LghZt[^nXu$l0Zz�Lec��Zcl0�£�BpIic]BicghZz_`�0Zcj`b�nho,p0Z=s + � − � ��kmpLjfghZt[`pL��Zcj^i�k,kmgXnXlLu �J[`pL��Zcj`�0Z�v�_`nXlLu � � ��i�Z
o,pLn0[`nXu$lLn��?Z³o,p6¬ pLl�_^Zcb��0[­i�v�jwvmic_^ecj`nh[`_`nho,p0Z\pLlLnho,p0Z l0Z ��ZcpL_}�?vm[}�Le�icj`nXj^Z³ghZ³[^]A[`_^acbdZ$W$� gLZ�[`_}l0e�i�Z�[^[wv�nXj^Z
��¬�v��>kmnXjzpLl0Zd�Bnh[`_`j`nX~LpL_`nhkml��LZ¤_^Zcb��0[t�LZ¤j^Zcg�v@�Lv�_`nhkml���g°¬±e�iw�0ZcgXghZd�LZ¤g�v�bdZ�[`pLj^Z$W6��Z®�LgXp0[���kml�_`j^kmpL�>Z
o,p0Zzg�vdj^Zcg�v@�Lv�_`nhkml Z�[`_rZ�[^[wZcl-_`nhZcgXghZcbdZcl-_�ghkmu-v�j`nX_`�Lb�nho,p0Z¥Zc_r_`j^a�[fghZcl,_^Z$W(YQ¬�v�� p0[`_^ZcbdZcl,_�ghkmu-v�j`nX_`�Lb�nho-p0Z
��Zcj`bdZc_`_wv�l-_��LZz�Le�icj`nXj^Zyg°¬�v�gXgXpLj^Zz�LZyg�v¤i�kmpLj`~�ZzZ�[`_zs

R(t)/R(t = 0) = 1 + A · ln(t + τ0)
���BWXV&�

v��>Z�i
A E §BW�§$§$§��8Zc_ τ0 E �$�$§BW � l _^Zcg�i�kmb���kmj`_^ZcbdZcl-_OZ�[^_�_ ],�Lnho,p0Z��LZ£[`]B[`_^acbdZ�[��Le�[^kmj^�LkmlLl0e�[�Lkml,_®ghZ�[®Z �LZcb��LghZ�[¥_ ],�Lnho,p0Z�[®[^kml-_®ghZ�[®�>Zcj`j^Z�[�W��XV��>ª�� � Zc��Zcl0�0v�l,_��#ghZ�[ �0gXbd[¤o-p0Z=l0kmp0[¤ec_`p0�Bnhkml0[��Dl0Z

�Lj^e�[^Zcl,_^Zcl-_r�?vm[\ghZ�[\i�v�jwvmic_^ecj`nh[`_`nho,p0Z�[rv�_`_^Zcl0�Bp0Z�[r��kmpLj³ghZ�[³�>Zcj`j^Z�[\_^Zcg6o,p0Zyg°¬±Z'��Zc_³bdecbdkmnXj^Z$W
� Zc_`_^Zf�Lj^Zcb�nhacj^Z�v�l?v�gX]B[^Z³g�v�nh[w[^Z\[`pL�L��k$[^ZcjQo,p0Z\�LZ\_`j^a�[Ql0kmbt~Lj^ZcpB���Lkmb=v�nXl0Z�[ �LZ\i�v�jwvmic_^ecj`nh[`_`nho,p0Z�[

�Bn���ecj^Zcl-_^Z�[�i�k,Z �Bnh[`_^Zcl,_�W­|#kmpLj��Lecbdkml-_`j^Zcj�i�Zc_`_^ZOi�kAZ �Anh[`_^Zcl0i�Z��­pLl0ZOec_`p0�LZS�LgXp0[�v��L�Lj^k�q�kml0�BnhZO�LZSg�v
Y�kml0ZS�,]A[^_^ecj^ec_`nho-p0Z v�ec_^eSj^e�v�gXnh[^e�ZI��g°¬�v�nh�LZO�LZOic]BicghZ�[d�?v�j`_`nhZcgh[d�Lj^e�[wZcl-_^e�[!�0u$pLj^ZI�BW����­��Zcj`bdZc_`_wv�l-_
�LZ¥�LecgXnXb�nX_^ZcjrghZ�[�Y�kml0Z�[r�LZtbdec_wvm[`_wv�~LnXgXnX_^e¥��¬ pLl [`]B[`_^acbdZ��0k\[I��ZcpL�>Zcl-_�i�kAZ �Anh[`_^Zcjr�LZcpB�IkmpI�LgXp0[`nhZcpLj^[
�L�?vm[^Z�[&W

��ZcpB� _F]A��Z�[��LZ¤ic]AicghZ�[��?v�j`_`nhZcgh[ykml,_zec_^e¤Z'��Z�ic_`p0e�[����LZ�[�[^e�o,p0Zcl0i�Z�[y�BnX_^Z�[y�LZ)$c[`pL��Zcj`�0Z�v�_`nXlLu $¤Zc_
�LZ�[¥[^e�o-p0Zcl0i�Z�[t�BnX_^Z�[t�LZ $c[`pL��Zcj^i�kAkmgXnXlLu $��6��Zcj`bdZc_`_wv�l-_¤�LZ�u>ZcghZcjzghZ�[tec_wv�_^[t~?vm[^[^Z�kmpP�?v�pL_^Z=_^Zcb���e ¯
jwv�_`pLj^Z$W­Y#v�[^e�o-p0Zcl0i�Z��LZ $c[`pL��Zcj`�0Z�v�_`nXlLu $Si�kml0[`nh[^_^Z��­�I�?v�j`_`nXj��LZ�[¤~?vm[^[^Z�[¤_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[��­��ic]AicghZcj
_`�0Zcj`b�nho,p0ZcbdZcl-_ � p0[^o-p6¬��z�LZ�[­_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[ �LZ\�LgXp0[ Zcld�LgXp0[ �?v�pL_^Z�[�W �rkmp0[ v��>kml0[ j^e�v�gXnh[^efi�Z�[ ic]AicghZ�[
[`pLj}ghZ b�nhicj^km��kml-_ � �LZ\��� �y�$§�� �LpLnh[}�-�����,�$§����-ªm§����-¢$§����LV�§$§����0V��$§�� Zc_QZcl �0lOV��$§�� �'�>kmnXj
´!nXu0WL�BW��¤�tu0W � WBYDv®[^e�o,p0Zcl0i�Z��LZ $c[`pL��Zcj^i�kAkmgXnXlLu $�pL_`nXgXnh[^Z�ghZ�b � bdZ��Lj`nXl0icnX��Zy�LZ�ic]Bicg�v�u>Z�[ _`�0Zcj`b�nho-p0Z�[
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b=v�nh[��³�?v�j`_`nXj!�LZ�[D�?v�pL_^Z�[#_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[&W � Zc_`_^Z [^e�o-p0Zcl0i�Z�$c[`pL��Zcj^i�k,kmgXnXlLu $ Z�[`_D�Lj^e�[wZcl-_^e�Z �0u$pLj^Z �BW��f�
�Bj^kmnX_^Z���ghZ�[!_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[­pL_`nXgXnh[^e�Z�[�[^kml-_}�LZ�V��$§�� �®V$V�§�� �LpLnh[}{$§����>ªm§����m�$§����$�$§�� Zc_}Zcl �0l�����W

|!kmpLj g�vz[^e�o,p0Zcl0i�Z $c[`pL��Zcj`�0Z�v�_`nXlLu $rZc_Q��kmpLjQghZ�[­_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[ nXlBqJecj`nhZcpLj^Z�[ �¥ªm§����-g�vzi�kmpLj`~�ZfZ�[`_
_^kmp��`kmpLj^[fj^ec�>Zcj^[^nX~LghZ$W(Y6Z¥i�v�jwvmic_^acj^Zt�,]A[^_^ecj^ec_`nho-p0Z®kmpIbdec_wvm[`_wv�~LghZ®Z�[`_�km~0[^Zcj`�>ezpLlLnho,p0ZcbdZcl-_z�¤�?v�j`_`nXj
�LZzªm§�� �'�>kmnXj nXl0[^Zcj`_ � Zc_ � p0[^o,p6¬��=V��$§����0v�pB¯F�LZcg��¥ghZ�ic]AicghZ�Z�[`_ j^Z q�Zcj`bde$W � l0Z�vm[^[`]Abdec_`j`nhZ�Z�[^_ j^ZcghZc�>e�Z
��kmpLjQg�vt[^e�o-p0Zcl0i�Z $c[`pL��Zcj^i�k,kmgXnXlLu $��,�LpLnh[^o,p0Z\g°¬ �-]B[`_^ecj^e�[`nh[ �Lec~LpL_^Z���V��$§�� ��kmpLj [wZ qJZcj`bdZcj �zZcl,�,nXj^kml
�$§���W � Zcg�vt[`pLu$u>acj^Zro-p6¬±ZclB¯F�LZ�[w[^kmp0[ �LZ�ªm§����>g°¬ �,]A[`_^ecj^e�[^nh[Ql6¬±Z�[`_ icj^e�Zfo,p0Z\�?v�j �LZ�[Qec_wv�_^[ u>Zcghe�[ �LZc�LpLnh[
ghZ�[ �LgXp0[³�?v�pL_^Z�[\_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[�WLY#v®�>ecj`nX_wv�~LghZ�Y�kml0Zy�LZyi�k,Z �Bnh[`_^Zcl0i�Z��LZ��L�?vm[^Z�[\[wZ�[^nX_`p0Z�ZcgXghZy�LZtªm§��
��V��$§���W

|!kmpLjyZ �A�LgXnho,p0Zcj�i�Z�[f�L�0ecl0kmbdacl0Z�[�j^Zcg�v�_`nX�>ZcbdZcl,_zi�kmb��LghZ �BZ�[���l0kmp0[�v�gXghkml0[�j^Zc�>ZclLnXj�[^pLjfghZ�[�Z'��Zc_^[
�Bp8[`pL~0[^_`jwv�_�W��rkmp0[=v��,nhkml0[dbdkml-_`j^eIv�p8iw�?v��LnX_`j^ZI� � ��o,p0Z�ghZS[`pL~0[`_`jwv�_�nXl0�BpLnX_�pLl0ZOi�kml,_`jwv�nXl-_^ZIkmp
pLl0Z��Lj^Z�[^[`nhkml Z'��Z�ic_`nX�>Z�b=v@�BnXb=v�ghZ=��Zcj`bdZc_`_wv�l-_��LZ�[`pL�L�Lj`nXbdZcj¥g�vO_`jwv�l0[`nX_`nhkml bdec_wv�g©¯°nh[^kmg�v�l-_�W � Zc_`_^Z
�Lj^Z�[^[^nhkml��LkmnX_®v��L�?v�jwv�!h_`j^ZS��V��$§����#_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z��Og�vmo-p0ZcgXghZ�Z�[`_¥i�Zcl0[^e�Z�[^Z��Lj^kA�BpLnXj^Z=g�vS�mv�j`n�v�_`nhkml
�LZS�>kmgXpLbdZ$W �FgrZ�[`_=i�kmlLl-p o-p6¬ pLl0ZI_`jwv�l0[`nX_`nhkml��Bp4�Lj^Zcb�nhZcj�kmj^�Bj^ZI�LZc�AnhZcl-_��0ec_^ecj^kmu>acl0ZI�La�[�o-p0ZSghZ
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∆Tc
WL�Fg6Z�[^_³�?v�jfZ �BZcb��LghZzj^Zc��kmj`_^e � �$��� �Lo,p0Zy��kmpLjzs

�
Peff E §  A~?v�j�� TMI E V��$§�� Zc_

∆Tc E §���
Peff E V��  A~?v�j�� TMI ∼ V$V�§�� Zc_

∆Tc E �-§���
Peff E �$�  A~?v�j�� TMI E φ

Zc_
∆Tc E V��$§��� l0Z��Bnh[`_`j`nX~LpL_`nhkml��LZ¤g�v�_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Zdicj`nX_`nho,p0Zd[^Zcjwv��Lkml0idkm~0[^Zcj`�>e�Z��0v�l0[zghZ �0gXb��6ZcgXghZ¤��Zcj`bdZc_
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�BW²ª � (

∂Tc

∂P

)

≈ ¯ �BW²ªm¢�� D  ,~?v�j���kmpLjfghZ�[�_^Zcb���ecjwv�_`pLj^Z�[�[`pL��ecj`nhZcpLj^Z�[y��ªm§�� Zc_ (

∂Tc

∂P

)
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�LZy�
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YDZyb�nhicj^km��kml,_�� Vyi�kmj`j^Z�[`��kml0�I�®pLl��0gXb��LZy�
2   3

�LZz�$�$§ ±28
� �LghZ�[\�BnXbdZcl0[^nhkml0[f�BpI[`]B[`_^acbdZ

pL_`nXgXnh[^e�Z�[t��kmpLjtghZ�[ybdZ�[`pLj^Z�[t[wkml-_=sD�$§
µ
b g�vSg�v�j`u>ZcpLj¥�Bp�b�nhicj^km��kml-_¤Zc_¥�$§$§

µ
b g�vS�Bnh[`_wv�l0i�Z=Zcl-_`j^Z

i�kml,_wvmic_^[�W
Y#v �0u$pLj^Z¤�BW�¢d�Lj^e�[wZcl-_^Z���u-v�p0iw�0Z¥g°¬±ec�>kmgXpL_`nhkml��LZ¥g�v�j^e�[`nh[^_`nX�,nX_^e®�Bp£b�nhicj^km��kml-_*� VtZcl£qJkml0ic_`nhkml
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jwv��L��kmj`_�v�pB�Oi�kmb���kmj`_^ZcbdZcl-_^[�ecghZ�ic_`j`nho-p0Z�[rbdZ�[`pLj^e�[r[`pLj\ghZyb�nhicj^km��kml-_��xkmpI[`pLj\ghZ�[,�0gXbd[\bdZ�[`pLj^e�[
�=u$jwv�l0�LZ¤e�i^�0ZcgXghZ$W � V��$§�����kml�km~0[^Zcj`�>Z¥g�v=_`jwv�l0[^nX_`nhkml bdec_wv�g©¯°nh[wkmg�v�l-_y_F]A�Lnho,p0Z®�Bp�i�kmb���k$[^e®b=vm[^[`n©q
�

2   3

W�� � �(�$§��#Y­¬�v�pLu$bdZcl,_wv�_`nhkmlP�LZzj^e�[`nh[^_`nX�,nX_^eybdZ�[^pLj^e�ZtZ�[`_f��¬ pLlIq�vmic_^ZcpLj
4
Zcl-_`j^Z�V��$§dZc_®V�§$§���W?YDv

�$v�ghZcpLj®�LZ�j^e�[`nh[`_`nX�AnX_^e�� �$§$§�� Z�[`_¥�LZ V�§$�$§ ± ¢$§ µΩ
W±icb��#i�Zc_`_^Z��$v�ghZcpLj®Z�[`_¥ghecu>ecj^ZcbdZcl-_��LgXp0[®ecghZc�>e�Z
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Etude multi-échelle de la transition métal-isolant de films minces du composé V2O3 
 
 
L’oxyde de vanadium V2O3, qui est le prototype des systèmes fortement corrélés, 

isostructural du corindon α-Al2O3, possède une phase métallique paramagnétique à la température 
ambiante. En dessous de 150K, une transition métal-isolant du premier ordre est observée et, est 
associée à une transition magnétique et structurale.  

L’objectif de ce travail de thèse consiste à synthétiser et à caractériser du point de vue 
structural et physique des films minces du composé V2O3, déposés par ablation laser pulsé, sur des 
substrats de saphir (0001-Al2O3). L’influence de la contrainte induite par le substrat et l’épaisseur, sur 
les propriétés du matériau a été particulièrement étudiée. Pour cela, une étude multi-échelle de la 
structure et des propriétés de transport électronique a été réalisée. Tout en conservant la structure R-
3c du composé massif, il apparaît que les contraintes modifient fortement le comportement électrique 
de V2O3. Les résultats mettent en évidence une évolution surprenante autour de l’épaisseur critique 
220Å. Ainsi, les films épais incompressibles, sont métalliques sur toute la gamme de température et la 
transition métal-isolant du composé massif est supprimée. En revanche, les films fins présentent une 
transition métal-isolant, comme le composé massif, en dessous de 150K. Grâce à des mesures sur des 
microponts, nous avons montré qu’une séparation de phases mésoscopiques permet d’expliquer 
l’origine de l’évolution macroscopique de la résistivité, ainsi que de la dépendance qualitative en 
épaisseur.  

 
 

Multiscale study of the metal-insulator transition in thin films of V2O3 compound 
 
 
 Vanadium oxide V2O3, which is the prototype of strongly correlated electron systems, is 
isostructural to corundum α-Al2O3 and has a metallic paramagnetic phase at room temperature. Below 
150K, a first-order metal-to-insulator transition is observed, and associated to a magnetic and 
structural transition.  
 The objective of this thesis consists to grow and to characterize the structural and physical 
properties of V2O3 thin films, prepared by the pulsed laser deposition technique, on sapphire substrates 
(0001-Al2O3). The influence of the strains induced by the substrate and the thickness, upon the 
properties, was particularly studied. To achieve this goal, a multiscale study of the structure and the 
electronic transport properties was carried out. While preserving the R-3c structure of the bulk 
compound, it appears that the strains modify strongly the electrical behaviour of V2O3. The results 
highlight a surprising evolution with a critical thickness of 220Å. Consequently, the incompressible 
thick films are metallic on the whole range of temperature and the metal-to-insulator transition 
observed in bulk material is suppressed. On contrary, the very thin films exhibit a metal-to-insulator 
transition below 150K, as seen in the bulk. Using measurements on microbridges, we shown that a 
mesoscopic phase separation, can be used to explain the origin of the macroscopic evolution of the 
resistivity, and also its qualitative thickness-dependence. 
 
 
 
Mots clés (indexation rameau) : couches minces ; dépôt par laser pulsé ; transitions métal-isolant ; 
vanadium__composés ; rayons X__diffraction ; electrons__corrélation 
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