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“Don Quichotte sollicita un laboureur son voisin, fomme de bien (...), mais qui avait
fort peu de plomb en sa cabocke. I [ui disait entre autres choses qu'il lui pourrait
quelquefois arriver telle aventure, qu'il gagnerait, en moins d'un tour de main,
quelque ile, et quil [en ferait gouverneur. Par ses promesses et autres semblables
(--.), Sancho Panga (ainsi s'appelait le laboureur) se mit pour écuyer de son voisin.’

Quelque temps plus tard. ..

- Dieu veuille qu'il nous en tourne 4 bien, dit Sancho, et que le temps vienne bientot
de gagner cette ile qui me coiite si chier, et que je meure ensuite.

- Je tai déja dit, Sancho, que cela ne te donne aucun souci : car quand il mangquerait
une ile, voild le royaume du Danemark ou bien celui de Sobradise qui te viendront
comme bague au doigt, et tu dois d'autant plus t'en réjouir quiils sont en terre
ferme.”

"L'Ingénieux Hidalgo Don Quichotte de la Manche ", Cervantes

Sil est vrai que 2 et 2 font de leur mieux pour faire 4, il n'en est pas moins vrai que
18 et 20 font tout ce qu'ils peuvent pour ne pas faire 39,95."

"Pensées", Pierre Dac

"It maKes me nervous to fly on airplanes since I Know they are designed using
floating point arithmetic.’

Anston Householder
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INTRODUCTION

Qu'est ce que le parallélisme ? Plus qu'un concept, c'est aujourd'hui une
réalité : le nombre sans cesse grandissant d'architectures paralleles est 12
pour en témoigner.

Depuis longtemps les numériciens congoivent et utilisent des algorithmes
paralleles, alors que l'utilisation du parallélisme en calcul formel est
relativement récente. Or, si dans les deux cas, la motivation est de permettre
une puissance de calcul toujours plus grande, sans faire de clivage abusif, les
différences profondes qui existent entre un programme purement
numérique (besoin en calcul flottant) et un autre purement symbolique
(besoin en calcul logique et en représentation d'objets) suggerent différentes
approches.

Dans tout systeme de calcul formel, il existe une dualité intrinséque : d'une
part un systeme comprend une partie informatique, qui permet la
manipulation de symboles, l'utilisation de régles de simplification...
D'autre part, il contient de nombreux outils mathématiques, dont une
implantation naive conduit souvent a des complexités trop importantes, qui
en interdisent l'utilisation pour la résolution de problémes pratiques.

Les systemes classiques de calcul formel -Reduce, Macsyma, Maple,
Scratchpad...- ne visent pas tant la puissance de calcul que l'aspect calculette
mathématique sophistiquée.

Un systeme classique satisfait donc les besoins en manipulations
symboliques de base (calcul de primitives, décompositions en éléments
simples, géométrie algorithmique...). L'aspect prépondérant est celui d'une
bibliotheque mathématique symbolique.

L'impossibilité sous Macsyma de calculer la forme d'Hermite d'une matrice
carrée 6x6, a coefficients polynomiaux de degré trois, est significative.

La motivation principale de PAC (Parallel Algebraic Computing) est de
montrer que, grace au parallélisme, le Calcul Formel est un outil efficace
pour le traitement de certains problémes de l'ingénieur [DEL88]: formes
normales de matrices denses a coefficients entiers ou polynémiaux (forme
normale d'Hermite de matrices 160x160 2 coefficients entiers [SIE89]),
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systémes linéaires de grandes tailles a coefficients entiers (syst¢mes denses
700x700 [VIL88)), bases de Grobner (famille de 100 polyndmes booléens
[SEN90Q]), et dans le futur, certains problémes d'équations différentielles.

Le systeme PAC repose alors sur deux problématiques :

1°  Evaluer l'apport du parallélisme au calcul formel, en étudiant
la parallélisation de certains algorithmes. Une réflexion sur l'organisation
d'un systéme parallele dédié au calcul formel est présentée dans la premiere
partie de cette thése. Elle est illustrée par I'exemple du produit de deux
polyndmes creux.
La parallélisation de ce probléme en utilisant une découpe standard est
immédiate : mais I'étude de complexité qui lui est associée doit étre faite
avec soin. Elle nécessite la modélisation précise des opérations effectuées.
L'intérét ici est double : la démarche peut se généraliser a d'autres
problémes, et elle donne pour le probleéme choisi la meilleure stratégie
concernant le choix du polynéme a partager.
Par ailleurs, nous présentons une nouvelle méthode de parallélisation, basée
sur un partage de type Karatsuba adapté a des polyndmes creux.

Cette partie débouche sur la présentation générale du systeme parallele de
Calcul Formel PAC : une premiére version, déja utilisée par les membres de
I'équipe Algorithmique Parallele et Calcul Formel de TIM3, est implantée
sur un hypercube FPS-T40 (32 processeurs), et est interfacée avec le
systtme de Calcul Formel Reduce [ROC89]. Elle permet d'effectuer
différents calculs (séquentiels ou paralleles) avec des polyndmes a
coefficients rationnels et a plusieurs indéterminées. Une deuxieme version,
plus portable et plus générale, est en cours de développement: elle doit étre
portée sur une machine Telmat MégaNode (128 processeurs).

2°  Construire un systeme de calcul formel adapté a quelques
grands problémes de l'ingénieur. Cet aspect suppose l'évaluation des
algorithmes de base d'un systéme de calcul formel, essentiellement en ce qui
concerne l'arithmétique qui, sauf pour des problemes spécifiques, doit étre
nodale. Il serait en effet impossible de créer un systéme dont la vocation est
de résoudre des problémes de grande taille en ayant une arithmétique lente
(ce qui n'était peut-étre pas la motivation des systémes classiques). C'est
pourquoi 1'étude de l'arithmétique de base est le centre de la deuxieme
partie de cette these.
Il s'agit donc d'une part d'évaluer les algorithmes existants et d'étudier plus
précisément leur implantation, et d'autre part de dégager de nouveaux
algorithmes, mieux adaptés aux entiers ayant de un a quelques centaines de
chiffres décimaux, couramment manipulés en calcul formel.
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Apres I'étude du choix de la représentation et des conversions associées, les
opérations de base sont étudiées.

Pour la multiplication, I'étude de I'algorithme de Karatsuba et de son seuil
d'efficacité par rapport a l'algorithme standard est classique. Par contre, la
généralisation de cet algorithme, adaptée 3 des opérandes de tailles
quelconques (éventuellement différentes) est nouvelle.

Concernant la division, l'utilisation de I'itération de Newton a été introduite
par Cook [COO66]. L'algorithme qui est élaboré ici est cependant un peu
différent: notamment, il se distingue par le fait que tous les itérés successifs
obtenus sont exacts, la correction étant assurée de maniére déterministe par
une division euclidienne sur des petits entiers. Il n'est alors plus besoin de
faire des troncatures sur les itérés successifs. Ainsi, méme si l'ordre de
complexité de cet algorithme est le méme que celui de l'algorithme de Cook,
il est cependant plus rapide, et ce d'autant plus que les opérandes sont de
tailles tres différentes.

Le calcul du plus grand commun diviseur est un chapitre important. Aprés
une rapide présentation des algorithmes standards, 1'étude précise de
l'algorithme de Lehmer conduit & de nombreuses optimisations. Elle permet
notamment de donner le meilleur choix expérimental de la base de calcul,
méme si nous ne sommes pas parvenus i démontrer théoriquement la
complexité de ce choix. Nous proposons un nouvel algorithme, appelé
Lehmer généralisé, qui, expérimentalement, s'avére plus efficace méme
lorsque les opérandes sont de petite taille. Enfin, la présentation de
l'algorithme de Schonhage est une premiére version frangaise... La seule
véritable référence est I'original en allemand de Schonhage; les versions de
Menck ou d'Aho, Hopcroft et Ullman sont consacrées au calcul du pgcd de
polyndmes, et si elles peuvent étre plus ou moins adaptées aux entiers, elles
ne permettent pas d'obtenir la complexité donnée par Schonhage. Une
version précise de cet algorithme, adaptée au calcul du pged (tests d'arrét,
calcul de matrices de Lehmer au lieu de considérer les développements en
fractions continues) et qui se préte a I'implantation, est décrite précisément.

Finalement, la vectorisation des algorithmes est discutée, et évaluée
expérimentalement sur une unité vectorielle flottante. Nous montrons que
cette vectorisation ne s'adapte efficacement qu'aux algorithmes standards.
Melenk [MELS88] a choisi la méme représentation, et obtient de meilleurs
résultats. Il est vrai que c'est sur un Cray, et qu'il n'a pas -2 notre
connaissance- comparé la vectorisation des algorithmes standards aux
algorithmes rapides non vectorisés. L'unité vectorielle entiere qui nous
parait la mieux adaptée au probléme est décrite en conclusion.
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Certes, il n'est pas question de concevoir un syst¢me parall¢le global,
recouvrant la connaissance entiere des mathématiques : les bibliotheques
numériques n'ont jamais eu cet objectif. Mais il faut créer I'équivalent de
ces bibliothéques, adapté a la méthodologie du calcul formel.

Ainsi, les programmes numériques ont en général un flot de contrdle
indépendant des données : la méme séquence de calcul est effectuée un
certain nombre de fois, et le cofit de cette séquence est indépendant de la
valeur des opérandes. Par exemple, un produit matrice-vecteur flottant
prendra le méme temps, quelles que soient les valeurs des coefficients. Par
contre, en calcul formel, le coiit des taches est intrinséquement lié¢ au
conditionnement des données.

Pourtant, il existe souvent des points pour lesquels les extrémes se
rejoignent. Ainsi, l'algorithme de Gauss numérique est un exemple de
programme dépendant des données (Recherche du pivot), qui est tout a fait
comparable a 1'algorithme de Gauss formel dans un corps fini [VIL88].

Une réflexion plus profonde est celle de savoir s'il existe un clivage
fondamental entre calcul numérique et calcul formel. Naturellement le
noyau (numérique ou formel) est différent : ainsi le numéricien utilise a la
base un sous-ensemble fini de 'ensemble des rationnels, alors qu'en calcul
formel on prétend travailler avec tous les rationnels. Certes, cela entraine
nombre de différences profondes, mais qui, 8 mon sens, ne sont pas pour
autant essentielles.

En effet, pour traiter un probléme numérique ou formel, la démarche est la
méme, et peut se décomposer en deux étapes.

La premiére est celle du mathématicien appliqué, qui étudie un systéme
d'équations (linéaire : A.x=b, non linéaire : f(x)=0, équations différentielles
ou aux dérivées partielles). La connaissance est celle d'un mathématicien :
noyaux, théorémes d'existence et d'unicité, "bons espaces", etc... .

La deuxiéme étape est celle de l'algorithmicien appliqué, qui, de toute
fagon, associe a un probléme donné dans un espace abstrait (espaces de
Sobolev, de Gevrey...) un probléeme en dimension finie (linéaire : A.x=b,
non linéaire : f(x)=0), et il n'y a pas de méthode pour échapper a cela.

Ce qui différencie alors un analyste numéricien et un spécialiste du calcul
formel est trés mince : les méthodes de base sont souvent issues d'une méme
idée (méthode de Gauss pour les systémes linéaires, méthode de Newton
pour les non-linéaires), mais elles sont appliquées sur des structures
différentes et doivent donc étre adaptées. Il est donc essentiel pour le
mathématicien appliqué d'avoir a sa disposition les deux outils, numériques
et formels, qui, issus d'une méme démarche, sont adaptés a des types de
problémes différents. Ignorer 1'un de ces outils pour le traitement d'un
probléme serait alors restrictif.
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INTRODUCTION

De nombreuses recherches théoriques ont contribué a I'étude d'algorithmes
paralleles pour le calcul formel : la motivation est alors de montrer si un
probléme peut étre traité en temps poly-logarithmique avec un nombre
polynomial d'unités de calcul (classe AL) [COO85]. Le modele théorique
classiquement utilisé est le modéle PRAM [BOR82] [KAL89a]: les unités de
calcul peuvent manipuler les données stockées dans une mémoire partagée,
et qui peut étre accédée selon différents modes (CREW : lectures
concurrentes et écritures exclusives est le mode le plus utilisé ).

La parall€lisation effective d'algorithmes, en vue de I'implantation sur une
machine parallele donnée, pose d'autres problémes. D'une part, le nombre
de processeurs, physiquement limité dans le cas pratique, dépendant de la
taille du probléme dans le cadre théorique, différencie fondamentalement
les deux études. D'autre part, le modéle PRAM ne correspond pas aux
architectures massivement paralléles -possédant un grand nombre de
processeurs- actuellement disponibles, pour lesquelles la mémoire est
distribuée : ainsi, le c6ut du partage d'information entre deux processeurs,
non considéré dans le modele théorique, doit étre pris en compte lors de
I'implantation sur une architecture.

Le choix d'un modele spécifique pour la parallélisation d'algorithmes est
donc essentiel : I'importance des temps de communication de données et de
synchronisation des processeurs, souvent négligés dans les études
théoriques, est une contrainte permanente dont dépend intrinséquement
I'efficacité d'un algorithme paralléle.

De quelle spécification paralléle a besoin le Calcul Formel ? Les résultats
obtenus récemment en Intelligence Artificielle montrent que des langages
tels que Multilisp [HAL88] ou Prolog [DUP88], si ils permettent la
spécification d'un certain degré de concurrence, ne donnent pas toujours,
apres implantation, des résultats convaincants.

Comprendre quelles approches permettent de tirer le meilleur parti d'une
machine parallele est une étape essentielle vers la définition d'un langage
permettant de spécifier le parallélisme dans un algorithme du Calcul
Formel. Langages et applications sont liés : si la sémantique d'un langage
permet de définir de nouvelles stratégies dans le développement
d'applications, les spécifications essentielles & certains algorithmes -et
d'autant plus lorsqu'ils sont paralleles- permettent de faire progresser les
langages. Par exemple, l'importance de la dérivation formelle dans
I'€laboration de Lisp est significative [MAC78].

De méme, évaluer précisément l'efficacité des architectures nouvelles sur
des problémes choisis, ce qui est réalisé en Calcul Numérique avec les
programmes-test (‘benchmark') Linkpac [DONS87] ou Livermore Loops
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[MEUR89], est une démarche fondamentale pour la définition d'une machine
dédiée au Calcul Formel. Si le champ des applications est suffisamment
grand pour €tre représentatif, les conclusions qui pourront en étre tirées
seront d'autant plus significatives.

PAC s'inscrit bien dans ce contexte : les machines massivement paralléles
peuvent-elles ouvrir de nouveaux champs d'investigation au Calcul
Formel ?

D'autres équipes travaillent sur l'utilisation du parallélisme en calcul
formel.

S. Watt [WAT86] a étudié dans sa thése la parallélisation de différents
problémes du calcul formel sur un réseau local. D'autres équipes, comme J.
Fitch & Bath [FIT89] travaillent sur la répartition d'algorithmes sur des
réseaux de stations de travail.

Différentes implantations ont été réalisées sur des machines 3 mémoire
partagée, avec peu de processeurs : une implantation de Reduce sur Cray
X-MP a ét€ réalisée a Berlin [MELS88]; C. Ponder a étudiée I'implantation
de différents algorithmes en Q-Lisp sur Alliant (4 processeurs) [PONS88].
Dans le domaine des architectures massivement paralléles, D. Hilhorst
[FEK89] a écrit un programme de manipulation de séries de Poisson sur
NCube (16 processeurs).
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Chapitre I
ADEQUATION DU PARALLELISME

AU CALCUL FORMEL

I. Architectures Multi-Processeurs

Les architectures évoluent sans cesse : si cette constatation n'a rien
d'original, elle nous conduit cependant a dresser un rapide bilan des
architectures paralleles actuelles, de leurs particularités générales,
préambule essentiel a la définition de l'architecture cible.

On peut essentiellement distinguer trois modeles paralleles parmi les
architectures paralléles de type MIMD (Multiple Instruction Multiple
Data)[FLYG66].

I.1. Modéle 2 mémoire partagée

Le nombre de processeurs est faible, mais ils sont trés puissants
(€ventuellement couplés 2 des unités vectorielles) et peuvent s'échanger des
données via une mémoire partagée ou hiérarchisée. Par conséquent, les
communications sont trés rapides. Les machines les plus performantes
s'inscrivent dans ce cadre ( Cray II, Alliant... .). Le Cray le plus
performant (Y-MP/832 8 processeurs) peut atteindre 2,5 GFlops : il résout
un systeme linéaire dense 1000x1000 en A peine plus de 0,3
secondes...[TRY89].

Ces machines présentent donc 'avantage d'étre en quasi-accord avec le
modele théorique PRAM au niveau des communications, mais aussi
I'inconvénient majeur de disposer d'un nombre trés limité de processeurs,
du fait méme du partage de la mémoire. Cette contrainte nuit au
parallélisme, puisque le nombre de tiches paralleles traitées 2 un moment
donné est faible, et influence par 12 méme directement la granularité des
tiches. Par ailleurs, ces architectures étant souvent trés spécialisées pour
atteindre de hautes performances, la parallélisation des algorithmes perd
fortement en généricité.

I.2. Modele massivement paralléle
Dans ce cadre, le nombre de processeurs, méme s'il est borné, peut étre trés

grand : 2! processeurs pour I'utopique FPS T40000, 1024 processeurs
pour le NCube ou le Telmat Méga-Node (réalisable méme si non réalisé).
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On considére un réseau de processeurs pouvant communiquer par envoi et
réception de messages. Chaque nceud du réseau peut étre constitué de
différents éléments, qui lui conférent une certaine autonomie en calcul : par
exemple, un processeur muni d'une mémoire importante et de co-
processeurs arithmétiques (unités scalaires, vectorielles ou dédiées a une
application particuliere).

La puissance de la machine est alors modulable, en ce sens que des
puissances énormes (aussi bien en calcul qu'en espace mémoire) peuvent
étre obtenues en augmentant le nombre de nceuds. La puissance de créte -
trés théorique...- du plus puissant Méga-Node (1024 nceuds, chaque nceud
équipé d'un transputer Inmos T800-30 et de 4 Mo de mémoire) est de
2 GFlops, avec un espace mémoire disponible de 4 Go : la vitesse du plus
puissant des Cray n'est pas atteinte, mais la différence de prix est
conséquente ! :

La connectique du réseau peut €tre statique (par exemple, topologie
hypercube pour les machines Intel séries IPsc, FPS séries T, NCube) ou
reconfigurable, c'est a dire qu'elle peut varier dynamiquement au cours de
I'exécution d'un programme (projet Esprit Supernode).

La parallélisation gagne alors en généricité, puisqu'elle peut s'appuyer sur
un nombre plus ou moins grand de processeurs, de toute fagon extensible.
En outre, chacun des processeurs peut autoriser 'exécution de différentes
tiches en paralléle au niveau d'un méme nceud, avec communications
internes via la mémoire nodale : ainsi, les transputers d'Inmos intégrent un
mécanisme de simulation du parallélisme, essentiel pour permettre
d'étendre le comportement d'un algorithme a un nombre plus grand de
nceuds.

L'inconvénient majeur de ce modele réside alors dans les communications,
qui ont un coiit linéaire en fonction de la taille des données transmises
lorsque les processeurs sont voisins, et qui sont fonctions de 'éloignement
entre les deux processeurs communiquants. Pour €tre efficace, la
parallélisation ne peut donc ignorer les temps de communication ou de
synchronisation, souvent difficiles a8 modéliser, et ignorés dans les modeles
théoriques. Pour un probléeme donné, il existe alors un optimum
expérimental pour le nombre de processeurs a utiliser, en général bien
inférieur au nombre de tiches indépendantes et paralleéles du probléme.

Un autre inconvénient de ce type d'architectures réside dans les temps de
chargement d'un programme sur le réseau, qui peut étre tré¢s grand lorsque
le nombre de processeurs est important : environ deux minutes sur le FPS-
T40, avec 32 processeurs. Il s'ensuit que le traitement de problémes en
parallele ne devient expérimentalement intéressant que lorsque la résolution
séquentielle est trop lourde en temps ou en occupation mémoire.

I.3. Modéle cellulaire

Le nombre de processeurs indépendants est alors trés important, mais
chaque neeud de I'architecture est constitué de processeurs élémentaires et
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d'une mémoire de faible capacité. Une telle architecture permet un
parallélisme de bas niveau, au niveau des instructions de base, les
communications €étant privilégiées par rapport au calcul : c'est un peu
I'exemple de la Connection Machine, méme si son fonctionnement est SIMD
[FLY66] (comme la plupart des architectures cellulaires d'ailleurs). Un tel
modele est alors particulierement adapté au traitement d'algorithmes
découpés en tiches indépendantes simples, ne travaillant pas sur des objets a
structure complexe, et ne faisant que des opérations élémentaires. Lorsque
le probléme est plus complexe au niveau des objets manipulés, le découpage
du probléme primitif en tiches élémentaires est souvent difficile. Certains
langages modernes, qui sont aussi bien des langages de spécification que de
programmation (Lustre [CHP87] ou Estelle [EST87] par exemple)
permettent le passage d'un algorithme de haut niveau 2 un automate dont les
différents états correspondent 2 des tiches élémentaires. Il est alors possible
de vérifier formellement certaines propriétés de l'automate obtenu. Par
ailleurs, ces langages intégrent des constructeurs paralléles : mais le
probléeme du placement des tiches élémentaires concurrentes
correspondantes sur une architecture cellulaire cible n'est cependant pas
encore résolu.

I.4. Intérét d'une approche parallele des algorithmes du
Calcul Formel

La -souvent grande- complexité intrinseéque des algorithmes sophistiqués du
calcul formel a essentiellement deux origines :

¢ le nombre d'opérations élémentaires est important : certes,
cette caractéristique n'est pas typique du calcul formel. Pourtant, des
problémes méme de faible taille, si ils sont mal conditionnés, peuvent faire
apparaitre des termes intermédiaires importants, qui peuvent entrainer une
augmentation considérable du nombre d'opérations machine élémentaires A
effectuer.

¢ les objets manipulés ont une structure complexe, et demandent

pour leur stockage une place mémoire importante, qui ne cesse de croitre en
général lors de 'exécution. La limite en stockage et en manipulation de
structures de données qui souvent croissent exponentiellement est typique
du calcul formel.

L'exemple du calcul de la forme d'Hermite d'une matrice 2 coefficients
entiers est significatif de ce grossissement. Méme si les coefficients de la
forme finale sont bornés, la borne sur le coefficients intermédiaires est
énorme : ainsi, I'espace mémoire nécessaire a l'exécution peut étre
considérable devant I'espace nécessaire au stockage du résultat [SIES9].
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Remarque :

I est important de noter que le temps passé en manipulation de symboles
(i.e. génération de symboles -indéterminées-, substitution de symboles par
des valeurs), du fait méme du choix des structures de données, est
négligeable devant le temps effectif nécessaire a 1'évaluation d'une
expression algébrique. Il y a en effet une différence structurelle entre un
symbole et une valeur. La valeur est adressée directement et est temporelle,
alors qu'un symbole indestructible peut étre 1i€é a une valeur par une
opération s'effectuant en temps constant.

Les architectures massivement paralleles décritent précédemment peuvent
apporter alors une solution a ces deux problémes :

¢ Multiplier le nombre de processeurs calculant en paralléle

multiplie -du moins en théorie- d'autant la puissance de calcul. Le probléme
étant de mettre en évidence l'indépendance de certaines tiches, de fagon a
pouvoir les exécuter parallelement. Il existe cependant en pratique une
limite 2 la puissance, due au coiit des communications.

¢ Si la taille des mémoires disponibles est limitée par des

contraintes technologiques ( de I'orde de 4 Mo pour un micro-processeur
simple, et bon marché...), le fait de disposer simultanément de plusieurs
micro-processeurs permet encore de multiplier d'autant la taille mémoire
utilisable. Le probléme réside alors dans le partage d'un objet entre les
différentes unités paralléles.
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II. Différents niveaux de parallélisme d'un probléme

Un des principes de base pour la réalisation d'un systeme de Calcul Formel
est de permettre la construction de domaines imbriqués. Ainsi, il doit étre
possible, a partir du domaine des entiers Z supposé déja construit, de
construire I'ensemble des rationnels @, ou les polyndmes a coefficients
entiers (Z[X]), et A partir de Q, construire Q[X] et le corps des fractions

Q(X).

(Q(S),+,.)
Corps des _
Fractions Dsz( +,e)
Localisation Localisation :
£
(Q[S]7+ e ) 3
Algabre du %‘r’a’g’; :rfss § 2.
monoide S sur ; [DDD85][(DUVSS]
i
(Qa+ EAd ) (Z[S])+ r® )
C d
F?z?égoness Algebre du monoide S sur ZZ
Localisation
(Za+ ’e )
Amneau )
Commutatif Arithmétique
Symétrisation Précision Infinie
(IN, +, .) (E=UU, 4, .9
& %
2 { Arithmétique Machine
peano | e U=(01,...8-1) -
6 ~+=**""Mots Machine S: Monoide multiplicatif

S={x,y,...}
Fig. IL.1. Organisation des différents domaines algébriques du systéme PAC

Ces extensions des domaines de base conduisent 2 la définition de domaines
de plus en plus grands, et les objets de base de tels domaines ont une
structure complexe, puisque construite 2 partir d'autres structures
préalablement définies.

Chaque élément d'un domaine donné peut €tre manipulé et représenté.
Ainsi, en théorie, lorsque l'on travaille dans Q, on peut manipuler
n'importe quel rationnel. En fait, manipuler un entier de trois millions de
chiffres décimaux est impossible si 1'on ne dispose que d'un Méga-Octet
d'espace mémoire.

Deux niveaux d'approche paralléle peuvent €tre A priori considérés,
correspondant a la complexité des différents domaines imbriqués.
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I1.1. Parallélisme de bas niveau

Le probléeme est décomposé en tdches élémentaires concurrentes, qui ne
manipulent et qui ne s'échangent que des données tres simples : caractéres,
entiers machines, etc... . Ce modele, qui correspond a une description du
probléme sous forme d'automates élémentaires, est adapté a des algorithmes
"simples”, c'est 3 dire qui ne manipulent pas de structures de données
complexes. Dans le cas d'algorithmes plus complexes, il ne permet pas
d'aborder le parallélisme d'un probléme a un haut niveau, ce qui est trés
restrictif lorsqu'il présente un parallélisme inhérent.

I11.2. Parallélisme de haut niveau

Le probléme est alors décomposé en tiches élémentaires qui travaillent sur
des structures de données analogues a celles du probléme primitif. Au
niveau des algorithmes du calcul formel, ce probléme permet aussi bien la
spécification du ET-parallélisme (décomposition par division du probleme
initial : Diviser Pour Régner) qu'a celle du OU-parallélisme (traitement du
méme probléme par deux méthodes différentes, ce qui est trés intéressant
lorsque la meilleure stratégie de résolution est indécidable : I'exemple du
calcul des bases de Grobner correspond bien a ce modele).

I1.3. Vers un Parallélisme a deux niveaux

Considérons par exemple le calcul du pged de deux polyndmes a coefficients
dans l'ensemble des rationnels.

Une des méthodes pour traiter ce probléme est de borner le degré du pged a
calculer, puis de découper le probléme modulairement en évaluant chacun
des deux polyn6mes initiaux en diffférents points.

Cette méthode présente de toute évidence un ET-parallélisme inhérent.
Chaque tache correspond au calcul du pgcd de deux entiers, évaluations des
polynémes en un point particulier. On interpole alors les différentes valeurs
obtenues, pour trouver le polyndme résultat. La méthodologie est alors la
suivante :

1°  Descente :définition des tiches concurrentes
On définit une liste de taches, chaque tache correspondant a un calcul de
pgcd de deux entiers.

2°  Calcul : exécution parallele des différentes taches

3°  Remontée : calcul du polynéme résultat (en faisant attention
au choix éventuel de mauvais points d'interpolation)
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Les tiches élémentaires travaillant sur des données complexes (pgcd
d'entiers en précision infinie) correspondent 3 un haut niveau de
parallélisme.

Chacune de ces tiches peut alors étre découpée pour étre traitée
systoliquement a un bas niveau de parallélisme (Algorithme de Brent et
Kung [BKU83)).

( N

Probl¢me Initial : dans Q [X]

aches paralléles de haut niveau : dans Z

- J
T : Taches paralleles de haut niveau - t : Taches paralleles de bas niveau
(dans Z) ( dans les entiers machines )

Fig. 1l1.2.3 Différents niveaux de parallélisme autour du calcul du pged par interpolation

La complexité des données manipulées en calcul formel conduit donc 2
dégager sur un probléme donné en premier lieu des tiches de haut niveau.
Chacune de ce tiches peut alors étre décomposée en sous-taches de bas
niveau. Les communications entre tiches de haut niveau correspondent a des
données complexes, alors que les tiches de bas niveau s'échangent des
données plus élémentaires.

ITI. Lien avec les architectures distribuées

Les tdches de haut niveau restent complexes : les communications
nécessaires entre différentes tiches seront de coiit négligeable devant le cofit
du calcul. Il apparait donc naturel de répartir de telles tiches sur un réseau
massivement paralléle, en affectant & chaque processeur une tiche.

Les sous-tiches concurrentes de bas niveau n'effectuent quant 2 elles que des
calculs élémentaires : les communications entre de telles tiches doivent donc
€tre trés rapides, pour rester négligeables devant les temps de calcul.
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Placées sur un méme nceud d'une architecture a grosse granularité, elles
peuvent communiquer efficacement via la mémoire associée au nceud.

Deux types d'architectures semblent donc convenir au Calcul Formel : les
architectures massivement paralleéles 8 mémoire distribuée (FPS T-Series,
Intel Ipsc, Telmat...), ou les architectures partagées 8 mémoire hiérarchisée
(Alliant).
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Chapitre II

UN EXEMPLE DIDACTIQUE

I.  Choix du produit de deux polyndmes

Le produit de deux polynémes creux est un exemple typique de probléme du
Calcul Formel dépendant des données : il méle manipulation de symboles -
par l'intermédiaire des indéterminées- et calcul -par l'intermédiaire des
produits et sommes des coefficients-.

Nous nous restreignons ici au calcul d'une représentation ordonnée du
produit de deux polynémes creux ordonnés i une indéterminée X et i
coefficients dans Z. La méthode décrite, ainsi que l'analyse de complexité
qui en est faite, sont cependant directement généralisables aux polyn6mes a
plusieurs indéterminées. La résolution parallele nécessite des méthodes
utilisées classiquement en parallélisme : partitionnement du probléme,
répartition des données, remontée des résultats. ..

Le produit de deux polynémes est intrinséquement paralléle, puisque
distributif par rapport 2 la somme.

Soit m = a.X" un mondéme de Z[X],aveca e Z.

Nous appelons taille(a) le nombre de chiffres nécessaires 2 la représentation
de a (i.e. L Logg lal + 1 | -cf Partie II Chap I-) . Par abus de langage, nous
désignerons par raille(m) la taille du monéme m, assimilée a celle de son
coefficient.

La taille d'un polynéme est alors définie comme la somme des tailles de
chacun de ses mondmes.

Soit P un polyndéme de Z[X]. Dans la suite, nous désignerons par :
¢ d(P) le degré de P
¢ Npon(P) le nombre de mondmes non nuls et de degrés distincts de P
¢ B(P)la taille du plus grand coefficient en module de P

Un polyndéme creux peut étre décrit qualitativement comme ayant un
nombre de mondmes trés inférieurs A son degré. Pour étudier le

comportement d'un algorithme, nous définissons la densité p(P) d'un
polynéme P de degré supérieur a 1 par:

— Nion(P)
PP) =P

De maniére évidente : O<pP)<1
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Autrement dit, plus la densité de P est proche de zéro, "plus P est creux”. Au
contraire, le polynéme est dense si sa densité est proche de un. Les
algorithmes asymptotiquement optimaux pour calculer le produit de deux
polynémes dépendent de la densité, autrement dit d'une appréciation
qualitative. Par la suite, nous ne considérerons que des polyndmes
"relativement creux”, c'est a dire tels que le nombre de monémes de leur
produit soit égal au produit de leur nombre de mondmes respectif :

(P et Q sont relativement creux} & { Npon(P).Nyon(Q) = Non(P.Q) }

n-1 n-1
Exemple : SoitP =D x™ et Q=Yx':PetQ onttous deux n mondémes.
i=0 i=0

P et Q sont relativement creux (aucun regroupement dans les produits de
mondmes), alors que Q et Q sont relativement denses (regroupement
maximum des termes).

Pour étudier la complexité des algorithmes paralleles décnits, il est essentiel
de définir le colit des opérations de base. Deux cas sont étudiés :

¢ les opérations arithmétiques sur les mondmes sont effectuées en
temps constant ( ex. : Z/pZ[X], ou des opérations sur des mondmes dont le

coefficient est représenté par un flottant et le degré borné ...)

¢ les opérations arithmétiques dépendent de la taille des mondmes
(cas général en Calcul Formel : ex. Z[X], Q[X]...)

Modélisation des coiits des opérations de base :
Soit my=a;.X™ et my=a,.X"2 deux mondmes de Z[X], avec (a,, a;) € Z*.

Pour modéliser les coiits arithmétiques, nous désignerons par :

Tmul(my, my) : le temps nécessaire a la multiplication de m; et m;

Tadd(my, my) :le temps nécessaire a la somme de m, et mp

Teom(m;) : le temps nécessaire pour communiquer m; d'un processeur
quelconque du réseau a l'un de ses voisins (connexion
physique du réseau entre les deux processeurs).

Axiome 1 Le temps Tcom(m;), nécessaire pour communiquer un
mondme d'un processeur a I'un de ses voisins, est supposé étre une fonction
affine croissante de la taille des données communiquées [SAA86]. D'ou :
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Axiome 2 Le temps nécessaire a la multiplication de deux mondmes
est assimilé a celui de la multiplication de leurs coefficients, c'est 2 dire :

Tmul (M1, my) = Ty (ay, a3)

Axiome 3 Le temps nécessaire a I'addition de deux mondmes est
assimilé a celui de 1'addition de leurs coefficients s'ils sont de méme degré,
et sinon il est nul, c'est a dire :

Tadd (a1, a2)  sin; =ny
Tadd (mx,m2)={ 0 sinon

II. Analyse du probléme et algorithmes paralléles

Nous désignerons par Algorithme de Jonhson [JOH74] [BALS89]
l'algorithme qui consiste A calculer tous les produits de mondmes, et 3
générer simultanément leur somme en regroupant par une technique de tri
par tas ("heapsort") les monémes de méme degré pour minimiser le nombre
de comparaisons.

Le nombre d'opérations entre coefficients nécessaires au calcul du produit
€tant au moins supérieur au nombre de mondmes du résultat, on en déduit
que cet algorithme est asymptotiquement optimal lorsque les polynémes
sont relativement creux : en effet, aucun regroupement de termes ne se
produisant alors, le nombre de multiplications effectuées lors de
l'algorithme est exactement le nombre de monémes du résultat

Une approche paralléle directe ameéne 2 découper I'un des deux polynémes,
et a effectuer des multiplications partielles sur chaque processeur. Les
polyndémes obtenus comme résultats intermédiaires sont ensuite additionnés
deux & deux en paralléle. Cette méthode a été décrite par F. Siebert [RSS86]
et a €1é observée parallélement par C. Ponder [PONSS).

Afin d'équilibrer les coiits des deux sous-problémes obtenus aprés découpe,

le polyndme découpé est séparé en deux parties ayant le méme nombre de
mondmes.

Soient P = i 3. X% et Q= i bi.XBi deux polynémes.
i=0 i=0

Le schéma de calcul du produit en parallele est décrit sur la figure de la page
suivante,
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PxlIlQ
Répartition
Lp2] i
P = Zsa. X™ Py= a;. X%
i=0 i=Lp2J+1
Q=ibi.XBi Q:ibl Xl31
i=0 i=0
| |
: Calcul paralléle :
RL=P.xllQ Ru=PuxIQ
Remontée

R= R_ + RH

Fig. II.  Produit parali¢le de deux polyndmes

III. Répartition d'un polynéme - Choix de la topologie

Le choix du polynéme a découper n'intervient pas pour le choix de la
topologie : nous l'étudierons au paragraphe suivant. Nous supposerons donc
ici qu'a chaque étape le polyndme découpé est P.

Le probleme étant a chaque étape découpé en deux sous-problemes de méme
complexité, aprés la ni¢me étape de découpage, 2" sous-tiches ont été
générées. Le nombre de processeurs nécessaires au calcul doit donc étre une
puissance de deux : soit 2N le nombre de processeurs.

Le choix de la topologie est guidé par la parallélisation adoptée : a chaque
étape k (k<N) tout processeur qui possede une tache doit trouver un voisin
inoccupé de fagon a diviser son probléme en deux.

La topologie hypercube est donc particuli¢rement adaptée a la répartition : a
I'étape k, les processeurs du cube de dimension k-1 découpent leur tiche
(P xII Q) en deux sous-tdches ( Pp xll Q et Py xll Q), et envoient les
polyndémes Py et Q a leur unique voisin du cube de dimension k.

En N étapes, le probléme est donc réparti sur le N-cube (qui a 2N sommets).
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Les figures suivantes montrent Ia répartition des polyndmes sur un
hypercube de dimension quatre. Les numéros des processeurs sont écrits en
base deux pour la fig. 1, et en base dix sur la fig. 2. Le nombre de fléches
indique 1'étape 2 laquelle s'effectue le transfert; le chiffre en gras qui les
accompagne (fig.1) donne la proportion de monémes communiqués du
polyndme découpé.

0001 1/2 0000
1/4 1/4
0011 ! 1/8 1/8 Lo 0010
1/16¥ ¥
1/8 6 ) 1/8
\; N
0111 351“6 0101 0100 1/1$§ 0110
1/16 116 1/16 1/16
) { )
1111 1011 1007 1101 1100 1000 1010 1110

Fig. IL.1. Graphe de répartition des polyndmes sur le 4-cube

14 15

»ﬂ”ﬁ 7
o
4??4 5
0 1] o
- M 13
12 X&//
8 9

Fig. IIL.2. Représentation des répartitions sur le 4-cube

3N
T d

IV. Choix du polynéme a découper

I s'agit de I'étude du meilleur choix a chaque €tape du polynéme 3
découper.



22 Modele Paralitle pour le Calcul Formel

Ce choix est lié a2 deux contraintes : minimiser le cofit arithmétique du
probléme bien sir, mais aussi minimiser le coiit des communications,
puisque plus le temps passé en communication est grand, moins important
est le gain apporté par la parallélisation.

1. Contrainte arithmétique

Lemme 1 : il est préférable de découper le polynéme ayant le plus petit
nombre de monémes

En effet, 3 nombres et tailles de mond6mes égaux, le nombre de
comparaisons entre les degrés est moindre pour la multiplication de deux
polyndmes de tailles différentes que pour la multiplication de polynoémes de
méme taille.

2. Contrainte de communication

Lemme 2 : il est préférable de découper le polynéme ayant la plus grande
taille

Supposons que les mondmes de P sont de méme taille et qu'il en est de méme
pour les monémes de Q. Alors d'aprés l'axiome 1, la découpe de P entraine
un colit de communication proportionnel a (taille(Q) + (1/2).taille(P)). Le
colit associé 2 la découpe de Q est lui proportionnel & (taille(P) +
(1/2).taille(Q)), et donc est inférieur si taille(P) est supérieur a taille(Q).

On en déduit qu'il est moins cofiteux de découper le plus grand polynéme.

Le compromis arithmétique/communication sera donc particuli¢rement
intéressant a étudier sur cet exemple. Nous distinguerons deux algorithmes :
dans le premier, on découpe systématiquement le plus petit polynéme, dans
le deuxieéme, le plus grand.

Pour simplifier les études de complexités, seuls sont considérés les coiits
effectifs des communications et des opérations d'addition et de
multiplication (supposées prépondérantes devant les comparaisons de degré
lorsque les coefficients sont suffisamment importants)
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V. Etude de complexité

Nous distinguons deux cas : dans le premier les opérations de base ont un
coiit indépendant des données. Dans le deuxiéme, leur coiit est lié i la taille
des données.

V.1. Les opérations de base sont indépendantes des données

Les coiits des opérations de manipulation de base de mondmes : Tcom, Tmul
et Tadd sont donc supposés constants.

Soient P et Q deux polynémes creux ayant respectivement p et ¢ mondmes.
Dans la suite, nous supposerons p > q = 2N. Le cas asymptotique p > q » 2N
sera étudié en particulier.

V.1.1. Découpage du plus petit polynome

Comme q < p, & chaque étape, c'est le polyndme q (et ses sous-parties) qui
est découpé.

a/  Répartition

A T'étape k, les processeurs du cube de dimension k-1 découpent leur tiche
(P xIl Q) en deux sous-tiches( P x!l Q et Py xil Q), et envoient les polyndmes
Py et Q a leur unique voisin du cube de dimension k. Nous avons vu qu'en N
étapes, le probléme est alors réparti sur le N-cube (qui a 2N sommets).

Soit T1(p,q) le coit de la répartition du probléme sur tous les processeurs de
I'hypercube.

Ti(p,q) =§: (p + ;)'T“"‘ = (N.p + q.(l . ;TE”.TCO,,, (1.1)

b/  Calcul

Soit T2(p,q) le colt du calcul des produits sur chaque processeur.
L'algorithme séquentiel consistant 2 calculer tous les produits de mondmes,
le coiit du produit séquentiel, sur un processeur, d'un polyndéme ayant j
mondmes par un autre de k mondémes est : J-k.Tmul + .k - DTaqd

On en déduit ;

T2(p,q) =g+3~.1‘mul+(%l- I}Tadd (1.2)
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¢/ Remontée

Soit T3(p,q) le coiit de la remontée du résultat vers le processeur racine. A
I'étape k, les processeurs du cube de dimension N-k+1 envoient leur
polynéme résultat vers leur unique voisin du cube de dimension N-k. Apres
réception, les processeurs du cube de dimension N-k somment leur résultat
a celui qu'ils réceptionnent. En N étapes, la remontée est effectuée.

A chaque étape, les processeurs qui ont précédemment partagé leur tache,
additionnent deux polyndmes déja ordonnés, pour obtenir un résultat

ordonné. Dans le pire des cas, cette opération nécessite seulement %q

additions de coefficients; lorsque les degrés des mondmes différent, la
somme est réalisée par un simple parcours lin€aire des deux polyndmes,
ayant chacun au plus (p.q)/2! mondmes.

1
Onadonc: T3(p,q) =Y, B Tom + B Ty
N 21 21
D'ou l'on tire :
1

Ti(p.q) = (1 . 2—N}p.q.(Tcom+Tadd) (1.3)

d/ Etude de l'efficacité

On étudie ici I'accélération apportée par la parallélisation de 1'algorithme.
Pour cela, on considére l'efficacité e, définie comme étant le rapport du
temps de l'algorithme séquentiel équivalent sur le temps de 'algorithme
paralléle multiplié par le nombre de processeurs [CMR88] :

Remarque :

L'algorithme séquentiel est souvent difficile & définir -et donc a évaluer- et
il dépend du nombre de processeurs N. C'est pourquoi on considére en
général comme algorithme séquentiel équivalent I'algorithme parall¢le
pour un seul processeur. Ici, quel que soit N, l'algorithme séquentiel est
meilleur que 1'équivalent séquentiel de l'algorithme paralléle : en effet, on
regroupe directement tous les produits de monémes qui contribuent 3 un
méme degré, ce qui n'est pas vérifié par l'algorithme parallele. Cependant,
le coiit arithmétique (additions et produits de coefficients) reste le méme
pour les deux algorithmes.
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Ici les temps paralléles et séquentiels sont respectivement :

D'aprés (1.2) Tseq(P,9) = p-q-Trnut + (p.q - 1).Taga (1.4)

Et Tpar(p»Q) =Ti(p,q) + Ta(p,q) + T3(p,q), d'ot :

Toul(p,q) = [N.p + q.(p+1>.(1%)].nom + 28 Tt + (9.q- 1).Taaa (1.5)

Nous nous intéressons a I'intérét du parallélisme pour le traitement de gros
problemes. Il s'agit donc d'étudier le comportement asymptotique de
l'efficacité, c'est A dire lorsque p > q » 2N,

On a alors, en négligeant 1 devant 2N

e= p'q-(Tmul + Tada) (1.6)
2N.p.(N+q).Tcom + p.q.Tmu[ + 2N.p.q.Tadd

D'ou l'on tire :

e Tmut + Taga (1.7)
p2g»2N»1  2.(Teom + Tada) + Tmul

e/ Conclusion

Drapres (1.7), l'algorithme paralléle proposé est intéressant si les temps des
opérations de base sont tels que :
Trut » 2N(Teom + Tadd)

Pour des exemples suffisamment complexes, la parallélisation est donc
d'autant plus efficace que les opérations arithmétiques sont complexes. En
effet, dans ce cas, communications et additions sont négligeables devant la
multiplication.

V.1.2. Découpage du plus grand polynéme

On suppose ici p > q, et & chaque €tape de l'algorithme, chaque processeur
occupé découpe le plus grand des deux polyndmes qu'll posséde.
De fagon a simplifier les calculs, nous supposerons : p=2Mg
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a/  Répartition
1°  Onsupposeng >N

A chaque étape, on decoupe toujours le polynéme P. D'aprés (1.1),0ona:

T,(p.q) -Z (q + ——) Teom = (N q+p ( 1- —L)) Teom

Ti(2™.q,q)= q.(N + 2“".(1 - ilﬁ’)'T”"‘ 2.1)

2°  Onsuppose ng <N

On découpe P jusqua I'étape ng; puis, alternativement, a 1'étape k de la
- P si (k-ng) est impair
répartition (k=ng) on découpe : Q si (k-ng) est pair

Le coiit de la répartition est alors/donné par:
N -Ng, p)

1(p,q)=(2(q+P—) 9, P _, 9 , P )

T
i no+i+1 i+l no+i+1 com
.=o 2 2 2 2

T,(2™.q, q) = q(no+4+2"° —5—) Teom 2.2)
N

b/  calcul et remontée

Aprés répartition, les polynémes sont équidistribués sur chacun des
processeurs, et chaque processeur posséde :

¢ sing>N: ‘p/ZN) mondmes de P, et  mondémes de Q
¢ sing<N: (p/Z(N +no)/2) mondmes de P, et (q/z(N'"O)/z) mondmes de Q

Les produits étant ensuite effectués nodalement par l'algorithme de
Johnson, le temps de calcul des produits de mondmes est égal au produit de
Tmul par le nombre de monémes de P et le nombre de mondmes de Q. En
tenant compte de la sommation des termes obtenus, on en déduit que dans
tous les cas :

Ty(p.a) = 23 mul+(%§-‘~- 1Taga = T2(p.q) ) (2.3)
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Le nombre de mondmes obtenus sur chaque processeur étant alors le méme
que lorsque I'on découpe le plus petit polynéme, on a :

Ty(p.q) = T3(p.q) =(1- ;—N}p.q.('rmmdd) 2.4)

¢/ Comparaisons des algorithmes et étude de l'efficacité

Les étapes de calcul et de remontée étant de méme coiit, il suffit de

comparer les coiits T; et T, de la répartition. Nous nous plagons toujours
dans le cas : p»q»2N

On a alors, d'apres (1.1), et en posant : p =270.q:
Ti2%.q, q) = q.(N.2“° +1- —%).Tcom
2

et, d'apres (2.1) : T,(2".q, q) = q.(N 4] i%)).Tcom

On en déduit donc qu'asymptotiquement (N grand) :

Ti(p, q) = 2P0.Ty(p, q) (2.5)

Conclusion sur le choix du polynéme a découper :

La répartition du polynéme de plus grande taille est donc meilleure que
celle du polynéme de plus petite taille. Mais, le coiit de la remontée étant
d'un ordre supérieur a celui de la répartition, l'approximation de
Uefficacité (1.7) reste valable.

V.2. Les opérations de base dépendent des données

On suppose désormais que le coiit des trois primitives de manipulation de
mondomes

( Tecom(my, my), Taga(my, my) et Tpy(my, my) ) dépendent de la taille des
mondmes.

Taaa et Tcom sont supposées linéaires, et nous adopterons la convention
d'écriture : Taga(n) = Tagq(n,n)

I1 est donc nécessaire de donner une borne sur la croissance des coefficients
du résultat lors des opérations d'addition et de multiplication de polynomes.
L'évaluation de cette borne est liée & deux contraintes :
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(3.1) ¢ les polyndmes opérandes sont supposés relativement creux (ou
presque relativement creux...); ainsi, le nombre de monémes obtenus dans
le produit est égal (ou proche) au produit des nombres de mondmes des
opérandes. De plus, les sous-polyndmes obtenus sur chaque processeur
seront eux aussi relativement creux (ou presque).

(3.2) o les coefficients initiaux de chacun des polyndmes opérandes

sont tous du méme ordre : autrement dit, le probleme est supposé équilibré
(ou conditionné). Nous reviendrons plus tard sur cette remarque.

Soient P et Q deux polynémes vérifiant les contraintes (3.1) et (3.2).
On pose : p = Nmon(P) et @ = Nppon(Q). De maniére évidente on a alors :

B(P.Q) = B(P)+B(Q) (3.3)
Nmon (P.Q) = Nmon(P).Nmon(Q) = p.q (3.4)
Taille(P) = B(P).Npon(P) = p.B(P)

{Taille(Q) = B(Q).Nmon(Q) = q.B(Q) (3.5)
Taille(P.Q) = p.q.(B(P)+B(Q))

T,(P Q) Tz(P Q) et T3(P.Q) désignent par la snite respectwement les cofits
~~+*irn_ calcul des produits partiels et renianiée.

L'étude précédente a montré qu'il était plus avantageux de découper a
chaque étape le polyndme de plus grande taille, méme si le choix du
polynéme a découper n'entraine pas de modification de l'ordre de
I'algorithme : les coiits des étapes de calcul et de remontée restent les
mémes. Nous supposerons donc, de fagon a simplifier 'étude, que le
polyndme découpé est toujours le méme a chaque étape de la répartition :
soit P ce polynéme. Ainsi, le cas du découpage du plus petit (respectivement
du plus grand) des polynomes pourra étre étudié en supposant

Nmon(P) « Nmon(Q) (I’CSPCCtiVemem Nmon(P) » Nimon(Q)).
a/  Répartition

D'aprés (3.2), P et Q sont assimilés respectivement & Nyon(P) et Npmon(Q)
mondmes de tailles B(P) et B(Q). En utilisant (1.1), on obtient :

T\(P.Q) = (1 - Elﬁ’.p.Tcom(B(P)) + N.q.Teom(B(Q))

La fonction T¢om étant supposée linéaire, on en déduit donc :
Ti(P,Q) = (1 - | Teom(Taille(P)) + N.Tcom(Taille(Q))  (3.6)
2N
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b/ Calcul

Apres la répartition, chaque processeur posséde (P/ZN) mondmes de P, et q

mondmes de Q.
D'apreés (3.2), les produits nodaux étant effectués par l'algorithme de
Johnson, le coiit de chaque produit de mondémes peut €tre borné par

Tmu(B(P),B(Q)).
Le coiit total des produits de mondmes sur chaque nceud est donc :

%&-Tmul(B(P),B(Q))

Les mondmes obtenus sont de taille bornée par B(P)+B(Q). Leur somme
pour former le produit partiel est donc obtenue avec un cofit :

(92??‘ i 1}de(B(P)+B(Q), B(P)+B(Q))

L'addition étant linéaire, et en supposant que 2N est négligeable devant p.q,
le coiit total des calculs des produits partiels sur chaque nceud est alors :

Ta(P,Q) = il'ﬁ-(p-q-Tmul(B(P)aB(Q)) + Taddlp-q.(B(P)+B(Q))]) (3.7)

¢/ Remontée

En supposant la contrainte (3.1) vérifiée, les mondmes obtenus sur chaque
nceud sont de degrés différents. Le nombre de monémes du résultat est donc

%l, et la taille du polyndme obtenu sur chaque nceud est :
%‘F‘}.(B(PHB(Q))

D’apreés (3.1), le nombre de monémes du résultat final est proche de p.q. A
chaque étape, le nombre de monémes est donc doublé sur les nceuds
récepteurs.

Par analogie avec (1.3), on en déduit :

T3(P,Q) = (1 i ;—N}p.q.[Tcom(B(PHB(Q)) + Taaa(B(PY+B(Q))] (3.8)

d/ Temps paralléle - Etude de I'efficacité

Le temps parall¢le de I'algorithme est :
Tpar(P,Q) = Ti(P,Q) + T2(P,Q) + T3(P,Q) (3.9)
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Le temps séquentiel est donné par : (analogie avec (1.4) )
Tseq(P,Q) = p.q. Tmul B(P),B(Q)] + (p.q - 1). Taga B(P)+B(Q)] (3.10)

Si p et q sont petits devant 2N, l'efficacité est proche de zéro, et le
parallélisme inefficace. On considére donc le traitement d'un gros produit,
et on se place dans le cas asymptotique ol p et q sont grands devant 2N. On
obtient alors, 2 partir de (3.6) (3.7) et (3.8), 'expresssion simplifiée de

Tpar(P,Q) :

Tpue(P,Q) = p.q.(r '""'[B;?’B(Q)] + Toaa[BP)+B(Q)] + Tcom[B(P>+B<Q)J)

L'efficacité est alors :

e = T [B(P),B(Q)] + Tagg[B(P)+B(Q)]
Tmul[B(P),B(Q)] + 2".(Taga[ B(P)+B(Q)] + Teom[B(P)+B(Q)])
(3.11)

Si B(P) et B(Q) sont suffisamment grands devant 2N, alors seuls les coiits des
multiplications de coefficients prédominent, et l'efficacité est proche de un.

e/ Combien de processeurs, pour quel gain ?

Le compromis entre taille du probléme et nombre de processeurs peut étre

étudié plus précisément dans le cas ol les polyndmes sont dans Z [X]. En
effet, on peut alors supposer (cf Partie II) :

Teom(D) =Tn+ 4.1)
Taqa(n,p) = Caqq.(n+p) 4.2)
Tmu(n,p) = (n+p).g(n+p) (4.3)

Dans la deuxieéme partie de cette thése, nous présenterons et utiliserons les
trois valeurs suivantes pour g, liées a trois algorithmes différents :

gi(n) =c.n (Algorithme standard)
g2(n) = cp.n0g23)-1 (Karatsuba mixte)
g3(n) = c3.Log(n).Log Log(n) (Schonhagge-Strassen)

Elles permettent de faire 1'assertion que la fonction g est super-linéaire.

Il existe deux fagons de considérer le parallélisme pour un probléme donné :

1°/ Le probléme nécessite un certain temps de traitement
(qualitativement long, mais sans plus...) : 1'étude précédente montre que
dans le cadre du produit de polyndmes, le parallélisme permet d'apporter
une amélioration intéressante de la complexité. On peut ainsi espérer que
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sur un CRAY avec quatre processeurs, le temps du probléme pourra étre
divisé par quatre environ.

2°/ Le probléeme nécessite un temps certain de traitement
(qualitativement tres long...!): diviser son temps par un petit facteur n'est
pas suffisant : une approche de type parallélisme massif est alors
intéressante. Mais quels sont les limites du parallélisme sur un probléme
donné, et a partir de quel moment une approche paralléle ne permet plus
une amélioration du temps de traitement ?

Il s'agit donc d'étudier 1'évolution du temps de traitement, en fonction de la
taille des données et du nombre de processeurs.

Soient P et Q deux polyndmes, ayant respectivement p et ¢ mondmes, avec
pP2q.

Posons Bp=B(P) et Bg=B(Q).

L'expression (3.9) du temps parallele sur 2N processeurs pour effectuer
leur produit donne :

THo(P.Q) = (1 - E'E).p."rm(Bp) +N.q. Teom(By)
+ -ilﬁ.p.q.(Tmul(Bp,Bq) + Taaa(By+By)) 4.4)

+ ( 1- Elb—l).p.q-(Tcom(Bp+Bq)+T8dd(BP+Bq))

L'approche paralléle du probléme n'apporte plus de gain effectif dés que le
nombre de processeurs 20 vérifie :

{T%”J”(PQ)>T§¥£’(RQ) 4.5)
Tr (P.Q) < TH(P,Q)

En supposant que Ny est suffisament grand pour que 2N0 soit négligeable
devant 1, et en tenant compte des complexités (4.1) (4.2) et (4.3), on obtient
la borne approchée pour Ny :

(4.6)

N, > Log, [1+ 2.p.(B,+B,).2(B,+B.) )

T.Bq + o

Conclusion

La fonction g étant super-linéaire, seul un grand nombre de processeurs
permet d'exploiter pleinement le parallélisme du probléme lorsque les
données sont de tailles importantes ( que ce soit par le nombre de monémes
ou la taille des coefficients ).



32 Modele Paralléle pour le Calcul Formel

V1. Algorithme de Karatsuba

Lorsque les polyndmes sont denses, 1'algorithme de Johnson n'est plus
optimal. Le meilleur algorithme séquentiel actuellement connu est basé sur
un calcul de FFT [AHU74a]. 1l présente cependant l'inconvénient majeur de
n'étre vraiment intéressant que pour de trés grands polynémes denses.
L'algorithme de Karatsuba devient lui intéressant relativement rapidement,
et il permet en outre de s'adapter au cas ou les polynémes ne sont pas tout a
fait denses.

Le but de cette étude est double :

¢ Expliquer l'intérét du choix de la topologie en fonction de
'algorithme

¢ Montrer comment la méthodologie d'étude de complexité présenté
sur la parallélisation de l'algorithme de Johnson peut s'adapter a d'autres
algorithmes

Dans un premier paragraphe, l'algorithme séquentiel est rapidement
présenté. Puis nous présentons la parallélisation de cet algorithme, et le
choix de topologie qui en découle. Enfin, I'étude de complexité est
effectuée, en utilisant le méme modéle de complexité et la méme
méthodologie que celles adoptées pour I'algorithme précédent.

L'algorithme de Karatsuba est étudié de maniere précise dans la deuxiéme
partie de cette thése. Ici, nous ne rappelons que brievement les résultats :
l'intérét visé n'est pas tant I'algorithme lui-méme que sa parallélisation.

VI.1. Présentation de 1'algorithme séquentiel

Cet algorithme est dii & A. Karatsuba [KAO62]. Fateman le désigne 2 juste
titre sous 1'appellation algorithme du partage ("split algorithm") [ME72].

Soient P et Q deux polyndmes de Z[X]. De fagon a simplifier 1'exposé,
nous supposons que les deux polynémes sont de méme degré n. Nous
partageons alors les deux polyndémes de la maniére suivante :

{P(x) = Pu(x).x"/2 + PL(x)
dearé(P §2(X)/=2 QH(X)-XH/Z‘*'(?L(X)(P ) <np2
egré(Py) < n egré <n
avec {degré(QH) <n/2 et {degré(QI;:) <n/2

Le produit R de P et Q peut alors s'écrire :
R =Pu.Qu.x" + (Pu.Qu + PL.QL + (Py - PL)(QL - Qu)).x™2 + PL.Q,
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Ainsi, le probléme initial de taille p est équivalent a trois problémes de taille
p/2. Ces trois produits de taille p/2 sont calculés en leur appliquant
récursivement la méthode. Pour reformer le polynéme R, il faut alors
effectuer :

¢ deux additions de taille n/2 pour calculer Py - Pp et Qr - Qq
¢ quatre additions de taille n pour reformer R

Complexité

Posons T(p) le temps pour calculer le produit de deux polynémes de degré n
et Taqq (respectivement Tg,y) le temps d'une addition (respectivement d'une
multiplication) sur Q. La complexité de I'algorithme est alors :
T(n) =3.T(n/2) + 5.n.T44
: T(2P) = 3.T(2°"!) + 5.Taqq4.2P
Posant n = 2p, on obtient : { T(29) = Tpy
D'ou I'on tire : T(2P) = 3P. Ty + 10.T344.(3P - 2P)

Et donc : T(M) = (Tmu + 10.Tagq).n'%2 - 10.n.Ta4q4

Algorithme de Karatsuba mixte

Théoriquement, l'algorithme est d'une complexité inférieure a celle de
l'agorithme de Johnson. En pratique, elle n'est intéressante que si les
polyndmes sont suffisamment denses. Par ailleurs le contrdle nécessité est
important : en pratique, il est donc intéressant d'arréter la récursivité
lorsque n devient trop petit (inférieur A une valeur Nkar & déterminer), et de
faire les produits des petits polyndmes alors obtenus par 1'algorithme de
Johnson.

Ce résultat est €tudié de maniere précise dans la deuxiéme partie, pour le cas
de la multiplication d'entier. Ici, il est assez difficile de trouver
théoriquement la valeur optimale de Nkar. La courbe ci-dessous permet de

déterminer expérimentalement que cette valeur pour l'algorithme implanté
dans PAC [BALS89] est (cf fig. 1) :

Nkar=7

Il est a noter que R. Maenck trouve la méme valeur pour son implantation
[MET72].
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temps
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Amétan=9
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ArrétAn=35
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4004
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0 Y T degré
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Fig. 1 Détermination expérimentale de Niar
(Tests effectués sur des polyndmes denses)

La figure ci-dessous montre le comportement des deux algorithmes
(Johnson et Karatsuba) pour des polyndmes denses. Les complexités
expérimentales, calculées par meilleure approximation logarithmique,
permettent de retrouver les complexités théoriques, & un facteur
logarithmique pres (di au nombre de comparaisons, négligées dans 1'étude).

4000

Algorithme de Johnson
3000

21

y=092x ¥ (R=1)

2000

1000 <

y=185x"% (R=1)

Algorithme de Karatsuba mixte

v L3 T T degré
0 10 20 30 40 50

Fig. 2 Comparaison des algorithmes de Johnson et de Karatsuba
(Tests effectués sur des polyndmes denses)

[1s

VI1.2. Présentation de l'algorithme paralléle

L'algorithme de Karatsuba permet de découper un probléme de taille n en
trois sous problémes de taille n/2. La parallélisation du probléme est
directe : a chaque étape, le processeur pere génere trois sous-taches; il en
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répartit une sur chacun de ses deux voisins, exécute la sienne puis récupere
les résultats de ses voisins pour les sommer avec le sien.

Il est important de constater que pour que l'algorithme de Karatsuba soit
intéressant, il est essentiel que les polynémes a multiplier soient denses, et de
méme degré. Cette hypothése est tres restrictive en pratique, et réduit le
champ d'applications. C'est pourquoi nous avons choisi d'adopter une
stratégie de répartition basée sur un partage de type Karatsuba, et
d'effectuer les calculs sur chaque nceud avec l'algorithme de Johnson,
beaucoup mieux adapté au cas général des polyndmes creux, et qui donne en
pratique de bien meilleurs résultats.

Soient P et Q deux polyndmes et soient Py, Py, Q;, Qy définis par :
{ P(x) = Pu(x).x"2 + PL(x)
Q(x) = Qu(x).x"2 + Qr(x)

degré(Py) < n/2 degré(PL) < n/2
ave degré(Qu) <n/2 © degré(QL) < n/2

Le schéma du calcul du produit parallele de P et Q est alors :

P*//Q

PL PH PL - PH
Q QH QH QL
R=F *Q Ry Py Q Ry (BL-B)* (Qy Q)

R=R *XP+ R+ R +R)*XP AR
Fig. 3 Parallélisation de l'algorithme de Karatsuba
VI.3. Répartition - Choix de la topologie
A chaque étape, le probléeme est divisé en trois sous-tiches de méme

complexité. Il faut donc qu'a chaque étape, chaque processeur trouve deux
voisins inoccupés et qu'il leur envoie a chacun une des sous-tiches.
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La figure suivante montre la répartition des polyndmes sur neuf
processeurs en sachant que chaque processeur envoie Py et Qy a un de ses
voisins, PL et QL 2 un autre de ses voisins et qu'il calcule le produit
(Py - Po) .(QL - Qu). La hauteur de chaque nceud de I'arbre indique I'étape
a laquelle s'effectue le transfert des polyndmes.

0001 0010

0011 0101 0110 1010 0100 1000

Fig. 4 Répartition de l'algorithme de Karatsuba sur neuf processeurs

La topologie, qui est toujours guidée par la parallélisation adoptée, est donc
différente de celle choisie pour la méthode précédente. Cette parallélisation
du produit de polynémes n'est pas du tout adaptée a la configuration
hypercube puisque le nombre de voisins nécessaires pour chaque processeur
est de 2.k pour réaliser k étapes (dans la méthode précédente, il fallait k
voisins pour effectuer k étapes). La topologie idéale ici serait donc un
réseau de 3" processeurs, chaque processeur étant connecté a 2.n voisins.

Le tableau suivant donne le nombre de voisins nécessaires a chaque
processeur pour un réseau a 3" processeurs :

n 0 1 2 1314 5

Nombre de processeurs 1 3 9 127 1|81 |243
Nombre de voisins 0 2 4 6 8 10
Fig. 5 Topologie adaptée a la paralliélisation de I'algonthme de Karatsuba

Remarque

La topologie hypercube du FPS-T20 sur lequel nous avons évalué
l'algorithme permet donc d'aller jusqu'a n=2 avec ses 16 processeurs. La
topologie exploitée correspond donc a 56% de la machine.
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L'algorithme n'a pas été implanté sur le T40 (32 processeurs) : il aurait
permis d'utiliser 27 des 32 processeurs, donc une exploitation & 84% de la
topologie physique.

L'implantation est par suite plus complexe que celle de l'algorithme de
Johnson.

Calculs nodaux

Une fois toute les tiches réparties, chaque processeur effectue son calcul en
utilisant l'algorithme de Johnson : en effet, lorsque les polynémes sont
creux, il est intéressant de n'effectuer qu'un certain nombre d'étapes de
I'algorithme de Karatsuba.

Soient Pmin €t Qmin (TESP- Prmax €t dmax) les degrés des mondémes de degré
minimal (resp. maximal) de P et Q. Alors, le degré d de séparation entre Py
et P__ d'une part, Q_ et Qy d'autre part, est défini par :

d= Max (Pmin> Qumin) + Min (pmax’qmax)
= 2

La justification de cette découpe équilibrée est donné dans la deuxieme
partie, pour le cas entier.

VI1.4. Complexité

Pour calculer la complexité de l'algorithme de Karatsuba parallele, nous
utilisons les mémes notations que précédemment (§1), et le méme modele de
complexité (§V). Nous supposerons d'abord que le coiit des opérations de
base ne dépend pas de la taille des données puis qu'il en dépend.

Nous calculerons les différentes complexités pour deux polynémes P et Q
ayant respectivement p et ¢ mondmes. Nous nous placerons pour I'étude de
l'efficacité asymptotique dans le cas : p=>q » 3N.

VI.4.1. Les opérations de base ne dépendent pas des données

Comme pour l'algorithme de Johnson en parallele, trois étapes sont a
distinguer : la répartition, le calcul, et la remontée.

VI1.4.1.1. Répartition

A T'étape k, les processeurs de dimension k-1 découpent leur tiche P.Q en
trois sous-tiches P.Qr, Py.Qu, (Py-PL).(QL-Qn) et envoient les polynémes
(PL, QL) a un de leurs voisins, (Py, Qu) 2 un autre de leurs voisins et
calculent (Py-Pp).(QL-Qn).

En N étapes, le probléme est réparti sur les 3N processeurs.
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Soit T1(p,q) le coiit de la répartition des polyndmes P et Q sur tous les
processeurs utilisés. Par analogie a (2.1),ona:

T, = 3 2.5 Teom + (5 s - (1 )0+ Teom+ Taao

VI1.4.1.2. Calcul

Soit Ta(p,q) le coiit du calcul des produits sur chaque processeur. Par
analogie a (1.2), le coit du produit nodal d'un polynéme de taille p par un
polyndme de taille q étant p.q. Tmul + (p.q - 1).Taaa, on en déduit :

Ta(pa) = (B ot + (B - 1) Taae

V1.4.1.3. Remontée

Soit T3(p.q) le coiit de la remontée du résultat vers le processeur racine. A
I'étape k, les processeurs de dimension N-k+1 envoient leur résultat vers
leur voisin de dimension N-k. Ces processeurs de dimension N-k+1 vont par
couple, et les deux processeurs d'un couple envoient leurs résultats vers le
méme processeur pere (une histoire de famille, quoi !). A chaque étape, les
processeurs qui regoivent doivent effectuer quatre additions de taille p.q/4i,
avant d'envoyer a leur pére le résultat ainsi obtenu. On obtient donc :

N
T(p.9) =Y 2.(5—.%)1}0,,, +24. (*;—fl}Tadd
i=1
= %9'(1 - ;—N}(Tcom + 4.Tadd)

VI1.4.1.4. Temps paralléle

Soit Tiar(p,q) le cott total de la multiplication de P par Q en utilisant une
découpe de type Karatsuba. Ona:
Tiar(p,q) = T1(p,q) + T2(p,9) + T3(p,q)

D'ou l'on tire :
Tear(p.q) = Tcom.[Z.(p+q), (1 ; 1_) + IL;l.(, ) _1__)] + TmuL%rg'

+Tadd.[(p+q>. (1- 1
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Dans le cas asymptotique p = q » 3N » 1, on obtient donc :

1 4
Tkar(p,q) = p.q.(g-Tcom + §-Tadd + '41—N-Tmul )

L'efficacité est ici difficile a définir, puisque la parallélisation n'a plus rien
de commun avec l'algorithme séquentiel utilisé, qui serait ici un algorithme
de Karatsuba avec un arbre d'appels de profondeur N, puis une
multiplication par l'algorithme de Johnson.

Les limites du modele théorique apparaissent : il est difficile de prendre en
compte le comportement d'algorithmes dont la stratégie de diffusion est
différente de la stratégie de calcul.

Il apparait cependant que l'algorithme parallélisé par Karatsuba est plus
efficace, dans le cas de polyndmes suffisament denses (au sens d'équilibré),

que l'algorithme classique de multiplication en paralléle : cela est justifié
par l'ordre théorique de complexité.

VI.4.2. Les opérations de base dépendent des données

Nous utilisons les mémes hypothéses et notations que lors de I'étude de la
multiplication classique en paralléle.

VI.4.2.1. Répartition

Chaque processeur fait toujours les mémes opérations on en déduit donc :

Ti(p.q) = (1 ' Elﬁ}{ Teom(Taille(P)) + Teom(Taille(Q)) )
+ 2.Tadd(Taille(P)) + 2.Tadd(Taille(Q)) }

VI.4.2.2. Calcul - Remontée - Temps paralléle

Les autres calculs se font de la méme maniére et nous obtenons :
T, =57 { T BR), BQ) + Taga( B®) + BQ)) )

ct
Ty(p.q) = 2. (1 : 41—N) { Teom( B(P) + B(Q) ) + 4.Tadd( B(P) + B(Q)) }
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En simplifiant les termes du premier ordre et en négligeant 1 devant 4N,
nous obtenons pour le temps paralléle :

qr 3. Tmu( B(P), B
) =R [ 2Tmell B B | o BOP) + B(Q) +

4.Tadd( B(P) + BQ)) ]

Tvar(Pq

Le temps trouvé est alors -relativement au nombre de processeurs utilisés-
inférieur a celui de l'algorithme classique de multiplication en paralléle.

VII. Résultats expérimentaux
VII.1. Algorithme de Johnson paralléle

Expérimentalement plus le nombre de processeurs est important, plus le
temps de calcul est faible (heureusement...). La courbe ci-dessous nous
donne les temps de calcul du produit de deux polynémes en fonction de la
taille de ces deux polynémes pour 2,4,8,16,32 processeurs. La taille limite
des problémes a partir de laquelle le parallélisme devient intéressant se situe
aux alentours de 200 mondmes : ce n'est guére étonnant, le probléme étant
tres déséquilibré (coefficients énormes pour les termes de degrés moyens,
tres petits pour ceux de degrés extrémes).

temps
300
00 L 2 Proc.
3000 L
2004 b=
4 Proc
1000 L
8 Proc.
= %6 0C.
ol o, T 2 Proc. n

100 200

0
Fig. VIL1.1. Algorithme de Johnson pour P = Q= (x+y)3n
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Les courbes précédentes permettent d'obtenir les efficacités suivantes :

3

4 Proc.

2 4

2 Proc.

Taille

200
Fig. VIL1.2. Efficacités correspondant 2 Ia fig. VIL1 1.

Comme I'étude théorique I'a montré, 2 nombre de processeurs constant,
I'efficacité croit jusqu'a une asymtote limite (cf. pour 2 ou 4 processeurs).
A une taille donné de problémes, correspond un optimum pour le nombre
de processeurs : dans l'exemple ci-dessus, pour une taille de 150, cet
optimum est de 8 processeurs (et non de 16).

VIIL.2. Comparaison avecl'algorithme Karatsuba parallele

Les expériences ont été réalisées en comparant la distribution stantard sur
16 processeurs (division en 16 tiches réparties en 4 étapes) a la distribution
de Karatsuba sur 9 processeurs (division en 9 tiches réparties en 3 étapes).
L'exemple considéré est le méme que précédemment.

temps
2001
Distribution Standard
(découpe en 2)
sur 16 Proc.
100¢ L

Distribution Karatsuba
(découpe en 3)

sur 9 Proc.

1 1 n
100 200 300 400

[
Fig. VI1.2.1. Distributions standard et de Karatsuba pour P = Q= (x+y)5"




42 Modele Parallele pour le Calcul Formel

Expérimentalement, pour des problemes denses de taille suffisament
grande, la distribution de Karatsuba est plus intéressante.

Ce résultat est confirmé par la courbe des efficacités comparées des deux
algorithmes pour les tests précédents.

(4

Efficacité de la
Ll 8 répartition Karatsuba
sur 9 processeurs

Efficacité de la
répartition standard
sur 9 processeurs

Ra;pon des
deux efficacités

tille

200

0 100
Fig. VIL.2.2. Efficacités comparées des deux algorithmes

Il apparait clairement que sur I'exemple considéré, la répartition Karatsuba
est mieux adaptée que la répartition standard.

VII.3. Conclusion

Les résultats expérimentaux montrent que l'efficacité peut devenir
supérieure a un. Bien que surprenante au premier abord, cette remarque
s'explique par le fait que les calculs effectués ne sont pas les mémes dans les
algorithmes séquentiels et paralleles. L'efficacité expérimentale ne
correspond donc pas tout a fait a l'efficacité théorique. Ce phénoméne est
aggravé par une caractéristique essentielle du Calcul Formel : les données
n'étant pas conditionnées, les temps des opérations de base ne sont pas
constants.

Cette constatation peut étre illustrée par I'exemple suivant :
Supposons que 1'on veuille calculer le produit de quatre entiers r = a.b.c.d
Un calcul séquentiel direct évalue : r = ((a.b).c).d
Un calcul distribué sur deux processeurs évalue le résultat sous la forme :
ri=a.b, n=c.d
r=ri.r2
Les deux algorithmes ne sont pas véritablement équivalents : mais il est
souvent peu naturel de programmer l'algorithme séquentiel comme
l'algorithme paralléle.
Soit M(x,y) le coiit du calcul du produit de deux entiers x et y.
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D'aprés la partie II, on a : M(x,y) est une fonction sous-linéaire, croissante.

M(a,b) + M(a.b,c) + M(a.b.c,d)
2.(M(a,b) + M(c,d) + M(a.b,c.d))
La fonction M étant croissante, selon les valeurs de a, b, c et d, I'efficacité
peut varier, et devenir supérieure a un.

Ainsi, lorsque d est grand et a, b et c petits, 'efficacité tend vers zéro. Par
contre, si a est grand et b, c et d petits, elle tend vers un.

L'efficacité du calcul est alors : e =

Par ailleurs, le temps passé en gestion mémoire permet d'expliquer les
valeurs "anormales” de 'efficacité. En effet, plus les exemples sont gros et
plus morcelée est la mémoire (méme si il n'y a que peu de libérations). La
mémoire nodale sur la machine utilisée pour les exemples n'étant que de un
Mo, le temps passé en allocation devient important rapidement. Il est donc
essentiel de rapporter les efficacités a la taille des tiches traitées. Les
modeles d'efficacité de Gustavson [DON86] [TOU89] permettent de
prendre en compte en partie ces problémes.

Cette justification est apparue clairement lors du tracé de ces courbes : pour
chaque point, le temps peut varier d'un facteur trés important si la méme
expression est évaluée deux fois de suite, sans réinitialisation du systéme.
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Chapitre III

MODELE PARALLELE DE PAC

Le chapitre précédent, avec I'exemple du produit de polynoémes, montre que
le parallélisme est d'autant plus efficace que les problémes traités sont
importants. Mais il prouve également que, pour tirer pleinement parti du
parallélisme sur un probléme donné, il est nécessaire de disposer d'un
suffisamment grand nombre de processeurs. La résolution parallele avec
peu de processeurs limite nécessairement la taille des problemes traités.

I. Modéle nodal

La taille d'un probleéme du Calcul Formel n'est souvent pas caractérisée par
un seul paramétre, mais dépend de plusieurs facteurs.

Ainsi, le cofit du produit de deux polyndmes dépend tout autant du nombre
de mondmes que de la taille des coefficients. Si P et Q ont peu de mondmes,
et que les coefficients de chacun des mondémes ont plusieurs millions de
chiffres, leur produit ne doit pas étre évalué parallelement de la méme fagon
que dans le cas ou P et Q sont des polynémes a coefficients dans
Z /p.Z (p petit), avec plusieurs millions de monomes.

Une approche parallele doit donc étre liée 2 la formulation méme du
probléme 2 traiter, avec ses données. Avant de passer a une parallélisation
fine des tiches de moindre coiit, améliorer le temps de résolution d'un
probléme passe nécessairement par une étude de la parallélisation des tiches
les plus coiiteuses.

En Calcul Formel, des tiches aussi anodines qu'un produit d'entiers peuvent
s'averer trés cofiteuses, aussi bien en temps qu'en espace mémoire. Il est
donc essentiel, pour aborder le parallélisme d'un probléme & son niveau le
plus haut, que chacune des unités distribuées aient une capacité de calcul et
de mémoire suffisamment grande pour leur donner une autonomie dans le
traitement des tiches.

11 est donc naturel de s'orienter vers un parallélisme a grosse granularité,
dans laquelle chaque nceud est équipé de différents éléments :

L unités arithmétiques rapides : il est donc possible d'effectuer
des calculs sur chaque nceud. Ces calculs peuvent €tre cablés (unités
vectorielles, opérateurs arithmétiques on-line [GUY89], polyndmieur
[MULS88]) ou simulés par un ensemble de primitives arithmétiques
efficaces, disponibles nodalement.
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¢ espace mémoire important : chaque nceud peut stocker de

maniére autonome des objets de taille importante. Il possede donc son
propre systéeme de gestion mémoire (allocation, libération et ramasse-
miettes). Ainsi, les calculs nodaux pourront étre effectués sur des données
de taille importante, et par suite, des problémes de grandes tailles -ceux
pour lesquels le parallélisme est un outil primordial- pourront étre traités.

Sous I'hypothése que le temps de communication est une fonction linéaire de
la taille des données, les opérations sous-linéaires et certaines opérations
linéaires (comme l'addition d'entiers - lorsque le coiit de communication de
base est supérieur a celui d'une addition élémentaire- ) pourront ainsi €tre
effectuées plus rapidement nodalement qu'en parallele sur plusieurs nceuds.
Plus généralement, le sur-coiit apporté par les communications entraine que
pour n'importe quel probléeme (méme sur-linéaire), il existe un seuil au
dessous duquel le parallélisme ne peut rien apporter : il est donc essentiel de
définir pour chaque probléme quel est le seuil de "rentabilité parallele” qui
lui est associé.

LN N

Cartes Arithmétiques
Opérateurs On-line 1
Unités vectorielles

MEMOIRE

UNITES DE CALCUL

Fig. 1 Modele Nodal

II. Modeéle Paralléle
PAC : un co-processeur algébrique paralléle

Disposer d'un grand nombre de processeurs, chacun doté d'une autonomie
suffisante, conduit vers le modele des architectures massivement paralléles,
a grosse granularité, seul modele existant répondant aux contraintes
énoncées ci-dessus.

Il est cependant fondamental de constater que le modéle choisi n'a d'intérét
que si le probleme a traiter est suffisamment conséquent pour en interdire
une résolution séquentielle.
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Cette vision est quelque peu en opposition avec celle des systemes de Calcul
Formel traditionnels : il ne s'agit pas ici de mettre a la disposition de
l'utilisateur une machine sur-puissante, munie d'un systéme interactif, alors
que la plupart des problemes généralement traités ne peuvent tirer aucun
parti de cette puissance, bien au contraire.

C'est pourquoi PAC se présente comme un co-processeur algébrique
paralléle, destiné 2 la résolution de problemes qu'un systeme séquentiel ne
peut traiter.

PAC se présente comme une librairie installée sur un périphérique
parallele. Il est constitué :

¢ des primitives nodales : elles permettent de doter chaque nceud

d'une arithmétique suffisamment puissante pour lui permettre la
manipulation d'expressions algébriques méme complexes. En outre, elles
permettent la manipulation de symboles.

L des algorithmes paralleéles : adaptés a des probleémes

fondamentaux spécifiques, il permettent la résolution de problémes de
grande taille.

PERIPHERIQUE
PARALLELE

PAC

Parallel Algebraic Computing

MACHINE
HOTE

INTERFACE
<: SCF, ¢~ PAC

Systeme & Calcul
Formael Classigua

8CF,

INTERFACE
SCF, ¢ 8CF,
8

Lidnirie Talgorikbmes panalliles
Structwes sodales

STATION DE
TRAVAIL

8CF,

| R —

Réseau

Fig. 2 PAC : un co-processeur paralléle pour le Calcul Formel
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Il existe deux fagons d'utiliser PAC :

¢ comme un outil de base pour le développement d'applications
paralleles : il est possible d'utiliser aussi bien les algorithmes nodaux ou
paralleles pour développer d'autres applications destinées 2 étre directement
exécutées sur le périphérique parallele. Certaines applications de la librairie
sont données a titre de modele pour développer d'autres algorithmes
paralleles.

. comme un co-processeur de traitement : connecté a un systéme
de Calcul Formel classique, il peut étre utilisé de maniére transparente pour
la résolution d'un probléme spécifique donné.

II1. Etat actuel de PAC (du moins le 15 Novembre 1989)

Une premiere version de PAC a été développée sur I'hypercube FPS-T20,
qui est devenu depuis T40. Un rapport technique [ROC89] décrit
I'ensembles des primitives nodales, et donne des schémas directeurs pour le
développement d'algorithmes. De maniere générale, le systtme comprend :

. Sur chaque nceud, différents modules qui permettent

d'effectuer les opérations suivantes :
- utilisation de symboles
- gestion d'objets : allocation, libération, envoi et
réception d'objets
- arithmétique rationnelle
- arithmétique polynomiale dans Q[ X1,...Xn]

¢ Sur le périphérique parallele, différents programmes qui
effectuent :

- Produit de polynémes {BALR9]
- Résolution de systémes linéaires [VIL8S8]
- Calcul de formes normales [SIE89]
- Calcul de bases de Grobner booléennes [SENS89]

- Algorithme de Buchberger dans Q[X1,...Xp] [PER89]

¢ Un interpréteur : installé sur le périphérique, il facilite le
développement d'applications

¢ Un interface, qui permet un appel depuis Reduce de maniére

transparente. Cet interface existe dans une version préliminaire : son plus
grand intérét est... de montrer que c'est possible et que ¢a marche. ..
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Les différents exemples étudiés ((BAL89] [PER89] [ROC89] [SEN90]
[SIESO] [VIL89]) montrent que le parallélisme inhérent 3 de nombreux
problémes du Calcul Formel peut étre exploité sur une machine
massivement parallele, et ce d'autant plus efficacement que le probléme est
de taille conséquente. L'étude de la parallélisation d'un probléme donné doit
alors tenir compte des contraintes dues au modéle, et notamment des
communications de données, pour décrire de maniére fidele le
comportement d'un algorithme. L'expérimentation sur une machine
parallele réelle s'avére alors essentielle pour valider ou non l'implantation.

Les choix des topologies d'exécution, et des stratégies de répartition sont
fondamentaux. L'exemple de 1'adéquation topologie/algorithme, mise en
évidence pour le produit de polynémes - algorithmes de Johnson (Chap.IlI-
§1II) et de Karatsuba (Chap.III-§ VI) -, est significatif. Concernant le méme
probleme, le meilleur choix de répartition, & savoir le polyndme a découper
(Chap.III-§V), est caractéristique, et prouve l'importance d'une étude
précise de l'algorithme avant I'implantation.

Dans son état actuel, PAC est implanté sur le FPS-T40 : il permet de
travailler nodalement dans Q ou Q[S] ( S={x,y,...}), et de communiquer les
structures associées. Au niveau de cette arithmétique, seul le produit de
polyndmes (Chap. III) est implanté en parallele : le parallélisme d'un
probléme peut donc étre décrit de maniére statique, en associant une tiche
précise a chaque processeur. En conséquence, seuls des algorithmes bien
synchronisés (donc bien conditionnés en fonction des données) permettent
de dégager des efficacités intéressantes.

Cette contrainte est relativement limitative : le non-conditionnement
intrinséque des problémes du Calcul Formel (non numériques) conduit a
envisager une répartition dynamique des taches, seule capable d'assurer un
€quilibre entre les activités des différents processeurs du réseau. Le portage
de PAC sur la machine Méga-Node de Telmat s'inscrit dans ce cadre :
profiter des possibilités d'expression d'un pseudo-parallélisme sur chaque
nceud pour intégrer des primitives de répartition dynamique des tiches sur
le réseau.
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INTRODUCTION

La partie précédente a permis de dégager un modele paralléle dans lequel
chaque unité nodale possede une certaine autonomie en calcul : c'est
pourquoi chaque processeur est muni d'une arithmétique rationnelle et
polyndmiale. La volonté de s'intéresser a des problemes de taille
conséquente nécessite que ce noyau nodal soit particuliérement performant.

Disposer d'une arithmétique exacte est fondamental, puisqu'elle permet,
outre l'application d'algorithmes mathématiques, la résolution de
problémes pour lesquels les méthodes numériques - approchées - s'avérent
non satisfaisantes. Ainsi, résoudre un grand systeme linéaire mal
conditionné est difficile sans outils permettant de contrdler les erreurs
numériques [MULB9][FRAR9]. Plus généralement, certains problémes ne
peuvent €tre résolus qu'avec des calculs exacts : le calcul des formes
normales (Frobenius) de matrices, dépendant éventuellement de la structure
algébrique de la matrice est un probléme qui ne peut étre traité que par des
algorithmes formels [OZE87]. Le probléme, essentiel en Automatique, du
calcul de la forme d'Hermite d'une matrice en est un autre exemple [SIE89].

Le probléeme est ici double. D'une part, il s'agit de dégager les algorithmes
de calcul en précision infinie les plus rapides sur l'architecture paralléle
modele définie précédemment, et donc d'étudier précisément le probléme
des communications de données. D'autre part, l'architecture de base des
processeurs arithmétiques évolue sans cesse : le faible temps de cycle des
processeurs.RISC, la puissance de calcul des unités vectorielles permettent
de résoudre de plus en plus rapidement les problémes : encore faut-il que les
algorithmes soient adaptés.

Apres une étude sur la structure de données la mieux adaptée au modéle
parallele, la représentation interne des entiers est définie. Puis, les méthodes
de calcul classiques sont décrites, ainsi que la maniére de les combiner pour
obtenir les algorithmes les plus efficaces pour des rationnels quelconques.
Enfin, I'implantation de cette arithmétique sur un processeur vectoriel est
discutée.

La plupart des études théoriques conduisent a des algorithmes permettant
d'effectuer des opérations sur des entiers ayant le méme nombre de chiffres.
Il est donc essentiel d'étudier les meilleurs algorithmes pour le cas -le plus
courant en pratique- ol les entiers sont de tailles différentes : 1'étude de la
multiplication et de la division d'entiers présentée dans cette partie s'inscrit
dans ce cadre.

L'importance du calcul du pged en arithmétique rationnelle, du fait méme
de sa forte complexité théorique et pratique, implique une étude particuliere
de ce probleme, qui conduit & la présentation d'un algorithme spécifique.
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Chapitre 1

PRINCIPES DE BASE

I. Primitives de Calcul Machine

Nous rappelons ici différentes caractéristiques de I'arithmétique machine,
de fagon a dégager des structures générales dont on peut disposer sur la
plupart des processeurs [MULS9].

I.1. Arithmétique entiére

Dans la plupart des unités arithmétiques modermes (par exemple Motorola
68000 [JAUS84], ou Inmos T414 [TRAS85] et T800), les opérations
arithmétiques de base sont implantées de fagon a permettre une récupération
des dépassements de capacité lors d'opérations avec des entiers non-signés -
overflow -.

Soit M le nombre de bits d'un entier standard (en général M est la taille du
mot machine). Pour représenter un entier "machine”, on utilise alors

comme représentation standard la notation "non signée".
M-1

Le mot (bm.) bm.z ... by bp) correspond alors a I'entier positif : 2 b; .2!
i=0

L'ensemble U des entiers non signés représentés est donc :
U={0,1,...,8-1} avecB=2M

Les opérations d'addition et de multiplication sont alors définies dans U
comme retournant le résultat de I'opération dans N modulo 8. Le quotient

(a/b) et le reste (a%b) dans U (a,b € U) correspondent au quotient et au

reste de la division euclidienne de a par b dans N : les opérandes

appartenant A U, le reste et le quotient lors de la division euclidienne
appartiennent aussi a U.

Remarque :

Pour permettre le calcul avec des entiers négatifs, on utilise une autre
représentation : la notation en complément a deux.

Le mot (bm.1 bm.2 ... by bp) correspond alors en notation "complément a 2"
M-2

a l'entier signé :  -by,.2M1+ ) b;.2!
i=0
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L'ensemble des entiers signés représentés est donc :

S={-2M1 ., 0,..2M11)
Sur S, les opérations d'addition, soustraction, multiplication, division et
reste sont définies. Elles ne correspondent aux opérations sur Z que lorsque

le résultat de I'opération dans Z appartient 4 S.

I.2. Arithmétique étendue

Pour que les opérations arithmétiques dans U correspondent aux opérations
arithmétiques dans N , les opérations arithmétiques sur U sont étendues, et

donnent alors un résultat sur 2.M bits, dans 1'ensemble U, :
U,={0,1,...,8-1}

Un résultat est alors stocké sur deux mots. Cette arithmétique étendue est
essentielle : elle permet d'effectuer des opérations sur les entiers machine en
récupérant éventuellement les retenues ou les dépassements occasionnés par
le calcul, et cela pour un coit analogue au coiit des opérations arithmétiques
machines.

Il est clair que les instructions qui permettent de nommer les opérations en
arithmétique étendue dépendent du processeur. Néanmoins, elles réalisent
toujours les mémes types de calcul, et nous pouvons donc considérer de
mani€re générale que I'on dispose des opérations suivantes :

LONGADD (op_gche, op_dte, retenue_in ) &  retenue_out, résultat

retenue_in € (0,1}
avec résultat = (op_gche + op_dte + retenue_in) mod B
retenue_out = (op_gche + op_dte + retenue_in) div B8

LONGDIFF ( op_gche, op_dte, retenue_in ) —  retenue_out, résultat
retenue_in € (0,1}
avec résultat = (op_gche - op_dte - retenue_in) mod B
retenue_out = 1(op_gche 2 (op_dte + retenue_in))

LONGPROD ( op_gche, op_dte, retenue_in ) — résultat_hi, résultat_lo

résultat_lo = (op_gche x op_dte + retenue_in) mod B
av résultat_hi = (op_gche x op_dte + retenue_in) div B

LONGDIYV ( dividende_hi, dividende_lo, diviseur )— quotient, reste
quotient = (dividende_hi x B + dividende_lo) div B
avec { reste = (dividende_hi x B + dividende_lo) mod B
On suppose que 0 < quotient < B
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SHIFTRIGHT ( hi.in, hi.lo, shift ) — hi_out, lo.out
{ lo_out = ((hi.in x B + lo.in) div 2shifty mod B
avec hi_out = ((hi.in x B + lo.in) div 2shifty div B
SHIFTLEFT ( hi.in, hi.lo, shift ) — hi_out, lo.out

lo_out = ((hi.in x B + lo.in) x 2shifty mod B8

avec { hi_out = ((hi.in x B + lo.in) x 2shift) div B

Le tableau ci-dessous donne l'équivalence entre ces fonctions et les
mnémoniques assembleur pour le transputer T414 d'Inmos [TRAB8S5] et le
processeur 68000 de Motorola [JAU84]. Le nombre de cycles est difficile a
définir pour le 68000 (CISC), car il dépent de I'expression dans laquelle
figure l'opération.

Fonction Mnémonique correspondante| Nombre de cycles
T414 68000 T414
Acces param. 8
addition add add 1
LONGADD Isum addx 3
soustraction diff sub 1
LONGDIFF 1diff subx 3
multiplication prod muls 39
LONGPROD Iprod mulu! 34
reste rem divs 38
division div divs 40
LONGDIV Idiv divu 36
shift droite (n) 3+n
SHIFTRIGHT(n) Ishr Isr n<32 4+n
n>31n-25
shift gauche (n) 3+n
SHIFTLEFT (n) Ishl Isl n<32 4+n
n>31n-24

Fig I.1 Opéranons en Arithmétique non signée étendue

Les opérations en arithmétique étendue serviront de brique de base a la
construction du calcul en précision infinie, puiqu'elles permettent des
calculs exacts sur I'ensemble U des entiers non signés, et cela avec la méme
rapidité que les opérations signées.

Remarque :

Pour le noyau arithmétique du systeme SAC2 [COL8O0], I'ensemble U est
défini a partir de S - ensemble des entiers-machine signés -, en prenant une
restriction de l'ensemble S telle que le résultat d'une opération a opérandes
dans U ait toujours un résultat dans S.
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Si B est la base machine (S = {x € Z /0 <Ixl < B} ), la base § choisie pour la
décomposition d'un entier quelconque (U= {xe Z /0 < Ixl < 0} ) doit
donc vérifier:  V(a,b,c) e U3 (ab)+ce S

D'oit l'on déduit : §< ____44-35“1

Notations
Nous désignerons désormais par :

¢ Tadd  :colt de LONGADD ou LONGDIFF (supposés égaux)

¢ Tmul : coiit de LONGPROD

¢ Tdiv : colit de LONGDIV

¢ Tshift  : colt de SHIFTLEFT ou SHIFTRIGHT (supposés égaux)

II. Objets de base du Calcul Formel
La structure liste :

Nous avons vu que I'un des principes de base du Calcul Formel est
d'autoriser la construction de domaines imbriqués. La structure de liste est
classiquement utilisée pour représenter récursivement des objets sous un
format arborescent adapté.

C'est ainsi que la couche élémentaire du systtme SAC 2 -écrit en Fortran-
( le noyau List Processing System ) est constitué d'un gestionnaire de liste.
Dans les syst¢émes plus modernes, construits autour de Lisp (Reduce,
Macsyma [DST87], Scratchpad II [SSV87]) ou de C (Maple), la
manipulation de listes est particuliérement aisée.

La structure de liste constituée uniquement de paires, dont les éléments
peuvent €tre des pointeurs sur d'autres paires, présente en outre l'avantage
d'étre relativement facile a gérer en mémoire : l'allocation de blocs de taille
constante peut €tre réalisée facilement i l'aide d'un buddy-system
[AHUB3][ASS85].

Par contre, le stockage d'un objet en liste nécessite une place mémoire
relativement importante: outre les données, il est nécessaire de stocker les
différents pointeurs. L'objet pouvant étre stocké de maniére éparse en
mémoire, I'acces A certains champs peut s'avérer cofiteux.

Pour limiter la présence de pointeurs vers 1'é1ément suivant, lorsque cela est
possible, certaines techniques ont été élaborées. La technique cdr-coding
[SIR88] permet par exemple d'éviter de stocker dans la deuxieme partie
d'une cellule I'adresse de la cellule consécutive lorsque celle-ci est
physiquement adjascente - contigué -.
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La structure tableau

Un autre mode de structure possible, plus proche de la mémoire physique,
est le stockage sous format de tableau : le gain de place est effectif, mais la
manipulation d'objets est souvent lourde ( cf. Altran ). Outre les problémes
liés a la gestion mémoire de blocs de taille quelconque, l'un des gros
problémes provient de la difficulté a estimer la taille d'un objet lors de son
allocation. Ainsi, quelle taille faut-il pour stocker le produit de deux
polyndmes, connaissant les deux polynémes opérandes, mais sans faire
explicitement leur multiplication ?

Un compromis

La dichotomie liste/tableau est trop brutale : le choix d'une structure est en
fait 1ié de trés prés au probléme traité, de fagon a en diminuer la complexité.
R.T. Moenck [M(E70] montre que pour les opérations classiques en
arithmétique polyndémiale, un stockage en tableau judicieux permet
d'obtenir de trés bons résultats aussi bien au niveau de l'occupation
mémoire qu'au niveau du cofit d'acceés aux champs. Le probléme inhérent
reste l'allocation dynamique de la place mémoire pour le stockage d'un
polynéme.

Il est donc fondamental de définir, dans le cadre du modele parallele choisi,
la structure la mieux adaptée a la représentation des objets. L'idée de base
est de chainer dans des listes des éléments de base stockés en tableaux. Cette
structure peut étre vue comme un intermédiaire entre la liste plate et le
tableau contigu.

IIT Contraintes en liaison avec le modéle

Le modéele défini dans la premiére partie est massivement parallele. Sur
chaque nceeud, on devra pouvoir manipuler des objets plus ou moins
complexes selon la granularité du probleme. Il s'agit ici de définir la
structure nodale générale la mieux adaptée a l'architecture modele.

Contraintes liées aux communications inter-nodales

Le temps pour communiquer n mots mémoire contigus entre deux nceuds
voisins est Teom=0+NT avect» o [SAAS6]

Il est donc préférable de communiquer une donnée stockée sous forme de
tableau, que sous forme de liste a cellules plus ou moins importantes.

Contraintes liées 4 la communication par rendez-vous

Lorsque deux nceuds veulent communiquer un objet par rendez-vous, il est
nécessaire qu'ils soient synchronisés : le récepteur ( resp. I'émetteur ) doit
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attendre 1'émetteur ( resp. le récepteur ) jusqu'a ce qu'il soit prét a lui
envoyer ( resp. réceptionner ) 1'objet.

Si I'objet est réparti en mémoire ( format liste ou suite de tableaux ... ), la
synchronisation doit avoir lieu pour chacun des éléments de 1'objet. L'acces
aux différents éléments nécessitant du calcul ( calcul d'adresse pour
I'émetteur, allocation de mémoire pour le récepteur ), le temps total de
I'émission est perturbé de maniére importante par ces synchronisations. Si
I'objet est stocké de maniere contigué, une synchronisation entre les
processeurs d'envoi et de réception est suffisante -la premiére qui précéde la
communication-.

Temps (us)
200000~
Communication avec allocation dyna mique

N\

Communication avec pré-allocation

10000Q-

Nbre

10000 20000 30000 deblocs

0
Fig IL.3.1 Communication de 32768 octets découpés en blocs de taille égale
Mesures effectuées sur I'hypercube FPS T20

L L

Temps (us)
3000

p blocs de taille 10

allocation dynamique & la réceptio n

2000

1000  pré-allocation & la récepti
1 bloc de taille 10.p

p blocs de taille 10
1 bloc de taille 10.p

0 200 400 800 P

Fig I1.3.2 Distribution de données sous format liste ou tableau
Mesures effectuées sur I'hypercube FPS T20
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I1 est donc clair que le stockage contigu est le mieux adapté aux
communications inter-nodales par rendez-vous :

¢ minimisation du temps de communication pure

¢ les allocations dynamiques lors de la réception retardent le processeur
émetteur : il est donc essentiel d'allouer la zone a recevoir avant la
communication (ce qui est incompatible avec le concept de listes), ou
d'utiliser des zones tampons pour la réception des objets.

Contraintes liées a I'allocation mémoire pour chaque neud

Le volume de mémoire manipulée en Calcul Formel est souvent énorme : il
est donc essentiel de gérer dynamiquement la mémoire sur chaque nceud.
Pour cela, on peut distinguer deux genres d'objets :

- les objets temporaires : un tel objet est utilisé comme valeur
intermédiaire lors d'un calcul "élémentaire”. Sa valeur a donc une portée
locale au calcul, et la place qu'il occupe sera libérée une fois le calcul
terminé.

- les objets permanents : leur valeur est essentielle en dehors de
I'environnement dans lequel elle a été calculée.

Une valeur est donc considérée comme temporaire si entre l'instant ol un
emplacement mémoire a été alloué pour son stockage et celui ol cette place
est libérée, il n'y a pas ( ou "peu" ) eu d'autres allocations et libérations de
mémoire.

Le temps d'allocation est lié au caractére temporaire/permanent d'un objet.
L'allocation et la libération d'un objet temporaire a effet un faible coiit, et
surtout ne perturbe pas la mémoire. Par contre, la libération d'objets
permanents morcelle la mémoire.

Minimisation du temps d'allocation :

I1 est facile d'allouer ou de libérer des blocs de taille fixe - par exemple des
doublets -, et ce en temps constant [AHU83]. L'allocation peut se faire en
allouant le dernier bloc libéré par exemple -LIFO-, ou le premier -FIFO-.
Un ramasse-miettes peut-étre activé lorsqu'il n'y a plus d'espace libre, de
fagon 2 libérer les blocs alloués qui ne sont plus utilisés.

L'avantage d'une telle gestion mémoire est sa souplesse d'utilisation. Mais
elle présente des inconvénients majeurs :

1°  les objets d'une taille quelconque sont inévitablement morcelés
en mémoire, découpés en blocs de taille fixe. L'acces direct aux différents
champs de I'objet -par incrément a partir d'une adresse de début- est donc
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impossible : on ne peut accéder en général & un champ que par adressage
indirect.

Ex. 1: Supposons que l'on désire stocker la décomposition en base B
d'un entier naturel N. Si I'on dispose de blocs de taille 2 pour le stockage, il
est clair que pour accéder au kéme coefficient de la décomposition, il faudra
effectuer k+1 adressages indirects.

2°  Les blocs étant de taille fixe, le stockage d'un objet complexe -
de grande taille- ne peut se faire qu'en utilisant plusieurs blocs élémentaires
chainés entre eux par l'intermédiaire de pointeurs. Le stockage de tels
pointeurs de reprise peut s'avérer coiiteux.

Ex.2: Pour reprendre I'exemple précédent (ex.1), bien que l'entier N
n'ait que | LoggN| + 1 chiffres en base B, le stockage de sa décomposition en
base B cofite 2( LoggN] + 1).

3°  La détermination de la taille fixe pour les blocs élémentaires est
difficile, et souvent liée au probléme traité. Supposons que cette taille soit T.

Si l'algorithme manipule des objets de taille trés inférieure a T, de la
place mémoire sera allouée et non utilisée, donc gaspillée.

Par contre, si l'algorithme manipule des objets de taille trés
supérieure 2 T, de la place mémoire sera utilisée pour le stockage des
pointeurs permettant d'acceder aux différents blocs de taille T de I'objet.

Il est donc clair que pour minimiser la place mémoire occupée par un objet,
il faut stocker de maniére contigug les données relatives a2 un méme champ.

IV. Structure interne de base

Tenant compte des contraintes de communication et de gestion mémoire sur
l'architecture modele, il est nécessaire de pouvoir disposer de tableaux de
taille variable.

Définition :

un bloc est un tableau de taille variable, stocké de maniére contigué en
mémoire, tel qu'a tout instant de l'évaluation il soit possible de connaitre ou
de modifier la taille du bloc ainsi que son type.

Pour I'implantation, un bloc de taille n est un tableau de (n+1) mots :

¢+ le libellé (premier mot) contient les informations de taille (n) et de
type (une partie du libellé reste utilisable pour d'autres informations)



62 Arithmétique Précision Infinie

¢ la valeur du bloc stockée sur n mots

¢ le nombre d'occurence du mot, c'est 4 dire le nombre d'objets qui
pointent sur le bloc

<Type> |  <occurence> | <Taille>

Taille
mots-machine

Fig. IV.a Bloc

Le temps pour communiquer un bloc de taille n entre deux nceuds voisins
sur l'architecture modeéle est donc :

Teom =0 + (n+1).7.

Remarques
1°  Typage d'un bloc

Il est trés important de pouvoir typer les objets, de fagon 2 rendre possible
I'utilisation des opérateurs surchargés, ainsi que les éventuels changements
de type.

ex.: a + b est valide pour tout couple (a,b) de Z x Z, ou de Q x Q
oudeZx0Q...

Ce sont donc ici les types de a et b qui permettent de décider de
I'algorithme 2 utiliser pour effectuer leur addition.

Pour rendre possible le typage des blocs, nous avons vu ci-dessus qu'une
zone spéciale existe dans le libellé du bloc. Certains types sont prédéfinis et
ne peuvent €tre définis hors de leur domaine d'application. Ils sont
énumérés dans le tableau ci-dessous, en indiquant chaque fois le codage
correspondant :

Type Mnémonique | Valeur binaire
du champ type
N, Z sindarc type_Z 00000000
N, Z vecroriel type_V 00001000
Q type_Q 00000001
Z(X] type_ZX 00000010
Qx) type_QX 00000011
Qx) type_QFX 00000111
Expression type_expr. 00001111

Fig. IV.b Types prédéfinis



Arithmétique Précision infinie 63

2° Occurence d'un bloc

De fagon a ne pas dupliquer de données inutiles, il est essentiel de pouvoir
adresser un méme bloc a différentes reprises. Pour assurer que la libération
d'un bloc n'entraine pas une perte d'information dans une donnée encore
adressée, on associe a chaque bloc son nombre d'occurences. A l'allocation,
ce nombre est initialisé & zéro. A chaque duplication, il est incrémenté : il
n'est plus alors besoin de copier physiquement le bloc 2 un autre
emplacement mémoire. Lors de la libéraion, un bloc ne peut étre libéré que
si son nombre d'occurences est nul; sinon, ce nombre est décrémenté.

Nous supposerons désormais définies les fonctions suivantes :

¢ allouer (t: entier ):bloc == retourne un bloc de taille t

¢ libérer (u: bloc ):vide == libere la place occupée par le bloc u

¢ copier (u:bloc):vide == duplique virtuellement le bloc u (cf 2°)

¢ taille (u:bloc ):entier == retourne la taille du bloc u, autrement dit

le nombre de mots-machine contenant sa valeur
¢ type (u:bloc ).entier == retoumne le type du bloc u (cf 1°)
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Chapitre 11

REPRESENTATION INTERNE ET CONVERSIONS

I. Définition de la représentation interne - Format standard

I1 existe de nombreux modes de représentation des nombres : sans remonter
a I'Antiquité (...), nous pouvons distinguer les représentations "logicielles”
suivantes :

¢ Représentation en base B (B entier supérieur ou égal a deux) : un
nombre est représenté par la suite de ses restes modulo les puissances
décroissantes de B. Cette représentation est unique. Pour plus de

n
commodité, nous noterons par la suite [a,,...,a0)s 'entier a = Y a;.B8' , avec
1=0

0<a; <B (i=0...n-1).
ex. : [SE1]y¢ est 'écriture en base 16 de l'entier (14+16.(14+16.5))= 1505

Cette définition peut étre étendue au cas ou B est négatif; mais les opérations
arithmétiques sont alors moins génériques [KNU8le}.

Cette représentation est la plus utilisée dans les systémes de Calcul Formel,
en choisissant 8 positif. Les opérations arithmétiques sont d'abord définies
pour les entiers positifs, puis étendues aux entiers relatifs, en ajoutant une
information sur le signe.

¢ Représentation modulaire : un nombre est formé par la suite de ses
restes modulo un ensemble de nombres premiers. Avec une telle
représentation, les opérations d'addition, de soustraction et de
multiplication sont trés faciles [KNU81b]. Par contre, comparer deux
entiers, ou effectuer une division est difficile, et nécessite une remontée via
le théoréme des restes chinois [ VIL89].
D'autre part, il est nécessaire de connaitre une borne pour chaque nombre -
et chaque résultat-, de fagon 2 choisir suffisamment de nombres premiers
entre eux pour sa représentation. Cette contrainte rend impraticable
l'utilisation de l'arithmétique modulaire : dés que l'on a besoin d'un
nouveau pseudo-premier, il ne peut plus étre supprimé, a moins de faire une
remontée de tous les nombres qui en dépendent. Au cours d'un algorithme
dans lequel la taille des résultats ne peut étre bornée -ou lorsque la borne est
trop grande-, l'utilisation d'une telle représentation est impossible.
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¢+ Autres représentations : plus généralement, il existe de nombreuses
fagcons de coder les entiers, de fagon a diminuer le cofit de certaines
opérations (notations carry-save, d'Avizienis [AVI61], [MULS9)).
Certaines de ces représentations seront utilisées par la suite.
I est fondamental de disposer d'une représentation de référence, qui
permette la représentation exacte d'un entier quelconque. Cette forme
canonique doit étre en accord avec le modéle choisi, et doit en outre
permettre de :

1° minimiser I'encombrement mémoire
2°  communiquer rapidement un entier

3°  réaliser facilement toutes les opérations

La représentation standard choisie est la décomposition en base B, avec
B =2% ou w est le nombre de bits du mot machine. En effet, cette
représentation permet, gridce A la structure bloc de minimiser
I'encombrement mémoire pour un entier positif. Le cas des entiers négatifs
sera traité ultérieurement, en rajoutant un signe aux entiers positifs. En
outre, le choix de B permet de tirer pleinement parti de I'arithmétique
€tendue, disponible sur chaque nceud.

type : lidre - taille
Vl’og ' n 1 Référence : aille et type
’ ’ ) 4
29
a 1
<n+1 > mots de 32 bits
. pour le stockage de la
décomposition en base
. B de I'entier
a n
v

0<a <B (i=0...n-1)

n
Fig. II.1 Représentation de l'entiera=z ai.Bi avec {0 <a, <B (sinz0)
n

i=0

N.B. : On représente 0 de maniére unique : 0 = 0.80
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Notations :

Un b-chiffre désigne un entier appartenant a (O,..., b-1}.

n
Par la suite, nous noterons A = [ag, a5.1,..., ag]b 'entier A = Zai.b' en
i=0
représentation en base b sous forme de bloc, et nous le désignerons par le
terme b-entier.

Nous supposerons en outre définies les fonctions suivantes :
¢ taille_N (u : b-entier ) : entier == retourne la taille du b-entier u,
c'est a dire |Logyu|+ 1.
¢ allouer_N (t: entier ) : b-entier == retourne un b-entier sous forme
de bloc de taille t
dupliquer_N ( t : entier ) : b-entier==retourne t (cf. occurence)
libérer_N ( u : b-entier ) : vide == libére la place occupée par u

ajuster_N ( u : b-entier ) : vide == rameéne le b-entier u sous la
représentation canonique en base b ( b-chiffre de poids fort non nul si
uz0)

Communication :
Soit a € N un entier positif quelconque. Le temps pour communiquer a
entre deux nceuds voisins est :

Teom (@) =0 + T.(]_LogBaJ +2)sia#0
Teom ) =0+ 2.7

II. Conversions en format décimal

S'intéresser a des problemes de grande taille conduit a négliger l'impact des
problémes d'entrée-sortie sur la complexité des algorithmes. C'est pourquoi
le choix de la base de numération est guidé par la puissance de calcul
maximale et la représentation mémoire la plus dense possible. Il faut
néanmoins étudier le probléme des conversions qui, bien que rares, sont
essentielles pour la donnée d'un probléme et pour la visualisation de son
résultat.

n n

Convertir a= Y a;b'en A =Y a;B' peut étre essentiellement réalisé de
i=0 i=0

deux fagons différentes :
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1°  On divise a par B en utilisant I'arithmétique en base b, jusqu'a
obtenir 0. Les restes des divisions sont les coefficients - poids faibles
d'abord - de la décomposition en base B.

2°  On calcule a = (...(ap.b + ap-1).b +...).b + ag en arithmétique
base B. On obtient ainsi la représentation en base B de a.

Ces deux méthodes vont étre étudiées pour (b =B ,B=D)et(b=D,B =),
ot D est une base décimale quelconque (les résultats sont directement
généralisables au cas oil D n'est pas une puissance de 10). Il est fondamental
que tous les calculs soient effectués de préférence en base 3, cette base étant
la base de calcul machine en arithmétique étendue.

La plus grande puissance de 10 codable en arithmétique étendue est D = 104
avec d = LLoglO(B)J.

ex.: pour B=232 D=10°

On ne considerera donc comme format décimal que la représentation en

base D, celle-ci étant beaucoup plus économique que le codage en base 10, et
le passage de la base D a la base 10 étant immédiat.

I1.1. Passage de la base 8 a la base D
I1.1.1. Algorithme direct

On divise a par D en utilisant 'arithmétique en base B, jusqu'a annuler a.
Les restes successifs donnent 1'écriture en base 8 de 'entier a.
L'algorithme de calcul des A est alors :

algorithme B_vers D (a: B-entier ) » A : D-entier ==
var i, n, N : entier
reste : D-chiffre
début
n «taille_N(a);
A « allouer_N (|nxLog, B8]+ 1);

1«0

Tantque (a+0) faire
Tantque (ap=0)faire nen-1;
Pour j=n...0 (init reste « Q) faire
(aj, reste) « LONGDIV ( reste, aj, D);
Aj « reste;
ie—i+1;
ajuster_N (A);

fin
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Complexité :

Le cout de cet algorithme peut étre évalué a partir de :
1° Nombre de passages dans la boucle : [Log(a)l
2° Coiit de chaque passage : seule la division importe.

Au kitme passage, on divise (a/Dk-1) par D : pour ce calcul,
on effectue I'Logﬁ( a/Dk-1)] opérations LONGDIV
lLogpal- 1

TB_vers D = z rLOgB (a/ Dk)-‘ Tdiv

k=0
D'ou le coiit de I'algorithme :

T = Tdiv Log2a + O(Log a
B_vers_D 2.Log B Log D g (Log a)

L'écriture d'un entier précision infinie sous format décimal s'effectue donc
en temps quadratique sur le nombre de chiffres de I'entier en base 8.

Occupation mémoire :

1° Pour l'exécution : Mem =Log a

2° Apres exécution : la notation décimale n'ayant d'intérét que pour
effectuer une opération d'écriture, la place occupée pour cette
représentation peut €tre libérée des celle-ci effectuée; elle est temporaire : le
coiit mémoire de l'algorithme est donc nul.

I1.1.2. Amélioration de 1'algorithme par Divide&Conquer

Il est possible de cumuler les divisions successives par D, en divisant
directement par Dk, puis en convertissant successivement le reste et le
quotient obtenus.

Soit a = [ap...a0]p; on suppose que |Logp a] = 2N (pour faciliter le

découpage), et soit Dj= D2 (1=0...N-1) les puissances de D nécessaires au
calcul.

On calcule : a®N-D=a/D2"" et a® =a mod D2V
On peut alors convertir a(N-1) et a(0) en itérant le processus (On les divisera
d'abord par D2, puis par D27, ..., D2°=D).

L'algorithme s'écrit alors récursivement :
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algorithme B_vers D D&C (a:B-entier ) » A : D-entier ==
var n, N : entier
début
n « taille_N (a);
N <—LLog2n-Log2LogBD_|+1;
/* Calcul des Dj, supposés globaux */
Pour i=1...N -1 (init Dy « D) faire
Dj « multiplication ( Dj.1, Dj-1 );

A « allouer_N (2N);
convertir (a, N-1, [A5N _q,-..,A¢]D );

fin

algorithme convertir(a:B-entier, n:entier, [dyn+1 _1s---»dglD:D-entier) ==

convertir calcule la représentation décimale du B-entier a dans le
D-entier préalablement alloué [dyn+1 _g5ee- dplD

var g, r : B-entier

début

/*u=|a/Dp]} et v=amodD, sontobtenus par une division
euclidienne effectuée en arithmétique base B */

(g, r) « division (a, Dy );

si n=0alors (d;, dO]D «[q,r]D

stnon
convertir (1, n-1, [dyn _¢,...,dgID);

convertir (g, n-1, [dyn+1 _g5---,dpn]D);

fin
Complexité :

La complexité de l'addition, de la multiplication et de la division de deux -

entiers intervenant dans l'algorithme (cf. Chap.II IV), nous les désignerons
par :

¢ Apg(n,m) le temps pour additionner deux f-entiers ayant

respectivement n et m B-chiffres ( On notera Ag(n) = Ap(n,n) )
Ona: Ap(n,m) = Max (n, m)

¢ Mp(n,m) le temps pour multiplier deux B-entiers ayant respectivement
n et m B-chiffres ( On notera Mg(n) = Mp(n,n) )
D'aprés [SST71] Mg(n,m) = O(n.Log m.Log Log m )



70 Arithmétique Précision Infinie

¢ Dp(n,m) le temps pour diviser deux B-entiers ayant respectivement n et
m B-chiffres ( On notera Dp(n) = Dp(n,n) )
D'apreés [COO069] Dp(n,m) = O(n.Log m.Log Log m )

1° Calcul des Di=(D2“)2 : chaque Dj coiite Mp ( 2i-1)
Donc au total (i=1...N-1), en utilisant l'inégalit¢ M(2.n) =2 2.M(n)
O( Mp(2N-1))

2° Appels a convertir: a I'étape i, on effectue deux divisions d'un entier
Si C(n) est le temps pour convertir un entier de taille n, on en déduit
que: C(2n) = 2.C(n) + D(2n,n) = 2.C(n) + O(M(n))

D'ou : C(2N) = 0 (M(2N-1)+2. M(2N-2)+4 M(2N-3)+...)
=0 (n.M(2N-1))

On en déduit donc le coiit de l'algorithme :

TB_vers_D = O(M(n) log(n))

et d'apres la valeur de M(n) ci-dessus, l'algorithme convertit un nombre de
n B-chiffresen :

O( n.log2n. log log n)

Remarque :

En utilisant 1'algorithme classique de multiplication en n2, la complexité de
l'algorithme est alors O(n2.log(n)), ce qui est moins bon que l'algorithme
direct en O(n2). Cet algorithme n'est donc interessant qu'avec une
multiplication de codt inférieur 2 n2. Or, de tels algorithmes ne sont
efficaces que pour des entiers suffisamment grands, valeurs pour lesquelles
seuls les premiers chiffres sont significatifs.

I1.2. Passage de la base D a la base 3

I1.2.1. Algorithme direct

n
On évalue A = Y a;.D' en arithmétique base B, par le schéma de Homer, ce
i=0
qui revient a évaluer en arithmétique base 8 la suite :
[ Po= AN

| Pc=D.Pi+Anx k=1..N

En utilisant LONGMUL pour le calcul des Py, on obtient l'algorithme :
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algorithme D_vers B ( A : D-entier ) — a : B-entier ==
var n, Nmax, N : entier
retenue : D-chiffre
début
N «taille N(A);
a « allouer_N ( |_N=v‘Log‘3 D]+1);
Pour i=N-1...0(init ag « AN; Nmax « 0) faire
Pour j=0...n_max (init retenue « Aj ) faire
| (retenue, 3j) « LONGMUL (aj, D, retenue )
si retenue #0 alors
Nmax € Nmax + 1;
« retenue;

Anpax
ajuster_N (a);

fin

Complexité :

1° Nombre de passages dans la boucle : [ LogD(A)1

2° Coiit de chaque passage : seule la multiplication importe.
Au ki®me passage, on multiplie [A/Dnk]g par D : pour ce calcul, on
effectue [ Logg (a/ Dn-k )] opérations LONGMUL.

[LogpAl

Tovesp= Y, |Logs(A/ DoeAl-ky]o
k=0

D'ou le cofit de I'algorithme :

To vers p= —— ™[ 0g?A + O(Log a
D_vers 2.Log BLog D & (Log )

N.B. : La conversion de A de la base D a la base B par évaluation via le
schéma de Homer donne donc la méme complexité ( au rapport Tmul/tdiv

preés ) que l'algorithme permettant de passer de I'écriture de a en base 3 a
I'écriture en base D par divisions successives.

Occupation mémoire :

1° Pour l'exécution : Mem = LN.LogB Dj+1

2° Apres exécution : le passage de la base D a la base 8 se fait en place : la
place mémoire utilisée au cours de l'algorithme est en fait la place du
résultat, soit : Mem = fLogB(A)1
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11.2.2. Amélioration de l'algorithme par Divide&Conquer

Plut6t que d'effectuer LogpA multiplications par D, on peut cumuler les

multiplications, en multipliant directement par des puissances de D. Cela
revient 2 modifier la maniére de regrouper les termes pour I'évaluation de
A (schéma de Homer pour l'algorithme précedent).

En supposant : LogyA = N = 2P-1, il est possible d'utiliser une technique

Divide&Conquer pour I'évaluation de A. Le schéma est alors le suivant :
-1
Pi(Ag,..., A1) = Dzk Pra(Axx,. A ) + Pra(Ag,...,Axx )

pourk =p...2
Pi(A)=A
Le calcul de ce schéma se fait en deux temps :
1°  Calcul de D; = D2 i=1...p-1
2°  Calcul de P; i=p...1

L'algorithme s'écrit alors :

algorithme D_vers_f3 D&C ( A : D-entier ) — a : B-entier ==
var N, p : entier
début

N « taille_N(A);

p & I—Logz(N'*'l)-]y

/* Calcul des Dj , supposés globaux */
Pour i=1...p -1 (init Dg « D) faire
Dj & multiplication ( Dj-1, Dj-1);

a « évaluer_D&C (p, [AN,...,AO]D );
fin
algorithme évaluer_D&C ( p:entier, [Agpy,...,Aplp:D-entier )

— a:B-entier==
évaluer_D&C calcule le schéma Py décrit ci-dessus

var q, r : B-entier

début
st p=lalors a «Ag /*D<B= Ao=[Aolp= [AO]B */
sinon

a « addition (évaluer_D&C ( p-1, [Azp_l_l,...,AO]D ),
multiplication( Dp-1,évaluer_D&C (p-1, [Agp_1s---sA%p11D)))
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Complexité :

1° Calcul des Di=(D2")* : chaque D; coiite Mp ( 2i°1 )
Donc au total (i=1...p-1), en utilisant le fait que M(2.n) 2 2.M(n)
O( Mp(2r-1))
2° Appels a évaluer_D&C : a I'étape i, on effectue une multiplication,
une addition et deux appels a evaluer_D&C.
Si E(n) est le temps pour évaluer un entier de taille n, on en déduit
que: E(2n) = 2.E(n) + Ap(2n) + Mp(n) = 2.E(n) + O(M(n))
Dot l'ontire :  E(2P) =0 ( M(2P-1)+2.M(2P-2)+4. M(2P-3)+...)
=0 (p.M(2P'))

Le cofit de I'algorithme est donc:

TD~vers_[3 = O(M(N) log(N))

et d'aprés la valeur de M(N), l'algorithme convertit un nombre de N
D-chiffres en :

O( N.log2N. log log N)

Remarques

i/ Comme enIl.1.2., on constate que cet algorithme n'est intéressant que
si l'algorithme de multiplication utilisé a un cofit inférieur 3 O(n2). Il ne
devient donc intéressant que pour des entiers suffisamment grands.

ii/  Basés sur une technique de partage du probléme initial en deux sous-
problemes indépendants, ces deux algorithmes de conversions dégagent un
parallélisme inhérent particulieérement adapté & une topologie de type
hypercube.



74 Arithmétique Précision Infinie

Chapitre II1

ARITHMETIQUE DANS N
ALGORITHMES STANDARDS

Dans un premier temps, les algorithmes classiques sont présentés : il
correspondent aux algorithmes utilisés pour faire les opérations "a la main".
Il est intéressant de les étudier de maniere précise: ils sont souvent
optimaux, notamment dans le cas ou les opérandes sont de petites tailles. Ces
algorithmes ont été décrits de maniere générale dans [KNU81a], et sont ceux
utilisés dans la plupart des systemes de Calcul Formel ( bignums de
Macsyma [SIR88] ). Nous les désignerons par la suite sous I'appellation
"algorithmes standards”.

I. Comparaisons

D'une maniére générale, il est nécessaire de pouvoir tester quel est le plus
grand ( au sens large ou strict) de deux entiers. Avec la représentation
standard en base B, il suffit de comparer la taille des deux entiers, et en cas
d'égalité, de comparer leurs coefficients -poids forts d'abord- : l'algorithme
est donc facilement défini a partir de la comparaison de deux B-chiffres.
L'algorithme est alors :

algorithme gle B (v, ® : B-chiffre ) - test: {-1,0, 1} ==

début
si V=0 alors test «0
sinonsi V>W alors test « 1
sinon test « -1
fin
algorithme gle N (u, v :B-entier) » test: {-1,0,1} ==
-1 © a<b
testprendlavaleur { 0 o a=b
1 o a>b
var k : entier
début

test « gle_B (taille_N(u), taille_N(v) );
k « taille_N(u);
tantque (test =0) et (k=0) faire

test « gle B (uk, vk);

k «k-1;
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Complexité :

Le pire cas est évidemment le cas d'égalité, dans lequel LLog[3 u |+ 2 tests

sont nécessaires.
Dans la plupart des cas, le résultat est obtenu dés le premier test.

Tele N(n,m) < O( Inf (n, m))

ou Tgle_N(n, m) est le temps pour comparer un entier de n B-chiffres a un
entier de m B-chiffres.

II. Addition et Soustraction

L'algorithme d'addition consiste a additionner les coefficients de poids
faible d'abord, en propageant les retenues éventuelles.

algorithme add_N (u, v : B-entier ) - r : B-entier ==

On suppose u2v, et on calcule r = u+v

début
r « allouer_N (taille_N (u) + 1); [¥r<2.u*
Pour k=0...taille_N (v) (init retenue « 0) faire

| (retenue, rg ) « LONGADD (ug, vk, retenue )
Pour k =taille_N(v)+1...taille_N (u) faire
(retenue, rg ) « LONGADD (ug, 0, retenue )

Maille_N(u)+1 ¢ retenue;
ajuster_N (r);

fin

L'algorithme de soustraction (en supposant le résultat positif) est tout 2 fait
similaire :

algorithme sub_N (u, v : B-entier ) - r : B-entier ==

On suppose u2v, et on calcule r = u-v

debut
r « allouer_N (taille_N (u) ); [¥r<u ¥/
Pour k =0...taille_N (v) (init retenue « 0) faire

I (retenue, ry ) « LONGDIFF (uy, v, retenue )
Pour k =taille_N(v)+1...taille_N (u) faire
(retenue, rg ) « LONGDIFF (ug, 0, retenue )

ajuster_N (r);
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Complexité :

Tadd(n, m) =Tgyp(n, m) = Max (n,m).Tadd

ol Tadd(n, m) est le temps pour additionner ou soustraire un entier de n
B-chiffres a un entier de m B-chiffres.

Implantation :

Lorsque 1'on obtient une retenue nulle alors que v est déja parcouru, on peut
directement recopier les coefficients de u dans v.

Cette remarque est vraie avec la probabilité (B&-ille-NMy™! 3 T'¢rape
k>taille_N(v) : on en déduit que le colit moyen de l'opération est en fait
Min (n,m).T,44, aux cofits des déplacements mémoire pres.

En outre, le stockage de la retenue peut €tre évité sur la plupart des

processeurs, en la gardant dans un registre (CISC -68000-) ou dans une pile
(RISC -T414-).

I1I. Multiplication

L'algorithme de multiplication classique est efficace dans certains cas
(notamment lorsque 1'un des opérandes est de petite taille). Cet algorithme
est celui utilisé pour les calculs a la main, la seule différence résidant dans le
cumul des produits partiels.

algorithme mul N (u, v : B-entier ) - r : B-entier ==
On suppose u>v, et on calcule r = u.v
var c_+, c_x, t : B-chiffre
{ c_+ (resp. c_x) est utilisée pour geérer la retenue lors d'une somme
(resp. un produit).  t permet de garder un B-chiffre intermédiaire. }
deébut
r « allouer_N ( taille_N (u) + taille_N(v) + 1);
Pour k=0...taille_N (u) (init retenue_x « Q) faire (D)
| (retenue_x, rg ) « LONGPROD (ug, vg, retenue_x )
k+1 €& retenue_x;
retenue_+ « O
Pour j=1...taille_N (v) faire (2)
Pour k =0...taille_N (u) (init retenue_x « 0) faire
(retenue_x, t) «LONGPROD(u, vj, retenue_x ) ;
(retenue_+, rk+j) «LONGADD(t, rg+j, retenue_+)
(retenue_+, Iaille_N(u)+j+1) < |
LONGADD (retenue_x , 0, retenue_+); (3)

ajuster_N (r);

fin
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Complexité :

Tmul(n, m) = n.m.( Tmul + Tadd )

oll Tmyi(n, m) est le temps pour multiplier un entier de n B-chiffres par un
entier de m B-chiffres.

Implantation :

¢ L'instruction (3) est bien valide, et annulle c_+ : en effet
Soient a, b, ¢ trois B-chiffres : alorsab+c<B.(B-1),dou:
0 soit retenue_x =B -1 et t=0 d'olt retenue_+ =0
0 soit retenue_x <B -2 et retenue_+ <1
Le stockage de c_+ et de t peut donc €tre évité.

¢ L'algorithme peut facilement étre étendu au calcul de u.v+w, avec
w<u : il suffit alors de recopier w dans r, puis d'intégrer la boucle (1) sur v,
dans la seconde (2) qui est générique.

¢ Il est intéressant d'éviter le passage dans la boucle (2) lorsque v;=0.
On procéde alors a la mise a z€ro de rijje Nuy+j+1-

IV. Division
IV.1. Principe de 1'algorithme de Pope-Stein

Soient u et v deux entiers positifs. On cherche q et r tels que u=v.q+r avec
0<r<b.

Onpose v= l_LogB u jet O= LLog[3 v |, etl'on suppose u>v.

L'algorithme de division de Pope et Stein [POP60] permet de calculer les
B-chiffres de q poids fort d'abord, en "devinant” a chaque étape un nouveau
coefficient de q. Il correspond a une généralisation, pour une base
quelconque, du calcul de la division a la main en base 10.

A chaque calcul d'un nouveau chiffre du quotient, on est donc ramené a

déterminer l'entier O tel que :
0<6<P

0.[Va, Va-1,---Volg < [Uy, Up-1-- vl < (8+1).[Va, Va1, volp

Ona: UU.B+ uU-] < e< UU.B"{" uU_1+1
vg+ 1 Ve
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D'oil I'on tire (comme 0 est un entier et 6<B-1) :

[uu.[}+uu-1] <0 <Min (luuBJrvuM+1J B- 1)

v+ 1

On peut se ramener au cas g_s vg < P par normalisation, en multipliant v

(etu) para = l_p_J par exemple.

Vm+1
Dans ce cas, Pope et Stein ont montré que :
0<6<06+2

Knuth [KNU81b] a montré que 1'on pouvait affiner 1'approximation de 0
avec0:

6: Min (lllu.ﬁz + uv‘l-B + Uy J, B-l)

Vm.ﬁ + V-1

N.B.: 0 peut étre facilement calculé en arithmétique base B, & partir du
calcul de 6, en soustrayant 1 ou 2 2 9 grice a l'itération :

0« 9

tantque ((uu.B + Uyg - 6.vm).[3 + uu-z) < 6.vm-1 faire 00-1 finfaire

On a alors :

0<0 <0+1

A partir de 1a valeur de 8, il est alors possible de calculer :
r= [uu,gu—l,---,uu-m]ﬁ -0.[vg, V@-1,---,VOIp

Sir<Q,alorsona®@=06-1let rer+v;

Sinon,ona 0 = B etrestle reste euclidien.

Si @=v alors l'algorithme se termine;

Sinon on pose : u « r.f¥? + [uy—p-1, Uy-m-2,...,U0]p et on réitere I'étape.

Remarque : _
Lorsque B est grand, le cas 0 =6 + 1 a une probabilité trés faible de se

produire (<g—) [COMT7T7][REG84]. La valeur de 0 est alors d'une certaine

maniére optimale, la valeur exacte de 8 ne pouvant, dans certains cas, se
décider qu'en examinant les poids faibles de u et v.
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IV.2, Normalisation et pseudo-normalisation

Si I'on a normalisé u et v en les multipliant par un o convenable ( a<p ),

alors le quotient obtenu est bien le bon, mais il faut diviser le reste par o.
Le coiit de cette normalisation est donc :

Thorm = (V + @). Tyl + ©.Tdiv

Pseudo-normalisation :
En réalité, pour obtenir la condition de Pope et Stein sur u et v lorsque P est

une puissance de 2, il suffit de calculer le décalage o (multiplication par 2°)
a faire sur v pour avoir vg >% ( ce qui est tres facile et peu coiiteux,

grice 2 la fonction souvent microprogrammée NORMALIZE).

G est donc défini par :
G « |Log,B |-|Log,ve J-1

On peut alors effectuer ce décalage o virtuellement sur les deux coefficients
de poids fort de v (ce qui constitue la pseudo-normalisation de v) :

[Vo, Vilg « (2%[vp, vo-1, V@213 ) / B

Puis, a chaque étape, pour le calcul de 0, on répercute ce décalage ©

virtuellement sur u pour obtenir les trois coefficients de poids fort de u.2°
nécessaires au calcul de 0 :

[U29 Ul’ UO]B « (20.[110, uy-1, Uy-2, uU-3]B )/B
Au cours du calcul, le reste est calculé 2 partir de valeurs non normalisées
de u et de v, et en fin d'algorithme le reste et le quotient obtenus sont bien
ceux cherchés.

Le coiit de cette pseudo-normalisation est donc :

T=norm = 3.(v - ©).Tshifi(0) + Tnorm + 2. Tshift(0)

Remarque

Sur une mémoire accessible par octets (ce qui est pratiquement toujours le
cas), on peut facilement se ramener au cas ol 6 < 8, en se plagant

directement sur le premier octet de poids fort de v (décalage virtuel de o/8).
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On peut alors calculer le shift ¢' a faire sur cet octet pour mettre son bit de
poids fort 4 1 (¢' = 6 mod 8). Il suffit ensuite, 4 chaque étape, de se placer
directement sur l'octet correspondant de u (décalage virtuel de ¢/8) et

d'effectuer le shift ¢'.
Cette remarque est de maniere évidente généralisable & une mémoire
accessible par tranche de k-bits.

Comparaison entre normalisation et pseudo-normalisation

Le rapport p entre T<porm €t Tnhorm €st donc (avec Tmul = Tdiv) :

Tonom _ 3.Tahin(0) (v - ©)
Thorm Tmul v+ 2.B)

p:

Avec les valeurs de Tshifi(7) et Tmul données dans le tableau 1.1 pour le
transputer T414 d'Inmos :

Tenom ~ (v-m)
Toom (L +2.)

p:

Conclusion

La pseudo-normalisation est donc toujours moins coiiteuse que la
normalisation; elle est en outre d’autant plus avantageuse que u et v sont
grands et proches. Cette remarque est vraie pour la plupart des processeurs,

puisque le cout de Tshif(7) est généralement bien inférieur @ 3. Tyl

IV.3. Algorithme de Pope-Stein avec pseudo-normalisation

L'algorithme de Pope-Stein est décrit ci-dessous, en utilisant une pseudo-
normalisation de u et v pour prévoir le chiffre du quotient cherché a chaque
étape.

algorithme div_N (u, v : B-entier ) - r: B-entier ==
On suppose u2v, et on calcule q et r tels que u = v.q + r avec 0<v<r.
var v, @, O, retenue_+, retenue_- : entier

t, retenue_x : B-chiffre
[Vo, Vilg, [Uz, Uy, Uolp : B-entier
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début

fin

vV, B « taille_N (u), taille_N(v);

r,q ¢« allouer_N (v), allouer_ N(m); (D)
r « dupliquer (u);

G « [Log, B |-[Log, v ]-1; (2)

[Vo. ViIp  « (2%[vg, vo-1, v@-218 ) / B;

Pour k=v-10...0 faire
[U2, Ul’ UO]ﬁ & ( 20'[UU’ Uyp-1, Up-2, uU-3]B ) / B (3)

~ Uz.[32+U1.[3+U0J _1), 4
9<—-Mmﬂ VaB + V, , B-1}; (4)

Pour j=0...® (init retenue_x =0, retenue_- =0) faire (5)

(retenue_x,t) LONGPROD(@, vj, retenue_x );
(retenue_-, rk+j) « LONGDIFF(rk+;, t, retenue_-);
(retenue_-, rk+o+1)LONGDIFF(rk+j, retenue_x, retenue_-);

si (retenue_- #0) alors (6)
gk <0 -1, (7
Pour j=0...® (init retenue_+ = 0) faire

| (retenue_+,rk+j) < LONGADD(rk+j, t, retenue_+);
(retenue_+, rk+m+1)LONGADD(rk+j, 0, retenue_+);(8)
sinon _
qk « 6;
ajuster_N (r), ajuster_N (q); (9)

Implantation et Optimisations :

(1)

La duplication de a est inévitable pour pouvoir évaluer les restes

successifs a chaque étape. On a donc forcément a l'initialisation 1'allocation
d'un entier de taille au moins LLogB u |+ 1, pour obtenir finalement un reste
de taille inférieure a [_LogB v |+1.

Or le quotient résultat est de taille inférieure a |_Log[i u |+1- |_LogB v |11
est donc intéressant d'allouer des le départ une place égale a LLogB u 3,

pour stocker dans un méme bloc quotient et reste - un mot est utilisé en plus
pour le stockage du libellé de q-. Nous n'avons pas décrit dans 1'algorithme
cette optimisation, facilement implantable mais qui complique la lecture de
I'algorithme.
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Il est 2 noter que cette allocation contigué¢ du quotient et du reste n'est a faire
que si 1'on désire calculer ces deux quantités. Pour un calcul uniquement du
quotient (ou du reste), 'algorithme ci-dessus est facilement adaptable.

(2) Pseudo-normalisation de v : elle doit étre effectuée a l'aide de
NORMALIZE et de SHIFTLEFT.

(3) Pseudo-normalisation de u : réalisée a l'aide de SHIFTLEFT.

(4) Calculde 8 : ce calcul s'effectue en arithmétique étendue en base B.
(5) Calcul de r = [uk+w, ..., ukv-BIP - 6.[vm, ..»V0IB

(6) 9 était trop grand de 1 : on met a jour le nouveau coefficient 0-1 de
g, et on restitue le vrai reste, qui est en fait r+v. Il faut rappeler ici que ce
cas est trés rare lorsque 8 est grand.

(7) Cette opération ne peut pas entrainer de dépassement de capacité, car
si 8=0, alors a coup siirqx =0

(8) Cette instruction met retenue_+ a 1 : 1a retenue va donc s'annuler avec
retenue_- qui était aussi a 1. On n'effectue donc pas l'opération.

(9) Le réajustement de r et de q nécessaire a la fin de l'opération doit étre
réalisé de maniere tres précise lorque l'allocation des deux quantités se fait
dans un seul bloc ( cf (1)).

Complexité

Il y a (v-@W+1) étapes (chaque étape correspondant au calcul d'un B-chiffre
du quotient). Nous pouvons négliger le coiit de la boucle (6) qui, nous

'avons vu a une probabilité inférieure a % d'étre exécutée [COMTT]. Le

coiit de chaque étape est alors le coiit de la mise a jour du reste, autrement
dit : (@+1)(Tmul + Tadd) €t le coit de 1a pseudo-normalisation. On a donc :

Tdiv(n, m) = ( Tmul + Tadd )-(n-m+1).m + 3.thif(7).(n-m+1) + Cte

ot Tgiv(n, m) est le temps pour diviser un entier de n B-chiffres par un
entier de m B-chiffres.
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Chapitre 1V
MULTIPLICATION RAPIDE

D'ENTIERS EN PRECISION INFINIE

La complexité de la division étant la méme que celle de la multiplication
[COO069], toute amélioration de complexité de 1'une de ces opérations
entraine une amélioration de l'autre. La multiplication étant
algorithmiquement plus simple a formuler que la division, il est naturel de
s'attacher a son amélioration.

Le meilleur algorithme séquentiel connu est celui de Schonhage-Strassen
[SST71] : il est basé sur la similarité entre la formule donnant le produit
de deux entiers en base B, et le produit de convolution - calculé par
transformée de Fourier discrete rapide : FFT - [KNU81d][AHU74a). La

complexité de cet algorithme est :

Mg(n,m) = O(n.Log m.Log Log m )

Cet algorithme ne peut en fait devenir intéressant que pour des tailles
d'entiers suffisamment grandes : en effet, il nécessite deux calculs de FFT
- directe et inverse - et par conséquent, la constante dans le O est trés
importante. Cela limite son emploi a des entiers relativement grands (plus
de mille chiffres décimaux), méme si certaines améliorations peuvent étre
apportées, notamment en effectuant certains calculs dans des corps finis bien
choisis [HER89].

Nous nous intéressons ici a l'algorithme de Karatsuba. Une généralisation
de cet algorithme adaptée au cas ou les opérandes ne sont pas de méme taille
est étudiée.

I.  Algorithme de Karatsuba
I.1. Présentation et complexité

L'algorithme de Karatsuba [KAO62] permet, par une technique Diviser Pour
Régner, d'améliorer la complexité de la multiplication, et ce méme pour des
entiers de taille modeste.

Soient u = [ug, Up.1, ..., Uglg €tV =[vp, Vpy, ..., Volg deux B-entiers de méme
taille, supposée de la forme n = 2P-1.
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ug = [uzr.y, Uy, ..., Ul v =[vory, vara, ..., Vorilg
Posons : et

uL = [uz?l-l, Uyprtoa, ..., U()]B VL = [V2P‘1_1, Varl g, iy Vo]B
Le produit u.v peut s'écrire :

2p—1 2p1

wv = (ug.B +u).(vgp® +vp)
P p-1
= (uH.vH).B2 + ((ug-ur).(vL-VH) + UH.VH + UL.VL) Bz +up.vp

11 est donc possible d'effectuer une multiplication de deux B-entiers de taille
n avec trois multiplications de taille n/2, de deux additions de taille n/2 (uy -

ug et vi_- vy) et de quatre additions de taille n.
On a donc, si Tkar(p) est le temps mis pour multiplier deux nombres de taille

n = 2P-1 par l'algorithme de Karatsuba :
Tkar(1) = Tmul
Tkar(n = 2P1) = 3. Tkar(n/2) + 5.n.Tagd

8
Dot lon tire :  Tiar(2P1) = 3P 1 11 + 5.2P{(%)” -1).radd

Et donc : Tikar(n) = nt0823 101 + 10.Ta44.(n10823 - n)

Tkar(n) = (Tmut + 10.Tadd).nt082 - 10.n.Tadd

Remarque : Une évaluation plus précise de la complexité tenant compte du
nombre de comparaisons effectuées est donné dans [ZIM89].

I.2. Implantation de I'algorithme - Etude du colit mémoire

Une étude de l'algorithme permet de borner la place mémoire nécessaire a
son exécution.

Proposition

Soient u et v deux entiers de n B-chiffres, ou n est une puissance de deux.
Alors 3.n B-chiffres suffisent a l'évaluation de l'agorithme de Karatsuba
appliqué du et v.

Preuve :
Au plus haut niveau, aprés la découpe de u et de v en respectivement [up,uy ]
et [vy,vL], on procéde au calcul de :

¢ SO UHUL coverinieiiieenienenen, n/2 B-chiffres nécessaires
¢ SIS VLVH coiiiiiiiiieieeainannn, n/2 B-chiffres nécessaires
¢ Po=S0.St e, n B-chiffres nécessaires
¢ Pi=UHVH ot n B-chiffres nécessaires
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¢ Po=up.vp i n B-chiffres nécessaires

¢ R =u.vensommant Py,Py,P;...2.n B-chiffres nécessaires
Soit R le résultat de 'opération finale. R peut étre alloué avant le début du
calcul, et la place qu'il occupe est alors disponible pour le stockage de
valeurs temporaires.
Par ailleurs, il est nécessaire de disposer au moins de 3.n B-chiffres pour le
stockage de Po,P;,P>. Il est donc nécessaire de disposer au moins de n B-
chiffres en plus du résultat R. Soit T un entier de n B-chiffres pré-alloué.
I1 est alors possible d'effectuer toutes les opérations sans avoir besoin de
mémoire supplémentaire.

L'algorithme suivant propose une implantation. Il est a noter que l'un des
opérandes (u) est perdu, et qu'il est donc nécessaire d'effectuer l'algorithme
sur une valeur de u dupliquée.
Soient: Ry (resp. Rp) les n B-chiffres de poids fort (resp. faible) de R
Ryn (resp. Ryy) les n B-chiffres de poids fort (resp. faible) de Ry
Ry (resp. Rpy) les n B-chiffres de poids fort (resp. faible) de R
T la zone de calculs intermédiaires de n B-chiffres pré-allouée

1°/ uyg-ur «— Ru

2°/ VL-VH «— Ru,

3°/ Ru.Ryw & T avec Ry comme zone de calculs intermédiaires

4°/ up.vp « Ry avec Ryjcomme zone de calculs intermédiaires
5°/ un.VH ¢« Ry avec uy comme zone de calculs intermédiaires
6°/ T+uLvy « T

7°/ T+UH.VH «— T

8°/ T+[Run,RmRun) & [Ren,RyRun)

II. Algorithme de Karatsuba mixte
I1.1. Présentation de l'algorithme

Il est essentiel de remarquer que le controle nécessité par cet algorithme
( utilisation d'une pile pour les différents appels récursifs, accés a
différentes parties des entiers ) est tres coliteux. Ce contrdle augmente d'un
facteur non négligeable la constante du terme en n'083, La complexité
pratique de l'algorithme de Karatsuba est donc beaucoup plus importante
que la complexité théorique.

Par contre, l'algorithme standard présenté en 1V.1.d ne demande quasiment
aucun contrdle; en outre, les accés se font par incrément constant de la taille
du mot machine. Nous avons vu que la complexité de cet algorithme est :
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Tou(n,m) = (Tmu1 + Tagd)-n.M
Par ailleurs, I'algorithme de Karatsuba n'est bien adapté qu'au cas ol les
deux opérandes sont de méme taille, et de plus lorsque cette taille est de la
forme 2P-1. Dans le cas général, il est donc intéressant d'utiliser
l'algorithme standard dés que la taille d'un des opérandes & multiplier au
cours de l'algorithme devient inférieure & une certaine constante Niar

dépendante de la machine.

Tmul(Niar, Niar) € Tiar(Niar)
Tmul(Nkart1, Niart1) > Tiar(Niart1)

Nkar est définie par :

Niar est donc le plus petit entier n tel que :
(Tmul + 10.Tadd).nMo%23 - 10.n.Tadd - (Tmul + Tadd).n2 <0

En négligeant le terme linéaire, on en déduit que N,y est plus grand que le

plus petit entier n tel que : (Tmul + 15.7Tadd).nt083 < (tmul + ‘radd).n2
D'ou l'on tire :

1
Nigr > (ImmilO_Tadd) 2 -Log23
Tmut+Tadd

II.2. Application au Transputer T414

En utilisant les valeurs de Tmuy] et Tadd données dans le tableau I1.1, on en

. .
déduit : Niar 2(%5532)2-1.0;;23 >12

Il apparait donc que I'algorithme de Karatsuba n'est intéressant que pour
des entiers déja raisonnablement grands (au moins 130 chiffres décimaux).

Détermination expérimentale :

Le calcul précédent ne tient pas compte des lectures et écritures mémoire
ainsi que du cofit de contréle de l'algorithme. Le resultat donné ne fournit
donc qu'une bormne inférieure pour Niay.

La détermination de Ngar peut étre trés facilement faite de maniére
expérimentale par comparaison des temps obtenus par l'algorithme
standard et par l'algorithme mixte décrit ci-dessous, et ce en faisant varier
Nkar.

La valeur expérimentale trouvée est alors : Nkar =24
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Temps (en ms)
100

Algorithme standard
80 I

Algorithme mixte

40

20

1 1

0 16 Nkar=24 3, 48 64

des
80

Nombre de B-chiffres

opérandes

Fig1 Calcul de la constante Ny, sur le transputer T414

Il apparait donc que I'algorithme de Karatsuba n'est intéressant que pour
des entiers déja raisonnablement grands (environ 250 chiffres décimaux).

I1.3. Implantation et comparaison des algorithmes

L'algorithme de Karatsuba mixte a été implanté sur le transputer T414, et
des mesures ont été effectuées pour différentes valeurs de Ngar. Nous
donnons ici les courbes correspondant a ces mesures, ainsi qu'une
comparaison entre l'algorithme standard, le meilleur algorithme de
Karatsuba mixte, et I'algorithme de Schénhage-Strassen qui a été implanté

sur le transputer par Yvan Herreros [HER88].
Log (temps)

10 d

8.4

y= -2,4085+1,5758x R =1,00

y=-23879 +1,5944x R= 1,

L] LJ L L]

4 s 6 7 8

9

Log (nb B-chiffres)

Fig. 2 Vérification de la complexité théorique : Log,3 = 1,585

La courbe ci-dessus permet de vérifier que le cofit expérimental est :

T(n) =9.n!8.105 s
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Ce qui est en accord avec la complexité théorique.
Temps (en ms)

100000
Algorithme
80000 Standard
60000 |
40000 j
20000
o Karatsuba
0 Schénhage-Strassen Nombre de
.o = Y Y T T chiffres décimaux
0 1000 2000 3000

Fig. 3 Comparaison asymptotique des trois algorithmes

ITI. Algorithme de Karatsuba mixte généralisé

Nous nous intéressons maintenant a la multiplication d'un nombre u de n
B-chiffres par un nombre v ayant p B-chiffres.

IT1.1. Présentation de l'algorithme - Calcul de la découpe
optimale

Soit d un entier positif quelconque. En utilisant un schéma type Karatsuba,
nous pouvons écrire :

wv = IT;.324 + (I15-11,-T1,).pd + I, (1)
I, = (u/B).(v /B
avec M=u% Bd).(v % Bd) (2)

My=(u/B +u%Bhw/p +v%ph

I1 est donc possible quelles que soient les tailles de u et v d'obtenir leur
produit & partir de trois sous-multiplications. Le probléme est de choisir
I'entier d qui minimise le céut de 1'opération totale.

Soit ¢ (n,p) le codt de la multiplication de u par v, et soit @n,p (d) le coiit
pour l'operation (1) avec découpe en d. Nous pouvons écrire d'apres (2) :

¢np (d) = ¢(n-d, p-d) + ¢( max(n-d,d), max(p-d,d) ) + ¢(d,d) (3)
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Soit d*(n,p) la découpe optimale qui minimise ¢ (n,p). La fonction d* est
donc caractérisée par :

Ongdnp) = 1:/[r1qn 6(n-d,p-d) + 0 (Max(n-d,d), Max(p-d,d)) + 6(d,d)} | (4)

Proposition 1

Si ¢ est convexe et super-linéaire, alors :

* Max n,
3(ng,po)! ¥ (np) n>npetp>py = d*(np) .—____2_(_1’_)
Preuve :
: . (n,p)
¢ super-linéaire équivaut a : ¢n—+5* -
n,p—oo

Sous les hypothéses de la proposition, on obtient donc que la somme des
trois valeurs : ¢(n-d,p-d), ¢( max(n-d,d),max(p-d,d) ) et ¢(d,d) est du
méme ordre que la plus grande de ces trois valeurs.

On a donc asymptotiquement :

On pldnp) = Min Max [6(n-d,p-d); ¢(Max(n-d.d) Max(p-d,d)); ¢(d.d)

Supposons p < n. Trois cas sont alors a distinguer :

1°/ side {0,...,p/2} :ona:n-d 2 p-d = d. D'ol l'on tire :

Max {¢(n-d, p-d), ¢( max(n-d,d), max(p-d,d) ), ¢(d,d)} = ¢(n-d, p-d)
Or, dans {0,...,p/2}, la valeur minimale de ¢(n-d, p-d) est atteinte pour
d=p/2, et vaut : o(n - p/2, p/2)

2°/ side {p/2+1,....n/2}:
On peut ici distinguer le cas d 2 p du cas d < p.
Mais, dans les deux cas.on a : n-d 2 d = p-d. D'ou I'on tire :

Max {¢(n-d, p-d), ¢( max(n-d,d), max(p-d,d) ), ¢(d,d)} = ¢(n-d,d)
Or, sur {p/2,...,n/2}, ¢(n-d, d) est minimal lorsque 1'écart entre (n-d) et d
est minimal car le probléme est symétrique par rapport aux deux quantités
(n-d) et d, et la fonction ¢ est convexe.

Autrement dit, la valeur minimale de ¢(n-d, d) est atteinte pour d=n/2, et
vaut : ¢o(n/2, n/2)
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3°/ side {n/2+1,...,4e} :ona:d>n-d > p-d. D'od I'on tire :

Max {¢(n-d, p-d), ¢( max(n-d,d), max(p-d,d) ), 6(d,d)} = ¢(d, d)
Or, sur {n/2+1,...,400}, la valeur minimale de ¢(d, d) est atteinte pour
d=n/2+1, et vaut : o(n/2+1, n/2+1)

La plus petite valeur est donc obtenue dans le cas (2),etona: d*(n,p) = B—j

La valeur correspondante de ¢p p (d*(n,p)) est alors obtenue en remplagant
d par sa valeur dans (4) :

onp @02 =03} P3N+ (3D + 33 ©

Corollaire
Une technique de type Karatsuba permet de multiplier deux entiers de n et p

B-chiffres en un nombre My, (n,p) de multiplications dans U qui vérifie :
Miar(n,1) = n. Ty

Ve = M3 28]+ M (] 1) + M 2]

Preuve :

Avec la conjecture que la multiplication est une fonction convexe
(hypothise tout 2 fait naturelle sur le modele de calcul choisi), 1a récurrence
donnée ci-dessus se déduit directement, A partir de (3) et (5). Myar(n,1) est
obtenu en multipliant par 1'algorithme standard les deux entiers.

I11.2. Complexité de l'algorithme de Karatsuba généralisé

Proposition 2 _
La complexité Mgqr(n,p) de l'algorithme type Karatsuba, basé sur la
découpe optimale d*(n,p), est :

Miar(np) = O( np3-1)

Preuve :
Lemme : Mka,(Zd,Zd) = 3d.1‘,,,u1
Preuve:

Mar(2%2Y) = 2 M (2247 2% + M (22 2% = 3. My (28,29
D'ou l'on tire le résultat.
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Supposons n=p=n/2. On a alors:
Miar(n,p) = Mkar(n/2,p-1/2) + 2.Myar(n/2,n/2)
= O( Mar(n/2,0/2) ) + Myar(n/2,p-1/2)

Or, (p-n/2 < n/2) par hypotheése. Donc, la fonction de coit de la
multiplication étant croissante, on a : Miar(n/2,p-n/2) € Myar(n/2,n/2)

D'ot I'on déduit :  Mya(n,p) = O( Mia(n/2,n/2) )
Et en utilisant le lemme : Mi(np) = O(n™%23)

Supposons n2p et p<n/2. On a alors:
Miar(n,p) = 2.Mya(n/2,p)

Posonsn=2%etp=2°Onaalors: Mu(2°2% =2Mu(2%'2%
et par une récurrence immédiate : M (28,29 =24 M. (25,29

Et finalement :

L0g23-1

Mia(np) ==.p 3=r1.p

n
D
Cette derniere formule étant aussi vérifiée dans le cas n>p>n/2 étudié ci-
dessus, on a démontré le résultat énoncé.

Conclusion Générale

L’algorithme de Karatsuba généralisé a une complexité théorique inférieure
a l'algorithme standard, méme lorsque les opérandes sont de tailles
distinctes

Remarques
1°  Les remarques faites sur I'algorithme de Karatsuba classique & propos
de I'implantation et du coilit mémoire sont encore valables : il suffit de

considérer le plus grand des deux entiers pour allouer la place suffisante.

2°  Paranalogie a la constante Nkgr, il est essentiel de calculer les valeurs
critiques de n et p pour lesquelles 1'algorithme standard est plus rapide.
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Chapitre V

DIVISION RAPIDE D'ENTIERS EN PRECISION INFINIE

Le but de ce paragraphe est de montrer que la division d'entiers en précision
infinie a la méme complexité que la multiplication. Cela ne peut étre déduit
de l'algorithme Pope et Stein, car les multiplications effectuées dans cet
algorithme sont des produits de B-entiers par des B-chiffres. Or, nous
savons que, dans ce cas, l'algorithme de multiplication standard réalise
I'optimal.

L'algorithme proposé réalise un intéressant compromis : d'une part, il a le
méme ordre de complexité que 1'algorithme de Cook pour la division d'un
entier de 2.n B-chiffres par un autre de n B-chiffres [AHU74b]. D'autre
part, il est particuliecrement adapté a la division de deux nombres
quelconques : dans ce cas sa complexité est meilleure que celle de
l'algorithme de Cook. Si m est le nombre de chiffres du dividende et n celui
du diviseur (m>n), alors la complexité de cet algorithme est :

Dg(m,n) = (5 + £n+1)MB(n n) + Mpa(m, m-n) + Ma(n, m-n) + O(n,m)

Par ailleurs, bien que construit sur un itération de Newton, cet algorithme
calcule les itérés successifs sans troncature, et est par suite minimal: tous les
chiffres calculés sont pleinement exploités pour obtenir le résultat.

Soit u, v deux entiers; on suppose u>v et on désire calculer q = u/v.
g=lu/v] & q= |up] avecp=%

L'idée de base proposée par Cook [COQO66] est d'approcher p par son
réciproque p défini par :

Définition 1
On appelle réciproque de Cook de v en base B I'entier r défini par :
r=[p"1 v | avec n= [ Loggv J

En fait, pour calculer la valeur de q, il est clair que le choix du nombre oy
de B-chiffres de p est li€ au nombre de B-chiffres de u. Il faut donc
généraliser la notion de réciproque au calcul d'un certain nombre o de
chiffres significatifs de l'inverse rationnel d'un entier.

Définition 2 (généralisation du réciproque de Cook)
On appelle a-réciproque en base B d’un entier v l'entier py défini par :

pa= ]
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Proposition 1
Soitu=[u,,....uplg et v=[v,,....v,]g deux entiers, avec v,#0 et u,=0. Alors :

—— Pl
[{H= u.pprip P J+ ¢ avec ce {0,1} terme correcteur

o Pp+1 est le (p+1)-réciproque base Bde v.

Preuve :

p+l p+1 p+1
Ona: p—,f:1=[Ev—J et soit e=[—3—v——-[BTJ (0<e<1)
s . —— np-1 -p-1 -
D'ou I'on tire : [1"}] =[u.pp+1.l3 +u.ef j et O<uef
Par propriété de la partie entiere d'un nombre positif, on en déduit donc le
résultat.

Remarques :
Le choix de o, est dans un certain sens optimal, car la p ¢me B-décimale de

%— intervient de maniere directe dans le calcul du plus petit B-chiffre de
(u/v).

Par ailleurs, les n premiéres f-décimales de % sont nulles, donc seules les

(p-n) premieres B-décimales de% sont a calculer.

I.  Calcul du a-réciproque par une itération type Newton

Soit v un entier positif ( supposé plus grand que 2 ) quelconque. On
s'intéresse ici au calcul du a-réciproque p = E— de v.

En fait, de fagon a éviter la division par v, p peut étre considéré comme la
solution de I'équation non linéaire - du type f(p) = 0 - suivante :
l.v -0

P B

p peut donc étre considéré comme le point fixe de l'itération de Newton

associée a cette équation. Cette itération est obtenue en considérant le
développement limité de f a 'ordre 1 au voisinage d'une racine y de f :

R (€9
Y= Ee )+O(XY)2

D'ot l'on tire : y=2X- x2.v.[3 + O(x-y)2
p est donc point fixe de l'itération :
Pn+1 = 2.Pn- PR.V.PC
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Soit &y = pp, - p I'erreur commise & chaque étape. Ona:
=_ V_g2
& = - Z5-En-1

B
Soit pp une valeur approchée de p et €9 =pp - p. Ona alors :

En= (-1)“.(Bla n.£(2).n

L'itération de Newton convergeant quadratiquement si € est "assez" petit,
on obtient donc le "double de précision” sur p a chaque étape. Mais les itérés

sont rationnels : or on aimerait calculer dans les entiers, puisque le résultat
Po cherché est un entier.

1l s'agit donc de construire 2 partir de cette itération dans Q , une itération

dans Z qui converge vers py en un nombre fixé d'itérations.

L'idée de base est a chaque étape d'effectuer les calculs modulo une certaine
borne. Puis, pour 1'étape suivante, de doubler cette borne, de fagon a
doubler le nombre de chiffres significatifs obtenus - caractéristique d'une
convergence quadratique -.

Le schéma général de l'itération (I) peut alors s'écrire :

Bo borne initiale pour les calculs

To approximation de (By/v)
Bn= B,Z,_l la précision est doublée a chaque étape

yg‘“) =2.1,.B - 13V yg‘*l) est une approximation de (By4+1/v)
(N+1)12 : (n+1)
T e
Bn+1 une itération de Newton

Tnil = lyg‘“ )J résultat entier final de l'étape

Soit &, = -Bvﬂ - I I'erreur commise sur le ni¢éme itéré; on pose : &y = %l - 1p.

En pratique, la constante K de I'itération In n'est pas fixée : on boucle sur

cette itération tant que la différence entre deux termes y& consécutifs est
supérieure A une certaine valeur - en général on choisit By.; comme critére
d'arrét -. L'analyse de la complexité est alors difficile.

II. Le probléme de la convergence

Ici, il s'agit d'assigner a la constante K la plus petite valeur possible. Il faut
donc déterminer le plus petit entier K qui assure la convergence, et choisir
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les valeurs initiales By et ry qui permettent d'obtenir un certain nombre de
B-chiffres de p dans ro.

Nous considérons dans la suite deux types de convergences pour cette
itération : "sur-quadratique” et "sous-quadratique”.

Définition 3 : )
L'itération I converge sur-quadratiquement si et seulement si :

>5a>1,3Ny/ V n > Np 8n+1<a.8§
VB<1,V Ny/ 3>n > Npg 8n+1>[3.8§

Définition 4 :
L'itération I converge sous-quadratiquement si et seulement si :
2
ya<1,3N,/ VYn>Ng 0,4 <0.0p

Deux cas peuvent se produire :

- si la convergence est sur-quadratique, la justesse d'un certain
nombre de chiffres a une étape ne garantit pas la justesse de ces mémes
chiffres a 1'étape suivante.

- par contre, si la convergence est sous-quadratique, alors I'exactitude
d'un certain nombre de chiffres a une étape garantit la justesse de ces mémes
chiffres pour les étapes suivantes.

ITI. Sur-convergence et itération approchée

I1 est clair que si l'itération (I) est sur-quadratique, alors, a chaque étape,
By
v

que l'itération permet d'obtenir une approximation I—;IL de plus en plus
n

'erreur entre =2 et r, croit, méme lorsque les conditions initiales sont telles

précise de %

Lemme 1 : _
K21 est une condition nécessaire pour que la convergence soit sous-
quadratique.

Preuve :

: 2
SiK=0.Onaalors: &,,; <v.b, + 1, et la convergence est sur-
quadratique ( puisque v>1).
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Si l'on choisit By, tel que By > v et 1y tel que 18yl < 1 ( cas optimal pour
I'approximation entiere d'un rationnel), on obtient :

o= vzn'l.&z) < B}
Or, pour n22 :
Ea_n 21 nn 2"2
= v -8n>B0 -By > B§
On en déduit donc qu'a chaque étape, au moins les (2" - 2 -n) premiers
Bo-chiffres de r, sont exacts.

Proposition 2.1

’ Bo= Bm”) avec t=|Loggv] etro = l%ﬂj

Soit r, défini par : B,=B2,;
pour n>1
rn+l = 2.rn.Bn -
’ . B2"+ 2+n
Pour toute valeur de n, ry vérifie : 0 <1

Preuve

Elle est immédiate a partir des remarques ci-dessus, en tenant compte que

2+2+n
les (2" - 2 -n) Bo-chiffres de Busl correspondenta B0 .

Les schémas ci-dessous montrent le comportement de r,,, a partir de r,, lors
d'une iteration, a partir de I'approximation qui est effectuée.

B |

R R

A '

B v v LA | T T
nooT, B .r

2
Fig.1 Approximation grossiere de | <% {B J a partirde r,,
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y -\Nz’u.,\.;;!*\
B | R e ]
n+l :

0 T t Y T T 1 Y T
r r
n 'Bn n+l

Fig.2  Calcul de r,, a partir d'une itération type Newton

IV. Sous-convergence et itération exacte

Il est clair que si l'itération (I) est sous-quadratique, et que les conditions
initiales sont telles que 8 est majoré par 1, alors pour toute valeur de n, 8,

B
sera majoré par 1, ce qui assure des approximations successives de L-;"LJ
"exactes” (l'erreur étant majorée par 1, l'approximation est quasi-

optimale).

Il s'agit donc d'étudier pour quelles valeurs de K la convergence est sous-
quadratique, puis d'étudier des conditions initiales satisfaisantes.

Lemme 2 :
K=1 et est une condition suffisante pour que la convergence soit sous-
quadratique.

Preuve :
SiK=1,onaalors :
1 ) "
%
A B2 2
D'ot l'on tire : On+1 <L2 ) (_\_,n _ y8n+1)) +1
Ba

Et, en remplagant y(()“”) par sa valeur :

3 4
6n+1<¥'5.8n+1

n

Avec un bon choix des conditions initiales, la convergence est alors au
moins sous-quadratique.
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Adéquation des conditions initiales pour une itération exacte

Supposons que 1'on veuille assurer une itération "exacte", c'est a dire telle
pPp q

qu'a toute étape r, soit égal a [B\—,ﬂj

Partant du calcul du réciproque de Cook de v, on obtient les conditions
initiales : ’ Bo =B " avec t=|Loggv|

\ g = [@J et |80'< 1 '

Il est donc clair que, pour tout n, 8, < 2. On en déduit alors - r, et l%J étant
entiers - : . [&} <1
v
L'approximation r, de la valeur [%J est donc de précision fixe.
Proposition 2.2 :
Soit r, défini par :
2.t +1 .
By = B( ' avec t=|Loggv]; etsoit B,=B2;
ro = (Bo/v) 1o est le 1-réciproque de Cook de v
fns12 = 2.0.By - 12V itération entiére
2
Tne1 = 2.Tns1/2 - MJ correction
Bn+1
Pour toute valeur de n, r, vérifie : Ir anJ <1
n l Bens —_—
v

L'algorithme de passage d'un itéré au suivant est représenté ci-dessous.

2
h1
=}
joe]
-t

2
Fig. 3 Approximation grossiere de lg‘,ﬂ} A partirder,
(identique A l'itération précédente : fig.1)
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Al

/

n+i

e H
v 1 LA | Y T M T
0
T By rn+1

I.n+l/2
Fig. 4  Calcul de r,, a partir de deux itérations type Newton

V. Itération type Newton avec correction en temps constant

Nous avons vu qu'une convergence sous-quadratique est nécessaire si I'on

veut a chaque étape une approximation a précision fixe de l%ﬂJ Il est

cependant clair que la conclusion 2 - et la correction par une itération type
Newton- impose un calcul complexe d'une part, et d'autre part donne un
résultat trés -trop- fort : & partir d'une convergence sur-quadratique, on
obtient une convergence sous-quadrique, pour n'utiliser finalement que le
fait que la convergence est sous-quadratique !

Nous nous intéressons donc maintenant a l'itération de Newton entiére
décrite précédemment (§111) :

IBO _ B(2.l+l)
‘{Bn = Bg—l

rn+l = 2.rn.Bn - I'%.V

avec t=|Loggv]| etrg = l%g]

pour n21

Soit A, = By - rp.v le reste obtenu par I'approximation r, de l%ﬂJ

Il est clairque I'on a :
0<d,<1 & 0<A,<v

Or, a chaque étape, A, est donné par la récurrence :

2
Api=4y

B
Supposons r, = l——“—J Onaalors : 0 £ A, < v. On en déduit donc :Ap,p < V2
\%
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Le terme correcteur Ty, 4 imputer a rp,; pour obtenir A, < v peut donc
étre évalué en divisant A,y par v.
Posons Tpe1 = (Ans1/v). Il vient :

0 <Bps1 - (fas1 + Tps1).V <V

(rn+1 + Tn+1) est donc le quotient euclidien exact lgs—*lj

Proposition 3 :

Soit r, défini par :
(2t+1)

Bo=0 avec t=|Loggv]; etsoit By= BZ,
ro = (Bo/v) 1 est le 1-réciproque de Cook de v
Tne12 = 2.10.Bp - 13V itération entiére
I'n+l = Ins1p2 + Pﬂﬂ'—‘fﬂﬂﬂj correction
Pour toute valeur de n, r, vérifie : rn=(Bn/v)
Preuve

La construction de l'itération est une démonstration de la proposition. Nous
donnons ici une démonstration directe, par récurrence.

De par les conditions initiales,on a : rg = l%Q}
Supposons que r; est le quotient de la division euclidienne de B, par v.

Soit Ap =B, - 1,.v : Ajest alors le reste euclidien de la division de B, par v.

Aps1 = Bpyt - Tna1.v

- o2y
=By - 2.00.Bov - 2.V2 -V le] 2.10.Bp.v - rg.v j

=(Bp - In. v)2 “B“ -tV

v éﬂ- Y
v Lv
D'ou l'on tire : 0<A <V

Comme Ap4g est un entier, on en déduit que Ap, est le reste euclidien de la
division de By, par v.

Par suite, ry4; est bien le quotient de la division euclidienne de By, par v.
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VI. Analyse du calcul : recentrage de l'itération

Différentes remarques permettent de simplifier le calcul de l'itération
précédente. Nous nous attachons a les développer ici.

A chaque pas de l'itération précédente, on a : 0< va -p<1
A la (n+1)ieme itération, seuls les L Logg B, | B-chiffres de poids faible de

r,.; sont donc modifiés - si 1'on ne compte pas une éventuelle propagation de
retenue, toujours possible mais de cofit linéaire -.

I1 est donc suffisant de considérer seulement ces B-chiffres de poids faible,
ce qui revient a "recentrer” I'itération a droite de zéro.

Posons : An+1/2 = Ins1/2 - Tn.Ba
An+1/2 peut étre considéré comme l'approximation par une itération de

Newton des B, chiffres de poids faible de ry+;. On a translaté les chiffres
inconnus a déterminer pres de zéro.

En remplagant rp41/2 par son expression, Apy1p s'écrit :
ln+1/2 =rn. (Bp-mv)

Posant A, = B, - r,.v, on obtient : Ans172 = InAp
( Ap est forcément connu lorsque l'on effectue la correction présentée au
paragraphe précédent ).

Par analogie, posons Apt1/2 = Bre1 - Ins12.v; il vient :
An+l/2 = Ap.Bg - ln+1/2

An+172 est donc tres facile a évaluer, puisqu'il correspond a la soustraction de
A, -décalé de B, B-chiffres- et de Apy1p.

A partir de la valeur de Ap41p, il est possible de construire 1,,;, correction a

apporter a rp,1/2 pour obtenir rp,}, ainsi que A,y reste euclidien de By
divisé parv. '
En effet : Ty = [Bn+l - Tpe12:V
n+l =
\Y

J= (Aniir/ V)

Et : An+1 = Bn+1 “Ipe)VE (An+1/2 mod V)
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Proposition 4 :

Soit r, défini par :

2.t+1)

Bo=p avec t=|Loggv|; etsoit B,=B2,
ro = (Bo/v) et Ag=(Bo% V)

As12 = AnTy

Ansin = Aﬁ

Tnel = Ansi /v et Anv1 =Apsipmod v
Tn+l = In.Bp + )bn+1/2 + Tn+l

Pour toute valeur de n, r, et Ay vérifient : rp = (Bn/v) et Ay = (B, modv)

Preuve

Elle se déduit directement de la conclusion 3, en utilisant les remarques ci-
dessus. Nous proposons ici une démonstration directe, par récurrence.

De par les conditions initiales, on a : rg = I&J

- ) et Ap est le reste euclidien de
la division de Bg par v.

Supposons que r, et A, sont respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de By, par v.
Montrons que A, est alors le reste euclidien de la division de By, par v.

Any1 = Ans1p mod v
2
= An - Th+1.V
= Bps1 - 2.00.Bnv + 12.v2 - v. o4
= Bn+] - V. ( rn.Bn + rn. ( Bn - rn.v ) + Tn+1)

Or, par hypotheése de récurrence : An=Bp-1.v
Comme rqp.Aq = Ape1p2, €t de par la valeur de 141, on obtient :
Bos1= Tns1v + Apr

Par ailleurs, comme Ay, est le reste d'une division euclidienne par v, Apy
estentieret 0 <A, <v.
Onadonc: Brt1= 1.V + Apyr avec0<Ap <v

On en déduit que Ap, est le reste euclidien de la division de By parv.
Par suite, ry, est donc le quotient de la division euclidienne de By, par v
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VII. Etude du calcul de l'itération : Réciproque de Cook
VII.1. Conditions initiales

Nous avons vu que les conditions initiales de l'itération précédente
dépendent du calcul du réciproque de Cook de v.

En fait, la démonstration montre qu'il n'est pas nécessaire de partir du
réciproque de v; la seule condition nécessaire est que rg et By soient tels que :

=[5
Supposons que B soit un carré parfait, et soit '/ sa racine.
Posons : By = B'.p'? ob t=|Logpv|

On a alors : 0< [%QJ < [31/2

l%QJ peut donc étre calculé en temps linéaire par rapport a t : ce calcul est
donc de cofit "négligeable".

Conclusion : on peut s'affranchir du calcul du réciproque de Cook de v
dans l'estimation des conditions initiales de l'itération (4).

VII.2. Division par v et réciproque de Cook

Il reste néanmoins qu'a chaque étape de l'itération (4), une division d'un
entier inférieur au carré de v par v est a effectuer. D' aprés § II, cette
division peut-€tre a chaque étape effectuée & 1'aide d'une multiplication par
le réciproque de v : le calcul du réciproque de Cook est donc inévitable.

Notre propos est ici de dégager un algorithme itératif de caicul du
réciproque base B d'un entier quelconque. Cet algorithme peut étre vu

comme l'extension a une base 3 quelconque du calcul du réciproque base 2,
décrit par Cook [COO66][AHU74b).

Soit v = [vy, Va1, ..., Volg un PB-entier supérieur 2 2, avec vp,>1. Nous
supposerons en outre n = 2P-1 (pour plus de commodité, et sans restriction).

Définition :
On appelle réciproque de Cook de v l'entier r défini par :
r= (Bo/v) avec Bo=p~™" et n=|Logg v|

Soit i) le réciproque de v® = [vp, V.1, ..., Vo2t lp.
Le réciproque de v est alors v®,
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Par récurrence, on suppose connu v et I'on cherche  construire v&+D.

2k+1_1 .
Posons A® =B . 0 v® : comme r® est le réciproque de v, on en
déduit que : 0<A® < yv®
La connaissance de r®) permet de donner une premiére approximation de

r®+D_En effet, soit C® = v&+D . v(k).sz .Onaalors: 0<C® < sz.
A l'aide de C® , r®+D peut s'écrire :
B2k+2_ 1 J 9k+2 4 ok+l g

p g2 B
vt ) b

rk+1) =

BP0+ c®| | v c®p?

Compte-tenu de I'encadrement sur C%), on déduit :

2k+1_]

> B ya
. <+ <37 0
b v® 4 1 b

2 . L.
B .r®) est donc une approximation - par valeur supérieure - de r&*1 : cette

approximation est tres facile a obtenir, mais il faut l'affiner.
De fagon 2 éviter une division par v(¥), rarement agréable -...-, r® peut étre
considéré comme la partie entiere de la solution rationnelle de 1'équation :

1_ vkl _
X 21:42 1
B
L'itération de Newton associée a cette équation est ( § II1. ) :
x2 yk+1)
Xp+1 = 2.Xp - —?;2“2_1
2k
Posons : xo=p" .r®
. e 2k 9 : _2k+l+l
Le premier itéré est : x1 =25 1® - & yk+eD) 3

Comme pour le calcul du a-réciproque, il est difficile d'estimer l'erreur

entre les itérés successifs et le réciproque -entier- cherché. Nous
considérons donc l'erreur avec le réciproque rationnel -exact-.
2423

Soit £= - X1
y(k+1)

En remplagant x; par sa valeur, on obtient :

3.21 6.2“2
e=¥® a2 g 0P P
Pt | vk+D) v(k+1)2

B
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On en déduit :
k+1 2
21
e= v [ 4y B
¥ yk+1)
B 2“
B
v&D _ oy, c® g2
Or: o =vVW® + ﬁ
B
2k+1_
Et v < g% !

On obtient ainsi un encadrement de 1'erreur commise € :

ok 2
0<e<|r®- B
v 4 07
Or:
2k+l_1 2k+1_1 2k
o P =(r<k>.B )+B B1- I
vk 4+ C(k).B-Zk vio S Ve 1+ CO").B'ZIK.V(“)'l

2k+1_1

r® est le réciproque de v®; onadonc : -1 <1® - P o< 0
v

. 2
Et, par ailleurs, comme 0 < C® g7 v '<1,ona:

2k
0<(1- 1 < ctp
( 1+C0p2 yol ) v
Nous avons supposé v normalisé, c'est a dire v, > 1. On en déduit :

Finalement, on obtient I'encadrement de 1'erreur € :

2k+2_ 1

=)
IA
=
[}
oy
A
SN

Il est alors trés facile d'estimer l'erreur entre le réciproque r&*D de v&+D g¢
la partie entiere supérieure de x,. On obtient 'encadrement :

-1 < I(k“) -[xl] <3
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Lemme 5.1 : Détermination approchée de r'*+1)

Soit r® le réciproque de v¥, et *+1) le réciproque de v*+1)-
Soit p l'entier défini & partir de r'® par :
k 2
p=2p" .10 [r(k >2,ka_;“1> J

p
Alors p vérifie :

1< p<3

N.B. : Aho, Hopcroft et Ullman [AHU74] montrent, uniquement dans le cas
out =2, que I'on a 0<e<6; la borne donnée ici est donc plus fine.

Preuve

Elle se déduit directement de I'encadrement de rk+D -[x;] qui précede, 2
partir de la remarque :

[xﬂ:[z_gzk,,(k) Ry | 2_[32*,,0() )

2‘“’-1

B

2k+l_l

B

(k)2 v(k+1)J

Correction

A partir de la valeur de p, il faut pouvoir étre capable de calculer la valeur
de r**D). Cela peut étre réalisé grice au lemme :

Lemme 5.2 : Détermination exacte de r'*+1)

Soit p l'entier défini dans le lemmel, et soit () l'algorithme suivant :

ce0; u e (p+1).vk+
BLG-— 2 BH(-—Z,'
Tantque ( By # By ) faire
(2) si (u<p® ") alors
I BLec¢; cec+l; ueu+ v,
sinon
I Byéec-1; ce=c-1; ueu-vk,;

L'algorithme (2) calcule ¢ € {-2,...,2} tel que : Hk+l) = p+c+1
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Preuve

Elle se déduit directement de la remarque suivante :

2k+2_1
x.vE&D <3

Soit x un entier. On a : x=rkt) & o2 |
(x+1).v&D > B

Posons x = (p+1).
D'apres le lemme 1, 1®*D = x + c avec c e I={-2,1,0,1,2}.
L'algorithme (A) effectue en fait une recherche dichotomique sur

l'intervalle I, pour déterminer 1'unique ce tel que:

2k§2_
(x+c).v&+D < :
k+2 1

(x+c+1)veD > g7

11 est donc clair qu'une fois I'algorithme () exécuté,ona: r**D =p+l+c

Corollaire 5.3

La valeur exacte de r**!) peut étre évaluée a partir de la valeur de p avec au
plus une multiplication, trois tests et trois additions.

En négligeant les temps d'additions et de tests devant le temps de la
multiplication, on en déduit que la complexité de cette correction est :

Mﬁ(2k+1 2k+l)

Preuve

~ Elle se déduit de l'algorithme (A), en considérant le nombre d'opérations
exécutées. L'algorithme effectuant une recherche dichotomique parmi §
valeurs, le pire cas nécessite |Logz 5|+ 1 = 3 passages dans la boucle.

Par ailleurs, la seule multiplication nécessitée est celle de p par v&+D,
Or,ona: Taille(vk*D)=2k1 ¢  2k< Tajlle(p) < 2k+!
On en déduit que le coit de ce produit est borné par Mp(2k+!, 2%+1) |

Finalement, le cofit maximal pour I'évaluation de cette boucle est donc :
3'AB(2k+l’ 2k+1) + Mﬁ(2k+l, 2k+1)

En négligeant le temps d'addition devant celui de multiplication ( le premier
étant linéaire, et le second étant sur-linéaire), on obtient le résultat énoncé.
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Proposition 5 : Calcul du réciproque de Cook en base B

Soit v = [v,, . vo]g un [-entier quelconque tel que n = 2P-1 et v, #0.
Soit (R) l'algorithme suivant :

O« B/vy, ( Cette opération est réalisée grace a 1div) (1)
Pourk=0,1,...,p-1 faire
v&+D v, Vit ey Vo2lp
pk+1) o 2.[32‘}0() ] i“)_z.%@ @)
Bz -1
ce0; u « (r&+Dpp) v+ .
(R) BL «— -2; BH « 2 ;
EM(BH'#I?ZL)m (3)

si (uSB2k 'l)alors

I BLe—c cec+l; ue—u+v&Dd:
sinon
i By c-I;ce—c-1; ueun-vid,

p e 1P

L'algorithme (R) calcule p, réciproque de Cook de v.

Preuve

La démonstration peut se faire par induction, en utilisant les deux lemmes
précédents.

Montrons que, pour toutk =0,...,p: ™ est le réciproque de v¥,
Au rang k=0, r est bien, d'aprés (1), le réciproque de v©.
Supposons la propriété vraie pour k<p.

D'apres le lemme 1, apres 1'étape (2),ona:

22
L

_ +1) <
vk+1) r(k <3

D'aprés le lemme 2, on en déduit qu'aprés la boucle (3) - qui est en fait
I'algorithme (A) -,on a :
2k+2_1
B A‘

r(k+1) =
)
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r®&+D est donc le réciproque de Cook de v**Y, et par induction jusqu'a
l'ordre p, on en déduit que p est le réciproque de Cook de v.

Remarque : Recentrage de l'itération

Comme pour le calcul du a-réciproque, il est possible d'effectuer les
opérations sur des entiers de taille moindre, en recentrant l'itération a
droite de zéro. Néanmoins, et a la différence du calcul du a-réciproque,
cette translation ne permet pas d'éliminer le pire cas dans lequel tous les
chiffres déja calculés sont modifiés.

VIII. Un algorithme de division

Les différentes propositions énoncées dans cette partie permettent de définir
un algorithme de calcul du quotient et du reste euclidien de deux entiers u et
v. On suppose u > v > 2. Cet algorithme se décompose en deux temps :

1/ Calculdep, (Loggu }+1)-réciproque de v.
Ce calcul s'effectue a 1'aide de l'itération décrite dans la proposition 4. Les
conditions initiales pour cette itération sont évaluées a l'aide de la
proposition 5.

2/  Approximation du quotient q; : q; = (p.u)/ BLLogg uj+1
Ce calcul s'effectue a I'aide d'une simple multiplication.

3/  Ajustement du quotient : q=q; +cavecc e {0,1}.
Le calcul de q est effectué a partir de la comparaison entre le reste r) (r; = u
-quv)etv:sirp2v,alorsq=qi+l etr=r;-v; sinon,q=qetr=r,.

VIII.1. Conditions initiales et réciproque de Cook

Cet algorithme est basé sur la proposition 5. Pour pouvoir appliquer cette
proposition, il faut supposer que [LogB v | estde la forme 2P-1. Lorsque cela
n'est pas vérifié, il suffit de "normaliser" v, en le décalant d'un nombre

suffisant de B-chiffres.
Soit t le nombre de B-chiffres de v, et soit p 'entier défini par :
| p=[Logt]

Le réciproque de Cook C de v est défini par : Cy =[
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2°P-t
Posons w=v.;° . Onaalors:

el L= Cvp™

\4 w ﬁ

Le réciproque de Cook de v est donc obtenu en prenant les premiers [3-
chiffres significatifs du réciproque de Cook de w.

algorithme Cook-réciproque ( v : B-entier ) — r: B-entier ==
début
t « taille_N (v); p « [Logg t ];

Normalisation
2Pt
wevp ;o ne2P-0;

Réciproque de Cook de w

I ¢ B [ Wq ; (1)
Pourk =0, 1,...,p-1 faire
partie__w €« [Wn; Wn-ly «e0s Wn-ZkH-H]B; (2)
) )
re 2R ,r—!m%u!; 3)
| b ]
ce0: u « (r+1).partie_w ; (4)
BL e« -2: By« 2;

Tantque ( By # BL ) faire
+2
si (uSBZk 'l)alors
I BL &« ¢ cé c+1; ueéu+partie_ w;

%(m

By c-1; cec-1; ué&u-partie w;

Dénormalisation
2°-t
re—r/f

fin

VIII.2. Calcul du a-réciproque de v

On s'intéresse ici au calcul des o premiers chiffres significatifs de v
Nous avons vu que la proposition 4 permet le calcul des 2".(2|Logp vj+1)
premiers B-chiffres de v'!, pour tout entier n.
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Pour calculer o B-décimales de v'!, il suffit donc d'effectuer l'itération
jusqu'au rang ng défini par :

""z[ Logz(Z.[Log(;vJ + 1)

L'algorithme s'écrit alors :

algorithme o-réciproque (v : B-entier, o : entier) — r : B-entier ==
début
t e taille_N (v); p «[Loga t |;

«|Logy|—&—|f;

no | Logs -2

Initialisation

inv_Cook_v « Cook-réciproque (v ); (1)
A « inv_Cook_v ; r < B2+ - v.inv_Cook_v ; (2)

a-réciproque de v

Pourn=1,2,..., ng faire
AeAr; 3)
A« A% (4)
T (Ainv_Cook_v )/ B?*l; AeA-v.1; (5)
I r.BZn'(Z't-l)+ A+ (6)

fin

VIIL.3. La division euclidienne de u par v

L'algorithme de division de u par v peut alors étre écrit 2 I'aide du calcul du
(Logp u J+1)-réciproque de v. Les calculs du quotient et du reste sont

effectués simultanément ( le reste est nécessaire a l'ajustement du quotient -
cf. §1I. ).
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algorithme division_Newton (u, v : B-entier) — q, r : B-entier ==
début
Ty « taille_N (u); Ty « taille_N (v);

Calcul du ((Logg u [+1)-réciproque de v et approche du gquotien
p « o-réciproque (v, Ty + 1); (1)
q ¢ LuppTt (2)

Calcul du reste et Ajustement du quotient
reu-q.v; (3)
si (r 2v) alors

rer-v;

qéeq+l;

fin
IX. Complexité

La complexité de l'algorithme de division est liée a la complexité du calcul
du réciproque de Cook et du a-réciproque d'un entier.

Soient u et v deux entiers quelconques ayant respectivement m et n 3-
chiffres.

Nous noterons :
* RCg( n) la complexité du calcul de Cook-réciproque ( v)
¢ Rg(a, n) la complexité du calcul de a-réciproque ( @, v)
¢ Dg( m, n) la complexité de division_Newton ( u, v)

Nous supposerons en outre que la complexité de la multiplication ( resp.
I'addition ) de u et v est Mﬂ(m,n) ( resp. AB(m,n) ), et que la fonction
Mg(m,n) est symétrique et vérifie :

Mp(2.m, 2.n) = 2.Mg(m, n) + O(m,n)

Cette supposition induit donc :
p-1

2, My(2%, 2%) = Mg(2P, 2°)
k=0

Proposition 6

RCj (n) = 5.M(n,n) + O(n)
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Preuve

Nous considérons l'algorithme Cook-réciproque appliqué a un nombre
ayant n B-chiffres. Posons p 5 Logs nl.

L'étape (1) -qui correspond a l'initialisation- coiite une opération de
division longue (I/div).

L'étape (2) a un coiit nul.

La complexité de I'algorithme correspond donc au coiit de I'évaluation des
instructions de boucle (3) et (4).

Lemme

Aprés l'étape k de l'algorithme Cook-réciproque, on a : r|<PB
Preuve

D'aprés la proposition 5, aprés le ki¢éme passage dans la boucle, r calculé est
le réciproque de [wp, Wn.1, ..., Wy ki, ]g.
Donc, apres I'étape k de la boucle, on a :

2k+2_1

B

[Wn, Wn-ls -0 Wn-2k”+l]B
Or, w étant normalisé : wy>1

r=

2k+1

On en déduit : Ir|<PB

De ce lemme, on déduit que le coiit T; de l'instruction (3) & 1'étape k est :
T3 = Mﬁ(2k+l, 2k+1) + MB(zk’ zk) + AB(2k+l’ 2k+l)

D'apres le corollaire 5.3, et en utilisant le lemme ci-dessus, on déduit que le
colit T4 de l'instruction (4) a I'étape k est - en négligeant les temps de
comparaison devant les temps des opérations arithmétiques - :

T, = MB(2k+l’ 2k+1) + 3'AB(2k+1’ 2k+1)

Le cofit final de .l'algorit'hme Cook-réciproque est donc :
p-1

RCH( 2%) = Tgy + 2 2.Mp(2+1, 2671) 4 Mp(2K, 25) + 4. Ag(2K*1, 26+
k=0)

Or, avec la supposition faite sur M(n,p), en négligeant le temps d'addition
qui est linéaire devant celui de multiplication :

2.Mp(2+1, 21) 1 Mp(2%, 2%) + 4.A5(2%1, 2K+1) = 5. Mp(2X, 2K)
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p-1
Dot Ton tire : ~ RCa(27) = 2, 5.Mp(2¥, 2%) = 5.Mp(2P, 2°)
k=0

Proposition 7

Rg(c, n= S+ —g—).Mﬂ (n,n) + O(n)
2.0 - :

Preuve

Nous considérons I'algorithme a-réciproque appliqué & un nombre ayant n

B-chiffres. Posons p ={Log, nl.

Le calcul du réciproque de Cook - étape (1) - induit le calcul du reste
effectué a I'étape (2). Le coiit total de I'initialisation est donc RCp(n) - et non
2.RCp(n) comme le laisse supposer I'algorithme -.

L'itération qui permet d'évaluer le a-réciproque comprend ng étapes, avec :

no=|Logdy ]

Apres I'étape k, d'aprés la proposition 4, r est borné par : r< Bf'"
En outre, aprés chaque itération, A est borné par v ( d'apreés la proposition

4, A est en fait le reste d'une division euclidienne par v, et est donc borné
par v).

Les coiits T3, Ty, T5 et Tg des instructions respectives (3), (4), (5) et (6) sont
donc :

Ty = Mg (n, n.2% = Mg (n.2%1, n.21) = 21 M (n, n)

Ty = MB (n,n)

Ts = Mﬂ (2.n,n)

Te= A (2%'.n, 2*+1).n) = 2*1 A5 (n,n)

T, est en fait négligeable devant T, car I'étape (6) correspond 2 une recopie
de donnée : I'addition ne correspond ici qu'a une propagation de retenue,
dont I'amortissement a une forte probabilité d'étre trés rapide (cf. la
construction de l'itération (4).

On en déduit donc que le cotit global de laboucleest: T = 2"°.MB (n,n)
De cette expression, on tire facilement la valeur de RB(G, n).
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Proposition 8

DB( m,n)=(5+ m—‘f‘——l—).MB(n, n)+ MB(m, m-n) + MB(n, m-n) + O(n,m)
2n-1

Preuve

La complexité de l'algorithme division Newton est donné par les
complexités T, T, et T5 des étapes (1), (2) et (3) de I'algorithme.

D'apres la proposition (7) :
T, =(5+ 2mill).MB (n,n) +On)
.n -

Le coiit de 1'étape (2) est celui de la multiplication de u par p, soit :
T, =Mp (m, m-n)

L'étape (3) correspond a la correction éventuelle du quotient par
'évaluation du reste :
T3=MB(n,m-n)+AB(m,m)

En négligeant les temps d'addition ( Ag (m, m) « T, ), on en déduit
l'expression de DB( m, n).

X. Conclusion - Validité de I'algorithme

Il est intéressant de comparer la complexité de l'algorithme précédent a
celle de I'algorithme classique de Pope-Stein ( § IV.1.d ). Soit Ty,(m, n) la

complexité de cet algorithme pour la division d'un entier de m B-chiffres

par un autre de n B-chiffres.

I1 est & noter que les deux algorithmes remplissent la méme fonction, 2
savoir qu'ils permettent chacun de connaitre le quotient mais aussi,
indissociablement, le reste de la division euclidienne.

Nous rappelons ici ces deux complexités :
Dg(m,n)=(5+ lzﬂ—i—lT).MB(n, n) + Mg(m, m-n) + Ma(n, m-n) + O(n,m)
n-1

Taiv(m, n) = (T + Tage)-M-m+1).m + O(n,m)
De fagon a comparer asymptotiquement ces complexités, nous supposerons
que [SST71]:

MB(m, n) = O ((n+m). Log (n+m). Log Log (n+m) )

On obtient alors :
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Dg (m, n) = O[(m+10.n).Log(n).LogLog(n)+m.Log(m).Log Log(m)
+ (2.m-n).Log(2.m-n).Log .Log(2.m-n) ]
Tdiv(im, n)= O [ m.(m-n) ]

I apparait donc clairement que l'algorithme de division newtonienne est le
meilleur asymptotiquement. De fagon a visualiser plus clairement ce

résultat, posons T = %1 .

Considérons les quatre cas critiques : 1 ®=T«n, 1 «T«n, T=net T»n.

¢si l=1T«n,:
Dﬁ (tn,n) =0[ nLog(n).LogLog(n) ]
Tagiv(t.n,n) =0O[ Tn ]

¢#sit«n:
DB(T.n, n) =0[ n.Log(n).LoglLog(n) ]
Taiv(t.n,n) =0O[ n? ]

¢siT=n:
Dg (t.n,n) =0O[ n*Log(n).LogLog(n) ]
Taiv(tn,n) =0[ n* ]

esSiT»n:
Dg (t.n,n) =0[ t.n.Log(t.n).LogLog(t.n) ]
Taiv(tn,n) =0[ 12n? ]

Finalement, nous pouvons faire la conclusion :

L'algoritme de division Newtonienne est asymptotiquement plus intéressant
que l'algorithme de division de Pope-Stein, sauf dans le cas on les deux
opérandes sont du méme ordre de grandeur.

Remarque

La complexité a été étudiée dans le cas ou I'on dispose d'une multiplication
rapide : il est clair que cette supposition limite I'emploi de la division
Newtonienne 4 des nombres suffisament larges pour pouvoir apprécier la
qualité de cette multiplication rapide -sur laquelle tout repose- par rapport a
une multiplication classique.
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Chapitre VI

CALCUL DU PGCD DE DEUX ENTIERS

Le calcul du plus grand commun diviseur (pgcd) de deux entiers est
fondamental en arithmétique puisqu'il intervient aussi bien dans des
probleémes entiers (ex. €limination pour le calcul de formes normales) que
dans l'arithmétique des rationnels (mise sous forme canonique). Le coit de
cette opération €tant plus important que celui des autres opérations
arithmétiques classiques, le temps passé en calcul de pged lors d'évaluations
d'expressions dans les rationnels est trés important. L'étude et
I'implantation de "bons" algorithmes est donc -comme toujours...-
essentielle.

I. LES ALGORITHMES CLASSIQUES
I.1. Introduction : Pgcd et Coefficients de Bezout

Théoréme
Soient a et b deux entiers, il existe un entier positif qui divise a la fois a et b
et tel que tout diviseur commun a a et b divise d; cet entier est appelé le pgcd
de a et b et est noté (a,b).
De plus, il existe deux entiers u et v tels que :

d=ua+byv
Dans la suite, nous désignerons par coefficients de Bezout deux entiers u et v
qui vérifient cette relation.

Cas particuliers :

Dans le cas ou I'un des deux entiers est nul, on a :
¢ si u est un entier positif non nul alors : (u,0) = u.
¢ (0,0) est indéfini.

Historiquement, 1'algorithme d'Euclide (probablement découvert bien
avant Euclide) constitue I'un des plus vieux algorithmes connus (et méme le
plus vieux au dire de Knuth...).

Méme si l'algorithme d'Euclide est connu depuis trés longtemps, la
recherche d'un meilleur algorithme ne date pas de 1'¢re des ordinateurs,
puisque en 1846, A. Dupré [DUP46] écrit :

“Le nombre d’opérations a effectuer pour obtenir le plus grand commun
diviseur entre deux nombres entiers A > a pouvant étre considérable
lorsque le plus petit des deux est fort grand, la recherche d'une limite
propre a rassurer les calculateurs a attiré l'attention des analystes.”
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I1 semble donc que les calculateurs de I'époque, méme si ils s'apparentaient
plus 2 Ramanujan qu'a Cray2, avaient pourtant eux aussi des limites...

Différentes améliorations ont été trouvées 2 1'algorithme d'Euclide, qui,
sans changer son ordre de complexité, ont permis de réduire son cofit.

La technique de Lehmer [LEH38] s'inscrit dans ce contexte et est encore la
plus utilisée dans les systemes de calcul formel.

Plus récemment, 1'algorithme binaire [STE67] permet de calculer un pgcd
sans divisions, uniquement en utilisant des soustractions et des décalages
dans la représentation en base deux des entiers. L'ordre de cet algorithme
est le méme que celui d'Euclide.

Avec la découverte d'algorithmes de multiplication rapide [KAO62]
[SST71], Schonhage [SCH71] a proposé en 1971 un algorithme avec un
ordre meilleur que celui d'Euclide. C'est actuellement le meilleur
algorithme séquentiel connu. Il a été généralisé A n'importe quel domaine
euclidien par Meenck [M(E73]. Cet algorithme peut étre considéré comme
une version Diviser Pour Régner de 1'algorithme d'Euclide.

Enfin, Brent et Kung [BKU83] ont proposé un réseau systolique -basé sur
une variante de l'algorithme binaire- qui permet le calcul en un temps
linéaire de la taille des données avec un nombre linéaire de cellules.

Nous proposons ici une généralisation par une technique Diviser Pour Régner
de l'algorithme de Lehmer : l'avantage de cet algorithme est double,
puisqu'il permet d'une part d'étre en parfaite adéquation avec
I'arithmétique interne du calculateur, et d'autre part de tirer parti de
multiplications rapides (efficaces, nous I'avons vu, lorsque les opérandes
ont plus de 250 chiffres). L'algorithme obtenu est comparé avec
I'algorithme de Schonhage.

Les algorithmes décrits ici ne sont pas présentés dans leur ordre
chronologique, mais plut6t dans un ordre de "dépendance algorithmique" :

- L'algorithme binaire (le plus "primitif™)

- L'algorithme d'Euclide comme un raffinement de l'algorithme
binaire :

- L'algorithme de Lehmer comme une implantation raffinée de
l'algorithme d'Euclide

- L'algorithme de Schénhage comme une adaptation Diviser Pour
Régner de l'algorithme d'Euclide '

- L'algorithme de Lehmer généralisé comme une adaptation Diviser
Pour Régner de 1'algorithme de Lehmer
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I.2. L'algorithme binaire

Paradoxalement, cet algorithme, qui tire parti de propriétés élémentaires du
pgcd, est relativement récent [STE61]. Sa plus grande caractéristique est
d'étre particulierement adapté au calcul en base deux.

Soient u et v deux entiers tels que u > v 2 0. Les propriétés suivantes sont
vérifiées de manicre évidente :

((PO) (u, 0)=1u
(P1) (u, v) = (u-v,v)
< (P2) (u,v)=2.(u/2, v/2) siu=sv=20 2]
(P3) (u,v)=(u/2,v) siu=s v+l = 0 [2]
L(P3) (u, v) = (u, v/2) siu+l =v=20 [2]

D'ou l'algorithme binaire :
Théoréme 1 Algorithme binaire

Soient uy et vy deux entiers vérifiant ugp > vy 20 et soit (A) l'algorithme :

u up
\ARm R
g 1
Tantque (v # 0) faire
selon (umod 2 ,vmod?2):
[u]  [u/2]
0,0 = |v|e<|v/2
gl [2.g]
ful  [u/2]
(A) 0,1 = |v|le| v |
(81 L 8.
(u]l [u-v]
ouﬁ’(l)))}: Vet v
’ gl lgl
fselon
. u \" .
si (u < v) alors [v] «— [u] fsi
ftantque
d¢gu;

Aprés exécution de l'algorithme (4), on a : 6 = (up,vp)
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Preuve :
L'utilisation des propriétés énoncées ci-dessus montre qu'aprés chaque
passage dans la boucle,on a :

(ug,vo) = g.(u,v)
La décroissance stricte de la quantité (u+v) (minorée par 1) a chaque
passage dans la boucle prouve que l'algorithme s'arréte en un temps fini.
En sortie de la boucle, on obtient donc : (ug,vo) = g.(u,0)

D'otl 8 est le pged de ug et vy.

Remarque : cet algorithme ne nécessite aucune division, d'ou son succes...
Il est en outre directement adaptable au calcul de coefficients de Bezout.

I1.3. L'algorithme d'Euclide

Bien qu'antérieur, il peut étre considéré comme un raffinement de
l'algorithme binaire. Il est basé sur le corollaire (C1) de la propriété (P1) :

(C1) a>b2>0 (a,b)=(b,amodb)
Associé i la condition d'arrét (PO), on obtient immédiatement 1'algorithme
d'Euclide :
Théoréme 2 Algorithme d’Euclide

Soient ug et vo deux entiers vérifiant ug > vy 20, et soit (‘E) l'algorithme :

el s o]

Tantque (v #0) faire

B [g]é—[u m‘(')d v];
ftantque

degu; [aB] « [10]M

Aprés exécution de l'algorithme (E), on a :

{5 = (up,vp)

a.up + ﬁ.v() =0
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Preuve :  L'utilisation du corollaire (C1) énoncé ci-dessus montre que la
boucle tantque conserve le pgcd. Apres chaque passage, on a bien :
(up,vo) =(u,v) et M;jug+Mprvg=u

La décroissance stricte de u et v (minorée par 1) a chaque passage dans la
boucle prouve que l'algorithme s'arréte en un temps fini.
En sortie de 1a boucle, on obtient donc : (ug,vo) = (u,0)

Dou: - 0 = (ug,vg)
et a et B sont des coefficients de Bezout associés.

Complexité

Le pire cas pour l'algorithme d'Euclide a été étudié par Lamé[LAM44]. 11
est obtenu lorsque, a taille bornée, les opérandes maximisent le nombre de
divisions a effectuer. Cela revient a dire que les quotients successifs obtenus
valent tous 1 : les itérés successifs forment alors la suite de Fibonacci :
Fo=1 Fi1=1
Fy = Fy + Fyp k=0...n

On en déduit que les deux plus petits entiers u>v>0 tels que l'algorithme
d'’Euclide appliqué a u et v nécessite N divisions sont :

{u = FN

v = Fna

Le nombre de divisions est donc toujours inférieur a 5.log;o u + O(1)
[LAM44].

Apres I'étude du pire cas, il est fondamental de connaitre le nombre moyen
de divisions lorsque u et v sont choisis aléatoirement. Knuth [KNU81f] a
montré le théoréme suivant, en en donnant par ailleurs une étude approchée
relativement convaincante.

Théoréme 3

Le nombre de divisions (et donc d'étapes) dans 'algorithme d’Euclide
évolue en moyenne (i.e. lorsque u et v sont tirés aléatoirement selon une loi
uniforme parmi {1,2,...,n} ) comme le logarithme du nombre de chiffres
du plus petit des opérandes.

Autement dit, a nombre de chiffres fixé, la complexité moyenne est
proprotionnelle au logarithme du coiit du pire cas.

Pour un résultat plus parlant, Collins [COL74] a montré que le temps moyen
d'exécution de l'algorithme d'Euclide sur deux entiers u et v (en utilisant les
algorithmes standards pour les calculs en précision infinie) est :
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[1 + Log (M(AJ:T’Q)}Log [Min(u,v)]

Remarque Importante :

Les quotients obtenus a chaque étape de l'algorithme sont trés petits en
général, et par suite la décroissance est lente : dans 99,85% des cas, ils sont
inférieurs & 1000 - aprés la premiére étape, les entiers étant tirés selon une
loi uniforme-. Ce résultat a ét€ formalisé par D.E. Knuth [KNU81f].
L'algorithme d'Euclide est donc trés bien adapté aux algorithmes standards
de calcul en précision infinie. Les quotients étant faibles, les divisions
effectuées a chaque étape avec l'algorithme de Pope-Stein sont "optimales”.
‘Les algorithmes séquentiels asymptotiquement meilleurs connus
aujourd'’hui sont tous basés sur des algorithmes de multiplication rapide : il
est remarquable que si les divisions effectuées dans ces algorithmes étaient
réalisées par un algorithme de Pope-Stein, alors ils seraient plus coliteux
que l'algorithme d'Euclide.

I.4. Algorithme d'Euclide et Fractions Continues

Définition : Soit x 2 1 un réel. On appelle fraction continue de x la
représentation <b,b,,...> ou les b, sont donnés par l'itération :
X1 =X
= >
1 §o=txdz21 L k=120
X, = b, + & X =
k k¥ e kel = o

Théoréme 4 Fraction continue d'un rationnel et algorithme d’Euclide
Si xe @, posons : x= §Q avec po>p; entiers positifs.

1
La suite (by)y=y 2, est alors finie et correspond aux différents quotients

obtenus en appliquant l'algorithme d’Euclide a py et p;.

{P: = (po.P1)

L'itération s’arréte au pas (t+1) avec :
P =0

Preuve :
Posons x; = Pg—l- (k=1,2,...). L'itération (1) s'écrit alors :
K
Px+1 = Pk-1-Dx-Px
2
) {bk+ = l_PL

1 = pk+1
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D'ou 1'on déduit directement que les py sont les restes successifs obtenus en
appliquant l'algorithme d'Euclide a pg et p;, et, par suite, que les
coefficients b, sont les quotients successifs correspondants.

Exemple :
(7968,6573) = (6573,1395) quotient = 1
= (1395,993) quotient = 4
= (993,402) quotient = 1
= (402,189) quotient = 2
= (189,24) quotient = 2
= (24,21) quotient =7
= (21,3) quotient = 1
= 3 quotient =7
et -g-597i§ = <1,4,1,2,2,7,1,7 >
= 1+ 11
4+ 1
1+ 1
2+ i
2+ 1
7+—T
1+7

I.5. Propriétés fondamentales (...du moins pour la suite)

Théoréme 5 Borne sur les coefficients de Bezout

Soient u>v2l deux entiers et soient (a,f3) les coefficients de Bezout fournis
en appliquant l'algorithme d’Euclide a u et v (cf théoréme 2 §1-3).

Alors : et afBs<0

Preuve : par récurrence sur le nombre de divisions effectuées lors de
l'algorithme d'Euclide appliqué a u et v.
On démontre d'abord le lemme suivant :
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u
Lemme Soient u’ = (. )etv = (u V)

Alors les coefficients de Bezout o et B’ fournis en appliquant l'algorithme
d’Euclide a u’ et v’ sont respectivement les coefficients de Bezout o et B
fournis en appliquant I'algorithme d’Euclide a u et v.

Sous-Preuve

vV vV . . v v . .
Comme oo les fractions continues de 7 &t de 4 sont identiques. Par

suite, les quotients obtenus respectivement dans 'algorithme d'Euclide
appliqué a (u,v) et (u',v') sont les mémes, et les coefficients de Bezout
associés sont donc les mémes.

Fin-Sous-Preuve

On s'intéresse maintenant aux différentes étapes (i.e. divisions) de
I'algorithme d'Euclide.

Soient uy > vy 2 1 deux entiers premiers entre eux tels que I'algorithme
d'Euclide appliqué a uy et vy nécessite exactement N divisions euclidiennes.

On note uy et vy les coefficients obtenus a la (N-k)i¢me étape, c'est 2 dire :
0 1
[Vk-] —[ 1 {%_E } v k-—N...l

Comme l'algorithme d'Euclide prend exactement N pas, et que uy et vy

) ug=1
sont premiers entre eux, on a : {v((;:O

On note oy et By les coefficients définis par l'itération :
e = UN-k+1 =
Bo=0 B 1 '[VN k:lJ ﬁk 1

N.B. oy et By sont les coefficients de Bezout délivrés par l'algorithme
d'Euclide appliqué a uy et vy.

aN.ﬂN <0
Propriété VN21,0na: JOn] < vy

/By < uy

Sous-Preuve : Par récurrence

I 1
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Supposons la propriété vraie a I'ordre N-1. On a :
{aNzﬁN-l

Bn=0nN.1 - [%ﬁJ'BN-l

Donc oy = o1 -Bnog - l%J.(BN_l)z <0 car par récurrence O 1.fn. SO
o 1 71 uN
u Un. Un_ VN
De plus : [VN] = [ 1 _{P_&J ] . [VN 1] = I:[VNj NATIN IJ
N VN N-1 UN-1
D'ou l'on tire : | un;=vy et parsuite logl = Byl <up; =N
Par ailleurs :
u
IBN' = IaN_] - [%J'BN-II = |aN,1| + [VEJ.IBN_Il (Car aN_l.BN_ISO)

u
<VNat [Vg’J-uN-l =uN

La propriété est donc démontrée.
Fin-Sous-Preuve

En utilisant le lemme précédent, on en déduit que le théoréme 4 est
démontré.
Fin-Preuve

Propriété 6 .
Soit M™®) la matrice des coefficients de Bezout aprés la kiéme érape de
l'algorithme d’Euclide appliqué a a et b, avec a>b>1. Alors on a :

i) MY>0eMy<0 =12
i) M) <MY i=1.2
(iii) MP) >0 oMY >0

Preuve :
Soient a® et b®) Jes itérés de a et b obtenus apres la kitme grape de
l'algorithme d'Euclide appliqué 2 a et b. On a, par construction de M® ;

&)
a a
[b(k)] = M(k)‘[b]
Comme l'algorithme d'Euclide entraine une décroissance stricte des suites
a® et b®, on en déduit (i).
Comme de plus a®>0, on a : a® = |IM(11‘)1I.a - IM®Lb|

Si IM{ 1> IM®I, comme a> b, ona:
IME1.a - MKl > (ME)1. - IMK.a > a : ce qui est absurde

On en déduit donc (ii) (Ie cas i=2 découlant du méme raisonnement ).
(ii1) se déduit directement de l'inégalité (i) associée A la décroissance des
itérés a® et b®,
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Propriété 7

Soient a > B >y> & 20 quatre entiers. Soient q;,q,....qy définis par :

a

:S'= <q0.91,---,94N-1,4N...>

P avec N tel que ay # by
7" <40.91---q4n-1,bN-..>

et soient les séquences définies par :

[ ay Bo J= [a B ]
L Yo & Yy 6
Oy, Bn+] ] [ 0 1 ]{ an ﬁn ]
= n=0..N-1
L Yn+l 5n+l ! “qn Yn 6n

>
Alors: {et @2k > Por 2 Y2x > 824 2 0 k=0,1,...,L(N-1)/2]
Barsr > O2ps1 2 02pe1 > Yoka1 20

Preuve : par récurrence

Pourk =0, onabien og>By27> 8,20

De plus, oy =8 <o =Pret v1=PBo-qoYo < g -qo.5 = 3.

Or v; - By =PBo - (qo+1) <0 car .qy = LBp/Yo!

La propriété est donc bien vérifiée pour k = 0.

Le méme type de calcul permet de montrer que 1'ordre k implique l'ordre
k+1.

II. L'ALGORITHME DE LEHMER

I1.1. Introduction

On suppose qu'on travaille dans une base de calcul 8=2Y.

Le calcul du pgcd de deux entiers précision infinie par la méthode d'Euclide
nécessite de nombreuses divisions, dont le coiit est important.
La méthode de Lehmer[LEH38]{KNUS81f] permet de remplacer les
divisions en précision infinie par des divisions sur des entiers-machine.
Elle est basée sur deux remarques importantes :

1°/ L'algorithme d'Euclide est basé sur des divisions successives de
nombres de tailles semblables: les quotients qui apparaissent sont donc
souvent tres petits.
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2°/ On peut facilement regrouper entre elles différentes étapes de
l'algorithme d'Euclide.

Soient aet b (1 <b < a) deux entiers dont on veut calculer le pgcd.

Supposons que I'on connaisse deux réels A et B tels que : A< [%J <B

Si les développements en fractions continues de A et B : A = <A ,A,,...> et
B = <B,,B,,...>, coincident jusqu'a I'ordre n (i.e. A, = B, i=1,...,n) alors le

développement en fractions continues de [hJ s'€crit <A, A, ALX  10e-- >
a

On en déduit que les n premiers quotients obtenus en appliquant
l'algorithme d’Euclide a a et b sont respectivement : A|,A,,... et A .

Considérons les représentations en base B de aetb :
a=[a a,,...a5lg (0<a; <B)et b=[b,b,,...byJg (0<b; <B)

Posons A =—20— et B=§“-ﬂ.0n abien A < thSB.
+1 bn a

La partie commune des développements en fractions continues de A et B
peut €tre obtenue en appliquant l'algorithme d'Euclide a (a , b +1) d'une

part et (a +1, b, ) d'autre part, et ce tant que les quotients q,---,q, obtenus a
chaque étape pour chacun des deux pged sont égaux.

Pour simuler les n premiéres étapes de 'algorithme d'Euclide sur a et b, il
suffit alors d'appliquer la transformation :

HESIH

0 1 0 1
ou la matrice M est définie par : M =[ 1 ] ....... [ 1 - ]
) 9

On peut alors réitérer le processus, en considérant les nouvelles valeurs
ainsi obtenues de a et b. :

Ainsi, les p premieres divisions (coliteuses puisqu'effectuées en précision
infinie) ont pu étre remplacées par 2.p divisions arithmétiques machine (a
opérandes bornés par 8), et 4 multiplications en précision infinie.

Cette optimisation est donc particulierement bien adaptée a des calculs
machine. :

Aprés avoir présenté l'algorithme, nous étudierons différentes
optimisations essentielles pour une implantation efficace. Une intégration
sur silicium de cet algorithme est en cours d'étude [GUY90].

I1.2. Algorithme

Soient a 2b 2 0 deux entiers dont on veut calculer le pged.
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Entrée : a=[ajan;...a)3(0<aj<B) et b=[bybpi... bglg(0<b;<B)
Sortie : d= (ab) et (uet v) telque: uwa+vb=d

10 ] . . . .
01)° {M est la matrice qui contiendra les coefficients}

{de Bezout.Elle permet d'enregistrer toutes les}
{manipulations faites sur a et b. }

2/ Boucle sur l'algorithme d'Euclide
tantque (b # 0) faire

1/ Initialisation M<—[

2.HIm & [ I jl ; {m permet de cumuler les opérations 2 faire en précision infinie)
01 ‘
si (LLoggal==lLoggb]) alors
(2.2) dinf ¢—an, binf < bn avecn=(Logga);

asup € @inf+1, bsyp < binf+1;
{ On effectue Euclide d'une part sur (agyp, binf) €t d'autre part sur (ajnf,bsup) }
{ jusqu'a obtenir deux quotients différents entre les deux séquences }

(2.3) tantque ((binf#0) et (bsupz0)) et
((qup == (inf) avec Qsup = asup/binf » Jinf = ainf/bsup ;)

faire
0 1
m ¢ -m; 2.3.1)
1 -Qinf
Qinf QAsup { 0 1 jl [ainf Qsup :l
&« . ’ (2.3.2)
bsup bint 1 -Qint ] | bsup Dbinf
finfaire

fsi
{ On met 2 jour a et b en précision infinie }

(2.4)] si (mg2==0) alors

{ 11 a ét€ impossible de simuler Euclide avec Lehmer }
0 1
M e -M; (2.4.1)
1 -2
’ b
NEBENN
’ 24.2
b 1 -4 b ( )
b
(2.5)] sinon
a a
[ }(——m.[ }; (2.5.1)
b b
MemM; (2.5.2)
fsi
finfaire

3/ Sortie : d & a; uémjji; Véemp2;
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I1.3. Particularités et optimisations

L'algorithme de Lehmer permet de cumuler les manipulations - coiiteuses -
a faire en précision infinie. Il est nécessaire de voir quelles optimisations
peuvent €tre apportées aux différentes étapes de 1'algorithme.

(2.1) m est la matrice qui permet de cumuler les opérations en
précision infinie détectées par la méthode de Lehmer. m est modifiée
lorsque a et b ne sont pas de méme taille ( trés rare aprés le premier calcul
de reste), ou lorsque le premier test donne Qsup # Qinf ( encore plus rare cf

(2.2)).

(2.2) Pour cette étape, il faut choisir n le plus grand possible ( pour
avoir la plus grande précision sur I'encadrement de a/b ), tout en gardant ap
et by ( poids forts de a et b ) inférieurs & B ( base machine ). Pour, cela on
modifie l'algorithme en effectuant une normalisation :

n « |Logxal;

ainf & a/2"7;

biny ¢« b/2"7;
Ces opérations sont facilement réalisables en utilisant des décalages sur
(anan-1) et (byby.1).
Il faut toutefois faire attention a I'overflow sur le calcul de aj,;+1, donc
choisir ajps < B-2 (en divisant ajnf et bipg par 2 -décalage- lorsque ajyr = B-1).

Cet overflow aurait pu étre systématiquement évité en choisissant [ Log; a |
comme valeur de n ( mais perte d'information de 1 bit ).

(2.3) On peut trés bien avoir biyr ou bsup nul. I suffit de choisir :
Dinf > 2

0< Tsup <Ding
(inf = Tsup - 1

Qinf = Qinf - (Binr + 1)

ainf = (Oinf + 1) . Qinf
eton a alors :
(@inf + 1) =bips . Qinf + Tsup avec 0 < Tsyp < binf
A l'itération suivante, on aura ainsi bsup = 0.
Il est cependant impossible d'avoir bjs et bsup nuls simultanément, comme le
prouve le lemme suivant.

Lemme : lb&{,”l+lbﬁ{l)l¢0 V k>0
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Preuve:

Supposons [b&sD|=|b%P| = 0. On a alors [+ ;:)P q";f bin
‘ Ainf = qu binf
Dot l'on déduit : (ag?p 2®) = . q® . (b - b&),

Finalement : (ag’f,)p ) (bmf sup)_

Or, d'aprés le théoreme 7 (§1.5),on a :
a9 > a0 Sp) 5 K2 >

sup inf sup - (a(k) ) (b ) < 0
kel sup ~ &inf inf ~ SUP
a5 gk SHOEHD 5 p2HD > 0

Donc, nécessairement : bmf—bsu)p. Et, par suite : agf,)p—a,(ﬁ%, ce qui est

absurde. bmf et bSup sont donc non tous deux nuls.

Finalement, bj,¢ et bgyp étant non tous deux nuls, I'un au moins des deux
quotients qinf OU Qsyp €St forcément plus grand que 1.

Remarque : sur la plupart des processeurs, une division p2r 1 donne 0 en
résultat. Donc, dans le cas ou bjy=0 ou bg,p=0, on obtiendra qinz=ci.. . 2n
évite ainsi deux tests a cha¢:e itération de I'algorithme.

2.3.1) D'aprés le théoréme 5 (§1.5), tous les coefficients de la matrice
m restent bornés par les entrées (ajnf, binf), donc les coefficients de la
matrice m peuvent étre tous calculés avec des opérations en simple précision
-ce qui est fondamental-.

(2.3.2) Il est 2 noter qu'on peut ici trés bien économiser une
multiplication, en transformant un peu l'algorithme ([KNU81f] p. 329-
330). En fait, il est souvent plus intéressant - mais cela dépend évidemment
de la machine considérée- d'effectuer un calcul simultané du reste et du
quotient dans (2.3). Ainsi on peut a la fois tester qin==qgyp €t mettre a jour
facilement les restes bjns et bgyp.

(2.4) Ce test prend la valeur vrai s'il a été impossible d'estimer siirement le
premier quotient. Nous allons tenter d'estimer la probabilité de cet
événement. Autrement dit, en utilisant les choix de ajqf et biyr décrits en
(2.2), le probléme peut se formuler ainsi : Quelle est la probabilité pour que

a+1 #|__a
b lb+1J’SaCha“tque m<as<Met 1<b<a?
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L'analyse de ce probleme est effectuée dans le paragraphe suivant. La
proposition (1) montre que cette probabilité est inférieure a 2714 lorsque
v= 32 ( cadre de l'implantation).

La probabilité que le test (2.4) prenne la valeur vrai est donc excessivement
faible.

(2.5) Cette étape consiste en la mise a jour de a, b et de M en précision
infinie. Différentes remarques permettent d'optimiser ces manipulations :

(2.5.1) Calculdeaetb:
On dispose des coefficients de m, qui sont des entiers "courts” (cf (2.3.1)) et
on effectue les opérations :

alk+D) mu.a(k) + mlz.b(k)
&+ my;.a®) + m22.b(k)
Ces opérations peuvent étre réalisées en place - i.e. sans allocation de

mémoire supplémentaire -, car ak+1) < a(l) et bk+1) < bk)
De plus, en utilisant les résultats du théoréme 6 S§I.5), ona:

(m(l‘?zo)@(mgkgzo)@(mg%o =(m®P <o)

Ainsi, en supposant que l'on dispose des opérations de base décrites
précédemment ( Partie 2 - Chapitre I ), la mise a jour de a et b peut étre
réalisée grice a la boucle suivante :

Cx <op> y est utilisée pour le stockage de la retenue générée lors du calcul de x <op>y
Tx <op> y est utilisée pour le stockage du résultat du calcul de x <op>y

Initialisation : Cmy*a €= Cmyp*b €= Cmg*a €~ Cmp*b €~ Ca ¢—Cp — 0 ;

si (m(lkl) 2 O) alors
mp2 € -mjy, mg) ¢ -myy,
Pour 1=0...logga faire
(Cm”*a N rm“*a) «— LONGPROD (a[i], m]l, Cm“"'a);

(Cmiz*b » Tmyy*b) ¢~ LONGPROD (bli], mi2, Cmg#);

(Cmar*a » Tmyy*a) €~ LONGPROD (a[i], m1, gy *al;

(Cmaz*b » Tmae*b) ¢~ LONGPROD (bli], myz, cmype);
(ca» ali]) ¢~ LONGDIFF (rm,,*a, Tmyz#b » Ca);
(Cb, b[i]) ¢~ LONGDIFF (rm*b, Imz*a » Cb);

finpour
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sinon
mi] € -myy, mpy ¢ -myy;
Pour i=0...logpa faire
(Cmir*a » Fmiy*a) <~ LONGPROD (a[i], myy, Cmy*a);

(
(Cmiz*b » Tmy*b) €~ LONGPROD (b[i], m2, Cmyp*b);
(Cmar*a » Tmyy*a) &~ LONGPROD (a[i}, ma1, Cmgy*al;
(Cmaz*b > Tmy*b) <~ LONGPROD (b[i], m22, Cmyp*b);
(ca, a[i]) <~ LONGDIFF (Imy,*bs Tmyy*a » Ca);
(cb, bli]) ¢~ LONGDIFF (rmy%as Tmg*b » Cb;

finpour
finsi

Le passage par les instructions (2.5) implique | Loggal =Loggbl.
Finalement, le colit arithmétique de cette mise a jour est donc :

Tl(,lghmer = (4.Tmu + 2.Tadq).L Logg a (1)

Dans les mémes conditions pour a et b, le coiit d'une étape de 1'algorithme
d'Euclide est celui de la division de a par b. Comme a et b ont le méme
nombre de B-chiffres, le colit de cette division revient au cofit de la
multiplication de b par le quotient (inférieur a 8), puis de la soustraction du
résultat 2 a. Le cSut arithmétique de 1'étape est donc :

Tl(ilgclide = (Tmui + Tadd)-LLogga (2)
D'oul 1a conclusion :

Conclusion 1
En supposant Tyl » Tada, et sans tenir compte du calcul des coefficients de
Bezout associés, le coiit arithmétique d'une étape de l'algorithme de Lehmer

est 4 fois supérieur au coit arithmétique d’une étape de l'algorithme
d’Euclide.

Par conséquent, l'algorithme de Lehmer ne devient intéressant que si le
nombre moyen de divisions en précision infinie, cumulées a chaque étape,
est supérieur a 4.

(2.5.2) Cette opération consiste en la mise a jour des coefficients de
Bezout associés, et elle n'est donc a effectuer que lorsque I'on désire ces
coefficients.

Le calcul de cette mise a jour s'effectue de la méme maniére que l'opération
(2.5.1) présentée ci-dessus.
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Le coiit arithmétique du calcul est alors :
T mer = (4. Tmu + 2.Taga).L Logg al (3)

01]

Dans l'algorithme d'Euclide, 1a matrice m a chaque étape est : m =[ . ]
-q

Le coiit arithmétique de la mise a jour des coefficients de Bezout est alors :

Tiide = (Trul + Tadd)-LLogga | (4)
On en déduit donc :

Conclusion 2

En supposant Tuu » Tadd, et en tenant compte du calcul des coefficients de
Bezout associés, le coiit arithmétique d'une étape de l'algorithme de Lehmer
est 4 fois supérieur au coit arithmétique d'une étape de l'algorithme
d’Euclide.

Par conséquent, avec ou sans calcul des coefficients de Bezout, I'algorithme
de Lehmer ne devient intéressant que si le nombre moyen de divisions en
précision infinie, cumulées a chaque étape, est supérieur a 4.

I1.4. Nombres d'étapes cumulées par I'algorithme

Le gain apporté par l'algorithme de Lehmer est 1ié au nombre de pas moyen
cumulés a chaque étape.

a%lj?*[ﬁTJ, sachant m
<asM et 1 <b<a estestimée. Cette probabilité permet de quantifier les
cas ou le recours a l'algorithme d'Euclide (et le calcul direct du reste) est
inévitable.

Dans un premier temps, la probabilité pour que [

Puis, le nombre moyen d'étapes cumulées a chaque pas de 'algorithme de
Lehmer est estimé numériquement.

I1.4.1. Cas ou le calcul du quotient euclidien est inévitable

Lemme 1:

Soient m et M deux entiers tels que 1 < m <M, et soient a et b deux entiers :
a est choisi selon une loi uniforme dans {m.. M}
b est choisi uniformément dans {1,...a}.

Alors la probabilité P pour que a et b soient tels que [a + IJ # [b _?_ 1 J vérifie :

b
Z\/’ﬁ M+ M2-m?
2.b2

P < "M.IM - Max(m, 5+ D)] (1)
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Preuve :

De fagon a rendre ce probléme linéaire, fixons b entre 1 et M et étudions les
valeurs de a ( Max{b, m} <a < M) pour lesquelles :

a+1 J N

[ b [b w1 P

On supprime le cas a=b, car (E) est alors vérifiée. Trois cas sont alors a
distinguer :

. Si a>b2-1: alors :
atl__a > o M_Lj >| 2]+ (B)est verifice.
b b+1 b b+1
¢ Si a<2b-1: alors :
[a—'tl} = [——&-—] =1 : (E)n'estpas vérifiée.
b b+1

ae (m,....M-1} l

¢ Cas général : SoitK={(a,p)e N/be {m,... M-1)}
a<b ’

Onaalors: (E) : la;]J>lbi 1J<:> a<(b+1)[§;—1J avec (a,b)e K

Soient (q,r) € N2 définis par: a+ 1 =b.q+r (g21). (E) s'écrit alors :
() & r<q-1

0<r<b
q21
m<bg+r<M
0<r<b )

Soit K = [(q,r) € N2/

} et E=:(q,r)e Kb/r<q-l}

SoitKp={(q) e N2/|  g¢>1 et Kp={(qn) e Kp/r<q-1}

m<bg+r<M

1 s'agit alors de dénombrer les ensembles Ky, et Kp,.
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a r

A o A
M-14 ) b14.--.
% I NN RN odb]....
) k\ mm
Mmodb{----
m éM-1>b d ‘ '-bMJ q

Fig.1 Représentation graphique des ensembles Ky, et Kp

card Ky = card {a € N/Max(m,b+1)<a<M } =M - Max{m, b+1} (2)

card Ky = Max {Mmqmj L, b-1)-(m mod b).0} + Min {M mod b{%j 1}
|34

£ ), G 3)

Seule une majoration de Ky, suffit.

Or: Max{Mmﬂ jlbl) (mmodb)O} Mm{Hl b’-1<v’_ 4)
et Mm‘Mmodb{%j }< Mm{b M} <M | (5)

|
g

De ces dlfferentes majorations (4) (5) et (6), on déduit la majoration de 3):

card Ky < vm + M V_+M__m_ (7)
2b?

1

M

D = (M) mympey<AMamt

Par ailleurs :

oiB
+

Soit Py la prozlbilité pour que a, choisi selon une loi uniforme dans Kp,
appartienne & K. De (2) et (7) on déduit la majoration de Pp:
_ ym + 1M+ M-m?
_ card(Kp) < 2h?
card(Kp) M - Max(m, b+1)

(&)
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Soit alors P ]a probabilité pour que (a,b), choisi selon une loi uniforme dans

K, vérifie (E).
M
> n

Ona: p=tl )

Remplagant I'expression de Py, par la majoration (8), on obtient le résultat
(1) du lemme.

Dans le cadre du probléme la base de calcul B8 choisie est une puissance de
deux. En supposant que le plus grand des deux entiers (a) est normalisé
(supérieur a la moitié de la base de calcul), le lemme précédent peut étre
appliqué pour estimer la probabilité ot le calcul direct du reste euclidien est
inévitable.

Proposition 1
Soit a un 2%-chiffre normalisé ( i.e. a >2¥), choisi selon une loi uniforme
dans {2"7,..., 2.1},

Et soit b un entier choisi selon une loi uniforme dans {1,...,a}.

Alors la probabilité P pour que a e: i+ -:icuz tels que ax 1} i'{“""a'*! est
y b b+ 1

majorée par : P <3'—131—?:<22 ) (10)

Preuve :
On se place désormais dans le cadre de notre probléme: m = 2¥"!-1 et

M = 2%-2. En utilisant la majoration (1) du lemme précédent, on distingue
les trois cas suivants :
¢ b>m+1:onaalors M<2b-1: donc (E) n'est pas vérifiée : Pp=0

s 1Sb<l1/27‘1 lJ: on a alors : a < b2-1 : donc (E) est vérifiée Pp=1

2¥-1
o[ V2T 1] cb<2t: 21 Pb<2Y‘V_+f_ (M““) Z _15
Y-
k=27 k—2_

En majorant la somme par l'intégrale, on obtient :
2‘1‘1 2}Ll

Z dt<L_1

2—1t 27
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Tenant compte des valeurs de m et M, on obtient finalement le résultat (10).

Application au modéle arithmétique : f = 232

Dans le cadre de I'implantation, on a : Y=32.
On obtient ainsi comme borne sur P : P<2M

Il est donc trés rare que l'on ne puisse prévoir le premier quotient de
I'algorithme d'Euclide a chaque étape de I'algorithme de Lehmer.

11.4.2. Estimation du nombre moyen d'étapes cumulées

Soient u et v deux entiers, telsque : 2'>u>2¥1>y>1
Le probléme peut étre ainsi formulé :

Quel est le nombre de pas pour lequel I'algorithme d'Euclide appliqué
respectivement a (u+1, v) et (u, v+1) donne les mémes quotients ?

C'est a dire, en utilisant les fractions continues :
Quel est le nombre de termes de téte identiques dans le développement en
u+1 u

fraction continue de et ?
\% v+1

Ce nombre moyen de pas cumulés est intéressant pour différentes raisons :

) il donne une information moyenne sur le coefficient
d'accélération de la méthode de Lehmer

) il permet de choisir la base de calcul 8 qui maximise ce

coefficient d'accélération - en tenant compte de l'augmentation du coiit des
opérations de base lorsque B augmente -.

N'étant pas parvenu a résoudre ce probléme, nous en présentons une étude
statistique, réalisée sur Sun - et utilisant le générateur aléatoire loi uniforme
implanté sur la machine-.

Pour vy variant de 1 2 30, a est tiré selon une loi uniforme entre 2*! et 2" et

b est tiré selon une loi uniforme entre 0 et a. Pour chaque valeur de vy,
plusieurs milliers de valeurs pour u et v ont été tirées.
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Les résultats obtenus sont résumés sur la figure ci-dessous :

Nombre moyen de pas cumullés
9

8

Meilleure Approximation Linéaire
y = -0,4841 + 0,2899x R =1,00

T

1 1 i 1 i 1 1 1 Y
0 4 8 12 16 20 24 28 32

Fig. 1 Nombre de pas cumulés lors de 1'algorithme de Lehmer
en fonction de la base de calcul 8 = 27

Conclusion Le nombre d'étapes cumulées semble donc croitre
linéairement en fonction du logarithme de la base de calcul f3 choisie.

Application au choix optimal de la base de calcul pour
I'algorithme de Lehmer :

Soit B la base de calcul machine. Si 8 est supérieure a B, le coiit pour
effectuer les calculs en base B a partir de l'arithmétique en base B est une
fonction super-linéaire du rapport des logarithmes de 8 et B (cf Partie II,
Chapitres précédents).

Or, d'aprés la conclusion précédente, le nombre d'étapes cumulées par
I'algorithme de Lehmer (et par suite le cofit du calcul du pgcd) est une
fonction linéaire du rapport des logarithmes de 8 et B.

Donc, deux cas sont a distinguer pour le choix de 8 :

¢ si B < B : alors, pour un méme cofiit de calcul, le nombre
d'étapes cumulées est augmenté en choisissant =B

¢ si B > B : alors, le facteur d'augmentation du cofit des calculs en

base B -par rapport au coiit des calculs en base B- est supérieur au facteur
d'accélération de Lehmer - dii au nombre d'étapes cumulées -.

Conclusion Le meilleur choix de la base de calcul est =B.

Cette conclusion est illustrée clairement par l'exemple suivant.
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Soit Tadd ~Tmul- le coiit d'une addition -multiplication- en base B.

Et soit Tadd(B) -Tmui(B)- le coflit d'une addition -multiplication- en base 8.
, Log (B

Tadd(B) 2 Eg’éﬁ%-’fadd

B

Alors : Lo
Tmu1(B) ’f Eg%ﬁ%"fmul

Si B8=B2 (double précision), on a ainsi :
{Tadd(B) 2 2.Tadd
Tmu(B) » 2.Tmu

Comme le gain apporté est supposé linéaire en fonction de v, on en déduit
que le nombre d'étapes d'Euclide cumulées en base B est exactement deux
fois le nombre de pas cumulés en base B.

La perte de temps en calcul est donc supérieure au gain de temps en nombre
de pas cumulés : le calcul en base B est alors plus rapide que celui en base B.

I1.5. Complexité

Comme le nombre d'étapes cumulées est borné, 1'algorithme de Lehmer a le
méme ordre de complexité que l'algorithme d'Euclide, a savoir [COL74]:

[1 + log (MJJ.log (min(u,v))

(u,v)

Nous avons vu précédemment que le coiit arithmétique d'une étape de
l'algorithme de Lehmer est approximativement quatre fois celui d'une étape
de I'algorithme d'Euclide.

Soit T le nombre moyen de divisions précision infinie cumulées a chaque
étape.

Le facteur d'accélération apporté par l'algorithme de Lehmer sur

l'algorithme d'Euclide est donc approximativement : 1/4

Application au modéle arithmétique

Pour B=B=231, I'étude précédente montre qu'environ 8,5 divisions en
précision infinie sont cumulées en moyenne.

Le facteur d'accélération attendu est donc supérieur a 2.

En fait, l'algorithme de Lehmer étant particuliérement adapté a une
implantation trés fine (par exemple la mise a jour des coefficients de Bezout
(2.5.1) ), le facteur expérimental est bien supérieur a cette valeur théorique.

II.6. Résultats expérimentaux

Les mesures ont été faites sur deux nombres tirés aléatoirement ayant le
méme nombre de chiffres en base 8.
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Temps (en ms)
300000

200000 +

100000 1

0 Y T T Nom edeé:hiffres
0 200 400 600 800 1000 1200 ©nbase

Comparaison des temps de 1'algorithme d'Euclide et de celui de Lehmer

Les complexités expérimentales mesurées par meilleure approximation
logarithmique sont :

Euclide T(n) = 3,17.n!.810 R=1
Lehmer T(n) = 0,41.n!814 R=1

Les mesures montrent que 1'algorithme de Lehmer est bien du méme ordre
que l'algorithme d'Euclide, mais qu'il est meilleur d'un facteur proche de 8,
comme le précise la figure suivante :

Euclide / Lehmer
10
+
9 -
+
r Y
8 1 +
+ 3
r < *

74
6 I' Nombre de chiffres

. N N v v T en base 8

0 100 200 300 400 500 600

Rapport des temps de 1'algorithme d'Euclide sur celui de Lehmer
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Remarque

Un avantage considérable que présente I'algorithme de Lehmer est d'étre
toujours meilleur que celui d'Euclide (méme si le facteur de
proportionnalité n'est plus aussi grand pour les petites tailles).

III. L'ALGORITHME DE LEHMER GENERALISE
II1.1. Présentation

Le paragraphe précédent montre qu'il est possible de cumuler un certain
nombre d'étapes dans l'algorithme d'Euclide. Lorsque le quotient ne peut
plus étre directement évalué a partir des valeurs des poids forts des
opérandes, les deux entiers sont mis a jour.

Pourtant, les multiplications effectuées dans cet algorithme sont
déséquilibrées : on multiplie chaque fois un entier précision infinie par un
unique B-chiffre. L'algorithme de Lehmer n'est donc pas adapté a
I'utilisation de procédures de multiplication rapide. Le but de l'algorithme
présenté ici est de cumuler entre elles plusieurs étapes de l'algorithme de
Lehmer, de fagon a obtenir des multiplications équilibrées.

Cela peut étre réalisé en ne mettant a jour que les chiffres qui sont
nécessaires a I'évaluation d'un nouveau quotient (calcul qui n'est basé que
sur les premiers bits des opérandes).

Soit u = [uz5-15...,U0] €t V = [Van.1,...,vo] deux B-entiers ayant 2.n B-chiffres
dont on désire calculer le pgcd. On suppose u<v.

Définition 1
On appelle matrice de Bezout de rang i (i entier positif) associée du et v -
notée Bi) (u,v) - la matrice définie itérativement par :

( #Ouvy=| !0

L0 1.
! Muo=|'"
L0 1.
si v#0 alors B®(u,v) = XDy, u -q.v).[ 01 J ol q =[1VLJ
. ‘ 1 -q

Remarque :

01 1
Ona: B9 (u,v) =[ H 0 } { 0 1 J
L-qill 1 -qia 1 -q
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ol les gk (k=1...i) sont les quotients successifs obtenus en appliquant
l'algorithme d'Euclide 2 u et v; on a donc :

\'%
a‘= < {41,.92,-..qGj5-..>

Définition 2
On appelle matrice de Lehmer associée aux entiers positifs u;, v;, u,, et v,
- notée MLehmer (U1, V1, Uy, v3) - la matrice B1) (uy, v;) ot i est le plus

grand entier positif tel que : _
ﬂk) (u], V1)= ﬂk) (uz, V2) Vk/IOzk<s

Notation
i est appelé dans la suite indice de Lehmer associé & M ehmer (U, V3, Uy, V5).

Remarque :
N A
Soit u—1= <0,f},....f....> et -u—2= <0,f1,....f,...>.
2

1

= < H

L'indice de Lehmer i vérifie : {fk fk V k<i
fir1 # fin

Autrement dit, l'indice de Lehmer est le nombre de termes communs 3

. . . ' v v
toutes les fractions continues des réels de llntervalle[ il-, 52—] .
1 2

Proposition 1

Soient u et v deux entiers. Et soient uy, u;, vy, v, quatre entiers positifs
.. upg.ky 2u et vi.k; <v

vérifiant : 3k ky e N / {uL-kz Su et vk, > v

Alors : Bi) (u, v) = MLehmer (uy, vy, Uy, Vi)

ou i est l'indice de Lehmer associé @ MLehmer (uy, Vi, U, Vy)

Preuve :
Elle est immédiate en raisonnant par récurrence sur l'indice de Lehmer
associ€ 3 M_ehmer (g, VL, Up, Vp).

) Uy u u
Du fait des encadrements de uetv: —H5 <—-<-k
VL Vv Vuy
.Uy up v g .
Si q#;; alors Mi_ehmer(uy,vy,u;,vy) = Id, et l'indice de Lehmer associé

1=0 convient.

. . uy U
Sinon, soit q = H--L
vp Vv

De plus, de maniére évidente :

On a alors %= g.
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ko.vg 2v et ky.(up - q.vy) < (u-q.v)
{kl.vL <v et ki.(ug-q.vy)2(@u-q.v)
Et, par induction : i=1+joujest l'indice de Lehmer associé a
M ehmer (VH» UL - 4.Vy VL, Uy - G.VL).

Proposition 2
Soient u;, vy, uy, et v, quatre entiers positifs tels que ..

Uu; 2142
v; vy

Soient uy, uy, vy, v quatre entiers positifs vérifiant :

skoks e N 7 {uH.kI 2“1 et VL-k] SV]
1,R2 Upy.ky <uy et vy.ky 2 v,

Alors 3A e M2 (Z ) tel que :
MLehmer (Ug, vy, Uz, v2) = A-MLehmer (Uyy, Vi, Ug, Vi)

Preuve : elle est immédiate en utilisant la proposition précédente.

La matrice M[ ehmer (U, VL, UL, Vi) correspond en effet au cumul de toutes
les étapes de 1'algorithme d'Euclide - c'est a dire les quotients successifs -
communes au quatre couples (uy, vy), (uy, V1), (uy, vp) et (ug, vy).

Elle constitue donc un facteur de M| ehmer (U;, Vi, Uy, V3), qui correspond au
cumul des étapes communes au deux seuls couples (u;, v;) et (u,, V),

Proposition 3
Soient u; 2 vy, uy, v, quatre entiers positifs. Alors :
Max { [[MLermer (uy, vi, uz, vl f} < Max { juf, Juyf }

i=12
J=12

Preuve : elle se déduit directement du théoréme 5 (§1.5).

Principe de l'algorithme :

Soient u = [u,...uglg et v = [v,...vg]g deux B-entiers, avec u = v > 0. On

u u

VL - VT vy

On peut alors calculer la matrice de Lehmer M associée a (ug,vy) et (ug,vy):
M = M ehmer(ug,vL,up,Vy)

1] A u
suppose que l'on connait un encadrement de v



144 Arithmétique Précision Infinie

M correspond au i premiers termes du développement en fraction continue

v e 1. .
de ;5 aveci indice de Lehmer associé a M.

) , , e, u' u
Soient u’ et v' les itérés correspondants deu et v : [v .] = M{v]

L'algorithme consiste 3 déterminer quatre entiers (u; ,uyy) et (v{,vy) pour
obtenir un encadrement de u’ et v', mais sans calculer u' et v'.

Soitngtel que:  B™ > Max { IM I, IM; 5, IMy I, IM, I } > 8!

En utilisant la décroissance de 1'algorithme d'Euclide, on a cu'<uetv <v.
Posons u' = [u,...uplg et v' = [vy...vplg. La décroissance de u et v étant

logarithmique, on a dans le cas général : up=...=up ng2=Vy=...=Vpne2=0, et
[Un-ng+1 ’u;'l-n()]B # 0, [Vhng+1,Vnngl8 # 0.
P . Al_ L ] AD_ 1 1
osons: u'= fup...up I8 et V'= [V ViglB
o e u=[u,...u,] a' u
Soientu,vetu', v' définis par: R = =M
v=[vy...vouls V' v

Il s'agit donc de déterminer [ le plus petit possible qui permette d'obtenir
un encadrement de trés faible amplitude de {1'et ¢'.

t b ] -__' n-u
Ona: [3] =% lg* 4+ MY u'.B 1)
v' v-v'.gMH
et ausst : [u'] _[G'] gn-no + l: [ut'\-no-l'“ub]B ] 2
. v ol [Vang-1---Vol8 )

Pour approcher {I' et {'uniquement avec u' et v', on obtient a partir de (1) et

(2) la condition sur gt : 0 <1 M 1.(u-u.B"H)+ M 5.(v-v.8"H) < B0 (3)
Or du fait de la borne sur M et du choix deuetv,ona:
| My 1. (u-08™)+ M, 5. (v-v.8"H) | < g0k 4)

En remplagant dans (3), on obtient que la condition (1 = 2.ng) convient.
Par suite, la valeur convenable de |t est :

B =2.ng (5)
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Encadrement de 0' et v

Comme M est une matrice de Lehmer bomnée par 8", a partir des égalités
(1) et (2), et en utilisant la valeur de p (5), on obtient :

- A, ] ] - -
B0 {i' < u' < u'.B™2 04 gm0

Dot : i <uB™+1 = O'< rﬁ'.B'"O—I (' est entier)
En reprenant (1) et (2), on a aussi :

u.BM M0N0 < ' < (' 4 1).8™M 0
D'ou : fswpsm2 = G>lwsm™]-1 @ estentier)
Le calcul étant similaire pour encadrer {', on obtient finalement :
lagm] 1<t <[ apmo]
[viemo] 1< <[ vaml

On peut alors déterminer quatre entiers (uf,uy) et (vi,vy) pour encadrer
u'/v', mais sans calculeru'et v":

LUy u'.8m™ -1 Lu.BM 1
Posons : [::L 35‘]: Lu J Lu J *

AL Lvsm™] +1 Lvigmo] -1
On a alors : -%L.;S%—:S%%

I11.2. Algorithme

Lemme :
Soit uy 2 u; =vy 2v; 2 1 quatre entiers, et soit MLehmer(Up, Vi UL, Vy)
I'algorithme suivant :
MLehmer(Ug,VLUL,Vy) : M2 (£ ) ==
M «I;
Tantque ( (Iv l+lvyl # 0 ) et (Luy/vpl =Lluy/vyl) ) faire

0 1
Mo F[l ‘LuH/VL-I];

. U Uy Uy up
M <MoM; [VH VL] < MO'[VL VH]

retourner M;

Alors MLehmer(uy,vy,ur,vy) calcule la matrice de Lehmer associée aux
quatre entiers uy,bvy, u;, vy.
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Preuve : directe d'apreés la définition de la matrice de Lehmer (définition 2).

Théoréme

Soient u 2v 21 deux entiers positifs et soit (LG)l'algorithme suivant :

(Lg)

B Iy,
Tantque (v # 0 ) faire

n«| Logzu J;
M «Dby; ng < 0;
Tantque (no < %) faire

I« 2.ng

ﬁ} — M[Lu.ﬁ'“*“J:l;

v Lv.g™ |

‘u,j - La.gmo] -1 [uﬂ(_[uﬁz}
Al LV'.B'nO_] -1 ’ v VL+2 ’

Mo ¢ Miehmer(Uy, VLU, Vh);
si (Mp=1,,) alors

ng &~ np+ 1;
sinon
M« My M;

no « [ Logg ( Max { IMy31,My2LIMa11, M2 1) 1;

si (M =1,,) alors M<—[O ! ];

1-Lu/v]
HESUHE

B « M.B;

0 «u;

Alors l'algorithme (LG) affecte @ & le pgcd des valeurs de u et v, et la
matrice Best la matrice des coefficients de Bezout associés par l'algorithme

d’Euclide.

Preuve : elle découle directement des propositions 1, 2, 3 et des résultats sur
I'encadrement de u'/v'.
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II1.3. Implantation et expérimentation

De nombreuses remarques faites pour l'algorithme de Lehmer sont encore
valides pour l'algorithme de Lehmer généralisé.

Lors du calcul de My avec l'algorithme M cpmer, Uy @ souvent plusieurs B-
chiffres. En fait, ce calcul de M doit étre le plus efficace possible. Pour

cela, il est préférable de ne sélectionner que les (y-1) premiers bits de uy (en
y ajoutant 1 comme pour l'algorithme de Lehmer) et de considérer les bits
correspondants de u;, vy et vy.

Gréce au théoréme 5 (§5.1), on déduit que les coefficients de M, obtenus
sont inférieurs a B/2. Il s'ensuit de nombreuses améliorations dans le calcul
du produit matriciel M.M,, similaires a celles décrites pour l'algorithme de
Lehmer classique (§I1.3 - (2.5.1)).

Une autre remarque importante vient de la complexité du calcul de u' et v'
par le produit matrice-vecteur en début de deuxiéme boucle. La complexité
de ce calcul est en effet 2.M(ng,2.ng). Pour étre siir d'avoir un gain effectif
par rapport a l'algorithme de Lehmer classique, il faut que se coit soit
inférieur a 2.n. Si la multiplication utilisée est standard (opérandes de moins
de 300 chiffres), on en déduit que 1'algorithme sera de toute fagon meilleur

sing < ‘\/ % On a donc pour ng I'encadrement :

n n
\/ES nOS'z-

Il est donc essentiel d'étudier expérimentalement le choix de n,.

Par ailleurs, I'implantation de 1'algorithme de Lehmer classique étant
particulicrement adapté a une implantation efficace, il faut prévoir, comme
pour l'algorithme de Karatsuba, une valeur N critique en dessous de
laquelle il sera plus rapide que celui présenté ci-dessus.

I11.4. Complexité

C'est encore un mystére pour moi... Le pire cas est lorsqu'a chaque étape de
l'algorithme d'Euclide le quotient ne peut étre deviné par examen des poids
forts de u et v, ce qui est de toute fagon trés rare (cf §11.4.1).

Une chose est siire : cette complexité théorique est comprise entre celle de
l'algorithme d'Euclide et celle de I'algorithme de Schonhage !
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1V. L'ALGORITHME DE SCHONHAGE
I1V.1. Présentation

L'algorithme d'Euclide, nous 'avons vu, ne fait pas apparaitre de grands
quotients & chaque étape. Il est donc impossible de tirer parti d'algorithmes
de multiplication ou de division rapides puisqu'ils ne font apparaitre de
gain convainquant que lorsque le plus petit des deux opérandes est de grande
taille.

Le probléme est donc d'essayer de regrouper un certain nombre d'étapes de
I'algorithme d'Euclide, mais un nombre qui varie avec la taille des
opérandes - & la différence de la méthode de Lehmer classique, mais c'est 1a
un point commun important avec l'algorithme de Lehmer généralisé - . En
1970, D.E. Knuth [KNU70] donne une premiere idée de méthode qui
permet de ramener le cofit du pged-2 O(n.(log n)°.(log log n)). En 1971,
A. Schonhage [SCH71] propose une version plus fine de cet algorithme, en
O(n.(log n)2.(log log n)). Il montre donc que le pgcd est au plus d'un facteur
log plus complexe que la multiplication. La généralisation de cet algorithme
a un domaine euclidien quelconque a été réalisée par Meenck [ME73].

L'idée de base est de considérer non pas le calcul du pged final, mais le
calcul des différents quotients obtenus successivement dans l'algorithme
d'Euclide, autrement dit le calcul du développement en fractions continues
d'un rationnel.

La présentation qui est faite ci-dessous est, dans un premier temps,
volontairement qualitative : son but est d'expliciter la construction de
'algorithme.

Soient u2v>1 deux entiers dont on désire calculer le pgcd.

Au lieu de considérer 1a fraction continue du rationnel 5 on s'intéresse a

l'intervalle maximal [x,,y,;] des nombres réels dont les premiers termes du

développement en fractions continues coincident avec celui de 1
.V , v .
Soit 1= <0,fy,....fp> le développement de o Alors, (x4,y;) vérifient :
Vxe[xpyil: x= <0f,...0,...> (1)

! Y-+_1-i]: X = <O,f1,...,fp,..->

Proposition 1 [SCH71]: Vxe [u aty

Dans la suite, on consideére quatre entiers uy, vy, uy et vy tels que :

_1_1_]:_ u Uy {ULZVL>0

< <—
1< - avec Uy 2 vy> 0
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D'aprés la proposition 1, le choix de up, vy, uy et vy est direct.

R _by _L _L
Onpose alors:  x;= Vi et y = Ver et Xgp= X et yo= i
On appelle amplitude de l'intervalle [x;,y;] la quantité 6 = xq - yg .
Si & est trop grand, peu de termes des développements en fractions continues

de x, ety; coincideront. Par exemple, si & = 1/2, alors aucun terme ne sera
commun aux deux développements.

La construction des développements en fractions continues de x; et y; est
définie par l'itération (cf §1.4) :

Otk = ka_l Xy = ak +
2) Tt k=1.2,...
= - +
Bk = Lyxd Yk = By Yiel
Définitions
On appelle indice des fractions continues de [x;,y;] le plus petit entier
positif t tel que : o+1 # Pre1

On appelle matrice des fractions continues d'ordre k de [x;,y;] 1a matrice

K e , 0 170 1 0 1
M®&)x, y,) définie par : M®) ., v 1= Lo 1 -ae g 1 -a

L'itération (2) menée pour 1 < k <t permet d'obtenir la fraction continue
"commune" aux réels de l'intevalle [x,,y;].

L'indice t dépend bien siir de 1'éloignement J, ces deux quantités variant en
sens contraire.
Soient &, et y, les tronqués des développements en fractions continues de x;

{ E.»k = <O,0c1,...,ak>

ety :
4 vy = <0,B4,....0,>

Par propiété du développement d'un réel (cf fig.1 ci-dessous), les suites &
(resp. ) encadrent x; (resp. yg).

Les termes oy et 3 coincident alors & coup siir tant que les termes successifs
&1 et & encadrent a la fois x et yo, c'est A dire :

(X0» Yo) € [Min (& 1,&; ), Max (&;_1.&, )12
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N || | N
I 1 | |’

0 &k =Vax X0 Yo &2x41 = Waks 1 R

Fig.1 Encadrement de xg et y, par les fractions continues tronquées

11 s'agit alors d'obtenir une partie du développement commun aux réels de
l'intervalle [x,,y;] 2 partir de deux autres rationnels x;’ et y,’ plus faciles a

manipuler, et vérifiant : [x1%y1’]12 [xpy1]

L'idée de base est donc similaire a celle de D.H. Lehmer, qui choisit pour
x; (resp. y;’) le chiffre de poids fort de x; (resp. y;).

. 1 1
Par analogie 2 x( et yg, on pose : Xg = X et yo = ;;,—
On considere alors la quantité 8’ : 8 =x¢ - yo’

Proposition 2 [SCH71] :
Soit t (resp. t') l'indice des fractions continues de [x},y;] (resp. [x1’.y;’']).
Et soient x; et y; les termes de la suite construits selon l'itération (2),
appliquée ad x; et y;.
Alors, deux cas peuvent se produire :

-Soit t<t’+2

Soit 12043 ot & =lxey-yesl>y

Intérét : une analyse qualitative de 1'algorithme
On choisitx," ety telsque: & = Vs

On peut alors calculer le développement en fractions continues sur
l'intervalle [x,’,y;’], ce qui est "environ deux fois plus facile” que le calcul
de celui de l'intervalle [x;,y;].

On applique la transformation de Lehmer (§III.1 - définition 2) ainsi
calculée a partir de (x;’ et y;’) & (x; et y;). Soient x, et y, les valeurs
obtenues.

On effectue alors trois pas de l'itération (2) 2 partir de x,- et y,, qui
permettent de déterminer les trois premiers termes du développement en
fractions continues de xp et y.

Deux cas peuvent se produire :
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¢ lestermes de x; different de ceux de y,. On connait alors le
développement en fractions continues de l'intervalle [x,,y,;] : il a été obtenu
grace aux calculs ("deux fois plus simples”) effectués pour [x;’,y;’].

¢ ces termes coincident. La proposition 2 montre que pour
calculer les autres termes du développement de l'intervalle [x;,y;], on est
ramené a un probléme de méme taille que celui pour l'intervalle [x,,y,'].

Dans tous les cas, le probléme initial a donc été ramené a au plus deux
problemes deux fois plus simples : Diviser Pour Régner oblige !!

1Vv.2. Algorithme

Lemme :
Soient up 2v; >0 et uy 2vy > 0 quatre entiers positifs et soit
TroisPasEuclide l'algorithme suivant :

‘Z'roisfPasfuc[i:[e( up, vy, upy, VH) - %'z(Q) X N==

Ré—-[})(l)]; t«0;

tantque (t<2) et (v..vy # 0) et (L %_J = L uv_I,:_I ) faire

0 1
R « U, 1 1.R;

l-I_.VL_.l
[uLuH]e_ - [uLuH]
VL VH l-l_;;_l ' VL VH ;
te—t+1;

Retourner (R, t );

Alors l'algorithme TroisPasEuclide calcule U'entier t qui est :

e are g ) . ] ). U u .
¢ soit l'indice des fractions continues de l'intervalle [—v \ —VH ],sz cet
L H
indice est inférieur a trois.

¢ Soit trois sinon.

. X i , u u
De plus, R est la matrice des fractions continues d’ordre t de ["\'/L’ ——H-]

L VH
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Preuve: immédiate, d'aprés les définitions de l'indice et de 1a matrice
des fractions continues. L'algorithme effectue en effet les trois premiers pas
de l'algorithme d'Euclide appliqué a (ug, vy) et (uy, vy) (si les quotients
obtenus sont les mémes).

Théoréme 1
X . - Yu VL
Soientu;, 2v; >0 et uy =vy > 0 quatre entiers vérifiant : 6 = uy g >0
L
Soit U( uy, vy, uy, vy) l'algorithme suivant :

U( ug, vy, uy, vg) = %2(@) X N==
si (v = 0) ou (v = 0) alors
(R’ t) &« (IZ,Z ’ O)

sinon

Vg V d+2
8«-;&-;&: d e[ Logy (8 T; mé—r—i——l;

PARRY 2My
A0 f = 3V H ; Uy 2™ u e 2m;
up, uy

R,y «U(u’, v, uy’, vy

u " u ” u u
L 1 H ” P R L H .
VL VH VL Vu I»
(R’,t,) & TroisPasFEuclide (UL”, VL”, UH”, VH”);

si (t' < 3) alors
R”, ) « (I;5,0)

sinon
t'+1

uLns UH’ 9 O 1 R’ uL” uH”
ano VH’” <« 1 0 . . VL” VH” N

(R’,, t”) (_ ﬂ( uL”” VL”,’ uH’,’, VH,’,);

R« R”.R’R; te& t"+t+t;
Retoumner (R, t );

Alors l'algorithme U calcule I'entier t et la matrice R tels que t est l'indice

. . ,e u u .
des fractions continues de l'intervalle [-V—L, V—HJ et R la matrice des
L H

fractions continues d’ordre t du méme intervalle.
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Preuve: elle découle directement des définitions du paragraphe précédent.

u’  uy U, uy
: L H
Par construction de u; ’, v;’, uy’, vy, ona: [_VL—’ , —v-};—,-] - [-;—L- , VH]'
I b
. . . up Uy
Les termes du développement en fractions continues de V.7 v.7|sont
L H

. rd u u
donc identiques aux premiers termes du développement de [V—L , -:;H;]
L

Les trois pas de l'algorithme d'Euclide effectués permettent de prouver que
I'algorithme calcule bien tous les termes du développement en fractions

. v u u . c

continues de l'intervalle [—VL , —-VH ], et par suite que la valeur t retournée
L H

est bien l'indice des fractions continues de cet intervalle.

L'algorithme s'arréte en un temps fini, puisque le développement en

fractions continues d'un intervalle réel non réduit a un point est fini ( @ est

dense dans R ).

Corollaire 1
Soit u 2v > 0 deux entiers, et soit G l'algorithme suivant :

G(u,v) = My (Q) x N==
(M,t) « U(u, v,ud,uv+1);
g <no.m[l;
Retourner (M, g)

L’algorithme G calcule la matrice de Bezout M délivrée par l'algorithme
d’Euclide appliqué au et v, et le pgcd g de u et v.

Preuve: elle se déduit directement de la proposition 1, et du théoréme
précédent.
Implantation :

L'algorithme décrit est relativement bien adapté a la programmation.
Différentes optimisations peuvent étre effectuées :

- le demier appel récursif dans U (récursivité a droite) peut étre
supprimé: il suffit ici de remplacer la condition d'arrét portant sur la nullité
éventuelle de v; ou vy par une boucle fantque sur la méme condition.

- le calcul de m peut étre effectué directement
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Iv.3. Complexité

Théoréme 2
Soient 2" > u; 2v; >0 et 2" > uy 2 vy > 0 quatre entiers avec :
vy vV
§=-2.-Lsg e §22*
Uy up

Alors la complexité C y(n,k) du calcul de U( uy, vy, uy, vy) est:
Cu(nk) = O( M(n) + M(k).Log(k) )

o M(n) est la complexité du produit de deux entiers de n f3-chiffres.

Preuve:

Les coefficients de la matrice de Lehmer associée a up, vy, uy et vy sont
bomnés par 2", d'aprés la proposition 3 (§I11.1). Tous les produits matriciels
(y compris les mises 2 jour de uy, v, uy et vy) sont donc de complexité
O(M(n)).

Il reste alors & borner les complexités des deux appels récursifs a U, donc a
bomer les quantités u; ’, vi’, uy’ et vy’ d'une part, etu”, v,”, uy” et vy’
d'autre part.

Onpose: d=[Log (81 et m =[—d;—2—|

On se place ici dans le cas ou d > 4. En effet, si d < 3, on applique
l'algorithme d'Euclide directement a (up,vy) et (ug,vy), et le coit est borné

par O(M(n)).
5o Vi VL

" ”»
LW s v
Uy U

et ;
uH’ uL”

Posons:

On a 'encadrement important de & [SCH71]: 2M< Y <2.2m

N.B. : cette inégalité, qui repose sur des calculs de parties entieres, est trés
fine, et, par suite, son obtention est trés astucieuse.

En utilisant la proposition 2 du paragraphe précédent, on obtient alors la

o
minoration de 8 : S > g;
D'otl I'on tire : 6’ =>2m

Finalement, &’ et 8” étant tous deux minorés par 2™ on en déduit que la
complexité Cqfn,k) de I'algorithme U est bornée par :



Arithmétique Précision Infinie 155

sik>4:  Cunk)<2.Cem+l,m)+OM(@) avecm =|—-k;—2_]
sSik€3:  Cymk) = O(M(@))

Apres résolution de la récurrence, on obtient le résultat final :
Caulnk) < O( M(n) + M(k).Log(k) )

Corollaire 2
Soient 2" > u2v >0 deux entiers .
Alors, la complexité Cg(n) du calcul de G(u, v) est :

Cg(n) = O( M(n).Log(n) )

ou M(n) est la complexité du produit de deux entiers de n -chiffres.

Preuve:

D'apres le théoréme 5 (§1.5), les coefficients de la matrice M sont bornés

par 22", La complexité du produit matriciel est donc O(M(n)).

De plus, lors de I'appel 2 U, on a (en reprenant la quantité & définie pour
uv+1l v 1

W): 0= 2 u°= ;2-2 220

La complexité Cg(n) est donc bornée par : Cg(n) < O(M(n)) + C¢fn,2.n)
D'ou I'on déduit : Cg(n) <O(M(n).Log(n))

Conclusion

En utilisant la complexité asymptotique de la multiplication de deux entiers
{SST71], on obtient alors :

Cg(n) <O( n.Log?%n) . Log(Log(n)) )
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V. UN META-ALGORITHME DE CALCUL DU PGCD

Les résultats expérimentaux montrent que chacun des trois algorithmes est
le plus intéressant sur un intervalle donné. Le meilleur algorithme est alors
un compromis entre 1'algorithme de Lehmer classique, l'algonthme de
Lehmer généralisé et 'algorithme de Schonhage.

Temps (ms)
60000

50000 -

E

40000 o

Lehmer Classique

30000 -

20000 -

10000 - B
Lehmer Généralisé Nombre de

0 -—W ' T v T v T Y B-chiffres

0 100 200 300 400

Fig. V Comparaison des trois algorithmes
(Implantation en cours d'amélioration pour Lehmer généralisé)

Nous avons vu (§ III) que l'algorithme de Lehmer classique pouvait étre
considéré comme un cas particulier de l'algorithme de Lehmer généralisé.
Avec un bon choix des constantes de contréle (cf II1.3.), ce dernier devient
toujours plus efficace que l'algorithme de Lehmer classique.

Seul, l'algorithme de Schonhage peut alors apporter un intérét
supplémentaire. L'expérimentation montre que le seuil entre les deux
algorithmes se situe aux alentours de 700 chiffres décimaux. L'avantage
apporté par l'algorithme de Lehmer généralisé est donc consistant.
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Chapitre VII

ARITHMETIQUE DANS Z

I. Représentation d'un entier signé

Un entier relatif est vu comme un entier naturel signé : il est donc
représenté par sa valeur absolue en base B, a laquelle on adjoint une
information sur le signe (positif ou négatif) de 'entier.

Cette représentation est trés naturelle et -donc...- classique : il est clair
qu'avec ce choix, toutes les opérations arithmétiques sur Z pourront étre
réalisées a l'aide des opérations arithmétiques déja définies sur N.

D'autres représentations auraient pu étre choisies. Citons, par exemple, la
représentation en base négative, avec des chiffres positifs [KNU81le]. Le
choix de la représentation en valeur absolue signée est motivé par :

1°  L'encombrement mémoire est minimisé : le stockage dense
sous format bloc est facile (§ Chapitre I). De plus, un entier positif tient la
méme place que son opposé. La remarque est vraie en base négative aussi.

2°  L'arithmétique pourra €tre, 4 moindre cofit, construite sur
l'arithmétique dans N.

3°  Le calcul du signe est effectué en coiit constant (codt lin€aire
pour la représentation en base négative a chiffres positifs ).

Implantation

type libreo: tadlle

V'S
Référence : taille,
0i i n

< lype etsigne (©)

VN

a {c=0 = az0
c=1 ©a<0

<n+l > mow de 32 biws
pour le stockage de la
décomposition en base
[ del'entier

v

0<a;<p i=0...n

n .
Fig. V.1 Représentation de l'entier a = (-1)’.2 a;.p' avec
i=0 O<a,<P sinz0
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N.B. : On représente 0 de maniére unique : 0 = (-1)°.0.8°
II. Les opérateurs surchargés

Effectuer une opération arithmétique (+,-,*,/) sur des entiers signés se fait a
l'aide de I'arithmétique non signée en trois étapes : :
1° Calcul de 'opération correspondante dans N : opération et opérandes
2° Calcul effectif de I'opération dans N, et récupération du résultat
3° Calcul du résultat dans Z a partir du résultat dans N

Pour I'addition et la soustraction : on se raméne soit 4 1'addition des valeurs
absolues, soit 2 la soustraction de la plus grande valeur absolue et de la plus
petite.

La multiplication se raméne a la multiplication des valeurs absolues, le
calcul du signe se ramenant & un ou-exclusif sur les signes des opérandes.

La division pose quelques probleémes. Il est essentiel de pouvoir disposer
d'une opération semblable 2 la division euclidienne dans N, mais il existe
plusieurs fagon de la définir dans Z. Elle intervient dans le calcul du pgcd
de deux entiers, et est trés utile pour calculer le résidu d'entiers modulo un
entier déterminé (par exemple, pour borner la taille de coefficients
intermédiaires lorsque c'est possible : une application peut €tre trouvée dans
le calcul de la forme d'Hermite d'une matrice, ou les calculs peuvent étre
réalisés modulo le déterminant de la matrice [SIE89]). Il reste & préciser les
spécificités de cette opération.

Soient (a,b)e ZxZ*. Cette opération doit permettre de calculer deux

entiers relatifs q et r tels que :
a=bq+r

A priori, différents choix sont possibles. Il est donc nécessaire de préciser
les contraintes auxquelles sont soumis le quotient q et le reste r :

¢ qetrdoivent étre définis de mani€re unique

¢ q et r doivent correspondre au quotient et au reste de la division
euclidienne lorsque les opérandes sont positifs ( extension de la division
dans N a Z)

¢ Périodicité du modulo : soit m un entier; I'opération "modulo m"
est de période m, i.e. : YueZ: (u+m)modm=umodm

Cette propriéte est essentielle lorsque 'on effectue des calculs modulaires
[SIE89].

Pour répondre 2 ces contraintes, la convention retenue est :
0<r<ibl
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Donc, si q et r sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de deux entiers positifsa et b, alorson a :

dividende|diviseur | quotient reste
a b q r
-a b -q st r=0 0 sir=0
-(q+1) si 20 | (b-r) si r#0
a -b -q r
-a -b q sir=0 0 si r=0
(q+1) si r#0 | (b-r) si r#0

Remarque

Dans la plupart des langages, la division est étendue aux entiers négatifs, en
imposant comme contrainte surr :
0<r< |blsia>0

{bl<r<0sia<0

Cette opération est tres facile a effectuer a partir de la division dans N. En
effet, si q et r sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de deux entiers positifs a et b, on a alors:

dividende | diviseur quotient reste
a b q r
-a b -q -T
a -b -q r
-a -b q -T

Cette division présente un inconvénient majeur: elle ne conserve pas la
propriété de périodicité du modulo.
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Chapitre VIII

ARITHMETIQUE DANS @

I. Représentation d'un rationnel
I.1. Nécessité d'une pluri-représentation

En vue d'utiliser I'arithmétique signée, deja définie, comme brique de base
de l'arithmétique rationnelle, un rationnel sera considéré comme la
juxtaposition de deux entiers : le numérateur et le dénominateur.

Définition :
On appelle forme réduite d’un rationnel r l'unique représentation de r pour
laquelle le dénominateur est positif et premier avec le numérateur.

Le probléme inhérent est alors que deux rationnels peuvent étre égaux, sans
avoir la méme représentation, lorsque numérateur et dénominateur ne sont
pas premiers entre eux. Il y a donc deux fagons radicales pour traiter ce
probléeme :

1° Réduire systématiquement tout rationnel via un calcul de pgcd

2°  Ne jamais réduire un rationnel : les comparaisons (égalité,
infériorité...) sont alors traitées en comparant la différence des deux
opérandes avec zéro.

Chacune de ces méthodes a ses avantages et ses inconvénients : tout réside
bien sdr dans le probléme a traiter -et les calculs a effectuer-.

Pourtant, la fagon d'effectuer les opérations arithmétiques dépend
intrinséquement de la représentation adoptée (cf §I1.).

Il est donc essentiel de définir un format qui englobe les formes réduites et
non réduites. Les opérations sur les rationnels dépendront bien siir des
formats des opérandes ou/et du résultat (c'est a dire réduits ou non).

Remarque
De fagon a simplifier 'utilisation, le choix d'une forme par défaut pour tous
les calculs rationnels peut étre spécifiée.

I.2. Représentation interne
Un rationnel est considéré comme un bloc, formé de la juxtaposition de

deux entiers : le numérateur et le dénominateur. Le numérateur a le signe
du rationnel, le dénominateur est lui toujours strictement positif.
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La représentation compacte sous forme de bloc est motivée par :

1°  L'encombrement mémoire est minimisé. En outre, 1'allocation
et la libération sont simples; il est  noter que la représentation sous format
de pointeurs vers deux entiers nécessite trois allocations ou libérations, donc
un morcellement plus grand de la mémoire.

2°  La communication d'un rationnel est trés simple, et de coiit
minimum : c'est un bloc.

3°  Le fait de retrouver le format d'entier pour le numérateur et le
dénominateur permet de construire l'arithmétique a2 moindre coiit, en
utilisant I'arithmétique dans Z .

4°  Le calcul du signe est effectué a coiit constant.

5°  Le fait qu'un rationnel soit réduit ou non est connu par
consultation du libellé. Cela évite de réduire un rationnel déja réduit, et
nous avons vu que cela influe sur la fagon d'effectuer les opérations
arithmétiques. Le mélange des formes réduites et non réduites permet
d'adapter le mieux possible I'arithmétique au probléme considéré.

Implantation
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Fig. VI.1 Représentation du rationnel g

II. Arithmétique rationnelle surchargée
IL.1. Généralités

Ce travail a €t€ réalisé a partir de remarques données par Knuth [KNUS81f]:
elles sont a la base des algorithmes manipulant des rationnels réduits. Nous
etudions les complexités de ces algorithmes et évaluons les complexités des
opérations en format non réduit.

Nous avons vu que les algorithmes permettant d'effectuer les opérations
arithmétiques dépendent de la forme - réduite ou non - des opérandes.



162 Arithmétique Précision Infinie

Remarque :

Il est & noter que lorsque une opération a pour opérandes un rationnel et un
entier, 'algorithme utilisé est le méme que si I'on considérait 1'entier
comme un rationnel réduit, dont le dénominateur est un. Seuls quelques
calculs (pgcd par exemple) sont simplifiés, et c'est pourquoi ils ont été
implantés avec quelques optimisations.

Dans la suite, nous considérons deux rationnels : r; = gTet Iy = P2 .

qQ2

Lp, = LLogg p1l+1 {Lp2=LLogB pal+1

Onpose:{qu=LLonglJ+1 et Lg, =LLoggq2l+1

AQ(Lp Lq Lp,Lo) (resp. Aq(Ly Lq Lp,Lg)) désigne la complexité de I'addition
(ou la soustraction) de ry et r; lorsqu'ils sont réduits (resp. non réduits).

MQ(Lp, Lq, Lp,Lg,) (resp. Mq(Ly, Lq Ly, Lg,) désigne la complexité de la
multiplication de r; et r; lorsqu'ils sont réduits (resp. non réduits).

N.B.: On négligera dans la suite :

¢ le coilit de l'addition de deux entiers devant celui de leur
multiplication et de leur pgcd.

¢ le coiit des réductions (divisions) de deux entiers par leur pgcd devant
le colit du calcul de ce pgcd.

I11.2. Addition et Soustraction

La soustraction étant un cas particulier de 1'addition, nous nous intéressons
au calcul d'une représentation de r = ry + 3.

I1.2.1. Forme réduite
n et rp sont réduits. On a donc : (prqn=1let(prq) =1

Deux algorithmes sont envisageables :
(A1) Calcul puis réduction :

On calcule d'abord une forme R non réduite de r. Soient P = (p;.q, + p,.qQy)
et Q=(q,.92)-R =% est une représentation de r.

On réduit R via un calcul de pged. Soit 8 = (p;.q2 +P2-41,91.02).
(P/3)
(Q/5)

On obtient :

est une représentation réduite de r.
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Le coiit Af de cet algorithme est :
Al( Lp,Lq,LpyLe) = Mp(Lp,, Lqy) + Mp(Lp,, Lq)) + Mp(Lq,, Lgy) +
Gedg(Sup(Lp,+Lq,.Lp,+Lg,).Lg,;+Lg,)

Al(LpLg Lpylg) = O (GCdB(SuP(LP1+LQ2’LP2+I411)’L‘11+L<12) )
(A2) Pré-réduction puis calcul :

Comme (p;,q;) = 1 et (p,,q2) = 1, la réduction a effectuer sur R provient en
grande partie du pged 8 = (q;,q,).

Proposition
q; =q,/0
Soit 6 = (q1,q3), et soient{ ) .
q1.92 g = g,/
Alors : (P1-92+P2.91)/d

q1.93.(6/d)

Soitd = (pIQé +p2.q1’,5).

est une forme réduite de r.

Preuve :
P1q92+Dyq
q1-92

Lemme :  Si(q;,q,)=1, alors . est une forme réduite de r.

Preuve :

Soit d = (p1.q2 + P2.q1.91-92)- Si d#1, alors il existe un facteur c#1 de d qui
divise q; ou qy.

Supposons que ¢ divise q;. Comme (p;,q;) = 1, on en déduit que ¢ ne divise
pas p;. Or ¢ divisant d, c divise (p;.q, + p2.q))-

On en déduit que c divise q,, ce qui est absurde puisque (q;,q,) = 1.

Donc d =1, et le lemme est démontré.

Supposons maintenant que 8 # 1, et posons q; = q,/8 et g3 = q,/d.

Onaalors :R = P1-Q2’ +,pg.q1 est une forme non réduite de r.
qi.q3-6

D'apres le lemme précédent, on a : (p;.q3 + p,.41.q;.q3) = 1.

Posons d = (p;.q3 + p2-q1,9). On en déduit que :

(Pl’qf + P2-q1)/d est une forme réduite de r. cqfd
q1-92.(6/d)

Soit A; le coiit de l'algorithme défini a partir de la proposition.
Soit Ls le nombre de B-chiffres de .
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Ona:
A{(Lpl,qu,L?z,qu) = Gedp(Lq,,Lq,) + chB(Max(Lp2+Lq1-L5,Lp1+Lq2-L5),L5)
+ Mp(Lp, Lq,-Ls) + Mp(Lp, Lq,-Ls) + Mp(Lq,-Ls.Lq,-Ls)
+ Mp(Lg,+Lg,-2.Ls,Ls)

On en déduit donc que l'on a toujours :

Azr(pr'th'LPz’qu) = A{( LPl’qu’Lpz’qu)

Conclusion :
Pour la forme réduite, (A2) a une complexité plus faible que ()

11.2.2. Forme non réduite

La multiplication étant de complexité négligeable devant le pged, on en
déduit que l'algorithme le plus efficace pour l'addition de rationnels en
forme non réduite est (4;), sans réduction finale. Nous désignerons par
(43) cet algorithme.

) s+ P2 i ) i .
Autrement dit : b1 cg qu Rl est la représentation la moins coiiteuse de r.
1-42
Le cofit de ce calcul est :

(Ax( Lp,.Lq,Lp,Lq,) = Mg( Lpl» Lq,) + Mp(Lp,, qu) + Mp(Lgq,» qu)
Conclusion :
Pour la forme non réduite, (A43) a une complexité plus faible que ()
I1.3. Multiplication et Division
Comme la division est un cas particulier de la multiplication, nous nous
intéressons au calcul d'une représentation de r = ry.1,.

I1.3.1. Forme réduite

r; et r; sont réduits. On a donc : (prq)=1let(prq) =1

o

On cherche deux entiers p et q premiers entre eux tels que :

aro

L P2
1°qQ2

o]

Deux algorithmes sont envisageables :
(41) Calcul puis réduction :

On calcule d'abord une forme R non réduite de r. Soient P=p;.p; et
Q=q1.q2.
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R= L est une représentation de r. On réduit R via un calcul de pged.

Q
. (P/5)
Soit 8 = (P,Q).
oro=PQ- o5

est alors une représentation réduite de r.

Le coiit Mj de cet algorithme est :
Mi@p, Lg, Lp,Lq) = Ma(Lp;,Lp,)+Mp(Lg,,Lq,)+Gedp(Lp +Lp,Lg, +Lg,)

D'Oﬁ : Nﬁ(LPl'L‘ll’LPz’qu) = O( GCdB( Lp1+Lp2’ Lq1+LQZ))

(A2) Pré-réduction puis calcul :

Comme (p;,q;) =1 et (p2,q2) = 1, la réduction 2 effectuer sur R provient
uniquement des pgcd croisés : 81=(p1,q2) et &=(p2,q1).
Un deuxi€me algorithme () consiste donc a calculer d'abord ces pgcd.
: P = (P1/81).(p2/32)
On obtient alors :
{ q = (q1/61).(q2/62)
Le coiit M; de cet algorithme est borné par:
My, Lq, Lp,La) € Mp(Lp, Lp,) + Mp(Lg,.Lqy) + Gedp(Lp; Lp,)
+Gedp(Lq,,Lg,)

Dol : IMiLp, Lo, Lp,Lg) = O(Gedp(Lp,,Lp,) + Gedp(Lq,,Lg,))

La fonction Gcedg étant super-linéaire, on en déduit que :

Conclusion :
Pour la forme réduite, (A) a une complexité plus faible que (2;)

I1.3.2. Forme non réduite

On ne connait pés (P1,91) et (p2,q2).

")

On cherche deux entiers p et q tels que :

o

_PLp2
q1 Q2

Kal

Alors : { 2 Z gigi permet de calculer des valeurs pour p et q.

N.B. : (43) correspond a l'algorithme (4;) avec un résultat non réduit.
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Le cofit de cet algorithme est :
T3 = Mg(Lp,, Lp,) + Mp( Lq,, Lg,)

Mg étant négligeable devant Gedg (Mg = 0(Gedp )), on en déduit que :

Conclusion :
Pour la forme non réduite, (A3) a un coiit plus faible que ()

I1.3.3. Forme mixte

De maniére générale, aussi bien pour l'addition que pour la multiplication,
deux cas sont a distinguer :

1°  On désire un résultat réduit : 1'étude précédente montre que le
meilleur algorithme consiste a effectuer une pré-réduction sur les
opérandes avant de calculer la forme finale du résultat - type (4)-.
Il est donc intéressant de réduire de toute fagon les opérandes pour calculer
leur somme ou leur produit, plutét que de réduire leur résultat. Dans ce cas,
on gardera la forme réduite pour les opérandes.

2°  On désire un résultat non réduit : le meilleur algorithme
consiste a effectuer un calcul direct du résultat, sans pré-réduction des
opérandes - type (43)-.

Conclusion générale
L’algorithme de calcul ne dépend que de la forme cherchée pour le résultat :
¢ si le résultat doit étre réduit, le meilleur algorithme est de type
(A2) (Pré-réduction, puis calcul)
¢ si le résultat ne doit pas étre réduit, le meilleur algorithme est de
type (A3) (Calcul direct, sans pré-réduction)

Remarque importante concernant l'implantation des rationnels :

Deux types d'algorithmes pour les opérations sont implantés, selon qu'un
résultat réduit ou non est demandé. Les opérations a résultat non réduit sont
effectuées directement.

Pour les opérations & résultat réduit, les opérandes sont d'abord réduits : un
rationnel non-réduit occupant plus de place que sa représentation réduite,
cette opération est faite en place : la nouvelle représentation réduite
remplace donc l'ancienne représentation non réduite. Cette technique est
trés efficace puisqu'elle évite de réduire plusieurs fois un méme rationnel,
lors de différentes opérations.
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II1. Extension au calcul dans Q U { -, +0 }

Il est possible, & moindres frais, d'étendre le calcul dans Q au calcul dans

Q U{'°°,+°° }'

11 suffit pour cela d'adopter la convention de représentation :

(1

0

0 représente +oo
-1
{=

représente -oo

k-g-est indéfini

Les opérations arithmétiques précédentes permettent alors d'obtenir

tables des valeurs suivantes :

* 0 |eQ |eQt]-00 | +oo + 0 {eQ |eQt]-o= | +eo
0 0 0 0 |indéfini | indefini 0 0 |eQ [eQt | -o0 [ +ee
eQ | 0 [eQ*]eQ |40 ] -o0 eQleQ (eQ |eQ | -0 | 400
eQt| 0 eQ |eQt| -0 | +o° eQtleQ* [eQ |eQt | -0 | +o0
-00 |indéfini] 400 -00 +o0 -00 -00 -00 -o0 -00 =00  |indéfini
+00 |indégini| -00 | 400 | ~o0 +o0 +00 | +o0 | 400 | +00 lindéfini| +oo

Fig. VIL.3 Regles de calcul dans Q U { -oo, 400 }
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Chapitre 1X

VECTORISATION DE L'ARITHMETIQUE ENTIERE

I. Définition du modeéle vectoriel
Dans toute cette partie, on appelle unité vectorielle une unité composée de :
+ une unité de contrdle (capable de décoder une instruction par cycle)

+ une unité arithmétique, comprenant un additionneur et un multiplieur
virgule flottante. Ces deux unités sont pipelinées et ont respectivement e+ et
R
e” étages.

+ un ensemble de registres vectoriels, permettant un accés direct sur
chacun des pipelines

« deux registres scalaires, associés a I'additionneur et au multiplieur. Ils
sont directement accessibles depuis la mémoire.

+ une mémoire, partagée en deux bancs A et B, chacun des bancs ayant
un acces direct dans les registres.

On suppose que l'unité vectorielle fonctionne selon le schéma :

1° Chargement de deux registres opérandes, chargement des registres
scalaires, chargement des codes opérations

2° Calcul, sur une taille de vecteur donnée

3° Récupération du résultat dans 1'un des registres

Nous ne tenons pas compte dans la suite des temps de
chargement/déchargement des registres dans la mémoire, mais uniquement
du coiit arithmétique des opérations étudiées. Ce temps pouvant étre non
négligeable selon son rapport avec le temps de cycle de I'unité vectorielle,
nous étudierons son influence dans les expériences pratiques.

N.B. : Ce modele correspond a l'unité vectorielle WEITEK sur laquelle
ont été effectués les tests [TOU89] [VIL89] [FPS88].

La taille des registres opérandes est supposée limitée a Tr. Pour 1'unité
vectorielle WEITEK, T; =128.

Le format flottant de 1'unité est le format IEEE-64 bits, que nous noterons
IEEE64.

L*e nombre d'étages de l'additionneur et du multiplieur sont : et* =5 et
e" =6.
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registre A registres B registre A registres B
X Y X Y
+ *
sortie + sortie + sortic = sortie *

Fig VIL.1 Unité vectorielle modele

II. Représentation a retenue conservée
II.1. Nécessité d'une représentation adaptée

L'unité vectorielle admettant comme opérandes des flottants, I'arithmétique
entiere dans U n'est pas accessible directement. Il faut donc éviter le calcul
des retenues.

Par ailleurs, la propagation des retenues dans les opérations d'addition et de
multiplication pose un probléeme de dépendance arriére,difficile a éliminer
sans trop alourdir le calcul.

Prenons pour exemple 1'addition de deux entiers.
n n

Soient A=Y a;.p'et B = b;.p! deux entiers de méme taille.
i=0 i=0

n+1
Leur somme R = A+B = ) r;.p' est définie par la récurrence :
i=0
ti= aj + b;
Chi1 = 0
ci = I{(ti+ ci.1)>p} i=0...n
Ii =tj+ Cj.1 - Ci.p
I'ns1 = Cp
Le calcul de ¢; pose donc un probléme de dépendance arriere. Cette
dépendance €tant relativement simple, il est possible de I'éliminer en la
déroulant sur un certain nombre de termes k, et en choisissant k en fonction
du nombre d'étages de I'unité vectorielle : il suffit d'écrire c; non plus en
fonction de c;.;, mais en fonction de c;x [KOG81]. Cette méthode a
cependant l'inconvénient de compliquer le calcul -élémentaire- de c;.
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En pratique, la probabilité qu'une retenue entrante entraine une retenue
sortante est excessivement faible lorsque B est grand. La technique utilisée
est donc de boucler tant que le vecteur de retenues n'est pas nul [MEL88].

Le probléeme de la propagation de retenue est lié au choix de la
représentation. Il est alors essentiel de choisir une représentation qui
autorise le dépassement de base, sans propagation de retenues obligatoire.
Pour cela, nous nous inspirons d'une technique utilisée en arithmétique
machine [MULB89] pour effectuer des opérations en temps constant, et que
nous désignerons par le terme notation @ retenue conservée. Cette notation
permet ici une vectorisation efficace de 1'addition. '

Définition »
Soit A et M deux entiers. La séquence {uy, uy.;,.. “Uplam, avec -M<u; <M,
représente en notation a retenue conservée en base A l'entier :

n
U= Zu Al
i=0
Notation : nous appellerons Apm-entier un entier dans cette représentation

Nous désignerons par recalage 1'opération qui consiste a passer de la
représentation 2 retenue conservée en base A i la représentation standard en

base A :
recalage : U={uy, up.1,...,up}am — V= [vp, Vp-15...,vola / U=V

Cette opération est trés importante : s'effectuant en temps linéaire, elle
permet un passage facile d'une représentation 2 l'autre.

Remarque :
Le passage d'un A-entier u au Ap-entier U qui lui correspond est réalisé de

la fagon suivante :
Si u est positif : u= [uy, up.1,...,vp]a €st converti en U={up,un1,...,u0}aMm
Si u est négatif : u= -[uy, up.1,...,vo]a est converti en U={-up,-unt,...,~up}am

Les coefficients de la représentation pouvant étre négatifs, I'addition de
nombres de signes opposés est une vraie addition. La comparaison,
nécessaire préalable pour la décision de l'opération en représentation
standard, est ainsi évitée.

11 est cependant clair que la comparaison entre deux Ap-entiers nécessite -
dans la plupart des cas, et sauf choix spécifique de M < A-1 - un recalage.



Arithmétique Précision Infinie 171

I1.2. Le format flottant IEEE 64 bits

Soit x l'entier représenté en format flottant IEEE-64 bits (by...bes3) par
[IEE82] :

ls] e I m |
bes bz bsz bs; by
s : bit de signe (s=1 < nombre négatif)
e : exposant, sur 11 bits, en représentation signée
m : mantisse sur 52 bits, en représentation non signée

On a alors : x = (-1)5.(252 + M).2¢-1075
(s = be3

Je= Y bsyyi 2t
i=0

avee ©

51 .
M=) b2
i=0

\.

I1.3. Choix de A etde M

De fagon a tirer au maximun parti de la representatlon flottante -supposée

étre en format binaire-, M est choisi comme étant [e plus grand entier

impair codé exactement en format flottant.
Dans le format IEEE64, on choisit donc : M =231

Le choix de A est lié aux contraintes suivantes :

1°/ pour pouvoir effectuer des multiplications exactes, sans
propagation de retenue au premier ordre, il est nécessaire d'avoir:

(A-12 <M

2°/ la multiplication entraine le cumul d'un grand nombre
d'additions.
T; €tant la taille limite des vecteurs opérandes, il est nécessaire de pouvoir
effectuer, sans depassement de M, T, -1 additions de produits d'entiers

bornés par A.

Onadonc: (T.-1).(A-12<M, doi: A<1+q/M

Dans le cadre du modéle, onadonc: A<8421 570
On en déduit que toute valeur de A vérifiant A < 223 convient.
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3°/ il est essentiel de pouvoir effectuer des recalages faciles : p €tant
une puissance de 2, si A est une puissance de 2, le passage d'un B-entier a un
Am-entier peut étre effectué a l'aide de décalages trés simples.

Pour le modéle considéré, nous avons B =23%: A = 2!6 permet donc des
conversions peu cofiteuses. '

{A =216

Finalement,ona :
M = 2331

I1.4. Dépassement et sécurité : validité de la représentation

Le probleme de cette représentation est de déterminer l'opération pour
laquelle I'un des coefficients du résultat risque de devenir, en valeur
absolue, supérieur & la borne M. Cette détermination doit €tre peu coliteuse,
pour étre négligée devant le colit d'opérations aussi élémentaires que
l'addition, mais assez fine pour éviter des recalages trop fréquents, ...et
surtout assez siire pour ne pas risquer d'erreurs de dépassement !

Pour garantir que tous les coefficients restent bornés par M, on associe 2
tout Am-entier U={uy, Upn.1,...,uo}a M un indice de validité : 1Ulla m , défini
par :

1° Lors du passage de la représentation du f3-entier [V[ﬂ],...,VO]B a U, on
2

définit :

Ula M = Max Iyl
i=0...n

Remarque : le calcul de HUll5 m peut étre simplifié en lui associant la valeur
initiale A-1 : les bornes successives sont alors moins bonnes ( donc les

recalages plus fréquents ), mais le coiit de I'indice de validité est constant
quelle que soit la taille de 1'entier, donc nul.

2°  Lors de 'addition U+V de deux Am-entiers Uet V,on a:
”U+V||A’M = “U"A,M + "V”A,M

3° Lors du calcul du produit U.V de U={up, us.1,...,00}a,M par
V=(vp, Vp.1,...,Vo}aMm, On a:

HU.Vliam = Inf (n,p).1UNA m.IIVIIA M
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Lors du passage de la représentation standard 2 la représentation a retenue
conservée, le calcul de ll ll5  coiite -au plus- le calcul du maximum des
coefficients : il peut donc étre effectué en un passage dans l'additionneur.
Lors des additions et des multiplications ultérieures, le calcul de Il llam est
effectué en temps constant, avant 1'opération. Si la valeur de ce calcul est
supérieure a M, alors il est nécessaire d'effectuer un recalage avant
l'opération, pour garantir la validité des calculs.

Il lam permet donc de valider, @ moindre coiit, les calculs.

I1.5. Représentation des entiers sous format vectoriel

Compte-tenu des remarques précédentes sur le choix de A et M, la
représentation d'un entier sous format vectoriel est la suivante :

[type vec ] I taille ]
taille ] Reférence : taille, type

IX N, 03 1
<taille> mots de 32 bits

pour le stockage des
ﬂolIlEagE fg':nal X, coefficients du vecteur
<taille> = 2.n+1
x n -

n
Fig. VIL.2.5. Représentation vectorielle de X = in.A' avec -M <x;.A'<M i=0,....n
i=0

ITI. Vectorisation des algorithmes standards

IT1.1. Implantation des recalages
III.1.1. Passage du format B-entier au format Apj-entier

Soit n un entier inférieur & 219, et soit x un flottant.
L'affectation a x de la valeur de n peut étre effectuée en trois temps, a I'aide
d'une seule opération arithmétique flottante :

1°  mise & zéro de x

2°  recopie de n dans les seize bits de poids faible de x (mantisse)
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3°  affectation de Ia constante hexadécimale 4334 dans les douze
bits de poids fort de x (exposant qui indique que le bit sous-entendu du
format correspond 2 23). x vaut alors n+2>3,

4°  soustraction de la constante flottante 253 au flottant obtenu,
pour recaler la mantisse

Le passage d'un B-entier 2 un ApM-entier peut facilement étre réalisé

vectoriellement a l'aide de la primitive ci-dessus.

Sans tenir compte des temps de déplacements mémoire - certes cofiteux,
mais inévitables ne serait-ce que pour amener les vecteurs opérandes dans
des bancs différents -, la conversion d'un p-entier de n p-chiffres en

Am-entier de 2.n coefficients peut donc s'effectuer vectoriellement, en :
(et + 2.n - 1) temps de cycle

N.B. : et est le nombre d'étages de I'additionneur pipeliné.
I11.1.2. Passage du format Am-entier au format B-entier

Le passage d'un entier inférieur 4 2!6 du format flottant au format entier
peut étre réalisé en utilisant 1'algorithme inverse de celui présenté ci-dessus:
la seule modification a apporter étant de soustraire vectoriellement -au lieu
d'additionner- la constante flottante 233,

Le probléme est donc de passer de la représentation en retenue conservée a
la notation -signée- standard flottante.

En fait, pour rendre une opération en retenue conservée valide lorsqu'il y a
un dépassement possible de M, il est suffisant de ramener les coefficients des

opérandes dans {-A+1,...,A-1}, sans qu'il soit nécessaire de les obtenir tous
de méme signe. Deux types de recalage sont donc distingués :

1° recalage : retenue conservée — retenue conservée :

Soit U={up, up.1,...,ug}am tel que : lyl < M i=0...n. On cherche V en
représentation 2 retenue conservée V={vp, vp.1,...,vo}am tel que :

0<vi<A i=0...p-1
(0O<vp<A) ou (-A<vp<0)

n . ©
Zui.A' = ivi.A‘
i=0

i=0
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L'algorithme de recalage (noté : recalage V— V) consiste en un parcours
linéaire des coefficients de U, poids faible d'abord. Pour chaque coefficient,
on additionne la retenue entrante. Le quotient euclidien par A du résultat

obtenu est propagé comme nouvelle retenue. Le reste modulo A donne le
nouveau coefficient de v.

M
p est donc borné par : p<n+|Log (X')_l

2° recalage : retenue conservée — représentation standard flottante :

Soit U={uy, up-1,...,up}am tel que : lyl < M i=0...n. On cherche V en
représentation a retenue conservée W={wp, wp.1,...,wWo}a M tel que :

(0Swi<A i=0...p) ou (-A<w;<0 i=0...p)

n - 13
Yuial = iwi.A‘
i=0 i=0

L'algorithme de recalage (noté : recalage V—Z) s'effectue en deux étapes.

Apres un recalage de type V-V (1° ci-dessus), U est transformé en
V={vp, Vp-1,...,vo}aM . A partir de V, le signe de U est connu : c'est le signe
de vp. Si vp est positif, alors la représentation W obtenue est la
représentation cherchée.

Si v, est négatif, soit k le plus petit indice de v tel que vy # 0. Si k=p, alors la
représentation cherchée pour W est V. Sinon, la représentation de W est
obtenue par soustraction vectorielle sur les (p-k+1) chiffres de poids fort de
Vi W= {vptl, vp1-(A-1), vpa-(A-1),... v -(A-1), vi-A, Q,.......... O}

(k-1) chiffres 4 0

I11.2. Addition et Soustraction

Soient U={up, up.1,...,up}am et V={vp, vp.1,...,vo}am deux Am-entiers,
dont on connait les indices de validité IUllapm et 1VIla s

Si //Ullam + [IV]lam <M : alors l'addition de U et V peut étre effectuée
vectoriellement en :

77(1)(1 = (e* + Inf (n,p) + 1) temps de cycle
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Le résultat W={Wsup(n.p)» WSup(n,p)-1----Wo}a,m €st donné par :

wi =uj + vi i=0...Inf(n,p)
wi=1uj (d=p+l..n) sin>p
wij=vj (=n+l...p) sin<p
HWHA M = TUlA M + IVHA M

Si Ullp M + IVIly > M : alors il est nécessaire de recaler le plus grand de
U et V : pour l'implantation, il vaut mieux éviter de recaler les deux
vecteurs, sauf dans le cas ou l'indice de validité du plus petit est de I'ordre de

A.

La soustraction suit le méme principe. Cependant, lorsque le vecteur
opérande droit a une taille plus grande que le vecteur opérande gauche
(p>n), le changement de signe sur les (p-n) chiffres de poids fort peut étre
trés efficacement effectué par l'unité arithmétique scalaire (ou exclusif sur
un bit). I peut bien siir étre également effectué par 1'unité vectorielle,
lorsque cela est plus avantageux.

I11.3. Multiplication

Soient U={up, up.1,...,uo}am et V={vp, vp.1,...,vo}am deux AM-entiers,
dont on connait les indices de validité liUllam et IVII4 M . On suppose ici -
sans restrictions- que n>p.

Si p.lUlIA mIVHA M < M : alors 1a multiplication de U et V peut étre
effectuée vectoriellement en :

'I—‘ﬁ)ul =n.(p+1) + (p+1).e* + p.e* temps de cycle

L'algorithme standard est en effet -avec la représentation a retenue
conservée- trés vectoriel. Nous notons ici R le registre résultat, et R¢ le réel
de poids le plus faible de R.

Algorithme standard vectorisé:
1° Pré-allocation du vecteur W={wn+p, Wnsp-1,...,Wo}a M, €t mise
a zéro

2°  Chargement de vo dans le registre scalaire du multiplieur,
Calcul de R = vo.U
Enregistrement de Rf en wyg
Shift de R d'une position (un réel -ou 64 bits-)
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3 Pouri=l...p:
Chargement de v; dans le registre scalaire du multiplieur,
Calculde R=vi,U+R (R registre)
Enregistrement de Rfen w;
Shift de R d'une position (un réel -ou 64 bits-)

4° Déchargement de R dans wyip, Wnap-1,.-.,Wp+1

Remarques :

Il est possible d'adapter facilement cet algorithme au calcul de U.V+T avec
T de taille inférieure a n.

Pour éviter une explosion des coefficients dans le vecteur résultat, On recale
le vecteur résultat immédiatement apres le calcul de la multiplication, dans
un vecteur {Wnip+1, Wnaps...,Wolam : il suffit de pré-allouer un vecteur
résultat de (n+p+1) chiffres dans l'algorithme précédent, pour ne pas
entrainer une gestion mémoire supplémentaire.

Cet algorithme étant basé sur un Saxpy (opération du type U-s.V,ou Uet V
sont des vecteurs et s un scalaire), il tire le meilleur parti de 1'unité
vectorielle.

Il est a noter cependant que l'algorithme vectorisé est l'algorithme standard:
il ne sera donc pas efficace pour des entiers de grande taille. L'algorithme
de Karatsuba mixte se préte cependant trés mal a la vectorisation.
L'algorithme de Schonhage-Strassen, basé sur la FFT, pourrait étre un bon
candidat...

I11.4. Performances
Nous présentons ici les résultats obtenus pour les algorithmes précédents.

III.4.1. Recalages

Temps (en ms)
3000

2000 -

Recalage (Vo V)

1000

Recalage (Z-V)

L L L Nombre de p-chiffres
° 512 1024 1536 2048 des opérandes

Fig 1.1 Recalages (non vectorisés)
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RECALAGES  [Ig—>{ JaMm
Opération Cout expérimental Qualité
[Ig->(laM 0,31.n + 4,8 1,00
{Jam- {JaM 1,04.n + 4,3 1,00
{JamM-1[...18 1,3.n- 2,1 1,00

Fig 1.2 Vérification du coiit linéaire des recalages

Remarque :

Les recalages n'ont pas été vectorisés : cela explique en grande partie leur
coiit expérimental important, notamment pour le passage de la notation
retenue conservée a la notation standard.

Néanmoins, étant linéaires comme le prouve expérimentalement le tableau
ci-dessus, ils pourront étre négligés lors d'opérations plus complexes
comprenant des multiplications.

I11.4.2. Addition
L'addition de nombres de petites tailles (moins de 400 chiffres décimaux)

est étudiée séparément de celle de nombres plus grands (jusqu'a 20000
chiffres).

Temps (en ms)
3

Addition vectorielle
r——‘_—_‘——_’_.‘_/’——'-""—"‘
s

Addition vectorielle
(VP BLOCK)

Addition non vectorielle
1 :—rr—'_—g’_,/_u‘_—',
Utilisation de I'unité vectorielle
M Nombre de p-chiffres

o ] 16 2¢ 32 40  des opérandes

Fig 2.1 Addition d'entiers de moins de 400 chiffres (en base 10)
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Temps (en ms)
40

Addition non vectorielle

Addition vectorielle

10

) lilisatiorlx de l'unité veciton'elle Nombre de B-chiffres
] 512 102¢ 1536 2043 des opérandes
Fig 2.2 Addition d'entiers de moins de 20000 chiffres (en base 10)

ADDITION
Opération Colit expénimental Qualité
Non vectorielle 0,016.n + 0,55 1,00
vectorielle 0,002.n + 5,3 0,99
Utilisation VPU 0,002.n + 0,31 1,00

Fig 2.3 Coiit expérimental de I'addition vectorielle

Remarques:

Le chargement des opérandes dans les registres est donc trés important, par
rapport au coiit de l'opération. En outre, le stockage d'un nombre dans
l'unité vectorielle est 4 fois plus cotiteux, et deux fois plus d'opérations sont

nécessaires (A= B ). Il s'ensuit que pour les petites tailles, I'addition non

vectorielle est beaucoup plus rapide, méme si I'on programme finement
l'unité vectorielle (utilisation de parameter block [FPS88]). Cependant,
asymptotiquement, 1'opération vectorielle est 8 fois plus rapide que
'opération standard : par conséquent, pour des entiers suffisament grands
(plus de 4000 chiffres décimaux), la vectorisation semble trés avantageuse.
Il ne faut cependant pas oublier que c'est le mécanisme de propagation de
retenues qui coite le plus cher dans I'algorithme standard : ce probléme est
évité grice a la représentation vectorielle adoptée, mais il est reporté dans
les recalages.
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I11.4.3. Multiplication

Comme l'addition, la multiplication est étudiée dans deux cas : opérandes de
petites tailles (moins de 400 chiffres décimaux), et opérandes plus grands
(jusqu'a 20000 chiffres).

Temps (en ms)
40

0

20

10

] L 1 1 1 Nombre de B-chiffres
[ ] 1% 24 32 des opérandes
Légende : (1) Vectorielle (3) Utilisation VPU (4) Non vectorielle

(2) Vectorielle optimisée (vp block) (5) Utilisation VPU (vp block)
Fig 3.1 Multiplication d'entiers de moins de 400 chiffres {en base 10)

Temps (en ms)
100000

Muttiplication
non vectorielle

T

80000

T

60000

40000 Muliiplication vectorielle

20000

ultiplication par
] : \ Karalsuba mixie |\ e de p-chiffres
) 512 1024 1536 2048 des opérandes
Fig 3.2 Multiplication d'entiers de moins de 20000 chiffres (en base 10)
MULTIPLICATION
Opération Coit expérimental Qualité
Non vectorielle 0,020.n2 + 0,037.n + 0,55 1,00
vectorielle 0,0055.n2 + 1,2.n + 5,2 1,00
Karatsuba mixte 0,090.n!.58 1,00

Fig 3.3 Cofit expérimental de la multiplication vectorielle
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Les coiits expérimentaux montrent que la vectorisation permet de diminuer
d'un coefficient 4 le terme en n2, pour des entiers suffisamment grands.
Pourtant, le temps de démarrage de l'algorithme (déplacements des
données, chargement des registres) est trés important. C'est pourquoi la
vectorisation ne peut étre intéressante que pour des entiers grands; or, pour
de tels entiers, 1'algorithme de Karatsuba mixte (d'un ordre inférieur) est
beaucoup plus rapide.

IV. Conclusion

Les résultats expérimentaux montrent clairement que la puissance de calcul
fournie par l'unité vectorielle ne peut étre exploitée de manidre
int€ressante, de par le temps perdu lors du chargement des registres
(environ 1,5 Mflops seulement pour la multiplication, contre 12
théoriques). Ce temps de gestion des registres est pourtant inévitable,
puisque les opérandes d'une opération arithmétique peuvent étre situés
n'importe ol en mémoire, éventuellement dans un méme banc. La nécessité
d'effectuer des opérations sur des entiers de taille quelconque ajoute un
probléme de plus dans les chargements et déchargements des registres
(notamment pour la multiplication).

Quelle unité de calcul serait adaptée a la précision infinie ?

L'intérét des primitives LONGADD et LONGMUL pour les algorithmes
standards est fondamental. Deux types d'optimisation sont alors possibles :

1°  La fonction LONGMUL peut recevoir en entrée deux vecteurs
a[i] et bfi] : la retenue sortante est alors directement injectée en retenue
entrante, et les valeurs a[i+1] et b[i+1] sont mises en entrée du multiplieur
pendant le calcul de a[i].b[i]. Cette optimisation permet alors d'enchainer
cette opération, et diminue donc d'un facteur important les temps des
algorithmes standards.

2°  LONGMUL et LONGADD sont pipelinées et assemblées pour
former une unité vectorielle "entiere". Il est alors essentiel que les retenues
générées aussi bien dans l'additionneur que dans le multiplieur avec les i¢mes
composantes de deux vecteurs soient réinjectées de maniére interne pour le
calcul sur les (i+1)¢mes composantes.

Une autre méthode consiste & choisir une représentation interne adaptée qui
permette de faire du pipeline au niveau des chiffres d'un nombre. Clest le
cadre des opérateurs On-Line : le projet OCAPI [GUY89] s'inscrit dans ce
contexte.






Conclusion 183

CONCLUSION

La parallélisation des problémes tests choisis montre que les machines
massivement paralléles constituent un outil essentiel dans le traitement des
problémes conséquents du Calcul Formel.

Encore faut-il que les structures manipulées soient adaptées, et qu'il soit
possible d'utiliser ou de développer des algorithmes complexes, a un haut
niveau d'expression du parallélisme. PAC s'inscrit dans ce contexte :
fournir un outil autorisant l'utilisation de maniére transparente de la
puissance d'une machine parallele depuis un systéme séquentiel classique de
Calcul Formel, mais aussi, mettre i disposition un environnement
suffisamment riche et performant nodalement, de fagon A permettre le
développement d'algorithmes paralléles d'ordre supérieur.

L'implantation de PAC sur d'autres modeles physiques est essentielle. D'une
part cela permettra de 1'évaluer sur d'autres architectures, et inversement
d'évaluer les capacités d'une machine sur des problémes caractéristiques du
Calcul Formel. D'autre part, les outils de base -communication, extensions a
d'autres domaines- pourront étre affinés.
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