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Introduction

Cette thèse a pour objet la modélisation de la production pétrolière dans un bassin d'hy-

drocarbures. Nous proposons un modèle complet de la production dans un bassin qui s'appuie

sur une description probabiliste des réserves, sur l'exploration des hydrocarbures et sur la mise

en production des gisements découverts. Pour chacun des ces éléments, une modélisation et

des procédures statistiques associées sont élaborées de façon à disposer d'un modèle utilisable

en pratique pour étudier la forme des pro�ls de production agrégés à l'échelle d'un bassin

d'hydrocarbures.

1 Problématiques de la modélisation de l'activité pétrolière

Les réserves d'hydrocarbures se sont formées il y a plusieurs millions d'années dans des

bassins sédimentaires à la suite d'un long processus de maturation, elles constituent aujour-

d'hui la première source d'énergie utilisée par l'humanité. Le caractère épuisable des sources

d'énergie que sont le pétrole et le gaz fait de l'estimation des réserves d'hydrocarbures et

de l'analyse de leur production deux questions fondamentales pour les politiques énergétiques

nationales et mondiale. Le problème de l'estimation des ressources d'hydrocarbures intéressait

déjà l'industrie pétrolière et les économistes au début du siècle. Dans une thèse soutenue ré-

cemment par Lepez (2002), une méthode originale est proposée pour l'estimation des réserves

dans un bassin d'hydrocarbures en cours d'exploitation. Les résultats de Lepez constituent

le point de départ de nos travaux personnels, ce qui a de plus permis de prolonger cette

collaboration entre l'Institut Français du Pétrole et l'Université Paris Sud 11.

La modélisation de la production d'hydrocarbures est un problème qui se situe en aval de la

problématique de l'estimation des réserves. Aujourd'hui, certains bassins pétroliers matures1

atteignent, ou sont sur le point d'atteindre leur maximum de production. De nombreux éco-

nomistes de l'énergie et industriels du secteur pétrolier s'interrogent sur la forme des courbes

de production et en particulier les questions suivantes ne font pas l'objet d'un consensus :

� La courbe de production est-elle symétrique ?

� Quels sont les facteurs qui déterminent le plus la forme de la courbe de production du

bassin ?

� Est-il possible de limiter le déclin de la production une fois franchi le maximum de la

production ?

Il est possible de distinguer deux catégories de modèles pour la production d'hydrocarbures.

1C'est-à-dire produisant depuis plusieurs décennies.
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INTRODUCTION

La première �école�, dans la continuité des travaux de Hubbert (1956), repose sur des ajus-

tements graphiques e�ectués sur les courbes de production pétrolière. Pour les adeptes de

Hubbert, la courbe de production est symétrique, et il existerait une forme générale pour les

courbes de production de bassin. Une deuxième catégorie de travaux propose des modélisa-

tions avec un point de vue économétrique en expliquant les niveaux de production par de

nombreuses variables explicatives telles que le prix du baril de brut ou les investissements

e�ectués. Cette fois, plus aucune hypothèse n'est supposée sur la forme des courbes de pro-

duction. Dans tous les cas, les travaux de modélisation de ces deux écoles ne s'intéressent

jamais à la répartition du pétrole à l'intérieur de la population des gisements du bassin. Pour-

tant, la variable �taille� des gisements est de première importance pour comprendre comment

sont découverts puis produits les gisements du bassin. La production pétrolière, c'est-à-dire

l'extraction hors des gisements des ressources d'hydrocarbures qu'ils contiennent ne peut être

comparée avec d'autres activités minières telles que la production du charbon ou de l'uranium.

Les accumulations d'hydrocarbures ne sont pas réparties de façon di�use dans le sous-sol du

bassin, elles sont concentrées dans des structures géologiques appelées �pièges� qui ne forment

pas une population homogène en taille. Dans ce travail de thèse, nous proposons de modéli-

ser la production de pétrole d'un bassin en considérant avant toute chose la distribution des

tailles de ses gisements et en respectant le principe naturel selon lequel seuls les gisements

découverts peuvent être mis en production. Selon notre point de vue, la production pétrolière

est le produit de la répartition des réserves dans le sous-sol, d'une campagne d'exploration

dans le bassin, et d'une politique de mise en production des gisements découverts. Dans les

chapitres qui suivent, nous proposons des modélisations et des procédures statistiques pour

chacun de ces éléments. Notons que ces contributions ont un intérêt propre, au-delà de leur

implication dans notre modèle de production pétrolière. Le modèle de production obtenu per-

met d'apporter des éléments de réponse aux trois questions exposées plus haut, il permet

aussi de proposer des prolongements pour des courbes de production de bassins su�samment

matures. De nombreux perfectionnements restent cependant possibles, nous avançons à la �n

de ce chapitre introductif quelques pistes de recherche pour améliorer les résultats exposés

dans cette thèse.

2 Modélisation probabiliste de la formation des réserves et de

l'exploration pétrolière

Les chapitres 2 et 3 proposent des modélisations probabilistes pour la formation des ré-

serves et l'exploration pétrolière qui s'appuient sur la distribution de Poisson Dirichlet.

Formation des réserves

Avant de construire un modèle complet de la production d'un bassin pétrolier, il est essen-

tiel de bien choisir une distribution de probabilité pour modéliser la taille des gisements qu'il

contient. Nous étudions cette question dans le chapitre 2 en proposant un modèle probabiliste

pour la formation des réserves pétrolières dans un bassin pétrolier.
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INTRODUCTION

Pour décrire la répartition spatiale des gisements pétroliers dans un bassin, on évoque

souvent une organisation �en satellites� : à côté d'un très gros gisement se trouvent généra-

lement quelques champs de tailles plus modestes, autour desquels on découvre de nombreux

gisements plus petits. Ce type de structure spatiale observée dans les bassins pétroliers est

compatible avec la propriété d'invariance stochastique qui caractérise la distribution de Lévy-

Paréto. Cette modélisation a notamment été utilisée par Houghton (1988) et plus récemment

par Lepez (2002). Les travaux de Lepez montrent que la distribution de Lévy-Pareto mo-

délise convenablement les tailles des gisements d'un bassin pétrolier. La faiblesse principale

de ce point de vue est que les distributions de Lévy-Pareto ne décrivent que les tailles de

gisements en-deçà d'un certain seuil ε qui doit lui aussi être estimé. Ce seuil est généralement

interprété comme un seuil de visibilité ou de rentabilité des gisements et celui-ci est donc

susceptible d'évoluer au cours du temps. Nous proposons une nouvelle modélisation de la

taille des gisements qui s'a�ranchit de cette di�culté. Les partitions aléatoires échangeables

de N introduites par Kingman (1975) (voir aussi les notes de Saint-Flour de Pitman, 2006)

peuvent être aussi utilisées pour modéliser la répartition des réserves à l'intérieur du bassin.

Plus précisément, les tailles des gisements sont représentées par la suite (in�nie) des tailles

relatives des blocs aléatoires d'une partition dite �stable�, et non plus par un échantillon (�ni)

de variables aléatoires d'une distribution �xée. Les tailles relatives de ces blocs peuvent être

modélisés par les sauts normalisés d'un subordinateur stable, et les sauts du subordinateur re-

présentent alors la quantité de pétrole contenue dans les gisements du bassin. La loi des sauts

d'un subordinateur stable ordonnés de façon décroissante est appelée distribution de Poisson

Dirichlet PD(α, 0). Les deux points de vue échantillon et subordinateur stable sont cependant

cohérents car pour une partition stable d'indice α, la loi des tailles de bloc supérieures à un

seuil ε est une loi de type Lévy-Paréto d'indice α.

Il est possible de justi�er l'apparition de la distribution PD(α, 0) dans ce contexte pétrolier

en proposant un modèle naïf pour la formation des réserves, qui est adapté du Random Energy

Model (REM) introduit par Derrida (2000) pour étudier un modèle simpli�é de verres de

spin. Pour cela, on suppose que les gisements observés réellement au sein d'un même bassin

peuvent se subdiviser en un grand nombre de petits gisements élémentaires g1, . . . , gM sur

lesquels l'action géologique a agi de façon équivalente d'un point de vue statistique. L'action

d'un certain facteur géologique sur la taille du gisement gp est de multiplier la taille de gp

par le coe�cient exp ǫp
i où l'on suppose que les variables (ǫp

i ; 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ p ≤ M) sont

indépendantes et de même loi

P(ǫp
i = −v) = P(ǫp

i = v) = 1/2,

où v correspond à l'amplitude de l'événement géologique. L'action cumulée des N facteurs

géologiques aboutit à multiplier la taille de gp par le coe�cient

exp

(
N∑

i=1

ǫp
i

)
.

Ne considérer que les facteurs géologiques qui ont permis de distinguer et de déterminer la
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INTRODUCTION

subdivision en M gisements élémentaires revient à supposer que N est de l'ordre de log M .

On pose M = 2N pour �xer les idées. La taille du gisement gp admet alors pour expression

〈tv,N 〉 exp
(
v
√

NG(gp)
)
, où G(gp) est une variable aléatoire de loi gaussienne centrée standard,

et 〈tv,N 〉 est une taille typique commune à tous les gisements élémentaires, qui �xe l'échelle de

grandeur dans laquelle les gisements élémentaires se situent. On peut alors montrer qu'il existe

une amplitude critique vc telle que pour v > vc =
√

2 log(2), et pour une bon choix de 〈tv,N 〉,
les tailles de gisements ordonnés par ordre décroissant converge en loi vers la distribution

PD(α, 0). Il est donc naturel de faire intervenir les distributions PD(α, 0) pour modéliser les

tailles de gisements pétrolier.

Pour tenir compte du fait que v est susceptible d'évoluer au cours de la formation géolo-

gique du bassin (avec v > vc), nous nous appuyons sur le modèle de Bolthausen et Sznitman

qui permet de décrire des opérations de coalescence sur des partitions stables. Le proces-

sus �dual� que l'on obtient en renversant le temps est appelé fragmentation de Bolthausen-

Sznitman. Ces deux processus ont la propriété remarquable d'être markoviens. L'évolution des

réserves d'un bassin soumis à des opérations successives de fragmentation et de coalescence

peut être décrite qualitativement par ce modèle : ces processus sont tels qu'à tout instant,

la distribution des réserves est PD(α, 0) où seul α peut évoluer au cours du temps. Cette

propriété remarquable nous conforte aussi dans le choix d'utiliser les lois de Lévy-Pareto pour

modéliser les tailles de champs pétrolier.

Exploration pétrolière.

Le chapitre 3 est consacré à un premier modèle de l'exploration pétrolière, avec un point

de vue volontairement qualitatif. Dans ce contexte, le temps désigne donc l'activité pétrolière

et ne correspond plus comme précédemment au �temps géologique� de la formation du bassin.

La modélisation des réserves d'un bassin à l'aide de partitions stables permet de décrire les

découvertes successives dans le bassin. En supposant que la visibilité d'un gisement dépend de

sa taille, nous modélisons le temps de découverte d'un gisement de taille x par une distribution

conditionnelle exponentielle de paramètre h(x) où h est appelée fonction de visibilité. Si

la fonction de visibilité est choisie proportionnelle à la taille du gisement, les résultats de

Pitman montrent d'une part que la suite des réserves restantes dans le bassin peut être

décrite par une chaîne de Markov, et d'autre part que la géologie du sous-sol, à travers

le coe�cient α de la partition stable modélisant les réserves, détermine à quelle vitesse le

sous-sol est progressivement épuisé. Ce modèle idéalisé de l'exploration pétrolière se révèle

malheureusement di�cile à utiliser en pratique. En particulier, le choix d'une fonction de

visibilité proportionnelle à la taille des gisements ne semble pas su�samment réaliste. Pour la

suite de l'exposé, nous retenons de cette modélisation de l'exploration pétrolière que le temps

de découverte d'un gisement pétrolier de taille x peut être modélisé par une loi exponentielle

de paramètre h(x). La modélisation générale de la production pétrolière que nous développons

dans les chapitres suivants reposera, entre autres, sur cette hypothèse fondamentale.
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INTRODUCTION

3 Modélisation de la production pétrolière et position du pro-

blème statistique

A�n de construire un modèle pour la production d'un bassin qui soit le plus �dèle possible

à la réalité, nous décrivons chacune des étapes intervenant dans la production des hydrocar-

bures. La production d'un bassin est dé�nie comme l'agrégation des productions des gisements

exploités à un instant donné. Dans un bassin contenant n gisements, en notant Yu et Lu res-

pectivement les réserves et la date de mise en production du gisement u, la production du

bassin à l'instant t a pour expression

Prod(t) =
n∑

u=1

produ(t − Lu)

où produ(τ) où désigne la production du champ u après τ années de production.

Pour décrire comment les réserves d'hydrocarbures sont réparties et découvertes dans le

bassin, nous nous appuyons sur les conclusions des chapitres 2 et 4, avec les modi�cations

nécessaires pour disposer de procédures d'estimations et rendre le modèle de production opé-

rationnel. Il s'agit aussi de déterminer comment sont produits les hydrocarbures d'un gisement

en exploitation. Le chapitre 4 est consacré à la description des modélisations retenues pour

chacun des éléments rentrant dans le modèle complet de la production du bassin, et au relevé

des principaux problèmes statistiques rencontrés.

Réserves et exploration pétrolières

D'après le chapitre 2, les tailles des gisements d'un bassin pétrolier de taille supérieures à

un seuil ε peuvent être modélisées par un échantillon de variables aléatoires de distribution de

Lévy-Paréto. Il serait plus délicat d'élaborer des procédures d'estimation en utilisant les subor-

dinateurs stables et il est donc préférable à ce stade de revenir au point de vue �échantillon�.

Concernant l'estimation du paramètre α de la distribution de Lévy-Paréto, nous utilisons

les travaux de Lepez (2002) qui traitent complètement de cette question et aucun travail

statistique supplémentaire ne sera donc nécessaire.

Pour modéliser les dates de découverte des gisements du bassin, nous opérons une dis-

tinction entre les gisements les plus petits et le reste des gisements. Les gisements de taille

supérieure à un seuil x0 sont représentés par une distribution conditionnelle de loi exponen-

tielle de paramètre h(x), où h est une fonction appelée fonction de visibilité des champs qui

est continue, croissante et a�ne par morceaux. Le fait que les gisements de petite taille (de

taille inférieure au seuil x0) soient en très grand nombre et possèdent une faible visibilité,

permet de supposer que ceux-ci sont découverts selon un processus de Poisson homogène dans

le temps.

La principale di�culté statistique associée à la modélisation présentée ci-dessus est l'es-

timation de la fonction de visibilité h. Nous précisons maintenant la nature de ce problème

statistique. Lorsqu'un bassin est su�samment mature, la taille maximale xmax de ses gise-

ments est connue. Soit X la taille d'un gisement du bassin et D sa date de découverte, la
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densité de la loi conditionnelle de (X, D) sachant X ∈ [x0, xmax] est donnée par

g : (x, t) 7−→ αh(x) exp {−h(x)t} x−α−1

x−α
0 − x−α

max

111t≥0, x0≤x≤xmax .

À la date t⋆ du présent, un gisement n'est observé que si D ≤ t⋆. Soit un couple (X⋆, D⋆)

associé à un gisement découvert avant la date t⋆ ; celui-ci a pour distribution

(X⋆, D⋆)
L
=
(
(X, D) | D ≤ t⋆

)
.

La densité g⋆ de (X⋆, D⋆) est dé�nie pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ R
+ par

g⋆(x, t) =
g(x, t)

Pdec(α, t⋆, h)
111t≤t⋆ ,

où Pdec est la probabilité qu'un champ de taille dans [x0, xmax] soit découvert avant t⋆. Pour

une partition m en intervalles de [x0, xmax] nous considérons le modèle Sm composé de ces

densités g⋆ pour lesquelles les fonctions de visibilité h sont croissantes, continues et a�nes

par morceaux sur la partition m, ce qui signi�e que les ruptures de pente de h ont lieu au

niveau des extrémités des intervalles qui composent m. Le problème statistique à résoudre

peut donc être énoncé comme suit. Nous disposons d'un échantillon ((X⋆
1 , D⋆

1), . . . , (X
⋆
n, D⋆

n))

de densité inconnue s et correspondant à l'observation des gisements de taille supérieure à x0

et découverts avant t⋆. Dans chaque modèle Sm, nous disposons d'un estimateur du maximum

de vraisemblance pour s. Il s'agit donc de choisir un modèle Sm dans lequel l'estimation de s

soit la meilleure possible. Cette question est traitée dans le chapitre 5.

Classi�cation de pro�ls de production pétroliers

La construction d'un modèle de production de bassin pétrolier nécessite aussi de modéliser

comment les gisements exploités produisent leur pétrole au cours du temps. On appelle pro�l

de production la courbe de la production d'un champ en fonction du temps, et pro�l de

production normalisé la courbe de la production divisée par les réserves totales du champ.

Dans l'industrie pétrolière, il existe un principe généralement admis selon lequel la forme

d'un pro�l de production normalisé dépend essentiellement de la quantité de pétrole qu'il

contient. Nous souhaitons valider ce principe à l'aide d'une procédure de classi�cation non

supervisée de courbes, avant de proposer (au chapitre 7) un modèle simple pour la production

individuelle, qui est dé�ni en fonction des réserves du gisement.

De nombreux auteurs ramènent le problème de la classi�cation non supervisée2 de courbes

à la classi�cation non supervisée �classique� en projetant les courbes sur une base fonctionnelle

de fonctions splines ou de fonctions d'ondelettes. C'est par exemple le cas dans les travaux

de Abraham et al. (2003), García-Escudero et Gordaliza (2005), Ma et al. (2006) et James et

Sugar (2003). Dans tous ces articles, une transformation B-splines des courbes est e�ectuée et

di�érentes méthodes de classi�cation sont ensuite utilisées sur ces données transformées. En
2L'objectif de la classi�cation dite �non supervisée� est de regrouper un ensemble de données en di�érents

paquets homogènes, en ce sens que les données de chaque sous-ensemble partagent des caractéristiques com-
munes. Celle-ci se distingue de la classi�cation supervisée où les données d'apprentissage sont déjà étiquetées.
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classi�cation non supervisée, les modèles de mélanges gaussiens o�rent un cadre statistique

adéquat pour choisir le nombre de composantes selon un critère statistique. La densité d'un

mélange gaussien à K composantes s'écrit sous la forme

t =
K∑

k=1

pkΦ(·|ηk,Σk)

où les pk sont les proportions du mélange et Φ(·|ηk, Λk) désigne une densité gaussienne v-

dimensionnelle de moyenne ηk et de matrice de covariance Σk. Sur la base d'une estimation

de la densité du mélange, nous disposons ensuite d'une classi�cation en utilisant la règle du

maximum a posteriori. Ainsi le problème de classi�cation est donc reposé comme un problème

d'estimation de densité dans un modèle de mélange gaussien.

Dans de nombreuses situations en classi�cation de courbes, le nombre de points de chaque

courbe peut être de l'ordre de n, voire même beaucoup plus grand. Pour ce problème que

l'on peut quali�er de grande dimension, la qualité de l'estimation peut donc être altérée si

celle-ci est e�ectuée dans un modèle comportant trop de paramètres. Nous considérons alors

des collections de modèles de mélanges gaussiens dé�nis de la façon suivante : pour v un

sous-ensemble de {1, . . . , Q} soit le modèle

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x[v]) Φ(x[vc] | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}

où v = |v|, et L(K,v) est une famille de mélanges gaussiens sur R
v à K composantes. La loi

jointe des variables de classi�cation est modélisée par une distribution de mélange gaussien

alors que les variables restantes forment un vecteur de dimension Q−v, de loi normale centrée

réduite. La sélection d'un modèle S(K,v) parmi une collection disponible conduit donc à une

classi�cation des données, mais aussi à une sélection d'un bloc de variables de classi�cation.

Notons que cette procédure de sélection de variables est aussi béné�que pour la classi�cation.

En e�et, certaines variables peuvent être inutiles, voire même jouer un rôle néfaste vis-à-vis de

cet objectif. Cet argument est avancé par de nombreux auteurs pour développer des méthodes

intégrant classi�cation et sélection de variables. Citons par exemple les travaux de Law et al.

(2004) où le concept de feature saliency est dé�ni pour déterminer un ensemble de variables

pertinentes pour la classi�cation. C'est le cas aussi dans Raftery et Dean (2006) et Maugis

et al. (2007) où les problèmes de sélection de variables et de classi�cation non supervisé sont

reposés là aussi comme un unique problème de sélection de modèles.

Concernant le problème de classi�cation de pro�ls pétroliers qui nous intéresse plus parti-

culièrement ici, en considérant des observations rassemblant des informations sur les courbes

(coe�cients d'ondelettes par exemple) mais aussi des variables explicatives supplémentaires,

la sélection d'un modèle S(K,v) permet aussi de déterminer quelles variables explicatives sont

cohérentes avec la classi�cation obtenue.

Comme dans le cadre des modèles d'exploration pétrolière, la minimisation de l'erreur

d'estimation sur l'ensemble des estimateurs du maximum de vraisemblance associés à une

collection de modèles S(K,v) apparaît comme un critère naturel pour choisir un modèle dans

une collection �xée. Une résolution de ce problème statistique est proposée au chapitre 5.
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Politique de mise en production des gisements

La politique de mise en production des gisements constitue le dernier élément qu'il nous

faut étudier pour disposer d'un modèle complet de la production d'un bassin pétrolier. Soit

(Lu)u≥1 la suite des dates de mise en production de gisements, ces dates sont modélisées par

un processus de Poisson non nécessairement homogène. À chaque instant Lu, il existe un stock

de gisements découverts non encore exploités qui peuvent donc être potentiellement mis en

production. Dans la réalité, il est di�cile de reproduire �dèlement la façon avec laquelle un

gisement est choisi dans le stock, mais pour des raisons économiques évidentes les gisements

découverts les plus gros sont produits en priorité. Il est donc raisonnable de modéliser la

politique de sélection d'un gisement dans le stock de champs disponibles par un tirage aléatoire

biaisé par une fonction de la taille dans cette population.

Nous ne développons pas de procédure élaborée pour estimer ce modèle de mise en pro-

duction. Notons que la question de l'estimation du biais de tirage est di�cile car la population

des gisements du stock évolue constamment. De plus, l'intensité de mise en production relève

aussi de choix économiques et politiques que nous ne prétendons pas modéliser. À ce niveau

nous touchons aux limites de notre modélisation et nous préférons adopter un point de vue

plus prudent en considérant di�érents scénarios de politique de mise en production du bassin

traduisant une volonté de développement du bassin plus ou moins marquée.

4 Sélection de modèles pour l'estimation de densité

Les deux principaux problèmes statistiques identi�és au chapitre 4 sont la sélection d'un

modèle d'exploration d'une part, et la sélection d'un modèle de mélange gaussien pour la

classi�cation non supervisée de courbes d'autre part. Le chapitre 5 est consacré à la résolution

de ces deux problèmes qui relèvent tous deux de la sélection de modèle en estimation de

densité.

Soit X1, . . . , Xn un échantillon i.i.d., avec Xi ∈ R
d de densité de probabilité s inconnue

pour la mesure de Lebesgue sur R
d. Soit S l'ensemble de toutes les densités pour la mesure de

Lebesgue sur R
d. La méthode du maximum de vraisemblance, qui consiste à trouver les para-

mètres d'un modèle qui maximisent la vraisemblance des observations, peut être réinterprétée

comme une méthode de minimisation de contraste. Pour cela, nous considérons le contraste

γ(t, .) = − ln{t(·)}. Soit le contraste empirique

γn(t) = − 1

n

n∑

i=1

ln {t(Xi)}

associé à γ. Dans ce contexte, la fonction de perte dé�nie par l(s, t) = E[γn(t)]− E[γn(s)] est

exactement l'information de Kullback-Leibler. Celle-ci est dé�nie pour deux densités f et g

de S par

KL(f, g) =

∫
ln

{
f(x)

g(x)

}
f(x) dx

si f dx est absolument continue par rapport à g dx, et +∞ sinon. La densité s est l'unique
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fonction de S telle que

s = argmin
t∈S

∫
γ(t, x)s(x) dx.

Soit S un sous-ensemble de S, l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de s sur S

est dé�ni par

ŝ := argmin
t∈S

γn(t).

En remplaçant ainsi γ par γn et S par S, on s'attend à ce que l'estimateur obtenu soit proche

de la véritable densité s, au moins dans le cas où s n'est pas �trop loin� du modèle S et pour

n su�samment grand.

Dans le contexte de la sélection de modèles qui est le nôtre, nous disposons d'une col-

lection de modèles (Sm)m∈Mn et d'un estimateur du maximum de vraisemblance ŝm pour

chacun d'entre eux. Comme les notations le suggèrent, la collection de modèles est autorisée

à dépendre de la taille n de l'échantillon observé. Notons de plus qu'il n'est pas nécessaire de

supposer que la densité s appartienne à l'un des modèles de la collection. Nous souhaitons

utiliser l'EMV associé au �meilleur modèle�, au sens d'un certain critère statistique. Dans le

cadre de l'estimation de densité, un critère naturel est la minimisation de l'erreur moyenne

d'estimation (ou risque d'estimation), que l'on dé�nit pour un estimateur ŝm par

R(ŝm) = E[KL(s, ŝm)].

Idéalement, nous souhaiterions sélectionner le modèle minimisant cette quantité. Cependant,

ceci est impossible en pratique car le risque dépend de la densité s qui est inconnue ; la

densité m̃ qui minimise le risque d'estimation pour la collection (Sm)m∈Mn est appelée oracle.

Une procédure de sélection de modèle est considérée de bonne qualité si celle-ci permet de

sélectionner un modèle dont l'EMV a les mêmes performances que celle de l'oracle. Une

inégalité oracle permet de mettre en évidence de telles propriétés de façon non asymptotique :

E[KL(s, ŝm)] ≤ CE

[
inf

mMn

{KL(s, ŝm) + R(m, n)}
]

où C est une constante et R(m,n) est un terme de reste qui ne doit pas être trop grand devant

le terme de risque.

Puisque le risque de ŝm est égal à E
[∫

{γ(ŝm) − γ(s)}s dx
]
, l'objectif est donc de minimiser

la quantité E[
∫

γ(ŝm)s dx]. Une proposition naturelle pour sélectionner un modèle dans la col-

lection serait de choisir celui pour lequel l'EMV minimise le critère γn(ŝm). Cependant, cette

méthode conduit à sous-estimer le risque R(m) et le critère obtenu sélectionnerait systémati-

quement les grands modèles. Cette sous-estimation (que l'on quali�e d'erreur de substitution)

dépend en réalité de la complexité des modèles, les procédures de pénalisation consistent alors

à considérer des critères de la forme

crit(m) = γn(ŝm) + pen(m)

où pen : Mn 7→ R est une fonction qui mesure la complexité des modèles et permet de pé-
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naliser les modèles de trop grande complexité. Les premières procédures de pénalisation pour

l'estimation de densité ont été proposées dans les années 70 par Akaike (1973). L'heuristique

proposée par Akaike conduit à considérer une pénalité de la forme Dm

n où Dm est la dimension

du modèle Sm. Le point de vue d'Akaike peut être quali�é d'asymptotique puisque dans l'heu-

ristique qu'il propose, la taille de l'échantillon est censée tendre vers l'in�ni indépendamment

de la collection de modèles. Notons que les critères pénalisés ne sont pas propres à l'estimation

de densité, ils sont aussi utilisés pour la classi�cation et la régression. Pour ce dernier contexte,

les premiers résultats sont dus à Mallows (1973) qui propose des pénalités de la forme 2Dmσ2

n

si la variance est connue.

Avec les travaux de Ledoux et Talagrand (voir Ledoux et Talagrand, 1991; Talagrand,

1995) sur le phénomène de concentration de la mesure, Birgé et Massart ont pu développer une

approche non asymptotique de la pénalisation dont une présentation générale est disponible

dans les notes de Saint-Flour de Massart (2007). En utilisant cette approche pour l'estimation

de densité par des histogrammes, et pour des collections qui ne sont pas trop riches, Castellan

(2003) montre qu'une pénalité de la forme c1
Dm

n avec c1 > 1
2 , permet d'obtenir une inégalité

oracle pour l'estimateur pénalisé. Ce dernier possède de plus des propriétés d'adaptativité

sur des classes de Hölder ; l'estimateur pénalisé réalise le risque minimax sur une famille de

classes de Hölder sans utiliser pour autant la connaissance de cette classe.

De façon générale dans le contexte de l'estimation de densité, il est rarement possible de

reproduire la démarche utilisée par Castellan qui exploite de façon �ne le bon comportement

des modèles d'histogrammes ou exponentiels vis-à-vis des inégalités de Talagrand. Pour obte-

nir des résultats de sélection de modèles hors du contexte étudié par Castellan, Massart (2007,

section 7.4) propose un théorème général garantissant une inégalité oracle pour l'estimateur

pénalisé. Plutôt que d'utiliser la dimension des modèles pour dé�nir une pénalité convenable,

ce résultat s'appuie sur la notion d'entropie à crochets, qui permet elle aussi de donner une

mesure de la complexité d'un modèle. Les méthodes utilisées pour démontrer ce résultat ne

permettent par d'évaluer avec précision les constantes en jeu dans la pénalité et l'inégalité

oracle. La forme de la pénalité ainsi que la borne de risque non asymptotique obtenues dans ce

théorème doivent être considérées d'un point de vue qualitatif. Essentiellement, ces résultats

nous donnent la forme générale de la pénalité à utiliser pour la méthode de la pente (Birgé

et Massart, 2006) qui permet dans un second temps de calibrer la pénalité en fonction des

données. Pour pouvoir utiliser ce résultat, il nous faut e�ectuer des calculs techniques d'en-

tropie à crochets pour les modèles associés aux deux problématiques qui nous intéressent dans

ce travail de thèse, à savoir les collections de modèles S(K,v) de mélanges gaussiens pour la

classi�cation non supervisée, et les collections de modèles d'exploration pétrolière.

Sélection de modèles de mélanges gaussiens

Rappelons que nous étudions des collections de modèles de la forme

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x[v]) Φ(x[vc] | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}
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où l'ensemble L(K,v) est composé d'une famille de densité de mélanges gaussiens de dimension

|v| à K composantes et dont la forme, c'est-à-dire le type de matrice variance-covariance

autorisé dans les composantes du mélange, dépend de la collection considérée. Le vecteur des

variables qui ne sont pas utilisées dans la structure de mélange est de distribution gaussienne

multidimensionnelle centrée réduite. En nous appuyant sur la décomposition des matrices

de variance-covariance des mélanges gaussiens proposée par Celeux et Govaert (1995), nous

dé�nissons les modèles L(K,v) associés à trois collections de modèles :

� Collection M[LBk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, λΣk);
λ ∈ [σm

2, σM
2], Σk ∈ ∆1

(v)(σm
2, σM

2)

µk ∈ [−a, a]v, 0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





où ∆1
(v)(σm

2, σM
2) désigne l'ensemble des matrices diagonales dé�nies positives de déter-

minant 1 dont les valeurs propres appartiennent à l'intervalle [σm
2, σM

2].

� Collection M[LkBk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, Σk);
Σk = diag(σ2

k1, . . . , σ
2
kv), σ2

k1, . . . , σ
2
kv ∈ [σm

2, σM
2]

µk ∈ [−a, a]v, 0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





.

� Collection M[LkCk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, Σk);
Σk ∈ D+

(v)(σm
2, σM

2), µk ∈ [−a, a]v

0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





où D+
(v)(σm

2, σM
2) désigne l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives dont les

valeurs propres appartiennent à l'intervalle [σm
2, σM

2].

Ces trois collections de modèles permettent de traiter des situations variées dans la pratique.

Les collections sont dites ordonnées si dans les modèles de la collection les blocs de variables

de classi�cation sont toujours de la forme v = {1, . . . , v}. Dans le cas contraire la collection

est dite non ordonnée.

Pour chacune de ces trois collections, les calculs entropiques sur les ensembles L(K,v)

permettent de montrer que pour une pénalité choisie telle que

pen(K, v) ≥ κ
D(K, v)

n

{
2A ln v + 1 − ln

(
1 ∧

[
D(K, v)

n
A ln v

])}
(1)

dans le cas d'une collection ordonnée, et telle que

pen(K,v) ≥ κ
D(K,v)

n

(
2A ln v − ln

(
1 ∧

[
D(K, v)

n
A ln v

])
+

1

2
ln

[
8eQ

{D(K,v) − 1} ∧ (2Q − 1)

])

dans le cas d'une collection non ordonnée, où A et κ sont des constantes, une inégalité oracle

est alors obtenue pour l'estimateur pénalisé.
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Contrairement aux situations classiques en statistique pour lesquelles le nombre de va-

riables Q est �xé alors que n tend vers l'in�ni, les deux résultats précédents permettent de

considérer les situations où Q augmente avec n. Pour les problèmes spéci�ques où le nombre

de variables est de l'ordre de n, voir même plus grand que n, les inégalités oracles obtenues

montrent que le critère pénalisé est encore pertinent.

Bien les modèles LBk soient des sous-modèles de la famille LkBk, qui sont eux mêmes des

sous-modèles de la famille LkCk, ces résultats nécessitent une démonstration spéci�que pour

chacune des trois collections. En e�et pour que le terme D(K, v) dans la pénalité corresponde

réellement au nombre de paramètres libres dans chacune des trois situations, il est nécessaire

de mener les calculs d'entropie métrique pour chacun des trois types de modèles.

Si l'on ne retient que le terme prépondérant dans les termes de minoration, les pénalités à

utiliser en pratique sont donc proportionnelles à la dimension. Les constantes dans ces résultats

ne sont pas explicites et ce résultat permet surtout de justi�er la forme de la pénalité à utiliser

en pratique pour la méthode de la pente.

Sélection d'un modèle d'exploration pétrolière

Nous considérons une collection (Sb
m)m∈Mn de modèles d'exploration pétrolière indexés

par des partitions m de [x0, xmax], telle que la collection de partitions Mn est autorisée à

dépendre de la taille n de l'échantillon observé. Plus précisément, les modèles Sb
m sont des

ensembles de densités tels que

Sb
m :=

{
g⋆ : (x, t) 7→ h(x) exp {−h(x)t}

Pdec(α, t⋆, h)

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

1110≤t≤t⋆ 111x1≤x≤xmax , h ∈ Hb
m

}
.

L'indice de Lévy-Paréto α est supposé connu et �xé. L'ensembleHb
m désigne la famille des

fonctions (de visibilité) croissantes, continues, a�nes par morceaux pour la partition m et

bornées par hmin et hmax avec 0 < hmin < hmax. Le nombre de paramètres libres de Sb
m est

noté Dm, avec Dm = k + 1 où k désigne le nombre d'intervalles de la partition m. Pour une

partition m ∈ Mn, on note lm la longueur minimale des intervalles qui la composent. Il nous

faut supposer l'hypothèse suivante sur les partitions m de Mn :

(P2) : Il existe deux constantes γ > 0 et c > 0 telles que inf
m∈Mn

lm ≥ c n−γ .

Nous reprenons les deux types de collections de partitions proposées par Castellan (1999)

en considérant les deux situations suivantes :

� (H1)Complexité polynomiale. La collectionMn véri�e (P2) et il existe deux constantes

B1 et β telles que le nombre de partitions de Mn composées de k intervalles est borné

par B1k
β . Cette situation est par exemple celle d'une collection de partitions régulières,

c'est-à-dire telle que la collection ne comporte que les partitions composées d'intervalles

de même longueur (xmax − x0)/k, si la partition est de taille k.

� (H2) : Complexité exponentielle. Soit une partition mn de [x0, xmax] composée de

Nn + 1 intervalles avec Nn + 1 ≤ B2 n/ ln2 n et telle que mn véri�e la condition (P2),

c'est-à-dire lmn ≥ c n−γ . On considère la grille formée des extrémités des intervalles de

mn et soit Mn un ensemble de partitions de [x0, xmax] s'appuyant sur des points de cette
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grille. Pour un nombre d'intervalles k + 1 ≤ Nn donné, il existe au plus Ck
Nn

partitions

possibles dans la collection Mn.

Les calculs d'entropie à crochets sur les modèles Sb
m permettent de déterminer la forme

des pénalités à utiliser en pratique. Sous les hypothèses (H1) et (H2), une condition de la

forme

pen(m) ≥ η
Dm

n
lnn

permet de garantir une inégalité oracle. Là encore, ces résultats sont à considérer d'un point

de vue qualitatif car les constantes en jeu ne sont pas explicites.

5 Heuristique de pente

Pour rendre opérationnels les résultats de sélection de modèle obtenus pour les collections

de modèles de mélanges gaussiens et les collections de modèles d'exploration pétrolière, nous

utilisons au chapitre 6 la méthode de l'heuristique de pente. Cette méthode a été proposée

par Birgé et Massart (2001; 2006) pour calibrer à partir des données des pénalités de formes

connues. Dans les deux cas étudiés ici, les pénalités à utiliser sont proportionnelles à la di-

mension des modèles (à taille d'échantillon �xé), et l'heuristique de pente permet de calibrer

la constante de proportionnalité.

Pour une pénalité proportionnelle à la dimension, la méthode de la pente dans sa ver-

sion élémentaire consiste à ajuster une droite sur la courbe D 7→ −γn(ŝD) dans les grandes

dimensions. La pente η̂ de la droite ajustée permet de dé�nir la pénalité par pen(D) = 2η̂D.

Une version plus élaborée de cette méthode repose sur la détection du �saut de dimension�.

Supposons que l'on s'intéresse à une pénalité de la forme η pen où pen est une fonction de

D et n et où η est un paramètre à régler. Cette deuxième version de l'heuristique de pente

repose sur les deux assertions suivantes :

� Il existe une pénalité minimale penmin = ηmin pen dans la famille de fonctions retenues

telle que toute pénalité inférieure sélectionne les modèles de grandes dimensions, et toute

pénalité supérieure sélectionne des modèles de dimensions �raisonnables�.

� Une pénalité choisie de l'ordre de 2 penmin permet de sélectionner un estimateur de

risque comparable à celui de l'oracle.

Pour le moment, les deux assertions précédentes ont été véri�és par Birgé et Massart (2006)

dans le cadre de la régression sur design �xe avec bruit blanc gaussien homoscédastique, et

par Arlot (2007) dans le contexte d'un bruit blanc hétéroscédastique sur design aléatoire,

pour le cas des histogrammes. Des progrès importants ont été réalisés dans ce domaine depuis

quelques années, et il est probable que cette heuristique soit encore valable dans de nombreuses

autres situations. Pour ce qui nous concerne, les résultats de sélection de modèles obtenus au

chapitre 5 ne permettent pas de mettre en évidence ce phénomène de saut de dimension, mais

ils nous indiquent quelle forme de pénalité utiliser avec la méthode de la pente. Notons que

celle-ci a déjà été utilisée dans des contextes où l'heuristique n'a pas été entièrement validée,

tout en donnant en pratique de bons résultats. On peut citer par exemple des applications

dans le domaine de la détection de ruptures par Lebarbier (2005), en génomique par Villers

(2007), pour des modèles graphiques par Verzelen (2007), en classi�cation non supervisée par
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Baudry (2007) et aussi par Lepez (2002) pour l'estimation des réserves pétrolières.

La méthode de la pente est appliquée à un échantillon de courbes de production en mer

du Nord. Nous e�ectuons une transformée en ondelettes discrète de chacun des pro�ls de

production normalisés. La méthode de la pente utilisée pour une collection de modèles de

mélanges M[LBk], une première fois sur les données de coe�cients d'ondelettes uniquement,

et une deuxième fois en ajoutant aussi des variables techniques décrivant les propriétés du

gisement. Les résultats obtenus permettent de valider le principe selon lequel la forme d'un

pro�l de production normalisé dépend essentiellement de la quantité de pétrole qu'il contient.

A la �n du chapitre 6 nous utilisons la méthode de la pente dans sa version �sauts de

dimensions� pour estimer les fonctions de visibilité de trois bassins pétroliers en cours d'ex-

ploitation.

6 Application à la production pétrolière

Le chapitre 7 s'appuie sur les conclusions des chapitres précédents pour dé�nir un modèle

pour la production pétrolière dans un bassin exploité, qui soit utilisable en pratique. Au début

du chapitre, nous proposons un modèle simple pour la production individuelle des gisements,

comme fonction du temps et de la variable Réserves. Selon la modélisation retenue, la variable

aléatoire de la production prod(x, ·) d'un gisement contenant une quantité x (déterministe

ici) d'hydrocarbures véri�e

E [prod(x, t)] = x1−β K

(
t

xβ

)

où la fonction K est le pro�l élémentaire et β, appelé coe�cient d'inertie, contrôle la vitesse

de production des champs en fonction de leur taille. La fonction K ainsi que le coe�cient β

sont estimés à partir d'un échantillon de courbes de production de gisements situés en mer

du Nord. En particulier, la fonction K peut être estimée par des fonctions spline cubiques

naturelles. Le couple (K, β) est �nalement estimé par minimisation d'un critère de moindre

carré pénalisant les fonctions splines présentant de trop fortes oscillations.

La seconde section du chapitre est consacrée à la description du modèle de production de

bassin et à l'étude des courbes de production de bassin obtenues par simulations. Ce modèle

de production de bassin repose sur l'ensemble des hypothèses suivantes :

1. La quantité de réserves X d'un gisement du bassin suit une loi de Lévy-Paréto.

2. Les champs sont découverts selon le modèle d'exploration suivant :

� les dates de découverte des champs de taille supérieure au seuil x0 sont de loi condi-

tionnelle (D |X) ∼ E (h(X)) où h est la fonction de visibilité des champs,

� les gisements de taille inférieure à x0 sont découverts selon un processus de Poisson

homogène dans le temps.

3. Les champs en stock (disponible à la production) sont développés selon une �politique

de mise en production� choisie par l'utilisateur.

4. Un gisement exploité produit ses réserves selon le modèle

prod(x, t) = x1−β K

(
t

xβ

)
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où le pro�l élémentaire K et le coe�cient d'inertie β ont tous deux été estimés dans la

première section du chapitre.

Grâce aux simulations e�ectuées, des éléments de réponses peuvent être apportés aux

questions générales formulées au début de cette introduction. Tout d'abord la courbe de pro-

duction ne présente pas de symétrie systématique. Ensuite, pour une dynamique d'exploration

�xée dans le bassin, l'intensité de mise en production des gisements a un e�et limité sur la

courbe de production du bassin. La distribution des réserves étant de type Lévy-Pareto, l'es-

sentiel de la production du bassin est en réalité soutenue par quelques dizaines de gisements

qui sont de plus découverts très rapidement. L'intensité de mise en production des gisements

ne perturbe donc que peu la mise en production de ces gisements et au �nale la courbe de

production est peu sensible à cette intensité. De plus, une augmentation jointe de l'e�ort

d'exploration et de mise en production du bassin a surtout pour e�et d'avancer la date du

pic et d'ampli�er le déclin de la production une fois que ce dernier est franchi. En�n, la mise

en production massive des petits gisements ne permet pas de compenser le déclin au-delà du

pic ; une telle politique de développement étant de plus extrêmement coûteuse, celle-ci a peu

de chance d'être suivie dans le futur.

Dans la dernière section, une méthode de prolongement de l'exploration d'un bassin est

détaillée et appliquée aux trois zones pétrolifères étudiées précédemment. Celle-ci nous permet

�nalement de proposer des scénarios de prolongement de la production de ces trois mêmes

zones de production.

7 Éléments de conclusion et perspectives

À l'issu de ce travail de thèse, il nous est possible d'a�rmer que les pro�ls de production

de bassin ne présentent pas de symétrie systématique. Nous avons aussi mis en évidence que

le développement d'une grande quantité de gisements modestes ne su�rait pas à compenser le

déclin de la production des gisements les plus importants. En�n, ce n'est donc pas par la mo-

bilisation d'un nombre important de petits gisements que la production pétrolière pourra être

maintenue à des niveaux élevés. Dans les bassins matures, les pétroliers espèrent que le niveau

moyen de récupération des gisements pourra être amélioré, permettant ainsi de prolonger la

production des gisements les plus importants. Il est regrettable que notre modélisation ne

puisse tenir compte de l'évolution du taux de récupération3, il faudrait pour cela être capable

de quanti�er le biais systématique dû à la sous-estimation des ressources ultimes. Sur cette

question, aucun travail de modélisation réaliste ne nous semble envisageable. Notons que le

secteur pétrolier ne compte pas uniquement sur l'amélioration des taux de récupération pour

compenser le déclin des plus gros gisements. Aujourd'hui la tendance observée est à la diver-

si�cation des modes de production d'hydrocarbures avec le développement de projets pour

des hydrocarbures comme les pétroles lourds et extra-lourds, les sables bitumeux ainsi que les

schistes bitumineux ou encore l'o�-shore ultra profond. Dans tous les cas, il paraît clair que

l'ère du �pétrole facile à produire� touche à sa �n.

Cette thèse dé�nit un modèle complet pour la production du pétrole dans un bassin

3Proportion des hydrocarbures extraits sur l'ensemble des hydrocarbures en place dans le gisement.
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d'hydrocarbures, mais celui-ci n'est pas parfait et de nombreux perfectionnements pourront

prolonger ce travail. Concernant la modélisation de l'exploration tout d'abord, la modélisation

ne permet pas de faire varier l'e�ort global d'exploration pétrolière au cours du temps pour

les gisements de taille supérieure à x0. Plutôt que d'utiliser un échantillon de couples (X, D)

(taille et date de découverte), nous pourrions modéliser l'exploration pétrolière par un unique

processus de Poisson bidimensionnel non homogène (Di, Xi)i≥1 d'intensité (t, x) 7→ Int(x, t).

D'un point de vue statistique, cette intensité serait plus di�cile à estimer que la fonction de

visibilité h dans notre modélisation, mais ce point de vue plus élaboré faciliterait la création

de scénarios de prolongement de l'exploration. Concernant la politique de mise en production

des gisements, il serait plus satisfaisant de faire intervenir dans la modélisation des paramètres

économiques pour a�ner ces scénarios de développement du bassin. En e�et, le développe-

ment des gisements dépend par exemple des investissements dont disposent les compagnies

pétrolières4. Pour ce travail de thèse, nous n'avons pas souhaité développer cette question qui

n'entre pas dans notre domaine de compétence. Nous espérons cependant pouvoir examiner

ce problème grâce à une collaboration éventuelle avec un chercheur économiste.

Concernant les problèmes mathématiques étudiés, de nombreux prolongements à cette

thèse peuvent être envisagés. À propos des résultats de sélection de modèles obtenus pour

les collections de modèles de mélanges gaussiens, il serait plus satisfaisant de montrer que

l'estimateur pénalisé obtenu possède des propriétés d'adaptativité en montrant que celui-ci

atteint le risque minimax sur une large famille de classes fonctionnelles (classes de Hölder,

de Sobolev, de Besov, ou sur des ellipsoïdes de L
2). Pour cela, il nous faudrait contrôler,

pour une densité s appartenant à l'un des espaces cités plus haut, le biais KL(s, S(K,v)) (ou

pour n'importe quelle autre métrique) entre la densité s et l'espace fonctionnel composé des

densités de mélanges gaussiens à K composantes. Nous espérons démontrer ultérieurement un

tel résultat qui présenterait aussi un intérêt pour le domaine de l'approximation fonctionnelle.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à trois types de formes de mélanges gaus-

siens. En réalité, il serait possible d'étendre les résultats obtenus pour d'autres formes de

mélanges. Quitte à rassembler ensuite plusieurs formes de mélanges dans une même collec-

tion, la méthode de la pente nous permettrait ainsi de sélectionner non seulement le nombre de

variables de classi�cation, le nombre de composantes mais aussi la forme du mélange. Toujours

au sujet des collections de modèles de mélanges gaussiens, nous obtenons au chapitre 5 des

résultats pour des collections non ordonnées de modèles de mélanges. Cependant en pratique,

il est impossible d'estimer dans un temps raisonnable tous les modèles de telles collections

dès que la dimension Q des vecteurs observés dépasse 10. Il serait intéressant de développer

des stratégies de pré-sélection de modèles permettant de ne pas estimer tous les modèles, ce

qui rendrait ainsi possible l'utilisation de ces collections de modèles. Notons en�n qu'il serait

pro�table d'adapter les procédures proposées au contexte des données manquantes.

4Notons que l'e�ort d'exploration dépend lui aussi des investissements.
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Chapitre 1

Contexte Pétrolier

L'objet de ce premier chapitre est de préciser dans quel contexte nous étudions la pro-

duction pétrolière. Nous commençons par préciser la notion de réserves pétrolières, puis nous

discutons la �courbe de Hubbert� qui est la méthode la plus populaire pour modéliser et pro-

longer des pro�ls de production pétroliers. Á la �n du chapitre, cet exposé préliminaire nous

permet d'expliciter les objectifs et les hypothèses de notre travail de thèse.

1.1 Les réserves pétrolières

Cette partie s'attache à décrire la notion de réserves d'hydrocarbures. Nous renvoyons à

Babusiaux et al. (2002) pour plus de détails à ce sujet.

1.1.1 Di�érents types d'hydrocarbures

Il existe des centaines de bruts de par le monde. Certains servent d'étalon pour établir

le prix moyen du pétrole en provenance d'une région donnée. Les bruts les plus connus sont

l'Arabian Light 1, le Brent 2 et le WTI3.

Tous les pétroles ne possèdent pas les même propriétés chimiques. Il est possible de distin-

guer les di�érents types de pétrole selon leur densité (mesurée en degrés API), leur viscosité,

leur teneur en soufre et autres impuretés (vanadium, mercure et sels). Ces caractéristiques

permettent de préciser la qualité d'un pétrole. Il est aussi possible de classer les hydrocarbures

en fonction de leur provenance : Golfe Persique, mer du nord, Venezuela, Nigeria, etc ... En

e�et le pétrole issu de gisements voisins a souvent des propriétés proches. Concernant le gaz,

les classi�cations s'appuient non seulement sur la provenance, mais aussi sur la teneur en

di�érentes classes d'hydrocarbures aussi présents dans les gisements concernés. Par exemple

on distingue un gaz associé à des hydrocarbures liquides (huile, condensas) d'un gaz qui est

le seul type d'hydrocarbure présent dans le gisement : on parle alors de gaz sec.

Les di�érents types d'hydrocarbures sont plus ou moins faciles à produire. Campbell et al.

(1998) considèrent comme conventionnels les hydrocarbures qui peuvent être produits dans

des conditions techniques et économiques actuelles et prévisibles dans le futur. Par opposition,

1brut de référence du Moyen-Orient.
2brut de référence européen.
3West Texas Intermediate, brut de référence américain.
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on dé�nit alors les hydrocarbures non conventionnels comme l'ensemble des hydrocarbures qui

ne sont pas, aujourd'hui et dans le futur, techniquement exploitables à un coût raisonnable.

Notons que tous les experts ne répartissent pas de la même façon les di�érents bruts entre

ces deux catégories, ce qui explique parfois des di�érences importantes dans les estimations

de réserves4.

Cette distinction comporte donc une grande part de subjectivité puisqu'elle fait référence

aux capacités technologiques et aux moyens �nanciers dont disposerons à l'avenir les compa-

gnies pétrolières. Il est de toutes façons di�cile de présumer des technologies d'exploration et

de production pétrolière pour un horizon de plusieurs dizaines d'années. La frontière entre hy-

drocarbures conventionnels et non conventionnels évolue donc avec les progrès technologiques

d'une part, et l'augmentation du prix du baril d'autre part. L'exemple des pétroles lourds

et extra lourds du bassin de l'Orenoque au Vénézuela illustre bien ce phénomène. De 1967

à 1983, plusieurs centaines de Gbep sont passés du domaine non conventionnel au conven-

tionnel. Nous reviendrons dans la partie suivante sur les propriétés évolutives de la notion de

réserves. Dans tous les cas, les pétroles lourds et extra lourds, les sables bitumeux ainsi que

les schiste bitumineux se rangent dans la catégorie des hydrocarbures non conventionnels.

Les hydrocarbures non conventionnels se caractérisent donc par des techniques de produc-

tion di�érentes de celles utilisées pour l'exploitation plus classique du pétrole conventionnel.

Le cadre de notre travail se limite à la production des hydrocarbures de types conventionnels

et ne pourra être utilisé en dehors de ce cadre. En e�et, notre modélisation s'appuie sur l'ana-

lyse des productions de bassins matures, c'est-à-dire dont les réservoirs sont bien connus et

dont l'exploitation a débuté il y a plusieurs décennies. Celle-ci ne concerne donc que les seuls

hydrocarbures considérés comme conventionnels aujourd'hui.

1.1.2 Gisements et réserves d'hydrocarbures

Dans un bassin pétrolier, les quantités d'hydrocarbures ne sont pas dispersées dans le sous-

sol de façon homogène. Celles-ci sont concentrées dans des structures géologiques particulières

appelées �pièges�. Le champ (ou gisement) pétrolier peut être considéré comme une entité

géologique élémentaire, supposée indivisible5. Nous verrons plus loin que cette organisation

particulière distingue la production pétrolière d'autres productions de ressources primaires

telles que le charbon ou l'uranium.

Les réserves d'un gisement pétrolier sont dé�nies comme l'ensemble des ressources exploi-

tables pour les besoins futurs et présents. Les réserves pétrolières sont donc une notion �dy-

namique�. Celles-ci diminuent lorsque le champ est exploité, et augmentent si les techniques

de production permettent d'augmenter le taux de récupération du gisement. Les quantités

d'hydrocarbures contenues dans un gisement ne peuvent jamais être intégralement extraites

du sous-sol. C'est pourquoi pour un même gisement, on parle

� de réserves pour les quantités d'hydrocarbures qui sont ou seront récupérables ;

4Une autre dé�nition, assez répandue, considère le pétrole non conventionnel comme un pétrole produit ou
extrait utilisant des techniques autres que la traditionnelle méthode de puits pétroliers.

5La réalité est souvent plus complexe. Ainsi, un même champ peut comporter plusieurs réservoirs, ou
correspondre au regroupement de plusieurs petits champs.
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Fig. 1.1: Évolution des records de forages.

� de ressources en place pour les quantités d'hydrocarbures totales en place dans le gise-

ment.

Le taux de récupération d'un gisement correspond ainsi au rapport des réserves par les res-

sources.

Après qu'un gisement a été découvert, les ressources de ce dernier sont d'abord évaluées.

Les géologues et les économistes en déduisent alors les réserves en fonction des contraintes de

production. Celles-ci peuvent être de natures di�érentes. Tout d'abord les limitations peuvent

être imposées par la technologie. Il existe ainsi de nombreux gisements que l'on ne sait aujour-

d'hui pas mettre au production. C'est le cas notamment en exploitation �o�-shore�6 lorsque

les profondeurs d'eau deviennent trop importantes. Comme le montre la �gure 1.1, l'industrie

pétrolière a progressivement réussi à exploiter des gisements situés à des profondeurs tou-

jours plus grandes. Ceci illustre parfaitement le caractère évolutif de la notion de réserves

pétrolières. La deuxième contrainte est d'ordre économique. En e�et, si les coûts de produc-

tion dépassent le total des recettes présumées des quantités d'hydrocarbures techniquement

possibles à extraire, le champ ne sera évidemment pas produit.

Les géosciences permettent d'évaluer les réserves potentielles d'un gisement découvert. Du

fait de l'incertitude importante que comportent ces estimations, celles-ci sont habituellement

décrites en terme de distributions de probabilité. Ainsi, les réserves 2P , 1P et 3P d'un gisement

6Exploitation en mer.
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correspondent respectivement aux quantités de réserves que le champ a 50%, 90% et 10% de

chances de dépasser. Un point de vue équivalent conçiste à distinguer les réserves prouvées

des réserves possibles et probables avec la correspondance suivante :

� 1P = prouvées ;

� 2P = prouvées + probables ;

� 3P = prouvées + probables + possibles.

Ces dé�nitions ont été �xées en 1997 par la SPE7. Mais en pratique, les organismes énergé-

tiques et les compagnies pétrolières ne font pas toujours preuve d'une rigueur exemplaire. En

particulier, il n'est pas toujours précisé à quel type de réserves (1P , 2P ou 3P ) correspondent

leurs estimations publiées.

Cette dé�nition de réserves est encore valable à l'échelle d'un bassin pétrolier, d'un pays

ou de tout autre groupement de gisements d'hydrocarbures. Néanmoins, il est important de

noter que les réserves d'un certain type ne peuvent être sommées de façon automatique. Par

exemple, comme le souligne Lepez (2002, p.39), agréger des réserves 1P tend à sous-estimer

les réserves du groupe alors que sommer les réserves 3P tend à les surestimer. Concernant les

sommes de réserves 2P , les deux biais sont possibles.

1.1.3 Réserves ultimes

Les réserves ultimes d'un gisement représentent l'ensemble des hydrocarbures qui en auront

été extraits au terme de son exploitation. Dans la suite, nous emploierons aussi par abus le

terme �taille� pour désigner les ressources ultimes d'un gisement. Avec le temps, la description

géologique du gisement devient plus précise et les ressources ultimes sont alors mieux estimées.

Les réserves prouvées correspondent donc à une estimation de la part non encore produite des

ressources ultimes.

La dé�nition des ressources ultimes est la même pour un bassin ou un pays. Á l'échelle

d'un bassin pétrolier, les facteurs suivants sont responsables de réévaluations des ressources

ultimes au cours du temps (Lepez, 2002, p.42) :

� les réévaluations des ressources en place pour chaque champ de façon individuelle,

� les nouvelles découvertes (nouveaux gisements),

� les progrès technologiques qui conduisent à améliorer les taux de récupération,

� l'impact de l'économie (un prix élevé du baril permet d'exploiter des champs plus coû-

teux à produire).

Proposer une modélisation permettant d'intégrer ces quatre facteurs pour estimer les réserves

d'un bassin dans le futur est tout simplement trop ambitieux. Les deux derniers points, qui

sont de nature technologique et économique, ne peuvent être pris en compte qu'à travers des

scénarios de développement du bassin. Au-delà de quelques années, l'évolution des technologies

n'est pas quanti�able. De même, il serait peu sérieux d'avancer des niveaux de prix du baril,

ne serait-ce que pour les prochains mois. Les deux premiers points renvoient à la nature

géologique du bassin. Dans un bassin su�samment mature, les réservoirs sont généralement

bien connus ; les réévaluations de ressources individuelles sont en réalité assez limitées et les

réserves prouvées des champs déjà découverts peuvent être utilisées pour estimer les ressources

7Society of Petroleum Engineers.
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ultimes des gisements connus. Concernant les nouvelles découvertes, les travaux de Lepez

(2002) permettent d'estimer le nombre de champs non encore découverts dans un bassin.

Pessimistes et optimistes

Dans le débat sur l'estimation des réserves pétrolières, deux écoles de pensée radicale-

ment opposées s'a�rontent. L'école des pessimistes, tout d'abord, rappelle que les ressources

d'hydrocarbures ne sont pas disponibles en quantité in�nie dans le sous-sol. Et puisque notre

consommation augmente avec le temps, notamment avec la forte croissance économique de

certains pays comme la Chine et l'Inde, cette situation conduit naturellement à la raréfaction

des réserves et à une augmentation du prix des hydrocarbures. Certes, le baril a atteint ces

cinq dernières années des niveaux de prix records. Mais il est di�cile d'évaluer dans quelle

proportion la peur de la raréfaction des réserves a contribué à cette augmentation. En e�et, de

nombreux autres facteurs in�uencent le marché des hydrocarbures. De trop faibles capacités de

production et de ra�nage, la crainte de tensions politiques au Moyen-Orient, et d'importants

phénomènes de spéculation sont principalement responsables de ces prix élevés. D'autre part,

les pessimistes soulignent que les progrès technologiques ne signi�ent pas nécessairement une

augmentation des réserves. Selon eux, les nouveaux procédés d'extraction conduisent aussi à

produire les mêmes quantités de réserves en une durée plus courte. Dans ce cas, les progrès

technologiques accélèrent encore plus la raréfaction des ressources !

L'école des optimistes est principalement composée d'économistes et d'industriels. Elle

s'appuie sur le principe de la création de nouvelles réserves grâce aux progrès technologiques.

Les périodes de prix élevés des hydrocarbures permettent, grâce aux fonds dégagés, le déve-

loppement de nouvelles procédures de productions. Certains hydrocarbures passent ainsi du

conventionnel au non conventionnel, et les prix ne peuvent atteindre ainsi des niveaux trop

élevés. Selon ce point de vue, le marché des conventionnels n'est pas fermé puisque d'autres

ressources deviennent disponibles au cours du temps, de façon automatique, avec la raréfac-

tion des ressources conventionnelles. Ce mécanisme s'appelle le continuum du carbone fossile

(Babusiaux, 2005).

Ces deux points de vue s'accordent au moins sur un point : les hydrocarbures produits

à l'avenir seront de plus en plus di�ciles à extraire. Des investissements importants sont

aujourd'hui nécessaires, que ce soit pour produire des hydrocarbures non conventionnels pour

les uns , ou pour développer de façon conséquente d'autres types d'énergie pour les autres.

1.2 Exploration et production d'un bassin pétrolier

Une dizaine d'années de travaux préparatoires est nécessaire avant que la production

d'une zone vierge puisse réellement commencer, et tout débute par une campagne d'explo-

ration. Cette nécessaire phase de prospection s'est progressivement accompagnée de moyens

technologiques de plus en plus sophistiqués, mais la démarche reste la même : à partir des

observations faites en surface, les géologues doivent extrapoler l'organisation de la roche et

localiser ainsi les pièges où les hydrocarbures sont potentiellement retenus. Après 1945, la

photographie aérienne est utilisée pour repérer les anticlinaux aux États-Unis. Rapidement
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les méthodes de la géophysique ont permis d'améliorer encore l'étude du sous-sol. La sismique

de ré�exion est aujourd'hui la technique la plus couramment utilisée, elle consiste à envoyer

des ondes élastiques qui se propagent dans le sous-sol et dont l'étude des échos permet de re-

pérer les discontinuités de la roche. Elle peut être à 2, 3 (et même 4) dimensions, la sismique

3D étant surtout utilisée pour les campagnes de prospection en mer. Les géologues e�ectuent

aussi des forages d'exploration8 pour sonder le sous-sol. Aujourd'hui tous les pièges facilement

visibles ont été localisés, et ces technologies plus perfectionnées permettent d'atteindre des

gisements plus di�cilement accessibles.

Les di�érents bassins pétroliers de la planète ont été mis en exploitation de façon progres-

sive, en fonction de la demande mondiale et de la di�culté à extraire le pétrole dans la zone

considérée. Dans certaines régions, les anticlinaux où le pétrole était piégé étaient faciles à

repérer, c'est par exemple le cas aux États-Unis et au Moyen Orient où la production a pu

débuter il y a déjà longtemps. Le Mexique et la Roumanie sont eux aussi de �vieux� pays

producteurs. En revanche l'exploitation o�-shore en Mer du Nord ne date que du début des

années 1970.

L'accessibilité des hydrocarbures est donc un facteur essentiel de leur exploitation. Les

politiques �scales menées par les États in�uencent aussi de façon signi�cative l'exploration

et la production pétrolières. En e�et, lorsqu'une compagnie pétrolière souhaite rechercher des

hydrocarbures dans une zone vierge, elle doit tout d'abord obtenir l'autorisation d'e�ectuer

une campagne d'exploration car excepté aux États-Unis, le sous-sol est la propriété des États.

Dans le cadre du régime de concession, l'État accorde des permis d'exploration, et s'il y a

découverte, des permis d'exploitation pour une zone bien dé�nie. Les États peuvent eux aussi

lancer des campagnes d'exploration supportées par leurs compagnies nationales.

Il existe un principe fondamental en exploration pétrolière : �Big stu� gets found �rst� : les

plus gros gisements, qui sont aussi les plus visibles, sont généralement découverts en premier. Il

est en e�et naturel de trouver d'abord les structures les plus étendues. De plus, les géologues

doivent justement découvrir des gisements de taille su�sante pour que la zone puisse être

déclarée rentable. D'autre part, le développement d'une zone pétrolière est une opération

�nancière très ambitieuse, et seules les grandes compagnies sont capables de les assumer. Si

la phase d'exploration n'est pas la plus coûteuse, elle pèse en revanche de façon conséquente

sur les comptes des entreprises ; une campagne d'exploration est un investissement très lourd.

Par conséquent, pour revenir rapidement sur leur investissement, les compagnies ont intérêt

à développer en premier lieu les plus gros gisements pour éviter une catastrophe �nancière.

Pour ces deux raisons, la production d'un bassin débute généralement par le développement

des champs de tailles les plus importantes relativement aux réserves disponibles dans la zone.

Ainsi en mer du nord, les gisements de Brent, Ninian, Forties, Oseberg contiennent une grande

part des réserves du bassin, et leur exploitation a débuté dès les années 1970.

Une fois que des champs de réserves rentables ont été identi�és, la production du bassin

peut donc commencer, supportée par les productions croissantes des champs les plus volumi-

neux. Après quelques années, celles-ci atteignent leur maximum, avant de décliner bientôt. Les

compagnies commencent alors à exploiter des gisements plus modestes qui se situent autour

8Ces puits sont appelés �wild cat� dans le jargon des pétroliers.
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Fig. 1.2: Agrégation des productions (en Mbpd) des champs de la zone Oseberg en mer du
nord.

des zones déjà en production (voir �gure 1.2). En production o�-shore, le réseau d'oléoducs

s'organise donc en grappe autour des champs les plus importants, et la proximité d'une in-

frastructure pétrolière existante est un facteur essentiel dans le choix du développement d'un

champ.

La mise en production de nombreux petits champs ne su�t pas forcément à compenser

le déclin de la production des plus gros. Cette observation peut se justi�er de façon plus

rigoureuse en s'appuyant sur la distribution de la taille des champs. Le niveau de production

des plus grands gisements constitue donc un indicateur pertinent de l'état de �maturité� d'un

bassin. Un exemple récent illustre ce processus : en 2005 le champ Burgan au Koweit, qui

contribue à la majeure partie de la production du pays, a entamé son déclin. Ce champ est

considéré comme le second en taille sur l'ensemble de la planète derrière Gnawar, le célèbre

champ saoudien. La Kuwait Oil Company a aussitôt déclaré vouloir augmenter la production

d'autres champs pour compenser le déclin. Mais de nombreux experts doutent aujourd'hui de

la capacité du Koweit à compenser la baisse de production de Burgan9.

1.3 La courbe de Hubbert : une controverse

Bien que la production d'hydrocarbures constitue le pilier fondamental du développement

industriel et économique mondial, il existe �nalement assez peu de modèles de production

pétrolier pour décrire le développement d'un bassin exploité. Le modèle le plus populaire

mais aussi le plus contesté est celui de la courbe de Hubbert. Nous rappelons dans cette

partie les principaux éléments historiques, économiques et géopolitiques qui animent depuis

plusieurs décennies défenseurs et détracteurs de la courbe de Hubbert. Notons qu'il existe

d'autres modèles pour la production pétrolière qui sont de nature économétriques. Moroney

9Cette nouvelle inattendue inquiète certains observateurs pour qui la même situation pourrait se produire
bientôt en Arabie Saoudite, où l'essentiel de la production provient d'une poignée de super géants parmi
lesquels Ghawar, Abqaiq, Safaniya et Berri, voir par exemple Simmons (2005).
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et Berg (1999), et Kemp et Kasim (2003) étudient ainsi la production à l'aide de séries

temporelles. Citons aussi les travaux de Cleveland et Kaufmann (1991) et de Kaufmann (1991)

qui réconcilient le point de vue économétrique et les ajustements proposés par Hubbert.

1.3.1 King Hubbert et la théorie du déclin

King Hubbert est né le 5 octobre 1903 dans le Texas, où il passera toute son enfance. Il

étudie à l'Université de Chicago la géologie mais aussi les mathématiques et la physique. Tout

en préparant sa thèse de doctorat qu'il obtient en 1937, il travaille comme géologue notamment

pour l'USGS 10 et l'Amerada Petroleum Corporation. En 1943 il est engagé par la compagnie

Shell en tant que géophysicien, et quelques années plus tard il y devient directeur de la

recherche en exploration-production. Il quitte Shell en 1963 pour se consacrer à la recherche

au sein de l'USGS et d'universités telles que Berkeley et Stanford .

Lorsque Hubbert publie le texte Nuclear energy and the fossil fuels (Hubbert, 1956), il

est déjà un géophysicien reconnu, spécialiste de sujets tels que l'écoulement des �uides, ou

la résistance des roches sous pression. Dans cet article, il extrapole les productions nord-

américaine et mondiale d'hydrocarbures à l'aide d'une courbe en cloche, la fameuse courbe

de Hubbert. Par des méthodes graphiques, et en s'appuyant sur di�érentes estimations des

réserves ultimes de pétrole et de gaz, il peut ainsi prévoir que le maximum de la production

nord-américaine sera bientôt atteint. Selon l'un de ses scénarios, le pic de pétrole (peak oil en

anglais), se produirait autour de 1970. Or, le secteur de l'industrie pétrolière crée déjà des

pro�ts considérables et annoncer le déclin ne peut être qu'impopulaire : Hubbert rencontre

alors beaucoup d'hostilité de la part du milieu des a�aires et du pétrole. Mais il est vrai aussi

qu'avant lui, de nombreux experts s'étaient aventurés à annoncer à tort l'épuisement des

réserves. En dépit de la meilleure qualité de ses estimations sur les réserves, il passe d'abord

pour un énième prophète de l'apocalypse...

Au début des années 60, Hubbert rédige aussi un rapport pour le président Kennedy où

il alerte les autorités sur le caractère épuisable des réserves. En e�et, Hubbert est préoccupé

par l'explosion de la consommation énergétique mondiale. Dans ce document, il s'attache à

évaluer les quantités d'énergie encore disponibles à l'humanité avant que les di�érentes sources

ne soient toutes épuisées ; une question aujourd'hui toujours aussi polémique. Selon lui, la

croissance de la population et la consommation énergétique mondiale seront insoutenables à

un tel rythme :

�Human population growth is like nothing that has happened in all of geological

history.�

Il serait donc injuste de limiter la contribution de King Hubbert à la seule courbe qui porte dé-

sormais son nom, non seulement du fait des travaux scienti�ques évoqués plus haut, mais aussi

parce qu'il s'e�orça de montrer, à raison, que l'approvisionnement énergétique deviendrait une

problématique fondamentale des sociétés industrialisées.

Après 1971, la production des États-Unis décline e�ectivement ; heureusement l'Arabie

Saoudite parvient très rapidement à développer de gigantesques capacités de production. En

10United States Geological Survey.
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février 1975 un rapport de la National Academy of Sciences con�rme les calculs de Hubbert

sur la production et l'estimation des réserves nationales.

Depuis les années soixante-dix, la courbe de Hubbert est devenu populaire au delà des

spécialistes de l'économie et de la géologie pétrolière. Plusieurs raisons peuvent être avancées

pour expliquer la popularité de cette méthode. D'abord, le fait que la prédiction d'Hubbert

pour la production des États-Unis se soit avérée exacte à un an près en est sans doute en

partie responsable. De plus, la simplicité de la technique utilisée, un banal ajustement, a pro-

bablement aussi séduit de nombreux spécialistes à la recherche de calculs de prévisions faciles

à mettre en oeuvre. En�n, celle-ci dépend à la fois fortement et uniquement de l'estimation

des ressources ultimes. Cette technique s'est donc automatiquement retrouvée en centre du

débat entre pessimistes et optimistes au sujet des ressources ultimes. Le fait que de nom-

breux pessimistes soient des adeptes de l'utilisation de la courbe de Hubbert a probablement

contribué à assimiler la courbe de Hubbert à cette communauté. Il est pourtant essentiel de

souligner que ces deux questions sont de natures di�érentes : le débat sur les réserves ne doit

être confondu avec celui de la modélisation de la production.

Après Hubbert

Récemment, De�eyes (2001) a repris les méthodes de Hubbert pour estimer la date du pic

mondial de production. De�eyes préfère ajuster la production sur une gaussienne, car selon

lui l'ajustement est meilleur11. Nous reviendrons sur la critique de ces di�érentes hypothèses

dans la section suivante. Il obtient ainsi numériquement le meilleur ajustement possible pour

des scénarios de 1800 et 2100 milliards de barils de réserves ultimes d'huile. Dans le premier

cas, le maximum de la production se produit en 2003, et 2009 pour le second, mais notons

que tout ceci suppose que la courbe de production a une forme gaussienne.

Laherrère (2003) et Campbell (2002) proposent eux aussi des scénarios de production qui

s'inspirent des idées de Hubbert. En s'appuyant sur des propriétés graphiques de la fonction

logistique, ils estiment les réserves et la date du pic de production par des ajustements linéaires.

Les pro�ls de production de certains pays, par exemple ceux de la France, présentent plusieurs

pics de productions, et ceci ne rentre pas dans le cadre de la modélisation de Hubbert. Pour

tenir compte des di�érentes phases de production d'un même pays, Laherrère (1997) propose

de modéliser les scénarios de ce type par la superposition de plusieurs courbes de Hubbert

correspondant à des cycles de production di�érents.

Dans un article de 2002, Bentley (2002) s'appuie sur les travaux de Laherrère et pro-

pose quelques idées pour justi�er l'ajustement de �courbes à la Hubbert� sur les productions

d'hydrocarbures. Il cherche notamment à mettre en évidence une courbe caractéristique pour

l'agrégation de pro�ls de production de champs de tailles décroissantes et lancés à intervalles

réguliers.

11L'auteur ne le précise pas, mais il s'agit probablement de meilleur pour le critère des moindres carrés.
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Fig. 1.3: Courbes de production de Hubbert mondiale (à gauche) et pour les États-Unis (à
droite), tracées à la main par l'auteur dans Hubbert (1956).

1.3.2 Aspects mathématiques de la méthode de Hubbert

Dans son article de 1956, Hubbert propose un ajustement graphique pour prolonger le

pro�l de production des États-Unis, ainsi que celui pour la production mondiale. Mais peu

d'éléments sont donnés sur les justi�cations et les détails de la méthode. Comme le remarque

De�eyes (2001), Hubbert suppose uniquement les deux hypothèses suivantes :

� la courbe de production a la forme d'une cloche,

� la courbe est symétrique par rapport au pic.

En e�et, Hubbert n'en dit pas plus dans ce premier article, l'aire située en dessous de la

courbe devant uniquement traduire la taille des réserves ultimes, c'est-à-dire les réserves déjà

consommées, présentes et restant à découvrir. En revanche, dans le rapport de 1962 (Hubbert,

1962), il détaille et justi�e l'utilisation d'une courbe logistique en s'appuyant sur un modèle

d'évolution de population. Ce dernier texte nous paraît beaucoup plus fondamental que celui

de 1956 car Hubbert y expose plus que de simples calculs sur les réserves et les rythmes de

production. Il s'agit d'une ré�exion sur la consommation énergétique et les limites imposées

par le sous-sol. Il y passe en revue les di�érents types d'énergie qui pourraient à l'avenir se

substituer aux hydrocarbures, une problématique qui nous est aujourd'hui très familière...

Les scénarios de Hubbert reposent sur une estimation des réserves ultimes. Concernant le

cas des États-Unis, il se réfère au rapport de deux géologues de l'époque : Weeks et Pratt.

Hubbert remarque tout d'abord que les courbes de découvertes et de productions cumulées

sont comparables, et qu'elles sont séparées d'un décalage ∆, comme l'illustrent les deux gra-

phiques de la �gure 1.3.2. Et puisque l'historique des découvertes est plus avancé que celui de

la production, l'ajustement portera donc sur le premier.

Pour dresser ces courbes théoriques, Hubbert fait le choix de modélisation suivant :

�Growth phenomena such as those(...), which start slowly, gradually accelerate,

and �nally level o� to a maximum, are said to follow a logistic growth curve and

described by an empirical equation of this form

y(x) =
h

1 + a ∗ e−bx

′′
.

28



1.3 CONTEXTE PETROLIER

Fig. 1.4: Décalages entre les découvertes cumulées et les productions cumulées. La �gure de
gauche est une représentation théorique du décalage et la �gure de droite correspond aux
données des États-Unis.

L'équation logistique

ẏ = r ∗ y(1 − y) (1.1)

dé�nit e�ectivement un modèle de population élémentaire. Selon celui-ci, la croissance de

la population est proportionnelle au produit de la taille de la population par les ressources

disponibles. Pour les découvertes cumulées, et en passant au logarithme :

ln
( Q∞
QD(t)

− 1
)

= ln(a) − bt

où Q∞ et QD(t) représentent respectivement les découvertes cumulées jusqu'à l'instant t, et

les réserves ultimes du bassin. D'où l'importance d'estimer correctement Q∞ pour ajuster une

droite sur la série temporelle l =
(
ln(Q∞

QD
− 1)

)
et estimer ainsi les paramètres a et b. Par

cette méthode, Hubbert trouve :

QD(t) =
170 ∗ 109

1 + 46.8 ∗ e−0.687∗(t−1900)
.

Et la production cumulée s'obtient par un décalage dans le temps de la fonction précédente :

QP (t) =
170 ∗ 109

1 + 46.8 ∗ e−0.687∗(t−1910.5)
.

La production est ensuite une simple dérivée de QP dont le maximum se calcule aisément.

Tout dépend donc de la qualité de l'estimation des réserves ultimes. Hubbert utilise �nalement

un intervalle de con�ance de 150Gb à 200Gb pour l'ensemble des réserves des États-Unis12.

Aujourd'hui, on pense que la borne haute est proche de la réalité, et c'est justement ce scénario

qui donne un pic pour 1971.

Hubbert applique aussi sa méthode à l'échelle mondiale : il trouve un pic pour l'année

2000 (voir �gure 1.3.2). Pour cela, il estime les réserves ultimes de la planète à environ 1250

milliards de barils, or aujourd'hui, les géologues pensent qu'elles en atteindraient le double.

12hors Alaska.
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1.3.3 Critique de la méthodologie de Hubbert

Il existe une littérature abondante et passionnée sur le pic de pétrole. L'ajustement gra-

phique de Hubbert nécessitant une bonne connaissance des réserves ultimes, il en résulte une

certaine confusion entre la méthode de Hubbert et le problème de l'état des réserves qui préoc-

cupe les écologistes mais aussi de nombreux experts du monde pétrolier. Comme nous l'avons

déjà remarqué, ces deux questions sont souvent mélangées à tort, il nous importe ici d'analyser

la technique de Hubbert, sans pour autant rentrer dans le débat classique qui oppose les deux

points de vue antagonistes des optimistes et pessimistes sur l'état des réserves mondiales.

La méthode de King Hubbert a le mérite d'être facile à mettre en oeuvre ; il su�t d'ajuster

une gaussienne ou une courbe logistique sur les données disponibles. Cependant, aucun élément

propre à la dynamique de la production pétrolière ne justi�e une telle modélisation. D'ailleurs,

Hubbert le reconnaît lui-même : son équation est empirique ; l'article de 1956 ne la mentionne

même pas... Concernant le modèle logistique, l'analogie avec les théories de croissance de

population est assez peu crédible ; quelle interprétation donner à l'équation logistique (1.1) ?

Pour expliquer la forme gaussienne de certains pro�ls de bassin, le théorème de la Limite

Centrale est parfois évoqué. La fonction de distribution représenterait ici le pro�l de produc-

tion d'un champ, et la fonction de distribution de la somme des phénomènes serait proche

d'une fonction gaussienne. Comme le souligne Lepez (Babusiaux et al., 2002), l'argument ne

tient pas :

�La fonction de distribution de la somme des phénomènes n'est pas la somme

des fonctions de distributions13. Par ailleurs, le phénomène Hubbert ne s'inscrit

pas dans le cadre d'application de ce théorème. En e�et, d'une part, les pro�ls que

l'on somme ne sont évidemment pas indépendants, surtout dans une même zone

géographique, et d'autre part, ce théorème concerne des distributions numériques

et non temporelles, comme le sont celles du modèle de Hubbert. Il n'est donc pas

plus justi�é d'ajuster des courbes gaussiennes sur la production du bassin.�

La deuxième hypothèse de Hubbert nous semble encore plus contestable. La courbe de

production n'a aucune raison d'être symétrique. Tout d'abord, les pro�ls de production indi-

viduels14 sont fortement dissymétriques. Mais surtout, le processus de mise en production des

champs ne présente aucune symétrie car un champ sera développé d'autant plus vite que ses

réserves sont importantes. Il n'est pas exclu qu'au �nale, les contributions de ces di�érents

phénomènes aboutissent à une courbe de production symétrique, mais aucune justi�cation

évidente ne transparaît de la dynamique de mise en production du bassin. Au moment où la

production des plus vieux et plus gros champs commence à décliner, il faudrait que les champs

restants soient mobilisés exactement de façon de à ce que la courbe cumulée respecte la sy-

métrie. Une telle situation n'a aucune raison de se réaliser dans la pratique ; les compagnies

pétrolières cherchent avant tout à repousser le pic de production et à limiter le déclin.

On peut toutefois se demander dans quel cadre il est le plus approprié - ou le moins

déraisonnable - d'utiliser des courbes de Hubbert. Les adeptes de cette méthode ont l'habitude

13La fonction de distribution de la somme est en fait la convolution des fonctions de distribution individuelles.
14Nous entendons par pro�l de production individuel la courbe de production d'un seul gisement, par

opposition au pro�l de production d'une zone géographique, qui est une agrégation de productions de gisements.
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de présenter des pro�ls de production par pays. Or, la production d'un seul pays peut mélanger

les contributions de zones qui n'ont pas été développées à la même époque, et qui n'ont pas

été nécessairement exploitées avec la même intensité. Par exemple dans le Golfe du Mexique,

le développement o�-shore très profond est très récente et ne peut être comparé avec la

production du début du siècle dans ce même pays. Il nous paraît plus justi�é de cumuler les

pro�ls de production à l'échelle de bassins géologiques, en distinguant de plus les di�érents

types d'hydrocarbures, surtout si leurs productions ont débuté à des époques di�érentes.

En�n, comme le soulève Ryan (2003), l'estimation des réserves ultimes Q∞ est très �uc-

tuante au cours du temps. En e�et, nous avons vu plus haut que les réserves pétrolières sont

une notion dynamique évoluant avec la connaissance du réservoir et la capacité à extraire

l'huile qui y est piégée. L'évaluation des réserves ultimes, que l'on ne connaîtra qu'une fois

la zone totalement exploitée, est un travail très délicat. Et du fait des progrès technologiques

et des e�orts de l'exploration, les estimations ont tendance à croître avec le temps. Ce biais

systématique est impossible à corriger. Cette remarque ne concerne pas uniquement la mé-

thode de Hubbert. Toute modélisation, et c'est le cas de notre travail, s'appuyant sur une

étude probabiliste de la distribution de la taille des champs rencontre nécessairement cette

di�culté.

1.4 Le pic de production mondial

L'une des questions les plus polémiques de l'économie pétrolière est l'estimation du maxi-

mum de production mondial. Nous rappelons ici les enjeux principaux de ce débat.

1.4.1 Dé�nitions et impact du pic de production

La majorité des experts pétroliers s'accorde sur le scénario général suivant. Dans un futur

plus ou moins éloigné selon les avis, la production mondiale devrait atteindre son maximum,

avant de décliner progressivement. Ce maximum de la production est couramment appelé

peak oil (PO)15, et son estimation est devenu un sujet de polémique bien au-delà du cercle

des économistes et des géologues. Le débat sur l'état des réserves et l'imminence du peak oil

mondial n'est en réalité pas récent, puisqu'Hubbert l'avait en quelque sorte amorcé avec les

questions soulevées par ses travaux. Mais depuis 2002 et la �ambée des cours du pétrole, la

polémique a repris de plus belle.

Il est important de noter que le passage du pic de production ne signi�e pas que les

ressources sont épuisées. Cependant, dans le contexte mondial actuel où la demande en hy-

drocarbures est de plus en plus di�cile à satisfaire, une chute de la production aurait des

e�ets dévastateurs sur l'économie mondiale. En e�et, aucune autre forme d'énergie n'est en

mesure aujourd'hui de se substituer facilement aux hydrocarbures. On évoque souvent l'impact

15On trouve parfois dans des documents de vulgarisation sur la production pétrolière que le PO est aussi
le moment où la moitié des ressources ont été consommés, comme c'est le cas pour la courbe de Hubbert,
bien que rien ne justi�e une telle propriété. Citons à titre de mauvais exemples la page �wikipedia� sur le peak
oil, ou encore l'article de presse publié dans journal Le Monde du 26 octobre 2007 et intitulé �La moitié des
réserves pétrolières seraient épuisées�
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sur le domaine des transports, mais en réalité, beaucoup d'autres secteurs seraient directe-

ment a�ectés. Par exemple, l'industrialisation de l'agriculture, la révolution verte, qui a permis

d'améliorer considérablement les rendements de production et de nourrir une population mon-

diale en forte expansion, repose sur une grosse consommation en hydrocarbures (fertilisation

des sols, machines agricoles, transport...). Si la production mondiale venait à décliner signi-

�cativement, la population mondiale devrait faire face à une crise alimentaire majeure. On

comprend mieux dès lors que ce sujet soit aussi polémique.

Au début de l'année 2005, une étude complète (Hirsh et al., 2005) sur la capacité de

la technologie à atténuer l'impact du pic de production, a été remise au Département de

l'Énergie des États-Unis. Le rapport souligne que la date du pic est di�cile à évaluer et analyse

donc plusieurs scénarios vraisemblables. Ses conclusions sont les suivantes : les politiques de

développement de nouvelles technologies doivent être amorcées longtemps avant le passage du

pic. Deux décennies seraient nécessaires pour réussir la transition énergétique qui fait suite au

pic de production. Et selon cette étude, attendre le passage du pic pour amorcer une transition

énergétique aurait des e�ets dramatiques sur l'économie mondiale.

1.4.2 Prévisions du pic mondial

On l'a déjà dit, peu d'outils théoriques sont disponibles pour modéliser la production des

hydrocarbures. Il existe pourtant une profusion de scénarios sur la date du peak oil ; le tableau

1.1 présente une synthèse des dates avancées par les personnes et les organismes les plus actifs

sur cette question. Le tableau montre à quel point les avis sont partagés sur l'imminence du

peak oil. Prévoir le pic mondial nécessite une bonne connaissance de la géologie des bassins, des

techniques de production, de l'économie pétrolière et de la géopolitique mondiale ; un calcul

bien délicat en vérité. La majorité des estimations avancées ne reposent pas sur un travail de

modélisation. Pour la plupart, elles sont le résultat d'une di�cile collecte d'informations au

niveau mondial sur les réserves, les productions, et les projets de développement. En e�et,

il paraît impossible de proposer une modélisation de la production au niveau mondial tant

celle-ci est dépendante de la demande dans les pays émergents, des événements géopolitiques

et des décisions politiques...

Fondée par Campbell, l'Association for the Study of the Peak Oil (ASPO) est très active

dans le débat sur le peak oil. Parmi ses membres, on trouve notamment le français J. Laherrere.

Les prévisions des membres de l'ASPO annoncent le passage du pic avant douze ans.

Simmons est un banquier et spécialiste de l'industrie pétrolière. Il est lui aussi persuadé

que la production mondiale est maintenant proche du pic de production (Simmons, 2005).

On considère que les deux tiers des réserves mondiales en huile conventionnelle seraient loca-

lisées dans le sous-sol du Moyen-Orient, dont la majeure partie en Arabie Saoudite. Simmons

rappelle que le régime saoudien entretient l'opacité sur l'état de ses réserves et ses niveaux

de production. Depuis des années, l'Arabie Saoudite revendique le rôle de pays ajusteur de

la production mondiale (world's oil swing producer). Or les puits de forage ne sont pas de

simples robinets que l'on peut ouvrir ou fermer sans conséquences, et les saoudiens auraient

excessivement malmené leurs gigantesques réservoirs. Les taux de récupération seraient dé-

sormais plus faibles que prévu et l'Arabie Saoudite serait incapable de produire les quantités
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Personne ou organisme Estimations du PO

De�eyes, K.16 2005

Bakhtiari, S.17 2007

Simmons, M.R. 18 2007-2009

Bentley, R.19 ≈ 2010

Campbell, C. 20 2010

Skrebowski, C.21 2010 +/- 1 an

Pang, X. and al.22 ≈ 2012

Lahererre, J.23 2010-2020

Wood Mackenzie 24 ≈ 2020

Total ≈ 2020

CERA25 bien après 2030

Brown, J. 26 Impossible à prédire

ExxonMobil Pas de pic attendu

Lynch, M.27 Pas de pic attendu

OPEP 28 Récuse la théorie du peak oil

Tab. 1.1: Prédictions du peak oil mondial (Sources : rapport Hirsch (2007) pour le U.S.
Department of Energy.)

16Professeur de Princeton à la retraite, ancien géologue de la compagnie Shell.
17Expert de l Iranian National Oil Corporation.
18Investisseur.
19Universitaire et analyste énergétique.
20Géologue à la retraite des compagnies Texaco et Amoco.
21Éditorialiste de la revue Petroleum Review.
22China University of Petroleum.
23Géologue à la retraite de la compagnie Total.
24Entreprise de conseil énergétique.
25Cambridge Energy Research Associates : entreprise de conseil énergétique.
26Expert de la compagnie PB CEO.
27Économiste de l'énergie.
28Organisation des pays exportateurs de pétrole.
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nécessaires pour répondre à l'augmentation de la consommation mondiale.

D'autres experts ne sont pas de cet avis : l'école des optimistes, essentiellement formée

d'économistes, a�rme que le pic ne se produira pas avant au moins vingt ans. Selon Adelman

et Lynch (2003) du M.I.T., les capacités d'innovation de l'industrie continueront de permettre

le développement des nouvelles réserves. Ainsi, depuis les débuts de l'exploitation pétrolière,

celles-ci ne cessent de croître grâce aux progrès des techniques qui permettent d'accéder à de

nouvelles réserves et d'améliorer les taux de récupération. Lynch remarque de plus que la date

du pic annoncée par les optimistes recule sans cesse à mesure que les réserves croissent.

Le CERA (Cambridge Energy Research Associates), une entreprise de conseil du groupe

IHS, a, quant à elle, publié un rapport (Cera, 2005) selon lequel le maximum de la production

mondial ne surviendrait pas avant 2030, et il précéderait un plateau plutôt qu'une phase de

décroissance prononcée. On mesure l'écart entre les di�érents point de vue.

Depuis quelques années, on assiste à un resserrement des estimations du peak oil autour

des années 2020. Les pessimistes repoussent leurs prévisions, et de leur côté, les optimistes

considèrent désormais plus sérieusement l'estimation du pic. Pessimistes et optimistes s'ac-

cordent au moins sur une chose : l'ère du pétrole prendra �n pendant le XXIème siècle. Le

débat porte plus sur la crédibilité de certaines données de réserves d'une part (voir Bent-

ley, 2006), et d'autre part sur la capacité de l'industrie pétrolière à développer à temps les

technologies permettant de basculer les hydrocarbures non conventionnels dans le domaine

du conventionnel. Si les réserves de pétrole conventionnel sont assez importantes pour que

leur exploitation dure su�samment longtemps, permettant ainsi la mise au point des tech-

nologies indispensables à l'exploitation du non conventionnel, une crise majeure sera évitée.

Au contraire, si les réserves disponibles s'épuisaient trop rapidement, il n'y aura pas de relais

possible par un nouveau type d'énergie, un scénario catastrophe défendu par une partie des

pessimistes.

1.5 Objectifs et hypothèses générales de cette thèse

Les remarques précédentes montrent qu'il n'est pas raisonnable de construire une modéli-

sation de la production mondiale. En particulier, nous n'avons pas pour intention de proposer

encore une nouvelle prévision de la date du peak oil. En revanche, à l'échelle du bassin pétro-

lier, nous verrons qu'une modélisation de la production est cette fois possible. Nous souhaitons

développer une modélisation générale pour la production de pétrole dans bassin d'hydrocar-

bures de façon à apporter des éléments de réponses aux questions suivantes, qui ne font pas

l'objet d'un consensus dans le secteur pétrolier :

� La courbe de production est elle symétrique ?

� Quels sont les facteurs qui déterminent le plus la forme de la courbe de production du

bassin ?

� Est-il possible de limiter le déclin de la production une fois franchi le maximum de la

production ?

Ce modèle à dé�nir doit aussi nous permettre de proposer des prolongements de la production

dans un bassin en cours d'exploitation.
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Un modèle de production pétrolier doit être capable de décrire l'historique complet de

l'exploitation d'un bassin d'hydrocarbures et les quantités produites au �nal sont donc exac-

tement les ressources ultimes tels que nous les avons dé�nies plus haut. Plus précisément, nous

considérons les ressources ultimes des hydrocarbures aujourd'hui quali�és de �conventionnels�,

en nous restreignant au cas de l'huile29.

A�n de construire un modèle complet de la production d'un bassin, il nous faut comprendre

comment les champs sont découverts et exploités à l'intérieur de celui-ci. Mais surtout, il

est essentiel de choisir une distribution de probabilité correcte pour modéliser la taille des

gisements pétroliers non seulement pour l'estimation des réserves, mais aussi pour décrire

�dèlement l'exploration et la production des gisements car ces phénomènes sont fortement

conditionnés par la taille des gisements. Le chapitre suivant est consacré au choix d'une loi

de probabilité pour les réserves d'un bassin.

29Nous n'avons pas étudié spéci�quement la production de gaz, mais il est vraisemblable que cette production
puisse être traitée selon une modélisation similaire à celle qui est présentée dans les chapitres qui suivent.
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Chapitre 2

Modèle probabiliste pour la formation

des réserves

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle probabiliste permettant de décrire la for-

mation des réserves pétrolières. La construction de ce modèle vise à justi�er l'utilisation des

distributions de Lévy-Pareto pour modéliser les tailles des gisements d'un bassin pétrolier.

Le point de vue de ce chapitre est avant tout qualitatif : il s'agit de trouver un modèle pro-

babiliste simple, c'est-à-dire comportant peu de paramètres, rendant compte de la structure

générale de la taille des gisements au sein d'un même bassin d'hydrocarbures.

La première section rappelle d'abord les mécanismes géologiques qui aboutissent à la créa-

tion de réserves d'hydrocarbures dans un bassin. Elle propose ensuite une description de la

famille des tailles des gisements pétroliers du bassin en terme de distributions de probabi-

lité. Nous parvenons ainsi à une modélisation probabiliste de la formation des réserves, dont

les outils mathématiques nécessaires sont détaillés dans la deuxième section. Le modèle de

fragmentation de Bolthausen-Sznitman est introduit dans la section 3 pour décrire la frag-

mentation progressive des réserves au cours de la formation du bassin.

2.1 Modélisation de la formation des réserves pétrolières

2.1.1 Formation des réserves pétrolières

Dans le cycle du carbone organique, une faible partie des déchets organiques issus de la

décomposition des êtres vivants, essentiellement d'origine végétale, n'est pas détruite par les

bactéries ; il s'agit de la matière organique sédimentaire. Les bassins sédimentaires sont des

dépressions ou cuvettes partiellement recouvertes d'eau, où s'accumulent ces sédiments qui

tendent ainsi à combler les creux. Une première décomposition de ces déchets organiques donne

naissance au kérogène, prisonnier de la roche argileuse (roche mère). Du fait du remplissage

progressif du bassin, on observe une superposition des couches géologiques : les dépôts de

la base d'un bassin sont déposés en premier ; ceux qui les surmontent sont de plus en plus

jeunes. La géodynamique interne de l'écorce terrestre conduit à un a�aissement progressif

du bassin (phénomène de subsidence). Pendant que les couches sédimentaires s'enfoncent

(migration primaire), le kérogène se transforme en hydrocarbure par craquage thermique. Si
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la température augmente rapidement pendant la descente, les hydrocarbures formés seront de

nature gazeuse. Sous l'e�et de la pression, les hydrocarbures sont alors expulsés de la roche

mère. Plus légers que l'eau, ils ont tendance à monter vers la surface le long des fractures et

des drains perméables. Au cours de cette migration dite secondaire, ils peuvent être bloqués

par une couche supérieure imperméable. Pour que se constitue alors un gisement, il faut que

les hydrocarbures s'accumulent dans une poche ou dans les �ssures d'une roche réservoir. On

distingue di�érents pièges : les pièges structuraux et les pièges stratigraphiques. Les pièges

anticlinaux sont les plus nombreux, et les géologues ont appris à les repérer dès la �n du XIX-

ème siècle sur le territoire des États-Unis. Dans le cas contraire, si le pétrole n'est pas piégé,

il continue sa course jusqu'en surface, on parle alors de dysmigration. On appelle système

pétrolier l'ensemble des facteurs géologiques aboutissant à l'accumulation d'hydrocarbures.

Le détail de la formation des gisements dans un bassin donné est sans doute très com-

plexe : il est probable que de nombreux petits gisements coalescent puis se fragmentent puis

coalescent de nouveau ...etc, pour aboutir à ce que l'on observe aujourd'hui. Pour des raisons

expliquées plus loin, le modèle que l'on propose permet de s'a�ranchir d'une connaissance

détaillée de ces successions de coalescences et de fragmentations. En e�et, on explique dans

la section consacrée au coalescent de Bolthausen-Sznitman qu'une fragmentation suivie d'une

coalescence équivalente ne donne lieu à aucun changement de la statistique de la taille re-

lative des gisements. Aussi dans un premier temps on adopte un point de vue qui centre

la description sur le phénomène de fragmentation (entre autres choses parce qu'elle est plus

facile à modéliser mathématiquement) et donc on considère (temporairement) que l'on part

d'un gisement primitif qui a été uniquement fragmenté : même si cela ne re�ète pas l'histoire

réelle du gisement, cela permet d'expliquer l'apparition de certaines lois sur la répartition de

la taille des gisements au sein d'un bassin. Une discussion plus détaillée est fournie dans la

section introduisant le coalescent de Bolthausen-Sznitman. Concernant la fragmentation des

gisements, nous supposons que celle-ci opère suivant les deux hypothèses suivantes :

� Ha : Au cours du temps géologique, les phénomènes géologiques causant les fragmenta-

tions sont indépendants des gisements, et la fragmentation d'un gisement à un certain

instant ne dépend pas des événements géologiques précédents.

� Hb : Chaque gisement est fragmenté de la même façon à changement d'échelle près.

2.1.2 Distribution probabiliste des réserves

A l'intérieur d'un bassin pétrolifère, les hydrocarbures ne sont pas répartis de façon ho-

mogène dans le sous-sol ; ils sont piégés à l'intérieur de gisements. Considérer les réserves

pétrolières à l'échelle d'un bassin permet de supposer que les caractéristiques géologiques du

bassins sont identiques sur toute la zone étudiée. De plus, la population des champs d'un

bassin pétrolier est su�samment grande pour que des procédures d'estimation puissent être

proposées. Il est donc naturel de dé�nir une distribution de probabilité pour décrire les tailles

des gisements à l'échelle d'un bassin, qui traduira ainsi les propriétés géologiques de la région.

La distribution des tailles de gisements a été l'objet de nombreuses études ces dernières

décennies. Il semble que l'un des premiers articles sur ce sujet soit celui de Kaufman (1963),

dans lequel l'auteur propose d'utiliser des distributions de type lognormal. Plus tard, Hough-
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ton (1988) élabore un modèle probabiliste des découvertes d'hydrocarbures, construit à partir

de tirages biaisés par la taille dans une population de gisements. La taille de ces gisements y

est modélisée par des distributions de Lévy-Pareto, translatées et tronquées. Récemment et

dans le même esprit, Lepez (2002) bâtit une procédure d'estimation du potentiel des réserves

d'un bassin en supposant que la distribution des réserves suit une loi de Lévy-Pareto. Ces

références ne constituent que quelques exemples parmi une littérature assez vaste privilégiant

les distributions de type Lévy-Pareto ou lognormal pour modéliser la taille des gisements d'un

bassin.

Comme l'expliquent Kaufman et al. (1975), il peut être di�cile de distinguer une distribu-

tion lognormal d'une distribution de Lévy-Pareto. De plus, Attanasi et Charpentier (2002) ont

montré que le choix entre l'une ou l'autre des deux distributions n'est pas sans conséquence

sur les estimations de réserves du bassin. Les décisions économiques qui en découlent sont

ainsi très sensibles à ce choix de modélisation.

Selon Lepez (2002), la distribution lognormal fournit une bonne description de la distri-

bution des champs découverts à une date donnée, alors que la distribution de Lévy-Pareto

modélise quant à elle la distribution des réserves de tous les champs du bassin, découverts ou

encore inconnus. Tous les champs ne présentent pas la même probabilité d'être mis à jour,

et la distribution de réserves des champs découverts n'est donc pas la même que celle des ré-

serves pour la population complète. En e�et, les champs les plus importants sont aussi les plus

faciles à détecter, et ils sont de plus recherchés en priorité par les compagnies pétrolières. Les

champs les plus modestes sont donc sous-représentés à l'intérieur de la famille des gisements

découverts, ce qui explique pourquoi une distribution de type lognormal s'ajuste mieux que

la distribution Lévy-Pareto sur les découvertes. Dans la suite, nous adopterons la distribution

de Lévy-Pareto pour modéliser la taille des champs d'un bassin. Cependant, nous verrons que

notre modèle pour la formation des réserves exposé plus loin permet de réconcilier les points

de vue Lévy-Pareto et lognormal, en expliquant dans quelles situations l'une ou l'autre des

deux distributions est observée.

Nous rappelons maintenant quelques dé�nitions sur la loi de Lévy-Pareto, et nous ren-

voyons au premier chapitre de Lepez (2002) pour une description plus complète de l'utilisation

de ces lois dans le contexte pétrolier.

Distribution de Lévy-Pareto

Il est possible de dé�nir la distribution de Lévy-Paréto par la propriété suivante d'invariance

par changement d'échelle :

Dé�nition 2.1.1. Une variable X suit une loi de Lévy-Pareto µ ssi :

� il existe ε > 0 tel que le support de µ est [ε,∞) ;

� pour tous η1, η2 ∈ [ε,∞), la loi de η−1
1 X sous P( · |X > η1) est la même celle de η−1

2 X

sous P( · |X > η2).

La dé�nition entraîne immédiatement que log(ε−1X) satisfait la propriété d'absence de

mémoire qui caractérise les exponentielles et donc une variable X suit une loi de Lévy-Pareto

ssi X = ε exp(Y ) où Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre α. La
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densité d'une distribution de Lévy-Paréto a donc pour expression

f(x) = α
εα

xα+1
111x≥ε

où α et ε sont respectivement l'indice (ou exposant) et le seuil de la distribution de Lévy-

Pareto. Notons que cette distribution n'admet pas de moment d'ordre 1 lorsque α ≤ 1 (dis-

tribution à queue lourde).

Pour décrire la répartition spatiale des gisements pétroliers dans un bassin, on évoque sou-

vent une organisation �en satellites� : à côté d'un très gros gisement, se trouvent généralement

quelques champs de taille plus modeste, autour desquels on découvre de nombreux gisements

plus petits. Ce type de structure spatiale observée dans les bassins pétroliers est compatible

avec la propriété d'invariance stochastique rappelée ci-dessus. Cette remarque constitue l'un

des arguments majeurs des géologues dans l'utilisation des lois de Lévy-Pareto pour modéliser

la taille des réserves des gisements.

La dé�nition 2.1.1 d'une distribution de Lévy-Pareto suppose qu'il existe un seuil ε en

deçà duquel il n'existerait plus de gisements. En réalité, ce seuil correspond plus à une réalité

technologique et économique qu'à une réalité géologique. En e�et, les techniques de détection

utilisées en prospection pétrolière ne permettent pas de localiser e�cacement les gisements

en-dessous d'une certaine taille. De plus, ces petits gisements ne sont pas souvent pas ex-

ploitables pour des raisons économiques. De ce fait, en-dessous d'un certain seuil, les champs

d'hydrocarbures ne sont plus répertoriés. Cependant, ces explications montrent aussi que le

seuil est susceptible d'évoluer au cours du temps, notamment avec les progrès technologiques

et l'évolution du contexte économique. Par exemple, si le prix du brut augmente, certains

petits gisements deviendront rentables et seront recherchés avec plus d'intérêt. L'un des ob-

jectifs de ce chapitre est de dé�nir un modèle probabiliste qui s'a�ranchisse de n'importe quel

type de seuil (économique ou technologique). Concernant la distribution des réserves, nous

souhaitons valider l'hypothèse de distribution suivante :

Hc : un gisement de taille supérieure à ε suit une loi de Lévy-Pareto sur l'intervalle [ε,∞[.

Diagramme LogLog

Il est aussi possible de véri�er graphiquement que ce choix de modélisation est valide à

l'aide de ce que l'on appelle un diagramme LogLog.

Dé�nition 2.1.2. (Lepez, 2002, p. 54) Soit {z1, . . . , zp} une série de données réelles stricte-

ment positives. Soit σ la permutation de l'ensemble {1, . . . , p} qui à {z1, . . . , zp} associe la série

{zσ(1), . . . , zσ(p)} où zσ(1) ≥ . . . ≥ zσ(p). On appelle diagramme LogLog de la série {z1, . . . , zp}
le graphique à double échelle logarithmique où sont portés les points (i, zσ(i))1≤i≤p.

On peut montrer que le diagramme LogLog d'un échantillon qui suit une loi de Lévy-

Pareto d'exposant α présente une tendance linéaire de pente − 1
α (voir Lepez, 2002, p.75) ; la

�gure 2.1 illustre ce phénomène. La �gure 2.2 est le diagramme LogLog des champs de la mer

du Nord. La tendance linéaire est assez bien véri�ée pour les champs d'au moins 100 Mb, mais

pour les plus petits gisements ce n'est pas le cas. La sous-représentativité de ces derniers, que
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nous avons évoquée plus haut, est responsable de ce �échissement que l'on n'observe pas sur

les données simulées de la �gure 2.1.

2.1.3 Modèle de fragmentation aléatoire

Nous proposons de modéliser les réserves pétrolières des gisements d'un bassin par les sauts

d'un subordinateur stable d'indice α. Les subordinateurs sont des processus de Lévy à valeurs

dans [0,+∞[, un rappel mathématique sur ces objets est exposé dans la section suivante. Cette

nouvelle modélisation présente plusieurs avantages. Tout d'abord, notons qu'elle est cohérente

avec le point de vue �échantillon de Lévy-Pareto� puisque que les sauts d'un subordinateur

stable de tailles supérieures à un seuil ε sont des variable aléatoires de distribution de Lévy-

Pareto ; l'hypothèse Hc est donc véri�ée. De plus, nous verrons que cette modélisation est

compatible avec l'idée selon laquelle la répartition actuelle du pétrole dans l'ensemble des

gisements du bassin serait la réalisation d'une fragmentation aléatoire de la quantité initiale

d'hydrocarbures. Les partitions aléatoires échangeables introduites par Kingman et Pitman

o�rent un cadre mathématique rigoureux pour modéliser de tels phénomènes. L'hypothèse

Ha suggère que le processus de fragmentation a un comportement markovien, et l'hypothèse

Hb précise le type de mécanisme de fragmentation des réserves. Le modèle de fragmentation

de Bolthausen-Sznitman, c'est à dire le coalescent de Bolthausen-Sznitman retourné dans le

temps, qui décrit la fragmentation progressive de partitions stables véri�e aussi ces deux autres

conditions. Dans la section suivante, nous rappelons les notions mathématiques nécessaires

pour dé�nir rigoureusement les partitions aléatoires, tout en précisant au fur et à mesure

comment ceux-ci sont employés pour la modélisation des réserves.

2.2 Rappels mathématiques sur les partitions stables

Les notions qui sont rappelées dans cette section relèvent du domaine des modèles com-

binatoires aléatoires ; le lecteur pourra consulter les notes de Saint-Flour de Pitman (2006)

pour plus de détails à ce sujet.

2.2.1 Partitions aléatoires

On se place désormais sur un même espace de probabilité (Ω,F , P ). Soit [n] l'ensemble

des entiers {1, 2, . . . , n}.

Dé�nition 2.2.1. � Une partition de [n] est une collection non ordonnée {A1, . . . , Ak}
de sous-ensembles de [n] disjoints, non vides et de réunion [n]. On note P[n] l'ensemble

de toutes les partitions de [n].

� Une partition de N est une collection non ordonnée {A1, . . . , Ak . . .} de sous-ensembles

de N disjoints, non vides et de réunion N. On note P∞ l'ensemble de toutes les partitions

de N.

� Une composition de n est une suite d'entiers (n1, . . . , nk) dont la somme vaut n.

Une partition de [n] n'étant par dé�nition pas ordonnée, il se pose le problème de l'énumé-

ration des blocs. Une première solution consiste à les indicer par ordre d'apparition, c'est-à-dire

41



CHAPITRE 2

Fig. 2.1: Diagramme LogLog d'un échantillon i.i.d. de 1000 variables aléatoires de loi de
Lévy-Pareto d'exposant α = 0.75.

Fig. 2.2: Diagramme LogLog des tailles des champs du Viking Graben de mer du Nord
(données Wood Mackenzie 2002 en Mb pour les champs de taille supérieure à 1 Mb).
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par ordre croissant de leur plus petit élément. Le bloc contenant l'élément 1 est le premier de

la liste, le suivant est le bloc qui contient 2 (sauf si 2 était déjà dans le premier bloc), etc...

On note (Ñn,1, . . . , Ñn,kn
) la suite des tailles des blocs rangés de cette façon. Une seconde

façon d'énumérer les blocs consiste à les ranger par ordre décroissant de la taille des blocs, et

(N↓
n,1, . . . , N

↓
n,kn

) désignera la composition de n déduite de la partition en ordonnant les blocs

par ordre décroissant de leur taille. De façon générale, pour une partition Π, on notera i ∼Π j

lorsque i et j sont dans un même bloc de Π.

Une partition aléatoire Πn de l'ensemble [n] est une variable aléatoire à valeur dans l'en-

semble P[n]. On dé�nit sur P∞ la tribu

G = σ ({π∞ ∈ P∞ : i ∼π∞ j} , i, j ∈ N) .

Une partition aléatoire de N est une variable aléatoire G-mesurable. La numérotation devant

rester arbitraire, on impose aux partitions d'être échangeables :

Dé�nition 2.2.2. 1. Une partition aléatoire Πn de [n] est dite échangeable si sa distribu-

tion est invariante sous l'action du groupe des permutations de [n].

2. Une partition aléatoire Π∞ de N est dite échangeable si sa distribution est invariante

sous l'action du groupe des permutations à support �ni.

Pour une partition aléatoire de [n], cette dé�nition signi�e que la distribution ne dépend

pas des entiers présents dans chaque bloc, mais uniquement de la composition aléatoire de n

déduite de la partition aléatoire :

P(Πn = {A1, . . . , Ak}) = pn(|A1|, . . . , |Ak|) (2.1)

où pn est une fonction symétrique des compositions de n appelée fonction de probabilité de la

partition échangeable (fppe).

Concernant les réserves pétrolières, ces partitions aléatoires représentent (d'une manière

précisée plus loin) la famille des gisements du bassin. D'après l'analyse précédente des phé-

nomènes géologiques en jeu, ces partitions doivent agir �de la même façon�, quelle que soit la

taille de l'ensemble à partitionner. Cette propriété s'appelle la consistance :

Dé�nition 2.2.3. On dit qu'une suite (Πn) de partitions aléatoires échangeables est consis-

tante en distribution si

∀m < n, Πm,n
d
= Πm

où Πm,n est la restriction à [m] de Πn : si Πn := {A1, . . . , AK} alors

Πm,n = {A1 ∩ [m], . . . , AK ∩ [m]}.

Si une suite (Πn) est consistante, on a alors :

pn(n1, . . . , nk) =
k∑

j=1

pn+1(. . . , nj + 1, . . .) + pn+1(n1, . . . , nk, 1)
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où (n1, . . . , nk) est une composition de n et p est dé�ni par (2.1). En e�et, si la partition aléa-

toire restreinte à [n] a des blocs de tailles (n1, . . . , nk), alors la restriction à [n+1] a des blocs

de tailles à choisir parmi les compositions (n1, . . . , nk, 1), . . . , (n1, . . . , nk + 1), (n1, . . . , nk, 1).

Notons que si Πn est la restriction d'une partition Π∞ de N aux n premiers entiers, alors

Πn est échangeable pour tout n, et la suite (Πn) est consistante. Inversement, par le théorème

de Kolmogorov, une suite consistante de partitions échangeables dé�nit de manière unique en

loi une partition Π∞ sur N.

Il existe plusieurs façons de construire des partitions aléatoires échangeables de N, la

méthode la plus naturelle consiste à utiliser une mesure de probabilité aléatoire pour dé�nir

la partition aléatoire, ce qui est expliqué dans la section suivante.

2.2.2 Partitions de Poisson-Kingman

Nous allons donner un procédé permettant de générer toutes le partions échangeables

possibles. Pour cela quelques dé�nitions sont nécessaires. Nous allons tout d'abord considérer

des suites de variables aléatoires X = (Xn, n ≥ 0) dé�nies sur (Ω,F), à valeurs dans [0, 1] qui

sont échangeables, c'est-à-dire qu'elles satisfont la condition suivante.

Dé�nition 2.2.4. Une suite in�nie (X0, X1, . . .) de variables aléatoires est dite échangeable

si

(X0, X1, . . .)
d
= (Xσ(0), Xσ(1), . . .)

pour toute permutation σ de N ne déplaçant qu'un nombre �ni d'entiers.

Soit M1([0, 1]) l'ensemble des probabilités dé�nies sur les boréliens de [0, 1], équipé de la

topologie de la convergence faible (qui est métrisable) et des boréliens associé à cette topologie.

Dé�nition 2.2.5. Une mesure de probabilité aléatoire M est une fonction de Ω dansM1([0, 1])

qui est mesurable.

Soit M une mesure de probabilité aléatoire. Soit (X1, . . . , Xn, . . .) des variables aléatoires

i.i.d. conditionellement à M et de loi conditionnelle M ; c'est-à-dire telles que pour toute suite

de fonctions Fn : [0, 1] → R mesurables bornées,

∀n, E[F1(X1) . . . , Fn(Xn)] =

∫

Ω
P(dω)

∫

[0,1]
M(ω, dx1)F1(dx1)×. . .×

∫

[0,1]
M(ω, dxn)Fn(dxn) .

La suite (Xi)i≥0 est alors échangeable et on dit que (X1, . . . , Xn, . . .) est un M -mélange, et le

théorème de De Finetti (voir par exemple Aldous, 1985) a�rme que toute suite échangeable

est un mélange.

Soit M une mesure de probabilité aléatoire et un M -mélange X = (Xn, n ≥ 0). On dé�nit

ensuite une partition aléatoire Π∞(X) associée à la suite échangeable (X1, X2, . . .) par :

i ∼Π∞(X) j ⇐⇒ Xi = Xj .

Il est clair que Π∞(X) est donc échangeable, et la distribution de Π∞ est déterminée par les

atomes (aléatoires) de la mesure M . Notons en�n que si la probabilité aléatoire n'a p.s. pas

d'atomes, alors la partition sera p.s. constituée de singletons.
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Nous venons de voir que l'on peut générer une partition aléatoire échangeable in�nie sur

N à l'aide d'une mesure de probabilité aléatoire. La correspondance de Kingman établit que

toutes les partitions aléatoires échangeables de N s'obtiennent de cette façon. Introduisons

l'ensemble suivant :

S1 := {p↓ = (p↓n, n ≥ 0) ;

∞∑

n=1

p↓n ≤ 1},

muni de la topologie produit. Pour chaque suite d'atomes p↓ de S1, on peut dé�nir une mesure

de probabilité aléatoire

µp↓(dx) =
∑

i≥1

p↓i δ 1
i
(dx) + (1 −

∑

i≥1

p↓i )1[0,1]dx,

et la fonction p↓ 7→ µp↓ est mesurable.

Théorème 2.2.1. Soit Π∞ := (Πn) une partition aléatoire échangeable sur N. Soit N↓
n,i la

suite des tailles des blocs de Πn classés par ordre décroissant. Alors, il existe P = (P ↓
i ) une

variable aléatoire dans S1 telle que

p.s. ∀i,
N↓

n,i

n
→n→∞ P ↓

i .

De plus, si X est un µP↓-mélange, alors Π∞ a même loi que Π∞(X).

Dans notre cadre pétrolier, les blocs de la partition aléatoire représentent les gisements

du bassin, et les fréquences des blocs correspondent à leurs tailles normalisées par la quantité

totale d'hydrocarbures enfouie dans le sous-sol. Pour étudier la distribution des tailles relatives

des champs, il est donc su�sant d'étudier les tailles relatives des blocs de Π∞(X).

Le théorème de Kingman est l'analogue pour les partitions échangeables du théorème

de De Finetti pour les variables échangeables, et sa démonstration s'appuie essentiellement

sur ce résultat. Le théorème 2.2.1 établit la correspondance entre la partition aléatoire et

la fréquence de ses blocs à l'aide des atomes d'une mesure aléatoire sur S1. Les mesures de

Poisson fournissent un cadre agréable pour manipuler ces mesures aléatoires.

Constructions poissoniennes

Commençons par rappeler quelques dé�nitions sur les mesures de Poisson, les propriétés

élémentaires des mesures de Poisson et processus de Lévy sont rappelées dans l'annexe B. Soit

E un espace Polonais et ν une mesure σ-�nie sur E.

Dé�nition 2.2.6. Soit Φ une mesure aléatoire sur E. On dit que Φ est une mesure de Poisson

d'intensité ν si :

� Pour tout borélien A de E tel que ν(A) < ∞, Φ(A) suit une loi de Poisson de paramètre

ν(A).

� Pour tous boréliens deux à deux disjoints B1, ..., Bn, alors Φ(B), ...,Φ(B) sont des va-

riables aléatoires indépendantes.
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Les mesures de Poisson sur (0,∞) permettent de dé�nir facilement des mesures de pro-

babilité aléatoires de la façon suivante. Soit Λ une mesure sur ]0,+∞[ sans atome et telle

que ∫

]0,∞[
(1 ∧ x) Λ(dx) < ∞ (2.2)

et

Λ(]0,∞[) = ∞, (2.3)

et soit M une mesure de Poisson de mesure aléatoire d'intensité Λ. L'hypothèse (2.2) permet de

supposer qu'il y a un nombre �ni de points dans les intervalles [ε,∞[ pour ε > 0, et l'hypothèse

(2.3) garantit qu'il y a une quantité in�nie de points dans ]0,∞[, ce qui justi�e l'écriture

M :=
∑∞

i=1 δai
, avec a1 ≥ . . . ai ≥ . . . > 0. De plus, en utilisant la formule exponentielle (voir

la proposition B.1.2 dans le chapitre suivant), on peut montrer que la condition (2.2) implique

que SM :=
∑∞

i=1 ai < ∞ presque sûrement.

Sous les hypothèses précédentes, considérons la suite des fréquences aléatoires (Pi)i≥1

obtenue par normalisation des atomes ai de M de la façon suivante,

Pi :=
ai

SM
.

La suite (Pi)i≥1 dé�nit de façon naturelle une mesure de probabilité aléatoire M . Une partition

aléatoire de N induite par une mesure de probabilité M construite de cette façon est appelée

partition de Poisson-Kingman. Pour la modélisation pétrolière, nous nous intéressons plus

spéci�quement aux partitions stables, qui peuvent être obtenues de cette façon à partir des

sauts d'un subordinateur stable.

2.2.3 Partitions stables

Dé�nition 2.2.7. Un subordinateur (�ni) T est un processus positif à accroissements indé-

pendants homogènes.

Un subordinateur (Ts)s≥0 est croissant, et dans la suite on le supposera toujours cadlag

et tel que T0 = 0. Pour tout t > 0, la loi de Tt est in�niment divisible et caractérisée par sa

transformée de Laplace (voir la section B.2 en appendice pour plus de détails) ; son exposant

de Laplace Φ véri�e la formule de Lévy-Khintchine suivante

Φ(λ) = dλ +

∫

(0,∞)
(1 − e−λx)Λ(dx)

où la mesure de Levy Λ satisfait (2.2). Soit (∆s)t≥0 le processus des sauts associé à T , la

mesure

M =
∑

t:∆t>0

δ(t,∆t)

est une mesure de Poisson sur (0,∞)2 d'intensité dt⊗Λ(dx). On a donc la représentation de

Lévy-Ito

Tt = dt +
∑

t≥0

∆t .
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Dans la suite, on suppose que le drift d est nul et que la mesure de Lévy est di�use et satisfait

(2.3). Pour un réel positif s0, la mesure aléatoire

Ms0 =
∑

t:∆t>0
t∈[0,s0]

δ∆t

est une mesure de Poisson sur (0,∞) d'intensité s0Λ(dx). Notons que d'un point de vue

théorique, il est toujours possible de se ramener au cas s0 = 1 en changeant la mesure de Lévy

par s0Λ.

Nous aurons besoin dans la suite de la propriété suivante véri�ée par les subordinateurs.

Proposition 2.2.1. Soient deux subordinateurs indépendants S = (St, t ≥ 0) et T = (Tt, t ≥
0) d'exposants de Laplace respectifs Ψ et Φ. Alors S ◦ T = (STt , t ≥ 0) est un subordinateur

d'exposant de Laplace Φ ◦ Ψ.

Un subordinateur T dont la mesure de Lévy véri�e les propriétés précédentes permet alors

de dé�nir une partition aléatoire échangeable en considérant pour la suite des fréquences des

blocs de la partition la suite des sauts normalisés du subordinateur :

P ↓
i =

∆↓
i

Ts0

où ∆↓
i est la suite des sauts ∆s non nuls pour s ≤ s0. Notons que l'ensemble des s ≥ 0 tels

que ∆Ts > ε est presque sûrement discret car Λ([ε,∞[) < ∞ par hypothèse, et il est donc

possible d'ordonner les sauts de façon décroissante.

Pour la modélisation pétrolière, Ts0 représente la totalité des quantités d'hydrocarbures

contenues dans le sous-sol du bassin, et le saut ∆↓
i correspond à la taille du i-ème plus grand

gisement du bassin. Il s'agit maintenant de choisir un subordinateur de façon à ce que la

loi des sauts, c'est-à-dire la mesure aléatoire Λ corresponde à la distribution des tailles des

gisements observés dans la réalité.

Subordinateur stable

On appelle subordinateur stable un subordinateur T de mesure de Lévy Λ(x) = s ρ(x)dx

où s > 0 et

ρ(x) =
α

Γ(1 − α)

1

x1+α
. (2.4)

Pour ce subordinateur, l'exposant de Laplace a pour expression Φ(λ) = λα, et T véri�e la

propriété de scaling

(Ts)s≥0
d
= (λ−1/αTλs)s≥0.

Soit ε > 0 et (Ts)s≥0 un subordinateur α-stable. On note que

cε,α := Λ((ε,∞)) =
ε−α

Γ(1 − α)
< ∞,
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et le subordinateur T véri�e donc les conditions su�santes pour dé�nir une partition aléatoire

échangeable à partir des sauts normalisés de T . On appelle partition stable la partition aléatoire

associée à ce subordinateur.

Puisque pour tout ε > 0 l'ensemble des s ≥ 0 tels que ∆s > ε est presque sûrement

discret, on peut donc ordonner cet ensemble dans une suite croissante (Sn)n≥1. D'après la

proposition B.2.1 donnée en annexe, les variables aléatoires Sn+1−Sn sont de loi exponentielle

de paramètre cε,α, et les variables aléatoires Xn := ∆Sn sont i.i.d. de loi de densité f(x) =
s ρ(x)

Λ([ε,∞[)1
11x≥ε qui est la densité d'une loi de Lévy-Pareto sur (ε,∞) de paramètre α.

Si l'on tronque les sauts du subordinateur stable, il ne reste plus qu'un nombre �ni de

sauts au-delà du seuil, et ceux-ci suivent des lois de Lévy-Pareto. Cette modélisation nous

laisse donc la possibilité d'ajuster le niveau pour reproduire au mieux les données. Pour ces

raisons, le subordinateur stable semble être le bon outil pour décrire les tailles des champs d'un

bassin pétrolier. Le modèle de fragmentation de Bolthausen-Sznitman, que nous présentons

dans la section suivante, fournit une modèle pour décrire la formation des réserves pétrolières

au cours du temps dans un bassin, qui est de plus compatible avec la représentation des tailles

des gisements par les sauts d'un subordinateur stable.

2.3 Modélisation de la formation des réserves par le modèle de

Bolthausen-Sznitman

Dans cette section, nous adaptons le modèle de Bolthausen-Sznitman pour la formation

des réserves pétrolières. Ce modèle a été introduit par Bolthausen et Sznitman (1998) pour

étudier un modèle simpli�é de verres de spin appelé Random Energy Model (REM), introduit

par Derrida (2000).

2.3.1 REM et formation des réserves pétrolières

Pour la formation des gisements dans un bassin pétrolier, on soutient un modèle-jouet

dont le but est d'expliquer qualitativement la forme des lois des tailles des gisements. Ce

modèle se dé�nit autour des trois hypothèses suivantes.

� (i) Hypothèse de subdivision en gisements élémentaires équivalents. On suppose que les

gisements observés réellement au sein d'un même bassin peuvent se subdiviser en un

grand nombre de petits gisements élémentaires g1, . . . , gM sur lesquels l'action géolo-

gique a agi de façon équivalente d'un point de vue statistique. Ces petits gisements

élémentaires ont été susceptibles de se déplacer (par migration) et leur la taille a pu

varier au cours du temps : augmenter si d'autres petites poches sont venues s'agréger,

et diminuer si par exemple des failles ont permis à une partie de ces gisements élémen-

taires de migrer. On remarque qu'à chaque événement géologique la variation de la taille

d'un gisement élémentaire va plutôt a�ecter la taille en proportion plutôt qu'en valeur

absolue (par exemple, pour simpli�er, une faille coupe le bassin en deux, la fusion avec

un bassin de taille similaire multiplie la taille par deux).
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� (ii) Hypothèse de �champ moyen�. On suppose qu'un nombre important N de facteurs

géologiques ont contribué à façonner ces gisements élémentaires et à déterminer leur

taille et leur place �nale. Nous n'avons aucune connaissance détaillée de ces facteurs

géologiques à l'échelle des gisements élémentaires, aussi nous supposons que ces N fac-

teurs géologiques jouent le même rôle, sont indépendants et agissent aléatoirement de la

même façon et indépendamment sur chaque gisement élémentaire. Tout ceci constitue

l'hypothèse de �champ1 moyen�.

On s'intéresse aux �uctuations créées par ces N facteurs sur la taille des gisements,

par rapport à leur action moyenne. Plus précisément, nous choisissons le type d'action

simpli�ée suivant : on considère que le facteur géologique i, 1 ≤ i ≤ N , a fait �uctuer

la taille du gisement gp d'un facteur exp(ǫp
i ), où ǫp

i peut prendre deux valeurs possibles

−v et v. L'action cumulée des N facteurs géologiques sur la taille de gp est donc de

multiplier la taille de gp par le coe�cient

exp

(
N∑

i=1

ǫp
i

)
.

On traduit les hypothèses de champ moyen ci-dessus en supposant donc que les variables

(ǫp
i ; 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ p ≤ M) sont indépendantes et de même loi

P(ǫp
i = −v) = P(ǫp

i = v) = 1/2 .

� (iii) Hypothèse d'économie de la subdivision. Dans ce système, les N facteurs contribuant

à façonner un bassin peuvent se voir comme les N facteurs qui ont permis de distinguer

et de déterminer la subdivision en M gisements élémentaires. Cela revient à supposer

que N est proche du nombre minimal de facteurs nécessaires pour discriminer les M

gisements. Comme {−v, v}N représente les 2N valeurs possibles des ǫp
i , il est cohérent

de choisir N de l'ordre de log M . Pour �xer les idées, on choisit N grand et

M = 2N .

Pour tout bassin gp on note

H∗
N (gp) =

N∑

i=1

ǫp
i .

Comme N est supposé grand, la loi de (Nv2)−1/2H∗
N (gp) est proche d'une Gaussienne

centrée standard que l'on note G(gp). Dans la suite on prendra

H∗
N (gp) ≈ v

√
NG(gp).

La taille du gisement gp est donc 〈tv,N 〉 exp
(
v
√

NG(gp)
)
, où 〈tv,N 〉 est une taille ty-

pique2 commune à tous les gisements élémentaires, qui �xe l'échelle de grandeur dans

1Le terme �champ� correspond ici au vocabulaire des physiciens, et ne désigne pas les gisements pétroliers.
2Il serait di�cile de trouver une signi�cation physique à cette taille typique.
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laquelle les gisements élémentaires se situent. La taille relative du gisement élémentaire

gp est donc

µN,v(gp) =
exp

(
v
√

NG(gp)
)

∑2N

q=1 exp
(
v
√

NG(bq)
) . (2.5)

La question est de savoir comment se comportent ces tailles relatives lorsque N est grand.

Si v est grand c'est-à-dire si l'amplitude des phénomènes de �uctuation géologique est grande,

les gisements élémentaires réellement observés sont ceux pour lesquels la variable v
√

NG(gp)

prend des valeurs importantes. En revanche, si v est faible, cela ne va pas se produire : les

gisements élémentaires ne s'organisent pas : le bassin est émietté si N est très grand. Il y a

une valeur critique vc au dessus de laquelle le premier comportement asymptotique prévaut

et en dessous de la quelle le second prévaut.

Donnons une rapide heuristique expliquant ce qui se passe lorsque v est petit. La taille

totale du bassin est alors donnée par

Zv,N = 〈tv,N 〉
2N∑

q=1

exp
(
v
√

NG(gp)
)

.

Un calcul simple montre que

E[Zv,N ] = 〈tv,N 〉2N exp(Nv2/2) = 〈tv,N 〉 exp

(
N(

v2

2
+ log(2))

)

et

var(Zv,N ) = 〈tv,N 〉
(
exp(N(2v2 + log(2))) − exp(N(v2 + log(2)))

)
.

Par conséquent
var(Zv,N )

(E[Zv,N ])2
∼N→∞ exp(N(v2 − log(2))) .

Par conséquent si v <
√

log(2), Zv,N/E[Zv,N ] tend vers 1 en probabilité ; un argument plus

précis utilisant le critère de Lindeberg, montre qu'un théorème central limite a lieu. Dans ce cas

aucun gisement élémentaire n'est très gros. Cela provient du fait que les queues de distributions

des variables log-normales exp(v
√

NG(gp)) ne sont pas trop lourdes et peuvent satisfaire un

théorème central-limite. En revanche lorsque v est très grand, ces queues de distribution

deviennent grandes et certains bassins vont être anormalement grands et beaucoup in�uer sur

la distribution µv,N .

Il existe des résultats mathématiques précis sur le comportement limite de µv,N qui a la

même loi que la mesure de Gibbs issue du REM de Derrida. Dans les travaux sur le REM, v

joue le rôle de l'inverse de la température β et dans la normalisation traditionnelle, il convient

de prendre
√

2 · v = β. Les résultats que nous citons sont dus, sous des formes diverses, à

Derrida (2000), Guerra (1995), Ruelle (1987), Bovier (2002) (voir aussi Bovier et al., 2002;

Bovier et Kurkova, 2003, pour des résultats plus �ns), on pourra consulter le livre de Talagrand

(2003) pour des preuves précises.
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La valeur critique vc n'est pas
√

log(2), comme semble le suggérer l'analyse succincte par

la variance, mais elle en est très proche : on a vc =
√

2 log(2). Cette valeur numérique n'a pas

de signi�cation physique réelle pour notre modèle en raisons des nombreux choix faits pour

gérer le moins de paramètres possible dans notre description qualitative. Mais le mérite de vc

est d'exister.

• Cas où v < vc (l'amplitude des �uctuations géologiques est faible). On considère la mesure

mv,N =

2n∑

p=1

µN,v(gp)δp2−N ,

qui est une mesure sur [0, 1]. Alors presque surement, lorsque N tend vers l'in�ni,

mv,N −→ λ

pour la convergence faible des mesures sur [0, 1], où λ désigne la mesure de Lebesgue (voir

Bovier et Kurkova, 2003, Theorem 2.4). On remarque que la limite ne dépend pas de v et une

façon d'interpréter ce résultat est de dire qu'aucun gisement élémentaire ne prévaut et que ces

gisements ne s'organisent pas en clusters plus gros. Ainsi lorsque v < vc, le bassin présente

de nombreux gisements régulièrement dispersés dont la taille suit une loi log-normale. Plus N

est grand, plus il y a de gisements.

• Cas où v > vc (l'amplitude des �uctuations géologiques est forte). On ordonne les tailles

relatives (µv,N (gp), 1 ≤ p ≤ 2N ) par ordre décroissant :

µ↓
v,N =

(
P ↓,N,v

1 > P ↓,N,v
2 > . . . > P ↓,N,v

2N

)

où {P ↓,N,v
n ; 1 ≤ n ≤ 2N} = {µv,N (gp); 1 ≤ p ≤ 2N}. Lorsque N tend vers l'in�ni, on a la

convergence en loi suivante :

µ↓
v,N −→ P ↓,α =

(
∆α↓

n

T1
; n ≥ 0

)
(2.6)

où (∆α↓
n ; n ≥ 0) représente la suite réordonnée des sauts d'un subordinateur stable (Tt ; t ∈

[0, 1]) d'indice α donné par

α =
√

2 log(2)/v . (2.7)

Autrement dit les gisements élémentaires vont se regrouper pour former des clusters qui vont

être les gisements réellement observés dans le bassin et les tailles relatives sont distribuées

comme une loi PD(α, 0) (nous revenons dans la section suivante sur la description de cette

distribution).

La convergence (2.6) donne la forme de la statistique des tailles relatives mais un examen

de sa preuve (voir Talagrand (2003) ou Bovier (2002)) montre que les tailles des bassins

élémentaires ordonnées dans l'ordre décroissant convergent vers les sauts réordonnés d'un

subordinateur stable d'indice α = vc/v. Plus précisément, on �xe v > vc et α donné par (2.7).
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On note T v,N↓ les tailles de gisements ordonnées dans l'ordre décroissant, c'est-à-dire :

T v,N↓ = (T v,N↓
1 > T v,N↓

2 > . . . > T v,N↓
2N )

et

{T v,N↓
p ; 1 ≤ p ≤ 2N } = {〈tv,N 〉 exp(v

√
NG(gp) ) , 1 ≤ p ≤ 2N}.

Le principe d'économie de la subdivision �xe l'échelle de grandeur où se situent les gisements

a�n d'observer quelque chose macroscopiquement : on peut montrer qu'il est nécessaire de

choisir :

−α log (〈tv,N 〉) = −
√

2 log 2

v
log (〈tv,N 〉) = 2 log 2N − 1

2
log
(
4π log(2N )

)
(2.8)

Dans ce cas, on a (lorsque N tend vers ∞) la convergence en loi

T v,N↓ −→
(
∆α↓

n ; n ≥ 0
)

(2.9)

La preuve utilise un résultat sur les valeurs extrêmes des Gaussiennes. Pour en donner une

idée nous démontrons la convergence pour le plus gros bassin, c'est-à-dire :

T v,N↓
1 −→ ∆α↓

1 (2.10)

Preuve de (2.10). Il est établi dans la suite de l'exposé que (∆α↓
1 )−α suit une loi exponentielle

(voir proposition 3.3.1) ; par conséquent, prouver (2.10) revient à prouver que (T v,N↓
1 )−α

converge en loi vers une exponentielle. On pose

MN = max
1≤p≤2N

G(gp)

et on remarque que

T v,N↓
1 = 〈tv,N 〉 exp

(
v
√

NMN

)
.

Puisque α et v sont liés par (2.7), on a

(
T v,N↓

1

)−α
= (〈tv,N 〉)−α exp

(
−
√

2 log(2N )MN

)
.

On �xe x > 0. On a alors les égalités suivantes

P

((
T v,N↓

1

)−α
≥ x

)
= P

(
MN ≤ −α log〈tv,N 〉√

2 log 2N
− log x√

2 log 2N

)

= P (MN ≤ a(N,x)) ,

où on a posé

a(N,x) =
√

2 log 2N − log x√
2 log 2N

− 1

2
· log

(
4π log(2N )

)
√

2 log 2N
.
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Par conséquent on a

P

((
T v,N↓

1

)−α
≥ x

)
= [1 − u (a(N,x))]2

N

,

où on rappelle que

u(y) :=
1√
2π

∫ ∞

y
e−z2/2dz ∼y→∞

1

y
√

2π
e−y2/2.

Un calcul élémentaire montre ensuite que pour x �xé et N tendant vers l'in�ni, on a

u (a(N,x)) = 2−Nx(1 + o(1)),

ce qui entraîne que

[1 − u (a(N,x))]2
N ∼N→∞ e−x,

et ce qui achève la preuve de (2.10). �

Ce modèle qualitatif permet de concilier les deux types de lois observées pour la taille des

bassins dans di�érents gisements pétroliers. En e�et, on considère la la queue de distribution

de la taille des gisements dans un bassin donné et on observe par par un diagramme log-log

que cette distribution décroît en général approximativement en x−α.

� Si α < 1 (queue lourde) alors (2.7) permet de penser que l'on est dans le régime v > vc

et que la distribution de Poisson Dirichlet prévaut. Les tailles des champs vont donc être

les sauts d'un subordinateur stable d'indice α qui sont tronqués à un certain seuil (de

détection ou de rentabilité) et vont donc être distribuées comme des loi de Lévy-Paréto.

� Si α > 1 (queue légère), alors on est plutôt dans le régime v < vc et les tailles des

gisements sont distribuées selon des lois log-normales.

Si ce modèle prétend expliquer qualitativement le phénomène, il est alors nécessaire de le

considérer de façon dynamique, c'est-à-dire de considérer qu'il est susceptible de varier dans

des échelles de temps géologiques. Autrement dit, l'amplitude v devient une fonction du temps

v(t). On distingue plusieurs cas de �gures.

� La fonction t 7→ v(t) reste en dessous du seuil vc. Dans ce cas, comme on l'a vu plus

haut, l'amplitude v(t) n'a qu'un faible impact sur la forme des lois de la taille des bassins

qui suivent une loi log-normale. L'augmentation ou la diminution de v(t) n'entraîne rien

d'irréversible sur la statistique des bassins.

� La fonction t 7→ v(t) franchit le seuil vc en montant. Dans ce cas les bassins sont alors

brutalement organisés en clusters et cela entraîne un changement irréversible sur la

statistique de la tailles des bassins. En e�et si après avoir franchit vc en montant, la

fonction t 7→ v(t) franchit ultérieurement vc en descendant, il y a une fragmentation

brutale et il est raisonnable d'interpréter cela, si N est très grand, comme une dys-

migration massive : après ce second franchissement vers le bas du seuil vc, il ne reste

vraisemblablement que de très petit gisements résiduels.
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� t 7→ v(t) évolue en restant au dessus de vc. Dans ce cas, on peut dire que lorsque v(t)

augmente les gisements élémentaires ont tendance à s'agréger plus souvent et lorsque

v(t) diminue à se fragmenter plus souvent, ceci sans entraîner une disparition totale

du pétrole. Cette évolution en terme de coalescence-fragmentation de la statistique

des tailles relatives des gisements est justi�ée par une étude précise des distributions

Poisson-Dirichlet PD(α, 0), qui d'après les analyses exposées ci-dessus, constituent les

modèles limites. L'étude des variations de v 7→ µv,N a motivé l'introduction du coales-

cent/fragmentation de Bolthausen-Sznitman, qui dé�nit ce mécanisme d'évolution en

terme de coalescence/fragmentation réversible sur les lois limites. C'est donc un proces-

sus α 7→ P ↓,α qui est réversible. La dé�nition de ce processus est l'objet de la section

2.3.3.

Dans la suite de cette section, nous allons décrire une dynamique sur les partitions stables

qui rende compte des �uctuations de v(t). Cette dynamique introduite par Bolthausen et Sz-

nitman pour étudier le REM, est un processus de coalescence que l'on appelle coalescent de

Bolthausen-Sznitman (BS). Le processus �dual� que l'on obtient en renversant le temps est ap-

pelé fragmentation de Bolthausen-Sznitman. Ces deux processus ont la propriété remarquable

d'être markoviens. Pour les dé�nir nous avons besoin d'introduire tout d'abord une classe de

partitions aléatoires plus large que les partitions stables : le modèle de Poisson-Dirichlet à

deux paramètres, introduits par Kingman (1975).

2.3.2 Le modèle à deux paramètres de Poisson-Dirichlet

Nous adoptons la notation suivante,

(x)n↑α := x(x + α) . . . (x + (n − 1)α).

Le résultat suivant est dû à Kingman, il peut être trouvé dans Pitman (2006).

Théorème 2.3.1. Pour tout α ∈]0, 1[ et tout θ > −α, il existe une partition aléatoire Π∞ de

N dont la fppe véri�e

pα,θ(n1, . . . , nk) =
(θ + α)k−1↑α

∏k
i=1(1 − α)ni−1↑1

(θ + 1)n−1↑1
.

Dans ce cas, la suite des fréquences asymptotiques des blocs, rangées par ordre d'apparition de

leur plus petit élément, admet la représentation suivante v

(P̃1, P̃2 . . .) = (W1, W̄1W2, W̄1W̄2W3, . . .)

où W̄i = 1−Wi, et les Wi sont des variables aléatoires indépendantes de loi beta(1−α, θ+iα).

En ordonnant par ordre décroissant la suite des (P̃i)i≥1 des fréquences aléatoires de la

partition de N, on obtient ainsi une suite (P ↓
i )i≥1 dont la distribution appelée distribution

de Poisson-Dirichlet, et notée PD(α, θ). Il est aussi possible de dé�nir le modèle à deux

paramètres à partir des subordinateurs stables, cette construction est due à Perman, Pitman

et Yor, ce qui permet de véri�er que la distribution PD(α, 0) correspond e�ectivement à la
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distribution des sauts du subordinateur stable. La correspondance entre les deux points de

vue est détaillée dans Pitman (2006).

Nous sommes maintenant en position de dé�nir le modèle de fragmentation de Bolthausen-

Sznitman a�n de proposer une modélisation de la formation des réserves.

2.3.3 Modèle de fragmentation de Bolthausen-Sznitman

Pour décrire la fragmentation progressive des réserves initiales au cours du temps, nous

commençons par rappeler la dé�nition des notions de fragmentation et de coagulation pour

des partitions de N. Sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur à Pitman (2006) et Bertoin (2006)

qui traitent largement de ces questions.

Dé�nition 2.3.1. 1. Soit Π = (A1, A2, . . .) une partition de N, et soit Π(.) = (Π(i), i =

1, . . . , n) une suite de partitions de N. On note A
(i)
j le j-ème bloc de la partition Π(i).

Pour tout entier i, on considère la partition Π
(i)
|Ai

de Ai induite par la i-ème partition

Π(i) de la suite Π(.), c'est-à-dire

Π
(i)
|Ai

=
(
A

(i)
j ∩ Ai, j ∈ N

)
.

La partition obtenue en rassemblant l'ensemble de tous les blocs de toutes les partitions

Π
(i)
|Ai

forme une partition de N que l'on note Frag(Π, Π(.)).

2. Soient Π = (A1, A2, . . .) et Π′ = (A′
1, A

′
2, . . .) deux partitions de N. On appelle coagula-

tion de Π par Π′ la partition notée Coag(Π, Π′) de blocs Bj dé�nis par

Bj :=
⋃

i∈A′
j

Ai.

Les processus de coalescence et de fragmentation sont des processus de Markov à valeur

dans l'espace P∞.

Dé�nition 2.3.2. Soit Π = (Π(t), t ≥ 0) un processus de Markov à valeur dans P∞ qui est

continue en probabilité. On dit que Π est un processus de coalescence échangeable si son

semi-groupe peut être décrit de la façon suivante. Pour tout t et t′ positifs, la distribution

conditionnelle de Π(t + t′) sachant Π(t) = π est la même que celle de Coag(π,Π′) où Π′ est

une partition aléatoire échangeable dont la loi ne dépend que de t′.

L'un des exemples de processus de coalescence échangeable les mieux connus est le coa-

lescent de Bolthausen-Sznitman. Commençons par rappeler le résultat suivant (voir Bertoin,

2006, p.207).

Lemme 2.3.1. On �xe α et β dans ]0, 1[. Soit Π une partition aléatoire de distribution

PD(α, 0), et Π′ une partition aléatoire de distribution PD(β, 0). Alors, la partition Coag(Π, Π′)

est une partition aléatoire (échangeable) de distribution PD(αβ, 0).

On peut dé�nir le coalescent de Bolthausen-Sznitman ΠBS par ses probabilités de transi-

tion PBS
t en considérant l'opérateur suivant sur l'espace des fonctions continues Φ : P∞ → R,

PBS

t (Φ)(Π) = E

[
Φ
(
Coag(Π,Π(e−t))

)]
,Π ∈ ΠN
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où Π(e−t) est une partition aléatoire de distribution PD(e−t, 0).

La représentation abstraite d'une partition dans P∞ est moins signi�cative que les fré-

quences qui lui sont associées par le théorème de Kingman car ces fréquences représentent les

tailles relatives des gisements. Il convient donc ici de reformuler dans ce contexte le mécanisme

de coalescence de Bolthausen-Sznitman : soit (T 1
s ,≥ 0) et (T 2

s , s ≥ 0) deux subordinateurs in-

dépendants d'exposants respectifs α1 = e−t1 et α2 = e−t2 . D'après la proposition 2.2.1, T 1◦T 2

est un subordinateur stable d'indice α1α2 = e−(t1+t2). On pose les notations suivantes.

� On note (∆α1,↓
n ; n ≥ 0) les sauts {T 1

s −T 1
s− ; s ∈ [0, T 2

1 ]} indexés dans l'ordre décroissant.
� On note (∆α1α2,↓

n ; n ≥ 0) les sauts {(T 1 ◦ T 2)s − (T 1 ◦ T 2)s− ; s ∈ [0, 1]} indéxés dans

l'ordre décroissant.

On considère ensuite un coalescent de Bolthausen-Sznitman (ΠBS
t , t ≥ 0) dont la valeur

initiale est ΠBS(0) = e. On note

P t1↓ =
(
P t1↓

n ; n ≥ 0
)

et P t1+t2↓ =
(
P t1+t2↓

n ; n ≥ 0
)

les fréquences associées à respectivement ΠBS
t1 et ΠBS

t1+t2 par le théorème de Kingman. Alors

on peut montrer que

[(
∆α1,↓

n

T 1
T 2
1

; n ≥ 0

)
;

(
∆α1α2,↓

n

T 1
T 2
1

; n ≥ 0

)]
(loi)
=

[
P t1↓ ; P t1+t2↓

]
.

(voir Bertoin et Le Gall, 2000, pour plus de détails sur cette construction).

Nous souhaitons aussi considérer ce processus en inversant le temps, de façon à observer

une fragmentation progressive des réserves. De façon générale, il n'existe pas de dualité parfaite

entre les processus de fragmentation et les processus de coalescence. Dans le cas du coalescent

de Bolthausen-Sznitman, on peut cependant énoncer le résultat suivant (voir Bertoin, 2006,

p.210).

Proposition 2.3.2. Le processus ΠBS

f dé�ni par ΠBS

f (u) := ΠBS(− lnu) obtenu en reversant

le temps dans le coalescent de Bolthausen-Sznitman est un processus de Markov sur P∞ in-

homogène dans le temps. Ses probabilités de transition sont telles que pour 0 < u ≤ u′ ≤ 1,

conditionnellement à ΠBS

f (u) = π, la partition ΠBS

f (u′) est distribuée comme Frag(π,Π(.)), où

Π(.) = (Π(1), Π(2), . . .) est une suite i.i.d de partitions aléatoire de distribution PD(u′,−u).

Commentaires

Le modèle de fragmentation de Bolthausen-Sznitman fournit ainsi un processus tel qu'à

tout instant u ∈]0, 1], ΠBS

f (u) est de distribution PD(− lnu, 0). Le processus n'est pas dé�ni

en 0, et de façon à compléter la modélisation, on peut supposer que ΠBS

f (0) est la partition

de N égal à l'ensemble N lui-même. En e�et au temps 0, toutes les réserves du bassin sont

concentrées dans un seul gisement initial. Le temps u qui indice le processus de fragmentation

de Bolthausen-Sznitman doit être considéré comme un temps géologique, celui-ci ne donne

pas l'âge du bassin, pour un temps qui s'écoulerait de façon linéaire. Ce temps géologique

permet de structurer la suite des fragmentations successives des ressources initiales.
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Nous véri�ons que le modèle de fragmentation de Bolthausen-Sznitman véri�e les deux hy-

pothèses Ha et Hb que nous avons imposées dans la section 2.1.1. En termes mathématiques,

l'hypothèse Ha signi�e que la fragmentation des réserves a un comportement markovien dans

le temps, ce qui est bien le cas du processus ΠBS

f . L'hypothèse Hb signi�e que toutes les

partitions sont fragmentées selon des partitions aléatoires (Π(1), Π(2), . . .) qui sont de même

distribution. D'après la proposition 2.3.2, cette contrainte est bien respectée par le processus

ΠBS

f ; les partitions qui dirigent la fragmentation entre les temps u et u′ sont toutes de dis-

tribution PD(u′,−u). Idéalement, nous souhaiterions que le seul processus de fragmentation

véri�ant Ha, Hb et Hc soit le processus markovien décrit dans la proposition 2.3.2, mais à

notre connaissance un tel résultat n'a jamais été démontré.

Il nous a paru plus simple pour l'exposé de commencer par décrire les choses uniquement du

point de vue de la fragmentation qui est plus facile à étudier mathématiquement. Cependant,

puisque nous supposons que v > vc, cette modélisation autorise les deux mécanismes duaux

de coalescence et de fragmentation à se produire successivement. Ceci est en e�et plus réaliste

que de supposer que qu'un grand gisement unique ait été progressivement fragmenté au cours

du temps. Des processus de fragmentation et de coalescence successifs peuvent donc avoir lieu

et ceci sans que ne change le type de loi décrivant la taille des gisements du bassin : PD(α, 0),

où seul α varie au cours du temps. Au �nal, les bassins restent distribués comme des sauts de

subordinateurs stables, et si on les tronque comme des variables aléatoires de Lévy-Paréto.

2.4 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons abordé la problème de la formation des réserves pétrolières

avec un point de vue qualitatif et justi�é ainsi l'utilisation de la distribution de Lévy-Paréto

pour modéliser les tailles de gisements d'un bassin pétrolier. Le modèle pour la formation

des réserves adapté du REM montre qu'il est naturel de représenter ces tailles par les sauts

d'un subordinateur stable. De plus, dans le cadre du modèle de Bolthausen-Sznitman, ce type

de distribution n'est pas changé par des opérations de coalescence ou de fragmentation des

réserves (pour v > vc). En ne considérant que les gisements de tailles supérieurs à un seuil ε,

il est donc naturel d'observer des distributions de Lévy-Paréto. Notons de plus que ce modèle

s'a�ranchit de la di�culté du choix du seuil minimal des distributions de Lévy-Pareto.

Nous allons montrer dans le chapitre suivant comment les propriétés du subordinateur

stable peuvent être utilisées pour décrire l'exploration pétrolière dans un bassin en exploita-

tion.
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Chapitre 3

Modèle probabiliste pour l'exploration

pétrolière

Nous proposons dans ce chapitre un premier modèle pour l'exploration pétrolière dans un

bassin. Ce modèle est dé�ni de façon volontairement simpliste, a�n de disposer de résultats

théoriques permettant de décrire la dynamique des découvertes successives au cours du temps.

Les résultats présentés ont donc avant tout un intérêt qualitatif, et ne feront pas l'objet

de procédures d'estimation. À la di�érence du chapitre précédant, le temps ne désigne plus

ici le temps géologique de la formation du bassin, mais correspond au �temps humain� de

l'exploitation de la zone.

3.1 Modélisation du processus de forage

Pendant toute la durée de l'exploitation d'un bassin, les compagnies pétrolières recherchent

constamment de nouveaux gisements. Les champs pétroliers ont une durée de vie de quelques

années à quelques dizaines d'années, et pour conserver des niveaux de production su�sants,

de nouveaux gisements doivent être régulièrement découverts. La sismique de ré�exion est au-

jourd'hui la technique la plus couramment utilisée, elle consiste à envoyer des ondes élastiques

qui se propagent dans le sous-sol et dont les échos permettent de repérer les discontinuités

de la roche. Des forages d'exploration1 sont ensuite e�ectués pour con�rmer la présence de

pétrole ou de gaz. La date de découverte d'un gisement correspond à la date de forage de ce

premier puis, et les découvertes dans un bassin dépendent de façon logique de la succession des

forages e�ectués dans la zone. Dans cette section, nous décrivons �l'empreinte� du processus

des forages d'exploration sur la population des gisements.

La �gure 3.1 présente les dates de découverte en fonction des quantités de pétrole mis à

jour pour l'ensemble des champs connus de la mer du Nord. La découverte d'un champ pétro-

lier est conditionnée par sa visibilité. Le principe selon lequel un champ de grande taille a plus

de chance d'être rapidement découvert semble tout à fait naturel. Cette idée a été retenue et

exploitée par de nombreux auteurs (voir Kaufman et al., 1975; Bickel et al., 1992; Campbell

et Laherrère, 1998; Kontorovich et al., 2001; Lepez, 2002). En réalité, d'autres paramètres

1Appelés �wild cats� dans le jargon pétrolier
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Fig. 3.1: Années de découverte et réserves de l'ensemble des champs en mer du Nord.

in�uencent la découverte d'un gisement, comme par exemple l'accessibilité géographique, la

législation de la zone, la proximité d'autres gisements déjà découverts, etc... Il n'est évidem-

ment pas possible d'intégrer de façon exhaustive tous ces éléments dans un unique travail

de modélisation, et la taille du gisement reste le facteur le plus important de ce mécanisme.

En conséquence, nous adoptons nous aussi le principe exposé plus haut ; nous supposons

désormais que la fonction de visibilité, notée vis, est une fonction de la taille du gisement.

Nous avons vu au chapitre 2 que les tailles des champs d'un bassin pétrolier peuvent

être représentées par les sauts d'un subordinateur stable T d'indice α. Soit (∆↓
i )i≥1 la suite

des sauts de T , ordonnés par ordre décroissant. Nous considérons une fonction de visibi-

lité vis dé�nie de R
+∗ (l'espace des tailles de gisements) dans R

+. La fonction vis est de

plus croissante, de façon à nous accorder avec le principe rappelé plus haut. Soit Φ une

mesure aléatoire dé�nie sur R
+ × R

+ telle que, conditionnellement au subordinateur T ,

Φ est une mesure de Poisson uniforme sur [0, T (vis)] × R
+ de mesure de Lévy c dxdt, où

T (v) =
∑

i≥1 v(∆↓
i ). La mesure Φ représente l'empreinte du processus de forage sur la po-

pulation des champs, et le coe�cient c traduit l'intensité de l'e�ort d'exploration dans le

bassin. L'intervalle Ji :=
[∑i−1

u=0 vis(∆↓
u),
∑i

u=0 vis(∆↓
u)
]
est associé au champ d'indice i, et

sa largeur est égale à la visibilité vis(∆↓
i ) du champ, avec la convention vis(∆↓

0) = 0. Puisque

la mesure de Poisson Φ est homogène, le nombre d'atomes dans l'intervalle Ji × [0, t] est en

moyenne proportionnelle à la visibilité du champ i. La �gure 3.2 illustre cette modélisation.

Pour tout i > 0, soit Φi la restriction de Φ à la tranche Ji ×R
+ correspondant à l'explora-

tion du champ i. Nous pouvons écrire Φi =
∑

u∈Ji
δ(xu,sui) où les sui sont supposés ordonnés

de façon croissante. Conditionnellement au subordinateur T , la mesure aléatoire Φi est une

mesure de Poisson uniforme sur la tranche Ji × R
+, de mesure de Lévy vis(∆↓

i )c dxdt. La

date de découverte du champ est alors naturellement dé�nie par Di := s1i. Par construction,

60



3.1 MODELE PROBABILISTE POUR L'EXPLORATION PETROLIERE

Fig. 3.2: Modélisation de l'empreinte du processus de forage sur la population des champs
d'un bassin.

conditionnellement à T , les temps de découverte (Di)i≥1 sont indépendants et de distributions

exponentielles de paramètres c vis(∆↓
i ) :

(Di |T ) ∼ E
(
c vis(∆↓

i )
)

, (3.1)

Dans la suite, nous ne souhaitons pas distinguer c et vis, et nous posons h := c vis. Puisque h

et vis sont identiques à une constante multiplicative près, nous quali�ons encore h de fonction

de visibilité.

Selon la distribution donnée en (3.1), le temps d'attente moyen, avant de découvrir un

gisement de taille x, est donc égal à l'inverse de sa visibilité h(x). Il est maintenant possible

d'ordonner la famille des tailles des champs du bassin selon leur date de découverte : soit

(∆̃j)j≥1 la suite des réserves (∆↓
i )i≥1 ordonnée dans l'ordre croissant des dates de découverte,

et soit (D̃j)j≥1 la suite croissante des dates de découverte correspondantes. Nous formalisons

la notion de permutation aléatoire associée à la fonction de visibilité de la façon suivante :

Dé�nition 3.1.1. Soit A un ensemble quelconque et (xi)i≥1 une suite d'éléments de A. Soit

une fonction H dé�nie de A vers R+ telle que
∑

i≥1 H(xi) < ∞. Soit (Ij)j≥1 la suite des

indices (aléatoires) correspondant à une permutation aléatoire biaisée par la taille de la suite

(H(xi))i≥1. C'est-à-dire que pour le premier tirage, P(I1 = i) = H(xi)
(∑

l≥1 H(xl)
)−1

puis

pour i 6= I1, P(I2 = i|I1) = H(xi)
(∑

l 6=I1
H(xl)

)−1
pour le deuxième tirage, etc... On dit

alors que la suite
(
xIj

)
j≥1

est une permutation aléatoire de (xi)i≥1 biaisé selon la fonction H.

La proposition suivante montre que la modélisation précédente, basée sur le processus

des forages, conduit à dé�nir la suite des découvertes de gisements comme une permutation

aléatoire de (∆↓
i )≥1, biaisée selon la fonction de visibilité.
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Proposition 3.1.1. Sous les hypothèses précédentes et conditionnellement au subordinateur

T , la suite des réserves découvertes (∆̃i)i≥1 est de même loi que celle d'une permutation

aléatoire de (∆↓
i )≥1 biaisée selon la fonction de visibilité h.

Démonstration. Pour tout i ≥ 1,

P(∆̃1 = ∆↓
i |T ) = E

[
P(∀u 6= i,Du > Di |Di)|T

]

= E


∏

u 6=i

exp
{
−h(∆↓

i )Du

}
|T




= E

[
exp

{
−(T (h) − h(∆↓

i ))Di

}
|T
]

=
h(∆↓

i )

T (h)
.

On montre ensuite de la même façon que pour tout j > 1

P(∆̃j = ∆↓
i |T, ∆̃1 . . . , ∆̃j−1) =

h(∆↓
i )

T (h) −∑j
u=1 h(∆̃u)

.

La suite (∆̃j)j≥1 est donc une permutation aléatoire de (∆̃i) biaisée selon la fonction de

visibilité h.

3.2 Tirage proportionnel à la taille

Pour de nombreux auteurs, comme par exemple Kaufman et al. (1975), Bickel et al. (1992),

ou encore Kontorovich et al. (2001), il est naturel de supposer que le biais du tirage dans la

population des champs du sous-sol est directement proportionnel à la taille des gisements,

ce qui revient à choisir une fonction de visibilité proportionnelle à la taille. En e�et, d'un

point de vue géométrique, un champ pétrolier a une visibilité proportionnelle à l'aire de sa

projection verticale à la surface du bassin. Si la roche réservoir est d'épaisseur constante sur

l'ensemble de la zone, cette visibilité est alors directement proportionnelle à son volume, que

l'on assimile à la quantité d'hydrocarbures qu'il contient. En réalité, les couches géologiques

sont souvent inclinées, et les hydrocarbures sont con�nés dans des pièges qui ne sont pas des

pavés parfaits. Il convient donc de supposer plutôt que la visibilité est une fonction puissance

de la taille des gisements,

h(x) = γ xβ, (3.2)

où γ et β sont constantes positives inconnues. Dans la suite de cette section, nous n'étudions

cependant que le cas β = 1. En e�et, le lemme suivant permet de ramener une partie des

situations à celle où les champs sont découverts selon un tirage biaisé par la taille.

Lemme 3.2.1. Soit Tt :=
∑

i≥1 ∆↓
i111Ui≥t, t ∈ [0, 1] un subordinateur stable d'indice α ∈]0, 1[,

où les Ui sont des variables i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Soit β > α. Alors, le processus

dé�ni par

T
(β)
t :=

∑

i≥1

(
∆↓

i

)β
111Ui≥t, t ∈ [0, 1]
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est un subordinateur stable d'indice αβ−1.

Démonstration. Le processus T est un subordinateur stable, donc {Ui,∆i} est l'ensemble des

points d'un processus ponctuel de Poisson d'intensité dsΛ(dx) sur [0,∞[2, avec Λ de densité

la fonction s0ρ, où ρ(x) = α
Γ(1−α)x

−α−1
111x>0. Le nuage {(Ui, ∆

β
i ), i ≤ 1} est l'image de ces

points par l'application mesurable Ψ : (u, x) 7→ (u, xβ). L'ensemble de ces points est donc

distribué comme les points d'un processus de Poisson ponctuel d'intensité la mesure image de

dsΛ(dx) par Ψ, c'est-à-dire dsΛ̃(dx) avec Λ̃(dx)([c, d]) = s0
Γ(1−α)(c

−α/β −d−α/β). Le processus

T (β) est bien un subordinateur stable d'indice αβ−1.

Quitte à considérer T (β) à la place de T , nous supposons donc que β = 1. Soit (∆̃j)j≥1

la permutation aléatoire biaisée par la taille de la suite des sauts ∆↓
i d'un subordinateur T

d'indice α. Les ∆̃j représentent donc la taille des champs pétroliers ordonnés selon leur date

de découverte. Pour tout k > 0, la variable aléatoire T̃k :=
∑

j≥k+1 ∆̃j désigne la quantité

d'hydrocarbures encore à découvrir dans le bassin après la k-ème découverte. Le résultat

suivant, dû à Perman et al. (1992), montre que la suite des découvertes restantes peut être

décrite par une chaîne de Markov.

Théorème 3.2.1. La suite (T̃j)j≥1 forme une chaîne de Markov de probabilités de transition

stationnaires

P(T̃j+1 ∈ dx1|T̃j = x) =
ρ∗(x − x1)

x

τα(x1)

τα(x)
dx1, 0 ≤ x1 ≤ x, (3.3)

où τα est la densité de la v.a. T1 pour un subordinateur stable T et où ρ∗(x) = xρ(x).

Ce résultat repose sur une propriété fondamentale des mesures de Poisson : la formule de

Palm (Bertoin, 2006, p.79). Notons que le comportement markovien de la suite des T̃j peut

être véri�é pour d'autres subordinateurs que le subordinateur stable, sous des conditions de

régularité su�santes (voir Perman et al., 1992). En revanche, pour des fonctions de visibilité

di�érentes de h(x) = γ x, nous ne disposons plus de ce comportement markovien.

3.2.1 Un théorème di�cile à appliquer

À première vue, ce résultat semble l'outil idéal pour étudier le processus des découvertes

puisqu'il en décrit complètement la loi. En réalité, le théorème se révèle di�cile à exploiter

pour plusieurs raisons. Tout d'abord, la chaîne de Markov concerne la suite des réserves

restantes, et non la suite des découvertes successives. Celle-ci ne peut donc être utilisée en

pratique que si le potentiel total du bassin T1 est connu avec une bonne précision, ce qui est

en fait bien délicat. La méthode proposée par Lepez (2002) peut en fournir une approximation

pour des bassins su�samment matures, mais il faut bien noter que la quantité ainsi obtenue

correspond à une estimation de la somme des champs de taille supérieure à un certain seuil,

et non la somme des réserves de tous les champs.

La mise en oeuvre de simulations basées sur ce résultat se heurte aussi à des di�cultés

sérieuses. Pour comprendre pourquoi la manipulation de ces probabilités de transition est dé-

licate, nous rappelons ci-dessous l'expression de la densité de la v.a. T1 pour un subordinateur

63



CHAPITRE 3

stable de mesure de Lévy de densité ρ(x) (Pollard, 1946) :

τα(x) =
1

π

∞∑

k=0

(−1)k+1

k!
sin(παk)

Γ(αk + 1)

xαk+1
, x ≥ 0. (3.4)

Notons de plus que pour le subordinateur de mesure de Lévy s0ρ, la v.a. T1 admet pour

densité

τα,s0(x) = s
−1/α
0 τα(s

−1/α
0 x). (3.5)

Pour être capable de simuler les lois de transition en utilisant par exemple une méthode

d'acceptation-rejet, il faut obligatoirement pouvoir évaluer numériquement le rapport τα(x1)
τα(x) .

Dans l'expression de la densité donnée en (3.4), nous pouvons véri�er que pour x proche de 0,

ce sont les termes pour des k très grands qui sont prépondérants, et ces termes oscillent entre

des valeurs positives et négatives avec une très grande amplitude. Pour des valeurs de x trop

faibles, il est alors impossible d'implémenter cette expression dans un logiciel de calcul. Or,

une fois les champs les plus grands rapidement découverts, l'expression des probabilités de

transition dans (3.3) nécessite ensuite une bonne précision de cette densité en 0. De plus, ce

phénomène est encore accentué pour la densité (3.5) correspondant à la modélisation pétrolière

qui nous intéresse ici. Une estimation grossière indique en e�et que s0 est de l'ordre du millier

pour le cas de la mer du Nord.

Toutes ces remarques soulignent la di�cile application du théorème 3.2.1. Nous achevons

cette discussion avec la proposition suivante, qui montre de façon plus rigoureuse que la densité

de T1 tend vers 0 en 0 à grande vitesse.

Proposition 3.2.2. Soit V une variable aléatoire de distribution uniforme sur [0, π]. Soit la

fonction m dé�nie sur R par

m(v) =

[
sin(αv)

sin v

] α
1−α sin((1 − α)v)

sin v
.

Alors,

τα(x) =
α

1 − α
x− 1

1−α E

[
m(V ) exp

(
−x− α

1−α m(V )
)]

(3.6)

et pour x proche de 0,

τα(x) ∼
√

α(1 − α)α
α

2−2α

√
2

π
x− 2−α

2−2α exp

(
−(1 − α)

(α

x

) α
1−α

)
.

Démonstration. Il existe une représentation plus pratique de la variable aléatoire T1 permet-

tant de simuler des lois stables. Dans Chambers et al. (1976), les auteurs utilisent l'égalité en

loi suivante

T1 =
sin(α(U + π/2))

(cos U)1/α

(
cos(U − α(U + π/2))

W

) 1−α
α

,

où U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [−π/2, π/2], et W est une variable aléatoire

de loi exponentielle de paramètre 1. En posant V = U + π/2, ceci peut aussi s'écrire sous la
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forme

T1 =

(
m(V )

W

) 1−α
α

,

où V est de loi uniforme sur [0, π]. La fonction de répartition de T1 en x vaut donc

P(T1 ≤ x) = P

(
x− α

1−α m(V ) ≤ W
)

= E

[
exp

{
−x− α

1−α m(V )
}]

.

On en déduit la densité de T1 en x > 0,

τα(x) =
α

1 − α
x− 1

1−α E

[
m(V ) exp

(
−x− α

1−α m(V )
)]

.

La preuve du deuxième point s'appuie sur la méthode de Laplace ; le calcul est détaillé dans

la section 3.5.1 à la �n du chapitre.

3.2.2 Loi des proportions découvertes successives

Comme nous l'avons remarqué plus haut, le comportement markovien décrit dans le théo-

rème 3.2.1 concerne la suite des réserves restantes T̃j , et non les découvertes successives. La

suite des découvertes successives peut être décrire via les sauts normalisés

P̃j =
∆̃j

T1
,

où P̃j représente ici la proportion d'hydrocarbures du bassin contenue dans le j-ème gisement

découvert. D'après la proposition 2.3.1 du chapitre précédent, la suite des (P̃j) admet la

représentation suivante

P̃j = Wj

j−1∏

i=1

(1 − Wi), (3.7)

où les Wi sont des v.a. indépendantes de loi Beta(1−α, iα). Cependant, comme précédemment,

l'application de ce résultat implique une estimation de T1. Plutôt que de chercher à obtenir

des intervalles de con�ance à partir de (3.7) qui ne seraient de toute façon pas exploitables

en pratique, nous préférons adopter un point de vue plus qualitatif en étudiant maintenant le

comportement asymptotique des découvertes successives.

3.3 Dynamique asymptotique de l'exploration

Nous rappelons dans cette partie quelques résultats sur le comportement asymptotique des

proportions aléatoires Pj d'une distribution PD(α, 0). Ces résultats peuvent être partiellement

retrouvés dans Pitman (2006). Par souci de clarté, nous avons complété en annexe les preuves

correspondantes qui ne sont que partiellement exposées dans cet ouvrage.

Comme précédemment, les tailles de gisements pétroliers sont modélisées par les sauts ∆↓
j

d'un subordinateur stable T de mesure de Lévy d'intensité s0 ρ.
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Proposition 3.3.1. 1. Soit (e1, . . . , ek) un échantillon i.i.d. de variables aléatoires de loi

exponentielle de paramètre s0
Γ(1−α) . Alors, pour tout k ≥ 1,

(
∆↓

1

−α
,∆↓

2

−α
. . . ,∆↓

k

−α
)
a

même distribution que (e1, e1 + e2, . . . , e1 + . . . + ek).

2. Avec probabilité 1,

∆↓
i i1/α −→

(
s0

Γ(1 − α

)1/α

lorsque i −→ +∞. (3.8)

Démonstration. Soit la fonction L(t) =
∫∞
t s0ρ(x) dx. Le processus

(
L(∆↓

i )
)

i≤1
est alors un

processus de Poisson homogène d'intensité 1 (voir par exemple Kingman, 1993, p.52). Les

deux points de propositions se déduisent directement de la distribution de
(
L(∆↓

i )
)

i≥1
. En

particulier, (3.8) est une application directe de la loi des grands nombres.

En passant au logarithme dans (3.8), nous voyons que la suite des sauts rangés par ordre

décroissant a un comportement linéaire de pente − 1
α dans un diagramme loglog. Nous retrou-

vons ici un phénomène déjà mentionné au début du chapitre 2 au sujet des échantillons de

Lévy-Pareto (voir �gure 2.1). Ceci est naturel puisque, comme nous l'avons remarqué aupa-

ravant, l'échantillon des sauts d'un subordinateur stable supérieurs à un seuil �xé, a la même

distribution qu'un échantillon i.i.d. de variables aléatoires de loi de Lévy Pareto de paramètre

l'indice du subordinateur, conditionnellement à la longueur de l'échantillon.

La proposition suivante détermine le comportement asymptotique des sauts normalisés,

ordonnés de façon décroissante d'une part, et par ordre de découverte d'autre part.

Proposition 3.3.2. Sous les mêmes notations que précédemment, et avec probabilité 1,

P ↓
i ∼

(
s0

Γ(1 − α)

)1/α 1

T1
i−1/α lorsque i → +∞, (3.9)

et (
1 −

k∑

i=1

P̃i

)
∼ α s

1/α
0

T1
k1−1/α lorsque k → +∞. (3.10)

La preuve de cette proposition dont les idées principales sont données par Pitman (2006)

est exposée dans la section 3.5.2 à la �n du chapitre.

Commentaires

Le deuxième point de la proposition 3.3.2 établit un équivalent de la proportion restante

dans le bassin au moment de la k-ième découverte. Nous considérons ce résultat avec le point

de vue qualitatif suivant : la géologie du sous-sol, à travers le coe�cient α, détermine à quelle

vitesse le sous-sol est progressivement épuisé. Le fait que la géologie soit déterminante dans

la dynamique des découvertes successives est le principe essentiel que nous retenons de ce

modèle �idéalisé� de l'exploration pétrolière. Ainsi, pour un habitat dispersé (α proche de 1),

l'épuisement est plus lent que pour un habitat concentré (α proche de 0). Ceci est naturel

puisque dans ce dernier cas, quelques gisements contiennent à eux seuls l'essentiel des réserves,

et ceux-ci sont trouvés rapidement.
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Notons pour �nir que les résultats de la proposition 3.3.2 sont ici encore di�ciles à exploiter

de façon quantitative. A la di�érence de l'équivalence (3.9) que nous avons pu véri�er dans des

diagrammes loglog, l'équivalence (3.10) n'est validée que très grossièrement sur les données

de bassins exploités. Di�érents éléments peuvent expliquer cet écart entre la théorie et les

observations. Tout d'abord, les proportions sont dé�nies en fonction de T1, et celles-ci peuvent

être en pratique mal estimées. Ensuite, il est possible que quelques centaines de champs

découverts ne su�sent pas pour atteindre le �régime� de l'équivalence donnée en (3.10). Il

est surtout probable que le choix d'une fonction de visibilité de type �proportionnelle� ou

�puissance� ne soit pas pertinent.

3.4 Conclusions du chapitre

Le modèle probabiliste complet proposé dans ce chapitre et le précédent constitue, à notre

connaissance, la première tentative de modélisation capable de décrire dans un unique cadre

mathématique à la fois la formation des réserves, la distribution des tailles de gisements d'un

bassin, et la dynamique des découvertes successives dans ce dernier. De ce fait, la cohérence

du modèle est réellement satisfaisante.

Sur la base de résultats théoriques avérés, le modèle élémentaire pour l'exploration pétro-

lière met en évidence l'impact de la géologie sur la dynamique du processus des découvertes.

Cependant, nous avons vu que ce modèle idéalisé se révèle di�cile à utiliser en pratique. En

particulier, le choix d'une fonction de visibilité proportionnelle à la taille des gisements ne

semble pas su�samment réaliste. Nous verrons dans le chapitre suivant qu'il est préférable de

considérer le problème de l'estimation de la fonction de visibilité selon un point de vue non

paramétrique. De l'étude de ce modèle probabiliste, nous retenons que le temps de découverte

d'un gisement pétrolier de taille x peut être modélisé par une loi exponentielle de paramètre

h(x) où h est appelée fonction de visibilité. La modélisation générale de la production pé-

trolière présentée dans le chapitre suivant, plus opérationnelle que celle développée dans les

chapitres 2 et 3, reposera sur cette hypothèse fondamentale.

3.5 Preuves

3.5.1 Preuve de la proposition 3.2.2

Le premier point de la proposition 3.2.2 peut s'écrire sous la forme suivante

τα(x) =
α

1 − α
x− 1

1−α
1

π
Jα

(
x− α

1−α

)
(3.11)

avec

Jα(λ) =

∫ π

0
m(v) exp (−λm(v)) dv.

Nous cherchons donc un équivalent de Jα en 0. Pour cela, nous commençons par véri�er le

lemme suivant.

Lemme 3.5.1. Sous les notations de la proposition 3.2.2,
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1. La fonction m est strictement croissante sur [0, π].

2. La fonction m admet le développement limité suivant en 0 :

m(v) = α
1

1−α

(
1 +

v2α

2
+ O(v4)

)
.

Démonstration. Pour β ∈]0, 1[, on considère la fonction h dé�nie sur ]0, π[ par h(v) = sin(βv)
sin v .

On a alors h′(v) = k(v)

sin2 v
avec k(v) = β cos(βv) sin v − cos v sin(βv). Or, k′(v) = ((1 −

β2) sin(βv) sin v > 0 sur ]0, π[, et puisque k(0) = 0, la fonction k est donc strictement positive

sur ]0, π[, de même que la fonction h′. Puisque h′(0) = 0, on en déduit que la fonction h est

donc strictement croissante sur ]0, π[.

Nous commençons par calculer le développement limité de la fonction h en 0,

h(v) =
βv − β

6 v3 + O(v4)

v − v3

6 + O(v5)

=

(
β − β

6
v2 + O(v4)

)(
1 +

v2

6
+ O(v4)

)

= β + β
1 − β2

6
v2 + O(v4).

On en déduit le développement limité de la fonction m en 0,

m(v) =

[
α +

α(1 − α2)

6
v2 + O(v4)

] α
1−α

[
1 − α +

(1 − α)(1 − (1 − α)2)

6
v2 + O(v4)

]

= (1 − α)α
α

1−α

[
1 +

(1 − α2)

6
v2 + O(v4)

] α
1−α

[
1 +

1 − (1 − α)2

6
v2 + O(v4)

]

= (1 − α)α
α

1−α

[
1 +

α(1 + α)

6
v2 + O(v4)

] [
1 +

2α − α2

6
v2 + O(v4)

]

= (1 − α)α
α

1−α

[
1 +

α

2
v2 + O(v4)

]
.

Le lemme précédent nous permet donc d'appliquer la méthode de Laplace à la fonction

(m)(voir par exemple Gourdon, 1994, p.161). Pour appliquer le résultat de cette référence, on

peut considérer la fonction m sur [−π, π], qui est paire sur cet intervalle. Ceci donne que pour

λ tendant vers l'in�ni,

Jα(λ) ∼
√

2π

λ
exp (−λm(0))

m(0)√
m′′(0)

∼
√

2π(1 − α)

λ
α− 2α−1

2−2α exp
(
−λ(1 − α)α

α
1−α

)
.

En posant λ = x− α
1−α comme en (3.11), on obtient l'équivalent suivant de τα pour x proche

de 0,

τα(x) ∼
√

α(1 − α)α
α

2−2α

√
2

π
x− 2−α

2−2α exp

(
−(1 − α)

(α

x

) α
1−α

)
.
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3.5.2 Preuve de la proposition 3.3.2

Le premier point de la proposition 3.3.2 est un corollaire immédiat de (3.8), et le second

correspond à une version aléatoire du résultat obtenu par Karlin (1967) pour des fréquences

déterministes.

Soit Π∞ la distribution de masse aléatoire induite par la suite des sauts normalisées du

subordinateur T . Par la représentation de Kingman, la distribution de masse Π∞ peut être

vue comme une partition aléatoire de N, et la distribution conditionnelle de Π∞ sachant

(P ↓
i , i ≥ 1) est la même que si les classes de Π∞ étaient obtenues par tirage aléatoire à partir

d'une distribution dé�nie par les atomes (P ↓
i , i ≥ 1). Nous établissons d'abord (3.10) sous la

loi conditionnelle de Π∞, sachant les fréquences (P ↓
i ).

Considérons le schéma aléatoire suivant. Nous disposons d'une suite in�nie de boîtes nu-

mérotées. Des boules sont placées aléatoirement dans les boîtes de façon indépendante et selon

la même loi de probabilité. Plus précisément une boule est placée dans la boîte i avec la proba-

bilité (déterministe) pi := P ↓
i . Les éléments de la suite (P̃j)j≥1 correspondent aux probabilités

des boîtes ordonnées aléatoirement, selon l'ordre de remplissage progressif des boîtes. Soit Z⋆
N

le nombre de boîtes non vides après que N boules aient été placées. On considère aussi la

quantité

D⋆
N = 1 −

Z⋆
N∑

j=1

P̃j ,

qui représente la somme des probabilités des boîtes encore vides à l'étape N .

On dit qu'une fonction r sur R est une fonction à variation lente si et seulement si

r(cx)/r(x) → 1 lorsque x → +∞. On pose aussi

α(x) := max {i | pi > 1/x} .

Cette fonction joue un rôle important dans l'étude des moments de Z⋆
N et D⋆

N . Nous utilisons

maintenant les deux lemmes suivants démontrés par Karlin (1967). Le premier décrit le com-

portement asymptotique des espérances de E(Z⋆
N ) et E(D⋆

N ), et le deuxième nous donne une

loi des grands nombres pour ces deux quantités.

Lemme 3.5.2. Supposons que la suite des pi soit telle que α(x) = xηr(x), 0 < η < 1 où r(x)

est une fonction à variation lente. Alors, avec probabilité 1,

E(Z⋆
N ) ∼ Γ(1 − η)Nη r(N) lorsque N → +∞

, et

E(D⋆
N ) ∼ η Γ(1 − η)Nη−1 r(N) lorsque N → +∞.

Lemme 3.5.3. 1. Avec probabilité 1, Z⋆
N/E(Z⋆

N ) → 1 lorsque N → +∞.

2. Supposons que α(x) = xηr(x), 0 < η < 1 où r(x) est une fonction à variation lente.

Alors, avec probabilité 1, D⋆
N/E(D⋆

N ) → 1 lorsque N → +∞.

D'après (3.9), et sachant (P ↓
i ), nous avons que pi ∼ Ci−1/α lorsque i → +∞, avec C =(

s0
Γ(1−α)

)1/α
1
T1
. Notons que (3.9) nous dit aussi que T est déterministe sous la distribution
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conditionnelle. Alors, α(x) ∼ Cαxα lorsque x → +∞ et r = Cα est une fonction constante et

par conséquent à variation lente, ce qui nous permet d'appliquer les deux lemmes précédents.

Sachant (P ↓
i ), nous avons avec probabilité 1,

D⋆
N = 1 −

Z⋆
N∑

i=1

P̃i

∼ α Cα Γ(1 − α) Nα−1 lorsque x → +∞

∼ α Cα Γ(1 − α)

(
Z⋆

N

Γ(1 − α)

)1−1/α

lorsque x → +∞

∼ α Γ(1 − α)1/α C Z⋆
N

1−1/α lorsque x → +∞.

Par dé�nition, la suite Z⋆
N décrit tous les entiers positifs. Sachant (P ↓

i ), il vient qu'avec

probabilité 1,

1 −
n∑

i=1

P̃i ∼ αΓ(1 − α)1/α C n1−1/α lorsque x → +∞. (3.12)

Une intégration de (3.12) selon la distribution PD(α, 0) de (Π∞) aboutit �nalement à 3.10.
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Chapitre 4

Modélisation de la production

pétrolière et position du problème

statistique

Dans ce chapitre, nous présentons l'ensemble des éléments nécessaires pour modéliser de

façon complète la production de pétrole dans un bassin exploité. Chacun de ces éléments est

l'objet d'une modélisation propre, qui s'appuie notamment sur les conclusions des chapitres 2

et 3, avec les modi�cations qui s'imposent pour disposer de procédures d'estimation e�ectives

pour rendre le modèle de production utilisable en pratique. Nous mettons ainsi en évidence

les principaux problèmes statistiques associés aux modélisations retenues.

4.1 Introduction

En dehors du modèle de la courbe de Hubbert que nous avons discuté dans le premier

chapitre, les modèles existants pour la production pétrolière sont exclusivement de nature éco-

nométriques. Moroney et Berg (1999), et Kemp et Kasim (2003) étudient ainsi la production

à l'aide de séries temporelles. Citons aussi les travaux de Cleveland et Kaufmann (1991) et de

Kaufmann (1991) qui réconcilient le point de vue économétrique et les ajustements proposés

par Hubbert. Toutes ces méthodes ont pour objectif de mettre en évidence des relations entre

la production et des variables explicatives. Cependant, aucun de ces modèles ne tient compte

de la distribution probabiliste de la taille des gisements du bassin. Pourtant, de l'exploration à

la production des gisements individuels, tous les phénomènes intervenant dans la production

du pétrole sont fortement in�uencés par les tailles des gisements considérés. Nous proposons

dans ce chapitre une modélisation complète de la production pétrolière d'un bassin qui prend

en compte, à la di�érence des travaux précédents, la distribution probabiliste des tailles des

gisements du bassin.

Il nous parait préférable de ne pas intégrer directement dans le modèle des facteurs de

nature économique, tout en laissant la possibilité de les incorporer à l'arrivée, en considérant de

multiples scénarios faisant varier la visibilité des champs, l'intensité de l'exploration pétrolière,

ou encore l'intensité du processus de mise en production des gisements disponibles. Ce point

71



CHAPITRE 4

de vue nous parait plus raisonnable car même à l'échelle de quelques mois, il est impossible

d'a�rmer quel sera l'état de l'économie, alors que les propriétés géologiques du sous-sol sont

au contraires immuables pendant la durée de l'exploitation.

La production d'un bassin est l'agrégation des productions de gisements individuels. Cette

simple remarque soulève naturellement les questions suivantes,

� Qa : Comment sont réparties les réserves à l'intérieur du bassin ?

� Qb : Comment sont découverts les gisements du bassin au cours du temps ?

� Qc : Comment sont mis en production les gisements découverts au cours du temps ?

� Qd : Comment produit un champ les hydrocarbures qu'il contient au cours du temps ?

Dans les sections qui suivent, nous reconsidérons successivement chacune de ces questions

en proposant à chaque fois une modélisation des phénomènes étudiés, et nous mettons en

évidence les principaux problèmes statistiques associés aux modélisations retenues.

4.2 Réserves pétrolières

L'ensemble des réserves pétrolières produites par un gisement est appelé ressources ultimes

du gisement. Dans la suite, nous emploierons aussi par abus le terme �taille� pour désigner les

ressources ultimes d'un champ. La modélisation proposée au chapitre 2 justi�e l'utilisation

de la loi de Lévy-Paréto pour représenter les tailles des gisements du bassin. Il serait plus

délicat d'élaborer des procédures d'estimation en utilisant les subordinateurs stables et il est

donc préférable à ce stade de revenir au point de vue �échantillon�. En mer du Nord, le seuil

inférieur de la distribution de Lévy-Paréto des réserves peut être �xé à 1Mb. Dans la suite,

nous adoptons ce seuil, et pour la variable aléatoire X de la taille d'un gisement du bassin,

X ∼ Par(α),

ce qui revient à négliger les gisements de tailles inférieurs à 1Mb. Si le seuil est en réalité �xé

à ε, il est possible de se ramener à la distribution standard Par(α) quitte à diviser les tailles

des gisements par le seuil minimal ε car les distributions de Lévy-Paréto sont invariantes par

changement d'échelle (voir la section 2.1.2).

Concernant l'estimation du paramètre α de la distribution de Lévy-Paréto, nous utilisons

les travaux de Lepez (2002) qui traitent complètement de cette question et aucun travail

statistique supplémentaire ne sera donc nécessaire. Puisque nos résultats s'appuient sur cette

méthode, nous présentons maintenant une courte synthèse des principes fondamentaux de

ces travaux. Selon Lepez, la population des champs découverts à la date t⋆ du présent est

le résultat d'un tirage sans remise et biaisé par la taille des gisements dans la population

complète de tous les champs connus ou non dans le bassin. Plus précisément, un champ de

réserves X est découvert ou non en t⋆ suivant la valeur d'une variable de censure ε de loi de

Bernoulli de paramètre ω(X), conditionnellement à X. Le gisement i est découvert à la date
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Zone α̂

Graben Mer du Nord 0.75

Bassin de Sirte 0.92

Delta du Niger 0.90

Tab. 4.1: Paramètres de lois de Lévy-Paréto des réserves pétrolières de trois régions pétroli-
fères.

t⋆ si et seulement si εi = 1. De plus,





P(ε = 1|X) = ω(X)

P(ε = 0|X) = 1 − ω(X)
. (4.1)

où ω est la probabilité d'inclusion du gisement dans la population des champs découverts à la

date t⋆. Cette modélisation peut être quali�ée de �statique� puisqu'elle n'apporte d'information

sur les découvertes dans le bassin que vis à vis du temps présent. Si la loi des tailles des

gisements enfouis dans le bassin est une distribution de Lévy-Pareto, alors l'échantillon des

log-tailles est une distribution exponentielle de paramètre α et l'échantillon (Y1, . . . , Yn) des

log-tailles des gisements découverts à la date t⋆ est i.i.d. de densité

qm(y) = exp

(
∑

I∈m

(θI + log α − αy)111I(y)

)
. (4.2)

où m est une partition qui dé�nit des classes de tailles de gisements, et θI s'exprime en

fonction du biais de tirage sur la classe I. Les équations de vraisemblances qui découlent de

(4.2) peuvent être résolues de façon explicite en (θI)I∈m et en α.

Pour choisir une fonction ω convenable, l'auteur considère une collection de modèles cor-

respondant à une collection M de partitions. Pour sélectionner un modèle, c'est à dire une

partition m, Lepez s'inspire des travaux de Castellan (2003, 1999) sur la sélection de modèles

exponentiels. Nous disposons ainsi d'une procédure pour estimer au mieux1 le paramètre α

et la fonction de biais ω. Dans la suite, il sera donc possible de supposer que l'indice α de la

distribution de Lévy-Pareto est connu.

Le tableau 4.1 donne les estimations fournies par le logiciel Select qui a été développé

par Lepez, pour trois zones pétrolifères présentées dans l'annexe A. Les données de réserves

correspondants à ces trois bassins proviennent de la base IHS 2002. Les résultats obtenus

montrent que l'habitat en Mer du Nord est plus concentré que ceux des deux autres régions

étudiées.

4.3 Exploration pétrolière

Dans cette section, nous proposons une nouvelle modélisation décrivant l'historique com-

plet de l'exploration d'un bassin pétrolier et nous en déduisons un modèle statistique pour les

1C'est à dire en minimisant le risque d'estimation.
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dates de découvertes ayant eu lieu avant aujourd'hui. À la di�érence du modèle d'exploration

déjà présenté dans le chapitre précédent, ce qui suit a vocation à être appliqué à des bas-

sins pétroliers réels, dans le but de proposer des prolongements des processus d'exploration2

observés.

4.3.1 Présentation

Du modèle d'exploration pétrolière que nous avons présenté dans le chapitre précédant,

nous retenons que la distribution du temps de découverte D d'un gisement peut être dé�nie

conditionnellement à la taille X du gisement concerné. Plus précisément, nous supposons que

les dates de découvertes des champs sont indépendantes entre elles et de même loi condition-

nelle

(D |X) ∼ E (h(X)) , (4.3)

où h est une fonction croissante de R
+ dans R

+ appelée fonction de visibilité et qu'il nous

faut déterminer.

Il est possible de véri�er que cette modélisation est cohérente avec celle proposée par Lepez.

En reprenant les notations de la section précédente, un champ est observé si sa variable

de censure ε véri�e ε = 1, ce qui correspond à D ≤ t⋆. Nous avons alors ε = 111D≤t⋆ et

ω(x) = 1 − exp (−h(x)t⋆).

En réalité, les petits gisements sont à la fois peu visibles et très nombreux, ce qui permet

de proposer une modélisation simpli�ée de la dynamique des découvertes successives pour

cette catégorie particulière de champs. Cette simpli�cation est fondée sur une approxima-

tion Poissonienne de la modélisation (4.3). Nous aboutissons ainsi à la modélisation strati�ée

suivante :

� Les gisements les plus petits sont découverts selon un processus de Poisson homogène

d'intensité µ0. Soit I0 = [1, x0] la classe de taille correspondante.

� Pour un gisement de taille X ≥ x0, le temps de découverte D de celui-ci a pour distri-

bution conditionnelle

(D |X) ∼ E (h(X)) ,

où h est une fonction a�ne par morceaux et croissante.

Nous détaillons chacune de ces deux situations dans les sections suivantes. Des résultats

de validation de cette modélisation sont disponibles dans l'annexe D.2 pour plusieurs bassins

pétroliers réels.

4.3.2 Caractère Poissonien des petites découvertes

La classe I0 correspond à l'ensemble des petits champs de tailles dans l'intervalle [1, x0].

Même si ces gisements contiennent e�ectivement des hydrocarbures, pour l'exploration pé-

trolière leur découverte est plutôt considérée comme un échec. Ces �mauvaises� découvertes

surviennent avec un taux r quasiment constant au cours du temps. Supposons que la suite

des forages d'exploration e�ectués dans le bassin puisse être modélisée par un processus de

2Le terme �processus� est à prendre ici dans son sens le plus courant.
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Poisson homogène d'intensité λ. Alors, les dates de découvertes de gisements dans la catégorie

I0 forment aussi un processus de Poisson homogène d'intensité µ0 = rλ. Selon cette repré-

sentation simple, il est naturel d'utiliser un processus de Poisson homogène pour modéliser

les découvertes de cette catégorie de gisements. Notons que ce raisonnement serait mis en

défaut s'il y avait un risque d'épuisement des réserves de cette classe de champs. En mer du

Nord, nous savons qu'il y a de l'ordre d'un millier de gisements de tailles inférieures à 20Mb.

Puisque l'on en découvre environ 6 par an, il n'y a donc aucun risque d'épuisement à l'échelle

de quelques dizaines d'année.

A�n de justi�er cette modélisation, nous allons montrer que le processus de Poisson homo-

gène apparaît comme une situation �limite� de la dynamique dé�nie en (4.3). Tout d'abord,

puisque les tailles des gisements de cette catégorie sont très proches du seuil minimal de 1Mb,

la visibilité de ceux-ci est très faible. À l'intérieur de cette classe, il est raisonnable de sup-

poser que tous les champs possèdent quasiment la même visibilité h0. Ensuite, les champs

de cette catégorie sont en très grand nombre dans le bassin, soit N0 le nombre total de

champs de cette catégorie dans le bassin. D'après la modélisation (4.3), le nombre n0(t) des

champs de cette classe découverts avant une date t, suit une loi binomiale de paramètres n0

et ω(t) = 1 − exp (−h0t) ≈ h0t. Si h0t est �petit�, alors ω(t) est petit lui aussi, et par une

approximation classique3, il est alors possible de supposer que n0(t) suit une loi de Poisson

de paramètre N0h0t. La proposition suivante permet de donner une approximation de la loi

des temps de découvertes des petits champs.

Proposition 4.3.1. Soit hl une suite de réels positifs qui tend vers 0 lorsque l tend vers

l'in�ni. Pour tout l, soit une variable aléatoire Zl telle que Zl ∼ E(hl). Alors, pour tout t > 0,

(Zl|Zl ≤ t)
L−−−−→

l→+∞
U

où U ∼ U([0 t]).

Démonstration. Soit Ft,l la fonction de répartition de (Zl|Zl ≤ t). On a alors Ft,l(u) =
1−exp(−hlu)
1−exp(−hlt)

1110≤u≤t. D'où, lorsque l → +∞,

Ft,l → FU (u) :=
u

t
1110≤u≤t,

où FU est la fonction de répartition de la variable aléatoire U .

Sachant n0(t), les dates de découvertes des champs de la classe I0 mis à jours avant la

date t peuvent ainsi être modélisées par un échantillon i.i.d. de loi uniforme sur [0, t]. Tant

que la probabilité d'inclusion reste faible, n0(t) suit une loi de Poisson de paramètre N0h0t.

Il est alors justi�é de considérer la suite des temps de découvertes des petits champs comme

la réalisation d'un processus de Poisson homogène d'intensité µ0.

Soit (D
(p)
i )i≥1 la suite des découvertes, à chacune de ces dates nous associons la taille

du gisement découvert, que l'on note X
(p)
i . Les variables aléatoires X

(p)
i sont i.i.d. de loi

Par(α, 1, x0) la distribution de Lévy Pareto restreinte à [1, x0]. Finalement, nous modélisons

3Il faut pour cela que N0ω(t) ≈ 1, on véri�e par exemple en mer du Nord que N0 ≈ 103 et h0 ≈ 10−3
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le processus des découvertes de petits champs par un processus de Poisson marqué sur R
+,

dont la loi des marques est la distribution Par(α, 1, x0). La suite des découvertes ayant eu

lieu avant la date du présent t⋆ correspond donc à la restriction de ce processus sur [0, t⋆].

4.3.3 Dynamique de découverte des gisements de tailles supérieures

Nous nous intéressons maintenant aux découvertes de champs de tailles supérieures à x0.

Soit N le nombre total de gisements du bassin de tailles supérieurs à x0. La modélisation

repose sur les deux hypothèses suivantes.

� Les tailles des gisements de cette catégorie sont représentées par un échantillon i.i.d.

(X1, . . . , XN ) de distribution commune Par(α, x0,+∞).

� Les dates de découvertes Di sont indépendantes, et pour tout i = 1, . . . , N ,

(Di |Xi) ∼ E (h(X)) . (4.4)

Cependant, cette distribution ne correspond pas à l'échantillon des champs observés, c'est-à-

dire découverts avant aujourd'hui.

Échantillon des découvertes observées avant t⋆

Les bassins dont nous souhaitons prolonger le processus d'exploration sont des bassins

matures dont les gisements les plus importants ont été trouvés depuis longtemps. Dans ce cas,

les gisements de cette catégorie sont tous de tailles dans l'intervalle [x0, xmax], où xmax est la

taille du plus grand gisement du bassin. Par conséquent, pour un champ de taille X de cette

catégorie, nous avons

X ∼ Par(α, x0, xmax). (4.5)

D'après ce qui précède, la densité conditionnelle d'un couple (X, D) sachant X ∈ [x0, xmax]

est donnée par

g : (x, t) 7−→ αh(x) exp {−h(x)t} x−α−1

x−α
0 − x−α

k

111t≥0, x0≤x≤xk
(4.6)

Rappelons que t⋆ désigne la date du présent. À la date t⋆, un observateur ne voit en réalité que

les champs tels que D ≤ t⋆. La distribution d'un champ de taille dans [x0, xmax] et découvert

avant t⋆ correspond à la distribution de densité (4.6), tronquée au delà de t⋆. Soit le couple

(X⋆, D⋆) associé à l'un de ces gisements observés ; celui-ci a pour distribution

(X⋆, D⋆)
L
=
(
(X, D) | D ≤ t⋆

)
.

La densité g⋆ de (X⋆, D⋆) est dé�nie pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ R
+ par

g⋆(x, t) =
g(x, t)

Pdec(α, t⋆, h)
111t≤t⋆ , (4.7)
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où Pdec représente la probabilité qu'un champ de taille dans [x0, xmax] soit découvert avant t⋆.

Cette quantité vaut

Pdec(α, t⋆, h) = P (D ≤ t⋆|X ∈ [x0, xmax])

=
α

x−α
0 − x−α

max

∫ xmax

x0

∫ t⋆

0
h(x) exp {−h(x)t}x−α−1dxdt

= 1 − α

x−α
0 − x−α

max

∫ xmax

x0

exp {−h(x)t⋆}x−α−1dx .

Soit n le nombre (aléatoire) de gisements découverts à la date t⋆. Conditionnellement à n,

l'échantillon ((X⋆
1 , D⋆

1), . . . , (X
⋆
n, D⋆

n))i=1,...,n est i.i.d et chaque couple (X⋆
n, D⋆

n) a pour loi

jointe la densité donnée en (4.7). Dans toute la suite, a�n de pouvoir construire des estimateurs

de h, toutes les probabilités seront supposées conditionnelles à n, qui sera donc considéré

comme une quantité déterministe. Il nous faut maintenant préciser la forme retenue pour la

fonction de visibilité h.

Choix d'une forme de fonction de visibilité

Nous avons noté au chapitre précédent que le modèle idéalisé qui s'appuie sur une fonction

de visibilité proportionnelle à la taille (ou même puissance de la taille) n'est pas su�samment

réaliste. Dans le modèle de Lepez, la fonction ω est une fonction constante par morceaux,

la fonction de visibilité associée à ω est donc cette fois elle aussi constante par morceaux.

Pour le sujet qui nous préoccupe ici, à savoir la modélisation de l'exploration, l'utilisation de

fonctions de visibilité constantes par morceaux se confronte au problème suivant. D'une part,

nous savons que les réserves seuillées des gisements d'un bassin suivent la loi de Lévy-Pareto.

D'autre part, chacune des classes de la partition utilisée doit contenir un nombre su�sant de

champs pour des raisons évidentes de qualité d'estimation. La distribution de Lévy-Pareto

conduit donc à dé�nir pour les plus gros champs une classe qui est de grande amplitude. À

l'intérieur de celle-ci, on observe encore un e�et de la taille sur les temps de découverte, les

cinq plus gros (pour �xer les idées) sont en réalité découverts plus rapidement que les autres

champs de cette classe. Choisir une fonction de visibilité constante par morceaux entraînerait

alors une sous-estimation systématique des dates de découvertes de ces quelques champs. Or,

au début de l'exploitation du bassin, la production totale est pour l'essentiel dirigée par cette

petite population de champs géants. Ainsi modélisée, le début de la production serait alors

lui aussi sous-estimé du fait du retard systématique des dates de découvertes des plus gros

champs. Pour cette raison, dans la suite, nous ne pouvons utiliser de fonctions de visibilités

correspondants rigoureusement avec la modélisation de Lepez4.

Pour tenir compte des remarques précédentes, nous proposons d'utiliser une fonction de

4Notons que les critiques précédentes sur l'utilisation de fonctions constantes par morceaux ne sont pas
pertinentes dans le contexte de Lepez. En e�et, la procédure proposée par l'auteur vise avant tout à estimer
le potentiel de réserves du bassin, et ne prétend pas décrire la dynamique du processus d'exploration. Le
faible nombre de classes sélectionnées par cette méthode dans le cas de la mer du Nord (voir Lepez, 2002, p
191) montre bien que la modélisation avec une fonction ω constante par morceaux est su�sante pour estimer
correctement les réserves et le paramètre α de la loi de Lévy-Pareto. Nous verrons qu'en pratique il est même
préférable d'estimer préalablement le paramètre α par ce modèle pour simpli�er les procédures d'estimation
de la fonction de visibilité.
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visibilité h a�ne par morceaux et croissante. Cette modélisation permet de conserver le point

de vue non paramétrique de Lepez, tout en autorisant la visibilité à croître à l'intérieur des

classes de la partition sur laquelle h est dé�nie.

Soit m = (I1, . . . , Ik) une partition de taille k de [x0, xmax]. La partition est composée des

intervalles suivants,

I1 =]x0, x1], . . . , Ij =]xj−1, xj ], . . . , Ik =]xk−1, xmax],

avec 1 < x0 < x1 < . . . xj < . . . < xk = xmax. Associé à la partition m, soit l'ensemble Hm

composé de fonctions continues et a�nes par morceaux,

Hm =



h : x ∈ [x0, xmax] 7−→

k∑

j=1

{aj(x − xj−1) + bj}111x∈Ij
, (A,B) ∈ (R+)2k



 ∩ C+([x0, xmax])

où C+([x0, xmax]) désigne l'ensemble des fonctions continues et strictement positives sur [x0, xmax].

Les vecteurs A et B désignent respectivement (a1, . . . , ak) et (b1, . . . , bk). Pour toute fonction

h ∈ Hm, la condition de continuité impose que,

∀j ≥ 2, bj =

j−1∑

u=1

au(xu − xu−1) + b1. (4.8)

De plus, la condition de positivité équivaut à b1 > 0. L'ensemble Hm est donc entièrement

paramétré par le vecteur des pentes A ∈ (R+)k et le seul coe�cient b := b1 > 0. Notons qu'une

fonction h ∈ Hm n'admet clairement qu'une seule écriture de la forme
∑k

j=1{aj(x − xj−1) +

bj}111x∈Ij
avec les bj véri�ant (4.8), ce qui permet d'assimiler la fonction h aux coe�cients A

et b. Dans la suite, il nous sera parfois utile de noter h(A, b) ou encore h(A,B) la fonction de

visibilité h dé�nie par (A, b) ou (A,B).

Écriture des modèles

Soit Sm l'ensemble des densités g⋆ dé�nies comme en (4.7) à partir d'une partition m de

[x0, xmax],

Sm =

{
g⋆ : (x, t) 7→ α

h(x) exp {−h(x)t}
Pdec(α, t⋆, h)

x−α−1

x−α
0 − x−α

k

1110≤t≤t⋆, x1≤x≤xk
, α > 0, h ∈ Hm

}
.

Nous reviendrons au chapitre 6 sur la procédure d'estimation de g⋆ dans le modèle Sm

par maximum de vraisemblance, mais notons dès maintenant que le paramètre α de la loi de

Lévy-Paréto peut être supposé connu dans la dé�nition des modèles ci-dessus. Nous pourrions

construire un estimateur du maximum de vraisemblance qui s'appuie à la fois sur les X
(p)
i et sur

les X⋆
i . Une alternative plus simple consiste à estimer le paramètre α en utilisant la méthode

de Lepez, que nous avons exposée dans la section précédente. En e�et, nous avons rappelé que

cette méthode s'appuie sur une résolution explicite d'un système d'équation de vraisemblance

ce qui rend cette estimation plus �able. Nous préférons donc estimer α préliminairement de

cette façon ; ce paramètre est donc supposé connu à ce stade de l'étude. Nous considérons
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donc les ensembles

Sm(α) =

{
g⋆ : (x, t) 7→ α

h(x) exp {−h(x)t}
Pdec(α, t⋆, h)

x−α−1

x−α
0 − x−α

k

1110≤t≤t⋆, x1≤x≤xk
, h ∈ Hm

}
,

que nous noterons encore Sm dans la suite par abus de notation.

Proposition 4.3.2. Le modèle Sm est identi�able vis à vis de la paramétrisation en h et α.

Démonstration. Montrons que la paramétrisation du modèle est injective. Supposons �xés t⋆

ainsi qu'une partition m de [x0, xmax] de taille k . Soient α1 et α2 deux réels positifs, et soient

h1 et h2 deux fonctions de visibilité de l'ensemble Hm telles que pour tout x ∈ [x0, xmax] et

tout t ∈ [0, t⋆],

α1
h1(x) exp {−h1(x)t}

Pdec(α1, t⋆, h1)

x−α1−1

x−α1
0 − x−α1

max

= α2
h2(x) exp {−h2(x)t}

Pdec(α2, t⋆, h2)

x−α2−1

x−α2
0 − x−α2

max

. (4.9)

Pour t = 0, et pour x ∈ [x0, x1] ceci nous donne

α1

a
(1)
j x + b

(1)
j

Pdec(α1, t⋆, h1)

x−α1−1

x−α1
0 − x−α1

max

= α2

a
(2)
j x + b

(2)
j

Pdec(α2, t⋆, h2)

x−α2−1

x−α2
0 − x−α2

max

.

L'identi�cation des fonctions puissances implique que α1 = α2 = α. Pour x ∈ [x0, xmax] et

tout t ∈ [0, t⋆], l'identité (4.9) peut alors se simpli�er sous forme suivante

h1(x) exp {−h1(x)t}
Pdec(α, t⋆, h1)

= α
h2(x) exp {−h2(x)t}

Pdec(α2, t⋆, h2)
.

Fixons maintenant cette identité en un point x arbitraire. Les deux termes exponentiels,

comme fonctions de t ont nécessairement le même exposant, ce qui donne h1(x) = h2(x). Ceci

est vrai pour tout x ∈ [x0, xmax], nous avons donc h1 = h2. Nous avons vu plus haut que

h ∈ Hm n'admet qu'une seule écriture, ce qui permet de conclure.

Forme des partitions considérées

Nous expliquons maintenant pourquoi le seuil x0 ne sera pas intégré dans la procédure de

sélection d'une partition. Quitte à considérer la loi jointe de l'échantillon complet

((
X

(p)
1 , D

(p)
1

)
, . . . ,

(
X(p)

n0
, D(p)

n0

)
, (X⋆

1 , D⋆
1), . . . , (X

⋆
n, D⋆

n)
)

,

il serait pourtant tout à fait possible de proposer une famille de partitions m̃ de [1, xmax]

permettant de faire varier x0. Nous pourrions ainsi sélectionner le seuil optimal au sens d'un

critère statistique. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que l'un de nos objectifs princi-

paux est de proposer des prolongements du processus d'exploration. Or, nous avons vu que

l'approximation poissonnienne, présentée dans le section précédente, n'est valide que dans la

mesure où la classe des petits champs ne risque pas d'être épuisée. Il y a donc un danger que la

procédure de sélection de modèle choisisse un seuil x0 tel que l'approximation poissonnienne

ne soit plus valide dans le futur. C'est pourquoi il est préférable que le seuil x0 soit choisi une
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fois pour toutes par l'utilisateur5.

Notre problème est donc de choisir la meilleure partition m possible de l'ensemble [1, xmax]

au sens d'un critère statistique, a�n d'estimer �au mieux� la dynamique de l'exploration pétro-

lière sur celle-ci. Cet objectif relève d'une problématique de sélection de modèles en estimation

de densité. Le traitement statistique de ce problème est réalisé dans le chapitre suivant.

4.4 Production individuelle des gisements pétroliers

Dans cette section, nous nous intéressons aux production individuelle des gisements pé-

troliers, et plus particulièrement à la forme des courbes de production pétrolière.

4.4.1 Présentation du problème

On appelle pro�l de production la courbe de la production d'un champ en fonction du

temps, et on appelle pro�l de production normalisé la courbe de la production divisée par

les réserves totales du champ. Il est bien connu de l'industrie pétrolière que les pro�ls de

production normalisés des gisements importants n'ont pas la même allure que ceux des petits

champs. Les champs de petites réserves ont tendance à produire leurs réserves en peu de

temps, leur pic de production est atteint très tôt et la production décline ensuite rapidement.

En revanche, les gros champs produisent plus lentement leurs réserves, un plateau peut même

être observé au maximum de la production. La �gure 4.1 con�rme cette description pour une

comparaison des productions de trois champs en mer du Nord.

Ce principe est tout à fait naturel pour plusieurs raisons. D'abord, l'extraction est e�ec-

tuée par des puits de forage dont le diamètre et le débit sont nécessairement limités. Il est

par conséquent di�cile d'extraire rapidement une importante proportion des réserves d'un

grand champ du fait de ces limitations techniques. Ensuite, l'écoulement des hydrocarbures à

l'intérieur du gisement peut être plus au moins di�cile, selon la viscosité des hydrocarbures et

la porosité de la roche. Il faut alors forer à di�érents endroits du gisement, et ceci ne peut être

fait instantanément. En�n, on peut noter que seuls les champs su�samment gros font l'objet

de procédures de récupérations secondaires ou tertiaires permettant d'augmenter le taux de

récupération, ce qui a pour e�et de prolonger dans le temps la production du champ.

Nous proposons de valider ce principe en basant notre analyse sur une classi�cation (non

supervisée) d'un échantillon représentatif de courbes de production.

4.4.2 Classi�cation de courbes non supervisée par modèle de mélange

gaussien

Le cadre de la classi�cation de courbes est généralement le suivant. Nous disposons d'un

échantillon de n courbes dont nous souhaitons obtenir une classi�cation, et chaque courbe

est représentée par une suite de valeurs ordonnées dans le temps. Pour simpli�er supposons

que toutes les courbes sont composées d'un même nombre de points Q̃. Pour résoudre le

problème de classi�cation, de nombreux auteurs proposent de se ramener à la classi�cation

5Typiquement, x0 est de l'ordre de 10 à 20 Mb pour les trois bassins étudiés.
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Fig. 4.1: Productions normalisées par les réserves des champs Angus (14.6 Mb), Alwyn North
(308 Mb), et Beryl (1053 Mb) en mer du Nord.

non supervisée �classique� en projetant les courbes sur une base fonctionnelles de splines ou

d'ondelettes. C'est par exemple le cas dans les travaux de Abraham et al. (2003), García-

Escudero et Gordaliza (2005), Ma et al. (2006) et James et Sugar (2003). Dans tous ces

articles, une transformation B-splines des courbes est e�ectuée et di�érentes méthodes de

classi�cation sont ensuite utilisées sur ces données transformées.

Dans l'ensemble des travaux que nous venons de citer, le problème du choix du nombre

de composantes est soit omis, soit traité en utilisant des critères de choix qui ne s'appuient

pas sur des résultats théoriques (sauf dans le cas de James et Sugar (2003) où les auteurs

s'appuient sur une �fonction de distortion� pour choisir k). Les modèles de mélanges gaussiens

o�rent un cadre statistique adéquat pour choisir le nombre de composantes selon un critère

statistique imposé. Nous rappelons maintenant les principes fondamentaux de cette méthode

couramment utilisée en classi�cation non supervisée.

Classi�cation non supervisée par modèles de mélange gaussiens

Soit y = (y1, . . . ,yn), un échantillon i.i.d de même distribution de probabilité inconnue f

sur R
v, et nous proposons d'estimer cette quantité par un modèle de mélanges gaussien sur

R
v. Chaque composante du mélange est modélisée par une loi normale, et représente une sous

population qui est ainsi identi�ée. La densité d'un mélange Gaussian à K composantes s'écrit

donc sous la forme

t =

K∑

k=1

pkΦ(·|ηk,Σk)

où les pk sont les proportions du mélanges : pour tout k, 0 < pk < 1 avec
∑K

k=1 pk = 1, et

Φ(·|ηk, Λk) désigne une densité gaussienne v-dimensionnelle de moyenne ηk et de matrice de
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covariance Σk. La densité t est donc entièrement paramétrée par le vecteur des paramètres

(p1, . . . , pK , η1, . . . , ηK , Λ1, . . . ,ΣK).

Ce modèle de mélange peut être vu comme une structure à données manquantes dont les

données complètes seraient ((y1, z1), . . . , (yn, zn)) où z = (z1, . . . , zn) avec zi = (zi1, . . . , ziK)

et zik = 1 si yi appartient au k-ième groupe. Le vecteur des labels z dé�nit la classi�cation

dont on souhaiterait idéalement disposer. Une estimation du vecteur des paramètres peut être

obtenue grâce à un algorithme EM (Dempster et al., 1977), ce qui fournit automatiquement

une classi�cation des données par la règle du maximum a posteriori (MAP) :

ẑik =





1 if p̂kΦ(yi|η̂k, Λ̂k) > p̂lΦ(yi|η̂l, Λ̂l), ∀l 6= k

0 sinon.

Les modèles de mélanges gaussiens se di�érencient entre eux par la forme des matrices de

covariance Σk intervenant dans chacune des composantes. Considérons les décomposition sur

les sous-espaces propres de chacune des matrices Σk :

Σk = λkDk∆k
tDk,

où ∆k est une matrice de diagonale de déterminant 1, Dk est une matrice orthogonale et

λk est un réel positif. D'après Ban�eld et Raftery (1993) et Celeux et Govaert (1995), il est

possible de dé�nir 23 formes particulières de modèles de mélange en imposant des contraintes

particulières sur les matrices Dk, ∆k et les coe�cients λk. En adoptant les même notations

que dans Biernacki et al. (2006), voici quelques exemples de mélanges gaussiens qui seront

utilisés par la suite.

� Mélange [LBk] : les matrices Σk sont diagonales et de même déterminant.

� Mélange [LkBk] : les matrices Σk sont diagonales et peuvent dépendre de k.

� Mélange [LkCk] : aucune contrainte sur les matrices Σk qui peuvent de plus être di�é-

rentes.

4.4.3 Double intérêt de la sélection de variable

Les modèles de mélanges gaussiens permettent de ramener le problème de classi�cation

à un problème d'estimation de densité. Or, dans la plupart des situations concernées par la

classi�cation de courbes, le nombre de points Q̃ de chaque courbe est de l'ordre de n, voir même

beaucoup plus grand. Pour ce problème que l'on peut quali�er de �grande dimension�, la qualité

de l'estimation peut donc être altérée si celle-ci est e�ectuée dans un modèle comportant trop

de paramètres. Le problème de la dimension du modèle sur lequel les courbes sont projetées

est donc crucial pour aborder le problème de classi�cation. Pour répondre à cette question,

nous allons dé�nir une collection de modèles de dimensions variées et un critère statistique

pour choisir un modèle permettant de minimiser l'erreur d'estimation.

Soient x1, . . . , xn les données disponibles après projection des courbes dans un espace

E de dimension Q. La projection peut correspondre à une transformation de Fourier, une

transformée en ondelettes ou encore par B-splines des courbes initiales. Nous restons volon-
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tairement abstraits sur cette étape préliminaire de transformation des courbes, car le choix de

cette transformation des données dépend du contexte étudié. Nous imposons simplement à Q

d'être su�samment grand pour que la procédure de sélection de variables que nous allons dé-

tailler maintenant garde tout son sens. Les vecteurs x1, . . . , xn de R
Q sont considérés comme

des réalisations indépendantes d'une même distribution de probabilité s. Nous supposons de

plus que les données x1, . . . , xn sont centrées et réduites.

Soit v un sous-ensemble de {1, . . . , Q}. Pour le vecteur x de R
Q correspondant à une courbe

de l'échantillon, on note x[v] le sous-vecteur de x composé des variables d'indices dans v, et

x[vc] le sous-vecteur de x composé des variables restantes. Les variables sont naturellement

disposées dans les vecteurs x[v] et x[vc] par ordre croissant de leur indice dans x. Pour une

classi�cation reposant sur les variables du bloc v, nous dé�nissons un modèle S(K,v) de la

façon suivante,

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x[v]) Φ(x[vc] | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}
.

où v = |v|, et L(K,v) est une famille de densités de mélange gaussien sur R
v à K composantes.

La loi jointe des variables de classi�cation est modélisée par une distribution de modèle de

mélange gaussien alors que les variables restantes forment un vecteur de dimension Q−v et de

loi normale centrée réduite. La sélection d'un modèle S(K,v) parmi une collection disponible

conduit donc à une classi�cation des données, mais aussi à une sélection d'un bloc de variables

classi�cation.

Le recours à la sélection d'un bloc de variables de classi�cation a été motivé plus haut

par un argument de minimisation de l'erreur d'estimation de la densité s. Il est important

de souligner que la sélection de variables est aussi béné�que pour la classi�cation. En e�et,

certaines variables peuvent être inutiles pour e�ectuer la classi�cation, voir même jouer un

rôle néfaste vis à vis de cet objectif. Cet argument est avancé par de nombreux auteurs

pour développer des méthodes intégrant classi�cation et sélection de variables. Citons par

exemple les travaux de Law et al. (2004) où le concept de �feature saliency� est dé�ni pour

déterminer un ensemble de variables pertinentes pour la classi�cation. C'est le cas aussi dans

Raftery et Dean (2006) où le problème de la sélection de variables et de la classi�cation sont

reconsidérés comme un problème de sélection de modèles. Dans cet article, les variables dites

�non pertinentes� sont expliquées par les variables pertinentes pour la classi�cation par une

régression linéaire. Une version améliorée de cette méthode est aussi proposée dans Maugis

et al. (2007). Toujours dans le contexte des modèles de mélange gaussien, le problème de la

classi�cation et de sélection de variables simultanés est aussi étudié dans Bouveyron et al.

(2007) qui propose une méthode de réduction de dimension sur une collection de modèles

de mélanges. La méthode que nous proposons dans le chapitre suivant pour sélectionner

un modèle S(K,v) se distingue des travaux précédents par la dé�nition d'un nouveau critère

pénalisé qui repose sur des résultats théoriques démontrés plus loin.

Rappelons que notre objectif est aussi de déterminer quelles variables explicatives sont

cohérentes avec la classi�cation de courbes obtenues. Quitte à rajouter à chaque individu son

bloc de variables explicatives centrées réduites, une sélection de variables opérée sur l'ensemble
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de toutes les variables permet de répondre aussi à ce deuxième objectif. Nous allons maintenant

dé�nir de façon plus précise des collections de modèles adaptées à notre problème.

4.4.4 Dé�nition de collections de modèles adéquates

Nous considérons des collections de modèles pour les formes de mélanges gaussiens qui ont

été dé�nies à la section 4.4.2. Une collection est dite ordonnée si les blocs v de variables de

classi�cation sont des ensembles de la forme v = {1, . . . , v}, où v = |v|. On note M une telle

collection et dans le cas contraire la collection est dite non ordonnée et elle est notée M′.

Collections ordonnées

Dans le cas d'une collection ordonnée, on note S(K,v) le modèle de mélange à K compo-

santes et de bloc de variables de classi�cation v = {1, . . . , v} avec |v| = v,

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x1, . . . , xv) Φ(xv+1, . . . , xQ | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}
.

Les ensembles L(K,v) sont des familles de densité de mélanges gaussiens dont la forme, c'est-à-

dire le type de matrice variance-covariance autorisé dans les composantes du mélange, dépend

de la collection considérée. Nous dé�nissons les ensembles L(K,v) associés à trois collection de

modèles ordonnés.

� Collection M[LBk] :

L(K,v) =

{
K∑

k=1

pkΦ(·|µk, λΣk) ; λ > 0, Σk ∈ ∆1
(v), 0 < pk < 1,

K∑

k=1

pk = 1

}

où ∆1
(v) désigne l'ensemble des matrices diagonales dé�nies positives et de déterminant

1.

� Collection M[LkBk] :

L(K,v) =

{
K∑

k=1

pkΦ(·|µk,Σk) ; Σk = diag(σ2
k1, . . . , σ

2
kv), 0 < pk < 1,

K∑

k=1

pk = 1

}
.

� Collection M[LkCk] :

L(K,v) =

{
K∑

k=1

pkΦ(·|µk,Σk) ; Σk ∈ D+
(v), 0 < pk < 1,

K∑

k=1

pk = 1

}

où D+
(v) désigne l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives de tailles v × v.

Collections non ordonnés

Les modèles des collections non ordonnées sont notés S(K,v) où v désigne l'ensemble des

variables de classi�cation. Pour v = |v|, un modèle S(K,v) s'obtient à partir du modèle S(K,v)

de la collection ordonnée qui lui est associée en permutant l'ordre des variables. Il su�t pour
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cela de noter que

S(K,v) = {x ∈ R
Q 7→ f ◦ τ(x), f ∈ S(K,v)},

où τ est une permutation telle que (τ(x)1, . . . , τ(x)v)
′ = x[v]. Les collections de modèles non

ordonnées sont notées M′[LkBk], M′[LkCk] et M′[LBk].

4.5 Politique de mise en production des champs

Les nombreux éléments qui in�uencent la mise en production d'un champ ont été détaillées

dans le chapitre 1. Citons par exemple la quantité de réserves contenues dans le gisement, la

�scalité en vigueur, le prix du brut, l'accessibilité des hydrocarbures, la proximité d'autres

installations pétrolières (gisements, pipe-lines). Cependant, la première condition pour qu'un

gisement puisse être produit est évidemment que celui-ci ait été déjà découvert. À chaque

instant, les pétroliers disposent d'un stock de champs découverts et non encore produits, et

nous appelons politique de mise en production la façon et le rythme avec lesquels les champs

sont choisis dans le stock pour être mis en production.

A�n de dé�nir plus rigoureusement le stock de champs disponibles à une date t, nous

adoptons les notations suivantes. Soit NB le nombre total de gisements contenus dans le

bassin, le gisement i contient une quantités Xi de réserves en hydrocarbures, et soit Di sa

date de découverte. Pour u ≥ 1, soient Lu la suite des dates de mise en production, et Yu les

réserves du gisement lancés à la date Lu. On note en�n u(i) le rang de lancement du gisement

i, et si celui-ci n'est jamais mis en production, alors par convention u(i) = ∞. À chaque

instant t le stock de gisements, noté Stockt, est dé�ni par

Stockt =
{
i ∈ {1, . . . , NB} |Di ≤ t < Lu(i)

}
.

Il est très di�cile de reproduire exactement par des simulations la politique de mise en

production des compagnies pétrolières, il faudrait pour cela modéliser un grand nombre de

facteurs économiques. Cependant, on peut véri�er sur des bassins connus que les dates Lu

sont réparties dans le temps comme la réalisation d'un processus de Poisson dont l'intensité

varie lentement. De plus, pour rentabiliser rapidement leurs investissements très importants,

les compagnies pétrolières ont tout intérêt à produire en priorité les gisements les plus gros.

Il parait donc raisonnable de conditionner le choix dans le stock d'un gisement à mettre en

production, aux tailles de l'ensemble des champs composant le stock. Nous modélisons donc

le choix du gisement à l'instant Lu par un tirage biaisé par la taille dans l'ensemble StockLu .

Soit ωSt la fonction de biais associée à ce tirage.

En pratique, il nous paraît très di�cile de parvenir à estimer la fonction ωSt avec une

bonne précision. En e�et, le stock évolue au cours du temps, et il existe de plus des délais de

mise en production incompressible qui viennent perturber la modélisation simpli�ée que nous

venons de présenter. Plutôt que de tenter d'estimer ωSt, nous préférons adopter un point de

vue �exploratoire� en proposant des scénarios reposant sur des choix vraisemblables d'intensité

du processus L, et de fonction de biais ωSt. Le chapitre 7 est consacré à cette étude.
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4.6 Synthèse des problématiques statistiques relevées

De l'analyse des di�érents éléments nécessaires pour construire un modèle complet de la

production pétrolière à l'échelle d'un bassin, il apparaît que deux problèmes statistiques prin-

cipaux se posent pour la mise en application des modélisations proposées. Ces deux problèmes

sont d'une part le choix d'une partition m pour estimer la distribution des dates de décou-

vertes des gisements du bassin, et d'autre part du choix d'un modèle de mélange gaussiens

S(K,v) pour obtenir une classi�cation des pro�ls de production normalisés. Dans les deux

cas, il s'agit d'estimer une densité s inconnue à partir d'un échantillon composé de quelques

centaines d'individus. Dans ce cadre, la minimisation de l'erreur d'estimation sur l'ensemble

des estimateurs du maximum de vraisemblance associés à une collection de modèles apparaît

comme un critère naturel pour choisir un modèle dans la collection. Dans le chapitre suivant,

nous traitons ces deux problèmes statistiques qui relèvent tous deux de la sélection de modèles

pour l'estimation de densité.
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Chapitre 5

Sélection de modèle pour l'estimation

de densité

Dans la première section de ce chapitre, nous rappelons le cadre statistique de la sélection

de modèles pour l'estimation de densité et nous donnons un théorème général établi par

Massart qui nous permet de déterminer des critères pénalisés d'abord pour des collections

de modèles de mélanges gaussiens, et ensuite pour la collection de modèles dé�nie dans le

contexte de l'exploration pétrolière.

5.1 Rappels sur la sélection de modèles pour l'estimation de

densité

5.1.1 Estimation de densité par maximum de vraisemblance et sélection

de modèles

Soit X1, . . . , Xn un échantillon i.i.d, avec Xi ∈ R
d de densité de probabilité s inconnue

pour la mesure de Lebesgue sur R
d. Soit S l'ensemble de toutes les densités pour la mesure de

Lebesgue sur R
d. La méthode du maximum de vraisemblance, qui consiste à trouver les para-

mètres d'un modèle qui maximisent la vraisemblance des observations, peut être réinterprétée

comme une méthode de minimisation de contraste. Pour cela, nous considérons le contraste

γ(t, .) = − ln{t(·)}. Soit le contraste empirique

γn(t) = − 1

n

n∑

i=1

ln {t(Xi)}

associé à γ. Dans ce contexte, la fonction de perte dé�nie par l(s, t) = E[γn(t)]− E[γn(s)] est

exactement l'information de Kullback-Leibler. Celle-ci est dé�nie pour deux densités f et g

de S par

KL(f, g) =

∫
ln

{
f(x)

g(x)

}
f(x) dx
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si f dx est absolument continue par rapport à g dx, et +∞ sinon. La densité s est l'unique

fonction de S telle que

s = argmin
t∈S

∫
γ(t, x)s(x) dx.

Soit S un sous-ensemble de S, l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de s sur S

est dé�ni par

ŝ := argmin
t∈S

γn(t).

En remplaçant ainsi γ par γn et S par S, on s'attend à ce que l'estimateur obtenu soit proche

de la véritable densité s, au moins dans le cas où s n'est pas �trop loin� du modèle S et pour

n su�samment grand.

Dans le contexte de la sélection de modèles qui est le notre, nous disposons d'une collection

de modèles (Sm)m∈Mn et d'un estimateur du maximum de vraisemblance ŝm pour chacun

d'entre eux. Comme les notations le suggèrent, la collection de modèle est autorisée à dépendre

de la taille n de l'échantillon observé. Notons de plus qu'il n'est pas nécessaire de supposer

que la densité s appartiennent à l'un des modèles de la collection. Nous souhaitons utiliser

l'EMV associé au �meilleur modèle�, au sens d'un certain critère statistique. Dans le cadre de

l'estimation de densité, un critère naturel est la minimisation de l'erreur moyenne d'estimation

(ou risque d'estimation), que l'on dé�nit pour un estimateur ŝm par

R(ŝm) = E[KL(s, ŝm)].

Idéalement, nous souhaiterions sélectionner le modèle minimisant cette quantité. Cependant,

ceci est impossible en pratique car le risque dépend de la densité s qui est inconnu ; la densité

m̃ qui minimise le risque d'estimation pour la collection (Sm)m∈Mn est appelée oracle. Une

procédure de sélection de modèle est considérée de bonne qualité si celle-ci permet de sélec-

tionner un modèle dont l'EMV a les mêmes performances que celle de l'oracle. Une inégalité

oracle permet de mettre en évidence de telles propriétés de façon non asymptotique :

E[KL(s, ŝm)] ≤ CE

[
inf

mMn

{KL(s, ŝm) + R(m, n)}
]

où C est une constante et R(m,n) est un terme de reste qui ne doit pas être trop grand devant

le terme de risque.

5.1.2 Critère pénalisé

Puisque le risque de ŝm est égal à E
[∫

{γ(ŝm) − γ(s)}s dx
]
, la minimisation de ce risque

est équivalente à la minimisation la quantité E[
∫

γ(ŝm)s dx]. Une proposition naturelle pour

sélectionner un modèle dans la collection serait de choisir celui pour lequel l'EMV minimise le

critère γn(ŝm). Cependant, cette méthode conduit à sous-estimer le risque R(m) et le critère

obtenu sélectionnerait systématiquement les grands modèles. Cette sous-estimation (que l'on

quali�e d'erreur de substitution) dépend en réalité de la complexité des modèles, les procédures
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de pénalisation consistent alors à considérer des critères de la forme

crit(m) = γn(ŝm) + pen(m)

où pen : Mn 7→ R est une fonction qui mesure la complexité des modèles et permet de pé-

naliser les modèles de trop grande complexité. Les premières procédures de pénalisation pour

l'estimation de densité ont été proposés dans les années 70 par Akaike (1973). L'heuristique

proposée par Akaike conduit à considérer une pénalité de la forme Dm

n où Dm est la dimension

du modèle Sm. Le point de vue d'Akaike peut être quali�é d'asymptotique puisque dans l'heu-

ristique qu'il propose, la taille de l'échantillon est sensée tendre vers l'in�ni indépendamment

de la collection de modèles.

Avec les travaux de Ledoux et Talagrand (voir Ledoux et Talagrand, 1991; Talagrand,

1995) sur le phénomène de concentration de la mesure, Birgé et Massart ont pu développer une

approche non asymptotique de la pénalisation dont une présentation générale est disponible

dans les notes de Saint-Flour de Massart (2007). Dans ce cadre, la taille n de l'échantillon

est �xé et la collection de modèles peut être dé�nie en fonction de n. L'objectif de l'approche

non asymptotique est de dé�nir des pénalités conduisant à des inégalités de type oracle.

Pour exploiter les résultats de concentration de la mesure dans le contexte de la sélection

de modèles, le point de départ est le suivant (voir par exemple Massart, 2007, p.9) : pour tout

m ∈ M et tout sm ∈ Sm, nous pouvons écrire d'après les dé�nitions précédentes que

KL(s, ŝm̂) ≤ KL(s, sm) + pen(m) − pen(m̂) + γ̄n(sm) − γ̄n(ŝm̂),

où γ̄n est le processus empirique centré dé�ni par γ̄n(t) = γn(t) − E[γn(t)]. Pour obtenir une

inégalité oracle, la fonction de pénalité doit être choisie de façon à annihiler les �uctuations

de γ̄n(sm) − γ̄n(ŝm̂). Soit Z = ζ(X1, . . . , Xn) avec ζ une fonction mesurable de R
n dans R.

De façon générale une inégalité de concentration est une inégalité de la forme

P[Z − E(Z) ≥ x] ≤ exp

(
−x2

2v

)
, pour tout x ≥ x0,

où v est un majorant de la variance de Z et x0 est une fonction explicite de n et v. De même,

une majoration de la même forme pour les déviations de Z à gauche de son espérance est encore

appelée inégalité de concentration. Les inégalités de Talagrand permettent de contrôler par

une inégalité exponentielle les déviations de γ̄n(sm)− γ̄n(ŝm̂), uniformément dans un modèle

de la collection. Á ce stade deux situations sont possibles :

� Dans certains cas favorables, il est possible de contrôler �nement l'espérance de γ̄n(sm)

en fonction de la dimension des modèles. Les inégalités de Talagrand permettent alors

d'aboutir à des inégalités oracle avec constantes explicites. C'est par exemple le cas

pour les résultats obtenus par Castellan dans le cadre de l'estimation de densité par des

histogrammes (Castellan, 1999), et pour l'estimation de densité dans des modèles expo-

nentiels (Castellan, 2003). Notons que la méthode d'estimation développée par Lepez

(2002) dans le contexte des réserves pétrolières s'appuie sur les travaux de Castellan.

� Dans les cas plus complexes, on ne peut exprimer facilement l'espérance de γ̄n(sm) en
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fonction de la dimension des modèles. Les inégalités oracle ne permettent plus alors

d'obtenir des bornes de risque raisonnables. Pour ces situations plus délicates, Massart

(2007, section 7.4) propose une méthodologie s'appuyant sur un théorème général qui

donne une condition su�sante pour garantir une inégalité oracle.

Le reste de cette section est consacrée à la description de la deuxième des deux alternatives

présentées ci-dessus.

5.1.3 Sélection de modèles et entropie

Plutôt que de se baser directement sur la dimension des modèles pour dé�nir une pénalité

convenable, les résultats obtenus par Massart dans ce contexte s'appuient sur la notion l'en-

tropie à crochets, qui permet elle aussi de donner une mesure de la taille d'un ensemble. Nous

rappelons maintenant quelques dé�nitions nécessaires avant d'énoncer le théorème général que

nous utiliserons.

La norme ‖√f −√
g‖

2
entre deux fonctions positives f et g de L1 est notée dH(f, g).

Lorsque f et g sont des densités par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
Q, d2

H(f, g)

correspond au double de la distance de Hellinger au carré entre f et g. Dans la suite, dH(f, g)

sera appelé par abus distance de Hellinger, même lorsque f et g ne sont pas des densités. Soit

S un sous-ensemble de S. Un ε-recouvrement de crochets de S pour dH est un ensemble de

paires de fonctions intégrables (l1, u1), . . . , (lq, uq) telles que

� pour tout f ∈ S, il existe j ∈ {1, . . . , q} tel que lj ≤ f ≤ uj ,

� pour tout j ∈ {1, . . . , q}, dH(lj , uj) ≤ ε.

On note N[.](ε, S, dH) le nombre minimal de ε-crochets nécessaire pour recouvrir S et l'entropie

à crochets est dé�nie par H[.](ε, S, dH) = ln
{
N[.](ε, S, dH)

}
.

Soit (Sm)m∈M une famille au plus dénombrable de modèles composés de densités de

probabilité pour la mesure de Lebesgue sur R
d. A�n d'éviter les problèmes de mesurabilité,

nous supposons satisfaite l'hypothèse de séparabilité suivante. Pour tout modèle Sm, il existe

un sous-ensemble dénombrable S′
m de Sm tel que pour tout t ∈ Sm, il existe une suite (tk)k≥1

d'éléments de S′
m telle que, pour tout x ∈ R

d, ln{tk(x)} → ln{t(x)} lorsque k → +∞.

Ensuite, nous supposons aussi que pour tout m, la fonction ε 7→
√
H[.](ε, Sm, dH) est

intégrable en 0, et qu'il existe une fonction Ψm dé�nie sur R+ véri�ant la propriété suivante,

(P1) : Ψm est croissante, x 7→ Ψm(x)/x est décroissante sur ]0,+∞[, et

pour tout ξ ∈ R+ et tout u ∈ Sm,

∫ ξ

0

√
H[.](x, Sm(u, ξ), dH) dx ≤ Ψm(ξ),

où Sm(u, ξ) := {t ∈ Sm; dH(t, u) ≤ ξ}.

Nous notons KL(s, Sm) := inf
t∈Sm

KL(s, t) pour tout m ∈ M. Sous les hypothèses précé-

dentes, Massart (2007, Théorème 7.11) énonce le résultat suivant.

Théorème 5.1.1. Soit X1, . . . , Xn un échantillon i.i.d, avec Xi ∈ R
d de densité de probabilité

s inconnue pour la mesure de Lebesgue sur R
d. Pour tout m, ŝm désigne l'estimateur du
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maximum de vraisemblance de s dans le modèle Sm. Soit (ρm)m∈M une famille de poids

positifs tels que ∑

m∈M
e−ρm = Υ < ∞.

Pour tout m ∈ M soit une fonction Ψm satisfaisant la propriété (P1). On considère alors

l'unique solution ξm de l'équation

Ψm(ξ) =
√

n ξ2.

Pour une pénalité pen : M → R+, soit le critère de log-vraisemblance pénalisé

crit(m) = γn(ŝm) + pen(m).

Sous les hypothèses précédentes, il existe des constantes absolues κ et C telles que, pour tout

m ∈ M, si

pen(m) ≥ κ
(
ξ2
m +

ρm

n

)
(5.1)

alors la variable aléatoire m̂ qui minimise le critère crit sur M existe, et de plus,

E
[
d 2

H(s, ŝm̂)
]
≤ C

[
inf

m∈M
{KL(s, Sm) + pen(m)} +

Υ

n

]
. (5.2)

5.1.4 Discussion

Les méthodes utilisées pour démontrer ce résultat ne permettent par d'évaluer avec pré-

cision les constantes en jeu dans la pénalité et l'inégalité oracle. C'est pourquoi, dans les

applications de ce théorème à des situations particulières, nous ne chercherons pas non plus

à donner de valeurs aux constantes rencontrées. La forme de la pénalité ainsi que la borne

de risque non asymptotique dans le théorème 5.1.1 doivent être considérés d'un point de vue

qualitatif. Essentiellement, ces résultats nous donnent la forme générale de la pénalité à uti-

liser pour la méthode de la pente (Birgé et Massart, 2006) qui permet dans un second temps

de calibrer la pénalité en fonction des données. Cette méthode est exposée en détail dans la

section 6.1.

L'inégalité (5.2) fait intervenir la distance de Hellinger dans le terme de droite, et l'infor-

mation de Kullback-Leibler dans le terme de gauche ce qui peut d'abord paraître gênant car

ces deux métriques ne sont pas rigoureusement équivalentes. Il est cependant possible de se

ramener à une borne de risque entièrement exprimée à l'aide de la distance de Hellinger en

utilisant le résultat suivant, donné dans ce but par Massart (2007, lemme 7.23). Pour P et Q

deux mesures de probabilités telles que P est absolument continue par rapport à Q, alors

d2
H(P,Q) ≤ 2 KL(P,Q) ≤

(
2 +

∥∥∥∥
dP

dQ

∥∥∥∥
∞

)
d2

H(P,Q).

Quitte à supposer qu'il existe une constante M telle que

sup
t∈ ∪

m∈M
Sm

∥∥∥s

t

∥∥∥
∞

≤ M,
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nous obtenons alors une inégalité de la forme

E
[
d 2

H(s, ŝm̂)
]
≤ C ′

[
inf

m∈M
{d2

H(s, Sm) + pen(m)} +
Υ

n

]
, (5.3)

où d 2
H(s, Sm) := inf

t∈Sm

d 2
H(s, t).

L'un des intérêts essentiels du théorème 5.1.1 est que celui-ci ne nécessite pas que la vraie

densité s soit dans la collection de modèles considérée. Cette propriété est très satisfaisante

car en pratique, une densité n'est jamais �réellement� dans la collection de modèles. Notons

que cette propriété dispense aussi de tout travail de validation de modèles. Évidemment, la

borne de risque sera cependant d'autant plus �ne que la densité s est bien approchée par la

collection de modèles proposée pour l'information de Kulback-Leibler.

Les hypothèses du théorème 5.1.1 portent essentiellement sur le contrôle de l'entropie

métrique à crochet des modèles considérés. Sans rentrer dans une description précise des

outils théoriques qui permettent de démontrer le théorème, signalons que l'un des ingrédients

principaux de la preuve est une inégalité maximale pour un processus empirique de la forme

Z = sup
f∈F

1
n

∑n
i=1 f(Xi) (voir Massart, 2007, théorème 6.3 p.193) où F est une classe de

fonctions associée à l'un des ensembles de densités Sm(u, ξ). Cette inégalité exponentielle fait

directement intervenir l'entropie métrique à crochet de la classe F , ce qui explique pourquoi le

théorème 5.1.1 requiert aussi des hypothèses de cette nature. Notons de plus que l'hypothèse

(P1) touche à l'entropie métrique de façon locale puisqu'elle fait intervenir les ensembles

Sm(u, ξ). Nous verrons qu'il est souvent di�cile de contrôler précisément ces entropies locales.

Dans la plupart des cas, nous ne pouvons que majorer les entropies locales par l'entropie du

modèle Sm tout entier. Nous discutons les conséquences de cet inconvénient sur la forme de

la pénalité obtenue dans chacune des deux situations étudiées dans les sections 5.2 et 5.3.

En�n, il est important de souligner que puisque les constantes κ et C ne dépendent pas de

la collection de modèles M, il est possible de choisir la collection de modèles en fonction de la

taille de l'échantillon. Ce principe a notamment été utilisée auparavant par Castellan (1999)

pour des résultats concernant l'estimation de densités par histogrammes, et nous suivons la

même démarche pour dé�nir des poids convenables dans le cas de la collection de modèles

consacrée à l'étude de l'exploration pétrolière.

5.2 Sélection de modèles de mélanges gaussiens

En collaboration avec Cathy Maugis.

Les modèles de mélanges gaussiens S(K,v) présentés au chapitre précédent nous placent

dans un contexte où l'application du théorème 5.1.1 est légitime. En e�et, pour une densité

de mélange, la log-vraisemblance fait apparaître le logarithme d'une somme, ce qui rend

délicat une utilisation �ne des inégalités de Talagrand. De plus, l'utilisation des inégalités

de concentration (voir par exemple (5.50) p.170 dans Massart, 2007) nécessiterait de borner

uniformément sur les modèles la quantité ‖γ̄n(sm)−γ̄n(t)‖∞, ce qui revient dans notre contexte

à contrôler des rapports de densités de mélanges gaussiens uniformément sur RQ. Or, la plus
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plupart du temps, de tels rapports ne sont pas bornés si les matrices de variance-covariance

sont distinctes. Ces di�érents obstacles nous empêchent d'utiliser directement les inégalités de

concentrations ; nous allons donc nous appuyer sur le théorème 5.1.1 pour établir des résultats

de sélection de modèle pour les familles de modèles de mélanges considérés.

5.2.1 Résultats principaux

Les deux théorèmes qui suivent exposent les résultats obtenus d'abord dans le cas ordonné,

puis dans le cas non ordonné.

Cas ordonné

Dans le cas ordonné, le bloc des variables de classi�cation est de la forme {1, . . . , v}. Pour
les trois types de collections de mélanges gaussiens considérés, les modèles S(K,v) sont tels que

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x1, . . . , xv) Φ(xv+1, . . . , xQ | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}
.

Nous obtenons des résultats pour les collections de mélanges qui sont dé�nies par les familles

de densités L(K,v) précisées ci-dessous. Chaque collection correspond à une certaine forme de

matrice variance-covariance pour les composantes des mélanges choisis dans L(K,v). Notons que

par rapport aux dé�nitions proposées au chapitre précédent, des hypothèses supplémentaires

ont été rajoutées de façon à borner les paramètres des mélanges.

� Collection M[LBk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, λΣk);
λ ∈ [σm

2, σM
2], Σk ∈ ∆1

(v)(σm
2, σM

2)

µk ∈ [−a, a]v, 0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





où ∆1
(v)(σm

2, σM
2) désigne l'ensemble des matrices diagonales dé�nies positives de déter-

minant 1 dont les valeurs propres appartiennent à l'intervalle [σm
2, σM

2].

� Collection M[LkBk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, Σk);
Σk = diag(σ2

k1, . . . , σ
2
kv), σ2

k1, . . . , σ
2
kv ∈ [σm

2, σM
2]

µk ∈ [−a, a]v, 0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





.

� Collection M[LkCk] :

L(K,v) =





K∑

k=1

pkΦ(·|µk, Σk);
Σk ∈ D+

(v)(σm
2, σM

2), µk ∈ [−a, a]v

0 < pk < 1,
K∑

k=1

pk = 1





où D+
(v)(σm

2, σM
2) désigne l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives dont les

valeurs propres appartiennent à l'intervalle [σm
2, σM

2].

Dans le théorème qui suit, M désigne l'une des collections M[LkBk], M[LkCk] ou M[LBk].
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Théorème 5.2.1. Il existe des constantes κ, A et C telles que, si

pen(K, v) ≥ κ
D(K, v)

n

{
2A ln v + 1 − ln

(
1 ∧

[
D(K, v)

n
A ln v

])}

alors le modèle d'indice (K̂, v̂) qui minimise

crit(K, v) = γn(ŝ(K,v)) + pen(K, v)

sur M existe, et

E

[
d 2

H(s, ŝ(K̂,v̂))
]
≤ C

[
inf

(K,v)∈M
{KL(s, S(K,v)) + pen(K, v)} +

1

n

]
. (5.4)

De plus, les constantes κ et C sont absolues, et la constante A ne dépend que de σm, σM et a.

La preuve de ce théorème est donnée dans la section 5.2.3, celle-ci s'appuie sur des calculs

techniques d'entropie à crochets. Les bornes sur les entropies obtenues pour les modèles de

chacune des collections M[LkBk], M[LkCk] et M[LBk] sont respectivement démontrées dans

les sections 5.2.5, 5.2.6 et 5.2.7.

Cas non ordonné

Rappelons que les modèles des collections non ordonnées sont notées S(K,v) où v désigne

l'ensemble des variables de classi�cation. Pour v = |v|, un modèle S(K,v) s'obtient à partir du

modèle S(K,v) de la collection ordonnée qui lui est associée en posant

S(K,v) = {x ∈ R
Q 7→ f ◦ τ(x), f ∈ S(K,v)}, (5.5)

où τ est une permutation telle que (τ(x)1, . . . , τ(x)v)
′ = x[v]. Les collections de modèles non

ordonnées sont notéesM′[LkBk],M′[LkCk] etM′[LBk]. Dans le théorème suivant, l'ensemble

M′ correspond à l'une de ces trois collections.

Théorème 5.2.2. Il existe des constantes κ, A et C telles que, si

pen(K,v) ≥ κ
D(K,v)

n

(
2A ln v − ln

(
1 ∧

[
D(K, v)

n
A ln v

])
+

1

2
ln

[
8eQ

{D(K,v) − 1} ∧ (2Q − 1)

])

(5.6)

alors le modèle (K̂, v̂) qui minimise le critère

crit(K,v) = γn(ŝ(K,v)) + pen(K,v) (5.7)

sur la collection de modèles M′ existe, et

E

[
d 2

H(s, ŝ(K̂,v̂))
]
≤ C

[
inf

(K,v)∈M′
{KL(s, S(K,v)) + pen(K,v)} +

2

n

]
. (5.8)

De plus, les constantes κ et C sont absolues et la constante A ne dépend que de σm, σM et a.
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La preuve de ce résultat est donnée dans la section 5.2.3. D'après la relation (5.5), les

modèles S(K,v) et S(K,v) ont même entropie métrique. La preuve du théorème 5.2.2 ne se

distingue donc de celle du théorème 5.2.1 que par la dé�nition de poids di�érents. Le terme

logarithmique supplémentaire dans la pénalité (5.6) traduit la plus grande complexité de la

collection M′ dans le cas non ordonné.

Dans les deux théorèmes précédents, la constante A est identique pour les cas ordonné et

non ordonné pour un type de mélange �xé. Puisque la constante κ qui provient du théorème

5.1.1 est de tout façon inconnue, il serait inutile de chercher à évaluer A précisément.

5.2.2 Discussion

Contrairement aux situations classiques en statistique pour lesquelles le nombre de va-

riables Q est �xé alors que n tend vers l'in�ni, les deux résultats précédents permettent de

considérer les situations où Q augmente avec n. Pour les problèmes spéci�ques où le nombre

de variables est de l'ordre de n, voir même plus grand que n, les deux inégalités oracles (5.8)

et (5.4) montrent que le critère pénalisé est encore pertinent.

Bien les modèles LBk soient des sous-modèles de la famille LkBk, qui sont eux mêmes

des sous-modèles de la famille LkCk, les résultats des deux théorèmes précédents nécessitent

une démonstration spéci�que pour chacune des trois collections. En e�et pour que le terme

D(K, v) dans la pénalité corresponde réellement au nombre de paramètres libres dans chacune

des trois situations, il est nécessaire de mener les calculs d'entropie métrique pour chacun des

trois types de modèles.

Nous avons vu dans la discussion à la suite du théorème 5.1.1 qu'il est possible de se

ramener à une borne de risque qui ne fasse intervenir que la distance de Hellinger. Pour

‖x‖ → +∞, les densités de mélanges gaussiens des modèles ont tous le même comportement

qu'une densité gaussienne. Pour garantir, que

sup
t∈S(K,v)

∥∥∥s

t

∥∥∥
∞

≤ M,

il est donc naturel de supposer que s est à support compact, dans ce cas la borne M dépend de

a, σm, σM et ‖s‖∞, mais il n'est pas nécessaire de la connaître pour utiliser le critère pénalisé

en pratique.

Comme pour le théorème 5.1.1, les résultats obtenus doivent être interprétés de façon

qualitative puisque leur principal intérêt est de fournir la forme de la pénalité à minimiser

dans le critère. La méthode de la pente, une fois adaptée à ce contexte, permet dans un second

temps de calibrer la pénalité. Nous donnons une description de la procédure correspondante

dans la section 6.2.2.

Le terme D(K,v)
n ln

{
1/(1 ∧ AD(K,v)

n lnv)
}
que nous retrouvons dans les collections ordon-

nées et non ordonnées n'est probablement pas nécessaire pour dé�nir des pénalités optimales,

c'est à dire conduisant à des estimateurs minimisant le risque d'estimation. La présence de ce

terme est directement liée au fait que nous ne parvenons à contrôler l'entropie des modèles

que de façon globale et non de façon locale comme il serait idéalement nécessaire pour appli-

quer le théorème 5.1.1. Il est en e�et di�cile d'e�ectuer des recouvrements �ns des ensembles
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S(K,v)(u, ξ) := {t ∈ S(K,v); dH(t, u) ≤ ξ} ; nous majorons l'entropie de ces ensembles par celle

de S(K,v) tout entier. Nous verrons qu'en pratique, le facteur ln v dans le premier terme n'est

pas non plus nécessaire pour dé�nir des pénalités optimales. Une discussion est entièrement

consacrée à la mise en pratique de nos résultats dans la section 6.2.5 du chapitre suivant, nous

revenons à cette occasion sur la forme de la pénalité à utiliser en pratique.

Une façon de mettre en évidence qu'un estimateur est de �bonne qualité� est de considérer

son risque maximal sur une classe F de fonctions de densités. Les performances de l'estimateur

sont alors évaluées en comparant ce risque maximal au risque minimax sur la classe F ,

Rminimax := inf
ŝ

sup
s∈F

E

(
‖s − ŝ‖2

)

où la borne inférieure porte sur tous les estimateurs possibles ŝ. Généralement, on prend

pour la classe F des classes fonctionnelles de Hölder, de Sobolev, de Besov, ou encore des

ellipsoïdes de L
2. Si l'estimateur pénalisé atteint la borne de risque minimax sur une large

famille de classes fonctionnelles, sans utiliser la connaissance de la classe particulière à laquelle

appartient ss, on dit que celui est adaptatif. Le fait que les inégalités oracle obtenues dans les

théorèmes 5.2.2 et 5.2.1 soient valables pour toute densité s permet en particulier de majorer

le risque maximal de ŝ(K̂,Q)) (sans sélection de variables) pour la distance de Hellinger, sur

une classe de fonction F , par la quantité

C sup
s∈F

[
inf

(K,Q)∈M
{KL(s, S(K,Q)) + pen(K)} +

1

n

]
,

pour une collection de modèles ordonnés. Pour évaluer les performances de notre estimateur

pénalisé en terme de risque minimax, la di�culté principale que nous rencontrons alors n'est

pas d'ordre statistique, mais relève de l'approximation fonctionnelle. Pour une fonction s

choisie dans l'une des classes citées plus haut, il n'existe pas à notre connaissance de résultat

permettant de quanti�er de façon précise le biais KL(s, S(K,Q)) (ou pour n'importe quelle

autre métrique) entre la densité s et l'espace fonctionnel composé des densités de mélanges

gaussiens à K composantes. Même en dimension 1, nous n'avons pu trouver un tel résultat.

Á l'issue de ce travail de thèse, nous souhaitons ré�échir sur cette question a�n d'améliorer

les résultats obtenus ici. Notons qu'un résultat présenterait aussi un intérêt pour le domaine

de l'approximation fonctionnelle.

5.2.3 Preuve des résultats principaux

Cette section est consacrée à la démonstration des résultats principaux. Nous montrons ici

comment les bornes d'entropie à crochets calculées sur les modèles des di�érentes collections

permettent de dé�nir les pénalités. Pour cela, nous commençons par énoncer la proposition

suivante.

Proposition 5.2.1. Pour chacune des collections M[LkBk], M[LkCk] et M[LBk], il existe
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une constante A1 telle que pour tout ε ∈]0, 1]

H[.](ε, S(K,v), dH) ≤ D(K, v)

[
A1 ln v + ln

(
1

ε

)]
.

où la constante A1 ne dépend que de σm, σM et a.

Ce résultat est démontré dans les sections suivantes pour chacune des trois collections.

Puisque H[.](ε, S(K,v), dH) = H[.](ε, S(K,v), dH) pour |v| = v, la proposition est donc encore

valable pour les collections de modèles M′[LkBk], M′[LkBk] et M′[LkCk]. Nous montrons

maintenant comment cette proposition permet de véri�er que les modèles S(K,v) satisfont la

condition (P1) qui est nécessaire pour utiliser le théorème 5.1.1 ; la démarche est exactement

identique pour les modèles non ordonnés. Soit ξ > 0, en utilisant le lemme technique 5.2.18

donné en annexe dans la section 5.2.8, nous obtenons

∫ ξ

0

√
H[.](x, S(K,v), dH) dx ≤

√
D(K, v)

[
ξ
√

A1 ln v +

∫ ξ∧1

0

√
ln

(
1

x

)
dx

]

≤ ξ
√

D(K, v)

[
√

A1 ln v +

√
ln

(
1

1 ∧ ξ

)
+

√
π

]
.

On pose A2 =
√

A1 +
√

π et la fonction

Ψ(K,v) : ξ ∈ R
⋆
+ 7→ ξ

√
D(K, v)

{
A2

√
ln v +

√
ln

(
1

1 ∧ ξ

)}

véri�e clairement la condition (P1). Il nous faut ensuite trouver ξ⋆ tel que Ψ(K,v)(ξ⋆) =
√

n ξ2
⋆

pour en déduire l'expression de la pénalité minimale. Ceci revient à résoudre

√
D(K, v)

n

{
A2

√
ln v +

√
ln

(
1

1 ∧ ξ⋆

)}
= ξ⋆.

On note que la quantité ξ̃ =

√
D(K,v)

n A2

√
ln v véri�e ξ̃ ≤ ξ⋆, ce qui donne

ξ⋆ ≤
√

D(K, v)

n

{
A2

√
ln v +

√
ln

(
1

1 ∧ ξ̃

)}
,

et donc

ξ2
⋆ ≤ D(K, v)

n

{
2 A2

2 ln v + ln

(
1

1 ∧ D(K,v)
n A2

2 ln v

)}
. (5.9)

Á ce stade, il ne reste qu'à dé�nir des poids ρm convenables pour terminer la preuve des

théorèmes 5.2.1 et 5.2.2.
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Cas d'une collection M de modèles ordonnés

La famille de poids ρ(K,v) = D(K, v) véri�e
∑

(D,v)∈M e−ρ(K,v) = 1. En e�et,

card {(K, v) ∈ N
⋆ × {1, . . . , Q}; D(K, v) = D} ≤ D

et
∑

(K,v)

e−ρ(K,v) ≤ ∑
D≥1

D e−D ≤ 1. Il su�t alors d'appliquer le théorème 5.1.1 à chacune des

collections M avec les poids ρ(K,v) et la majoration (5.9) pour achever la preuve du théorème

5.2.1.

Cas d'une collection M′ de modèles non ordonnés

Nous dé�nissons maintenant des poids pour les trois collections M′[LkBk], M′[LkCk] et

M′[LBk]. Comme précédemment v désigne le cardinal de v.

Lemme 5.2.2. Pour chacune des trois collections, soit AD = {(K,v) ∈ N
⋆ × V; D(K,v) = D}.

Alors,

cardAD ≤





2Q si Q ≤ D−1
2(

2eQ
D−1

)D−1
2

sinon
.

Démonstration. 1. Pour la collection M[LkBk], nous avons

card {(K,v) ∈ N
⋆ × V; D(K,v) = D} = card [(K,v) ∈ N

⋆ × V; K{2 card(v) + 1} = D]

=
∞∑

K=1

Q∑

v=1

(
Q

v

)
111K(2v+1)=D

≤
∞∑

v=1

(
Q

v

)
111v≤Q∧⌊D−1

2
⌋.

Si Q ≤ ⌊D−1
2 ⌋, alors

∞∑
v=1

(
Q
v

)
111v≤Q∧⌊D−1

2
⌋ = 2Q. D'autre part, d'après la proposition 2.5

de Massart (2007), on a

∞∑

v=1

(
Q

v

)
111v≤Q∧⌊D−1

2
⌋ ≤ f

(⌊
D − 1

2

⌋)

avec f(x) =
(

eQ
x

)x
. Ceci nous donne que

Q∧⌊D−1
2

⌋∑

v=1

(
Q

v

)
≤





2Q si Q ≤ D−1
2(

2eQ
D−1

)D−1
2

sinon
.

2. La collection de modèles M[LBk] se traite de la même façon que la collection M[LkBk].
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3. Pour la collection de modèles M[LkCk], D(K,v) = K
[
1 + v + v{v+1}

2

]
et

cardAD ≤
Q∑

v=1

(
Q

v

)
111

1+ 3
2
v+ v2

2
≤D

≤
Q∑

v=1

(
Q

v

)
111v≤D−1

2
.

Nous retrouvons alors la même majoration que pour la collection M[LkBk].

Proposition 5.2.3. Pour chacune des trois collections M′ de modèles non ordonnés, on

considère la famille de poids
{
ρ(K,v)

}
(K,v)∈N⋆×V dé�nie par

ρ(K,v) =
D(K,v)

2
ln

[
8eQ

{D(K,v) − 1} ∧ (2Q − 1)

]
.

Alors,
∑

(K,v)∈N⋆×V
e−ρ(K,v) ≤ 2.

Démonstration. D'après le lemme 5.2.2,

∑

(K,v)∈N⋆×V
e−ρ(K,v) =

∞∑

D=3

exp

[
−D

2
ln

{
8eQ

(D − 1) ∧ (2Q − 1)

}]
card{(K,v); D(K,v) = D}

≤
∞∑

D=3

exp

[
−D

2
ln

{
8eQ

(D − 1) ∧ (2Q − 1)

}]{
2Q
111Q≤D−1

2
+

(
2eQ

D − 1

)D−1
2

111D−1
2

<Q

}

≤
2Q∑

D=3

exp

{
−D

2
ln

(
8eQ

D − 1

)
+

D − 1

2
ln

(
2eQ

D − 1

)}

+

∞∑

D=2Q+1

exp

{
−D

2
ln

(
8eQ

2Q − 1

)
+ Q ln(2)

}
.

La première somme véri�e,

exp

{
−D

2
ln

(
8eQ

D − 1

)
+

D − 1

2
ln

(
2eQ

D − 1

)}
= exp

{
−D

2
ln(4) − 1

2
ln

(
2eQ

D − 1

)}

≤ exp {−(D − 1) ln(2)}

car D ≤ 2Q. Pour la seconde somme, puisque D ≥ 2Q + 1, nous avons

exp

{
−D

2
ln

(
8eQ

2Q − 1

)
+ Q ln(2)

}
= exp

{
−3D

2
ln(2) + Q ln(2) − D

2
ln

(
eQ

2Q − 1

)}

≤ exp

{(
Q − D − 1

2

)
ln(2) − (D − 1) ln(2)

}

≤ exp{−(D − 1) ln(2)}.
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Et donc,

∑

(K,v)∈N⋆×V
e−ρ(K,v) ≤

∞∑

D=3

(
1

2

)D−1

≤ 2.

On achève la preuve du théorème 5.2.1 en appliquant le théorème 5.1.1 à chacune des

collections M′ avec les poids ρ(K,v) et la majoration (5.9).

5.2.4 Résultats préliminaires pour le calcul des entropies

Avant de calculer les entropies des modèles des trois collections, nous commençons par don-

ner ici quelques résultats que nous utiliserons à plusieurs reprises dans les sections suivantes.

Soit TK−1 le simplexe de dimension K − 1,

TK−1 :=
{
p = (p1, . . . , pK), ∀k = 1, . . . ,K, pk ≥ 0,

K∑

k=1

pk = 1
}

.

Le lemme suivant est dû à Genovese et Wasserman (2000), il nous permet de majorer l'entropie

métrique de TK−1.

Lemme 5.2.4. Si ε ≤ 1, alors

N[.] (ε, TK−1, dH) ≤ K(2π e)
K
2

(
1

ε

)K−1

.

La proposition suivante permet de ramener le calcul de l'entropie d'une famille de mélanges

au calcul de l'entropie pour les composantes du mélange. La démonstration de ce résultat peut

également être trouvée dans Genovese et Wasserman (2000).

Proposition 5.2.5. Soit WK une famille de distributions de mélanges sur R
d,

WK :=

{
K∑

k=1

pkfk ; ∀k = 1, . . . ,K, fk ∈ Fk , p = (p1, . . . , pK) ∈ TK−1

}

où les ensembles Fk sont des ensembles de densités pour la mesure de Lebesgue sur R
d. Alors,

N[.](ε,WK , dH) ≤ N[.]

(ε

3
, TK−1, dH

) K∏

k=1

N[.]

(ε

3
,Fk, dH

)
,

et donc

H[.](ε,WK , dH) ≤ H[.]

(
,
ε

3
TK−1, dH

)
+

K∑

k=1

H[.]

(ε

3
,Fk, dH

)
.

Nous ne pouvons utiliser une unique méthode pour calculer les entropies pour chacun des

trois type de modèles de mélange, et il nous faut exposer des preuves pour chacune des trois

situations dans les sections qui suivent.
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5.2.5 Entropies pour les modèles de la collection M[LkBk]

Cette section est consacrée à la preuve de la proposition 5.2.1 pour la collection de modèles

M[LkBk]. Dans ce but, nous commençons par majorer l'entropie métrique des ensembles F(v)

suivants,

F(v) =
{
Φ(·|µ,Σ); µ ∈ [−a, a]v, Σ = diag(σ2

1, . . . , σ
2
v), σ2

1, . . . , σ
2
v ∈ [σm

2, σM
2]
}

.

Proposition 5.2.6. On pose c1 = 5
8

(
1 − 2−

1
4

)
. Pour tout ε ∈]0, 1],

H[.](ε,F(v), dH) ≤ v ln

(
2 a

√
2

c1 σm2

)
+ 2v ln

(
8
σM
σm

)
+ 2v ln(

√
2 v) + 2v ln

(
1

ε

)
(5.10)

Démonstration. La preuve de l'inégalité (5.10) est une adaptation d'une preuve proposée dans

Genovese et Wasserman (2000) qui montre des résultats similaires pour des familles de densités

gaussiennes unidimensionnelles. L'idée principale consiste à dé�nir un réseau sur l'espace des

paramètres B =
{
(µ, σ2

1, . . . , σ
2
v) ∈ [−a, a]v × [σm

2, σM
2]

v} pour en déduire un recouvrement de

F(v) par des crochets pour la distance de Hellinger.

Soit ε ∈]0, 1] et δ = ε√
2v
. Pour tout j ∈ {2, . . . , r}, on pose

b2
j = (1 + δ)1−

j
2 σM

2

avec r =




2
ln



σM
2(1+δ)

σm

ff

ln(1+δ)



de façon à ce que b2

r ≤ σm
2 < σM

2 = b2
2. La notation ⌈h⌉ désigne le

plus petit entier supérieur ou égal à h. Ensuite, pour tout J = (j(1), . . . , j(v)) ∈ {2, . . . , r}v,

dé�nissons la matrice BJ par

BJ = diag(b2
j(1), . . . , b

2
j(v)) .

Nous considérons aussi les vecteurs

νJ = (ν
(J)
1 , . . . , ν(J)

v ) ∈ [−a, a]v

tels que

∀q ∈ {1, . . . , v}, ν(J)
q = σM

√
c1 δ (1 + δ)

1−j(q)
4 sq,

où sq ∈ Z ∩ [−A,A] avec A =

⌊
a δ−1 (1+δ)−

1−j(q)
4

σM
√

c1

⌋
. L'ensemble de tous les couples (νJ , BJ)

forme un réseau sur B que l'on note R(ε, v).

Cet ensemble R(ε, v) permet de construire des crochets qui dé�nissent un ε-recouvrement

de F(v). Soit une densité f(·) = Φ(·|µ,Σ) de F(v), nous considérons les deux fonctions





l(x) = (1 + δ)−v Φ(x|νJ , (1 + δ)−
1
4 BJ+1)

u(x) = (1 + δ)v Φ(x|νJ , (1 + δ) BJ)
.
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Dans ces fonctions, le vecteur d'indices J = (j(1), . . . , j(v)) est choisi pour que b2
j(q)+1 ≤ σ2

q ≤
b2
j(q) pour tout q dans {1, . . . , v}, et νJ véri�e de plus

(µ − νJ)′B−1
J+1(µ − νJ) ≤ c1 v δ2 (5.11)

avec la notation J +1 := (j(1)+1, . . . , j(v)+1). Nous véri�ons maintenant que [l, u] contient

f . L'inégalité (5.11) implique que

(µ − νJ)′B−1
J (µ − νJ) ≤ v

4
δ2. (5.12)

La proposition 5.2.19 permet de majorer le rapport de deux densités gaussiennes multidimen-

sionnelles. Ce résultat, avec l'inégalité (5.12) nous donne que

f(x)

u(x)
=

Φ(x|µ,B)

(1 + δ)v Φ(x|νJ , (1 + δ) BJ)

≤ (1 + δ)−
v
4 exp

[
1

2 δ
(µ − νJ)′ B−1

J (µ − νJ)

]

≤ 1.

La fonction h : δ 7→ 1 − (1 + δ)−
1
4 étant concave, nous avons donc que 1 − (1 + δ)−

1
4 ≥

δ(1 − 2−
1
4 ). Ceci, avec la proposition 5.2.19 et l'inégalité (5.11) permet de montrer que

l(x)

f(x)
=

(1 + δ)−vΦ(x|νJ , (1 + δ)−
1
4 BJ+1)

Φ(x|µ,B)

≤ (1 + δ)−
5v
8 exp

[
(µ − νJ)′ B−1

J+1(µ − νJ)

2[1 − (1 + δ)−
1
4 ]

]

≤ 1.

Par conséquent, le crochet [l, u] contient la fonction f .

Il nous faut maintenant calculer dH(l, u) et montrer que [l, u] est un ε-crochet.D'après le

corollaire 5.2.20,

d 2
H(l, u) = d 2

H

(
(1 + δ)−vΦ(·|νJ , (1 + δ)−

1
4 BJ+1), (1 + δ)vΦ(x|νJ , (1 + δ) BJ)

)

= (1 + δ)−v + (1 + δ)v − 2

{
2

(1 + δ)−
7
8 + (1 + δ)

7
8

} v
2

= 2 ch(v ln[1 + δ]) − 2︸ ︷︷ ︸
(i)

+2 − 2

[
ch

{
7

8
ln(1 + δ)

}]− v
2

︸ ︷︷ ︸
(ii)

.

En majorant séparément les termes (i) et (ii), nous obtenons que

d 2
H(l, u) ≤

{
sh(1) +

49

128

}
v2δ2

≤ 2 v2δ2

≤ ε2.
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En conséquence, la famille de paramètres R(ε, v) induit un recouvrement de F(v) par une

famille de ε-crochets.

Le cardinal de R(ε, v) fournit une majoration de N[.](ε,F(v), dH).

N[.](ε,F(v), dH) ≤ Card(R(ε, v))

≤
∑

J∈{2,...,r}v

v∏

q=1

{
2 a

σM
√

c1 δ (1 + δ)
1−j(q)

4

}

≤
{

2 a(1 + δ)
r−1
4

σM
√

c1δ

}v

(r − 1)v.

D'après la dé�nition de r, (1 + δ)
r−1
4 ≤ σM

σm

√
(1 + δ). Donc,

N[.](ε,F(v), dH) ≤
(

2 a

δ σm

√
1 + δ

c1

)v

2

ln
{

σM
2

σm2
(1 + δ)

}

ln(1 + δ)




v

≤
(

2
√

2 a

σm
√

c1

)v (
8 σM

2

σm2

)v

δ−2v

≤
(

2
√

2 a

σm
√

c1

)v (
8 σM

2

σm2

)v
(√

2v

ε

)2v

,

ce qui donne l'inégalité annoncée dans la proposition 5.2.6.

Fin de la preuve de la proposition 5.2.1 pour la collection M[LkBk]

Rappelons que

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x1, . . . , xv) Φ(xv+1, . . . , xQ | 0, IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}
,

ce qui implique que

H[.](ε,S(K,v), dH) = H[.](ε,L(K,v), dH).

D'après la proposition 5.2.5, l'entropie de L(K,v) peut être majorée de la façon suivante,

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤ H[.]

(ε

3
, TK−1, dH

)
+ K H[.]

(ε

3
,Fv, dH

)
.

Nous déduisons alors de la proposition 5.2.6 et du lemme 5.2.4 que

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤ Kv

[
ln

(
2 a

√
2

c1 σm2

)
+ 2 ln

(
8
σM
σm

)
+ 2 ln(

√
2 v)

]
+ lnK +

K

2
ln(2π e)

+ [K(2v + 1) − 1] ln

(
3

ε

)
.

La dimension du modèle S(K,v) a pour valeur D(K, v) = K(2v + 1) − 1, et il est alors clair

que

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤
(

A1 ln v + ln
1

ε

)
D(K, v)
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où la constante A1 ne dépend que de σm
2, σM

2 et a. Ceci achève la preuve de la proposition

5.2.1 pour la collection de modèles M[LkBk].

5.2.6 Entropies pour les modèles de la collection M[LkCk]

Cette section est consacrée à la preuve de la proposition 5.2.1 pour la collection de modèles

M[LkCk]. Nous adoptons la même démarche que celle utilisée pour la collection M[LkBk] en

majorant l'entropie métrique des ensembles F(v) suivants,

F(v) =
{

Φ(·|µ,Σ) ; µ ∈ [−a, a]v, Σ ∈ D+
(v)(σm

2, σM
2)
}

Proposition 5.2.7. Pour tout ε ∈]0, 1],

H[.]

(
ε,F(v), dH

)
≤ v(v + 1)

2
ln

(
6
√

3 σM
σm

)
+ v ln

(
6 a

σm

)

+ 2

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln(v) +

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln

(
1

ε

)
.

Une idée naturelle pour démontrer ce résultat serait d'utiliser la décomposition en valeurs

propres de la matrice Σ pour se ramener à la situation des matrices diagonales que nous avons

traitée dans le cadre de la collection M[LkBk]. Mais pour cela, il faudrait aussi être capable

de construire un réseau sur les matrices orthogonales qui interviennent dans l'opération de

changement de bases. Or, pour v > 3, il n'existe pas de paramétrage évident des matrices

orthogonales sur lequel s'appuyer pour construire un tel réseau. Une autre démarche doit donc

être proposée pour démontrer la proposition 5.2.7.

L'idée principale de la démonstration consiste à dé�nir un recouvrement adéquat de

D+
(v)(σm

2, σM
2) pour la norme uniforme, et d'utiliser ensuite celui-ci pour construire un re-

couvrement par des crochets de F(v) pour la distance de Hellinger. Dans ce qui suit, plusieurs

résultats techniques sont d'abord démontrés avant de dé�nir la famille de crochets permettant

de recouvrir F(v). La preuve de la proposition 5.2.7 est ensuite achevée par des arguments de

dénombrement. La �n de cette section est consacrée à la preuve de la proposition 5.2.1 pour

les modèles de la collection M[LkCk].

Dans la suite, nous adoptons les notations suivantes : ‖B‖∞ = max
1≤i,j≤v

|Bij | et |||B||| =

sup
‖x‖2=1

|x′Bx| = sup
λ∈vp(B)

|λ|, où vp(B) désigne l'ensemble des valeurs propres de B.

Dé�nition du réseau de matrices de covariance

Soit β > 0, nous dé�nissons le β-réseau R(β) sur D+
(v)(σm

2, σM
2) pour la norme uniforme de la

façon suivante,

R(β) =

{
A = (Aij)1≤i,j≤v; Aij = aijβ; aij = aji ∈ Z ∩

[
−
⌊

σM
2

β

⌋
,

⌊
σM

2

β

⌋]}
.
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Notons d'une part que R(β) est composé exclusivement de matrices symétriques, et d'autre

part que pour tout Σ dans D+
(v)(σm

2, σM
2), il existe A dans R(β) tel que

‖A − Σ‖∞ ≤ β. (5.13)

Pour ces deux matrices, le lemme suivant permet de comparer les valeurs propres de A et de

Σ.

Lemme 5.2.8. Soit Σ ∈ D+
(v)(σm

2, σM
2) et A ∈ R(β) tels que ‖Σ−A‖∞ ≤ β. Soient σ2

1, . . . , σ
2
v

et τ2
1 , . . . , τ2

v les valeurs propres respectives de Σ et A, rangées par ordre croissant et comptées

avec leur multiplicité. Alors, pour tout q ∈ {1, . . . , v}, nous avons

τ2
q − βv ≤ σ2

q ≤ τ2
q + βv.

Démonstration. Puisque ‖Σ − A‖∞ ≤ β, nous avons |||Σ − A||| ≤ βv. De plus, d'après le

théorème de Rayleigh, (voir Serre, 2002, théorème 3.3.2 p.49),

σ2
q = min

dim(F )=q
max

x∈F\{0}

x′Σx

‖x‖2
2

et τ2
q = min

dim(F )=q
max

x∈F\{0}

x′Ax

‖x‖2
2

,

où F est un sous-espace linéaire de R
v. On en déduit que pour tout q ∈ {1, . . . , v}, τ2

q − βv ≤
σ2

q ≤ τ2
q + βv.

Dé�nition de la famille de ε-crochets sur F(v)

Nous construisons maintenant des ε-crochets à partir de l'ensemble R(β). Soit f = Φ(·|µ,Σ)

une fonction de F(v) avec µ ∈ [−a, a]v et Σ ∈ D+
(v)(σm

2, σM
2). D'après (5.13), pour tout β > 0

il existe une matrice A ∈ R(β) telle que ‖A − Σ‖∞ ≤ β. Considérons les deux fonctions

suivantes,

u(x) = (1 + 2δ)v Φ (x| ν, (1 + δ)A) (5.14)

et

l(x) = (1 + 2δ)−v Φ
(
x| ν, (1 + δ)−1A

)
(5.15)

où les vecteurs ν et la quantité δ seront précisés plus loin de façon à ce que [l, u] soit un

ε-crochet de F(v) qui contienne f .

La proposition 5.2.19 donnée plus loin dans la section 5.2.8 permet de majorer le quo-

tient de deux densités gaussiennes multidimensionnelles. Le lemme suivant garantit que les

hypothèses de la proposition 5.2.19 sont bien véri�ées.

Lemme 5.2.9. On suppose que 0 < β < σm2

3v et on pose δ = 3βv
σm2

. Alors, (1 + δ)A − Σ et

Σ − (1 + δ)−1A sont deux matrices symétriques dé�nies positives. De plus, pour tout x ∈ R
v,

x′{(1 + δ)A − Σ}x ≥ βv‖x‖2
2 (5.16)

et

x′{Σ − (1 + δ)−1A}x ≥ βv‖x‖2
2. (5.17)
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Démonstration. Puisque |||A − Σ||| ≤ vβ, pour tout x 6= 0,

x′{(1 + δ)A − Σ}x = (1 + δ)x′(A − Σ)x + δx′Σx

≥ −(1 + δ) |||A − Σ||| ‖x‖2
2 + δ

2
σm ‖x‖2

2

≥ {δ 2
σm−(1 + δ)vβ}‖x‖2

2

≥
(

2

3
δ

2
σm−vβ

)
‖x‖2

2

car vβ ≤ σm2

3 . Alors, x′{(1 + δ)A − Σ}x ≥ vβ‖x‖2
2 > 0 d'après la dé�nition de δ. De façon

similaire, nous avons

x′{Σ − (1 + δ)−1A}x = (1 + δ)−1x′(Σ − A)x + {1 − (1 + δ)−1}x′Σx

≥
(

δ σm
2 −vβ

1 + δ

)
‖x‖2

2

≥ 2vβ

1 + δ
‖x‖2

2

≥ vβ‖x‖2
2 > 0.

Lemme 5.2.10. On suppose que β < σm2

3v et on pose δ = 3βv
σm2

. Alors,

f(x)

u(x)
≤ (1 + 2δ)−

v
2 exp

(‖µ − ν‖2
2

2βv

)

et
l(x)

f(x)
≤ (1 + 2δ)−

v
2 exp

(‖µ − ν‖2
2

2βv

)
.

Démonstration. Le lemme 5.2.9 garantie que sous ces hypothèses, (1 + δ)A−Σ est une matrice

symétrique dé�nie positive. Donc, d'après la proposition 5.2.19, nous avons

f(x)

u(x)
≤ (1 + 2δ)−1

√
|(1 + δ)A|

|Σ| exp

[
1

2
(µ − ν)′{(1 + δ)A − Σ}−1(µ − ν)

]
.

De plus, l'inégalité (5.16) implique que |||{(1 + δ)A − Σ}−1||| = {inf λ}−1 ≤ (βv)−1 où la

borne inférieure porte sur toutes les valeurs propres de (1 + δ)A − Σ. Puisque

(µ − ν)′{(1 + δ)A − Σ}−1(µ − ν) ≤ |||{(1 + δ)A − Σ}−1||| ‖µ − ν‖2
2,

on en déduit que

(µ − ν)′{(1 + δ)A − Σ}−1(µ − ν) ≤ ‖µ − ν‖2
2

vβ
.
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Ensuite, par le lemme 5.2.8,

|(1 + δ)A|
|Σ| = (1 + δ)v

v∏

q=1

τ2
q

σ2
q

≤ (1 + δ)v
v∏

q=1

(
1 +

βv

σ2
q

)

≤ (1 + δ)v

(
1 +

βv

σm2

)v

≤ (1 + 2δ)v,

d'où
f(x)

u(x)
≤ (1 + 2δ)−

v
2 exp

(‖µ − ν‖2
2

2βv

)
.

On montre de façon similaire en utilisant la proposition 5.2.19, l'inégalité (5.17) et le lemme

5.2.8 que
l(x)

f(x)
≤ (1 + 2δ)−

v
2 exp

(‖µ − ν‖2
2

2βv

)
.

La proposition suivante achève la construction de la famille des ε-crochets permettant de

recouvrir F(v).

Proposition 5.2.11. Pour tout ε ∈]0, 1], on pose δ = ε√
3 v

et β = σm2 ε
3
√

3v2 . L'ensemble de

crochets suivant



[l, u] ;

u(x) = (1 + 2δ)v Φ (x| ν, (1 + δ)A)

l(x) = (1 + 2δ)−v Φ
(
x| ν, (1 + δ)−1A

) ; A ∈ R(β), ν ∈ X (ε, a, σm
2, v)





où

X (ε, a, σm
2, v) =

{
ν = (ν1, . . . , νv); νq =

σm ε

3v
sq; sq ∈ Z ∩

[
−
⌊

3 a v

σm ε

⌋
,

⌊
3 a v

σm ε

⌋]}
,

forme un recouvrement par des ε-crochets de l'ensemble F(v).

Démonstration. Soit f(x) = Φ(x|µ,Σ) une fonction de F(v) avec µ ∈ [−a, a]v et Σ ∈ D+
(v)(σm

2, σM
2).

Il existe une matrice A dans R(β) telle que ‖Σ−A‖∞ ≤ β et ν dans X (ε, a, σm
2, v) qui satisfait

pour tout q de {1, . . . , v} l'inégalité |µq − νq| ≤ σm ε
3v . Considérons les deux fonctions l et u

dé�nies respectivement comme en (5.14) et (5.15). Puisque ‖µ − ν‖2
2 ≤ σm2 ε2

9v , en utilisant le

lemme 5.2.10, nous obtenons

f(x)

u(x)
≤ (1 + 2δ)−

v
2 exp

(√
3 ε

6

)
.
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On note ensuite que pour x dans [0, 2], ln(1 + x) ≥ x
2 , ce qui donne

ln

{
f(x)

u(x)

}
≤ −v

2
ln

(
1 +

2 ε√
3v

)
+

√
3 ε

6

≤ −v

2

ε√
3v

+
ε

2
√

3
≤ 0.

On montre de la même façon que ln
{

l(x)
f(x)

}
≤ 0, et donc l(x) ≤ f(x) ≤ u(x) pour x ∈ R

v.

Il reste à évaluer la longueur du crochet [l, u] pour la distance de Hellinger. En utilisant la

proposition 5.2.20, nous obtenons que

d 2
H(l, u) = (1 + 2δ)v + (1 + 2δ)−v −

{
2 − d 2

H(Φ(·|ν, (1 + δ)A),Φ(·|ν, (1 + δ)−1A))
}

= 2
(
ch{v ln(1 + 2δ)} − 1 + 1 − [ch{ln(1 + δ)}]− v

2

)

≤ 2

(
sh(1)v2δ2 +

1

4
v2δ2

)

≤ 3v2δ2 = ε2.

Fin de la preuve de la proposition 5.2.7

La famille des ε-crochets qui recouvre F(v) est dé�nie à partir des ensemblesR(β) et X (ε, a, σm
2, v).

Nous pouvons donc majorer le cardinal du nombre d'entropie de F(v) de la façon suivante,

N[.]

(
ε,F(v), dH

)
≤ card{R(β)} × card{X (ε, a, σm

2, v)}

≤
(

2σM
2

β

) v(v+1)
2
(

6 av

σm ε

)v

≤
(

6
√

3 σM
2v2

σm2ε

) v(v+1)
2 (

6 av

σm ε

)v

.

Nous en déduisons que

H[.]

(
ε,F(v), dH

)
≤ v(v + 1)

2
ln

(
6
√

3 σM
2

σm2

)
+ v ln

(
6 a

σm

)

+ 2

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln(v) +

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln

(
1

ε

)
.

Fin de la preuve de la proposition 5.2.1 pour la collection M[LkCk]

Pour compléter la preuve de la proposition 5.2.1, nous procédons comme pour la collection

M[LkBk] en notant tout d'abord que

H[.](ε,F(v), dH) = H[.](ε,L(K,v), dH).
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D'après la proposition 5.2.5,

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤ H[.]

(ε

3
, TK−1, dH

)
+ K H[.]

(ε

3
,F(v), dH

)
.

La proposition 5.2.5 et le lemme 5.2.4 nous donnent que

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤ lnK +
K

2
ln(2πe) + (K − 1) ln

3

ε

+
Kv(v + 1)

2
ln

(
6
√

3σM
2

σm2

)
+ Kv ln

(
6 a

σm

)

+ 2K

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln(Q) + K

{
v(v + 1)

2
+ v

}
ln

(
3

ε

)
.

La dimension du modèle S(K,v) a pour valeur D(K, v) = Kv(1 + v+1
2 ) + K − 1, il est alors

clair que

H[.](ε,L(K,v), dH) ≤ (A1 ln v + ln
1

ε
)D(K, v)

où la constante A1 ne dépend que de σm, σM et a, ce qui achève la preuve de la proposition

5.2.1 pour la collection M[LkCk].

5.2.7 Entropies pour les modèles de la collection M[LBk]

Pour cette dernière collection de modèles, il n'est pas possible de se ramener à des sous

familles F(v) comme pour les collections de modèles M[LkBk] et M[LkCk]. En e�et, pour

une densité de mélange t d'un modèle L(K,v), les matrices de covariance intervenant dans

le mélange t sont cette fois toutes de même volume, et il n'est plus possible de décomposer

l'ensemble L(K,v) comme dans la proposition 5.2.5.

Nous considérons cette fois les ensembles F(K,v) suivants,

F(K,v) =



(Φ(·|µ1, λΣ1), . . . ,Φ(·|µK , λΣK)) ;

σM
−2 ≤ λ ≤ σM

2, k = 1 . . .K

µk ∈ [−a, a]v, Σk ∈ ∆1
(v)(σm

2, σM
2)



 .

Soient deux fonctions l et u de R
v dans R

K telles que lk ≤ uk pour k = 1 . . .K, avec

les notations l(x) = (l1(x), . . . , lK(x)) et u(x) = (u1(x), . . . , uK(x)). L'ensemble [l, u] est

composé de toutes les fonctions f = (f1, . . . , fK) de R
v dans R

K telles que lk ≤ fk ≤ uk pour

k = 1 . . .K. Dans ce contexte, on dit que l'ensemble [l, u] est un ε-crochet si dH(lk, uk) ≤ ε

pour tout k ∈ {1, . . . ,K}. Nous dé�nissons alors de façon naturel le nombre d'entropie de

F(K,v) comme le cardinal minimal des familles de ε-crochets de la forme [l, u] recouvrant

l'espace F(K,v).

Pour démontrer la proposition 5.2.1 dans le cas de la collection M[LBk], nous utilisons la

propriété suivante qui est une version modi�ée de la proposition 5.2.5.

Proposition 5.2.12. Soient K ≥ 2 et v ≥ 1 des entiers. On suppose que {[ai, bi] , i ∈ I} est

une famille de ε
3 -crochets qui forme un recouvrement du simplexe τK−1, où ai := (a1i, . . . , aKi)

et bi := (b1i, . . . , bKi). On suppose de plus qu'il existe une famille de ε
3 -crochets {[lj , uj ] , j ∈ J}
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formant un recouvrement de F(K,v), avec lj := (l1j , . . . , lKj) et uj := (u1j , . . . , uKj). Pour tout

(i, j) ∈ I × J , soient Lij =
∑K

k=1 akilkj et Uij =
∑K

k=1 bkiukj. Alors, la famille

{[Lij , Uij ] , (i, j) ∈ I × J} forme un recouvrement de l'ensemble L(K,v) par des ε-crochets.

La démonstration de ce résultat est exactement identique à celle de la proposition 5.2.5

qui est démontrée dans Genovese et Wasserman (2000). La majoration de l'entropie métrique

de L(K,v) (ou de S(K,v)) se ramène donc à une majoration de l'entropie métrique de F(K,v).

Proposition 5.2.13. Il existe une constante A2 telle que pour tout ε ∈]0, 1],

N[.]

(
F(K,v)

)
≤
(
A2

v

ε

)K(2v−1)+1
,

et la constante A2 ne dépend que de σm, σM et a.

Nous allons démontrer ce résultat à l'aide de plusieurs lemmes techniques successifs. La

preuve de la proposition 5.2.1 est donnée à la suite, à la �n de cette section. Notons toute

d'abord que si v = 1, les entropies des modèles S(K,1) peuvent se calculer facilement en imitant

la méthode utilisée pour la collection M[LkBk]. Nous pouvons donc supposer dans la suite

que v ≥ 2.

Soit ε ∈]0, 1], et supposons �xés K ≥ 2 et v ≥ 2. On pose δ = ε
3v . Pour j = 1 . . . r, soit

b2
j = (1 + δ)1−

j
2 σM

2

où r =




2
ln



σM
2

σm2 (1+δ)

ff

ln(1+δ)



, de façon à ce que b2

r ≤ σm
2 et b2

2 = σM
2. De même, pour z = 0 . . . r′,

soit

λz = (1 + δ)−zσM
2,

où r′ =




ln



σM
2

σm2

ff

ln(1+δ)



, de façon à ce que λr′ ≤ σm

2 et λ0 = σM
2. Pour tout vecteur J =

(j(1), . . . , j(v − 1)) ∈ {2, . . . , r}v−1, les matrices Bl
J et Bu

J sont dé�nies par

Bl
J = diag

(
b2
j(1)+1, . . . , b

2
j(v−1)+1, σM

−2v+2(1 + δ)
SJ
2
−(v−1)

)
,

et

Bu
J = diag

(
b2
j(1), . . . , b

2
j(v−1), σM

−2v+2(1 + δ)
SJ
2
− v−1

2

)
,

avec SJ =
∑v−1

q=1 j(q). Dans la suite, pour q ∈ {1, . . . , v}, les notations Bl
J,q et Bu

J,q désignent

les coe�cients (q, q) des matrices Bl
J et Bu

J .

Lemme 5.2.14. Soit Σ ∈ ∆1
(v)(σM

−2, σM
2), et λ ∈ [σm

2, σM
2]. Alors, il existe J ∈ {2, . . . , r}v−1

et z ∈ {0, . . . , r′} tels que pour tout q ∈ {1, . . . , v},

λz+1 Bl
J,q ≤ λ Σqq ≤ λz Bu

J,q.

Démonstration. Soit z l'unique entier dans {0, . . . , r′} tel que λz+1 < λ ≤ λz. Par dé�nition

des bj , on peut trouver un vecteur J tel que Bl
J,q ≤ Σqq ≤ Bu

J,q pour q = 1, . . . , v − 1 ; ce qui

110



5.2 SELECTION DE DE MODELES POUR L'ESTIMATION DE DENSITE

donne l'encadrement voulu pour les v − 1 premières coordonnées. Puisque
∏v

q=1 Σqq = 1, on

a donc Σvv =
∏v−1

q=1 Σ−1
qq . On en déduit que

v−1∏

q=1

{
Bu

J,q

}−1 ≤ Σvv ≤
v−1∏

q=1

{
Bl

J,q

}−1
,

ce qui donne l'encadrement annoncé pour la dernière coordonnée.

Les matrices de covariance ainsi associées au couple (z, J) nous sont utiles pour dé�nir

les fonctions extrémités des crochets. Il nous faut aussi dé�nir des paramètres de centrage.

Pour un couple (z, J) �xé, on considère le maillage régulier de paramètres de centrage ν(zJ) =(
ν

(zJ)
1 , . . . , ν

(zJ)
v

)
∈ [−a, a]v tels que pour q ∈ {1, . . . , v − 1},

ν (zJ)
q = (1 + δ)−

j(q)+1
4

− z
2 σM

2√c1 δsq,

avec sq ∈ {−Nq, . . . , Nq} où Nq =

⌊
a(1+δ)

j(q)+1
4 + z

2√
c1 σM2δ

⌋
, et

ν (zJ)
v = (1 + δ)

SJ
4
− v+z

2 σM
2−v√c1 δsv,

avec sv ∈ {−Nv, . . . , Nv} où Nv =

⌊
a(1+δ)

v+z
2 −

SJ
4√

c1 σM2−vδ

⌋
, et c1 := 1−2−

1
4

2 . Pour un couple (z, J)

donné, ceci garantie que pour tout µ ∈ [−a, a], il existe un vecteur ν(zJ) du maillage tel que





v−1∑

q=1

(
ν(zJ)

q − µq

)2
(1 + δ)

j(q)+1
2

+z σM
−4



+

(
ν (zJ)

v − µv

)2
(1 + δ)−

SJ
2

+v+zσM
2v−4 ≤ c1 v δ2.

(5.18)

Pour un couple (z, J), et un paramètre ν(zJ) de la famille ci-dessus, on considère �nalement

les deux fonctions suivantes,





l(x) = (1 + δ)−2v Φ
(
x | ν(zJ), (1 + δ)−

1
4 λz+1 Bl

J

)

u(x) = (1 + δ)2v Φ
(
x | ν(zJ), (1 + δ)λz Bu

J

)
.

(5.19)

Soit λ ∈ [σm
2, σM

2], Σ ∈ ∆1
(v)(σm

2, σM
2), µk ∈ [−a, a]v, et on pose Φ := Φ(· |µ, λΣ). Il existe

λz et J tels que pour tout q ∈ {1, . . . , v},

λz+1 Bl
J,q ≤ λ Σqq ≤ λz Bu

J,q.

Il existe aussi un vecteur ν(zJ) du maillage, associé au couple (z, J), tel que la contrainte

(5.18) soit véri�ée pour le vecteur µ. Pour z, J et ce vecteur ν(zJ), on considère u et l les deux

fonctions dé�nies comme en (5.19).

Lemme 5.2.15. Sous les hypothèses précédentes, pour tout x ∈ R
d, l(x) ≤ Φ(x) ≤ u(x).

Démonstration. En appliquant le lemme 5.2.19 qui permet de majorer des quotients de den-
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sités gaussiennes, nous obtenons

Φ(x)

u(x)
≤ (1 + δ)−2v

√
|(1 + δ)λzBu

J |
|λΣ| exp

[
1

2
(ν(zJ) − µ)′ {(1 + δ)λzB

u
J − λΣ}−1 (ν(zJ) − µ)

]

≤ (1 + δ)−
v+1
2 exp

{
1

2δ
(ν(zJ) − µ)′(λzB

u
J )−1(ν(zJ) − µ)

}
.

Pour que Φ ≤ u, il su�t donc que (ν(zJ) − µ)′ (λzB
u
J )−1 (ν(zJ) − µ) ≤ 2δ v+1

2 ln(1 + δ), ou

encore que

(ν(zJ) − µ)′ (λzB
u
J )−1 (ν(zJ) − µ) ≤ δ2

2
(v + 1). (5.20)

En appliquant de nouveau le lemme 5.2.19 à Φ et l, nous obtenons cette fois

l(x)

Φ(x)
≤ (1 + δ)−2v

√
|λΣ|

|(1 + δ)−
1
4 λz+1Bl

J |
exp

[
1

2
(ν(zJ) − µ)′

{
λΣ − (1 + δ)−

1
4 λz+1B

l
J

}−1
(ν(zJ) − µ)

]

≤ (1 + δ)−
7
8
v− 1

2 exp

{
1

2δ(1 − 2−
1
4 )

(ν(zJ) − µ)′(λz+1B
l
J)−1(ν(zJ) − µ)

}
,

en utilisant la concavité de la fonction δ 7→ 1 − (1 + δ)−
1
4 . Pour que l ≤ Φ, il su�t donc que

(ν(zJ) − µ)′(λz+1B
l
J)−1(ν(zJ) − µ) ≤ (7

8v + 1
2) ln(1 + δ)(2δ)(1 − 2−

1
4 ), ou encore que

(ν(zJ) − µ)′(λz+1B
l
J)−1(ν(zJ) − µ) ≤ δ2(1 − 2−

1
4 )

v

2
. (5.21)

On véri�e �nalement que la condition (5.18) implique les inégalités (5.20) et (5.21).

Lemme 5.2.16. Sous les hypothèses précédentes, dH(u, l) ≤ ε.

Démonstration. D'après le lemme 5.2.20 donné dans la section 5.2.8, nous avons

d2
H(l, u) = (1 + δ)−2v + (1 + δ)2v −





v−1∏

q=1

2
(1 + δ)−

1
8

√
λz+1bj(q)+1(1 + δ)

1
2
√

λzbj(q)

(1 + δ)−
1
4 λz+1bj(q)+1

2 + (1 + δ)λzbj(q)
2





1
2

×





2
(1 + δ)−

1
8

√
λz+1B

l
J,v (1 + δ)

1
2
√

λzB
u
J,v

(1 + δ)−
1
4 λz+1

[
Bl

J,v

]2
+ (1 + δ)λz

[
Bu

J,v

]2





1
2

= (1 + δ)−2v + (1 + δ)2v − 2

{
2

(1 + δ)−
11
8 + (1 + δ)

11
8

} v−1
2
{

2

(1 + δ)−
5+v
4 + (1 + δ)

5+v
4

} 1
2

= 2 cosh (2v ln(1 + δ)) − 2

{
cosh

(
11

8
ln(1 + δ)

)}− v−1
2
{

cosh

(
5 + v

4
ln(1 + δ)

)}− 1
2

= [2 cosh (2v ln(1 + δ)) − 2] +

[
2 − 2

{
cosh

(
11

8
ln(1 + δ)

)}− v−1
2

]

+ 2

{
cosh

(
11

8
ln(1 + δ)

)}− v−1
2

[
1 −

{
cosh

(
5 + v

4
ln(1 + δ)

)}− 1
2

]
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Et donc,

d2
H(l, u) ≤ 4 sinh(1)v2δ2 + 2

v − 1

2

11

8
δ2 + 2

5 + v

4

1

2
δ2

≤ 9v2δ2

≤ ε2.

Nous sommes maintenant en position de construire des crochets sur l'ensemble F(K,v). Soit

(Φ1, . . . ,ΦK) ∈ F(K,v), avec Φk = Φ(· |µk, λΣk) pour k = 1, . . . ,K. Soient λz, J1, . . . , Jk tels

que pour tout k = 1 ∈ {1, . . . ,K} et tout q ∈ {1, . . . , v},

λz+1 Bl
Jk,q ≤ λ Σk,qq ≤ λz Bu

Jk,q,

où Σk,qq désigne le coe�cient (q, q) de la matrice Σk. Pour tout k, il existe un vecteur ν(zJk)

du maillage, associé au couple (z, Jk), tel que la contrainte (5.18) soit véri�ée pour le vecteur

µk. Pour z, Jk et ce vecteur ν(zJk), on nomme uk et lk les deux fonctions dé�nies comme en

(5.19). Soient les fonctions l := (l1, . . . , lK) et u := (u1, . . . , uK) de R
v dans R

K , l'ensemble

de tous les crochets [l, u] que l'on peut dé�nir de cette façon est noté R(ε, K, v).

Lemme 5.2.17. Il existe une constante A2 qui ne dépend que de σm, σM et a telle que

card R(K, ε, v) ≤ (A2
v

ε
)K(2v−1)+1. (5.22)

Démonstration. La dé�nition de l'ensemble R(K, ε, v) permet de majorer son cardinal de la

façon suivante.

card R(K, ε, v) ≤
r′∑

z=0


∑

J





v−1∏

q=1

1 ∨ 2 a (1 + δ)
j(q)+1

4
+ z

2

√
c1σM2 δ





{
1 ∨ 2 a (1 + δ)

v+z
2

√
c1σM2−v(1 + δ)

SJ
4 δ

}


K

Si 2a ≥ √
c1(σM

2 ∨ σM
2−v) alors,

card R(K, ε, v) ≤ r′


(r − 1)v−1

{
2 a√
c1σM2

(1 + δ)
r+1
4

+ r′

2

δ

}v−1{
2 a√

c1σM2−v

(1 + δ)
v+r′

2

δ

}


K

≤ r′(r − 1)K(v−1)

δvK
(1 + δ)

Kv(r′−1)
2

+
K(v−1)(r−1)

4
+Kv+

K(v−1)
2

(
2 a√
c1 σM

)Kv

On note que δ ≤ 1. Ensuite, les dé�nitions de r et r′ montrent d'une part que r−1 ≤ 4(1+δ) σM
2

δσm2

et r′ ≤ 2 σM
2

δσm2
, et d'autre part que (1 + δ)r′ ≤ 4

(
σm
σM

)4
et (1 + δ)r ≤ 8

(
σm
σM

)4
. On peut donc

trouver une constante c2 qui ne dépend que de σM, σm et a telle que

card R(K, ε, v) ≤ c2
Kv

δK(2v−1)+1

≤ (A2
v

ε
)K(2v−1)+1
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avec A2 qui ne dépend que de σM, σm et a. On note en�n que si 2a ≤ √
c1(σM

2 ∨ σM
2−v), la

majoration (5.22) est encore véri�ée quitte à changer de constante c2.

Les lemmes 5.2.15 et 5.2.16 montrent que la famille de crochets R(K, ε, v) forme un ε-

recouvrement de F(K,v). Le lemme 5.2.17 nous donne �nalement la majoration du nombre

d'entropie annoncée dans la proposition 5.2.13 en utilisant que v ≤ Q.

Fin de la preuve de la proposition 5.2.1 pour la collection M[LBk]

D'après la proposition 5.2.12,

H[.]

(
ε,S(K,v), dH

)
= H[.]

(
ε,L(K,v), dH

)

≤ H[.]

(ε

3
, TK−1, dH

)
+ H[.]

(ε

3
,F(K,v), dH

)
.

On utilise ensuite le lemme 5.2.4 et la proposition 5.2.13, il vient

H[.]

(
ε,L(K,v), dH

)
≤ lnK +

K

2
ln(2πe) + (K − 1) ln

3

ε
+ [K(2v − 1) + 1]

(
lnA2 + ln v + ln

3

ε

)

≤ D(K, v)

[
ln

1

ε
+ A1 ln v

]
.

où la constante A1 ne dépend que de σm, σM et a, ce qui achève la preuve de la proposition

5.2.1 pour la collection M[LBk].

5.2.8 Résultats annexes

Un lemme utile

Lemme 5.2.18. Pour tout ε ∈]0, 1],
∫ ε
0

√
ln
(

1
x

)
dx ≤ ε

{√
ln
(

1
ε

)
+

√
π
}

.

Démonstration. Cette inégalité se déduit d'un intégration par partie et une l'inégalité de

concentration suivante pour une variable gaussienne centrée réduite (Massart, 2007, p.19),

P (Z ≥ c) ≤ e−
c2

2 pour tout c > 0.

Rapport de deux densités gaussiennes

Proposition 5.2.19. Soient Φ(·|µ1, Σ1) et Φ(·|µ2, Σ2) deux densités gaussiennes. Si Σ2 −Σ1

est une matrice dé�nie positive, alors pour x ∈ R
Q,

Φ(x|µ1,Σ1)

Φ(x|µ2,Σ2)
≤
√

|Σ2|
|Σ1|

exp

{
1

2
(µ1 − µ2)

′(Σ2 − Σ1)
−1(µ1 − µ2)

}
.

Démonstration. Le rapport de deux densités gaussiennes est égal à

Φ(x|µ1,Σ1)

Φ(x|µ2,Σ2)
=

|2πΣ1|−
1
2

|2πΣ2|−
1
2

exp

[
−1

2

{
(x − µ1)

′Σ−1
1 (x − µ1) − (x − µ2)

′Σ−1
2 (x − µ2)

}]
.
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La matrice Σ−1
1 − Σ−1

2 = Σ−1
1 (Σ2 − Σ1)Σ

−1
2 est inversible car Σ1, Σ2 et Σ2 − Σ1 sont des

matrices dé�nies positives. On pose µ⋆ = (Σ−1
1 − Σ−1

2 )−1(Σ−1
1 µ1 − Σ−1

2 µ2), d'où

(x−µ1)
′Σ−1

1 (x−µ1)−(x−µ2)
′Σ−1

2 (x−µ2) = (x−µ⋆)′(Σ−1
1 −Σ−1

2 )(x−µ⋆)+(µ1−µ2)
′(Σ2−Σ1)

−1(µ1−µ2) .

Finalement,

Φ(x|µ1,Σ1)

Φ(x|µ2,Σ2)
=

√
|Σ2|
|Σ1|

exp

[
−1

2

{
(x − µ⋆)′(Σ−1

1 − Σ−1
2 )(x − µ⋆) + (µ1 − µ2)

′(Σ2 − Σ1)
−1(µ1 − µ2)

}]

≤
√

|Σ2|
|Σ1|

exp

{
1

2
(µ1 − µ2)

′(Σ2 − Σ1)
−1(µ1 − µ2)

}
.

Distance de Hellinger entre deux densités gaussiennes

Proposition 5.2.20. Soient Φ1 = Φ(·|µ1, Σ1) et Φ2 = Φ(·|µ2,Σ2) deux densités gaussiennes

sur R
Q, alors

d 2
H(Φ1,Φ2) = 2

[
1 − 2

Q
2 |Σ1Σ2|−

1
4 |Σ−1

1 + Σ−1
2 |− 1

2 exp

{
−1

4
(µ1 − µ2)

′(Σ1 + Σ2)
−1(µ1 − µ2)

}]
.

Démonstration. D'après la dé�nition de la distance de Hellinger,

d 2
H(Φ(·|µ1,Σ1),Φ(·|µ2,Σ2)) = 2 − 2

∫ √
Φ(x|µ1,Σ1) Φ(x|µ2,Σ2) dx .

De plus,

Φ(x|µ1,Σ1) Φ(x|µ2, Σ2) = (2π)−Q |Σ1Σ2|−
1
2 exp

[
−1

2

{
(x − µ1)

′Σ−1
1 (x − µ1) + (x − µ2)

′Σ−1
2 (x − µ2)

}]
.

On pose µ⋆ = (Σ−1
1 + Σ−1

2 )−1(Σ−1
1 µ1 + Σ−1

2 µ2) et on en déduit que

(x−µ1)
′Σ−1

1 (x−µ1)+(x−µ2)
′Σ−1

2 (x−µ2) = (x−µ⋆)′(Σ−1
1 +Σ−1

2 )(x−µ⋆)+(µ1−µ2)
′(Σ1+Σ2)

−1(µ1−µ2).

Finalement,

d 2
H(Φ(·|µ1, Σ1),Φ(·|µ2,Σ2)) = 2 − 2(2π)−

Q
2 |Σ1Σ2|−

1
4 exp

{
−1

4
(µ1 − µ2)

′(Σ1 + Σ2)
−1(µ1 − µ2)

}

×
∫

exp

{
−1

4
(x − µ⋆)′(Σ−1

1 + Σ−1
2 )(x − µ⋆)

}
dx

= 2 − 2(2π)−
Q
2 |Σ1Σ2|−

1
4 exp

{
−1

4
(µ1 − µ2)

′(Σ1 + Σ2)
−1(µ1 − µ2)

}

×(4π)
Q
2 |Σ−1

1 + Σ−1
2 |− 1

2

ce qui conclut la preuve.
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5.3 Sélection d'un modèle d'exploration pétrolière

Les modèles présentés au chapitre précédant pour la modélisation du processus d'explo-

ration pétrolier ne sont pas des modèles de type exponentiel comme dans le cas de Castellan.

Comme pour les collections de modèles de mélanges gaussiens étudiés auparavant, nous utili-

sons le théorème 5.1.1 pour obtenir des résultats de sélection de modèles en majorant l'entropie

métrique à crochet des modèles considérés.

5.3.1 Notations et hypothèses

Soient α > 0 et t⋆ > 0 �xés, ainsi que x0 et xmax tels que 1 < x0 < xmax. Soit m une

partition d'intervalles de [x0, xmax], l'ensemble Hm a été dé�ni au chapitre précédent comme

l'ensemble des fonctions continues et a�nes par morceaux sur la partition m. Une fonction de

Hm est entièrement caractérisée par le vecteur A des pentes sur les intervalles de m, et le réel

positif b = h(x0) ; la notation h(A, b) désigne la fonction de Hm associée à ces paramètres.

Nous supposons de plus que les fonctions h sont bornées par deux niveaux limite hmin et hmax,

avec 0 < hmin < hmax et on note

Hb
m := {h ∈ Hm |hmin ≤ h ≤ hmax} .

L'ensemble des densités associé à Hb
m est dé�ni par

Sb
m :=

{
g⋆ : (x, t) 7→ h(x) exp {−h(x)t}

Pdec(α, t⋆, h)

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

1110≤t≤t⋆ 111x1≤x≤xmax , h ∈ Hb
m

}
.

Le nombre de paramètres libres du modèle Sb
m est noté Dm, avec Dm = k + 1 où k désigne le

nombre d'intervalles de la partition m.

Soit Mn une collection de partitions de [x0, xmax], où n est la taille de l'échantillon observé.

Pour une partition m ∈ Mn, on note lm la longueur minimale des intervalles qui la composent.

Dans la suite, nous supposerons véri�ée la propriété suivante :

(P2) : Il existe deux constantes γ > 0 et c > 0 telles que inf
m∈Mn

lm ≥ c n−γ .

Nous reprenons les deux types de collections de partitions proposées par Castellan (1999)

en considérant les deux situations suivantes.

� (H1) Complexité polynomiale. Soit une collection Mn de partitions de [x0, xmax]

véri�ant (P2). Nous supposons qu'il existe deux constantes B1 et β telles que le nombre

de partitions de Mn composées de k intervalles est borné par B1k
β . Cette situation

est par exemple celle d'une collection de partitions régulières, c'est à dire telle que la

collection ne comporte que les partitions composées d'intervalles de même longueur

(xmax − x0)/k, si la partition est de taille k.

� (H2) : Complexité exponentielle. Nous considérons une partition mn de [x0, xmax]

composée de Nn + 1 intervalles, avec Nn + 1 ≤ B2 n/ ln2 n, et telle que mn véri�e la

condition (P2), c'est à dire lmn ≥ c n−γ . On considère la grille formée des extrémités

des intervalles de mn et soit Mn un ensemble de partitions de [x0, xmax] s'appuyant sur
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des points de cette grille. Pour un nombre d'intervalles k + 1 ≤ Nn donné, il existe au

plus Ck
Nn

partitions possibles dans la collection Mn.

5.3.2 Énoncé du théorème

Le résultat suivant correspond à l'application du théorème 5.1.1 pour le cas particulier des

modèles Sb
m.

Théorème 5.3.1. Soit un échantillon ((X⋆
1 , D⋆

1), . . . , (X
⋆
n, D⋆

n)) de variables aléatoires indé-

pendantes et de loi commune une densité s pour la mesure de Lebesgue sur R
2. Soit Mn une

collection dénombrable de partitions de [x0, xmax] pour l'une des deux situations (H1) ou (H2),

et une famille de poids positifs (ρm)m∈Mn telle que pour tout n

∑

m∈Mn

e−ρm = Υ < ∞. (5.23)

Dans chacun des modèles Sb
m, soit ĝ⋆

m l'estimateur du maximum de vraisemblance pour l'échan-

tillon observé. Alors il existe des constantes positives η et C telles que pour des fonctions de

pénalités véri�ant

pen(m) ≥ η
Dm

n

(
lnn +

ρm

Dm

)
, (5.24)

le modèle m̂ minimisant

crit(m) = γn(ĝ⋆
m) + pen(m)

sur la famille Mn existe. Pour une telle pénalité, nous avons de plus

E
[
d 2

H (s, ĝ⋆
m̂)
]
≤ C

[
inf

m∈Mn

{
KL
(
s, Sb

m

)
+ pen(m)

}
+

Υ

n

]
.

De plus, η ne dépend que de hmax, xmax, t⋆, c et γ et C est une constante absolue.

La preuve de ce théorème ainsi que les bornes sur les entropies à crochets nécessaires pour

obtenir ces résultats sont données dans la section 5.3.4. L'essentiel de la preuve repose sur des

calculs techniques d'entropie à crochets. En particulier, il s'agit d'exprimer ces entropies en

fonction du nombre de paramètres Dm des modèles.

Choix des poids

La forme de la pénalité minimale (5.24) tient compte d'une part de la taille des modèles

via leur dimension, et d'autre part de la complexité de la collection Mn via les poids ρm. Nous

reprenons les arguments de Castellan (1999) pour choisir des poids pour les deux collections

de partitions proposées ci-dessus.

� (H1) : Dans ce cas, choisir des poids de la forme ρm = LDm, avec L > 0 permet de

satisfaire la condition de sommabilité (5.23).

� (H2) : Castellan montre que dans cette situation, les poids ρm = LDm lnn, avec L > 0,

permettent à Mn de satisfaire (5.23).
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5.3.3 Discussion

Comme il a déjà été noté à la suite du théorème 5.1.1, quitte à supposer que

sup
g⋆∈ ∪

m∈Mn
Sb

m

∥∥∥∥
s

g⋆

∥∥∥∥
∞

≤ M (5.25)

nous déduisons de (5.3) la borne de risque qui suit,

E
[
d 2

H (s, ĝ⋆
m̂)
]
≤ C ′

[
inf

m∈Mn

{
d 2

H

(
s, Sb

m

)
+ pen(m)

}
+

Υ

n

]
,

où C ′ dépend de C et de M . Notons que dans notre contexte, la condition (5.25) est réalisée

dès que s est bornée sur R
2, et dans ce cas M dépend de hmin, hmax et ‖s||∞.

Sous les deux hypothèses (H1) et (H2), les pénalités minimales déduites de (5.24) sont de

la forme

pen(m) = η
Dm

n
lnn, (5.26)

et nous parvenons à la borne de risque suivante, valable dans les deux cas,

E
[
d 2

H(s, ĝ⋆
m̂)
]
≤ C ′

[
inf

m∈Mn

{
KL(s, Sb

m) +
Dm

n
lnn

}]
. (5.27)

Dans les deux situations (H1) et (H2), nous obtenons dans la pénalité et donc dans la

borne de risque (5.27) un terme supplémentaire en lnn par rapport aux résultats obtenus

par Castellan. La présence de ce terme logarithmique est directement liée à notre incapacité

à contrôler l'entropie à crochets localement, comme le nécessiterait idéalement le théorème

5.1.1. Des poids plus complexes sont aussi proposés par Castellan pour obtenir des estimateurs

optimaux1 dans le cadre de l'estimation de densité par des histogrammes. Dans notre cas, ces

poids ne permettent pas de se débarrasser du terme en lnn additionnel. Pour pouvoir discuter

de l'optimalité de l'estimateur pénalisé ĝ⋆
m̂, il nous faudrait comparer les vitesses minimax sur

certaines classes fonctionnelles aux vitesses atteintes par l'estimateur pénalisé. Ceci pourra

faire l'objet d'une recherche ultérieure à ce travail de thèse.

Comme il a déjà été dit au sujet des résultats du théorème 5.3.1, la borne de risque (5.27)

ainsi que la pénalité minimale (5.26) doivent être considérés d'un point de vue qualitatif.

Essentiellement, ces résultats nous donnent la forme générale de la pénalité à utiliser. La

méthode de la pente, mise en pratique pour ces collections de modèles à la section 6.3, nous

permet dans un second temps de calibrer la pénalité en fonction des données.

5.3.4 Preuve du théorème 5.3.1

La preuve du théorème 5.3.1 repose sur les majorations d'entropie à crochets des modèles

Sb
m que l'on donne dans la proposition suivante.

Proposition 5.3.1. Soit m une partition de [x0, xmax] composée de k intervalles, on note lm

la longueur minimale de ces derniers. Soient α > 0 et ε ∈]0, 1[. Il existe une constante C̃1 ne

1au sens où ceux-ci atteignent la vitesse minimax sur certaines classes de densités.
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dépendant que de hmin, hmax, xmax, et t⋆ telle que

N[.]

(
ε, Sb

m, dH

)
≤
(

C̃1

ε

)k+1(
1

lm

)k

.

Nous en déduisons que,

H[.]

(
ε, Sb

m, dH

)
≤ (k + 1)

(
C1 + ln+ 1

lm
+ ln

1

ε

)
,

avec C1 = ln C̃1 et où ln+ x désigne la partie positive du logarithme de lnx.

La preuve de cette proposition est détaillée dans la section 5.3.5. Nous montrons mainte-

nant comment le théorème 5.3.1 se démontre à partir de la proposition 5.3.1.

Soit Mn une famille de partitions de [x0, xmax] pour l'une des situations (H1) ou (H2).

Soit m ∈ Mn, il s'agit de proposer une fonction Ψm véri�ant les hypothèses du théorème

5.1.1. Pour cela, il nous faut majorer une intégrale de la racine de l'entropie de l'ensemble

Sb
m(u, ξ) := {t ∈ Sb

m; dH(t, u) ≤ ξ}. Il est techniquement di�cile d'e�ectuer ces recouvrements

locaux. Nous n'avons alors pas d'autres solutions que d'e�ectuer des recouvrements de l'espace

Sb
m tout entier, et d'utiliser la majoration naïve

H[.]

(
ε, Sb

m(u, ξ), dH

)
≤ H[.]

(
ε, Sb

m, dH

)
,

ainsi que la borne donnée par la proposition 5.3.1. On note Dm le nombre de paramètres

libres de Sb
m, et donc Dm = k + 1 où k désigne le nombre d'intervalles composant la partition

m. Pour tout ξ > 0, en utilisant le lemme technique 5.2.18 donné à la section 5.2.8, nous

obtenons

∫ ξ

0

√
H[.](x, Sb

m, dH) dx ≤
√

Dm

{
ξ

(√
C1 +

√
ln+ 1

lm

)
+

∫ ξ∧1

0

√
ln

1

x
dx

}

≤
√

Dm ξ

{√
C1 +

√
ln+ 1

lm
+

√
ln+ 1

ξ
+

√
π

}

≤
√

Dm ξ

{
C ′

1 +

√
ln+ 1

lm
+

√
ln+ 1

ξ

}
.

La fonction

Ψm : ξ ∈ R
⋆
+ 7→

√
Dm ξ

{
C ′

1 +

√
ln+ 1

lm
+

√
ln+ 1

ξ

}

satisfait la condition (P1) du théorème 5.1.1. Il nous faut trouver ξ⋆ tel que Ψm(ξ⋆) =
√

n ξ2
⋆

pour déterminer l'expression de la pénalité minimale. Il s'agit de résoudre l'équation suivante

√
Dm

n

{
C ′

1 +

√
ln+ 1

lm
+

√
ln+ 1

ξ⋆

}
= ξ⋆ . (5.28)
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En remarquant que la quantité ξ̃ =
√

Dm

n

(
C ′

1 +
√

ln+ 1
lm

)
véri�e ξ̃ ≤ ξ⋆, ceci nous donne

ξ⋆ ≤
√

Dm

n

{
C ′

1 +

√
ln+ 1

lm
+

√
ln+ 1

ξ̃

}
.

En utilisant le fait que la partition m satisfait lm ≥ c n−γ par la propriété (P2), il vient

ξ2
⋆ ≤ Dm

n

{
4 C ′2

1 + 4 ln+ 1

lm
+ ln+ n

Dm(C ′2
1 + ln+ 1

lm
)

}

≤ Dm

n

{
C ′′

1 + γ lnn + ln+ n

Dm

}

≤ C ′′′
1

Dm

n
lnn.

Ceci achève la preuve du théorème 5.3.1.

5.3.5 Preuve de la proposition 5.3.1

Cette section est dédiée à la preuve de la proposition 5.3.1. On considère l'ensemble A =

[0, hmax

lm
]k× [hmin, hmax]. On véri�e facilement que l'ensemble des fonctions h(A, b) avec (A, b) ∈

A contient l'ensemble Hb
m. Pour tout β ∈]0, 1], on considère le maillage régulier R̃(β) de pas

β sur l'ensemble A, dé�ni à partir de l'élément (0, . . . , 0, hmin). Plus précisément,

R̃(β) :=
{

(Q, q)β ; Q ∈ J0, ⌊hmax/(βlm)⌋Kk , (q − hmin) ∈ J0, ⌊(hmax − hmin)/β⌋K
}

,

où la notation ⌊x⌋ désigne la partie entière de x. Puisque les fonctions de l'ensemble Hb
m sont

bornées par hmax, nous pouvons nous restreindre au réseau suivant,

R(β) =
{

(A, b) ∈ R̃(β) ; h(A, b) ≤ hmax

}
.

Toutes les fonctions h(A, b) construites sur le maillage R(β) véri�ent donc hmin ≤ h(a, b) ≤
hmax, et de plus,

card {R(β)} ≤
(

1 +
hmax

lmβ

)k (
1 +

hmax

β

)
. (5.29)

Dans la suite, il nous sera pratique de considérer aussi des fonctions h(A, b) étendues à

R
+ de la façon suivante : pour h ∈ Hb

m, on dé�nit la fonction h̃ par

h̃(x) =





x
x0

h(x0) pour x ∈ [0, x0]

h(x) pour x ∈ [x0, xmax]

h(xmax) + (x − xmax) pour x ≥ xmax

.

Prolonger ainsi les fonctions h permet de disposer de fonctions h̃ croissantes dont l'image

recouvre R
+ tout entier. Si (h1, h2) ∈

(
Hb

m

)2
alors

∥∥∥h̃1 − h̃2

∥∥∥
∞

= ‖h1 − h2‖∞. Si de plus,

h1 ≤ h2, on a encore h̃1 ≤ h̃2.
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Soit (A1, b1) ∈ R(β), on considère l'élément (A2, b2) := (A1, b1) + (β, . . . , β). Á l'élement

(Ai, bi), nous associons la fonction hi := h(ai, bi) et son prolongement h̃i, pour i = 1, 2. La

fonction φ est dé�nie sur (R+)2 par φ(u, t) = u exp(−ut). Dans les dé�nitions de fonctions

qui suivent, on adopte la convention [x, x] = ∅. Soient les fonctions

Φ̃d(x, t) := min
{

φ
(
h̃1(x), t

)
, φ
(
h̃2(x), t

)}
,

Φ̃u(x, t) := φ
(
h̃2(x), t

)
111[0,x2(t)](x, t) + e−1

t 111[x2(t),x1(t)](x, t) + φ
(
h̃1(x), t

)
111[x1(t),+∞[(x, t)

où xi(t) := inf{x ; h̃i(x) = 1
t }, pour i = 1, 2. Le fait de prolonger hi en h̃i permet de disposer

d'un inverse généralisé en 1/t pour toutes les fonctions de h ∈ Hb
m. On note encore

Φd := Φ̃d111x∈[x0,xmax],

Φu := Φ̃u111x∈[x0,xmax].

Nous pouvons �nalement dé�nir le crochet d'extrémités

Gd(x, t) := αx−α−1

x−α
0 −x−α

max

1
Pdec(α,t⋆,h2)

Φd(x, t)111[0,t⋆](t),

Gu(x, t) := αx−α−1

x−α
0 −x−α

max

1
Pdec(α,t⋆,h1)

Φu(x, t)111[0,t⋆](t).

Lemme 5.3.2. Avec les notations précédentes,

1. l'ensemble des crochets [Φd, Φu] recouvre l'ensemble
{
(x, t) 7→ φ(h(x), t), h ∈ Hb

m

}
,

2. l'ensemble des crochets [Gd, Gu] recouvre Sb
m.

Démonstration. 1. Soit h ∈ Hb
m, et (A, b) ∈ A tel que h = h(A, b). Il existe (A1, b1) ∈ R(β)

tel que (A1, b1) ≤ (A, b) ≤ (A2, b2), avec (A2, b2) := (A1, b1) + (β, . . . , β). Pour i = 1, 2,

on considère ensuite hi := h(Ai, bi) et son prolongement h̃i. On a alors h̃1 ≤ h̃ ≤ h̃2.

On �xe t ∈ [0, t⋆], la fonction φ(·, t) est croissante sur [0, 1/t] et décroissante sur

[1/t, +∞[. Les éléments x1(t) et x2(t) dé�nis plus haut permettent de décrire les va-

riations des fonctions φ (h(·), t), φ (h1(·), t) et φ (h2(·), t) et aussi de les comparer entre

elles. On note que x2(t) ≥ x(t) ≥ x1(t) où x(t) := inf{x ; h̃(x) = 1
t }.

� Sur [0, x2(t)], nous avons h̃1(x) ≤ h̃(x) ≤ h̃2(x) ≤ 1
t . Ceci implique que φ(h1(x), t) ≤

φ(h(x), t) ≤ φ(h2(x), t).

� Sur [x1(t), +∞[, nous avons cette fois 1
t ≤ h̃1(x) ≤ h̃(x) ≤ h̃2(x) et donc φ(h2(x), t) ≤

φ(h(x), t) ≤ φ(h1(x), t).

� Sur [x2(t), x(t)], nous avons h̃1(x) ≤ h̃(x) ≤ 1
t et donc φ(h1(x), t) ≤ φ(h(x), t).

� De même, φ(h(·), t) est minorée par φ(h2(·), t) sur [x(t), x1(t)].

� On note en�n que la fonction φ(·, t) est majorée par 1
t e

−1.

Tous ces inégalités montrent que le crochet [Φ̃d(·, t), Φ̃u(·, t)] contient la fonction φ(h(·), t).
Ceci est véri�é pour tout t ∈ [0, t⋆] et le premier point du lemme est démontré en re-

streignant la variable x au domaine [x0, xmax].

2. Soit g⋆ ∈ Sb
m et la fonction h ∈ Hb

m qui lui est associée. Le crochet [Φd,Φu] dé�ni comme

ci-dessus encadre la fonction (x, t) 7→ φ(h(x), t). La croissance de la probabilité Pdec en
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la fonction h implique que Pdec(α, t⋆, h1) ≤ Pdec(α, t⋆, h) ≤ Pdec(α, t⋆, h2). Ceci, avec le

premier point, montre que [Gd, Gu] contient la fonction g⋆.

Lemme 5.3.3. Sous les hypothèses précédentes,

∀(x, t) ∈ [x0, xmax] × [0, t⋆],
∣∣∣
√

Φu(x, t) −
√

Φd(x, t)
∣∣∣ ≤ c1 ‖h2 − h1‖2

∞ (5.30)

et

d 2
H(Gd , Gu) ≤ c2 ‖h2 − h1‖∞ . (5.31)

où c1 et c2 sont des constantes qui ne dépendent que de hmin, hmax, xmax et t⋆.

Démonstration. Pour tout (u, t) ∈ (R+)2, nous avons
∣∣ δ
δuφ(u, t)

∣∣ ≤ 1. Ceci nous donne

∣∣∣φ
(
h̃2(x), t

)
− φ

(
h̃1(x), t

)∣∣∣ ≤ ‖h2 − h1‖∞ .

Nous avons vu dans la démonstration du lemme précédent que

Φ̃d(x, t) := φ
(
h̃1(x), t

)
111[0,x2(t)](x, t) + min

{
φ
(
h̃1(x), t

)
, φ
(
h̃2(x), t

)}
111[x2(t),x1(t)](x, t)

+ φ
(
h̃2(x), t

)
111[x1(t),+∞[(x, t).

Sur les deux segments [0, x2(t)] et [x1(t),+∞[, nous avons donc
∣∣∣Φ̃u(x, t) − Φ̃d(x, t)

∣∣∣ ≤ ‖h2 − h1‖∞.

Nous véri�ons maintenant cette inégalité sur le segment central [x2(t), x1(t)]. Fixons t ∈ [0, t⋆].

Sur [x2(t), x1(t)], la fonction φ
(
h̃1(·), t

)
croît jusqu'en son maximum φ

(
h̃1(x1(t)), t

)
= e−1

t ,

alors que la fonction φ
(
h̃2(·), t

)
décroît depuis le même maximum φ

(
h̃2(x2(t)), t

)
= e−1

t .

La quantité min
{

φ
(
h̃1(x), t

)
, φ
(
h̃2(x), t

)}
est donc minimale en l'une des deux extrémités

x2(t) ou x1(t). Nous avons alors pour tout x ∈ [x2(t), x1(t)],

0 ≤ e−1

t
− min

{
φ
(
h̃1(x), t

)
, φ
(
h̃2(x), t

)}

≤ max
{∣∣∣φ

(
h̃2(x2(t)), t

)
− φ

(
h̃1(x2(t)), t

)∣∣∣ ,
∣∣∣φ
(
h̃1(x1(t)), t

)
− φ

(
h̃2(x1(t)), t

)∣∣∣
}

≤ ‖h2 − h1‖∞ ,

d'après ce que nous avons montré ci dessus. En restreignant la variable x au segment [x0, xmax],

nous obtenons |Φu − Φd| ≤ ‖h2 − h1‖∞. Notons que pour i = 1 et 2,

hmin ≤ hi ≤ hmax + β ≤ h′
max := hmax + 1 (5.32)

et donc Φd ≥ Φmin := hmin exp{−h′
maxt

⋆}. Nous en déduisons que

∣∣∣
√

Φu −
√

Φd

∣∣∣ =
|Φu − Φd|√
Φu +

√
Φd

≤ ‖h2 − h1‖∞
2
√

Φmin
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ce qui nous donne (5.30).

Il nous reste à évaluer la longueur du crochet [Gd , Gu],

d 2
H(Gd , Gu) =

∫ t⋆

0

∫ xmax

x0

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

{√
Φd(x, t)

Pdec(h2)
−
√

Φu(x, t)

Pdec(h1)

}2

dx dt

≤ 2

∫ t⋆

0

∫ xmax

x0

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

Φd(x, t)

{
1√

Pdec(h2)
− 1√

Pdec(h1)

}2

dx dt

+ 2

∫ t⋆

0

∫ xmax

x0

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

1

Pdec(h1)

{√
Φd(x, t) −

√
Φu(x, t)

}2
dx dt.

Notons d'une part que |Pdec(h2) − Pdec(h1)| ≤ t⋆ ‖h2 − h1‖∞ et d'autre part que Pdec(h1) ≥
pdec := 1 − exp{−hmint

⋆} > 0. De plus, (5.32) nous donne que Φd ≤ h′
max. Ces trois résultats,

avec (5.30), conduisent à la majoration suivante,

d 2
H(Gd , Gu) ≤

(
h′
maxt

⋆3

pdec3
+ 2

t⋆c1

pdec

)
‖h2 − h1‖2

∞ .

Pour deux vecteurs (A1, b1) et (A2, b2) de l'ensemble A, nous avons

‖h(A1, b1) − h(A2, b2)‖∞ ≤ |b2 − b1| +
k∑

j=1

(xj − xj−1)|A2j − A1j |

≤ xmax ‖(A1, b1) − (A2, b2)‖∞
≤ xmaxβ

car x0 ≥ 1. D'après (5.31), les crochets [Gd, Gu] dé�nis à partir du réseau R(β) véri�ent donc

d 2
H(Gd , Gu) ≤ c2 xmaxβ

2.

Soit ε > 0 ; posons β = ε√
c2 xmax

. D'après les deux lemmes précédents, l'ensemble des crochets

[Gd, Gu] dé�nis à partir du maillage R(β) forme un ε-recouvrement de Sb
m. Il su�t pour �nir

de noter que le nombre de ces crochets est égal au cardinal de R(β). On conclut �nalement

la preuve de la proposition 5.3.1 en utilisant (5.29).
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Chapitre 6

Heuristique de pente et applications

Les résultats théoriques obtenus au chapitre précédent pour la sélection de modèles de

mélanges gaussiens et de modèles d'exploration pétrolière ne peuvent être appliqués directe-

ment. En e�et, la forme des pénalités a été déterminée mais il reste à calibrer les constantes

pour pouvoir utiliser en pratique les critères pénalisés associés. Dans ce chapitre, nous nous

appuyons sur une méthode de calibration de pénalité appelée �méthode de la pente� pour

déterminer des pénalités optimales à partir des données. La première section est un rappel sur

la méthode de la pente. Les sections qui suivent présentent les applications aux collections de

modèles de mélanges gaussiens et aux collections de modèles d'exploration pétrolière.

6.1 La méthode de la pente

L'objet de cette première section de cette section est de présenter les aspects théoriques

et pratiques de la méthode de la pente. Cette méthode a été proposée par Birgé et Massart

(2001; 2006) pour calibrer à partir des données des pénalités de formes connues. De nom-

breuses applications de cette méthode ont été développées, notamment dans le domaine de la

détection de ruptures par Lebarbier (2005), en génomique par Villers (2007), pour des modèles

graphiques par Verzelen (2007) et aussi en classi�cation non supervisée par Baudry (2007).

6.1.1 Heuristique de pente

Dans de nombreuses situations en sélection de modèles, la collection de modèles considérée

peut contenir plusieurs modèles de même dimension. Dans ce cas, nous considérons la collec-

tion (SD)D∈D obtenue en rassemblant dans un seul modèle les modèles de même dimension.

Dans la suite, la collection de modèles peut donc être supposée indexée par la dimension des

modèles.

Soit X1, . . . , Xn un échantillon d'une même distribution inconnue s. Comme au chapitre 5,

γ and γn désignent respectivement le contraste associé à l'information de Kullback-Leibler et

le contraste empirique qui lui est associé. On suppose que pour tout D dans D, il existe deux

densités sD et ŝD qui minimisent respectivement KL(s, .) et γn(·) sur SD ; la densité ŝD est

donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de s sur SD. Le modèle que l'on souhaiterait

idéalement sélectionner dans la collection est celui pour lequel le risque E [KL(s, ŝD)] est
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minimum, ce qui est impossible à réaliser directement car cette quantité dépend de la densité

s inconnue. Pour chaque estimateur ŝD, nous considérons la décomposition suivante du risque

E [KL(s, ŝD)] = bD + E(VD)

où VD :=
∫

ln(sD/ŝD) s dx est un terme de variance et bD := KL(s, sD) est un terme de

biais. Notons que la quantité VD augmente et que le biais bD diminue lorsque la dimension D

augmente.

La sélection de modèles par critère pénalisé consiste à sélectionner le modèle de la collection

(SD)D∈D qui minimise un critère de la forme

crit(D) = γn(ŝD) + pen(D). (6.1)

En posant b̂D := γn(sD) − γn(s) et V̂D := γn(sD) − γn(ŝD), il est alors clair que le modèle

sélectionné selon le critère (6.1) est aussi un minimiseur de

γn(ŝD) − γn(s) + pen(D) = b̂D − V̂D + pen(D)

= KL(s, ŝD) + (b̂D − bD) − (VD + V̂D) + pen(D) . (6.2)

D'après la loi des grands nombres, b̂D − bD ≈ 0 presque sûrement. De plus, des arguments de

concentration permettent de montrer que la quantité KL(s, ŝD) est proche de son espérance,

qui est justement le risque de ŝD. Pour que le critère (6.2) soit proche du risque E [KL(s, ŝD)],

la pénalité optimale doit donc être choisie telle que

penopt(D) = VD + V̂D .

Ensuite, l'hypothèse principale de l'heuristique de pente est de supposer que V̂D ≈ VD. Pour

justi�er ceci, on peut remarquer que dans les expressions de VD et V̂D, la mesure de probabilité

et la mesure empirique jouent un rôle �symétrique�. Si l'on échange ces deux mesures dans les

expressions de VD et V̂D, ainsi que dans les expressions de sD et ŝD alors VD devient V̂D et

réciproquement. Cette hypothèse conduit à considérer une pénalité de la forme pen(D) = 2V̂D

et il reste à déterminer V̂D à partir des données. Par dé�nition de V̂D, nous avons

V̂D = b̂D + γn(s) − γn(ŝD).

Or, pour les modèles de grande dimension, le terme de biais �nit par se stabiliser et la fonction

de D 7→ V̂D peut donc être connue par l'intermédiaire de la quantité −γn(ŝD).

Dans de nombreuses situations en statistiques, les théorèmes de sélection de modèles non

asymptotiques conduisent à considérer des pénalités proportionnelles à D
n . Dans ce cas, il est

alors facile de véri�er que la fonction −γn(ŝD) est bien une fonction linéaire de D
n pour D

assez grand. Pour n �xé, l'estimation η̂ de la pente de cette fonction conduit �nalement à

choisir la pénalité suivante

pen(D) = 2η̂D.
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6.1.2 Méthode de la pente et sauts de dimension

Pour compléter cette description de la méthode de la pente, nous en rappelons mainte-

nant la présentation plus classique proposée dans Birgé et Massart (2006) et Arlot (2007).

Supposons que l'on s'intéresse à une pénalité de la forme η pen où pen est une fonction de D

et n et où η est un paramètre à régler. L'heuristique de pente repose sur les deux assertions

suivantes.

� Il existe une pénalité minimale penmin = ηmin pen dans la famille de fonctions retenues

telle que toute pénalité inférieure sélectionne les modèles de grandes dimensions, et toute

pénalité supérieure sélectionne des modèles de dimensions �raisonnables�.

� Une pénalité choisie de l'ordre de 2 penmin permet de sélectionner un estimateur de

risque comparable à celui de l'oracle.

Pour des pénalités proportionnelles à D
n , nous véri�ons que cette présentation de la méthode

de la pente et la description précédente sont cohérentes en considérant (à n �xé) pour pénalité

minimale penmin = η̂D où η̂ est l'estimation de la pente dé�nie plus haut.

Les deux assertions précédentes ont été véri�és par Birgé et Massart (2006) dans le cadre

de la régression sur design �xe avec bruit blanc gaussien homoscédastique, et par Arlot (2007)

dans le contexte d'un bruit blanc hétéroscédastique sur design aléatoire, pour le cas des histo-

grammes. Des progrès importants ont été réalisés dans ce domaine depuis quelques années, et

il est probable que cette heuristique soit encore valable dans de nombreuses autres situations.

Nous utilisons donc cette méthode dans les sections suivantes pour calibrer les pénalités dont

les formes générales ont été déterminées au chapitre précédent.

6.2 Classi�cation non supervisée et sélection de variables si-

multanés

Dans cette section, la méthode de la pente est appliquée aux collections modèles de mé-

langes gaussiens (S(K,v)).

6.2.1 Quelle forme de pénalité utiliser en pratique ?

Au chapitre 5, nous avons démontré que pour des collections de modèles ordonnées et des

pénalités de la forme

penmin(K, v) ≥ κ
D(K, v)

n

{
2A ln v + 1 + ln

(
1

1 ∧ D(K,v)
n A ln v

)}
, (6.3)

une inégalité oracle est réalisée par l'estimateur pénalisé ŝ(K̂,v̂). La borne inférieure donnée

dans (6.3) ne constitue pas en toute rigueur ce que l'on appelle une pénalité minimale. Il

faudrait pour cela qu'il y ait un comportement explosif de la dimension du modèle sélectionné

pour des pénalité inférieur à la borne proposée, ce qui est impossible à démontrer car les

constantes en jeu ne sont de toutes façons pas raisonnables. Cependant, l'inégalité (6.3) sug-

gère d'utiliser des pénalités (qu'elle soit minimale ou non) de la forme du terme de droite.

Ensuite, omme nous l'avons déjà mentionné dans le chapitre précédent, il est probable que
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l'on puisse se passer du terme κD(K,v)
n ln

(
1

1∧D(K,v)
n

A ln v

)
pour dé�nir des pénalités e�caces.

Ceci nous conduit donc à considérer des pénalités de la forme κD(K,v)
n (1 + A ln v). Les simu-

lations présentées en annexe indiquent de plus que l'on peut remplacer le terme ln v par une

constante (voir section C.2). De plus, dans les simulations de la section C.2, pour une pénalité

choisie proportionnelle à D(K,v)
n , les estimateurs de pénalité calibrée par la méthode de la

pente ont des performances proches de celle de l'oracle. Nous considérons donc des pénalités

proportionnelles à D(K,v)
n pour les applications présentées plus loin.

6.2.2 Utilisation de la méthode de la pente

Nous adoptons ici la première version de la méthode la pente telle qu'est elle est présentée

dans la section 6.1.1. En e�et, la dimension des modèles dépend ici de K et v, et ceci rend

parfois plus di�cile l'observation du saut de dimension sur lequel repose la deuxième version

de la méthode de la pente (section 6.1.2). Nous décrivons maintenant en détail comment la

méthode de la pente est utilisée pour dé�nir des pénalités e�caces et sélectionner un modèle

dans une collection
(
S(K,v)

)
(K,v)∈M avec M := {(K,v); 2 ≤ K ≤ Kmax,v ∈ V} où V est un

ensemble de parties de {1, . . . , Q}.
La méthode de la pente se déroule en trois étapes :

1. Étape d'estimation : L'estimateur du maximum de vraisemblance est calculé pour chaque

modèle S(K,v). Une densité dans un modèle S(K,v) est de la forme

t(x) = f(x[v]) Φ
(
x[vc] | 0Q−v, IQ−v

)

où f est un mélange gaussien à K composantes et de dimension v dont les matrices de

covariance sont de forme imposée par la collection. Les paramètres

(p̂1, . . . , p̂K , µ̂1, . . . , µ̂K , Σ̂1, . . . , Σ̂K) du mélange sont estimés par un algorithme EM (Es-

timation Maximization) (Dempster et al., 1977) en utilisant le logiciel Mixmod (Bier-

nacki et al., 2006).

2. Étape de détermination de la pénalité : Une nouvelle collection de modèles (SD)D∈D
est formée en réunissant tous les modèles S(K,v) de même dimension D dans un même

modèle SD. Un seuil D0 est choisi tel qu'au delà de celui-ci la fonction D 7→ −γn(ŝD)

ait un comportement linéaire en D. Soit η̂ une estimation de la pente correspondante

en utilisant une régression robuste. Nous obtenons �nalement la pénalité

penopt(D) = 2η̂D .

3. Étape de sélection de modèle : Soit D̂ dans D qui minimise le critère D 7→ γn(ŝD)+2η̂D,

et soit (K̂, v̂) le modèle de la collection initiale qui véri�e

D(K̂, v̂) = D̂ et ŝ(K̂,v̂) = ŝD̂.

Au �nal, la partie mélange gaussien de la densité ŝ(K̂,v̂) fournit automatiquement une

classi�cation des données par la règle du MAP (voir section 4.4.2).
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De façon à valider la procédure, il est aussi recommandé de véri�er que la nappe du

nombre de paramètres (K, v) 7→ D(K, v) s'ajuste bien sur la nappe des log-vraisemblances

(K, v) 7→ γn(ŝ(K,v)).

6.2.3 Classi�cation de courbes par modèles de mélanges gaussiens

La méthode de sélection de modèles de mélanges gaussiens qui est maintenant totalement

décrite permet en particulier de faire de la classi�cation non supervisée de courbes. Pour cela,

les données de courbes initiales sont tout d'abord projetées dans l'espace correspondant aux

coe�cients d'une décomposition de Fourier, une décomposition en ondelettes, ou encore une

décomposition spline. Cet espace est choisi de dimension su�sante Q pour que la procédure

de sélection de variables soit réellement utile.

Dans le cadre de la classi�cation de courbes, les collections non ordonnées ne peuvent gé-

néralement pas être utilisées, sauf à réduire à une dizaine le nombre de variables considérées.

Les décompositions de Fourier et en ondelettes présentent l'avantage de fournir un ordon-

nancement (même partiel) des variables et pour comparer l'allure générale des courbes, il est

naturel de privilégier les basses fréquences ou les informations de faible résolution. Ainsi, en

pratique nous préférons utiliser ces deux types de décomposition. Notons que les décomposi-

tions en ondelettes ont déjà été utilisées en classi�cation de courbes, citons par exemple les

travaux de Berlinet et al. (2008) dans un contexte de classi�cation supervisée.

Pour nous placer dans le cadre des collections de modèles (S(K,v)) dé�nies à la section 4.4.4,

les coe�cients obtenus sont ensuite centrés et réduits dans chaque variable. Nous appliquons

la méthode de la pente à une collection de modèles de mélanges a�n de déterminer �nalement

une classi�cation des courbes initiales.

6.2.4 Application à la classi�cation de pro�ls de production pétroliers

Dans cette section, la procédure de classi�cation de courbes est utilisée pour étudier un

échantillon de pro�ls de production pétroliers. La première section est consacrée au détail de

la construction de la base de donnée.

6.2.4.1 Construction de la base de données

Les états anglais et norvégiens publient les productions mensuelles des plusieurs centaines

de champs qu'ils possèdent1. Cette situation est assez exceptionnelle car pour de nombreuses

zones exploitées il est nécessaire d'acheter ces informations à des sociétés qui les commercia-

lisent. Pour comparer les formes des pro�ls sans tenir compte de leur amplitude, toutes les

courbes sont initialement normalisées par une estimation des réserves de chacun des champs2.

1Site internet norvégien du Norwegian Petroleum Directorate : www.npd.no/engelsk/cwi/pbl/en/index.
htm, et site internet anglais du Department of Trade and Industry : www.og.dti.gov.uk/fields/fields_
index.htm.

2En pratique, cette opération peut s'avérer délicate ! Par exemple, la base de données des productions
anglaises ne fournit pas d'estimations de réserves des gisements, il faut alors utiliser des bases telles que IHS
et Wood Mackenzie. Or, les champs pétroliers des di�érentes bases ne correspondent pas toujours, certains
champs sont par exemple regroupés en une même entité.
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Nous obtenons ainsi une base initiale de courbes homogènes représentant les taux de produc-

tion de chacun des champs.

Idéalement, la procédure de classi�cation devrait être e�ectuée sur des pro�ls de produc-

tion de gisements dont l'exploitation est achevée, de façon à étudier des courbes de production

complètes. En réalité, ceci est impossible à réaliser car la grande majorité des champs de la

mer du Nord sont toujours en production aujourd'hui. Beaucoup de plus petits gisements ne

produisent que depuis peu d'années. Quand aux champs les plus gros, même s'ils sont exploités

depuis déjà plusieurs décennies, leur production n'est pas pour autant terminée. Cependant,

les débuts de pro�l sont connus, et comme on peut le véri�er sur la �gure 4.1, les premiers

mois de la production révèlent déjà des di�érences de forme importantes entre les courbes.

Dans la suite, nous ne considérons que les 64 premiers mois de l'exploitation, et tous les

champs n'ayant pas produits sur une période assez longue sont retirés de l'échantillon initial.

Une dizaine de gisements dont la production présente des anomalies (arrêts de production dûs

à des accidents) sont aussi éliminés de la base. Nous aboutissons ainsi à une famille de 180

courbes homogènes entre elles et toutes dé�nies sur une période de 64 mois.

Transformation discrète d'ondelettes des pro�ls de production normalisés. De

façon à obtenir des informations en temps et en fréquence, nous utilisons une transformée

en ondelettes discrète des pro�ls de production normalisés. Nous rappelons maintenant les

dé�nitions et les résultats nécessaires pour présenter rigoureusement les décompositions en

ondelettes e�ectuées sur chacune des 180 courbes. Pour plus d'informations sur ce sujet, le

lecteur pourra par exemple consulter l'ouvrage de Percival et Walden (2000). Soit Y une série

temporelle de longueur N = 2J . On note W la matrice N × N associée à la transformée en

ondelettes et W le vecteur de R
n des coe�cients d'ondelettes de Y,

W = W Y.

La matrice W peut s'écrire sous la forme suivante

W =




VJ

WJ

WJ−1
...

W1




.

Pour tout j ∈ {1, . . . , J}, la sous-matrice Wj est de taille N/2j ×N . Il est possible de décrire

les lignes de Wj à partir des fonctions d'ondelettes

Ψj,k = 2−j/2Ψ
(
2−jx − k2j

)
, j = 1, . . . , J, k = 0, . . . , 2J−j − 1

où Ψ est appelée ondelette mère de la famille. Pour ce qui nous concerne, nous utilisons

l'ondelette de Haar Ψ = 111[0,1/2] − 111[1/2,1]. La k-ème ligne de Wj est dé�nie par le vecteur

des valeurs prises par Ψj,k aux points entiers {0, . . . , N − 1}. On peut alors montrer que la

130



6.2 HEURISTIQUE DE PENTE ET APPLICATIONS

transformée en ondelettes est une transformation orthogonale et donc

Y = W ′W.

Le vecteur W se décompose de même que W, en posant

W =
(
V′

J ,W′
J , . . . ,W′

1

)′

où Wj = WjY contient l'ensemble des coe�cients d'ondelettes associés au niveau j. Les

coe�cients Wj correspondent aux variations de Y, à l'échelle 2j−1, alors que le coe�cient VJ

est égal à Ȳ/
√

N .

Dans notre cas, les pro�ls de production sont de taille N = 64. Chaque courbe est donc

décrite par un vecteur W·i de longueur 64, formé des coe�cients d'ondelettes. Ce vecteur se

décompose en 6 blocs correspondant à des niveaux de résolution di�érents, pour la courbe i :

W·i =
(
V′

6i,W
′
6i, . . . ,W

′
1i

)′
.

Les familles de modèles de mélanges gaussiens utilisées par notre méthode reposent sur la

distinction entre le vecteur des variables de classi�cation qui a la distribution d'un mélange

gaussien multivarié et le vecteur du reste des variables qui a la distribution d'un vecteur

gaussien centré réduit. De façon à faciliter l'ajustement d'une distribution de vecteur gaussien

sur le second bloc, toutes les variables de coe�cients d'ondelettes sont préalablement centrées

et réduites. Soit W̃·i le vecteur des coe�cients d'ondelettes centrés et réduits, celui-ci se

décompose encore ainsi

W̃·i =
(
Ṽ′

6i,W̃
′
6i, . . . ,W̃

′
1i

)′
.

Variables techniques. De façon à déterminer quelles variables �techniques� sont cohérentes

avec la classi�cation obtenue, nous considérons les trois variables descriptives suivantes.

� Réserves du gisement. Pour les champs norvégiens, des estimations sont disponibles

dans la même base que celle fournissant les courbes de production. Concernant le côté

anglais, nous utilisons les bases IHS et Wood Mackenzie.

� Profondeur du haut du réservoir. Certains champs sont composés de plusieurs ré-

servoirs, dans ce cas la variable correspond au réservoir enfoui le moins profondément

(Source utilisée : base IHS).

� Densité des hydrocarbures du gisement. Celle-ci se mesure en degrés API ; plus un

brut est léger (plus sa densité est faible), et plus son indice API est élevé. Le degré API

peut varier à l'intérieur d'un même gisement, en particulier si celui-ci est composé de

plusieurs réservoirs. L'indice API utilisé ici provient de la base IHS et correspond à un

indice moyen sur l'ensemble du gisement.

Notons yres i, ypro i et yden i les trois variables techniques décrites ci-dessus, centrées et réduites.
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6.2.4.2 Classi�cation de courbes de production

A�n d'obtenir une classi�cation de courbes qui ne soit pas in�uencée par les variables tech-

niques, nous ne considérons pour commencer qu'une base de données constituée des coe�cients

d'ondelettes. Nous n'allons cependant pas utiliser les vecteurs d'ondelettes W̃·i complets pour

appliquer la méthode de la pente. En e�et, utiliser tous les coe�cients d'ondelettes conduirait

à considérer des modèles de très grandes dimensions vis à vis de la taille de l'échantillon,

et dans l'étape d'estimation de nombreux modèles ne parviennent pas à être estimés. Nous

retirons les variables d'ondelettes correspondant aux deux résolutions les plus �nes (j = 1

et j = 2). Puisque nous souhaitons classer les courbes en fonction de leur forme générale, il

est naturel de retenir pour l'analyse les coe�cients d'ondelettes associés aux échelles les plus

larges. De plus, nous allons voir que pour construire la classi�cation, 6 variables parmi les 16

retenues pour l'analyse sont su�santes, ce qui nous conforte dans notre choix d'oublier les

autres coe�cients de la décomposition. En�n, notons qu'en se ramenant à des observations

de dimension Q = 16, nous diminuons signi�cativement les temps de calculs nécessaires pour

e�ectuer la procédure complète de la méthode de la pente. Nous utilisons dans la procédures

les vecteurs observés

ỹ·i =
(
Ṽ′

6i,W̃
′
6i, . . . ,W̃

′
3i

)′
.

Dans la suite la notation yq désigne la q-ème variable de coe�cient d'ondelette centrée et

réduite.

Idéalement, nous souhaiterions considérer une collection de modèles non ordonnée pour

que tous les choix de blocs de variables de classi�cation soient possibles. Malheureusement la

collection serait alors trop riche pour que la procédure de sélection de modèle soit e�ectuée

dans un temps de calcul réaliste ; il nous faut donc trouver une façon d'ordonner les variables

pour nous ramener à une collection de modèles ordonnée. Une idée naturelle est d'ordonner les

variables selon leur résolution d'abord, puis selon le temps à résolution égale, c'est à dire en

conservant l'ordre des variables à l'intérieur des vecteurs ỹ·i. Nous allons utiliser une seconde

solution, qui consiste à ranger les variables par ordre décroissant de leur adéquation à une

variable gaussienne centrée réduite, et permet ainsi de sélectionner des modèles de dimension

inférieure. Pour cela nous e�ectuons pour chaque variable d'ondelettes un test d'adéquation

à une variable gaussienne centrée réduite, et nous ordonnons �nalement les variables par

ordre décroissant des statistiques de test. On note y·i les vecteurs obtenues en permutant les

variables de cette façon dans chacun des vecteurs ỹ·i.

Nous utilisons la collection de modèles M[LBk], ce choix permet de disposer d'une famille

de distributions su�samment riche tout en limitant les risques de dégénérescence lors de la

procédure d'estimation. Notons que l'hypothèse d'indépendance portant sur les coe�cients

d'ondelettes est en partie justi�ée car les coe�cients d'ondelettes d'un même niveau de réso-

lution sont peu corrélés. Rappelons que les résultats démontrés au chapitre 5 ne nécessitent

de toutes façons pas que la �vraie densité� soit dans la collection de modèles utilisée.

La �gure 6.1 illustre l'application de la méthode de la pente sur l'échantillon de vecteurs

(y·1, . . . ,y·180). Notons que le nuage de points de la �gure 6.1 présente dans les grandes

dimensions le comportement linéaire attendu. La régression robuste permet de calibrer la
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Fig. 6.1: Méthode de la pente appliquée à la base de données composée des variables d'onde-
lettes (sans les variables explicatives).

Fig. 6.2: Classi�cation obtenue (sans variables techniques) : pro�ls normalisés moyens de
chacune des 3 classes (à gauche) et boxplots du logarithme des tailles de gisements pour
chacune des trois classes (à droite).
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pénalité, et le modèle �nalement sélectionné est celui comportant 6 variables informatives

et 3 composantes dans le mélange. Le tableau suivant donne les e�ectifs de la classi�cation

déduite de la règle du maximum a posteriori appliquée à la partie mélange de la densité ŝ(K̂,v̂).

Groupes 1 2 3

E�ectifs 147 8 25

Nous pouvons ensuite retrouver quelle forme de pro�l moyen correspond à chacune des

classes obtenues. La �gure 6.2 (à gauche) permet de comparer les pro�ls normalisés moyens de

chacune des 3 classes. Ces groupes correspondent de façon naturelle à des taux de productions

di�érents. Sur le graphique de droite, les boîtes à moustaches du logarithme de la variable

�Réserves� montrent que la première classe correspond surtout aux gisements les plus gros alors

que la deuxième contient plutôt des champs de petites tailles et la troisième des gisements

de tailles intermédiaires. Nous retrouvons ainsi le principe évoqué dans la présentation du

problème à la section 4.4.1 du chapitre 4.

6.2.4.3 Classi�cation de courbes et sélection de variables techniques

Nous souhaitons maintenant déterminer quelles variables techniques expliquent la classi�-

cation de courbes. Pour cela, nous utilisons notre procédure pour e�ectuer simultanément une

classi�cation de courbes, une sélection de variables d'ondelettes et une sélection de variables

techniques. Nous ajoutons aux 16 variables d'ondelettes les 3 variables techniques elles aussi

centrées réduites, nous disposons maintenant de 180 individus et de 19 variables. Le vecteur

correspondant à l'observation du gisement i est de la forme (y′
·i,yres i,ypro i,yden i)

′.

Une nouvelle collection de modèles est dé�nie de la façon suivante. Pour un modèle,

nous notons v l'ensemble des indices des variables de classi�cation. La collection de modèles

que nous utilisons est composée des modèles pour lesquels les variables de classi�cation sont

précisées par des ensembles d'indices v de la forme

v = vtec ∪ {1, . . . , v′},

où vtec est choisi dans l'ensemble des parties de {res, pro, den}. Ainsi, vis à vis des variables

techniques, tous les modèles possibles sont considérés. On note encore v le cardinal de v.

Pour un couple (K, v) donné, il existe plusieurs modèles à K composantes et v variables de

classi�cation dans la famille.

L'application de la méthode de la pente est illustrée par la �gure 6.3, et la �gure 6.4

permet de véri�er que la nappe des paramètres (K, v) 7→ D(K, v) s'ajuste bien sur la nappe

des log-vraisemblances (K, v) 7→ γn(ŝ(K,v)). La procédure aboutit à la sélection du modèle à

4 composantes et 7 variables informatives, dont la variables �Réserves� et 6 variables d'on-

delettes. Ceci con�rme que la variable �Réserves� est cohérente avec la classi�cation globale,

alors que les variables Profondeur et Gravité ne sont pas sélectionnées. Nous avons ainsi validé

le principe selon lequel la forme d'un pro�l normalisé peut s'expliquer grâce à la quantité de

d'hydrocarbures qu'il contient. Nous obtenons cette fois les e�ectifs suivants pour la classi�-

cation.
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Fig. 6.3: Méthode de la pente appliquée à la base de données composée des variables d'onde-
lettes et des variables explicatives.

Fig. 6.4: Ajustement de la nappe des paramètres sur la nappe de la log-vraisemblance pour
les modèles de grandes dimensions.
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Fig. 6.5: Classi�cation obtenue (avec variables techniques) : pro�ls normalisés moyens de
chacune des 4 classes (à gauche) et boxplots du logarithme des tailles de gisements pour
chacune des quatre classes (à droite)

Groupes 1 2 3 4

E�ectifs 23 37 119 1

La classe 4 ne contient qu'un seul pro�l, dont la production est très rapide. Notons que le fait

de retirer l'unique courbe de la classe 4 de l'échantillon étudié ne permet pas de diminuer le

nombre de classes sélectionnées. L'incorporation de la variable �Réserves� dans la procédure a

pour e�et de renforcer le regroupement par classes de tailles, comme le con�rme la �gure 6.5.

6.2.5 Discussion

L'étude des pro�ls pétroliers ainsi que les simulations détaillées en annexe C illustrent

les bonnes propriétés de cette nouvelle méthode de classi�cation et de sélection de variables

simultanés, ce qui vient renforcer les résultats théoriques obtenus au chapitre précédent. No-

tons qu'il serait possible de démontrer des résultats similaires pour d'autres types de mélanges

gaussiens que les trois formes utilisées ici. Nous disposons ainsi d'un large choix de collections

de modèles et il est facile de véri�er en pratique si une collection de mélanges est adaptée

au problème considéré en véri�ant que la nappe des paramètres s'ajuste bien sur la nappe

de la log-vraisemblance dans les grandes dimensions. L'exemple des waveforms présenté dans

l'annexe C.4 illustre ce propos. L'application de la méthode de la pente nécessite d'estimer

su�samment de modèles pour lesquels le �régime� linéaire de γn(ŝD) est atteint. Lorsqu'un

grand nombre de composantes ou de variables de classi�cation est nécessaire pour observer le

comportement linéaire γn(ŝD), il est alors conseillé d'utiliser une collection de modèles plus

riche a�n d'appliquer la méthode de la pente plus facilement.
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Notons que notre méthode peut aussi être appliquée à la classi�cation non supervisée sans

sélection de variables. Les résultats théoriques obtenus au chapitre précédent suggèrent alors

de considérer des pénalités proportionnelles à la dimension, qui est dans ce cas une fonction

de K uniquement. En considérant une collection de modèles
(
S(K,Q)

)
K≥2

, le critère proposé

permet de sélectionner le nombre de classes, et il est alors un concurrent possible des critères

BIC ou ICL dans un cadre plus classique d'utilisation de ces critères.

Concernant l'interprétation du modèle sélectionné par notre méthode, il est important de

rappeler que l'optimisation du critère pénalisé ne correspond pas exactement avec la recherche

simultanée d'une classi�cation des données et du bloc de toutes les variables cohérentes avec

celles-ci. En e�et, nous avons décidé de privilégier comme objectif la minimisation du risque

d'estimation. En conséquence, l'optimisation du critère pénalisé n'aboutit pas nécessairement

à la sélection de toutes les variables cohérentes avec la classi�cation retenue. Par exemple,

dans une situation où Q est de l'ordre de n, certaines variables, qui sont pourtant cohérentes

avec la classi�cation ne seront pas retenues de façon à limiter l'erreur d'estimation dans le

modèle sélectionné. Dans le cas d'une collection non ordonnée de modèles, nous pouvons

cependant a�rmer qu'il n'existe pas de bloc de variables v de même taille que v̂ telle que la

vraisemblance de s(K̂,v) soit supérieure à celle de ŝ(K̂,v̂). Dans ce sens, le bloc de variables

v̂ est optimale. Dans le cas ordonné, ce n'est pas nécessairement le cas et les variables ne

devront pas être rangées dans un ordre arbitraire de façon à faciliter l'interprétation de la

sélection de variables .

La classi�cation de courbes constitue un domaine d'application privilégié de notre mé-

thode. En e�et, le nombre des coe�cients d'ondelettes (ou pour toute autre décomposition)

peut être beaucoup plus grand que n, et dans ce cadre la sélection de variables prend tout son

sens. De plus, le fait que les variables d'ondelettes n'aient pas vocation à expliquer la classi-

�cation obtenue modère le problème de l'interprétation de la sélection de variables que nous

avons signalé au paragraphe précédent. Le problème principal rencontré dans l'application de

cette nouvelle méthode de classi�cation de courbes est l'ordonnancement des variables, qui est

obligatoire du fait des temps de calculs irréalistes dans le cas des collections non ordonnées.

L'adéquation à une distribution normale centrée réduite est un critère possible pour ordon-

ner les variables : les premières variables sont alors celles dont les distributions empiriques

s'éloignent le plus de la distribution normale centrée réduite.

En ce qui concerne plus particulièrement l'étude des pro�ls pétroliers, nous avons validé

le principe selon lequel les pro�ls normalisés ont une forme qui dépend des quantités d'hy-

drocarbures contenues dans le gisement. Seule la variable �Réserves� a été sélectionnée parmi

les variables techniques, ce qui signi�e donc que la variable �Réserves� explique mieux que les

autres variables techniques la classi�cation obtenue.

6.3 Sélection d'un modèle d'exploration pétrolière

Dans cette section, nous appliquons la méthode de la pente pour sélectionner une partition

sur laquelle est estimée la fonction de visibilité des gisements. La première section détaille la

procédure d'estimation sur une partition �xée et la seconde est dédiée à l'application de la
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méthode de la pente sur des données de bassins réels.

6.3.1 Estimation de la fonction de visibilité sur une partition �xée

Nous reprenons les notations déjà utilisées au chapitre 4. Soit (X⋆
1 , . . . , X⋆

n) l'échantillon

des tailles de gisements dans l'intervalle [x0, xmax] et découverts avant la date t⋆, et soit

(D⋆
1, . . . , D

⋆
n) l'échantillon des dates de découvertes correspondantes. Dans le modèle Sm as-

socié à une partition m de [x0, xmax], la log-vraisemblance a pour expression

γn(g⋆) = γn(h)

= n lnα − n ln(x−α
0 − x−α

max) +
n∑

i=1

lnh(X⋆
i ) −

n∑

i=1

h(X⋆
i )D⋆

i

−(α + 1)
n∑

i=1

lnX⋆
i − n lnPdec(h).

Il s'agit donc de maximiser la log-vraisemblance en les paramètres A = (a1, . . . , ak) et b, ou

par abus, en la fonction h. Le problème se ramène donc à maximiser en (A, b) la fonction q

dé�nie sur (R+)k × R
∗
+ par

q(A, b) :=
n∑

i=1

ln {h(A, b)(X⋆
i )} −

n∑

i=1

D⋆
i h(A, b)(X⋆

i ) − n ln {Pdec (h(A, b))} .

Proposition 6.3.1. La fonction q est strictement concave et admet un unique maximum sur

son domaine de dé�nition.

La preuve de la proposition est donnée dans la section 6.3.3. Le calcul des dérivés par-

tielles de q montre qu'il n'existe pas de solution explicite au problème de la maximisation

de cette fonction. Bien que le domaine [0,+∞[k×]0, +∞[ ne soit pas compact, la proposition

précédente permet de dé�nir de façon rigoureuse l'estimateur du maximum de vraisemblance

ĝ⋆
m dans le modèle Sm. La concavité de la fonction q garantie de plus que celle-ci n'admet pas

de maximum local.

La fonction h est régulière en (A, b), ce qui nous place dans une situation favorable pour

évaluer ĝ⋆
m en utilisant une méthode de descente de gradient. Nous utilisons la fonction

fmincon du logiciel MATLAB (Coleman et Li, 1996) qui permet de plus d'imposer les contraintes

de positivité nécessaires sur les coe�cients A et b. La procédure nécessite de nombreuses éva-

luations de la quantité Pdec. Cette probabilité peut être estimée en utilisant une estimation

par la méthode de Monte Carlo. Les performances de cette procédure d'estimation pour une

partition �xée sont étudiées dans l'annexe D.1.1 sur des échantillons simulés.

6.3.2 Méthode de la pente appliquée à l'exploration pétrolière

Nous utilisons ici la méthode de la pente en détectant le saut de dimension correspondant

à la pénalité minimale (voir section 6.1.2). Dans les situations H1 et H2, le théorème 5.3.1
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suggère d'utiliser une pénalité minimale de la forme

penmin(m) = η
Dm

n
lnn. (6.4)

Adapté à notre contexte, l'algorithme proposé par Arlot (2007, p.35) se déroule de la façon

suivante,

1. Déterminer pour tout η le modèle m̂(η) minimisant le critère

crit(m) = γn(ĝ⋆
m) + η

Dm

n
lnn. (6.5)

2. Déterminer la constante ηmin telle que les modèles sélectionnés sont de �grandes� dimen-

sions lorsque η < ηmin et de dimensions �raisonnables� lorsque η > ηmin.

3. Choisir le modèle m̂ minimisant le critère (6.5) pour la pénalité 2 ηmin.

Pour que cette méthode puisse repérer le saut de dimension correspondant à la pénalité

minimale, il est donc préférable que la famille contienne quelques modèles de grande dimension.

En pratique, cette procédure est illustrée par un graphique sur lequel on porte la constante

de pénalité η en abcisses et la dimension du modèle sélectionné D(η) en ordonnées. Les

simulations exposées dans l'annexe D.1.2 montrent que la procédure permet e�ectivement de

sélectionner un modèle proche du modèle oracle.

Application à des bassins réels

Les zones pétrolières que nous étudions maintenant sont présentées dans l'annexe A. Les

données de la mer du Nord et du bassin de Sirte correspondent exactement aux données utili-

sées pour estimer l'indice α des distributions de Lévy-Pareto (voir tableau 4.1). En revanche,

les données du bassin du Delta du Niger sont limitées ici aux champs en o�-shore, sans tenir

compte des champs exploités en �o�-shore� ultra-profond. Ce choix se justi�e par le fait que

les champs en �on-shore�, en �o�-shore� et en �o�-shore� ultra profond n'ont pas été dévelop-

pés simultanément. Il n'est donc pas possible d'intégrer ces trois composantes dans un unique

échantillon dans lequel se superposerait trois dynamiques d'exploration distinctes.

Pour chacun des trois bassins, nous avons obtenu des estimations de l'indice de Pareto

α par la méthode d'estimation de Lepez au chapitre 4 (voir tableau 4.1). Nous estimons la

fonction de visibilité pour les champs de tailles supérieures à x0 en utilisant la méthode de la

pente pour sélectionner une partition convenable sur laquelle h est estimée. Les �gures 6.6, 6.7

et 6.8 présentent les résultats de la procédure pour chacune des zones. Le tableau 6.1 donne

les paramètres des fonctions de visibilité estimées.

6.3.3 Preuve de la proposition 6.3.1

1. Commençons par montrer que la fonction q est strictement concave. Puisqu'une somme

de fonction strictement concave est elle même une fonction strictement concave, il su�t

de montrer que pour tout x ∈ [x0, xmax] et tout τ ∈ [0, t⋆],

(A, b) 7→ ln {h(A, b)(x)} − τh(A, b)(x) − lnPdec(A,b)
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Fig. 6.6: Méthode de pente pour la province géologique du Graben de la mer du Nord. Le
graphique de gauche indique la dimension du modèle sélectionné en fonction de la constante
multiplicative η dans la fonction de pénalité. Le graphique de droite présente la fonction de
visibilité des champs dans un diagramme à double échelle logarithmique.

Fig. 6.7: Méthode de pente pour le bassin de Sirte. Le graphique de gauche indique la di-
mension du modèle sélectionné en fonction de la constante multiplicative η dans la fonction
de pénalité. Le graphique de droite présente la fonction de visibilité des champs dans un
diagramme à double échelle logarithmique.
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Fig. 6.8: Méthode de pente pour le bassin du Delta du Niger (Nigeria o�-shore). Le graphique
de gauche indique la dimension du modèle sélectionné en fonction de la constante multiplica-
tive η dans la fonction de pénalité. Le graphique de droite présente la fonction de visibilité
des champs dans un diagramme à double échelle logarithmique.

Zone Partition Sélectionnée
Estimations de h

A b

Sirte [12 17 40.5 72.5 4482] 2.63 10−3 2.69 10−10 2.14 10−3 4.73 10−2 4.26 10−3

mer du N. [20 63.5 110 4139] 1.15 10−11 0.0012 5.39 10−5 1.99 10−2

Nigéria [20 350 1250] 4.35 104 1.16 10−5 6.89 10−3

Tab. 6.1: Estimations de la fonction de visibilité des champs pour trois zones de production
pétrolières.
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est strictement concave. Soient x ∈ [x0, xmax] et τ ∈ [0, t⋆]. La fonction h(A, b)(x) est

linéaire en (A, b), on en déduit alors que (A, b) 7→ ln {h(A, b)(x)} − τh(A, b)(x) est

strictement concave. Il su�t donc de véri�er que (A, b) 7→ − lnPdec(A, b) est concave.

Soient (A, b) et (A′, b′) deux couples dans [0,+∞[k×]0,+∞[ et soit λ ∈ [0, 1]. D'après

la convexité de la fonction exponentielle, nous avons

exp
{
−h
(
λA + (1 − λ)A′, λb + (1 − λ)b′

)
(x)t⋆

}
≤ λ exp {−h(A, b)(x)t⋆}
+ (1 − λ) exp

{
−h(A′, b′)(x)t⋆

}
.

Nous en déduisons que

αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

[
1 − exp

{
−h
(
λA + (1 − λ)A′, λb + (1 − λ)b′

)
(x)t⋆

}]

≥ λ
αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

[1 − exp {−h(A, b)(x)}] + (1 − λ)
αx−α−1

x−α
0 − x−α

max

[
1 − exp

{
−h(A′, b′)(x)

}]
.

En intégrant cette inégalité en x sur [x0, xmax], nous obtenons ainsi que

Pdec
(
λA + (1 − λ)A′, λb + (1 − λ)b′

)
≥ λPdec(A, b) + (1 − λ)vPdec(A

′, b′).

Finalement, nous utilisons la convexité de la fonction logarithme pour montrer que

− lnPdec est une fonction concave de (A, b), ce qui termine la preuve de la stricte concavité

de q.

2. Pour montrer que q admet un maximum, commençons par montrer que q est majorée

en 0. La fonction q peut se décomposer de la façon suivante,

q(A, b) =
k∑

j=1

qj(aj , bj),

où bj est dé�ni par bj =
∑j−1

u=1 au(xu − xu−1) + b1 et

qj(aj , bj) :=
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{lnh(X⋆
i ) − h(X⋆

i )D⋆
i − ln (Pdec)} .

Pour tout h ∈ Sm, nous avons

Pdec(h) =
α

x−α
0 − x−α

max

∫ xmax

x0

[1 − exp {−h(x)t⋆}]x−α−1dx

=
α

x−α
0 − x−α

max

k∑

j=1

∫ xj

xj−1

[1 − exp {−h(x)t⋆}]x−α−1dx
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et par croissance de la fonction h, il vient

Pdec(h) ≥ α

x−α
0 − x−α

max

k∑

j=1

[1 − exp {−h(xj−1)t
⋆}]
∫ xj

xj−1

x−α−1dx

≥
k∑

j=1

x−α
j−1 − x−α

j

x−α
0 − x−α

max

[1 − exp {−h(xj−1)t
⋆}] .

De plus, en utilisant l'inégalité, 1 − exp u ≥ u exp(−u) pour u ≥ 0, il vient

Pdec ≥
k∑

j=1

cj h(xj−1) exp {−h(xj−1)t
⋆} ,

où les cj sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas des aj et des

bj . Ceci permet de majorer qj pour tout j de la façon suivante,

qj(aj , bj) ≤
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{
ln

h(X⋆
i )

∑k
r=1 crh(xr−1) exp {−h(xr−1)t⋆}

− h(X⋆
i )D⋆

i

}

≤
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{
ln

h(X⋆
i )

cjh(xj−1) exp {−h(xj−1)t⋆}
− h(X⋆

i )D⋆
i

}

≤
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{
ln

h(X⋆
i )

h(xj−1)
+ h(xj−1)t

⋆ − ln cj − h(X⋆
i )D⋆

i

}

≤
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{
ln

h(X⋆
i )

h(xj−1)
+ h(xj−1)t

⋆ − ln cj − h(X⋆
i )D⋆

i

}

≤
∑

i|X⋆
i ∈Ij

{
ln

(
1 +

X⋆
i − xj−1

xj−1

)
+ h(xj−1)t

⋆ − ln cj

}
.

La dernière inégalité est obtenue en utilisant le fait que h(x) = aj(x − xj−1) + bj sur

l'intervalle Ij . On note de plus que h(x) tend vers 0 lorsque (A, b) tend vers 0, ce qui

permet de montrer que qj est majorée en 0.

Ensuite, on véri�e facilement pour pour tout j, la fonction qj tend vers −∞ lorsque

‖(A, b)‖ → +∞. En e�et, pour tout i tel que X⋆
i ∈ Ij , on a

ln [aj(X
⋆
i − xj−1) + bj ] − [aj(X

⋆
i − xj−1) + bj ]

→
‖(A, b)‖ → +∞ −∞.

On a de plus h → +∞, uniformément sur [x0, xmax], lorsque ‖(A, b)‖ → +∞ ce qui

implique que lim
‖(A,b)‖→+∞

Pdec = 1, d'où la limite qj annoncée ci-dessus.

La fonction q est continue, majorée en 0 et tend vers −∞ lorsque ‖(A, b)‖ tend vers +∞.

On en déduit donc que celle-ci admet un maximum sur [0, +∞[k×]0,+∞[. L'unicité du

maximum provient en�n de la stricte concavité de la fonction q.
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6.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons développé les procédures permettant d'exploiter en pratique

les résultats théoriques obtenus dans le chapitre précédent. Concernant l'étude des pro�ls

pétroliers, nous avons montré que les pro�ls normalisés se déforment en fonction des réserves

ultimes du gisement, en utilisant une méthode originale de classi�cation de courbes. Ceci

justi�e l'introduction au chapitre suivant d'un modèle pour la production individuelle des

gisements dans lequel la production dépend directement de la quantité de pétrole contenue

dans le gisement considéré. Quant au problème de l'exploration pétrolière, l'estimation de

la visibilité, qui d'un point de vue statistique constituait la di�culté principale, va nous

permettre dans la suite de proposer des prolongements du processus d'exploration.
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Chapitre 7

Pro�ls de production d'un bassin

pétrolier

Ce chapitre est consacré à l'étude des courbes de production de bassins pétroliers. A�n de

pouvoir modéliser complètement la production d'un bassin, nous proposons tout d'abord un

modèle élémentaire de la production individuelle des gisements qui s'appuie sur les conclusions

du chapitre précédent. La section 2 est consacrée à la dé�nition du modèle de production de

bassin et à l'étude de l'impact de di�érents facteurs sur la forme de la courbe de production.

La section �nale propose des prolongements de processus d'exploration et de courbes de

production pour des bassins connus.

7.1 Modèle de production individuelle des gisements pétroliers

La classi�cation des pro�ls de production exposée dans le chapitre précédent nous a révélé

que la forme d'un pro�l de production normalisé s'expliquait principalement par la taille du

gisement correspondant. Nous proposons maintenant un modèle paramétrique simple de la

production individuelle, comme fonction du temps et de la variable Réserves.

7.1.1 Présentation du modèle

Les classes de pro�ls obtenues au chapitre précédent (voir �gure 6.5) suggèrent que les gi-

sements les plus riches en réserves sont produits de façon beaucoup plus lente que les champs

plus petits. La �gure 7.1 illustre encore ce phénomène. Pour un échantillon de courbes de

production en mer du Nord, les durées de production des champs, et les niveaux des pics

de production sont portés dans ces deux graphiques en fonction des réserves contenues dans

chacun des gisements, selon des échelles logarithmiques. Notons que 90% des gisements cor-

respondants sont toujours en production, et les durées de production considérées ne sont

majoritairement que des estimations fournies par la base de données. En revanche, le pic de

production d'un gisement est atteint rapidement, et très peu de pics de production nécessitent

d'être estimés dans cet échantillon. Il est facile d'ajuster une droite sur le nuage de points

du graphique inférieur, ce qui suggère que le niveau du pic est une puissance de la variable

Réserves. L'ajustement est de moins bonne qualité sur le graphique supérieur, mais comme
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Fig. 7.1: Logarithmes des durées de production (graphique supérieur) et logarithmes des
productions maximales (graphique inférieur) en fonction des réserves des gisements, pour
un échantillon de 250 champs productifs en mer du Nord. Données issues de la base Wood
MacHenzie 2004, les longueurs des pro�ls sont des estimations fournies par la base.
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Fig. 7.2: Quantités xβ−1
i prod(xi, tij) en fonction des points tij

xi
pour l'ensemble des gisements

en mer du Nord. La quantité prod(xi, tij) correspond à la production d'un champ de taille xi

au temps tij .

nous venons de l'expliquer, les données utilisées dans ce cas sont surtout des estimations. On

véri�e tout de même qu'un champ produit d'autant plus longtemps que celui-ci renferme des

réserves importantes.

La taille du gisement, notée x, ainsi que le temps t, sont ici des variables déterministes.

Soit prod(x, t) la variable aléatoire de la production au temps t d'un gisement de taille x. Les

remarques précédentes nous conduisent à supposer que

E

(
1

x
prod(x, t)

)
=

1

xβ
K

(
t

xβ

)
, (7.1)

où la fonction K est appelée pro�l élémentaire. Le coe�cient β, que nous appelons coe�cient

d'inertie, contrôle la vitesse de production des champs en fonction de leur taille. La �gure

7.2 permet de valider graphiquement cette modélisation. Sur celle-ci, nous avons porté les

quantités xβ−1
i prod(xi, tij) en fonction des points tij

xi
. La quantité prod(xi, tij) correspond

à la production du i-ème champ au temps tij . Le coe�cient d'inertie β a été estimé de

façon grossière en utilisant la régression linéaire e�ectuée sur le nuage de points du graphique

inférieur de la �gure 7.1, ce qui donne β = 0.25. La forme du pro�l élémentaire K se dessine

clairement à travers le nuage de points
(
xβ−1

i prod(xi, tij),
tij
xi

)
.

La �gure 7.2 suggère que le bruit agit de façon multiplicative sur la variable prod. Nous

aboutissons ainsi au modèle de production suivant :

1

x
prod(x, t) =

1

xβ
K

(
t

xβ

)
ǫ̃x,t (7.2)

où ǫx,t := log(ǫ̃x,t) une variable gaussienne centrée de variance σ2.
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Supposer que le bruit agit additivement et non pas multiplicativement ne modi�e que

peu l'estimation de β. En revanche, les résidus que l'on obtiendrait pour le modèle additif

présentent une plus forte hétéroscédasticité que pour le cas multiplicatif.

7.1.2 Principe d'estimation

En passant au logarithme1dans (7.2), le modèle s'écrit sous la forme suivante

ln
prod(x, t)

x
= −β lnx + H

(
t

xβ

)
+ ǫx,t, (7.3)

avec H := lnK. Les productions du gisement i (de taille xi) sont connues aux temps ti1, . . . , tij ,

. . . , tiq(j), où q(j) correspond au nombre d'années pendant lesquelles le gisement a produit. A

chaque couple possible (i, j), nous associons un nouvel indice u = u(i, j). Nous pouvons alors

écrire (7.3) pour les observations disponibles sous la forme suivante

Zu = −β lnxu + H
(
τ (β)
u

)
+ ǫu, (7.4)

où Zu := ln
prod(xi,tij)

xi
, xu := xi, et τ

(β)
u :=

tij

xβ
i

. Les variables aléatoires ǫu sont i.i.d. de

loi gaussienne centrée de variance σ2. Cette indexation ne fait plus de distinction entre les

di�érents gisements et nous permet de nous replacer dans un contexte d'estimation statistique

plus classique.

Pour estimer H dans le modèle de régression (7.3), nous utilisons une méthode d'interpo-

lation spline. Une fonction spline cubique est une fonction continue polynomiale par morceaux

de degré au plus 3, dé�nie sur une partition d'intervalles délimités par des noeuds, et telle que

celle-ci ait ses dérivés première et seconde continues. Un problème courant dans l'utilisation

des splines cubiques est leur tendance à �exploser� aux deux extrémités de leur intervalle de

dé�nition. Les fonctions splines cubiques naturelles permettent de résoudre ce problème en

imposant à la fonction d'avoir de plus un comportement linéaire au-delà des deux extrémités.

Pour un ensemble de k noeuds �xés, l'ensemble des fonctions splines cubiques naturelles dé-

�nies sur ces noeuds forme un espace vectoriel de dimension k. Le lecteur pourra se référer à

Hastie et al. (2001) pour une description détaillée de l'interpolation spline.

Dans la suite, nous supposons que le nombre k de noeuds est �xé, et que les noeuds ξ

sont régulièrement espacés sur [0, τmax], où τmax est une valeur maximale pour les τu observés.

Soit m = (mr)r=1,...,k une base de l'espace Scn(ξ) des fonctions splines naturelles construites

sur les noeuds ξ. Une fonction H ∈ Scn(ξ) s'écrit donc sous la forme H =
∑k

r=1 θr mr, avec

θ ∈ R
k.

De façon à éviter que la fonction estimée sur-ajuste les observations, le critère pénalisé des

1Cette transformation exclut donc les production nulles que l'on observe lorsque l'exploitation est terminée.
Pour l'échantillon de mer du Nord utilisé ici, seules les �ns de production d'une vingtaine de gisements sont
concernées, et l'impact est donc très faible sur l'estimation de K. Pour éviter d'exclure ces données, il serait
toujours possible d'utiliser le modèle avec bruit additif tout en ayant à l'esprit que cette modélisation est
moins réaliste.
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moindres-carrés ci-dessous est minimisé en H ∈ Scn(ξ) et en β,

crit(H, β, λ) =
N∑

u=1

{
Zu + β lnxu −H

(
τ (β)
u

)}2
+ λ

∫ τmax

0
{H(τ)}2 dτ. (7.5)

Les fonctions H qui présentent des oscillations trop prononcées sont pénalisées par le second

terme ; de façon générale la fonction choisie par ce critère est appelée spline de lissage. Dans

ce qui suit, nous adaptons la procédure détaillée dans Hastie et al. (2001, p.127) à notre

cas particulier mêlant estimations de H et de β. Dé�nissons la matrice M(β) par M
(β)
ur =

mr

(
τ

(β)
u

)
, posons W

(β)
u := Zu + β lnxu. Le critère (7.5) peut aussi s'exprimer sous la forme

matricielle suivante

crit(θ, β, λ) =
t
(
W (β) − M(β)θ

)(
W (β) − M(β)θ

)
+ λtθΩ(m)θ, (7.6)

où la matrice Ω(m) est dé�nie selon la base m par

Ω
(m)
rl =

∫
m

′′

r (t)m
′′

l (t) dt.

Pour des paramètres λ et β �xés, le critère (7.6) est minimum en

θ̂(β, λ) =
(

t

M(β)M(β) + λΩ(m)
)−1 t

M(β)W (β).

La minimisation de (7.6) en β est e�ectuée de façon numérique en calculant les valeurs

crit
(
θ̂(β), β, λ

)
sur une grille �ne de valeurs de β ; nous notons β̂(λ) le β optimal correspon-

dant. Pour ajuster le paramètre λ, il est souvent préconisé d'e�ectuer une validation croisée

de façon à minimiser le risque de prédiction. L'échantillon utilisé ici est de longueur environ

2000. Il est su�sant et plus simple dans notre cas de séparer aléatoirement l'échantillon en

deux blocs de données distincts. Le premier bloc B1 est utilisé pour calculer les estimateurs

θ̂ et β̂ pour di�érentes valeurs de λ. Le risque correspondant à chaque choix de λ est ensuite

estimé en utilisant le deuxième bloc de données B2. Nous choisissons le paramètre de lissage

optimal qui minimise le risque estimé

R̂(λ) =
∑

u∈B2

[
Zu + β̂xu − Ĥ

(
τ (β̂)
u

)]2

où Ĥ =
∑k

r=1 θ̂(β̂, λ)mr.

7.1.3 Résultats

La base de donnée utilisée ici est la base Wood Mackenzie 2004. Le nombre de noeuds est

�xé à k = 50. Il serait inutile et plus coûteux en temps de calcul de s'appuyer sur un maillage

plus �n. Nous utilisons la fonction smooth.spline du logiciel R pour estimer H à β �xé. Cette

procédure R présente l'avantage de laisser à l'utilisateur la possibilité de régler le nombre

de noeuds sur lesquels s'appuie la base de splines cubiques naturelles. La régression linéaire

proposée sur la �gure 7.1 permet de préciser un intervalle raisonnable sur lequel rechercher
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Fig. 7.3: Procédure complète d'estimation du paramètre β et de la fonction spline cubique
naturelle.
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Fig. 7.4: Estimation du pro�l élémentaire K̂.
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β̂ ; la minimisation du critère est e�ectuée pour β entre 0.1 et 0.4.

La �gure 7.3 est composée de quatre graphiques qui résument les résultats obtenus. La

�gure en haut à gauche représente l'estimation du risque en fonction du paramètre de lis-

sage. Juste en dessous, le critère pénalisé, pour le paramètre de lissage optimal, est calculé

en fonction du paramètre β. Nous trouvons ainsi β̂ = 0.27, et la fonction spline Ĥ corres-

pondant à β̂ est tracée sur le graphique en haut à droite. Nous avons aussi a�ché les résidus

correspondant au couple (β̂, θ̂) retenu. Si l'on exclut la zone temporelle correspondant au

début de la production, l'observation des résidus montre que ce modèle simpliste explique

cependant convenablement les données observées. Selon notre modèle, le bruit est ici multipli-

catif et lorsque la production est faible, la variance est théoriquement faible elle aussi. Or, les

quantités observées ici sont cumulées par année de production, et le début de l'exploitation

d'un gisement peut avoir lieu au début ou à la �n de la première années de production. Ceci

explique en partie la variance importante des résidus en 0.

Pour �nir, le pro�l élémentaire est estimé naturellement par K̂ = exp
(
Ĥ
)
. Cette fonction

est représentée sur la �gure 7.4. Il est intéressant de noter que la décroissance de cette fonction,

au-delà du pic, est atténuée par un léger rebond en toute �n de production. Ceci s'explique

par les techniques de récupérations secondaires et tertiaires mises en place sur une partie

des gisements de l'échantillon, et qui permettent d'accéder à de nouvelles réserves dans le

gisement. Il est satisfaisant que l'estimation du pro�l élémentaire K intègre ce phénomène par

ce rebond de production.

D'après le modèle dé�ni en (7.1), la fonction élémentaire est une fonction d'intégrale 1.

Or, la procédure que nous avons détaillée ci-dessus n'impose pas cette contrainte, qui aurait

nettement compliqué l'estimation de H. Pour combler cette lacune, il su�t de restreindre le

support de la fonction K̂ de façon que celle-ci véri�e la contrainte. Nous obtenons �nalement

un couple (K̂, β̂) que nous pourrons utiliser au chapitre suivant pour la modélisation de la

production du bassin.

7.2 Pro�ls de production de bassin pétrolier

Dans cette section, le modèle de production de bassin que nous sommes maintenant en

capacité d'utiliser est complètement dé�ni. Soit (X1, . . . , XNB
) l'échantillon des tailles des

gisements et soit (D1, . . . , DNB
) l'échantillon des dates de découverte correspondantes, où NB

désigne le nombre total de gisements contenus dans le bassin. Pour u ≥ 1, nous notons (Lu)u≥1

la suite des dates de mise en production, et soit Yu les réserves du gisement lancé à la date

Lu. L'entier u(i) désigne le rang de lancement du gisement i, et si celui-ci n'est jamais mis en

production, alors par convention u(i) = +∞ avec L∞ = +∞. Si u(i) < ∞, nous avons alors

Yu(i) = Xi(u). Le stock de gisements disponibles à la date t a pour expression

Stockt =
{
i ∈ {1, . . . , NB} |Di ≤ t < Lu(i)

}
.

De façon général, nous appelons �politique de mise en production� une fonction de Lu et de

Stockt (et éventuellement d'autres paramètres externes) qui détermine le gisement à sélec-

tionner dans StockLu à la date Lu.
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La synthèse suivante énumère l'ensemble des hypothèses sur lesquelles repose le modèle

de la production d'un bassin .

1. Les réserves X d'un gisement du bassin suit une loi de Lévy-Paréto Par(α, 1, xmax).

2. Les champs sont découverts selon le modèle d'exploration suivant :

� les dates de découvertes des champs de taille supérieure à un seuil x0 sont de loi

conditionnelle (D |X) ∼ E (h(X)) où h est la fonction de visibilité des champs,

� les gisements de taille inférieure à x0 sont découverts selon un processus de Poisson

homogène dans le temps.

3. Les champs du stock découverts sont développés selon une �politique de mise en pro-

duction�.

4. Un gisement exploité produit ses réserves selon le modèle

prod(x, t) = x1−β K

(
t

xβ

)

où le pro�l élémentaire K et le coe�cient d'inertie β ont tous deux été estimés dans la

section précédente.

Sous cet ensemble d'hypothèses, la production du bassin a pour expression

Prod(t) =
∞∑

u=1

Y 1−β
u K

(
t − Lu

Y β
u

)
.

Il serait également possible de supposer que X suit une loi de Lévy-Pareto Par(α) non

restreinte. Pour que la production Prod(t) soit intégrable en tout t, il faudrait alors des

hypothèses supplémentaires sur la loi de (X, D) et sur β. Les simulations qui suivent visent à

déterminer des courbes moyennes de production, pour éviter toute discussion sur l'intégrabilité

de Prod(t), nous supposerons donc que X est majoré. Pour les prolongement de courbes de

production proposés dans la section suivante, cette hypothèse est naturelle car pour des bassins

matures la taille du plus gros gisement est connue. Concernant le dernier point, dans l'objectif

de déterminer des courbes de production moyennes, il n'est pas nécessaire d'incorporer de bruit

multiplicatif dans le modèle production individuel des gisements que nous utilisons ici.

Nous étudions maintenant l'impact de la politique de mise en production des champs et

de la géologie sur la courbe de production du bassin.

7.2.1 Impact de la politique de mise en production

Pour étudier l'in�uence de la gestion du stock sur la forme de la courbe de production

du bassin, plusieurs scénarios de gestion sont considérés dans les protocoles de simulation qui

suivent. Pour chacun des protocoles, 100 simulations sont e�ectuées pour évaluer un pro�l de

production moyen du bassin.

Étude de l'impact de la politique de sélection

A chaque date Lu, un champ est choisi dans la population de StockLu selon un certain

critère. Il est di�cile de modéliser �dèlement la politique de sélection d'un gisement dans
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le stock. En e�et les décisions de mise en production sont in�uencées par de nombreux pa-

ramètres économiques et géographiques alors que dans le cadre de notre modélisation, nous

ne connaissons pour chaque gisement que la quantité de réserves qu'il contient et la date

de sa découverte. Cependant, pour des raisons économiques évidentes, il est clair qu'il y a

une grande préférence à mettre en production les gisements du stock qui possèdent les plus

grandes réserves.

Protocole 1 : Nous supposons ici que la suite des dates Lu est modélisée par un processus

de Poisson d'intensité λ constante dans le temps. Le tableau 7.5a détaille les caractéristiques

du processus d'exploration simulé qui sont communes pour toutes les simulations e�ectuées.

A chaque date Lu, un gisement est sélectionné dans le stock selon l'un des modes de tirage

suivants,

� tirage non biaisé,

� tirage biaisé selon une puissance γ de la taille (ici γ = 1 et γ = 3),

� sélection du gisement de plus grande taille.

Les courbes de production moyennes correspondant à chacune de ces situations sont repré-

sentées sur la �gure 7.5c. Notons tout d'abord que plus le tirage dans le stock avantage les

grands champs, plus le pic survient tôt et avec une grande amplitude. En revanche, si le biais

est faible, la production est globalement mieux répartie sur les premières décennies. De plus,

nous notons que pour des puissance γ ≥ 1, les pro�ls de bassin sont quasiment identiques.

Impact de l'intensité de mise en production

Les 3 protocoles suivants permettent d'évaluer l'impact de l'intensité de mise en production

des champs sur la forme des courbes de production du bassin.

Protocole 2 : Nous commencer par considérer plusieurs scénarios d'intensité constante

dans le temps, pour les mêmes distributions de réserves et d'exploration (voir tableau 7.6a).

Le tableau 7.1 et la �gure 7.6c présentent les résultats obtenus dans chacun des scénarios.

Notons que pour ces simulations, la visibilité et l'intensité µ0 sont su�samment élevées pour

que le stock ne soit jamais épuisé au cours de l'exploitation du bassin. L'augmentation de

l'intensité a un e�et important sur la courbe tant que les niveaux d'intensité restent faibles.

Pour des niveaux d'intensité plus grands, l'impact de l'intensité sur la courbe de production

est beaucoup moins important et les productions cumulées du tableau 7.1 con�rment cette

observation. La distribution des réserves est à l'origine de ce phénomène. En e�et, pour α =

0.75, environ 70% des réserves sont en moyenne contenues dans l'ensemble des gisements de

taille supérieure à 100Mb. Ces gisements ne sont que quelques dizaines et l'essentiel d'entre

eux est découvert sur les 30 premières années. Le fait d'augmenter l'intensité de la mise en

production des gisements ne peut donc que faiblement augmenter les réserves disponibles à la

production. De plus, la �gure 7.6c montre que l'augmentation de λ a pour e�et de produire

l'essentiel des réserves plus tôt, ce qui accentue naturellement le déclin de la production au-

delà du pic.
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NB = 2500

α = 0.75

h :





Partition : [20 , 70 , 110 , 5000]

A = [10−3 , 2 10−3 , 7 10−5]

b = 10−3

µ0 = 6

Intensité de mise en production : λ = 6

(a) Paramètres du protocole.

(b) Fonction de visibilité associée.

(c) Courbes de production moyennes pour di�érents types de tirage dans le stock.

Fig. 7.5: Impact de la politique de sélection (protocole 1).
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NB = 2500

α = 0.75

h :





Partition : [20 , 70 , 110 , 5000]

A = [10−3 , 10−3 , 10−4]

b = 210−4

µ0 = 6

Tirage dans le stock : γ = 2

(a) Paramètres du protocole.

(b) Fonction de visibilité associée.

(c) Courbes de production moyennes pour di�érentes hypothèses d'intensité de mise en production.

Fig. 7.6: Impact de l'intensité de mise en production (protocole 2).
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λ Quantité moyenne de champs produits Production cumulée moyenne (109 b/an)

2 140 373

6 420 440

10 700 455

15 1050 465

20 1400 469

Tab. 7.1: Description des productions de bassin pour cinq scénarios d'intensité di�érentes. La
période de production considérée est [0, 70].

Protocole 3 : Nous considérons maintenant un scénario dans lequel le nombre de gisements

augmente avec le temps, ceci a�n d'étudier dans quelle mesure il est possible d'atténuer le

déclin au-delà du pic de production. Cette situation peut être modélisée par un processus de

Poisson inhomogène d'intensité λ(t) = λ̃ + t
2 . Ici λ̃ = 6 et le tableau 7.7a donne les valeurs

des autres paramètres �xés pour cet exemple. Sous ces hypothèses, le nombre de gisements

lancés chaque année augmente jusqu'à atteindre environ 40 gisements par an au bout de 70

ans. Au total, plus d'un millier de gisements supplémentaires sont mis en production par

rapport la situation où l'intensité reste à λ̃ = 6. Le graphique 7.7c permet de comparer les

deux courbes de production moyennes correspondant aux deux situations λ et λ̃. En réalité,

cet e�ort important de mise en production ne parvient à augmenter la production cumulée

que d'environ 7%, et les vitesses de déclin sont comparables, avec des niveaux de production

légèrement supérieurs dans le cas de l'intensité λ. Il ne su�t donc pas d'augmenter l'e�ort de

mise en production des gisements pour compenser le déclin de la production au-delà du pic.

Protocole 4 : Dans cette expérience, nous e�ectuons quatre types de simulations pour me-

surer l'e�et de l'augmentation de la visibilité des champs combinée avec une augmentation de

l'e�ort de mise en production. Le détail du protocole de simulation est présenté dans la �gure

7.8. L'e�et sur la courbe de production est plus important que dans la situation du protocole

2 où l'e�ort d'exploration était identique pour toutes les intensités de mise en production

considérées. Mais l'augmentation de l'activité pétrolière (exploration et production) a surtout

pour e�et d'avancer la date du pic et d'accentuer la vitesse de déclin au-delà de celui-ci, sans

découvrir beaucoup de nouveaux gisements : le scénario 4 (voir la légende de la �gure 7.8c)

mobilise 4 fois plus de gisements que le scénario 1 mais produit à peine 20% de plus que le

premier scénario.

7.2.2 Impact de la loi des réserves

A�n d'illustrer l'in�uence de la distribution des réserves sur la forme du pro�l du bassin,

nous proposons le schéma de simulation suivant.

Protocole 5 : Les paramètres du protocole sont donnés dans le tableau 7.9a, le paramètre α

de la loi de Lévy-Pareto varie entre 0.3 et 0.9 a�n des décrire des situations de concentrations

d'habitat très di�érentes. La �gure 7.9c présente les courbes de production moyennes obtenues.
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NB = 2500

α = 0.75

h :





Partition : [20 , 70 , 110 , 5000]

A = [5 10−4 , 5 10−4 , 5 10−5]

b = 10−4

µ0 = 20

Tirage dans le stock : γ = 2

(a) Paramètres du protocole.

(b) Fonction de visibilité associée.

(c) Courbe de production moyenne du bassin pour les deux hypothèses d'intensité λ et λ̃.

Fig. 7.7: Impact de l'intensité de mise en production (protocole 3).
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NB = 2500

α = 0.75

h0 :





Partition : [20 , 70 , 110 , 5000]

A = [5 10−4 , 5 10−4 , 5 10−5]

b = 10−4

Tirage dans le stock : γ = 2

(a) Paramètres du protocole.

(b) Fonction de visibilité associée.

(c) Courbe de production moyenne du bassin pour des scénarios d'exploration et de mise en production de
di�érentes intensités.

Fig. 7.8: Impact de l'intensité de mise en production (protocole 4).
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Nous observons tout d'abord que l'amplitude de la courbe de production augmente avec la

concentration de l'habitat, c'est-à-dire lorsque α diminue. Ceci est naturel puisque l'espérance

d'une variable aléatoire de distribution de Lévy-Pareto de paramètre α restreinte à [1, xmax]

est une fonction décroissante de α. En revanche, une fois normalisées par la valeur de leur

maximum, ces courbes ont globalement la même allure, comme le montre la �gure 7.10.

On note en�n que le pic de production survient plus tard pour un habitat concentré. Ce

phénomène est naturel car il y a beaucoup de gisements de grande taille lorsque α est faible,

et la production de ces grands gisements s'étale alors plus dans le temps que lorsqu'il n'y en

a que quelques-uns, et ceci a pour e�et de retarder le passage du pic.

7.3 Prolongement de l'exploration de la production d'un bassin

Dans cette section, nous proposons des scénarios pour l'exploration et la production des

hydrocarbures dans des bassins en cours d'exploitation. Pour être capable de proposer ces

prolongements, nous devons tout d'abord estimer l'intensité du processus de découverte des

petits champs, ainsi que le nombre de gisements de tailles supérieurs à x0 restants dans le

bassin.

7.3.1 Estimation de l'intensité du processus de découvertes des petits

champs

Soit Qp le nombre des champs de taille dans [1, x0] et découverts pendant l'année p.

On note t⋆ l'année actuelle, alors (Q1, . . . , Qt⋆) forme un échantillon variables aléatoires de

distribution de Poisson de paramètre l'intensité µ0 du processus de découverte. L'estimation

du maximum de vraisemblance de µ0 a pour expression

µ̂0 =
1

t⋆

t⋆∑

p=1

Qp,

le tableau 7.2 présente les estimations obtenues pour zones de production. Rappelons qu'une

description de ces bassins est disponible dans l'annexe A.

Zone pétrolifère I0 t⋆ n0(t
⋆) µ̂0

Sirte [1 , 12] 42 104 2.36

mer du Nord [1 , 20] 31 226 6.85

Nigeria o�-shore [1 , 20] 39 103 2.5

Tab. 7.2: Estimations des intensités des processus de Poisson modélisant les temps de décou-
verte dans la classe des petits champs pour les trois bassins étudiés.

7.3.2 E�ectifs des gisements de taille supérieure à x0

Soit (X1, . . . , XN ) un échantillon de variables aléatoires de distribution de Lévy-Pareto

restreinte à [x0, xmax]. Pour tout i ∈ {1, . . . , N} soit Di la variable aléatoire de loi condition-
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NB = 2500

h :





Partition : [20 , 70 , 110 , 5000]

A = [5 10−4 , 5 10−4 , 5 10−5]

b = 10−4

µ0 = 8

Tirage dans le stock : γ = 2

Intensité de mise en production : λ = 8.

(a) Paramètres du protocole.

(b) Fonction de visibilité associée.

(c) Courbes de production moyennes pour di�érents di�érents coé�cient α de la loi de Lévy-Pareto.

Fig. 7.9: Impact de la politique de la loi des réserves (protocole 5).
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Fig. 7.10: Courbes de production moyennes de la �gure 7.9c normalisées par la valeur du
maximum de production.

nelle (Di |Xi) ∼ E(h(Xi)) avec h ∈ Hm où m = (I1, . . . , Ik) est une partition d'intervalles de

[x0, xmax] (voir section 4.3.3). Comme précédemment, Xi et Di représentent respectivement

la taille et la date de découverte du gisement i. Soit n le nombre des champs de l'échantillon

découverts avant la date t⋆, nous avons

n =

N∑

i=1

111Di<t⋆ .

Soit Nj le nombre total de gisements de la classe Ij enfouis dans le bassin, et nj désigne le

nombre de champs de cette catégorie découverts avant t⋆. Nous pouvons écrire de même que

nj =
∑

i |Xi∈Ij

111Di<t⋆ . (7.7)

Nous déduisons de (7.7) la relation suivante

E(nj) = Nj P(D < t⋆|X ∈ Ij).

La probabilité dans le terme de droite correspond à la probabilité d'inclusion ωj d'un champ

de la catégorie Ij . Pour I = [xj−1 , xj ], celle-ci a pour expression

ωj = 1 −
∫ xj

xj−1

exp{−h(x)t⋆} αx−α−1

x−α
j − x−α−1

j+1

dx. (7.8)

Cette probabilité d'inclusion peut être estimée en remplaçant dans (7.8) la fonction de visibilité

h par l'estimateur ĥ qui est associé à l'estimateur pénalisé ĝ⋆
m̂. Notons ω̂j l'estimateur de ωj
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ainsi obtenu. Soit Ij un intervalle de la partition m̂, le nombre Nj de champs de cette catégorie

dans le sous-sol peut alors être estimé par la quantité

N̂j =
nI

ω̂I
.

Le nombre total des champs de taille supérieure à x0 est �nalement estimé par N̂ =
∑k

j=1 N̂j .

Il est possible de proposer un second estimateur des e�ectifs. Dans le contexte des son-

dages sous probabilités d'inclusion inégales, l'estimateur de Horvitz-Thompson (Horvitz et

J., 1952) est couramment utilisé. Cet estimateur a notamment été employé par Lepez (2002)

pour l'estimation des réserves pétrolières. Adapté à notre modélisation, son expression est la

suivante :

N̂HS

j =
∑

i |X⋆
i ∈Ij

1

ω̂(Xi)

où ω̂(x) = 1−exp{−ĥ (x)t⋆} est la probabilité d'inclusion d'un champ de taille x. Comme pré-

cédemment, nous dé�nissons l'estimateur du nombre total de champs N par N̂HS =
∑k

j=1 N̂HS

j .

Des simulations sont proposées dans l'annexe D.1.3 pour étudier les performances de N̂ et

de N̂HS à l'aide de jeux de données simulés. Pour ces simulations, les deux estimateurs ont des

performances comparables. En revanche, celles-ci montrent aussi que l'estimation des e�ectifs

est très sensible à la qualité de l'estimation de α. Ceci nous conforte dans le choix d'utiliser le

modèle de Lepez pour estimer le paramètre α, plutôt que de l'incorporer dans les équations

de vraisemblance de notre modèle.

Application

Les tableaux 7.3, 7.4 et 7.5 présentent les estimations obtenues pour les e�ectifs des trois

bassins étudiés.

j Ij ω̂j nj N̂j − nj

1 [20 , 63.5] 0.49 111 115

2 [63.5 , 110] 0.73 37 13

3 [110 , 4139] 0.95 74 4

Tab. 7.3: Estimations du nombre de champs restant à découvrir par classes de taille pour le
bassin de la mer du Nord.

j Ij ω̂j nj N̂j − nj

1 [12.1 , 17] 0.35 23 43

2 [17 , 40.5] 0.53 43 38

3 [40.5 , 72.5] 0.81 22 5

4 [72.5 , 4482] 0.98 44 1

Tab. 7.4: Estimations du nombre de champs restant à découvrir par classes de taille pour le
bassin de Sirte.
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j Ij ω̂j nj N̂j − nj

1 [20.5 , 350] 0.52 89 81

2 [350 , 1250] 0.99 43 0

Tab. 7.5: Estimations du nombre de champs restant à découvrir par classes de taille pour le
Nigeria o�-shore (Delta du Niger).

7.3.3 Prolongements de l'exploration

Dans la classe des petits champs, les découvertes futurs sont modélisées en prolongeant

naturellement le processus de Poisson marqué dont l'intensité à été estimée précédemment. La

proposition suivante permet de modéliser la suite des découvertes pour la classe des champs

de taille supérieure à x0.

Proposition 7.3.1. Soit X une variable aléatoire de distribution de Lévy-Pareto restreinte à

[x0, xmax] et soit D une variable aléatoire de loi conditionnelle (D |X) ∼ E(h(X)) avec h ∈ Hm

où m est une partition de [x0, xmax]. Pour I = [xj−1 , xj ] un intervalle de la partition m, soit

(X̃, D̃) un vecteur aléatoire de même loi que (X, D |D > t⋆, X ∈ I). On note Pdec(I) := P(D ≤
t⋆|X ∈ I). La loi jointe de (X̃, D̃) a pour densité la fonction dé�nie sur I × R+ par

(x, t) 7−→ 1

1 − Pdec(I)

αx−α−1

x−α
j−1 − x−α

j

h(x) exp{−h(x)u}111x∈I,t>t⋆ .

En particulier, la densité marginale de X̃ vaut

x 7→ exp{−h(x) t⋆}
1 − Pdec(I)

αx−α−1

x−α
j−1 − x−α

j

111x∈I , (7.9)

et la loi conditionnelle de D̃ sachant X̃ est de distribution exponentielle de paramètre h(X̃)

tronquée à gauche en t⋆.

Démonstration. Soit z une fonction mesurable et bornée dé�nie sur I ×R+ et à valeurs dans

R. On a alors

E

(
z(X̃, D̃)

)
=

1

P(D > t⋆|X ∈ I)

∫

t≥t⋆

∫

x∈I

αx−α+1

x−α
j−1 − x−α

j

h(x) exp {−h(x)t} z(x, t) dxdt

=
1

1 − Pdec(I)

∫

x∈I

∫

u≥0

αx−α+1

x−α
j−1 − x−α

j

h(x) exp{−h(x)(u + t⋆)} z(x, t) dxdt.

La loi marginale de X̃ s'obtient ensuite directement en intégrant la densité jointe en u, et la

loi conditionnelle de D̃ se lit sur l'expression de la loi jointe.

La loi des réserves restant à découvrir n'est donc pas de type Lévy-Pareto. Pour une classe

�xée I, le terme exponentiel dans l'expression (7.9) montre que la densité de la loi de X̃ prend

des valeurs plus importantes sur les plus petits champs de I que ne prend la densité d'une

loi de Pareto restreinte à I. Ceci est naturel puisqu'à l'intérieur de la classe I, la visibilité
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Fig. 7.11: Prolongement du processus des découvertes en mer du Nord. Les réserves sont
représentées en échelle logarithmique pour mieux visualiser les petites découvertes.

d'un champ augmente avec sa taille, et les plus grands gisements de cette classe ont été plus

facilement découverts que les autres.

Soit Sj(t) =
∑

i |Xi∈Ij
Xi111t⋆<Di≤t la variable aléatoire des réserves totales découvertes

cumulées sur la période [t⋆, t], pour les champs de la catégorie Ij . D'après la proposition

précédente,

E (Sj(t) |Nj − nj) = (nj − Nj)
1

1 − Pdec(Ij)

∫

x∈Ij

∫

t≥t⋆

αx−α

x−α
j−1 − x−α

j

h(x) exp{−h(x)t} dxdt

Pour étudier l'évolution des quantités découvertes au cours du temps, nous dé�nissons le taux

de découverte moyen (en Mb par an) par la fonction τ suivante, pour t > t⋆,

τ(t) :=
1 − x−α+1

0

1 − x−α
0

α

1 − α
µ0 +

k∑

j=1

d

dt
E [Sj(t)]

= µ0 +
k∑

j=1

(nj − Nj)
1

1 − Pdec(Ij)

∫

x∈Ij

αx−α

x−α
j−1 − x−α

j

h(x) exp{−h(x)t} dx

Cette quantité permet de mesurer le déclin des quantités de réserves découvertes au cours du

temps.

Applications

La �gure 7.11 présente une simulation de prolongement pour la mer du Nord. Les gisements

découverts dans la classe [x0, xmax] ont été simulés en utilisant l'estimation de la fonction de

visibilité ĥ sur la partition m̂ sélectionnée par la méthode de la pente et la proposition 7.3.1.
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Les gisements découverts dans la catégorie [1, x0] ont été obtenus en prolongeant le processus

de Poisson marqué des petites découvertes. Notons que sur la période prolongée, les très petits

champs (de 1Mb à 3Mb) sont découverts en plus grand nombre que sur la période connue

de l'exploration du bassin. Ce défaut n'est en réalité pas gênant car les quantités de réserves

en jeu sont négligeables. De plus, il est probable qu'à l'avenir ces très petits gisements soient

recherchés plus activement par les pétroliers. Dans section suivante, nous utilisons de tels

prolongements de processus d'exploration pour proposer des prolongements de la production

d'un bassin.

Sur la �gure 7.12, le taux de découverte moyen τ représentée correspond à la zone de la

mer du Nord. Sur le �gure 7.13, des bornes de con�ance pour la variable aléatoire Sx(t) sont

représentés à partir d'un grand nombre de simulations de prolongements Au-delà de la ligne

verticale correspondant au présent, la fonction t 7→ E (Sx(t)) est encadrée par les quantiles

5% et 95% de Sx(t) obtenus pour 1000 simulations. Les �gures 7.14 et 7.15 représentent

respectivement les taux moyens de découvertes et les découvertes cumulées pour le bassin de

Sirte et pour le Nigeria o�-shore (Delta du Niger). Sur ces �gures, il est clair que l'exploration

dans le Bassin de Sirte apportera signi�cativement moins de découvertes qu'en mer du Nord

ou dans le Nigeria o�-shore.

Nous tenons à souligner de nouveau que notre modélisation est conçue pour décrire le

cycle d'exploration correspondant à un certain type d'hydrocarbures. Le modèle ne prétend

donc pas en compte les découvertes importantes correspondant aux hydrocarbures quali�és

de �deep oil�, notamment pour la zone du Nigeria o�-shore.

Les prolongements obtenus semblent respecter correctement la dynamique des processus

d'exploration des trois bassins. En particulier, les scénarios de taux moyens de découverte

prolongent de façon satisfaisante l'historique des quantités de pétrole découvertes dans le

passé.

7.3.4 Prolongements de pro�ls de production

Pour proposer un scénario de prolongement de la production d'un bassin pétrolier en cours

d'exploitation, il su�t d'utiliser un prolongement de l'exploration du bassin et de dé�nir une

politique de gestion du stock. Chaque nouveau champ découvert est lancé selon la politique

de gestion du stock et produit selon le modèle présenté à la section 7.1. Il est di�cile d'inférer

quelle politique de mise en production régit l'exploitation d'un bassin en cours de production,

car le tirage e�ectué dans la population des gisements du stock évolue au cours du temps.

Cependant, nous avons vu dans la section précédente que pour des tirages dans le stock biaisé

par une puissance de la taille su�samment importante, les pro�ls de production du bassin

ont globalement la même forme de courbe de production. Nous utilisons donc un tirage biaisé

par la taille (γ = 1) comme politique de gestion du stock.

Les données de la base Wood Mackenzie 2004 proposent des prolongements des courbes de

production de champs déjà exploités aujourd'hui. Il nous serait possible d'utiliser le modèle

de production individuelle proposé dans la section 7.3.3 pour e�ectuer des prolongements des

production individuelles de gisements, mais il est préférable d'utiliser la base Wood Mackenzie

2004 dont les scénarios de prolongement individuel sont basés sur les prévisions des compagnies
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Fig. 7.12: Quantités annuelles découvertes en mer du Nord. La courbe en trait plein corres-
pondant aux découvertes dans le passé est prolongée par la fonction τ du taux de découvertes
moyen estimé dans le futur.

Fig. 7.13: Réserves découvertes cumulées en mer du Nord. Au delà du temps présent, la
courbe prolongée correspond à la moyenne de Sx(t), encadrée par les quantiles 5% et 95%
pour 1000 simulations de Sx(t).
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Fig. 7.14: Le graphique supérieur représente les quantités annuelles découvertes dans le bassin
de Sirte. Le graphique inférieur donne les réserves découvertes cumulées.
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Fig. 7.15: Le graphique supérieur représente les quantités annuelles découvertes dans le Nige-
ria o�-shore(sans l'o�-shore ultra-profond). Le graphique inférieur donne les réserves décou-
vertes cumulées.
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pétrolières.

En réalité, un champ ne peut pas naturellement pas commencer à produire aussitôt après

sa découverte. Nous imposons donc pour les simulations un délai incompressible de trois

années entre la date de découverte d'un champ et la date de mise en production de celui-ci.

Nous n'avons pu isoler la production passée dans le Bassin de Sirte car pour la Lybie, la

base de donnée Wood Mackenzie 2004 regroupe les productions de gisements par compagnies

pétrolières, ce qui ne permet donc pas d'isoler la production restreinte au Bassin de Sirte. La

�gure 7.16 présente l'évolution du stock en mer du Nord jusqu'en 2004. Nous proposons un

premier scénario qui correspond au rythme de mise en production de ces dernières années,

c'est-à-dire en considérant une intensité λ = 8. Le second scénario est basé sur une intensité

croissante λ̃(t) = 0.7t + 8. Les prolongements correspondants sont tracés sur la �gure 7.17.

L'évolution du stock de gisements pour l'o�-shore Nigeria (sans deep-water) est présenté sur

la �gure 7.18. Les mêmes scénarios de mise en production qu'en mer du Nord sont considérés

pour prolonger la production sur la �gure 7.19.
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Fig. 7.16: Évolution du stock de gisements disponibles en mer du Nord.

Fig. 7.17: Prolongement de la production en mer du Nord.
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Fig. 7.18: Évolution du stock de gisements disponibles : gisements o�-shore du Nigeria (sans
deep-water).

Fig. 7.19: Prolongement de la production o�-shore du Nigeria (sans deep-water).
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Annexe A

Bassins étudiés

Pour illustrer les méthodes proposées dans cette thèse, nous étudions les trois bassins

pétroliers suivants : la mer du Nord, le bassin de Sirte ainsi que le le Delta du Niger.

La province géologique du Graben de la Mer du Nord se situe entre les côtes anglaises

et norvegiennes (voir �gure A.1). L'ensemble des accumulations d'hydrocarbures de cette zone,

riche en matières organiques d'origine marine, provient d'une même roche mère formée à la

�n du Jurassique et au début du Crétacé. D'après la classi�cation géologique proposée par

l'USGS (2000), ce système pétrolier peut être divisé en trois sous-entités géologiques : les

zones du Viking Graben, du Central Graben et du Moray Firth. Si ces zones proviennent de

la fragmentation d'une même roche mère, celles-ci n'ont cependant pas eu rigoureusement la

même histoire géologique. En particulier, les hydrocarbures de chacune de cette zones n'ont

pas connu la même maturation. Les pièges ne sont pas non plus du même type sur l'ensemble

de la province du Graben. Cependant, nous considérons la province dans son ensemble car

c'est à cette échelle que la Mer du Nord a été exploitée. De plus, ce choix permet de disposer

d'une quantité de champs en nombre su�sant pour les procédures d'estimation statistiques.

Le Bassin de Sirte (voir �gure A.2) situé en Lybie contient plusieurs centaines de champs

en production on-shore. Les accumulations d'hydrocarbures de cette zone se sont fragmentées

à partir d'une roche mère située à l'origine dans les couches du haut Crétacé. Des champs

ont été découverts et sont exploités dans seulement deux des quatre zones du découpage du

bassin de Sirte proposé par l'USGS.

La dernière zone étudiée est le bassin du Delta Niger (voir �gure A.2). D'après USGS

(2000), les accumulations d'hydrocarbures de cette zone proviendraient d'une roche mère

formée au début du Crétacé. Pour l'estimation de la distributions des tailles de gisements de

cette région, nous utilisons les données des champs du Nigeria, dont une partie se situe en

mer et une autre fraction à proximité des côtes.
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Fig. A.1: Province géologique du Viking Graben en Mer du Nord (sources : USGS (2000))
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Fig. A.2: Province géologique du Bassin de Sirte (sources : USGS (2000))
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Fig. A.3: Province géologique du Delta du Niger (sources : USGS (2000))
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Rappels sur les processus de Poisson

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les mesures de Poisson en relation avec les

processus de Lévy. Toutes les démonstrations des résultats énoncés ci dessous sont bien connus

et peuvent être trouvées dans Kingman (1975) et Bertoin (1996).

B.1 Mesures de Poisson et processus ponctuels de Poisson

Soit E un espace Polonais et ν une mesure σ-�nie sur E.

Dé�nition B.1.1. Soit Φ une mesure aléatoire sur E. On dit que Φ est une mesure de Poisson

d'intensité ν si :

� Pour tout borélien A de E tel que ν(A) < ∞, Φ(A) suit une loi de Poisson de paramètre

ν(A).

� Pour tous boréliens deux à deux disjoints B1, ..., Bn, alors Φ(B), ...,Φ(B) sont des va-

riables aléatoires indépendantes.

Une mesure de Poisson Φ peut s'écrire comme une somme dénombrable de masses de

Dirac :

Φ =
∑

i∈I

δei
(de).

En ajoutant une composante temporelle, c'est-à-dire en considérant la mesure de Poisson Φ̄

sur l'espace produit [0,∞[×E d'intensité µ = dt ⊗ ν, il est possible de dé�nir un processus

(e(t))t≥0 ordonnant les atomes de Φ. On note

Φ̄ :=
∑

i∈I

δ(ti,ei)(dt, de) ,

et on peut de plus montrer que tous les ti sont p.s. distincts.

Soit γ un point cimetière, le le processus ponctuel de Poisson d'intensité ν est dé�ni par :

e(t) =





ei si t = ti, i ∈ I

γ sit /∈ {ti, i ∈ I}.
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On a donc

{ti, i ∈ I} = {t ≥ 0, e(t) 6= γ}.

On utilisera aussi la notation abusive
∑

t≥0 δe(t)(de) pour
∑

i∈I δei
(de).

Proposition B.1.1. Soit
∑

t≥0 δ(t,e(t)) un nuage Poissonnien d'intensité dt ⊗ ν(de). Alors

� si ν(E) = ∞, {ti, i ∈ I} est dense dans [0,+∞),

� si ν(E) < ∞, les sauts forment un processus ponctuel de Poisson d'intensité ν(E) et

l'ensemble des temps de saut est discret. De plus, les temps d'attente entre les sauts Tn

sont des variables indépendantes de loi exponentielle de paramètre ν(E). En�n, les sauts

(e(Tn))n≥1 sont i.i.d. de loi ν(.)
ν(E) .

Citons maintenant deux formules importantes, tout d'abord, la formule exponentielle est

un résultat très utile pour manipuler les processus ponctuels de Poisson.

Proposition B.1.2. Soit f une fonction borélienne sur E ∪ {γ}, à valeurs complexes, telle

que f(γ) = 0 et
∫
E ν(dǫ)|1 − ef(ǫ)| < ∞. Alors, ∀t ≥ 0 :

E

(
exp{

∑

0≤s≤t

f(e(s))}
)

= exp
{
− t

∫

E
ν(dǫ)(1 − ef(ǫ))

}
.

Nous aurons aussi besoin de la formule de Palm (voir Bertoin, 2006, p.79).

Proposition B.1.3. Soit f une fonction borélienne sur E ∪ {γ} à valeurs positives, et Φ =
∑

i∈I δei
(de) une mesure de Poisson d'intensité ν. On note ME l'ensemble des mesures σ-

�nies sur E. Soit F : ME → R+ une fonction mesurable. Alors :

∫
Φ(de)f(e)F (Φ − δe) = E

[
F (Φ)

]
×
∫

ν(de)f(e).

Ou encore

E
[∑

i∈I

f(ei)F (
∑

j∈I−{i}
δej

)
]

= E
[
F (Φ)

]
×
∫

ν(de)f(e).

Cette formule nous apprend qu'un point retiré �au hasard� du nuage Poissonnien selon

Φ(de) est indépendant du nuage restant, et ce dernier a même loi que Φ.

B.2 Processus de Lévy et subordinateurs stables

Dé�nition B.2.1. La loi d'une variable aléatoire Y est dite in�niment divisible si, pour tout

n, il existe des variables aléatoires Yn,1, ..., Yn,n i.i.d. telles que

Y = Yn,1 + ... + Yn,n

On rappelle que l'exposant caractéristique Ψ de la loi ν d'une variable aléatoire Y est

dé�ni par

E(ei〈Y,u〉) = e−Ψ(u).

Le point de départ de l'étude des lois in�niment divisibles est la formule de Lévy-Khintchine

qui caractérise les exposants caractéristiques des lois in�niment divisibles.
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Théorème B.2.1. Une fonction Ψ est l'exposant caractéristique d'une loi in�niment divisible

sur R
d si et seulement s'il existe a ∈ R

d, Q une forme quadratique semi dé�nie positive sur

R
d et Λ une mesure sur R

d − {0} véri�ant
∫

(1 ∧ |x|2)Λ(dx) < ∞ tels que pour tout u ∈ R
d,

Ψ(u) = i 〈a, u〉 +
1

2
Q(u) +

∫

Rd

(
1 − ei〈u,x〉 + i 〈u, x〉 1|x|<1

)
Λ(dx) (B.1)

Dé�nition B.2.2. Un processus de Lévy (Zt, t ≥ 0) est un processus à accroissements indé-

pendants stationnaires.

On supposera de plus ici que Z0 = 0, et que Z est cadlag (continue à droite et possédant

des limite à gauche en tout point), ce qui est toujours possible. Alors, pour tout t ≥ 0, la loi

de Zt est in�niment divisible car :

∀n ≥ 0, Zt = Z t
n

+ (Z 2t
n
− Z t

n
) + . . . + (Zt − Z (n−1)t

n

).

Notons Ψ l'exposant caractéristique de Z1. Par le même argument, on montre que

E[eiuZt ] = e−tΨ(u).

La loi de Z est donc entièrement caractérisée par Ψ, que l'on appellera aussi exposant carac-

téristique du processus de Lévy. Réciproquement, à toute loi in�niment divisible ν on peut

associer un processus de Lévy issu de 0 tel que Z1 ait pour loi ν. L'exposant caractéristique

d'un processus de Lévy Z peut donc s'écrire sous la forme (B.1), la mesure Λ et la forme qua-

dratique Q sont appelés respectivement mesure de Levy et coe�cient Gaussien du processus

de Lévy.

La propriété suivante montre comment les mesures de Poisson interviennent dans la théorie

des processus de Lévy.

Proposition B.2.1. Soit (Zt, t ≥ 0) un processus de Lévy. On pose Xt := Zt − Zt−. Alors,

le processus des sauts (Xt)t≥0 est un processus ponctuel de Poisson d'intensité Λ. Autrement

dit,
∑

t≥0 δ(t,Xt)(dt.dx) est un nuage Poissonien d'intensité dt ⊗ Λ.
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Annexe C

Étude par simulations du critère

pénalisé pour la sélection de modèles

de mélanges gaussiens

C.1 Notations

Cette section est consacrée à l'étude par simulations des performances du critère pénalisé

proposé à la section 5.2 du chapitre 5 pour la sélection de modèles de mélanges gaussiens. Nous

montrons que le critère, combiné avec la méthode de la pente, permet de dé�nir un estimateur

pénalisé dont l'erreur de prédiction est comparable à celle de l'oracle. Nous comparons aussi

l'estimateur pénalisé aux estimateurs déduits pour les critères AIC, BIC and ICL. Avec les

notations du chapitre 5.2, rappelons que ces critères sont dé�nis par

critAIC(D) = γn(ŝD) +
D

n

critBIC(D) = γn(ŝD) +
D ln(n)

2n

critICL(D) = critBIC − ENT
n

avec

ENT =

n∑

i=1

K∑

k=1

zik ln(tik)

où z est donné par la règle du MAP (voir section 4.4.2) et

tik =
p̂kΦ(yi|µ̂k, Σ̂k)∑K
l=1 p̂lΦ(yi|µ̂l, Σ̂l)

.

Le lecteur pourra consulter Akaike (1973, 1974), Schwarz (1978) et Biernacki et al. (2000)

pour plus de détails sur ces critères.
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Fig. C.1: Estimation de la fonction v 7→ −E
[
γn(ŝ(K,v))

]
obtenue pour K = 2, 3 et 4.

C.2 Pénalités minimales

Dans le chapitre 6, et dans les simulations qui suivent, nous utilisons des pénalités de la

forme η D(K,v)
n . L'objectif de cette première simulation est de s'assurer sur un exemple simple

que la pénalité minimale ne comporte pas de terme multiplicatif supplémentaire en �ln v,

c'est-à-dire que la pénalité minimale n'est pas de la forme η D(K,v)
n ln v comme pourraient le

faire croire les résultats théoriques obtenus au chapitre 5. De façon rigoureuse, la pénalité

minimale est dé�nie dans l'heuristique de pente par (voir par exemple Arlot, 2007, p.38)

penmin = E
[
γn(s(K,v)) − γn(ŝ(K,v))

]
(C.1)

où s(K,v) = argmin
t∈S(K,v)

KL(s, t).

Considérons un échantillon (Y1, . . . , Y200) où Yi est un vecteur de dimension Q = 30 de

distribution de densité s dé�nie comme suit. Pour tout i, le vecteur (Yi1, Yi2, Yi3) a la distri-

bution d'un mélange gaussien sur R
3 à deux composantes. Plus précisément, les variables de

classi�cation sont simulées à partir de deux distributions gaussiennes équiprobablesN (µk,Σk)

avec

µ1 = −µ2 = (1, 1, 1) et Σ1 = Σ2 = I3.

Un bloc de 27 variables indépendantes de loiN (0, 1) est ajouté à la suite pour chaque individu.

Nous utilisons la collection de modèles ordonnés M[LkBk]. Notons que pour K ≥ 2 et

v ≥ 3, s ∈ S(K,v) et donc s(K,v) = s. Pour de tels couples (K, v), la pénalité minimale

dé�nie en (C.1) a donc pour expression penmin = γ(s) − E
[
γn(ŝ(K,v))

]
. Pour estimer cette

espérance, nous simulons 300 fois l'échantillon (Y1, . . . , Y200) et par une procédure de Monte-

Carlo nous obtenons ainsi facilement une estimation de la pénalité minimale pour K ≥ 2
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et v ≥ 3. La �gure C.1 représente pour K = 2, 3 et 4 l'estimation obtenue pour la fonction

v 7→ −E
[
γn(ŝ(K,v))

]
. Si la pénalité minimale était e�ectivement en D(K,v)

n ln v, nous devrions

observer une stricte concavité pour chacune des courbes de la �gure C.1, ce qui n'est pas le cas.

Cette première simulation nous conforte donc dans l'utilisation de pénalités proportionnelles

à la dimension des modèles.

C.3 Comparaison à l'oracle et à d'autres critères

Pour ce deuxième exemple, les données sont composées d'un échantillon de n = 2000 indi-

vidus décrits par par Q = 22 variables dont les dix premières sont les variables de classi�cation

qui sont de plus indépendantes entre elles. Plus précisément, les variables de classi�cation sont

simulées à partir de quatre distributions gaussiennes équiprobables N (µk,Σk) avec

µ1 = (3, 2, 1, 0.7, 0.3, 0.2, 0.1, 0.07, 0.05, 0.025) , µ2 = 010 , µ3 = −µ1 ,

µ4 = (3,−2, 1,−0.7, 0.3,−0.2, 0.1,−0.07,−0.05,−0.025) ,

et

Σ1 = Σ3 = Σ4 = I12 et Σ2 = Diag(2, 1.9, 1.8, . . . , 1.1).

Le vecteur 010 désigne le vecteur nul de longueur 10. Un bloc de 12 variables indépendantes

de loi N (0, 1) est ajouté à la suite pour chaque individu. En conséquence, le �vrai modèle�

correspond au couple (K0, v0) = (4, 10). Notons que le niveau de discrimination décroît le

long des 22 variables. En d'autres termes, les quatre sous-populations du mélange sont pro-

gressivement réunies en une seule distribution gaussienne, comme le montre la �gure C.2.

Nous utilisons la collection ordonnée de modèles M[LkBk]. Après l'étape d'estimation, la

fonction D 7→ −γn(ŝD) est tracée (voir �gure C.3). Pour D ≥ D0 = 140, on observe que la

fonction −γn(ŝD) a un comportement linéaire, comme le prévoit l'heuristique de pente qui a

été exposée à la section 6.1. Une estimation de Ĉ est ainsi obtenue, ce qui permet de calibrer la

pénalité. Le modèle sélectionné pour ce premier jeu simulé est le modèle pour lequel K̂pente = 4

et vpente = 8.

A�n de comparer le comportement de l'estimateur de la pente avec les estimateurs corres-

pondant aux critères AIC, BIC and ICL, cette procédure est répétée 1000 fois avec un nouvel

échantillon de longueur 2000 simulé à chaque fois. Puisque la véritable densité est connue, il

est possible ici d'évaluer par une procédure de Monte-Carlo la valeur de l'oracle : Koracle = 4 et

voracle = 9. Les résultats obtenus sont portés dans le tableau C.1. Les deux critères �asympto-

tiques� BIC et ICL sélectionnent la plupart du temps un modèle de mélange à 4 composantes

et 6 variables de classi�cation. Concernant le critère BIC, on considère généralement que

celui-ci vise à trouver le �vrai� modèle. Ainsi, les travaux de Keribin (2000) montrent que la

procédure de sélection par BIC est consistante vis-à-vis du nombre de composantes d'un mé-

lange gaussien. Cependant, ce résultat de consistance n'a pas été démontré pour le problème

de sélection de variable et de classi�cation qui nous intéresse ici. D'après le tableau C.1, le

modèle sélectionné par BIC est loin du vrai modèle. S'il y a réellement consistance du critère
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Fig. C.2: Boxplots des 11 premières variables (VAR1,...,VAR11) des quatre composantes
(G1,G2,G3,G4) du mélange.

Fig. C.3: Graphique de la fonction(K, v) → γn(ŝ(K,v)).
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criterion K
v

5 6 7 8 9 10 11 12 ≥ 13

ICL 4 22 792 184 2

BIC 4 29 859 111 1

AIC

≤ 5 2 21 26 11 3 2

6 7 42 62 26 9 2 3

≥ 7 57 155 237 170 93 41 41

Méth. pente
4 43 417 456 58 1

5 8 13 13 4

Tab. C.1: Synthèse des modèles sélectionnés par chaque méthode. Le tableau donne le nombre
de simulations parmi les 1000 qui conduisent à la sélection d'un certain modèle (K, v).

BIC dans ce contexte, il semble que l'échantillon considéré ne soit pas de taille su�sante. Le

comportement du critère ICL n'est pas surprenant car l'objectif de ce critère est avant tout de

déterminer un modèle de mélange qui fournisse une partition des données convenable vis-à-vis

de l'entropie. Le critère AIC conduit à sélectionner des modèles de trop grandes dimensions.

Dans une telle situation ce dernier critère n'est pas du tout performant.

Finalement, du point de vue de la classi�cation, les méthode BIC, ICL et la pente ont

des performances comparables ici. L'intérêt principal de cette première étude par simulation

est de permettre de comparer les comportements des di�érents critères entre eux. Comme

attendu, nous véri�ons que la méthode de la pente sélectionne un modèle qui est proche de

celui de l'oracle.

C.4 Base de données waveforms

La base de données �waveforms� est composée d'un échantillon de 5000 observations ré-

parties en trois groupes. Une description complète de la construction de la base est disponible

dans Breiman et al. (1984) et les données sont disponibles sur le site de l'UCI1. Les données

sont créées à partir de combinaisons convexes des trois fonctions triangles h1, h1 et h3 repré-

sentées sur la �gure C.4. Chaque observation est décrite par 40 variables, qui sont dé�nies

comme suit. Soient la variable aléatoire U ∼ U([0, 1]) et ε1, . . . , ε21 un échantillon de même

distribution N (0, 1). Pour un individu i de la classe 1, et pour tout j ∈ {1 . . . 21} on pose

Yij = Uh2(j) + (1 − U) h3(j) + εj

et pour les deux autres classes les variables Yij , pour j ∈ {1 . . . 21}, sont dé�nies de la même

façon à partir des fonctions h1, h1 et h3. Les variables Yij pour j ∈ {22, . . . , 40} sont indépen-

dantes de même distribution N (0, 1) quelle que soit la classe de l'individu i. De plus, pour

tout i le vecteur (Yi1, . . . , Yi21) est indépendant du vecteur (Yi22, . . . , Yi40). Il y a donc v0 = 19

�véritables� variables de classi�cation. Toutes les variables sont ensuite centrées, mais pour

1Voir http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Waveform+Database+Generator+
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cet exemple particulier elles ne sont pas réduites. En e�et, les 40 variables ne sont pas natu-

rellement ordonnées car il n'est pas évident de savoir lesquels des 19 premières variables sont

les plus pertinentes pour la classi�cation et nous proposons de réordonner les 19 premières

variables par ordre décroissant de variance.

Fig. C.4: Les trois fonctions �triangle� utilisées pour dé�nir les données.

Puisque les variables ne sont pas réduites, nous utilisons ici des collections de modèles de

la forme

S(K,v) =
{
x ∈ R

Q 7→ f(x1, . . . , xv) Φ(xv+1, . . . , xQ | 0, ω2IQ−v) ; f ∈ L(K,v)

}

où ω2 est la variance commune des variables non utilisées pour la classi�cation. Il est possible

de démontrer pour ce type de collection de modèles des résultats similaires à ceux qui ont

été obtenus au chapitre 5 ; ces collections sont spéci�quement étudiées dans Maugis et Michel

(2008a) et Maugis et Michel (2008b). Les densités de mélange de l'ensemble L(K,v) sont choisies

de la forme [pkLkBk] (matrices diagonales dé�nies positives) et [pkLkCk] (matrices dé�nies

positives), en reprenant les notations utilisées dans Biernacki et al. (2006). Les graphiques des

fonctions D 7→ −γn(ŝD) pour l'estimation de la pente η̂ sont représentés dans les �gures C.6

et C.7 pour les deux collections. Nous véri�ons sur les �gures C.8 et C.9 pour chacune des

collections [pkLkBk] et [pkLkCk] que la nappe du nombre de paramètres (K, v) 7→ D(K, v)

s'ajuste correctement sur la nappe des log-vraisemblances (K, v) 7→ γn(ŝ(K,v)). L'ajustement

est bon pour la collection des mélanges �diagonaux� alors qu'il est satisfaisant pour la collection

des mélanges �généraux�. La méthode de la pente appliquée à la collection des mélanges

�généraux� conduit à sélectionner un modèle à K̂ = 3 composantes et les 19 �véritables�

variables de classi�cation. Pour la collection de modèles de mélanges diagonaux [pkLkBk], la

procédure sélectionne encore 19 variables mais avec cette fois 10 composantes.

Cette simulation permet de souligner l'importance du choix d'une collection de mélanges

convenable pour appliquer la méthode de la pente. Les variables de classi�cation de la vraie

densité n'ont pas pour distribution un mélange gaussien et par construction, celles-ci sont

dépendantes entre elles. Il est donc naturel que la collection de modèles de mélanges diagonaux

[pkLkBk] ne soit pas su�samment riche pour traiter le problème. De façon générale, le tracé

de l' ajustement de la nappe du nombre de paramètres sur la nappe des log-vraisemblances

(K, v) 7→ γn(ŝ(K,v)) permet de s'assurer que la collection de modèles de mélanges a été bien

choisie.
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cl1 cl2 cl3 total

gp1 1331 185 176 1692

gp2 95 99 1459 1653

gp3 65 1494 96 1655

total 1491 1778 1731 5000

Tab. C.2: Tableau de contingence de la classi�cation obtenue avec la collection de modèles
de mélanges [pkLkCk].

Cette simulation permet aussi d'illustrer l'intérêt de la sélection de variables en ce qui

concerne la classi�cation. Le tableau C.2 montre qu'avec la sélection de variables, les trois

sous-populations sont identi�ées avec un taux d'erreur de classement de 14.3%. La �gue C.5

représente le taux d'erreur en fonction du nombre v de variables de classi�cation utilisées et

chaque courbe correspond à un nombre de composantes K �xé. Il est clair sur le graphique

que sélectionner plus de 19 variables a un e�et néfaste sur la qualité de la classi�cation.

Fig. C.5: Taux d'erreur de classement en fonction du nombre v de variables de classi�cation
utilisées. Chaque courbe correspond à un nombre de composantes K �xé.
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Fig. C.6: Fonction D 7→ −γn(ŝD) pour l'estimation de η̂ dans le cas de la collection de modèles
de mélange diagonaux.

Fig. C.7: Fonction D 7→ −γn(ŝD) pour l'estimation de η̂ dans le cas de la collection de modèles
de mélange généraux.
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Fig. C.8: Ajustement de la nappe du nombre de paramètres sur la nappe (K, v) ∈ [|6, 10|] ×
[|20, 40|] 7→ −γn(ŝ(K,v)) pour le cas de la collection de modèles de mélanges diagonaux
[pkLkBk].

Fig. C.9: Ajustement de la nappe du nombre de paramètres sur la nappe (K, v) ∈ [|6, 10|] ×
[|20, 40|] 7→ −γn(ŝ(K,v)) pour le cas de la collection de modèles de mélanges généraux [pkLkCk].
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Annexe D

Annexe pour l'étude du processus

d'exploration

D.1 Simulations

Cette section est consacrée à des études par simulations des procédures d'estimation as-

sociées aux modèles d'exploration pétrolière.

D.1.1 Estimation pour une partition �xée

Nous étudions tout d'abord les performances de la procédure d'estimation de la fonction

de visibilité h sur une partition m �xée. Dans toutes les situations considérées ci-dessous, nous

simulons 200 fois un échantillon de taille ns de couples (X⋆, D⋆) de loi de densité g⋆ comme

en (4.7), avec

� un indice de Pareto αs = 0.75,

� une durée d'exploration de 40 ans : t⋆ = 40,

� une fonction h dé�nie sur la partition [20 50 140 5000] par les paramètres

b = 10−4 , a1 = 310−4 , a2 = 210−4, a3 = 10−4 .

La loi des dates de découverte correspondante est réaliste puisque la fonction de visibilité

est comparable à celle qui est observée pour les découvertes en mer du Nord. Pour évaluer

la robustesse de la méthode, nous estimons aussi la fonction h pour des coe�cients α et

des partitions di�érentes des valeurs utilisées pour la simulation. Les tableaux D.1 et D.2

synthétisent les résultats obtenus.

Les estimations de h obtenues pour des paramètres α choisis au voisinage de la vraie valeur

sont acceptables, même pour des partitions elles aussi di�érentes de la partition utilisée pour

simuler les échantillons. Les �gures D.1 et D.2 représentent les fonctions de visibilité obtenues

pour des simulations d'échantillon de type 2 (voir tableau D.1). La �gure D.3 donne les

représentations graphiques des fonctions de visibilité associées aux échantillons 6, 7 et 8 du

tableau D.2.
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ns α Partition
Estimations

E

∣∣∣a1−â1
a1

∣∣∣ E

∣∣∣a2−â2
a2

∣∣∣ E

∣∣∣a3−â3
a3

∣∣∣ E

∣∣∣ b−b̂
b

∣∣∣

1 200 0.75 [0, 50, 140, 5000] 0.19 0.27 0.20 2.13

2 400 0.75 [0, 50, 140, 5000] 0.13 0.24 0.12 1.66

3 1000 0.75 [0, 50, 140, 5000] 0.09 0.12 0.09 1.30

4 400 0.70 [0, 50, 140, 5000] 0.14 0.22 0.11 1.46

5 400 0.85 [0, 50, 140, 5000] 0.13 0.25 0.15 1.54

Tab. D.1: Écarts relatifs moyens entre les coe�cients simulés et estimés. La partition utilisée
pour l'estimation de h correspond à la partition réelle sur laquelle est dé�nie h.

ns α Partition
Estimations

E(â1) E(â2) E(â3) E(b̂)

6 400 0.75 [20, 70, 110, 5000] 2.86 104 1.95 104 1.03 104 2.46 104

7 400 0.75 [20, 40, 300, 5000] 3.15 104 1.75 104 0.93 104 1.17 104

8 400 0.85 [20, 40, 300, 5000] 2.26 104 1.56 104 1.02 104 0.84 104

Tab. D.2: Estimations moyennes de h pour des partitions di�érentes de la partition utilisée
pour la simulation. La partition utilisée pour l'estimation de h n'est pas la partition réelle sur
laquelle est dé�nie h.

Fig. D.1: Fonction de visibilité utilisée et ses estimations pour 20 simulations d'échantillons
de type 2 (voir tableau D.1). Chaque graphique correspond à un intervalle de la partition de
[x0, xmax] utilisée.
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Fig. D.2: Représentation de la fonction de visibilité et de ses estimations pour 20 simulations
d'échantillons de type 2 (voir tableau D.1) dans un graphique à double échelle logarithmique.

Notons que le coe�cient b est plus di�cile à estimer que les autres coe�cients ; un échan-

tillon de grande taille est nécessaire pour parvenir à l'estimer correctement. Ceci s'explique

par le fait que peu de variables X⋆ simulées sont proches du seuil x0. Ainsi, sur notre exemple,

moins de 5% des variables X⋆ sont dans l'intervalle [20 30]. Or, ce sont ces observations qui

permettent d'améliorer le plus l'estimation de b. Il est donc naturel que ce coe�cient soit mal

estimé pour des échantillons de l'ordre de quelques centaines d'observations. Heureusement ce

phénomène a peu de conséquences sur l'estimation globale de la fonction h comme le montrent

les �gures D.1 et D.2.

D.1.2 Sélection d'une partition par la méthode de la pente : un exemple

simulé

Cette section étudie les performances de la méthode de la pente appliquée à une collection

de modèles Sm �xée. Pour dé�nir la collection de modèles, considérons la grille suivante sur

[10, 5000]

G = [10, 23, 35, 50, 90, 200, 600, 5000].

La collection contient tous les modèles Sm associés à une partition m de [10, 5000] construite

sur cette grille. Nous obtenons ainsi les modèles de la collection de dimensions entre D = 2

(pour k = 1) et D = 8 (pour k = 7). En revanche, un seul modèle est considéré pour les

dimensions allant de 9 (pour k = 8) à 15 (pour k = 14). L'ensemble de toutes ces partitions

fournit une collection M de modèles permettant d'appliquer e�cacement la méthode de la

pente. Celle-ci comporte à la fois une famille assez riche de modèles de dimensions raisonnables,

mais aussi quelques modèles de plus grandes dimensions qui permettent de détecter plus

facilement les sauts de dimension. La collection s'inscrit dans le cadre de l'hypothèse (H2)
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Fig. D.3: Représentations des échantillons 6, 7 et 8 (voir tableau D.2) dans un graphique à
double échelle logarithmique.
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dé�nie à la section 5.3.1 ce qui nous suggère de rechercher des pénalités minimales de la forme

penmin(m) = η Dm

n lnn.

La procédure suivante est répétée 200 fois.

1. Un échantillon (X⋆
i , D⋆

i )i=1...500 est simulé sous la distribution de densité g⋆ comme en

(4.7), avec les paramètres suivants : l'indice de Pareto des réserves est �xé à 0.70 et la

fonction de visibilité est dé�nie sur l'intervalle [10, 40, 100, 5000] avec les paramètres

a1 = 4 10−4, a2 = 5 10−6, a3 = 2 10−4 et b = 10−4.

2. Dans chacun des modèles de la famille, la fonction de visibilité h est estimée sur la

partition correspondante, avec un indice de Pareto �xé cette fois à 0.75. Le paramètre

α que nous imposons pour les estimations est volontairement di�érent de celui que nous

utilisons pour simuler les échantillons(α = 0.70). Ainsi, nous prenons en compte le fait

qu'en pratique, le paramètre α imposé dans les procédures d'estimation de h n'est qu'une

estimation du paramètre �réel� α de la loi des réserves.

3. Pour chacun des échantillons simulés, la méthode de la pente est utilisée pour sélection-

ner un modèle de la collection.

La �gure D.4 illustre la mise en pratique de la méthode de la pente pour un échantillon

simulé particulier (graphique de droite). Les deux fonctions de visibilité réelles et estimées

peuvent être comparées sur le graphique de droite. Sur cet exemple, le modèle sélectionné

correspond à une fonction de visibilité dé�nie sur une partition à 4 composantes. Notons qu'il

n'est pas toujours aussi facile de localiser le saut de dimension et de déterminer ainsi la pénalité

minimale ; dans certains cas heureusement relativement rares, plusieurs sauts successifs sont

observés. Pour décider ce qu'est une �dimension raisonnable� dans une telle situation, Arlot

(2007, p.94) conseille de choisir un saut correspondant à une dimension D ≪ ln n
n .

La procédure de sélection de modèles vise à approcher, en risque de Kullback-Leibler,

les performances de l'oracle. Pour cet exemple entièrement simulé, toutes les distributions

sont connues et il est donc possible d'évaluer le risque de chacun des estimateurs ĝ⋆
m par des

procédures de Monte-Carlo. La �gure D.5 représente le risque minimal par dimension et le

tableau D.3 synthétise les résultats pour l'ensemble des 200 simulations. Nous voyons que

dans plus de 90% des cas, des partitions de tailles 3, 4 ou 5 sont sélectionnées, ce qui est

satisfaisant d'après l'estimation du risque représentée sur la �gure D.5.

D.1.3 Étude des performances de N̂ et de N̂
HS par simulation

Nous proposons d'étudier les estimateurs N̂ et de N̂HS à l'aide des jeux de données simulés

suivants. Nous simulons 200 fois un échantillon de longueur N = 1000 de couples (Xi, Di)

avec

X ∼ Par(α, x0, xmax) et (D |X) ∼ E (h(X)) .

Les paramètres de la distribution du couple sont les suivants :

αs = 0.75, ms = [x0 = 10, 40, 300, xmax = 5000], as = 10−4 × [4 , 0.05 , 2], bs = 10−4.

197



ANNEXES D

Fig. D.4: Illustration de la méthode de la pente pour l'un des échantillons simulés (gauche).
La �gure de droite permet de comparer la fonction de visibilité réelle avec celle qui est estimée
dans le modèle sélectionné.

Fig. D.5: Risque minimal (sur l'ensemble des modèles de même dimension) en fonction de la
dimension des modèles.
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taille de la partition Nombre de sélections pourcentage de sélection

1 0 0 %

2 6 3 %

3 88 44 %

4 68 34 %

5 29 14.5 %

6 8 4 %

7 0 0 %

8 1 0.5 %

Tab. D.3: Modèles sélectionnés pour les 200 simulations.

α E

(
|N̂−N |

N

)
E

(
|N̂HS−N |

N

)

0.75 0.11 0.09

0.65 0.22 0.22

0.85 0.34 0.35

Tab. D.4: Erreurs relatives moyennes du nombre estimé de champs de tailles supérieures à
x0.

Nous �xons la durée de l'exploitation à t⋆ = 50 ans, et nous formons ensuite, pour chaque

échantillon simulé, l'échantillon des couples (X⋆
i , D⋆

i ) des champs découverts avant t⋆. L'es-

pérance de la longueur n de l'échantillon des gisements découverts est inférieure à 300 ; moins

d'un tiers des gisements sont donc découverts pour la plupart des simulations. Ensuite, nous

utilisons la méthode de la pente et nous obtenons ainsi l'estimateur pénalisé ĝ⋆
m̂ et la fonction

de visibilité ĥ qui lui est associée. Ceci nous permet pour chaque simulation de calculer N̂ et

N̂HS. Les résultats obtenus pour ces deux estimateurs sont donnés dans le tableau D.4. Pour

les simulations de X, nous avons utilisé di�érentes valeurs pour α. Dans tous les cas, les deux

estimateurs ont des performances comparables. Pour α = αs, l'estimation de n donne de bons

résultats. En revanche, si α est sensiblement di�érent de αs, la qualité des estimations de N

est dégradée. Ceci nous conforte dans le choix d'utiliser le méthode de Lepez pour estimer le

paramètre α, plutôt que de l'incorporer dans les équations de vraisemblance de notre modèle

d'exploration pétrolière.

D.2 Validation

Cette section s'attache à montrer que le modèle strati�é présenté au chapitre 4 correspond

bien à la réalité du processus des découvertes tel qu'il peut être observé dans des bassins

connus.

199



ANNEXES D

Zone pétrolifère I0 t⋆ n0(t
⋆) µ̂0 p-value

Sirte [1 , 12] 42 104 2.36 0.90

mer du Nord [1 , 20] 31 226 6.85 0.67

Nigeria o�-shore [1 , 20] 39 103 2.51 0.79

Tab. D.5: Estimations des intensités des processus de Poisson modélisant les temps de dé-
couvertes dans la classe des petits champs pour les trois bassins étudiés. La dernière colonne
donne le résultat du test du χ2 pour l'adéquation de la loi du nombre de découvertes annuelles
à une loi de Poisson.

Fig. D.6: Le graphique supérieur donne le nombre de champs de taille inférieure à 20Mb
découverts en mer du Nord au cours du temps. Le graphique inférieur représente le processus
des découvertes dans la classe I0.

D.2.1 Classe I0 des petits champs

Nous véri�ons que les champs de petites tailles sont découverts à taux constant au cours

de l'exploration pétrolière, comme l'illustre le graphique supérieur de la �gure D.6 pour la mer

du Nord. Pour cela, nous comparons la distribution empirique du nombre annuel de champs

découverts dans cette catégorie à celle d'une loi de Poisson de paramètre µ̂0. Pour valider la

modélisation, un test d'adéquation du χ2 est e�ectué et les p-values ainsi que les intensités

estimées µ̂0 sont données dans le tableau D.5. Le seuil supérieur x0 a été choisi de façon à

ce que l'hypothèse testée soit largement acceptée tout en conservant une large proportion des

champs du bassin dans I0. Les résultats portés dans le tableau montrent que l'hypothèse de

modélisation sur les petits champs est valide pour les trois bassins étudiés.
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Bassin I a/10−4 b/10−4 P-value du K.S. test

mer du Nord

[300, 4139] 1.95 2.15 0.2

[100, 300] 18.4 17.4 0.5

[20, 50] 1.24 0.81 0.6

Sirte
[300, 4482] 1.42 0.88 0.10

[40, 200] 18.4 17.4 0.40

Nigeria o�-shore

[400, 1250] 3.32 15.8 0.10

[100, 400] 10.1 9.70 0.15

[20, 100] 1.46 1.00 0.20

Tab. D.6: Test de Kolmogorov-Smirnov pour la loi conditionnelle de (D⋆ |X).

D.2.2 Gisements de taille supérieure à x0

La méthode de sélection de modèles que nous utilisons ne nécessite pas que la �véritable�

densité de (X⋆, D⋆) soit dans l'un des modèles Sm. Nous montrons tout de même que dans

les bassins étudiés, pour une unique classe de taille I donnée, l'hypothèse

(D⋆ |X⋆ = x ∈ I) ∼ E(ax + b) (D.1)

peut être validée. Les paramètres a et b sont estimés par maximum de vraisemblance en

utilisant une méthode de descente de gradient. Le tableau D.6 fournit les résultats des tests

de Kolmogorov-Smirnov (K.S.) et les estimations des fonctions h pour di�érentes classes de

tailles dans chacun des bassins. Soit nI est la longueur de l'échantillon de la classe I, et soit

ns la longueur de l'échantillon simulé pour e�ectuer le test. Dans tous les cas, nous avons

nI ns/(nI + ns) ≫ 4, ce qui est généralement préconisé pour que le test soit performant. Le

tableau exhibe des intervalles pour lesquels il est possible d'accepter (D.1) avec un niveau de

test toujours supérieur à 10%.

Néanmoins, plusieurs écarts entre les distributions théoriques et les observations sont re-

levés. Ces écarts permettent de mettre à jour les limitations suivantes de la modélisation que

nous avons proposée pour la loi conditionnelle de D⋆.

� Toutes les classes de tailles ne peuvent pas toujours être validées.

� Sur l'ensemble de la classe [x0, xmax], il est parfois nécessaire de ne conserver que les

découvertes apparues après un certain laps de temps. Ceci est naturel puisqu'au début

de l'exploration, l'activité de forage n'atteint pas immédiatement son �régime courant�.

� Dans certains bassins, les champs de tailles modestes sont parfois découverts plus tard

que ne le prévoit la distribution exponentielle proposée. La �gure D.7 illustre ce phéno-

mène pour la classe des champs de mer du Nord de taille dans l'intervalle [20 , 50]. Le

graphique de gauche correspond aux observations complètes et le graphique de droite

présente les données translatées de 5 ans, et pour celles-ci les quelques champs découverts

dans les cinq premières années de l'exploration ont été retirés de l'échantillon. La loi

estimée s'ajuste beaucoup mieux sur les observations dans le second cas. Heureusement,

cette remarque ne concerne pas la population des plus gros champs dont la distribution
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Fig. D.7: Fonctions de répartitions empiriques et estimées de la loi de (D⋆ |X⋆ ∈ [20 , 50])
sur les données de la mer du Nord.

conditionnelle des temps de découverte peut être plus facilement validée. Notre modé-

lisation a donc tendance à découvrir des champs modestes un peu plus rapidement que

dans la réalité. Pour deux raisons distinctes, cette observation est heureusement sans

conséquences sur la modélisation de la production. Tout d'abord, seuls les champs de

taille modeste sont concernés, et les réserves en jeu le sont donc elles aussi. En second

lieu, ces champs de petite taille ne sont pas mis en production au début de l'explora-

tion, et leur découverte n'aura donc que peu d'in�uence sur les niveaux de production

modélisés.
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Modélisation de la production d'hydrocarbures dans un bassin

pétrolier

Résumé : Cette thèse a pour objet la modélisation de la production pétrolière

dans un bassin d'hydrocarbures. Le modèle proposé s'appuie sur une descrip-

tion probabiliste des réserves, de l'exploration des hydrocarbures et de la mise en

production des gisements découverts. L'utilisation de la loi de Levy-Paréto pour

décrire les tailles des gisements s'appuie d'une part sur une description probabi-

liste de la formation des réserves au cours de l'évolution du temps géologique, et

d'autre part sur les propriétés d'invariance de la distribution de Poisson-Dirichlet

pour des processus de coalescence et de fragmentation, dans le cadre du modèle

de Bolthausen-Sznitman. Deux principaux problèmes statistiques, relevant tous

les deux d'une problématique de choix de modèle en estimation de densité, sont

identi�és. Le premier concerne l'estimation d'un modèle d'exploration pétrolière

et le second est une étude de courbes de production qui repose sur une classi-

�cation non supervisée et une sélection de variables pertinentes e�ectuées via

la sélection d'un modèle de mélange Gaussien. Dans les deux cas, un critère

de maximum de vraisemblance pénalisé est dé�ni pour obtenir une inégalité de

type oracle. Le modèle global de production pétrolière d'un bassin ainsi obtenu

permet d'une part de préciser la forme des pro�ls de production de bassin, et

d'autre part de proposer des scénarios de prolongement de la production de

bassins en cours d'exploitation.

OIL PRODUCTION MODELLING IN AN HYDROCARBON

BASIN

Abstract : This thesis proposes a modelling of the oil production in a hydro-

carbon basin. The model is built on a probabilistic description of reserves, of the

exploration process and of the launching process of the discovered �elds. The use

of the Levy-Paréto distribution to model �eld sizes is justi�ed �rst by a probabi-

listic modelling of the reserves creation during the evolution of the geologic time,

and second by the invariance properties of the Poisson-Dirichlet distribution un-

der coalescence and fragmentation operations, within the Bolthausen-Sznitman

model framework. Two main statistical problems of model selection in the den-

sity estimation framework are identi�ed. The �rst topic is about the estimation

of the oil exploration model and the second is a production curve study which is

carried out with a clustering and a variable selection obtained by the selection

of a Gaussian mixture model. In both cases, a penalized maximum likelihood

criterion is de�ned in order to make the selected estimator achieve an oracle in-

equality. The complete model for oil production in a basin allows to specify the

shape of basin production pro�les. It also allows to propose production scenarios

in the future for producing basins.
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