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Réduction de modèles par POD-Galerkin pour les
problèmes d’interaction fluide-structure

Résumé Motivés par la construction de modèles réduits en interaction fluide
structure, nous avons étudié l’application de la POD dans ce domaine. Cette mé-
thode a été choisie suite à son utilisation en mécanique des fluides, domaine dans
lequel elle a largement fait ses preuves.

Nous avons donc dans un premier temps présenté et rappelé les principaux résul-
tats de la POD. Ces résultats ont été illustrés sur l’équation de Burgers monodimen-
sionnelle et un écoulement à faible Reynolds autour d’un cylindre. La décomposition
Bi-orthogonale (BOD) a également été testée pour ces deux cas, celle-ci n’amélio-
rant pas les résultats obtenus par la POD. La POD pour l’étude de structures en
vibration a également été testée.

Ensuite, nous avons étudié son application pour des problèmes d’interaction
fluide structure. La complexité tient dans le caractère mobile des domaines alors
que la base POD est spatiale et indépendante du temps. Pour remédier à cet incon-
vénient, on propose d’établir une base POD pour un champ de vitesse global défini
sur un domaine fixe. On introduit pour cela un domaine de référence fixe contenant
l’ensemble des configurations mobiles sur un intervalle de temps. On obtient ainsi
une base POD pour un champ de vitesse fluide et solide. On a ensuite proposé l’écri-
ture d’un modèle réduit pour des problèmes traitant d’interaction entre un fluide et
un solide rigide. Pour cela, une formulation multiphasique du type domaine fictifs
a été utilisée. Cette méthode est testée avec succès sur un cas monodimensionnel
et trois cas bidimensionnels, traitant un fluide initialement au repos, ensuite un
écoulement à nombre de Reynolds modéré, et un dernier exemple à fort nombre de
Reynold.
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Reduced Order Modeling by POD-Galerkin method in
Fluid Structure Interaction

Abstract This study presents a contribution of reduced order modelling (ROM)
for fluid structure interaction (FSI) problems in the context of optimisation and
active control by the Proper Orthogonal Decomposition (POD) method. The first
remarkable results using the POD method have been achieved in the field of fluid
mechanics. The present study illustrates these results on two practical examples on
the Burgers equation and a fluid flow at low Reynolds number around a cylinder.
For this cases, the Biorthogonal decomposition has also been tested and gave the
same results as the POD. The main subject being ROM in FSI, the POD method
has also been tested for structural dynamics. The results show that the POD can
be used as a ROM tool in this field.

Then, the POD application for fluid structure interaction problem has been stu-
died. The complexity of this subject area resides in the fact that the POD basis
is spatial and the domains are moving. The proposed solution consists in using a
fixed reference domain containing all the time variant domains in order to compute
the POD basis for the global (fluid and solid) velocity field. ThePOSTDOCTORAL
APPOINTMENT first solution has been computed by a classical method (ALE for
example), and every snapshot has been interpolated from the time variant grid to
the reference grid. This snapshots have been used for computing the POD basis.
The last part of the study presents a low order dynamical system using the POD
modes for fluid solid rigid interaction problems. A multiphasic formulation has been
considered for the construction of a nonlinear low order dynamical system which has
been established by the projection of the continuum formulation of the POD basis.
This method has been tested on a one dimensional case and three bidimensional
examples. The first bidimensional example considers a case where the solid velocity
field is predominant, the second a fluid velocity field at a low Reynolds number and
the last a high Reynolds number. The results validate the proposed method.
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Introduction

Le domaine de l’interaction fluide structure regroupe l’étude de tout les phéno-
mènes présentant le couplage du mouvement d’une structure avec celui d’un fluide.
La gamme des phénomènes étudiés est très étendue, allant de l’étude de cylindres
vibrants dans des écoulements comme c’est le cas dans l’industrie nucléaire, à des
structures vibrantes dans des écoulements turbulents, en passant par des phéno-
mènes de surface libre dans des réservoirs (sloshing) ou encore de slamming dans
l’industrie navale. Un exemple connu de l’interaction fluide structure et de la com-
plexité des couplages mis en jeu reste celui de la rupture du pont de Tacoma en
1940, qui sous l’effet d’un vent violent rentra en vibration jusqu’à sa fréquence de
résonance, ce qui entraîna sa destruction totale. On comprend bien alors l’impor-
tance d’établir au préalable de toute réalisation des modèles fiables permettant de
prédire de tels comportements. L’outil numérique, longtemps bridé par le manque
de puissance des ordinateurs, est maintenant couramment utilisé et les modèles qui
y sont implémentés sont de plus en plus performants. Ces modèles numériques per-
mettent pour une configuration donnée de déterminer par exemple les déformations
d’un solide et la physique de l’écoulement. L’intérêt dans un contexte industriel, est
de pouvoir ainsi optimiser la forme et la structure des matériaux à utiliser à partir
des résultats numérique, ou effectuer du contrôle actif.

Cependant, la complexité des phénomènes étudiés se répercute par des coûts de
calculs prohibitifs, ce qui nous amène à rechercher des modèles réduits dont le temps
de calcul serait plus réaliste. Par modèle réduit on entend l’écriture de systèmes de
faibles dimensions obtenus à partir de l’analyse d’une formulation numérique clas-
sique. Cette réduction a donc un coût initial, mais ce coût peut être largement
compensé par la suite si le modèle réduit est utilisable pour une gamme de para-
mètres différents de ceux de la formulation initiale. De plus l’obtention de systèmes
de faibles dimensions, dont le temps de calcul est alors rapide, permet d’effectuer
du contrôle actif, ce qui n’est pas le cas avec une modélisation numérique classique.

Les méthodes de réduction sont couramment utilisées en mécanique des fluides et
en mécanique des structures. Pour la mécanique des fluides, la décomposition ortho-
gonale aux valeurs propres (POD) est employée avec succès depuis les années 90 et a
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supplantée les autres méthodes. Formulée comme la recherche des vecteurs propres
d’une matrice de corrélation spatiale, construite à partir de clichés de l’écoulement,
elle permet de construire une base optimale au sens de l’énergie pour un champ
de vitesse. En mécanique des structures, la base POD est assimilable à une base
modale pour des structures linéaires en vibration. Elle a par contre été très peu
appliquée pour des problèmes d’interaction fluide structure, le caractère spatial de
la base étant problématique pour l’étude des domaines mobiles.

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’une étude du potentiel de la POD à construire
des modèles réduits en interaction fluide structure. L’objectif est donc ici d’évaluer
la capacité de la POD à construire un système réduit reproduisant la physique dont
elle est issue. On s’affranchit de la problématique du contrôle actif et de l’étude
paramétrique du modèle réduit, en inscrivant ces aspects comme une perspective de
développement du travail réalisé.

Pour décomposer les difficultés du problème en ordre croissant, on présente
d’abord la problématique en mécanique des fluides . Ensuite on étudie le problème
en dynamique des structures avant de passer à l’interaction fluide structure. Ainsi
ce mémoire est divisé en cinq partie.

Dans le premier chapitre, on effectue un panorama des méthodes les plus connues
en mécanique des fluides et susceptibles de concurrencer la POD. Une méthode, ba-
sée sur les diagramme de Voronoï, nous semble prometteuse. Cette méthode récente
n’apporte pas de meilleurs résultats que la POD mais serait intéressante pour l’ave-
nir.

Le deuxième chapitre présente un état de l’art de la POD. On y rappelle les
fondements théoriques de la méthode ainsi que la formulation générale du modèle
réduit. Pour illustrer la méthode, on la met en oeuvre sur un cas monodimension-
nelle constitué de l’équation de Burgers puis sur un exemple bidimensionnelle, qui
est l’écoulement dans un canal autour d’un cylindre à Reynolds modéré. La POD
suppose un comportement stationnaire de la moyenne de l’écoulement. Pour s’af-
franchir de l’hypothèse on utilise parfois la décomposition Bi-orthogonale. Nous
présenterons cette décomposition et nous comparerons ces performances à celles de
la POD classique.

Après s’être intéressé à la réduction de modèle en mécanique des fluides et plus
précisément par la technique POD, l’application de cette approche au problème de la
dynamique des structures est étudié. En mécanique des structures, la base naturelle
sur laquelle les équations sont projetés est la base spectrale dans le cas de problèmes
linéaires, ou la base linéaire sous-jacente dans le cas non linéaire. Cette base a une
interprétation claire en dynamique des structures, ce qui n’est pas le cas d’une base
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de type POD. Aussi nous présenterons des comparaisons entre les modes obtenus
par une approche POD et ceux associés à une base spectrale.

Comme on l’a vu précédemment, l’application de la méthode POD nécessite un
calcul préalable de la solution. Aussi avant d’étudier l’application de la POD en
interaction fluide structure, on présente dans le quatrième chapitre les grande ligne
du mode de calcul pour obtenir ces clichés du champ de vitesse.

Le cinquième chapitre est le coeur de la thèse. Il traite de la réduction de modèle
en interaction fluide structure par la POD. Après un bref inventaire des travaux
existant dans ce domaine, ceux-ci ne répondent pas à la problématique que l’on
s’est posée, à savoir construire un modèle réduit pour un solide en mouvement
dans un fluide. Les domaines étant mobiles, la base POD ne peut pas être calculée
directement à partir des clichés du champ de vitesse du fluide ou du solide. En effet la
base POD étant une base spatiale indépendante du temps, il y a une contradiction à
vouloir l’établir sur des domaines qui eux dépendent du temps. La solution proposée
est de rechercher une base POD, non plus pour le champ de vitesse du domaine fluide
ou le champ de vitesse solide, mais pour le champ de vitesse globale du domaine fluide
et solide, qui lui est fixe. Un système dynamique POD-Galerkin est ensuite établi
pour des problèmes d’interaction entre un fluide et des solides rigides. On présente
les tests de l’approche sur quatre applications. On reprend le cas monodimensionnel
de l’équation de Burgers cette fois sur un domaine mobile, couplée avec un ressort.
Ensuite la méthode est testé sur trois cas bidimensionels. Le premier traite d’un
disque oscillant dans un fluide initialement au repos. Le deuxième exemple teste la
POD pour un disque en oscillation forcée dans un canal à Reynolds modéré et dans
le dernier cas le solide oscille librement dans un écoulement à Reynold élevé.
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Chapitre 1

Etat de l’art

Ce chapitre présente un panorama des différentes méthodes de réduction de mo-
dèles. Pour commencer il convient de définir ce que l’on entend par réduction de
modèles. En effet, on peut considérer comme modèle réduit toute formulation ma-
thématique présentant un modèle simplifié d’un phénomène ou comme une méthode
analogue à la compression de données et qui se traduira pour les problèmes de méca-
nique par l’obtention de modèles d’ordre bas. On gardera la seconde définition pour
le travail qui va suivre.

Le principe de ces méthodes est de considérer que initialement tout problème
a une formulation mathématique qui consiste à chercher un champ v (t) dans un
espace V de dimension infinie :

A (v) = F (1.1)

A étant un opérateur différentiel décrivant le phénomène étudié.

La résolution numérique de ce problème consiste à projeter le système (1.1) sur

la base discrète d’un espace Vh ⊂ V de dimension finie n = o

(
1

h

)
, h étant le

paramètre de discrétisation spatiale : Trouver vh ∈ Vh tel que

Ah
(
vh
)

= F h (1.2)

où Ah représente la discrétisation de l’opérateur A, de même pour F h.

Cet espace Vh est une discrétisation de l’espace V, obtenue par exemple par la
méthode des éléments finis ou des volumes finis. Le système numérique à résoudre
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est certes de dimension finie, mais cette dimension peut être encore très importante,
ce qui a pour conséquence un temps de résolution très coûteux.

Le principe de construction d’un modèle réduit consiste à projeter, soit la formu-
lation continue ( équation (1.1)), soit la formulation discrète (équation (1.2)), sur
un espace Ṽ de dimension N beaucoup plus faible que Vh (N ≪ n) comme cela est
schématisé par la figure (1.1), Ṽ devant conserver certaines propriétés, comme par
exemple l’énergie de la solution à un ε près.

Tout le problème réside dans le choix de la base de cet espace. La suite de ce
chapitre présente quelques méthodes utilisées dans le domaine de la mécanique des
fluides.

A (u) = F Ah
(
uh
)

= F h

Ã (ũ) = F̃

V Vh

Ṽ

Formulation continue Formulation discrète

modèle réduit

Fig. 1.1: Schématisation du principe de la réduction de modèles

1.1 Réduction de modèles

Une première recherche bibliographique fait clairement ressortir une méthode,
la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD). Cette méthode consiste
à rechercher les vecteurs propres d’un opérateur de corrélation spatiale du champ
de vitesse. La base réduite est ensuite constituée des N premiers vecteurs propres
associées aux valeurs propres les plus dominantes. L’efficacité de cette méthode est
liée à la propriété d’optimalité énergétique de la base ainsi retenue. La suite de ce
chapitre présente quelques méthodes de réduction de modèle utilisées en mécanique
des fluides.



1.1. RÉDUCTION DE MODÈLES 7

1.1.1 Utilisation des modes propres du fluide

La première méthode exposée concerne la recherche des vecteurs propres de l’opé-
rateur de Navier-Stokes. Pour cela on considère une fluctuation de l’écoulement au-
tour d’une solution stationnaire. Les équations sont alors linéarisées de manière à
aboutir à un problème aux valeurs propres, les vecteurs propres servants de base de
projection. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer à Dowell et al. [36, 35].

Au dela du fait que cette méthode se limite aux problèmes d’oscillations autour
d’une solution stationnaire, le problème aux valeurs propres peut être très coûteux
à résoudre. Comme le souligne Dowell et al. [35, 36] et Hall et al. [53] au delà de 104

degrés de liberté le coût de cette approche devient prohibitif.

1.1.2 Méthode de troncature équilibrée

Cette méthode est initialement une méthode développée dans le domaine de
l’automatique et du contrôle. Elle y a été introduite par Moore [87] dans le but de
construire des modèles réduits qui gardent la stabilité asymptotique. Elle s’applique
pour des systèmes dynamique linéaires pouvant être représentés de la façon suivante :






ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t)

y (t) = Cx (t)

x (0) = x0

(1.3)

Où A ∈ M (Rn,Rn), B ∈ M (Rn,Rm), C ∈ M (Rp,Rn), u (t) ∈ Rm est le vecteur
de contrôle, x (t) ∈ Rn le vecteur d’état, y (t) ∈ Rp le vecteur de sortie et x0 la
condition initiale.

Pour ce système on définit les matrices grammiennes de commandalité et d’ob-
servabilité :

P =

∫ ∞

0

etABBT etAT

dt Q =

∫ ∞

0

etAT

CTCetAdt (1.4)

solutions des équations de Lyapunov

AP + PAT = −BBT QA + ATQ = −CTC (1.5)

où AT désigne la transposée de la matrice A.

Définition 1 Le système (1.3) est observable ssi la matrice
[
C CA · · · CAn−1

]
est de rang n (1.6)
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Définition 2 Le système (1.3) est commandable ssi la matrice

[
B AB · · · An−1B

]
est de rang n (1.7)

Définition 3 On suppose le système (1.3) observable et commandable.
On dit que le système est équilibré si et seulement si les solutions des équations de
Lyapounov (1.5) vérifient

P = Q = Σ (1.8)

Où Σ est la matrice diagonale composée des σi ( appelées valeurs singulières de
Hankel) :

σi =
√
λi (PQ) (1.9)

λi désignant les valeurs propres de la matrice (PQ)

Les valeurs propres de PQ sont invariantes par changement de base. De plus, si
le système (1.3) est observable et contrôlable, il existe une transformation T , telle
que le système (1.3), décrit par les matrices TAT−1, TB, CT−1 soit équilibré ( donc
il existe une base telle que TPT T = (T−1)

T QT−1 = Σ). On peut alors construire
une base réduite composée des N vecteurs propres associées aux N plus grandes
valeurs de Σ, sur laquelle on projete le système (1.3) :






˙̃x (t) = T̃AT̃−1x̃ (t) + T̃Bu (t)

yN (t) = CT̃−1x̃ (t)

x̃ (0) = x̃0

(1.10)

Où T̃ ∈ M
(
RN ,Rn

)
est la matrice de projection sur la base réduite et x̃ = T̃ x est

le vecteur d’état réduit, et yN le vecteur de sortie. Le système réduit ainsi obtenu
est stable. C’est ce résultat qui rend cette approche intéressante pour la réduction
de modèle.

L’erreur due à la troncature de la base sur la sortie y(t) peut être exprimée à
l’aide des valeurs singulières de Hankel :

‖y (t) − yN (t) ‖ ≤ 2
n∑

i=N+1

σi‖u (t) ‖ (1.11)

Son utilisation en mécanique des fluides consiste à considérer que le système (1.3)
est une formulation de la projection du problème (1.1) sur un espace discret pour des
problèmes linéaires. Le vecteur d’état x est constitué des coordonnées nodales des
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variables de l’écoulement, u contient les conditions aux limites, et y est une fonction
des variables de l’écoulement.

La difficulté de la méthode pour les problèmes de grandes dimension réside dans
la résolution des deux équations de Lyapounov (1.5) pour le calcul des matrices gra-
miennes. Des méthodes telles que des itérations de sous-espace [10], approximation
aux moindres carrés [60] ou des méthodes de sous-espaces de Krylov [68, 57] ont été
utilisées mais restent encore très coûteuses.

Des variantes de cette approche ont été proposées par Wilcox et Peraire [117],
Rowley [104] et Ilak et Rowley [65]. Wilcox et Peraire [117] ont proposé une technique
de réduction combinant la méthode de troncature équilibrée et la POD. Rowley
[104], Ilak et Rowley [65] introduisent la décomposition orthogonale aux valeurs
propres équilibrée. Ils font une étude comparative entre les résultats obtenus par
leur méthode et une méthode POD classique appliquée sur des équations de la
forme (1.3). La reconstruction de la solution en fonction du nombre de vecteurs
composant les bases réduites est testée pour chaque méthode. Les résultats obtenus
sont meilleurs avec les méthodes introduites par Wilcox et Peraire, Rowley, Ilak et
Rowley. Cependant, dans aucun cas le temps de calcul n’est comparé. Ces méthodes
incluant une POD doivent avoir un coût plus élevé qu’une POD classique. De plus
les approches présentées se restreignent à des problèmes dont la forme discrétisée
peut s’écrire comme la formulation (1.3).

1.1.3 Décomposition de Voronoï (Centroidal Voronoï tessel-
lation)

La décomposition de Voronoï (ou décomposition en diagramme de Voronoï) du
nom mathématicien Russe Georgi Fedoseevich Voronoï (1868 - 1908) est une mé-
thode utilisée avec succès pour la compression de données.

On considère M clichés v (tm) , m = 1, · · · ,M ( v (tm) ∈ Rn) de l’écoulement
étudié, et S l’ensemble composé par ces snapshots :

S = {v (tm)}m=1,··· ,M (1.12)

On recherche une base Φ = {Φi}N
i=1 de Ṽ qui minimise

E (Φ) =

N∑

i=1

∑

v∈Si

|v − Φi|2 (1.13)

Où

Si = {v ∈ S tel que ‖v − Φi‖ < ‖v − Φj‖, j = 1, · · · ,N} i = 1, · · · ,N (1.14)
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Par construction la famille Si, i = 1, · · · , N est une partition de Voronoï de S :

Si

⋂Sj = ∅
d⋃

i=1

Si = S (1.15)

Pour un choix de base Φ, l’énergie du diagramme de Voronoï représenté par :

E (Φ) =

N∑

i=1

∑

v∈Si

|v − Φi|2 (1.16)

Les 2 algorithmes les plus répandus pour la recherche de Φ sont les méthodes de
k−means et h−mean. Ce sont des algorithmes de descentes qui à partir d’un choix
arbitraire des Φi, à N fixé, font converger ceci vers un choix qui minimise l’énergie
du diagramme de Voronoï. Il n’y a pas de règle pour le choix de N . Burkardt et
al.[21] font la remarque que plus on augmente le nombre de vecteurs de base, plus
l’énergie du diagramme diminue. La décroissance en énergie diminuant elle aussi avec
l’augmentation de la dimension de la base, N est choisi de telle sorte que l’ajout
d’un vecteur supplémentaire ne donne pas une baisse significative de l’énergie du
du diagramme. Dans le même article [21], la réduction par base POD et CVT est
comparée pour un écoulement dans un canal en T, la dimension de la base de CVT
étant testée pour des dimensions allant de 1 à 6. Le résultat de la réduction est de
qualité égale à une réduction par une base POD de même dimension. Dans un second
article [20] la base CVT est testée sur une cavité ventilée avec de bons résultats
également. L’avantage de la CVT est un calcul plus rapide de la base. Cependant
cette technique n’a pas encore été testée pour de hauts nombres de Reynolds, et
le choix de la dimension du sous-espace est encore à développer. Cette technique
semble prometteuse pour l’avenir.

1.1.4 Méthode à paramètres variables

Ces méthodes consistent pour un problème à paramètre, à établir une base évo-
luant en fonction de celui-ci. On considère un domaine fluide Ω, dont on note v le
champ de vitesses et λ un paramètre (ce paramètre peut par exemple être le nombre
de Reynolds). On admet alors que le système non linéaire discrétisé peut s’écrire
formellement sous la forme :

F
(
vh, λ

)
= 0 λ ∈ R,F : Vh × R1 −→ Vh (1.17)

où vh ∈ Vh.

Dans le but d’alléger les notations, on notera v au lieu de vh dans la suite du
chapitre
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1.1.4.1 Sous-espaces de Lagrange

Les éléments composant la base sont solutions de l’équation (1.17) à différentes
valeurs λj du paramètre λ. Le sous-espace de Lagrange est alors VL :

VL = span {φj|φj = v (λj) , j = 1, · · · ,M} (1.18)

Où v (λj) est la solution de (1.17) pour une valeur de paramètre λ égale à λj

Ito et al. [67] ont testé cette approche avec succès pour une cavité entraînée.
Cette méthode présente l’avantage de réactualiser la base de l’écoulement en fonction
des variations du paramètre λ. Cependant, elle nécessite d’une part, le calcul de
l’écoulement pour différentes valeurs du paramètre (ce qui est coûteux) et d’autre
part, la dépendance de v en fonction de λ n’est par forcément univoque (par exemple
pour les problèmes de bifurcation).

1.1.4.2 Sous-espace de Taylor

La base est constituée par les fonctions de la suite de Taylor générée par la
décomposition de Taylor de v(λ). A partir d’un paramètre de référence λ0, on génère
le sous-espace de Taylor VT :

VT = span

{
ψj tel queψj =

∂jv

∂λj

∣∣∣∣
λ=λ0

, j = 1, · · · ,M
}

(1.19)

Si on dérive (1.17) par rapport à λ on obtient :

∂F
∂v

(v0, λ0)
∂v

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

= −∂F
∂λ

(v0, λ0) (1.20)

Par récurrence on peut montrer que ψj =
∂jv

∂λj
est solution du problème :

∂F
∂v

(v0, λ0)ψj =
∂G
∂λj

(ψ0,ψ1, · · · , ψj−1, λ0) (1.21)

Peterson [100] a mis en oeuvre cette approche pour un écoulement incompressible
dans une cavité entraînée pour des faibles nombres de Reynolds. Il obtient de bons
résultats en utilisant seulement 5 modes de Taylor. L’avantage de l’utilisation des
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sous-espaces de Taylor par rapport aux sous-espaces de Lagrange, réside dans le fait

que les systèmes d’équation (1.20)-(1.21) ont les mêmes matrices
∂F
∂v

(v0, λ0). Aussi,

elles peuvent être calculées d’une manière efficace en utilisant une méthode directe,
par exemple une décomposition LU où L et U sont communes à l’ensemble des
systèmes d’équations. Cependant deux inconvénients existent dans cette approche.
Le premier réside dans le calcul des seconds membres des équations qui peut s’avérer

coûteux. Le second concerne la matrice
∂F
∂v

(v0, λ0). En effet lorsque cette matrice

est grande, la résolution des systèmes exige des méthodes itératives qui annulent les
avantages de la méthode.

1.1.4.3 Sous-espace de Hermite

L’espace d’approximation est construit en combinant les deux méthodes pré-
cédentes. La base est constituée des solutions de l’équation (1.17) et des dérivées
premières de l’équation 1.17 à différentes valeurs λj du paramètre λ. Le sous-espace
d’Hermite est alors VH :

VH = span

{
φj = v (λj) et ξj =

∂v

∂λ

∣∣∣∣
λ=λj

, j = 1, · · · ,M
}

(1.22)

où ξj est solution de :

∂F
∂v

(φj , λj) ξj = −∂F
∂λ

(φj, λj) (1.23)

Ito et al. [67] emploient les méthodes de Lagrange et de Hermite pour l’étude
d’une cavité entraînée, la base étant calculée pour des nombres de Reynolds valant
100, 300, 500, 700 et 900, et le système dynamique réduit calculé pour un nombre
de Reynolds de 1200. La même opération est effectuée dans un canal. Les auteurs
obtiennent des résultats numériques meilleurs que ceux donnés par un modèle réduit
associé à un espace de Lagrange. Cependant, comme précédemment, le calcul du se-
cond membre de l’équation (1.23) peut s’avérer coûteux et les matrices des systèmes
linéaires étant différentes, le temps de calcul de ξj augmente.

1.2 Conclusion

Dans cette section nous avons présenté différentes méthodes utilisées en réduc-
tion de modèles. Les trois dernières méthodes présentées ont eu peu d’application, le
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coût que représente le calcul de la base de réduction étant handicapant. L’utilisation
d’une base de modes propres de l’écoulement se restreint à des études pour des écou-
lements fluctuants autour d’une position stationnaire et est limitée par la dimension
des problèmes étudiés. La méthode de troncature équilibrée est aussi limitée par la
taille des problèmes étudiés, et par le fait qu’elle soit développée pour des systèmes
linéaires. L’utilisation de maillage de Voronoï semble intéressante, mais pour l’ins-
tant sa validation n’a été effectuée que pour des écoulements à nombres de Reynolds
modérés. Le choix de la technique de réduction à adapter en interaction fluide-
structure s’est porté vers la méthode la plus utilisée en mécanique des fluides : la
décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD). Nous allons présenter cette
méthode dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

La décomposition orthogonale aux

valeurs propres pour les écoulements

2.1 Présentation

Dans ce chapitre on s’intéresse à la décomposition orthogonale aux valeurs propres
(POD). Cette technique est actuellement la plus répandue en réduction de données.
Elle est utilisée dans des domaines aussi divers que l’analyse de données, l’aéroa-
coustique, le traitement d’image, la chimie, ou encore la mécanique des fluides. Pour
donner une idée de son importance il suffit à titre indicatif de regarder le nombre d’ar-
ticles référencés par l’intitulé “méthode de décomposition orthogonale aux valeurs
propres” sur le site de référencement bibliographique scopus (http ://www.scopus.com/).
Plus de 900 articles y sont référencés, la parution par année dépassant la centaine
depuis l’année 2004 (figure 2.1).

La POD fut introduite en mécanique des fluides par Lumley en 1967 [82] dans
le but d’identifier les structures cohérentes d’un écoulement turbulent. La POD y
est appliquée par la méthode que l’on appellera classique qui consiste à recher-
cher les vecteurs propres d’un opérateur de corrélation spatial du champ de vitesse.
Cependant il faut attendre une approche de la POD par la méthode Snapshot [108]
(cf section 2.1.2) permettant de diminuer la taille du problème à résoudre pour que
la POD commence à se développer en mécanique des fluides. Depuis les années 90,
la POD a connu un grand nombre d’applications en mécanique des fluides sur des
problèmes divers. On se contentera d’en mentionner juste quelques unes ici, pour
une bibliographie plus complète on peut se référer à Berkooz et al. [17], Couplet
[28], Holmes et al. [61], Solari et al. [109] ou encore Allery [1], Allery et al. [2, 3].
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Fig. 2.1: Nombre d’articles parus par année référencer par Scopus sous le nom de Proper

Orthogonal Décomposition

Aubry et al. [9] appliquèrent en premier un modèle réduit POD pour l’étude
de la couche limite turbulente. Ensuite, différentes configurations ont été étudiées,
par exemple l’étude du développement de la couche limite turbulente le long d’une
plaque plane ([102], [103]), écoulement en canal [31], [94], ou encore cavité entraînée
[24]. La méthode a connu aussi un développement très important en aérodynamique
pour l’étude des ondes de chocs [77], [78].

On peut citer pour exemple de l’efficacité de la POD les articles de Allery et al.
[3, 2] qui l’appliquent à l’étude de l’effet Coanda [3] et pour construire un système
dynamique d’ordre bas modélisant la dispersion de particules dans une cavité ventilée
[2]. Dans ces deux cas très peu de modes sont nécessaires, puisque dans le cas
de l’étude de l’effet Coanda, 6 modes POD suffisent pour capturer complètement
la structure de l’écoulement et construire un système dynamique d’ordre bas qui
reproduit bien le champ de vitesses. De même dans le second article où seulement 4

modes sont utilisés.

D’autres applications utilisent la POD combinée avec d’autres méthodes [104]
[117] qui combinent méthode de troncature équilibrée et la POD comme explicité
dans le chapitre précédent pour le calcul des matrices grammiennes de commanda-
bilité et d’observabilité.

Il y a en générale deux interprétations de la POD. La première interprétation
consiste à considérer la POD comme une décomposition de Karhunen-Loeve (KLD)
[89, 90], ou comme un ensemble de trois méthodes : la décomposition de Karhunen-
Loeve (KLD), développée pour des processus stochastique, l’analyse en composantes
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principales (ACP) en analyse de donnée et la décomposition en valeurs singulières
pour le cas de matrices non carrées. Liang et al. [79] et Wu et al. [119] comparent
ces trois méthodes et montrent qu’elles aboutissent à la même formulation, c’est à
dire la recherche des vecteurs propres d’un opérateur de corrélation spatiale.

Axe original

A
x
e

o
ri
g
in

a
l

Φ1

Φ2 u (t)

Fig. 2.2: Analyse en composantes principales d’un amas de donnée u (t)

On présente dans la suite sa formulation pour la mécanique des fluides. Cette mé-
thode étant actuellement bien connue, on se contentera d’en rappeler seulement les
points principaux.

On considère un domaine spatial Ω ⊂ Rd, de dimension d = 1,2 or 3, (O,x1,x2,x3)

un repère orthonormé direct lié à Ω, un intervalle de temps T ⊂ R, une variable
d’espace x ∈ Ω, et une variable temporelle t ∈ T. Soit v (t) ∈ V, un champ de vitesse
de l’écoulement, V étant un espace de Hilbert.

La POD consiste à rechercher une base orthogonale qui approxime v au mieux en
moyenne. On considère pour cela le problème de maximisation suivant, qui consiste
à chercher Φ ∈ V∗ tel que :

〈(v (t) ,Φ)2〉
(Φ,Φ)

= max
φ∈V∗

〈(v (t) , φ)2〉
(φ, φ)

(2.1)

Où V∗ = V� {0}, (•, •) désigne le produit scalaire de V et 〈•〉 un opérateur de
moyenne temporelle.

On présente ici la POD discrète pour M clichés v (ti) , i = 1, · · · ,M du champ
de vitesses (dont au moins un est non nul). Cette formulation est la plus proche
de celle appliquée en calcul numérique. Pour établir les liens entre la formulation
continue et la formulation discrète, le lecteur pourra se référer à [28], d’où est extrait
la présentation ci-dessous.
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La moyenne temporelle considérée est alors la moyenne arithmétique sur les M
clichés, et V = L

2 (Ω). Le problème de maximisation (2.1) se formule :
Trouver Φ ∈ V∗ tel que :

〈(v (t) ,Φ)2〉
(Φ,Φ)

= max
φ∈V∗

1

M

M∑

i=1

(v (ti) , φ)2

(φ, φ)
(2.2)

Soit R l’opérateur définit par :

R : V −→ V

Φ 7−→ Rφ =
1

M

M∑

i=1

(v (ti) , φ) v (ti)
(2.3)

R est linéaire, continu, compact, auto-adjoint et positif. Son image

Im (R) = Vect {v (ti) , ti ∈ T, i = 1, · · · ,M} = V (2.4)

est de dimension finie nR ≥ 1 car au moins un des clichés est non nul et son noyau
est Ker (R) = V

⊥. L’opérateur R admet donc nR ≥ 1 valeurs propres (λi)i=1,··· ,nR

formant une suite positive et décroissante vers 0.

λ1 ≥ · · · ≥ λnR
> 0 (2.5)

On a alors (v (ti) , φ)2 = (Rφ,φ).

On suppose Φ solution de (2.2), et φ ∈ V∗ quelconque. On définit la fonction
Fφ : R −→ R par :

Fφ (ǫ) =
〈(R (Φ + ǫφ) , (Φ + ǫφ))〉

((Φ + ǫφ) , (Φ + ǫφ))
(2.6)

Par définition de Φ, Fφ (ǫ) ≤ Fφ (0), donc F ′
φ (0). On obtient alors la relation

suivante :

(RΦ, φ) =
(RΦ,Φ)

(Φ,Φ)
(Φ,φ) (2.7)

Ceci étant valable quelque soit φ ∈ V, le problème (2.2) s’écrit :

Trouver Φ ∈ V∗ tel que RΦ = λΦ (2.8)

Avec λ =
(RΦ,Φ)

(Φ,Φ)
.

Réciproquement, tout vecteur propre correspondant à la plus grande valeur
propre de R est solution du problème (2.2). On peut donc définir l’ensemble des
solutions de (2.2) par un problème aux valeurs propres.
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Théorème L’ensemble des solutions de (2.2) est constitué des vecteurs propres de
R associés à la plus grande valeur propre.

A partir de ce résultat on considère l’ensemble des sous-espaces propres de R,
et ses propriétés. Cela est équivalent à réitérer le processus à partir de v auquel on
a préalablement soustrait sa projection sur l’espace propre que l’on vient d’obtenir.
R étant compact et autoadjoint, il existe une base de vecteurs propres de V dans
laquelle on peut décomposer les clichés.

Définition de la POD discrète Soit λ1 ≥ · · · ≥ λnR
> 0 les valeurs propres stric-

tements positives de R rangées dans un ordre décroissant. Pour tout N ∈ [1,nR], on
appelle base POD (discrète) d’ordre N toute famille (Φ)i=1,··· ,N de vecteurs propres
orthonormaux associés. Ces vecteurs propres sont appelés modes POD.

On peut donc décomposer v sur cette base POD discrète de dimension N

v (x,t) =

N∑

i=1

ai (t) Φi (x) (2.9)

Où ai est appelé coefficient temporel.

Remarque En pratique pour le calcul numérique de la base POD on recherche les
vecteurs propres d’une matrice de corrélation spatiale R définie par :

Rij =
1

M
〈v (Xi,t) ⊗ v (Xj,t)〉 i,j = 1,n (2.10)

Où Xi est le noeud i du maillage.

2.1.1 Propriété des modes POD

La base obtenue possède les propriétés suivantes :
– Les modes Φ respectent les conditions aux limites homogènes. Dans le cas d’un

fluide incompressible, le champ de vitesse est à divergence nulle, de même que
la base POD :

divΦi = 0 (2.11)

– Les coefficients temporels ai (t) peuvent être obtenus par projection du champ
de vitesse v sur la base (Φi) :

ai (t) = (v (t) ,Φi) (2.12)
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– Les coefficients sont indépendants et les valeurs propres sont le résultat de leur
moyenne temporelle :

〈ai (t) aj (t)〉 = δijλi sans sommation sur les indices répétés (2.13)

– Chaque valeur propre λi représente la part d’énergie capturée par chaque mode
Φi. Ce qui veut dire que si on tronque la base à N modes, N < nR la décom-
position

v (x,t) =

N∑

i=1

ai (t) Φi (x) (2.14)

est optimale au sens énergétique. On ne peut pas obtenir une décomposition
sur N modes qui contienne plus d’énergie que la décomposition (2.14).

– L’erreur induite par la base correspond à la somme des valeurs propres de
modes négligés :

〈‖v (t) −
N∑

k=1

ak (t) Φk‖2〉 =

nR∑

k=N+1

λk (2.15)

2.1.2 La snapshot POD

Dans le cas de problèmes de grandes dimensions, la recherche des vecteurs propres
de l’opérateur R peut s’avérer coûteuse. En effet, on peut avoir à résoudre un pro-
blème de dimension 4nx1

nx2
en 2D ou 9nx1

nx2
nx3

en 3D où nx1
, nx2

, nx3
repré-

sentent le nombre de noeuds du maillage selon les axes x1, x2 et x3. La puissance
d’un simple ordinateur peut vite être dépassée. Pour remédier à cela, Sirovitch [108]
a introduit la méthode des Snapshots.

La méthode consiste à considérer que si avec M clichés de l’écoulement , M <<

nnc, où n représente le nombre de noeuds et nc le nombre de composantes, l’écoule-
ment est correctement représenté, alors on cherche à résoudre non plus un problème
de dimension nnc × nnc mais un problème de dimension M ×M .

Le principe est de chercher non plus directement la base composée des (Φi) , i =

1, · · · , nR, mais de rechercher en premier lieu les coefficient Ak
1 k = 1, · · · ,M tels

que :

Φk (x) =
M∑

i=1

Ai
kv (x,ti) (2.16)

1Ak =
(
A1

k · · ·AM
k

)
∈ RM
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En introduisant la décomposition (2.16) dans (2.8) on montre que l’on se ramène
alors au problème suivant :

M∑

i=1

1

M
(v (ti) ,v (tj))A

j
k = λkA

i
k pour i = 1 . . .M (2.17)

Où λk est la valeur propre associée au mode POD Φk.

Ce problème est alors de dimension nettement inférieure au problème (2.8).
Ensuite la base POD est obtenue en calculant (2.16) et les coefficients temporels
ai sont trouvés par l’équation (2.12). Il n’y a pas vraiment de règle sur le nombre
de snapshots et l’espacement nécessaire entre chaque snapshot.

Le choix d’utiliser la méthode des snapshots ou la méthode que l’on qualifiera de
classique dépend du type de données à traiter. Dans le cas de données expérimentales
type PIV la méthode classique est utilisée (pour exemple [45, 38, 43, 37]). Par contre
dans le cas de simulations numériques où le maillage spatial est important et la taille
de l’échantillon temporelle limitée, la méthode des snapshots est préconisée.

Dans ce qui a été présenté ici on a considéré des processus aléatoires. Si le
processus est stationnaire et ergodique 2, alors la présentation précédente de la
POD reste valable. Par contre, si le processus est instationnaire 3, l’approche par
Snapshot qui utilise l’hypothèse d’ergodicité n’est plus valable. Aussi, Aubry et al. [8]
ont proposé la décomposition Bi-orthogonale (BOD) dont le formalisme est présenté
dans la section suivante.

2.2 Décomposition Bi-orthogonale

La décomposition Bi-orthogonale (BOD) à été introduite par Aubry et al. [8]
dans le cadre de l’étude de signaux spatio-temporels. Pour une formulation mathé-
matique rigoureuse on peut se réferer à son article. Le principe est de déterminer une
décomposition déterministe d’un signal avec pour seule contrainte que celui-ci soit
de carré intégrable. De la même manière que pour la POD, on considère un signal
v ∈ L

2 (Ω × T) , x ∈ Ω , t ∈ T, Ω ⊂ R3 et T ⊂ R. La décomposition bi-orthogonale
de v s’écrit :

v (x,t) =
∞∑

k=1

αkψk (t)ϕk (x) (2.18)

2Où l’on peut confondre sa moyenne temporelle et sa moyenne statistique
3sa moyenne statistique dépend du temps
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Aubry et al. [8] prouvent que cette décomposition existe, converge en norme et que :

α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ α0

lim
M→∞

αM = 0

(ϕk,ϕl)L2(Ω) = (ψkψl)L2(T) = δkl

(2.19)

Les modes spatiaux ϕk (x) sont appelés topos, ϕk ∈ L
2 (Ω) et les modes temporels

ψk (t) chronos, avec ψk ∈ L
2 (T). Les topos associés aux valeurs propres α2

k = λk

sont les vecteurs propres de l’opérateur de corrélation spatial :

Sc (x,x′) =

∫

T

v (x,t) v (x′,t) dt (2.20)

lequel est défini non négatif. De même les chronos associés aux mêmes valeurs
propres λk son les vecteurs propres de l’opérateur de corrélation temporel :

Tc (t,t′) =

∫

Ω

v (x,t) v (x,t′) dx (2.21)

On remarque que les valeurs propres α2
k sont communes aux topos et aux chronos,

donc qu’ils sont couplés. Cependant il est possible de séparer l’information, spatial
et temporelle, en les multipliant par le facteur pondéré

√
αk.

De plus si on considère que l’énergie globale du signal est égale à la somme des
valeurs propres

∫ ∫

Ω,T

v (x,t) v (x,t) dxdt =
∞∑

k=1

α2
k (2.22)

on peut tronquer la décomposition (2.18) aux N structures spatio-temporelles les
plus énergétiques. Aubry et al. [8] montrent alors que l’erreur de reconstruction sur
le signal est inférieure à la valeur propre correspondant au premier terme négligé.

Dans la mojorité des cas à traiter en mécanique des fluide, la POD est suffisante,
ce qui explique la faible utilisation de la BOD. Hémon et Santi [56] appliquent la
BOD à la distribution de pression et aux forces locales pour un écoulement autour
d’un cylindre à Reynolds 150. Couplet [28] fait la remarque que la BOD est juste
une écriture particulière de la POD.

2.3 Ecriture des systèmes dynamiques d’ordre bas

La POD permet d’obtenir une base qui est optimale au sens de l’énergie, c’est à
dire que les premiers vecteurs contiennent l’essentiel de l’énergie (au sens statistique)
du champ étudié. On peut espérer qu’une projection de Galerkin des équations de
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Navier-Stokes sur les N premiers modes énergétiques permette d’obtenir un système
dynamique d’ordre bas reproduisant correctement le phénomène étudié. La base
étant spatiale et donc fixe dans le temps, le résultat de la projection de Galerkin
des équations de Navier-Stokes donne un système d’équation ordinaire en temps
beaucoup plus rapide à résoudre.

2.3.1 Système dynamique basé sur le champ de vitesse ins-
tantané

On considère le champ de vitesse fluide v projeté sur la base POD tronquée à N
modes :

vN (x,t) =

N∑

k=1

ak (t) Φk (x) (2.23)

Pour la suite de cette section, on prendra la même notation pour v et vN . On
rappelle les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible sous leur forme
adimensionnelle :

∇ · v = 0
∂v

∂t
+ v · ∇v = −∇p+

1

Re

△v (2.24)

Où Re représente le nombre adimensionel de Reynolds, dont on rappelle ici l’expres-
sion :

Re =
ρV0L

µ
(2.25)

ρ étant la densité volumique du fluide, µ sa viscosité dynamique, V0 une vitesse
caractéristique de l’écoulement et L une longueur caractéristique.

Pour un écoulement incompressible, la base POD obtenue est à divergence nulle.
Par conséquent on n’a pas à tenir compte de l’équation d’incompressibilité.

On considère la formulation faible de l’équation (2.24) sur la base POD :
Trouver v ∈ Ṽ tel que ∇ · v = 0

∀Φi, i = 1, · · · ,N, ∇ · Φ = 0

∫

Ω

∂v

∂t
· Φidx+

∫

Ω

(v · ∇v) · Φidx = −
∫

Ω

∇p · Φidx+
1

Re

∫

Ω

△v · Φidx (2.26)
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En tenant compte de la décomposition (2.23) de v sur la base tronquée à N modes,
et de l’orthogonalité des modes POD, on obtient le système suivant :

dai

dt
=

N∑

k=1

N∑

l=1

akalCkli +
N∑

k=1

akBki +Di avec i = 1 · · ·N (2.27)

où

Ckli = − (Φk · ∇Φl,Φi) = −
∫

Ω

(Φk · ∇Φl) · Φidx (2.28)

Bki =
1

Re

(△Φk,Φi) =
1

Re

∫

Ω

△Φk · Φidx (2.29)

Di = −
∫

∂Ω

pΦi · ndx (2.30)

(2.31)

où n est la normale extérieure au domaine fluide sur la frontière ∂Ω.

Pour résoudre ce système il suffit de calculer au préalable les coefficients Ckli,Bki

et Di. La base POD étant obtenue pour la vitesse, il reste un terme problématique
à calculer Di qui sera vu plus loin.

2.3.2 Sytème dynamique basé sur le champ de vitesse fluc-
tuant

Comme en pratique la première fonction POD capture l’essentiel du signal, il
est courant de décomposer le champ de vitesse en une partie stationnaire et une
partie fluctuante. La POD est ensuite appliquée sur le champ fluctuant et le système
dynamique est construit pour celui-ci :

v = 〈v〉 + v′ p = 〈p〉 + p′ (2.32)

Avec 〈•〉 qui représente l’opérateur de moyenne temporelle explicité précédemment.
Pour plus de commodité pour l’écriture des équations on remplacera dans la suite
〈•〉 par •.
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Cette équation est introduite dans l’équation (2.24), auquelle on soustrait sa
moyenne. On obtient alors l’équation de Navier-Stokes aux grandeurs fluctuantes :

∂v′

∂t
+ v′ · ∇v′ + v · ∇v′ + v′ · ∇v − v′ · ∇v′ = −∇p′ + 1

Re

△v′ (2.33)

En procédant de la même façon que pour le champ instantané, on décompose v′ sur
la base POD Φ′ tronquée à N modes

v′ (x,t) =
N∑

k=1

a′k (t) Φ′
k (x) (2.34)

on obtient le système dynamique pour le champ fluctuant :

da′i
dt

=

N∑

k=1

N∑

l=1

(
a′ka

′
l − a′ka

′
l

)
Ckli +

N∑

k=1

a′kBki +Di (2.35)

où

Ckli = −
∫

Ω

(Φ′
k · ∇Φ′

l) · Φ′
idx

Bki =
1

Re

∫

Ω

△Φ′
k · Φ′

idx−
∫

Ω

(∇v · Φ′
k) · Φ′

idx−
∫

Ω

(∇Φ′
k · v) · Φ′

idx

Di = −
∫

∂Ω

p′Φ′
i · ndx

(2.36)

Il existe plusieurs façon de calculer le terme a′ka
′
l. La première méthode [101]

consiste à estimer ce terme pendant le calcul sur les pas de temps précédents. La
seconde méthode est de considérer que ce terme est constant par rapport au temps
et de considérer l’égalité suivante :

a′ka
′
l = λkδkl (2.37)

Une troisième possibilité est évoquée par Allery [1], qui en introduisant directement
(2.32) dans (2.24), obtient le système dynamique suivant :

da′i
dt

=
N∑

k=1

N∑

l=1

a′ka
′
lCkli +

N∑

k=1

a′kBki +Di +Hi (2.38)
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où

Ckli = −
∫

Ω

(Φ′
k · ∇Φ′

l) · Φ′
idx

Bki =
1

Re

∫

Ω

△Φ′
k · Φ′

idx−
∫

Ω

(∇v · Φ′
k) · Φ′

idx−
∫

Ω

(∇Φ′
k · v) · Φ′

idx

Di = −
∫

∂Ω

p′Φ′
i · ndx

Hi = −
∫

Ω

(
∇p− 1

Re

△v + v · ∇v
)
· Φ′

idx

(2.39)

2.3.3 Traitement du terme de pression

Les systèmes dynamiques réduits obtenus jusqu’à présent font apparaître un
terme de pression que l’on ne peut pas projeter sur les modes POD. Pour des écou-
lements où les conditions aux limites sont homogènes, les modes POD s’annulant là
où le champ de vitesse est nul, les coefficients Dn ne seront pas pris en compte. Dans
les autres cas, il convient soit de le modéliser [9], soit d’essayer de le faire disparaître.
Rempfer [102] propose soit d’utiliser une équation de poisson pour relier la pression
à la vitesse ou d’appliquer la POD à l’équation de Navier-Stokes en vorticité afin
d’éliminer la pression. Allery [1] propose quant à lui d’utiliser une formulation en
contrainte. C’est cette dernière formulation que nous allons développer ci-dessous.

La méthode consiste à transformer les conditions aux limites en vitesse en condi-
tions aux limites en contrainte de type σ ·n = F . La frontière du domaine fluide Γf

est décomposée en une sous-frontière où la vitesse est nulle Γv et une sous-frontière
Γσ sur laquelle une condition aux limites en contrainte est imposée.

Γf = Γv ∪ Γσ (2.40)

En considèrant alors vcl la vitesse sur Γσ et v|Γσ
la valeur de la vitesse calculée sur

cette même frontière on introduit la relation suivante :

σ · n|Γσ
= F = G

(
v|Γσ

− vcl
)

(2.41)

où G est une constante. On a donc

v|Γσ
− vcl =

F

G
(2.42)

v|Γσ
tend vers vcl quand G est relativement grand par rapport à ‖F‖. Il s’agit

donc d’une technique de pénalisation de la condition aux limites de Dirichlet. Cette
technique a été introduite par Batoz [12] en éléments finis.
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On formule les systèmes dynamiques en gardant au second membre ∇ · σ et on

remplace σ · n dans l’intégrale
∫

Γf

(σ · n) · Φdx par G
(
v|Γσ

− vcl
)

Ce qui donne pour le système dynamique sur le champ de vitesse instantané :

dai

dt
=

N∑

k=1

N∑

l=1

akalCkli +

N∑

k=1

ak (Bki + Eki) +Di avec i = 1 · · ·N (2.43)

où

Ckli = − (Φk · ∇Φl,Φi)

Bki = − 1

Re

(Tr (D (Φk)) ,∇Φi)

Di = −G
∫

Γσ

vclΦi · ndx

Eki = G

∫

Γσ

Φk · Φidx

(2.44)

Pour le champ de vitesse fuctuant :

da′i
dt

=

N∑

k=1

N∑

l=1

a′ka
′
lCkli +

N∑

k=1

a′k (Bki + Eki) +Di +Ki (2.45)

où

Ckli = − (Φ′
k · ∇Φ′

l,Φ
′
i)

Bki = − 1

Re

(Tr (D (Φ′
k)) ,∇Φ′

i) − (v · ∇Φ′
k + Φ′

k · ∇v,Φ′
i)

Di = − 1

Re

∫

Ω

Tr (D (v) · ∇Φ′
i) dx− (v · ∇v,Φ′

i)

Eki = G

∫

Γσ

Φ′
k · Φ′

i

Ki = G

∫

Γσ

(
v − vcl

)
Φ′

idx

(2.46)

2.3.4 Stabilisation correction du système dynamique

On a jusqu’à présent construit des systèmes dynamiques d’ordre bas en conser-
vant les N premiers modes POD correspondant aux N premières valeurs propres
dominantes. En faisant cela on conserve donc les modes ayant la plus forte contribu-
tion en énergie cinétique, négligeant alors ceux représentant les plus petites échelles,
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responsables de la dissipation énergétique. La conséquence de ce choix pouvant me-
ner à l’instabilité du système réduit, on cherche à modéliser les transferts d’énergies
négligés des grandes échelles vers les petites échelles.

L’hypothèse la plus utilisée est de considérer que l’influence des petites échelles
peut-être modélisée par une viscosité tourbillonnaire que l’on peut rajouter. Cette
méthode introduite par Rempfer consiste à multiplier la viscosité ν intervenant dans
le système dynamique par un facteur constant et identique pour chaque mode 1+νad.
Il constate que la viscosité adimensionnelle est pratiquement nulle pour le premier
mode, approximativement égale à 1 pour le quarantième et est quasiment une fonc-
tion linéaire du numéro de mode. Ce modèle linéaire est repris par Cazemier [23],
sous la forme suivante :

νad = ic (2.47)

Où i est le numéro du mode et c une constante. La constante est déterminée après
plusieurs essais, celle donnant le meilleur résultat est gardée. Cordier [25] utilise
quant à lui une viscosité supplémentaire qu’il ajuste. Si la viscosité adimensionnelle
est faible, le système risque de diverger, l’inverse aura pour conséquence de trop
dissiper le système et donc de converger vers 0.

Une deuxième méthode consiste à introduire un coefficient d’amortissement li-
néaire par l’intermédiaire de considération énergétique. Le lecteur pourra se référer
à Cazemier et al. [24] qui appliquent cette méthode à la cavité entraînée pour de
plus amples informations.

Iollo et al. [66] discutent du choix de la norme employer dans la définition de
la POD. Ils proposent de redéfinir cette norme, afin que les petites échelles, négli-
gées par la troncature de la base POD aux grandes échelles, soient représentées. Ils
choisissent alors une norme dans un espace de Sobolev H

1 :

Soit u,v ∈ H1 (Ω) (u,v)H1 =

∫

Ω

uvdx+ ε

∫

Ω

∇u · ∇vdx (2.48)

Où ε est choisi en fonction de la configuration étudiée. Par exemple, suivant des
considérations dimensionnelles, le choix d’un ε proportionnel à

τ

Re

, avec τ l’échelle

de temps caractéristique des équations adimensionnalisées, est approprié.

Ensuite, le système d’équation décrivant le problème est projeté sur cette base
réduite en utilisant le produit scalaire de H

1.

Iollo et al. [66] testent cette méthode sur un écoulement autour d’un cylindre
carré pour des nombres de Reynolds de 4200 et 22000. Pour le premier test, l’uti-
lisation de la norme L

2 ou de la norme H
1 donne des résultats équivalents pour
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la reconstruction du coefficient de traînée. Par contre, pour un Reynolds de 22000,
la norme H

1 utilisé avec un ε = 10, donne des résultats légèrements meilleurs.
Cependant la méthode utilisée pour stabiliser le système dynamique en norme L

2

n’est pas décrite. Il semble que plus le nombre de Reynolds augmente, plus le choix de
la norme H

1 semble judicieux, à condition d’avoir un bon coefficient de stabilisation
ε.

Couplet et al. [29] modifient le système dynamique par un problème de minimi-
sation d’une fonctionnelle et obtiennent un système dynamique corrigé de manière
à trouver les coefficients temporels an adéquates.

2.4 Cas des fluides compressibles

La POD a été expliquée pour des fluides incompressibles, son application aux
fluides compressibles demeure cependant beaucoup moins étendue.

Lumley et Poje [83] s’intéresse aux modèles réduits dans le cas d’un écoulement
à densité variable. Ils proposent de rechercher les modes POD pour la densité et
les composantes de la vitesse du fluide. Le champ de vecteurs est celui du champ
de vitesses auquel on rajoute la densité comme composante supplémentaire. Cette
méthode nécessite d’adimensionaliser les variables pour que le produit scalaire ait
un sens. Rowley et al. [105] soulignent que le choix de normalisation est le point
critiquable de la méthode. En effet, comment qualifier la projection d’optimale,
si celle-ci dépend de l’adimensionalisation. Ils proposent une autre méthode qui
consiste à utiliser un produit scalaire basé sur la physique de l’écoulement, c’est
à dire basé sur l’énergie. Il introduit un produit scalaire basé sur l’enthalpie qu’il
généralise à l’énergie.

En considérant que l’énergie s’écrit :

e = E +
1

2
(v,v) (2.49)

où E est l’énergie interne par unité de masse, il introduit la POD pour le champ de
vecteur dans Ω :

q =
{√

ρE,
√
ρ/2v1,

√
ρ/2v2,

√
ρ/2v3

}T

(2.50)
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tel que

‖q‖2 =

∫

Ω

ρE +
1

2
ρ (v,v) (2.51)

La méthode utilisant l’enthalpie est utilisée sur une cavité entraînée avec des résul-
tats correctes.

2.5 Système dynamique BOD

2.5.1 Sytème dynamique BOD

Selon le même principe que pour la POD, on écrit le système dynamique sur
le champ instantanné en utilisant comme base spatiale de projection les N pre-
miers topos correspondant aux N premières valeures propres dominantes. On utilise
directement la formulation variationnelle (2.26) que l’on rapelle ici :

Trouver v ∈ Ṽ tel que ∇ · v = 0

∀ϕi, i = 1, · · · ,N, ∇ · ϕ = 0

∫

Ω

∂v

∂t
· ϕidx+

∫

Ω

(v · ∇v) · ϕidx = −
∫

Ω

∇p · ϕidx+
1

Re

∫

Ω

△v · ϕidx (2.52)

En tenant compte de la décomposition de v sur la base tronquée à N modes (2.18),
et de l’orthogonalité des topos, on obtient le système suivant :

dψi

dt
=

N∑

k=1

N∑

l=1

ψkψlCkli +

N∑

k=1

ψkBki +Di avec i = 1 · · ·N (2.53)

où

Ckli = −αkαl

αi

(ϕk · ∇ϕl, ϕi) = −αkαl

αi

∫

Ωf

(ϕk · ∇ϕl) · Φidx (2.54)

Bki =
1

Re

αk

αi

(△ϕk, ϕi) =
1

Re

αk

αi

∫

Ωf

△ϕk · ϕidx (2.55)

Di = − 1

αi

∫

∂Ωf

pϕi · ndx (2.56)

(2.57)
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où n est la normale extérieure au domaine fluide sur la frontière ∂Ωf .

Pour régler le problème de la pression on effectue la même chose que pour la
POD (cf section (2.3.3)). Ce qui nous amène au système dynamique suivant :

dψi

dt
=

N∑

k=1

N∑

l=1

ψkψlCkli +
N∑

k=1

ψk (Bki + Eki) +Di avec i = 1 · · ·N (2.58)

où

Ckli = −αkαl

αi

(ϕk · ∇ϕl, ϕi)

Bki = − 1

Re

αk

αi

(Tr (D (ϕk)) ,∇ϕi)

Di = −G
∫

Γσ

vclϕi · ndx

Eki = G
αk

αi

∫

Γσ

ϕkϕidx

(2.59)

2.6 Quelques exemples

2.6.1 Test sur une configuration monodimensionnelle

2.6.1.1 Présentation du problème

La POD est d’abord testée sur un cas simple monodimensionel. On considère un
champ de vitesse v (t) ∈ L

2 (Ω), x ∈ Ω = ]0,1[, t ∈ R+, la viscosité cinématique
ν = 0.1 m2 · s−1

Le mouvement du fluide est décrit par l’équation de Burgers monodimensionelle
suivante :





∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
− ν

∂2v

∂x2
= 0 sur Ω

v (0,t) = 0

v (1,t) = 0

v (x,0) = v0 (x)

(2.60)

Où à l’instant initial v (x,0) = v0 (x) = sin (πx).
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Cette équation a été introduite par J. M. Burgers dans le but de modéliser la
turbulence unidimensionnelle [19]. C’est un exemple simple d’équation non-linéaire
et très intéressant donc pour effectuer un test. Une solution analytique pour ce genre
de condition initiale et conditions aux limites est donnée par :

v (x,t) = 2πν

∞∑

n=1

bne
−n2π2νtnsin (nπx)

b0 +
∞∑

n=1

bne
−n2π2νtcos (nπx)

(2.61)

où b0 et bn sont les coefficients de Fourier définis par :

b0 =

∫ 1

0

e−(2πν)−1[1−cos(πx)]dx

bn = 2

∫ 1

0

e−(2πν)−1[1−cos(πx)]cos (nπx) dx

(2.62)

La POD est effectuée sur une solution de l’équation (2.60) résolue en différence finie
par un schéma de Crank Nicholson sur un intervalle de temps de 1 seconde avec un
pas de temps ∆ t = 0.002 s.

On retrouve les résultats attendus, c’est à dire une forte décroissance des valeurs
propres (tableau 2.1), seulement 3 étant suffisantes pour obtenir plus de 99,999%

de l’énergie cinétique totale. La figure (2.3) présente les 4 premiers modes POD.

i λi % d’énergie
λ1 20.15 99.315

λ2 0.13 99.995

λ3 8.38 10−4 99.999

Tab. 2.1: Contribution des premières valeurs propres

Le premiers capture l’essentiel de la physique du phénomène étudié, et représente
“énergétiquement ” parlant 99,99% de l’écoulement.

La reconstruction du champ de vitesse à chaque snapshot sur la base POD tron-
quée à N modes

vN (x,t) =
N∑

n=1

an (t)Φn (x) (2.63)
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est évaluée par le calcul du résidu en norme L
2 :

Res (N) =
‖v − vN‖L∞(0,T ;L2(Ω))

‖v‖L∞(0,T ;L2(Ω))

(2.64)

où pour chaque cliché les coefficients temporels sont calculés par projection de la
vitesse sur la base POD.

∀ n ∈ 1, · · · , N an = (v,Φn) (2.65)

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X0 . 0 00 . 0 20 . 0 40 . 0 60 . 0 80 . 1 00 . 1 20 . 1 40 . 1 6
1
Φ

(a) Φ1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X� 0 . 1 5� 0 . 1 0� 0 . 0 50 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 0
2
Φ

(b) Φ2

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X� 0 . 2 0� 0 . 1 5� 0 . 1 0� 0 . 0 50 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 0
3
Φ

(c) Φ3

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X$ 0 . 2 0$ 0 . 1 5$ 0 . 1 0$ 0 . 0 50 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 0
4
Φ

(d) Φ4

Fig. 2.3: Les 4 premiers modes POD

On remarque alors que l’utilisation d’un seul mode donne une erreur de 20%

et que l’on descend à une erreur inférieure à 1% avec 3 modes (tableau 2.2). Si on
décompose la vitesse en terme de champ moyen et champ fluctuant, le champ moyen
réprésente environ 60% de l’écoulement. Les fluctuations sont trop importante pour
étudier le champ de vitesse sous cet aspect. On restreint donc l’étude au champ de
vitesse instantané.
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i % d’erreur de reconstruction
1 19.69

2 1.89

3 0.25

Tab. 2.2: Erreur de reconstruction en fonction du nombre de modes utilisés

2.6.1.2 Système dynamique réduit

Le système dynamique sur le champ de vitesse instantané (2.27) vue dans la
section 2.3.1 est construit avec 6 modes. Les résultats obtenus sont très satisfaisants,
puisque l’on reconstruit la solution à 3 modes avec un résidu inférieur à 1% en norme
L

2.

Qualitativement on remarque que les coefficients temporels dominants (le premier
et le deuxième) obtenus par le système dynamique réduit sont les mêmes que ceux
obtenus par la POD directe (figure (2.4)).

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t234 567
1
a

(a) a1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t� 1 . 0� 0 . 50 . 0
2
a

(b) a2

Fig. 2.4: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 3 modes

Cela se traduit par un très faible écart entre la solution reconstruite et la solution
numérique qui a servie à la snapshot (figure (2.5)).

2.6.1.3 Comparaison avec la décomposition bi-orthogonale

Dans ce cas très simple, on obtient la même allure entre les chronos et les coef-
ficients temporels de la POD, de même entre les topos et les modes POD. En effet
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0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 00 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 01 . 2
v

X

Fig. 2.5: Comparaison du champ de vitesse reconstuit à différents instants t obtenus par :

− Solution numérique initiale et + le système dynamique réduit à 3 modes

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X0 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 01 . 21 . 41 . 6

(a) topos 1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X� 1 . 5� 1 . 0� 0 . 50 . 00 . 51 . 01 . 52 . 0

(b) topos 2

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X! 2 . 0! 1 . 5! 1 . 0! 0 . 50 . 00 . 51 . 01 . 52 . 0

(c) topos 3

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0X+ 2 . 0+ 1 . 5+ 1 . 0+ 0 . 50 . 00 . 51 . 01 . 52 . 0

(d) topos 4

Fig. 2.6: Les 4 topos BODs
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le produit scalaire est le même et la seule chose qui change est pour la POD l’utili-
sation d’une moyenne temporelle, et pour la BOD une intégration en temps sur le
domaine. En discret, cela ne change pas grand chose.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t0 . 40 . 60 . 81 . 01 . 21 . 41 . 6

(a) cronos 1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t� 4� 3� 2� 10 1

(b) chronos 2

Fig. 2.7: Les 2 premiers topos
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2.6.2 Ecoulement autour d’un cylindre

Γ1
Γ2

Γs

Γp

Γp

ΩF

x1

x2

Fig. 2.8: description du domaine d’étude

On considère un écoulement à Reynolds 200 dans canal autour d’un cylindre. Le
profil de vitesse à l’entrée du canal Γ1 est parabolique de vitesse maximum V0 =

2.10−4 m.s−1 et est imposé nul sur les parois Γp. Le fluide à une masse volumique
égale à ρ = 1.10−3 kg.m−3 et une viscosité dynamique µ = 1.10−3 kg.m−1.s.

Les équations de Navier-Stokes adimensionelles sont résolues par la méthode des
éléments finis avec le logiciel Castem sur un interval de temps T = [0,11.88] avec un
pas de temps de △t = 0.04. On effectue 99 snapshots espacées chacune de 3△t.

Pour ce nombre de Reynolds, l’apparition d’un phénomène de détachement pé-
riodique de vortex va se produire. La fréquence de détachement f est liée au nombre
adimensionel de Strouhal :

St = f
L

V0

(2.66)

Où L est le diamètre du cylindre.

Pour un nombre de Reynolds inferieur à 105 le Strouhal reste globalement constant
et égal à St = 0.20, donc une fréquence de détachement valant ici f = 4.10−5Hz.

2.6.2.1 Analyse POD sur le champ de vitesse instantanné

On effectue un premier test de la base POD sur le champ instantané. Comme
pour le cas monodimensionnel présenté précédemment, peu de modes suffisent pour
capturer la quasi totalité de l’énergie cinétique (tableau 2.3).
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(d) deuxième composante t = 2.4 secondes

Fig. 2.9: Clichés des premières et deuxièmes composantes de la vitesse

i λi % d’énergie
λ1 132.11 96.314

λ2 2.53 98.163

λ3 2.37 99.89

i λi % d’énergie
λ4 4.72 10−2 99.93

λ5 4.61 10−2 99.963

λ6 2.38 10−2 99.981

Tab. 2.3: Contribution des premières valeurs propres
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On présente, figure (2.10) les isovaleurs des deux premiers modes POD. Ces
modes sont ceux qui apportent la plus forte contribution en énergie cinétique, le
premier mode s’apparentant à l’écoulement moyen. On retrouve sur l’entrée Γ1 le
profil parabolique de vitesse. Les modes suivants contiennent les fluctuations du
fluide autour de cet écoulement moyen. Ce phénomène est visible sur le deuxième
mode, où on retrouve des détachements tourbillonnaires dans le sillage du cylindre.
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(a) première composante de Φ1

� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 0 5 8 � 0 . 0 4 6 � 0 . 0 3 4 � 0 . 0 2 2 � 0 . 0 1 0 0 . 0 0 2 0 . 0 1 3 0 . 0 2 6 0 . 0 3 8 0 . 0 5 0
(b) deuxième composante de Φ1

� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 2 3 5 � 0 . 1 8 5 � 0 . 1 3 5 � 0 . 0 8 5 � 0 . 0 3 5 0 . 0 1 5 0 . 0 6 5 0 . 1 1 5 0 . 1 6 5 0 . 2 1 5
(c) première composante de Φ2

 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

 0 . 3 6 8  0 . 2 9 6  0 . 2 2 4  0 . 1 5 2  0 . 0 8 0  0 . 0 0 8 0 . 0 6 4 0 . 1 3 6 0 . 2 0 8 0 . 2 8 0
(d) deuxième composante de Φ2

Fig. 2.10: isovaleurs des deux premiers modes POD

L’erreur de reconstruction est évaluée en norme L
2 de la même manière que pour

l’équation de Burgers (2.64). On constate, figure (2.11), que 7 modes suffisent à
reconstruire la solution avec une erreur en norme L

2 inférieure à 1%.
Le système dynamique est construit suivant la section (2.3.3) avec 7 modes. Un
premier calcul sans stabilisation donne de gros écarts dès le deuxième mode. Afin de
corriger cette erreur, on utilise la méthode de stabilisation développée par Rempfer
( cf. section 2.3.4). Les résultats présentés ici ( figure (2.12)) ont été obtenus avec
une constante v pour la viscosité aditionnelle de 0.0005.
On obtient une erreur d’environ 3% sur le premier coefficient temporel, et une erreur
beaucoup, plus faible sur les suivants.
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Fig. 2.11: Residu en norme L
2 en fonction du nombre de modes

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 40 24 681 01 2
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(a) a1

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 4 3 2 10 123
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(b) a2
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(c) a3

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 4< 0 . 4< 0 . 3< 0 . 2< 0 . 10 . 00 . 10 . 20 . 30 . 4
4
a

(d) a4

Fig. 2.12: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 7 modes

Nous n’avons pas cherché a améliorer plus les résultats obtenus, le but ici étant
juste de présenter quelques résultats pouvant être obtenus par la POD en mécanique
des fluides.
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2.6.2.2 Analyse POD sur le champ de vitesse fluctuant

On effectue ensuite la POD sur le champ de vitesse fluctuant comme cela est
couramment utilisé en turbulence.

On présente les isovaleurs des 2 premiers modes POD obtenus sur le champ de
vitesse fluctuant sur la figure (2.10). On observe que le premier mode POD obtenu
pour le champ fluctuant est similaire au deuxième obtenu pour le champ instantané.
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(a) première composante de Φ′
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 0 . 3 0 4 
 0 . 2 3 2 
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(b) deuxième composante de Φ′
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� 0 . 2 3 5 � 0 . 1 8 5 � 0 . 1 3 5 � 0 . 0 8 5 � 0 . 0 3 5 0 . 0 1 5 0 . 0 6 5 0 . 1 1 5 0 . 1 6 5 0 . 2 1 5
(c) première composante de Φ′
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� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 2 8 0 � 0 . 2 0 8 � 0 . 1 3 6 � 0 . 0 6 4 0 . 0 0 8 0 . 0 8 0 0 . 1 5 2 0 . 2 2 4 0 . 2 9 6
(d) deuxième composante de Φ′

2

Fig. 2.13: isovaleurs des deux premiers modes POD obtenus sur le champ fluctuant

On retrouve ainsi le résultat bien connu pour la POD, c’est à dire qu’il y a un
décalage de 1 entre les coefficients obtenus sur le champ instantané et le champ
fluctuant (an (t) = a′n−1 (t) n = 2,.., N), de même pour les modes POD. Ce décalage
permet d’assimiler le premier mode POD obtenu sur le champ de vitesse instantanné
au champ moyen. Même si le premier coefficient temporel presenté figure (2.12(a))
n’est pas exactement constant, la différence d’ordre de grandeur entre celui-ci et les
suivants permet de faire cette approximation. Pour un écoulement plus complexe,
cette approximation ne sera bien sûr plus valable.
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Fig. 2.14: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 7 modes

Le système dynamique est alors construit suivant la section (2.3.3) avec 6 modes.
La même méthode de résolution que pour le système dynamique sur le champ fluc-
tuant est utilisé. Les résultats présentés figure (2.14) on été obtenu avec une viscosité
adimensionnelle égale à νad = 0.0005i 4. On observe alors de bien meilleurs résultats
que précédemment. Le premier mode POD sur le champ de vitesse instantané étant
alors assimilé à la moyenne, l’erreur que l’on avait disparaît.

4i représentant le numéro du mode POD
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2.6.2.3 Application de la BOD

Dans cette section on fait le comparatif entre les modes obtenus par la POD et
les résultats de la décomposition bi-orthogonale.
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 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2
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(d) deuxième composante de ϕ2
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81 01 2

+ 0 . 2 4 + 0 . 1 9 + 0 . 1 4 + 0 . 0 9 + 0 . 0 4 0 . 0 1 0 . 0 6 0 . 1 1 0 . 1 6 0 . 2 1
(e) première composante de ϕ3

5 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

5 0 . 3 6 0 5 0 . 2 8 8 5 0 . 2 1 6 5 0 . 1 4 4 5 0 . 0 7 2 0 . 0 0 0 0 . 0 7 2 0 . 1 4 4 0 . 2 1 6
(f) deuxième composante de ϕ3

Fig. 2.15: isovaleurs des 3 premiers topos

On obtient les mêmes caractéristiques de reconstruction que pour la POD, c’est à



44
CHAPITRE 2. LA DÉCOMPOSITION ORTHOGONALE AUX VALEURS

PROPRES

dire qu’il suffit de 7 éléments de la décomposition BOD pour reconstruire le champ
de vitesse avec une erreur en norme L

2 inférieure à 1%.

Le système dynamique BOD avec 7 topos a été testé avec le même schéma que
pour la POD. On retrouve des résultats similaires au système dynamique sur le
champ instantané. On peut remarquer, que par rapport aux coefficients temporels
POD, les chronos sont tous à la même échelle (ce qui est dû au produit scalaire).
La contribution du kième élément de la décomposition BOD étant représenté par la
valeur propre correspondante.

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 40 . 00 . 10 . 20 . 30 . 40 . 50 . 6
1
a

(a) ψ1

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 4� 0 . 8� 0 . 6� 0 . 4� 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 60 . 8
2
a

(b) ψ2

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 4+ 0 . 8+ 0 . 6+ 0 . 4+ 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 60 . 8
3
a

(c) ψ3

0 1 2 3 4 5 6t x 1 e + 4; 0 . 8; 0 . 6; 0 . 4; 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 60 . 8
4
a

(d) ψ4

Fig. 2.16: Les 4 premiers coefficients temporels obtenus − par la BOD directe + le système

dynamique réduit à 7 modes

La BOD dans ce cas là n’apporte pas de plus value à la décomposition orthogonale
aux valeurs propres.
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2.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre on a présenté la décomposition orthogonale aux valeurs propres.
Cette méthode, connue dans une dizaine de domaines comme outil de réduction
de données, est couramment utilisée en mécanique des fluides depuis les années
90. Utilisée initialement pour identifier les différentes structures d’un écoulement
turbulent, elle a ensuite servi à la construction de système dynamiques d’ordre bas.
La POD permet d’obtenir une base de décomposition spatiale pour le champ de
vitesse qui soit optimale au sens énergétique. La capacité de la POD à obtenir des
systèmes d’ordre bas a été testée avec succès pour un modèle monodimensionel et
un écoulement autour d’un cylindre pour un écoulement à Reynolds 200. Pour ce
dernier exemple, la décomposition Bi-orthogonale (BOD) a également été testée. Le
résultat obtenu n’apportant pas d’amélioration significative a celui obtenu par la
POD.

Dans le chapitre suivant on effectue un panorama des méthodes les plus utilisées
pour la réduction de modèle pour la dynamique des structures.





47

Chapitre 3

Réduction de modèle en vibration

Ce travail ayant pour objectif d’étudier la réduction de modèle en interaction
fluide structure, après la mécanique des fluides, quelques aspects de la réduction
de modèle en mécanique des structures sont étudiés. On admet que le problème
discrétisé est décrit par le système d’équation différentiel suivant :

Mü+ Cu̇+Ku+ F (u, u̇) +G (u, u̇,t) = 0 (3.1)

Avec u (x,t) qui correspond aux déplacements de la structure,M la matrice de masse,
C la matrice d’amortissement, K celle de rigidité et F et G les termes non linéaires
et les excitations extérieures.

Classiquement, ces problèmes sont résolus par la méthode des éléments finis,
et peuvent aboutir à des systèmes d’équations différentiels ou matriciels de tailles
élevées. On présente dans cette partie deux aspects fortement liés de la réduction
de modèle en mécanique des structure. On considère en premier lieu une réduction
se basant sur une analyse modale de la structure à étudier. La deuxième méthode
utilise la première en décomposant la structure en sous domaines comportant chacun
une base modale différente et couplés par leurs interfaces communes. La POD a aussi
été utilisée pour l’étude de structures en vibrations. On présente deux cas tests de
son application dans ce domaine.

3.1 Analyse modale

On peut dénombrer quatre méthodes principales de réduction de modèle par
analyse modale. La première méthode est dénommée méthode modale et regroupe
les approches utilisant comme base réduite les modes du système dynamique (3.1)
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en considérant que les termes F et G sont nuls. Les plus répandues sont l’analyse
modale en déplacement qui consiste à prendre comme base spatiale les vecteurs
propres du système dynamique sans amortissement, l’analyse en accélération dont
la base contient au premier ordre la base modale en déplacement et la troisième
méthode la plus répandue, utilise la base modale en accélération au premier ordre
auquel est rajouté un terme à l’ordre 2.

Les deuxièmes classes de méthodes utilisent une base de Ritz [118], tandis que
pour la troisième catégorie, la base réduite est calculée par la méthode de Lanczos
[93] . La dernière méthode consiste à combiner les méthodes précédentes[26] par
superposition modales. MacGowan et al. les comparent dans le cas d’une structure
encastrée à ses extrémités [84] et dans le cas où elles sont entièrement libres [85].
Nour-Omid et Clough [93] ont montré que la base de Ritz et Lanczos sont identiques.
Dans le cas de problèmes non linéaires plusieurs variantes ont été proposées. Un
recensement de ces méthodes a été effectué par Kapiana [69].

3.2 Sous-structuration

La réduction de modèle par sous-structuration ou par décomposition de domaines
consiste à diviser le domaine en plusieurs sous-structures. Pour chaque sous-structure
on garde une base réduite constituée par les vecteurs de Ritz incluant les modes
propres de la structure. Les méthodes diffèrent par le choix de la base de Ritz
utilisée et des techniques d’assemblage des sous-structures.

On peut distinguer en premier lieu la méthode de Hurty [64] et Craig-Bampton
[30], ou méthode à interface bloquée. Elle consiste à utiliser comme base les vecteurs
correspondant à une réponse statique de la soustructure à un déplacement unité pour
un des degrés de libertés de l’interface et les vecteurs propres de la structure lorsque
l’interface est bloquée. Les méthodes à interface libre [86, 106] utilisent les modes
propres des sous-structures sans contraintes à l’interface, et traitent les liaisons entre
les sous-structures soit en introduisant des éléments déformables entre elles, soit
une sous-structure de liaison est introduite. Les méthodes mixtes ou de substitution
modales [46, 16, 32] consistent à diviser le domaine en une sous-structure principale
pour laquelle on recherche les modes propres à interface libre, et plusieurs sous-
structures secondaires pour lesquelles on applique la méthode de Craig-Bampton.
La dernière méthode consiste à prendre les modes POD de l’opérateur de Poincaré-
Steklov [33]. Cette méthode est une extension de la méthode de Craig et Bampton.
Elle consiste à utiliser les modes propres de la sous-structure à interface fixée et les
modes propres de l’opérateur de Poincaré-Steklov associé à l’interface.
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3.3 La POD pour l’étude de vibrations de structure

La POD a été utilisée comme outils pour déterminer les modes de vibration d’une
structure. Ainsi, Feeny dans plusieurs travaux compare les modes POD et les modes
de vibrations d’une structure [54, 44]. Il remarque que pour des vibrations linéaires
ceux-ci sont identiques. La POD est aussi appliquée comme réduction de modèle
pour la vibration de structures non-linéaires. Amabili et al. [5, 4] utilisent les modes
POD comme base réduite afin de modéliser les vibrations non linéaires d’une coque
cylindrique. Ils construisent ainsi un modèle réduit à 3 degrés de liberté. Sarkar et
Païdoussis [107] étudient la capacité du système dynamique POD à reproduire le
cycle limite d’oscillation d’un tube convoyant un fluide, pour des vitesses d’écou-
lements différents de celui pour lequel la snapshot a été effectuée. Ils remarquent
que la base utilisée ne permet pas de reproduire le diagramme de bifurcation, repré-
sentant le déplacement maximal de la structure en fonction de la vitesse du fluide,
pour toute les vitesses du fluide. Le diagramme correspondant à la structure étu-
dié comporte deux bifurcations. La base POD capture la branche de bifurcation qui
existait quand la snapshot a été effectuée et ne capture pas les bifurcations suivantes
ou précédentes. Amabili et al. proposent de pondérer les snapshots effectuées pour
des vitesses correspondants à des branches de bifurcations différentes. La base POD
obtenue ainsi permet de reproduire les différentes bifurcations avec une bonne préci-
sion. Trindade et al. [112], pour étudier les oscillations non-linéaires pour un trépan
soumis à un impact, construisent un modèle réduit avec 15 modes modèle réduit au
lieu de 87 degrés de libertés pour le modèle éléments finis et Epureanu et al. [39]
construisent un modèle réduit pour un modèle de plaque de Von Karman soumi à
un écoulement supersonique.

3.4 Exemple : Etude d’une poutre en appuis simples

Dans cet exemple simple, les modes PODs sont comparés aux modes propres de
la poutre. Un système dynamique réduit est également construit. On s’interesse au
cas d’une poutre en appuis simples soumis à un chargement f (figure (3.1)).

On étudie une poutre en acier de longueur L = 0.4 m, de module d’Young E =

210 109 N · m−2 , de masse volumique ρ = 7850kg · m−3 et de coefficient d’inertie
I = 0.49 × 10−12 m−4, section S = 0.012 × 0.00079 m−2.
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0 x1

x2

Fig. 3.1: Description schématique du problème

On considère le déplacement w (x,t) selon x2 décrit par le système (3.2).





−EI ∂
4w

∂x4
(x,t) + f(x,t) = ρS

∂2w

∂t2
(x,t)

w (0,t) = w (L,t) = 0

w′′ (0,t) = w′′ (L,t) = 0

(3.2)

w (x,t) désigne la déformée de la poutre selon l’axe x2.
La force appliquée est indépendante du temps et de la déformée :

f (x,t) =

{
0 si t ≤ 0

f0
x

L
si t ≥ 0

(3.3)

La solution obtenue par analyse modale est

w (x,t) =

∞∑

k=1

2
(−1)(k+1) f0 sin(λk x) (1 − cos(ωk t))

ρ S k π ω2
k

(3.4)

les modes propres étant de la forme (figure (3.2)) :

wk (x) =

√
2

L
sin

(
kπ

L
x

)
(3.5)

Avec λk =
kπ

L
et ωk = λ2

k

√
EI

ρS
.

3.4.1 Application de la POD

Les modes POD sont calculés à partir de 50 clichés de la solution analytique
sur un intervalle de temps T = 0.12 s, ce qui correspond à un peu plus d’une
période d’oscillation de la solution en déplacement. Ayant dans ce cas un mouvement
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(d) mode 4

Fig. 3.2: Les 4 premiers modes de la poutre
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i λi % d’énergie
λ1 4.58 10−9 0.999366

λ2 2.86 10−12 0.999990

λ3 4.20 10−14 0.999999

Tab. 3.1: Contribution des premières valeurs propres

purement périodique sans amortissement une période d’échantillonnage plus grande
est inutile. La recherche des modes POD a été effectué pour le champ de déplacement
instantané w (x,t).

On observe que seulement 2 valeurs propres représentent à elles seules 99.999%

de la somme de l’ensemble des valeurs propres ( Tableau 3.1) et que l’on obtient
avec seulement 2 modes une erreur en norme L

2 inférieure à 1% . Les modes POD
obtenus (figure (3.3)) ressemblent aux modes propres de la poutre, à un déphasage de
π près sur les modes impaires (figure (3.2)). L’information supplémentaire que nous
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Fig. 3.3: Les 4 premiers modes POD

donne la décomposition orthogonale aux valeurs propres par rapport à l’utilisation
des modes de vibration de la poutre est le nombre de modes suffisants pour obtenir
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une bonne description du phénomène étudié.

3.4.2 Système dynamique réduit

On construit un système dynamique d’ordre bas en projetant l’équation (3.2) sur
la base POD Φ tronquée à 2 modes.

Formulation variationnelle

∫ L

0

ρS
∂2w (x,t)

∂t2
Φdx = −

∫ L

0

EI
∂4w (x,t)

∂x4
Φdx+

∫ L

0

f(x,t)Φdx (3.6)

en introduisant la décomposition du champ de déplacement sur la base POD tron-
quée à N modes et en tenant compte de l’orthogonalité des modes POD, on obtient
le système dynamique réduit suivant :

Pour n = 1 · · ·N

d2an

dt2
= −EI

ρS

N∑

i=1

aiBin +
Fn

ρS
(3.7)

où

Bin =

∫ L

0

d2Φi

dx2

d2Φn

dx2
dx

Fn =

∫ L

0

f(x,t)Φndx

(3.8)

Avec deux modes on obtient une erreur en norme L
2 inférieure à 1%, ce qui concorde

avec les résultats obtenus précédemment. Sur la figure (3.4) on compare les coeffi-
cients temporels obtenus par le système dynamique réduit et ceux obtenus lors du
calcul des modes POD. On observe qu’il y a une légère différence pour le deuxième
coefficient a2. Cette différence est dûe au fait que seulement deux modes sont conser-
vés dans le système dynamique réduit. En effet si on rajoute un troisième mode, on
remarque que l’erreur est beaucoup plus faible sur le deuxième coefficient.
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Fig. 3.4: Comparaison des 2 coefficients temporels obtenus par POD directe − et par le

système dynamique réduit à 2 modes −
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Fig. 3.5: Comparaison de a2 obtenu par le système dynamique réduit à 3 modes
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Fig. 3.6: Comparaison du déplacement à différents instants : − solution initiale + solution

système dynamique réduit à 3 modes
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(b) f0 = 10

Fig. 3.7: Comparaison du déplacement à différents instants : − solution analytique + so-

lution système dynamique réduit à 3 modes

La base POD est pour le cas traité encore valable si pour des excitations d’inten-
sité f0 différentes de l’intensité pour laquelle ont a calculé la base POD. On présente
figure (3.7) les résultats obtenus par le système dynamique réduit pour des intensi-
tés f0 valants 1 et 10, la base POD utilisée étant obtenue pour f0 = 2. Ce résultat
était attendu, les mode POD étant semblables aux modes de vibration, lesquels ne
dépendent pas de l’excitation.
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0 x1

x2

L

Fig. 3.8: Description schématique du problème

3.5 Etude d’un cas non linéaire

On reprend le modèle de la poutre en appuis simple auquel on rajoute un ressort non
linéaire au milieu de manière à obtenir un comportement non linéaire. L’équation
du système est alors :





−EI ∂
4w

∂x4
(x,t) + krw

3 (x,t) δ

(
x− L

2

)
= ρS

∂2w

∂t2
(x,t)

w (0,t) = w (L,t) = 0

w′′ (0,t) = w′′ (L,t) = 0

(3.9)

w (x,t) désigne la déformée de la poutre selon l’axe x2, et kr la raideur du ressort
dont la valeur est ici choisie égale à kr = 100 N · m−1.

La poutre est lâchée à partir d’une déformée initiale et sous l’effet du ressort va
osciller. On recherche la solution en projetant w sur les modes linéaires (3.5) que
l’on tronque à N termes.

i λi %

λ1 7.580 10−9 96.158

λ2 2.958 10−10 99.910

λ3 5.859 10−12 99.985

Tab. 3.2: Contribution des premières valeurs propres

Les modes obtenus sont différents des modes obtenus figure (3.2).
On observe une dégénérescence des modes linéaires. Si on augmente la raideur du
ressort, la différence entre ces modes et les modes de vibrations de la poutre s’accen-
tue. Le premier mode POD capture bien à lui seul l’essentiel des déplacements de
la poutre, la valeur propre lui étant associée représentant plus de 95% de la somme
des valeurs propres..
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Fig. 3.9: Les 4 premiers modes POD de la poutre

Le systéme dynamique POD construit avec 4 modes donne une bonne recons-
truction de la solution initiale.
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Fig. 3.10: Comparaison des 2 coefficients temporels obtenus par POD directe − et par le

système dynamique réduit à 2 modes −
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Fig. 3.11: Comparaison du déplacement à différents instants : − solution initiale + solu-

tion système dynamique réduit à 3 modes

3.6 Conclusion du chapitre

On a présenté dans ce chapitre le principe de la réduction de modèle en dy-
namique des structures. On remarque que dans le cas de vibrations linéaires, les
modes POD sont similaires aux modes de vibrations. Dans les autres cas, la signi-
fication physique de ces modes reste une question ouverte. Les travaux utilisant la
POD comme outil de réduction de modèle ont donné de bons résultats et permis de
réduire la taille du problème de manière drastique.

La décomposition orthogonale aux valeurs propres semblent une technique adap-
tée pour construire des modèles réduits en interaction fluide structure. Même si la
base POD n’a pas la même signification en mécanique des fluides et en mécanique
des structures, son efficacité dans ces deux domaines explique l’intérêt qu’il y aurait
à l’appliquer aux modèles d’interaction fluide structure.



59

Chapitre 4

Interaction fluide structure

Nous avons vu dans le chapitre 2 que la décomposition orthogonale aux valeurs
propres s’applique à des clichés de l’écoulement obtenus soit de manière expéri-
mentale, soit de manière numérique. On présente ici un panorama des méthodes
employées pour modéliser différentes classes de problèmes en interaction fluide struc-
ture. Le formalisme employé pour chaque domaine est d’abord rappelé. Un exemple
de formulation du problème sur le domaine fluide par la méthode des éléments finis
est ensuite présenté. Une des problématiques résidant dans la mobilité des domaines,
le choix de discrétiser chaque domaine séparément ou non est ensuite discuté. La
méthode la plus répandue consiste à utiliser un maillage différent pour chaque do-
maine, mais des méthodes utilisant un maillage globale sont aussi employées. Dans
ce dernier cas la capture de l’interface numérique engendre un choix de modélisation
supplémentaire.

4.1 Rappel du formalisme employé

Ωf

Ωs

Xg

ΓI

n

On considère un domaine solide Ωs constitué d’un matériau élastique linéaire ho-
mogène, immergé dans un domaine fluide Ωf constitué d’un fluide incompressible
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newtonien.

On note ΓI (t) l’interface à un instant t ∈ T ⊂ R+ entre le domaine Ωs (t) et
Ωf (t). On définit le domaine Ω supposé fixe au cours du temps, tel que

Ωf (t) ∪ Ωs (t) = Ω et Ωf (t) ∩ Ωs (t) = ∅. (4.1)

On suppose que les domaines fluides et solides sont disjoints, qu’il n’y a pas d’échange
de matière entre les deux milieux et que la température est uniforme et ne varie pas
dans le temps.

Caractéristique du problème fluide

On fait l’hypothèse d’un fluide homogène, newtonien et incompressible. Pour étudier
son comportement on distingue : les champs de vitesse v, de pression p et la masse
volumique ρf . On considère la viscosité dynamique µf , et les grandeurs caractéris-
tiques : la vitesse de référence V0, la pression de référence p0, et la masse volumique
de référence ρ0f .
Le mouvement du fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes suivantes






ρf

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= ∇ · σf

∇ · v = 0

(4.2)

Où est le tenseur des contraintes de Cauchy dans le fluide, défini par

σf = −pId + 2µfD (v) (4.3)

Avec Id la matrice identité, D (v) le tenseur des déformation tel que

D (v) =
1

2

(
∇v + ∇Tv

)
(4.4)

A ces équations s’ajoutent les conditions initiales et les conditions aux limites.

caractéristique du problème solide

On considère le cas général d’un solide en petites déformations, constitué d’un ma-
tériau élastique linéaire et isotrope, et pour lequel les seuls forces volumiques sont
réduites à la pesanteur. Son comportement est décrit en terme de déplacement u,
de déformations ε et de contraintes σs. On considère les paramètres matériaux : la
masse volumique ρs, le module d’Young E et le coefficient de Poisson νp. Le mouve-
ment du domaine solide est décrit par l’équation de conservation de la quantité de
mouvement

ρs

∂2u

∂t2
= −ρsg~z + ∇ · σs (4.5)
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et la loi de comportement élastique décrivant les déformations de la structure en
fonction des contraintes

ε =
1 + νp

E
σ − νp

E
Tr (σs) Id ε =

1

2

(
∇u+ ∇Tu

)
(4.6)

Où Tr (σs) désigne la trace de σs On rajoute à ces équations les conditions aux
limites et les conditions initiales.

Condition à l’interface

Le couplage du fluide et de la structure intervient au niveau de l’interface ΓI . On y
impose une condition de Dirichlet qui consiste à garantir la continuité des vitesses
à l’interface :

vf |ΓI
= vs|ΓI

(4.7)

où on note vs le champ de vitesse dans le domaine solide et vf dans le domaine
fluide.

La deuxième condition porte sur les efforts. Elle exprime la continuité des efforts
à l’interface (principe d’action et de réaction).

σf · n|
ΓI

= σs · n|ΓI
(4.8)

Où n est la normale unitéaire extérieure au domaine solide à l’interface ΓI .

4.2 Eléments finis pour l’interaction fluide structure

Le problème fluide est dans la majorité des cas 1résolu par la méthode des élé-
ments finis ou des volumes finis. On choisi de présenter ici la formulation éléments
finis. La frontière fluide est décomposée en une partie où la vitesse est imposée Γv

et une partie contrainte Γσ :

∂Ωf = Γv ∪ Γσ (4.9)

On note dans cette section v au lieu de vf afin de clarifier les notations. On recherche
les solutions v de l’équation (4.2) dans l’espace fonctionnel

H
1
Γv

(Ωf )
d =

{
v∗ ∈ H

1 (Ωf)
d /v∗ = 0 sur Γv

}
, d = 2 ou 3 (4.10)

1les autres cas sont des méthodes sans maillage
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et la pression p dans l’espace L
2 (Ωf ). On remarque que si l’on rajoute à la pression

p une constante c, alors p + c est encore une solution. Pour éviter cet inconvénient
on choisit de chercher une pression de moyenne nulle, c’est à dire dans l’espace
fonctionnel :

L
2
0 (Ωf ) =

{
q ∈ L

2 (Ωf ) /

∫

Ωf

q (x) dx = 0

}

Soit v∗ ∈ H
1
Γv

(Ωf )
d et q ∈ L

2
0 (Ωf ) deux fonctions tests. La formulation faible de

l’équation (4.2) s’écrit ,





ρ

∫

Ωf

∂v

∂t
· v∗ dx+ ρ

∫

Ωf

(v · ∇) v · v∗dx =

∫

Ωf

p∇ · vdx−
∫

Ωf

tr (σ (v)D (v∗))

∫

Ωf

q∇ · v∗dx = 0

(4.11)

Les intégrales sur les bords étant annulées suite à la condition aux limites imposée
à v∗.
On considère un maillage de Ωf ,

τh = {Km}1≤m≤Nma

où

h = max
1≤m≤Nma

hKm
hKm

= max
X1,X2∈Km

‖X1 −X2‖Rd

On désigne parKm une cellule du maillage,Nma le nombre de mailles dans le maillage
et ‖ • ‖

Rd la norme euclidienne sur Rd.

Soit Ωh
f ⊆ Ωf une approximation du domaine Ωf telle que

Ω
h

f =

Nma⋃

m=1

Km

Soient Xh et Mh deux sous-espaces de dimensions finies de H
1
Γv

(Ωf )
d et de L

2
0 (Ωf )

respectivement. On dit que Xh et Mh sont les espaces d’approximation de la vitesse
v et de la pression p. On note par Nv la dimension de Xh et Np celle de Mh.

La formulation typique par éléments finis s’écrit :
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Trouver vh (, t) ∈ Xh, p
h ∈ Mh





ρ

∫

Ωf

∂vh

∂t
· v∗ dx+ ρ

∫

Ωf

(
vh · ∇

)
vh · v∗dx =

∫

Ωf

ph∇ · v∗dx−
∫

Ωf

tr
(
σ
(
vh
)
D (v∗)

)
dx

∀v∗ ∈ Xh

∫

Ωf

q∇ · vhdx = 0 ∀q ∈ Mh

(4.12)

Pour résoudre ce problème mixte avec les éléements finis, les espaces d’approxi-
mations Xh et Mh doivent satisfaire une condition de compatibilité souvent appelée
condition Inf- Sup ou condition LBB (Ladysenskaya-Babuska-Brezzi) [40]. C’est
pour cette raison que l’on ne peut utiliser n’importe quels éléments.

Il existe deux principales classes d’éléments finis pour le calcul de la dynamique
des fluides. les éléments permettant une approximation continue de la pression et
des éléments permettant une approximation discontinue de la pression.

Dans la première classe, les éléments les plus populaires sont ceux de Taylor-
Hood P2/P1 et ses variantes Q2/Q1,Pk/Pk1

et Qk/Qk1
, k ≥ 2 (figure 4.1). Cet

élément est quadratique pour la vitesse et linéaire pour la pression. Il fournit un
ordre de convergence en espace en O (h3) pour la vitesse et O (h2) pour la pression.

(a) P2/P1 (b) Q2/Q1

Fig. 4.1: Elements de Taylor-Hood : • Noeuds pour le champ de vitesse, × pour le champ

de pression

Dans la deuxième classe, les éléments les plus utilisés sont les éléments de Crouzeix-
Raviart P2−bulle/P1− discontinu et ses variantes Q2/P1− discontinues et sa géné-
ralisation aux hexaèdres. Cet élément est équivalent à l’élément de Taylor-Hood en
terme d’ordre de convergence ([40]). Il est même parfois préféré à celui-ci car l’esti-
mation de la vitesse est enrichie par une fonction bulle associée au centre de l’élément
(figure 4.2). Les algorithmes utilisés en Interaction Fluide-Structure exigent la sta-
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(a) P2−bulle/P1 (b) Q2/P1

Fig. 4.2: Elements de Crouzeix-Raviart : • Noeuds pour le champ de vitesse, × pour le

champ de pression

bilité des schémas de couplage, mais aussi des méthodes utilisées pour le fluide et
pour la structure.

4.3 Formulation des domaines

Les équations et notations respectives de chaque milieu et les grandeurs remar-
quables sont maintenant établies. Dans la suite un tour d’horizon des différentes
méthodes et applications numériques va être présenté.

Ω0 Ω

ϕt

X x

Fig. 4.3:

En mécanique des fluides, le fluide est considéré selon des grandeurs eulériennes et
discrétisé sur un maillage fixe. On s’intéresse aux quantités physiques associées aux
particules fluides à différents instants. Les équations de conservation sont formulées
suivant les coordonnées x initiales et le temps t. La vitesse à un noeud correspond
à la vitesse du point matériel considéré à l’instant t à ce noeud.

v = v (x,t) (4.13)

Le comportement du solide est représenté par des grandeurs lagrangiennes, c’est à
dire que l’on suit l’évolution d’un ensemble de points matériels. En d’autres termes, si
considère une configuration initiale Ω0, un point M dans cette configuration, repéré
par ses coordonnées X, à l’instant t ∈ R+ le domaine est dans la configuration
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Ω (t) = ϕt (Ω0), ϕt étant un difféomorphisme de C1, et le point M repéré par ses
coordonnées matérielles x.

ϕ : Ω0 × [0,T ] −→ R3

(X,t) 7−→ x = ϕ (X,t)
(4.14)

La vitesse lagrangienne se formule ainsi :

V (X,t) =
∂ϕ (X,t)

∂t
(4.15)

En gardant les mêmes notations, la vitesse eulérienne s’écrit :

v (x,t) = V
(
ϕ−1

t (x) ,t
)

(4.16)

L’interaction fluide structure nécessite l’utilisation de ces deux formalismes. Une
première méthode consiste à coupler les solveurs fluides et les solveurs structures. On
ne peut pas dans ce cas là garder un formalisme uniquement eulérien sur le domaine
fluide, les frontières étant mobiles on utilisera un formalisme ALE (cf section 4.3.1).
Une autre solution est de considérer un maillage fixe contenant le domaine fluide et
les domaines solides. Ce sont les méthodes type méthode des frontières immergées
ou domaine fictif que l’on exposera section 4.3.2.

4.3.1 Représentation mixte : Arbtitaire Lagrangienne-Eulérienne
Méthode (ALE)

La majorité des méthodes numériques actuelles concernant la résolution du domaine
fluide sont basées sur une méthode réunissant les représentations eluériennes et
lagrangiennes : la méthode ALE. Cette méthode est maintenant bien connue on se
contentera d’un petit rappel. Elle a été introduite en différence finie par Noh et
al [91] et Hirt et al. [58]. Elle a été ensuite utilisée pour une formulation élémenst
finis par [63] Huerta et al. [62] et [13]. Une trés bonne revue des applications et des
différentes méthodes a été faite par Donea et al. [34]

La description ALE combine les techniques eulériennes et lagrangiennes. Les
noeuds du maillage peuvent bouger de manière eulérienne ou peuvent être fixés se-
lon la description eulérienne, ou peuvent être bouger selon un critère arbitraire.

Description ALE

En pratique, les frontières du domaine fluide n’étant pas fixes, on ne peut garder
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une formulation eulérienne. Garder une formulation lagrangienne pour le domaine
fluide, c’est à dire que les noeuds du maillage suivent les particules fluides, créera
des distortions importantes, voir des chevauchements des mailles. La méthode ALE
consiste à introduire un domaine arbitraire Ωa correspondant à une discrétisation
arbitraire du domaine Ω (t), dont les noeuds sur les frontières du domaine fluide
coïncident avec les noeuds du maillage eulérien. Dans ce domaine Ωa, le point M
est repéré par ses coordonnées ξ telles que :

x = ψ (ξ,t) ψ régulière et injective (4.17)

De la même manière que pour la description lagrangienne on exprime la vitesse au
point M :

w (ξ,t) =
∂ψ (ξ,t)

∂t
(4.18)

Si on considère une fonction f exprimée dans le repère eulérien, on a :

f (x,t) = f (φ (X,t) ,t) (4.19)

et sa dérivée matérielle s’écrit :

df

dt
=
∂f

∂t
+ v · ∇xf (4.20)

Avec v = v (x,t) =
∂ϕ

∂t
On pose f (x,t) = f(ψ (ξ,t) ,t) = f̂ (ξ,t).

Alors on peut écrire :

∂f̂

∂t
=
∂f

∂t
+ w · ∇xf (4.21)

Finalement, ces relations permettent d’écrire la dérivée matérielle sur le domaine
arbitraire Ωa :

df

dt
=
∂f̂

∂t
+ (v − w) · ∇xf (4.22)

En appliquant cette relation à la vitesse, les équation de Navier-Stokes incom-
pressibles se formulent :

ρ

(
∂v̂

∂t
+ (v − w) · ∇v

)
= −∇.σ

∇ · v = 0
(4.23)
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Déplacement du maillage

La problématique de la méthode ALE réside donc dans le choix du domaine ar-
bitraire Ωa. Donea et al. [34] recensent les différents méthodes et leurs différentes
applications dans un cadre plus général que l’interaction fluide structure et la mé-
canique des fluides. Ils divisent les méthodes en deux catégories. La première sous
le nom de régularisation de maillage consiste à obtenir un maillage le plus régu-
lier possible au sens géométrique. A chaque pas de temps il faut mettre à jour les
coordonnées du maillage soit en recalculant les coordonnées, soit par déduction à
partir de sa vitesse w. Là encore la catégorie de régularisation de maillage comporte
plusieurs sous-catégories. Une première méthode consiste à utiliser un maillage ré-
gulier, les frontières étants discrétisées en un nombre fini de points. L’inconvénient
de cette méthode est que, par exemple, pour une courbe, la frontière opposée doit
comporter le même nombre de noeuds. Une autre vision est de considérer le maillage
fluide comme une pseudo-structure avec une masse, un amortissement et une raideur
fictive. Son mouvement est donc classiquement décrit par l’équation suivante :

Mq̈ +Dq̇ +Kq = 0 (4.24)

Où M,D et K sont les matrices fictives de masses, d’amortissement et de raideurs
du système, q étant le vecteur déplacement pour les noeuds du maillage. Ce qui
veut dire que en discret à chaque noeud on a une masse fictive, un amortisseur et
un ressort fictif.

Si on considère un système continue l’équation (4.24) peut être vue comme une
discrétisation de l’équation :

ρ
dq

dt
− div (E : ε (q)) = 0 (4.25)

Avec q le champ de déplacement de la structure fictive, ε (q) =
1

2

(
∇q + ∇T q

)
, ρ sa

densité et E un tenseur de contrainte modélisant la répartition des noeuds et les
contraintes sur leurs déplacement. Si on considère l’état statique, en supposant que
le maillage subit une déformation maximale sur les frontières mobiles qui s’atténue
loin des frontières, Souli et Zolesio [110] se ramènent à l’équation suivante :

∇ · (λ∇w) = 0 (4.26)

Où w est la vitesse du maillage, et λ un coefficient de diffusion du maillage. Dans le
cas de grands déplacements, renforcer λ autour de l’interface mobile et le diminuer
dans le reste du domaine assure la régularité du maillage là où il est plus sensible
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aux déplacement et propage la déformation plus loin dans le domaine. Bendjeddou
[15] valide les effets de la formulation (4.26) en utilisant un maillage non uniforme
pour un écoulement de Poiseuille plan et pour des faisceaux de tubes.

En aérodynamique pour l’étude de faibles vibrations des frontières du domaine
fluide, les méthodes se sont concentrées sur l’état quasi-statique de l’équation (4.24)
c’est à dire :

Kq = 0 (4.27)

Batina [11] considère dans ce cas là que les noeuds sont reliés par des ressorts de
raideur inversement proportionnelle à la distance les séparants. Pour des configura-
tions simples telles une aile ou un aileron cette méthode fonctionne correctement.
Pour des configurations plus complexes comportant des déformations de maillage
importantes, cette méthode empêche certes les noeuds d’entrer en collision, mais ne
contrôle pas le chevauchement des faces des éléments. Pour remédier à cela Farhat
et al [41] introduisent un ressort de torsion supplémentaire à chaque noeud, ce qui
permet d’éviter les difficultés rencontrées précédemment.

L’autre catégorie nommée adaptation de maillage consiste à remailler, tout en
gardant le même nombre de noeuds. Cette méthode modifie la densité de noeuds en
fonction du gradient du champ de vitesse. Le maillage s’adapte automatiquement
en affinant les mailles aux points clés de la simulation, plus précisément là où le
Hessien du champ étudié est fort. Les méthodes d’adaptation de maillage diffèrent
en fonction de la méthode d’estimation a posteriori d’erreur utilisée. La structure du
maillage n’étant plus conservée, les champs de vitesses et de pressions sont recalculés
sur le nouveau maillage.

Il convient dans les modèles utilisant un maillage mobile et/ou déformable de
rajouter une équation supplémentaire aux équations de conservation de la masse et
du mouvement. Cette équation permet de vérifier la Loi de Conservation géométrique
(GCL) dans le but de garder un écoulement uniforme. Cette loi permet d’éviter les
erreurs induites par la déformation des volumes de contrôles. La GCL stipule que le
taux de changement d’un volume de contrôle Ωk de frontière Γk est égal à la somme
des flux de volumes traversant les faces de ce même volume :

d

dt

∫

Ωk

dx =

∫

Γk

w · ndx (4.28)

Si cette relation n’est pas vérifiée dans le cas d’un écoulement incompressible, on
peut ne pas obtenir un champ de vitesse à divergence nulle ce qui peut entrainer des
problèmes de convergences.

En effet, si on considère l’équation de conservation de la masse en ALE pour un
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fluide incompressible, intégrée sur un volume Ωk :

d

dt

∫

Ωk

ρdx+

∫

Γk

ρ (v − w) · ndx = 0 (4.29)

Pour un fluide de densité homogène on a :

d

dt

∫

Ωk

dx+

∫

Γk

(v − w) · ndx = 0 (4.30)

L’incompressibilité du fluide, c’est à dire
∫

Γk

v · ndx =

∫

Ωk

∇ · vdx = 0 permet de

vérifier l’équation (4.28).

Le concept de loi de conservation géométrique a été introduite pat Thomas et
Lombard [111] pour construire des schémas différences finies sur un maillage mobile.
De nombreux travaux concernant l’utilisation de la GCL ont été effectué. Pour une
utilisation avancée, le lecteur pourra se référer à [51] et [42].

4.3.2 Méthode à maillage fixe

Dans la section précédente on a présenté différentes méthodes d’adaptation de
maillage dans le cadre de domaines mobiles. Ces méthodes ont cependant un coût
en temps, d’où l’idée d’utiliser un maillage eulérien fixe contenant toutes les configu-
rations spatiales possibles pour un phénomène étudié. La problématique introduite
par ces méthodes réside alors dans la modélisation des frontières, des conditions aux
limites du domaine fluide et le couplage d’un solveur fluide et d’un solveur struc-
ture. Une première approche développée par Peskin [99] sous le nom de méthode des
frontières immergées a été introduite pour modéliser l’écoulement dans des artères.
Elle a été ensuite étendue pour modéliser des problèmes de corps viscoélastiques
incompressibles ou de frontières élastiques immergées dans un fluide incompressible
et visqueux. La méthode consiste à résoudre les équations de Navier-Stokes sur un
domaine cartésien et à rajouter un terme de forçage correspondant à la présence
de la frontière immergée sous forme d’un Dirac. Une bibliographie complète de la
méthode et de ses applications peut être trouvée dans Peskin [98] et [114]. Des va-
riantes ont été introduite pour le traitement de l’interface immergée. La première
classe de variantes regroupe des choix d’approximation de la fonction Dirac, de mo-
délisation du forçage [74],[124],[72],[71], [120],[88]. Différents modèles éléments finis
sont également employés [123], [18]. Wang [116] fait un tour d’horizon des différentes
méthodes utilisant le principe d’un solide “immergé” dans un fluide : la méthode de
la frontière immergée, méthode de la frontière immergée étendue, éléments finis im-
mergés, domaine fictif et introduit la méthode des continums immergés. Il montre les
liens entre ces méthodes et leurs points de ressemblance. A noter que la variante des
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domaines fictifs introduites par Patankar et al. [96] n’est pas citée, ni la formulation
développée pour les solides rigides par Carlson et al [22]. La méthode des domaines
fictifs sera expliquée plus en détails dans la suite.

L’inconvénient des méthodes dites de frontières immergées ( à l’exception des
méthodes de domaines fictifs) est d’une part l’obligation d’interpoler les forces fluides
sur l’interface et l’utilisation d’un terme de forçage pour représenter celle-ci dans les
équations du fluide. De plus, comme l’indique Peskin [98], la formulation utilisée
n’est pas adaptée pour des écoulements à viscosité variable, et actuellement il n’y a
pas de preuve de convergence pour la méthode des frontières immergées.

Remarque L’utilisation des méthodes utilisant un maillage eulérien n’implique
pas obligatoirement un maillage fixe. On peut en effet faire bouger le maillage pour
avoir une meilleure précision au niveau de l’interface. C’est le cas des travaux de
Laure et al. [75, 76] qui utilisent une méthode de Level-set pour suivre les domaines
et une méthode de remaillage à proximité de l’interface.

4.4 Suivi des interfaces

Dans le cadre d’un maillage eulérien du domaine, l’interface n’est pas définie sur
les noeuds du maillage et traverse donc les éléments. On utilise donc des techniques
de capture d’interface. On travaillera dans le cadre d’un espace Ω discrétisé Ωh

4.4.1 Les méthodes de fraction de volume

Les méthodes de fraction de volumes procèdent en reconstruisant l’interface,
élément par élément, en se basant sur la valeur de la fraction de volume occupée par
un domaine dans l’élément considéré. La fraction de volume peut être considérée
comme une fonction caractéristique définie par élément. Différents algorithmes ont
été construits :

La méthode MAC (marker and cell)

Introduite par Harlow et Welch [55] cette méthode utilise le principe de particules
numériques associées à chaque domaine et transportées par le champ de vitesses de
chaque sous espace. L’interface est ensuite reconstruite en considérant les éléments
qui contiennent deux types de particules. L’interface est donc l’union de ces éléments,
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la frontière réelle se trouvant dans cette interface numérique. Il convient de rajouter
que comme toutes les méthodes particulaires, celle-ci est très coûteuse.

La méthode SLIC (Simple Line Interface Calculation)

Cette méthode [92] utilise le concept de fraction de volumes et reconstruit l’interface
à l’aide de droites parallèles aux cotés des éléments et normales à la direction de
transport des domaines. Certes rudimentaire, cette méthode a abouti à une des
méthodes les plus connues, la méthode VOF (Volume Of Fluid) [59]. Le principe
est de définir une variable sur tout le domaine de calcul qui représente le fluide
présent dans chaque élément. On utilise toujours des segment parallèles aux axes de
référence mais avec des changements de direction dans un élément.

La méthode PLIC (Piecewise linear interface calculation)

Introduite par Youngs [121], c’est la méthode la plus précise. On reconstruit sur
chaque élément l’interface par des segments linéaires. La position de chaque droite
est déterminée par la géométrie de l’élément, le gradient de la fraction de volume
et sur des principes de conservation de la matière. C’est une méthode très précise,
mais plus difficile à implémenter dans un code de calcul. Plus récemment on peut
citer aussi la méthode utilisant des voxels en 3D (ou des pixels en 3D) qui consiste à
compter le nombre de voxels par élément se trouvant dans un domaine par rapport
au nombre de voxels total [76].

4.4.2 La méthode Level-Set

La traduction littérale donnerait méthode des ensembles de niveaux. Le principe
est de définir une fonction φ telle que, si par exemple on a deux domaines Ω1 et Ω2

telle que Ω1 ∪ Ω2 = Ω et Ω1 ∩ Ω2 = ∅ et Γ (t) l’interface entre les deux domaines à
un instant t.

φ (x,t) =





> 0 si x ∈ Ω1

0 si x ∈ Γ (t)

< 0 si x ∈ Ω2

(4.31)

La fonction caractéristique se définie ensuite en fonction du signe de la fonction
Level-Set, c’est à dire :

IΩ1
(x,t) =

{
1 si φ (x,t) > 0

0 sinon
(4.32)
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Fig. 4.4: Description sommaire des méthodes de reconstruction de maillage
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A partir du gradient de la Level-Set on définit la normale n à l’interface :

n =
∇φ
|∇φ| (4.33)

La courbure moyenne étant définie par :

K (φ) = ∇ ·
( ∇φ
|∇φ|

)
(4.34)

Et dans le cas d’une structure élastique , l’étirement est mesuré par :

e = |∇φ| (4.35)

4.5 Déplacement des domaines

L’évolution de la fonction caractéristique du domaine fluide Ωf est décrit par
l’équation d’évolution suivante :

∂IΩf

∂t
+ v · ∇IΩf

= 0 (4.36)

v étant le champ vitesse défini sur Ω.

De part son caractère discontinue cette fonction n’est pas aisée à résoudre numé-
riquement. On peut choisir un lissage de la discontinuité au voisinage de l’interface,
ce qui est souvent utilisé pour les problèmes de surface libre ou préférer résoudre
l’équation équivalente pour la fonction Level-Set :





∂φ

∂t
+ v · ∇φ = 0

φ (x,t = 0) = φ0 (x)
(4.37)

Un exemple classique de Level-Set est la fonction distance par rapport à l’interface.
Cependant ce choix peut s’avérer hasardeux, puisque la résolution de (4.37), bien
qu’elle garantisse le suivi de l’interface, ne garantie pas la conservation de la dis-
tance par rapport à celle-ci. Il est donc nécessaire de la réactualiser. La méthode de
réactualisation la plus utilisée consiste à résoudre une équation de type Hamilton
Jacobi [97]. Coupez ([27]) propose de s’affranchir de cette étape de réinitialisation
en modifiant l’équation (4.37) de manière à préserver la distance en introduisant
un terme convectif prenant en compte le mouvement du domaine. Dans le cas de
déplacement d’un domaine rigide indéformable, il est plus judicieux de considérer le
déplacement lagrangien de ce domaine et mettre à jour les fonctions caractéristiques
de domaines. Par déplacement lagrangien on entend qu’en calculant le déplacement
de deux points du domaine en 2D par exemple 2, on peut décrire complètement le
déplacement de ce domaine si celui-ci est indéformable.

23 en 3D
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4.6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a exposé quelques aspects de la représentation numérique des pro-
blèmes d’interaction fluide structure. La méthode la plus répandue, consistant à
utiliser une formulation ALE pour le domaine fluide et le couplage d’un solveur
fluide et d’un solveur structure semble la plus naturelle. Cependant, la nécessité
d’adapter (ou de remailler) le domaine fluide, ainsi que le couplage des deux sol-
veurs, engendrent des coûts de calculs conséquents. Les méthodes de type frontières
immergées sont attractives par la possibilité d’utiliser un unique solveur et de ne pas
avoir à remailler. Cependant le choix de représentation de l’interface fluide-solide,
ainsi que la transmission des informations d’un domaine à l’autre est discutable. De
plus, autant lors de l’utilisation de deux solveurs, l’interface est représentée de ma-
nière précise, autant pour les méthodes utilisant un maillage eulérien du domaine,
celle-ci est approximée. Parmi les différentes méthodes existantes, la plus précise
semble être la méthode Level-Set. Celle-ci au lieu d’exprimer directement l’interface
permet d’exprimer la fonction Level-Set en chaque noeud du maillage en fonction
de sa position par rapport à la frontière fluide-solide. De plus la fonction Level-set a
l’avantage de contenir des informations sur la courbure et la normale de l’interface.
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Chapitre 5

Application de la POD à

l’interaction fluide structure

Un panorama des principales méthodes de réduction de modèle utilisées en méca-
niques des fluides et mécanique des structures a fait ressortir une méthode commune,
le POD. L’objectif est maintenant de l’appliquer à des problèmes d’interaction fluide
structure. La POD n’est pas une méthode inconnue dans ce domaine, bien que les
travaux la concernant soient rares. Il peut cependant paraître paradoxale de vouloir
utiliser une base spatiale pour des domaines mobiles. On propose pour remédier
à ce paradoxe une formulation applicable à des solides rigides immergés dans un
écoulement.

5.1 Etat de l’art de l’utilisation de la POD en in-

teraction fluide structure

Comme on l’a évoqué précédemment, la POD a rarement été appliquée dans
le domaine de l’interaction fluide structure. La suite de cette section présente les
principaux travaux traitant de la POD dans ce domaine

Nous avons vu dans la section 3.3 du chapitre 3 que Amabili et al. [4] ont utilisé
la POD sur l’équation de mouvement d’un tube convoyant un fluide. Dans le cas
présenté, le mouvement du tube ne modifiait pas l’écoulement, et les modes POD
servaient de base de réduction pour les déplacements du solide. L’utilisation de la
POD dans ce contexte là ne répond à la problématique d’une interaction forte entre
l’écoulement et le mouvement de la structure, l’écoulement du fluide étant supposé
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constant et correspond plutot à une utilisation en mécanique des structures.

Deux auteurs ont étudié la POD pour des problèmes de type interaction fluide
structure. Anttonen [6] a testé la capacité des modes POD à reconstruire un champ
capturé sur un maillage mobile. Dans cet article [6], Antonnen utilise une approche
de la POD différente de celle présentée au chapitre 2, puisque il considère le produit
scalaire discret dans L

2. En considérant que les noeuds du maillage gardent la même
numérotation il recherche les vecteurs propres de la matrice :

V TV (5.1)

V étant une matrice de taille n×M1 dont chaque colonne est constituée d’une snap-
shot du champ de vitesses exprimé sur les n noeuds du maillage. C’est l’équivalent
de la recherche des vecteurs propres par la méthode snapshot, avec un produit sca-
laire discret. Il effectue un premier test pour une fonction de courant autour d’un
cylindre en translation. Ce cas montre alors que le fait de ne pas tenir compte de la
déformation du maillage donne une mauvaise reconstruction.

Un deuxième test est effectué pour un écoulement dérivant d’une fonction poten-
tielle sur une paroi oscillante. Les bases POD pour trois amplitudes différentes, et
dix fréquences d’oscillations, calculées à partir de 20 snapshots, sont testées pour la
réduction de l’équation. Les résultats obtenus donnent une bonne reconstruction du
coefficient de force normal pour des oscillations et des fréquences faibles, la precision
se détériorant avec l’augmentation de ceux-ci. Concluant que les modes sont mal lo-
calisés, puisqu’il n’y a pas d’information sur le maillage dans les modes obtenus, il
propose de mélanger les bases POD obtenues pour différents maillages (MultiPOD)
(Anttonen [6], Anttonen et al. [7]). En effet, comme une ligne de la matrice snapshot
V est constituée de la valeur de la fonction dont on recherche la base POD, sur le
même noeud à différents instants, si le maillage est mobile, le noeud n’est pas localisé
au même endroit. On a donc une perte d’information sur la disposition des noeuds
sur lesquels sont exprimés les vecteurs POD. Antonnen propose de rechercher une
base POD sur le maillage, c’est à dire d’effectuer des snapshots de la déformation du
maillage par rapport à une configuration de référence. Il obtient ainsi un maillage
exprimé sur une base POD de la même manière que pour le champ de vitesses. Ce
maillage est utilisé pour ensuite représenter la solution. La précision apportée par
cette méthode est meilleure que précédemment. Cependant on n’a pas d’équation
permettant de calculer les déformations de ce maillage. Il faut donc considérer la
POD sur le maillage mobile comme un outil de compression de données. De plus,
les cas testés ici concernent des écoulements dont le champ de vitesses dérive d’un
potentiel, que l’on peut représenter par une équation linéaire.

Utturkar et al. [113] étudient également les modes POD pour des écoulements

1M désigne le nombre de snapshots
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dans des domaines où les frontières sont mobiles : cavitation, écoulement à change-
ment de phase et interaction entre un fluide et une membrane d’épaisseur nulle. Dans
ce dernier cas ils proposent d’appliquer la POD sur un maillage mobile en interpo-
lant chaque snapshot obtenu sur un maillage mobile vers un maillage de référence
fixe. Nous verrons cela plus en détail dans la section 5.2.

Le dernier exemple à classer dans la catégorie interaction fluide structure Lieu
et Fahrat [81] étudient un modèle réduit pour écoulement autour d’un F-16. La
snapshot est effectuée pour une solution des équations aeroélastiques linéarisées à
différentes fréquences. La nouveauté de cet article est l’introduction de la notion
d’angles de sous-espaces entre deux sous espaces engendrés par deux bases POD
obtenues pour deux nombres de Mach différents. Si on considère deux sous-espaces
M1 et M2 engendrés chacun par une base de dimension r, Φ1 et Φ2, on note θi, i =

1, · · · , r l’angle de sous-espace telle que le iième vecteur de la base de M1 soit un
vecteur de base de M2. Ainsi, considérant deux bases POD obtenus pour deux
nombres de Mach M1 et M2, en interpolant les angles de sous-espaces, la base POD
pour un nombre de Mach M1 < M < M2 peut être construite. La méthode est
testée pour des nombres de Mach compris entre 0.6 et 0.8 avec de bons résultats.
Cependant, d’après les auteurs eux-mêmes, les résultats ne sont valables que pour
de faibles écarts ente les nombres de Mach. La méthode suppose que entre deux
sous-espaces, la “rotation” soit linéaire.

5.2 Application de la réduction de modèle à l’inter-

action fluide structure

Un des points critique de l’application de la décomposition orthogonale aux va-
leurs propres dans le cas où le domaine est mobile est comme l’a évoqué Anttonen
[6, 7] le caractère mobile du maillage sur lequel on effectue les snapshots. Dans le cas
où l’on cherche juste à diminuer le stockage des données, à condition de connaître les
maillages, et que pour chaque snapshot la numérotation des noeuds n’a pas changé,
cela ne posera pas de problème. On sera plutôt dans un registre de compression
de données et on déterminera les axes principaux des données du champ de vitesse
étudié. Dans le contexte de recherche d’une base réduite sur laquelle on projette le
système couplé, l’application aux domaines mobiles n’est pas évidente.
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5.2.1 Illustration de la problématique

On commence cette section par un exemple de la mise en pratique des travaux
de Antonnen [6],[7] On prend le cas de l’équation de Burgers utilisée section 2.6.1
couplée avec un ressort.

y

x
0 1.5Ωf ΩsΓI

m

Fig. 5.1: Description du domaine d’étude

On considère un champ de vitesse v (t) ∈ L
2 (Ωf), x ∈ Ωf (t) = [0,ΓI (t)], t ∈ [0,1],

la viscosité cinématique ν = 0.1 m2 · s−1. On note ΓI la paroi mobile.

Le mouvement du fluide est décrit par l’équation de Burgers monodimensionelle
dans sa formulation ALE :





∂v

∂t
+ (v − w)

∂v

∂x
− ν

∂2v

∂x2
= 0 sur ΩF (t)

v (0,t) = 0

v (ΓI ,t) = v|ΓI

v (x,0) = v0 (x) sur ΩF (0)

(5.2)

v0 (x) = sin (πx) est la solution à l’instant initiale et w est la vitesse du maillage.

La paroi Γi (t) bouge selon l’équation de masse ressort suivante :

mΓ̈i +K (Γi − Γi (0)) + bΓ̇i = FF (5.3)

Où Γi (0) est la longueur à vide du ressort, b l’amortissement, K la raideur du ressort,
m la masse et FF les efforts fluides. On choisit x0 = 0.95 m, b = 0.10 N · s ·m−1, K =

39.5 N · m−1, m = 0.5 kg. Le système est résolu par un algorithme de newton-
Raphson.

On considère que l’ensemble des clichés constitue une matrice [V ] de taille n×M
où n représente le nombre de noeuds discrétisant le domaine fluide et M le nombre
de clichés. En utilisant le produit scalaire de Rn les modes POD sont solutions du
problème aux valeurs propres suivant :

[V ][V ]T [Φ] = [Λ][Φ] (5.4)

Avec [Φ] une matrice constitué des modes POD et [Λ] la matrice diagonale composée
des valeurs propres. On appelle [Φ̃] la matrice de taille n×N constitué de N vecteurs
propres correspondant aux N premières valeurs propres dominantes.
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A l’instant ti, i = 1, · · · ,M on note vi les vecteurs représentant le champ de
vitesse sur l’espace discret, et vN

i le champ de vitesse sur la base POD tronquée à
N modes :

vN
i = [Φ̃]Ai (5.5)

Ai étant un vecteur de dimension N telle que

Ai = [Φ̃]TVi (5.6)

Comme pour le cas traité dans la section 2.6.1 on observe que peu de modes suffisent
pour capturer la quasi totalité de l’énergie (tableau 5.2.1). Il en faut cependant 5 ici
pour obtenir 99.999% de l’énergie alors que 3 suffisaient précédemment.

mode i λi % d’énergie
1 118.793 98.035

2 0.271 99.454

3 9.99 · 10−2 99.975

4 4.349 · 10−3 99.998

5 3.287 · 10−4 99.999

Tab. 5.1: Contribution en énergie cinétique des 5 premiers modes POD

Les modes POD obtenus sont aussi différents. On les représente figure (5.2) sur
les noeuds discrétisant le domaine. On observe que les premiers vecteurs POD sont
semblables et que les suivant sont totalement différents.

Modèle réduit Considérons la formulation différence finie du problème :





v̇t + [B (vt,wt)] vt − [C] vt = 0

mΓ̈i +K (Γi − Γi (0)) + bΓ̇i = FF

vt[n] = ẋ

(5.7)

L’équation (5.7) est la formulation ALE de l’équation de Burgers, avec wt représen-
tant la vitesse du maillage à l’instant t. En tenant compte de la décomposition de la
vitesse sur la base POD tronquée à N modes et en projetant (5.7) sur le sous-espace
engendré par ces N vecteurs on obtient :

[
Φ̃
]T [

Φ̃
]
Ȧt +

[
Φ̃
]T

[B (vt,wt)]
[
Φ̃
]
At −

[
Φ̃
]T

[C]
[
Φ̃
]
At = 0 (5.8)

Dans le cas présent la remaillage ne coûtant pratiquement rien, on calcule le
déplacement du maillage à chaque instant t.
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0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0X� 0 . 0 20 . 0 00 . 0 20 . 0 40 . 0 60 . 0 80 . 1 00 . 1 20 . 1 40 . 1 6

(a) Φ1

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0X� 0 . 0 50 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 00 . 2 50 . 3 00 . 3 50 . 4 0

(b) Φ2

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0X� 0 . 2 5� 0 . 2 0� 0 . 1 5� 0 . 1 0� 0 . 0 50 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 0

(c) Φ3

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0X% 0 . 5% 0 . 4% 0 . 3% 0 . 2% 0 . 10 . 00 . 10 . 20 . 3

(d) Φ4

Fig. 5.2: Les 4 premiers modes POD

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t1234 567
1
a

(a) a1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0t< 1 . 0< 0 . 50 . 00 . 51 . 01 . 52 . 02 . 5
2
a

(b) a2

Fig. 5.3: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 3 modes
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Le système dynamique ainsi construit donne de mauvais résultats. On observe
figure (5.3) des coefficients temporels totalement différents. La visualisation de la
solution reconstruite est quand à elle désastreuse (figure (5.4)). La vitesse du fluide
n’est pas reconstruite auprès de l’interface mobile.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0� 0 . 4� 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 01 . 2
v

X

Fig. 5.4: Comparaison du champ de vitesse reconstuit à différents instant t obtenus par :

− Solution numérique initiale et + le système dynamique réduit à 5 modes

Il existe plusieurs explications quand à la mauvaise qualité des résultats. En premier
lieu, en choisissant un domaine mobile on ne connaît pas le domaine de définition
des modes POD puisque ceux ci sont exprimés sur les noeuds sans aucune infor-
mation sur leur emplacement. On a choisit ici de calculer les dérivées spatiales au
début du système dynamique et non à chaque itération de celui-ci. C’est une autre
source d’erreur, mais il semble difficilement envisageable de calculer les gradients
des fonctions caractéristiques à chaque itération pour des problèmes bidimensionels
ou tridimensionnels. Cela serait trop coûteux et donc ne serait pas intéressant pour
l’application de la POD.

5.2.2 Solution proposée

A ces résultats numériques, on peut rajouter une remarque sur la signification
de la POD effectuée dans ces conditions. Que signifie alors l’opérateur (2.8) défini
dans la section 2.1 du chapitre 2 ? On va créer des corrélations entre des points qui
ne sont pas dans le même domaine. De même pour le calcul de la matrice snapshot,
l’exemple est plus flagrant. On rappelle que la méthode des snapshots revient à
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résoudre le problème aux valeurs propres :

1

M

M∑

k=1

C (ti, tk)Ak = λAi (5.9)

Où M désigne le nombre de clichés et

C (ti, tk) = (v (ti) ,v (tk)) =

∫

Ω

v (x,ti) · v (x,tk) dx (5.10)

Si on considère Ω (t) = Ωf (t) comme étant le domaine fluide à l’instant t, l’expression
(5.10) n’a aucun sens si les domaines fluide sont différents aux instants ti et tk. Une
des solutions est donc comme le propose Utturkar et al. [113] d’utiliser un domaine
fixe de référence Ω auquel on associe un maillage fixe tel que :

∀t ∈ [0,T ] Ωf (t) ⊂ Ω (5.11)

Où dans le cas plus précis de l’interaction fluide structure :

∀t ∈ [0,T ] Ωf (t) ∪ Ωs (t) = Ω et Ωf (t) ∩ Ωs (t) = ∅ (5.12)

On effectue des clichés de la solution, obtenue par une méthode classique (ALE
par exemple) à l’aide d’un code de calcul permettent de faire de l’interaction fluide
structure. A chaque snapshot le champ de vitesse est interpolé des maillages mobiles
vers le maillage du domaine de référence. Ainsi, on obtient un champ de vitesse
globale sur le maillage fixe sur lequel on peut effectuer la décomposition orthogonale
aux valeurs propres. L’introduction des fonctions caractéristiques permet de suivre
les domaines. Dans la suite on ne s’est pas focalisé sur le procédé d’interpolation
à utiliser, ni à minimiser le temps de calcul que cette étape peut représenter. Le
but de ce travail étant le test et l’utilisation d’une base POD pour les problèmes
d’interaction fluide structure. On s’est contenté d’utiliser une méthode de Shépard
aussi appelée méthode d’interpolation inversement proportionnelle à la distance.
Pour chaque noeud du maillage de référence noté Xi on recherche à chaque snapshot
t les K noeuds les plus proches du maillage mobile X t

k k = 1, · · · , K. Si on considère
une fonction φ (x,t) obtenue sur le maillage mobile, en chaque noeud du maillage de
référence, à chaque cliché, sa valeur est calculée par :

φ (Xi,t) =

K∑

k=1

φ (X t
k,t)

rk

K∑

k=1

1

rk

(5.13)

Où rk est la distance entre le noeud X t
k et le noeud Xi.

On notera que la méthode d’interpolation utilisée est linéaire, mais celle-ci n’in-
tervenant pas sur le calcul initial de la solution, mais servant juste pour le stockage



5.2. APPLICATION DE LA RÉDUCTION DE MODÈLE À L’INTERACTION
FLUIDE STRUCTURE 83

des clichés on ne propage pas l’erreur d’interpolation. La visualisation des isolignes
semble conforter cette idée (figure 5.5) que l’erreur d’interpolation peut être consi-
dérée comme négligeable.

(a) isolignes de la première composante de

la vitesse sur maillage mobile

(b) isolignes de la deuxième composante

de la vitesse sur maillage mobile

(c) isolignes de la première composante de

la vitesse sur le maillage de référence

(d) isolignes de la deuxième composante

de la vitesse sur le maillage de référence

Fig. 5.5: Visualisation des isolignes du champ de vitesse sur le maillage mobile et le même

champ de vitesse interpolé sur le maillage de référence

Pour l’interpolation de la vitesse, sur le domaine solide la vitesse en chaque noeud
est déterminée en fonction de la vitesse du centre de gravité et du vecteur rotation
du solide.

Cette méthode nous permet d’obtenir un champ de vitesse globale sur tout le
domaine Ω tel que

∀x ∈ Ω, ∀t ∈ T v (x,t) = vf (x,t) IΩf
(x,t) + vs (x,t)

(
1 − IΩf

(x,t)
)

(5.14)

Où la fonction caractéristique du fluide IΩf
à la même définition que l’équation

(5.17).

La recherche des modes POD est alors effectuée pour ce champ de vitesses [80].
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5.3 Construction d’un système dynamique d’ordre

bas par la POD

Comme on l’a vu précédemment le choix d’utiliser la POD comme outil de réduc-
tion de modèle impose l’utilisation d’un maillage fixe. Nous allons nous limiter dans
la suite du travail aux problèmes d’interaction entre un fluide et un solide rigide.
Par souci de garder une formulation qui respecte la physique on décide de formuler
le problème suivant la formulation type domaine fictif.

5.3.1 Méthode des domaines fictifs

La méthode des domaines fictifs a été introduite en mécanique des fluide par
Glowinski et al. [49] et ensuite testée pour la simulation de particules rigides dans
un fluide newtonien [50, 48] et pour un écoulement à faible vitesse autour d’une aile
de NACA0012 [47]. La méthode des domaines fictifs consiste à étendre les équations
du domaine fluide au domaine rigide en forçant la contrainte de rigidité sur ce
domaine par un coefficient de pénalisation et un multiplicateur de Lagrange associé
à cette contrainte dans la formulation variationnelle. On présente ici la formulation
de Patankar et al. [96].

On considère un domaine spatiale Ω ⊂ Rd, de dimension d = 1,2 or 3, un
intervalle de temps T ⊂ R, une variable d’espace x ∈ Ω, et une variable temporelle
t ∈ T.

Soit Ωf (t) (respectivement Ωs (t)) le domaine fluide de densité ρf et de viscosité
µf . à l’instant t (respectivement solide), ΓI (t) l’interface entre les domaines, tel que
Ωf (t) ∩ Ωs (t) = ∅

∀t ∈ T Ωf (t) ∪ Ωs (t) = Ω (5.15)

Soit v ∈ H (Ω,T) le champ de vitesse défini pour tout le domaine, H étant un espace
de Hilbert. :

∀x ∈ Ω v (x,t) = vf (x,t) IΩf
(x,t) + vs (x,t)

(
1 − IΩf

(x,t)
)

(5.16)

Où vf représente le champ de vitesses sur le domaine fluide et vs sur le domaine
solide et IΩf

représente la fonction caractéristique du fluide définie comme suit

IΩf
(x,t) =

{
1 si x ∈ Ωf (t)

0 sinon
(5.17)
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On considère le domaine solide constitué d’un solide rigide de masse m, et de
centre de gravité XG. Le problème se formule :





ρf

(
∂vf

∂t
+ (vf · ∇) vf

)
= ∇ · σf dans Ωf (t)

∇ · vf = 0 dans Ωf (t)

m
dVG

dt
= F

J
dω

dt
+ Jω × ω = T

vs (x,t) = VG (t) + ω (t) × (x−Xg) dans Ωs (t)

(5.18)

J étant la matrice d’inertie du solide, F et T la force et le moment dû à l’action du
fluide :

F =

∫

ΓI

σf · ndx et T =

∫

ΓI

(x−Xg) × (σ · n) dx (5.19)

La condition de solide rigide est modélisée par l’équation (5.18)suivante :

vs (x,t) = VG (t) + ω (t) × (x−Xg) ∀x ∈ Ωs(t) (5.20)

où V (t) = vs (Xg,t) et ω (t) est le vecteur instantané de rotation. On sait d’après le
lemme du mouvement rigide que (5.20) est équivalent à

D (vs) =
1

2

(
∇vs + ∇Tvs

)
= 0 dans ΩS (t) (5.21)

La formulation variationnelle sur le domaine fluide s’écrit de manière classique
∀v∗f ∈ {v|v ∈ H (Ωf ) , v = 0 (t) sur ∂Ωf �ΓI et v = vΓI

(t) sur ΓI}

ρf

∫

Ωf

∂vf

∂t
· v∗fdx+ ρf

∫

Ωf

(vf · ∇) vf · v∗fdx =

∫

Ωf

(∇ · σf ) · v∗fdx (5.22)

avec
∫

Ωf

(∇ · σf ) · v∗fdx =

∫

ΓI

(pId − 2µfD (vf))nv∗fdx− 2µf

∫

Ωf

Tr
(
D (vf)D

(
v∗f
))
dx

+

∫

Ωf

p∇ · v∗fdx

(5.23)

Avec n la normale sortante du domaine solide.

Pour le solide, on considère l’équation d’équilibre locale :

ρs

Dvs

Dt
= ∇ · σs + f (5.24)

Où f désigne les forces volumiques que l’on néglige pour la suite.
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Sa formulation variationnelle s’écrit :
Soit v∗s un champ virtuel

∫

Ωs

ρs

Dvs

Dt
· v∗dx =

∫

Ωs

∇ · σs · v∗dx (5.25)

Si on choisit un champ virtuel vérifiant l’hypothèse de solide rigide, c’est à dire qu’il
existe V ∗ ∈ R2 et K∗ ∈ R2 telle que ∀x ∈ Ωs v∗s (x) = V ∗ + K∗ × (XG − x), la
formulation (5.25) contient aussi le théorème des moments.

∫

Ωs

(∇ · σs) · v∗sdx =

∫

ΓI

(σs · n) · v∗sdx−
∫

Ωs

Tr (σsD (v∗s)) dx (5.26)

En tenant compte que v∗s est un champ virtuel rigidifiant, le premier terme du second
membre de (5.26) se décompose selon F et T et que sur l’interface on σs ·n = σf ·n∫

ΓI

(σs · n) · v∗sdx =

∫

ΓI

(σs · n) · V ∗dx+

∫

ΓI

(σs · n) ·K∗ × (XG − x) dx

= F · V ∗ + T ·K∗

(5.27)

Et le deuxième terme du second membre de (5.26) est nul car pour un solide rigide
D (v∗s) = 0.

On a choisit que sur ΓI , v∗f = v∗s , on obtient la formulation variationnelle sur Ω

∀v∗ ∈ {v|v ∈ H (Ω) , v = 0 (t) sur ∂Ωf �ΓI et D (v) = 0 dans Ωs}∫

Ω

ρ
∂v

∂t
· v∗dx+

∫

Ω

ρ (v · ∇) v · v∗dx =

∫

Ω

(∇ · σ) · v∗dx (5.28)

Où

∀x ∈ Ω v (x,t) = vf (x,t) IΩf
(x,t) + vs (x,t)

(
1 − IΩf

(x,t)
)

(5.29)

∀x ∈ Ω ρ (x,t) = ρf IΩf
(x,t) + ρs

(
1 − IΩf

(x,t)
)

(5.30)

et

∀x ∈ Ω σ (x,t) = σf (x,t) IΩf
(x,t) + σs (x,t)

(
1 − IΩf

(x,t)
)

(5.31)

IΩf
représente la fonction caractéristique du fluide définie comme suit

IΩf
(x,t) =

{
1 si x ∈ Ωf (t)

0 sinon
(5.32)

Cette formulation est équivalente à considérer le domaine solide comme un fluide
dont la formulation forte s’écrit :




ρs

(
∂v

∂t
+ (v · ∇) v

)
= ∇ · σs dans ΩS (t)

∇ · v = 0 dans ΩS (t)

D (v) =
1

2

(
∇v + ∇Tv

)
= 0 dans ΩS (t)

v = vi sur ∂ΩS (t)

σs · n = σf · n sur ∂ΩS (t)

v (x,t = 0) = V0 (x) dans ΩS (t)

(5.33)
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Où ρs correspond à la densité du domaine solide, σs correspondant au tenseur des
contraintes du domaine tel que D (v) = 0.

En pratique, dans la formulation variationnelle, on pénalise la contrainte de solide
rigide par un coefficient µs. L’étape suivante consiste a relaxé le comportement de
solide rigide par un multiplicateur de Lagrange L.

On peut alors écrire le tenseur des contraintes dans le domaine rigide sous la
forme :

σs = −pId+ L+ 2µsD (v) (5.34)

L’équation (5.21) nous donne dans un cas 3D 6 variables scalaires pour L. En consi-
dérant les équations suivantes :

∇ · (D (v)) = 0 dans ΩS (t)

D (v) · n = 0 Sur ∂ΩS (t)
(5.35)

on réduit à 3 variables. Finalement L n’est pas vraiment le multiplicateur de Lagrange
lui-même, mais il représente le champ de contrainte induit par la rigidité. Il peut
être donc représenté par :

L = D (λ) (5.36)

où λ est le multiplicateur de Lagrange à considérer, associé à la contrainte de rigidité.
La formulation variationnelle s’écrit alors ainsi :

En considérant les espaces

HvΓ = {v|v ∈ H (Ω) , v = vΓ (t) sur ∂Ω�ΓI}
H0 = {v|v ∈ H (Ω) , v = 0 sur ∂Ω�ΓI}
L2

0 (Ω) =

{
q ∈ L2 (Ω) |

∫

Ω

qdx = 0

} (5.37)

∀v⋆ ∈ H0, ς ∈ H (Ωs (t)) et q ∈ L2 (Ω) trouver v ∈ HvΓ , p ∈ L2
0 (Ω) , λ ∈ H (Ωs (t))

tel que :

∫

Ω

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
· v⋆dx−

∫

Ω

p∇ · v⋆dx+

∫

Ω

q∇ · vdx+

∫

Ω

2µD (v) : D (v⋆) dx

+

∫

Ω

ρg · v⋆dx+

∫

Ωs(t)

D (λ) : D (v⋆) dx = 0

(5.38)

Où

µ = IΩF
µf + (I − IΩF

)µs (5.39)
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La condition sur l’interface entre le fluide et le solide est ainsi incluse dans les
système. Ainsi, il n’y a pas d’expression explicite de forces agissant sur l’interface,
ni de la vitesse sur celle-ci. Cette méthode est entre autre appliquée par Laure et
al. [75, 76] dans le cas de fluides chargés. Carlson et al. [22] prolonge la méthode
décrite par Patankar et al. pour une forme quelconque de solide rigide, et pour une
méthode résolution en différence finie et l’ajout de Level-set pour traiter les cas de
surface libre. Yu [122] étend la formulation de Glowinski [48] obtenu pour des solides
rigides au solides flexibles.

Remarque Une preuve de convergence de la méthode des domaines fictifs a été
établie pour l’équation d’Helmotz résolue dans un domaine arbitraire [115].

On veut établir un système dynamique POD pour traiter des problèmes d’in-
teraction entre un fluide et des structures rigides. On a vu dans la première partie
de la thèse la signification des modes POD pour la mécanique des fluides et ensuite
pour des structures vibrantes. Pour le cas d’une structure rigide, il est légitime de
se demander quel est le sens d’une décomposition orthogonale aux valeurs propres,
et quel est l’incidence de l’utilisation d’un champ globale contenant le champ de
vitesse du domaine fluide et du solide rigide. Entre autre, la base POD obtenu est
elle sur le domaine Ωs une base pour un comportement rigide ?

On propose ici l’étude de quelques cas numériques appréhendant cette problé-
matique. On considère un domaine fixe de dimension 21m × 12m disposant d’un
maillage constitué de nx1

× nx2
= 211 × 121 noeuds dans lequel le solide, un disque

de rayon R = 0.5 m bouge.

5.3.1.1 Etude de la POD pour un solide rigide

Le premier cas étudié est celui d’un disque rigide cylindrique en translation
uniforme. Le champ de vitesse v du domaine solide Ωs est définit dans le domaine
global Ω par :

v (x,t) = (v1x1 + v2x2) IΩs
(x,t) (5.40)

Où IΩs
(x,t) est la fonction caractéristique du domaine solide, v1 et v2 étant les

composantes de la vitesse selon les axes x1 et x2

Rechercher une base POD de ce champ de vitesse à partir deM consiste à trouver
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les vecteurs Φ solution du problème aux valeurs propres suivant :

1

M

M∑

k=1

∫

Ω

v (y,t) · Φ (y) dyv (x,t) = λΦ (x) (5.41)

Ce qui est équivalent, en notant Φ1 et Φ2 les composantes de Φ selon les axes x1 et
x2, à





1

M

M∑

k=1

(
v2
1IΩs

(x,tk)α
k
1 + v1v2IΩs

(x,tk)α
k
2

)
= λΦ1 (x)

1

M

M∑

k=1

(
v1v2IΩs

(x,tk)α
k
1 + v2

2IΩs
(x,tk)α

k
2

)
= λΦ2 (x)

(5.42)

avec αk
1 =

∫

Ω

IΩs
(y,tk) Φ1 (y) dy αk

2 =

∫

Ω

IΩs
(y,tk) Φ2 (y) dy

On peut considér aussi sa formulation par la méthode des snapshots, qui consiste
les vecteurs POD Φ, mais les coefficients Ak tels que :

Φ (x) =

M∑

k=1

Akv (x,tk) (5.43)

Les Ak formant un vecteur propres du problème suivant :

1

M

M∑

k=1

(v (•,ti) , v (•,tk))Ak = λAi (5.44)

Or
∫

Ω

v (x,ti) v (x,tk) dx =

∫

Ω

v2
1IΩs

(x,ti) IΩs
(x,tk) + v2

yIΩs
(x,ti) IΩs

(x,tk) dx

=
(
v2
1 + v2

2

) ∫

Ω

IΩs
(x,ti) IΩs

(x,tk) dx
(5.45)

La recherche des coefficients A revient donc à rechercher A =
(
A1, · · · , AM

)
tel que

Pour i = 1, · · · ,M
v2
1 + v2

2

M

M∑

k=1

C(ti,tk)A
k = λAi

C étant une matrice diagonale supérieure ou inférieure selon le sens de la translation

composée de N diagonales telles que N <
2R√

v2
x + v2

y∆t

Premier cas : grand déplacement du solide On considère un premier cas où
les clichés sont pris de telle sorte qu’il n’y ait aucun chevauchement du domaine
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occupé à chaque snapshot. Pour cela on impose au solide une vitesse v1 =
2R

∆t
et

v2 = 0, les clichés étant pris tout les ∆t. Seul la diagonale de la matrice C aura des
termes non nuls.

La base POD obtenue est alors de dimension M égale aux nombres de snapshots
telle que

Φk (x) = IΩs
(x,tk)x1 (5.46)

et les valeurs propres sont toutes égales et valent λk =
v2

x

M
|Ωs| = λ.

Donc pour un corps rigide en déplacement, pour reconstruire fidèlement le champ
de vitesse du solide il faut tout les modes POD. Ceci est paradoxale puisque si on
considère un repère lié au solide, pour un solide rigide sa base est de dimension 2

en 2D et 3 en 3D. Cet exemple limite déjà l’étude à des solides osclillants autour
d’une position.

Disque en oscillation Nous allons considérer ici deux cas. Dans le premier cas on
considère un solide seul oscillant dans un milieu quelconque. Dans le deuxième cas
le cylindre oscillera de la même façon, mais dans un milieu comportant une vitesse.
Le but est sur cet exemple d’essayer d’évaluer si l’erreur que l’on fait en effectuant
la POD sur le champ de vitesse global.

Disque dans un fluide au repos On impose au cylindre une vitesse de forme
sinusoïdale dans le domaine solide de telle sorte que sur Ω le champ de vitesse s’écrive
sous cette forme :

v (x,t) = αsin(ωt)IΩs
(x,t) x2 (5.47)

Où on choisit arbitrairement α =
8π

120
et ω =

2π

120
.

La POD ne donne pas de modes dominants comme en mécanique des fluides.
On obtient pas à proprement parlé de valeur propre dominante, mais des valeurs
propres du même ordre de grandeur. On remarque figure (5.3.1.1) que les coeffi-
cient temporels ont globalement la même amplitude. Le premier mode POD est
représenté figure (5.3.1.1). Il correspond à une sommation de toutes les fonctions
caractéristiques. Les autres modes corespondent à des sommations partielles. Il faut
énormément de modes pour reconstruire la solution avec une erreur acceptable figure
(5.8), au minimum 90.
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Fig. 5.6: Coefficients an

Fig. 5.7: Deuxième composante du premier

mode

Dans le cas d’oscillations plus faibles, il faudrait moins de modes. Cela nous
contraint donc aux cas où l’on aura de faibles oscillations d’un solide autour de sa
position d’équilibre.

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0N o m b r e s d e m o d e s0 . 00 . 10 . 20 . 30 . 40 . 50 . 60 . 70 . 80 . 9
normel2

P O D 2 1 1 x 1 2 1

Fig. 5.8: Erreur de reconstruction en norme L2 en fonction du nombre de modes retenus

Disque en oscillation dans un écoulement sans interaction On test dans
cet exemple la POD pour un champ de vitesse globale, où la vitesse dans le solide est
faible par rapport à la vitesse dans le domaine l’entourant. Il n’y a pas d’interaction
entre les domaine, le but étant juste d’avoir une idée qualitative de la POD. Le
champ de vitesse sur Ω est imposé comme suit :

v (x1,x2,t) = α1cos (ωt) sin (β1x1) sin (β2x2) IΩf
(x,t) x1 + α2cos (ωt) IΩs

(x,t)x2
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(5.48)

α1 = 100, ω2 10−4, β1 =
2π

L
, β2 =

2π

L
, α2 = 1 10−4.

Le champ de vitesse dans le fluide est choisi de telle sorte qu’il soit dominant par
rapport au domaine solide et on choisit pour le solide une amplitude d’oscillation
plus faible que dans le cas précédent. On observe que dans ce cas là, on a une erreur
de reconstruction du champ de vitesse globale en norme L

2 trés faible puisqu’elle
est en 10−3 (figure (5.9).

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0N o m b r e s d e m o d e s0 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 01 . 2
normel2

x 1 e � 3 P O D 2 1 1 x 1 2 1

Fig. 5.9: Erreur de reconstruction en norme L
2 en fonction du nombre de modes retenus

Le premier mode capturant essentiellement les structure du fluide, alors que les
seconds sont plutôts axés sur les zones d’oscillation de la structure rigide

On obtient une bonne reconstruction de la vitesse globale lorsque l’on évalue
l’erreur en norme L

2. Si on zoom sur le domaine solide, cela devient plus com-
pliqué. En pratique lorsque l’on évalue l’erreur de reconstruction sur le solide, on
constate que même avec 50 modes on ne reconstruit pas entièrement la vitesse
sur le domaine solide

Par contre la vitesse au centre de gravité est reconstruite dés le premier mode.
Connaissant celle-ci il est aisé de reconstruire la vitesse dans tout le domaine solide,
donc le manque de précision des modes POD pour la vitesse du corps rigide n’est
pas un problême en soit puisque l’on peut le contourner.
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(a) première composante mode 1 (b) Deuxième composante mode 1

(c) première composante mode 2 (d) Deuxième composante mode 2

(e) première composante mode 3 (f) Deuxième composantemode 3

Fig. 5.10: Isovaleurs des 3 premiers modes POD

5.3.1.2 Conclusion

Comme on l’a vu dans certains exemples numériques, la POD de même qu’elle
n’est pas adaptée pour l’étude de fonctions caratéristiques, peut donner des résultats
catastrophiques si l’on considère le solide rigide seul. Cependant dans le cas de
faibles déplacements, l’approche peut encore être valable, de même si on considère
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un problème d’interaction fluide solide rigide avec de faibles déplacements de la
structure. En effet, la quasi totalité de l’énergie cinétique est apportée par le fluide,
les modes PODs contiendront donc principalement l’information sur celui-ci. On
aura une déterioration de l’information sur le domaine solide, cependant dans le
cas de faibles oscillations, c’est à dire que si moins 2 points maillage étant dans le
domaine solide initiale restent au cours du temps dans le domaine solide, on pourra
reconstruire avec peu de modes la vitesse en ces points, donc le solide rigide.

Dans la suite on considère que v∗ est une fonction issue de la décomposition
orthogonale aux valeurs propres. Une des propriétés de cette fonction est que pour
un champ de vitesse incompressible, cette fonction est à divergence nulle. Par consé-
quent le terme de pression n’est plus à prendre en compte dans (5.38).

5.3.2 Système dynamique POD

On cherche v à divergence nul tel que :
quelque soit Φ un mode POD à divergence nulle, on ait

∫

Ω

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
Φdx+

∫

Ω

2µtr (D (v)D (Φ)) dx+

∫

Ωs

tr (D (λ)D (Φ)) dx

−
∫

ΓI

(D (λ)Φ)ndx+

∫

∂Ωf�ΓI

pΦndx+

∫

∂Ωf�ΓI

2µf (D (v)Φ)ndx = 0

(5.49)

ρ et µ sont définis sur tout le domaine :

ρ = IΩf
ρf + (1 − IΩf

) ρs ; µ = IΩf
µf + (1 − IΩf

)µs (5.50)

On traite la pression par la méthode de pénalisation citée dans la section 2.3.3.
En introduisant la décomposition de v sur la base POD tronquée à N modes. Les
systèmes dynamiques sont obtenus de la même manière que dans le chapitre 2. On
présente ci-dessous leur formulation sur le champ de vitesse instantanné et sur le
champ de vitesse fluctuant.

Formulation du système dynamique sur champ le champ de vitesse ins-

tantané

On garde la même formulation que dans le chapitre 2, c’est à dire que
Φi, i = 1, · · · , N désigne un élément de la base POD.
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∀t ∈ T pour i = 1 . . .N





N∑

k=1

dak

dt
At

ki +
N∑

k=1

N∑

l=1

ak (t) al (t)B
t
kli + 2

N∑

k=1

ak (t)Ct
ki +Dt

i + Et
i = 0

D (v) = 0 sur Ωs (t)
∂IΩf

∂t
+ v · ∇IΩf

= 0

(5.51)

Avec

At
ki =

∫

Ω

ρ (x,t) Φk (x) · Φi (x) dx

Bt
kli =

∫

Ω

ρ (x,t) (∇Φk · Φl) · Φi dx

Ct
ki =

∫

Ω

µ (x,t) tr (D (Φk) · D (Φi)) dx−G

∫

Γe

ΦkΦi dx

Dt
i =

∫

Ω

IΩS
(x,t) f · Φidx

Et
i =

∫

Ω

IΩS
(x,t) tr (D (λ)D (Φi)) dx−

∫

ΓI

(D (λ) Φi) · n dx+G

∫

Γe

vclΦi dx

(5.52)

Formulation du système dynamique sur le champ de vitesse fluctuant

Comme dans la section 2.3.2 du chapitre 2, on décompose le champ de vitesse en
une partie moyenne et une partie fluctuante.

v = 〈v〉 + v′ p = 〈p〉 + p′ (5.53)

Avec 〈•〉 qui représente l’opérateur de moyenne temporelle explicité précédemment.
Pour plus de commodité pour l’écriture des équations on remplacera dans la suite 〈•〉
par •. Un vecteur de la base POD pour le champ fluctuant est noté Φ′

i, i = 1, · · · , N .

∀t ∈ T pour i = 1 . . . N






N∑

k=1

da′k
dt
A′t

ki +

N∑

k=1

N∑

l=1

a′k (t) a′l (t)B
′t
kli +

N∑

k=1

a′k (t)C ′t
ki +D′t

i + E ′t
i = 0

D (v) = 0 sur Ωs (t)
∂IΩf

∂t
+ v · ∇IΩf

= 0

(5.54)
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Avec

A′t
ki =

∫

Ω

ρ (x,t) Φ′
k (x) · Φ′

i (x) dx

B′t
kli =

∫

Ω

ρ (x,t) (∇Φ′
k · Φ′

l) · Φ′
i dx

C ′t
ki =

∫

Ω

2µ (x,t) tr (D (Φ′
k) · D (Φ′

i)) dx+

∫

Ω

ρ (Φ′
k · ∇v + v · ∇Φ′

k) · Φ′
i dx

−G
∫

Γe

ΦkΦi dx

D′t
i =

∫

Ω

IΩS
(x,t) f · Φ′

idx−G

∫

Γe

(
v − vcl

)
Φi dx+

∫

Ω

2µ (x,t) tr (D (v) · D (Φ′
i)) dx

+

∫

Ω

ρ (x,t) (∇v · v) · Φ′
i dx

E ′t
i =

∫

Ω

IΩS
(x,t) tr (D (λ)D (Φ′

i)) dx−
∫

ΓI

(D (λ)Φ′
i) · n dx

(5.55)

5.3.3 Remarque sur les systèmes dynamiques

Il y a une différence notable par rapport aux systèmes dynamiques POD/BOD
obtenus de manière classique pour un milieu homogène. Premièrement, on obtient
des coefficients du système dynamique qui dépendent du temps par l’intermédiaire
de la fonction caractéristique introduite dans la densité et la viscosité.

Deuxièmement on obtient un système plus complexe avec un coefficient A en
plus dû à la variation de la densité dans Ω et un terme supplémentaire contenant le
multiplicateur de Lagrange λ. On a aussi une équation supplémentaire qui corres-
pond à la contrainte de rigidité sur Ωs. Cette contrainte de rigidité correspondant à
D (v) = 0 n’est pas exprimée sur la base POD tronquée à N modes.

En effet, le fait de tronquer la base POD, consiste à retenir les modes ayant la
plus forte contribution énergétique dans le domaine total Ω. Dans le cas d’un solide
immergé dans un écoulement fluide, le fluide aura la plus forte contribution énergé-
tique, en tronquant la base POD on risque de se privé d’information sur le domaine
solide. Dans le cas opposé d’un fluide intiallement au repos dont l’écoulement est
crée par le mouvement d’un solide, on aura l’effet inverse, c’est à dire le champ de
vitesse dominant étant dans le domaine solide, la base POD sera plus représentative
de celui-ci. Ces exemples seront traités dans la suite.

Il reste la dernière équation qui sert à déterminer la position de l’interface au
cours du temps. La fonction caractéristique pouvant être problématique à résoudre,
il est plus judicieux de considérer la fonction Level-Set, celle-ci étant réductible par
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base POD (section 5.6.2) ou encore dans le cas d’un solide rigide le déplacement
lagrangien du domaine. Il suffit en effet dans ce cas là de connaître le déplacement
de seulement 2 points du domaine rigide pour pouvoir réinitialiser les fonctions
caractéristiques à chaque pas de temps.

5.3.4 Résolution

Le système est résolu par une méthode de Newton couplé à un algorithme
d’Uzawa

Au pas de temps t on connait pour i = 1, · · · ,N, ai (t) et les coefficients At,Bt,Ct,Dt.
On considère a0

i = ai (t) , λ
0 = 0.0, A0

in = At
in, B0

ijn = Bt
ijn, C

0
in = Ct

in, D0
n = Dt

n et
E0

n = 0.0.

On calcule ak+1 solution du système suivant :

N∑

i=1

(
Ak

in +

N∑

j=1

ak
jB

k
ijn + 2Ck

in

)
ak+1

i =

N∑

i=1

ai (t)A
t
in − Ek

n −Dk
n (5.56)

On calcule ensuite la vitesse reconstruite

uk+1 =

N∑

i=1

ak+1
i Φi (5.57)

ce qui permet d’estimer la nouvelle configuration du solide

Xk+1
g = Xg (t) + △t

(
uk+1

g + ug (t)
)

(5.58)

Et donc de réinitialiser les fonctions caractéristiques, et les coefficients A,B,C,D,E

λk+1 = λk − µuk+1 (5.59)

La convergence est de la solution est ensuite évaluée

Si

‖uk+1 − uk‖ < ǫ1 et ‖D
(
uk+1

)
IΩs

‖ < ǫ2 (5.60)

on passe au pas de temps suivant

sinon on fait k = k + 1
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5.4 Application

La méthode présentée a été testée sur le cas de l’équation de Burgers monodi-
mensionnelle couplée avec un ressort afin d’établir une comparaison avec les résultats
obtenus au début du chapitre. Ensuite différents cas bidimensionnels ont été traité.
Le premier cas est une étude pour un écoulement faible engendré par le mouvement
d’un solide. Ensuite, on passe à un cas où l’écoulement a une contribution plus im-
portante, mais le mouvement du solide est imposé. Dans le dernier cas le solide est
lâché dans l’écoulement.

5.4.1 Cas monodimensionnel

On reprend le cas étudié au début de ce chapitre, mais en utilisant cette fois la
méthode proposée dans la section 5.2.2. On choisit sur le domaine solide une vitesse
égale à la vitesse de déplacement de la paroi, et la vitesse sur les noeuds se trouvant
dans le domaine fluide est interpolé à partir des résultats obtenus de la résolution
du problème (5.2).

mode i λi % d’énergie
1 18.255 91.648

2 1.515 99.256

3 8.393 · 10−2 99.677

mode i λi % d’énergie
4 6.079 · 10−2 99.982

5 2.347 · 10−3 99.994

6 7.804 · 10−4 99.999

Tab. 5.2: Contribution en énergie cinétique des 6 premiers modes POD

On observe dans le tableau 5.4.1 que l’énergie est distribuée différemment que dans
le cas de l’étude effectué dans la section (2.6.1). Cela est dû au fait que le domaine
fluide n’est pas fixe dans le temps. On remarque que les modes POD obtenus sont
aussi différents. Bien que le premier ressemble beaucoup beaucoup, il semble que le
deuxième mode dans le cas où le domaine fluide est fixe ce soit décalé d’un rang dans
l’étude actuelle, un nouveau mode traduisant la mobilité de l’interface étant apparu.
On observe sur le quatrième mode une forte oscillation sur la zone parcourue par
l’interface. Ces oscillations s’amplifient pour les modes suivants.
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(d) mode 4

Fig. 5.11: Les 4 premiers modes PODs

Le système dynamique exprimé section 5.3.2 est calculé en ne retenant que 5

modes dans la reconstruction du champ de vitesse. Les coefficients temporels obtenus
par le système dynamique réduit sont comparés avec ceux obtenus par POD directe
(figure (5.12)). On observe une reconstruction qui semble de moins bonne qualité
que dans la section 2.6.1. Cela est dû en partie aux oscillations des modes sur la
zone occupée par l’interface.
On remarque cependant que l’erreur de reconstruction est trés faible lorsque l’on
superpose la solution qui a servie aux snapshots et la solution reconstruite par le
système dynamique réduit. (figure (5.13))
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Fig. 5.12: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 3 modes

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0 1 . 2. 0 . 4. 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 01 . 2

v

X

Fig. 5.13: Comparaison du champ de vitesse reconstuit à différents instant t obtenus par :

− Solution numérique initiale et + le système dynamique réduit à 5 modes
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Comparé aux résultats de la figure (5.4), la méthode que l’on propose donne des
résultats de bien meilleures qualités.

5.4.2 Cavité annulaire

O G

Ωf

Ωs

R1

R2

x1

x2

(a) (b) maillage du domaine

fluide

Fig. 5.14: Description du domaine d’étude

On étudie ici les oscillation d’un cylindre rigide de rayon R1 = 0.1 m dans un
domaine fluide annulaire délimité par un cylindre concentrique de rayon R2 = 0.2 m.
On suppose que le solide rigide à une massem = 1 kg et est relié au cylindre extérieur
par un ressort de raideur k = 1 10−4 N · m−1. le domaine fluide est constitué d’un
liquide de densité ρf = 1000kg.m−3 et de viscosité µf = 0.001 kg/m.s

Le cylindre est initialement écarté de sa position d’équilibre et relaché avec une
vitesse initiale nulle. Sous l’effet du déplacement du solide, celui-ci va créer un écou-
lement dans le fluide. La viscosité va induire un amortissement de l’amplitude du
mouvement du solide. Le déplacement pouvant être calculé de manière analytique,
on aura ainsi un élément de validation. La solution analytique s’écrit, XG (t) dési-
gnant la position du centre de gravité à l’instant t :

XG (t) · x1 = X0cos (ω (ξ) t) e(−ξωt) · x1 (5.61)

où X0 = (5.10−3,0.0) est la postion du centre de gravité à l’instant initial, ω =

0.01 rad·s−1 = 20π rad·s−1, ω (ξ) = ω
√

1 − ξ2, et ξ le degré d’amortissement. Celui-
ci peut être calculé à partir du décrément logarithmique δ de la courbe d’oscillation
du centre de gravité du solide sur les premières périodes :

ξ =
δ√

4π2 + δ2
(5.62)

où δ = ln
xG (t+ Ta)

xG (t)
=

2πξ√
1 + ξ2

, Ta étant une pseudo-période d’oscillation.
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La résolution numérique nécessaire à l’obtention des snapshots à été effectuée
par le logiciel Castem en utilisant l’algorithme décrit par Benaouicha [14]. Le type
d’éléments finis utilisés sont décrits dans le chapitre 4.2. On retrouve une bonne
concordance entre la solution analytique et la solution numérique du déplacement
du centre de gravité (figure 5.15 )

temps

Castem solution

solution analytique

Fig. 5.15: Déplacement du cylindre pendant 5 périodes d’oscillations

On choisit de prendre les snapshots sur une pseudo-période d’oscillation du cy-
lindre, soit un intervalle de temps T = [0,6.28]. On prend 100 clichés espacés de
△ts = 0.0628 s. Le domaine de référence sur lequel les snapshots sont interpolés est
discrétisé selon un pas spatial △x1 = 0.004 m et △x2 = 0.004 m.

La figure (5.16) représente les isovaleurs des composantes des deux premiers
modes POD. On remarque que dans le cas étudié ici, l’écoulement est contrôlé par le
mouvement du solide. C’est la raison pour laquelle très peu de modes POD suffisent.
Le premier mode contribue à lui seul à 99.9% de l’énergie totale. La second représente
des fluctuations au niveau de l’interface fluide solide.

On se trouve dans la situation où même si le caractère dominant est celui du
solide. Ayant de faibles oscillations du solide, le déplacement de celui-ci ne dépasse
pas deux éléments du maillage fixe de référence. On reconstruit alors très bien le
champ de vitesse avec seulement 2 modes POD.
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Fig. 5.16: Isovaleurs des deux premières composantes des deux premiers modes POD

On obtient également des résultats correctes avec le système dynamique réduit
utilisant seulement 2 modes POD. On observe figure (5.17) que le premier coefficient
temporel est très bien reconstruit de même que le deuxième.

Rajouter d’autres modes dans la base augmente dans ce cas présent l’erreur. Le
troisième coefficient temporel a un caractère très désordonné. Cependant, le premier
mode est tellement dominant que la reconstruction avec 2 modes donne une erreur
très faible lorsque l’on compare le champ de vitesse initial et celui reconstruit par le
système dynamique réduit. Les figures 5.18 et 5.19 montrent les isovaleurs du champ
du cliché du champ de vitesse et la solution du système dynamique pour un écart
maximal entre les deux.
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Fig. 5.17: Comparaison des deux premiers coefficients temporels obtenus par − POD di-

recte , + système dynamique réduit à 2 modes
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Fig. 5.18: Isovaleurs de la première et deuxième composante du champ de vitesse pour la

15ième snapshot

Le système dynamique a été testé sur un intervalle de temps supérieur à l’inter-
valle de temps pendant lequel on a pris les clichés de l’écoulement. On a comparé
le déplacement obtenu par le système dynamique réduit et la solution analytique
(figure (5.20). On observe une très bonne prédiction de celui-ci sur l’intervalle de
temps étudié, c’est à dire 10 fois l’intervalle de temps de la snapshot.
Dans le cas présent on n’applique pas la POD sur le champ fluctuant. Il ne serait pas
judicieux ici de décomposer le champ de vitesse en une partie moyenne et une partie
fluctuante. La moyenne temporelle du champ de vitesse sur le domaine solide est
pratiquement nulle sur la période étudiée, donc on ne peut pas assimiler la moyenne
temporelle au premier mode.
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Fig. 5.19: Isovaleurs de la première et deuxième composante du champ de vitesse obtenu

par le système dynamique réduit pour un temps correspondant à la 15ième snap-

shot

−0.005

−0.004

−0.003

−0.002

−0.001

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0  10  20  30  40  50  60

Système dynamique réduit
solution analytique
Castem

temps

Xg

Fig. 5.20: Comparaison du déplacement du solide

Concernant la BOD, on obtient les mêmes résultats que pour la POD.

5.4.3 Cylindre en oscillation forçée dans un canal

Présentation du problème

On étudie ici l’écoulement autour d’un cylindre en oscillation forcée. On se place
dans les mêmes conditions d’écoulement que dans la section 2.6.2, c’est à dire à
Reynolds 200 et des vitesse nulles sur les parois inférieures et supérieures du canal.
On considère cette fois un cylindre de rayon R = 0.5 m et de masse m = 1 kg ratta-
ché à la paroi inférieure par un ressort immergé dans l’écoulement. Les déplacements
du cylindre sont imposés par l’équation :

Xg2 (t) = Xg0 + Asin (2πf0t) (5.63)
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Fig. 5.21: Description du domaine d’étude

Où Xg2 (t) désigne la coordonnée selon l’axe x2 du centre de gravité Xg (t) =

(Xg1 (t) ,Xg2 (t)), A l’amplitude et f0 la fréquence d’oscillation.

On décide de faire osciller le cylindre à la même fréquence que la fréquence liée
au Strouhal lorsque le cylindre est fixe, c’est à dire f0 = 4.10−5Htz et on prend
A = 0.25. On observe alors un phénomène d’accrochage fréquentiel, c’est à dire
que la fréquence liée au nombre de Strouhal et celle d’oscillation du cylindre sont
identiques. Pour plus de renseignements sur ce phénomène le lecteur pourra se référer
à [73] et [14].

Les clichés de l’écoulement sont effectués sur une solution obtenue à l’aide du lo-
giciel Castem, sur une période d’oscillation du cylindre. Le couplage fluide structure
est décrit par Liberge et al. [80]. On effectue 120 clichés de l’écoulement présentées
figure (5.22).

Analyse POD

On effectue la POD sur un maillage du domaine de référence constitué de 211× 121

noeuds, soit △x1 = 0.1 m et △x2 = 0.1 m. On présente sur la figure (5.23) les 3

premiers modes POD. Ils ressemblent à ceux obtenus pour le cylindre fixe (cf section
2.6.2) sauf dans la zone d’oscillation du cylindre. On remarque que le premier mode
ressemble à une moyenne de l’écoulement et ne contient pas les fluctuations du
fluides.

Du point de vue considérations énergétiques, avec 7 modes on obtient 99.99%

de l’énergie cinétique totale, le premier contribuant à lui seul à 98.37% de l’énergie
totale. La répartition énergétique est différente du cas du cylindre fixe, le premier
mode captant ici plus d’énergie. Cependant les études n’ont pas été réalisées avec le
même nombre de snapshot et pas sur le même intervalle de temps.
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Fig. 5.22: Clichés du champ de vitesse à différents instants



108 CHAPITRE 5. POD EN INTERACTION FLUIDE STRUCTURE

� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 0 1 2 0 . 0 0 0 0 . 0 1 2 0 . 0 2 4 0 . 0 3 6 0 . 0 4 8 0 . 0 6 0 0 . 0 7 2 0 . 0 8 4 0 . 0 9 6
(a) Première composante de Φ1

� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 0 4 5 � 0 . 0 3 6 � 0 . 0 2 7 � 0 . 0 1 8 � 0 . 0 0 9 0 . 0 0 0 0 . 0 0 9 0 . 0 1 8 0 . 0 2 7 0 . 0 3 6
(b) Deuxième composante de Φ1

� 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

� 0 . 4 6 � 0 . 3 6 � 0 . 2 6 � 0 . 1 6 � 0 . 0 6 0 . 0 4 0 . 1 4 0 . 2 4 0 . 3 4 0 . 4 4
(c) Première composante de Φ2

" 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

" 0 . 3 1 2 " 0 . 2 4 0 " 0 . 1 6 8 " 0 . 0 9 6 " 0 . 0 2 4 0 . 0 4 8 0 . 1 2 0 0 . 1 9 2 0 . 2 6 4 0 . 3 3 6
(d) Deuxième composante de Φ2

- 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

- 0 . 3 4 4 - 0 . 2 6 4 - 0 . 1 8 4 - 0 . 1 0 4 - 0 . 0 2 4 0 . 0 5 6 0 . 1 3 6 0 . 2 1 6 0 . 2 9 6 0 . 3 7 6
(e) Première composante de Φ3

9 5 0 5 1 0 1 50246
81 01 2

9 0 . 3 5 2 9 0 . 2 8 0 9 0 . 2 0 8 9 0 . 1 3 6 9 0 . 0 6 4 0 . 0 0 8 0 . 0 8 0 0 . 1 5 2 0 . 2 2 4 0 . 2 9 6
(f) Deuxième composante de Φ3

Fig. 5.23: Isovaleurs des 3 premiers modes POD



5.4. APPLICATION 109

Sur la figure (5.4.3) on remarque qu’avec 7 modes l’erreur de reconstruction en
norme L

2 sur les snapshots est inférieure à 2% et qu’il faut par contre 12 modes
pour obtenir une précision inférieure à 1%. Les valeurs propres correspondants aux
modes 8 à 12 ont une décroissance et concernent surtout les zones recouvertes par
le cylindre pendant les snapshots.

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5n m o d e0 . 0 00 . 0 20 . 0 40 . 0 60 . 0 80 . 1 00 . 1 20 . 1 40 . 1 6
resid u

Fig. 5.24: Erreur de reconstruction en norme L2

Système dynamique réduit sur le champ instantanné

On a construit le système dynamique pour le champ instantanné avec 7 modes, les
résultats obtenus pour les 4 premiers coefficients temporels sont présentés figure
(5.25). Les résultats obtenus avec plus de modes ne sont pas meilleurs et ont ten-
dance à déteriorer la solution. Cela est dû au fait que ces modes là capturent des
fluctuations près de l’interface, c’est à dire qu’ils possèdent de forte oscillation dans
cette zone et sont sources d’instabilité.

Il y a une difficulté supplémentaire dans le cas de l’oscillation forcée. En effet
l’oscillation forcée consiste physiquement à considérer une force qui annule les efforts
du fluides sur le solide. L’expression de cette force n’est pas connue, la formulation
utilisée les contenant implicitement. Comme le solide est en oscillation forcée, son
mouvement est imposé. On va donc imposer une condition plus forte que celle de
solide rigide dans le domaine Ωs. On va en effet considérer au lieu de D (v) = 0,
v = vg, c’est à dire la vitesse du centre de gravité du solide. La qualité des résultats va
dépendre de l’erreur que l’on autorise sur cette vitesse tout en gardant une solution
qualitativement proche de la solution réelle du champ de vitesse dans le domaine Ω.
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Fig. 5.25: Les 4 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 7 modes

Dans le but d’obtenir de meilleurs résultats on a étudié le système dynamique
sur le champ fluctuant.

Système dynamique réduit sur le champ fluctuant

Les résultats obtenus sur le champ fluctuant (figure (5.26)) permettent de recons-
truire la solution qui a servie aux snapshots avec une erreur inférieur à 2% en norme
L

2.

On présente sur la figure (5.27) le champ de vitesse reconstruit avec les coefficients
temporels obtenus par le système dynamique réduit à 6 modes.
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Fig. 5.26: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit à 6 modes

On observe que les isovaleurs du champ de vitesse sont les même que celles des
figures (5.22). On arrive à reconstruire le même écoulement avec le même nombre
de Strouhal avec seulement 6 modes pour le champ de vitesse fluctuant.
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Fig. 5.27: Clichés du champ de vitesse obtenu par résolution du système dynamique réduit
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5.4.4 Cylindre en oscillation libre

y

x

D

Γ1
Γ2

ΓI

Γp

Γp

Ωf

L1

L2

condition de symétrie

Fig. 5.28: description du domaine d’étude

On présente dans cette section les résultats obtenus pour un cylindre en os-
cillation libre selon l’axe x2 dans un écoulement à Reynolds 1690. On a ici des
conditions de symétrie sur les parois inférieures et supérieures du canal. On consi-
dère un cylindre de rayon R = 0.025 m relié à un ressort de raideur k = 0.559935

et d’amortissement 2.7825 · 10−3. On considère que le cylindre vibre seulement selon
une direction transversale à l’écoulement.

L’écoulement fluide est obtenu à l’aide de STARCD par un modèle de turbulence
de type RANS instationnaire (modèle k− ǫ). L’équation de mouvement du cylindre
est résolue par un sous programme intégré dans le code de calcul. Les clichés ont été
pris sur un peu plus d’une période d’oscillation du cylindre, soit 150 snapshots sur
un intervalle de temps de 1,5 secondes.

Ce travail a été effectué en collaboration avec C. Allery C. Beghein. Le but
de cette étude était l’évaluation des possibilités offertes par le codes industriels
STARCD pour prédire les vibrations d’une structure soumise à un écoulement axial
avec détachement tourbillonnaire. Plusieurs simulations à différents nombres de
Reynolds ont été effectuée et les résultats ont été comparés aux travaux expéri-
mentaux de Khalack et Wiliamson [70] et aux travaux numériques de Guilmineau
et Queutey [52] et Pan et al. [95].
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Fig. 5.29: Comparaisons des fréquences d’oscillations obtenus par STARCD avec les résul-

tats de la littérature
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Fig. 5.30: Isovaleurs des 2 premiers modes POD obtenus sur le champ instantané
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Pour les modes POD (figure 5.30), on retrouve les mêmes caractéristiques que précé-
demment, c’est à dire un premier mode dominant s’assimilant à l’écoulement moyen,
et des seconds représentant les fluctuations du fluide. On observe que 3 modes suf-
fisent à reproduire le champ instantané ( 2 pour le champ fluctuant) avec moins de
2% d’erreur en norme L

2 (figure 5.31).

0 5 1 0 1 5 2 0N o m b r e0 . 0 00 . 0 20 . 0 40 . 0 60 . 0 80 . 1 0
E rreur

Fig. 5.31: Résidu sur le champ instantané par reconstruction POD directe ai = (v(ti),Φi)

Dans le reste de l’étude on travaillera uniquement sur le champ fluctuant. On ob-
serve que bien que 2 modes suffisent pour avoir une erreur acceptable sur le champ
de vitesse globale, il en faut au moins 6 si on veut reproduire la vitesse au centre de
gravité de manière correcte (figure 5.32)

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6t� 4� 3� 2� 10 1234 x 1 e � 3
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(a) Avec 1 et 2 modes
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gv3 m o d e s P O D4 m o d e s P O D

(b) Avec 3 et 4 modes
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gv5 m o d e s P O D6 m o d e s P O D

(c) Avec 5 et 6 modes

Fig. 5.32: Comparaison de la deuxième composante de la vitesse au centre de gravité +

initiale, et reconstruite en fonction du nombre de modes POD retenus dans la

base

La vitesse moyenne dans le domaine fluide étant, en ordre de grandeur, 10 fois
plus grande que la vitesse du domaine solide, les premiers modes POD capturent
essentiellement le domaine fluide, là ou l’énergie est la plus grande. Autant dans
le cas du cylindre en oscillation libre dans une cavité annulaire (section 5.4.2), la
vitesse du domaine solide était dominante, autant ici on se trouve dans le cas opposé.
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L’oscillation du solide a ici peut de conséquences sur l’écoulement du fluide, ce qui
explique pourquoi 2 modes POD, dans le cas d’une décomposition du champ de
vitesse en une partie moyenne et une partie fluctuante, suffisent. Néanmoins, l’intérêt
de l’étude étant les oscillations du cylindre, on retient une base composée de 6 modes
POD pour la construction du système dynamique POD.

5.4.5 Système dynamique sur champ fluctuant

On présente uniquement les résultats obtenus sur le champ fluctuant, le premier
mode POD obtenu étant comme pour l’exemple précédent assimilable à la moyenne.

On utilise 6 modes POD pour construire le système dynamique afin de pouvoir
reconstruire le déplacement du cylindre. On observe sur la figure (5.33) un très bonne
reconstruction des deux premiers coefficients temporels.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6t� 5� 4� 3� 2� 10 1234
1
a

x 1 e � 3

(a) a1

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6t� 4� 3� 2� 10 1234
2
a

x 1 e � 3

(b) a2

Fig. 5.33: Les 2 premiers coefficients temporels obtenus − par la POD directe + le système

dynamique réduit sur le champ fluctuant à 6 modes

On trouve pour ces deux premiers coefficients temporels un cycle limite qui est
également conservé par le système dynamique (figure (5.34)).
La conservation de ce cycle limite est encourageant dans le but d’une étude sur un
intervalle de temps plus long que la période de snapshot. De plus le fait de rester
proche du cercle limite nous garantie une certaine validité de la solution puisque
cela signifie que l’on reconstruit correctement les structures les plus énergétiques de
l’écoulement.

Le système dynamique permet de plus de reconstruire correctement le déplace-
ment du cylindre. On retrouve figure(5.35) une estimation correcte de la position du
cylindre.
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Fig. 5.34: Cycle limite entre a1 et a2 : − solution initiale, + par système dynamique réduit

à 6 modes
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Fig. 5.35: déplacement du solide : − solution initiale, + par système dynamique réduit à

6 modes

5.5 Conclusion du chapitre

On a montré dans ce chapitre que la base POD pour des fonctions définies sur
des domaines mobiles n’était pas valable. On propose donc d’étendre la fonction
dont on recherche la base POD sur un domaine de référence fixe suffisamment grand
pour contenir toutes les configurations du domaine mobile. Dans le contexte de
l’interaction fluide structure, la méthode est appliquée pour la recherche d’une base
POD d’un champ de vitesse globale (fluide et solide) sur un domaine de référence
contenant le domaine fluide et le domaine solide.

Un système réduit basé sur une approche de type domaine ficitf est ensuite
introduit pour des problèmes où le domaine solide est constitué d’une structure
rigide. La méthode consiste à étendre les équations de Navier-Stokes au domaine
solide en rajoutant sur ce domaine une contrainte de solide rigide. Cela se traduit
par l’ajout dans la formulation variationnelle d’un multiplicateur de Lagrange associé
à cette contrainte. La formulation variationnelle étant établie sur le domaine global
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pour le champ de vitesse global, l’introduction de la base POD permet d’obtenir un
système dynamique réduit de faible dimension.

Le système d’ordre réduit est testé sur un cas monodimensionnel et trois exemples
en deux dimensions. On a ainsi testé différentes configurations, à différents Reynolds.
Les résultats valident la méthode proposée.
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conclusion

Motivés par la construction de modèles réduits en interaction fluide structure,
nous avons étudié les aspects de la réduction de modèles en mécanique des fluides et
mécanique des structures afin de déterminer comment opérer en interaction fluide
structure. De cette analyse, une méthode, la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD), est apparue comme intéressante à appliquer pour des problèmes
couplant la mécanique des solides et des fluides. Cette méthode permet en mécanique
des fluides d’établir une base réduite selon des critères énergétiques. En mécanique
des structures, on retrouve les modes de vibrations pour des structures linéaires.

Nous avons testé cette méthode en mécanique des fluides sur l’équation de
Burgers monodimensionnelle et un écoulement à Reynolds 200 autour d’un cylindre.
Nous avons retrouvé les résultats attendus, c’est à dire que avec peu de modes on
reconstruit fidèlement le champ de vitesse. De plus pour des écoulements turbulents,
le premier mode peut être assimilé à la moyenne temporelle de l’écoulement. Il est
alors plus intéressant de décomposer le champ de vitesse en un champ moyen et un
champ fluctuant, et d’opérer ensuite sur le champ fluctuant. On a aussi testé la dé-
composition Bi-orthogonale (BOD) pour ces deux cas sans que celle-ci apporte une
amélioration aux résultats. Nous avons également testé la POD pour la vibration des
structures. Le premier exemple concernait un modèle de poutre monodimensionnelle
en appuis simple et soumise à un chargement transverse. Dans ce cas là les modes
POD ont la même forme que les modes de vibrations de la poutre. On a ensuite
testé la POD sur la même poutre à laquelle on a rajouté un ressort non linéaire en
son milieu. Il semble que dans ce cas là les modes POD n’aient pas de signification
physique.

La complexité de son application en interaction fluide structure tient dans le
caractère mobile des domaines alors que la base POD est spatiale et indépendante
du temps. Pour remédier à cet inconvénient, on propose d’établir une base POD
pour un champ de vitesse global défini sur un domaine fixe. On introduit pour
cela un domaine de référence fixe contenant l’ensemble des configurations mobiles
sur un intervalle de temps. On obtient ainsi une base POD pour un champ de
vitesse fluide et solide. On a ensuite proposé l’écriture d’un modèle réduit pour des
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problèmes traitant d’interaction entre un fluide et un solide rigide. Pour cela, une
formulation multiphasique du type domaine fictifs a été utilisée. On a testé cette
méthode sur plusieurs configuration. La première est le cas de l’équation de Burgers
adimensionalisée couplée avec une équation de masse ressort. On observe qu’il faut
alors plus de modes que lors de l’étude avec paroi fixe, mais on obtient quand même
un système dynamique de dimension très faible. Pour l’exemple suivant on a choisit
un cas où l’écoulement dans le fluide est créé par le mouvement d’un solide en
oscillation. Le déplacement du centre de gravité est correctement reproduit sur une
période 10 fois plus grande que la période sur laquelle la base POD a été calculée.
On a ensuite étudié l’écoulement à Reynolds 200 autour d’un disque en oscillation
forcé, le système dynamique réduit permettant de retrouver le Strouhal. Enfin, le
dernier cas traité est constitué d’un écoulement à Reynolds 1690 et d’un disque
auquel est rattaché un ressort. On obtient aussi dans ce cas une bonne reproduction
du déplacement du centre de gravité.
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Annexe A

5.6 Etude POD des domaines mobiles

On se propose ici d’étudier la capacité de la POD à reproduire des domaines
mobiles définis, soit par des fonctions caractéristiques, soit par une fonction Level-
Set.

On s’interroge sur l’utilisation de la POD pour le suivi des domaines. On consi-
dère un domaine Ωs mobile dans un domaine Ω, et un champ de vitesse v sur Ω. On
décrit l’évolution du domaine

– soit par l’évolution de sa fonction caractéristique :





∂IΩs

∂t
+ v · ∇IΩs

= 0

IΩs
(x,t = 0) = IΩs

(0)
(5.64)

Où

IΩs
(x,t) =

{
1 si x ∈ Ωs (t)

0 sinon
(5.65)

– soit par la fonction Level Set





∂ψ

∂t
+ v · ∇ψ = 0

ψ (x,t = 0) = ψ0

(5.66)

Où

ψ (x,t) =





> 0 si x ∈ Ωs (t)

0 si x ∈ ∂Ωs (t)

< 0 si x /∈ Ωs (t)

(5.67)

Ces fonctions sont elles réductibles par la POD?
Pour la fonction caractéristique, l’étude d’une base POD semble similaire à l’étude
du déplacement d’un solide rigide effectué dans la section 5.3.1.1, c’est à dire que la
base POD obtenue n’est pas efficace.
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5.6.1 Comparaison numérique de la POD pour la fonction
caractéristique et pour la fonction Level-Set

On compare ici les résultats numériques de la POD sur un échantillon de 120

clichés de la fonction caractéristique et de la fonction Level-Set appliquée au suivi
d’un disque de rayon R = 0.5 oscillant autour de la position (10,6.0) dans un domaine
Ω. Le déplacement du centre gravité est imposé selon x1 (xG (t) = 10 + sint) sur une
période T = 2π et les clichés sont pris tout les T/120 dans un domaine rectangulaire
représenté par une distribution homogène de noeuds espacés selon l’axe x1 de ∆x1 =

0.1cm et sur l’autre axe ∆x2 = 0.1cm. On note Ωs (t) le domaine occupé par le disque
à l’instant t.

0 5 1 0 1 5 2 0 2 502468
1 01 2

0 . 0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 1 . 0
(a) Fonction caractéristique

0 5 1 0 1 5 2 0 2 502468
1 01 2

0 . 0 1 . 5 3 . 0 4 . 5 6 . 0 7 . 5 9 . 0 1 0 . 5
(b) Fonction Level-Set

Fig. 5.36: Fonction caractéristique et Level-Set à la 60ième snapshot

Sur la figure (5.37) on représente la répartition des valeurs propres obtenues
par la recherche de ces modes POD pour la fonction caractéristique et l’erreur de
reconstruction en norme L

2.
On présente les mêmes résultats pour la fonction Level Set dans le tableau 5.6.1.

L’erreur de reconstruction est calculée de la manière suivante

Erreur(N) =

‖
N∑

k=1

akψk − f‖L∞(O,T,L2(Ω))

‖f‖L∞(O,T,L2(Ω))

(5.68)

Où f (x,t) étant IΩs
(x,t) ou ψ (x,t).

On remarque la décroissance des valeurs propres est faible dans le cas de la fonc-
tion caractéristique alors que pour la Level-Set elle est très rapide, celle-ci pouvant
être considérée négligeable dès la quatrième.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9m o d e P O D0 . 0 00 . 0 50 . 1 00 . 1 50 . 2 00 . 2 50 . 3 0

(a) Valeurs propres

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 00 . 00 . 10 . 20 . 30 . 40 . 50 . 60 . 70 . 80 . 9
Nombre de modes

E
rr

eu
r

(b) résidu

Fig. 5.37: Valeurs propres et résidu pour la fonction caractéristique

La conséquence est qu’il faut plus de modes pour reconstruire la fonction carac-
téristique que la fonction Level-Set.

mode i λi Erreur(i)
1 10821.23 0.120

2 80.03 6 10−3

3 0.2189 1.2 10−3

Tab. 5.3: Valeurs propres et erreur de reconstruction pour la fonction Level-Set

On remarque que pour la fonction caractéristique il faut 52 modes pour avoir une
erreur descendant sous les 1%. Au contraire, la Level-Set il suffit de 3 modes pour
avoir la même erreur de reconstruction en norme L

2

Une comparaison des coefficients temporels montre que dans le cas de la fonction
caractéristique ils sont tous du même ordre de grandeur (figure 5.38(a)), alors que
pour la fonction Level-Set les 2 premiers sont largement dominants dans le cas traité
ici (figure 5.38(b)).

Le constat que l’on peut effectuer pour les modes POD concernant la fonction ca-
ractéristique, est que ceux-ci représentent des fluctuations sur l’ensemble du domaine
parcouru par le disque pendant la période de snapshots (figures 5.39(a),5.39(b) et
5.39(c)), alors que pour la fonction Level-Set on a des modes PODs ayant un carac-
tère plus continu (figures 5.39(d),5.39(e) et 5.39(f)).
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0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0� 0 . 8� 0 . 6� 0 . 4� 0 . 20 . 00 . 20 . 40 . 6
2
a a 1a 2a 3a 4a 5a 6

snapshot

(a) Fonction caractéristique

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0� 1 5� 1 0� 5051 01 5

2
a

a 2a 3a 4a 5a 6
snapshot

(b) Fonction Level-Set

Fig. 5.38: Premiers coefficients temporels

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
0 . 0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9

(a) mode 1

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
' 0 . 8 ' 0 . 6 ' 0 . 4 ' 0 . 2 0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8
(b) mode 2

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
0 1 . 0 0 0 . 8 0 0 . 6 0 0 . 4 0 0 . 2 0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6
(c) mode 3

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
0 . 0 1 5 0 . 0 3 0 0 . 0 4 5 0 . 0 6 0 0 . 0 7 5 0 . 0 9 0 0 . 1 0 5
(d) mode 1

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
D 0 . 0 6 D 0 . 0 4 D 0 . 0 2 0 . 0 0 0 . 0 2 0 . 0 4 0 . 0 6 0 . 0 8
(e) mode 2

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5024681 01 2
M 0 . 6 4 M 0 . 5 6 M 0 . 4 8 M 0 . 4 0 M 0 . 3 2 M 0 . 2 4 M 0 . 1 6 M 0 . 0 8 0 . 0 0

(f) mode 3

Fig. 5.39: Les 3 premiers modes POD pour la fonction caractéristique et la Level-Set

5.6.2 Réduction de la fonction Level-Set

La fonction Level-Set semblant avoir de bonnes propriétés de reproduction par
la POD, on a donc cherché à réduire l’équation (5.66)

Le test est effectué pour l’étude d’une paroi bougeant à une vitesse v constante
sur un maillage ∆x1 = 0.1cm et ∆x2 = 0.1cm, le temps discret est ∆t = 1.0s et
v = 0.041cm.s−1

Seulement 2 modes sont nécessaires pour reproduire la fonction Level Set sur
l’intervalle de temps sur lequel la snapshot a été effectuée. L’équation (5.66) est
donc projetée sur cette base réduite à 2 vecteurs POD. Le système réduit à 2 modes
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Ωs(t)
Ωf(t)~v

Fig. 5.40: description du domaine d’étude

s’écrit alors :
Pour i = 1, · · · ,2

dai

dt
+ v

N∑

j=1

Bijaj = 0 (5.69)

Bij = (∇ψj , ψi) (5.70)

avec (u (•) ,v (•)) =

∫

Ω

u (x) v (x) dx le produit scalaire de L
2 (Ω).

Le système dynamique réduit à ces 2 modes donne une bonne reconstruction de
la fonction Level Set. On présente figure (5.6.2) les coefficients temporels obtenus
par le système dynamique réduit et ceux obtenus par la POD.

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0t e m p s� 5 005 01 0 01 5 02 0 0

a

a 1a 1 s y s t e m e d y n a m i q u e r e d u i ta 2a 2 s y s t e m e d y n a m i q u e r e d u i t

Fig. 5.41: Les 2 premiers coefficients temporels, obtenus par la POD et le système dyna-

mique à 2 modes

Conclusion On a dans cet exemple illustré l’application de la POD pour le suivi
de domaines. L’évolution de ces domaines est décrit par une équation convectant
soit la fonction caractéristique, soit la fonction Level Set. La reconstruction POD
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de la fonction caractéristique ne donne pas de bons résultats, le nombre de modes
nécessaires étant beaucoup trop grand si on veut obtenir une bonne reconstruction
de la fonction initiale. Au contraire, pour l’exemple traité, on obtient une base de
réduction très faible pour la fonction Level Set. De plus le résultat sur le système
dynamique est également convaincant.

Ce résultat est intéressant, puisque comme on l’a vu dans la section 4.4.2 du cha-
pitre sur l’interaction fluide structure, la fonction Level Set possède des informations
sur la normale et la courbure de l’interface. On peut à partir de là dans le cadre
d’une formulation semblable à celle formulée pour les solides rigides et étendue aux
solides élastiques concevoir un modèle réduit pour l’interaction fluide structure.
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