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vailler et de publier avec elle.
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grande culture, sa grande expérience dans l’enseignement et sa curiosité scientifique m’ont
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Résumé

Les problèmes de découpe et de placement sont des problèmes combinatoires. Ils sont classés

dans la catégorie des problèmes NP-Complets et admettent de nombreuses applications en industrie,

en systèmes multiprogrammes et multiprocesseurs. Ces problèmes se présentent lorsqu’on se propose

d’optimiser l’utilisation d’une ou de plusieurs entités disponibles en y plaçant des sous entités

prédéterminées. Dans le cas où l’on dispose d’une seule entité en stock, ces problèmes sont connus

sous le nom de problèmes de découpe (non) contraints (non) pondérés à deux dimensions. Nous

proposons dans cette thèse, plusieurs méthodes de résolution exactes et approchées, séquentielles et

parallèle du problème de découpe et de placement à deux dimensions. La méthode exacte proposée

s’appuie sur une méthode de séparation et évaluation et opère par des constructions par pièces. Deux

nouvelles bornes supérieures et inférieures sont proposées pour réduire l’espace de recherche. Nous

proposons, également, plusieurs méthodes de résolution approchées. La première méthode combine

une recherche par faisceaux et une construction par bandes. La construction par bandes génère

un ensemble de bandes optimales, alors que la recherche par faisceaux filtre les meilleures bandes

pendant la construction, en utilisant une fonction d’évaluation. L’influence de cette fonction sur la

solution finale est évaluée en comparant une recherche par faisceaux locale (LBS) et une recherche

par faisceaux globale (GBS). LBS implémente une politique d’évaluation locale de la solution

obtenue pendant la construction alors que GBS fait une évaluation qui inclue la solution courante

et une estimation de la solution (des solutions) générée(s) par les futures constructions. La deuxième

méthode approchée est une méthode coopérative. Nous proposons un schéma de coopération entre

l’algorithme GBS et une méthode complémentaire. La méthode complémentaire va contribuer à la

découverte de nouvelles régions dans l’espace de recherche et à diversifier les chemins développés

par GBS. La méthode complémentaire va aussi contribuer au calcul d’une borne supérieure plus

fine qui va améliorer les performances de GBS. La troisième méthode proposée est une adaptation

de GBS pour le problème de découpe à trois dimensions. La méthode est basée sur la résolution

approchée de plusieurs problèmes de découpe à deux dimensions. Finalement, nous proposons, deux

méthodes de résolutions approchées parallèles pour le problème de découpe à deux dimensions.

La première méthode parallèle proposée (PGBS) s’appuie sur le paradigme mâıtre/esclave et les

spécificités de la recherche par faisceaux. Nous appliquons les mêmes mécanismes d’évaluation et

de réduction de l’espace de recherche que ceux utilisés par GBS, tout en exploitant le parallélisme

pour élargir l’espace de recherche et diversifier la recherche d’une solution approchée. De la même

manière, la deuxième méthode présente une amélioration de PGBS. L’algorithme présenté améliore

le schéma de coopération entre les processeurs et introduit une procédure complémentaire qui affine

la recherche et améliore l’efficacité du parallélisme.





Abstract

Several real life industrial applications require the allocation of a set of rectangular items (or

pieces) to a larger rectangular standardized stock unit. For instance, in the glass, plastic or metal

industries, rectangular components have to be cut from a large sheet of material. Similarly, when

filling the pages of a newspaper, the editor has to arrange articles and advertisements, presented as

rectangular areas, on pages of fixed dimensions. Generally, industrial applications require cutting

or packing the largest number of items/pieces into a rectangular unit as to minimize the waste of

the rectangular stock unit. In this thesis, we propose exact, approximate and parallel algorithms

for the Two-Dimensional Cutting stock Problem. The exact algorithm is a branch-and-bound that

uses efficient lower and upper bounding schemes. It starts with a lower bound reached by the

approximate two-stage algorithm. At each internal node of the branching tree, a tailored upper

bound is obtained by solving (relaxed) knapsack problems. To speed up the branch and bound, we

implement, in addition to ordered data structures of lists, symmetry, duplicate, and non-feasibility

detection strategies which fathom some unnecessary branches. The first approximate algorithm

combines a strip-generation procedure with beam search (BS). beam search is a truncated branch-

and-bound which investigates a subset of elite nodes and permanently fathoms the others. It chooses

the elite nodes based on an evaluation operator. The importance of the evaluation operator on the

performance of BS is highlighted by comparing a local beam search (LBS) that uses a priority cost-

evaluation operator to a global beam search (GBS) that adopts a global cost-evaluation operator.

The second approximate algorithm uses a search strategy and a fast filling procedure. The search

strategy uses a beam search method and the second strategy uses a local filling procedure for

improving the quality of the obtained solutions. The third algorithm applies an adaptation of

global beam search strategy to solve the Container Loading Problem. We propose, also, two parallel

algorithms for approximately solving large-scale twos-staged two-dimensional cutting problem. The

fist solution procedure, tries to explore in parallel a subset of elite nodes following the master-slave

paradigm. The master processor serves to guide the search-resolution and each slave processor

develops its proper way and trying a global convergence. The second algorithm considers three key

features : a search strategy based on beam search, a fast filling procedure based on strip generation,

and a tighter upper bound applied for refining the selected paths. The algorithm explores, in

parallel, a subset of elite nodes following the master-slave paradigm. The master processor guides

the search-resolution by maintaining a global list while each slave processor develops its own path

according to its internal lists and an internal processor that completes the global paths.
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1 Les problèmes de découpe et de placement 7
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2.2.1 Les algorithmes par génération de bandes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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7.3.2 Efficacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.4 Parallélisation du Branch and Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

7.4.1 L’algorithme du Branch and Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

7.4.2 Approche de parallélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

7.4.3 Les anomalies de comportement des algorithmes parallèles de Branch and
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8.1 Recherche par faisceaux parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

8.1.1 Analyse de l’algorithme GBS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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Introduction

Les problèmes de l’optimisation combinatoire font souvent appel à des méthodes d’énuméra-

tion implicite, de programmation dynamique, de programmation linéaire ainsi qu’à des méthodes

d’intelligence artificielle. En général, la recherche arborescente est le point principal qui rapproche

ces techniques de résolution.

L’ordre de recherche considéré lors de la résolution est fondé sur la visite de tous les sommets

créés afin d’extraire une meilleure solution locale au fur et à mesure que le développement de l’ar-

borescence s’effectue. L’évaluation d’une fonction objectif consiste à comparer la solution en cours

à des bornes inférieures et supérieures.

Les problèmes de découpe et de placement sont des problèmes combinatoires. Ils sont classés

dans la catégorie des problèmes NP-complets et admettent de nombreuses applications en industrie,

en systèmes multiprogrammes et multiprocesseurs, ainsi que dans le placement de circuits intégrés.

Ces problèmes se présentent lorsqu’on se propose d’optimiser l’utilisation d’une ou de plusieurs

entités disponibles en taille limitée en y plaçant des sous entités pré-déterminées. Dans le cas où

l’on dispose d’une seule entité en stock, ces problèmes sont connus sous le nom de problèmes de

découpe (non) contraints (non) pondérés à deux dimensions.

Dans d’autres cas, l’utilisation de toutes les sous entités peut être indispensable. Ce sont les

problèmes de strip packing ou bin packing, pour lesquels l’entité disponible peut se présenter sous

forme d’une bande de largeur fixée et de longueur illimitée. En revanche, si l’on possède une quan-

tité limitée d’entités en stock et d’un ensemble de sous entités limité par une borne supérieure,

alors ce problème se généralise au problème du carnet de commandes.

Le problème de découpe a été posé par Kantorovich ([27],1960) afin de trouver une modélisa-

tion cohérente des problèmes reliant l’organisation et la théorie de la production. Il fut repris par

Gilmore et Gomory([61],1961-1963) pour la résolution du problème de découpe à une et à deux

dimensions en utilisant des méthodes de la programmation linéaire (pour une résolution appro-

chée). Les mêmes auteurs ([62],[63] ,1965-1966) l’ont généralisé aux problèmes de découpes à deux

et à plusieurs dimensions en s’appuyant sur d’autres méthodes de résolution exactes. Ces deux

auteurs ont montré l’intérêt commercial et industriel de ces méthodes. Peu après, ce problème a

été utilisé par Cood[7] pour l´étude des systèmes multiprogrammes et par Garey et Graham[55]

pour les systèmes multiprocesseurs. Par la suite, une généralisation du problème a été proposée

pour l’interprétation d’un ensemble de variétés de problèmes industriels (papier, verre, cuir, bois).

1



2

Dans la pratique, l’utilisateur est contraint par le type de matériel utilisé pour réaliser un plan de

découpe, par conséquence, la recherche d’une solution au problème diffère selon l’outil considéré :

outil guillotine, outil non guillotine ou bien outil non orthogonal.

Un autre cas plus difficile se présente lorsque la surface du rectangle (ou des rectangles) est

munie de certains points défectueux (surface non utilisable). Hahn [76] a traité ce problème.

Un autre problème de découpe qui semble intéressant est le problème de découpe circulaire

(non) contraint. Les méthodes utilisent soit, une recherche gloutonne, soit une recherche locale,

mais dans le cas circulaire plusieurs auteurs ont discuté la difficulté d’une éventuelle modélisation

pour ce problème.

En général, dans les problèmes de découpe, on associe à chaque sous entité un coût (ou un pro-

fit) de production. La fonction objectif peut être considérée comme étant linéaire ou non linéaire,

selon les différents aspects du problème. Les principaux objectifs à optimiser sont donnés par la

minimisation de la surface perdue, minimisation des entités nécessaires à la satisfaction des com-

mandes, minimisation du coût de manipulation et de stockage ainsi que le maximum de répétitions

de l’ordonnancement des commandes. La considération simultanée de ces objectifs conduit souvent

à une fonction économique non linéaire. Nous nous intéressons principalement dans cette thèse au

cas où la fonction économique est linéaire.

Dans la même famille des problèmes de découpe, on trouve le problème d’assemblage de pièces

rectangulaires dans une surface minimum. En général, on associe à chaque pièce un profit qui cor-

respond exactement à sa surface et une borne supérieure sur le nombre d’occurrences pour chaque

type de pièces dans la solution. En particulier, on peut s’intéresser au cas où la surface d’assemblage

est donnée sous forme d’un rectangle, comme on peut le généraliser au cas d’une surface minimum

(convexe) en utilisant toutes les rotations possibles sur les pièces rectangulaires.

Dans cette thèse, nous étudions le cas où la surface d’assemblage est présentée sous forme rec-

tangulaire horizontale ou verticale minimum.

Après les deux premiers chapitres consacrés à la présentation des problèmes de découpe et de

placement (chapitre 1) et à la description de quelques méthodes de résolution (chapitre 2), notre

contribution comporte trois parties. La première partie décrit l’étude d’une variante du problème

de découpe (le problème de découpe contraint à deux dimensions à deux niveaux) en se basant

sur les méthodes de résolution séquentielles approchées. Nous présentons également, dans cette

partie, une adaptation de cette méthode au problème de chargement/remplissage. La deuxième

partie entreprend la résolution exacte d’une autre variante du problème de découpe (le problème

de découpe double contraint à deux dimensions) en s’appuyant sur une procédure de séparation

et évaluation. La dernière partie est consacrée à la résolution parallèle approchée du problème de

découpe contraint à deux dimensions à deux niveaux.

Plus précisément, la première partie comporte trois chapitres. Le premier chapitre présente

une méthode approchée pour le problème de découpe contraint à deux dimensions à deux niveaux
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(Constrained Two-Staged Two-Dimensional Cutting Problem). Nous proposons un algorithme com-

binant une recherche par faisceaux et une construction par bandes. La construction par bandes

génère un ensemble de bandes optimales ; alors que la recherche par faisceaux filtre les meilleures

bandes pendant la construction, en utilisant une fonction d’évaluation. L’influence de cette fonc-

tion sur la solution finale est évaluée en comparant une recherche par faisceaux locale (LBS) et

une recherche par faisceaux globale (GBS). LBS implémente une politique d’évaluation locale de la

solution obtenue pendant la construction alors que GBS fait une évaluation qui inclue la solution

courante et une estimation de la solution (des solutions) générée(s) par les futures constructions.

Le deuxième chapitre présente une méthode coopérative approchée pour le même problème (le

problème de découpe contraint à deux dimensions à deux niveaux). Nous proposons un schéma de

coopération de l’algorithme GBS et une méthode complémentaire. La méthode complémentaire va

contribuer à la découverte de nouvelles régions dans l’espace de recherche et à diversifier les che-

mins développés par GBS. La méthode complémentaire va aussi contribuer au calcul d’une borne

supérieure plus fine qui va améliorer les performances de GBS. Le troisième chapitre est consacré

au problème de chargement/remplissage. Après une présentation du problème et de ses domaines

d’application, nous proposons une méthode de résolution approchée. La méthode est basée sur la

résolution approchée de plusieurs problèmes de découpe à deux dimensions.

La deuxième partie comporte un chapitre qui présente un algorithme exact pour le problème

de découpe double contraint à deux dimensions (Double-Constrained Two-Dimensional Guillotine

Cutting Stock Problem). L’algorithme s’appuie sur une méthode de séparation et évaluation et

opère par des constructions par pièces. Deux nouvelles bornes supérieures et inférieures sont pro-

posées pour réduire l’espace de recherche.

La dernière partie est consacrée aux méthodes de résolution parallèle. Elle est composée de deux

chapitres. Le premier chapitre introduit quelques notions de parallélisme et le deuxième chapitre

présente deux algorithmes parallèles pour le problème de découpe contraint à deux dimensions

et à deux niveaux. La première méthode parallèle proposée (PGBS) s’appuie sur le paradigme

mâıtre/esclave et les spécificités de la recherche par faisceaux. Nous appliquons les mêmes méca-

nismes d’évaluation et de réduction de l’espace de recherche que ceux présentés dans le chapitre 3,

tout en exploitant le parallélisme pour élargir l’espace exploré et diversifier la recherche d’une so-

lution approchée. De la même manière, la deuxième méthode présente une amélioration de PGBS.

L’algorithme présenté améliore le schéma de coopération entre les processeurs et introduit une

procédure complémentaire qui affine la recherche et améliore l’efficacité du parallélisme.

Enfin, le chapitre 9 résume les travaux effectués au cours de cette thèse et propose une ouverture

sur de nouvelles directions de recherche.





Première partie

QUELQUES PROBLÈMES

COMBINATOIRES ET

MÉTHODES DE RÉSOLUTION
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Chapitre 1

Les problèmes de découpe et de

placement

Contenu

1.1 Problèmes de découpe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Les hypothèses posées sur les différents problèmes . . . . . . . 12

1.3 Problème de découpe contraint à deux dimensions et à deux

niveaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Problème de découpe double contraint à deux dimensions . . . 13

1.5 Quelques problèmes combinatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Nous commençons dans ce chapitre, par la présentation de quelques définitions préliminaires

et propriétés sur lesquelles se basent les modélisations et résolutions des problèmes de découpe non

contraint, contraint et double contraint à deux dimensions. Ensuite, nous faisons une interprétation

du problème de sac à dos à une et à deux dimensions et le rapport existant entre celui-ci et les

problèmes de découpe.
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8 CHAPITRE 1. LES PROBLÈMES DE DÉCOUPE ET DE PLACEMENT

1.1 Problèmes de découpe

Nous présentons dans cette section les différentes variantes de problèmes de découpe traitées

dans cette thèse, ainsi qu’une vue plus générale sur d’autres problèmes qui restent toujours difficiles

à résoudre, dans le sens de la recherche et du développement des algorithmes exacts de résolution.

Nous définissons l’ensemble des variétés des bandes exploitées par nos modélisations et types

de matériels utilisés pour résoudre le problème de découpe.

1.1.1 Problème de découpe non contraint

1.1.1.1 Problème non pondéré

Une instance du problème de découpe non contraint non pondéré à deux dimensions est définie

par le couple (R,S). R = (L,W ) est l’entité disponible représentée par le rectangle initial de

longueur L et de hauteur W . L’ensemble des sous-entités correspond à un ensemble de pièces

rectangulaires représenté par S tel que |S| = n. Chaque type de pièces est représenté par des

petites dimensions (li, wi), pour i = 1, ..., n, où li (resp.wi) désigne la longueur (resp. hauteur) de

la pièce i.

Soient P l’ensemble fini des vecteurs représentant les différents plans de découpe réalisables,

ξ = (ξ1, ..., ξn) avec ξi le nombre de répétitions de la ième pièce dans le plan ξ et F une application

définie par :

F : P −→ N, tel que, F (ξ) = LW −
n∑
i=1

πiξi.

où πi désigne la surface de la pièce i = 1, ..., n (la surface de la pièce i est donnée par πi = liwi).

Une solution du problème consiste à trouver le couple (ξ, F ) tel que ξ ⊂ P
Une solution optimale du problème est le couple (ξ∗, F (ξ)) tel que le profit du plan de découpe

réalisable ξ∗ soit égale à F ∗ de valeur minimum (i.e. un plan de découpe optimal qui minimise la

chute sur le rectangle initial).

1.1.1.2 Problème pondéré

Une instance du problème de découpe pondéré non contraint à deux dimensions est définie par

le triplet (R,S, c). R et S ont la même signification que dans le cas du problème non pondéré. En

revanche, ce problème diffère du précédent par l’introduction du vecteur profit c = (ci), i = 1, ..., n,

où à chaque pièce i on fait correspondre un profit ci (ci 6= liwi), pour i = 1, ..., n. L’application

précédente peut s’écrire cette fois sous la forme suivante :

F : P −→ N, tel que, F (ξ) =
n∑
i=1

ciξi

Dans ce cas, le but est de trouver le couple (ξ∗, F ∗) qui maximise la fonction d’utilité F .
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1.1.2 Problème de découpe pondéré contraint

Une instance du problème de découpe contraint est définie par le quadruplet (R,S, c, b). R

représente le rectangle initial, S l’ensemble des pièces, c le vecteur profit associé aux pièces et

b = (bi), i = 1, ..., n une borne supérieure (appelée aussi demande) pour le nombre d’occurrences

de chaque type de pièces dans un plan de découpe réalisable.

Ainsi, pour plus de clarté, ce problème peut être formulé par le programme suivant :

Max F =
n∑
i=1

ciξi,

ξi ≤ bi, ξi ∈ N pour i = 1, ...n, ξ ∈ P

où ξi est le nombre d’occurrences de la pièce du type i dans le plan de découpe réalisable ξ ∈ P
contraint par la borne supérieure bi.

De la même manière, une solution optimale pour ce problème est représentée par le couple

(ξ∗, F ∗), tel que ξ∗ donne le meilleur plan de découpe de valeur maximum F ∗ sous les contraintes

ξi ≤ bi, pour i = 1, ..., n.

1.1.3 Problème de découpe pondéré double contraint

Une instance du problème de découpe double contraint est définie par (R,S, c, a, b). R représente

le rectangle initial, S l’ensemble des pièces, c le vecteur profit associé aux pièces, a = (ai)i = 1, ..., n

et b = (bi)i = 1, ..., n représentent respectivement une borne inférieure et une supérieure pour le

nombre d’occurrences de chaque type de pièce dans un plan de découpe réalisable.

De la même manière, ce problème peut être formulé par le programme suivant :

Max F =
n∑
i=1

ciξi, ξi ≤ bi,

ξi ≥ ai, ξi ∈ Npour i = 1, ...n, ξ ∈ P

Une solution optimale pour ce problème est représentée par le couple (ξ∗, F ∗), tel que (ξ∗ donne

le meilleur plan de découpe de valeur maximum F ∗ sous les contraintes ξi ≤ bi et ξi ≥ ai pour

i = 1, ..., n.

Lorsque la contrainte ai = 0, i = 1, . . . , n, le problème est équivalent au problème contraint et

que lorsque ai = bi, i = 1, . . . n le problème devient le problème de découpe avec satisfaction exacte

des demandes.

1.1.4 Définitions

Pour le moment on suppose que l’on possède une plaque rectangulaire sur laquelle on veut

effectuer une dissection afin de produire un ensemble de pièces appartenant à S (placement des

pièces de dimensions inférieures aux dimensions de la plaque rectangulaire utilisée).

Nous présentons, dans cette section, une vue générale sur les bandes et les modèles de découpes

utilisés dans les chapitres suivants.
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(a). Bande générale horizontale. (b). Bande générale verticale.

Figure 1.1 – Bandes générales horizontale et verticale.

(a). Bande uniforme horizontale. (b). Bande uniforme verticale.

Figure 1.2 – Bandes uniformes horizontale et verticale.

1.1.4.1 Les principaux modèles de bandes

1. Une bande générale horizontale (figure 1.1.(a)) (resp. verticale (figure 1.1.(b)) est un en-

semble de pièces rectangulaires accotées de telle façon qu’il existe une ligne horizontale (resp.

verticale) ayant les propriétés suivantes :

– elle touche toutes les pièces sur leur longueur (resp. hauteur).

– un des demi-plans défini par celle-ci contient toutes les pièces.

2. Une bande uniforme est une bande pour laquelle existe exactement deux lignes horizontales

(resp. verticales) ayant les propriétés précédentes. Dans ce cas, toutes les pièces découpées

de la bande sont de même hauteur (resp. longueur) (figure 1.2.(a) et 1.2.(b)).

3. Une bande homogène horizontale (resp. verticale) est une bande uniforme où il n’y a qu’un

seul type de pièces participant (figure 1.3.(a) et 1.3.(b)).

4. Une bande optimale de longueur l et de hauteur w (resp. de hauteur w et de longueur l) est

une bande générale occupant la surface maximum de la bande (l, w) (resp. (w, l)).

(a). Bande homogène horizontale. (b). Bande homogène verticale.

Figure 1.3 – Bandes homogènes horizontale et verticale.
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(a). Uniforme. (b). Général. (c). Homogène.

Figure 1.4 – Modèles de découpe uniforme, générale et homogène.

(a). Modèle de découpe guillotine. (b). Modèle de découpe non guillotine.

Figure 1.5 – Modèles de découpe guillotine et non guillotine.

1.1.4.2 Les principaux modèles de découpes

1. Un modèle de découpe uniforme (ou dissection uniforme) est un modèle constitué par la

combinaison de bandes uniformes verticales et horizontales (figure 1.4.(a)).

2. Un modèle de découpe générale (ou dissection générale) est un modèle constitué par la

combinaison de bandes générales verticales et horizontales (figure 1.4.(b)).

3. Un modèle de découpe homogène est une dissection uniforme pour laquelle la solution est

caractérisée par la répétition d’un seul type de pièces de l’ensemble S (figure 1.4.(c)).

1.1.4.3 Les différents types de découpe

En pratique, les utilisateurs sont souvent contraints par le matériel de découpe disponible, i.e.

la façon de procéder pour la réalisation d’un plan de découpe est différente. Les outils fréquemment

utilisés sont :

1. La découpe du type guillotine : qui réalise une production d’un ensemble de sous-entités

dans une entité disponible. Si on suppose que l’entité est une plaque rectangulaire, alors la

découpe est effectuée par la dissection en allant d’un coté à son opposé parallèlement aux

deux autres (figure 1.5).

2. La découpe du type non-guillotine : en général cette découpe engendre une solution

meilleure que celle réalisée par les découpes du type guillotine. En effet, cette découpe consiste
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(a). Modèles de bandes. (b). Modèle de découpe.

Figure 1.6 – Classification des modèles de découpe et de bandes.

à utiliser le même procédé que dans la découpe guillotine et de plus, elle peut être effectuée

tout en marquant des arrêts avant d’atteindre le côté opposé du (sous-) rectangle à découper

(figure 1.5).

3. La découpe non-orthogonale : cette découpe ne prend pas en considération l’orientation

des pièces. Cette fois les pièces peuvent être pivotées et translatées (on effectue des rotations

sur les pièces, donc elles ne sont pas fixées).

1.1.4.4 Niveau de découpe guillotine

Le niveau de découpe guillotine est une constante K qui limite le nombre de changements de la

découpe. On parle alors, de problème de découpe à deux niveaux si K est fixé à deux, c’est-à-dire

le nombre de changements de la découpe est limité à deux.

1.2 Les hypothèses posées sur les différents problèmes

On a vu précédemment les différents types de découpes que l’on peut utiliser. Dans notre

étude, l’ensemble des algorithmes proposés résolvent les différentes variantes des problèmes décrits

ci-dessus sous certaines hypothèses données dans l’ordre suivant :

1. D’une part, on suppose que les découpes effectuées sur le rectangle initial, pour les différents

problèmes précédents, sont du type guillotine et que les pièces de l’ensemble S sont fixées (i.e.

la pièce de longueur l et de hauteur w n’est pas la même que celle qui possède la longueur

w et la hauteur l).

2. D’autre part, on suppose que les dimensions L, W , li et wi, pour i = 1, ..., n, sont des entiers.

1.3 Problème de découpe contraint à deux dimensions et à

deux niveaux

Une instance du problème de découpe contraint à deux dimensions est définie par le quadruplet

(R,S, c, b). R représente le rectangle initial, S l’ensemble des pièces, c le vecteur profit associé aux

pièces et b = (bi)i = 1, ..., n une borne supérieure pour le nombre d’occurrences de chaque type de

pièces dans un plan de découpe réalisable.
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(a). Horizontale. (b). Verticale.

Figure 1.7 – Plans de découpe horizontale et verticale.

1. La production d’une pièce dans ce problème se fait par deux niveaux de découpes guillotines

(une première horizontale et une deuxième verticale dans l’ordre).

2. Un plan de découpe réalisable horizontale est une solution obtenue d’un processus de découpe

commençant par une découpe horizontale (figure 1.7.(a)).

3. Un plan de découpe réalisable verticale est une solution obtenue d’un processus de découpe

commençant par une découpe verticale (figure 1.7.(b)).

4. Toutes les pièces de l’ensemble S sont fixées (i.e. la pièce de longueur l et de hauteur w n’est

pas la même que celle qui possède la longueur w et la hauteur l).

5. Les dimensions L, W , li et wi, pour i = 1, ..., n, sont des entiers positifs.

1.4 Problème de découpe double contraint à deux dimen-

sions

Une instance du problème de découpe double contraint à deux dimensions est définie par

(R,S, c, a, b).

R représente le rectangle initial, S l’ensemble des pièces, c le vecteur profit associé aux pièces

et a = (ai)i = 1, ..., n et b = (bi)i = 1, ..., n représentent respectivement une borne inférieure

et supérieure pour le nombre d’occurrences de chaque type de pièces dans un plan de découpe

réalisable.

1. Un plan de découpe réalisable est produit par des découpes guillotines successives.

2. Toutes les pièces de l’ensemble S sont fixées (i.e. la pièce de longueur l et de hauteur w n’est

pas la même que celle qui possède la longueur w et la hauteur l).

3. Les dimensions L, W , li et wi, pour i = 1, ..., n, sont des entiers positifs.

1.5 Quelques problèmes combinatoires

Notre intérêt s’est porté sur les deux problèmes précédents, cependant, la compréhension des

problèmes suivants est nécessaire.

1.5.1 Problème de sac-à-dos

Ce problème a été introduit par Gilmore et Gomory [62, 63] pour la modélisation et la résolution

du problème de découpe à une dimension. La fonction utilisée par les deux auteurs prend le nom
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de la fonction knapsack définie par :

KP (c) =



MaximiserF(x) =
n∑
i=1

cixi

s.c.
n∑
i=1

lixi ≤ b

xi ∈ N, pouri = 1, . . . , n.

La résolution de ce type de problème s’effectue à l’aide de la programmation dynamique que

nous verrons en détail dans le chapitre 2. Ce problème a été généralisé au problème de sac-à-dos à

deux dimensions représenté par la fonction knapsack G définie de la façon suivante :

Si on possède un ensemble de pièces rectangulaires de dimensions (li, wi), pour i = 1, ..., n et un

vecteur c = (c1, c2, ..., cn) associé aux différentes pièces, alors G(x, y) est le maximum de la somme

c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn, où x1, ..., xn sont des entiers tels qu’on puisse partager le rectangle (x, y)

en xi rectangles (li, wi), pour i = 1, ..., n.

Trouver une solution optimale satisfaisant la fonction knapsack G(x, y) pour un x et un y, est un

problème difficile (utilisation des découpes non-orthogonales et sans discrétisation sur la longueur

et la hauteur du rectangle initial). Cependant, en pratique, la plupart des découpes utilisées se

ramènent à calculer une autre fonction knapsack F . Cette fonction est définie de la même manière

que la fonction G à part que les découpes effectuées possèdent la particularité d’être du type

guillotine. Nous verrons plus de détails dans le chapitre 2 où nous présentons l’adaptation de la

fonction knapsack au problème de découpe contraint à deux dimensions.

1.5.2 Problème de strip packing

Le problème de strip packing est défini par le quadruplet (B,S, c, b). B = (L,W ) où L dé-

signe la longueur de la bande (qui est supposée égale à l’infini) et W la largeur de cette bande.

S constitue l’ensemble des pièces à découper sur la bande et les vecteurs c = (ci)i = 1, ..., |S| et

b = (bi)i = 1, ..., |S| représentent respectivement les profits et les bornes supérieures sur chaque

type de pièce de l’ensemble S. Ce problème peut être formulé comme suit :

Étant donné une instance du problème de strip packing et son ensemble des plans de découpe

réalisables P, le but est alors de trouver le plan de découpe optimal ξ ∈ P réalisant un profit

maximum (pour le cas de la surface, le profit devient la minimisation des chutes et de la longueur

d’utilisation de la bande), la fonction F est donnée par :

F (ξ) =
n∑
i=1

πiξi, avec ξi ≤ bi, πi ∈ N, pour i = 1, ...n, et ξ ∈ P

où ξi représente le nombre d’occurrences de la pièce i dans le plan de découpe ξ, et ci le profit

de la pièce i.
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1.6 Conclusion

A travers une synthèse des propriétés des différents modèles et types de découpe, nous avons

montré la diversité des problèmes de découpe. En effet, Dychhoff [32] explicite la relation entre

les problèmes de découpe et les problèmes de placement (d’emballage). Les problèmes de découpe

peuvent être considérés comme étant le placement des pièces dans des objets de grande taille. De la

même manière, les problèmes de placement peuvent être considérés comme étant des problèmes de

découpe ; ceci justifie le nom donné à ce type de problème, à savoir les problèmes de découpe et de

placement ”CP” (Cutting and Packing). En revanche, certaines contraintes liées aux applications

industrielles sont exclusivement imposées dans le problème de découpe ou dans le problème de

placement. Citons à titre d’exemple la contrainte guillotine imposée par l’outil de découpe. Ainsi, en

raison de la diversité de ces problèmes et de leurs domaines d’application, de nombreuses variantes

apparaissent sous différentes formes et sous différents noms dans la littérature. Néanmoins, une

analyse minutieuse de ces problèmes montre l’existence de plusieurs aspects communs. Dans ce

sens, il existe plusieurs classifications des problèmes de découpe et de placement dans la littérature,

à savoir la classification présentée dans [16] par Dyckhoff et Finke, basée sur quatre aspects : le

nombre de dimensions, le genre de tâches, l’assortiment de grands objets (plaques) et de petits

objets (pièces). Une autre classification due à Hifi [33] ; s’appuyant sur les spécificités du support

considéré, les types de pièces à placer et sur les contraintes de découpe considérées. Tous les

problèmes décrits dans ces classifications ont été démontrés soit NP-difficiles, soit NP-complets. Il

s’ensuit que seuls les problèmes de petites tailles sont solvables par les méthodes exactes dans un

temps raisonnable. Une solution alternative permettant de résoudre les instances de grande taille

consiste à utiliser les méthodes heuristiques. Celles-ci peuvent donner des solutions satisfaisantes

en un temps raisonnable. Afin de mieux aborder la suite de cette thèse ; on propose dans le chapitre

suivant, un survol des différents travaux réalisés sur les problèmes de découpe, ainsi qu’un rappel

de quelques approches exactes et heuristiques pour les problèmes de découpe contraint qui ont servi

comme point de départ à notre étude.
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Les problèmes de l’optimisation combinatoire font souvent appel à des méthodes d’ énuméra-

tion implicite, de programmation dynamique, de programmation linéaire ainsi qu’à des méthodes

d’intelligence artificielle. En général, la recherche arborescente est le point principal qui rapproche

ces techniques de résolution. L’ordre de recherche considéré lors de la résolution est fondé sur la

visite de tous les sommets créés afin d’extraire une meilleure solution locale au fur et à mesure

que le développement de l’arborescence s’effectue. L’évaluation d’une fonction objectif consiste à

comparer la solution en cours à des bornes inférieures et supérieures.

Le problème de découpe est un problème combinatoire. Il est classé dans la catégorie des problèmes

NP-difficiles et admet de nombreuses applications en industrie, en systèmes multiprogrammés et

multiprocesseurs, ainsi que dans le placement de circuits intégrés. Ce problème se présente lorsque

l’on se propose d’optimiser l’utilisation d’une(plusieurs) entité(s) disponible(s) en taille limitée en y

plaçant des sous-entités prédéterminées. Une politique optimale de placement peut ne pas utiliser

certaines de ces sous-entités. Dans d’autres cas, l’utilisation de toutes les sous-entités peut être

indispensable comme dans les problèmes de strip packing, pour lesquels l’entité disponible peut

se présenter sous forme d’une bande de largeur fixée et de longueur illimitée. Par contre, si l’on

possède une quantité limitée d’entités en stock, et un ensemble de sous-entités limité par une borne

supérieure, alors ce problème se généralise au problème du carnet de commandes. En général, dans

les problèmes de découpe, on associe à chaque sous-entité un coût (ou un profit) de production.

La fonction objectif peut être considérée comme étant linéaire ou non-linéaire, selon les différents

aspects du problème. Les principaux objectifs à optimiser sont donnés par la minimisation de la

surface perdue, minimisation des entités nécessaires à la satisfaction des commandes, minimisation

17



18
CHAPITRE 2. TRAVAUX SUR LES PROBLÈMES DE DÉCOUPE ET DE
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du coût de manipulation et de stockage ainsi que le maximum de répétitions de l’ordonnancement

des commandes.

La considération simultanée de ces objectifs conduit souvent à une fonction économique non-

linéaire. Nous nous intéressons principalement dans cette thèse au cas où la fonction économique

est linéaire. Depuis son introduction par Kantorovich [27], le problème de découpe a fait l’objet

de nombreux travaux dans ces différentes variantes. Dans ce chapitre, nous faisons un survol des

différents travaux réalisés sur ce problème.
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2.1 État de l’art

Le problème de découpe a été posé par Kantorovich [27] afin de trouver une modélisation co-

hérente des problèmes reliant l’organisation et la théorie de la production.

Il fut repris par Gilmore et Gomory [61] pour la résolution du problème de découpe à une et

deux dimensions en utilisant des méthodes de la programmation linéaire (pour une résolution ap-

prochée). Les mêmes auteurs [62], [63] l’ont généralisé aux problèmes de découpe à deux et plusieurs

dimensions s’appuyant sur d’autres méthodes de résolution exacte. Ces deux auteurs montraient

l’intérêt commercial et industriel porté sur ces méthodes.

Peu après, ce problème a été utilisé par Codd [7] pour l’étude des systèmes multiprogrammés

et par Garey et Graham [55] pour l’étude des systèmes multiprocesseurs.

Par la suite, une généralisation du problème a été proposée pour l’interprétation d’un ensemble

de variétés de problèmes industriels (papier, verre, cuir, ...etc).

Dans ces problèmes, généralement, l’utilisateur est contraint par le type de matériel disponible

pour une éventuelle réalisation d’un plan de découpe pour le problème implémenté. La recherche

d’une solution au problème diffère selon l’outil considéré : outil non-guillotine outil non-orthogonal

ou bien outil guillotine .

Beasley [24], s’est intéressé à l’étude du problème de découpe lorsque l’on dispose d’un matériel

du type non-guillotine, ainsi que Daniels et Ghandforoush [21] qui ont développé un algorithme et

qui ont montré son efficacité par rapport à l’algorithme de Beasley.

On connait peu de chercheurs qui se sont intéressés au cas du matériel non-orthogonal. Parmi

ceux qui apparaissent dans la littérature, Haessler [73] par l’utilisation de la programmation non

linéaire, Biro et Boros [30] en se servant d’une modélisation sous forme d’un réseau de flot, ainsi

que Rinnoy kan, De wit et Wijmenga [4]. Un autre cas plus difficile se présente lorsque la surface

du rectangle (ou des rectangles) est munie de certain points défectueux (surface non utilisable), ce

problème a été traité par Hahn [76].

Par ailleurs, de nombreux auteurs se sont intéressés à l’étude du problème en prenant en compte

le matériel guillotine, à titre d’exemple, Gilmore et Gomory [61], [62], [63], Haessler et Sweeney

[74], [75], [60], Herz [20], Adamowicz et Albano [28], [29], Dyson et Gregory [70], Christofides et

Whitlock [56], [57], De Cani [59], Wang [66], Beasley [22],[23], Vasko [10], Farley [2], [1], Kuntz et

Uhry [15], Hadjiconstantinou et Christofides [58], Viswanathan et Bagchi [26], Carnieri, Mendoza

et Gavinho [6], Blazewicz [19], Fayard et Zissimopoulos [8], [81].

Plusieurs approches exactes et heuristiques ont vu le jour pour le problème guillotine, ces der-

nières années. Nous nous sommes intéressés notamment à Hifi et al [34], [38],[39], [40], [43], Hifi et

Roucairol [37], Lodi et Monaci [3], Morabito et Garcia [72] et Alvarez-Valdes et al [67].
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Ces méthodes utilisent différentes approches, notamment, la programmation dynamique [34],

[38], [39], [40], [43], la génération de colonnes [72] et des formulations en programme linéaire en

nombres entiers [3].

Parmi les méthodes exactes ; Hifi a proposé [32] une amélioration de l’algorithme exact de Vis-

wanathan et Bagchi’s [26] pour le problème de découpe guillotine contraint à deux dimensions, il

introduit le problème de sac-à-dos dans l’algorithme original et améliore l’algorithme en utilisant

les propriétés de la résolution par programmation dynamique, ainsi que de nouvelles bornes su-

périeures et inférieures qui améliorent considérablement les troncatures dans l’algorithme original.

Peu après et avec la même stratégie Hifi et Roucairol [37] ont proposé un algorithme d’approxima-

tion et un algorithme exact pour le même problème, l’algorithme exact est basé sur une stratégie

de construction avec un retour arrière. Plus tard, Lodi et Monaci [3] ont proposé une formulation

en programme linéaire en nombres entiers, la même année, Belov et Scheithauer [14] ont combiné

les deux derniers algorithmes pour développer un algorithme branch and cut and price.

En ce qui concerne les méthodes approchées, Hifi et al [38] ont résolu le problème de découpe

à deux dimensions en utilisant une approche hybride qui combine deux heuristiques :

- Une recherche en profondeur sur un arbre de recherche utilisant une technique de hill climbing. -

Une procédure de programmation dynamique basée sur une résolution d’une série de problèmes de

sac-à-dos à une dimension. La programmation dynamique permettait d’obtenir une borne inférieure

initiale de bonne qualité qui est comparée à une borne supérieure pendant le développement de

l’arborescence de recherche. Dans la même année, Hifi et M’Hallah [39] ont proposé, une méthode

qui combine un algorithme glouton et une stratégie de hill climbing.

Ensuite, Alvarez-Valdes et al [67] ont proposé une approche qui combinait une construction par

bandes et la stratégie GRASP, ainsi qu’une méthode Path Relinking.

Dans la suite de notre étude, nous nous pencherons sur le problème guillotine et tout particu-

lièrement au problème de découpe contraint et double contraint à deux dimensions.

2.2 Heuristiques et méta-heuristiques

2.2.1 Les algorithmes par génération de bandes

Les algorithmes de génération de bandes (SGA) procèdent en deux étapes ; dans la première

étape, ces algorithmes génèrent un ensemble de bandes. Et dans une deuxième étape ils cherchent

une bonne combinaison de ces bandes.

Une bande (α, β) avec 0 < α ≤ L et 0 < β ≤ W , est obtenue en appliquant une découpe

guillotine sur le rectangle initial (L,W ). La première découpe peut être horizontale ou verticale. Si

la première découpe est horizontale alors la bande générée est une bande horizontale (L, β). de la

même manière, si la première bande est verticale alors la bande générée est verticale (α,W ). Dans

ce qui suit et sans perte de généralité, on considère que la première découpe est horizontale.
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– Génération de bandes uniformes :

La première étape des algorithme SGA consiste à générer une bande uniforme (L,wj) pour

chaque hauteur wj , j ∈ J, J = 1, ..., r. Les bandes uniformes générées sont construites en

fonction de la solution optimale du problème de sac-à-dos borné suivant :

(KPL,wj ) =



fwj (L) = max
∑
i∈Swj

cixij

s.c.
∑
i∈Swj

lixij ≤ L

xij ≤ bi, xij ∈ N, i ∈ Swj .

où Swj = Swuj , xij est le nombre d’apparitions de la pièce du type i dans la bande (L,wj),

et fW j
(L) le profit de la bande. Swuj = i ∈ I, wi = wj , cela signifie que Swuj est l’ensemble

de types de pièces dont la hauteur est égale à wj
La résolution du (KPL,W ) en utilisant la programmation dynamique donne la solution opti-

male de chaque (KPL,wj ), j ∈ J .

Dans la deuxième étape, les algorithmes SGA, déterminent le nombre d’occurrences yi de

chaque bande uniforme afin de construire le meilleur plan de découpe sans violer la borne

supérieure bi de chaque type de pièce i ∈ I. De cette manière, un plan de découpe optimal

est construit en fonction de la solution du problème de sac-à dos suivant :

(BKPL,W ) =


gL(W ) = max

∑
j∈J

fwj (L)yj

s.c.
∑
j∈J

wjyj ≤W

yj ≤ ai, yj ∈ N, j ∈ J.

Le nombre d’apparitions yi de la bande (L,wj), j ∈ J dans le rectangle (L,W ) est borné par

aj exprimé par :

aj = min
{⌊W

wj

⌋
,mini∈swj

{⌊ bi
xij

⌋
, avec xij > 0

}}
.

– Génération de bandes générales :

Pour générer des bandes générales, Hifi et M’hallah ([39]) ont utilisé le même problème

de sac-à-dos précédent. Cependant, les pièces appartenant à une bande, peuvent avoir des

hauteurs différentes.

Dans ce cas, Swj = Swgj , avec, Swgj = i ∈ I, wi ≤ wj , cela signifie que Swgj est l’ensemble

pièces dont la hauteur est inférieure ou égale à wj
Dans le même article, les auteurs proposent le programme linéaire en nombres entiers suivant

pour combiner N bandes générales et r bandes uniformes afin de construire un plan de

découpe général.
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(IPL,W ) =



hL(W ) = max
∑
j∈J

Nj+1∑
m=0

fwjm(L)ymj

s.c.
∑
j∈J

Nj+1∑
m=0

wjy
m
j ≤W

∑
j∈J

Nj+1∑
m=0

xmijy
m
j ≤ bi, i ∈ I

ymj ∈ N, j ∈ J,m = 0, . . . , Nj + 1.

où x
Nj+1
ij , i ∈ I est la valeur de la solution optimale de (BKL,wj ), j ∈ J et fNj+1

wj
(L) repré-

sente la valeur de la fonction objectif qui lui correspond.

ymj représente le nombre d’occurrences du méme type de bandes (L,wj) dans le rectangle

(L,W ) et xmij représente le nombre d’occurrences de la iéme pièce dans cette bande.

Le problème (IPL,W ) étant NP-difficile, les auteurs utilisent un algorithme glouton pour

trouver une approximation.

2.2.2 Un algorithme amélioré par génération de bandes

L’idée de base de l’algorithme amélioré de génération de bandes (ESGA) consiste à diviser le

rectangle initial (L,W ) en deux sous-rectangles (L, β) et (L,W −β). Le premier sous-rectangle est

résolu en utilisant l’algorithme SGA général et le deuxième sous-rectangle est résolu en utilisant

une procédure alternative.

Par ailleurs, ESGA détermine le point de division β en utilisant une procédure de discrétisation

sur les hauteurs des pièces et un calcul d’une borne supérieure des sous-rectangles et en comparant

cette dernière à une borne inférieure de départ .

– La procédure de discrétisation

La procédure de discrétisation limite la division sur un ensemble fini de sous-rectangles qui

participent potentiellement à la meilleure solution.

Cette technique ; utilisée aussi par Christofides et Whitlock [57] pour le problème non

contraint, est basée sur la construction de l’ensemble des combinaisons linéaires sur les hau-

teurs des pièces.

Pour un sous-rectangle (L, β), l’ensemble des combinaisons linéaires sur les hauteurs est :

Q(L, β) =
{
y
∣∣∣y =

∑
i∈Sβ

wizi ≤ β, zi ≤ min
{
bi,

⌊
L

li

⌋⌊
β

wi

⌋
, zi ∈ N

}}
.

où Sβ =
{
i ∈ I :

∣∣∣wi ≤ β}
– La borne supérieure

Dans l’algorithme ESGA, la borne supérieure permet de faire une estimation du profit gé-

néré par la découpe d’un sous-rectangle. Soit β ∈ Q(L,W ) une découpe valide et (L, β) le

sous-rectangle courant généré par cette découpe avec les points (L0, β0) définis par :
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Figure 2.1 – Division en sous-rectangles (β − cut).

L0 = maxx∈P(L,β)

{
x
}

et β0 = maxy∈P(L,β)

{
y
}

où P (L, β) =
{
x
∣∣∣x =

∑
i∈I lizi ≤ L,wi ≤ β, zi ≤ min

{
bi,
⌊
L
li

⌋ ⌊
β
wi

⌋}
, zi ∈ N

}
.

La borne supérieure U(L,β) du sous-rectangle (L, β) est obtenue suivant la solution optimale

du problème de sac-à-dos KPU , cela signifie que

U(L,β) = max
{ ∑

j∈J fwj (L)zj
∣∣∣∑j∈J wjzj ≤ β, zj ∈ N, j = 1 ∈ J

}
,

où fwj (L) est le profit généré par la bande générale (L,wj) et zj le nombre d’occurrences de

cette bande dans le sous-rectangle (L, β).

– Le choix du point de division

Dans l’algorithme ESGA, les auteurs utilisent la programmation dynamique pour résoudre

KPU ; ils calculent toutes les bornes supérieures des sous-rectangles possibles (L, y) avec

0 ≤ y ≤W .

Par ailleurs, pour chaque β − cut qui génére le sous-rectangle courant (L, β) et le sous-

rectangle restant (L,W − β), le processus d’évaluation suivant est lancé :

Lower(L,β) + U(L,W−β) ≤ Best(L,W )

où Best(L,W ) est la meilleure solution courante de (L,W ) et Lower(L,β) la meilleure solution

réalisable courante obtenue sur le sous-rectangle (L, β) (voir figure 2.1).

Ce processus permet de décider, si cette découpe est susceptible d’améliorer la meilleure

solution courante de (L,W ). Cette découpe est négligée dans le cas contraire.

2.2.3 Un algorithme hybride de génération de bandes

L’algorithme HESGA peut être considéré comme une amélioration de l’algorithme ESGA ; les

auteurs introduisent dans cette approche basée sur une recherche locale. Le rectangle initial (L,W )

est considéré comme la racine et les pièces représentent les feuilles. A chaque étape du développe-

ment de l’arbre de recherche ; l’algorithme exécute la procédure ESGA sur les deux sous-rectangles

(L, β) et (L,W − β).
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Afin de réduire le temps de résolution, les auteurs introduisent deux stratégies (HC1 et HC2) :

Supposons que le rectangle (L,W) peut être divisé en deux sous-rectangles (L, β) et (L,W − β)

- HC1 : La première stratégie réduit l’ensemble Q(L,W ) en utilisant une approche qui exploite

la contrainte de la borne supérieure (bi) de chaque pièce (voir Hifi [36], Christofides et

Whitlock[57]).

- HC2 : La deuxième stratégie concerne la borne supérieure U(L,W−β) de chaque sous-rectangle ;

cette stratégie introduit un paramètre ρ dans le processus d’évaluation du profit généré par

un sous-rectangle comme suit :

Lower(L,β) + ρ
[
U(L,W−β)

]
≤ Best(L,W )

où Best(L,W ) est la meilleure solution courante de (L,W ) , Lower(L,β) la meilleure solution

réalisable courante obtenue sur le sous-rectangle (L, β) et ρ, une constante.

2.2.4 Un algorithme de recherche par trajectoires

Alvarez-Valdes et al ont proposé dans [67] une approche qui intègre une diversification et

intensification. Cette approche génère plusieurs solutions en explorant des trajectoires donnant des

solutions de bonne qualité, puis démarre de l’une de ces solutions (appelée solution initiale) afin de

trouver de meilleures solutions dans le voisinage des chemins empruntés ; ces solutions sont appelées

solutions guidées.

Pour plus d’explication, on se propose dans la suite de cette section, de détailler quelques

méthodes utilisées par les auteurs pour générer une solution initiale et guider la recherche afin

d’améliorer la qualité de celle-ci.

– La méthode BLP :

BLP 1 est l’une des méthodes les plus simples pour trouver un plan de découpe réalisable

d’un rectangle initiale R = (L,W ) en utilisant un ensemble de pièces S.

Dans un algorithme BLP classique, les pièces sont ordonnées initialement selon un critère de

sélection qui peut être différent d’une version à une autre. La première pièce est positionnée

dans le coin inférieur gauche du rectangle R (première bande) ; à chaque itération une pièce

est sélectionnée de l’ensemble des pièces restantes, et placée à droite de la pièce précédente

si l’espace est suffisant dans la bande courante, sinon cette dernière est positionnée sur la

première pièce de la bande précédente (nouvelle bande).

L’algorithme trouve une solution réalisable, s’il ne trouve pas d’espace pour positionner une

pièce (voir figure 2.2).

Naturellement, pour chaque critère de sélection, l’algorithme produit une solution différente,

dans ce sens Alvarez-Valdes et al ont proposé une implémentation (appellée GBLP) qui

utilise un ordre décroissant des wi à chaque construction d’une nouvelle bande, cependant,

GBLP utilise une sélection par ordre décroissant des li pour développer une bande.

1. Bottom-Left Procedure
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Figure 2.2 – Plan de découpe réalisable par BLP.

– La méthode GRASP :

GRASP 2 est une méthode itérative qui procède en deux phases : construction et recherche

locale. La phase de construction génère une solution réalisable et la phase de recherche locale

explore le voisinage de cette solution afin de trouver un optimum local. Alvarez-Valdes et al

ont proposé une adaptation de la méthode GRASP pour le problème de découpe contraint

à deux dimensions. La phase de construction peut être décrite comme suit :

- A chaque itération de la procédure de construction ; l’algorithme maintient une liste d’élé-

ments candidats et procède à une évaluation des profits générés par ces éléments en

utilisant une fonction gloutonne ;

- La procédure d’évaluation est utilisée pour restreindre la liste des éléments candidats à la

construction (cette liste est appelée RCL) ;

- Le choix de l’élément à injecter dans la construction d’une solution partielle courante, se

fait aléatoirement parmi les éléments de RCL ;

- A chaque fois qu’un élément est injecté dans la construction d’une solution partielle, la

liste RCL est réévaluée ;

Les auteurs proposent deux versions de cette procédure, selon les éléments considérés dans

la phase de construction : Grasp based on pieces (pour une construction par pièces) et Grasp

based on strips pour une construction par bandes.

De la même manière, les auteurs proposent deux méthodes de recherche locale, selon le type

de construction (par pièce ou par bande).

– L’algorithme PR :

L’algorithme PR 3 combine des solutions obtenues par ”‘GRASP piece”’ et ”‘Grasp strip”’ ;

en effet les deux procédures produisent des solutions de structures différentes dans le sens

où la méthode GRASP Strip produit des solutions de bonne qualité alors que les solutions

produites par Grasp piece créent une diversité. La combinaison des deux caractéristiques

(qualité et diversité) produisent généralement de meilleures solutions.

L’algorithme construit les m meilleures solutions produites par les deux méthodes. L’en-

semble des 2m solutions est ordonné par ordre décroissant des profits et chaque solution

2. Greedy Randomized Adaptive Search Procedure

3. Path Relinking
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de cet ensemble est utilisée comme solution de guidage pour toutes les autres solutions de

l’ensemble (une de ces solutions est appelée solution initiale).

Pour chaque bande de la solution de guidage, l’algorithme tente de l’ajouter au début de la

solution initiale, pour rendre la structure de la solution générée compatible avec les dimen-

sions du rectangle initial, là où les dernières bandes peuvent être retirées.

Dans le cas où le remplacement produit une violation des demandes bi sur certaines pièces,

les bandes appartenant à la solution initiale contenant ces pièces sont retirées. L’espace libéré

est fusionné à l’espace non découpé du rectangle initial et découpé en utilisant la procédure

GBLP. A la fin de ce processus, la structure de la solution de guidage est imposée à la solution

initiale, mais les solutions intermédiaires peuvent être meilleures que les deux solutions.

2.3 Méthodes exactes

2.3.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans la résolution des problèmes d’optimisation, il est souvent important de pouvoir formuler le

problème étudié sous forme d’un programme linéaire pour lequel il existe de nombreuses méthodes

de résolution. Ces dernières permettent de cerner le problème en identifiant sa fonction objectif et

ses contraintes.

Il existe de nombreux algorithmes permettant de résoudre les programmes linéaires dans le cas

où les variables utilisées sont des variables réelles. Nous citons la méthode du simplexe (voir par

exemple Dantzing [12] et Dantzing [13]).

A titre d’exemple, une première modélisation en programmation linéaire en nombres entiers du

problème de découpe unidimensionnel a été donnée par Gilmore et Gomory [61].

Par ailleurs, Lodi et Monaci [3] ont présenté un modèle en programmation linéaire traitant

un type de configuration par bandes. La principale particularité de ce modèle est la vérification

explicite de la contrainte guillotine en distinguant les pièces qui initialisent une bande (première

pièce d’une bande) et celles qui sont découpées d’une bande. Il est donc intéressant de revoir en

détail ce modèle.

2.3.1.1 Le Modèle M1

On considère m types de pièces ; on rappelle que chaque type de pièce i avec (i = 1, ...,m) est

caractérisé par sa dimension (li, wi), son profit ci et sa demande ai. Le nombre total de pièces dans

le problème est n =
∑m
i=1 ai.

On considère que les pièces sont ordonnées par ordre décroissant des hauteurs (w1 ≤ w2 ≤ ... ≤ wn).

Le modèle démontre que n bandes potentielles peuvent être initialisées en utilisant les n pièces.

Soit une bande k, si cette bande est utilisée, elle est initialisée par la pièce k (k = 1, ..., n), donc

la possibilité de découper les n pièces de cette bande peut être exprimée par une variable binaire

xjk comme suit :

xjk =
{ 1, si la pièce j est découpée de la bande k, (k = 1, ..., n; j = k, ..., n)

0, sinon

Le modèle M1 est donc le suivant :
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

max
∑n
j=1 cj

∑j
k=1 xjk (1)

s.c.
∑j
k=1 xjk ≤ 1 (j = 1, ..., n); (2)∑n

j=k+1 lixjk ≤ (L− lk)xkk (k = 1, ..., n− 1); (3)∑n
k=1 wkxkk ≤W (4)

xjk ∈ {0, 1} , (k = 1, ..., n); (j = k, ..., n); (5)

La fonction objectif maximise la somme des profits alors que, l’équation (2) garantit que chaque

pièce est découpée une et une seule fois de la bande dont la hauteur est supérieure ou égale à la

hauteur de la pièce. L’équation (3) garantit que la contrainte sur la largeur des bandes est respectée.

Cette équation garantit aussi, que si la pièce k n’est pas découpée de la bande, celle-ci reste vide.

L’équation (4) impose la contrainte de la hauteur.

2.3.1.2 Le modèle M2

Le deuxième modèle présenté par Lodi et Monaci [3] est un modèle à variables entières. Soit

α0 = 0, αi = αi−1+ai et n = αm (ai est la demande de la pièce de type i). Soit βk =Min {i : αi ≥ k}
la pièce d’initialisation de la bande k avec k = 1, ..., n. Soit qk qui dénote l’initialisation des bandes

(qk = 1, si la bande k est utilisée et si au moins une pièce de l’ensemble βk l’initialise). Soit

w1 ≥ w2 ≥ ... ≥ wm et xik le nombre de pièces de type i découpées de la bande k, i > βk

Le modèle M2 est le suivant :



max
∑m
i=1 ci

∑αi
k=1 xik +

∑n
k=1 cβkgk (1)

s.c.
∑αi
k=1 xik +

∑αi
k=1 qk ≤ ai (i = 1, ...,m); (2)∑m

i=βk
lixik ≤ (L− lβk)qk (k = 1, ..., n); (3)∑n

k=1 wβkqk ≤W (4)

xik ∈ Z+(∀i, k = 1, ..., αi); (5)

qk ∈ B; (k = 1, ..., n); (6)

Ce modèle est à O(mn) variables et O(n) contraintes. La fonction objectif maximise la somme

des profits des bandes initialisées. L’équation (2) garantit que le nombre de pièces du type i utilisées

dans les constructions de bandes est inférieure ou égale à la demande ai, alors que l’équation (3)

garantit que la contrainte sur la largeur des bandes est respectée. Finalement, l’équation (4) impose

la contrainte de la hauteur W .

2.3.2 Programmation dynamique

L’idée principale de la programmation dynamique consiste à décomposer le problème initial en

sous-problèmes de petites tailles. L’évaluation de ces derniers permet, par la suite, d’éliminer les

moins intéressants de l’espace de recherche. Ainsi, les techniques de la programmation dynamique

permettent de trouver une succession de coordonnées de décisions afin d’atteindre la solution op-

timale.

Gilmore et Gomory dans [62] ont proposé la première fonction récursive basée sur la programma-

tion dynamique pour le problème de découpe à deux niveaux. Cette formulation a été améliorée

par Beasley [25] pour répondre au problème de découpe guillotine non contraint.
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Figure 2.3 – Constructions horizontales et verticales.

Par la suite, Hifi a proposé [32] une amélioration de l’algorithme exact de Viswanathan et Bag-

chi’s [26] pour le problème de découpe guillotine contraint à deux dimensions. Peu après Hifi et

Roucairol [37] ont proposé un algorithme exact pour le même problème basé sur une stratégie de

construction avec un retour arrière.

Dans la suite, nous allons décrire le principe de cet algorithme et la stratégie de construction qu’il

implémente.

2.3.2.1 Stratégie de construction

– Un plan de découpe forme une construction horizontale si la combinaison des deux rectangles

(x1, y1) et (x2, y2) engendre un rectangle de dimensions (x1 + x2,maxy1, y2) ≤ (L,W ).

– Un plan de découpe forme une construction verticale si la combinaison des deux rectangles

(x1, y1) et (x2, y2) engendre un rectangle de dimensions (maxx1, x2, y1 + y2) ≤ (L,W ).

A chaque rectangle guillotine R, l’algorithme fait correspondre respectivement une fonction

intermédiaire g(R) et une fonction complémentaire h(R). La fonction g(R) représente la valeur de

la somme des profits des pièces constituant R et h(R) est l’estimation du reste de la surface du

support, noté P = surface(P)/surface(R). C’est aussi la valeur maximale de la région P composée

par un sous-ensemble de pièces (en respectant les contraintes sur les pièces). Finalement, le but est

de construire le rectangle guillotine de valeur maximale f(.) = g(.) + h(.). Généralement, il n’est

pas évident de calculer la valeur de f(.) en un temps raisonnable. Pour trouver une estimation pour

la fonction h(R). L’algorithme utilise une borne supérieure pour le problème initial f0(R).

Dans le cas d’un problème de maximisation si la valeur maximale sur f0(.) est réalisée pour un

certain R et que h0(R) = 0, alors R est une solution optimale.

2.3.2.2 Principe de l’algorithme

Le principe de l’approche s’appuie essentiellement sur l’utilisation de deux listes. La première

liste, notée Open, comporte au départ une copie de chaque type de pièces. Elle représente la liste

globale de l’algorithme. La deuxième liste, notée Clist, est initialement vide. Elle représente la

liste intermédiaire qui sert à stocker toutes les constructions susceptibles d’améliorer la solution

en cours. A chaque étape de l’algorithme un élément R, de valeur f0 maximum, est choisi dans
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la liste Open. Cet élément est un rectangle guillotine qui est immédiatement transféré vers la liste

Clist. Par la suite, tous les éléments de la liste Clist (y compris R) sont combinés avec le rectangle

choisi R. Ces combinaisons sont réalisées en appliquant les constructions horizontales et verticales.

Chaque rectangle guillotine R0, issu d’une des constructions considérées, est introduit dans la liste

Open s’il vérifie les conditions suivantes :

1. les dimensions de R0 ne dépassent pas les dimensions du support rectangulaire.

2. le contenu de R ne viole pas les contraintes sur les demandes.

L’algorithme s’arrête soit lorsque le rectangle R, choisi dans la liste Open, réalise la valeur h0(R) =

0, soit lorsque, la borne supérieure f0(R) est inférieure ou égale à la valeur de la meilleure solution

en cours.

2.3.3 Méthodes par séparation et évaluation

La méthode par séparation et évaluation (Branch and Bound) est une méthode générale pour

calculer la solution exacte d’un problème d’optimisation combinatoire. Elle est basée sur une re-

cherche arborescente. L’idée principale est de réduire l’espace de recherche en utilisant des évalua-

tions et des règles de dominance. Pour ce fait, on calcule des bornes qui, comparées à une solution

déjà trouvée, permettent d’éliminer des branches de l’arborescence sans les parcourir. Les règles de

dominance permettent d’identifier des sous-ensembles ne contenant pas de solutions optimales.

Ainsi, afin d’éviter le parcours de tous les nœuds, il est nécessaire d’effectuer une évaluation pour

chacun des nœuds crées. Cette évaluation s’appuie sur le calcul d’une borne inférieure et d’une

borne supérieure de la fonction objectif.

De nombreux algorithmes exactes ont fait l’objet de plusieurs publications dans la dernière

décennie, citons Christofides et Hadjiconstantinou [58], Hifi et Zissimopoulos [52], Hifi [52], Cung

et al [80].

2.4 Conclusion

A travers un survol des méthodes et approches existantes, on a montré le nombre important de

travaux sur les problèmes de découpe depuis leur introduction par Kantorovich [27]. Cependant, vu

le nombre de variantes du problème et des spécificités de chaque variante, l’efficacité des méthodes

dépendent principalement de la variante traitée et surtout des contraintes considérées. Ainsi, une

étude minutieuse du problème traité, des différentes contraintes et des méthodes de résolution des

différentes variantes est une étape importante dans la conception de nouveaux algorithmes.

Nous nous sommes intéressés dans la deuxième partie de cette thèse à la résolution approchée,

du problème de découpe contraint à deux dimensions à deux niveaux. Pour ce problème, on présente

deux nouvelles méthodes séquentielles approchées .





Deuxième partie
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de découpe-placement à deux dimensions

et à deux niveaux. Ce problème correspond au cas où l’on veut optimiser l’utilisation d’une entité

disponible en taille limitée en y plaçant des sous-entités prédéterminées. On considère que l’entité

disponible est donnée sous forme rectangulaire de dimensions fixées (L,W ), qu’on appelle rectangle

initial. Les sous-entités ont aussi des formes rectangulaires qu’on appelle pièces. Chaque pièce i est

caractérisée par ses dimensions (li, wi), le profit (ci) qu’elle génère dans son placement dans le

rectangle initial (cas du profit) ou sa surface (ci = li ∗wi) dans le cas de la surface. Chaque pièce i

est également caractérisée par une borne supérieure appelée aussi demande (bi) qui limite le nombre

d’apparitions de cette pièce dans le plan de découpe. On se propose de découper le rectangle initial

en pièces appartenant à l’ensemble des pièces disponibles S tout en (a) minimisant la surface des

pièces produites n’appartenant pas à cet ensemble, appelée chute ou (b) maximisant le profit des

pièces produites appartenant à l’ensemble. Dans notre étude, nous supposons qu’on utilise des

découpes du type guillotine qui consiste à prendre la découpe d’un côté à son opposé parallèlement

aux deux autres. De plus, on considère que toutes les pièces de l’ensemble S sont fixées (i.e. la pièce

de largeur li et de hauteur wi n’est pas la même que celle qui possède la largeur wi et la hauteur li).

1. Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans ”Informs Journal On Computing [42]”

et d’une conférence internationale ”The Fifth ALIO/EURO conference on combinatorial optimization [43]”
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Ce problème est désigné dans la littérature par le problème de découpe contraint à deux dimensions

et à deux niveaux noté FC2TDC 1. Il est NP-difficile et a de nombreuses applications en industrie,

notamment en placement de circuits intégrés, l’industrie de production de timbres, de bois et tout

autre environnement qui impose une découpe guillotine à deux niveaux (voir Morabito et Garcia

[72].

Nous proposons dans ce chapitre des heuristiques qui combinent une procédure de construction de

bandes et une recherche par faisceaux. La construction par bandes génère un ensemble de bandes

optimales ; alors que la recherche par faisceaux filtre les meilleures bandes pendant la construction

de la solution en utilisant une fonction d’évaluation. L’influence de cette fonction sur la solution

finale est évaluée en comparant une recherche par faisceaux locale (LBS) et une recherche par

faisceaux globale (GBS). LBS implémente une politique d’évaluation locale de la solution obtenue

pendant la construction alors que GBS fait une évaluation qui inclue la solution courante et une

estimation de la solution (des solutions) générée(s) par les futures constructions. Les résultats

expérimentaux vont dans le sens d’une efficacité particulière des heuristiques sur un ensemble

d’instances, classées, moyennes et larges.

1. Constrained Two-Staged Two-Dimensional Cutting Problem
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3.1 Construction de bandes générales

Dans cette section, on rappelle le principe de génération de bandes générales. On considère une

instance FC2TDC, une bande (L,wj) avec 0 < wj ≤ W est obtenue en appliquant une découpe

guillotine sur le rectangle initial (L,W ). La première découpe peut être horizontale ou verticale.

Si la première découpe est horizontale alors la bande générée est une bande horizontale (L,wj). de

la même manière, si la première bande est verticale alors la bande générée est verticale (wj ,W ) .

Dans ce qui suit et sans perte de généralité, on considère que la première découpe est horizontale.

La bande (wj , L) est construite en fonction de la solution optimale du problème de sac-à-dos

borné suivant :

KP g(L,wj) =



fwj (L) = max
∑
i∈Swj

cixij

s.c.
∑
i∈Swj

lixij ≤ L

xij ≤ bi, xij ∈ N, i ∈ Swj .

où xij est le nombre d’apparitions de la pièce du type i dans la bande (L,wj), et fW j
(L) le profit

de la bande. Avec Swj = {i ∈ I, wi ≤ wj}, cela signifie que Swj est l’ensemble de type de pièces

dont la hauteur est inférieure ou égale à wj .

Soit r, le nombre de hauteurs distincts des pièces et p le plus grand index de la pièce de hauteur

wp, tel que w1 < w2 < ... < wp ; la résolution du (KP gL,wp) en utilisant la programmation dyna-

mique donne la solution optimale de chaque KP g(L,wj), j ≤ p ; elle permet ainsi, la construction de

p bandes générales.

Cette idée n’est pas nouvelle, elle a été utilisée par plusieurs auteurs, notamment Hifi et Rou-

cairol [37], Hifi et M’Hallah [39] et Alvarez-Valdes et al [67] pour le même problème (voir chapitre

2).

3.2 Recherche par faisceaux

Dans cette section, on décrit la recherche par faisceaux 2 et l’importance de la fonction d’éva-

luation dans ce type de recherche. On présente ensuite l’adaptation de cette recherche à notre

problème et comment nous utilisons les deux fonctions d’évaluation pour résoudre FC2TDC.

3.2.1 Description

La recherche par faisceaux est une méthode de recherche arborescente classique ; elle a été

introduite pour les problèmes d’ordonnancement par Ow et Morton [64] et elle a eu beaucoup

de succès dans plusieurs autres problèmes d’optimisation. Son objectif est d’éviter le parcours

exhaustif de l’espace de recherche en développant un espace de recherche partiel. Cette méthode

appelée aussi recherche par programmation dynamique avec filtrage est une méthode de séparation

2. Beam Search en anglais
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et évaluation sur un espace de recherche réduit.

A chaque niveau de l’arbre de recherche, un sous-ensemble de nœuds (appelé nœuds élites) est

considéré pour le branchement, les autres nœuds sont écarté de la recherche. Le nombre β de

nœuds considérés à chaque niveau est appelé largeur du faisceau . L’efficacité de cette méthode est

considérablement influençable par la politique de filtrage à chaque niveau et donc par la fonction

d’évaluation.

La figure 3.1 montre un pseudo code d’une recherche par faisceaux à partir d’un nœud racine

N0.

Initialisation

N = {N0}, et M = ∅ ;

Phase Itérative

1. Pour chaque nœud de N.

(a) Brancher sur le nœud et générer les nœuds fils ;

(b) Évaluer chaque nœud et l’insérer dans M ;

2. Insérer dans N les min {β, |M |} meilleurs nœuds de M ;

3. M = ∅;

Condition d’arrêt

Si N = ∅ Alors sélectionner le nœud qui génère le meilleur profit et arrêter ;

Sinon, répéter la Phase Itérative ;

Figure 3.1 – Algorithme de recherche par faisceaux.

3.2.2 Recherche par faisceaux appliquée au problème de découpe contraint

à deux dimensions

L’adaptation de la recherche par faisceaux pour le FC2TDC nécessite la définition des nœuds

de l’arborescence et du mécanisme de branchement ; dans ce contexte, un nœud est représenté par

une paire de sous-rectangles (L,W − y) et (L, y), avec y ≤ W et (L,W − y) la solution réalisable

courante. (L,W − y) est la solution construite par combinaison des bandes et (L, y) le reste de la

surface du rectangle initial. Par conséquent, la racine de l’arborescence est représentée par les deux

sous-rectangles (L, 0) et (L,W ). Dans cette configuration aucune bande n’est encore placée dans

le rectangle initial.

Soit r, le nombre de hauteurs distincts des pièces et p le plus grand index de la pièce de hauteur

wp, tel que w1 < w2 < ... < wp ; le branchement sur le nœud u = ((L,W − y), (L, y)), y ≤ W est

équivalent à la découpe de la bande (L, β), β ≤ y, β ∈ {w1, w2, ..., wr} du sous-rectangle (L, y).

On fait remarquer qu’il y aura au maximum r branchement sur le nœud u ; chaque branchement

correspond à la découpe d’une bande (L,wj), j ∈ J . Chacun de ces nœuds correspond à deux

sous-rectangles (L,W − y + wj), j ∈ J .

Le processus de recherche peut être décrit comme suit :
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– Sur le nœud racine, aucune bande n’est découpée ; On pose b
′

i = bi, i ∈ I, l’algorithme crée

r bandes générales différentes (L,wj), j ∈ J par la résolution de KP g(L,wj). Chaque bande

j ∈ J correspond à un nœud fils, à développer.

– Pour effectuer un branchement sur le nœud ((L,W − y), (L, y)) pendant le parcours, l’algo-

rithme effectue les opérations suivantes :

1. calculer les nouvelles demandes b
′

i = bi − vi, vi est le nombre d’apparitions de la pièce

du type i dans la bande.

2. pour j = r, . . . 1, résoudre KP g(L,wj).

3. pour chaque bande (L,wj), j = 1, ..., r et wj ≤ y,

– (a) découper la bande du sous-rectangle (L, y)

– (b) obtenir les nouveaux nœuds ((L,W − y + wj), (L, Y − wj))
– (c) calculer une évaluation Ẑ du nouveau nœud

Dans l’étape 3c, l’algorithme fait une évaluation des nœuds en utilisant la fonction d’évaluation.

On considère deux types de fonctions, locale (LBS) et globale (GBS).

3.2.3 Recherche par faisceaux − utilisation de la stratégie LBS

3.2.3.1 Principe

LBS 3 4 choisit les min
{
β, |M |

}
nœuds ayant la meilleure solution réalisable parmi les nœuds

de M . Pour évaluer le nœud u = ((L,W − y), (L, y)), y ≤ W de M , LBS utilise l’opérateur local

qui calcule ẐLocalu , ẐLocalu est la somme des profits des pièces qui constituent le sous-rectangle

(L,W − y).

ẐLocalu =
∑
i∈I civi, avec vi est le nombre d’apparitions de la pièce du type i dans (L,W − y). La

figure 3.2 montre un pseudo code de l’algorithme LBS.

3.2.4 Recherche par faisceaux − utilisation de la stratégie GBS

GBS 5 6 utilise une fonction d’évaluation globale ; cette fonction permet de sectionner le nœud

le plus potentiellement bénéfique pour la solution réalisable finale. GBS calcule une évaluation

ẐGlobalu du nœud u = ((L,W − y), (L, y)), y ≤W de M en combinant :

(i) ẐLocalu , la valeur de la solution réalisable locale du sous-rectangle (L,W − y) , et

(ii) U(L,y), une borne supérieure du sous-rectangle complémentaire (L, y).

La figure 3.2 montre un pseudo code le l’algorithme GBS.

3. Local Beam Search

4. Cette méthode a été présentée lors du 7ème congrès de la Société Française de Recherche Opération-

nelle et d’Aide à la Décision −ROADEF− 2006 [40]

5. Global Beam Search

6. Cette méthode a été présentée lors de la conférence, International Conference on Metaheuristics and

Nature Inspired computing, META, 2006 [46]
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Entrée : Une instance FC2TDC ;

Sortie : Une solution approximative de valeur Best(L,W );

Initialisation
b
′

i = bi, i ∈ I ;
M = ∅ ;
N = {u = ((L, 0), (L,W ))} ;

Phase Itérative
1. Pour chaque nœud u de N ;

(a) Brancher sur le nœud u et générer les nœuds fils de u en créant r bandes générales
différentes (L,wj), j ∈ J par la résolution de KP g(L,wj) ;

(b) Pour chaque bande (L,wj), j ∈ J , générer le nœud uj = ((L,W − wj), (L,wj)), calculer
ẐLocaluj et insérer uj dans M ;

2. Insérer dans N les min {β, |M |} nœuds de M ayant le plus grand ẐLocalu ;

3. M = ∅;
Condition d’arrêt

Si N = ∅ Alors sélectionner le nœud qui génère le meilleur profit Ẑ et arrêter ;
Sinon, répéter la Phase Itérative ;

Figure 3.2 – L’algorithme LBS.

Entrée : Une instance FC2TDC ;

Sortie : Une solution approximative de valeur Best(L,W );

Initialisation
b
′

i = bi, i ∈ I ;
Résoudre U(L,W ) ;
M = ∅ ;
N = {u = ((L, 0), (L,W ))} ;

Phase Itérative
1. Pour chaque nœud u de N ;

(a) Brancher sur le nœud u et générer les nœuds fils de u en créant r bandes générales
différentes (L,wj), j ∈ J par la résolution de KP g(L,wj) ;

(b) Pour chaque bande (L,wj), j ∈ J , générer le nœud uj = ((L,W − wj), (L,wj)), calculer
ẐGlobaluj = ẐLocaluj + Uuj et insérer uj dans M ;

2. Calculer η = maxu∈M

{
ẐGlobalu

}
;

3. Pour chaque nœud u ∈M , calculer l’écart entre ẐLocalu et η ;
4. Insérer dans N les min {β, |M |} de M ayant le plus grand écart ;
5. M = ∅;

Condition d’arrêt
Si N = ∅ Alors sélectionner le nœud qui génère le meilleur profit Ẑ et arrêter ;
Sinon, répéter la Phase Itérative ;

Figure 3.3 – L’algorithme GBS.
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3.2.4.1 La borne supérieure

Une borne supérieure du profit génère par la découpe du sous-rectangle (L, y) est la solution

optimale du problème de sac-à-dos suivant :

U(L,y) = max
{∑
j∈J

fgwj (L)tj
∣∣∣∑
j∈J

wjtj ≤ y, tj ∈ N, j ∈ J
}

où fgwj est le profit de la bande générale optimale (L,wj) obtenue par la résolution du problème

de sac-à-dos KP g(L,wj), avec b
′

i = bi − vi, vi est le nombre d’apparitions de la pièce du type i dans

la solution réalisable correspondant à la bande (L,W − y). L’entier tj est le nombre d’apparitions

de la bande générale (L,wj) dans (L,W ).

La résolution du précédent problème de sac-à-dos avec y = W par la programmation dynamique

permet de calculer les bornes supérieures de tous les sous-rectangles possibles (L, y), avec y =

1, ...,W ; par conséquence, le calcul de U(L,y) se fait une seule fois sur le nœud racine avec b
′

i = bi et

sa valeur sera utilisée pendant le développement de l’arborescence. Ce principe permet de calculer

à l’avance, toutes les bornes supérieures des sous-rectangles.

3.2.4.2 Réduction de l’espace de recherche

Afin de réduire l’espace de recherche, On néglige chaque nouveau nœud u = ((L,W −y), (L, y))

de M avec :

ẐGlobalu = ẐLocalu + U(L,y) ≤ Z∗

avec Z∗ la meilleure solution réalisable courante.

3.2.4.3 Filtrage des nœuds

Afin de sélectionner les nœuds élites, on définit pour l’ensemble M , le sous ensemble η avec

η = maxu∈M

{
ẐGlobalu

}
Pour chaque nœud u ∈M , on calcule l’écart entre ẐLocalu et η, on sélectionne, ensuite min {β, |M |}
ayant le plus grand écart. Dans le cas où plusieurs nœuds de M gérèrent les mêmes écarts, on

sélectionne le nœud ayant le plus grand ẐLocalu .

L’écart entre ẐLocalu et η est calculé par l’équation suivante : Dev = 100 Ẑ
Local
u −η
ẐLocalu

3.2.4.4 Solution initiale

GBS démarre généralement sans solution initiale, cependant, afin d’améliorer la séparation et

l’évaluation, tout spécialement dans le cas de stratégies en meilleur d’abord, GBS démarre avec la

solution obtenue par LBS avec β = 1.

3.2.4.5 Exemple

La figure 3.4 illustre un exemple de construction d’une solution réalisable avec GBS. La figure

3.4.(a) montre l’ensemble des pièces à placer dans le rectangle initial présenté dans la figure 3.4.(b).

Dans le cas où la largeur du faisceau β = 1, le noeud (1) (voir la figure 3.4.(c)) sera sélectionné pour
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Figure 3.4 – Exemple de résolution GBS.

le développement, ce noeud correspond à la bande (1) présentée dans la figure 3.4.(d) de hauteur

w1 = 30 est d’une largeur l1 = 93. Comme mentionné précédemment, cette bande est obtenue

par la résolution d’un problème de sac à dos d’une capacité égale à la largeur du rectangle initial.

La solution réalisable courante, dans ce stade du développement est égale à la somme des profits

générés par les pièces placées dans la bande (32 + 4 + 12 + 4 + 9).

Le chemin dans l’arbre de recherche représenté par les nœuds (1,1-2 et 1-2-2) correspond, ainsi à

la solution réalisable présentée dans la figure 3.4.(d). Cette solution correspond à la superposition

de 3 bandes optimales. La fonction d’évaluation est utilisée à chaque niveau pour sélectionner la

bande (le nœud) élite qui va favoriser la qualité de la solution réalisable finale.

3.3 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue la performance des algorithmes proposés sur 42 instances, clas-

sées dans la littérature comme moyennes et larges. Toutes les approches ont été codées en C++

et testées sur un pentium centrino 2.8 GHZ et 512 Méga octets de mémoire centrale (Nous avons

limité les temps d’exécutions à 600 secondes).
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3.3.1 Les instances

Les instances traitées, consistent en (i) 20 instances non-pondérées (∀i ∈ I, ci = liwi) et (ii)

22 autres instances pondérées (∀i ∈ I, ci 6= liwi). Chaque instance est traitée en horizontale (la

première découpe est horizontale) et en verticale (la première découpe est verticale).

Les 20 instances de taille moyenne sont extraites de Alvarez-Valdes et al [67], les solutions opti-

males de ces instances sont connues et sont rapportées dans le même article. Dix de ces instances

sont non-pondérées (APT30,...,APT39) et les dix autres sont pondérées (APT40,. . . ,APT49). La

table 3.1, présente la dimension du rectangle initial (L,W ), le nombre de type de pièces n et l’opti-

mum de chaque instance pour une première découpe horizontale (OptH) et une première découpe

verticale (OptV ). Les instances pondérées (respectivement non-pondérées) sont signalées par P

(respectivement S)

Nous avons également considéré 22 instances larges. Les dix premières instances sont pondérées

(Nice25,. . . , Nice500, Path25,. . . , Path500) et ont été extraites de (Alvarez-Valdes et al [67]),

dix autres instances (Nice25P,. . . , Nice500P, Path25P,. . . , Path500P) ont été obtenues par une

transformation des 10 premières en instances non-pondérées ; enfin, les deux dernières (Nice1000P,

Path1000P) sont de très grandes instances contenant 1000 pièces. On note que l’optimum de la

pluspart de ces instances n’est pas connu. La table 3.2, présente la dimension du rectangle initial

L,W , le nombre de type de pièces de chaque instance n et l’optimum de l’instance s’il existe (le

signe * signifie que l’optimum de l’instance n’est pas connu).

Inst Type L W n OptH OptV

ATP30 P 927 152 38 140168 140197

ATP31 P 856 964 51 820260 821073

ATP32 P 307 124 56 37880 37973

ATP33 P 241 983 44 235580 234670

ATP34 P 795 456 27 356159 357741

ATP35 P 960 649 29 614429 614336

ATP36 P 537 244 28 129262 128814

ATP37 P 440 881 43 384478 385811

ATP38 P 731 358 40 259070 259137

ATP39 P 538 501 33 266135 266378

ATP40 S 683 138 46 63945 65584

ATP41 S 837 367 36 202305 196559

ATP42 S 167 291 59 32589 33012

ATP43 S 362 917 49 208998 212062

ATP44 S 223 496 39 70940 69784

ATP45 S 188 578 33 74205 69988

ATP46 S 416 514 42 146402 147021

ATP47 S 393 554 43 144317 142935

ATP48 S 931 254 34 165428 162458

ATP49 S 759 449 25 206965 211784

Table 3.1 – Instances moyennes

3.3.2 Objectifs

Nous nous somme fixés plusieurs objectifs à travers ces simulations. Le premier objectif est

d’identifier le niveau β qui fait un bon compromis entre la qualité des solutions et le temps d’exé-

cution. Évidemment, augmenter la largeur du faisceau β améliore toujours la valeur de la fonction

objectif, mais fait augmenter le temps de résolution. Le deuxième objectif est d’analyser l’effet de
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DÉCOUPE À DEUX DIMENSIONS

Inst Type L W n OptH OptV

nice25 S 1000 1000 25 860829 834157

nice50 S 1000 1000 50 * *

nice100 S 1000 1000 100 * *

nice200 S 1000 1000 200 * *

nice500 S 1000 1000 500 * *

path25 S 1000 1000 25 892765 699707

path50 S 1000 1000 50 750215 924908

path100 S 1000 1000 100 * 754753

path200 S 1000 1000 200 * *

path500 S 1000 1000 500 * *

nice25P P 1000 1000 25 441993 428662

nice50P P 1000 1000 50 * *

nice100P P 1000 1000 100 * *

nice200P P 1000 1000 200 * *

nice500P P 1000 1000 500 * *

nice1000P P 1000 1000 1000 * *

path25P P 1000 1000 25 441993 356088

path50P P 1000 1000 50 * 487447

path100P P 1000 1000 100 * 386033

path200P P 1000 1000 200 * *

path500P P 1000 1000 500 * *

path1000P P 1000 1000 1000 * *

Table 3.2 – Instances larges

la stratégie de parcours (par meilleur d’abord ou par profondeur d’abord) sur les performances

des algorithmes. Notre troisième objectif est d’évaluer l’influence de la fonction d’évaluation sur

la qualité des solutions obtenues et le temps de résolution en comparant les solutions obtenues

par LBS et GBS, aux solutions optimales (si elles sont connues) et les résultats obtenus par des

heuristiques de la littérature.

Pour analyser ces quatre aspects, nous avons considéré différents niveaux β. Nous avons traité

chaque instance avec le niveau considéré en utilisant LBSPβ (LBS avec un parcours en profondeur

d’abord), LBSMβ (LBS avec un parcours en meilleur d’abord), GBSPβ (GBS avec un parcours en

profondeur d’abord), GBSMβ (GBS avec un parcours en meilleur d’abord).

3.3.3 Premier groupe d’instances

Notre étude a commencé par les instances de tailles moyennes. Les trois dernières colonnes

de la table 3.3, présentent le nombre d’instances résolues à l’optimum (NOpt), la moyenne du

pourcentage de déviation par rapport à l’optimum (Dev) et la moyenne des temps de résolution en

seconde (AvT ). Le pourcentage de déviation Dev d’une solution z∗ par rapport à l’optimum Opt

est calculé par l’équation Dev = 100Opt−z
∗

Opt .

L’analyse de la table 3.3 indique que le pourcentage de déviation de GBSM2 et GBSP2 est

tellement satisfaisant qu’il n’est pas nécessaire d’augmenter la largeur du faisceau β ; par ailleurs,

l’augmentation de β permet d’améliorer la qualité des solutions de LBS.

Le temps de résolution de LBS et GBS avec une stratégie de recherche en meilleur d’abord est

plus court que son correspondant avec une stratégie en profondeur d’abord. GBSP2 consomme en

moyenne 0.2 secondes pour trouver l’optimum sur toutes les instances avec une première découpe

horizontale ou verticale. GBSP2 trouve la solution optimale de 38 instances sur les 40 traitées.
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Recherche par faisceaux locale : LBS Recherche par faisceaux globale : GBS

LBSMβ LBSPβ GBSMβ GBSPβ

β = 1 β = 2 β = 3 β = 1 β = 2 β = 3 β = 1 β = 2 β = 1 β = 2

NOpt 2 2 5 2 4 8 7 37 7 40

Dev 7.40 5.29 4.97 7.40 5.03 4.00 1.99 0.01 1.99 0

Av.T 0.01 0.01 0.02 0.01 0.03 0.05 0.01 0.01 0.01 0.20

Table 3.3 – Résultats numériques de LBS et GBS avec δ = 1, 2 et 3, en utilisant les stratégies de recherche en profondeur

d’abord et meilleur d’abord sur les instances de taille moyenne.

GBSP2 donne de meilleures solutions que GBSM2 mais nécessite plus de temps d’exécution (0.20

versus 0.01 en moyenne). En général, la stratégie de recherche en profondeur d’abord est plus lente

que la recherche par meilleur d’abord.

L’exécution de LBS avec β ≥ 4 est visiblement non intéressante, car le temps de résolution

devient supérieur au temps nécessaire à GBS2 sans aucune amélioration de la qualité des solutions.

Cette conclusion met en évidence l’importance de la fonction d’évaluation globale dans la recherche

par faisceaux. Une bonne fonction d’évaluation, fait une évaluation non seulement de la solution

locale mais aussi de l’influence de cette solution dans la solution finale. Cependant les résultats

de LBS2 peuvent être utilisés comme solutions de départ pour GBS. L’échec de LBS2 peut être

interprété par l’existence de maxima locaux dans l’espace de recherche.

Nous avons également comparé les performances des algorithmes proposés avec les performances

de HESGAb et PR. La table 3.4 rapporte les solutions optimales des instances (Opt), ainsi que la

déviation de l’optimum des solutions produites par HESGAb, PR, LBS et GBS. Table 3.4 montre

clairement que LBS est moins performant que HESGAb et PR mais GBSP2 et GBSM2 sont plus

performants que HESGAb et PR en termes de qualité des solutions produites et du temps de

résolution.

En conclusion, la stratégie de recherche en profondeur peut être considérée comme une stratégie

de recherche efficace car elle produit de meilleures solutions en explorant un plus grand espace de

recherche. Cependant cette stratégie est consommatrice en temps de calcul.

3.3.4 Deuxième groupe d’instances

Afin de tester la performance de nos algorithmes sur des grandes instances, nous avons comparé

les résultats de LBS et GBS aux meilleures bornes inférieures qui existent dans la littérature pour

ces instances, notamment, le solver Cplex V9, PR, HESGAb.

Les solutions du solveur Cplex, ont été obtenues en utilisant le modèle de programmation

linéaire M1 (Lodi et Monaci [3]) présenté dans le chapitre 2 et en limitant le temps d’exécution

à 3000 secondes sur un pentium IV 2,8 GHz (comme ce qui a été décrit dans Alvarez-Valdes et

al [67]). Les solutions de PR ont été obtenues par Alvarez-Valdés sur un pentium IV 2,8 GHz,

en limitant le temps d’exécution de PR à 600 secondes. Enfin, les solutions de HESGAb ont été

obtenues sur un Pentium centrino avec 2.8 GHZ et 512 Méga octets de mémoire centrale.

La table 3.5 résume les résultats obtenus par Cplex, HESGAb, PR, LBS et GBS, la colonne
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Table 3.4 – Résultats numériques de LBS avec β = 1, 2, 3, 4 et 6, GBS, avec β = 1 et 2 ; utilisant les stratégies de recherche
en profondeur d’abord et meilleur d’abord pour une première découpe horizontale et une première découpe verticale.
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Table 3.5 – Résultats numériques de LBSMβ et GBSMβ avec β = 2 et 4 ; utilisant les stratégies de recherche en meilleur d’abord

pour une première découpe horizontale et une première découpe vertical.
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2 de la table 3.5 donne, la solution optimale de l’instance ; si elle est connue, sinon elle exprime

la meilleure solution obtenue par un des algorithmes (les instances dont la solution optimale n’est

pas connue sont signalées par ∗). La colonne 3 exprime la déviation entre la solution obtenue et la

meilleure solution entière réalisable obtenue par Cplex. La colonne 4 exprime la différence entre la

solution obtenue et la solution obtenue par HESGAb. Les colonnes 5 et 6 rapportent la déviation

de la solution obtenue par PR par rapport à la meilleure solution, ainsi que le temps de calcul.

Les colonnes 7, 9, 11, 8,10 et 12 présentent la déviation de la solution obtenue par LBSMβ (avec

β = 2, 4, 6) par rapport à la meilleure solution, ainsi que le temps de résolution correspondant. Les

colonnes 13, 15, 14 et 16 rapportent la déviation de la solution obtenue par GBSMβ (avec β = 2 et

β = 4) par rapport à la meilleure solution et les temps de résolution.

Les trois dernières lignes de la table 3.5, résument le nombre de fois que l’algorithme a trouvé

l’optimum, s’il est connu ou le nombre d’améliorations effectuées (Optima/Best), la moyenne de

déviation (Av.Dev) et la moyenne du temps d’exécution (Av.cpu).

Généralement la qualité de la solution produite par LBS s’améliore quand on augmente la

largeur du faisceau, cependant, cela implique l’augmentation de la durée de traitement. Par consé-

quent, LBS ne peut pas être utilisée comme une heuristique standard pour des grandes instances.

En revanche, GBSM2 produit de meilleures solutions pour 7 instances, avec un temps de résolution

moyen de 6.08 secondes. Avec β = 4, GBSM4 produit la meilleure solution dans 36 cas (avec une

première découpe horizontale et verticale) dans un temps moyen de 9.21 secondes, Il est à noter

que GBSM4 améliore les solutions réalisables de seulement 8 instances. La déviation moyenne de

GBSM par rapport aux meilleures solutions connues est de 4, 46% pour β = 2 et 0.27% pour

β = 4 ; le temps de résolution moyen est de 6.08 secondes pour β = 2 et 9.21 secondes pour β = 4.

Le temps d’exécution moyen a augmenté à cause de la difficulté particulière de certaines instances.

La table 3.6 montre que GBSM2 améliore les résultats de LBSM6 dans 33 instances sur les 44

traitées (en incluant les deux positions de la première découpe) et obtient la même solution sur 7

instances. En outre, GBSM4 améliore les solutions obtenues par GBSM2 sur 38 instances sur 44. Ces

améliorations augmentent, évidemment, les durées de calcul (6.07 secondes pour GBSM2 pour 9.21

secondes pour GBSM4 ). On note que la comparaison des performances de GBSM et LBSM sur les

instances pondérées et non-pondérées reste inconcluant car pour quelques instances pondérées, la

résolution est plus efficace, alors qu’elle est plus difficile pour d’autres.

GBSM4 résout mieux que PR, HESGAb et Cplex avec un temps de résolution moyen largement

inférieurau temps donné par PR (108.56). GBSM4 améliore plus de solutions que PR (36) qui ne

produit la meilleure solution que dans 12 cas sur 44 traitées. GBSM4 produit une déviation inférieure

à celle de PR (0.27% pour GBSM4 et 1.87% pour PR).

Le temps de résolution moyen de HESGAb est de 30 secondes, sa déviation de la meilleure

solution est de 0.98% et il produit 11 meilleures solutions, cela rend GBSM4 meilleur que HESGAb.

GBSM4 résout mieux que Cplex en produisant de meilleures solutions (36 versus 21 sur 44) ,

une moindre déviation (0.27% versus 0.71%) et une meilleure performance en temps de résolution

(9.21 secondes versus 3000 secondes).
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Stratégie de recherche en meilleur d’abord

LBSMβ GBSMβ
β = 2 β = 4 β = 2 β = 2

Optima/Best 0 0 7 35

Av. Dev 19.08 12.60 4.46 0.27

Av. cpu 1.32 1.74 6.08 9.21

Table 3.6 – Résultats numériques de HESGA, PR, LBS et GBS. β est fixé à 2 dans LBS et GBS avec une stratégie de recherche

en meilleur d’abord.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une résolution approchée du problème de découpe

contraint à deux dimensions et à deux niveaux avec une nouvelle méthode de recherche par fais-

ceaux. Cette méthode est une méthode de séparation et évaluation qui explore un sous-ensemble

de nœuds à chaque niveau. Le choix des nœuds à explorer se fait en utilisant une fonction d’évalua-

tion nommée aussi, politique de filtrage. La partie expérimentale menée sur des instances moyennes

et larges a montré l’intérêt de cet opérateur et son influence directe sur la qualité des solutions

réalisables produites et du temps d’exécution.
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Au fil des années, la puissance de calcul disponible n’a cessé de crôıtre, ce qui a permis de mettre

eu point des heuristiques et métaheuristiques de plus en plus complexes. Depuis quelques années,

un nombre croissant de méthodes d’optimisation de la littérature proposent de faire coopérer plu-

sieurs heuristiques ou métaheuristiques. Actuellement, les coopérations s’effectuent aussi bien entre

heuristiques qu’entre métaheuristiques et méthodes exactes. Ces coopérations permettent d’obtenir

des méthodes d’optimisation efficaces sur des problèmes de plus en plus difficiles, et en particu-

lier sur les problèmes de découpe et de placement. L’intérêt de ces approches coopératives est de

permettre à différentes méthodes d’optimisation d’allier leurs atouts, dans le but d’améliorer les

performances globales obtenues par chacune d’elles. Actuellement, poussées par les performances

générales de tels algorithmes, un nombre croissant d’études proposent ce type d’approche pour

divers problèmes. Dans ce chapitre, nous proposons un schéma de coopération entre l’algorithme

GBS présenté dans le chapitre précédent et une méthode de remplissage. En effet, lors de l’op-

timisation d’un problème, deux buts sont contradictoires : l’amélioration des solutions existantes

2. Le contenu de ce chapitre est à parâıtre dans ”International Journal of Operational Research [47]”

et a fait l’objet d’une conférence internationale ”IEEE, SSSM, Service Systems and Service Management

[44]”
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(intensification) et la découverte de nouvelles régions de recherche (diversification).

L’idée principale de l’algorithme proposé est de faire coopérer l’algorithme GBS dans ses deux

variantes (stratégie de recherche en meilleur d’abord et en profondeur d’abord) avec une méthode

complémentaire qui va contribuer à la découverte de nouvelles régions dans l’espace de recherche

et diversifier, ainsi, les chemins développés par GBS. La méthode complémentaire va aussi contri-

buer au calcul d’une borne supérieure plus fine, qui va améliorer la performance de la stratégie de

recherche en profondeur d’abord de GBS sur de grandes instances.
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4.1 Quelques méthodes de remplissage

4.1.1 Motivation

Le but des procédures de remplissage est de sélectionner la meilleure bande optimale afin de

remplir un sous rectangle donné et en particulier le rectangle initial S. Concernant le problème

FC2TDC, nous avons décrit dans le chapitre 2 de cette thèse plusieurs méthodes qui réalisent

cette tâche et qui combinent plusieurs bandes optimales pour remplir un sous-rectangle (Hifi et

Roucairol [37], Hifi et M’Hallah [39], Alvarez-Valdes et al [67]). Toutes ces méthodes se basent sur

la génération de bandes générales optimales en modélisant sous forme de problème de sa-à-dos (voir

chapitre 2), cependant chaque méthode utilise une stratégie de remplissage différente.

4.1.2 Stratégies de remplissage

Dans la suite de cette section, on décrit le principe des stratégies mises en œuvre par ces

méthodes de remplissage.

La première stratégie, utilisée par Hifi et M’Hallah [39] et Hifi et Roucairol [37] est la construc-

tion d’un plan de découpe qui réalise la meilleure combinaison linéaire entre les hauteurs des bandes

considérées pour un sous-rectangle.

La deuxième stratégie,utilisée par Hifi et M’Hallah [39] génère l’ensemble des combinaisons

linéaires des hauteurs des bandes considérées pour un sous-rectangle et applique à chaque élément

de cet ensemble, les étapes suivantes :

(i) continuer la construction d’une solution sur les bandes déjà placées (L, y) en remplissant le

sous-rectangle (L,W − y) ;

(ii) définir à chaque placement d’une bande, un nouvel ensemble de bandes optimales par

l’application de SGP (voir section 2.2.1) ;

La troisième stratégie utilise le processus précédent et remplace l’étape (ii) par une procédure

BLP (voir section 2.2.4).

La quatrième stratégie considère une procédure constructive avec les étapes suivantes :

(i) placer une bande dans le sous-rectangle courant ;

(ii) réduire le sous-rectangle courant et mettre à jour les demandes des pièces ;

(iii) répéter les étapes précédentes (1 et 2) jusqu’à ce qu’aucune bande ne peut être placée ;

Pour cette stratégie, deux solutions sont possibles, la première consiste à construire les bandes

par une procédure BLP et la deuxième utilise la procédure SGP afin de construire des bandes

optimales.

La dernière stratégie est la méthode GRASP par bandes (voir section 2.2.4) proposée par

Alvarez-Valdes et al [67] qui est équivalente à la dernière stratégie avec une amélioration qui

consiste à parcourir la solution générée par la phase de construction, bande par bande, et tenter

de remplacer la bande par une ou plusieurs bandes.
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4.1.3 Une procédure de remplissage de base (BFP)

Dans cette section, on propose une procédure de remplissage qui permet de remplir un sous-

rectangle. Cette procédure peut être considérée comme une amélioration de la procédure proposée

par Hifi et M’Hallah [39]. Le principe de BFP 1 est le suivant : Soit w, w ≤ W , la hauteur du

sous-rectangle courant (L,w), r, r ≤ n le nombre de bandes optimales de hauteur wj ≤ w, Swj
l’ensemble de pièces de la bande (L,wj), où wj ≤ w et fwj (L) la valeur de la solution associée à la

bande (L,wj).

Le plan de découpe associé au sous-rectangle (L,w) de profit hL(w) est la solution optimale

du programme linéaire suivant :

(IPL,w) =



hL(W ) = max
r∑
j=1

fw(L)yi

s.c.
r∑
j=1

wjyj ≤ w

r∑
j=1

xijyj ≤ bi, i ∈ I

yj ≤ aj , yj ∈ N, j = 1, ..., r,

où xij représente le nombre d’occurrences de la ième pièce dans la jème bande de dimension (L,wj)

et

aj = min
{⌊wp

wj

⌋
,mini∈fwj

⌊
bi
xij

⌋
avec xij > 0

}
Le problème IPL,w étant NB-difficile, on le résout par la procédure d’approximation suivante :

1. Mettre brestei = bi,où brestei représente le reste des demandes de la pièce i.

2. Sélectionner la bande réalisable k avec le plus grand profit selon l’équation suivante :

fwk(L)∑
i∈Swk

xij
= maxj=1,...,s

{
fwj(L)∑
i∈Swk

xij

}
avec s, s ≤ r le nombre de bandes non placées.

3. Placer la bande K dans S.

4. Pour chaque pièce i dans la bande k, si brestei ≤ xij , alors réduire le nombre de pièce de type

i dans la bande k à brestei et mettre xij = brestei

5. Mettre à jour les demandes de toutes les pièces i de la bande k, cela signifie brestei = brestei −
xij ; supprimer les pièces ayant une demande nulle dans les futures constructions.

6. Réordonner les pièces dans k dans un ordre décroissant des hauteurs

7. Remplir les régions restantes de la bande k en utilisant la procédure Bottom-left-guillotine

procedure (BLGP)

8. Mettre à jour le reste de la hauteur du rectangle initial S ; W = W − wk
9. S’il existe brestei > 0, i ∈ I et wi ≤W , alors

(a) Si toutes les bandes sont considérées, alors répéter BLGP sur le reste du sous-rectangle

(b) Sinon aller à l’étape 2

1. Basic Filling Procedure
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Figure 4.1 – Processus BLGP.

4.1.4 Une procédure de résolution complémentaire (BLGP)

BLGP 2 3 est une méthode gloutonne qui remplit une bande en utilisant les pièces ayant des

demandes positives. Pour comprendre comment BLGP procède, on considère la bande générale

(L,w) de la figure 4.1.(a). La première phase de BLGP supprime les pièces qui violent la contrainte

sur les demandes ( 4.1.(b)). La deuxième phase remplit la région générée par la première phase, le

résultat de la suppression des régions 1 et 2 dans 4.1.(c) est représentée par la région 3 de la figure

4.1.(d). Afin que la deuxième phase remplit la région 3, elle procède à quelques décalages des pièces

de la bande et remplit la partie de la bande (L−L′, y) par la résolution du problème de sac-à-dos

suivant :

max
{ ∑
i∈Sy

cizi

∣∣∣ ∑
i∈Sy

lizi ≤ L− L
′
, xi ≤ brestei , xi ∈ N, i ∈ Sy

}
,

oú Sy = p|(lp, wp) ≤ (L,L′, y), p ∈ I.
Naturellement BLGP peut être utilisé comme heuristique sur le rectangle initial S.

4.2 Coopération entre GBS et BFP

L’algorithme coopératif qu’on propose combine l’algorithme GBS (présenté dans le chapitre

précédent) et la procédure de remplissage BFP (présentée dans la section 4.1.3) Comme présenté

dans le chapitre précédent, un nœud u est représenté par deux sous-rectangles ((L,W − y), (L, y)),

où (L,W − y) est la solution réalisable locale et (L, y) le sous-rectangle à compléter. En d’autres

termes, le sous-rectangle (L,W − y) est déjà remplie par GBS alors que (L, y) reste à remplir par

les prochains développements (branchements) de GBS.

L’algorithme coopératif utilise une fonction d’évaluation qui combine trois solutions, comme

suite :

Soit w une découpe horizontale sur le sous-rectangle complémentaire (L, y), avec w ≤ Y et w ∈

2. Bottom Left Guillotine Procedure

3. Cette méthode a été présenté lors de la Conférence scientifique conjointe en Recherche Opérationnelle

et Aide à la Décision, −FRANCOROV/ROADEF2007− [46]
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w1, ..., wn. Soit v = ((L,W−y+w), (L, Y−w)) un des nœuds résultat de cette découpe. L’algorithme

coopératif combine les trois points suivants sur le nœud v.

1. ẐLocalv la valeur de la solution réalisable du sous-rectangle (L,W − y + w).

2. BFP(L,Y−w) une solution réalisable complémentaire du rectangle initial S.

3. U (L,y) une borne supérieure du sous-rectangle complémentaire (L, y − w).

4.3 L’algorithme CGBS

Comme décrit dans la section précédente, l’algorithme coopératif (CGBS 4) est un algorithme

de recherche en faisceaux avec une nouvelle fonction d’évaluation. la fonction d’évaluation de GBS

est enrichie par les constructions de la procédure BFP. Dans cette section, on présente le mécanisme

de construction des nœuds et comment CGBS gère et réduit son espace de recherche.

4.3.1 Mécanisme de construction des nœuds

En se basant sur le principe de construction de bandes optimales, on propose de généraliser

ce principe sur toutes les bandes. Cela est possible en utilisant le principe de la programmation

dynamique.

Supposons que la bande (L,w) est placée dans (L, Y ), avec w ≤ Y , w ∈ w1, ..., wn et (L,w) est

construite suivant la solution optimale de BKg
L,w. Le nouveau nœud crée peut être présenté par la

paire de sous-rectangles ((L,W − Y + w), (L, Y − w)) avec w = w1, ..., ws et s ≤ n.

Avant de développer le nœud précédent, noté u = ((L,W − Y + w), (L, Y − w)), CGBS applique

les étapes suivantes :

1. Mettre à jour les demandes résiduelles de toutes les pièces i, i ∈ I.

2. Générer s, (s ≤ n) bandes générales par la résolution du problème BKg
L,w par programmation

dynamique en utilisant les demandes mises à jour (on rappelle que s représente le nombre

de pièces qui constituent le sous-rectangle (L, Y )).

3. Pour chaque bande (L,wp), p = 1, ..., s obtenue

(a) Placer la bande dans le sous-rectangle (L, Y ) ;

(b) Obtenir un nouveau nœud v = ((L,W − Y + wp), (L, Y − wp)) ;

(c) Effectuer une sélection (en utilisant la largeur du faisceau β) et la borne supérieure du

sous-rectangle complémentaire (L, Y − wp) ;

(d) Appliquer BFP à (L, Y − wp) et mettre à jour la valeur du nœud v.

(e) Utiliser la valeur de la solution réalisable locale de l’étape 3d pour insérer les nœuds de

la liste globale.

On rappelle que la borne supérieure globale utilisée dans l’étape 3c (pour chaque sous-rectangle

(L,α), α = 0, . . . ,W ) se calcule en se basant sur la solution du problème de sac-à-dos borné suivant :

BK(L,α) =
{
max

s∑
j=1

fwj (L)zj ≤ α
∣∣∣ s∑
j=1

wizj ≤ α, zj ≤ bj , j = 1, ..., s
}
,

4. Cooperative Global Beam Search
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où fwj (L) est le profit génère par la bande (L,wj), zj est le nombre d’occurrences de la bande

(L,α). La valeur U (L,y) est obtenue par la résolution du problème BK(L,α) précédent avec α = W .

Comme nous avons noté dans le chapitre précédent, la résolution du problème BK(L,W ) per-

met de calculer les bornes supérieures U (L,α) de tous les sous-rectangles possibles (L,α), avec

α = 0, 1, ...,W .

On constate également que la procédure proposée utilise une borne supérieure du chemin cou-

rant, qui peut être transmise du nœud courant à ses successeurs. Obtenir cette borne est très

intéressant car elle peut être meilleure que la borne globale. Cependant le calcul de cette borne

nécessite la résolution du problème BK(L,α) (en utilisant la programmation dynamique ou même

une procédure de séparation et évaluation). Dans ce cas, la mise à jour des demandes résiduelles

des pièces est nécessaire et la valeur de la hauteur α doit être positionnée à (Y,wp).

4.3.2 Gestion du processus de recherche

Afin d’accélérer le processus de recherche, nous avons introduit deux stratégies. La première

stratégie troncature l’espace de recherche et la deuxième est appliquée dans la sélection des meilleurs

chemins à travers les nœuds élites.

4.3.2.1 Réduction de l’espace de recherche

Afin de réduire l’espace de recherche, On néglige chaque nouveau nœud u = ((L,W −y), (L, y))

de B avec :

ẐGlobalu = ẐLocalu + U (L,y) ≤ Z∗ (4.1)

avec Z∗ la meilleure solution réalisable courante.

4.3.2.2 Section des nœuds

Afin de sélectionner les nœuds élites, on définit pour l’ensemble B, le sous-ensemble η avec

η = maxu∈B

{
ẐGlobalu

}
(4.2)

Pour chaque nœud u ∈ η, on calcule l’écart entre ẐGlobalu et η, on sélectionne, ensuite,min {β, |M |}
ayant le plus grand écart. Dans le cas où plusieurs nœuds de η gérèrent les mêmes écarts, on sélec-

tionne le nœud ayant le plus grand ẐLocalu .

L’écart entre ẐGlobalu et η est calculé par l’équation suivante : Dev = 100 Ẑ
Global
u −η
ẐGlobalu

4.3.3 L’algorithme CGBS

La figure 4.2 décrit les étapes principales de CGBS appliquées au FC2TDC, CGBS est composé

de trois phases principales. La phase d’initialisation, dans laquelle l’algorithme génère toutes les

bandes générales par la résolution du problème de sac-à-dos KP g(L,wj) (voir chapitre 3). Dans cette

phase, l’algorithme calcule, aussi, une solution réalisable de départ z∗ qui correspond à la résolution
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de IP(L,W ) sur le nœud racine.

On note qu’on peut appliquer aussi BLGP sur le rectangle initial S et considérer la meilleure des

deux solutions comme solution de départ. Les phases itératives qui opèrent à chaque nœud sont

composées de trois étapes :

1. La première étape sert à générer toutes les bandes générales valides sur le nœud (toutes les

bandes ayant des hauteurs inférieures ou égales à Y associées à un nœud u).

2. La deuxième étape répète des sélections des nœuds de l’ensemble B et (a) procède à une

évaluation globale du nœud et au calcul de la borne supérieure, ainsi qu’à une solution

complémentaire. (b) met à jour les nœuds élites et (c) troncature les nœuds ayant une

estimation inférieure ou égale à z∗.

3. La dernière étape sert à contrôler la convergence de l’algorithme coopératif.

4.4 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue la performance de l’algorithme proposé sur 48 instances, classées

dans la littérature comme moyennes, larges et extra-larges. Nous avons codé et testé toutes les

approches en C++ sur un pentium centrino 2.8 GHZ et 512 Méga octets de mémoire centrale

(Nous avons limité le temps d’exécution à 600 secondes).

4.4.1 Les instances

En plus des instances traitées dans le chapitre précédent, nous avons traité 6 nouvelles instances,

considérées extra-larges (ces instances ont été extraites de Hifi et M’Hallah [39]. De la même

manière, chaque instance est traitée en horizontale (la première découpe est horizontale) et en

verticale (la première découpe est verticale). La table 4.1, présente la dimension du rectangle

initial L,W et le nombre de types de pièces de chaque nouvelle instance n. On notre que l’optimum

de ces instances n’est pas connu.

Inst Type L W n OptH OptV

LU1 S 927 964 89 * *

LU2 S 927 983 133 * *

LU3 S 1019 1005 127 * *

LW1 P 1007 1009 125 * *

LW2 P 1104 1097 110 * *

LW3 P 1159 1150 121 * *

Table 4.1 – Instances extra-larges

4.4.2 Objectifs

L’algorithme CGBS requiert deux décisions : (i)la valeur β associée à la recherche en faisceaux

et (ii) la fréquence du calcul de la borne supérieure γ.

Dans le but de garder le même degré de comparaison, nous avons lancé les deux algorithmes (GBS

et CGBS) avec les même paramètres β et afin de mesurer l’influence du paramètre γ, nous avons

également considéré le même ensemble de fréquences de calcul de la borne supérieure pour chaque
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Entrée : Une instance FC2TDC.

Sortie : Une solution approximative de valeur Best(L,W ).

Phase 1 : Initialisation

- Poser B =
{

((L, 0), (L,W ))
}

et Bδ = ∅ ;

- Générer toutes les bandes générales valides qui correspondent au rectangle initial (L,W ), par la

résolution du problème BKg
L,wn

(et/ou BLGP) ;

- Poser z∗ = hL(W ), où hL(W ) est la valeur de la solution de IP(L,W ) ;

Phase 2 : Phase Iterative

- Sélectionner de B un nœud µ =
{

(L,W − Y ), (L, Y )
}

en utilisant la stratégie de recherche

meilleur d’abord ou profondeur d’abord ;

1. Brancher sur µ et générer les bandes générales valides qui correspondent à la solution de

BKg
L,ws

, où ws présente la plus grande pièce (avec le plus grand index) capable d’entrer dans

le sous-rectangle (L, Y ) ;

2. Pour chaque nouveau nœud génère ν =
(

(L,W − Y − ω), (L, Y + ω)
)
, ω = w1, . . . , ws, ;

(a) Procéder à une évaluation globale basée sur la borne supérieure et la valeur de la solution

obtenue par BFP ;

(b) Mettre à jour la meilleure solution courante comme suivant :

z∗ = max
{
z∗, ẑLocalν +BFPν

}
;

(c) Insérer le nœud crée ν dans Bδ si z∗ < Uν + ẑLocalν ;

Ignorer ν sinon ;

3. Phase de sélection :

(a) Effectuer un filtrage des bandes générées par l’application de l’équation (4.1), soit Bδ
l’ensemble des nœud élites produit ;

(b) Insérer les min{ρ, |Bδ|} meilleurs nœuds −correspondent au sous-rectangle complémen-

taire − de Bδ dans B, qui réalisent la meilleures évaluation selon l’équation (4.2) ;

- Supprimer le nœud µ de B et réduire l’ensemble Bδ à un ensemble vide ;

Phase 3 : Condition d’arrêt

Si B = ∅, Arrêter ; sinon répéter la Phase itérative ;

Figure 4.2 – Un algorithme coopératif algorithme pour FC2TDC.

algorithme γ ∈ 0, 1, 2, 3. La valeur 0 signifie que la calcul de la borne supérieure se fait uniquement

sur le nœud racine (au début de l’algorithme). La valeur 1 (respectivement 2 et 3) signifie que la

programmation dynamique est lancée au début de l’algorithme et lorsque un nœud (v) atteint la

moitié (respectivement le tiers et le quart) de W (La hauteur du rectangle initial).
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4.4.3 Premier groupe d’instances

Nous avons commencé notre étude sur l’ensemble de 20 instances extraites de Alvarez-Valdes

et al [67]. Les solutions optimales de ces instances sont connues et sont rapportées dans le même

article. Dix de ces instances sont non-pondérées (APT30,...,APT39) et les dix autres sont pondérées

(APT40,. . . ,APT49).

Nous avons lancé les deux algorithmes sur les instances moyennes en considérant β ∈ 1, 2, les deux

stratégies de recherche (en profondeur d’abord et en meilleur d’abord) et en fixant la fréquence

γ = 1.

Les trois dernières colonnes de la table 4.2, présentent le nombre d’instances résolues à l’optimum

(NOpt), la moyenne du pourcentage de déviation par rapport à la l’optimum (Dev) et la moyenne

du temps de résolution en seconde (AvT ). Le pourcentage de déviation Dev d’une solution z∗ par

rapport à l’optimum Opt est calculé par l’équation Dev = 100Opt−z
∗

Opt .

GBS CGBS

meilleur d’abord profondeur d’abord meilleur d’abord profondeur d’abord

β = 1 β = 2 β = 1 β = 2 β = 1 β = 2 β = 1 β = 2

NOpt 7 38 7 40 7 40 7 40

Dev 2.26 0.05 2.26 0.00 2.26 0.00 2.26 0.00

AvT 0.01 0.01 0.01 0.2 0.01 0.01 0.01 0.1

Table 4.2 – Performance de CGBS et GBS sur les instances moyennes.

L’analyse de la table 4.2 indique que les deux algorithmes avec les deux stratégies de recherche

obtiennent des résultats tellement satisfaisants qu’il n’est pas nécessaire d’augmenter la largeur du

faisceau β (Nous avons utilisé le symbole ◦ lorsqu’un algorithme produit la meilleure solution).

On observe à travers la table 4.2, que GBS (respectivement CGBS) avec la stratégie de recherche

en profondeur d’abord nécessite 0.2 (respectivement 0.1) secondes pour produire la solution finale.

Le temps de résolution avec la stratégie de recherche en meilleur d’abord est moins important (On

note APβ l’algorithme utilisant une stratégie de recherche en profondeur d’abord avec une largeur

β et AMβ l’algorithme utilisant une stratégie de recherche en meilleur d’abord avec une largeur β).

On remarque également que :

– GBSP2 et CGBSP2 produisent le même nombre de solutions optimales, mais CGBSP2 est

plus rapide que GBSP2 (0.2 secondes pour 0.1 secondes).

– CGBSM2 produit plus de solutions optimales que GBSM2 (38/40 pour 40/40 instances), mais

le temps de résolution est le même pour les deux algorithmes (0.01 secondes).

La table 4.3 rapporte le détail des résultats obtenus par les algorithmes PR, GBS et CGBS sur

les instances moyennes.

4.4.4 Deuxième groupe d’instances

Le deuxième groupe d’instances est composé de deux ensembles, les dix premières instances

sont pondérées (Nice25,. . . , Nice500, Path25,. . . , Path500) et ont été extraites de Alvarez-Valdes et

al [67], dix autres instances (Nice25P,. . . , Nice500P, Path25P,. . . , Path500P) ont été obtenues par

une transformation des 10 premières instances en instances non-pondérées et finalement les deux

dernières (Nice1000P, Path1000P) sont de très grandes instances contenant 1000 pièces. La solution
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GBS CGBS

GBSMβ GBSPβ CGBSMβ CGBSPβ
#Inst Opt PR β = 1 β = 2 β = 1 β = 2 β = 1 β = 2 β = 1 β = 2

Horizontale

ATP30 140168 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP31 820260 813935 819472 819472 819472 ◦ 819472 ◦ 819472 ◦
ATP32 37880 37793 37797 37797 37797 ◦ 37797 ◦ 37797 ◦
ATP33 235580 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP34 356159 355660 353606 ◦ 353606 ◦ 353606 ◦ 353606 ◦
ATP35 614429 612082 609732 ◦ 609732 ◦ 609732 ◦ 609732 ◦
ATP36 129262 ◦ 128651 ◦ 128651 ◦ 128651 ◦ 128651 ◦
ATP37 384478 ◦ 381167 ◦ 381167 ◦ 381167 ◦ 381167 ◦
ATP38 259070 258819 258014 ◦ 258014 ◦ 258014 ◦ 258014 ◦
ATP39 266135 ◦ 260382 ◦ 260382 ◦ 260382 ◦ 260382 ◦
ATP40 63945 ◦ 62956 ◦ 62956 ◦ 62956 ◦ 62956 ◦
ATP41 202305 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP42 32589 ◦ 32112 ◦ 32112 ◦ 32112 ◦ 32112 ◦
ATP43 208998 ◦ 205301 ◦ 205301 ◦ 205301 ◦ 205301 ◦
ATP44 70940 70901 68472 ◦ 68472 ◦ 68472 ◦ 68472 ◦
ATP45 74205 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP46 146402 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP47 144317 ◦ 140638 ◦ 140638 ◦ 140638 ◦ 140638 ◦
ATP48 165428 ◦ 162182 ◦ 162182 ◦ 162182 ◦ 162182 ◦
ATP49 206965 ◦ 201939 ◦ 201939 ◦ 201939 ◦ 201939 ◦
Verticale

ATP30 140197 140067 140007 ◦ 140007 ◦ 140007 ◦ 140007 ◦
ATP31 821073 812553 812280 ◦ 812280 ◦ 812280 ◦ 812280 ◦
ATP32 37973 ◦ 37654 ◦ 37654 ◦ 37654 ◦ 37654 ◦
ATP33 234670 234670 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP34 357741 355571 336209 ◦ 336209 ◦ 336209 ◦ 336209 ◦
ATP35 614336 605959 596343 ◦ 596343 ◦ 596343 ◦ 596343 ◦
ATP36 128814 128362 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ATP37 385811 385164 382689 ◦ 382689 ◦ 382689 ◦ 382689 ◦
ATP38 259137 ◦ 256192 ◦ 256192 ◦ 256192 ◦ 256192 ◦
ATP39 266378 265507 263390 ◦ 263390 ◦ 263390 ◦ 263390 ◦
ATP40 65584 ◦ 60592 ◦ 60592 ◦ 60592 ◦ 60592 ◦
ATP41 196559 ◦ 195194 ◦ 195194 ◦ 195194 ◦ 195194 ◦
ATP42 33012 ◦ 32189 ◦ 32189 ◦ 32189 ◦ 32189 ◦
ATP43 212062 ◦ 193115 ◦ 193115 ◦ 193115 ◦ 193115 ◦
ATP44 69784 ◦ 67639 ◦ 67639 ◦ 67639 ◦ 67639 ◦
ATP45 69988 69989 61863 ◦ 61863 ◦ 61863 ◦ 61863 ◦
ATP46 147021 ◦ 141064 ◦ 141064 ◦ 141064 ◦ 141064 ◦
ATP47 142935 ◦ 142256 ◦ 142256 ◦ 142256 ◦ 142256 ◦
ATP48 162458 ◦ 154737 ◦ 154737 ◦ 154737 ◦ 154737 ◦
ATP49 211784 ◦ 210169 ◦ 210169 ◦ 210169 ◦ 210169 ◦
Av. T 1.26 0.01 0.01 0.01 0.2 0.01 0.01 0.01 0.1

Table 4.3 – Résultats numériques de PR, GBS et CGBS avec β ∈ {1, 2}, utilisant les stratégies de recherche en profondeur

d’abord et meilleur d’abord pour une première découpe horizontale et une première découpe verticale.
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optimale de la plupart de ces instance, n’est pas connue, par conséquent, nous avons comparé les

résultats de GBS et CGBS aux meilleures bornes inférieures qui existent dans la littérature pour

ces instances, notamment, le solver Cplex V9, PR, HESGAb.

Les solutions du solveur Cplex, ont été obtenues en utilisant le modèle de programmation

linéaire M1 (Lodi et Monaci [3]) présenté dans le chapitre 2 et en limitant le temps d’exécution

à 3000 secondes sur un pentium IV 2,8 GHz (comme ce qui a été décrit dans Alvarez-Valdes et

al [67]). Les solutions de PR ont été obtenues par Alvarez-Valdés sur un pentium IV 2,8 GHz, en

limitant le temps d’exécution de PR à 600 secondes. Finalement, les solutions de HESGAb ont été

obtenues sur un pentium centrino avec 2.8 GHZ et 512 Méga octets de mémoire centrale.

La table 4.4 résume les résultats obtenus par le solveur Cplex et les algorithmes HESGAb, PR,

GBS et CGBS sur ce groupe d’instances. La table 4.6 détaille tous les résultats.

La colonne 2 de la table 4.6 donne, si connue, la solution optimale de l’instance, sinon elle exprime la

meilleure solution obtenue par un des algorithmes (les instances dont la solution optimale n’est pas

connue sont signalées par ∗). La colonne 3 donne la meilleure solution entière réalisable obtenue

par Cplex. La colonne 4 exprime la solution obtenue par HESGAb et la colonne 5 rapporte la

solution obtenue par PR. Les deux dernières colonnes expriment les solutions obtenues par GBS et

CGBS avec β = 4. Nous avons, par ailleurs, utilisé le symbole ◦ lorsqu’un algorithme correspondant

produit la meilleure solution réalisable.

Cplex HESGAb PR GBS CGBS

Nb. Opt/Best 19 10 12 27 44

Av. Dev. 0.9920 0.9893 0.9805 0.9963 1

Av . T. − − 108.56 7.91 3.58

Table 4.4 – Résultats numériques de PR, GBS et CGBS, avec β ∈ {1.2} utilisant les stratégies de recherche en profondeur

d’abord et meilleur d’abord pour une première découpe horizontale et une première découpe verticale.

γ 0 1 2 3

Av. Dev 0.99939 1 1 1

Av. T. 3.58 3.58 4.41 5.16

Table 4.5 – Sensibilité des solutions produites et le temps de résolution lorsqu’on varie le paramètre γ de 0 à 3.

Pour ce groupe d’instances, nous avons considéré les meilleures versions de GBS et CGBS avec

une stratégie de recherche en meilleur d’abord et en fixant β = 4. Nous avons également fixé γ = 1.

A partir des résultats de la table 4.4, on remarque que :

1. GBS est capable de produire la meilleure solution sur 27 instances (sur les 44 instances

traitées) avec un temps moyen de résolution de 7.91 secondes.

2. CGBS avec la même largeur du faisceau β = 4 est capable de produire les meilleures solutions

avec un temps moyen de résolution inférieur à 4 secondes

3. HESGAb et PR restent compétitifs, mais ils améliorent un nombre limité de solutions et

consomment plus de temps.

4. Cplex nécessite un temps de résolution très important.

5. On note que CGBS produit 10 nouvelles solutions sur les 44 traitées (voir la colonne 2 de la

table 4.6 )
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PR GBS CGBS

#Inst Opt/Best Cplex HESGAb Sol. CPU Sol. CPU Sol. CPU

Horizontale

nice25∗ 860829 ◦ ◦ ◦ 0.85 ◦ 0.05 ◦ 0.15

nice50 913738 ◦ 912395 904955 2.4 ◦ 0.01 ◦ 0.31

nice100 911122 906476 900923 908734 11.45 ◦ 0.05 ◦ 0.95

nice200 932686 924576 926287 ◦ 33.81 931143 0.41 ◦ 0.98

nice500 952015 942548 945991 ◦ 289.3 951279 1.86 ◦ 0.89

path25∗ 892765 ◦ ◦ ◦ 2.1 ◦ 0.06 ◦ 0.16

path50∗ 750215 ◦ 749627 748655 2.65 ◦ 0.05 ◦ 0.55

path100 888578 ◦ 887967 875592 9.3 ◦ 0.08 ◦ 0.08

path200 889174 ◦ 871602 835895 30.33 ◦ 1.59 ◦ 1.08

path500 885112 880314 881801 879465 172.7 ◦ 12.87 ◦ 4.98

nice25P∗ 441993 ◦ 441207 422002 1.14 ◦ 0.02 ◦ 0.02

nice50P 453460 446839 444049 434199 2.99 449292 0.02 ◦ 0.02

nice100P 459214 452069 452069 452904 12.92 456306 0.05 ◦ 0.03

nice200P 456121 450179 450179 448480 48.41 455727 0.16 ◦ 0.12

nice500P 455036 454088 454088 450802 183.84 ◦ 1.44 ◦ 1.04

nice1000P 454089 450931 451545 451605 601.98 451805 2.94 ◦ 2.32

path25P∗ 464721 ◦ 460355 463693 0.67 ◦ 0.01 ◦ 0.01

path50P 391931 391626 389812 387795 2.59 390741 0.01 ◦ 0.01

path100P 456300 ◦ ◦ 445939 14.75 ◦ 0.09 ◦ 0.09

path200P 453579 449779 449779 426672 38.47 452402 1.34 ◦ 1.04

path500P 434478 412731 430243 429127 244.86 ◦ 40.52 ◦ 20.02

path1000P 434966 434172 ◦ ◦ 601.53 ◦ 150.21 ◦ 50.21

Verticale

nice25∗ 834157 ◦ ◦ 820363 1.11 ◦ 0.01 ◦ 0.01

nice50 868781 852087 854425 842696 2.11 854425 1.12 ◦ 0.67

nice100 911958 890571 905085 ◦ 9.41 ◦ 3.41 ◦ 1.09

nice200 935290 919515 ◦ ◦ 44.71 ◦ 4.55 ◦ 3.89

nice500 960767 935255 ◦ ◦ 316.25 ◦ 10.54 ◦ 7.98

path25∗ 699707 ◦ 694142 ◦ 0.75 ◦ 0.01 ◦ 0.01

path50∗ 924908 ◦ ◦ 915745 1.75 ◦ 0.41 ◦ 0.34

path100* 754753 ◦ 743339 665339 3.45 ◦ 3.43 ◦ 2.98

path200 837069 835807 834350 803521 25.65 836022 3.56 ◦ 2.99

path500 808376 784366 803845 ◦ 285.41 798544 4.54 ◦ 3.98

nice25P∗ 428662 428662 419659 408409 1.31 ◦ 0.13 ◦ 0.21

nice50P 426269 425921 412766 408518 3.25 425921 0.55 ◦ 0.43

nice100P 451851 449180 449180 451051 11.13 ◦ 0.43 ◦ 4.33

nice200P 454754 453964 453964 451337 45.03 ◦ 1.23 ◦ 0.99

nice500P 457381 ◦ 448071 447519 211.58 448496 10.41 ◦ 5.98

nice1000P 459142 ◦ 433159 453665 602.66 457439 3.44 ◦ 2.78

path25P∗ 356088 ◦ ◦ 354726 0.81 ◦ 0.05 ◦ 0.04

path50P∗ 487447 ◦ ◦ 482273 2.28 ◦ 0.11 ◦ 0.01

path100P* 386033 ◦ 374149 356168 4.81 ◦ 1.23 ◦ 0.98

path200P 418390 416656 409856 380095 28.77 418024 2.34 ◦ 1.98

path500P 381860 368284 365202 ◦ 263.8 367936 5.2 ◦ 3.76

path1000P 425768 405251 407097 ◦ 601.77 407097 77.54 ◦ 26.98

Table 4.6 – Résultats numériques de Cplex, HESGAb, PR, GBS et CGBS sur les instances larges. Le symbole ◦ signifie que

l’algorithme produit la meilleure solution.
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GBS CGBS

#Inst Opt/Best Cplex HESGAb Sol. CPU Sol. CPU

Horizontale

LU1 887646 876682 887099 887393 138.56 ◦ 114.00

LU2 906712 900923 906237 906237 310.13 ◦ 245.24

LU3 1021124 1009031 1017575 1017575 347.89 ◦ 279.58

LW1 689271 687786 688840 688840 410.09 ◦ 322.21

LW2 782566 778028 ◦ ◦ 454.76 ◦ 314.74

LW3 899890 897373 ◦ ◦ 488.76 ◦ 412.76

Verticale

LU1 891516 888762 ◦ ◦ 120.87 ◦ 100.01

LU2 908982 906600 ◦ ◦ 210.41 ◦ 115.54

LU3 1022483 1018888 1018888 ◦ 320.87 ◦ 210.09

LW1 697164 ◦ ◦ 694657 340.89 ◦ 301.12

LW2 783836 782149 782149 ◦ 410.78 ◦ 385.90

LW3 890696 881931 881931 881931 456.81 ◦ 352.24

Av. Dev. 0.9945 0.9980 0.9985 1

Av. T 334.24 262.79

Table 4.7 – Étude comparative entre Cplex, HESGAb, GBA et CGBA sur les instances extra-larges. Le symbole ◦ signifie que

l’algorithme produit la meilleure solution.

Nous avons mentionné que la qualité des solutions obtenues par CGBS dépendent aussi de la

fréquence de calcul des bornes supérieures pendant le développement γ. Dans ce sens, la table 4.5

rapporte la qualité des solutions produites lorsqu’on varie γ de 0 à 3. Cette table nous montre que

pour ces instances, nous n’avons pas besoin d’augmenter la valeur de γ. Par conséquent, assigner

la valeur 1 à γ est un bon compromis entre la qualité des résultats et le temps de résolution.

4.4.5 Troisième groupe d’instances

Le troisième groupe d’instances est composé de six instances (UL1, UL2, UL3, WL1, WL2,

WL3) extraites de Hifi et M’Hallah [39]. Ces instances sont classées extra-larges car la hauteur W

du rectangle initial dépasse 1000 unités et le nombre de pièces est supérieur à 1200. Les instances

(UL1,UL2, UL3) sont des instances pondérées alors que les instances (WL1,WL2,WL3) sont des

instances non-pondérées. Afin de traiter ces instances, nous avons considéré une largeur β = 2 et

une fréquence γ = 1. La table 4.7 affiche les résultats obtenues par Cplex, HESGAb, GBS et CGBS.

Les résultats montrent que GBS améliore la solution de UL1-horizontal (comparé à HESGAb),

produit la même solution pour WL2-vertical et échoue dans l’amélioration de la solution de l’ins-

tance WL1-vertical. Par ailleurs, CGBS produit la meilleure solution de 5 instances sur les 12

instances traitées (voir la colonne 2 de la table 4.7) avec un temps moyen de résolution de 262.79

secondes (voir la dernière ligne de la table 4.7)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode coopérative pour le problème de découpe

contraint à deux dimensions à deux niveaux. Cette méthode est basée sur : une stratégie de re-

cherche, une procédure complémentaire et une borne supérieure.

La stratégie de recherche utilise une recherche en faisceaux qui implémente une fonction d’évalua-

tion. La procédure complémentaire est basée sur une génération de bandes qui améliore la qualité

des solutions obtenues. Enfin, la borne supérieure est utilisée pour guider la recherche grâce à



CHAPITRE 4. ALGORITHME COOPÉRATIF POUR LE PROBLÈME DE
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l’intervention dans la fonction d’évaluation et la réduction de l’espace de recherche. Les perfor-

mances de cette méthode ont été évaluées sur un ensemble d’instances et montre l’efficacité de

cette méthode par rapport à d’autres méthodes de la littérature.
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Encouragé par les résultats des chapitres précédents, nous nous sommes intéressé au problème

de chargement/remplissage. Ce problème a beaucoup d’applications dans la gestion d’entrepôts et

le stockage en générale. Après une présentation du problème et quelques domaines d’application,

nous proposons une adaptation de la recherche par faisceaux pour ce problème. Nous présentons

ensuite, l’algorithme de résolution approchée que nous proposons, avant de finir par la présentation

des résultats de l’algorithme sur un ensemble d’instances de la littérature.

5.1 La gestion des entrepôts

La gestion des stocks d’un entrepôt dit ”ordinaire” est une tâche difficile, lorsqu’il s’agit d’or-

donner et/ou d’assembler des milliers d’objets. La plupart des entreprises gèrent leurs stocks par

secteur de produits, sans porter attention à l’organisation interne de ces derniers. Cependant, le

conditionnement automatisé et optimisé des stocks permettrait un gain de place et d’argent pour

5. Le contenu de ce chapitre a été présenté lors du 7ème congrès de la Société Française de Recherche

Opérationnelle et d’Aide à la Décision, Roadef 2008 [51]
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ces entreprises, qui ont toujours plus de produits à stocker. La gestion des stocks dans le domaine

de la grande distribution est un problème fréquent et grandissant. Leur surface de vente moyenne

augmente chaque année et implique un stockage de la marchandise de plus en plus important et

contraignant.

D’une façon générale, les problèmes de stockages dans des entreprises sont aussi cruciaux dans

le domaine de la production. Le stockage des matières premières et des produits crées est obliga-

toire, si l’entreprise veut satisfaire au mieux sa clientèle.

D’autres fonctionnalités peuvent apparâıtre dans la gestion des stocks, comme la notion de

comptabilités des produits. Par exemple, des produits qui nécessitent des températures différentes,

des produits fragiles, objets lourds, etc. Le rangement/placement/remplissage de la marchandise

devrait aussi prendre en compte certaines contraintes dues à l’expédition des produits. Une autre

contrainte qui peut apparâıtre lors du placement réside dans l’ordre de placement, par exemple,

imposer un ordre sur le premier objet à placer avant d’autres objets. Pour ce dernier, la contrainte

d’accessibilité aux objets prioritaires surgit et il faudrait donc la prendre en compte d’une façon

dynamique. La figure ci-dessous décrit le processus que l’on doit respecter en partant du premier

jour de la réception des objets au dernier jour représentant l’expédition.

Figure 5.1 – Illustration de la gestion et du suivi des produits (objets).

Notons que d’autres contraintes peuvent se greffer lorsque la notion des entrepôts mutualisés

est évoquée. En effet, une première contrainte est directement liée la topologie des entrepôts. Cette

dernière nécessite une schématisation très précise de la structure de chacun des entrepôts, de leur

capacité ainsi que des informations sur les produits pouvant être supportés par chacun des entrepôts.

De telles contraintes nous incitent à élaborer des stratégies optimales permettant de répondre à

l’attente de chacune des entreprises.

5.2 Chargement / remplissage

Le problème de chargement est connu sous le nom du ” Bin-Packing ou Pallet-Loading ” (Voir

Dyckhoff [17], Sweeney et Paternoster [65]). Il s’agit de l’une des versions la plus utilisée en in-

dustrie. Dans des versions plus complexes, le processus séquentiel suivant doit être respecté : (i)
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le remplissage d’objets dans des conteneurs, (ii) le chargement des conteneurs dans des camions et

finalement (ii) la tournée engagée et le gestion du retour. Chacun des deux premiers points (i) et

(ii) du processus est lié à certaines contraintes réelles qui peuvent facilement perturber la faisabilité

du processus. Parmi les contraintes les plus rencontrées dans la pratique nous citons les contraintes

de capacité, les contraintes de comptabilité ainsi que les contraintes de précédences.

Les contraintes de capacité : en général, chaque camion ou conteneur possède une capacité

bien spécifique. Il est donc prudent d’effectuer une affectation réalisable permettant de respecter le

tonnage des camions ainsi que la capacité maximale associée aux conteneurs.

Les contraintes de comptabilités : il s’agit de la gestion des conflits entre objets. Il est souvent

nécessaire de séparer certains objets afin de garder la qualité des autres objets Un premier exemple

rencontré dans la distribution apparâıt lorsque l’on transporte des produits de jardinage ; à cause

de certains gerbages, certains produits ne peuvent être transportés avec d’autres.

Un deuxième exemple, qui est bien connu dans la distribution, est lié aux objets fragiles. Dans

certains cas, il est recommandé de placer des objets fragiles au-dessus des objets moins fragiles.

Finalement, un troisième exemple liée aux objets de groupage : un ensemble d’objets ne peuvent

être transportés séparément (une armoire est composée de plusieurs objets qui forment un groupe ;

ce dernier groupe doit être chargé dans le même conteneur et donc le même camion).

Figure 5.2 – Représentation d’un placement en trois dimensions (chargement ou remplis-

sage maximum).

Les contraintes de précédences : Ces contraintes sont très spécifiques et elles apparaissent prin-

cipalement lors du déchargement ou chargement adaptatif.

En effet, un véhicule peut décharger à un point A un nombre de conteneurs, il est donc préférable

(et même recommandé) d’affecter un premier ordre de placement dans un véhicule pour une bonne

organisation. Un véhicule peut décharger et charger d’autres conteneurs à un autre point B. Dans

ce cas, il est recommandé d’affecter un deuxième ordre liant les conteneurs existants ainsi que les

conteneurs positionnés au point B. Pour ce dernier cas, on parlera d’un chargement adaptatif.

La figure 5.2 illustre un problème de chargement (ou de remplissage) en trois dimensions ; il

s’agit d’un problème sous sa forme standard.
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5.3 L’étude du problème de chargement/remplissage

L’optimisation efficace des capacités (ou volumes) obtenue est considérée comme un point très

important dans les problèmes de planification, de transport et de la production. Une des raisons

principales est due à la croissance de la demande du marché, qui induit une augmentation forte du

transport.

Dans de nombreux cas le chargement efficace de véhicules (voitures ou camions) peut être

modélisé comme un problème de placement en trois dimensions, ce qu’on appelle aussi le problème

de chargement d’un container (voir Bischoff et Marriott [9]). Dans d’autres situations (par exemple

le cas de la production), le problème est catégorisée comme un problème de découpe (ou assemblage

−packing−) des pièces dans une plus grande palette. Cette dernière peut être modélisée sous forme

d’un problème de découpe/packing en trois dimensions. L’un des premiers exemple caractérisant

cette problématique a été traitée par Gilmore et Gomory [62] (découpe de blocs de graphite).

Nous avons étudié le problème de placement/chargement en trois dimensions. Ce problème

consiste à déterminer un plan de chargement de n objets de dimensions (li, wi, hi), i = 1, . . . , n,

dans un container (ou un récipient) de dimensions (L,W,H), où L (resp. li) dénote la longueur,

W (resp. wi) la largeur et H (resp. hi) la profondeur. Évidemment, le problème peut être aussi

ramener vers la gestion d’un entrepôt si l’on cherche à optimiser l’emplacement.

De plus, dans notre étude nous nous intéressons à maximiser le remplissage (placement) où

chaque objet i, i = 1, . . . , n, est caractérisé par son profit ci (qui peut représenter le volume ou

bien un volume pondéré). Dans la suite, on notera le problème traité par 3DBP, une référence pour

le problème ”Three-Dimensional Bin Packing”.

Souvent en programmation mathématique la résolution d’un problème P peut se ramener à

la résolution d’une série de m problèmes P1, . . . , Pm plus ou moins facile à résoudre, comparés au

problème original P.

Hifi dans [35], a suivi cette démarche. En effet, un plan de chargement, pour le problème 3DBP,

peut être construit par la résolution d’une série de problèmes de placement en deux dimensions et

par combinaison de ces deniers solutions pour produire une solution admissible (et parfois optimale).

C’est une méthode de décomposition que nous détaillons dans les sections suivantes. Au fait cette

approche, basée sur une série de modèles mathématiques, est principalement composée de quatre

phases.

1. Phase 1 : Construction des z-piles

Comme il s’agit d’un container en trois dimensions, nous considérons donc que l’étude s’ef-

fectue sur un espace en trois dimensions, que l’on notera (x, y, z) −que l’on notera aussi

(α, β, γ) ≤ (L,W,H)−. A partir de cet espace, on peut définir une z-pile (x-pile et y-pile,

respectivement) comme étant la plaque rectangulaire de dimension (L,W ) ((L,H) et (W,H),

respectivement) et de profondeur z ∈ {h1, . . . , hn} (largeur y ∈ {w1, . . . , wn} et longueur

x ∈ {l1, . . . , ln}, respectivement).

Soit S l’ensemble des objets à placer et p ≤ n le nombre de profondeurs distinctes supposées

ordonnées comme suit : h1 < h2 < . . . < hp. Soit wk une largeur du sous-objet (α, β, hj)

pour une profondeur donnée hj , j = 1, . . . , p. Considérons les r différentes largeurs wk ∈
{w1, . . . , wr}, satisfaisant l’ordre suivant : w1 < w2 < . . . < wr.
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Notons S(α,wk,hj) ⊆ S l’ensemble des sous-objets tel que S(α,wk,hj) :=
{
i ∈ S | li ≤ α, wi ≤

wk ≤ β, hi ≤ hj

}
. Pour chaque couple (wk, hj) ≤ (α, γ) ≤ (L,H) est associé un problème

de knapsack (Kwk
α,hj

) donné par :

(Kwk
α,hj

)



fz−pile(α,wk,hj)
= max

∑
i∈S(α,wk,hj)

cixi

s.c.
∑

i∈S(α,wk,hj)

lixi ≤ α

xi ∈ N, i ∈ S(α,wk,hj),

où xi est le nombre d’occurrences de l’objet i dans la z-pile de dimensions (α,wk, hj), ci
dénote le profit associé à l’élément i ∈ S(α,wk,hj) et fz−pile(α,wk,hj)

est la valeur économique de

la solution de la z-pile de dimensions (α,wk, hj), pour k = 1, . . . , r. Ce programme ma-

thématique peut être résolu par deux types d’approches. La première approche consiste à

appliquer une procédure de séparation et d’évaluation et la deuxième approche utilise la

programmation dynamique (voir Kellerer et al. [18]). Dans notre étude, vu la particularité

du problème ainsi que les méthodes que nous avons proposé pour le résoudre, nous avons

utilisé la deuxième approche (programmation dynamique).

2. Phase 2 : Combinaison et utilisation des z-piles

Cette phase permet, pour une profondeur fixe hj , d’optimiser le sous-objet (α, β, hj), pour j =

1, . . . , p. Pour chacun de ces sous-objets, nous résolvons un autre programme mathématique

(Kz−pile
(α,β,hj)

) donné par :

(Kz−pile
(α,β,hj)

)


ξz−pile(α,β,hj)

= max
r∑

k=1

fz−pile(α,wk,hj)
yk

s.c.
r∑

k=1

wkyk ≤ β, yk ∈ N,

où yk, k = 1, . . . , r, est le nombre d’occurrences de la z-pile de dimensions (α,wk, hj) dans

(α, β, hj) et ξz−pile(α,β,hj)
est la solution produite pour (α, β, hj), j = 1, . . . , p.

3. Phase 3 : Construction d’un plan de chargement pour le sous-objet (α, β, γ)

Cette partie constitue la phase de construction qui permet de produire une solution par utili-

sation des z-piles. Le principe de la méthode utilisée consiste à explorer deux chemins au plus,

sur plusieurs chemins possibles. A chaque étape du processus de construction, l’algorithme

considère un sous-ensemble de z-piles. Le choix de ces z-piles est réalisé par application d’un

mécanisme d’évaluation globale.

Dans notre cas, une première étape, par application de la programmation dynamique, nous

conduit vers un plan de chargement admissible. Ce plan peut être obtenu par la résolution

du modèle mathématique suivant :

(Kz−pile
(α,β,γ))


Φz−pile(α,β,γ) = max

p∑
j=1

ξz−pile(α,β,hj)
zj

s.c.
p∑
j=1

hjzj ≤ γ, zj ∈ N,
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où zj , j = 1, . . . , p, est le nombre d’occurrences de la z-pile de dimensions (α, β, hj) dans

(α, β, γ) et Φz−pile(α,β,γ) est la solution produite pour (α, β, γ). Notons que dans notre cas, il

suffit de poser (α, β, γ) = (L,W,H) et par application de la programmation dynamique,

nous obtenons un plan de chargement pour le problème 3DBP 1.

5.4 Recherche par faisceaux appliquée au problème 3DBP

L’adaptation de la recherche par faisceaux pour le problème 3DBP nécessite la définition des

nœuds de l’arborescence et du mécanisme de branchement. Dans ce contexte, nous proposons

de décomposer le problème 3DBP en une série de problèmes de 2DBP (Bin Packing en deux

Dimensions). Au fait, chaque problème 2DBP est associé à une profondeur fixée γ, γ ∈ {h1, . . . , hp},
où p ≤ n dénote un nombre distinct de profondeurs de l’instance du problème 3DBP.

Par conséquent, pour une profondeur fixée γ, un nœud est représenté par une paire de sous

container (L,W − y, γ) et (L, y, γ), avec y ≤ W et (L,W − y, γ) la solution admissible courante.

(L,W − y, γ) est la solution construite par combinaison des piles et (L, y, γ) le reste du volume du

container initial. Dans ce cas, la racine de l’arborescence peut être représentée par les deux sous

containers (L, 0, γ) et (L,W, γ). Dans cette configuration aucune pile n’est encore placée dans le

container initial.

Soit r, le nombre de largeurs distincts des objets de l’instance du 3DBP et p le plus grand

indice de l’objet de largeur wp, tel que w1 < w2 < . . . < wp. Alors, le branchement sur le nœud

u = ((L,W − y, γ), (L, y, γ)), y ≤ W est équivalent à la séparation de la pile (L, β, γ), β ≤ y,

β ∈ {w1, w2, . . . , wr} du sous container (L, y, γ). On fait remarquer qu’il y aura au maximum r

branchement sur le nœud u, où chaque branchement correspond à la séparation d’une pile (L,wj , γ),

j ∈ J . Chacun de ces nœuds correspond à deux sous containers (L,W−y+wj , γ) et (L, y−wj , γ), j ∈
J .

Le processus de recherche peut être décrit comme suite :

– Sur le nœud racine, aucune pile n’est partagée. L’algorithme créer r piles générales différentes

(L,wj , γ), j ∈ J par la résolution de KPwj(L,γ) (décrit auparavant dans la Section 1). Chaque

pile j ∈ J correspond à un nœud fils, à développer.

– Pour effectuer un branchement sur le nœud
(
(L,W − y, γ), (L, y, γ)

)
pendant le parcours,

l’algorithme effectue les opérations suivantes :

1. pour j = 1, . . . , r, résoudre le programme mathématique, par la programmation dyna-

mique, KP γ(L,wj) (décrit auparavant dans la Section 1).

2. pour chaque pile (L,wj , γ), j = 1, . . . , r et wj ≤ y :

(a) séparer la pile du sous container (L, y, γ);

(b) créer les nouveaux nœuds ((L,W − y + wj , γ), (L, Y − wj , γ)), i = 1, . . . , r;

(c) calculer une évaluation Ẑ du nouveau nœud en résolvant le programme mathéma-

tique (Kz−pile
(L,β,γ)), décrit auparavant dans la Section 2, où β dénote les séparations

des nouveaux nœuds crées.

1. Cette approche, avec sa partie expérimentale sur des instances de la littérature, a été présentée lors

du 7ème congrès de la Société Française de Recherche Opérationnelle et d’Aide à la Décision, Roadef 2008

[51]



CHAPITRE 5. RECHERCHE PAR FAISCEAUX POUR LE PROBLÈME DE
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A l’étape 2c, l’algorithme fait une évaluation des nœuds en utilisant une fonction d’évaluation

bien définie. Notons aussi que la procédure précédemment décrite permet la construction d’un plan

de chargement/remplissage pour un sous container de dimensions (L,W, γ), où γ ∈ {w̄1, . . . , w̄p}.
Par la suite, nous verrons comment à partir de ces sous containers, la résolution d’un programme

mathématique induit un plan admissible pour le problème 3DBP.

Dans la suite, nous avons considéré deux types de fonctions : une première fonction d’évaluation

locale, que l’on notera stratégie LBS (Local Beam Search), et une deuxième fonction d’évaluation

globale, que l’on notera stratégie GBS (Global Beam Search).

5.4.1 Recherche par faisceaux − utilisation de la stratégie LBS

La stratégie LBS effectue un choix des min
{
β, |M |

}
nœuds dont l’évaluation des solutions

réalisables sont plus importantes. Ce choix correspond à une sélection sur les nœuds d’une liste M

composée de nœuds caractérisants des solutions partielles pour le problème 3DBP. Afin d’évaluer le

degré du choix du nœud u =
(
(L,W − y, γ), (L, y, γ)

)
, y ≤W de M , LBS utilise un opérateur local

qui s’appuie sur une évaluation local de fonction partielle ẐLocalu , où ẐLocalu représente la somme des

profits des objets constituant la solution partielle du sous container (L,W−y, γ). ẐLocalu =
∑
i∈I

civi,

où vi est le nombre d’apparitions l’objet de type i dans (L,W − y, γ).

Avant de décrire le pseudo code de l’algorithme utilisant la stratégie LBS pour le problème

3DBP, nous rappelons, dans un premier temps, le programme mathématique permettant de générer

la solution admissible finale pour le 3DBP. Rappelons qu’à partir du container (L,W,H), nous

pouvons avoir la partition suivante : (L,W, h1), . . . , (L,W, hp), où p ≤ n dénote le nombre des

différentes profondeurs associées aux différents objets de l’instance du 3DBP. Maintenant supposons

l’existence d’un algorithme permettant de produire la solution admissible pour le sous container

(L,W, hj) dont l’évaluation est ξz−pile(L,W,hj)
. Alors, résoudre le programme mathématique ci-dessous

permet de produire un plan admissible pour le problème 3DBP :

(Kz−pile
(L,W,H))


Φz−pile(L,W,H) = max

p∑
j=1

ξz−pile(L,W,hj)
zj

s.c.
p∑
j=1

hjzj ≤ H, zj ∈ N,

où zj , j = 1, . . . , p, est le nombre d’occurrences de la z-pile de dimensions (L,W, hj) dans le sous

container (L,W,H) et Φz−pile(L,W,H) est la solution produite pour le container initial (L,W,H).

Nous rappelons que nous avons supposé l’existence d’un algorithme permettant de renvoyer, à

tout moment, une solution admissible pour un sous container de dimensions (L,W, z), 0 ≤ z ≤ H.
En effet, dans ce qui suit, nous donnons (la figure 5.3) un pseudo code le l’algorithme utilisant la

stratégie LBS.

5.4.2 Recherche par faisceaux − utilisation de la stratégie GBS

Cette fois, la stratégie GBS s’intéresse plutôt aux nœuds élites. Au lieu de considérer que

l’évaluation partielle, cette stratégie étend le choix vers une estimation globale, qui semble plus

naturelle et qui peut aussi contenir plus d’informations lors de la sélection d’un nœud. En effet, les

nœuds élites sont considérés, dans notre cas, comme ceux dont l’évaluation globale −basée sur une
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Entrée : Une instance du problème 3DBP et une profondeur γ ≤ H fixe.

Sortie : Une solution approchée du 3DBP de valeur Best(L,W,γ).

Initialisation

Poser M = ∅ et N =
{
u = ((L, 0, γ), (L,W, γ))

}
.

Phase Iterative

1. Pour chaque nœud u de N :

(a) Brancher sur le nœud u et générer les nœuds fils de u en créant r piles géné-
rales différentes (L,wj , γ), j ∈ J par la résolution du programme mathématique
(KP z−pile(L,wj ,γ)). En posant wj = wr et par application de la programmation dy-
namique, les différentes r z-piles sont générées après la résolution du plus large
problème (KP z−pile(L,wr,γ)).

(b) Pour chaque z-pile (L,wj , γ), j ∈ J , générer le nœud uj = ((L,W −
wj , γ), (L,wj , γ)), puis calculer ẐLocaluj l’évaluation partielle du sous container
(L,wj , γ) et insérer uj dans la liste M .

2. Insérer dans N les min
{
β, |M |

}
nœuds de M ayant la plus grande évaluation ẐLocalu .

3. Poser M = ∅.

Condition d’arrêt

Si N = ∅, alors sortir avec la meilleure solution admissible dont l’évaluation est représentée
par Best(L,W,γ); sinon, aller à l’étape 1 de la Phase Itérative.

Figure 5.3 – Un algorithme adaptatif utilisant la stratégie LBS.

fonction d’évaluation estimant la borne supérieure du 3DBP en ce nœud− est de valeur maximale.

La stratégie GBS utilise une évaluation ẐGlobalu du nœud u = ((L,W − y, γ), (L, y)), y ≤ W de M

qui est le résultat d’une combinaison entre :

(i) une évaluation partielle, notée ẐLocalu , de la solution admissible local associée au sous contai-

ner (L,W − y, γ) , et

(ii) une estimation de la solution complémentaire, notée Uu, qui représente une borne supé-

rieure du sous container complémentaire (L, y, γ).

Comme l’évaluation globale est composée d’une évaluation partielle complétée par une borne

supérieure complémentaire, nous allons donc résumer les bornes supérieures utilisées ainsi que l’al-

gorithme utilisant la stratégie GBS.

5.4.2.1 Utilisation d’une borne supérieure

L’estimation de la valeur optimale pour le sous container de dimensions u = (L, y, γ) peut être

obtenue par la résolution du programme mathématique suivant :

Uu = max
{ ∑
j∈Su

cjtj

∣∣∣ ∑
j∈Su

(ljwjhj)× tj ≤ Vu, tj ∈ N, j ∈ Su
}
,
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où Su représente l’ensemble des objets réalisants (lj , wj , hj) ≤ (lu, wu, hu), Vu est le volume du

sous container u, tj dénote le nombre d’apparitions de l’objet j ∈ Su dans le sous container u, et

Uu est la borne supérieure de u.

La résolution du programme mathématique (en posant y = W ) par une procédure de la pro-

grammation dynamique, permet de calculer les bornes supérieures de tous les sous containers

possibles (L, y, γ), avec y = 1, . . . ,W . Par conséquence, le calcul de Uu se fait une seule fois sur

le nœud racine. Ainsi l’utilisation de son évaluation, pendant le développement de l’arborescence,

peut être facilement récupérée en un temps constant. Ce principe permet de calculer à l’avance

toutes les bornes supérieures des sous containers.

5.4.2.2 Réduction de l’espace de recherche

L’utilisation des méthodes de type séparation et évaluation nécessite parfois une génération

importante de sous problèmes. Dans ces conditions et parce que l’estimation de l’optimum sur

le sous-container complémentaire se fait sur un problème relaxé, nous proposons donc de réduire

l’espace de recherche par application de la stratégie du hill-climbing. En effet, cette stratégie consiste

à effectuer l’élagage d’un nouveau nœud généré u = (L,W − y, γ) de l’ensemble M si et seulement

si son évaluation globale reste plus petite ou égale à la meilleure évaluation admissible courante.

Dans ce cas, l’élagage utilise la formule suivante sur chaque nouveau nœud généré :

ẐGlobalu = ẐLocalu + Uu ≤ Z∗,

avec Z∗ la meilleure solution admissible courante. La formule précédente interprète simplement

le rejet du nœud généré u si son évaluation globale ne peut conduire vers une meilleure solution

admissible que celle réalisant Z∗.

5.4.2.3 Filtrage des nœuds

Vu le nombre important de nœuds générés à chaque itération de la procédure de construction,

parfois il est difficile de générer un échantillon dont les évaluations globales sont très proches. Afin

d’éviter ce cas cyclique et de tenter une bonne sélection des nœuds élites, nous avons considéré le

choix des nœuds en deux phases. La première phase définit, sur l’ensemble M , le sous ensemble η

des nœuds à choisir par application de la formule suivante :

η = max
u∈M

{
ẐGlobalu

}
.

Comme la première phase peut générer un nombre important de nœuds dont les évaluations sont

très proches, nous avons introduit la deuxième phase qui calcul, pour chaque nœud u ∈M , l’écart

entre ẐLocalu et η Par conséquent, l’ensemble des nœuds élites est celui qui réalise : min {β, |M |}
et dont l’écart entre ẐLocalu et η est la plus importante. Dans le cas où plusieurs nœuds de M

produisent les mêmes écarts, la sélection favorise le nœud dont l’évaluation partielle ẐLocalu est la

plus importante.
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5.4.2.4 Solution initiale

D’une façon générale, l’utilisation d’une solution de départ pour une méthode par séparation

et évaluation, reste un point très important. En effet, plus l’évaluation de la solution admissible est

proche de l’estimation globale, plus l’efficacité de l’algorithme est meilleure. De cette façon, nous

pouvons toujours espérer des convergences assez rapides pour ce type de méthodes.

Entrée : Une instance du problème 3DBP et une profondeur γ ≤ H fixe.

Sortie : Une solution approchée pour le 3DBP de valeur Z∗.

Initialisation

- Poser M = ∅ et N =
{
u = ((L, 0, γ), (L,W, γ))

}
.

- Appliquer l’algorithme LBS avec un largeur du faisceau égal à un et soit Z∗ l’évaluation
de la solution admissible obtenue.

Phase Iterative

1. Pour chaque nœud u de N :

(a) Brancher sur le nœud u et générer les nœuds fils de u en créant r piles géné-
rales différentes (L,wj , γ), j ∈ J, par la résolution du programme mathématique
KP z−pile(L,wj ,γ). Poser w̄j = w̄r et appliquer la programmation dynamique sur le pro-

gramme mathématique KP z−pile(L,wr,γ).

(b) Pour chaque pile (L,wj , γ), j ∈ J , générer le nœud uj =
(
(L,W −

wj , γ), (L,wj , γ)
)
, calculer ẐGlobaluj = ẐLocaluj + Uuj et insérer uj dans la liste M .

2. Calculer η = max
u∈M

{
ẐGlobalu

}
.

3. Pour chaque nœud u ∈M , calculer l’écart entre ẐLocalu et η.

4. Insérer dans l’ensemble N les min
{
β, |M |

}
de M ayant le plus grand écart.

5. Poser M = ∅.
Condition d’arrêt

Si N est réduit à l’ensemble vide, alors sortir avec la solution admissible dont l’évaluation
est Z∗; sinon, aller à l’étape 1 de la Phase Itérative ;

Figure 5.4 – Un algorithme adaptatif par application de la stratégie GBS.

Dans le cas de la méthode utilisant la stratégie GBS, un démarrage par une solution de dé-

part reste important. D’une part, elle permet d’élaguer des sous solutions qui peuvent facilement

conduire vers des solutions cycliques, et d’autre part, elle permet de guider la recherche vers les

solutions admissibles dont l’évaluation partielle est la plus importante. Cette dernière permet donc

de conduire vers une amélioration plus rapide de la solution de départ. Notons que dans notre

cas, la méthode utilisant la stratégie GBS démarre avec la solution obtenue par la méthode LBS

(section 5.4.1) avec un largeur réduit à un ; ce qui permet de simuler un algorithme glouton par

résolution d’une série de programmes mathématiques plus ou moins faciles à résoudre.

La figure 5.4 résume le pseudo code de la méthode utilisant la stratégie GBS. Comme le

montre cette figure, nous supposons que la donnée du problème est un sous container de dimen-
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sions (L,W, γ) pour lequel il est appliqué l’algorithme de la figure 3.3. Par la suite, après application

de la méthode sur chacune des profondeurs γ ∈ {h1, . . . , hp}, nous aurons comme résultat une séries

de couples (profondeur, évaluation). Avec ces derniers couples, nous construisons un programme

mathématique que nous résolvons, comme nous l’avons déjà signalé dans la section 5.4.1, pour

fournir un plan de remplissage admissible pour le problème 3DBP.

5.5 Résultats numériques

5.5.1 Les instances

Notre étude expérimentale a été réalisée sur un ensemble de 144 instances de la littérature (voir

Hifi [35] et Morabito et Arenales [71]). Nous avons décomposé ces instances en plusieurs groupes

selon leurs types (pondérées ou non pondérées).

Le premiers groupe (voir table 5.1) est un ensemble de 64 instances générées aléatoirement.

Les 32 premières instances sont non pondérées et les 32 instances qui restent sont pondérées. Les

instance non pondérées ont été généré par Hifi dans [35] comme suite :

– L (respectivement W et H) ont été généré dans l’intervalle [25, 500].

– Le nombre de pièces à placer a été généré dans l’intervalle [5, 50].

– La taille des pièces à été généré dans l’intervalle [0.1φ, 0.75φ], où φ = L, W et H.

Les instances pondérées sont générées à partir des instances précédentes avec un profit ci égale

à dφliwihie. φ est généré aléatoirement dans l’intervalle [0.1% × πi, 4% × πi] et πi = liwihi, pour

i = 1, . . . , n.

Le reste des instances (voir table 5.2) ont été obtenues de Morabito et Arenales [71]. Ces

instances sont non pondérées.

5.5.2 L’objectif

L’objectif principal de l’étude expérimentale que nous avons mené été de voir la compatibilité

de la recherche par faisceaux sur ce type de problèmes. Ainsi nous avons commencé par traiter les

instances du premier groupe (les solutions optimales de ces instances sont connues) avec différentes

valeurs de η. La résolution de ces instances nous a permit de mesurer les qualités des solutions

produites par LGBS et GBS avec η = 1 et η = 2 et de mesurer le temps de la résolution.

Nous avons ensuite, traité le deuxième groupe d’instance (l’optimum de ces instances n’est pas

connu) avec la meilleure largeur η déterminée sur le premier groupe. Nous avons, ensuite comparé

les solutions obtenues aux solutions produites par l’algorithme A2-B (Hifi [35]).

5.5.3 Les résultats

5.5.3.1 Le premier groupe d’instances

La table 5.1 montre les résultats obtenus sur le premier groupe d’instances. La colonne 1

identifie l’instance traitée et la colonne 2 rapporte la solution optimale de chaque instance. Les

colonnes 3 à 8 montrent les résultats de LBS. Pour chaque valeur de η (η = 1 et η = 2), la table 5.1
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montre la solution obtenue (notée Sol.), la valeur de la déviation par rapport à l’optimum (Gap) et

le temps de résolution en secondes (noté cpu). De la même manière, les colonnes 9 à 14, montrent

les résultats de GBS avec η = 1 et η = 2. Pour chaque version, la table rapporte la valeur de

la solution réalisable finale, la déviation par rapport à l’optimum et le temps de résolutions en

secondes.

Les trois dernière lignes de la table 5.1 montrent, respectivement, la moyenne du temps de résolution

(noté Avcpu), la déviation moyenne par rapport à l’optimum (noté AvGap) et le nombre d’instances

résolues à l’optimum (noté NBOpt).

Les résultats obtenus sur le premier groupe d’instances et présentés dans la table 5.1 montrent

que :

– LBS1 est la version la plus rapide avec un temps de résolution moyen de 1.18. LBS1 résout

13 instances à l’optimum et produit une déviation moyenne de −46524.5.

– GBS1 est comparable à LBS1. Il résout 13 instances à l’optimum dans un temps plus impor-

tant (2.95 secondes). GBS1 génère la même déviation moyenne que LBS1 (−46524.5).

– LBS2 est plus performant que LBS1 et GBS1, il arrive à résoudre à l’optimum 46 instances

parmi les 64 traitées avec une déviation moyenne de −2393.125. Le temps de résolution de

LBS2 est plus grand que LBS1 mais il est inférieur au temps consommé par GBS1 (2.35

secondes).

– GBS2 arrive à résoudre toutes les instances à l’optimum (64/64) dans un temps moyen de

11.20 secondes.

Ces résultats montrent que GBS2 est performant pour ce groupe d’instances mais l’application

de la stratégie globale avec une largeur de faisceau réduite, augmente les temps de résolution (calcul

de la borne supérieure) sans améliorer forcement la qualité des solutions produites.

5.5.3.2 Le deuxième groupe d’instances

Les tables 5.2 et 5.3 montrent les résultats obtenus par LBS sur le deuxième groupe d’ins-

tances. La colonne 1 identifie l’instance traitée et la colonne 2 rapporte la solution optimale ou

la meilleure solution de la littérature de chaque instance (les instances dont la solution optimale

est connue sont signalées avec le symbole ∗). Les colonnes 3 et 4 montrent, respectivement, les

résultats des algorithmes A1 et A2 (voir Hifi [35]). Pour chaque valeur de η (η = 1 et η = 2), la

table 5.2 montre la solution obtenue (notée Sol.), la valeur de la déviation par rapport à l’optimum

(Gap) et le temps de résolution en secondes (noté cpu). De la même manière, les colonnes 5 à 10

de la table 5.3, montrent les résultats de LBS avec η = 3 et η = 4. Pour chaque version, la table

rapporte la valeur de la solution réalisable finale, la déviation par rapport à l’optimum et le temps

de résolutions en secondes.

Les trois dernière lignes de chaque table montrent, respectivement, la moyenne du temps de ré-

solution (noté Avcpu), la déviation moyenne par rapport à l’optimum (noté AvGap) et le nombre

d’instances résolues à l’optimum (noté NBOpt).

Les tables 5.4 et 5.5 rapportent les résultats obtenus par GBS sur le deuxième groupe d’ins-

tances. La colonne 1 identifie l’instance traitée et la colonne 2 rapporte la solution optimale ou

la meilleure solution de la littérature de chaque instance. Les colonnes 3 et 4 montrent, respec-
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Table 5.1 – Résultats de LBS et GBS sur le premier groupe d’instances 3D.
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CHAPITRE 5. RECHERCHE PAR FAISCEAUX POUR LE PROBLÈME DE

CHARGEMENT/REMPLISSAGE

#Inst. LBS
η = 1 η = 2

Opt/Best Sol.A1 Sol.A2 Sol. Gap cpu Sol. Gap
s1-1 674874 665884 674874 665884 -8990 0.67 674874 0 4.10
s1-2 879456 764670 879456 764670 -114786 0.76 841920 -37536 3.45
s1-3 696346 696346 696346 696346 0 0.70 696346 0 6.53
s1-4 778540 778540 778540 778540 0 0.78 778540 0 5.31
s1-5 760320 760320 760320 760320 0 0.76 760320 0 3.70
s1-6 684000 684000 684000 684000 0 0.68 684000 0 3.22
s1-7 860832 860832 860832 860832 0 0.86 860832 0 4.12
s1-8 815984 744808 815984 744808 -71176 0.74 815984 0 8.09
s1-9 760242 731160 760242 731160 -29082 0.73 760242 0 4.61
s1-10 886968 886968 886968 886968 0 0.89 886968 0 4.38
s2-1 871904 840756 871904 840756 -31148 0.84 867256 -4648 7.80
s2-2 869904 869904 869904 869904 0 0.87 869904 0 3.10
s2-3 921801 904068 921801 904068 -17733 0.90 921801 0 2.23
s2-4 864036 864036 864036 864036 0 0.86 864036 0 10.32
s2-5 945856 945856 945856 945856 0 0.95 945856 0 2.07
s2-6 804056 804056 804056 804056 0 0.80 804056 0 9.64
s2-7 822000 822000 822000 822000 0 0.82 822000 0 10.49
s2-8 913050 913050 913050 913050 0 0.91 913050 0 2.88
s2-9 815112 815112 815112 815112 0 0.82 815112 0 7.68
s2-10 860360 860360 860360 860360 0 0.86 860360 0 3.86
s3-1 652356 652356 652356 652356 0 0.65 652356 0 10.94
s3-2 781800 668800 781800 668800 -113000 0.67 781800 0 2.08
s3-3 671756 671756 671756 671756 0 0.67 671756 0 3.33
s3-4 873408 873408 873408 873408 0 0.87 873408 0 9.04
s3-5 610362 610362 610362 610362 0 0.61 610362 0 5.09
s3-6 628024 613228 628024 613228 -14796 0.61 628024 0 3.79
s3-7 689386 689386 689386 689386 0 0.69 689386 0 6.55
s3-8 719292 719292 719292 719292 0 0.72 719292 0 1.87
s3-9 685952 680472 685952 680472 -5480 0.68 685952 0 3.35
s3-10 757484 754208 757484 754208 -3276 0.75 757484 0 7.09
s4-1 941611 941571 941571 941571 -40 0.94 941571 -40 6.13
s4-2 994680 985840 994680 985840 -8840 0.99 993445 -1235 8.52
s4-3 935834 908400 935834 908400 -27434 0.91 921472 -14362 8.50
s4-4 964951 964951 964951 964951 0 0.97 964951 0 11.33
s4-5 989232 973800 989232 973800 -15432 0.97 989232 0 4.64
s4-6 9793344 970068 979344 970068 -8823276 0.97 979344 -8814000 4.20
s4-7 982800 971964 982800 971964 -10836 0.97 982800 0 10.33
s4-8 994128 994128 994128 994128 0 0.99 994128 0 7.15
s4-9 975528 975528 975528 975528 0 0.98 975528 0 9.12
s4-10 964010 964010 964010 964010 0 0.96 964010 0 5.78
s5-1 927535995 875707050 927535995 875707050 -51828945 0.88 925844325 -1691670 2.80
s5-2 791047040 791047040 791047040 791047040 0 0.79 791047040 0 10.24
s5-3 910377398 881647112 910377398 881647112 -28730286 0.88 908602232 -1775166 8.89
s5-4 940778852 940778852 940778852 940778852 0 0.94 940778852 0 5.29
s5-5 915787200 911989512 915787200 911989512 -3797688 0.91 911989512 -3797688 2.28
s5-6 963108450 963108450 963108450 963108450 0 0.96 963108450 0 4.70
s5-7 923291784 923291784 923291784 923291784 0 0.92 923291784 0 10.62
s5-8 902788776 902788776 902788776 902788776 0 0.90 902788776 0 4.61
s5-9 968858510 941370090 968858510 941370090 -27488420 0.94 961128220 -7730290 5.50
s5-10 899738312 897397956 899738312 897397956 -2340356 0.90 897397956 -2340356 9.70
s6-1 942849066 926563320 942849066 926563320 -16285746 0.93 942849066 0 6.08
s6-2 978040000 978040000 978040000 978040000 0 0.98 978040000 0 7.36
s6-3 950359442 911602476 950359442 911602476 -38756966 0.91 950359442 0 4.83
s6-4 967049676 960380916 967049676 960380916 -6668760 0.96 962343300 -4706376 2.62
s6-5 931551291 924793251 931551291 924793251 -6758040 0.92 924793251 -6758040 4.73
s6-6 947620624 931404216 947620624 931404216 -16216408 0.93 946864248 -756376 5.22
s6-7 934394194 921150574 934394194 921150574 -13243620 0.92 925674374 -8719820 6.00
s6-8 955622192 941568480 955622192 941568480 -14053712 0.94 951178530 -4443662 3.34
s6-9 943481358 930553716 943481358 930553716 -12927642 0.93 943006354 -475004 4.43
s6-10 919206812 915519588 919206812 915519588 -3687224 0.92 915519588 -3687224 9.06
s7-1 972769756 959421760 972769756 959421760 -13347996 0.96 972769756 0 8.50
s7-2 967828720 949105792 967828720 949105792 -18722928 0.95 967828720 0 7.00
s7-3 979766032 968648632 979766032 968648632 -11117400 0.97 979766032 0 6.16
s7-4 955427687 944387560 955427687 944387560 -11040127 0.94 955427687 0 7.64
s7-5 966595002 959891760 966595002 959891760 -6703242 0.96 959891760 -6703242 5.96
s7-6 975298932 962195088 975298932 962195088 -13103844 0.96 975262854 -36078 2.26
s7-7 962651892 962651892 962651892 962651892 0 0.96 962651892 0 3.79
s7-8 970318920 959714760 970318920 959714760 -10604160 0.96 959714760 -10604160 6.75
s7-9 977788140 969662000 977788140 969662000 -8126140 0.97 969662000 -8126140 8.28
s7-10 954640294 954640294 954640294 954640294 0 0.95 954640294 0 3.68
s8-1 970553620 965572160 970553620 965572160 -4981460 0.97 968451600 -2102020 4.46
s8-2 983603448 969688700 983603448 969688700 -13914748 0.97 983603448 0 2.22
s8-3 976385802 967087360 976385802 967087360 -9298442 0.97 976385802 0 8.15
s8-4 968557842 962818210 968557842 962818210 -5739632 0.96 962818210 -5739632 5.50
s8-5 980177968 970571022 980177968 970571022 -9606946 0.97 980177968 0 9.49
s8-6 966197176 962895437 966197176 962895437 -3301739 0.96 962895437 -3301739 10.19
s8-7 980290128 974420748 980290128 974420748 -5869380 0.97 974420748 -5869380 8.71
s8-8 982244405 974992552 982244405 974992552 -7251853 0.98 979539513 -2704892 4.23
s8-9 977389640 977389640 977389640 977389640 0 0.98 977389640 0 6.34
s8-10 975962688 975962688 975962688 975962688 0 0.98 975962688 0 4.79
Avcpu 0.88 5.98
AvGap -5060114.69 -1261759.7
NBBest 0 0

Table 5.2 – Résultats de LBS sur le deuxième groupe d’instances 3D -(η = 1 et η = 2).

tivement, les résultats des algorithmes A1 et A2. Pour chaque valeur de η (η = 1 et η = 2), la

table 5.4 montre la solution obtenue (notée Sol.), la valeur de la déviation par rapport à l’optimum

(Gap) et le temps de résolution en secondes (noté cpu). De la même manière, les colonnes 5 à 10

de la table 5.5, montrent les résultats de GBS avec η = 3 et η = 4. Pour chaque version, la table

rapporte la valeur de la solution réalisable finale, la déviation par rapport à l’optimum et le temps

de résolutions en secondes.

Les trois dernière lignes de chaque table montrent, respectivement, la moyenne du temps de ré-

solution (noté Avcpu), la déviation moyenne par rapport à l’optimum (noté AvGap) et le nombre

d’instances résolues à l’optimum (noté NBOpt).

Les résultats obtenus sur le deuxième groupe d’instances, présentés dans les tables 5.2, 5.3, 5.4

et 5.5 montrent que :
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#Inst. LBS
η = 3 η = 4

Opt/Best Sol.A1 Sol.A2 Sol. Gap cpu Sol. Gap cpu
s1-1 674874 665884 674874 674874 0 15.32 674874 0 59.12
s1-2 879456 764670 879456 841920 -37536 24.70 879456 0 61.84
s1-3 696346 696346 696346 696346 0 30.38 696346 0 70.95
s1-4 778540 778540 778540 778540 0 18.55 778540 0 67.64
s1-5 760320 760320 760320 760320 0 24.58 760320 0 69.23
s1-6 684000 684000 684000 684000 0 22.39 684000 0 63.51
s1-7 860832 860832 860832 860832 0 26.85 860832 0 66.40
s1-8 815984 744808 815984 815984 0 32.32 815984 0 81.82
s1-9 760242 731160 760242 760242 0 17.99 760242 0 57.99
s1-10 886968 886968 886968 886968 0 15.83 886968 0 49.14
s2-1 871904 840756 871904 867256 -4648 31.32 871904 0 70.05
s2-2 869904 869904 869904 869904 0 23.38 869904 0 69.51
s2-3 921801 904068 921801 921801 0 20.49 921801 0 67.18
s2-4 864036 864036 864036 864036 0 25.57 864036 0 74.47
s2-5 945856 945856 945856 945856 0 16.20 945856 0 65.75
s2-6 804056 804056 804056 804056 0 36.02 804056 0 71.83
s2-7 822000 822000 822000 822000 0 36.88 822000 0 74.91
s2-8 913050 913050 913050 913050 0 25.21 913050 0 67.43
s2-9 815112 815112 815112 815112 0 29.29 815112 0 69.89
s2-10 860360 860360 860360 860360 0 26.10 860360 0 59.18
s3-1 652356 652356 652356 652356 0 33.05 652356 0 66.62
s3-2 781800 668800 781800 781800 0 16.61 781800 0 64.15
s3-3 671756 671756 671756 671756 0 18.70 671756 0 60.08
s3-4 873408 873408 873408 873408 0 22.65 873408 0 69.45
s3-5 610362 610362 610362 610362 0 25.00 610362 0 63.21
s3-6 628024 613228 628024 628024 0 26.21 628024 0 68.88
s3-7 689386 689386 689386 689386 0 21.63 689386 0 58.33
s3-8 719292 719292 719292 719292 0 25.15 719292 0 67.35
s3-9 685952 680472 685952 685952 0 19.49 685952 0 59.23
s3-10 757484 754208 757484 757484 0 33.15 757484 0 82.82
s4-1 941611 941571 941571 941571 -40 18.76 941571 -40 67.85
s4-2 994680 985840 994680 993445 -1235 24.95 994680 0 69.04
s4-3 935834 908400 935834 921472 -14362 23.55 935834 0 66.82
s4-4 964951 964951 964951 964951 0 30.60 964951 0 64.08
s4-5 989232 973800 989232 989232 0 31.06 989232 0 72.34
s4-6 9793344 970068 979344 979344 -8814000 19.24 979344 -8814000 60.40
s4-7 982800 971964 982800 982800 0 22.21 982800 0 72.81
s4-8 994128 994128 994128 994128 0 25.67 994128 0 66.32
s4-9 975528 975528 975528 975528 0 23.28 975528 0 70.87
s4-10 964010 964010 964010 964010 0 27.51 964010 0 68.62
s5-1 927535995 875707050 927535995 925844325 -1691670 15.50 927535995 0 62.29
s5-2 791047040 791047040 791047040 791047040 0 25.51 791047040 0 64.06
s5-3 910377398 881647112 910377398 908602232 -1775166 28.11 910377398 0 74.91
s5-4 940778852 940778852 940778852 940778852 0 18.92 940778852 0 55.06
s5-5 915787200 911989512 915787200 911989512 -3797688 16.51 915787200 0 52.65
s5-6 963108450 963108450 963108450 963108450 0 20.32 963108450 0 67.02
s5-7 923291784 923291784 923291784 923291784 0 34.71 923291784 0 81.68
s5-8 902788776 902788776 902788776 902788776 0 22.92 902788776 0 69.07
s5-9 968858510 941370090 968858510 961128220 -7730290 30.32 968858510 0 72.29
s5-10 899738312 897397956 899738312 897397956 -2340356 23.62 899738312 0 68.03
s6-1 942849066 926563320 942849066 942849066 0 24.72 942849066 0 60.19
s6-2 978040000 978040000 978040000 978040000 0 23.13 978040000 0 66.29
s6-3 950359442 911602476 950359442 950359442 0 27.35 950359442 0 68.49
s6-4 967049676 960380916 967049676 962343300 -4706376 15.34 967049676 0 58.59
s6-5 931551291 924793251 931551291 924793251 -6758040 22.38 931551291 0 56.29
s6-6 947620624 931404216 947620624 946864248 -756376 24.85 947620624 0 75.48
s6-7 934394194 921150574 934394194 925674374 -8719820 17.93 934394194 0 52.81
s6-8 955622192 941568480 955622192 951178530 -4443662 22.57 955622192 0 66.17
s6-9 943481358 930553716 943481358 943006354 -475004 22.22 943481358 0 67.28
s6-10 919206812 915519588 919206812 915519588 -3687224 33.04 919206812 0 69.42
s7-1 972769756 959421760 972769756 972769756 0 27.06 972769756 0 77.07
s7-2 967828720 949105792 967828720 967828720 0 32.98 967828720 0 77.51
s7-3 979766032 968648632 979766032 979766032 0 30.55 979766032 0 64.11
s7-4 955427687 944387560 955427687 955427687 0 32.63 955427687 0 67.93
s7-5 966595002 959891760 966595002 959891760 -6703242 18.15 966595002 0 66.13
s7-6 975298932 962195088 975298932 975262854 -36078 27.93 975298932 0 66.23
s7-7 962651892 962651892 962651892 962651892 0 21.84 962651892 0 70.10
s7-8 970318920 959714760 970318920 959714760 -10604160 31.58 970318920 0 70.88
s7-9 977788140 969662000 977788140 969662000 -8126140 29.74 977788140 0 73.94
s7-10 954640294 954640294 954640294 954640294 0 28.82 954640294 0 72.46
s8-1 970553620 965572160 970553620 968451600 -2102020 16.23 970553620 0 62.26
s8-2 983603448 969688700 983603448 983603448 0 25.71 983603448 0 72.37
s8-3 976385802 967087360 976385802 976385802 0 27.39 976385802 0 60.73
s8-4 968557842 962818210 968557842 962818210 -5739632 22.79 968557842 0 64.72
s8-5 980177968 970571022 980177968 980177968 0 27.81 980177968 0 68.27
s8-6 966197176 962895437 966197176 962895437 -3301739 28.59 966197176 0 68.99
s8-7 980290128 974420748 980290128 974420748 -5869380 24.14 980290128 0 73.60
s8-8 982244405 974992552 982244405 979539513 -2704892 17.33 982244405 0 57.23
s8-9 977389640 977389640 977389640 977389640 0 18.18 977389640 0 63.19
s8-10 975962688 975962688 975962688 975962688 0 26.47 975962688 0 70.40
Avcpu 24.67 66.92
AvGap -1261759.70 -110175.50
NBBest 0 0

Table 5.3 – Résultats de LBS sur le deuxième groupe d’instances 3D -(η = 3 et η = 4).
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#Inst. GBS
η = 1 η = 2

Opt/Best Sol.A1 Sol.A2 Sol. Gap cpu Sol. Gap cpu
s1-1 674874 665884 674874 674874 0 0.71 674874 0 4.19
s1-2 879456 764670 879456 841920 -37536 1.03 879456 0 4.59
s1-3 696346 696346 696346 696346 0 1.13 696346 0 3.06
s1-4 778540 778540 778540 778540 0 1.07 778540 0 4.78
s1-5 760320 760320 760320 760320 0 0.83 760320 0 3.85
s1-6 684000 684000 684000 684000 0 0.84 684000 0 3.94
s1-7 860832 860832 860832 860832 0 1.01 860832 0 3.77
s1-8 815984 744808 815984 815984 0 1.05 815984 0 3.94
s1-9 760242 731160 760242 760242 0 0.67 760242 0 4.00
s1-10 886968 886968 886968 886968 0 1.03 886968 0 4.73
s2-1 871904 840756 871904 867256 -4648 1.16 871904 0 3.30
s2-2 869904 869904 869904 869904 0 1.13 869904 0 4.48
s2-3 921801 904068 921801 921801 0 0.96 921801 0 3.79
s2-4 864036 864036 864036 864036 0 0.82 864036 0 2.86
s2-5 945856 945856 945856 945856 0 0.79 945856 0 3.38
s2-6 804056 804056 804056 804056 0 0.89 804056 0 3.04
s2-7 822000 822000 822000 822000 0 0.82 822000 0 4.36
s2-8 913050 913050 913050 913050 0 0.98 913050 0 3.26
s2-9 815112 815112 815112 815112 0 0.90 815112 0 2.51
s2-10 860360 860360 860360 860360 0 0.53 860360 0 4.52
s3-1 652356 652356 652356 652356 0 0.78 652356 0 3.02
s3-2 781800 668800 781800 781800 0 1.19 781800 0 3.36
s3-3 671756 671756 671756 671756 0 1.09 671756 0 3.29
s3-4 873408 873408 873408 873408 0 1.01 873408 0 3.31
s3-5 610362 610362 610362 610362 0 0.73 610362 0 4.24
s3-6 628024 613228 628024 628024 0 0.78 628024 0 3.19
s3-7 689386 689386 689386 689386 0 0.96 689386 0 4.92
s3-8 719292 719292 719292 719292 0 0.70 719292 0 3.04
s3-9 685952 680472 685952 685952 0 0.74 685952 0 3.50
s3-10 757484 754208 757484 757484 0 1.02 757484 0 4.06
s4-1 941611 941571 941571 941571 -40 0.95 941611 0 3.78
s4-2 994680 985840 994680 993445 -1235 0.59 994680 0 3.01
s4-3 935834 908400 935834 921472 -14362 0.66 935834 0 2.29
s4-4 964951 964951 964951 964951 0 0.73 964951 0 3.02
s4-5 989232 973800 989232 989232 0 0.98 989232 0 3.61
s4-6 9793344 970068 979344 979344 -8814000 0.90 9793344 0 3.93
s4-7 982800 971964 982800 982800 0 0.83 982800 0 2.40
s4-8 994128 994128 994128 994128 0 0.54 994128 0 4.20
s4-9 975528 975528 975528 975528 0 1.11 975528 0 3.75
s4-10 964010 964010 964010 964010 0 0.84 964010 0 3.03
s5-1 927535995 875707050 927535995 925844325 -1691670 0.73 927535995 0 3.91
s5-2 791047040 791047040 791047040 791047040 0 1.01 791047040 0 3.78
s5-3 910377398 881647112 910377398 908602232 -1775166 0.70 910377398 0 2.31
s5-4 940778852 940778852 940778852 940778852 0 0.93 940778852 0 4.94
s5-5 915787200 911989512 915787200 911989512 -3797688 0.75 915787200 0 4.78
s5-6 963108450 963108450 963108450 963108450 0 1.10 963108450 0 3.29
s5-7 923291784 923291784 923291784 923291784 0 1.01 923291784 0 3.46
s5-8 902788776 902788776 902788776 902788776 0 0.51 902788776 0 3.71
s5-9 968858510 941370090 968858510 961128220 -7730290 0.92 968975430 116920 4.12
s5-10 899738312 897397956 899738312 897397956 -2340356 0.64 899909876 171564 4.31
s6-1 942849066 926563320 942849066 942849066 0 0.65 942849066 0 2.66
s6-2 978040000 978040000 978040000 978040000 0 0.77 978040000 0 2.56
s6-3 950359442 911602476 950359442 950359442 0 1.11 950359442 0 4.25
s6-4 967049676 960380916 967049676 962343300 -4706376 1.19 967049676 0 4.87
s6-5 931551291 924793251 931551291 924793251 -6758040 0.61 931596118 44827 3.92
s6-6 947620624 931404216 947620624 946864248 -756376 0.55 947620624 0 3.74
s6-7 934394194 921150574 934394194 925674374 -8719820 0.99 934400234 6040 3.41
s6-8 955622192 941568480 955622192 951178530 -4443662 0.93 955629758 7566 2.56
s6-9 943481358 930553716 943481358 943006354 -475004 0.86 943499680 18322 3.77
s6-10 919206812 915519588 919206812 915519588 -3687224 0.68 919219796 12984 2.67
s7-1 972769756 959421760 972769756 972769756 0 0.83 972769756 0 3.90
s7-2 967828720 949105792 967828720 967828720 0 0.54 967828720 0 4.01
s7-3 979766032 968648632 979766032 979766032 0 1.03 979766032 0 3.43
s7-4 955427687 944387560 955427687 955427687 0 0.89 955427687 0 2.51
s7-5 966595002 959891760 966595002 959891760 -6703242 0.70 966595002 0 2.21
s7-6 975298932 962195088 975298932 975262854 -36078 0.85 975298932 0 4.84
s7-7 962651892 962651892 962651892 962651892 0 1.12 962651892 0 4.58
s7-8 970318920 959714760 970318920 959714760 -10604160 0.56 970456430 137510 4.27
s7-9 977788140 969662000 977788140 969662000 -8126140 1.01 977788140 0 5.09
s7-10 954640294 954640294 954640294 954640294 0 0.93 954676430 36136 4.28
s8-1 970553620 965572160 970553620 968451600 -2102020 0.84 970553620 0 2.43
s8-2 983603448 969688700 983603448 983603448 0 0.55 983603448 0 2.51
s8-3 976385802 967087360 976385802 976385802 0 0.78 976385802 0 2.44
s8-4 968557842 962818210 968557842 962818210 -5739632 0.51 968576543 18701 2.04
s8-5 980177968 970571022 980177968 980177968 0 0.99 980177968 0 4.39
s8-6 966197176 962895437 966197176 962895437 -3301739 0.55 966197176 0 4.22
s8-7 980290128 974420748 980290128 974420748 -5869380 1.02 980290128 0 3.48
s8-8 982244405 974992552 982244405 979539513 -2704892 1.00 982244734 329 4.34
s8-9 977389640 977389640 977389640 977389640 0 0.51 977389640 0 3.93
s8-10 975962688 975962688 975962688 975962688 0 1.06 975962688 0 10.69
Avcpu 0.86 3.72
AvGap -1261759.70 7136.23
NBBest 0 12

Table 5.4 – Résultats de GBS sur le deuxième groupe d’instances 3D -(η = 1 et η = 2).
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#Inst. GBS
η = 3 η = 4

Opt/Best Sol.A1 Sol.A2 Sol. Gap Sol. Gap
s1-1 674874 665884 674874 674874 0 13.54 674874 0 48.46
s1-2 879456 764670 879456 879456 0 11.49 879456 0 41.85
s1-3 696346 696346 696346 696346 0 17.57 696346 0 39.98
s1-4 778540 778540 778540 778540 0 13.66 778540 0 47.40
s1-5 760320 760320 760320 760320 0 13.92 760320 0 39.11
s1-6 684000 684000 684000 684000 0 16.37 684000 0 44.34
s1-7 860832 860832 860832 860832 0 14.40 860832 0 35.78
s1-8 815984 744808 815984 815984 0 14.02 815984 0 41.32
s1-9 760242 731160 760242 760242 0 12.30 760242 0 37.64
s1-10 886968 886968 886968 886968 0 16.49 886968 0 50.22
s2-1 871904 840756 871904 871904 0 15.48 871904 0 48.10
s2-2 869904 869904 869904 869904 0 12.40 869904 0 37.91
s2-3 921801 904068 921801 921801 0 11.17 921801 0 33.69
s2-4 864036 864036 864036 864036 0 17.34 864036 0 47.02
s2-5 945856 945856 945856 945856 0 17.10 945856 0 46.03
s2-6 804056 804056 804056 804056 0 10.83 804056 0 37.19
s2-7 822000 822000 822000 822000 0 12.72 822000 0 45.40
s2-8 913050 913050 913050 913050 0 12.36 913050 0 44.51
s2-9 815112 815112 815112 815112 0 16.78 815112 0 40.76
s2-10 860360 860360 860360 860360 0 13.42 860360 0 40.29
s3-1 652356 652356 652356 652356 0 11.45 652356 0 44.51
s3-2 781800 668800 781800 781800 0 16.91 781800 0 50.57
s3-3 671756 671756 671756 671756 0 10.64 671756 0 33.43
s3-4 873408 873408 873408 873408 0 15.82 873408 0 38.27
s3-5 610362 610362 610362 610362 0 11.34 610362 0 38.52
s3-6 628024 613228 628024 628024 0 14.75 628024 0 41.69
s3-7 689386 689386 689386 689386 0 16.48 689386 0 50.35
s3-8 719292 719292 719292 719292 0 11.10 719292 0 33.43
s3-9 685952 680472 685952 685952 0 17.77 685952 0 42.52
s3-10 757484 754208 757484 757484 0 13.09 757484 0 33.65
s4-1 941611 941571 941571 941611 0 16.83 941611 0 44.96
s4-2 994680 985840 994680 994680 0 9.37 994680 0 29.97
s4-3 935834 908400 935834 935834 0 12.23 935834 0 37.82
s4-4 964951 964951 964951 964951 0 15.99 964951 0 42.61
s4-5 989232 973800 989232 989232 0 9.74 989232 0 41.82
s4-6 9793344 970068 979344 9793344 0 15.19 9793344 0 44.85
s4-7 982800 971964 982800 982800 0 10.84 982800 0 31.33
s4-8 994128 994128 994128 994128 0 14.76 994128 0 40.21
s4-9 975528 975528 975528 975528 0 13.52 975528 0 48.00
s4-10 964010 964010 964010 964010 0 11.06 964010 0 45.92
s5-1 927535995 875707050 927535995 927535995 0 12.59 927535995 0 41.17
s5-2 791047040 791047040 791047040 791047040 0 18.12 791047040 0 41.49
s5-3 910377398 881647112 910377398 910377398 0 15.06 910377398 0 37.37
s5-4 940778852 940778852 940778852 940778852 0 15.61 940778852 0 37.33
s5-5 915787200 911989512 915787200 915787200 0 14.20 915787200 0 41.93
s5-6 963108450 963108450 963108450 963108450 0 14.42 963108450 0 43.77
s5-7 923291784 923291784 923291784 923291784 0 13.94 923291784 0 37.64
s5-8 902788776 902788776 902788776 902788776 0 13.50 902788776 0 39.75
s5-9 968858510 941370090 968858510 968975430 116920 18.36 968975430 116920 43.19
s5-10 899738312 897397956 899738312 899909876 171564 11.70 899909876 171564 38.42
s6-1 942849066 926563320 942849066 942849066 0 13.50 942849066 0 36.29
s6-2 978040000 978040000 978040000 978040000 0 15.39 978040000 0 49.33
s6-3 950359442 911602476 950359442 950359442 0 12.39 950359442 0 38.91
s6-4 967049676 960380916 967049676 967049676 0 13.01 967049676 0 45.96
s6-5 931551291 924793251 931551291 931596118 44827 16.66 931596118 44827 42.33
s6-6 947620624 931404216 947620624 947620624 0 12.09 947620624 0 33.79
s6-7 934394194 921150574 934394194 934400234 6040 12.48 934400234 6040 36.70
s6-8 955622192 941568480 955622192 955629758 7566 14.45 955629758 7566 36.89
s6-9 943481358 930553716 943481358 943499680 18322 13.41 943499680 18322 37.80
s6-10 919206812 915519588 919206812 919219796 12984 15.52 919219796 12984 45.34
s7-1 972769756 959421760 972769756 972769756 0 10.90 972769756 0 34.46
s7-2 967828720 949105792 967828720 967828720 0 16.18 967828720 0 40.38
s7-3 979766032 968648632 979766032 979766032 0 14.13 979766032 0 34.62
s7-4 955427687 944387560 955427687 955427687 0 13.35 955427687 0 46.45
s7-5 966595002 959891760 966595002 966595002 0 14.98 966595002 0 37.70
s7-6 975298932 962195088 975298932 975298932 0 16.34 975298932 0 40.74
s7-7 962651892 962651892 962651892 962651892 0 19.30 962651892 0 52.47
s7-8 970318920 959714760 970318920 970456430 137510 16.69 970456430 137510 42.62
s7-9 977788140 969662000 977788140 977788140 0 11.45 977788140 0 41.04
s7-10 954640294 954640294 954640294 954676430 36136 14.92 954676430 36136 43.20
s8-1 970553620 965572160 970553620 970553620 0 13.97 970553620 0 37.81
s8-2 983603448 969688700 983603448 983603448 0 8.86 983603448 0 34.06
s8-3 976385802 967087360 976385802 976385802 0 13.12 976385802 0 38.99
s8-4 968557842 962818210 968557842 968576543 18701 15.18 968576543 18701 39.40
s8-5 980177968 970571022 980177968 980177968 0 11.32 980177968 0 33.48
s8-6 966197176 962895437 966197176 966197176 0 16.67 966197176 0 46.94
s8-7 980290128 974420748 980290128 980290128 0 9.59 980290128 0 42.51
s8-8 982244405 974992552 982244405 982244734 329 18.58 982244734 329 50.76
s8-9 977389640 977389640 977389640 977389640 0 17.00 977389640 0 40.52
s8-10 975962688 975962688 975962688 975962688 0 24.91 975962688 0 50.64
Avcpu 14.20 41.19
AvGap 7136.23 7136.23
NBBest 12 12

Table 5.5 – Résultats de GBS sur le deuxième groupe d’instances 3D -(η = 3 et η = 4).
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– Les différentes version de LBS (avec η = 1, η = 2, η = 3 et η = 4) n’améliorent aucune

solution dans ce groupe. Le temps de traitement passe de 0.88 secondes pour LBS1 à 5.98

secondes pour LBS2 et de 24.67 secondes pour LBS3 à 66.92 secondes dans le cas de LBS4.

– La déviation moyenne par rapport aux meilleures solutions de la littérature, diminue au fur

et à mesure de l’augmentation de la largeur du faisceau. Elle passe de −5060114.69 (LBS1)

à −1261759.7 (LBS2) et de −1261759.7 (LBS3) à −110175.5 (LBS4).

– Nous remarquons que la qualité des solutions produites par (LBS2) et (LBS3) sont identiques

et que LBS3 consomme sensiblement plus que LBS2 en temps de calcul.

– GBS1 n’arrive pas à améliorer les meilleurs solutions de la littérature mais produisent des

déviations nettement inférieures à LBS1(−1261759.7). Le temps de résolution de GBS1 est

un peut plus inférieur au temps consommé par LBS1 à 0.86.

– GBS2 améliore 12 instances parmi les 80 instances de ce groupe et génère une déviation

moyenne de 7136.23. Son temps de résolution moyen reste très raisonnable à 3.72 secondes.

– GBS3 et GBS4 n’améliorent pas les résultats de GBS2 et ils augmentent considérablement

le temps de résolution qui passe à 14.20 pour GBS3, puis à 41.19 secondes pour GBS3.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une résolution approchée du problème de découpe à

trois dimensions avec une méthode de recherche par faisceaux. Cette méthode est une méthode

de séparation et évaluation qui explore un sous-ensemble de nœuds à chaque niveau. Le choix des

nœuds à explorer se fait en utilisant une fonction d’évaluation nommée aussi, politique de filtrage.

La partie expérimentale a montré l’intérêt de la politique de filtrage et son influence directe sur la

qualité des solutions réalisables produites.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de découpe double contraint à deux di-

mensions noté DCTDC (Double-Constrained Two-Dimensional Guillotine Cutting Stock Problem).

Nous proposons, une résolution exacte par séparation et évaluation (branch and bound). Cet algo-

rithme opère par des constructions par pièces et utilise des bornes supérieures et inférieures pour

limiter l’espace de recherche.

On présente aussi dans ce chapitre, une nouvelle borne inférieure pour le DCTDC basée sur une

relaxation du DCTDC.

3. Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans ”Computational Optimization and

Applications [41]” et d’une conférence internationale ”The 3rd ESICUP Meeting, EURO Special Interest

Group on Cutting and Packing [7]”
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6.1 Problème de découpe double contraint à deux dimen-

sions

Comme nous l’avons définie dans le premier chapitre de cette thèse, une instance du problème

de découpe double contraint à deux dimensions est définie par (R,S, c, a, b), où R représente le rec-

tangle initial, S l’ensemble des pièces, c le vecteur profit associé aux pièces et a = (ai), i = 1, ..., n

et b = (bi)i = 1, ..., n représentent respectivement, une borne inférieure et une borne supérieure sur

le nombre d’occurrences de chaque type de pièces dans un plan de découpe réalisable.

1. Un plan de découpe réalisable est produit par des découpes guillotines successives.

2. Les pièces de l’ensemble S sont fixées (i.e. la pièce de longueur l et de hauteur h n’est pas la

même que celle qui possède la longueur h et la hauteur l).

3. Les dimensions L, H, li et hi, pour i = 1, . . . , n, sont des entiers positifs.

Le vecteur de n-dimensions d’entiers non négatifs (d1, d2, . . . , dn) est un plan de découpe pour

le DCTDC s’il est possible de placer di pièces de type i ∈ I dans le rectangle initial S sans débor-

dement et s’il est possible de produire ces pièces par des découpes guillotines. Ce plan de découpe

est réalisable si ∀i ∈ i, ai ≤ di ≤ bi.

La formulation du DCTDC 1 est la suivante :

(DCTDC) =


maximiser

∑
i∈I

cidi

s.c.(di, . . . , dn) est un plan de découpe réalisable

ai ≤ di ≤ bi, i ∈ I.

Lorsque ai = 0,∀i ∈ I le problème est noté CTDC 2 et lorsque en plus bi = +∞,∀i ∈ I, ce

problème devient UTDC 3.

On trouve aussi dans la littérature, une autre variante de ce problème, nommée problème de découpe

avec satisfaction exacte des demandes. Cette variante est le DCTDC avec ai = bi,∀i ∈ I.

6.2 Une solution initiale

DCTDC étant NP-complet, nous obtenons une solution initiale réalisable en utilisant une pro-

cédure d’approximation du CTDC (single constrained TDC).

En effet, un problème CTDC peut être obtenu à partir du DCTDC en ignorant les bornes infé-

rieures de toutes les pièces. Dans le cas où, la solution produite par la résolution du CTDC est

réalisable pour DCTDC, alors cette dernière est utilisée comme solution initiale pour l’algorithme

exact, sinon, nous utilisons une procédure gloutonne pour restaurer la réalisabilité.

1. Double-Constrained Two-Dimensional Guillotine Cutting Stock Problem

2. Single constrained Two-Dimensional Guillotine Cutting Stock Problem

3. Unconstrained Two-Dimensional Guillotine Cutting Stock Problem
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Dans la suite, nous commençons par décrire une procédure constructive qui résout le problème

CTDC. Nous détaillerons, par la suite, les procédures GP et IGP qui permettent de restaurer la

réalisabilité d’une solution CTDC pour DCTDC.

6.2.1 Procédure constructive pour une contrainte

Le problème CTDC est NP-difficile et sa résolution est très complexe. Pour cette raison nous

faisons une résolution approximative en utilisant une approche constructive qui génère et combine

des bandes. Le principe de cette méthode est décrit dans la figure 6.1.

1. Soit r le nombre de hauteurs distinctes des pièces telle que w1 > w2 > ... > wr, où r ≤ n.

b
′

i = bi, d
′

i = 0, et σ = 0. σ représente le nombre de bandes dans la solution finale ;

2. Mettre j = 1 et W
′

= W ;

3. Générer une bande de hauteur wj par la résolution du problème de sac-à-dos borné suivant :

KPhor(L,wj)
=



fhorwj
(L) = max

∑
i∈Swj

cidij

s.c.
∑
i∈Swj

lidij ≤ L

dij ≤ b
′

i, dij ∈ N, i ∈ SL,wj .

où dij est le nombre d’apparitions de la pièce de type i dans la bande (L,wj)

sans violation de la borne supérieure b
′

i. fhorwj
(L) le profit de la bande et SL,wj ={

i ∈ I, wi ≤ wj , li ≤ L, b
′

i > 0
}

, cela signifie que SL,wj est l’ensemble de pièces qui peuvent

être placées dans la bandes (L,wj) et dont la borne supérieure b
′

i est positive ;

4. Mettre d
′

i = d
′

i + dij , i ∈ I ;

5. Mettre à jour les restes des demandes en mettant b
′

i = b
′

i−dij , i ∈ I et incrémenter le nombre

courant de bandes σ = σ + 1 ;

6. Placer la bande courante dans le reste du rectangle (L,W
′
) et réduire sa hauteur W

′
=

W
′ − wj ;

7. Si
{
k ∈ I : wk = wj , b

′

k > 0
}

= ∅ alors

– Si ∃i ∈ I, tel que b
′

i > 0,W
′ ≥ wi,Mettre j = i et aller à l’étape 3 ;

– Sinon Arrêter ;

Sinon aller à l’étape 3 ;

Figure 6.1 – Procédure constructive pour CTDC

L’exécution de l’étape 3 plusieurs fois, génère des bandes de hauteurs wj , j ∈ 1, . . . , r. Évidem-

ment, la structure de deux bandes de même hauteurs peut être différente.
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DEUX DIMENSIONS

6.2.2 Restauration de la réalisabilité

La solution d
′

= (d
′

1, . . . , d
′

n) produite par la procédure de la section précédente, est réalisable

pour le problème CTDC, mais elle n’est pas nécessairement réalisable pour DCTDC. En effet, dans

la solution produite, on peut trouver des pièces i ∈ I dont la contrainte sur la borne inférieure

n’est pas satisfaite (d
′

i < ai). Pour restaurer la réalisabilité, nous appliquons la procédure gloutonne

décrite dans la figure 6.2.

1. Soit σ, le nombre de bandes utilisées pour construire d
′
;

2. Soit Sσ = {i ∈ I‖d′i < ai} et Sσ = {i ∈ I‖d′i > ai} et nstrip = 0 ;
3. Soit j = 1 ;

4. Soit J ⊂ Sσ l’ensemble des pièces de la bande j de d
′

dont les contraintes ai sont satisfaites.

5. J = {i‖i ∈ Sσ et d
′

ij > 0} ;

– (a) Supprimer de la bande j, toutes les pièces de J ; mettre à jour d
′

en mettant d
′

i = d
′

i − d
′

ij ,
pour i ∈ J ;

– (b) Décaler toutes les pièces de la bande j au coin inférieur droit de la bande (bottom-left) ;
– (c) Définir l’espace restant dans la bande E ;

Pour chaque type de pièce i ∈ Sσ, placer dans E (en utilisant la politique BLP) le maximum
de pièces possible, sans dépasser ai − d

′

i pièces ;
Si aucune pièce de Sσ ne rentre dans E, utiliser des pièces de Sσ ;

– (d) Mettre à jour Sσ et Sσ ;
– (e) Incrémenter nstrip = nstrip + 1 ;

Si Sσ = ∅, arrêter, la solution est réalisable ;
Si Sσ 6= ∅ et Sσ = ∅ , arrêter, la solution est irréalisable ;
Si Sσ 6= ∅, Sσ 6= ∅ et nstrip > σ, arrêter, la solution est irréalisable ;

Si Sσ 6= ∅, Sσ 6= ∅ et nstrip ≤ σ, aller à l’étape 3 ;

Figure 6.2 – Restauration de la réalisabilité par GP

L’étape 3 de la procédure GP restaure la réalisabilité en supprimant des pièces d’une bande

et en les remplaçant par des pièces dont les bornes inférieures sont violées. Dans ce cas, si aucune

pièce ne rentre dans l’espace libéré, alors GP utilise les autres pièces sans violer la contrainte sur

les bornes supérieures.

La procédure GP produit une solution réalisable, si elle arrive à satisfaire les contraintes inférieures

de toutes les pièces Sσ = ∅. Dans le cas contraire, GP s’arrête sans produire de solution réalisable.

6.2.3 Procédure de discrétisation

Afin d’améliorer les solutions obtenues par GP et dans le cas échéant, trouver une solution

réalisable, nous avons introduit une deuxième étape.

Cette étape, crée un ensemble R en utilisant une procédure de discrétisation et combine les éléments

de R dans une méthode constructive.

R est un ensemble fini de couples R = (Ry, RW−y), y ∈ w1, w . . . , wr qui représente deux sous-

rectangles complémentaires dans le cas, d’une découpe horizontale.

Par symétrie, dans le cas d’une découpe verticale, l’ensemble R sera R = (Rx, Rl−x), y ∈
l1, w . . . , lk, où k est le nombre de largeurs distincts des pièces.
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Initialisation

SolH = −∞ ;

SolV = −∞ ;

où SolH (SolV ) la solution produite par GP ;

Best = max {0, SolH , SolV } ; où Best la meilleure solution courante ;

Amélioration

∀k ∈ (1, . . . , r), faire :

Wrest = W − wk et Stop = 0 ;

Répéter

1. Remplir Ryk en utilisant GP horizontale ;

2. Remplir RWrest en utilisant GP verticale ;

3. Best = max {Best,Best(Ryk, RWrest
)}, où Best(Ryk, RWrest

) la valeur de la solution

de (Ryk, RWrest
) ;

4. Si ∃(lj , wj) ⊆ (L,w), tel que w ∈ w1, . . . , wr et w ≤Wrest alors yk = yk +wi ; Sinon

Stop = 1 ;

jusqu’à Stop = 1

Figure 6.3 – Procédure de combinaison de bandes horizontales et/ou verticales : IGP

Le principe de résolution par programmation dynamique du sac-à-dos borné KPhor(L,W ), détaillé

dans les chapitres précédents, nous permet non seulement de construire la bande (L,W ), mais

aussi toutes les bandes optimales (L, β), où β ≤W .

La deuxième phase que nous proposons (nommée IGP), met en œuvre ce principe pour obtenir

les couples (Ry, RW−y) ∈ R dans le cas d’une découpe horizontale et les couples (Rx, Rl−x) ∈ R
dans le cas d’une découpe verticale.

IGP est une procédure constructive, qui démarre d’une solution initiale produite par la procé-

dure GP et tente de l’améliorer en fixant une hauteur y ∈ w1, . . . , wr (ou une largeur x ∈ l1, . . . , lr,
dans le cas d’une découpe verticale) dans S, remplit le premier sous-rectangle (L, y) (ou (x,W )

dans le cas d’une découpe verticale) et combine les bandes horizontales et verticales en utilisant

GP. Les étapes 1 − 4 de la procédure IGP décrite dans la figure 6.3 sont répétées jusqu’à ce que

toutes les pièces soient placées ou jusqu’a ce qu’aucune pièce ne peut entrer dans la dernière bande

créée.

6.3 Résolution exacte

Nous nous sommes intéressés, dans cette section à la résolution exacte du DCTDC. L’algorithme

que nous proposons est une méthode de séparation et évaluation qui utilise la solution réalisable

produite par la méthode décrite dans la section précédente.

Nous proposons aussi, des bornes supérieures pour réduire l’espace de recherche, accélérer et orienter
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Figure 6.4 – Constructions horizontale et verticale.

la recherche de la solution optimale.

6.3.1 Principe

Chaque nœud de l’arborescence de recherche correspond à un sous-rectangle réalisable de S.

Un sous-rectangle réalisable du rectangle initial S est obtenu par des constructions horizontales ou

verticales.

6.3.1.1 Définitions

Une construction horizontale (notée R1|R2) de deux sous-rectangles R1 = (xR1 , yR1) et R2 =

(xR2 , yR2) produit le sous-rectangle R3 = (xR1 + xR2)×Max(yR1 , yR2).

De la même manière, une construction verticale (notée R1
R2

) de R1 et R2 produit le sous-rectangle

R4 = Max(xR1 , xR2)× (yR1 +yR2). (La figure 6.4 illustre les constructions horizontale et verticale).

Un sous-rectangle interne R = (xR, yR) est réalisable si :

– ∀(li, wi) ⊆ R, dRi ≤ bi, où dRi est le nombre d’apparitions de la pièce du type i dans le

rectangle R.

– R peut être placé dans le rectangle initiale S, autrement dit (xR, yR) ≤ (L,W )

– ai ≤ dRi + dPi ≤ bi, i ∈ I (Comme illustré dans la figure 6.4, P = S/R et R est placé dans le

coin inférieur droit de S.

6.3.1.2 Processus de développement

Pour chaque sous-rectangle interne R, l’algorithme calcule une borne supérieure. Soit g(R) la

valeur de la somme des profits des pièces contenues dans R et soit h(R) le profit maximal qu’on

peut obtenir en découpant la région P = S/R sans violer les contraintes sur les demandes (les

bornes ai et bi, ∀i ∈ I). Alors f(R) = g(R) + h(R) représente une borne supérieure pour le profit

maximal produit par n’importe quel plan de découpe incluant R.
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Calculer h(R) n’est pas une tâche facile, pour se faire, nous commençons par déterminer une

estimation h
′
(R) de h(R), ensuite on déduit à partir de h

′
(R), une estimation de la borne supé-

rieure f
′
(R) de f(R). Nous présentons dans ce qui suit, plusieurs approches d’estimation de f(R).

Par ailleurs, à chaque construction, l’algorithme exact que nous proposons, branche sur le

meilleur sous-rectangle interne réalisable, susceptible d’améliorer la solution courante.

Les étapes principales de l’algorithme sont détaillées dans la section 6.3.2. Les bornes supé-

rieures dans la section 6.3.3, la stratégie de développement dans la section 6.3.4 , les structures de

données dans la section 6.3.4.4 et finalement, la gestion des duplications et des plans de découpes

non-réalisables sont décrits dans la section 6.3.4.3.

6.3.2 L’algorithme

L’algorithme exact (voir la figure 6.5) utilise deux listes : Open et Clist.

La liste Open contient initialement n éléments, chaque élément Ri, i ∈ I correspond à un type de

pièce i, cela veut dire que (lRi , wRi) = (li, wi), i ∈ I.

Pour chaque élément Ri de la liste Open, l’algorithme associe trois valeurs : (i) la valeur g(Ri), (ii)

une estimation g
′
(Ri) et (iii) la valeur de la borne supérieure correspondant f

′
(Ri). L’algorithme

associe à chaque élément Ri, un vecteur d(Ri) de dimension n. Chaque élément de ce vecteur (noté

d
(Ri)
k , k = 1, . . . , n) présente le nombre d’occurrences de la pièce de type k dans le sous-rectangle

interne réalisable Ri.

Initialement, g(Ri) = ci, d
(Ri)
k = 1 si k = 1 sinon d

(Ri)
k = 0 .

La liste Clist est initialisée à l’ensemble vide. A chaque itération l’élément R de plus grande valeur

f
′
(R) est déplacé de la liste Open à Clist.

Un nouvel ensemble Q est crée en combinant (en horizontal et en vertical) R avec les éléments

de la liste Clist (en incluant le rectangle R). A chaque combinaison, la liste Q ne garde que les

sous-rectangles réalisables q ((lq, wq) ≤ (L,W ) et d(q)
k ≤ bk, k ∈ I). La solution réalisable courante

Opt(best) est mise à jour par la valeur g(R) sous deux conditions : (i) d(q)
k ≥ ak, k ∈ I et (ii)

g(q) > Opt(best). Finalement, l’algorithme s’arrête lorsque Open est vide ou si la valeur f
′
(R) est

inférieure ou égale à la meilleure solution courante Opt(best).

6.3.3 Bornes supérieures

Pour chaque sous-rectangle interneR, l’algorithme calcule une borne supérieure, nous proposons

plusieurs manières de calculer une estimation de la borne supérieure f
′
(R) de S qui inclut le sous-

rectangle R = xR × yR.

La borne supérieure f
′
(R) est la somme de g(R) et h

′
(R) (f

′
(R) = g(R) + h

′
(R)), où h

′
(R) est le

profit maximum obtenu par la découpe de la région P = SR.

Cette borne est obtenue par la résolution d’un problème UTDC, d’un problème de sac-à-dos borné

unidimensionnel (SBK-single bounded knapsack) et d’une relaxation du SBK (RSBK).
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Entrée : Instance DCTDC ;

Sortie : Une solution optimale Best de valeur Opt ;

Structure de données

• Open : Ensemble de sous-problèmes ;
• Clist : Liste des meilleurs sous-problèmes ;
• g,R : Des rectangles guillotines ;
• g(R), h

′
(R), f

′
(R) : La valeur du profit du rectangle R, la borne supérieure de la région P et la

valeur de la borne supérieure du sous-problème contenant la configuration R ;
• Best, Opt : La structure de la meilleure solution courante et sa valeur ;

Résolution

• Open = {R1, . . . , Rn} ;
• Clist = ∅ ;Fin = 0 ;
• Calculer Upper(xR, yR) pour chaque xR = 1, . . . , L et yR = 1, . . . ,W ;
• Lancer IGP afin de produire une solution de départ best de valeur Opt(Best) ;
Répéter

Sélectionner de Open l’élément R ayant la plus grande valeur f
′
(R) ;

Si (f
′
(R)−Opt(Best) ≤ 0) alors fin = 1 ;

Sinon
1. Transférer R de Open à Clist ;
2. Construire tous les rectangles guillotines Q tels que :

(a) Q est une construction horizontale ou verticale de quelques sous-rectangles (incluant
R) de Clist ;

(b) Q ≤ (L,W ) ;
(c) ∀q ∈ Q, dqk ≤ bk, k ∈ I ;

3. Pour chaque élément q de Q faire :
(a) Si (g(q) > Opt(Best)) et (dqk ≥ ak) alors Best = q et Opt(Best) = g(q) ;

(b) Si (f
′
(q) > Opt(Best)) alors Open = Open ∪ q ;

4. Supprimer tous les éléments R de Open ayant f
′
(R) ≤ Open(Best) ou h

′
(R) = 0 ;

5. Si Open = ∅ alors fin = 1 ;
jusqu’à fin = 1 ;

Figure 6.5 – Algorithme exact pour DCTDC

6.3.3.1 Une première borne supérieure

Une borne supérieure pour DCTDC est la solution obtenue par la résolution de UTDC (une

version de DCTDC où les contraintes sur les demandes (ai et bi) sont ignorées).

Dans ce cas, h
′
(R) est estimé par :

U1(xR, yR) = min
{
F (L,W − yR) + F (L− xR,W ), F (L,W )− g(R)

}
, (6.1)

où F est la valeur de la solution de la fonction de sac-à-dos à deux dimensions de Gilmore et

Gomory [61].

U1(xR, yR) peut ne pas être très fine car l’équation 6.1 prend en considération deux fois le rectangle

(L− xR,W − yR).
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Figure 6.6 – La récursivité dans l’énumération de toutes les possibilités qui permettent à

un sous-rectangle R de se placer dans le coin inférieur droit d’un plan de découpe guillotine.

6.3.3.2 Une deuxième borne supérieure

Une deuxième borne supérieure, U2(xR, yR), est la valeur de la solution du problème de sac-à-

dos borné unidimensionnel (SBK(xR,yR)) suivant :

U2(xR, yR) = max
{ ∑
i∈SRP

cizi, s.t.
∑
i∈SRP

(liwi)zi ≤ (LW − xRyR),

zi ≤ min
{
bi, b

LW − xRyR
liwi

c
}
, i ∈ SRP , zi ∈ N

}
(6.2)

SRP est l’ensemble de pièces qui peuvent être placées dans la région P et zi est le nombre d’occur-

rences de la pièce de type i dans P .

Au départ de l’algorithme exact, le problème SBK(0,0) est résolu par programmation dynamique,

ainsi, les solutions de tous les SBK(x,y), x ≤ L et y ≤W , comme celle de (xR, yR), sont disponibles

au début de la résolution.

6.3.3.3 Amélioration de la borne supérieure courante

Nous avons amélioré la qualité des bornes U1(xR, yR) et U2(xR, yR) en utilisant deux méthodes :

(a) Application de l’algorithme récursive de Viswanathan et Bagchi’s (voir Viswanathan et

Bagchi [26]).

(B) Résolution d’un problème de sac-à-dos borné en utilisant une méthode gloutonne et une

procédure polynômiale.

(a).Utilisation de la récursivité

La fonction récursive énumère toutes les possibilités qui permettent au sous-rectangle R de se placer

dans le coin inférieur droit du plan de découpe guillotine, comme illustré dans la figure 6.6.(a).

nous appliquons la récursivité aux points qui se trouvent en dessous du grand rectangle S, lorsque

nous avançons les points vers la droite ou en dessus de R comme illustré dans la figure 6.6.(b). Par

conséquent, pour chaque sous-rectangle courant R, les solutions des problèmes UTDC et SBK(...)

peuvent être combinées pour obtenir une borne supérieure plus fine.
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U3(xR, yR) = min{H(R),V(R)} (6.3)

où

H(R) = max{U3(xR + u, yR) + min
{
U1(xR + u, yR),U2(u× yR)

}
: 1 ≤ u ≤ L− xR}, (6.4)

V(R) = max{U3(xR, yR + v) + min
{
U1(xR, yR + v),U2(xR × v)

}
: 1 ≤ v ≤W − yR}, (6.5)

et U3(L,W ) = 0.

(b).Utilisation d’un problème de sac-à-dos borné

L’équation 6.3 choisit la plus petite valeur de U1(xR, yR) et U2(xR, yR) obtenues respectivement de

UTDC et SBK. Au lieu de résoudre SBK(xR,yR), on peut résoudre RSBK, une version relaxée de

SBK, et utiliser sa solution U4(xR, yR) comme une borne supérieure, comme suite :

U4(xR, yR) = max
{ ∑
i∈SRP

cizi, s.t.
∑
i∈SRP

(liwi)zi ≤ T, a′i ≤ zi ≤ b′i, zi ≥ 0, i ∈ SRP
}
,

où les bornes sur les demande des pièces de type i ∈ I sont relaxées à (a′i, b
′
i) = (ai −

dRi ,min{bi, b T
liwi
c}).

La valeur T , dépend des pièces qui peuvent être placées dans P , elle est calculée comme suit :

T =



L(W − yR) Si 6 ∃ k, k ∈ SRP tel que lk ≤ L− xR
W (L− xR) Si 6 ∃ k, k ∈ SRP tel que wk ≤W − yR
LW − xRyR Si ∃ (k ∧ k′) ∈ SRP tel que

(wk ≤W − yR) ∧ (lk′ ≤ L− xR)

0 sinon.

(6.6)

La plus petite valeur entre U3(xR, yR) et U4(xR, yR), est une borne supérieure valide :

U5(xR, yR) = min
{
U3(xR, yR),U4(xR, yR)

}
. (6.7)

La comparaison de U5(xR, yR) à U1(xR, yR) avec une estimation basée sur U2(xR, yR), donne

une borne supérieure plus fine

U6(xR, yR) = min{U1(xR, yR),U2(L,W )− g(R),U5(xR, yR)} (6.8)

= min{U1(xR, yR),U2(L,W )− g(R),U3(xR, yR),U4(xR, yR)}. (6.9)

Afin d’accélérer le calcul de U5(xR, yR), on utilise pendant le traitement de l’équation 6.6 un

rectangle normalisé qui réduit la taille de T .

Par exemple, l’espace P de la figure 6.7.(a) peut être réduit à un espace normalisé P1 de la

figure 6.7.(b) qui représente, l’union entre la bande horizontale (L − xR,W ) et la bande verticale

(L,W − wR).

L’espace normalisé P1 de la figure 6.7.(b) peut à son tour, être réduit à une bande normalisée de

la figure 6.7.(c), lorsque la bande verticale est vide.
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Figure 6.7 – (a) Estimation de l’espace P lorsque le rectangle R est placé au coin infé-

rieur droit du rectangle initial S. (b) L’espace normalisé P1. (c) L’espace réduite P2 à

l’application de l’équation 6.6.

Figure 6.8 – Gestion des dominances entre plans de découpe pendant la construction.

6.3.4 Stratégie de développement

Les performances d’un algorithme ”branch and bound”dépend très fortement de son implémen-

tation. Utiliser des techniques avancées peut améliorer considérablement les performances. Ainsi,

nous utilisons plusieurs techniques qui réduisent l’espace de recherche et troncaturent les plans de

découpe (i) dominés (ii) dupliqués et (iii) non réalisables. Par ailleurs, nous utilisons des structures

de données spécifiques pour les listes Open et Clist.

6.3.4.1 Gestion des dominances

On considère un plan R1 de la liste Open et un autre plan R2 de la liste Clist. R3 = R1
R2 est un

plan dominé s’il existe une pièce k telle que (lk, wk) ≤ (lR3−lR1, wR1) (où (lk, wk) ≤ (lR3−lR2, wR2))

et bk − dR3
k ≥ 1, avec dR3

s est le nombre d’occurrences de la pièce de type k dans R3.

De la même manière, R4 = R1|R2 est un plan dominé s’il existe une pièce s telle que (ls, ws) ≤
(lR2, wR4−wR2) (ou (ls, ws) ≤ (lR1, wR4−wR1)) et bs−dR4

s ≥ 1, avec dR4
s le nombre d’occurrences

de la pièce de type s dans R4.

Les plan R3 et R4 de la figure 6.8 sont des plans dominés.
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Figure 6.9 – Gestion des duplications des plans de découpe pendant la construction -

Exemple de plans de découpe symétriques.

6.3.4.2 Gestion des duplications

Les plans de la figure 6.9 sont symétriques, ils ont la même taille et leur structure interne est

identique (ils sont construit par les mêmes types de pièces), par conséquent, ils gérèrent le même

profit. Dans une telle situation, ces deux plans sont dupliqués.

On peut détecter la duplication facilement comme suit :

Soit A un plan de la liste Open et B un autre plan de la liste Clist. La construction horizontale

A|B est une duplication d’un sous-rectangle interne s’il existe un autre sous-rectangle C = (lC , wC)

dans Open ou Clist tel que :

1. (lC , wC) ≤ (lA + lB ,max{wA, wB}), et

2. ∀i ∈ {1, . . . , n}, dA|Bi ≤ dCi , où d
(•)
i le nombre d’occurrences de la pièce de type i dans le

sous-rectangle interne courant.

6.3.4.3 Gestion de la non-réalisabilité

A chaque nœud de l’arborescence de recherche qui correspond à un sous-rectangle interne R

de dimensions xR× yR, un ensemble de bornes supérieures est calculé. Ces bornes servent à limiter

l’espace de recherche et écarter les nœuds qui gérèrent des solutions non-réalisables. Parmi ces

bornes, la borne U4(xR, yR) est calculée par la résolution du problème SKBK(xR,yR).

Les deux propositions suivantes, sont utilisées pour écarter les nœuds non-réalisables lors de la

combinaison en horizontal/vertical d’un élément de la liste Open et, un autre élément de la liste

Clist.

Proposition 6.1. Une construction horizontale (resp. verticale) d’un plan A obtenue de Open et

un plan B obtenue de Clist est ecartée si

n∑
k∈PPR

lkwka
′
k > T,

où a′k = ak − dRk , et T est la capacité de SKBK(xR,yR) pour le rectangle courant R.
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Preuve : Une construction horizontale de A et B produit un rectangle interne R de valeur

g(R) et une région occupée égale à
∑
k∈R

lkwkd
R
k .

Soit S′ l’ensemble de pièces tel que ai − dRi > 0, et pour lequel T satisfait l’équation (6.6). Le

plus petit espace utilisé par les pièces de S′ est égale à T ′ =
∑
i∈S′

liwi(ai − dRi ).

Si T ′ ≤ T, chaque pièce de type i ∈ S′ satisfait sa contrainte de borne inférieure. Dans un autre

sens, si T ′ > T, alors il existe un sous ensemble S′′ tel que

T ′ = T +
∑
k∈S′′

lkwk(ak − dRk ).

Cela implique, qu’ils existent des pièces de type k ∈ S′′ dont les contraintes de bornes inférieures

ne sont pas satisfaites. Ainsi, le problème n’admet pas de solution réalisable, lorsque le plan R est

construit. 2

Proposition 6.2. Soit R une construction de deux plans A et B. R ne produit pas une solution

réalisable pour le problème DCTDC si ∑
k∈I

lkwka
′
k > T.

Preuve : dRk = 0 si le type de pièce k ne satisfait pas l’équation 6.6. On distingue deux cas :

(i) La capacité T est satisfaite par BKSP et (ii) T n’est pas satisfaite.

Le cas(i) implique que l’ensemble S′ qui représente les pièces qui peuvent remplir SRP satisfont

les contraintes des bornes inférieures de ces pièces. S’il existe une pièce t 6∈ S′ tel que at − dRt > 0,

alors sa contrainte de borne inférieure est violée, et la solution est non-réalisable.

Le cas (ii) implique que toutes les pièces de S′ satisfont leurs contraintes de bornes su-

périeures respectives. Par conséquent, la solution construite par le positionnement de R dans

le coin inférieur droit est non-réalisable si le problème RSBK(xR,yR) ne sature pas la capacité

T = T −
∑
k∈S′ lkwk(ak − dRk ), où

(RSBK(xR,yR))



max
∑
i∈S′′

liwizi

sc
∑
i∈S′′

(liwi)zi ≤ T

zi ≤ ai
zi ≥ 0, i ∈ S′′,

et S′′ représente l’ensemble des pièces qui ne satisfont pas l’équation 6.6 et leurs dRi = 0.

Puisque, il existe au moins une pièce t ∈ S′′ pour laquelle at est violée, alors la borne supérieure

g(R) + U4(xR, yR) est la valeur d’une solution non-réalisable du problème DCTDC. 2

6.3.4.4 Structure de données

Afin d’améliorer les performances de l’algorithme, nous utilisons des structures de données

particulières pour Clist qui représente les candidats à la solution optimale.
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Nous ordonnons tous les plans de découpe (xR, yR) dans un ordre croissant de leurs largeurs

et hauteurs. Cet ordre facilite la mise à jour de la liste Q qui contient toutes les constructions

horizontales/verticales. Si R est l’élément courant sélectionné de la liste Open pour être déplacé

vers Clist, alors l’algorithme construit les deux ensembles QlR et QwR qui contiennent les éléments

candidats à être combinés avec R comme suit :

QlR = {q | lq = lR + lp ≤ L, p ∈ Clist}

et

QwR = {q | wq = wR + wp ≤W, p ∈ Clist},

On remarque facilement que, Q = QlR ∪QwR .

6.4 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue la performance des algorithmes proposés sur deux groupes d’ins-

tances. Nous avons mené les expérimentations en deux parties. Dans la première partie, on évalue

la qualité des solutions approchées obtenues par GP et IGP. Dans la seconde partie, on évalue les

performances de l’algorithme exact.

Toutes les approches ont été codées en C++ et testées sur un pentium centrino 2.8 GHZ et 512

Méga octets de mémoire centrale (Nous avons limité le temps exécution à 30 minutes).

6.4.1 Résultats du premier groupe d’instances

Le premier groupe d’instance, consiste en 24 instances de deux types :(i) 14 instances non-

pondérées (∀i ∈ I, ci = li × wi), et 10 instances pondérées (∃i ∈ I, ci 6= li × wi).

6.4.1.1 Les instances

Les dimensions L et W du rectangle initial S ont été générées d’une manière aléatoire dans

l’intervalle uniforme [40, 150]. Le nombre entier n qui correspond au nombre de pièces a été génère

d’une manière aléatoire dans l’intervalle discret uniforme [10, 30]. Les dimensions li et wi ont été

générées respectivement d’une manière aléatoire dans les intervalles [0.1L, 0.85L], et [0.1W, 0.85W ].

Le profit ci associé aux pièces est calculé par l’équation ci = dαliwie, où α = 1 pour le cas non-

pondéré. Par ailleurs, α a été génère aléatoirement dans l’intervalle [0.25, 0.75] dans le cas pondéré.

Les bornes supérieures (respectivement inférieures) bi (respectivement ai), pour i = 1, ..., n,

ont été calculées tel que bi = min{α1, α2}, où α1 = bLli cb
W
wi
c, α2 a été génère aléatoirement dans

l’intervalle entier [ai, 10],et ai a été génère dans l’intervalle [0, 4].

6.4.1.2 Performance de GP et IGP

Dans cette section, nous évaluons les performances de GP et IGP en comparant leurs solutions

respectives LB1 et LB2 à la solution optimale Opt produite par l’algorithme exact.
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La table 6.1 présente pour chaque instance, la solution optimale, Opt, LB1, LB2, un rapport

d’approximation expérimentale RLBi = LBi
Opt avec i = 1, 2, le nombre de fois que la procédure

de restauration de la réalisabilité est lancée. Res et le temps de résolution de IGP T2 mesuré en

secondes. Le temps de résolution de GP n’est pas rapporté dans 6.1, car il est inférieur à 0.01

secondes. De la même manière, le temps nécessaire pour restaurer la réalisabilité n’est pas rapporté

par 6.1 car il est de l’ordre de 0 secondes.

La qualité de la solution produite par GP est souvent loin de l’optimum. La colonne 3 de table

6.1 montre que le rapport moyen d’approximation est de 0.85 (resp. 0.93) pour les instances pon-

dérées (resp. non-pondérées). Ce rapport est de 0.89 pour toutes les instances.

Le temps de résolution de GP est très court, il est inférieur à 0.01 secondes pour toutes les

instances.

Le nombre de fois que la procédure de restauration de la réalisabilité est lancée, dépend généra-

lement du nombre de combinaisons des hauteurs utilisées par GP ; la table 6.1 montre que cette

procédure a été appliquée 168.58 fois en moyenne, pour toutes les instances.

Les colonnes 7 et 8 montrent que IGP améliore la qualité des solutions produites pas GP. La

comparaison entre les colonnes 6 et 3 montre que le rapport d’approximation moyen passe de 0.89

à 0.95. Cette amélioration côute moins de 2 secondes en plus du temps de calcul en moyenne.

Le temps de résolution moyen des instances non-pondérées est plus important que les instances

pondérées. Cela indique que GP et IGP se comportent mieux sur des problèmes de minimisation

de chutes que sur les problèmes de maximisation de profits.

6.4.1.3 Performance de l’algorithme exact

Les performances de l’algorithme exact, en termes de nombre d’instances résolues et de temps

de résolution, dépendent de la qualité de la solution de départ et de la stratégie de recherche

implémentée.

On considère quatre versions de l’algorithme exact

1. La première version, Algo1, utilise U1(xR, yR), et U2(xR, yR).

2. la deuxième version, Algo2, utilise U6(xR, yR), (La borne supérieure améliorée).

3. la troisième version, Algo3, applique Algo2 avec détection des dominances et des duplica-

tions.

4. La quatrième version, Algo4, est une extension de Algo3 qui inclut la gestion de la non-

réalisabilité.

Algo1, comme illustré dans la table 6.2, résout 45.83% des instances. Son temps de résolution

moyen est de 473 secondes. Le nombre de nœuds développés en moyenne est le plus grand des

quatre versions (118485.73 nœuds).

Algo2, améliore la première version (Algo1) par la résolution de 66.67% des instances. Son

temps de résolution moyen est de 333 secondes. Cela est dû principalement, au fait que Algo2
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Instance Première borne inférieure Deuxième borne inférieure

#Instance a b Opt LB1 RLB1 LB2 RLB2 Res T2

du1 7 22 14317 12934h 0.90 13490(h,v) 0.94 204 1.21

du2 3 34 14735 12404h 0.84 14145(h,v) 0.96 126 1.31

du3 6 35 14646 12563h 0.86 14010(h,v) 0.96 105 2.11

du4 4 45 7078 6664h 0.94 6932(h,v) 0.98 65 1.09

du5 5 40 14114 12047h 0.85 13478(h,v) 0.95 176 2.02

du6 10 46 15278 14647h 0.96 14647(h,v) 0.96 143 1.32

du7 12 46 15473 12146h 0.78 14064(h,v) 0.91 232 1.29

du8 13 49 5301 4404 h 0.83 5301(h,v) 1.00 243 0.66

du9 7 48 12715 11474h 0.90 12340(h,h) 0.97 187 1.41

du10 7 49 14947 14016h 0.94 14602(h,v) 0.98 194 1.23

du11 6 71 15504 12454h 0.80 14785(h,v) 0.95 276 2.08

du12 12 71 18037 15029v 0.83 17049(v,h) 0.95 67 2.21

du13 6 65 20427 13801h 0.68 17353(h,v) 0.85 234 2.01

du14 11 69 16762 13596h 0.81 15058(h,v) 0.90 198 1.75

dw1 7 33 10296 9020 h 0.88 9925 (h,v) 0.96 201 1.1

dw2 5 34 10062 9219v 0.92 9442 (v,v) 0.94 109 2.02

dw3 7 34 10312 9501v 0.92 9914 (v,h) 0.96 232 1.54

dw4 4 33 8478 8314 h 0.98 8384(v,h) 0.99 120 2.03

dw5 6 45 3660 3378 v 0.92 3385(h,v) 0.92 43 2.01

dw6 9 55 8099 7524 v 0.93 8028(h,v) 0.99 123 2.26

dw7 8 62 7171 6877 v 0.96 7081(h,v) 0.99 143 2.15

dw8 7 52 9655 8675 h 0.90 8739(h,v) 0.91 98 2.41

dw9 6 111 4550 4450h 0.98 4550 (h,h) 1.00 105 2.34

dw10 8 111 8699 8360h 0.96 8414(h,v) 0.97 22 2.53

Av.N-P 0.85 0.95 1.55

Av.P 0.93 0.96 2.04

Av 0.89 0.95 1.75

Table 6.1 – Qualité des bornes inférieures produites par GP et IGP. Le symbole h (resp. v) signifie que la borne inférieure est

obtenue par des bandes horizontales (resp. verticales). Le couple (h, v) signifie que la solution finale est obtenue en appliquant une

construction horizontale complémentée par une construction verticale. La valeur a (resp. b) représente
∑n
i=1 ai (resp.

∑n
i=1 bi).

développe moins de nœuds que Algo1 (100633.64 nœuds).

La détection des dominances et des duplications, améliore considérablement les performances.

Ainsi, Algo3 résout pratiquement 3 fois plus d’instances qu’Algo1 et le double qu’Algo2. Il résout

83.33% des instances dans un temps réduit de 248 secondes.

L’implémentation de la gestion de la non-réalisabilité dans Algo4, permet de résoudre toutes

les instances et de réduire le temps à 36 secondes.

Pour étudier l’impact de la solution de départ, nous avons lancé la quatrième version de l’al-

gorithme exact (Algo4) (i) sans borne inférieure, (ii) avec la borne LB1 et (iii) avec la borne LB2.

La table 6.3 montre que Algo4 avec LB1 comme solution de départ est en moyenne plus per-

formant que Algo4 sans solution de départ (4 instances non résolues contre 8 instances non réso-

lues). L’utilisation de LB2 comme solution de départ, améliore considérablement les performances

d’Algo4. Non seulement toutes les instances sont résolues, mais le temps de résolution a diminué

de 226.9 secondes à 135.37.

6.4.2 Résultats du deuxième groupe d’instances

Dans cette section, nous évaluons les performances de IGP et de l’algorithme exact sur 40

instances de la littérature (Hadjiconstantinou et Christofides [58], Fekete et Schepers [77]). Nous
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Algo1 Algo2 Algo3 Algo4

#Instance Opt nœud cpu nœud cpu nœud cpu nœud cpu

du1 14317 199878 ◦ 185961 ◦ 159941 1304.17 16583 20.03

du2 14735 66843 ◦ 341241 ◦ 233401 ◦ 73153 420.66

du3 14646 76853 567.28 76853 567.28 76476 451.98 12474 7.14

du4 7078 342087 ◦ 231661 ◦ 101282 1204.64 66811 324.31

du5 14114 345085 ◦ 343191 ◦ 343088 ◦ 89125 1234.51

du6 15278 47710 157.45 29953 148.56 29953 148.56 6766 1.52

du7 15473 206809 473.72 206753 471.72 191386 468.55 36863 103.91

du8 5301 70292 83.72 67292 56.72 62192 47.72 12160 9.19

du9 12715 340219 ◦ 345256 ◦ 105439 1345.32 40350 124.48

du10 14947 341857 ◦ 343887 ◦ 343522 ◦ 43573 157.24

du11 15504 145141 ◦ 145121 1420.18 99580 98.12 28247 53.09

du12 18037 131642 ◦ 131642 1675.73 118529 104.16 26075 43.45

du13 20427 230205 ◦ 220205 1100.34 219322 556.5 52253 192.41

du14 16762 271554 920.24 253718 801.98 267262 326.08 50045 173.45

dw1 10296 185808 733.14 182957 643.95 175735 545.36 30339 79.08

dw2 10062 6677 13.31 4626 8.67 2540 3.67 456 0.14

dw3 10312 345790 ◦ 330864 ◦ 230547 1022.28 24154 44.98

dw4 8478 88624 295.38 48050 183.44 29618 84.56 6481 2.12

dw5 3660 161704 ◦ 121070 1127.06 119577 1022.91 32008 149.72

dw6 8099 78402 275.28 75246 274.5 50728 165.69 5921 2.61

dw7 7171 110448 ◦ 187198 ◦ 189056 ◦ 28168 68.09

dw8 9655 53027 1237.14 51564 241 50484 238.31 5186 2.25

dw9 4550 349237 ◦ 78095 395.26 23165 135.94 8593 13.56

dw10 8699 217587 445.58 109958 265.72 87579 247.3 17284 20.95

Av.P 118485.73 472.93 100633.64 333.05 93086.64 247.98 16725.00 36.58

Av.N-P 105020.83 499.97 78733.50 269.55 66114.00 214.15 10944.50 17.86

Av 118485.73 472.93 100633.64 333.05 93086.64 247.98 16725.00 36.58

Table 6.2 – Impact de la stratégie d’implémentation sur l’approche exacte. Le symbole ◦ signifie que l’algorithme ne trouve

pas la solution optimale après 30 minutes d’exécution.

Algo4-Sans LB Algo4-Avec LB1 Algo4-Avec LB2

#Instance Opt nœud cpu nœud cpu nœud cpu

du1 14317 49457 376.75 25471 145.56 16583 20.03

du2 14735 10017 ◦ 10009 ◦ 73153 420.66

du3 14646 43876 165.43 12599 54.57 12474 7.14

du4 7078 117412 ◦ 81939 ◦ 66811 324.31

du5 14114 160032 ◦ 161957 ◦ 89125 1234.51

du6 15278 11028 19.47 7864 8.76 6766 1.52

du7 15473 40120 492.20 40110 463.32 36863 103.91

du8 5301 16160 44.76 16160 40.76 12160 9.19

du9 12715 96520 ◦ 65109 1202.76 40350 124.48

du10 14947 130883 ◦ 101481 ◦ 43573 157.24

du11 15504 46210 404.51 36209 346.08 28247 53.09

du12 18037 38876 276.78 28280 202.00 26075 43.45

du13 20427 75432 987.61 52289 775.80 52253 192.41

du14 16762 90063 921.54 50738 721.12 50045 173.45

dw1 10296 62348 427.86 41791 388.65 30339 79.08

dw2 10062 15808 24.95 7534 9.32 456 0.14

dw3 10312 89785 ◦ 44914 654.64 24154 44.98

dw4 8478 16523 66.80 9090 12.68 6481 2.12

dw5 3660 103505 ◦ 42368 706.76 32008 149.72

dw6 8099 11215 22.64 10631 20.36 5921 2.61

dw7 7171 40278 642.92 29315 294.32 28168 68.09

dw8 9655 15284 19.65 8223 12.34 5186 2.25

dw9 4550 183978 ◦ 25243 294.32 8593 13.56

dw10 8699 37789 453.20 21121 134.76 17284 20.95

Av.P 45691.33 409.89 29968.89 306.44 26829.56 67.13

Av.N-P 28463.57 236.86 18243.57 124.63 13405.00 25.03

Av 38154.19 334.19 24839.06 226.90 20956.31 48.71

Table 6.3 – Impact de la solution initiale sur les performances des quatre versions de l’algorithme exact.

avons, en premier lieu, adapté ces instances, conçues initialement pour le problème de découpe à

deux dimensions orthogonale (ce problème ne tient pas compte de la contrainte guillotine) pour
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DEUX DIMENSIONS

CDTDC. Puis, nous avons évalué les performances des algorithmes proposés sur les instances

adaptées.

6.4.2.1 Les instances

Ce groupe est composé de douze instances du type gcut (gcut1,. . . , gcut12), six instances du

type hadchr (extraites de (Hadjiconstantinou et Christofides [58], sept instances du type ngcutcon

(ngcutcon11,. . . , ngcutcon17), dix instances de type ngcutfs et cinq instances du type okp (extraites

de Fekete et Schepers [77].

6.4.2.2 Étude expérimentale

Évidemment, comme ces instances ne sont pas conçues initialement pour DCTDC, leurs solu-

tions optimales pour ce problème ne sont pas connues.

Cependant, nous avons résolu ces instances avec ai = 0, i ∈ I, et nous avons comparé, pour chaque

instance, la solution optimale obtenue OptCG avec la solution du problème général OptCNG (sans

tenir compte de la contrainte guillotine). Pour les instances dont OptCNG n’est pas connue, nous

avons calculé une borne supérieure en utilisant un problème de sac-à-dos (voir chapitre 3). La

comparaison de OptCG et OptCNG indique l’influence de la contrainte guillotine sur la solution

optimale de chaque instance.

En second lieu, nous avons lancé l’algorithme exact sur chaque instance avec ai généré aléa-

toirement dans l’intervalle [0, bi], i ∈ I. La comparaison entre la solution optimale obtenue dans ce

cas OptCGD à OptCG, permet de mesurer l’effet de la contrainte des bornes inférieures des pièces

ai sur la valeur de la solution optimale.

Finalement, nous avons évalué l’effet de la solution de départ sur les performances de l’al-

gorithme exact en termes de temps de calcul et de nombre de nœuds développés. Nous avons

évalué la qualité de la solution obtenue par IGP en la comparant à OptCGD et enfin, nous avons

lancé l’algorithme Algo4 avec et sans la solution obtenue par IGP, dans le but de comparer leurs

performances.

6.4.2.3 Résultats

Les colonnes 2− 4 de la table 6.4 donnent OptCNG, OptCG et le pourcentage de l’écart entre

OptCG et OptCNG. Dans 14 cas sur 40, OptCG = OptCHG, cela indique que dans ces 14 cas, la

structure d’une des solutions optimales du problème générale, respecte la contrainte guillotine. Ce-

pendant, l’écart moyen entre OptCG et OptCNG pour toutes les instances est de 2.45. Cela indique,

que la contrainte guillotine réduit la valeur de la solution optimale. En effet, OptCG ≤ OptCHG

pour toutes les instances.

La colonne 5 de la table 6.4 montre OptCGD obtenue après l’introduction de la contrainte

des bornes inférieures, alors que la colonne 6 donne le pourcentage de l’écart entre la solution que

nous obtenons par apport à OptCGD (6.17% en moyenne). Ce pourcentage monte à 25.90% pour

hadchr7 et descend à 0 pour les instances hadchr2, ngcutcon13 et okp4. Pour ces trois instances, la
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Table 6.4 – Étude comparative entre la qualité de la solution guillotine et non-guillotine de la dernière version de l’algorithme

exact avec et sans solution de départ.

structure de la solution qui correspond à OptCG satisfait les contraintes sur les bornes inférieures

des pièces.

La colonne 7 de la table 6.4 montre LB2 qui correspond aux solutions obtenues par IGP. La

colonne 8 montre le nombre de fois où la procédure de restauration de la réalisabilité a été lancée.

La comparaison des solutions obtenues par IGP par rapport à OptCGD montre que le pourcentage

de l’écart moyen est de 2.97%. Cependant cet écart monte à 8.59% pour gcut5 et à 7.2% pour

gcut7. Pour certaines instances, cet écart est égal à 0%. L’écart moyen de IGP reste très réduit et

son temps de résolution est satisfaisant (1.36 secondes en moyenne ; le plus long temps observé est
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de 4.56 secondes) ce qui justifie son utilisation comme borne inférieure.

Les colonnes 10 − 11 (Resp.12 − 13) montrent le nombre de nœuds développés et le temps de

résolution de Algo4 sans (Resp. avec) la solution de départ obtenue par IGP. Lorsque LB2 n’est

pas utilisé, Algo4 ne trouve pas l’optimum de 6 instances sur les 40 traitées. Par contre, Algo4

arrive à résoudre toutes les instances en utilisant LB2. De plus, le nombre de nœuds développés

par Algo4 diminue considérablement (de 33.31%), lorsque LB2 est utilisée, ainsi que le temps de

résolution. L’explication est simple ; l’utilisation de LB2 permet de troncaturer des nœuds inutiles

et de réduire, ainsi, l’espace de recherche. En effet, On remarque que pour les instances résolues

pendant les 30 minutes, l’utilisation de LB2 a permis de réduire le nombre de nœuds développés

(de 22568.25 à 12378.38 nœuds en moyenne) et d’accélérer la résolution (de 115.95 à 56.39 secondes

en moyenne). Cela, démontre l’importance et l’intérêt de la solution de départ dans l’algorithme

exact.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de découpe double contraint à deux dimen-

sions. Dans ce problème chaque type de pièce est limité par deux contraintes ; une borne supérieure

qui limite le nombre d’apparitions de la pièce dans le plan de découpe réalisable final et une autre

borne inférieure, qui impose un nombre d’apparitions de la pièce dans le même plan de découpe.

Nous avons résolu ce problème par un algorithme de séparation et évaluation et des nouvelles bornes

supérieures et inférieures efficaces. La borne inférieure est obtenue, par relaxation du problème étu-

dié, en un problème de découpe contraint à deux dimensions. Par ailleurs, la borne supérieure est

obtenue par la résolution de plusieurs variétés de problèmes de sac-à-dos.

L’approche proposée résout des problèmes de petites et de moyennes tailles dans un temps très rai-

sonnable. Ces bonnes performances sont dûes à l’implémentation de structures de données adaptées,

d’une gestion des duplications, des dominances et de la non-réalisabilité. En effet, ces techniques

permettent de réduire considérablement l’espace de recherche et d’améliorer, ainsi, les performances

de l’algorithme.
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Les applications informatiques industrielles, nécessitent de plus en plus de puissance de calcul.

Pour obtenir des niveaux de performance élevés, on peut construire des systèmes informatiques

dans lesquels plusieurs unités de calcul coopèrent pour résoudre le même problème. Cette solution

permet d’avancer plus vite dans la résolution, mais aussi de travailler sur des problèmes de plus

grande taille. L’évolution des machines parallèles a suivi l’évolution des processeurs et des réseaux.

Des processeurs de plus en plus puissants sont apparus et ont permis de construire des stations de

travail avec des puissances équivalentes à celles des premiers supercalculateurs et, l’apparition des

réseaux à haut débit a permis d’interconnecter des dizaines, voire des centaines d’ordinateurs qui

échangent des informations à vitesse très élevée, ce qui a permis de voir une nouvelle génération

de machines parallèles a faible coût qui utilisent des composants standards tant au niveau des

systèmes d’exploitation que du réseau d’interconnexion et des processeurs.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et notions préliminaires du parallélisme

et tout particulièrement l’utilisation du parallélisme dans la résolution de problèmes combinatoires.

Nous commençons dans la section 7.1 par donner quelques notions sur les architectures des machines

parallèles. Nous présentons ensuite, dans la section 7.2, quelques approches parallèles et quelques

mesures de performances d’algorithmes ou d’approches parallèles dans la section 7.3. Dans la section

7.4, on présente quelques notions et travaux liés aux algorithmes branch and bound parallèles. On

termine ce chapitre, par la section 7.5, qui présente deux bibliothèques de parallélisme, très utilisées

dans la programmation parallèle.
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7.1 Architecture des machines parallèles

Les ordinateurs parallèles sont construits autour d’un ensemble de plusieurs nœuds intercon-

nectés. Chaque nœud correspond à un ou plusieurs processeurs de calcul qui peut ou peuvent

communiquer avec les autres processeurs. Le processeur est relié à un espace mémoire qui peut être

partagé avec les autres nœuds. Les machines parallèles ont été classées selon leur mode de fonc-

tionnement. Flynn [53] distingue quatre types de machines selon le nombre de flot d’instructions

et de données :

– Les machines SISD (Single Instruction Single Data) : Une seule instruction s’exécute sur une

seule donnée à la fois. Ce type d’architecture correspond à une machine monoprocesseur.

– Les machines SIMD (Single Instruction Multiple Data) : Les processeurs exécutent la même

instruction sur des données différentes. Ce type de machine est utilisé pour des calculs spé-

cialisés. Elles peuvent contenir plusieurs centaines de processeurs grâce à la simplicité de leur

architecture.

– Les machines MISD (Multiple Instruction Single Data) : plusieurs instructions s’exécutent

sur une seule donnée.

– Les machines MIMD (Multiple Instruction Single Data) : Ce sont les machines les plus cou-

rantes aujourd’hui. Ce type d’architecture représente un système de processeurs autonomes

où chacun exécute son propre flot d’instructions sur des flots de données différentes.

Ducan [69] a étendu cette classification selon le mode de synchronisation des nœuds :

– Les machines synchrones : Une horloge globale synchronise les différents nœuds du système.

– Les machines asynchrones : Chaque machine est autonome et possède une horloge locale qui

lui est propre.

Les machines SIMD sont synchrones par définition. La majorité des machines MIMD sont

asynchrones.

Un autre point qui différencie les ordinateurs parallèles, est l’organisation de la mémoire. Elle

peut être partagée par tous les processeurs ou distribuée.

7.1.1 Les architectures à mémoire partagée

Les processeurs écrivent et lisent dans le même espace d’adressage mémoire (figure 7.1.a). Toute

opération effectuée sur la mémoire par un processeur est immédiatement visible par l’ensemble des

autres processeurs.

Cependant, l’accès à la mémoire constitue un goulot d’étranglement sur ce type de machine, si

le nombre de processeurs devient important. Ce nombre se limite à une dizaine de processeurs sur

les ordinateurs à mémoire partagée.

7.1.2 Les architectures à mémoire distribuée

Chaque processeur possède sa propre zone mémoire. Les différents nœuds de calcul sont reliés

entre eux par un réseau d’interconnexion (figure 7.1.b). Les nœuds de calcul communiquent entre

eux par des échanges de messages à travers le réseau de communication. Le temps de communication

d’un message peut être modélisé par une fonction de la forme :
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Figure 7.1 – (a) Machine à mémoire partagée (b) Machine à mémoire distribuée.

Figure 7.2 – Architecture mixte.

Latence + taille du message/bande passante

où la latence de communication est le temps de démarrage de la communication. La bande

passante du réseau est la quantité de données qui peut transiter sur un lien par unité de temps.

Les constructeurs ont essayé plusieurs topologies de réseau pour connecter les nœuds de calcul :

hypercube pour le CM2 et le iPSC, grilles pour le Paragon, tore pour le Cray T3E, fat-tree pour

le CM5, réseau multi-étages pour le SP4...etc

Dans les anciennes générations de machines, la topologie du réseau est un élément critique

qu’il faut prendre en considération lors de la programmation d’une application. La latence de

communication entre deux nœuds, peut fortement varier selon qu’ils soient voisins ou non. Il est

donc, à la charge du programmeur, de découper et de placer ses données de façon, à ne pas dégrader

les performances espérées par la parallélisation de l’application à cause des performances du réseau

d’interconnexion.

La nouvelle génération de machines MIMD utilise des réseaux d’interconnexion qui assurent

des latences de communication constantes entre processeurs. La plupart des machines utilisent des

modes de routage de type dérivés du wormhole. Dans ce mode, acheminer un message consiste

à établir un chemin dans le réseau entre le nœud source et le nœud destination. Le message est

ensuite découpé en petits paquets qui sont envoyés les uns à la suite des autres sur le chemin fixé.

Ce mode de routage rend les communications peu dépendantes de la topologie du réseau.

Pour améliorer les performances de communications certaines machines offrent la possibilité

de recouvrir les calculs et les communications comme dans le IBM SP4. Les nœuds de calculs des

machines possèdent un microprocesseur spécialisé dans la communication qui accède directement

à la mémoire du nœud. Il existe aujourd’hui des machines avec des architectures mixtes : des

machines à mémoire distribuée dont les nœuds de calculs sont des ordinateurs parallèles à mémoire

partagée (figure 7.2). La machine SGI-Origin 2000 en est un exemple. Ce type d’architecture est

amené à se développer car il permet d’exploiter plusieurs grains de parallélisme. Notons aussi le
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développement des machines à mémoire partagée virtuelle, ainsi que la multiplication des réseaux

de stations, que l’on appelle aussi grappe de stations, et qui présentent l’avantage d’être flexibles,

modulaires et d’un coût économique relativement peu élevé.

7.2 Approche de parallélisation

Dans la section précédente nous avons rappelé les architectures des machines parallèles. Dans

cette section nous présenterons les différentes approches de parallélisation d’une application, ainsi

que les problèmes qui peuvent se poser.

Il n’existe pas d’approche type lors de la parallélisation d’une application. Ceci dépend forte-

ment de la nature du problème. Il est souvent nécessaire de construire un algorithme parallèle très

différent de l’algorithme séquentiel. Pendant la procédure de parallélisation, il faut identifier les

tâches qui peuvent s’exécuter en parallèle. Il faut ensuite choisir l’ordre d’exécution de chacune des

tâches et construire un graphe de dépendance (graphe orienté sans cycle de dépendance entre les

tâches).

7.2.1 Parallélisme de données

Il consiste à effectuer la même opération en parallèle sur un ensemble de données réparties

sur les processeurs. Le programme parallèle se résume en une succession de phases de calcul et

de phases de communication. La phase de communication permet de mettre à jour des données

distantes ou à redistribuer des données pour améliorer l’équilibrage de charge entre les processeurs.

7.2.2 Parallélisme de contrôle

Le parallélisme de contrôle ou fonctionnel consiste à découper une application en plusieurs

tâches qui peuvent s’exécuter en parallèle. L’algorithme parallèle peut être décrit sous la forme

d’un graphe orienté sans cycle de dépendance entre les tâches : une tâche ne peut être effectuée

qu’après la fin de l’exécution de toutes les tâches qui la précèdent dans le graphe de dépendance.

Dans ce paradigme de parallélisme, ce sont les traitements qui sont placés sur un processeur. Les

données sont utlilisées à distance ou déplacées en tant que paramètre du traitement.

7.2.3 Grain de parallélisme

Le grain de parallélisme peut être défini comme la taille des tâches de calcul sur un nœud.

Le choix de la granularité est un point essentiel pendant la description d’un algorithme parallèle.

Dans le parallélisme de données, le grain de parallélisme est déterminé par la finesse de la découpe

des données. Dans le parallélisme de contrôle le grain de parallélisme est déterminé par le rapport

entre le temps d’exécution des tâches et la largeur du graphe des tâches, c’est à dire le nombre

maximum de tâches qui peuvent s’exécuter en parallèle. On augmente le grain de parallélisme en

regroupant plusieurs tâches. On obtient alors un parallélisme de gros grain. Puis on diminue la

granularité en découpant les tâches en sous-tâches plus petites. On obtient alors un parallélisme

de grain fin. Le choix de granularité peut être fait en fonction des caractéristiques d’une machine

cible particulière. Par exemple, les machines parallèles à mémoire partagée sont bien adaptées à un
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parallélisme de grain fin grâce à la localité des données, mais elles ne peuvent entièrement l’exploiter

à cause du nombre limité de processeurs. Pour les machines à mémoire distribuée, c’est la latence

de communication et la bande passante de communication qui influent sur le grain de parallélisme

souhaitable. Ainsi un grain trop fin peut entrâıner trop de communication entre les processeurs.

Alors qu’un parallélisme de gros grain rend les calculs trop longs devant des communications

négligeables et diminue la concurrence de calcul entre les processeurs ce qui entrâıne un déséquilibre

de charge entre les processeurs.

Un parallélisme efficace doit faire un compromis entre le grain de parallélisme et le surcoût de la

gestion du parallélisme qu’il induit. Il est, donc, parfois utile de pouvoir contrôler dynamiquement

le grain de parallélisme durant l’exécution.

7.2.4 Les applications parallèles irrégulières

On peut classer les applications parallèles selon leurs comportement. Une application parallèle

est dite régulière si on peut prédire à l’avance le graphe des tâches et leurs durées. En revanche, une

application parallèle est dite irrégulière si on ne peut pas prédire le comportement de l’application

indépendamment de l’instance du problème qu’on cherche à résoudre. On peut avoir plusieurs

causes de cette irrégularité :

– La durée de calcul dans une tâche n’est pas connue et varie fortement d’une tâche à l’autre.

– On ne connait pas précisément les dépendances entre les tâches. Il est impossible de construire

le graphe des tâches a priori.

– La taille des données manipulées lors des communications varie fortement ou n’est pas connue

d’avance.

La parallélisation des applications irrégulières se heurte à la difficulté de prévoir même par-

tiellement le graphe des tâches et l’estimation des coûts de calcul d’une tâche en fonction de ses

entrées. Ainsi, il est difficile de bien choisir d’une part le grain de parallélisme afin d’avoir un

bon équilibrage de charge, et d’autre part le placement optimal des tâches afin de minimiser les

communications. Les applications irrégulières peuvent provenir de plusieurs domaines tels que l’op-

timisation combinatoire, la dynamique moléculaire, la météorologie...etc.

7.2.5 Ordonnancement

l’ordonnancement des tâches consiste à attribuer une date de début d’exécution à chaque tâche.

l’ordonnancement dépend du nombre de processeurs utilisés et du graphe de précédence des tâches.

Pour les applications régulières, il est facile d’ordonnancer les tâches puisque le graphe de précédence

est connu à l’avance. Pour les applications irrégulières le graphe de précédence est connu au cours

de l’exécution. On ordonnance les tâches au fur et à mesure de leur création. On utilise donc des

méthodes d’ordonnancement en ligne plus compliquées à mettre en oeuvre.

7.2.6 Régulation de charge

L’un des points importants de la parallélisation d’une application est le choix d’un bon place-

ment des tâches sur les processeurs minimisant les communications. Ainsi on place les tâches de

manière à ce que l’accès aux données soit le plus local possible pour ne pas surcharger le réseau de
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communication. On place en général sur le même processeur les tâches qui ont beaucoup de don-

nées à échanger. De plus, afin de maximiser la concurrence et donc de mieux équilibrer la charge

de calcul entre les processeurs, le placement doit garder le plus de tâches actives simultanément.

En pratique, le placement et l’ordonnancement de tâches s’effectuent au même moment. Pour les

applications régulières, on utilise des algorithmes d’ordonnancement et de placement statique. Le

problème de placement peut être défini comme un problème combinatoire sur le graphe des tâches

où les coûts des sommets et des arcs sont définis comme étant égaux respectivement à la durée de

l’exécution de la tâche et au temps de communication des données. Pour les applications irrégu-

lières, on utilise des algorithmes de placement dynamique spécialement adaptés au problème. Des

mécanismes de régulation de charge dynamique sont aussi intégrés à l’application. Ces algorithmes

comportent plusieurs phases :

– L’évaluation de la charge de chaque processeur. Elle est en général très difficile à définir pour

les applications irrégulières, puisqu’on ne connâıt pas à l’avance le coût d’une tâche.

– La détermination de la surcharge ou de la sous-charge d’un processeur.

– La sélection des tâches à migrer d’un processeur à un autre.

– La migration de tâches sélectionnées.

Un bon algorithme de régulation de charge ne doit pas augmenter considérablement les com-

munications dues à la migration des tâches, et ne doit pas consommer beaucoup de temps de calcul

durant les différentes étapes d’évaluation de la charge.

7.3 Mesure des performances

L’évaluation de performance d’un algorithme parallèle est importante pour connâıtre le gain

obtenu par la parallélisation par rapport à l’algorithme séquentiel.

7.3.1 Accélération

l’accélération (Speed Up) est définie comme le rapport du temps d’exécution séquentiel Tseq
sur le temps de l’exécution parallèle Tp sur p processeurs :

S(p) =
Tseq
Tp

l’accélération idéale est égale à p. Si on considère la fonction accélération S(p), l’algorithme

parallèle est d’autant plus performant que la fonction S(p) est proche de la droite y = p. On parlera

dans ce cas d’accélération linéaire. Pour avoir de bonnes accélérations, il faut que le surcoût de la

parallélisation en temps de calcul et surtout en volume de communication soit minimum. Il faut

s’appliquer aussi à minimiser les temps d’inactivité des processeurs dûs à une mauvaise répartition

de charge.

Notons qu’on peut introduire la notion d’accélération relative, par opposition à l’accélération abso-

lue, qui ne prend pas en compte dans Tseq les parties intrinsèquement séquentielles de l’algorithme.

7.3.2 Efficacité

l’efficacité d’un algorithme parallèle est définie comme le rapport de l’accélération sur le nombre

de processeurs.
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Ep =
Sp
p

=
Tseq
pTp

L’efficacité représente le rendement de l’algorithme parallèle et elle est souvent exprimée par

un pourcentage qui représente l’utilisation moyenne des processeurs par rapport à une utilisation

permanente durant toute la durée de l’exécution Tp. Pour approfondir toutes ces notions, le lecteur

est encouragé à consulter [31] et [11].

7.4 Parallélisation du Branch and Bound

Dans cette section nous présentons un aperçu non exhaustif des études de parallélisation de

l’algorithme du Branch and Bound dédié à la résolution des problèmes d’optimisation combinatoire.

Nous rapporterons quelques exemples d’expérimentations et de plateformes de programmation de

Branch and Bound parallèle.

7.4.1 L’algorithme du Branch and Bound

La méthode du Branch and Bound est l’un des plus puissants algorithmes pour résoudre des

problèmes NP-difficiles. Pour la plupart de ces problèmes seulement des petites instances peuvent

être résolues en un temps raisonnable sur des ordinateurs séquentiels. La parallélisation de cette

méthode pour diminuer les temps de calcul a retenu l’attention de nombreux chercheurs dans les

dix dernières années, en particulier pour la résolution de problèmes d’optimisation combinatoire.

L’objectif de cette section est de donner un aperçu général de ces recherches.

Rappellons que la méthode du Branch and Bound consiste en une énumération implicite de

l’ensemble des solutions d’un problème d’optimisation P : min(max)x∈Sc(x), où c(x) est une

fonction coût et S est l’espace des solutions réalisables de P . Le principe de l’algorithme est de

diviser l’ensemble des solutions en sous-ensembles. Cette opération s’appelle branchement. Elle

consiste à construire un arbre T = (N ;E) où N représente l’ensemble des nœuds de l’arbre qui

représentent les sous-ensembles obtenus par branchement. Un nœud est alors, sélectionné de la

file des nœuds actifs puis évalué. La valeur du nœud représente une borne inférieure de la valeur

de la solution optimale. Un nœud peut être ignoré, si son évaluation est supérieure à la meilleure

solution connue, sinon le nœud est ajouté à la file des nœuds actifs. La stratégie de sélection du

nœud définit la manière de parcourir l’arbre du Branch and Bound. Pour une bonne compréhension

des phénomènes liés aux performances de l’algorithme du Branch and Bound, nous allons présenter

les définitions de Mans et Roucairol dans [5] des différents sous-ensembles de nœuds inclus dans

N :

C est l’ensemble de nœuds d’évaluation, inférieures à la valeur de la solution optimale.

I est l’ensemble des nœuds d’évaluation égales à la valeur de la solution optimale mais qui

ne sont pas réalisables.

E est l’ensemble des nœuds évalués, supérieures à la solution optimale(à trancaturer).

O est l’ensemble des nœuds optimaux.
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Figure 7.3 – Structure de l’arbre complet d’énumération du Branch and Bound.

7.4.2 Approche de parallélisation

On peut classer les algorithmes parallèles de Branch and Bound selon le grain de parallélisme

utilisé. Il existe trois stratégies.

1. La première consiste à introduire le parallélisme pendant l’évaluation du nœud de l’arbre du

Branch and Bound. Ce parallélisme n’influe pas sur la structure de l’algorithme du Branch

and Bound. Il dépend fortement de la méthode d’évaluation d’un sous-problème.

2. La deuxième stratégie de parallélisation consiste à construire l’arbre du Branch and Bound

en parallèle. Plusieurs nœuds de l’arbre du Branch and Bound sont évalués simultanément

sur les processeurs de la machine parallèle.

3. Le dernier type de parallélisme consiste à construire plusieurs arbres du Branch and Bound

en parallèle avec des stratégies différentes. Sur chaque processeur, on choisit une stratégie

différente de branchement, de sélection ou d’élimination...etc. Les informations recueillies

sur un processeur pendant la construction d’un arbre peuvent être utilisées sur d’autres

processeurs.

Les trois stratégies de parallélisation peuvent être combinées soit d’une façon séquentielle, soit

d’une façon hiérarchique.

7.4.3 Les anomalies de comportement des algorithmes parallèles de Branch

and Bound

Il existe des études théoriques sur le comportement des algorithmes de Branch and Bound

synchrones, à file d’attente unique. Dans ce type d’algorithme les sous-problèmes sont stockés dans

une file d’attente unique. La borne supérieure est stockée dans une variable globale accessible

par tous les processeurs. Initialement, le nœud racine est ajouté à la file F . A chaque itération,

min(|F |; p) nœuds de F sont choisis selon un certain critère de sélection. Chaque nœud sélectionné

est traité par un processeur. Chaque processeur effectue l’opération de branchement, d’évaluation

et le test d’élimination. A la fin de chaque itération la borne supérieure est mise à jour et les

nouveaux nœuds générés sont ajoutés à la file F . l’algorithme s’arrête quand la file F est vide au

début d’une itération.

Les stratégies de sélection peuvent être caractérisées par une fonction qui associe à chaque

nœud une valeur. On sélectionne le nœud qui possède la plus petite valeur. La stratégie meilleure

d’abord consiste à choisir le sommet qui possède la plus petite borne inférieure. Dans ce cas la valeur

d’un nœud est égale à la valeur de sa borne inférieure. Cette même fonction retourne l’opposé de

la profondeur d’un nœud quand le critère de sélection suit la stratégie profondeur d’abord. La
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fonction de sélection joue un rôle central dans la compréhension des anomalies de comportement

de certains algorithmes parallèles de Branch and Bound. On dégage deux types d’anomalies :

– Anomalie d’accélération : Sp > p où p est le nombre de processeurs et Sp l’accélération

associée à p.

– Anomalie préjudiciable de croissance : Tp1 = Tp2 < 1 avec p1 < p2 où Tp1 est le temps

d’exécution sur p1 processeurs, et Tp2 est le temps d’exécution sur p2 processeurs.

Les anomalies de comportement des algorithmes parallèles de Branch and Bound utilisant la

stratégie de sélection ”meilleur d’abord” ont été étudiées par Lai et Sahni [79] et Lai et Sprague

[78]. Ils ont montré que les anomalies d’accélération ne peuvent pas se produire si les valeurs de

tous les nœuds internes à l’arbre du Branch and Bound sont différentes de la valeur de la solution

optimale. Mans et Roucairol [5] ont proposé des règles de gestion des nœuds de mêmes priorités

pour éliminer les anomalies. Quin et Deo [54] ont donné des bornes supérieures de l’accélération

des algorithmes asynchrones à file d’attente unique utilisant le critère de sélection meilleur d’abord.

Corrêra et Ferreira ont présenté un état de l’art de ses anomalies dans [68].

7.5 Les bibliothèques PVM et PMI

PVM 1 a pour but de faciliter l’écriture d’applications parallèles sur un réseau de stations de

travail hétérogènes. L’utilisateur définit un ensemble de machines qui sera vu comme une seule

grande machine multiprocesseur à mémoire distribuée. Le terme machine parallèle fait référence à

cette machine multiprocesseur alors que le terme hôte se réfère à l’une des machines membre de

l’ensemble. Cette approche permet le regroupement d’hôtes ayant des caractéristiques différentes

(machine vectorielle, station graphique, station de travail, cluster, robot de stockage,... etc). Les

communications entre les hôtes se font avec PVM qui prend en charge les conversions de formats

nécessaires entre deux machines n’ayant pas les mêmes représentations internes des données. PVM

est également conçue pour pouvoir fonctionner avec différents types de réseaux.

Le site netlib est un site où l’on peut récupérer la distribution PVM ainsi qu’un manuel on-line

(décrivant les fonctions PVM), de même la home page de PVM développée par Oak Ridge National

Laboratory (ORNL).

MPI 2 est une bibliothèque d’échanges de messages pour machines parallèles homogènes. Une ap-

plication MPI est un ensemble de processus exécutant chacun son propre code et communiquant

via des appels à des sous-programmes de la bibliothèque MPI. Le forum MPI est le site dédié à

MPI, de même qu’argonne ou encore le site netlib.

7.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques notions liées au parallélisme et aux algorithmes

branch and bound parallèles génériques. En effet, nous avons montré que la conception de tels

d’algorithmes n’est pas une tâche facile. Cette conception dépend fortement du problème combi-

natoire traité et surtout de l’architecture de la machine parallèle. Dans le chapitre suivant, nous

présentons deux algorithmes parallèles pour le problème de découpe contraint à deux dimensions

1. Parallel Virtual Machine

2. Message Passing Interface
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et à deux niveaux. La méthode parallèle proposée s’appuie sur le paradigme mâıtre/esclave et les

spécificités de la recherche par faisceaux. Nous appliquons les mêmes mécanismes d’évaluation et

de réduction de l’espace de recherche que ceux présentés dans les chapitres 3 et 4 tous en exploitant

le parallélisme, afin d’élargir l’espace exploré et diversifier la recherche d’une solution approchée.
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Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes de résolution parallèle approchées, pour le

problème de découpe contraint à deux dimensions et à deux niveaux. Les deux méthodes parallèles

proposées s’appuient sur le paradigme mâıtre/esclave et les spécificités de la recherche par faisceaux.

Nous appliquons les mêmes mécanismes d’évaluation et de réduction de l’espace de recherche que

ceux présentés dans le chapitre 3 et 4 de cette thèse en exploitant le parallélisme afin d’élargir

l’espace exploré et diversifier la recherche d’une solution approchée.

4. Une description de la recherche par faisceaux parallèle a été soumise à ”Informs Journal On Compu-

ting [49]” et a été présentée lors de la conférence internationale ”International Conference on Metaheuristics

and Nature Inspired computing, META 2006 [45]”

5. L’algorithme coopératif parallèle a été soumis à ”Operations Research [50]” et a été présenté l’ors de

la conférence internationale ”International workshop on Operation Research, IWOR 2008 [48]”
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8.1 Recherche par faisceaux parallèle

8.1.1 Analyse de l’algorithme GBS

Dans cette section, nous faisons une brève description de l’algorithme séquentiel GBS, présenté

dans le chapitre 3 (noté SGBS). Nous faisons un survol des principales phases de cet algorithme,

avant de décrire les traitements qui peuvent se dérouler en parallèle. Les éléments les plus impor-

tants dans une méthode parallèle sont les structures de données, l’architecture fonctionnelle et le

schéma de coopération entre les processeurs. Ainsi, nous donnerons une importance particulière

à ces points en décrivant, comment les processeurs vont collaborer pour résoudre le problème de

découpe à deux dimensions et quelles sont les différentes structures de données (liste de traitements

et queues de communication) utilisées pour guider la recherche et exploiter les avantages de la re-

cherche par faisceaux.

L’examen de l’algorithme séquentiel proposé dans le chapitre 3, révèle la possibilité d’explorer

l’espace de recherche en parallèle lors de la résolution du problème FC2TDC. Ainsi, le processus

de recherche passe la majorité du temps de résolution dans les phases suivantes :

1. La phase de sélection : Dans cette phase, l’algorithme sélectionne le meilleur nœud à déve-

lopper parmi un ensemble de nœuds élites.

2. La phase d’extension : Dans cette phase, toutes les bandes générales sont créées pour chaque

hauteur wi. Avant de calculer, toutes les bornes supérieures en combinant la bande optimale

courante avec les sous rectangles restants.

3. La phase de filtrage : Dans cette phase, un ensemble des nœuds élites, capables de générer

des meilleures solutions sont retenus pour une autre phase de sélection.

L’algorithme parallèle proposé fonctionne suivant le paradigme mâıtre/esclave. Le processeur

mâıtre guide la recherche en utilisant une liste globale de nœuds à explorer. Ce processeur utilise

la stratégie du meilleur d’abord pour sélectionner les futures nœuds à développer.

Les processeurs esclaves, de leurs coté, développent les chemins de recherche et utilisent leurs

propres listes de nœuds à développer (listes locales). Une mise à jour de la liste globale (la liste du

processeur mâıtre) est faite périodiquement. Cette mise à jour permet de diversifier la recherche et

d’équilibrer la charge de résolution entre les processeurs esclaves.

8.1.2 Architecture de l’algorithme parallèle

Un des objectifs du parallélisme est la réduction du temps de calcul. Les phases de sélection et

d’extension sont extrêmement difficiles à prédire et le traitement associé à ces deux phases est très

variable. La phase de sélection est réalisée en utilisant une liste de nœuds ordonnés selon un critère

spécifique. La phase d’extension est très gourmande en temps de calcul car (i) elle génère (pour

chaque sélection) toutes les bandes générales, (ii) effectue une évaluation selon la borne supérieure

et la solution réalisable courante, (iii) fait une mise à jour de la meilleure solution interne courante

(meilleure solution générée par le processeur esclave).

Ces facteurs imposent l’utilisation d’un mécanisme de régulation de charge dynamique, afin de

maintenir une charge de traitement équilibrée entre les processeurs esclaves et d’éviter la saturation

du processeur mâıtre.
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L’algorithme parallèle proposé, fonctionne comme suite :

1. Une liste globale B est gérée par le processeur mâıtre ; un sous ensemble de nœuds élites est

sélectionné, puis assigné à un processeur esclave.

2. Chaque processeur esclave utilise une liste interne pour effectuer les phases de sélection,

d’extension et de filtrage.

3. L’algorithme utilise un mécanisme de régulation de charge par seuil ξ. Le seuil limite la

taille de la première liste interne de chaque processeur esclave. Si la taille d’une liste interne

dépasse le seuil fixé, les éléments qui débordent sont insérés dans une liste secondaire et les

nœuds sont transférés d’une manière asynchrone au processeur mâıtre.

4. A chaque période, nommée T , une synchronisation des listes internes des processeurs esclaves

et la liste globale du processeur mâıtre, est réalisée. Cette synchronisation permet d’initialiser

les listes internes associées aux processeurs esclaves et de redémarrer la résolution avec une

nouvelle solution initiale (la meilleure solution réalisable courante).

Nous rappelons qu’à partir d’un nœud µ =
(
(L,W − Y ), (L, Y )

)
émerge r, r ≤ s, différents

nœuds
(
(L,W − Y + ω), (L, Y − ω)

)
, où ω = w1, . . . , wr.

Pour chaque nœud généré ν, une borne inférieure partielle ẑLocalν et une borne supérieure

complémentaire Uν sont nécessaires pour évaluer le future chemin à développer. La phase de filtrage

est appliquée, après l’évaluation.

8.1.3 Structure de données

Comme discuté précédemment, l’algorithme séquentiel combine les phases de sélection, d’ex-

tension et de filtrage pour chercher une solution finale. L’algorithme parallèle proposé explore un

sous ensemble de nœuds prés sélectionnés suivant le paradigme mâıtre/esclave.

Le processeur mâıtre guide la recherche en utilisant une liste globale de nœuds à développer,

spécialement à l’initialisation et lorsqu’un processeur esclave se libère ou ne peut plus supporter

la charge de résolution (débordement de sa liste interne). Par ailleurs, chaque processeur esclave

développe sa propre arborescence de recherche et fait des mises à jour périodiques (chaque période

T ) de la liste globale (processeur mâıtre).

La recherche est guidée par une borne supérieure complémentaire. Cette borne supérieure per-

met de choisir le chemin à développer suivant une évaluation globale. On remarque qu’une itération

de l’algorithme parallèle est similaire à une exploration d’une partie de l’espace de recherche (lors-

qu’un processeur utilise sa propre liste interne) ou à un changement de chemin (lorsque le processeur

mâıtre, réaffecte de nouveaux nœuds à tous les processeurs esclaves).

Dans la suite, nous décrivons les structures de données de chaque type de processeur et leurs

rôles dans la résolution.

8.1.3.1 Listes du processeur mâıtre et des processeurs esclaves

Le processeur mâıtre (voir. Figure 8.1) sauvegarde l’ensemble des nœuds dans une liste globale,

notée Bmaster. Cette liste est utilisée, initialement, à générer le premier ensemble s de bandes

associées aux hauteurs distincts des pièces wj , j ∈ J . Ces différentes bandes correspondent à s
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solutions réalisables partielles, obtenues en appliquant la programmation dynamique au problème

de sac à dos BKhor
L,ws

(défini dans le chapitre 3), où s correspond à la plus grande hauteur ws, tel

que s = max{ws | ws ≥ wj , j ∈ J}.
Après ce calcul, le processeur mâıtre assigne les s bandes optimales générées aux processeurs

esclaves disponibles. Naturellement, le processeur mâıtre ne peut affecter que min{s, η} nœuds, où η

dénote le nombre de processeurs esclaves disponibles. Les nœuds assignés aux processeurs esclaves,

sont obtenus en utilisant une stratégie du meilleure d’abord basée sur une évaluation globale (Voir

chapitre 3).

Chaque processeur esclave (voir. Figure 8.1) reçoit un nœud initial µ =
(
(L,W − Y ), (L, Y )

)
du processeur mâıtre, où µ est caractérisé par sa hauteur résiduelle Y et le nombre vi, i = 1, . . . , n,

d’apparitions de la i-ème type de pièce dans la solution réalisable partielle zLocalµ . Chaque proces-

seur esclave utilise deux listes internes : (i) la première liste, nommée Bslave, stocke les meilleurs

nœuds crées pendant le développement (suivant la stratégie du meilleur d’abord), et (ii) la deuxième

liste, notée Bslave, sauvegarde le reste des nœuds, lorsque la taille de la première liste Bslave atteint

le seuil maximum. Dans la suite, nous considérons que la taille maximum des listes Bslave est la

même pour tous les processeurs esclaves ξ = ξslave, for slave = 1, . . . , η.

Figure 8.1 – Illustration de la liste globale et des deux listes internes des processeurs

esclaves.

Lorsque un processeur esclave reçoit un nœud donné µ =
(
(L,W − Y ), (L, Y )

)
, il commence

son processus de calcul basé sur les étapes suivantes :

1. Calcul des demandes résiduelles b′i pour chaque type de pièce i ∈ I, où b′i = bi − vi avec vi
le nombre d’apparitions de la pièce de type i dans (L,W − Y ).

2. Création des r (r ≤ s ≤ n) bandes générales en résolvant BKg
L,wr

, où r = max
{
wr | wr ≥

wj , j ∈ J
}

par programmation dynamique.

3. Pour chaque bande (L,wj), wj ≤ Y, j = 1, . . . , r, faire :

(a) Placer la bande dans le sous rectangle courant (L, Y ),

(b) Obtenir un nouveau nœud ν =
(
(L,W − Y + wj), (L, Y − wj)

)
,

(c) Calculer la valeur ẑν du nouveau nœud ν.



CHAPITRE 8. ALGORITHMES PARALLÈLES POUR LE PROBLÈME DE
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Nous avons noté dans le chapitre 3, que l’algorithme séquentiel utilise une liste locale Bδ pour

stocker tous les nœuds générés à partir d’un nœud donné µ. Dans l’algorithme parallèle, cette liste

est remplacée par la liste Bslave. Dans l’algorithme parallèle, tous les nœuds générés à partir de

µ ∈ Bslave sont stockés, en premier lieu dans la liste secondaire Bslave. Les meilleurs nœuds de

Bslave sont ensuite, transférés vers Bslave. Les éléments Bslave sont finalement, transférés, vers la

liste globale Bmaster.

Dans la phase d’extension et pour un nœud donné µ ∈ Bslave, r nouveaux nœuds sont crées

(r et le nombre de hauteurs distincts). Chaque nœuds dispose d’un indice d’évaluation. La phase

de filtrage est appliquée afin de sélectionner les chemins les plus intéressants et qui correspondent

aux nœuds élites. Ces nœuds réalisent min{δ, |Bslave|} les meilleurs écarts (comme défini dans la

section 3.2.4.3 du chapitre 3). δ dénote la largeur du faisceau.

8.1.3.2 Stratégie de diversification

Comme discuté précédemment, chaque processeur esclave obtient les nœuds à développer de

Bslave. Cette liste est modifiée par son processeur ôte lors de la phase d’extension et de filtrage.

Néanmoins, un processeur esclave transfert (i) un sous ensemble de nœuds Bslave ou (ii) tous les

nœuds Bslave ∪Bslave au processeur mâıtre dans les cas suivants :

(1) Lorsque le seuil ξ de Bslave est atteint. Dans ce cas, le processeur mâıtre reçoit les nœuds

envoyés par l’esclave et retient ceux dont l’évaluation est supérieure à la meilleure solution

réalisable courante z?.

(2) Lorsque la période de synchronisation T est écoulée. Dans ce cas, tous les nœuds de Bslave ∪
Bslave sont transférés au processeur mâıtre.

Dans le cas (1), l’algorithme utilise le seuil ξ afin d’équilibrer la charge entre les processeurs

esclaves, Ce mécanisme permet de décharger un processeurs débordé (réduire la taille des listes

internes), d’éliminer des chemins déjà explorés par d’autres processeurs (évaluation au niveau du

processeur mâıtre) et d’initialiser la résolution sur d’autres processeurs.

Dans le cas (2), l’algorithme essaie de diversifier la recherche d’une nouvelle solution réalisable.

Par ailleurs, le processeur mâıtre considère les étapes suivantes, avant d’initialiser les traitements

sur les η processeurs esclaves :

(1) Il met un jour la meilleure solution réalisable obtenue par les processeurs esclaves et replace

Bmaster par Bmaster ∪
η∑

slave=1

Bslave ∪
η∑

slave=1

Bslave.

(2) Il applique une phase de filtrage pour réduire le nombre de nœuds dans Bmaster.

(3) Il sélectionne min{η, |Bmaster|} meilleurs nœuds en utilisant la stratégie du meilleur d’abord

et affecte ces nœuds aux processeurs esclaves.

(4) Il supprime les nœuds affectés de la liste Bmaster.
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Entrée : Instance FC2TDC.

Sortie : Solution de valeur z?.

1. Phase d’initialisation

(a) Bmaster =
{
µ = ((L, 0), (L,W ))

}
et z? = 0.

(b) Brancher sur µ pour générer toutes les bandes générales optimales associées à (L,W ), par la
résolution du problème BKhor

L,ws
, où s = max{ws | ws ≥ wj , j ∈ J}.

(c) Pour µ, calculer la borne supérieure correspondant au sous rectangle (L, Y ), Y = 0, . . . ,W,
par la résolution le problème de sac à dos UK(L,W ).

(d) Appliquer la phase de filtrage sur les s nœuds crées et les insérer dans Bmaster.
(e) Soit Active le vecteur associé aux processeurs esclaves (initialement ∀k, Activek :=false),

telle que Activek :=false, k = 1, . . . , η, si le k-ème processeur est disponible, true sinon.
(f) Assigner les α = min

{
s, max{δ, η}

}
nœuds de Bmaster aux processeurs esclaves disponibles,

c’est à dire,
∀k ∈ {1, . . . , α}, Appeler Slave_Algo(µk, Bk, Bk, T ) et Activek =true.

2. Phase de synchronisation
Cas 1. Un sous-ensemble de processeurs esclaves envoient des nœuds :

(a) Le processeur mâıtre reçoit les nœuds Bk, k = 1, . . . , η′ (où η′ ≤ η).

(b) Bmaster = Bmaster ∪η
′

k=1 Bk.

(c) Appliquer la phase de filtrage sur la liste Bmaster.
Cas 2. Le k-ème processeur termine la résolution :

(a) Activek =false et mettre à jour la meilleure solution réalisable courante z?.
(b) Appliquer la phase de filtrage sur Bmaster.
(c) Si Bmaster 6= ∅, soit µ ∈ Bmaster le meilleur nœud sélectionné par la stratégie du meilleur

d’abord.
Assigner µ au processeur esclave disponible, nommé `, et mettre Active` =true.

Cas 3. La période T a écoulée :
(a) Le processeur mâıtre reçoit les nœuds des η′ ≤ η processeurs actifs.
(b) ∀k ∈ {1, . . . , η′}, Activek =false.

(c) Bmaster = Bmaster ∪η
′

k=1 Bk ∪
η′

k=1 Bk.

(d) Mettre à jour la meilleure solution réalisable courante z?.
(e) Appliquer la phase de filtrage sur la liste globale Bmaster tel que µ ∈ Bmaster si et

seulement si, z? < ẑLocalµ + Uµ.
(f) Si Bmaster 6= ∅, alors répéter l’étape 1.(f) de la phase d’initialisation.

3. Phase d’arrêt
Quitter avec la meilleur solution réalisable z? lorsque (a) Bmaster = ∅, (b) Activek = false, ∀k ∈
{1, . . . , η} et (c) toutes les queues de communication sont vides.

Figure 8.2 – Procédure globale du processeur mâıtre dans PGBS : MasterPGBS_Algo.

8.1.4 L’algorithme

8.1.4.1 Le processeur mâıtre

La figure 8.2 décrit les principales phases du traitement effectuées par le processeur mâıtre,

noté MasterPGBS_Algo. Il est composé de trois phases : L’initialisation, la synchronisation et la

phase d’arrêt.
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La phase d’initialisation sert à initialiser la liste globale Bmaster (Étape 1.(a)) par le premier

nœud µ =
(
(L, 0), (L,W )

)
et la construction du premier ensemble s de bandes générales optimales.

Ces bandes sont calculées par la résolution du problème BKhor
L,ws

(Étape 1.(b)). La programmation

dynamique permet d’obtenir la structure de toutes les bandes optimales de hauteurs wj ≤ ws, j ∈
J := {1, . . . , s}, avec leurs valeurs fhorwj

.

Par ailleurs, dans la phase 1.(c), l’algorithme calcul la borne supérieure complémentaire UK(L,W );

pour le couple (wj , fhorwj
), j ∈ J . Cette borne supérieure est calculée par programmation dynamique

qui permet d’avoir toutes les bornes supérieures U(L,Y ), Y = 0, . . . ,W,. Dans la phase 1. (d), la

phase de filtrage est appliquée sur l’ensemble s. Cette phase consiste à : (i) mettre à jour la meilleure

solution réalisable courante z? par la résolution de max
j∈J

{
ẑLocalj

}
, et (ii) modifier de la structure

(combinaison de quelques bandes) de la borne supérieure U(L,Y ) dans le but de trouver une solu-

tion réalisable. Ceci est réalisé par la suppression des pièces qui induisent la non réalisabilité de la

solution (la suppression des pièces est effectuée d’une manière séquentielle de 1 à n).

Dans l’étape 1. (e), un vecteur Active est utilisé pour contrôler et suivre l’état des processeurs

esclaves. L’état de chaque processeur k est représenté par Activek, qui est égale à false si le

processeur est disponible, true sinon. Initialement, tous les processeurs sont disponibles.

Dans L’étape 1. (f), le processeur mâıtre sélectionne les α meilleurs nœuds suivant la straté-

gie du meilleur d’abord. Ces nœuds réalisent la meilleure évaluation globale ẑGlobalj = ẑLocalj +

U(L,W−wj), j ∈ J,. Ces nœuds sont assignés aux processeurs esclaves,

(Slave_Algo
(
µk, Bk, Bk, T

)
, k = 1, . . . , α, où µk est le k-ème nœud sélectionné de Bmaster, Bk et

Bk dénote les listes internes du kème processeur esclave.

La phase de synchronisation est composée de trois cas et le processeur mâıtre réagit selon le

cas à traiter. Dans le premier cas, un nombre, nommé η′ ≤ η, de processeurs esclaves envoie leurs

nœuds résiduels (les nœuds résiduels sont choisis de la liste interne secondaire de chaque processeur

esclave Bslave). Le processeur mâıtre reçoit les η′ listes (étape 2.1. (a)) et les insert dans Bmaster
(étape 2.1.(b)). Il applique, Alors, dans la l’étape 2.1. (c), une phase de filtrage qui élimine les dupli-

cations, ainsi que les nœuds dont l’évaluation globale est inférieure à la solution réalisable courante

z? (Naturellement, le processeur mâıtre met à jour la meilleure solution réalisable courante, si

possible).

Dans de second cas, un processeur esclave, nommé k, termine son traitement. Dans ce cas (étape

2.2. (a)), le processeur mâıtre reçoit le contexte caractérisé par la meilleure solution produite et

sa structure, il remplace l’état du processeur esclave concerné (Activek = false) et met à jour

la solution réalisable courante. Dans l’étape 2.2. (b), le processeur mâıtre applique une phase de

filtrage sur la liste globale ; Dans ce traitement, les nœuds ayant une évaluation globale inférieure à

z? sont supprimé de Bmaster. Après cette étape, le processeur mâıtre sélectionne le meilleur nœud,

nommé µ de la liste Bmaster et l’assigne à un processeur esclave disponible.

Dans le troisième cas, tous les processeurs esclaves sont arrêtés (fin de la période T ). En premier lieu,

dans l’étape 2.3. (a), le processeur mâıtre reçoit tous les nœuds ∪η
′

k=1Bk ∪
η′

k=1 Bk des processeurs

esclaves actifs, nommés η′ ≤ η. En second lieu, il change (dans l’étape 2.3.(b)), l’état des η′

processeurs esclaves de true à false et insert (étape 2.3.(c)) les nœuds ∪η
′

k=1Bk ∪
η′

k=1 Bk dans

Bmaster. De la même manière, dans l’étape 2.3. (d), le processeur mâıtre met à jour la meilleure

solution réalisable courante z? et applique la phase de filtrage sur Bmaster. Finalement, dans l’étape

2.3.(e), il assigne les α meilleurs nœuds aux processeurs esclaves disponibles et Bmaster 6= ∅.
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La phase d’arrêt sert à arrêter la résolution et l’obtention de la meilleure solution z?. Naturel-

lement, le processeur mâıtre arrête la résolution lorsque tous les éléments du vecteur Active sont

à false. Cela signifie que tous les processeurs esclaves ont fini leurs résolutions et que toutes les

queues de communications sont vides (les queues et les processus de communication sont décrits

dans la section 8.1.4.3).

Entrée : Le contexte du nœud µ = ((L,Wµ), (L,W −Wµ)) et la valeur de la période T.

Sortie : (i) La valeur de la meilleure solution locale z?k et les deux listes internes (Bk et Bk), ou (ii) les

nœuds de la liste secondaire Bk.

1. Phase d’initialisation
1. Bk = {µ}, Bk = ∅, z?k = z? et soit b′i, i ∈ I, les demandes résiduelles après filtrage des

solutions partielles dans (L,W ).
2. Soit r le nombre de hauteurs distincts, tel que wr ≤W −Wµ et ∀j ∈ {1, . . . , r}, wr ≥ wj .

Créer les r bandes générales optimales associées à µ, par résolution (programmation dyna-
mique) du problème BKhor

L,wr
avec les valeurs des demandes b′i, i ∈ I.

3. Calculer les bornes supérieures complémentaires associées à (L, Y ), Y = 0, . . . ,W −Wµ, par
résolution de UKµ.

2. Phase itérative
1. Sélectionner de Bk le nœud µ = ((L,W − Y ), (L, Y )) avec la meilleure évaluation globale

zGlobalµ = ẑLocalµ + Uµ.
2. Supprimer le nœud µ de Bk.
3. Brancher sur µ et générer les bandes valides par résolution du problème BKhor

L,wr
, où wr dénote

la plus haute bande (avec le plus grand indexe) qui peut être placer dans le sous rectangle
(L, Y ).

4. Pour chaque nouveau nœud ν =
(

(L,W − Y + ω), (L, Y − ω)
)
, ω = w1, . . . , wr,

(a) Effectuer une évaluation globale basée sur la borne inférieure ẑLocalν et la borne supérieure
complémentaire Uν .

(b) Mettre à jour la meilleure solution courante : z?k = max
{
z?, ẑLocalν

}
.

5. Insérer les nœuds crées ν dans Bk si z?k < Uν + ẑLocalν selon l’équation (4.1) ; écarter ν sinon.

6. Appliquer la phase de filtrage sur les bandes générées ; soit Bk l’ensemble des nœuds élites
(min{ρ, |Bk|} meilleures nœuds de Bk.)

7. Si |Bk ∪ Bk| > ξ, alors copier les meilleurs ξ − |Bk| nœuds de Bk à Bk et les supprimer de
Bk; mettre Bk = Bk ∪Bk sinon.

8. Si Bk 6= ∅, alors envoyer le contenu de Bk au processeur mâıtre.
9. Supprimer tous les éléments de Bk.

3. Arrêter ou répéter la recherche :
1. Si Bk = ∅ ou la période T a écoulée, alors

(a) Bk = ∅ : envoyer la meilleure solution locale obtenue z?k au processeur mâıtre.
(b) T a écoulée : envoyer la meilleure solution local obtenue z?k et les deux listes internes (Bk

et Bk).
2. Sinon, répéter étape itérative 2.

Figure 8.3 – Description des étapes du k-ème processeur esclave dans PGBS : SlavePGBS_Algo.
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8.1.4.2 Les processeurs esclaves

La figure 8.3 décrit les phases principales de l’algorithme, noté Slave_Algo. Cet algorithme

est utilisé par chaque processeur esclave k, k = 1, . . . , η, où η, dénote le nombre de processeurs

esclaves disponibles. Naturellement, l’algorithme ressemble à la version séquentielle présentée dans

le chapitre 3. Néanmoins quelques différences existent entre les deux versions. La figure 8.3 montre

que l’algorithme est composé de trois phases principales :

Dans la phase d’initialisation, le processeur esclave reçoit le nœud µ. Il reçoit, également, les

demandes résiduelles b′i, i ∈ I. Dans l’étape 1.1, le nœud est stocké dans Bk et dans l’étape 1.2 ; les

r nouvelles bandes générales sont crées pour chaque hauteur wj , j ∈ J et leurs valeurs fhorwj
, j ∈ J

sont calculées par la résolution par programmation dynamique du problème :

(BKhor
L,wj )



ghorwj
(L) = max

∑
i∈SL,wj

cixij

subject to
∑

i∈SL,wj

lixij ≤ L

xij ≤ b′i, xij ∈ N, i ∈ SL,wj ,

où wr ≤ W −Wµ et ghorwj
(L) représentent les valeurs des bandes générales optimales de hauteurs

wj , j ∈ J := {1, . . . , r}. Par la suite, toutes les bornes supérieures complémentaires sont calculées

par la résolution du problème suivant :

UK(L,Wµ) = max
{∑
j∈J

ggwj (L)tj |
∑
j∈J

wjtj ≤W −Wµ, tj ∈ N, j ∈ J
}
.

Dans la phase itérative, le processeur esclave commence par sélectionner le meilleur nœud (étape

2.1), nommé µ = ((L,W − Y ), (L, Y )), de Bk et le supprime de cette dernière (étape 2.2). Dans

un deuxième temps (étape 2.3), r (r ≤ s ≤ n) bandes générales sont créés par la résolution du

problème BKg
L,wr

, où r = max
{
wr | wr ≥ wj , wj ≤ Wµ, j ∈ J

}
. Dans l’étape 3, pour chaque

nœud crée ν, les deux bornes inférieure (ẑLocalν ) et supérieure complémentaire (Uν) sont mises à jour

afin d’effectuer une évaluation globale ẑGlobalν . Dans l’étape 3.5, le processeur réalise une sélection

des nœuds élites et les transfert à la deuxième liste interne Bk. Dans l’étape 3.6, un filtrage est

effectué sur Bk et les meilleurs min{δ, |Bk|} nœuds sont identifiés. Finalement, dans l’étape 3.7, il

y’a une vérification de la taille de la liste interne (Bk ∪Bk). Si la taille de cette dernière, dépasse ξ,

alors un sous ensemble d’éléments est transféré au processeur mâıtre. Dans tous les cas, la deuxième

liste interne Bk est vidée.

La phase d’arrêt est composée de deux parties. Dans la première partie (étape 3.1), le processeur

esclave arrête la résolution, si la liste Bk est vide ou si la période de synchronisation T a écoulée.

Dans le premier cas (liste Bk vide), le processeur esclave envoie la valeur de la solution réalisable

locale courante au processeur mâıtre. Si la période T est écoulée, le processeur esclave envoie, en

plus de la valeur de la solution réalisable local courante, tous les nœuds des listes internes.

8.1.4.3 La communication entre les processeurs

La communication entre le processeur mâıtre et les processeurs esclaves est réalisée à travers

trois queues. Chaque queue est gérée par un processus indépendant du processus de résolution. Les

informations sont exploitées selon la stratégie FIFO. Le rôle des trois queues est le suivant :
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Figure 8.4 – Illustration des queues de communication utilisées par les processeurs.

Durant la résolution, la première queue (notée Q1 dans la figure 8.4) est utilisée pour stocker

les meilleures solutions réalisables locales transférées par les processeurs esclaves. Cette queue est

utilisée dans la phase de synchronisation de Algo_Master (lorsque les processeurs esclaves envoient

leurs solutions au processus mâıtre). La deuxième queue (notée Q2 dans la figure 8.4) permet

de recevoir les nœuds résiduels envoyés par les processeurs esclaves (elle correspond au Cas 1 de

l’étape de synchronisation dans Algo_Master). La dernière queue (notée Q3) permet de recevoir

les nœuds envoyés par les processeurs esclaves dans le cadre de la répartition de charge (nœuds qui

saturent la première liste locale d’un ou de plusieurs processeurs esclaves). Cette queue est utilisée

par le processeur mâıtre afin de rediriger la résolution à d’autres processeurs esclaves disponibles

est moins chargés.

Les traitements associés à ces trois queues, se font indépendamment de la résolution. Le traite-

ment des différents cas associés à la synchronisation (cas 1 et 3) est réalisé en parallèle. Par ailleurs,

après chaque période T (période de synchronisation), les deux queues Q2 et Q3 sont vidées.

8.1.5 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue la performance de l’algorithme proposé (noté PGBS) sur deux

groupes d’instances, classés dans la littérature comme larges et extra larges (ces instances sont

décrites dans les parties expérimentale du chapitre 4). Nous avons codé l’algorithme PGBS en C

et les communications entre les processeurs en pvm. Les résultats présentés sont obtenus sur un

réseau de station Intel sous Linux Redhat.

Comme discuté dans le chapitre 3 de cette thèse, nous avons varié la valeur associée au pa-

ramètre δ (largeur du faisceau) dans l’intervalle {1, . . . , 4}. Dans l’algorithme séquentiel SGBS,

l’augmentation de la largeur du faisceau δ n’améliore pas forcement la qualité de la solution ob-

tenue, mais augmente considérablement les temps de résolution. Dans la suite de cette section,

nous testons l’efficacité de l’algorithme parallèle proposé sur les deux groupes d’instances et nous

analysons le comportement de PGBS avec différentes valeurs du paramètre δ.
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8.1.5.1 Premier groupe d’instances

Dans un premier temps, nous avons mené notre étude sur le premier groupe d’instances. Nous

avons lancé deux résolutions pour chaque instance : la premier correspond à une première découpe

horizontale et la deuxième à une première découpe verticale (les noms des instances sont préfixés

par H ou V, selon la position de la première découpe). Pour la plupart des instances considérées, la

solution optimale n’est pas connue, Nous avons, donc, comparé les solutions de PGBS aux meilleures

solutions de la littérature (voir Hifi et al [42]). L’algorithme séquentiel GBS a des difficultés à

résoudre quelques instances avec une largeur de faisceau élevé, par conséquence, nous avons limité

le temps de résolution à 300 secondes pour ces instances. L’analyse des résultats obtenus est le

suivant :

SGBS PGBS δ = 8

δ = 4 δ = 8 η = 6 η = 10 η = 20

#Inst. Opt/Best Gap cpu Gap cpu Gap cpu cpu cpu

nice25H∗ 860829 ◦ 0.05 ◦ 7.76 ◦ 0.02 0.01 0

nice50H 913738 ◦ 0.01 ◦ 23.87 ◦ 0.01 0.01 0

nice100H 911122 ◦ 0.05 -4646 − 81 0.04 0.03 0.01

nice200H 931143 ◦ 0.41 -11387 − 8897 0.21 0.11 0.01

nice500H 951279 ◦ 1.86 -15812 − 2319 1.01 0.09 0.04

path25H∗ 892765 ◦ 0.06 ◦ 17.76 ◦ 0.02 0.01 0.01

path50H∗ 750215 ◦ 0.05 ◦ 105.21 ◦ 0.02 0.01 0.01

path100H 888578 ◦ 0.08 33 − 413 0.03 0.01 0.01

path200H 889174 ◦ 1.59 -9253 − 1049 0.98 0.43 0.21

path500H 885112 ◦ 12.87 -14200 − 2552 8.96 4.03 2.01

nice25PH∗ 441993 ◦ 0.02 ◦ 5.65 ◦ 0.01 0 0

nice50PH 449292 ◦ 0.02 ◦ 21.87 ◦ 0.01 0 0

nice100PH 456306 ◦ 0.05 -7574 − 403 0.02 0.01 0.01

nice200PH 455727 ◦ 0.16 -26 − 1161 0.09 0.03 0.01

nice500PH 455036 ◦ 1.44 -19303 − 3965 1.03 0.75 0.61

nice1000PH 451805 ◦ 2.94 -21802 − 7271 1.05 0.56 0.31

path25PH∗ 464721 ◦ 0.01 ◦ 10.78 ◦ 0.01 0.01 0

path50PH 391626 ◦ 0.01 -885 89.09 ◦ 0.01 0.01 0

path100PH 456300 ◦ 0.09 -27502 − 1697 0.04 0.02 0

path200PH 452402 ◦ 1.34 -32698 − 7454 0.99 0.45 0.12

path500PH 434478 ◦ 40.52 -21747 − 5689 24.78 15.98 8.98

path1000PH 434966 ◦ 150.21 -10005 − 5035 78.98 41.87 17.98

nice25V∗ 834157 ◦ 0.01 ◦ 9.32 ◦ 0.01 0.01 0.01

nice50V 854425 ◦ 1.12 ◦ 22.98 ◦ 0.86 0.45 0.23

nice100V 911958 ◦ 3.41 -21387 − ◦ 2.04 1.48 0.89

nice200V 935290 ◦ 4.55 -25384 − 1400 2.04 1.54 0.97

nice500V 960767 ◦ 10.54 -30896 − 4837 6.89 3.98 1.98

path25V∗ 699707 ◦ 0.01 ◦ 7.91 ◦ 0.01 0.00 0.00

path50V∗ 924908 ◦ 0.41 ◦ 29.07 ◦ 0.32 0.13 0.03

path100V∗ 754753 ◦ 3.43 -10007 − ◦ 2.78 1.87 0.76

path200V 836022 ◦ 3.56 -20215 − 732 2.05 1.98 0.87

path500V 798544 ◦ 4.54 -30632 − 1359 2.45 1.42 0.72

nice25PV∗ 428662 ◦ 0.13 ◦ 10.87 ◦ 0.02 0.01 0.01

nice50PV 425921 ◦ 0.55 ◦ 31.67 ◦ 0.34 0.21 0.01

nice100PV 451851 ◦ 0.43 -22671 − 3555 0.21 0.11 0.01

nice200PV 454754 ◦ 1.23 -30790 − 135 1.07 0.98 0.42

nice500PV 457381 ◦ 10.41 -50080 − ◦ 7.76 3.67 2.03

nice1000PV 459142 ◦ 3.44 -20000 − ◦ 2.02 1.32 0.95

path25PV∗ 356088 ◦ 0.05 ◦ 12.67 ◦ 0.02 0.01 0.01

path50PV 487447 ◦ 0.11 ◦ 32.73 ◦ 0.04 0.02 0.01

path100PV 386033 ◦ 1.23 ◦ − ◦ 0.65 0.42 0.21

path200PV 418024 ◦ 2.34 -11368 − 4681 1.56 0.43 0.22

path500PV 368284 ◦ 5.2 -38295 − 1097 2.76 1.08 0.64

path1000PV 407097 ◦ 77.54 -29215 − 2726 40.76 22.76 13.76

Av Gap 0.00 -12221.52 1593.20

Av cpu 7.91 200.89 4.43 2.46 1.25

Table 8.1 – Résultats de l’algorithme parallèle PGBS et de l’algorithme séquentiel SGBS. Le symbole “−” signifie que le temps

de résolution de SGBS a dépassé 300 secondes.
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La Table 8.1 rapporte les résultats obtenus sur le premier groupe d’instances. La colonne 1

montre le nom de l’instance et la colonne 2 contient la meilleure solution connue ou l’optimum

s’il existe (les instances dont la solution optimale est connue, sont signalées par le symbole “∗”).
Les colonnes 3 et 5 montrent respectivement, la déviation, noté Gap et la solution obtenue par

l’algorithme séquentiel SGBS avec δ = 4 et δ = 8. La colonne 4 et 6 donnent le temps de résolution

de SGBS pour les deux valeurs de δ.

Les colonnes 7 à 10 montrent les résultats de l’algorithme parallèle PGBS. La colonne 7 montre

la meilleure solution obtenue par PGBS alors que les colonnes 8, 9 et 10 montrent respectivement,

le temps de résolution, la déviation (notée, Gap) et la différence entre la solution de la version

considérée de l’algorithme et la meilleure solution connue (notée, Opt/Best) ; Dans ce cas, Gap > 0

signifie que la version considérée améliore la meilleure solution de la littérature.

Les deux dernières lignes de la table 8.1 donnent un résumé du contenu de celle-ci. Elles

montrent, respectivement, la moyenne du Gap , noté Av Gap et la moyenne des temps de résolution

(Av cpu), pour toutes les instances.

Figure 8.5 – Variation du temps de résolution par rapport au nombre de processeurs η.

La table 8.1 montre que :

1. SGBS4 améliore les solutions de toutes les instances (44 instances). Son temps moyen de

résolution est égale à 7.91 secondes.

2. SGBS8 obtient des résultats médiocres par rapport à SGBS4. En effet, 300 secondes ne

sont pas suffisantes pour l’algorithme séquentiel avec une largeur de faisceau δ = 8. Cette

version de l’algorithme améliore la solution de 16 instances sur les 44 traitées (représentant

un pourcentage de 36.36%) et dégrade les solutions des autres instances avec une moyenne

de déviation de −12221.52. Par ailleurs, le temps de résolution augmente à 200.89 secondes

en moyenne.

3. PGBS8 est plus efficace que les deux versions de l’algorithme séquentiel SGBS. Il améliore

les solutions obtenues pour 24 instances (54.54% des instances) et améliore les meilleures

solutions connues de la littérature. On remarque également que parmi les instances non

améliorées par PGBS8, 11 ont des solutions optimales déjà connues.

Soit PGBSη8 la version de l’algorithme parallèle avec η processeurs, S(η) le speedup et F (η)

l’efficacité. Nous avons étudié l’impact du nombre de processeurs utilisés par PGBS sur sa
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performance (l’analyse est illustrée dans la figure 8.5).

(a) Le temps moyen consommé par PGBS6
8 est très inférieure des 7.91 secondes, consom-

mées en moyenne par SGBS4 et des 200.89 secondes consommées par SGBS8. Selon le

meilleur temps de résolution réalisé par SGBS4 ; PGBS6
8 réduit le temps de résolution

de 44%. Par ailleurs, le speedup S(6) et l’efficacité F (6) sont respectivement égales à

1.79 et à 0.30.

(b) Le temps de résolution moyen de PGBS10
8 diminue de 44.47% par rapport à PGBS6

8.

Dans ce cas, le speedup S(10) et l’efficacité F (10) reviennent respectivement, égales à

3.21 et à 0.32.

(c) Le temps de résolution de PGBS6
8 est plus intéressant. Il diminue de 2.46 secondes

(temps de résolution moyen de PGBS10
8 ) à 1.25 secondes. Dans ce cas, le gain en temps

de calcul devient plus important par rapport à la meilleure version de l’algorithme

séquentiel, il améliore de 84.20% le temps moyen de résolution avec un speedup S(20)

et une efficacité F (20) égales, respectivement, à 6.32 et 0.32.

Selon la dernière analyse, Nous observons que S(10) présente la moitié de S(20) et les valeur

F (10) et F (20) sont équivalentes.

T = 0.5 Sec T = 1 Sec T = 2 Sec

η = 6 η = 10 η = 20 η = 6 η = 10 η = 20 η = 6 η = 10 η = 20

Av Nj 8.41 3.84 1.64 3.73 2.09 0.93 1.80 0.86 0.30

Av cpu 4.91 2.73 1.38 4.43 2.46 1.25 4.05 2.26 1.12

nbBest/Opt 44 44 44 44 44 44 38 39 39

Table 8.2 – Impact de la variation de la période T sur les performances de l’algorithme parallèle PGBS.

Comme nous l’avons mentionné dans la section 8.1.3.2, PGBS utilise un paramètre T de syn-

chronisation. Cette synchronisation peut être considérée comme une stratégie de diversification qui

sert à explorer d’autres régions de l’espace de recherche. Dans ce sens, les résultats présentés dans

la table 8.1 sont obtenues en fixant la valeur de la période T à 1 seconde. Ce choix a été réalisé

après plusieurs tests. Les résultats obtenus en variant la valeur de la période T de 0.5 secondes à

2 secondes sont résumés dans la table 8.2.

La table 8.3 rapporte une comparaison détaillée des performances de PGBS, pour des périodes

de synchronisation T égales à 0.5, 1 et 2. La table 8.2 résume les résultats obtenus.

La colonne 2 de la table 8.3 rapporte la meilleure solution (et la nouvelle solution) extraite de la

table 8.1. Les colonne 3 à 8 montrent le résultat pour T = 0.5 avec différent nombre de processeurs :

le temps de résolution (noté, cpu) et le nombre de sauts (noté Nj) qui correspond au nombre de

synchronisations réalisées pendant la résolution. Les autres colonnes (de 9 à 20) montrent les même

résultats pour les différentes valeurs de T .

Dans la table 8.2, la ligne 1 montre le nombre moyen de sauts (Av Nj), la ligne 2 rapporte le temps

moyen de résolution (Av cpu) et la ligne 3 rapporte le nombre de fois (nbBest/Opt) que PGBS a

amélioré la meilleure solution connue (présentée dans la colonne 7 de la table 8.1).

Soit PGBSη8(T ) l’algorithme parallèle exécuté avec les paramètres η (nombre de processeurs

esclaves), T (la valeur associée à la période de synchronisation) et la largeur du faisceau δ = 8.

L’analyse des résultats présentés dans la table 8.2 révèle que PGBSη8(T = 1), pour η = 6, 10, 20, est
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Table 8.3 – Impact de la variation de la période T et du nombre de processeurs utilisés η sur les performances de l’algorithme

parallèle PGBS.

plus performant que les autres versions de l’algorithme. par ailleurs, les deux versions PGBSη8(0.5) et

PGBSη8(1) améliorent les solutions des 44 instances, mais PGBSη8(1) est plus rapide que PGBSη8(0.5).

On remarque que , PGBSη8(2) a amélioré 38 instances, et le temps de résolution est globalement très

intéressant. On peut noter que PGBSη8(1) reste favorable par rapport à PGBSη8(2) car le rapport

entre les qualités des solutions obtenues et le temps de résolution donne l’avantage à PGBSη8(1) ;
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dans ce sens, PGBSη8(1) réalise un temps moyen de résolution qui varie de 0.0284 à 0.1007 secondes,

alors que le temps de résolution de PGBSη8(2) varie de 0.0287 à 0.1066.

8.1.5.2 Le deuxième groupe d’instances

Dans cette section, nous avons considéré un ensemble de 6 instances très larges (présenté dans

la partie expérimentale du chapitre 4). Nous avons retenue la version parallèle PGBS avec T = 1.

De la même manière que la section précédente, nous avons considéré deux positions pour chaque

instance (horizontale et verticale). Les solution optimales de ces instances ne sont pas connues,

par conséquence, nous avons comparé les solutions obtenues par PGBS aux meilleures bornes in-

férieures de la littérature (HESGAb (voir [39]) et SGBS (voir chapitre 3). Par ailleurs, nous avons

limité le temps de résolution à 3000 secondes pour le solver CPLEX et à 900 secondes pour SGBS

(l’algorithme correspondant est arrêté s’il ne donne pas de solution réalisable dans la limite fixée).

L’étude comparative est résumée dans la table 8.4 lorsqu’on applique Cplex, HESGAb, SGBS et

PGBS. La colonne 2 contient les meilleures solutions réalisables obtenues par l’un des algorithmes

considérés. La colonne 3 montre la déviation, notée Gap, réalisée par Cplex. La colonne 4 donne

la déviation de HESGAb. La colonne 5 et 6 montrent, respectivement, la déviation de la solution

produite par SGBS lorsque δ = 2 et le temps de résolution. La colonne 9 rapporte la déviation de

PGBS et les trois dernière colonnes (colonnes 10, 11 et 12) présentent, respectivement, le temps

nécessaire à PGBS avec 6, 10 et 20 processeurs pour trouver la solution présentée. Finalement, nous

avons utilisé le symbole “◦” lorsque l’algorithme obtient la meilleure solution de la littérature (cette

valeur correspond à la meilleure solution obtenue par Cplex, HESGAb et SGBS) et le symbole “�”
lorsque l’algorithme ne termine pas le résolution avant 900 secondes.

De la table 8.4, on peut observer que :

1. Cplex résout un nombre limité d’instances. Il obtient 2 solutions (WL1V et WL3V) sur les

12 instances traitées et réalise une déviation de −464.67. On rappel que ces solutions sont

obtenues en limitant le temps de résolution à 3000 secondes.

2. SGBS4 (avec une largeur de faisceau δ = 4) produit des solutions moyennes à cause de la

limitation du temps de résolution (300 secondes). L’algorithme génère une déviation moyenne

de −218070.67. Ce résultat est dû essentiellement à la difficulté des instances traitées, par

conséquence, l’algorithme nécessite plus de temps pour explorer l’espace de recherche.

3. SGBS2 résout toutes les instances dans un temps plus intéressant que Cplex, HESGAb et

SGBS4. Le temps de résolution est égale à 334.24 secondes (le plus petit temps de résolution).

4. PGBS résout plus efficacement que Cplex, HESGAb et SGBS2. Il améliore toutes les meilleures

solutions de la littérature. Dans ce cas, la moyenne de la déviation est de 10917.33.

Concernant le temps de résolution de PGBS, nous avons analysé le temps nécessaire pour

produire une solution, selon le nombre de processeurs utilisés par PGBS :

(a) Le temps de résolution moyen de PGBS6
4(1) est plus petit que 334.24 secondes (temps

de résolution moyen de SGBS2) et des 3000 secondes nécessaires au solver CPLEX. Par

rapport aux temps obtenus par SGBS2 ; PGBS6
4(1) réduit le temps moyen de résolution
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de 34.65%. Le speedup S(6) et l’efficacité F (6) de PGBS6
4(1) sont, respectivement,

égales à 1.53 et 0.26.

(b) PGBS10
4 (1) réduit de 18.01% le temps de résolution de PGBS6

8(1). Le speedup S(10)

et l’efficacité F (10) sont égales, respectivement, à 1.87 et 0.19.

(c) Le temps de résolution de PGBS20
4 (1) est plus intéressant. Il réduit le temps de 179.09

secondes (PGBS10
4 (1)) à 156.33 secondes. On remarque que la diminution est plus

importante par rapport à la meilleure version de l’algorithme séquentiel (Il là réduit de

53.23% en moyenne). Le speedup S(20) et l’efficacité F (20) de PGBS20
4 (1) sont égales,

respectivement à 2.14 et 0.11.
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Table 8.4 – Performance de l’algorithme parallèle PGBS sur le deuxième groupe d’instances.
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8.2 Algorithme coopératif parallèle

Nous avons proposé une application parallèle de la recherche par faisceaux pour résoudre le

problème de découpe contraint à deux dimensions et à deux niveaux. L’algorithme proposé exploite

plusieurs processeurs pour élargir l’espace de recherche et permet, ainsi, d’augmenter la largeur du

faisceau. Par ailleurs, L’algorithme fonctionne selon le paradigme mâıtre/esclave et chaque type de

processeur utilise une stratégie du meilleur d’abord dans ces développements. L’algorithme utilise

le processeur mâıtre pour gérer les synchronisations et la diversification des chemins de recherche.

Afin d’éviter la surcharge du processeur mâıtre et la génération d’un goulot d’étranglement, chaque

processeur esclave utilise ses propres listes internes afin de développer des chemins de recherche.

Le caractère irrégulier du problème traité, nous a poussé à définir une politique dynamique de ré-

gulation de charge. En effet, cette politique (régulation de charge par seuil) permet à l’algorithme

d’exploiter efficacement les processeurs esclaves même si elle augmente le nombre de communi-

cations entre les processeurs. Les résultats obtenus sur deux groupes d’instante, réputés dans la

littérature comme étant, très difficiles, a donné des résultats encourageants et montre l’intérêt de

l’utilisation du parallélisme dans les méthodes approchées.

Encouragé par les résultats précédents, nous proposons dans la suite de ce chapitre, une ver-

sion parallèle de l’algorithme coopératif présenté dans le chapitre 4. L’algorithme parallèle proposé

s’appuie sur les mêmes mécanismes de synchronisation et d’équilibrage de charge précédents. Par

ailleurs, nous augmentons les performances de l’algorithme séquentiel en calculant en parallèle sur

chaque nœud de l’arbre de recherche, la borne supérieure et la solution complémentaire. Le calcul

parallèle de la borne supérieure et de la solution complémentaire permet de réduire considérable-

ment le temps du filtrage et le calcul de la borne supérieure sur chaque nœud permet d’orienter,

plus finement, la recherche d’une solution réalisable.

8.2.1 Analyse de l’algorithme séquentiel CGBS

Dans cette section, nous faisons une description de l’algorithme séquentiel SCGBS, présenté

dans le chapitre 4 (noté SCGBS). L’algorithme séquentiel combine l’algorithme GBS et la procé-

dure de remplissage BFP.

Le principe de BFP est le suivant :

Soit w, w ≤W , la hauteur du sous rectangle courant (L,w), r, r ≤ n le nombre de bandes optimales

de hauteur wj ≤ w, Swj l’ensemble de pièces de la bande (L,wj), où wj ≤ w et fwj (L) la valeur

de la solution associée à la bande (L,wj).

Le plan de découpe associé au sous rectangle (L,w) de profit hL(w) est la solution optimale
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du programme linéaire suivant :

(IPL,w) =



hL(W ) = max
r∑
j=1

fw(L)yi

s.c.
r∑
j=1

wjyj ≤ w

r∑
j=1

xijyj ≤ bi, i ∈ I

yj ≤ aj , yj ∈ N, j = 1, ..., r,

où xij représente le nombre d’occurrences de la i ème pièce dans la j ème bande de dimension

(L,wj) et

aj = min
{⌊wp

wj

⌋
,mini∈fwj

⌊
bi
xij

⌋
avec xij > 0

}
Dans l’algorithme séquentiel SCGBS, un nœud u est représenté par deux sous rectangles ; (i)

((L,W − y), (L, y)), où (L,W − y) est la solution réalisable locale et (ii) (L, y) le sous rectangle

à compléter. En d’autres termes, le sous rectangle (L,W − y) est déjà remplie par GBS alors que

(L, y) reste à remplir par les prochains développements de GBS. L’algorithme utilise une fonction

d’évaluation qui combine trois solutions :

Soit w une découpe horizontale sur le sous rectangle complémentaire (L, y), avec w ≤ Y et w ∈
w1, ..., wn. Soit v = ((L,W−y+w), (L, Y−w)) un des nœuds résultat de cette découpe. L’algorithme

coopératif combine les trois points suivants sur le nœud v.

1. ẐLocalv la valeur de la solution réalisable du sous rectangle (L,W − y + w).

2. BFP(L,Y−w) une solution réalisable complémentaire du rectangle initial S.

3. U (L,y) une borne supérieure du sous rectangle complémentaire (L, y − w).

L’examen de ces trois points permet de remarquer l’indépendance entre le calcul de la borne

supérieure et l’obtention de la solution réalisable complémentaire. Le calcul en parallèle de ces deux

points présente un axe d’amélioration des performances de l’algorithme séquentiel.

8.2.2 L’algorithme

8.2.2.1 Le processeur mâıtre

La figure 8.6 décrit les principales phases du traitement effectuées par le processeur mâıtre. Il

est composé de trois phases :

La phase d’initialisation est améliorée par rapport à PGBS ; Dans la phase 1.(c), l’algorithme

calcul la borne supérieure complémentaire UK(L,W ); pour le couple (wj , fhorwj
), j ∈ J . Cette

borne supérieure est calculée par programmation dynamique. La programmation dynamique per-

met d’avoir toutes les bornes supérieures U(L,Y ), Y = 0, . . . ,W,. Le calcul de la borne inférieure

complémentaire LB(L,W ); est réalisé par la procédure MFP qui est lancée parallèlement au calcul

de la borne supérieure. Les deux bornes sont utilisées par la suite dans la phase de filtrage.

Dans la phase 1. (d), le filtrage est appliqué sur l’ensemble s. Cette phase consiste à : mettre

à jour la meilleure solution réalisable courante z? par la résolution de max
j∈J

{
ẑLocalj

}
.
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Entrée : Instance FC2TDC.

Sortie : Solution de valeur z?.

1. Phase d’initialisation

(a) Bmaster =
{
µ = ((L, 0), (L,W ))

}
et z? = 0.

(b) Brancher sur µ pour générer toutes les bandes générales optimales associées à (L,W ), par la
résolution du problème BKhor

L,ws
, où s = argmax{ws | ws ≥ wj , j ∈ J}.

(c) Pour µ, calculer la borne supérieure correspondant au sous rectangle (L, Y ), Y = 0, . . . ,W,
par la résolution le problème de sac à dos UK(L,W ) et calculer, en parallèle, la borne inférieure
complémentaire LB(L,W ) (utilisation de la procédure MFP).

(d) Appliquer la phase de filtrage sur les s nœuds crées et les insérer dans Bmaster.
(e) Soit Active le vecteur associé aux processeurs esclaves (initialement ∀k, Activek :=false),

telle que Activek :=false, k = 1, . . . , η, si le k-ème processeur est disponible, true sinon.
(f) Assigner les α := min

{
s, max{δ, η}

}
nœuds de Bmaster aux processeurs esclaves disponibles,

c’est à dire,
∀k ∈ {1, . . . , α}, Appeler Slave_Algo(µk, Bk, Bk, T ) et Activek =true.

2. Phase de synchronisation
Cas 1. Un sous-ensemble de processeurs esclaves envoie des nœuds :

(a) Le processeur mâıtre reçoit les nœuds Bk, k = 1, . . . , η′ (où η′ ≤ η).

(b) Bmaster = Bmaster ∪η
′

k=1 Bk.

(c) Appliquer la phase de filtrage sur la liste Bmaster.
Cas 2. Le k-ème processeur termine la résolution :

(a) Activek =false et mettre à jour la meilleure solution réalisable courante z?.
(b) Appliquer la phase de filtrage sur Bmaster.
(c) Si Bmaster 6= ∅, soit µ ∈ Bmaster le meilleur nœud sélectionné par la stratégie du meilleur

d’abord.
Assigner µ au processeur esclave disponible, nommé `, et mettre Active` =true.

Cas 3. La période T a écoulée :
(a) Le processeur mâıtre reçoit les nœuds des η′ ≤ η processeurs actifs.
(b) ∀k ∈ {1, . . . , η′}, Activek =false.

(c) Bmaster = Bmaster ∪η
′

k=1 Bk ∪
η′

k=1 Bk.

(d) Mettre à jour la meilleure solution réalisable courante z?.
(e) Appliquer la phase de filtrage sur la liste globale Bmaster tel que µ ∈ Bmaster si et

seulement si, z? < ẑLocalµ + Uµ.
(f) Si Bmaster 6= ∅, alors répéter l’étape 1.(f) de la phase d’initialisation.

3. Phase d’arrêt
Quitter avec la meilleur solution réalisable z? lorsque (a) Bmaster = ∅, (b) Activek = false, ∀k ∈
{1, . . . , η} et (c) tous les queues de communication sont vides.

Figure 8.6 – Procédure globale du processeur mâıtre dans PCGBS : MasterPCGBS_Algo.

Les traitements relatifs à la synchronisation, la diversification et l’arrêt de la résolution restent

identiques à PGBS.

8.2.2.2 Les processeurs esclaves

La figure 8.7 décrit des phases principales de la procédure améliorée, notée Slave_PCGBS, utilisée
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Entrée : Le contexte du nœud µ = ((L,Wµ), (L,W −Wµ)) et la valeur de la période T.

Sortie : (i) La valeur de la meilleure solution locale z?k et les deux listes internes (Bk et Bk), ou (ii) les

nœuds de la liste secondaire Bk.

1. Phase d’initialisation
1. Bk = {µ}, Bk = ∅, z?k = z? et soit b′i, i ∈ I, les demandes résiduelles après filtrage des

solutions partielles dans (L,W ).
2. Soit r le nombre de hauteurs distincts, tel que wr ≤W −Wµ et ∀j ∈ {1, . . . , r}, wr ≥ wj .

Créer les r bandes générales optimales associées à µ, par résolution (programmation dyna-
mique) du problème BKhor

L,wr
avec les valeurs des demandes b′i, i ∈ I.

3. Calculer les bornes supérieures complémentaires associées à (L, Y ), Y = 0, . . . ,W −Wµ, par
résolution de UKµ.

2. Phase itérative
1. Sélectionner de Bk le nœud µ = ((L,W − Y ), (L, Y )) avec la meilleure évaluation globale

zGlobalµ = ẑLocalµ + Uµ.
2. Supprimer le nœud µ de Bk.
3. Brancher sur µ et générer les bandes valides par résolution du problème BKhor

L,wr
, où wr dénote

la plus haute bande (avec le plus grand indexe) qui peut être placer dans le sous rectangle
(L, Y ).

4. Pour chaque nouveau nœud ν =
(

(L,W − Y + ω), (L, Y − ω)
)
, ω = w1, . . . , wr,

(a) Effectuer une évaluation globale basée sur la borne inférieure ẑLocalν et la borne supé-
rieure complémentaire Uν et en parallèle appliquer la solution complémentaire par MFP

de
(

(L,W − Y + ω), (L, Y − ω)
)

et mettre à jour la valeur du nœud ν.

(b) Mettre à jour la meilleure solution courante : z?k = max
{
z?, ẑLocalν

}
.

5. Appliquer la phase de filtrage sur les bandes générées ; soit Bk l’ensemble des nœuds élites
(min{ρ, |Bk|} meilleure nœuds de Bk.)

6. Si |Bk ∪ Bk| > ξ, alors copier les meilleurs ξ − |Bk| nœuds de Bk à Bk et les supprimer de
Bk; mettre Bk = Bk ∪Bk sinon.

7. Si Bk 6= ∅, alors envoyer le contenu de Bk au processeur mâıtre.
8. Supprimer tous les éléments de Bk.

3. Arrêter ou répéter la recherche :
1. Si Bk = ∅ ou la période T est écoulée, alors

(a) Bk = ∅ : envoyer la meilleure solution locale obtenue z?k au processeur mâıtre.
(b) T a écoulée : envoyer la meilleure solution local obtenue z?k et les deux listes internes (Bk

et Bk).
2. Sinon, répéter étape itérative 2.

Figure 8.7 – Description des étapes du k-ème processeur esclave dans PCGBS SlavePCGBS_Algo.

par les processeurs esclaves k, k = 1, . . . , η, où η présente le nombre de processeurs esclaves dis-

ponibles. L’algorithme ressemble à l’algorithme de recherche en faisceau parallèle avec quelques

améliorations. Comme montré dans la figure 8.7, l’algorithme est composé de 3 étapes :

La phase d’initialisation, est identique à la phase d’initialisation de l’algorithme parallèle décrite
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dans la section 8.1.4.2. En effet, la procédure MFP est inutile dans cette phase. L’évaluation des

nœuds et le calcul de la solution complémentaire seront effectués dans la phase suivante.

La phase itérative commence (étape 2.1) par sélectionner le meilleur nœud, noté µ = ((L,W −
Y ), (L, Y )), de la premier liste interne Bk et le supprime de celle-ci (étape 2.2). Dans l’étape 2.3,

r (r ≤ s ≤ n) bandes générales sont crées par la résolution du problème BKg
L,wr

, où

r = max
{
wr | wr ≥ wj , wj ≤Wµ, j ∈ J

}
.

Dans l’étape 2.4, l’algorithme calcul pour chaque bande (nœud) ν les bornes inférieure (ẑLocalν ) et

supérieure complémentaire (Uν). Ces deux bornes sont calculées en parallèle. L’algorithme continu

par évaluer les nœuds pour les futures développements (ẑGlobalν ;). La borne inférieure complémen-

taire (ẑLocalν ) est obtenue par l’application de la procédure MFP décrite dans la figure 8.2.2.2.

Entrée : Un nœud local ν.

Sortie : Une solution d’approximation ẑLocalν .

1. Soit ν =
[(

(L,W − Y ), (L, Y )
)
; v
]

le nœud à évaluer et la valeur de sa solution locale

ẑLocalµ .

Poser drest := v et W rest := Y.

2. Répéter

(a) Soit ẑ La solution du problème de sac à dos suivant :

(BKhor
L,wr )



ẑ = max
∑

i∈SL,wr

cixij

subject to
∑

i∈SL,wr

lixij ≤ L

xij ≤ vi, xij ∈ N, i ∈ SL,wr ,

Où wr dénote la plus grande hauteur des pièces qui peuvent entrer dans la bande

(L,wr) et SL,wj l’ensemble des pièces qui peuvent entrer dans (L,wr), wr ≤W rest.

(b) Poser ẑLocalµ := ẑLocalµ + ẑ.

(c) Mettre à jour le vecteurs des demandes drest.

(d) Poser W rest := W rest − wr.

Jusqu’à ce que (∀i ∈ I, wi > W rest) ou (∀i ∈ I, dresti = 0).

Figure 8.8 – Procédure de remplissage modifiée : MFP.

Dans l’étape 2.5, l’algorithme réalise une sélection sur les nœuds crées et les transfert à la deuxième

liste interneBk, et dans l’étape 2.6 le filtrage est effectué surBk et retourne les meilleurs min{δ, |Bk|}
nœuds qui réalisent la meilleure évaluation globale (selon l’équation (4.2)). L’étape 2.7 vérifie le

nombre de nœuds dans la première liste interne (Bk ∪ Bk), cette étape concerne la régulation de

charge entre les processeurs esclaves.

La phase d’arrêt est composée de deux parties. Dans la première partie (étape 3.1), le processeur

esclave arrête la résolution, si la liste Bk est vide ou si la période de synchronisation T a écoulée.
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Dans le premier cas (liste Bk vide), le processeur esclave envoie la valeur de la solution réalisable

locale courante au processeur mâıtre. Si la période T a écoulée, le processeur esclave envoi, en plus

de la valeur de la solution réalisable local courante, tous les nœuds des listes internes.

8.2.2.3 La communication entre les processeurs

La communication entre le processeur mâıtre et les processeurs esclaves est réalisée de la même

manière que le premier algorithme présenté dans ce chapitre, cependant le calcul des deux bornes

supérieure et inférieure complémentaires est réalisé en parallèle et le résultat est géré avec deux

nouvelles queues de communications.

Durant la résolution locale sur chaque processeur esclave, deux procédures indépendantes,

UBproc et LBproc, sont lancées en parallèle. La première est utilisée pour calculer la borne supé-

rieure complémentaire et la deuxième pour obtenir la borne inférieure. Chaque procédure utilise

deux queues de communication pour recevoir le sous problème à traiter et pour transmettre le

résultat (voir la figure 8.9).

Figure 8.9 – Illustration du mécanisme de communication utilisé par les processeurs

esclaves dans PCGBS.

8.2.3 Résultats numériques

Dans cette section, on évalue la performance de l’algorithme proposé (noté PCGBS) sur les

deux groupes d’instances précédente. De la même manière que les résultats numériques précédents,

nous avons varié la valeur associée au paramètre δ (largeur du faisceau) dans le but d’évaluer la

qualité des solutions obtenues et la performance en terme de temps de résolutions.

8.2.3.1 Premier groupe d’instances

Dans un premier temps, nous avons mené notre étude sur le premier groupe d’instances. Nous

avons lancé deux résolution pour chaque instance : la premier correspond à une première découpe

horizontale et la deuxième à une première découpe verticale (les noms des instances est préfixé par
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H ou V, selon la position de la première découpe). Pour la plupart des instances considérées, la so-

lution optimale n’est pas connue, Nous avons, donc, comparé les solutions de PGBS aux meilleures

solutions de la littérature (voir Hifi et al [42]) en limitant le temps de résolution de SCGBS à 300

secondes pour ces instances. L’analyse des résultats obtenus est le suivant :

La Table 8.5 rapporte les résultats obtenus sur le premier groupe d’instances. La colonne 1

montre le nom de l’instance et la colonne 2 contient la meilleure solution connue ou l’optimum s’il

existe (les instances dont la solution optimale est connue, sont signalées par le symbole “∗”). Les

colonnes 3 et 4 montrent respectivement, la solution obtenue par l’algorithme séquentiel SCGBS

avec δ = 4 et le temps de résolution en secondes. La colonne 5 et 6 donnent la solution obtenue par

SCGBS δ = 16, ainsi que le temps d’obtention de cette solution s’il est inférieur à 300 secondes (Le

temps est signalé par le symbole ”−” dans le cas où la résolution a été arrêté dans les 300 secondes).

La colonne 7 et 8 montrent les meilleurs résultats de l’algorithme parallèle PCGBS et le temps de

résolution. Les deux dernières lignes de la table 8.5 montrent respectivement, le nombre d’instances

dont la solution a été amélioré par l’algorithme correspondent (noté NBBest) et le temps résolution

moyen pour toutes les instances.

La table 8.5 montre que : SCGBS16 obtient des résultats médiocres par rapport à SCGBS4. En

effet, 300 secondes ne sont pas suffisantes pour l’algorithme séquentiel avec une largeur de faisceau

δ = 16 pour certaines instances. Cette version de l’algorithme n’améliore la solution d’aucune ins-

tance et fait augmenter le temps de résolution. Le temps de résolution augmente à 143.63 secondes

en moyenne.

PCGBS16 est plus efficace que les deux versions de l’algorithme séquentiel SGBS. Il améliore

les solutions obtenues pour 24 instances (54.54% des instances) et améliore les meilleures solu-

tions connues de la littérature. On remarque également que parmi les instances non améliorées par

PCGBS16, 11 ont des solutions optimales déjà connues.

La Table 8.6 détaille les résultats de l’algorithme parallèle. En effet, les solutions obtenues par

l’algorithme PCGBS sont différentes selon le nombre de processeurs utilisés dans la résolution. La

colonne 1 montre le nom de l’instance et la colonne 2 contient la meilleure solution obtenue par

SCGBS (les instances dont la solution optimale est connue, sont signalées par le symbole “∗”).
Les colonnes 3 et 4 montrent les résultats de PCGBS en utilisant 6 processeurs (η = 6), les colonnes

5 et 6 montrent les résultats de PCGBS avec 10 processeurs et en fin les colonnes 7 et 8 illustrent

les résultats de PCGBS avec 20 processeurs.

Soit PCGBSη16 la version de l’algorithme parallèle avec η processeurs, S(η) le speedup et F (η)

l’efficacité. Nous avons étudié l’impact du nombre de processeurs utilisés par PGBS sur sa perfor-

mance.

1. Le temps moyen consommé par PCGBS6
16 est inférieure des 143.63 secondes, consommées en

moyenne par SCGBS16 mais il est nettement plus important des 3.58 secondes consommées

par SCGBS4. Selon le temps de résolution moyen réalisé par SGBS4 et PGBS6
16 ; PGBS6

16 et

32 fois plus long SCGBS16. Cela indique bien, que la largeur du faisceau dans la résolution

est l’élément qui influence le plus le temps de résolution.
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SCGBS PCGBS δ = 16

δ = 4 δ = 16 δ = 16 et η = 20

#Inst. Opt/Best Sol cpu Sol cpu Sol cpu

nice25H* 860829 860829 0.15 860829 2.76 860829 1.01

nice50H 913738 913738 0.31 913738 6.21 913738 3.21

nice100H 911122 911122 0.95 911122 17.67 911203 8.98

nice200H 932686 932686 0.98 932686 39.67 940040 22.01

nice500H 952015 952015 0.89 952015 − 953608 141.98

path25H* 892765 892765 0.16 892765 1.16 892765 0.01

path50H 750215 750215 0.55 750215 3.55 750215 0.01

path100H 888578 888578 0.08 888578 9.99 888991 2.01

path200H 889174 889174 1.08 889174 − 890223 101.21

path500H 885112 885112 4.98 885112 − 887667 99.01

nice25PH* 441993 441993 0.02 441993 2.02 441993 0.21

nice50PH 453460 453460 0.02 453460 6.02 453460 1.99

nice100HP 459214 459214 0.03 459214 − 459781 130.76

nice200PH 455727 455727 0.12 455727 − 456888 89.87

nice500PH 455036 455036 1.04 455036 − 459203 141.76

nice1000PH 454089 454089 2.32 454089 − 459098 107.76

path25PH* 464721 464721 0.01 464721 1.02 464721 0.07

path50PH 391931 391931 0.01 391931 4.01 391946 0.87

path100PH 456300 456300 0.09 456300 17.89 457997 6.78

path200PH 452402 452402 1.04 452402 − 459856 130.98

path500PH 434478 434478 20.02 434478 − 440221 169.05

path1000PH 434966 434966 50.21 434966 − 441242 117.98

nice25V* 834157 834157 0.01 834157 4.01 834157 0.98

nice50V 868781 868781 0.67 868781 8.67 868781 3.23

nice100V 911958 911958 1.09 911958 39.75 911958 15.89

nice200V 935290 935290 3.89 935290 − 936690 91.97

nice500V 960767 960767 7.98 960767 − 965604 160.98

path25V* 699707 699707 0.01 699707 2.81 699707 0.01

path50V* 924908 924908 0.34 924908 4.34 924908 1.03

path100V* 754753 754753 2.98 754753 29.98 754753 0.76

path200V 836022 836022 2.99 836022 − 836754 140.87

path500V 808376 808376 3.98 808376 − 808511 199.72

nice25PV* 428662 428662 0.21 428662 3.22 428662 0.01

nice50PV 426269 426269 0.43 426269 19.43 426269 3.98

nice100PV 451851 451851 4.33 451851 64.33 455406 23.18

nice200PV 454754 454754 0.99 454754 − 454889 130.42

nice500PV 457381 457381 5.98 457381 − 457403 120.03

nice1000PV 459142 459142 2.78 459142 − 459907 160.95

path25PV* 356088 356088 0.04 356088 2.16 356088 0.01

path50PV* 487447 487447 0.01 487447 9.01 487447 2.01

path100PV* 386033 386033 0.98 386033 19.98 386033 6.21

path200PV 418024 418024 1.98 418024 − 422706 79.22

path500PV 381860 381860 3.76 381860 − 381860 88.98

path1000PV 425768 425768 26.98 425768 − 425768 201.76

Nb Best 24

Av cpu 3.58 143.63 61.58

Table 8.5 – Résultats de l’algorithme parallèle PCGBS et de l’algorithme séquentiel SCGBS. Le symbole ”−” signifie que le

temps de résolution de SGBS a dépassé 300 secondes.

2. Le temps moyen consommé par PCGBS6
16 est inférieure au temps consommé en moyenne

par SGBS16. PCGBS6
16 améliore 24 des instances traités (sur 44 instances). Le speedup S(6)

et l’efficacité F (6) sont respectivement égale à 1.25 et à 0.20.

3. Le temps de résolution moyen de PCGBS10
16 diminue de 75.9% par rapport à PCGBS6

16. Dans

ce cas, le speedup S(10) et l’efficacité F (10) reviennent respectivement, égales à 1.64 et à

0.16.

4. Le temps de résolution de PCGBS20
16 est plus intéressant. Il diminue de 25.48 secondes (temps

de résolution moyen de PGBS1610) à 61.58 secondes. Dans ce cas, le gain en temps de

calcul devient plus important par rapport à la meilleure version de l’algorithme séquentiel,

il améliore de 57.12% le temps moyen de résolution avec un speedup S(20) et une efficacité
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F (20) égales, respectivement, à 2.33 et 0.11.

PCGBS

η = 6 η = 10 η = 20

#Inst. Sol. SCGBS Sol cpu Sol cpu Sol cpu

nice25H* 860829 − 2.02 − 1.56 − 1.01

nice50H 913738 913738 5.01 913738 4.01 913738 3.21

nice100H 911122 911203 12.99 911203 11.89 911203 8.98

nice200H 932686 940040 28.21 940040 27.11 940040 22.01

nice500H 952015 953608 205.81 953608 167.87 953608 141.98

path25H* 892765 − 1.02 − 0.07 − 0.01

path50H* 750215 − 2.02 − 1.01 − 0.01

path100H 888578 888991 3.03 888991 2.89 888991 2.01

path200H 889174 890223 199.09 890223 130.02 890223 101.21

path500H 885112 887667 201.96 887667 160.56 887667 99.01

nice25PH* 441993 − 1.01 − 0.52 − 0.21

nice50PH 453460 453460 4.01 453460 3.00 453460 1.99

nice100HP 459214 459781 231.89 459781 201.21 459781 130.76

nice200PH 455727 456888 199.98 456888 110.89 456888 89.87

nice500PH 455036 459203 233.38 459203 189.97 459203 141.76

nice1000PH 454089 459098 220.87 459098 180.86 459098 107.76

path25PH* 464721 − 0.09 − 0.08 − 0.07

path50PH 391931 391946 2.33 391946 1.87 391946 0.87

path100PH 456300 457997 11.76 457997 8.71 457997 6.78

path200PH 452402 459856 271.77 459856 199.08 459856 130.98

path500PH 434478 440221 299.89 440221 220.67 440221 169.05

path1000PH 434966 440001 268.98 441242 241.87 441242 117.98

nice25V* 834157 − 3.01 − 2.01 − 0.98

nice50V 868781 868781 6.86 868781 5.45 868781 3.23

nice100V 911958 911958 28.04 911958 22.48 911958 15.89

nice200V 935290 936690 222.04 936690 176.54 936690 91.97

nice500V 960767 965604 234.89 965604 201.98 965604 160.98

path25V* 699707 − 1.01 − 0.09 − 0.01

path50V* 924908 − 3.32 − 2.13 − 1.03

path100V 754753 754753 2.78 754753 1.87 754753 0.76

path200V 836022 836754 267.05 836754 199.98 836754 140.87

path500V 808376 808376 280.45 808511 240.42 808511 199.72

nice25PV* 428662 428662 2.02 428662 1.01 428662 0.01

nice50PV 426269 426269 6.34 426269 4.99 426269 3.98

nice100PV 451851 455406 40.21 455406 32.11 455406 23.18

nice200PV 454754 454889 286.07 454889 200.98 454889 130.42

nice500PV 457381 457403 244.76 457403 180.67 457403 120.03

nice1000PV 459142 459201 222.02 459907 203.32 459907 160.95

path25PV* 356088 − 2.02 − 1.01 − 0.01

path50PV* 487447 − 5.04 − 3.02 − 2.01

path100PV* 386033 − 12.65 − 9.42 − 6.21

path200PV 418024 422706 190.56 422706 110.43 422706 79.22

path500PV 381860 381860 280.76 381860 101.08 381860 88.98

path1000PV 425768 425768 291.76 425768 263.76 425768 201.76

Nb Best 24 24 24

Av cpu 114.56 87.06 61.58

Table 8.6 – Résultats de l’algorithme parallèle PCGBS avec 6, 10 et 20 processeurs. Le symbole ”−” signifie que la solution

optimale est obtenue par l’algorithme considéré. La valeur en italique présente une amélioration de la solution obtenue par SCGBS

et le symbole ◦ signifie que l’algorithme PCGBS améliore la solution rapportée dans la troisième colonne.

Comme nous l’avons mentionné dans la section 8.1.3.2, PCGBS utilise un paramètre T de syn-

chronisation. Cette synchronisation peut être considérée comme une stratégie de diversification qui

sert à explorer d’autres régions de l’espace de recherche. Dans ce sens, les résultats présentés dans

la table 8.5 sont obtenues en fixant la valeur de la période T à 1 secondes. Ce choix a été réalisé

après plusieurs tests. Les résultats obtenus en variant la valeur de la période T de 1 secondes à 3

secondes sont résumés dans la table 8.8.

La table 8.7 montre les résultats de PCGBS en variant la valeur de la période T de 1 secondes

à 3 secondes. La colonne 1 montre le nom de l’instance et la colonne 2 contient la meilleure
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solution obtenue par PCGBS (les instances dont la solution optimale est connue, sont signalées

par le symbole “∗”). Pour chaque valeur de T , la table 8.7 rapporte, respectivement, les solutions

obtenues et le temps de résolution de PCGBS6
16, PCGBS10

16 et PCGBS20
16.

La colonne 2 de la table 8.7 rapporte la meilleure solution (et la nouvelle solution) extraite de

la table 8.5. Les colonne 3 à 8 montrent le résultat pour T = 1 avec différent nombre de proces-

seurs : le temps de résolution (noté, cpu) et le nombre de sauts (noté Nj) qui correspond au nombre

de synchronisations réalisées pendant la résolution. Les autres colonnes (de 9 à 20) montrent les

mêmes résultats pour les différentes valeurs de T .

Dans la table 8.8, la ligne 1 montre le nombre moyen de sauts (Av Nj), la ligne 2 rapporte

le temps moyen de résolution (Av cpu) et la ligne 3 rapporte le nombre de fois (nbBest/Opt) que

PCGBS a amélioré la meilleure solution connue (présentée dans la colonne 7 de la table 8.5).

Soit PCGBSη16(T ) l’algorithme parallèle exécuté avec les paramètres η (nombre de processeurs

esclaves), T (la valeur associée à la période de synchronisation) et la largeur du faisceau δ = 16.

L’analyse des résultats présentés dans la table 8.8 révèle que PCGBSη16(T = 1), pour η = 6, 10, 20,

est plus performant que les autres versions de l’algorithme. par ailleurs, la version PCGBSη16(2)

améliore les solutions des 44 instances, mais PCGBSη16(1) est plus rapide que PCGBSη16(2). On

remarque que , PCGBSη16(3) a amélioré 38 instances, et le temps de résolution est globalement plus

important (il varie de 118.69 à 172.76). On peut noter que PCGBSη16(1) reste favorable par rapport

à PCGBSη16(2) car le rapport entre les qualités des solutions obtenues et le temps de résolution

donne l’avantage à PCGBSη16(1) ; dans ce sens, PGBSη16(1) réalise un temps moyen de résolution

qui varie de 61.58 à 114.56 secondes, alors que le temps de résolution de PGBSη16(2) varie de 91.94

à 116.81.

8.2.3.2 Le deuxième groupe d’instances

Dans cette section, nous avons considéré un ensemble de 6 instances très larges. Nous avons

retenue la version parallèle PGBS avec T = 1. De la même manière que la section précédente,

nous avons considéré deux positions pour chaque instance (horizontale et verticale). Les solutions

optimales de ces instances ne sont pas connues, par conséquence, nous avons comparé les solutions

obtenues par PCGBS au meilleures bornes inférieures de la littérature (HESGAb (voir [39]) et

SCGBS (voir chapitre 4). Par ailleurs, nous avons limité le temps de résolution à 900 secondes pour

SCGBS.

L’étude comparative est résumée dans la table 8.9 lorsqu’on applique SCGBS et PCGBS. La

colonne 2 contient les meilleures solutions réalisables obtenues par l’algorithme séquentiel. La co-

lonne 3 et 4 montre, respectivement, la solution réalisée par SCGBSδ = 2 et le temps de résolution.

La colonne 5 et 6 donnent la solution obtenue par SCGBSδ = 4 et le temps de résolution. Les

colonnes 7 à 11 montrent, respectivement, la solution produite par PCGBSδ = 8 et le temps de

résolution lorsque η = 6, η = 10 et η = 20. La colonne 7 rapporte les solutions de l’algorithme

parallèle, alors que la colonne 8 montre le gain, noté Gap de la solution produite par l’algorithme

parallèle, par rapport à la meilleure solution de l’algorithme séquentielle.
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Table 8.7 – Impact de la variation de la période T et du nombre de processeurs utilisés η sur les performances de l’algorithme

parallèle PCGBS.
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T=1 Sec T=2 Sec T=3 Sec

η = 6 η = 10 η = 20 η = 6 η = 10 η = 20 η = 6 η = 10 η = 20

Av Nj 139 106 75 57 43 31 45 36 26

Av cpu 114.56 87.06 61.58 116.81 91.94 67.79 172.76 140.16 118.69

nbBest/Opt 44 44 44 44 44 44 38 38 38

Table 8.8 – Résumé des résultats de la variation de la période T et du nombre de processeurs utilisés η sur les performances

de l’algorithme parallèle PCGBS.

#Inst. Sol.SCGBS SCGBS PCGBS δ = 8

δ = 2 cpu δ = 4 cpu Sol. Gap cpu /η = 6 cpu /η = 10 cpu /η = 20

UL1H 887393 887393 114.00 876682 − 889401 2008 91.81 76.15 60.71

UL2H 906712 906712 245.24 900923 − 907972 1260 170.17 140.07 112.06

UL3H 1021124 1021124 279.58 1009031 − 1101201 80077 201.06 149.77 119.95

WL1H 687786 683656 322.21 687786 − 694172 6386 220.97 189.16 139.23

WL2H 780018 780018 314.74 778028 − 784189 4171 241.55 199.04 153.60

WL3H 899890 899890 412.76 897373 − 900449 559 303.06 290.35 254.75

UL1V 891516 891516 100.01 888762 − 900199 8683 98.87 81.99 65.81

UL2V 908982 908982 115.54 906600 − 910021 1039 125.77 102.05 77.07

UL3V 1022483 1022483 210.09 1018888 − 1027491 5008 179.09 139.58 118.95

WL1V 697164 697164 301.12 694657 − 699998 2834 200.85 176.81 121.95

WL2V 783836 783836 385.90 782149 − 789997 6161 277.25 187.68 163.04

WL3V 890696 890696 352.24 881931 − 892709 2013 320.54 261.01 211.69

Av Gap 10017

Av cpu 248.65 − 191.86 159.26 126.10

Table 8.9 – Résultats de l’algorithme parallèle PCGBS et de l’algorithme séquentiel SCGBS. Le symbole ”−” signifie que le

temps de résolution de SGBS a dépassé 900 secondes.

De la table 8.9, on peut observer que :

1. SCGBS4 (avec une largeur de faisceau δ = 4) produit des solutions moyennes à cause de la

limitation du temps de résolution (900 secondes).

2. SCGBS2 résout toutes les instances dans un temps plus intéressant que SCGBS4. Le temps

de résolution moyen est égale à 248.65 secondes.

3. PCGBS résout plus efficacement que SCGBS2 et SCGBS4. Il améliore toutes les meilleures

solutions de la littérature. Dans ce cas, la moyenne de la déviation est de 10017. Concernant

le temps de résolution de PCGBS, nous avons analysé le temps nécessaire pour produire une

solution, selon le nombre de processeurs utilisés par PGBS :

(a) Le temps de résolution moyen de PGBS6
8 est plus petit que 248.65 secondes (temps de

résolution moyen de SCGBS2) et des 900 secondes nécessaires à SCGBS2. Par rapport

aux temps obtenus par SGBS2 ; PGBS6
8 réduit le temps moyen de résolution de 35.9%.

Le speedup S(6) et l’efficacité F (6) de PGBS6
8 sont, respectivement, égale à 1.29 et

0.21.

(b) PGBS10
8 réduit de 16.9% le temps de résolution de PGBS6

8. Le speedup S(10) et l’effi-

cacité F (10) sont égales, respectivement, à 1.56 et 0.15.

(c) Le temps de résolution de PGBS20
8 est plus intéressant. Il réduit le temps de 65, 76 se-

condes (PGBS6
8) à 126.10 secondes. On remarque que la diminution est plus importante

par rapport à la meilleure version de l’algorithme séquentiel (Il là réduit de 51.71% en

moyenne). Le speedup S(20) et l’efficacité F (20) de PGBS20
8 sont égales, respectivement

à 1.97 et 0.09.
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8.3 Étude comparative

L’objectif principal des tests présentés dans les sections 8.1.5 et 8.2.3 été de mesurer les perfor-

mances par rapport aux méthodes séquentielles. En effet, l’algorithme PGBSδ=4 semble incapable

de résoudre les instances traitées dans un temps raisonnable. La version parallèle de cet algorithme

nous a permis d’atteindre des largeurs plus importantes (δ = 8) et d’améliorer, ainsi les qualités des

solutions produites. De la même manière, l’algorithme CGBS delta=8 été incapable de résoudre ces

instances (dans un temps inférieur à 900 secondes) et la version parallèle nous a permis d’atteindre

une largeur égale à δ = 16.

Nous présentons dans cette section une comparaison numérique des deux algorithmes. Nous

avons traité les instances précédente avec les deux algorithmes dans les même conditions (Largeur

du faisceau δ, nombre de processeur η, période de synchronisation T ). L’objectif est de mesurer

l’impact de la procédure de remplissage complémentaire (MFP) et le calcul de la borne supérieure

sur les performances de PGBS.

Les table 8.10 et 8.11 présentent les résultats obtenus par PGBS et PCGBS dans le cas où

la période de synchronisation est égale à 1 (T = 1). Pour cette même valeur, nous avons traité

le premier groupe d’instances avec PGBS20
8 , PGBS20

16, PCGBS20
8 et PCGBS20

16. Nous avons ensuite

lancé PGBS20
4 , PGBS20

8 , PCGBS20
4 et PCGBS20

8 sur le deuxième groupe d’instances. Pour chaque

version, la table 8.10 rapporte, la valeur de la solution réalisable obtenue et le temps du traitement

pour le premier groupe d’instances et la table 8.11 montre les mêmes résultats pour le deuxième

groupe d’instances.

La table 8.10 qui présente les résultats du premier groupe d’instance monte que :

1. PGBS20
8 est la version la plus rapide avec un temps de résolution moyen de 1.25 secondes.

Le nombre de solutions améliorées par cette version est de 27 sur les 44 instances traitées.

PGBS20
8 génère une perte dans les qualités des solutions avec une déviation de −1400, 36.

2. PGBS20
16 est la version la plus lente avec un temps moyen de 93, 84. Cette version arrive à

améliorer toutes des instances traitées.

3. PCGBS20
8 est plus long que PGBS20

8 avec un temps de résolution moyen de 52.24 secondes.

Le nombre de solutions réalisables améliorées est de 19 sur les 44 traitées et la perte moyenne

dans la qualité des solution est de 1397 (très proche de la perte générée par PGBS20
8 ).

4. PCGBS20
8 donne les même résultats que PGBS20

16 (en terme de qualité des solutions) en un

temps moins important (61.58 secondes contre 93, 84 secondes).

A travers ces résultats, en remarque que le paramètre δ reste un facteur très important dans la

résolution parallèle. L’augmentation de la largeur, augmente systématiquement le temps de calcul

et montre la limite de la politique de diversification utilisées (synchronisation périodique).

Ces résultats montrent, néanmoins l’intérêt de l’utilisation d’une procédure de remplissage com-

plémentaire pendant la résolution avec une largeur de faisceau importante (PCGBS20
16 a réduit de

34.37% de temps de résolution de PGBS20
16), cependant la méthode de remplissage complémentaire

alourdie la résolution des petites instances.
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Table 8.10 – Comparaison entre PGBS et PCGBS - Premier groupe d’instances.

La table 8.11 montre les résultats obtenus pour le deuxième groupe d’instances que :

1. PCGBS20
4 est la version la plus rapide avec un temps de résolution moyen de 121.21 secondes.

Cette version n’améliore aucune solution et génère une perte dans les qualités des solutions

avec une déviation de −10360.75.

2. PGBS20
8 est la version la plus lente avec un temps moyen de 250.32 secondes. Cette version

arrive à améliorer toutes des instances traitées.

3. PCGBS20
8 réalise le meilleur compromis avec un temps de résolution moyen de 133.23 se-
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6
9
7
1
6
4

-2
8
3
4

1
1
1
.9

8
6
9
9
9
9
8

◦
1
2
1
.9

5

W
L

2
V

7
8
9
9
9
7

7
8
9
8
2
1

-1
7
6

1
8
2
.0

4
7
8
9
9
9
7

◦
3
1
0
.9

8
7
8
3
8
3
6

-6
1
6
1

1
6
0
.9

6
7
8
9
9
9
7

◦
1
6
3
.0

4

W
L

3
V

8
9
2
7
0
9

8
9
2
6
5
0

-5
9

2
2
1
.6

7
8
9
2
7
0
9

◦
4
9
9
.0

6
8
9
0
6
9
6

-2
0
1
3

1
9
9
.0

8
8
9
2
7
0
9

◦
2
1
1
.6

9

A
V
G
a
p
.

-7
3
.7

5
◦

-1
0
3
6
0
.7

5
◦

A
v
c
p
u

1
5
6
.3

2
2
5
0
.3

1
1
2
1
.2

0
1
3
3
.2

3

Table 8.11 – Comparaison entre PGBS et PCGBS - Premier groupe d’instances.

condes tous en améliorant toutes les solutions.

Ces résultats confirment l’utilité de la procédure de remplissage complémentaire pour la résolu-

tion de grandes instances. En effet, les grandes instances (ou largeur de faisceau important) gérèrent

des chemins de recherche profonds, ce qui pénalise la qualité des bornes supérieures calculées pen-

dant les développements. La procédure de remplissage permet d’approcher la solution réalisable

finale et de rendre le filtrage plus efficace. Cependant, la procédure complémentaire, alourdie la

recherche dans les arborescences moins profondes.
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CHAPITRE 8. ALGORITHMES PARALLÈLES POUR LE PROBLÈME DE

DÉCOUPE À DEUX DIMENSIONS

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressé à la résolution parallèle approchée du problème

de découpe à deux dimensions. Les méthodes proposées s’appuient sur le paradigme mâıtre/esclave

et les spécificités de la recherche par faisceaux. L’objectif de ces deux algorithmes parallèles est

d’améliorer les solutions produites pas la recherche par faisceaux en augmentant le nombre de

nœuds considérés à chaque niveau de l’arbre de recherche. En effet, les méthodes séquentielles ont

montré leurs limites en terme de temps de résolution et de consommation mémoire. La parallélisme

a permis, non seulement de réduire les temps de résolution, mais aussi à d’explorer un plus grand

espace de l’arbre de recherche et d’améliorer, ainsi les solutions réalisables finales.



Cinquième partie

CONCLUSION
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié deux variantes du problème de découpe et de placement, le

problème contraint et le problème double contraint à deux dimensions. La première partie concerne

le problème de découpe contraint à deux dimensions, pour lequel, nous avons proposé plusieurs

méthodes de résolution approchées. Nous nous sommes basés, dans la première méthode séquen-

tielle, sur une recherche en faisceau et un nouveau mécanisme d’évaluation global pour approcher

la solution optimale. Dans la deuxième méthode séquentielle, nous avons proposé un schéma de

coopération entre la première méthode et une nouvelle méthode de remplissage complémentaire.

Naturellement, la méthode de remplissage proposée peut être utilisée comme heuristique pour le

problème considéré.

Afin de perfectionner les résultats et les performances des deux méthodes séquentielles et aug-

menter la largeur du faisceaux de recherche, nous avons choisi de paralléliser les deux méthodes

précédentes. Ainsi, nous avons proposé deux méthodes de résolution approchée parallèles basées sur

le paradigme mâıtre/esclave. Ces deux méthodes parallèles ont permis d’améliorer sensiblement les

qualités des solutions obtenues pour les instances traitées et de résoudre de plus grandes instances

(non résolues par les méthodes séquentielles dans un temps raisonnable).

La deuxième partie concerne le problème de découpe double contraint à deux dimensions, pour

lequel, nous avons proposé un algorithme exact. Cet algorithme est une procédure de séparation et

évaluation basée sur une construction par pièce. Afin d’optimiser l’espace de recherche, nous avons

introduit une nouvelle borne inférieure. La borne inférieure proposée, est une heuristique basée sur

la résolution du problème de découpe à une seule contrainte et une méthode de restauration de la

réalisabilité. Par ailleurs, nous avons proposé plusieurs bornes supérieures basées sur la résolution

du problème de sac à dos unidimensionnel. Naturellement, l’algorithme exact proposé peut être

facilement adapté à d’autres variantes du problème de découpe et de placement, notamment le

problème contraint à deux dimensions traité dans la première partie.

Afin d’exploiter les résultats obtenus et expérimenter la recherche par faisceau sur d’autres

variantes du problème de découpe et de placement, nous avons traité le problème de découpe à

trois dimensions. Pour lequel, nous avons proposé une heuristique basée sur une décomposition et

une simplification du problème initial en plusieurs sous problèmes de découpe à deux dimensions.

Parmi les perspectives à court terme, il nous semble intéressant d’étudier l’encadrement de

variables pour le problème de découpe à deux dimensions et l’introduction du parallélisme dans la

procédure de construction de l’algorithme exact.
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1.3 Bandes homogènes horizontale et verticale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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