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Résumé

Résumeé : Cette thése introduit une nouvelle méthode d’analyse de signaux, ap-
pelée SCSA, basée sur une quantification semi-classique. L’idée principale de la SCSA
consiste a interpréter un signal en forme d’impulsions comme un puits de potentiel
pour une particule semi-classique et a le représenter par les niveaux d’énergie discrets
associés donnés par le spectre discret d’un opérateur de Schrodinger. La SCSA est une
premiére étape vers une approximation par solitons (potentiels sans réflexion), qui dé-
finit une représentation parcimonieuse du signal, intéressante pour des applications en
traitement du signal, par exemple la compression de données. Ce travail propose aussi
un algorithme numérique pour l'estimation de signaux par la SCSA et présente les
résultats de I'analyse des signaux de pression artérielle par cette méthode. En plus de
la reconstruction satisfaisante de ces signaux, la SCSA introduit de nouveaux indices

qui semblent véhiculer des informations physiologiques importantes.

Mots clés : analyse de signaux, opérateur de Schrodinger, quantification semi-

classique, transformées scattering, solitons, pression artérielle, indices cardio-vasculaires.

Abstract : This thesis introduces a new signal analysis method called SCSA, based
on a semi-classical quantification. The main idea in the SCSA consists in interpreting
a pulse-shaped signal as a potential well for a semi-classical particle and to represent
this signal with the associated discrete energy levels given by the discrete spectrum
of a Schrédinger operator. The SCSA is in fact a first step to an approximation by
solitons (reflectionless potentials), which introduces a parsimonious representation of
a signal, interesting in signal analysis applications for example for data compression.
This work proposes also a numerical algorithm for signals estimation using the SCSA
and presents the results obtained for the analysis of the arterial blood pressure with
this method. More than a satisfactory estimation of the pressure signals, the SCSA

introduces new indices that seem to contain important physiological information.

Key words : signal analysis, Schrédinger operator, semi-classical quantization,

scattering transforms, solitons, arterial blood pressure, cardiovascular indices.
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Introduction

Les maladies cardio-vasculaires constituent, a I’heure actuelle, I'une des principales
causes de mortalité dans le monde. Le nombre de décés imputables & une maladie
cardio-vasculaire est estimé a 17.5 millions pour 2005, soit 30 % de la mortalité mon-

diale totale !

. Parmi les paramétres qui jouent un role important dans le systéme
cardio-vasculaire citons la pression artérielle communément appelée la tension. Son
importance a depuis longtemps suscité 'intérét de la communauté scientifique qui
tente d’élaborer des modéles mathématiques afin de mieux comprendre le fonctionne-
ment du systéme cardio-vasculaire aussi bien dans le cas sain que pathologique. Bien
que la littérature abonde en travaux sur la modélisation de la circulation sanguine,
I'interprétation de la pression artérielle en clinique de routine se restreint souvent a
I'interprétation des valeurs maximale et minimale appelées respectivement pressions
systolique et diastolique et mesurées a I’aide d'un sphygmomanomeétre (voir figure 1).
Aucune information sur la variabilité instantanée de la pression n’est fournie dans
ce cas, pourtant des informations pertinentes pourraient se cacher derriére la forme
du signal de pression. L’analyse de la forme de la pression artérielle nécessite des
enregistrements continus, battement par battement, faisant appel a des techniques in-
vasives, intra-artérielles, potentiellement dangereuses pour le patient, qui ne sont donc
utilisables que dans des cas trés particuliers et non en clinique de routine. Il existe
cependant des appareils permettant la mesure non invasive de la pression artérielle
continue, au niveau du doigt, le FINAPRES en est un exemple [120]. Il serait alors
intéressant d’élaborer des techniques qui permettraient d’analyser la pression artérielle

instantanée a partir de mesures non-invasives.

Inspirés par un modéle réduit de pression artérielle a base de solitons, proposé
dans [20], [56], notre motivation au début de cette thése était de développer un ou-

til d’analyse des signaux de pression artérielle par moyen non-invasif. Le modéle en

IStatistiques de D'Organisation Mondiale de la Santé (OMS), site internet
http ://www.who.int /mediacentre /factsheets/fs317 /fr /index.html
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F1G. 1 — Signal de pression sur un battement mesuré au doigt par FINAPRES

question consiste & décomposer la pression en une superposition d'un N-soliton (en
gros N représente le nombre de bosses dans le signal de pression), solution particu-
liere d’une équation de Korteweg-de Vries (KdV), qui décrit les phénoménes rapides
d’ondes progressives (transit du pouls entre le coeur et le point de mesure) de la phase
systolique et un modele windkessel a deux éléments (voir chapitre 6), qui décrit les
phénoménes lents de la phase diastolique. Les modéles a base de solitons s’avérent
étre de bons modeles de pression artérielle d’autant plus qu’ils permettent d’expliquer
certains phénomeénes observés sur l'onde de pression lors de sa propagation le long de

Parbre artériel.

L’analyse des signaux de pression artérielle par le modéle réduit "N-soliton -+
windkessel" marche bien comme l'illustre la figure 2 mais présente un inconvénient
majeur : cette décomposition n’est que partiellement justifiée du point de vue physique
et mathématique [20], ce qui se paye en pratique par la nécessité d’ajuster a la main
I’ordre N du soliton puis d’identifier les paramétres de ce modéle "hybride". Nous avons
alors essayé de représenter I'ensemble du signal, y compris sa fin exponentielle (phase
télédiastolique ou le modeéle de windkessel excelle) par un N-soliton. Les résultats
pratiques ont été trés encourageants, mais cette approche nécessite l'identification
directe d'un N-soliton. C’est la premiére difficulté que nous avons rencontrée dans

cette thése. Nous avons alors fait appel & une technique de résolution de I’équation
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de KdV qui est la transformée scattering inverse (IST) de 'opérateur de Schrodinger

unidimensionnel [32]. L’équation de KdV est en effet associée a un probléme spectral

d2
d’un opérateur de Schrodinger (H(—xy) = e XY) qui s’écrit :
&y : .
S ha) —x@(ka) = Ku(k), keCt zeR ()

ot y est le signal de pression artérielle (pour retrouver les notations usuelles, la variable
temporelle est remplacée par la variable spatiale) et x un paramétre positif qui dépend
des caractéristiques des vaisseaux sanguins. Les solitons sont en réalité des potentiels
particuliers de I’équation (1), appelés potentiels sans réflexion. Ainsi, nous connaissons

une formule explicite d'un NV,-soliton donnée par :

N.
4 X
o) = =3 mid (), rER (2
X n=1
ou _ngx et Yny, n = 1,---, N, sont respectivement les valeurs propres négatives de

H(—xy) et les fonctions propres L*-normalisées associées. Les fonctions v, sont telles

3



Introduction

que :
—K x
Y (T) = Cnpe” "™, — +o00, (3)
ol Cpy, n=1,--- N, sont des constantes de normalisation.
Les 2N, parameétres kn, et ¢jy, n = 1,---, N, sont particuliérement intéressants

puisqu’ils déterminent completement le IV, -soliton par la formule :

2

v (z) = —z% Indet (T + A,)(x), ()

ot A, (z) est une matrice N, x IV, dont les coeflicients sont donnés par :

CimxCiny —
AX(:E) — Me (me‘i'ﬁnx)x , /n,’m — 17 “ .. 7NX' <5)

Kmy T Rny nom

Cela peut étre avantageux comparé a la formule (2) qui utilise N, paramétres et N,
fonctions. La formule (4)-(5) qui s’exprime simplement et uniquement en fonction de
2N, parameétres définit une représentation parcimonieuse du signal pouvant avoir des
applications intéressantes en traitement du signal comme par exemple la compression
de données. Cette méthode d’analyse en solitons de la pression artérielle apparait alors
comme une nouvelle méthode d’analyse de signaux a bosses. Les parameétres xy, et
Cinys M = 1,--- | N, peuvent étre calculés par transformée scattering directe (DST)
de lopérateur de Schrodinger H(—yy). Celle-ci consiste a déterminer, pour un poten-
tiel donné de l'opérateur de Schrédinger H(—xy), un ensemble de données spectrales
appelées données scattering qui comprend en particulier s, et cpy, n = 1,--+, N,.

Ainsi, nous appelons cette méthode SBSA pour Scattering Based Signal Analysis.

Lorsque nous avons été capables de calculer les k,, et les ¢, (qui posent un pro-
bléme sur lequel nous allons revenir), nous avons constaté numériquement que nos
signaux "a bosses" s’approchent trés bien par des N,-solitons pour [V, assez grand. Il
est alors naturel d’étudier la question de ’approximation par des N,-solitons quand
N, — 400, ce qui chez nous correspond a x — +o0o. Ce probléme a été étudié par
Lax et Levermore dans un contexte aux motivations initiales trés différentes [63]. Ces
auteurs étudiaient la limite faible dispersion de I’équation de KdV, ce qui les a conduit

a approcher la condition initiale de I’équation de KdV par un N-soliton dont I'expres-

4
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1
sion contient le petit parameétre de dispersion, chez nous —. Ils ont montré un résultat

de convergence dans le cas d’un puits unique (correspondant pour le signal y = —v
a une bosse unique), conjecturant que le résultat devait étre valable pour un nombre

fini de puits. Mais ce dernier résultat n’a, & notre connaissance, jamais été démontré.

A cette difficulté théorique de 'approximation par un N,-soliton, s’ajoutent des
difficultés lices au calcul numérique des coefficients ¢y, n = 1,---, N, rendant la
SBSA non applicable pour le moment. La formule (2) quant & elle est plus simple &
calculer numériquement. Néanmoins, elle ne représente pas forcément un NV,-soliton.
Dans cette thése nous nous sommes donc limités a 1'utilisation de la formule (2) qui,
comme nous le verrons par la suite, constitue une premiére étape vers I’approximation

en solitons et reléve d'une quantification semi-classique du signal vu comme potentiel.

Nous utilisons donc des données scattering incompletes, les xy, . Il est apparu dans

les applications a la pression artérielle qu’elles avaient un grand intérét. En fait les

n . - . N . .
—X peuvent s’interpréter comme des valeurs particuliéres du signal qui ne ressortent

pas des méthodes usuelles d’échantillonnage : valeurs aux points de discrétisation ou
valeurs extrémales. C’est I'interprétation semi-classique qui semble la plus naturelle
ici : le signal y étant interprété comme un potentiel —y, sa quantification de Bohr-
Sommerfeld est naturelle, asymptotiquement, c¢’est le sens des valeurs particuliéres que

2

K
sont les —2X .

X

Donnons les idées générales qui seront utilisées dans ce travail. Supposons un signal

1 k2
y positif pour tout x € R et a décroissance rapide. Posons h = — et A\, = —.

L’équation (1) se réécrit alors sous la forme suivante :

2

Jf%(m, ) — y(@) V(v Ax, o) = M (V. ). (6)

Lorsque y — +o0 et donc h — 0, nous nous retrouvons avec un probléme d’analyse
semi-classique [24], [96], [97].

2

Il est connu que les valeurs propres négatives de l'opérateur —h2@ —y(z), a sa-
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2
voir ——=, n =1,---, N, sont comprises entre —y,nq, et 0 comme illustré sur la figure
3. Pour une valeur fixée de Y, elles correspondent donc a des valeurs particuliéres de —y.

-10}+

—15+

_————-—_—'—’
|
X
o
=
= S~
<

/

R /
_25,

-y(x)

A
VAW

.2
K lx/X

-45 : :
16 18 2 2.2 2.4

2.8

2
FIG. 3 — Les valeurs propres de l'opérateur de Schrodinger —h?
comprises entre —Y,,q. €t 0

e y(x) sont toutes
T

Supposons a présent que —y a un seul minimum —,,,, et soit A telle que —y,0: <
A <0, alors il existe deux valeurs z_ et x, qui vérifient :

yle-) =y(zy) = A,

r_ <2y

(7)
D’aprés la loi de Weyl sur la densité des valeurs propres [44], le nombre de valeurs
propres négatives inférieures a A est donné par :

N = Yo

™

: avec O(N) = /x+ Vy(z) + M.

(8)
En régime semi-classique, (c’est a dire lorsque h — 0 ou de maniére équivalente y —
2

+00), les valeurs possibles de ——2 < X sont telles que ®(\) est, & un ~ prés, un
X
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1
multiple entier de — : c’est la condition de Bohr-Sommerfeld [125],
X

1.«

La situation est comparable a celle d’une bille qui oscille au fond d’une cuvette de part

(9)

et d’autre de son centre. Si on lache la bille en x_ dans la cuvette, elle oscille entre x_

1 1
et x,. Les énergies propres sont alors, & — prés, des multiples entiers de —.

- y(x)
S
(62}

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 75 8

F1G. 4 — Potentiel négatif avec un seul minimum (mono-puits)

Ainsi, si nous considérons le signal & analyser comme un puits de potentiel, nous
2

K
. . n . e L
pouvons lui associer les valeurs —=, n = 1,--- , N, qui seront donc utilisées comme des

valeurs représentatives du signal. C’est une nouvelle approche pour quantifier et analy-
ser un signal basée sur le principe de quantification semi-classique. Nous appelons cette

méthode SCSA pour Semi-Classical Signal Analysis. Remarquons que la connaissance

2
K

n . . . . N

des —X ne caractérise pas 'approximant. Par exemple le N,-soliton correspondra a

ces mémes valeurs mais les 1, associés auront le "bon comportement" asymptotique

qui en feront des approximants sans réflexion : SBSA est un cas particulier de SCSA.

Nous avons appliqué la SCSA a 'analyse des signaux de pression artérielle. Pour

7
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cela, nous avons travaillé en collaboration avec I’hopital Béclére de Clamart et I’Unité
de Biologie Intégrative des Adaptations a I’'Exercice (INSERM U902/ Université d’Evry
EA 3872, Génopole) qui nous ont fourni des données de pression mesurées aux niveaux
du ventricule, de I'aorte et du doigt. Comme nous allons le voir, la reconstruction des
signaux de pression artérielle par la SCSA est satisfaisante et nécessite un nombre
modéré de composantes spectrales (entre 5 et 9 composantes uniquement). La SCSA
a également été utilisée comme filtre permettant de séparer les pressions systolique
et diastolique. Par ailleurs, elle introduit de nouveaux indices spectraux qui semblent
contenir une information riche sur le signal de pression. Nous avons analysé ces para-
meétres, calculés pour une pression mesurée au doigt par moyen non-invasif, dans dif-
férentes situations physiologiques et pathologiques. Les premiers résultats paraissent

prometteurs notamment concernant la discrimination entre différentes situations.

Aprés un premier chapitre qui introduit le contexte de ’étude, nous diviserons le

travail en deux parties :

La premiére partie, composée de trois chapitres, présente la méthode SCSA. Nous
commencerons par rappeler dans le premier chapitre quelques notions et propriétés de
la transformée scattering, nécessaires pour la compréhension de notre travail. La SCSA
fera 'objet du chapitre 3. Son principe de base ainsi que ses différentes propriétés, no-
tamment de convergence, y seront présentés. Nous verrons également le cas particulier
de I'approximation par solitons (ou par potentiels sans réflexion) pour lequel la SBSA
et la SCSA coincident. Le chapitre 4, riche en exemples, s’intéressera a la validation
de la SCSA. Nous présenterons le schéma numérique proposé pour reconstruire un
signal par cette méthode qui sera ensuite appliquée a des exemples simples comme
I'identification des solitons solutions de 1’équation de KdV et a la reconstruction de

signaux divers.

La deuxiéme partie propose I'application de la SCSA & l'analyse des signaux de
pression artérielle et comporte 3 chapitres. Le chapitre 5 rappelle quelques concepts
sur la physiologie cardio-vasculaire. Dans le chapitre 6, aprés une bréve présentation
de I’état de I'art sur la modélisation de ’écoulement sanguin ou un intérét particulier
sera donné aux modeéles a base de solitons, il sera question d’appliquer la SCSA a la

reconstruction des signaux de pression artérielle. Nous verrons également que la SCSA
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peut étre utilisée pour séparer les pressions systolique et diastolique. Enfin, le chapitre
7 présentera quelques résultats sur I'analyse, par la SCSA, de la pression artérielle
mesurée au doigt par moyen non-invasif, dans différentes situations physiologiques et
pathologiques (test tilt, test handgrip, insuffisants cardiaques versus controles, sportifs

avant et aprés entrainement).

Une conclusion générale donnera une synthése du travail effectué et résumera les

principaux résultats obtenus ainsi que les perspectives envisagées.

Le document comprend également des annexes qui explicitent les détails de certains
résultats présentés briévement dans le texte et rappellent les preuves de quelques

théorémes.
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Chapitre 1

Contexte de I’étude : solitons, analyse
de signaux et approximation de

fonctions

1.1 Introduction

Dotés de propriétés exceptionnelles, les solitons sont utilisés dans différents do-
maines (hydrodynamique, fibres optiques, transmission et communication etc...) pour
modéliser des phénomeénes naturels tels que les tsunamis et décrire le comportement

de certains systémes physiques.

L’histoire des solitons remonte a la découverte de I'Ecossais John Scott Russell
au 17%m¢ siécle et plus précisément en 1834. Lors d'une promenade le long du canal
Edinburgh-Glasgow, il suivit pendant plusieurs kilométres une vague produite par le
sillage d’un bateau. Celle-ci se propageait sans se déformer. Il découvrit alors ce qu’il
a appelé les grandes ondes de translation ou ondes solitaires. Ce n’est qu’en 1895, que
la découverte de Russel fit confortée grace aux mathématiciens Korteweg et de Vries
qui proposérent leur célébre équation aux dérivées partielles, appelée depuis équation
de Korteweg-de Vries, couramment abrégé en KdV, pour décrire le mouvement des
ondes en eaux peu profondes. Ils montrérent que les ondes solitaires sont solutions de

cette équation.

Il a fallut attendre les expériences de Zabusky et Kruskal en 1965 [128] pour voir

11
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la naissance du concept soliton. Ces derniers simulérent les solutions numériques de
I’équation de KdV et remarquérent une propriété intéressante : aprés collision d’ondes
solitaires entre elles, chacune préserve son aspect. Zabusky et Kruskal expliquérent le
phénoméne de collision par le fait que la vitesse de ces ondes soit proportionnelle & leur
amplitude. Ainsi les composantes de plus grande amplitude vont plus vite. Cependant,
en dépit de la non-linéarité de l'interaction, chacune retrouve sa forme et sa vitesse
initiales apres collision, la seule conséquence étant 'apparition d’un déphasage. Za-
busky et Kruskal nommeérent ces ondes solitons pour décrire la propriété de particule

qui les caractérise .

Le plus important développement des solitons est survenu vers la fin des années
soixante ou une relation remarquable entre les solitons et la transformée scattering de
l'opérateur de Schrodinger a été introduite par Gardner, Green, Kruskal et Miura [32].
Ces derniers ont proposé de résoudre le probléme de Cauchy de 1’équation de KdV en
utilisant I'inverse scattering. Cette découverte a permis d’établir des propriétés inté-
ressantes des solitons et d’expliciter leur relation aux potentiels dits sans réflexion de
I'opérateur de Schrédinger. L’approche de Gardner et al a été aussitot généralisée par
Lax en 1968 [62], suivie par les travaux de Zakharov et Shabat en 1972 [130] sur la
résolution de I'équation de Schrodinger non-linéaire & partir du probléme scattering
du systéme de Zakhrov-Shabat. La méthode a été ensuite utilisée par Ablowitz, Kaup,
Newell et Segur en 1973 [1]| pour la résolution d’une équation de Sine-Gordon. D’autres
équations aux dérivées partielles pouvant étre résolues par l'inverse scattering ont été

découvertes plus tard.

Il existe une littérature abondante sur la théorie des solitons. Nous nous intéresse-
rons uniquement aux solitons solutions de 1’équation de KdV, et a leur application a
I’hémodynamique 2 pour la modélisation des ondes de pression artérielle, mais aussi

en traitement du signal et a ’approximation de fonctions.

'Le suffixe on décrit une propriété de particule
2I’hémodynamique consiste en I’étude des différents facteurs régissant la circulation du sang dans
I’organisme.
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1.2 Solitons

1.2.1 Deéfinitions

Commengons par quelques définitions [99] :

Définition 1.2.1. Une onde progressive est une solution d’une équation aux déri-
vées partielles qui dépend des variables spatiale x et temporelle t uniquement a travers

la relation &€ = x — ct; ¢ étant la vitesse de propagation constante.

Définition 1.2.2. Une onde solitaire est une onde progressive localisée, c’est a dire,

une onde progressive qui tend vers des états constants lorsque & — —o0 et & — 400.

La figure 1.1 illustre 'exemple de deux ondes solitaires : une impulsion solution
d’une équation de KdV a gauche et un kink solution d’une équation de Sine-Gordon

4 droite.

L \'\ 0
0 2 4 6 8 10 0
X

(a) Impulsion

Fi1c. 1.1 — Exemples d’ondes solitaires

Définition 1.2.3. Un soliton est une onde solitaire qui asymptotiquement préserve

sa forme et sa vitesse aprés collision avec d’autres ondes solitaires.

Définition 1.2.4. Un N-soliton consiste en N ondes solitaires de différentes ampli-

tudes, se propageant a différentes vitesses, éventuellement en interaction.
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La figure 1.2 illustre ’exemple d’un 2-soliton, solution d’une équation de KdV se
propageant vers la droite, en fonction de x et & 4 instants différents. Initialement les
deux ondes sont bien séparées. Sachant que la vitesse des solitons est proportionnelle
a leur amplitude, l'onde de plus grande amplitude va plus vite que la deuxiéme, la
rattrape et aprés collision chacune d’entre elles retrouve sa forme et son amplitude
initiales. Pendant la collision, caractérisée par une interaction non-linéaire entre les
deux ondes, la forme de la solution ne se résume pas & une superposition linéaire de

deux solitons.

35 T T T T T T T T T 30
30r 1 o5t 1
25} 1

201 b
20} 1

15} 1
15} 1

10F b
10} 1
5F 1 S 1
N1 A
o 1+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X X
(a) a linstant t; (b) a linstant ¢o

30 T T T T T T T T T 35

251 i 301 b

25¢ .
20 N

201 1

0 ‘ ‘ o ‘
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10
X X
(c) a Vinstant 3 (d) a Vinstant 4

Fi1G. 1.2 — Exemple d'un 2-soliton
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1.2.2 Solitons solutions d’une équation de KdV

Aprés la découverte des premiers solitons permettant de modéliser des phénoménes
naturels, de nombreuses études mathématiques ont permis de trouver des équations
d’évolution qui admettent des solitons comme solutions. L’exemple le plus connu est
I’équation de KdV. C’est une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre, non-
linéaire et dispersive, dont la forme standard est donnée par [32], [59], [74], [123] :

ov ov B’V

6V +

x et t étant les variables spatiale et temporelle respectivement et 14 la condition initiale.
Sachant que les phénoménes de non-linéarité et de dispersion engendrent respective-
ment des fronts raides (ondes de choc) et I'étalement de l'onde, il est naturel de se
demander comment les solitons, qui se propagent sans changer de forme ni de vitesse,
peuvent étre solutions d’équations non-linéaires et dispersives ? En réalité, la présence
simultanée de la non-linéarité et de la dispersion est & l'origine de 'existence des so-
litons. Ces derniers naissent en effet d’un équilibre stable entre ces deux phénomeénes

99], [128].

Une onde solitaire, solution de 1’équation de KdV, s’écrit sous la forme suivante
[74], [123] :

1 1
V(z,t) = —§a2 Sech2[§a($ — x0 — a’t)), (1.2)

ou la fonction secante hyperbolique sech est définie par :

2
sech(z) = ———. 1.3
() = ——— (13)
x¢ est la position du centre de symétrie de I'onde & t = 0 et a? représente sa vitesse.

Nous remarquons que la vitesse de cette onde est proportionnelle & son amplitude.

Différentes méthodes de résolution de ’équation de KAV ont été proposées [59],
[74], [123] s’intéressant particuliérement aux cas des solitons. Ainsi, une expression
analytique d'un N-soliton solution de I’équation de KdV a été établie et est donnée

par :
2

V(z,t) = —Q%UHdet(A(x,t))), (1.4)
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ol A est une matrice N x N dont les coefficients s’expriment par :

2a,,

A(z,t) = |Omn + fm(z,t) , m,n=1,---,N, (1.5)

a
m n n,m

Omn €tant le symbole de Kronecker et
f(z, ) = e~ omE=sm=ai) (A, Sm) € RT X R, (1.6)

Un 2-soliton par exemple s’écrit :

Bt a3+ 20— ) fifo + (259) (@S2 + @D

5 3
(1 + it ot (Z;;Zi) f1f2)

V(z,t) = -2 . (17)

1.2.3 L’inverse scattering pour la résolution de I’équation de
KdV

Comme nous 'avons dit dans I'introduction de ce chapitre, le plus important dé-
veloppement des solitons est survenu suite aux travaux de Gardner et al [32] qui ont
proposé une méthode de résolution de ’équation de KdV en utilisant I'inverse scatte-
ring. Le principe de cette approche est rappelé dans 'annexe C.1. L’équation de KdV
(1.1) est associée & un opérateur de Schrodinger unidimensionnel, paramétré par la
variable temporelle ¢, dont le potentiel est donné par la solution de ’équation de KdV
V(z,t). Notons H(V') cet opérateur qui s’écrit :

2
HYV)=—— +V(z,t). (1.8)

dax?

Le probléme spectral associé¢ a H(V') est donné par :

2
—% +V(z, ) =k*p, ke C', z€eR, (1.9)

ol k% et 1) sont respectivement les valeurs propres de H (V') et les fonctions propres

associées.

Le spectre de 'opérateur de Schrodinger est réel et comprend un spectre continu
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F1G. 1.3 — Phénoméne scattering de 'opérateur de Schrodinger

2

égal a [0, +00) et un spectre discret composé de valeurs propres négatives k? = —k2.

Pour k% > 0, nous définissons les solutions .. de 1’équation (1.9) qui se comportent

asymptotiquement comme suit :

T(k)e ik T — —00,
_(k,x) = , ) 1.10
77Z) ( ) { e—zkx+RT(k)e+zkx r — 400, ( )
T(k)etike & — 400,
k,x) = , , 111
77Z)+( ) { etike +Rl(k)e—zkx T — —00, ( )

ot T'(k) est appelé coefficient de transmission et Ry,y(k) sont appelés coefficients de
réflexion par la gauche et par la droite respectivement. La solution 1_ par exemple
décrit le phénoméne scattering pour une onde e~** d’amplitude 1, émise de +o0. Cette
onde se heurte & un obstacle qui est le potentiel et transmet ainsi une partie du signal

T(k)e ™ et réfléchit Dautre partie R,(k)e™™® comme illustré sur la figure 1.3. De

méme 1), décrit le phénoméne scattering pour une onde e*** émise de —oo.

Pour k? < 0, le spectre de I'opérateur de Schrédinger comprend N valeurs propres
2

2 n=1,---,N. Les fonctions propres L*-normalisées associées se

négatives notées —k
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comportent asymptotiquement comme suit :

Un(z) = cpe ™7, T — 400, (1.12)

Un(z) = (=D)V "cpet™t 1 — —o0, (1.13)

¢ €t ¢, sont appelés constantes de normalisation & gauche et & droite respectivement.

L’analyse spectrale de l'opérateur de Schrodinger introduit deux transformations :

— La transformée scattering directe (DST') qui consiste & calculer, pour un potentiel
donné, les données spectrales de H (V') appelées données scattering. Soient les
ensembles §;(V') et S,(V') qui regroupent respectivement les données scattering

a gauche et a droite :
S;(V) = {R]f(k:), Kny Cjny, n=1,-++ N}, j=1r, (1.14)
olj=rsij=letj=1sij=r.

— La transformée scattering inverse (IST) qui consiste a reconstruire le potentiel

V' a partir des données scattering.

Le principe de résolution d’équations d’évolution non linéaires par la transformée
scattering est similaire au principe de résolution d’équations linéaires par la transfor-

mée de Fourier. La procédure consiste a (figure (1.4)) :

1. Résoudre le probleme DST de l'opérateur de Schrédinger associé a la condition

initiale V4 et déterminer ainsi les données scattering S,y (k,0) & I'instant initial.

2. Déterminer I'évolution en temps des données scattering Sjy(k,t). Comme le
décrit I’'annexe C.1, I'un des avantages de cette méthode consiste en la simplicité
des relations décrivant 1’évolution en temps des données scattering : les valeurs
propres sont invariantes en temps, le coefficient de réflexion et les coefficients de

normalisation varient linéairement.

3. Déterminer la solution V(z,t) a partir des données scattering Sy)(k,t) en ap-
pliquant I'IST.
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Condition initiale Données scattering
(,0) i
Y\, O gl S ]{? 0
DST l (r)( ) )
Equation non linéaire L(t)
v Y
Sfl
y(a:, t) - S[(T) (k, t)
IST
Solution de I’équation Evolution des données
scattering

F1G. 1.4 — I’IST pour la résolution d’équations aux dérivées partielles non-linéaires

La solution V' (z,t) de I’équation de KdV peut s’écrire sous la forme suivante :
V(.,t)=StoL(t)oS(V(.,0)), (1.15)

ot S et S™! représentent respectivement la DST et I'IST. L est une transformation

linéaire qui permet de déterminer 1’évolution en temps des données scattering.

L’IST n’est pas toujours simple a résoudre. Néanmoins, il existe des cas particuliers
de potentiels appelés potentiels sans réflexion (R, (k) = 0, Vk € R) pour lesquels
le probléme se simplifie. Comme nous allons le voir dans le chapitre 2, dans le cas
d’un potentiel sans réflexion, le probléme scattering est entiérement caractérisé par le
spectre discret de 'opérateur de Schrodinger, composé de valeurs propres négatives.

Gardner et al [32] ont montré qu'un potentiel sans réflexion s’écrit simplement :

N
V(zt)= -4 kup(,1), (1.16)
n=1
ot —k2,n=1,---, N sont les valeurs propres négatives de 'opérateur de Schrodinger
H(V) et 4,,n=1,---, N les fonctions propres L?-normalisées associées.
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Intéressons nous a présent au cas de solitons solutions de ’équation de KdV. Gard-
ner et al ont montré qu’'un N-soliton est un potentiel sans réflexion et peut étre ainsi
entiérement caractérisé par le spectre discret de 'opérateur de Schrodinger en utilisant
la formule (1.16). Chaque composante x,1?2 de la somme (1.16) fait alors référence a
un 1-soliton. Une autre expression explicite reliant les solitons aux données scattering
a été proposée dans [32] :

2

V(z,t) = —2% Indet (I + A(z,t)), (1.17)

ou A est une matrice N x N dont les coefficients sont donnés par :

Al 1) = | (o)t

, n,m=1--- N, (1.18)
K+ En

n,m
Chaque couple (k,,c,) caractérise un soliton de vitesse 4x2 et d’amplitude 2x2. Le
coefficient ¢;,, caractérise la position du soliton. En comparant cette expression du N-

soliton a la formule (1.4) - (1.5) précédemment introduite, nous obtenons une relation

entre les données spectrales et les coefficients a,, et s,, n=1--- N :
a
K = ?n, Cln, = \/ Apensn., (1.19)

L’IST peut donc étre utilisée pour déterminer le nombre et les propriétés des solitons

qui emergent & partir d'une condition initiale.

1.3 Solitons et pression artérielle

Afin de mieux comprendre le fonctionnement du systéme cardio-vasculaire, diffé-
rentes études ont été effectuées pour modéliser I’écoulement sanguin. En dépit de la
non-linéarité des phénoménes mis en jeu, les études, les plus répandues a ce sujet, font
appel & des modeéles linéarisés. Seuls quelques modéles non-linéaires ont été propo-
sés. Par exemple, sous I’hypothése de I’écoulement d'un fluide incompressible dans un
vaisseau a parois minces, Yomosa [127] a montré que la propagation des ondes de pres-
sion artérielle est régie par une équation de KdV. Plus tard, Paquerot et Remoissenet
[87] ont proposé une équation de Boussinesq pour décrire la propagation des ondes de

pression artérielle dans de larges artéres, sous certaines conditions, cette équation peut
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étre approchée par une équation de KdV. Par ailleurs, dans [20], & partir d’'une équa-
tion de Navier-Stokes et en appliquant une méthode de perturbation singuliére, une
équation de KAV a été proposée pour modéliser uniquement les phénomeénes rapides ;
les phénomeénes lents étant bien décrits pas un modéle windkessel a deux éléments,

comme nous allons le rappeler dans le chapitre 6.

Ainsi, les solitons solutions de I’équation de KdV semblent étre de bon candidats
pour modéliser les ondes de pression artérielle, d’autant plus que 1’allure des ondes de
pression ressemble fortement a des solitons en interaction. En pratique, il a été remar-
qué que 2 ou 3-solitons sont suffisants pour décrire convenablement la pression pulsée,
chaque soliton représentant une bosse dans le signal de pression [56]. La figure 1.5
montre un 3-soliton en interaction en deux positions x; et x9, avec x1 < x5 alors que
la figure 1.6 illustre des mesures de pression artérielle au niveau de l'aorte et du doigt
respectivement. Notons la ressemblance remarquable entre les solitons en interaction

et le signal de pression.

120 T T T T T T T 120

100} 100 -

80
80
60
60
401
40-
201

201

0 L L 20 L L L
0 0.5 1 15 25 3 35 4 0 0.5 1 15

2 2 2.5 3 35 4
t(s) t(s)

(a) @1 (b) x2

F1G. 1.5 — Un 3-soliton a deux positions 7 et xs (11 < x3)

Par ailleurs, il est connu que lors de sa propagation le long de I’arbre artériel, 'onde
de pression subit des changements de forme caractérisés par une augmentation de I’am-
plitude, accompagnée de fronts raides [72]|. Ces deux phénomeénes, appelés Peaking et

Steepening respectivement, ont été expliqués par 'existence d’ondes réfléchies qui se
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F1G. 1.6 — Les signaux de pression artérielle ressemblent & des solitons en interaction

superposent aux ondes incidentes. Ces réflexions naissent par exemple au niveau des
bifurcations. Cette décomposition de la pression artérielle en ondes incidentes et réflé-
chies est trés répandue [6], [65], [88], [91], [92], [93], [108], [121] mais ne constitue pas
I'unique maniére d’interpréter les phénoménes observés. En effet, les modéles a base de
solitons le permettent également. Le Peaking, par exemple, résulterait d’'une augmen-
tation de la vitesse de 'onde tout au long de I'arbre artériel due aux changements des
caractéristiques des vaisseaux (augmentation de la rigidité et diminution de la section).
L’amplitude des solitons étant proportionnelle & leur vitesse, 'augmentation de cette

derniére engendre le Peaking [20], [56].

1.4 Solitons, inverse scattering et analyse de signaux

L’exploitation des solitons et de la transformée scattering dans le domaine du
traitement du signal est restée modeste. Parmi les travaux effectués a ce sujet, nous
pouvons citer ceux de Singer et al [104], [105] et Osborne et al [84], [85], [86], [90].

Singer et al [104], [105] ont proposé d’explorer les caractéristiques des solitons en
tant que signaux. Ils ont proposé des circuits qui générent des solitons et qui peuvent
étre utilisés comme multiplexeur et démultiplexeur dans des applications en commu-

nication.
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Par ailleurs Osborne et ses co-auteurs ont plutot exploité le fait que la DST consti-
tue une généralisation d’une transformée de Fourier linéaire & un contexte non-linéaire.
Ils se sont inspirés de la transformée de Fourier discréte pour proposer un algorithme
récursif qui permet de calculer la DST & partir de séries discrétes temporelles ou spa-
tiales dont la dynamique est décrite approximativement par une équation de KdV [84],
[90] ; leur objectif étant d’extraire les propriétés spectrales de données non-linéaires. Ils
ont montré que cet algorithme pouvait étre utilisé pour extraire les composantes soli-
tons, y compris en présence de bruits. Ils ont aussi montré que la DST constituait un
filtre non-linéaire pour des données décrites par une équation de KdV. Cette approche

a été généralisée au cas périodique et appliquée en océanographie [85], [86].

1.5 Solitons et approximation de fonctions

Une méthode d’approximation de fonctions par solitons a été proposée par Lax et
Levermore [63], [64]. Ils ont étudié le probléme de dispersion faible de 'équation de
KdV en utilisant I'IST et ont montré que, sous certaines conditions sur le potentiel,
il est possible de construire une suite de potentiels sans réflexion qui converge vers le
potentiel dans L*(R). Lax et Levermore se sont limités au cas de potentiels négatifs
ayant un seul point critique (un seul minimum). Bien qu'ils aient affirmé que cette
approche se généralisait au cas de potentiels & plusieurs points critiques, ce résultat
n’a, & notre connaissance, jamais été démontré. Cependant, d’autres études ont étendu
cette approche aux cas de fonctions positives [116] et de fonctions périodiques [117].

Un résumé sur 'approche de Lax-Levermore est proposé dans ’annexe D.

L’étude du probléme de dispersion faible de I’équation de KdV proposée par Lax
et Levermore revient a I’étude d’un probléme de limite semi-classique (h — 0) de

I'opérateur de Schrodinger dont le probléme spectral s’écrit :

2 d*Y
1 A
Divisons I'équation (1.20) par h? et posons y = 72 et \, = h—;, nous obtenons
alors :
d*y
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Le paramétre y est appelé constante de couplage. Notons que faire tendre h vers 0

revient a faire tendre y vers 'infini.

Il est & noter que 'approximation d’une fonction par des potentiels sans réflexion
(ou solitons) est trés intéressante puisqu’elle permet de représenter simplement la fonc-
tion a l’aide de 2N paramétres uniquement a savoir les k,, et les ¢;,, n=1,--- , N en
utilisant la formule (1.17)-(1.18). Si cette formule est utilisée pour approcher un signal
alors ce dernier sera entiérement caractérisé par 2N paramétres. Ce qui définit une re-
présentation parcimonieuse du signal, intéressante pour des applications en traitement
du signal comme par exemple la compression de données. Néanmoins des difficultés
liées au calcul numérique des coefficients ¢;,, rendent cette méthode non applicable pour
le moment. En effet, & notre connaissance, il n’existe aucune méthode numérique per-

mettant le calcul de ces coefficients. Une tentative a été néanmoins proposée dans [106].

1.6 Objectifs et motivations de la thése

Nous avons rappelé dans les paragraphes précédents certaines propriétés des so-
litons solutions de I'équation de KdV. Nous avons vu notamment que les solitons
constituent des modéles intéressants pour décrire les ondes de pression artérielle. Au
deld de la ressemblance remarquable entre des solitons en interaction et ’allure des
signaux de pression artérielle, les solitons permettent d’expliquer certains phénomeénes
observés lors de la propagation des ondes de pression tout au long de I'arbre artériel.
Il serait ainsi intéressant d’exploiter les solitons pour analyser ces signaux afin de pro-
poser de nouveaux outils de diagnostique clinique : c¢’est ce qui a constitué la premiére

motivation de la thése.

L’outil naturel qui se présente & nous est 'utilisation de l'inverse scattering qui
permet de résoudre I'équation de KdV. A notre connaissance, peu d’études ont été
effectuées sur I'utilisation des solitons et de la transformée scattering dans le domaine
du traitement du signal. Par ailleurs, I’approche de Lax-Levermore sur ’approximation
de fonctions par des potentiels sans réflexion ou par des solitons, bien qu’intéressante
en théorie, nécessite des conditions trés restrictives sur la fonction (qui représente le

signal a analyser) et présente des difficultés liées au calcul de certains coefficients.
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La question que 'on se pose alors est : peut-on développer un algorithme efficace de
reconstruction et d’analyse des signaux en utilisant les solitons ou la transformée scat-

tering 7

Nous verrons dans cette thése, que pour répondre a cette question, nous devrons
renoncer a ’approximation systématique par solitons et utiliser, en contre partie, une
approximation par quantification semi-classique SCSA. L’approximation par solitons
ou par potentiels sans réflexion SBSA apparait alors comme un cas particulier de la
SCSA. Nous proposerons également un algorithme permettant la reconstruction de
signaux par la SCSA (chapitre 4) et nous verrons que le champ d’application de la
SCSA dépasse le cadre de ’analyse des signaux de pression artérielle pour lesquels nous
avons obtenu des résultats prometteurs décrits dans les chapitres 6 et 7. En raison du
role important que joue la transformée scattering dans cette thése, nous consacre-
rons le chapitre 2 & rappeler les différents concepts relatifs au probléme scattering de

I'opérateur de Schrodinger unidimensionnel et qui nous seront utiles.

25



Contexte de ’étude : solitons, analyse de signaux et approzimation de fonctions

26



Premiére partie

Une nouvelle méthode d’analyse de
signaux basée sur l’analyse spectrale

semi-classique
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Chapitre 2

Transformeées scattering directe et
inverse de 'opérateur de Schrodinger

unidimensionnel

2.1 Introduction

La transformée scattering a suscité, ces derniéres décennies, un grand intérét chez
les mathématiciens qui ont non seulement proposé des techniques pour résoudre le
probléme scattering de certains opérateurs mais ont permis de 'exploiter dans diffé-
rentes applications. Parmi ces applications, la résolution d’équations d’évolution non
linéaires telles que I'équation de KAV qui a été la premiére équation aux dérivées
partielles a étre résolue par la transformée scattering de 'opérateur de Schrodinger
unidimensionnel suite aux travaux de Gardner et al [32|. Différentes études ont été
effectuées pour la résolution des problémes DST et IST de 'opérateur de Schrodinger ;
parmi lesquelles les travaux de Deift et Trubowitz [23|, Faddeev [26], Gel'fand et Le-
vitan [33], Marchenko [69] et d’autres approches basées sur I’analyse fonctionnelle et
I’analyse harmonique (voir par exemple le livre de Reed et Simon [94]) et également
des approches basées sur l'utilisation de la fonction des différences spectrales (shift
spectral function) [8], [9], [37], [37], [35], [36], [126].

Le présent chapitre regroupe de nombreux résultats sur la transformée scattering
que nous avons jugé utiles de rappeler pour la compréhension de nos travaux. Ces

résultats sont issus de différentes références, en particulier des travaux de Deift et Tru-
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bowitz [23|, Gesztesy et Holden [34] et d’autres que nous citerons dans le texte. Nous
commencerons par fixer les notations utilisées et rappeler quelques définitions notam-
ment la définition des fonctions de Jost, des bound states et des données scattering
et nous expliciterons quelques propriétés de ces derniéres. Ensuite, nous rappellerons
briévement deux techniques de résolution du probléme inverse. Nous porterons un in-
térét particulier a la formule de reconstruction de Deift-Trubowitz [23] qui jouera un
role important dans la SCSA. Nous nous intéresserons également a des relations expli-
cites liant des fonctions du potentiel aux données scattering. Ces relations, appelées
formules de traces, nous permettront de démontrer quelques résultats dans le chapitre

3. Nous terminerons le chapitre par un petit rappel sur les potentiels sans réflexion.

2.2 Opérateur de Schrodinger

Soit 'expression différentielle définie par :

d2
L=—-——+V, zeR, (2.1)

dx?

ouV e L} (R) ! est appelé potentiel. Supposons le cas point limite en +oo (voir la

définition dans I'annexe A.1). Alors, opérateur de Schrodinger unidimensionnel H

dans L*(R) défini par,

HV)f = LF, (22)
FEDHWV)) = {geIXR)|g, Z—i € ACL(R), Lg € IAR)},  (2.3)

est auto-adjoint [103], [112] (AC)..(R) désigne I'ensemble des fonctions localement ab-
solument continues dans R). Le spectre de H(V') est donc réel et composé d’un spectre
continu et d'un spectre discret. Son spectre continu comprend des valeurs propres posi-

tives, de multiplicité 2 et son spectre discret est composé de valeurs propres négatives,
de multiplicité 1 [103], [112].

Considérons un point de référence fixé xop € R et notons s,(z,.) et cq(z,.), avec

Les différents espaces utilisés dans cette thése sont décrits dans les pages de notations
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z € Cet a€[0,7), un systéme fondamental de solutions de I’équation,
(L —2)(z,2) =0, x € [xg, £00), (2.4)

sur les demi-droites [xg, +00) et (—o00, xg] respectivement (notées [zg, £00)). Ces solu-

tions sont caractérisées par des conditions initiales au point de référence x,, données

par :
dc,, )
Sal(z, ) = —%(z,xo) = —sin(a), (2.5)
et
c(zx)—dﬁ(zm)—cos(a) (2.6)
a\~yL0) — d,]? s Lo) = . .

Il existe deux solutions uniques ¢4 (2,.) et ¢¥_ ,(z,.) de [112] :
(L —2)Y(z,2) =0, reR, zeC\R, (2.7)
telles que,

dwi,a
d

Vi a(z,.) € L*([xg, £00)), sin(a) (z,20) + cos(@)s o(2,20) = L. (2.8)

Ces solutions sont appelées solutions de Weyl [112] et s’écrivent sous la forme :
Yy o(2,2) = calz, ) + My (2, 20)54(2, ). (2.9)

ol my o sont appelées les m-fonctions de Weyl-Titchmarsh [112] de opérateur H (V)

sur respectivement les demi-droites [z, +00) et (—o0, xo).

Sauf indication contraire, nous supposons dans ce chapitre que V' est une fonction

a valeurs réelles qui vérifie :

V e Li(R), ;C—mmv e L'(R), m=1,2, (2.10)
LY(R) = {V\/_ OO\V(:L-)|(1+ |z)dx < oo}, (2.11)

Li(R) est souvent appelée classe de Faddeev [2], [26]. Avec ces conditions, nous sommes

dans le cas point limite et donc nous n’avons pas besoin de conditions aux limites a
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I'infini (voir 'annexe A.1). Ainsi, nous considérons l'opérateur de Schrédinger H (V)
défini sur L*(R) par :

H(V)y =20+ Ve, ¢ eDHV)) = H(R), (2.12)

ot H%(R) est I'espace de Sobolev d’ordre 2.

Pour un potentiel V' nul, I’équation :
H(V ) = 21, (2.13)

admet des solutions exponentielles. Si V' est non nul mais a support compact, alors les
solutions de I’équation (2.13) se comportent comme des exponentielles pour x — +oc.
En fait, I'hypothése V' € Li(R) permet de retrouver le comportement exponentiel des

solutions de I’équation (2.13) en +o00, comme indiqué dans l’annexe A.2.

Soit z = k2, k € CT, le demi plan complexe supérieur (Im(k) > 0). Notons o, o, et
o4 le spectre de H(V'), son spectre continu et son spectre discret respectivement. Nous
avons o, = [0,+00) et g4 est composé d'un nombre fini (ou nul) de valeurs propres

négatives que 'on note k* = —k2, n=1,--- , N (voir annexe A.3).

2.3 Solutions de Jost, bound states et données scat-

tering

Les solutions de Jost notées fi sont définies comme étant les solutions uniques de
I'équation intégrale de Schrodinger en +oo (voir annexe A.2) [23], [26], [51], [69] :

+oo : /
, k(r —
Fi(k,z) = eXike — / ka”vm filk,2))da!, Im(k) >0,z € R. (2.14)
Ce sont des fonctions propres de H (V') associées aux valeurs propres k% qui vérifient :

H(V) fi(k,x) = K fe(k, x), (2.15)
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avec,
felk,z) = e 4 0(1), z — 00, (2.16)

d :
%(/ﬁm) = dike™™ +o(1), r — %o0. (2.17)

Remarque : Les solutions de Jost fi sont proportionnelles aux solutions de Weyl

Yy pour Im(k) > 0 et & limyy,x2)—o ¥+ (k*, ) pour k réel [39).

Les coefficients de transmission T(k) et les coefficients de réflexion par la gauche
et par la droite R;(k) et R, (k) respectivement sont définis en fonction du Wronskien

des solutions de Jost comme suit [23], [51] :

T © VU Sk, ke Tk (2.18)
?((:; = W), f(—ka)), ke R\(0), (2.19)
T = gV ha) ko), ke R\D), (2.20)
on W(f,g)= f(:v)dg—(x)—Mg(x) représente le Wronskien de f et g et C' =C*uRr.

dx dx

Le comportement en Foo de fi se déduit des propriétés du Wronskien (voir annexe
A.3) et s’écrit en fonction de T'(k) et Ry (k) :

L e Bin(k)
eilkﬁ + l( )( )€¥’ka 4 0(1)’ T — :FOO (221)

Bhal = 2057 1

Une interprétation physique de ces équations consiste a considérer la solution
T(k)fy(k,z) comme décrivant une onde plane e** émise de —oo, T'(k)e?*® est alors
transmise vers +oo et Ry(k)e** est réfléchie. De méme pour T'(k)f_(k) qui décrit le

phénomeéne pour une onde émise de +o00.

Des propriétés du Wronskien, nous déduisons les propriétés suivantes de T'(k) et
Ry (k), k € R\{0} décrites dans I'annexe A.3 :

T<k) = T(_k)a Rr(k) - Rr<_k)7 Rl(k) - Rl(_k)v (222)
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R (k)T(R) = —RR)T(F), (2.23)
TE)P +RB)P = 1= [TR) + R (k). (2.24)

L’équation (2.24) s’'interpréte physiquement par la conservation de 1’énergie des ondes
transmises et réfléchies. Nous en déduisons que |T'(k)| < 1 et |R(k)| < 1, Yk € R\{0}.

Les coefficients de transmission et de réflexion peuvent également s’écrire sous

forme d’une intégrale dépendant du potentiel et des solutions de Jost (annexe A.3) :

1 1 [t
—— =1 ike v/ k,z)d 2.25
T(k) %2k - € (:L‘) f:F( ,IL‘) xz, ( )
et Run (k) oo
I(r) 1 +ika
— = Vv k,x)dx. 2.26
Intéressons nous & présent aux valeurs propres négatives de H (V') notées k* = —x2,
n=1-+-,N, kKt > Ko--- > Ky. Soient ¥,, n = 1,---, N les fonctions propres
L*-normalisées associées aux valeurs propres —k2, n = 1,---, N. Ces fonctions sont
appelées bound states et vérifient :
+oo
H)e) = =@, [ m@Pde=1 a1 N 220)
Nous rappelons que —ik,, n = 1,--- | N sont les poles de T'(k) et que les résidus de
T'(k) aux points k = ik,, n =1,--- , N sont donnés par (voir annexe A.3) :
+o00 -1
Resiw, (T'(k)) =i [ fi(ikn, x) f-(ikp, x)dz| . (2.28)
Sachant que les valeurs propres —k2, n = 1,--- , N sont de multiplicité 1, f, (ik,,x)

et f_(ikn, ) sont proportionnelles. Notons , le coefficient de proportionnalité entre
filikg, ) et f_(ikp, x) :

f+ (Z"{m :L")

Jelthn, 2) R, ~, #0. 2.29

T limnz) T € Vo 7 (2.29)
Nous réécrivons alors les résidus de T'(k) aux points k = ik, n = 1,--- , N en fonction
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de v,, en se rappelant que fy(ik,,x) € L*(R) :

+o00 -1 i +oo -1

|f+(ilin,l’)|2d$:| = — [/ |f_(mn,x)|2d:v} . (2.30)
In LJ—cc

Resie, (T(K)) = i [ /

—00

Notons :

+o0 -
Cln 1= [/_ |f+(i/<an,ac)|2dm}

oo

1
2

A U_+°O|f_(mn,x)|2dx} C(231)

oo

N[

I est alors facile de vérifier que :

Un (1) = o fr(ikin, 1) = (=) "Cpp f_(ikin, x), (2.32)

Cin, Crn SONt appelées constantes de normalisation et sont reliées par ¢, = (—1)N Y Cln -

La matrice scattering S(k) est définie par :

, k € R\{0}. (2.33)

A partir des propriétés de T'(k) et Ryy(k), on montre que S(k) est unitaire. Notons
également que la connaissance de I'un des coefficients de réflexion et des valeurs propres

négatives suffit pour déterminer S(k) sachant que :

N .
k+ik,, 1 [+ lnu—\Rj(&)\?)dg

T(k) = ( PR Jezmil-oo Tk %0 Im(k) >0, j=1r (2.34)
T(k) = li%:lT(k: +1i¢€), Im(k) =0, (2.35)
D 05102 L

R;(k) = SORE ke R\{0}, j=1Ir. (2.36)

L’analyse spectrale de l'opérateur de Schréodinger H (V') introduit ainsi un ensemble
de données spectrales appelées données scattering. Soient les ensembles §;(V') et S,.(V)

qui regroupent respectivement les données scattering a gauche et a droite :
S;j(V) :={R5(k), kn, Cjn, n=1,--- N}, j=1Ir (2.37)
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A chaque potentiel V' correspond un ensemble unique de données scattering. La dé-
termination des données scattering et de leurs propriétés pour un potentiel donné
constitue la DST. L'IST consiste alors a reconstruire le potentiel connaissant S;(V') ou

S, (V). Ce probléme fait objet de la section suivante.

Remarque : Notons qu’en absence de bound states, seul I'un des coefficients de
réflexion suffit pour déterminer la matrice scattering S(k) et donc pour reconstruire le
potentiel V. Alors qu’en présence de bound states, la connaissance des valeurs propres
négatives et des coefficients de normalisation, en plus du coefficient de réflexion, est

nécessaire [23].

2.4 'Transformée scattering inverse

L’IST consiste & reconstruire le potentiel V' de l'opérateur de Schrédinger a par-
tir des données scattering. La reconstruction unique d’un potentiel particulier néces-
site I'identification des conditions sur les données scattering associées a ce potentiel.
C’est ce qu’on appelle la caractérisation du probléme inverse. La caractérisation de
la classe de Faddeev a fait objet des études de Faddeev [26] et de Deift et Trubo-
witz [23]. Ces derniers ont corrigé certains aspects de la caractérisation de Faddeev.
D’autres classes de potentiels ont été également étudiées, par exemple les potentiels
dans Ly(R) = {V| [T (1 + ||*)|V (2)|da} étudiés par Deift et Trubowitz [23] et les
potentiels périodiques considérés par Dubrovin, Matveev et Novikov [25] ainsi que Its
et Matveev [46]. Pour plus de détails sur les différentes méthodes de caractérisation du
probléme inverse et de reconstruction du potentiel, nous invitons le lecteur a consulter
la littérature abondante a ce sujet, par exemple le livre de Chadan et Sabatier [16]
et celui de Marchenko [69]. Dans ce qui suit, nous allons rappeler deux méthodes de
résolution de 'IST. Il s’agit de la méthode de Gel’fand Levitan Marchenko [33], [69]
et de 'approche de Deift et Trubowitz [23].

2.4.1 Méthode de Gel’fand Levitan Marchenko

Cette méthode propose de reconstruire le potentiel a partir des données scattering
a gauche (resp. a droite) en résolvant une équation intégrale dite de Gel’fand Levitan
Marcheko a gauche (resp. & droite). Cette technique passe par trois étapes que nous

rappelons briévement :
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1. Déterminer les fonctions B4 telles que :

1

Bi(l') = %

+o0 N
/ =M R,y (k) dk + Z Clme™™, zeR. (2.38)
n=1

—00

Les fonctions Bi sont deux fonctions réelles qui dépendent des données scat-
tering Ry (k), kn €t cyn, n = 1,---, N. Le premier terme dans I’expression
de By () représente la transformée de Fourier inverse du coefficient de réflexion
caractérisant la contribution du spectre continu. Le second terme décrit la contri-

bution du spectre discret.

2. Résoudre l'équation intégrale de Gel'fand Levitan Marchenko a gauche ou a

droite dont les inconnues sont K (z,2) et K_(x,2) :

xT

Ki(z,2)+ Bi(z+2) F Ky(z,2")By(z + 2")dz' =0, (2.39)
+o0

z > x pour I'équation & gauche et z < x pour I'équation & droite. Ici = est un

parameétre.

3. Calculer le potentiel V' en utilisant la formule :

0K

= 2
V(x) T e

(x,z), VzeR. (2.40)

Les solutions de Jost sont données en fonction de la solution de 1’équation de

Gel’fand Levitan Marchenko par,

fi(k,2) = ™% x Ki(z,2)e*™dz, Im(k) >0, zcR. (2.41)
+oo

Cette méthode simplifie le probléme inverse car elle permet de passer de la résolu-
tion d’un probléme non-linéaire a la résolution d’une équation linéaire qui est I’équation
de Gel'fand Levitan Marchenko. Cette derniére n’est cependant pas simple a résoudre

dans tous les cas.
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2.4.2 Formule de reconstruction de Deift-Trubowitz

Deift et Trubowitz 23| ont montré que le potentiel V' de 'opérateur de Schrodinger

peut étre reconstruit par une formule explicite décrite dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. [23] Soit V € LI(R), alors V peut étre reconstruit, de maniére

unique, par la formule suivante :

N b . +a
. 1 21
V() =4 ki) + / (; / akRMl)(k)fi(k,x)dk) da, pp.  (242)
~ Si en plus kR,y(k) € L'(R) alors :
al 2 [+
Vi) =—4Y ki) + = [ kRR) Bka)dh, ceR (243
n=1 -0

Cette formule est souvent appelée formule de trace de Deift-Trubowitz. Elle se
décompose en la somme de deux termes, un terme donné par la somme sur n de
Knb2, qui caractérise le spectre discret et un terme qui caractérise la contribution
du spectre continu et qui est donné par une intégrale sur k& de kR, f2(k,z). La

condition kR(k) € L'(R) peut étre remplacée par une condition sur le potentiel a

savoir € L'(R), m = 1,2 [23]. En effet, la régularité sur le potentiel entraine

ox™

la régularité sur les coefficients de réflexion R, (k). Ainsi si V' € S(R), 'espace de
Schwartz ? alors Ry (k) € S(R). Quelques éléments de la preuve de la formule de Deift-
Trubowitz [23] sont repris dans 'annexe B.1. Une généralisation de cette formule a été
démontrée par Gesztesy et Holden dans [34] proposant une infinité de formules de
traces faisant intervenir des polyndémes du potentiel et de ses dérivées par rapport a x
comme le décrit la section suivante. Il est a noter que la formule de Deift-Trubowitz a
été introduite dans [48] pour exprimer le potentiel dans la base des carrés des fonctions

propres de 'opérateur de Schrodinger et de leurs dérivées [78], [79].

2.5 Formules de traces et invariants

Nous présentons dans cette section une généralisation de la formule de Deift-
Trubowitz (2.43) [34] :

2Espace des fonctions indéfiniment dérivables, de dérivées & décroissance rapide.
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Théoréme 2.5.1. [34] Soit V' un potentiel qui vérifie :

V € Li(R), ZL cL'R), m=1,2,---, (2.44)
xm
alors, pour m =0,1,--- et x € R, on a les formules suivantes :
+a T N
lim (2ik)>™ VT (k) fo (ky ) f— (F, 2)dk+ S wam 2(r) = 222 Ny a2 (), (2.45)
et
lim +f2¢k)2m T(k)f(k, ) i””(”’ dl = —22m+1 Zgﬂ% (2.46)
i, : 2 k) -

0U way, sont des polynémes en V' et leurs dérivées successives par rapport a x et sont

définis par la formule de récurrence (B.46) donnée dans l’annexe B.2.

Les formules (2.45) se récrivent en fonction des coefficients de réflexion comme

sutt -

9 [*oe
Woma(Z —22m+32/{2m+1 -= / (2ik)*™ " R,y (k) f2(K, x)dk,  (2.47)

e}

Remarquons que pour m = 0, (2.47) est la formule de Deift-Trubowitz (2.43) et

que pour m = 1, nous obtenons une expression de V?(z) :

N 2
:§Z tor [ TR RG-S T @, R (249

L’annexe B.2 reprend la démonstration de Gezstesy et Holden [34].

Soit le théoréme suivant :
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Théoréme 2.5.2. [34] Soit V € S(R), alors pour m =0,1,---, nous avons :

+oo N 22m+2 +oo
/ wamya(@)dp =243 3 2 (L1 (9 1) / 2 n (T (k) )dk.  (2.49)

Cette formule fait intervenir les moments de la fonction In (|7'(k)|) ainsi que les
puissances des k,. Quelques éléments de la preuve sont rappelés dans I'annexe B.3.
Notons que les formules (2.49) sont reliées aux invariants en temps de 1’équation de
KdV rappelés dans 'annexe C.2 [13], [34], [129]. Ainsi, pour m = 0 et dans le cas ou
le potentiel évolue selon une équation de KdV, nous obtenons I'expression du premier

invariant :

+00 N +oo
2
V(z)de = IH(V) = —4 n— — In (|T'(k)|)dk. 2.50
[ V=100 = =43 =2 [ wrw) (2.50)
Pour m = 1, nous obtenons la deuxiéme formule de trace connue sous le nom de formule
de Buslaev-Faddeev-Zakharov et qui correspond au deuxiéme invariant en temps de
I'équation de KdV [129] :

+00 N 400
/_ V2(z)dz = I,(V) = ? 3R - ;/_ k2 In (|T (k)| )dk. (2.51)

[e.e] o0

Dans cette thése, nous appellerons tnvariants les quantités fj;o Womt2(x)dx.

2.6 Potentiels sans réflexion

L’IST n’est pas en général simple a résoudre, en particulier en raison des difficultés
de calcul des caractéristiques du spectre continu (voir paragraphe 2.4). Supposons
Ry (k) = 0, VE € R, alors la fonction By (équation (2.38)) ne dépend plus que du

spectre discret :

N
Bi(z) = Z Clpyn€ T, xz € R. (2.52)

n=1

La contribution du spectre continu dans la reconstruction du potentiel est donc nulle.

L’équation de Gel’fand Levitan Marchenko se simplifie et le potentiel s’exprime en
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fonction du spectre discret uniquement [32], [49]. Ce cas particulier de potentiels pour
lequel Ryy(k) = 0, Vk € R est appelé potentiel sans réflexion et joue un role important
dans la théorie scattering [32], [49], [70].

2.6.1 Définition et propriétés

Définition 2.6.1. Un potentiel sans réflexion de l'opérateur de Schrodinger unidimen-
sionnel est tel que le coefficient de réflexion Ry,y(k) =0, Yk € R.

Pour illustrer cette définition, rappelons que le potentiel de I’équation de Schro-
dinger V' constitue un obstacle pour une onde qui se propage, une partie de cette onde
est alors transmise et l'autre partie est réfléchie. Si le potentiel est sans réflexion, la
réflexion sera absente et ’'onde sera entiérement transmise, ¢’est comme si le potentiel

était compleétement transparent.

Notons que si le coefficient de réflexion s’annule dans la formule de Deift-Trubowitz

(2.43), alors le potentiel s’exprime simplement en fonction du spectre discret :

Théoréme 2.6.1. [32] Si V' est un potentiel sans réflexion de l'opérateur de Schri-
dinger H(V') alors V' s’écrit :

N
V(z)=—4) rki(z), VreR, (2.53)

n=1
ot —k2 et i, n=1,---, N représentent respectivement les valeurs propres négatives

de H(V') et les fonctions propres L*-normalisées associées.

Ce théoréme a été introduit initialement par Gardner et al [32] qui ont aussi proposé
d’exprimer le potentiel en fonction de 2N paramétres uniquement, a savoir les k,, et

les ¢;pyp, n =1,--- , N comme suit :

Théoréme 2.6.2. Un potentiel sans réflexion V' de opérateur de Schréodinger H(V')

s’écrit en fonction des Kk, et ¢, n=1,--- /N :
2(In (det(I + A
V(z) = —o 20 g; Ay, wrer (2.54)
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ou A est une matrice dont les coefficients sont donnés par :

A _ CimCin e(ﬁm+,@n)x

, nm=1---,N. (2.55)
Km + Kn,

n,m

Comme décrit dans le chapitre 1, la formule (2.54) définit un N-soliton, solution
de I'équation de KdV, a l'instant ¢ = 0.

2.6.2 Un exemple de potentiels sans réflexion

Dans ce paragraphe, nous introduisons un exemple de potentiels de I'opérateur de
Schrodinger bien connu en théorie [51], [59], [60], [81]. Il s’agit de :

V(z) = Vysech?(z), z € R, Vo € R\{0}. (2.56)

Ce potentiel est connu en mécanique quantique sous le nom de potentiel de Pdschl-
Teller [81]. Dans le cas ou Vy < 0, il existe au moins une valeur propre négative de
H(V) [51]. Si Vj = —2, V définit un 1-soliton solution stationnaire de ’équation de
KdV (4.31).

FIG. 2.1 — Représentation de V(x) = —2sech?(z)
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Le coefficient de transmission et le coefficient de réflexion par la droite associés a
l'opérateur de Schrodinger H(V), avec V' donné par (2.56), sont respectivement donnés

par les formules suivantes, pour £ € R :

I(3—ik+ /1 —Vo)T(53 —ik— /1 — Vo)
(

I'(1 — ik)[(—ik) ’

Ry(k) = cos (x }l - vo)r(% ik + }l - %)r(% k- ,/i - vo)%, (2.58)

ou I' représente la fonction Gamma [51], [59]. Remarquons que R, (k) est nul pour tout

T(k) = (2.57)

k, i.e le potentiel est sans réflexion, si et seulement si :
Vo=—N(N+1), N € N\{0}. (2.59)

Dans ce cas, le spectre discret de H(V') est composé de N valeurs propres négatives
données par —N?, —(N —1)%, -+ —4,—1 [60], [81].

2.7 Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre quelques définitions et concepts relatifs a la
transformée scattering de 'opérateur de Schréodinger unidimensionnel. Aprés avoir in-
troduit les définitions utiles et fixé les notations utilisées, nous nous sommes intéressés
au probléme scattering inverse en présentant deux techniques de reconstruction du
potentiel. Nous avons en particulier présenté la formule de reconstruction de Deift-
Trubowitz. Nous nous sommes ensuite intéressés aux formules de traces et aux in-
variants qui joueront un role important dans cette thése. Pour terminer, nous avons

rappelé la définition et les propriétés d'un potentiel sans réflexion.

43



Transformées scattering directe et inverse de l'opérateur de Schriodinger unidimensionnel

44



Chapitre 3

Analyse spectrale semi-classique de
signaux : SCSA

3.1 Introduction

Nous allons présenter dans ce chapitre une nouvelle méthode d’analyse de signaux
basée sur une analyse spectrale semi-classique SCSA. Le principe de cette méthode
consiste a interpréter le signal comme un puits de potentiel pour lequel sont asso-

2

K
ciées une suite de valeurs représentatives (—>) résultant de la résolution spectrale de
X

I'opérateur de Schrédinger mais qui ne ressortent pas des méthodes usuelles d’échan-
tillonnage : valeurs aux points de discrétisation ou valeurs extrémales. Elles peuvent
par ailleurs s’expliquer par une approche semi-classique : il s’agit de la quantification
de Bohr Sommerfeld (voir par exemple [125]). Dans ce contexte, nous allons introduire

trois formules d’approximation :

~ Yy qui dépend de N, parameétres et N, fonctions et qui est simple & calculer
numériquement. C’est d’ailleurs cette formule que nous considérons dans la thése.

~ ¥y qui consiste en une approximation par solitons (ou par potentiels sans ré-
flexion) notée SBSA. Cette formule dépend de 2N, paramétres uniquement, ce
qui peut étre trés avantageux en pratique. Elle est cependant difficile & calculer
numériquement. La SBSA est en réalité un cas particulier de la SCSA.

- yfs qui converge quand le petit parameétre de 'opérateur de Schrédinger tend
vers 0 (ou chez nous quand la constante de couplage x tend vers 'infini). Cepen-

dant cette formule est lourde & mettre en ceuvre.
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Nous commencerons par définir la SCSA en explicitant le cas particulier de ’analyse
par potentiels sans réflexion (ou par solitons). Nous nous intéresserons ensuite aux

propriétés de la SCSA et notamment & ses propriétés de convergence quand xy — —+oo.

3.2 Définition de la SCSA et cas particulier des po-

tentiels sans réflexion

Soir l'opérateur de Schrodinger H (V') défini comme dans (2.12) et soit y tel que :

m

B
ye€ LNR), y(@)>0, VzeR, <ZecIY(R), m=12 (3.1)

dxm
alors H(—yy) est défini sur L?(R) pour tout y > 0 :

d2

H(=xy) = ——5 —xy,  DH(—xy)) = H*(R). (3.2)

Il est & noter que sous les hypothéses (3.1), il existe un nombre N, fini (|23|, théo-
réme 1) et non nul (|51], corollaire 2.4.4) de valeurs propres négatives de 1'opérateur
H(—xy). Notons —x? les valeurs propres négatives de H(—xy) avec kn, > 0 et
Kiy > Koy > =+ > Kpy, = 1,--- | N,. Soient 9,,, n = 1,--- , N, les fonctions propres
L?-normalisées associées a —rp,, n = 1,---, Ny. Soient fiy, Rypyy(k) et Ty (k) les
solutions de Jost a gauche et a droite, les coefficients de réflexion par la gauche et par

la droite et le coefficient de transmission respectivement.

Nous définissons la SCSA par :

Définition 3.2.1. Soient y une fonction vérifiant les hypothéses (3.1) et x

un parameétre positif, alors l'approrimation par SCSA est définie par :

N
4 X

yX(x) = ; Z’%nxwix(x)’ r € R, (33)
n=1

o _K’ix et Ypy, n = 1,--- N, sont respectivement les valeurs propres

négatives de H(—xy) et les fonctions propres L*-normalisées associées.
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Un cas particulier de la SCSA est I'approximation par potentiels sans réflexion
SBSA qui est définie par :

Définition 3.2.2. Soient y une fonction vérifiant les hypothéses (3.1) et x

un parameétre positif, alors l'approzimation par SBSA est définie par :

1
Yy = —;S_l ollyjo S(—xy), = €R, (3.4)

ou S et S7! sont les transformées scattering directe et inverse respectivement.

I1y est le projecteur sur le spectre discret de ’opérateur de Schréodinger.

yy s’écrit également sous la forme suwante :

i () = %aa_; In(det (I + A))(z), = €R, (3.5)

avec Ay (x) une matrice Ny, x N, dont les coefficients sont donnés par :

CimxCinx —(x AHomn )T
A (z) = Te (Rmactonx) , nym=1,--- Ny, (3.6)
Rmx T Rnx n,m
\ 2 . .
0l —HKy, €l Cpy, no= 1,--- N, sont respectivement les valeurs propres

négatives de H(—xy) et les constantes de normalisation associées.

Notons que dans le cas particulier ou —yy est un potentiel sans réflexion alors
Yy = Yy [32]. Ainsi, les deux approximations SCSA et SBSA coincident. La SBSA
peut s’interpréter par une superposition de solitons et s’avére intéressante pour des
applications en traitement du signal par exemple pour la décomposition d’une onde
progressive en une superposition de solitons. Elle permet dans ce cas de définir une
méthode d’analyse temps-vitesse de maniére analogue aux méthodes d’analyse temps-
fréquence (distribution de Wigner-Ville) et temps-échelles (ondelettes). En effet, étant
donné que chaque soliton est caractérisé par sa vitesse qui est déterminée par les va-
leurs propres négatives de H(—xy), l'onde pourrait étre séparée en ses parties rapides
et lentes (filtrage) comme nous le verrons dans le chapitre 6 dans le cas de la pression

artérielle.
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En outre, la formule (3.5)-(3.6) s’exprime a ’aide de 2N, paramétres uniquement
(Knys Ciny ), m = 1,--+ , Ny, ce qui définit une représentation parcimonieuse du signal
intéressante pour des applications en traitement du signal comme par exemple la com-
pression de données. Cependant, cette représentation n’est pas directement exploitable
en raison de difficultés lices au calcul numérique des coefficients ¢y, n = 1,--- |, Ny.
Des travaux sont en cours sur le calcul numérique de ces coefficients et une premiére
tentative a été proposée dans [106]. Ainsi, nous nous sommes limités dans la thése a

'utilisation de la formule (3.3), qui est plus simple a calculer.

3.3 Comportement du spectre discret en fonction de

X

Nous commengons par énoncer deux résultats qui seront fondamentaux dans notre

analyse :

Théoréme 3.3.1. [44] Soit y € C*(R), avec y(z) > 0, Vx € R tel que pour un

Y € R, ming (—y + 7o) > 0 et pour tout o € N, il existe une constante C,, > 0 tel que

aa

|0_y < Co(=y + 7). Soit x >0 et X\ €] — Ymaz, 0], notons S, les moyennes de Riesz
J;a

2
n - P \
des valeurs ——= inférieures a \ :

SN = > <A+@)W, v > 0. (3.7)

Alors pour 0 < v < 1, nous avons :

5,000 = VX (Lzl [Tt 0((%)%) NES

cl

s connue sous le nom de constante clas-

ot |V|4 désigne la partie positive de V' et L
stque, est donnée par :
T 2yml(y+3)

Dans le cas A = 0, les estimations fines de type Lieb-Thirring ont conduit a étendre
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les formules du théoréme 3.3.1 & des potentiels LP(R). Nous avons donc le lemme

suivant :

Lemme 3.3.1. [61] Poury € L' 3(R), y(z) >0, Vo € R ety >0, on a :

+oo
lim 5060) = Lfyl/ y(x)w“%dx, (3.10)
x—too (/X _

ot Lil est la constante classique donnée par (3.9) pour tout v > 0.

o

La premiére proposition que nous énoncons concerne les propriétés du nombre N,

de valeurs propres négatives de H(—xy) :

Proposition 3.3.1. Soit y une fonction a valeurs réelles vérifiant les hypo-
theses (3.1). Alors,
i) Le nombre N, de valeurs propres négatives de H(—xy) est une fonction

croissante de .
ii) Si de plus y € L2(R), alors

lim —= = — Vy(z)de, (3.11)

Preuve : i) Pour montrer cette propriété, utilisons le lemme suivant :
Lemme 3.3.2. [10//94] Pour A <0, soit Nx(—xy), le nombre de valeurs propres
négatives de H(—xy) inférieures a X. Soient V' et W deuz potentiels de l’opéra-
teur de Schrodinger tels que V< W, alors :

NA(W) < Ny(V), YA <O0. (3.12)

Prenons :

W = —x1y, V = —xay, avec X1 < Xa. (3.13)

Nous obtenons alors pour A =0 :

No(—x1y) < No(—x2y), (3.14)

or nous avons : No(—x;y) = Ny,, j = 1,2, d'ott le résultat.
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ii) Cette propriété résulte du lemme 3.3.1 en prenant v = 0 dans (3.10).
0

Remarque : T. Kato (|47], page 388) a analysé le spectre de I'opérateur de Schro-

dinger H(xq) associé a un potentiel dépendant linéairement du paramétre y. Pour

un puits de potentiel carré ¢ de profondeur —1, le nombre N, de valeurs propres né-

gatives augmente avec la profondeur du puits de potentiel xq. En changeant y, les

valeurs propres se déplacent du spectre discret vers le spectre continu et vice-versa. La

situation est quasiment similaire pour la SCSA. Kato [47] montre aussi dans son étude
2

que les valeurs propres —k,,, n = 1,---, N, se présentent sous forme de fonctions

décroissantes de y et ont une multiplicité constante.
Intéressons nous a présent aux valeurs propres négatives —/iix, n=1---,N, de
2
H(—xy). En réalité, ce sont plutét les valeurs —=* qui nous intéressent comme illustre

la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. i) Soit y une fonction a valeurs réelles vérifiant les hy-

potheses (3.1). Soit x > 0, soient —r2,, n = 1,--- Ny avec —k}, <
—K%X < «++ < 0 les valeurs propres négatives de H(—xy). Supposons que
0 < y(%) < Ymaz, Yz € R alors,

Koy

- Syma:va n = ]-7 ’NX' (315)

X

i1) Si de plus y € C*(R) tel que pour un v9 € R, ming (—y + ) > 0 et
pour tout a € N, il existe une constante C,, > 0 tel que |0_y| < Co(—y +
’Ia

o), alors toute valeur réquliére de y est point d’accumulation de l’ensemble
2

%, x>0,n=1,---,N,) (v est une valeur réguliére si 0 < v < Ypqasz €t
siy(z) = v alors |dy(x)| >0).
Preuve : i) Soit le probléme spectral de l'opérateur de Schréodinger :
pe
T XY = A, x € R. (3.16)
Soit —~7, une valeur propre de H(—xy) et ¢, la fonction propre L*-normalisée
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2

associée & —k,,

d*n
- dl’QX - wanx = _"iianx- (317)

Multiplions ’équation précédente par 1,

o dz,‘vbnx

dr2 1/}nx - warQLX = _K?@Xwix‘ (318)

En intégrant sur R, nous obtenons :
+o00 dQQ/Jn +o00 ) ) +00 )
—/ ﬁwnxdli — X/ Y, dr = =k, AT (3.19)

En intégrant par parties le premier terme de 'équation (3.19) et sachant 1),

normalisée dans L?(R) nous obtenons :

+o0 d¢ 2 ) 400 )
/_OO (WX) dr + K, = x/_oo Yy, de. (3.20)
Tous les termes de (3.20) sont positifs, nous obtenons donc :
K Ha Ly
TX S /OO y’@bnxdl' S Ymax - ¢nxd$7 (321)

d’on (3.15).

ii) Montrons qu’une valeur réguliére y est un point d’accumulation de I’ensemble
2

(—, x >0,n=1,---,N,). Pour cela, prenons v = 0 dans l'expression des

moyennes de Riesz introduite par (3.7). Notons que Sy(x, A) représente le nombre

de valeurs ——= inférieures 4 A. En remplacant v par 0 dans (3.8), nous obte-
X

So(x, \) = /XL /_+OO \/ A+ y(x)] dx + O(1). (3.22)

Supposons qu’il existe une valeur réguliére y, de y qui ne soit pas un point
2

nons :

K
d’accumulation de l'ensemble (—=, x > 0, n = 1,---, N,). Il existe alors un

voisinage V' (yo) de yo et un yo suffisamment grand tel que Vx > xo, V(yo) ne

contient pas d’éléments de cet ensemble.
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Par ailleurs, nous pouvons choisir V' (yy) assez petit de sorte que :

dy()

inf{| L)

pour z|y(z) € V(yo)} =c> 0. (3.23)

Nous pouvons donc prendre V(yo) = [y1, y2[, avec y; et yo des valeurs réguliéres
et 0 <1y < ys.

Pour tout x > xo, la différence Sy(x, —y1)—So(X, —¥y2) représente le nombre d’élé-
2

K
ments de Pensemble (—*, x > 0, n = 1,---, N, ) dans lintervalle | — yo, —t1]

qui est nul puisqu’il n’y a pas d’éléments de ’ensemble dans ce voisinage de .

Notons X (\) = {z|y(z) + A > 0}. A partir de (3.22) nous avons :

So(x, —y1) —So(X; —¥2)

vt ([ V- / %md)

—y1) (—y2

+ 0(1), (3.24)

d’ou,

/X(_ )mdx:/x( Vy(a) = yeda. (3.25)

—y2)

Or X (—y1) = X(—u2) Uy~ ([y1,92]), dotr :

/X( Vy(z) — yide + /1([ \/S/(if) — yrdx = /X(_\/?(m) — yod. (3.26)

—y2) Y1,92

/X(_ ) (Vy(@) =y = Vy(z) — yo)da +/ V(@) —ypdz = 0. (3.27)

“Hly1,w2))

Les deux intégrales sont positives et donc nulles. Nous avons alors :
/ Vy(x) —yrdx =0, (3.28)
v~ Hly1,w2))

d’on |y(z) — y1| = 0 presque partout sur y~*([y1, ya[), ainsi y; = ys, ce qui est
une contradiction, d’ou le résultat recherché.
m

La proposition suivante donne des résultats de convergence (quand x — +00) des
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3

K, K A N
sommes de —= et de —X. Ces sommes peuvent étre trés intéressantes dans 1’analyse

2

de signaux comme nous allons le voir dans le cas de la pression artérielle (chapitre 7).

Proposition 3.3.3. Sous les hypothéses (3.1), nous avons :

+oo +oo
lim yy(x)dr = / y(x)dx.

X—+oo J_ o

Si de plus y € L*(R), alors,

R N

(3.29)

(3.30)

(3.31)

1
Preuve : Les limites (3.29) et (3.31) se déduisent du lemme 3.3.1 pour v = 3 et

¥ = — respectivement :

1 1 [T
[T s
=1 —o0

i 3 3 [T,

X1—1>r—il—1c>o P Z an = E Yy (QI)dQZ
n=1 o0

En se rappelant que :
4 & oo
(@) = =Y Fndi(z) et m(@)dz = 1,

nous avons :

+o0 4 Nx
/ Yy(2)de = X Z Kny-
- n=1

o

Ainsi, en combinant (3.35) et (3.29), nous obtenons (3.30).
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3.4 Une condition pour que ’approximation soit exacte

Proposition 3.4.1. Pour x fini, l'approximation par SCSA est exacte si et
seulement si —xy est un potentiel sans réflexion (R (k) = 0, Vk € R).

Dans ce cas les deux approximations SCSA et SBSA coincident.

Preuve. Nous supposons 'approximation par SCSA de y exacte pour un x donné :

Y = y. Nous avons alors :
+o0 +0o0
/ Yy (x)dx :/ y(x)dz. (3.36)

En écrivant le premier invariant (2.50) pour un potentiel —xy et en utilisant |7, (k)|* =

1 — |R.)y(k)|?, nous avons :

+oo 4 Nx 1 +oo
/ o) = =3 / In (1 — | Ry () [2)dk. (3.37)
- n=1 -

En utilisant (3.35), nous obtenons :
400 +oco 1 +0c0
/ y(x)dx = / Yy ()dx + p— In (1 — | Ry (k)|*)dk. (3.38)
Ainsi, a partir de (3.36) et (3.38) nous avons :

/+°O I (1 — Ry (k)P)dk = 0. (3.39)

o0

Or en se rappelant que | R,y (k)| < 1, Vk € R, nous avons In (1 — |R,q),(k)]*) < 0.
L’égalité (3.39) est donc vérifiée si et seulement si In (1 — |R,), (k)|*) = 0, Vk € R; ce
qui n’est vrai que pour R, (k)| =0, Yk € R.

La réciproque se déduit aisément de la formule de Deift-Trubowitz (2.43) en prenant
R,y (k) = 0. O

Pour illustrer la proposition 3.4.1, prenons l'’exemple du potentiel de Poschl-Teller
présenté dans la paragraphe 2.6.2. Ainsi, si nous avons y(x) = sech?(z), z € R alors

nous savons que —xy est un potentiel sans réflexion si et seulement si x = N, (N, +1),
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N, étant le nombre de valeurs propres négatives de H(—yxy). Nous reviendrons sur cet

exemple dans le chapitre 4.

3.5 Etude de la convergence de y, quand x — +o00

Le paramétre y joue un role important dans la SCSA. Il permet en effet de modifier

le spectre de H(—xy) de facon a approcher au mieux y par y,. Intuitivement, plus x
augmente plus le pas de quantification semi-classique — diminue et par conséquent

meilleure est 'extraction des valeurs de y par la SCSA comme nous ’avons montré au
point ii) de la proposition 3.3.2. Cependant, en pratique 'augmentation de x devient
vite trés lourde a gérer numériquement. Comme nous le verrons dans le chapitre 4, nous
nous contentons d’un ordre qui permet la réalisation de performances satisfaisantes, a

savoir, pour € fixé suffisamment petit,
X =min{x, J(x) <€},  JOX) =[x~y 2w - (3.40)

Nous nous intéressons dans cette section a ’analyse du comportement asymptotique

(quand x — +00) de y,.

3.5.1 Une premiére approche classique de la convergence

Suivant la motivation initiale qui nous a conduit & définir y, par la formule (3.3),
nous avons dans un premier temps tenté d’exploiter la formule de Deift-Trubowitz
introduite par (2.43) pour I'étude de la convergence de y,. En effet, en écrivant la

formule de Deift-Trubowitz pour un potentiel —yy, nous obtenons :

Znnxw T / kR, (k) 2, (k,x)dk, Yz eR. (3.41)
Nous remarquons donc que :

+oo
y(z) = py(z) — — / KRy (k) f2, (k. 2)dk, Ve R, (3.42)
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et par conséquent, I’étude de la convergence de y, quand x — oo, revient a I’é¢tude
du terme intégrale :

2% +o0 )

— kR (k) fi, (k,z)dk, Vr€R, (3.43)

X J-o0
qui caractérise la contribution du spectre continu dans la reconstruction de y. En
essayant d’exploiter cette voie, nous avons démontré des résultats intermédiaires sur
le coefficient de réflexion mais qui malheureusement ne nous ont pas aidés a conclure

sur la convergence de y,. Nous avons énoncé quelques résultats dans ’annexe E.

3.5.2 Une approche par ’analyse semi-classique : utilisation de

la transformation de Wigner

La deuxieme approche que nous proposons pour I'étude de la convergence de y,
est 'utilisation de la transformation de Wigner. La transformation de Wigner est un
outil puissant en analyse semi classique [41], [66], en particulier pour les questions de
passages a la limite pour retrouver la mécanique classique a partir de la mécanique
quantique. Elle a une place naturelle dans notre contexte de traitement du signal
comme nous allons le voir. Il faut remarquer qu’elle est déja utilisée comme un outil
d’analyse temps-fréquence en traitement du signal sous le nom de transformation de
Wigner-Ville [29]. L’usage que nous en faisons ici est différent : son role pour nous est

semblable & celui qu’elle a en mécanique quantique.

Nous nous limiterons & la dimension 1 et aux fonctions a valeurs scalaires, ce qui
fait que la définition qui nous est utile est la suivante :
Pour 1 et ¢ dans L?(R), nous définissons pour h > 0 :

1 [re

wt (. 0)(@. ) = 5= [ v —h)ola+hhevdy, V@, eRx R (3.44)

La fonction de x et £ ainsi obtenue est la mesure de Wigner. L’importance de cette
mesure vient de ce que, lorsque z est la position d’une particule quantique et ¥ (z,t)

sa fonction d’onde, la densité de probabilité de présence de la particule en z, |4 (z,t)|?,
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peut se calculer ainsi : nous remarquons d’abord que,
+o00 L _
| w0 = via).o00), (3.45)
ce qui conduit a ’expression suivante pour la densité de position,
+oo

()2 = / W (4, ) (x, £)dE. (3.46)

o0

Il est intéressant de noter une autre propriété remarquable de cette transformation.

Si nous notons f €)= fj;o f(x)e~dzx la transformée de Fourier de f, nous avons :

o RN
|t e = i ()40 (3.47)

Nous proposons donc dans ce qui suit d’exploiter la transformation de Wigner

pour l'analyse de la convergence de y, quand x — +oo. Notons f, = ,/y, avec
N
4 X
yy(x) = — Z FnxUay (), € R. Les fy sont dans un borné de L*(R). Introduisons la
X n=1
transformée de Wigner de f, :

1

WIRN@O) = 5= [ o+ Dhta =i (3.49)

Notons w, (z, ) son comportement aux petites échelles défini par :

wlfd@8) = VIWIRN@ RO = L [ Vot e - S

- 5 [ hGe N o
Par transformation de Fourier inverse, nous obtenons :
z z »
B+ g = 572 = [ e Endpl o (3.50)
En particulier, pour z = 0, nous avons :
i) = ) = [ wlhlG.oe 3.51)
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Ces calculs se justifient comme dans Lions et Paul [66] ou Gérard et al [41] (voir par

exemple la proposition 1.1 de [41]). L’étude de la convergence de y, se raméne donc a

celle de /wa[fx](x,f)df.

3.5.3 Les conditions de 1/,/x-oscillation pour la convergence
faible-* dans &’

Avec la proposition II1.1 de [66] (ou la proposition 1.1 de [41]), nous avons que les
[y étant dans un borné de L*(R), les w,[f,] sont dans un borné de &'(R,, R¢) (distri-

butions tempérées) et nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.5.1. i) Il existe une sous-suite de x (notée comme la suite)
telle que f,, — f dans L*(R) faible et w,[f,] — w dans S'(R,, R¢) faible-*.

|f(2)]?00(€) <w  au sens des mesures de M(R?), (3.52)

avec M(R?) l’ensemble des mesures réelles. Nous avons en particulier,

/R () 2da < /R o < liminf /R f2(x)di = /R y()dz.  (3.53)

X—+oo

it) Une condition nécessaire et suffisante pour avoir [’égalité dans (3.52) est

que pour toute fonction continue a support compact ¢,

lim sup/ 6/, ()2de — 0 quand R — +oc. (3.54)
l§1=v/XR

X—+oo
Une condition suffisante pour que (3.54) soit vérifiée est que :

d* fy

g sont uniformément bornées dans L*(R).(3.55)
xOC

o > 0 tel que les /2

iii) Une condition nécessaire et suffisante pour que / |f(z)|*dx = /y(:c)d:c
R R
est que la suite vérifie (3.54) et

lim sup/ Yy(x)dx — 0  quand R — +o0. (3.56)
lz|>R

X—+o0
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Remarque Lorsque (3.54) est vérifice, fy(z + ——=)fy(x ) — |f(z)]* dans

z __Z
2y/x 2vX
S'(R,,R,) faible-*, nous avons donc :

wy[f (@, &) — |f(2)]26(€) dans S'(R,, R¢) faible-* . (3.57)

C’est la mesure de Wigner de la suite f,. Nous la noterons wy|f,]. Nous avons donc

wolfi](x, ) = [ f(2)[*00(E).
Preuve. i) résulte de l'application du théoréme III1.1 de [66] (points (43), (44)).

ii) donne des conditions & vérifier pour avoir des égalités a la place des inégalités
dans (3.52) et (3.53). La condition (3.54) dit que la suite des \/ﬂfx(ﬂﬁ)\Z est
étroitement relativement compacte dans M(R) [66] ou encore 1/,/x-oscillante
(cf |41], définition (1.26) et proposition 1.7).

iii) Lorsque (3.54) est vérifiée, cette propriété revient a avoir une égalité & la place
de la deuxiéme inégalité de (3.53). Une condition nécessaire et suffisante pour
cela est que f, soit compacte a l'infini quand x — 400, c’est a dire (cf [41],
définition (1.27)) :

X—+00

lim sup/ |fx(z)]?dz — 0 quand R — +oo, (3.58)
lz[=R

et donc (3.56) suit.
[

Le probléme est donc de vérifier des propriétés du type (3.55) et (3.56). Commen-
gons par (3.56). Nous avons avec (3.29) :

/ n@de = 23 / ()P,
lz|>R X lz|>R

11 suffit donc d’étudier 'asymptotique des f|$|> » [Uny(2)|?dz. En fait ce travail a été

fait par Yafaev dans le cas particulier ou —y est un mono-puits, ce que nous allons
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supposer ici. Nous pouvons utiliser le résultat ([125], corollaire 2.7) qui résulte de cette

étude asymptotique et que nous rappelons dans le lemme suivant :

Lemme 3.5.1. [125] Supposons de plus que y € C*(R) et que, pour A > 0,

Pour toute fonction continue ¢, nous avons, A étant un point d’accumulation de [’en-
2

semble (—, X>0,n=1---,N,)
X
+00 x+(/\)¢ 2)|y(z) — A ~1/2 ..
()| hny (x) | d = Jooy Olyt) = A +o(1). (3.60)
X 2 (N) —1/2
—o0 fz,(A) ly(z) — AL/ "dx

Nous déduisons de ce lemme, en prenant pour ¢ une suite de fonctions réguliéres

convergeant vers la fonction caractéristique de [R, +oo[, pour R > 0 fixé que :

[ Tontwpas = 22
R fx_(

“+o0o
/R Uy (2))?dz = 0(1)  pour R > x,()).

) | —-1/2
y(x) — AL dx

o s +o(l) pour R € [z-(A), w1 (M),

N [y(@) = Al de (3.61)

Supposons que (3.56) ne soit pas vraie. Alors il existe ¢ > 0 et des suites Ry, et X,
telles que :

hmRk +o0, hmxkz +o00, Yy, (T)dz > C. (3.62)

Pour chaque k, nous pouvons choisir I(k) tel que limj xxix) = +o0o. Notons plus

simplement x, = Xk En utilisant (3.59), nous avons :

lilgn Ry, = +o0, hinXk = 400, max / Uy, (2) 2 d > c’:m +o(1). (3.63)

n=1,. ’NXk |x|>Rk

Pour chaque k, nous pouvons choisir n(k) qui réalise le max et nous avons :

lim Ry, = +o00, lim x;, = 400, iy ()P > ————— + o(l). (3.64)
k k |z > Ry fR y
K2,
Nous pouvons maintenant extraire une sous-suite des ke qui converge vers une
Xk
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valeur A entre 0 et ypax. Supposons que 0 < A < ypay. Comme flxlsz |1/1n(k)xk (q:)‘2d:c >
¢ > 0, d’aprés (3.61), nous sommes dans le cas Ry € [z_(A),z+(\)], mais c’est en
contradiction avec limy Ry = 400, sauf si z(\) = +00, ce qui n’est possible que pour
A = 0. Cette valeur est en fait dans le spectre continu et de l'autre coté (coté des
énergies positives), les solutions de Jost oscillent & +00. La difficulté avec A = 0 n’est

donc pas surprenante.

Le probléme avec cette approche est maintenant, d’une part de localiser le résultat
de convergence recherché pour éviter les valeurs non réguliéres et 0 et de filtrer les
oscillations hautes fréquences pour pouvoir utiliser les arguments de compacité de
Lions et Paul [66]. L’idée que nous avons est de réaliser ce filtrage en régularisant
w, [fy] par convolution avec une gaussienne régularisante, ce qui revient a utiliser la
transformée de Husimi, régularisation de celle de Wigner (voir [66]). Cela fera 'objet

d’un travail & venir.

3.6 Approximation de fonctions L?(R) par les valeurs

propres négatives d’opérateurs de Schrodinger

Partant des résultats introduits par la proposition 3.3.3, il serait intéressant d’avoir
une variante de (3.29) ou (3.31) pour une restriction de y a, par exemple, | — 0o, z] et

de la dériver. C’est ce que nous proposons d’étudier dans cette section.

Soit V' € L*(R). Nous définissons 'opérateur H,, (V') sur L?(R) associé au potentiel

tronqué 1y 4+00)V par :

d2
H,, (V)= 03 + 1(z0,00)V(2), x0€[0,400), z€R, (3.65)
ol
1 pour = > g,
L(zg,00) = (3.66)
0 pour = < xg.

Remarquons que si V(z) =0, pour < z alors Hy(V) = H(V).

Notons —x2(xg), n = 1,--- N(xg) les valeurs propres négatives de H,, (V) avec

Kn(x0) > 0, ki(xg) > Ka(zo) > -+ et Y,(x0;.), n = 1,--- N(xp) les fonctions propres
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associées. Soit T'(k, x) défini par son module comme suit [50] :

. 4k Im(er,o(kQ + ZO, Q?o))
—my (k2 + 140, x0) + k|2

| T(k, x0)|? (3.67)
ot myo(.,z0) est la m-fonction de Weyl-Titchmarsh (2.9) définie pour l'opérateur
H,, (V) restreint a [x(, +00) (voir la définition au paragraphe 2.2). Nous supposons ici

que la limite lim, g m o(k? + i€, 29) = my o(k* + 40, z) existe.

Killip et Simon ont proposé dans [50] une formule de trace particuliére "a step by

step sum rule", rappelée dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1. [50] Soit V € L2 _(R") un potentiel de lopérateur H,,(V) et sup-

loc

posons Im (m4 (A +140)) > 0 pour presque tout A > 0. Alors, pour tout xo > 0,

" _ 16 3 3 . e T (k, x0)|
/0 1% <x)dx_§n§[mn(0)—nn(xomségrﬁw _OOP(k,E)ln {mldk, (3.68)

(3.69)

4]6254 }
(K? +4€2) (R + %) |
Les —k2 () sont les valeurs propres négatives de H,(V), pour a = 0,x¢ et |T(k, )
est défini par ’équation (3.67) pour Ho(V), a =0, xq .

PiEo =1 |

Supposons a présent que V = —yy avec y € L*(R), y(z) > 0, Vx € R. Notons
—k2 (o), n =1, Ny(0) les valeurs propres négatives de Hy,(—xy) avec rny () >

0,n=1,---Ny(z9) et K1y (x0) > Kay(xg) > ---. Soit T\ (k, zo) défini par son module :

Ak Tm(my (k? 440, z0))
my (K2 + 40, 20) + k|2

T (K, x0)|? (3.70)

ou my(.,xp) est la m-fonction de Weyl-Titchmarsh associée a 'opérateur H,,(—xy)

restreint & [xg, +00).

Soit le théoréme suivant,
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Théoréme 3.6.2. Soit y € L*(R) avec y(z) = 0 pour x < 0 et y(x) > 0 pour
x > 0. Soient —mix(x) les valeurs propres négatives de H,(—xy), avec x > 0.

Notons pour x € R,

XS 4 d Ny (x)
T) = — | —— k3 (x), 3.71
) = | iy 2 (3.71)
alors,
lim yfs(x) = y(z), Vo e R. (3.72)

Preuve. La preuve du théoréme 3.6.2 utilise le théoréme 3.6.1 ainsi que le lemme 3.3.1.
Soient —#7, () les valeurs propres négatives de Hy(—xy), & = 0, 7o. Pour un potentiel

—xy, l'équation (3.68) s’écrit :

o 16 8 .. oo | T (k, o)
2 26 N () 8, Pk, &) In | 220N 4 (373
/0‘ y (m) T 3X2 n>1|:K'nX( ) ﬁ”X<x0)i|+X2§~l>r+noo —o ( ’6) i |: |TX(k’ 0>| ( )

3
En utilisant la formule asymptotique de Weyl pour ~ = 2 a savoir (3.31), nous

obtenons :

— Pour 14100y € L*(R),

Nx(0)

) 1 5 3 +o0 )
xl—lg—looF ; Ky (0) = E/o y-(x)d. (3.74)
— Pour 1(; 100y € L*(R),
1 Nx(xo) 3 +00
. 3 _ 2
Xlirfw? nz:l K (T0) = 16 /xo y-(z)dx. (3.75)

En soustrayant (3.75) de (3.74), nous obtenons :

/0 VP @)dr = tim 2036 (0) - w2 (o). (3.76)

x—+oo 32 e
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En dérivant (3.76) par rapport a xy et en prenant la racine carrée, nous trouvons :

lim yfs(x) = y(z). (3.77)

X—Foo
[

En combinant (3.73) et (3.76), nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.1. Sous les conditions du théoreme 3.6.2, nous avons :

“+oo

lim Ll lim P(k,ﬁ)ln{

x—+oo X2 e—too J_

[T (K, o)

m] di: = 0. (3.78)

oo

Notons qu’en dépit de la convergence de yf S cette approche semble inutilisable en

pratique du fait de la lourdeur des calculs a faire pour chaque point de discrétisation.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle méthode d’analyse de signaux
SCSA, basée sur une quantification semi classique. Nous avons vu que l'approxima-
tion par potentiels sans réflexion SBSA est un cas particulier de la SCSA et que
celle-ci pourrait avoir des applications intéressantes en traitement du signal comme
par exemple 'analyse temps-vitesse d’ondes progressives ou encore la compression
de données. Cependant des difficultés liées au calcul numérique des coefficients de
normalisation qui interviennent dans la SBSA ne permettent pas d’exploiter cette mé-
thode pour le moment. Nous nous sommes donc limités & 'utilisation de la formule
(3.3). Aussi, nous avons introduit dans ce chapitre quelques propriétés de la SCSA
notamment des propriétés de convergence (encore incomplétes) quand la constante de

couplage tend vers 'infini.
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Chapitre 4

Résolution numérique de la SCSA,

validation et exemples

4.1 Introduction

Ce chapitre traite de la résolution numérique et de la validation de la SCSA. Apres
présentation du schéma numérique proposé pour reconstruire un signal par la SCSA, la
méthode sera appliquée a des exemples simples permettant de valider ’approche. Ainsi,
nous commencerons par l'identification d’un 3-soliton solution d’une équation de KdV.
Ensuite nous étudierons un exemple bien connu en théorie : V (x) = Vj sech?(x). Nous
terminerons par la reconstruction de signaux divers : signal gaussien, signal sinusoidal,

signal chirp.

4.2 Reésolution numérique de la SCSA

Le calcul essentiel qui intervient dans la SCSA est la résolution du probléme spec-
tral de 'opérateur de Schrodinger unidimensionnel. Pour que ceci soit possible numé-
riquement, la premiére étape consiste a discrétiser cet opérateur puis a calculer les
valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur discrétisé. Le deuxiéme calcul
qui intervient dans la SCSA consiste & déterminer une valeur optimale du parameétre
x selon un critére donné. La figure 4.1 résume la procédure de reconstruction d’un
signal par la SCSA.

65



Résolution numérique de la SCSA, validation et exemples

Augmenter

A

Non

|y — yxllLem) < €

Yx(x)

Fia. 4.1 — Algorithme de reconstruction d’un signal par la SCSA
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4.2.1 Discrétisation du probléme

Il existe de nombreuses méthodes de discrétisation des équations différentielles et
aux deérivées partielles [3], [12], [40], [114]. L’idée de toutes ces méthodes consiste a
approcher la solution par une série de fonctions de base en un nombre fini de points. La
différence entre elles réside dans la nature des fonctions de base et le choix des points de

discrétisation. Ces méthodes peuvent étre regroupées en trois grandes familles [3], [12] :

— Meéthodes des différences finies,
— Méthodes des éléments finis,

— Méthodes pseudo-spectrales.

Les méthodes pseudo-spectrales sont basées sur une interpolation globale de la so-
lution réelle d’une équation différentielle ou aux dérivées partielles contrairement aux
méthodes des différences finies et des éléments finis qui sont basées sur une interpola-

tion locale.

Soit, par exemple, I’équation :

Hy = f, (4.1)

ou H est un opérateur. Alors, la solution v peut étre approchée par la fonction,

F(z) = apP(), (4.2)

oules &, , k=1,---, N sont appelées fonctions de base et les ay, k =1,--- , N sont

des coefficients. La fonction F' est un interpolant de la fonction v ; elle satisfait :

La méthode de discrétisation est choisie selon la nature du probléme a résoudre
[12], [113], [114], [119]. Généralement pour des problémes périodiques, l'utilisation de
la méthode de Fourier, dont les fonctions de base sont les polynémes trigonométriques
issus de 'analyse de Fourier, est recommandée. Pour des problémes non périodiques,
différents types de polynémes orthogonaux comme ceux de Chebyshev, Legendre, Her-

mite etc... peuvent étre utilisés.
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Dans ce travail, nous nous intéresserons a la méthode pseudo-spectrale de Fourier
[12], [40], [43], [113], [114] que nous avons utilisée pour la résolution numérique de la
SCSA. Cette méthode permet en effet de réaliser un bon compromis entre précision
et temps de calcul. Bien qu’elle soit adaptée a des problémes périodiques, en pratique
cette condition n’est guére une restriction. En effet, cette méthode donne de bons
résultats pour certains problémes non-périodiques comme par exemple pour des fonc-

tions a décroissance rapide.

Considérons le probléme spectral de I'opérateur de Schrédinger unidimensionnel,

associé au potentiel —xy,

d*y
H(—xy)y = ——5 = xy(@)¢ = Ap. (4.4)
Soient M points x;, j = 1,---, M uniformément répartis sur un intervalle [a,b] tels
que :
Aa=21 < Ty < - <xTpy_1<xpy=2>b (4.5)

Le pas Az qui représente I'écart entre deux points successifs ; et x;,; est constant

et est donné par :

b—a
Ax = . 4.6
T= 0 (4.6)
Notons y; et 1; les valeurs des fonctions y et 1 aux points x; :
yi = y(z), vi=Y(r;), j=1-, M. (4.7)

M-1

Ramenons nous a présent a l'intervalle [O, 2m } par une homothétie x «—

2n(M — 1)

2
=)l (x — a). Soit alors A = Mﬁ le nouveau pas.

La transformée de Fourier discréte de v est définie par :

M
R . M M
— E —ikx; - Rl
wk =A s Q/Jje y k= 9 -+ 1, s 9 . (48>
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La transformée de Fourier discréte inverse est donnée par :

M
1 &S e .
d}j - % lpkelk%a J = 17' o ,M. (49)

_ M
k=—2 11

Il est alors naturel d’approcher v par sa transformée de Fourier discréte inverse :

1 & A
F(z) = — e, 4.10
(@) = 5 > e (4.10)
k=—2L41
Néanmoins, en raison de l'asymétrie, nous posons @/AJ_ M = @ZA)M. F(x) peut étre
2 2

réécrit sous la forme suivante [114] :

111, < A 2 A
F — — |= ikx ikx . 4.11
(0= 5y |50 2 due b Do ) (111)
k=— k=—2 41

Le calcul de la dérivée seconde de ¢ aux points de discrétisation que nous notons
_ 0%
Wi = g :
discréte. Le principe est de déterminer les valeurs de v par la transformée de Fourier

|lo;, 7 = 1,---, M peut étre effectu¢ a l'aide de la transformée de Fourier

discrete puis de calculer les dérivées n®™ par 1y = (zk;)”@@k et ensuite de déduire w; a
partir de la transformée de Fourier discréte inverse appliquée a wy. Ainsi, le calcul nu-
meérique peut étre effectué par la transformée de Fourier rapide (FFT). Cependant, les
w; peuvent étre déterminés par une approche matricielle faisant appel a des matrices
de différenciation, ce qui permet de transformer le probléme spectral d’un opérateur
en un probléme aux valeurs propres de matrices. Il existe des situations pour lesquelles
le calcul matriciel est préférable. Par exemple si le nombre de points de discrétisation
M est petit alors le calcul matriciel s’avére plus rapide que l'utilisation de la FFT.
L’approche matricielle permet 1'utilisation des méthodes directes pour le calcul des
valeurs propres exploitant ainsi des routines performantes du logiciel MATLAB, que

nous utilisons dans notre travail.

Intéressons nous a présent au calcul qui permet de déduire les matrices de diffé-

renciation. Pour cela, nous proposons de calculer la valeur de F'(x) pour une fonction
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de Kronecker périodique [114],

1  =nM, n€Z
5]':{ pour j =nM, n , (4.12)

0 sinon.

Une telle fonction constitue la maniére la plus simple de représenter des données. En

effet, nous avons :
M
Vi =Y Unjn. (4.13)
n=1

L’interpolant dans ce cas est donné par :

— pour M pair,
A sin (”—x)
Fylz) = ——AL 4.14
m(w) 27 tan (%) ( )
— pour M impair,
A sin (B2
Fuy(x) = —.LA). (4.15)
27 sin (%)
Ainsi, (4.11) peut s’écrire simplement sous la forme suivante :
M
F(z) =) tnFu(r — ). (4.16)
n=1
La dérivée seconde de 9 aux points zj, j = 1,---, M se déduit alors en dérivant
I'équation (4.16) et s’écrit sous la forme matricielle suivante :
w= D31, (4.17)
ol w = [wy; we + - wy_q wM]T et = [ o - Yy 1/)M]T. D7 est la matrice de
différenciation du second ordre et est donnée par :
— Si M est pair,
-2 1 ,
DI (k,j) 382 6 1 1 P B (4.18)
2Ry J) = k—j : :
— (-1 - k # 5.
(=1) 2 ((k_ )A> pour k 7 j
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— Si M est impair,

—7? 1 .y
YT pour k = j,
3AZ 12
D3 (k,j) = k—j 1 1 (k=)A . (4.19)
—(=1) §sin <(k_j)A> cot ( 5 ) pour k # j.
2

Notons que D] est symétrique et définie négative.
La version discrétisée de 1'équation de Schrodinger (4.4) est alors donnée par :
(=D — xdiag (Y)) v = A, (4.20)

A2

WDQ. La matrice diag (Y) est la matrice diagonale dont les éléments
x

sont les y;, 7 =1,--- , M.

ou D2 =

Ainsi, nous nous ramenons & un probléme aux valeurs propres de matrices que
nous pouvons résoudre par des méthodes de calcul direct de valeurs propres. Dans

notre travail, nous avons utilisé la commande Matlab eig.

4.2.2 Calcul d’une valeur optimale du paramétre y

Rappelons que N, est une fonction a valeur dans N croissante en x et que plus
x augmente, plus I'erreur d’approximation par la SCSA diminue. [’augmentation de
x devient néanmoins trés vite lourde a gérer numériquement et nous nous conten-
tons en pratique de déterminer une valeur y de x qui permet de réaliser de bonnes
performances : une bonne précision avec un minimum de composantes spectrales (de
valeurs propres négatives). A travers les différents exemples que nous avons étudiés,
nous avons remarqué numériquement que N, est une fonction en escalier de x. Soit
alors [x1, x2| l'intervalle pour lequel N, est constant. Pour déterminer x, nous propo-
sons de minimiser la fonctionnelle quadratique suivante, sur U'intervalle [x1, x2| pour
un N, donné :
1 M 4
J00) =57 S wi— ) = s S by, i=1,0, M. (4.21)
j n=1

i=1
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Pour x suffisamment grand, N, est relié au parameétre x par la relation [60], [123] :

1 +oo
Now o [ Vi@l (4.22)

Les valeurs de y; et x2 peuvent étre déterminées approximativement en fonction de

N, par les relations suivantes que nous avons vérifiées expérimentalement :

= Nm Lo [t D . 423
* (ff;° \/\_y@)\dx) S (f_tf: \/\‘ymux) (423

Ainsi, 'optimisation s’effectue en deux étapes :

1. Chercher une valeur optimale x étant donné un nombre de valeurs propres né-
gatives N,. Cette optimisation s’effectue a I’aide de la fonction Matlab F'minbnd

basée sur ’algorithme de Golden Section avec une interpolation parabolique.

2. Déterminer un nombre minimal de composantes Nx qui permet d’approcher au
mieux le signal selon le critére (4.21) : prendre d’abord N, = 1 puis détermi-
ner x selon I'étape (1). Si le résultat n’est pas satisfaisant, augmenter N, de 1
(N, = N, + 1) et déterminer x et ainsi de suite jusqu’a satisfaction de la condi-

tion d’arrét.

La figure 4.2 résume la procédure qui permet d’approcher le signal avec un minimum

de composantes.

Remarques :

1. En pratique, nous nous contentons de fixer une valeur N, suffisamment grande
(environ 10 pour 'analyse des signaux de pression artérielle) et nous résolvons

la phase (1) uniquement.

2. Il existe une relation étroite entre le pas de discrétisation Ax et 'ordre de 1’ap-
proximation N, (ou de maniére équivalente ). Pour que la résolution numérique

soit possible, il est nécessaire d’avoir un pas suffisamment petit. C’est & dire plus
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Ny =N, +1

Calcul de y; et x2

Minimiser J(x) sur [x1, x2]

NON

OUI

F1G. 4.2 — Calcul d’une valeur optimale de x
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x augmente, plus le pas doit diminuer comme nous allons le voir dans les résultats

numériques présentés plus loin.

4.3 Validation et exemples

4.3.1 Identification des solitons de ’équation de KdV

Ce paragraphe présente un exemple d’application de I'IST a l'identification d’un
N-soliton, solution de I’équation de KdV a tout instant, selon la procédure décrite

dans le chapitre 1. Considérons 1’équation de KdV suivante :

La premiére étape consiste a résoudre la DST de 'opérateur de Schrodinger de poten-
tiel donné par la condition initiale. Les théorémes C.2 et C.3 de I'annexe C permettent
alors d’identifier le N-soliton a tout instant. Pour résoudre le probléme spectral de
I'opérateur de Schrodinger, nous utilisons I'algorithme décrit dans le paragraphe pré-
cédent en considérant dans un premier temps xy = 1. Nous allons par la suite étudier
I'influence de x sur la reconstruction du N-soliton. Pour surmonter la difficulté liée au
calcul numérique des constantes de normalisation ¢, , nous avons effectué¢ une opti-
misation de telle sorte que la reconstruction du N-soliton initial yy soit satisfaisante,
a l'aide des équations :

2

V(x,t) = 288— Indet (I + A(z,1)), (4.25)

2

ou A est une matrice N x N dont les coefficients sont donnés par,

Az, t) = %e’(”mﬁn)xﬂ(”%ﬂi)t , nym=1,-- N. (4.26)
K+ Fon

n,m

Pour cela, nous avons utilisé la commande MATLAB fminsearch basée sur I’algorithme

du simplexe de Nelder-Mead.

Nous proposons de tester 'algorithme sur le 3-soliton représenté sur la figure 4.3,
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défini par la formule (4.25)-(4.26) pour,
K1 = 9, Ro = 7, R3 = 5, S1 = 2, SS9 = 205, S3 = 2.1. (427)

Nous rappelons que la relation entre s, et ¢;,,, n =1,---,3 est donnée par :

Cin = \/ 2Ky e2Hnsn, (4.28)

La figure 4.4 illustre une reconstruction satisfaisante du 3-soliton aux trois instants
to, t1 et to. La figure 4.5, quant a elle, représente la reconstruction du 3-soliton pour
plusieurs valeurs de x. Nous retrouvons bien que N, est une fonction croissante de
X. D’autre part, nous remarquons qu’il existe pour tout N, > 3, une valeur de x qui

permet une bonne reconstruction du 3-soliton initial yg.

120 . . . 160 . . . 180
140t g 1601
00+
140+
120
80t 1 120+
100+ 1
_ __1oof
g y
60 X 80f 3
= =
80f
60+ 1
40+ b 60
40+
40f
20+
20 k 1 20
0 0 . 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X X

F1G. 4.3 — Un 3-soliton a trois instants ¢, t; et ty

4.3.2 Reconstruction de sech?(t)

Dans ce qui suit et pour des raisons pratiques, nous remplagons la variable spatiale

x par la variable temporelle .
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= = = Sjgnal estimé
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35

= = = Sjgnal estimé
Signal réel

0 05 1 15 2

Fi1G. 4.4 — Identification d’un 3-soliton
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1201
Signal réel 120 n -
= = = Sjgnal estimé
100
100
80 gol
601 60l
401 prys
20 20}
% 3 35 4 % e 7
X X
(a) Ny =3, x=1 (b) Ny =4, x =155
120
or Signal réel — Signal réel
= = = Signal estimé = = = Signal estimé
100 100
80 sol
60 60l
401 40+
20+ 20+
0 ! . . 0 . . h
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 [ 0.5 1 15 2 25 3 35 4
X X
(¢) Ny =7, x =4.48 (d) Ny =10, x = 8.85

F1G. 4.5 — Estimation du 3-soliton initial pour N, = 3,4,7,10
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Nous proposons a travers 'exemple présenté dans ce paragraphe, de valider la
SCSA et d’étudier I'influence du paramétre y sur la reconstruction de signaux par
cette méthode. Notre choix a porté sur un potentiel bien connu dans la littérature
[13], [60], [81] dont nous avons rappelé quelques propriétés dans le chapitre 2. 11 s’agit
de,

y(t) = —yosech®(t —ty), tER, yo>0. (4.29)

Il est bien connu que ce potentiel appartient & la classe des potentiels sans réflexion
pour,

Yo = N(N + 1), (4.30)

ou N est un entier qui représente le nombre de valeurs propres négatives [60], [95] de
I'opérateur de Schrodinger H (y). Ces valeurs propres sont données par : —N? —(N —
1)2,---,—1. Soit par exemple y(t) = —2sech®(t — t,) alors, le spectre de I'opéra-
teur de Schrodinger H(y) ne contient qu’une valeur propre négative —1. Si y(t) =

—6sech®(t — to), H(y) a deux valeurs propres négatives : —4 et —1.

Pour étre conformes aux notations proposées dans le chapitre 3, nous posons yo = 1

et nous définissons le potentiel de 'opérateur de Schrodinger par,
Vi (t) = —xy(t) = —xsech®(t —ty), x> 0. (4.31)

Pour la résolution numérique, nous considérons V, (t) sur M points équidistants d’un
intervalle [t1,1s]. Nous commengons par étudier le cas d’un intervalle suffisamment

large. Prenons par exemple : tp = 6, t; = 0 et o = 15.

La figure 4.6 illustre les variations de l'erreur quadratique J() ainsi que le nombre
de valeurs propres négatives NV, en fonction de x. Nous constatons que :
— N, est une fonction croissante conformément & la proposition (3.3.1). Nous re-

marquons aussi que N, est une fonction en escalier.

— Il existe des valeurs particulieres de x sur chaque intervalle ou la fonction N, est
constante, pour lesquelles 'erreur J(x) est minimale. Ces valeurs correspondent
exactement aux valeurs x, = Ny, (N, + 1), N, = 1,2,--- pour lesquelles V; est

un N,-soliton donc un potentiel sans réflexion.
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— Pour tout € > 0, il existe une valeur x = x. telle que Vx > x., J(x) <e.

La figure 4.7 représente les variations des quatre premiéres valeurs propres, rangées
par ordre croissant, de la matrice —Dy — x diag(Y") en fonction de x. Nous constatons
que ces valeurs propres, initialement positives, sont des fonctions décroissantes en x

et qu’a chaque passage de IV, a N, + 1, une valeur propre positive devient négative.

La figure 4.8 illustre une bonne estimation des valeurs propres négatives pour
x = 20. Dans ce cas, nous avons quatre valeurs propres égales a —16, —9, —4, —1
respectivement. Par ailleurs, sur la figure 4.9 nous représentons les carrés des quatre
premiéres fonctions propres ¥2, n = 1,---,4 pour x = 20. Nous remarquons que

chaque fonction 2 posséde n — 1 zéros.

La figure 4.10 montre une reconstruction satisfaisante du signal y pour NV, =1,2,3
et 4 qui correspondent respectivement a un 1-soliton, un 2-soliton, un 3-soliton et un

4-soliton.

Nombre de valeurs propres négatives
T T

0 5 10 15 20 25 30

. x 107 Er‘reur quadra)t;que moyenr]e
3l
Sl
1L
oL ‘
0 5 10 15 20 25 30

F1G. 4.6 — Erreur quadratique et nombre de valeurs propres négatives en fonction de
x pour y(t) = sech®(t — 6) sur [0, 15]
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Les quatre premiéres valeurs propres

F1G. 4.7 — Variation des quatre premiéres valeurs propres en fonction de x pour y(t) =
sech?(t — 6) sur [0, 15]

Valeurs propres estimées

-16 4

_18 . . . . . . . .
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Valeurs propres réelles

F1G. 4.8 — Valeurs propres réelles et estimées dans le cas ou x = 20 pour y(t) =
sech?(t — 6) sur [0, 15]
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0.6 031
05 0.25F
0.4 021
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03 0.15F
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0.1 0.05-

0 0

0 5 10 15 [ 5 10 15

Fic. 4.9 — Allure des quatre premiéres fonctions wﬁx dans le cas ou x = 20 pour
y(t) = sech?(t — 6) sur [0, 15]
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v

y()

FI1G. 4.10 — Reconstruction de y(t) = sech®(t — 6) sur [0,15], de
N, =1, N, =2 (haut). N, =3, N, =4 (bas)
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Remarque : Soit un N-soliton —yy tel que :

yn(t) = N(N + 1) sech?(t). (4.32)
. +2
yn peut étre reconstruit par la SCSA pour y = 1. Prenons la valeur y = , alors :
N +2 N +2 9
= — =——N(N+1 h*(¢). D’ou
Vi NN N (N + 1) sech®(t). D’ou
Vi (t) = —(N + 1)(N + 2) sech®(t), (4.33)

qui représente un (N + 1)-soliton.

Etudions a présent I'effet de troncature sur la reconstruction du signal et le role du
parameétre x dans ce cas. Nous prenons par exemple o = 6, t; = 4 et t, = 8. La figure
4.11 représente 'erreur d’estimation ainsi que le nombre de valeurs propres négatives
en fonction de x. La premiére constatation est que les valeurs particuliéres de x pour
lesquelles Perreur est minimale ne sont plus égales a x, = N, (V, + 1) mais prennent
des valeurs plus grandes. Ces derniéres sont données sur le tableau 4.1. Par ailleurs,

nous constatons aussi qu’il existe une valeur de x = x. tel que Vx > x., J(x) <e.

X J(X) _K/721X
2.64 0.0016 —1.5428
7.21 | 4.35.107% —4.99; —1.12; —0.0637
16.44 | 1.14 . 104 —12.85: —6.63; —2.93
25.54 | 5.48 . 10~ —20.96: —12.79; —6.81: —1.31; —0.22
41.87 | 2.66 . 107° —35.88; —24.90; —15.94; —8.72; —4.80
55.37 | 146 . 10~5 | —48.41: —35.5: —24.58: —15.62:—9.22: —1.51:—0.4
79.02 | 9.86 . 10~0 | —70.62: —54.81; —41.00: —29.19; —19.46: —11.03; —7.06

TAB. 4.1 — Valeurs optimales de x pour y(t) = sech?(t — 6) sur [4, §]

Les quatre premiéres valeurs propres de la matrice —Dy — x diag(Y’) sont repré-
sentées sur la figure 4.12. Comme dans le premier cas étudié précédemment, nous
constatons que les valeurs propres sont des fonctions décroissantes de x. La figure
4.13, quant a elle, illustre une reconstruction satisfaisante du signal pour une valeur
de y égale a 25.54 qui correspond & une approximation par 4 composantes spectrales.

D’autres part, la figure 4.14 illustre une mauvaise estimation du signal pour les valeurs
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Xp = Ny(Ny+1), Ny=1,--- 4.

Nombre de valeurs propres négatives
T

0 10 20 30 40 50

X
Erreur quadratique moyenne

F1G. 4.11 — Erreur quadratique et nombre de valeurs propres négatives en fonction de
x pour y(t) = sech?(t — 6) sur [4, 8]

La figure 4.15 illustre la relation entre le pas de discrétisation Az et le paramétre x
ou de maniére équivalente ’ordre de 'approximation. Plus y augmente, plus Az doit

diminuer.

4.3.3 Application a I’estimation de signaux divers

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a l’estimation de quelques signaux
a I'aide de la SCSA. Nous représentons 'erreur d’estimation, le nombre de valeurs
propres négatives ainsi que I’évolution des quatre premiéres valeurs propres en fonc-
tion de x. Nous représentons également les signaux réels et estimés pour différentes

valeurs de 'ordre de ’approximation.

Commencons par un signal gaussien. Les potentiels gaussiens de l'opérateur de

Schrodinger ont beaucoup été étudiés en raison de leur large utilisation dans différents
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10—

Les quatre premiéres valeurs propres
N
o

10 20 30 40 50

F1G. 4.12 — Variation des quatre premiéres valeurs propres en fonction de x pour
y(t) = sech?(t — 6) sur [4, 8]

141

Signal réel
= = = Sjgnal estimé

y(®)

FIG. 4.13 — Estimation de y(t) = sech®(t — 6) sur [4,8] pour N, =4
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Signal réel
Signal estimé

x=12
14r

1.2

ignal réel
= = = Signal estimé

y(t)

FIG. 4.14 — Estimation de y(t) = sech?(t — 6) sur [4,8], de gauche & droite : y = 2,
X = 6 (haut). y = 12, x = 20 (bas)
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Ax=0.1670
o5l Ax=0.1360

Erreur quadratique moyenne
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FIG. 4.15 — Relation entre le pas de discrétisation et y pour y(t) = sech®(t — 6)
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domaines [17], [18], [98]. Considérons le signal gaussien défini par :

y(t) = a\/ﬂe_?' (4.34)

Pour les tests numériques nous avons pris ¢ = 0.1, pu = 0.75.

Les résultats sont illustrés sur les figures 4.16, 4.17 et 4.18. Nous constatons qu’a
partir de 2 composantes spectrales, la reconstruction est satisfaisante et que plus le
nombre de composantes augmente, meilleure est la reconstruction. Un résultat proche
a déja été établi dans 98] en utilisant des transformations de Darboux. Il a été mon-
tré qu'un potentiel gaussien de I'opérateur de Schrédinger peut étre approché par un
potentiel multi-solitons et que plus le nombre des solitons augmente meilleure est I’ap-

proximation.

Nombre de valeurs propres négatives
T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400

X
Erreur quadratique moyenne

0.2 T T T
0.15

0.1
0.05F

0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400

X

F1G. 4.16 — Erreur quadratique et nombre de valeurs propres négatives en fonction de
X pour un signal gaussien

Etudions a présent le cas d’un signal périodique par exemple un signal sinusoidal
défini sur un intervalle fini,

y(t) = Asin(wt + ¢). (4.35)

Ce signal ayant des parties négatives, pour pouvoir appliquer la SCSA, nous devons
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Les quatre premiéres valeurs propres

-1200

~1400 . . . . . . .
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X

F1G. 4.17 — Variation des quatre premiéres valeurs propres en fonction de y pour un
signal gaussien

d’abord effectuer une translation de ¥,,;, = —A tel que ¥y — ynin > 0. Le potentiel de
Schrodinger a considérer est alors donné par —x (Y — Ymin). Pour les tests numériques,

nous posons A =2, w =m et ¢ = —0.5.

Les résultats sont représentés sur les figures 4.19, 4.20, 4.21 et 4.22. Dans 4.21 nous
avons considéré une période du signal alors que dans 4.22, quatre périodes ont été
représentées. Dans ce dernier cas, nous avons remarqué que les valeurs propres sont

de multiplicité 4, elles se répétent sur chaque période.

Pour finir, les figures 4.23, 4.24 et 4.25 illustrent les résultats obtenus pour un signal
chirp. Un signal chirp est généralement défini par une sinusoide dont la fréquence varie
en fonction du temps. Dans notre cas, nous considérons des variations linéaires de la

fréquence.

4.4 Conclusion

La résolution numérique de la SCSA a fait objet de ce chapitre. Les différents

exemples étudiés nous ont permis de valider la méthode et de relever les difficultés
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F1G. 4.18 — Estimation d’'un signal gaussien, de gauche a droite : N, = 1, N
(haut). N, =3, N, =4 (bas)
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Nombre de valeurs propres négatives
T

20 T T T T
15 1
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5F 4
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Erreur quadratique moyenne
0.06 T T T
0.041 R
0.021 R
0 \ e —_ . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400

X

F1G. 4.19 — Erreur quadratique et nombre de valeurs propres négatives en fonction de
X pour un signal sinusoidal
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F1G. 4.20 — Evolution des quatre premiéres valeurs propres en fonction de y pour un
signal sinusoidal
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F1G. 4.21 — Estimation d’un signal sinusoidal, de gauche & droite :

(haut). N, =8, N, = 10 (bas)
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15F

1k
0.5
= 0
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_l |-
-15

Signal réel
) ‘ ‘ ‘ = = = Sjgnal estimé
0 1 2 3 4 5 6 7 8

-

F1G. 4.22 — Estimation d'un signal sinusoidal sur 4 périodes avec N, = 10

numériques comme la relation entre le pas de disctérisation et 'ordre de 'approxi-
mation. Ces exemples nous ont permis également de noter certaines propriétés de la
SCSA notamment U'influence du parameétre x sur 'estimation d’un signal. Ainsi, le
nombre des valeurs propres négatives de 'opérateur de Schrédinger est une fonction
en escalier croissante de x et les valeurs propres sont des fonctions décroissantes de .
Plus 'ordre de ’approximation augmente, plus l'erreur diminue. Nous allons a présent
appliquer la méthode a ’analyse des signaux de pression artérielle : c’est 'objet de la

deuxiéme partie de la theése.
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Nombre de valeurs propres négatives
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F1G. 4.23 — Erreur quadratique et nombre de valeurs propres négatives en fonction de
X pour un signal chirp
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F1G. 4.24 — Evolution des quatre premiéres valeurs propres en fonction de y pour un
signal chirp
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F1G. 4.25 — Estimation d’un signal chirp, de gauche a droite : N, = 30, NV,
(haut). N, =80, N, = 100 (bas)
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Deuxiéme partie

Application a 'analyse des signaux de

pression artérielle
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Chapitre 5

Rappels de physiologie

cardio-vasculaire

5.1 Introduction

Le systéme cardio-vasculaire assure ’alimentation de tous les organes du corps en
oxygeéne et nutriments et permet d’évacuer le dioxyde de carbone. Il est composé du
coeur et d’'un réseau complexe de vaisseaux sanguins. Parmi les facteurs jouant un role
majeur dans la circulation sanguine, la pression artérielle constitue un paramétre de
grand intérét. Son maintien a des valeurs physiologiques efficaces est fondamental pour
assurer un débit sanguin efficace au niveau de tous les tissus, et donc une oxygénation

adéquate de ces tissus.

Nous allons dans ce chapitre introduire les bases fondamentales de la physiologie
cardio-vasculaire. Aprés une bréve présentation de ’anatomie de la pompe cardiaque,
des valves cardiaques, du systéme vasculaire ainsi que du fonctionnement de ’appareil
circulatoire, nous nous intéresserons a la pression artérielle. Nous parlerons de I'onde de
pression, de sa propagation le long de I’arbre artériel et de sa variabilité a court terme
et a long terme. Nous introduirons également la notion de baroréflexe lié au controle du
systéme cardio-vasculaire par le systéme nerveux autonome et la définition du volume
d’éjection systolique. Nous terminerons par décrire les différentes techniques utilisées

pour mesurer la pression artérielle.

99



Rappels de physiologie cardio-vasculaire

5.2 Le systéme cardio-vasculaire

5.2.1 La pompe cardiaque

Le coeur est un organe creux et musculaire. Il est constitué de deux parties, gauche
et droite, composées chacune d’une oreillette en haut et d’un ventricule en bas qui
communiquent a travers une valve. Un mur musculaire, le septum, divise l'oreillette
et le ventricule gauche de l'oreillette et du ventricule droit, évitant le passage du sang

entre les deux moitiés du coeur.

Les ventricules ont pour fonction de pomper le sang vers le corps ou vers les pou-
mons. Leurs parois sont plus épaisses que celles des oreillettes. La contraction des
ventricules est fondamentale pour la distribution du sang. Les oreillettes en se contrac-
tant jouent un role d’appoint pour le remplissage des ventricules. Le ventricule gauche
est bien plus massif que le droit, parce qu’il doit exercer une force considérable pour
pousser le sang dans tout le corps contre les résistances a I’écoulement, alors que le
ventricule droit n’assure que la circulation pulmonaire dont les résistances sont bien

moindres.

COEUR

valvule aortique orifice de l'artére caronaire aorte
4 orifice des veines pulmonaires

arteres pulmonaires droites

veine cave supérieure i .
artéres pulmonaires gauches
veines pulmonaires droites
valvule semi-lunaire de
l'artére pulmonaire

oreillette droite

veines pulmonaires gauches

oreillette gauche

valvule auriculo-ventriculaire
gauche ou mitrale

orifice de la veine coronaire

valvule auriculo-ventriculaire droite

ou tricuspide entrée de l'aorte

ventricule gauche

| —
veine cave inférieure ventricule droit cloison ou
septum interventriculaire

F1G. 5.1 — Schéma de 'anatomie du coeur
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5.2.2 Les valves cardiaques

Les valves cardiaques jouent un role trés important dans la circulation sanguine.
Elles assurent un écoulement unidirectionnel dans le cceur. et empéchent le sang de
refluer. Les ventricules possédent deux valves, une d’admission et une d’échappement.
La valve d’admission du ventricule droit est formée de trois lames et dénommée valve
tricuspide. Celle du ventricule gauche est formée seulement de deux lames et dénommeée
valve mitrale. Les valves d’échappement se trouvent a l’entrée de ’aorte et de 'artére
pulmonaire. Il s’agit de la valve aortique et la valve pulmonaire formées chacune de trois
poches en nid de pigeon, appelées valvules sigmoides et ayant leur ouverture dirigée
vers l'extérieur du coeur. Derriére les valvules sigmoides, dans la paroi de l'aorte, se
trouve une petite dilatation appelée sinus de valsalva. Pendant I'éjection, les courants
tourbillonnaires qui se forment dans ce sinus évitent ’accolement des valves avec les
orifices d’entrée des coronaires situés a leur niveau. L’ouverture et la fermeture des

valves dépendent des pressions de part et d’autre de celles-ci.

5.2.3 Notions d’élasticité et de distensibilité

En physiologie cardio-vasculaire, la compliance exprime la facilité de distension
d’un vaisseau sous 'effet de la pression d’écoulement. Elle est définie par le rapport de
la variation du volume par une variation de pression NG Le rapport inverse définit
I’élastance ou élasticité volumique. Cette derniére représente la facilité de retour a
son volume initial, du vaisseau ou du coeur aprés distension [22], [102]. On distingue
I’élastance passive, qui concerne les propriétés du coeur ou des vaisseaux sanguins au
repos, de I’élastance active qui représente ces mémes propriétés pendant la contraction

des cellules musculaires striées cardiaques ou des muscles lisses des vaisseaux.

5.2.4 Le réseau vasculaire

L’appareil circulatoire est complété par un large réseau vasculaire. En réponse a
la contraction de la pompe cardiaque, les vaisseaux sanguins assurent le transport du
sang a tous les organes de 'organisme. Le réseau vasculaire est composé du systéme

artériel et du systéme veineux.

Le systéeme artériel a pour fonction de conduire le sang du cceur vers les tissus. Il

comprend l'aorte, les grosses artéres, les petites artéeres, les artérioles et les capillaires.
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Le sang propulsé du ventricule gauche vers la périphérie passe par ’aorte et les grosses
artéres. Ces derniéres sont caractérisées par une élasticité qui permet de transformer
le flux discontinu du sang pulsé au niveau de la portion initiale de 'aorte en un flux
continu. Les petites artéres et les artérioles, quant & elles, sont des vaisseaux résistifs.
Elles sont les principales responsables de la résistance périphérique totale (résistance
a I’écoulement du sang). Elles sont en nombre important et sont caractérisées par une
trés grande élastance. Les capillaires sont le site d’échanges de liquides et de solutés
entre le sang et 'espace extracellulaire. Compte tenu de la trés faible vitesse du sang
a ce niveau, de leur surface d’échange considérable, ainsi que de I'extréme minceur de

leur paroi, ces vaisseaux sont bien adaptés a ce role d’échange.

Le systéme veineux a pour role de ramener le sang des organes vers le coeur. A la
différence des artéres, certaines veines sont équipées de valvules qui empéchent le reflux,
favorisant ainsi le retour veineux. Elles sont caractérisées par une forte compliance leur

permettant de jouer leur role de réservoir sanguin. Ce sont des vaisseaux capacitifs.

5.2.5 La circulation sanguine

Nous distinguons (figure 5.2) :

1. La circulation systémique (ou grande circulation) : le sang chargé d’oxygene
et de nutriments, est propulsé du ventricule gauche dans les vaisseaux artériels
jusqu’aux vaisseaux capillaires périphériques puis revient au cceur droit par le

réseau veineux.

2. La circulation pulmonaire (ou petite circulation) : le sang pauvre en oxygéne
est propulsé du ventricule droit vers les poumons ot il s’enrichit en oxygéne et

revient vers le coeur gauche par les veines pulmonaires.

Le ventricule gauche et la totalité des artéres et artérioles de la circulation sys-
témique constituent le systéme & haute pression. Alors que le réseau capillaire et le
réseau veineux de la circulation systémique, ’oreillette droite, le ventricule droit, la to-
talité de la circulation pulmonaire et 1'oreillette gauche constituent le systéme a basse

pression.
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Circulation
Pulmonaire
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Systemigue

F1G. 5.2 — La circulation sanguine
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F1G. 5.3 — Phases du fonctionnement cardiaque
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5.3 Fonctionnement de la pompe cardiaque

Le cycle cardiaque se divise en quatre phases [22], [102] :

1. La phase de remplissage : aprés sa derniére contraction, le muscle ventriculaire se
relache et la pression dans le ventricule diminue. Au moment ou elle devient in-
férieure a celle de oreillette, la valve mitrale (respectivement tricuspide) s’ouvre
et le sang s’écoule dans le ventricule gauche (respectivement droit). Au fur et
a mesure que le ventricule se remplit, la pression intraventriculaire augmente et
lorsqu’elle dépasse la pression auriculaire, la valve mitrale (respectivement tricus-
pide) se ferme, la valve d’échappement étant alors fermée par la contre pression

aortique.

2. La phase de contraction isovolumétrique : les valves étant fermées, la paroi ven-
triculaire développe une tension qui change la forme du ventricule. La pression
du sang dans le ventricule gauche (respectivement droit) s’éléve rapidement et
au moment ou celle-ci dépasse la pression aortique (respectivement de I’artére

pulmonaire), la valve aortique (respectivement pulmonaire) s’ouvre.

3. La phase d’éjection : la valve aortique étant ouverte, une partie du sang est
éjectée dans l'aorte plus vite qu’il ne peut s’écouler en raison des résistances
périphériques. Les pressions atteignent alors un maximum appelé pression systo-
lique. Dans la seconde moitié de la phase d’éjection, la pression aortique dépasse
la pression ventriculaire. Ce qui entraine une rapide décélération du débit, sui-
vie d’une légére inversion du flux sanguin a 'origine du remplissage des valvules

sigmoides et donc la fermeture de la valve aortique (respectivement pulmonaire).

4. La phase de relaxation isovolumétrique : les valves étant fermées, les oreillettes
se remplissent & nouveau sous l'effet de la chute de pression veineuse centrale.
La pression dans le ventricule diminue avec le relachement ventriculaire jusqu’a

I'ouverture de la valve mitrale (respectivement tricuspide).

Les premiére et quatriéme phases correspondent & la diastole (période de repos),

les deuxiéme et troisiéme a la systole (la contraction). La figure 5.3 illustre les phases
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d’un cycle cardiaque.

5.4 La pression artérielle

5.4.1 Courbes de pression et de débit sanguins

Par pression sanguine, nous faisons référence a la pression artérielle systémique qui
s’exerce sur la paroi interne des artéres pendant la circulation sanguine. Celle-ci joue
un roéle trés important dans le fonctionnement du systéme cardio-vasculaire. Elle varie
entre deux valeurs extrémales : SBP et DBP. SBP est la pression systolique couram-
ment appelée "maxima" ; elle résulte de I'activité du coeur pendant la phase d’éjection
sanguine systolique contre les résistances périphériques. DBP est la pression diasto-

lique ou "minima" qui correspond & la phase de relaxation du cceur [22], [102].

Au début de la phase d’éjection, l'inertie des longues colonnes de sang contenues
dans les arteres empéche le brusque passage du sang de l'aorte aux arteres périphé-
riques. La pression augmente, accélérant le déplacement du sang et provoque la défor-
mation de la paroi viscoélastique de ’aorte. De proche en proche, ce méme mécanisme
se reproduit le long de I'arbre artériel. Ainsi, se propage une onde de pression qui peut

étre percue par palpation de l'artére : c’est le pouls.

Le débit sanguin augmente trés rapidement aprés ouverture de la valve aortique. Il
atteint son maximum & la fin du premier tiers de la période d’éjection, puis diminue et
devient nul pendant la phase diastolique (juste aprés la fermeture de la valve aortique,
le sens de 'écoulement du sang s’inverse (reflux)). La figure 5.4 représente les courbes
du débit et du volume ventriculaires ainsi que les courbes des pressions ventriculaire,
aortique et auriculaire. Au niveau de la pression aortique, le pic systolique est suivi
d’une incisure qui se produit suite a la fermeture de la valve aortique. Celle-ci entraine
une remontée de pression appelée onde dicrote. En plus de la bosse systolique et de
I'onde dicrote, certains signaux présentent une troisiéme bosse comme l’illustre par
exemple la figure 7.2. Cette bosse a été expliquée par certains par l'existence d’ondes

réfléchies |77]. Elle permet de définir I'index d’augmentation aortique qui est, en se

P
référant a la figure 7.2, donné par le rapport 5P Celui-ci a été utilisé pour classifier

les signaux de pression [77].
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La figure 5.5 illustre I’évolution de la pression artérielle tout au long de sa pro-
pagation. Celle-ci subit des changements en forme et en amplitude. L’amplitude du
pic systolique augmente avec ’éloignement du cocur. Ce phénomeéne a été expliqué
par 'existence d’une onde réfléchie suite aux nombreux obstacles que I'onde rencontre
lors de sa propagation (par exemple des embranchements, des changements de calibre
des arteéres ou des propriétés élastiques des parois) [22]. Néanmoins, la réflexion -bien
qu’avérée- ne peut expliquer complétement les phénomeénes observés [127]. De méme
la vitesse de 'onde de pression, qui est nettement plus élevée que la vitesse du flux
sanguin, augmente tout au long de la propagation. Ceci est di a la diminution du

diameétre des artéres et a 'augmentation de leur rigidité.

5.4.2 Variabilité de la pression artérielle

La pression artérielle varie continuellement en fonction de divers facteurs physio-
logiques, physiopathologiques et environnementaux [42], parmi lesquels 1'age, 'acti-
vité physique, les émotions, les éventuelles pathologies, I'heure de la journée et bien
d’autres. Son maintien & une valeur physiologique efficace s’effectue grace a l'interac-
tion complexe entre plusieurs mécanismes, comprenant les effets cardiaques et vascu-
laires induits par le systéme nerveux autonome via les récepteurs cardio-pulmonaires
et les récepteurs artériels (baroréflexe). On distingue deux types de variabilité de la

pression artérielle, a savoir :

1. La variabilité a long terme qui décrit les variations sur 24 heures et plus (varia-

tions saisonniéres).

2. La variabilité a court terme qui englobe les fluctuations a périodicité breve allant

de quelques secondes a quelques minutes.

5.5 Reégulation du systéme cardio-vasculaire par le

systéme nerveux autonome : baroréflexe

Afin de fournir & chaque organe une quantité de sang suffisante pour couvrir ses
besoins métaboliques, le maintien de la pression artérielle & une valeur efficace est
fondamental. Or celle-ci est soumise a divers facteurs la faisant varier contintiment. Le
controle de la pression artérielle fait intervenir des régulations concertées et multiples

ayant toutes des cinétiques d’activation spécifique permettant un controéle optimal du
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niveau tensionnel. Trois types de mécanismes sont distingués [22] :

— Régulation a court terme : met en jeu des capteurs sensibles & la pression, ap-
pelés baro-récepteurs et des capteurs sensibles aux variations de substances chi-
miques (PO,, PCOy et PH), appelés chémorécepteurs. Ces capteurs agissent
en quelques secondes ou parfois quelques heures. Cette régulation est mise en

évidence par exemple lors du passage de la position couchée a la position debout.

— Régulation a moyen terme : mise en jeu lors de variations de la pression artérielle
qui durent quelques minutes ou quelques heures. Elle fait intervenir surtout des

régulations hormonales par leur effet vasomoteur systémique.

— Régulation & long terme : s’exerce essentiellement sur la volémie. Elle fait in-
tervenir un organe essentiel, le rein, et un systéme majeur, le systéme rénine-

angiotensine. Son efficacité maximale n’est atteinte qu’au bout de quelques heures.

Dans la régulation a court terme de la pression artérielle, le principal acteur est le
systéme nerveux autonome. Ce dernier appelé aussi systéme nerveux végétatif a pour
role de réguler les fonctions organiques internes, les adapter aux besoins du moment
et controler les fonctions dites végétatives de l'organisme qui correspondent & 1l’en-
semble des fonctions de nutrition et de maintien de I’homéostasie . L’arc réflexe qui
symbolise la base fonctionnelle du systéme nerveux autonome, est composé de voies
afférentes (vers le systéme nerveux central) et efférentes (vers la périphérie). Les fibres
afférentes véhiculent les informations relatives & la douleur et celles qui émanent des
mécano et chémorécepteurs des poumons, du tube digestif et du systéme vasculaire.
Les fibres efférentes commandent les réponses réflexes des muscles lisses des différents
organes et le fonctionnement du coeur et des glandes. Le systéme nerveux autonome
se compose de deux parties distinctes tant du point de vue anatomique que du point

de vue fonctionnel :

— Systéme parasympathique : c’est I’élément dominant de la régulation de la fré-

quence cardiaque chez 'homme. Il permet le ralentissement de la fréquence car-

'’homéostasie est la capacité & conserver 1’équilibre de fonctionnement en dépit des contraintes
extérieures
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diaque.

— Systéme sympathique : il est surtout relié aux processus qui impliquent une dé-
pense d’énergie. Lorsque I'organisme est en homéostasie, la fonction principale du
systéme sympathique est de combattre les effets du systéme parasympathique.
A Tinverse de la situation au repos, lors d’une tension extréme par exemple,
le systéme sympathique domine le systéme parasympathique, surtout dans des

situations de stress.

L’action du systéme nerveux autonome s’exerce préférentiellement par le biais du
baroréflexe, défini par un rétro-controle ayant pour objectif de réguler de fagon rapide
I’état tensionnel du systéme circulatoire. Le controleur de la boucle de régulation est
donc le systéme nerveux autonome, I’actionneur principal est le coeur, les capteurs qui
mesurent les variations de la pression artérielle sont les baro-récepteurs situés principa-
lement sur l'aorte prés du cceur et sur le sinus carotidien dans le cou (figure 5.6). Quand
un changement de pression se manifeste, les baro-récepteurs envoient I'information vers
le systéme nerveux autonome qui aussitot renvoie une réponse aux composants par ses
deux branches : la parasympathique cardiomodératrice, a destination du pacemaker
naturel du nceud sinoatrial, et le sympathique cardioaccélératrice, a destination du
neeud sinoatrial, du ventricule, et des résistances vasculaires systémiques. Leur effet a
court terme est une variation de la pression artérielle, par modification de I'un de ses

trois déterminants essentiels qui sont :

— La fréquence cardiaque : toute variation de la pression artérielle entraine une
variation opposée de la fréquence cardiaque (augmentation de la fréquence en
cas de baisse de la pression artérielle et ralentissement de la fréquence en cas
d’augmentation de la pression artérielle).

La contractilité.

— Les résistances périphériques : vasodilatation (diminution de la résistance) en

cas de diminution de la pression artérielle et une vasoconstriction (augmentation

de la résistance) en cas d’augmentation de la pression artérielle.

Dans les deux premiers cas, on parle de baroréflexe cardiaque et dans le dernier

cas de baroréflexe vasomoteur.
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F1G. 5.6 — Boucle de régulation a court terme

L’approche la plus répandue pour mesurer la sensibilité du baroréflexe consiste a
étudier la corrélation entre la fréquence cardiaque et des valeurs particuliéres de la
pression artérielle, trés souvent la pression systolique (SBP) mais aussi la pression
moyenne (MBP) et la pression pulsée (PP). Diverses méthodes temporelles [67], [75],
[89] et spectrales [11], [68], [75], [67] ont été proposées pour I'étude de la sensibilité du

baroréflexe.

5.6 Volume d’éjection systolique

Le volume d’éjection systolique est une variable physiologique importante continii-
ment régulée par le systéme nerveux autonome. Il représente le volume de sang que
le coeur éjecte a chaque contraction. Il dépend d’une multitude de facteurs, notam-
ment de la force et de la durée de contraction et de la résistance a 1’éjection du sang
dans la circulation systémique. C’est un indice cardio-vasculaire utilisé pour la prise de
décision en clinique. C’est pour cette raison que différentes méthodes ont été dévelop-
pées pour la mesure du volume d’éjection systolique, par exemple la ventriculographie
nucléaire invasive [124], 'echocardiographie 2D [52], la surveillance radionuclide [110]

ete...
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5.7 Mesure de la pression artérielle

Ce n’est qu’en 1730 que la pression sanguine fut mesurée pour la premiére fois par
S. Hales avec un manometre relié par une canule a I'artére crurale d’un cheval. Cent
ans plus tard, en 1828, J.L.M. Poiseuille fit les mémes mesures avec un manométre a

mercure dont les unités sont encore utilisées en pratique médicale.

En clinique, la mesure de la pression artérielle s’effectue, le plus souvent, en utili-
sant des techniques non invasives, auscultatoires et oscillatoires [22]. Cependant, ces
deux méthodes fournissent seulement une valeur momentanée et ne peuvent étre d’une
grande utilité lorsque la pression artérielle subit des variations instantanées rapides et
importantes. La mesure directe par voie sanglante s’impose. Celle-ci fournit des me-
sures plus précises et permet ’enregistrement de la pression instantanée mais elle ne
peut étre utilisée en routine. Toutefois, il existe un type d’appareillage permettant la
mesure non invasive de la pression artérielle continue, au niveau du doigt : FINAPRES,
PORTAPRES, FINOMETER [83], [120].

5.7.1 Les mesures non invasives

Dans ce qui suit, nous présenterons briévement les techniques auscultatoires et os-

cillatoires et nous détaillerons le fonctionnement du FINAPRES.

1. Technique auscultatoire : 'auscultation des bruits artériels a été décrite en
1905 par Korotkoff. L’apparition du premier son marque la pression systolique et sa
disparition marque la pression diastolique. La mesure s’effectue avec un sphygmoma-
nométre (sphygmos : pouls; manomeétre : mesure de pression) et un stéthoscope. Le
sphygmomanométre est constitué d’'un brassard gonflable relié & une poire et & un
manometre gradué en millimétre de mercure qui mesure la pression dans le brassard.
La poire de gonflage est munie d’une valve permettant a ’air du brassard de s’évacuer.

Le stéthoscope sert a détecter le pouls artériel.

Le principe de mesure consiste d’abord a ramener la pression du brassard a une
valeur supérieure a la pression systolique pour bloquer la circulation artérielle dans le
bras. Aucun bruit n’est alors entendu. On laisse ensuite la pression du brassard dimi-

nuer progressivement jusqu’a la valeur limite a partir de laquelle la pression artérielle
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est suffisante pour laisser de nouveau le sang passer dans l'artére. Le pouls est alors
percu. C’est la pression systolique. En poursuivant le dégonflage, le sang continue a
circuler et se fait entendre. Dés que la pression du brassard devient inférieure a la
pression diastolique, il n’y a plus d’obstacle au flux artériel et on n’entend plus le
pouls [22], [102].

2. Technique oscillatoire : la technique oscillométrique a été mise au point par
Marey en 1876. Elle a été appliquée dans I'appareil manuel de Pachon [22|. Elle est
basée sur le fait que des oscillations sont enregistrées dans la poche gonflable du sphyg-
momanomeétre lors de son dégonflage. Les oscillations débutent avant la réelle valeur
de SBP et se poursuivent au dela de la réelle valeur de DBP. Le maximum d’amplitude
des variations de pression correspond & la pression moyenne qui peut ainsi étre directe-
ment mesurée par cette méthode. SBP et DBP sont estimées en utilisant des méthodes
de calcul automatisées a partir de la valeur de cette pression moyenne. Des appareils
automatiques ont été mis au point pour réaliser ces mesures. Leur fiabilité dépend de

I’algorithme employé pour ’estimation des pressions systolique et diastolique.

3. Le FINAPRES : FINAPRES est 'acronyme de FINger Arterial PRESure
(pression artérielle au doigt). C’est un appareil qui permet la mesure non invasive de
la pression artérielle continue, battement par battement, au niveau du doigt. La tech-
nique mise en ceuvre dans cet appareil a été développée par le physiologiste tchéque Jan
Penéz et utilise les critéres physiologiques de Karel Wesseling [120]. Diverses études ont
prouvé la fiabilité du FINAPRES dans des conditions standards. La méthode de Penaz
consiste & maintenir les artéres du doigt & un diamétre fixe malgré les changements
intra-artériels de pression, et cela en appliquant une pression externe par l'intermé-
diaire d’un mini-brassard gonflable placé autour du doigt. Le diamétre auquel les ar-
téres du doigt sont maintenues est déterminé a partir d’un pléthysmographe infrarouge,
situé au niveau du mini-brassard gonflable et doté d’un émetteur-récepteur optique,
telle que la pression transmurale soit nulle et la pression intra-artérielle soit identique a
celle du mini-brassard, en forme, en amplitude et a tout instant. Le principe de mesure
par pléthysmographie repose sur les propriétés d’absorption et de diffusion de la lu-
miére par le sang. Le dispositif comprend également une valve électrique, un circuit de
controle électronique ainsi qu’'un amplificateur différentiel dont les entrées sont le signal

issu du pléthysmographe et une valeur de référence appelée servo-référence. L’ajuste-
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ment de cette derniére s’effectue en boucle ouverte (manuellement) ou en boucle fermée
(automatiquement). Dans ce dernier cas, il existe plusieurs approches mais le principe
de base demeure le méme [120]. Le signal issu de 'amplificateur constitue une entrée
pour un régulateur PID qui a pour réle de commander la valve électrique permettant
ainsi d’ajuster la pression fournie au mini-brassard gonflable. Enfin, un transducteur
de pression connecté a la sortie de la valve électrique permet de visualiser la courbe

de pression.

5.7.2 Les mesures invasives

La mesure invasive est nécessaire lorsque la pression varie rapidement et qu’il faut
obtenir des prélevements artériels fréquents ou lorsque la mesure non invasive est diffi-
cile ou impossible. Elle permet d’analyser 1’aspect de la courbe de la pression artérielle
et donne des mesures plus précises que les méthodes indirectes. Cependant, son ca-
ractére invasif ne permet pas de l'utiliser en routine et restreint son utilisation a des
circonstances particuliéres. L’enregistrement graphique direct de la pression artérielle
par cette méthode s’effectue a I’aide d’un manomeétre relié par un cathéter a une arteére.
L’usage du cathétérisme artériel pour la mesure de la pression artérielle peut engen-
drer des complications dont certaines, comme 'ischémie ou ’hémorragie peuvent étre

graves bien qu’exceptionnelles.

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de physiologie cardio-vasculaire.
Nous avons présenté briévement ’anatomie de la pompe cardiaque ainsi que le fonc-
tionnement de ’appareil circulatoire. Notre intérét a porté sur la notion de pression
artérielle qui joue un role fondamental dans la circulation sanguine. Nous avons parlé
de 'onde de pression artérielle, des changements qu’elle subit lors de sa propagation le
long de I'arbre artériel et de sa variabilité & court terme et a long terme. Nous avons
également introduit la notion de baroréflexe et de volume d’éjection systolique. Nous
avons terminé le chapitre par une bréve description des techniques de mesure de la

pression artérielle.
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Chapitre 6

Reconstruction des signaux de

pression artérielle par la SCSA

6.1 Introduction

L’importance de la pression artérielle dans le systéme cardio-vasculaire a depuis
longtemps suscité 'intérét de la communauté scientifique qui tente d’élaborer des mo-
déles mathématiques afin de mieux comprendre le fonctionnement du systéme cardio-
vasculaire aussi bien dans le cas sain que pathologique. Bien que la littérature abonde
de travaux sur la modélisation de la circulation sanguine, l'interprétation de la pres-
sion artérielle en clinique de routine se restreint souvent & l'interprétation des valeurs
maximale et minimale appelées respectivement pressions systolique et diastolique. Au-
cune information sur la variabilité instantanée de la pression n’est fournie dans ce cas,
pourtant des informations pertinentes pourraient étre extraites de la forme du signal
de pression artérielle. L’objet de ce chapitre et du suivant consiste a exploiter la SCSA

pour analyser la forme des signaux de pression artérielle.

Nous entamerons ce chapitre par un état de ’art sur la modélisation de I’écoulement
sanguin. Nous nous intéresserons ensuite & un modéle réduit de la pression artérielle qui
consiste en la somme d'un N-soliton, solution de I’équation de KdV, et d’'un modéle
windkessel a deux éléments. Nous exploiterons ce modéle pour proposer, en fin de
chapitre, une technique qui permet de séparer les pressions systolique et diastolique a
laide de la SCSA, qui joue ainsi le role d'un filtre. Mais auparavant, nous illustrerons

la reconstruction des signaux de pression artérielle par la SCSA. Nous verrons que 5
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a 10 composantes spectrales sont suffisantes pour une reconstruction satisfaisante de

ces signaux.

6.2 Modéles d’écoulements

6.2.1 Etat de lart

Concernant la modélisation de la pression artérielle, deux approches peuvent étre

distinguées :
1. les modeéles 0D,

2. les modéles a paramétres distribués.

Les modéles 0D incluent le céléebre modéle windkessel introduit par Otto Frank en
1899. Ce dernier compara le coeur et le systéme artériel & un circuit hydraulique fermé
composé d’'une pompe connectée & une chambre d’air. Le mot windkessel, d’origine
germanique, signifie littéralement "chambre d’air". Ce circuit est rempli d’eau sauf
dans les poches d’air. Lorsque 'eau est pompée dans la chambre, elle compresse 1’air
et elle est éjectée vers 'extérieur de la chambre puis revient de nouveau a la pompe.
Ainsi, la compressibilité de ’air dans les poches simule ’élasticité des grosses artéres
lorsque le sang est propulsé du ventricule gauche. Cet effet est connu sous le nom
de compliance artérielle qui est donnée par la relation : = %:Z, ol Vi et Py
représentent respectivement le volume artériel et la pression artérielle. La résistance a
I’écoulement de 'eau, en quittant la chambre d’air, simule la résistance périphérique

totale notée R. Elle est donnée par la loi de Hagen-Poiseuille [22], [122].

Ce modeéle est analogue a un circuit électrique RLC ot le courant et la tension sont
respectivement représentés par le débit et la pression [30]. Différents circuits ont été
proposés a commencer par le simple windkessel & deux éléments (figure 6.1.a), com-
posé d’une résistance et d’une capacité placées en paralléle. La résistance et la capacité
simulent respectivement la résistance périphérique totale et la compliance artérielle.
Bien que le windkessel a deux éléments soit simple et décrit efficacement les caracté-
ristiques globales d'un compartiment vasculaire avec un nombre réduit de paramétres
ayant un sens physiologique, il ne prend pas en compte les phénomeénes de propagation

(ne dépend que de la variable temporelle) et ne représente pas de maniére satisfaisante
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I'impédance d’entrée du systéme. En effet, lorsque le flux aortique est utilisé comme
entrée, la pression aortique estimée par ces modéles présente des différences remar-

quables par rapport aux mesures en haute fréquence.

Afin d’améliorer le comportement en haute fréquence, Bromser, physiologiste suisse
et Frank ont proposé, en 1930, d’ajouter une résistance au circuit précédent. Placée
entre la pompe et la chambre d’air, celle-ci caractérise la résistance a 1’écoulement
due a la valve [107]. Ce modéle est connu sous le nom du modéle windkessel a trois
éléments. Le schéma électrique analogue est illustré sur la figure 6.1.b ot R, représente
I'impédance caractéristique, placée en série avec la cellule RC'. Le modéle windkessel
a trois éléments est couramment utilisé car l'introduction de R. permet d’améliorer
considérablement le comportement du modéle en moyenne et haute fréquences. Néan-

moins, en basse fréquence, I'impédance d’entrée du systéme est surestimée.

Ainsi, différentes modifications des schémas précédents ont été proposées. Une des
corrections retenue consiste a placer en paralléle a la résistance caractéristique une
inductance L qui prend en compte l'inertie totale du systéme (figure 6.1.c) [109].
Ce modele fournit une bonne représentation du systéme dans toutes les gammes de

fréquences :

— Dans les trés basses fréquences, 'impédance d’entrée est donnée par la résistance

R.

— Pour les basses fréquences, I'impédance d’entrée décroit en raison de la présence

de la capacité et de I'inductance.

— Pour les fréquences moyennes et les hautes fréquences (environ deux a quatre
fois le rythme cardiaque), 'impédance d’entrée est donnée par la résistance ca-

ractéristique, qui est une résistance constante en haute fréquence.

Les modeéles a paramétres distribués quant a eux, font appel aux principes de
I’écoulement des fluides. Ils considérent le sang comme étant un fluide incompressible
qui s’écoule dans des vaisseaux élastiques. Ces modéles découlent des équations de
Navier-Stokes, a savoir les équations de quantité de mouvement et de continuité, com-

plétées par des équations qui décrivent le mouvement de la paroi du vaisseau. Diverses
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(¢) Windkessel a 4-éléments

Fia. 6.1 — Modéles windkessel

études ont été consacrées a I’élaboration de tels modeles [15], [28], [80], [72], [82], [87],
[127]. Celles-ci difféerent en fonction des hypothéses effectuées sur le sang et les vais-
seaux ainsi que de la maniére d’analyser et de traiter les équations qui en découlent.
A Topposé des modéles windkessel, les modéles a paramétres distribués renseignent
sur la propagation des ondes ainsi que sur certaines dynamiques non linéaires. Il est
cependant difficile, voire impossible, d’établir des expressions explicites des ondes de
pression et de débit artériels dans ce cas. Toutefois, le développement des calculateurs

numériques a fortement contribué a la résolution numérique de ces problémes.

Ainsi, en dépit du fait que les modéles 3D soient particuliérement précis, ils ne
peuvent modéliser que de petits compartiments en raison de leur complexité. Les mo-
deéles 3D sont souvent simplifiés en des modéles 2D et 1D [14] sous différentes hypo-
théses. Aussi, les modéles 0D peuvent étre déduits a partir des modéles 1D [76], [73]
pour étre utilisés comme conditions aux limites pour des modéles 1D [82], [27] ou pour

I’analyse des signaux.
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Lors de sa propagation le long de ’arbre artériel, I’onde de pression artérielle subit
des changements de forme caractérisés par une augmentation de I’amplitude, accompa-
gnée de fronts raides. Ces deux phénomeénes, appelés Peaking et Steepening respective-
ment ont été expliqués par 'existence d’ondes réfléchies qui se superposent aux ondes
incidentes. Ces réflexions naissent par exemple au niveau des bifurcations. Cette dé-
composition de la pression artérielle en ondes incidentes et réfléchies est trés répandue
[121], [65], [88], [6], [108], [92], [91], [93], mais ne constitue pas l'unique maniére d’in-
terpréter les phénomeénes observés. En effet, une décomposition de 'onde de pression
artérielle en la somme d’ondes progressives et d’'un modéle windkessel & deux éléments
telle que proposée dans [20], [56] permet d’expliquer le Peaking et le Steepening comme

nous allons le voir dans le paragraphe qui suit.

6.2.2 Un modéle réduit de pression artérielle

Nous nous intéressons dans ce paragraphe & un modéle réduit de pression artérielle
proposé dans [19], [20], [54], [55], [56]. L’idée principale de cette approche, comme
illustré sur la figure 6.2, consiste & décomposer la pression artérielle en une somme
de deux termes : un N-soliton, solution d’une équation de KdV, qui décrit les phéno-
meénes rapides prédominant durant la phase systolique et un modéle windkessel a deux

éléments décrivant les phénomeénes lents qui prédominent durant la phase diastolique.

L’utilisation des solitons pour décrire les ondes de pression artérielle a déja été
introduite dans [127] et [87] ot une équation de KdV et une équation de Boussinesq
ont été respectivement proposées comme modeéles d’écoulements sanguins. Par ailleurs,
dans [20], partant d’une équation de Navier-Stokes en prenant en compte l'accéléra-
tion radiale et en appliquant une méthode de perturbation singuliére, une équation de
KdV a été proposée pour modéliser uniquement les phénomeénes rapides et qui admet
comme solution particuliére un N-soliton. Il a été alors remarqué que 2 ou 3 solitons
en interaction sont en général suffisants pour une description satisfaisante de la phase
systolique, chaque soliton représentant une bosse dans le signal de pression. En outre,
en ajoutant un simple modéle windkessel & deux éléments, la phase diastolique est bien

représentée [56].

Rappelons briévement cette décomposition de la pression artérielle notée P. Celle-ci
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Equations d’écoulements d’un fluide incompressible dans
un tuyau élastique, a parois minces:
Navier-Stokes 2D

Temps
rapide

Equation de
Korteweg-de Vries (KdV)

l

Temps
lent

Modeéle windkessel
a deux éléments

Solitons (Ondes solitaires)
2 ou 3 solitons semblent suffire pour
représenter 'onde de PA

Un
soliton

!

Circuits RC en
paralléle

1

F1G. 6.2 — Modéle réduit de pression artérielle : N-soliton + windkessel

s’écrit sous la forme suivante :

P(z,t) = Ps(x,t) + Pur(t),

(6.1)

ot z est la position sur l'arbre artériel et ¢ le temps. Ps(z,t) = @jvzl Pyj(x,t) re-

présente une superposition non-linéaire de N solitons Py;(z,t), avec N = 2 ou 3, en

général. P, est la pression obtenue par un modeéle windkessel a deux éléments.

Nous rappelons que Py est solution d’une équation de KdV donnée par :

aPS 8Ps a3PS
do+ dy P) 2 4 d ~0,
8x+(0+1)3t+28t3
on 1 3 1 hoR,
PuwlloLrp
do — — d—_2_ 1 _
T ! 2 Agct’ ? 2pcd

(6.2)

(6.3)

avec p et p, les densités du sang et de la paroi respectivement. cy est la vitesse de

Moens-Korteweg [20]. E représente le coefficient d’élasticité de la paroi. Ry, Ag et hg
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sont respectivement le rayon, la section et I’épaisseur du vaisseau a 1’équilibre.

Par le changement de variable suivant :

d
E=t—dyx, T=dox et y=-——P,, (6.4)
6ds

I'équation (6.2) se raméne a une équation de KdV standard :

oy oy Py

5‘1‘698—54‘8—53 =0, y(§,0) = yo(§). (6.5)

L’expression d’un N-soliton, solution de I’équation (6.5) est donnée par (4.25)-(4.26).

D’autre part, P, (t) est régi par I'équation différentielle suivante [109], [118] :

¢ = 6.6
i V" Re “mRet o (6.6)
N 4 L . L, L. dek: . ,
ou R représente la résistance périphérique totale et C' = 7P la compliance arté-

wk
rielle. Q(t) est le débit d’entrée qui est proportionnel a P; comme suggéré dans [118] :
Py
Q= R

L’identifiabilité des paramétres du 2-soliton, du 3-soliton et du modéle windkessel
a deux éléments a été étudiée dans [20], [56]. Les parameétres du modeéle réduit (2 ou 3
solitons + windkessel) ont été estimés & partir de mesures réelles de pression artérielle.

Les pressions réelles et estimées sont représentées sur les figures 6.3-6.5.

Comme nous 'avons dit précédemment, le modéle & base de solitons " N-soliton +
windkessel" permet d’expliquer certains phénoménes observés lors de la propagation
de l'onde de pression artérielle. Le Peaking par exemple résulterait d'une augmenta-
tion de la vitesse de 'onde tout au long de I'arbre artériel due aux changements des
caractéristiques des vaisseaux (augmentation de la rigidité et diminution de la section).
L’augmentation de la vitesse des solitons engendre 'augmentation de leur amplitude
d’ou le Peaking. D’autre part, ce modéle dépend d’un nombre réduit de parameétres
et prend en compte les phénoménes de propagation, ce qui peut étre utile pour faire

du transfert distal-proximal, & savoir reconstruire la pression proximale (au niveau du
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F1G. 6.3 — Pressions estimée et mesurée au niveau du doigt : 2-soliton + winkessel a
deux éléments
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F1G. 6.4 — Pressions estimée et mesurée au niveau de 'aorte : 3-soliton + winkessel &
deux éléments
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= = = 3-soliton + windkessel
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F1G. 6.5 — Pressions estimée et mesurée au niveau du doigt : 3-soliton + winkessel a
deux éléments

coeur) & partir de la pression distale (au niveau du doigt par exemple), cette derniére

étant mesurée par des méthodes non-invasives.

Bien que le modeéle "N-soliton + windkessel" marche bien comme lillustre les
figures précédentes, il présente un inconvénient majeur liée au fait que cette décompo-
sition ne soit que partiellement justifiée du point de vue physique et mathématique [20],
ce qui se paye en pratique par la nécessité d’ajuster a la main l'ordre N du soliton puis
d’identifier les paramétres de ce modéle "hybride". Nous avons pensé donc essayer de
représenter ’ensemble du signal, y compris sa fin exponentielle (phase télédiastolique
ou le modéle de windkessel excelle) par un N-soliton et donc appliquer la SBSA. Mais
comme nous ’avons dit dans la premiére partie de la thése, étant donné les difficultés
liées au calcul numérique des coefficients de normalisation, nous proposons d’utiliser
la SCSA au lieu de la SBSA. C’est 'objet du paragraphe suivant.
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6.3 SCSA et pression artérielle

6.3.1 Reconstruction de la pression artérielle par la SCSA

Nous proposons a présent d’exploiter la SCSA pour la reconstruction des signaux

de pression artérielle. Notons P le signal de pression artérielle et P son estimation par

la SCSA :

N.
. 4 <X

P(t) = =3ty (1) (6.7)
n=1

ou —K?LX, n=1,---, N, sont les N, valeurs propres négatives de I'opérateur de Schro-

dinger H(—xP) et 1,y les fonctions propres L?—normalisées associées (pour la procé-

dure de calcul de P(t) se référer au chapitre 4).

Le signal de pression est reconstruit pour plusieurs valeurs de x et donc de N,. Les
figures 6.6, 6.7, 6.8 et 6.9 illustrent les pressions mesurées et estimées sur un battement
ainsi que 'erreur d’estimation, au niveau de ’aorte et du doigt respectivement. Notons
que 5 4 9 composantes spectrales sont suffisantes pour une bonne reconstruction de
la pression. Les figures 6.10 et 6.11 montrent une bonne représentation de la pression
au niveau aortique et au niveau du doigt sur plusieurs battements avec 9 composantes
spectrales [53], [57].

6.3.2 Séparation des pressions systolique et diastolique

Inspirés du modele "N-solitons + windkessel" présenté dans le paragraphe 6.2.2,
nous proposons dans cette section une technique qui permet d’estimer les pressions
systolique et diastolique. Nous avons vu dans le chapitre 3 que dans le cas parti-
culier ot —yy est un N-soliton, la SCSA coincide avec la SBSA et s’interpréte par
une superposition de solitons. Chaque composante spectrale représente ainsi un 1-
soliton. Or d’aprés le modéle réduit de pression artérielle " N-solitons + windkessel",

la partie systolique est décrite par des solitons. Nous avons aussi vu que les solitons

2
nx’?

n = 1,---, N, de l'opérateur de Schrodinger. Les plus grandes valeurs des k,, ca-

sont caractérisés par leur vitesse déterminée par les valeurs propres négatives —x

ractérisent les composantes rapides et les plus petites valeurs des k,, caractérisent

les composantes lentes. Partons de ces remarques, nous proposons de prendre deux
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F1G. 6.6 — Reconstruction de la pression aortique par la SCSA. A gauche les pressions
mesurée et estimée, a droite, ’erreur relative.
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F1G. 6.7 — Reconstruction de la pression aortique par la SCSA. A gauche les pressions
mesurée et estimée, a droite, ’erreur relative.
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F1G. 6.8 — Reconstruction de la pression au doigt par la SCSA. A gauche les pressions
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sommes partielles de composantes spectrales : la premiére composée de Ny (égal a
1, 2 ou 3 en général) composantes associées aux ki, les plus grands et la deuxiéme
comprenant le reste des composantes. La premiére somme partielle, représentera les
phénomeénes rapides qui prédominent durant la phase systolique et la seconde somme
partielle, décrit les phénomeénes lents qui prédominent durant la phase diastolique.
Notons P et Py respectivement les pressions systolique et diastolique estimées par la

SCSA. Nous avons donc :

) 4 N . 4 Ny
Pi(t) = = kit (1), Pit)y=— Ym0l (D). (6.8)
X n=1 X n=Ngs+1

Les figures 6.12 et 6.13 représentent les pressions totales mesurées et les pressions
systolique et diastolique estimées. Nous remarquons que P, et P; sont respectivement

localisées durant la systole et la diastole. Ce qui valide notre décomposition.
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6.4 Conclusion

Aprés un rappel sur les modeéles d’écoulements sanguins, nous avons appliqué la
SCSA a la reconstruction des signaux de pression artérielle. Nous avons vu que 5 & 9
composantes spectrales sont suffisantes pour une bonne reconstruction de ces signaux.
Nous avons également vu qu’il est possible d’avoir des estimations des pressions sys-
tolique et diastolique en utilisant la SCSA qui joue ainsi le role d'un filtre. Cette
estimation des pressions systolique et diastolique doit étre néanmoins affinée afin de

déterminer le nombre de composantes rapides a considérer.
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Chapitre 7

De nouveaux indices pour 'analyse de
la forme des signaux de pression

artérielle

7.1 Introduction

L’analyse de la variabilité cardio-vasculaire permet d’évaluer I'influence du sys-
téme nerveux autonome sur le controle de I'activité cardiaque. Elle offre également la
possibilité de détecter et de prédire des anomalies cardiaques. Elle consiste d’abord a
extraire des séries temporelles ! de variables cardio-vasculaires a partir de mesures de
signaux de pression artérielle et d’électrocardiogramme (ECG). Ces deux signaux sont
les plus utilisés en clinique de routine en raison de la simplicité de leur mesure par

moyen non-invasif. Les séries extraites sont ensuite analysées par différentes techniques.

Le systéme cardio-vasculaire est un systéme dynamique ; la valeur prise par les va-
riables cardio-vasculaires changent constamment au cours du temps sous l'influence de
divers facteurs physiologiques, pathologiques, environnementaux etc... Les moyennes
des valeurs prises par ces parameétres peuvent varier d’une condition physiologique a
une autre, par exemple entre le repos et ’exercice. Cependant ces valeurs peuvent
varier également sous des conditions relativement stables, d’ol la nécessité de considé-

rer simultanément les moyennes et la variabilité globale, mesurée par ’écart type par

1Une série temporelle, appelée également série chronologique consiste en une série de valeurs prises
par une variable au cours du temps.
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exemple.

L’analyse de la variabilité se fait en général sur la fréquence cardiaque représentée
par RR (distance entre deux pics R successifs sur un signal ECG) ou PI (distance entre
deux maximums successifs de pression), et sur les variations de la pression artérielle
souvent représentée par SBP, DBP ou MBP qui renseignent sur 'activité mécanique
du coeur. Il existe différentes méthodes d’analyse des séries chronologiques cardiaques :
temporelles, fréquentielles, temps-fréquence. L’analyse temporelle étudie la variabilité
en moyenne et la variabilité globale exprimée en terme de déviation standard des séries
temporelles de ces paramétres. Dans I'analyse fréquentielle, deux types d’oscillations
sont distinguées : haute fréquence liée a la fréquence respiratoire, appelée également

arythmie sinusale respiratoire et basse fréquence qui caractérise les ondes Mayer.

Nous avons montré dans le chapitre précédent que la SCSA permet une reconstruc-
tion satisfaisante des signaux de pression artérielle et que 5 & 9 composantes spectrales
sont suffisantes. La SCSA permet également de faire un filtrage séparant les pressions
systolique et diastolique. Par ailleurs, la SCSA introduit de nouveaux paramétres qui
sont les valeurs propres et les invariants. Nous proposons donc, & partir de signaux de
pression artérielle, d’extraire les séries temporelles de ces nouveaux parameétres batte-
ment par battement afin de les analyser dans différentes situations pathologiques et
physiologiques. Aprés I'introduction des parameétres SCSA que nous proposons d’ana-
lyser, nous présenterons dans ce chapitre les résultats, enrichis de discussions, obtenus
dans trois situations physiologiques (tilt, handgrip, sportifs avant et aprés entraine-

ment) et une situation pathologique (insuffisance cardiaque).

Cette étude a été effectuée en collaboration avec Claire Médigue qui s’est chargée
d’extraire les séries temporelles des différents paramétres et d’effectuer les différents

tests statistiques.

7.2 Parameétres SCSA et pression artérielle

L’application de la SCSA a I'analyse d’un signal de pression artérielle permet de
calculer de nouveaux parameétres qui sont :

— les valeurs propres,
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— les invariants globaux,
— les invariants systoliques et diastoliques qui résultent de la séparation des phases

systolique et diastolique comme c’est présenté dans le chapitre 6.

Nous nous contentons dans cette étude d’analyser les modules des deux premiéres
valeurs propres negatives ‘H?X‘ = |\;|, 7 = 1,2 et des deux premiers invariants, globaux,
systoliques et diastoliques notés respectivement INV;, INV'S;, INV D;, j =1,2.

7.2.1 Les valeurs propres

Les valeurs propres calculées par la méthode SCSA dépendent fortement de la forme
de 'onde de pression. En effet, quand celle-ci change, les valeurs propres de H(—yP)
changent également. Ceci est illustré sur la figure 7.1 dans laquelle sont représentés un
signal de pression artérielle sur quelques battements et la série temporelle du module
de la premiére valeur propre extraite a partir de ce signal. Celle-ci refléte bien les
variations sur la forme du signal. Ainsi, nous pensons qu’il serait possible d’utiliser ces
valeurs propres, et en particulier la premiére valeur propre qui est la plus significative
(de plus grand module), pour mesurer la sensibilité du baroréflexe dans un certain sens.
Pour rappel, le baroréflexe exprime la variation de la fréquence cardiaque en réponse
aux variations de pression. Les mesures les plus fréquemment utilisées pour 1’étude de
la sensibilité du baroréflexe utilisent une ou deux valeurs de pression uniquement a
savoir le rapport RR sur SBP ou RR sur PP. Ainsi |\]|, qui refléte tout changement de
la forme du signal de pression artérielle, pourrait étre plus informative sur la relation

entre la période cardiaque et la pression artérielle.

7.2.2 Les invariants

En se référant a la proposition 3.3.3, nous définissons les deux premiers invariants

globaux par :

4 & 16 <
INVi == kn, INVa=-—=> K, (7.1)
X n=1 SX n=1

Les invariants systoliques et diastoliques se déduisent de la séparation des phases

systolique et diastolique et sont par conséquent donnés par des sommes partielles des
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pression artérielle.
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puissances des modules des valeurs propres négatives :

4 Qe 4 X
INVSy == "k, INVDi=— > k. (7.2)
X n=1 X n=Ng+1
N, N.
16 <= 16
INVS, = — 3 INVDy = — 3 7.3
2 3X2 ot "inxv 2 3X2 n:§+1 Knx ( )

Le premier invariant global INV; est, par définition, la valeur moyenne de la pres-
sion artérielle qui est une grandeur standard en clinique. Le deuxiéme invariant global
INV,, représente quand a lui 'intégrale du carré de la pression, qui n’est pas une gran-
deur connue en clinique mais calculable par des méthodes directes. Les deux premiers
invariants systoliques et diastoliques sont de nouveaux indices qu’il semble intéressant
d’exploiter. Par quelques considérations physiques, il serait possible d’associer INV S
au volume d’éjection systolique et INV.S, & la force de contraction du ventricule

gauche.

7.3 Analyse des paramétres SCSA dans différentes
situations physiologiques et pathologiques

Les paramétres SCSA ainsi que certains paramétres classiques qui sont PI, SBP
et DBP (figure 7.2) ont été analysés dans quatre situations physiologiques et patholo-

giques, d'un battement a un autre. La procédure suivie pour I'analyse est la suivante :

1. Extraire les séries temporelles des différents paramétres : classique et SCSA, a

partir de signaux brut de pression artérielle.

2. Analyser la variabilité des séries temporelles obtenues en moyenne et en terme
de variabilité globale par des tests statistiques tels que les tests de Wilcoxon et
Mann-Whitney [38].

Nous présentons dans ce qui suit les résultats obtenus dans les situations suivantes :
1. comparaison entre avant et aprés un test tilt,
2. comparaison entre avant et pendant un test handgrip,

3. discrimination entre des insuffisants cardiaques modérés et des sujets controles

[58]7

137



De nouveauz indices pour l’analyse de la forme des signauz de pression artérielle

100} Période systolique PI
Pression e oo _
systoliquegs | iAP 1
SBP -
9
Onde
o 5t dicrote
£
o 80f
2 PP
£ 750 :
©
c |
S :
2 70| .
[
& 1
65 :
Pression 4" | Ap Index _
diastolique_| : E da:.gmentat'on v
DBP s | : aortique Sl
1. 1 L Ly L L
56.5 157 575 58 58.5
€ % - 1G]
' Systole 1 Diastole f

Fi1G. 7.2 — Un signal de pression aortique

4. comparaison entre avant et aprés entrainement pour des sportifs [58].

7.3.1 Test tilt

Le test tilt ou test d’inclinaison est principalement utilisé pour ’étude du controle
a court terme du systéme cardio-vasculaire par le systéme nerveux autonome. Il est
utilisé dans le diagnostique des syncopes. Il consiste au passage passif de la position al-
longée a la position debout (figure 7.3). Ce qui engendre une redistribution du volume
sanguin veineux, de la région intra-thoracique vers les veines des membres inférieurs
provoquant une diminution du volume d’éjection systolique, une diminution de PI
(augmentation de la fréquence cardiaque), une diminution de la SBP et une augmen-
tation de la contractilité ventriculaire (figure 7.4) [21], [100], [101], [111].

A travers cet exemple, nous voulons étudier I'information apportée par les para-
meétres SCSA et comparer ces derniers aux parameétres classiques de la pression ar-
térielle. Nous avons opté pour un test tilt parce que c¢’est un test bien connu, ce qui
nous permet de vérifier certaines hypothéses sur les parameétres. Nous avons considéré
un groupe de 15 sujets en bonne santé, sous une fréquence de respiration de 0.25H z
[7]. La table a été inclinée de 60 degrés. La pression artérielle continue a été mesurée
au niveau du doigt a I'aide d’'un FINAPRES. Les séries temporelles des parameétres

classiques et des paramétres SCSA pour les deux positions, allongée et debout, ont été
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Fia. 7.3 — Test d’inclinaison ou tilt

extraites et comparées a 'aide du test statistique non paramétrique de Wilcoxon. Il
est & noter que la position debout fait référence a la position bien apres le tilt (loin de

la transition).

La figure 7.5 illustre les séries temporelles de PI, SBP, INV S} et [A\{| en position
allongée et debout. Les valeurs moyennes des paramétres de la pression artérielle sont
représentées sur le tableau 7.12. Nous remarquons des différences importantes entre les
deux positions sur les moyennes de PI, DBP, |A;|, |X2| et INV'S; alors que les autres
parameétres ne varient pas de maniére significative. Si I'on associait INV'.S; au volume
d’éjection systolique, comme suggéré dans le paragraphe 7.2.2; alors les résultats obte-
nus font état d’un volume d’éjection systolique diminué a distance du tilt. Ce résultat
s’avére réaliste puisque la diminution du volume d’éjection systolique s’explique par la

diminution du retour veineux.

L’analyse de la pression artérielle durant la transition de la position allongée a la
position debout a été possible dans le cas de 9 sujets uniquement. Pour ces derniers,
nous avons représenté PI du battement n + 1 en fonction de |A;| calculé pour le

battement n : la relation est linéaire. Nous remarquons a travers la figure 7.6 que

2SEM (Standard Error of the Mean) fait référence & I'erreur type de la moyenne.
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FiG. 7.4 — PI et SBP durant le protocole tilt

lorsque PI diminue, |\;| augmente et que la corrélation linéaire entre PI et |\;| est plus
importante autour de la transition qu’en position allongée. Le tableau 7.2 montre que le
coefficient de corrélation (R?) et la pente sont significativement plus importants autour
de la transition. Nous avons comparé cette pente et ce coefficient de corrélation a ceux
obtenus en utilisant des indices classiques de mesure de la sensibilité du baroréflexe,
qui sont SBP et PP. Le tableau 7.3 montre que |A;| a une corrélation plus importante

avec PI.

7.3.2 Exercice isometrique ou handgrip

L’exercice isometrique ou handgrip consiste en une contraction statique du muscle
sans mouvement visible des articulations [31]. C’est un exercice principalement utilisé
pour I'évaluation d’un comportement anormal du systéme nerveux autonome et per-
met de mimer des situations professionnelles qui peuvent engendrer des pathologies.
Cet exercice implique une réaction paradoxale : le controle fait comme s’il s’agissait
d’un exercice dynamique généralement caractérisé par une augmentation des besoins

en oxygéne du muscle, il autorise ainsi une augmentation de la fréquence cardiaque,
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F1G. 7.5 — Séries temporelles des parameétres de la pression artérielle dans le cas d'un
sujet sain sous une fréquence de respiration de 0.25H z, en position allongée et en
position debout aprés un test tilt de 60 degrés.
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TAB. 7.1 — Paramétres de la pression artérielle dans le cas d’un test tilt pour 15 sujets
en bonne santé

Parameétres position allongée position debout probabilité
Classiques
PI 918 £33 778 £21 ok
SBP 1214+4 127+ 3 NS
DBP 68 +4 80+3 ok
Valeurs propres
Premiére 1515 + 131 1965 + 137 ok
Seconde 1205 + 86 1612 £ 92 ok
Premiers invariants
Global T7T+6 71+4 NS
Systolique 2141 19+1 ok
Diastolique 56 +4 51+ 3 NS
Deuxiémes invariants
Global 7041 + 975 6833 + 711 NS
Systolique 2705 4+ 328 2566 + 247 NS
Diastolique 4336 + 648 4276 + 465 NS

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
¥ P <.01, FF* . P <.001, NS : non significatif

TAB. 7.2 — Sensibilité du baroréflexe battement & battement durant le protocole tilt

position allongée | pendant le tilt | position debout | probabilité
R? 335 +.102 611 +.074 421 +.079 ok
pente —.105£ .03 —.177£ .03 —.106 £ .015 ok

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
op <01, p <001

de SBP et de la contractilité (figure 7.7).

Comme dans le cas du test tilt, 'objectif de cette étude est d’analyser le comporte-
ment des paramétres SCSA et de les comparer aux parameétres classiques. Nous avons
considéré un groupe de 13 sujets en bonne santé. La pression artérielle a été mesurée
au niveau du doigt par FINAPRES. Les deux états : repos et pendant le handgrip ont

été comparés en utilisant le test statistique de Wilcoxon.

La figure 7.8 illustre les séries temporelles des paramétres PI, SBP, INV S, et |\|
au repos et pendant le handgrip. Dans le tableau 7.4 sont représentées les valeurs

moyennes des paramétres classiques et ceux calculés par la SCSA. Nous remarquons
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F1G. 7.6 — Sensibilité du baroréflexe battement & battement, représenté par la relation
entre |A1(n)| et PI(n + 1). La pente et la corrélation sont plus importantes durant le
tilt.

TAB. 7.3 — Trois indices pour I'étude de la sensibilité du baroréflexe battement a
battement durant le tilt

R? tilt

1] 611+ .074
SBP 351 +.091
PP 415+ .069

Données exprimées en terme de moyenne et SEM

qu’alors que les premiers invariants ne changent pas de maniére significative, les seconds
invariants augmentent sensiblement pendant le handgrip. La commande centrale vo-
lontaire, durant le handgrip, active le systéme moteur et le systéme cardio-vasculaire
engendrant d’abord une augmentation de la fréquence cardiaque, suivie d'une aug-
mentation de la pression artérielle. Ce mécanisme peut étre considéré comme étant
un mécanisme feed-forward, ouvrant la boucle de contrdle [45], [71]. Comme prévu,
PI diminue et SBP augmente. Par ailleurs, sous les hypothéses que INV Sy et INV'S,
soient associés respectivement a la variabilité du volume d’éjection systolique et de la
force de contraction ventriculaire, le volume d’éjection systolique ne change pas alors
que la force de contraction augmente. C’est comme si le coeur tentait d’éjecter la méme

quantité de sang durant une période plus courte. Ce qui semble donc ne pas contredire
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Fi1G. 7.7 — PI et SBP durant le protocole handgrip

la réalité physique.

Comme dans le cas du test tilt, nous étudions a présent la relation entre PI et
|A1]. Le figure 7.9 illustre la relation entre PI du battement n + 1 et |A\;| calculé
pour le battement n au repos et pendant le test handgrip. La corrélation est linéaire
entre PI et |A\;| dans les deux conditions : repos et durant le handgrip. Cependant, la
pente est fortement diminuée durant le handgrip (tableau 7.5), ceci pourrait refléter
la diminution de D'efficacité du baroréflexe, engendré par 'ouverture de la boucle de
controle. Par ailleurs, une comparaison entre les indices standards de mesure de la
sensibilité du baroréflexe, a savoir SBP et PP, montre que la corrélation avec PI est
plus forte pour |\;| (tableau 7.6). Ce résultat, ajouté au résultat obtenu dans le cas du
tilt nous permet de conclure que |A;| pourrait étre un indice prometteur pour 1'étude

de la relation entre la fréquence cardiaque et la forme du signal de pression artérielle.

7.3.3 Insuffisants cardiaques versus controdles

L’insuffisance cardiaque se définit par une réduction de la capacité de travail du
myocarde et touche essentiellement le ventricule gauche, au moins dans les premiers
stades. Les causes les plus fréquentes de cette insuffisance sont une maladie coronaire
et une hypertension. Cependant, presque toutes les autres maladies cardiaques ainsi

que certaines maladies extra-cardiaques peuvent conduire a une insuffisance cardiaque.
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F1G. 7.8 — Séries temporelles des parameétres de la pression artérielle pour un sujet en
bonne santé, sous une fréquence de respiration spontanée, au repos et pendant le test
handgrip.

L’objet de cette étude est de déterminer des indices qui permettent de discriminer
entre des sujets sains et des insuffisants cardiaques modérés. Nous avons considéré un
groupe de 9 insuffisants cardiaques modérés, NYHA 3 de classe II/III, et un groupe
de 9 sujets controles en bonne santé, agés entre 35 et 50 ans. Les enregistrements
de pression ont été effectués a l'aide d'un FINAPRES/FINOMETER, au repos, en
position allongée, sous une fréquence de respiration constante de 0.15Hz. Comme la
respiration a un effet sur la variabilité des paramétres cardio-vasculaires, ce protocole
présente 'avantage de limiter son influence sur une bande de fréquences réduite, ho-
mogene pour tous les sujets. Pour chaque sujet les valeurs moyennes et la variabilité

globale, estimée par I'écart type, ont été calculées sur une période d’une minute. Les

3(Classification New York Heart Association (NYHA)
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TAB. 7.4 — Paramétres de la pression artérielle pour le protocole handgrip pour 13
sujets en bonne santé

Parameétres repos handgrip probabilité
Classiques
PI 953 £ 59 748 £+ 42 ok
SBP 148 +5 183+5 orok
DBP 83+ 3 104 +4 otk
Valeurs propres
Premiére 1439 + 160 2325 + 249 **
Deuxiéme 1186 4125 1872 4180 otk
Premiers invariants
Global 96 + 6 95+ 6 NS
Systolique 26+ 1 26+ 1 NS
Diastolique 70+4 69 +4 NS
Deuxiémes invariants
Global 10239 + 866 12886 + 1192 ok
Systolique 3956 + 344 5013 + 470 ok
Diastolique 6283 + 526 7872 + 727 ok

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
¥ P <.01, ¥ . P <.001, NS : non significatif

TAB. 7.5 — Sensibilité du baroréflexe battement & battement durant le test handgrip

repos handgrip probabilité
R? .647 £+ .054 .609 £ .050 NS
pente | —.302+£.071 | —.132+.024 oK

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
** p < .01, NS : non significatif

deux groupes ont été comparés a l'aide du test statistique de Mann-Whitney non ap-
parié. La figure 7.10 illustre I'allure des signaux de pression pour un sujet controle et

un insuffisant cardiaque sur quelques battements.

Nous constatons, a travers les résultats représentés sur le tableau 7.7, que la variabi-
lité sur les valeurs moyennes des paramétres classiques et des paramétres SCSA entre
les deux groupes controles et insuffisants cardiaques n’est pas significative. D’autre
part, alors que la variabilité globale n’est pas significativement différente pour les pa-
rametres classiques, celle des paramétres SCSA est fortement diminuée dans le cas des
insuffisants cardiaques. Les séries temporelles de |\1|, INV'S; et INV D; sont repré-

sentées sur la figure 7.11.
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TAB. 7.6 — Trois indices pour I'étude de la sensibilité du baroréflexe battement &
battement dans le cas du test handgrip

R? repos handgrip

[A1] | .647 £ .054 .609 £ .050
SBP | .166 4 .055 .261 £ .060
PP | .3754.078 .284 + .060

Données exprimées en terme de moyenne et SEM

1500
o
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i
+
£
=
: vv v vvv }'vvv:‘
f AN
-4 ¢ Repos 'w
60@ ~ Handgrip
T T T T T T T T T
600 2400

Premiére valeur propre du battement n

F1G. 7.9 — Sensibilité du baroréflexe battement & battement, représenté par la relation
entre |Ay(n)| et PI(n 4 1). La pente est fortement diminuée pendant le handgrip

Cette base de données a déja fait objet d'une étude [68|. Les résultats obtenus
par la SCSA ne contredisent pas les résultats de I’étude antérieure. Cependant, dans
I’étude antérieure, la significativité basée sur la comparaison de 'amplitude fréquen-
tielle en haute fréquence, basse fréquence et du gain spectral, restait faible (de l'ordre
de p < 0.05) alors que la significativité basée sur la comparaison de la variabilité des

parameétres SCSA est d’emblée plus élevée (de 'ordre de p < 0.01).
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F1G. 7.11 — Séries temporelles des paramétres de la pression artérielle pour un sujet
controle et un insuffisant cardiaque
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TAB. 7.7 — Valeurs moyennes et variabilité globale des parameétres de la pression arté-
rielle pour 9 insuffisants cardiaques et 9 sujets controles

Valeurs moyenne Variabilité globale

Paramétres Controles  insuffisants cardiaques Controles insuffisants cardiaques
Classiques

PI 804 + 31 887 + 51 50.18 £9.244 25.00 £ 3.494

SBP 113.3+4.9 111.8£6.2 4.286 + 0.549 3.254 +0.301

DBP 65.6 £4.3 63.9+4.1 2.110 £ 0.422 1.348 £0.175
Valeurs propres

Premiére 1898 + 149 1683 £+ 265 256.4 + 44.30 140.2 4 16.91 **

Deuxiéme 1556 + 114 1343 £+ 227 214.0 £ 37.53 114.0 + 15.66 **
Premiers invariants

Global 65.5 £ 4.3 68.5+4.5 4.778 +0.649 2.492 +0.262 **

Systolique 17.7+ 1.1 18.7+1.3 1.447 £0.192 0.916 4 0.064 **

Diastolique 474 +3 479+3.3 3.424 +£0.47 1.940 + 0.203 **
Deuxiémes invariants

Global 5648 + 618 5670 + 648 534.9 + 95.7 283.7 4+ 30.08 **

Systolique 2196 + 229 2253 + 273 230.3 £41.26 136.7 +12.06 *

Diastolique 3255 + 324 3362 + 384 307.5 £ 56.59 175.0 £ 25.31 **

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
* 1 p <0.05 **:p<0.01

7.3.4 Sportifs avant et aprés entrainement

L’analyse de la variabilité cardio-vasculaire chez les sportifs pourrait offrir un moyen
efficace pour prédire les performances et optimiser I’entrainement. Ceci permettrait par
exemple a I'entraineur d’individualiser les programmes d’entrainement et de les affiner.
Il serait donc intéressant de disposer d’indices de forme physique capables de prédire

la performance et de déceler un état de fatigue ou un sur-entrainement |[5|, [115].

Notre objectif & travers cette étude est de voir si les paramétres SCSA permettent
d’extraire des informations sur I’état physiologique des sportifs. Nous avons considéré
8 athletes juniors, agés entre 15 et 19 ans, au repos. La pression artérielle a été me-
surée au niveau du doigt par le FINAPRES avant, et 5 mois aprés un entrainement
durant une compétition. Les sujets étaient en position allongée sous une fréquence de
respiration constante de 0.25H z lors de I'enregistrement. Pour chaque sujet, la valeur
moyenne et la variabilité globale des paramétres classiques et des paramétres SCSA ont
été calculées sur un enregistrement de deux minutes avant et aprés entrainement. Les
deux situations physiologiques ont été ensuite comparées a l'aide du test statistique de

Wilcoxon. La figure 7.12 illustre I’allure de la pression mesurée pour un sportif avant
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et aprés entrainement. Notons la différence significative de la forme du signal entre ces

deux situations.

Dans le tableau 7.8, sont représentées les valeurs moyennes des parameétres. Nous
ne remarquons aucune différence significative entre les deux situations. De méme la
différence sur la variabilité globale des parameétres n’est pas significative excepté pour
les premiers invariants normalisés, systolique et diastolique (normalisés par la variabi-

lité totale du premier invariant global).

Comme aucune différence significative entre les deux situations n’a été constatée
dans I’analyse des valeurs moyennes et de la variabilité globale des paramétres excepté
pour la variabilité globale des invariants normalisés, nous nous sommes intéressés a
I’analyse des composantes fréquentielles. En plus des deux bandes de fréquences clas-
siques (haute et basse fréquences), nous avons considéré une troisiéme bande de fré-
quence : trés haute fréquence qui consiste en une variabilité battement a battement.
Les amplitudes basse fréquence, haute fréquence et trés haute fréquence sont données

par :

— Basse fréquence : [0.03 — 0.15]H z.

— Haute fréquence : 0.25H z, centrée autour de la fréquence de respiration ([0.15 —
0.3]Hz).

— Tres haute fréquence : [0.3 — 0.6]Hz.

Seules les amplitudes trés haute fréquence ont exhibé une variabilité significative

dans le sens d’une diminution aprés l'entrainement (tableau 7.9 et figure 7.13).

Une analyse antérieure des composantes haute fréquence et basse fréquence de
I'intervalle RR effectuée sur la méme base de données que nous avons analysée, aussi
bien que les composantes haute fréquence, basse fréquence, trés haute fréquence de PI
et SBP n’ont montré aucune variabilité significative. La variabilité trés haute fréquence

des invariants s’avére donc intéressante.
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TAB. 7.8 — Valeurs moyennes et variabilité globale des parameétres de la pression arté-
rielle pour 8 athlétes juniors avant et aprés entrainement.

Valeurs moyennes

Variabilité globale

Paramétres avant apres avant apres
Classiques

PI 886 + 32 935 + 46 69.67 £ 8.466 65.04 £ 4.962

SBP 124.2 +10.2 121.3+5.3 5.460 £+ 0.756 7.074 £ 0.929

DBP 64.6 £5.9 51.2+ 3.8 3.385 +0.526 3.538 +£0.429
Valeurs propres

Premiére 1524 +97 1487 4+ 158 259.0 £ 20.40 246.3 + 28.99

Deuxiéme 9810 + 931 1161 £ 115 210.9 4+ 20.81 178.9 + 18.53
Premiers invariants

Global 91.0 £ 4.8 83.3+ 4.6 8.104 £+ 1.393 7.277 £ 0.654

Systolique 24.7+ 1.2 229+ 1.2 2.358 +0.340 2.160 £ 0.18

Diastolique 66.3 + 3.6 60.3 + 3.3 5.963 + 1.038 5.315 4+ 0.467
Deuxiémes invariants

Global 9810 £+ 931 7880 + 703 1083.0 4 249.0 912.0 4+ 94.85

Systolique 3777 + 303 3154 + 257 434.6 + 83.34 381.4 + 38.68

Diastolique 6032 + 637 4725 4+ 449 667.0 + 165.6 544.5 + 56.67
Premiers invariants normalisés

Systolique 0.272+£0.002 0.276 £0.001 8.80E + 04 +=841FE02 9.02F + 04 + 7.52E02 *

Diastolique 0.728 £0.002 0.724 £0.001 8.80E + 04 £841FE02 9.02E + 04 + 7.52E02 *
Deuxiémes invariants normalisés

Systolique 0.388 = 0.008 0.402 +0.005 9.51F + 04 +3.08£03  9.98F + 04 + 3.15F03

Diastolique 0.612 £0.008 0.598 +0.005 9.51F + 04+ 3.08£03  9.98F + 04 + 3.15F03

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
*:p <0.05

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques résultats obtenus sur 'analyse
des signaux de pression artérielle par la SCSA dans trois situations physiologiques
et une pathologique. Nous avons vu que les paramétres calculés a partir de la SCSA
permettent non seulement de discriminer différentes situations mais peuvent apporter
des informations physiologiques importantes. Nous avons notamment constaté que le
premier invariant systolique pourrait étre relié au volume d’éjection systolique, un
paramétre physiologique d’un grand intérét mais difficile & mesurer. Ainsi si cette
hypothése se vérifiait, la SCSA permettrait d’estimer la variabilité du volume d’éjection
systolique uniquement par des mesures non-invasives de la pression artérielle. Nous
avons aussi noté que la premiére valeur propre qui refléte toute variation de la pression

artérielle, pourrait étre un parameétre prometteur pour 1’étude de la sensibilité du
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TAB. 7.9 — Variabilité basse fréquence, haute fréquence et trés haute fréquence des

invariants de la pression artérielle, avant et aprés entrainement pour les 8 athlétes
Amplitude moyenne en avant entrainement

apres entrainement

Haute fréquence

Premier invariant systolique 2.132 +0.246 1.924 £0.2
Deuxiéme invariant systolique 383.2 +54.94 305.4 + 35.58
Premier invariant diastolique 5.202 £0.723 4.646 £ 0.441
Deuxiéme invariant diastolique 529.9 £ 96.08 395.5 £ 39.72
Basse fréquence
Premier invariant systolique 1.838 £ 0.32 1.699 + 0.192
Deuxiéme invariant systolique 324.6 +£61.01 317.9 + 38.93
Premier invariant diastolique 4.679 £ 0.843 4.111 +0.513
Deuxiéme invariant diastolique 502.0 £ 105.8 461.8 +59.07
Trés haute fréquence
Premier invariant systolique 1.018 + 0.048 0.814 4 0.052*
Deuxiéme invariant systolique 149.1 £11.54 105.2 £ 9.747*
Premier invariant diastolique 2.183 £0.234 1.555 + 0.109*
Deuxiéme invariant diastolique 166.7 £ 27.98 97.71 £ 9.367*

Données exprimées en terme de moyenne et SEM
*:p<0.05

baroréflexe.
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F1G. 7.13 — Premiers invariants de la pression artérielle (haut) et leur amplitude trés

haute fréquence (bas) pour un sujet avant et aprés entrainement. Lignes discontinues :
parameétres diastoliques, lignes continues : parameétres systoliques
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Conclusions et perspectives

La motivation initiale de cette thése était de développer une technique de trai-
tement des signaux de pression artérielle & base de solitons. Les difficultés que nous
avons rencontrées et qui étaient liées a I'identification et au calcul numérique des so-
litons, nous ont finalement guidés vers une nouvelle méthode, plus générale, d’analyse
de signaux basée sur une quantification semi-classique SCSA. Le principe de la SCSA
consiste a interpréter le signal comme un puits de potentiel auquel sont associés des
niveaux d’énergie propres qui sont autant de valeurs représentatives du signal : c’est

une approche qui semble nouvelle en traitement du signal.

Un cas particulier de la SCSA est I'approximation par solitons (ou par poten-
tiels sans réflexion) SBSA qui introduit une formule y; (formule (3.5)-(3.6)) simple et
entiérement déterminée par 2N, parameétres (Kny, Cimy), » = 1,---, N,. Cette repré-
sentation parcimonieuse peut étre plus avantageuse que la formule d’approximation
Yy (formule (3.3)) qui utilise les NNV, paramétres x,, et N, fonctions. Cependant, la
SBSA est difficile & mettre en ceuvre en pratique en raison de difficultés liées au calcul
numérique des coefficients ¢,,. La formule ¥, est quant a elle plus simple a calculer
numériquement et il faut remarquer que pour les applications considérées, ce sont les
valeurs représentatives du signal qui sont utilisées. C’est cette représentation que nous

avons utilisée dans la theése. Néanmoins elle ne représente pas un N,-soliton en général.

Nous avons, dans un premier temps, rappelé quelques définitions et propriétés re-
latives a la transformée scattering a la base de la SBSA. Puis nous avons défini la
SCSA et nous avons vu le cas particulier des potentiels sans réflexion pour lequel la
SBSA et la SCSA coincident. Bien que nous ayons constaté numériquement que plus la
constante de couplage y augmente meilleure est I’approximation, nous n’avons obtenu
que des résultats incomplets sur la convergence de y,.. Une approche locale de 'inverse
scattering a conduit & une autre formule d’approximation yf 9 qui utilise une variante

locale des k. Ici la convergence peut étre démontrée mais cette méthode est lourde
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a mettre en ceuvre numeériquement.

Nous nous sommes intéressés ensuite a ’analyse des signaux de pression artérielle
par la SCSA. Nous avons constaté qu’un nombre réduit de composantes spectrales est
suffisant pour la reconstruction d’un battement de pression. Nous avons vu également
que la SCSA permet de séparer les pressions systolique et diastolique et introduit de
nouveaux parameétres qui permettent d’analyser et d’interpréter le signal. Nous avons
notamment vu, a travers l’étude de ces paramétres dans quelques situations physio-
logiques et pathologiques, qu’ils permettent non seulement de discriminer différentes
situations mais peuvent également véhiculer des informations physiologiques impor-

tantes et que l'on peut extraire & partir de mesures non invasives de pression.

Tout aussi bien d’un point de vue théorique que pratique, il n’en demeure pas moins
qu’il reste beaucoup a faire. Aussi, comme perspectives, nous suggérons, tout d’abord
d’établir la convergence de y,. L’analyse semi-classique semble fournir des outils bien
adaptés a cette étude. Il faut quand méme remarquer que 'hypothése mono-puits doit
étre difficile & lever. Aussi, notre approche de quantification semi-classique fait na-

K
turellement apparaitre des valeurs particuliéres, les —= et des segments associés du

signal. L’interprétation de ces valeurs et de cette segmentation serait intéressante.

En raison des propriétés intéressantes de la SBSA et en particulier de sa représen-
tation parcimonieuse, nous proposons d’étudier les problémes numériques liés au calcul
des coefficients de normalisation ¢, afin de développer une méthode fiable pour les

calculer.

Il est aussi naturel d’envisager la comparaison de la SCSA a d’autres méthodes
de traitement du signal. Nous espérons aussi que cette méthode puisse étre appli-
quée a d’autres domaines et en particulier de la généraliser au traitement d’images
(quantification par des lignes de niveau associées au spectre discret de 'opérateur de
Schrédinger en 2D).

En outre, suite aux résultats prometteurs obtenus sur l'analyse des signaux de
pression artérielle par la SCSA, nous proposons de poursuivre cette étude afin de

comprendre le sens physiologique des paramétres introduits par cette méthode. C’est
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dans cette perspective que nous avons entamé 1’étude de la corrélation entre le volume
d’éjection systolique et le premier invariant systolique INV'S;. Suite aux difficultés
rencontrées pour avoir des mesures du volume d’éjection systolique, nous n’avons pas
pu finaliser I’étude dans le cadre de cette thése mais les premiers résultats obtenus

semblent aller dans le bon sens comme l'illustre la figure 7.14.

Débit PICCO en noir
471 INVS1/PI en rouge

N ]
/\Jl\"/ \/\/ n V‘\/ﬂ \X \W

nombre de mesures

/\//\f\\ /\«‘\

F1G. 7.14 - Figures illustrant la correlation entre le débit mesuré par PICCO et INV Sy

Enfin toujours comme application a l'analyse des signaux cardio-vasculaires, nous
proposons d’étendre la méthode & 'analyse de ’électrocardiogramme (ECG) qui me-
sure 'activité électrique du coeur. L’ECG est Mesuré par moyens non-invasifs et est
utilisé en clinique de routine pour le diagnostique des dysfonctionnements cardio-
vasculaires. La figure 7.15 illustre une estimation satisfaisante d’un signal ECG par la
SCSA. Nous avons constaté que 15 a 20 composantes spectrales sont suffisantes pour
une reconstruction satisfaisante d’une période. Il serait donc intéressant d’exploiter la
SCSA pour 'analyse des signaux ECG et de comprendre les informations véhiculées
par les parameétres SCSA. Une application envisageable serait alors la segmentation

du signal. Il est a noter également que I'approximation de 'ECG par SBSA pourrait
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F1G. 7.15 — Reconstruction d’un signal ECG par la SCSA

étre trés utile pour la compression des données.
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Annezes

A Opérateur de Schrodinger et données scattering

A.1 Cas point limite et cercle limite

La distinction entre les cas point limite et cercle limite a été introduite par Weyl.

Ce cercle fait référence a I'image de la droite réelle sous la transformation suivante [4] :

cya) — €2
£ M(E) = —— dy (A1)
ds=(z)’
sg(z) —E—

ol sz et cz sont solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre qui est

dans notre cas ’équation de Schrodinger donnée par :

— S V@Y =2, 0<z<z;<oo z€C\R (A-2)

77
sz et cz sont déterminées par les conditions initiales (2.5) et (2.6) pour o = 5 et

xo = 0 que nous rappelons :

dez ds=
5300 = ——2(0) =1, ¢5(0) = —=>(0) =0. (A.3)

Posons z = k?. Notons C(z, k) I'image de la droite réelle sous la transformation (A.1)
et D(z, k) le disque fermé, de frontiére C(z, k). La théorie de Weyl stipule que pour
0 <21 < x9, D(x2,k) C D(x1,k) [4]. Ainsi, quand x — zf, C(x, k) tend, soit vers un
point limite m(z), soit vers un cercle limite. Résumons a présent les définitions de ces

deux situations :

— Le cas cercle limite se définit par :

d2
Pour tout z € C, toute solution de ——¢ + Vip = 21p, x € [0,400) est dans

da?
L3([0, +00)).

— Le cas point limite se définit par :

d*

Pour tout z € C, il n’existe pas plus d’une solution de ) + Vi = 29,
x
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r € [0, +00) dans L?([0, +00)) et pour tout 2 € C\R, il existe une fonction unique
d? d
Y € L*(]0, +00) telle que —d—lf + Vi) = zp, x € [0,+00) et (0) = 1. d—w(O) est
x x

2

notée m(z). Cette propriété assure que I'opérateur o +V, x €]0,400) soit
T

auto-adjoint sans nécessité d’avoir des conditions aux limites & I'infini.

2
Dans le cas de la droite (_ﬁ + V, 2 € R), le cas point limite se définit par :
T

Pour tout z € C* (demi plan complexe supérieur), il existe des solutions uniques

2
Yi(z,x) de —% + Vb = 21 telles by € L*(0,+00) et _ € L*(—o00,0).

A.2 Existence et unicité des solutions de Jost [23], [51]

Définition A.1. On appelle équation intégrale de Schrodinger en £oo, [’équation in-

tégrale sutvante :

fk,z) = et +/z MV(m’)f(k,x’)dm’, Im(k) > 0,2 €R, (A.4)

+oo k
ou V' est une fonction intégrable, a valeurs réelles et qui décroit rapidement a linfini.
Théoréme A.1. Soient k € C, Im(k) > 0 et V une fonction intégrable a valeurs

réelles. Alors, I’équation intégrale de Schrédinger en 400 (resp. —o0) admet une solu-

tion unique fy (resp. f_) contindment dérivable sur R et qui vérifie (pour k #0) :

| fi(k,z) —etibe] < emmtm®) )eﬁ S Ve _ 1‘ ., VzeR, (A5)
Cg_;(]% z) — iket®e| < |kl m® ‘e\*}cl S vl _  VreR, (A6)
resp.
|-k, 2) — ek < extmh ‘eﬁ S V(@)lda! 1’ , VreR, (A7)
%(k, z) +ike kT < |k|etm*) e oo VNl g , VYxeR. (ASJ)

Les fonctions f et f_ sont fonctions propres de 'opérateur de Schridinger associées
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auz valeurs propres k? et vérifient :

H(V) fe(k,x) = K fe(k, x), (A.9)

avec :
felk,z) = etk 4 o(1), xr — Fo0o, (A.10)
%(k, x) = Hike™™ +o(1), x — Fo0. (A.11)

Les solutions fi et f_ sont connues sous le nom de solutions de Jost.

Preuve. Nous rappelons la preuve du théoréme pour I’équation intégrale de Schrodin-

ger & 400 donnée dans ([51], chapitre 4), le cas —oo se traite de maniére analogue.

Les équations intégrales de Schrodinger sont des équations de type Volterra. La so-
lution de ces équations peut étre déterminée par itérations successives. Soient fo(k, z) =

ek ot

Foi(hoz) = — / " sin (’f(z =)y ok '), 0> 0. (A.12)

Posons hy,(k,x) = e~ f,(k, x), alors ho(k,z) = 1 et :

+oo : o o,
hpi1(k,x) = —/ o (k‘(z ’ ))e”"(z OV (2 )y (k, 2")dz', 1 >0, (A.13)

ou encore :

oo o
hosr (K, ) = / ﬂ(eww —@—1) V(@) ho(k,2')de',  n>0.  (A.14)

Par ailleurs, nous avons :

(! 1 L
sin (k(z — x’))e@k(w —z)| _ = ‘1 _ p2ik(a'—x)

2 (1 + 672(33’71) Im(k)) S 1’ (A15>

1
2

<

pour z’ > x et Im(k) > 0.
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En supposant Im(k) > 0, nous avons :

1 [t ,
s (.2)] < 7 / V(@) [k, )| o (A.16)

Ainsi, par récurrence sur n, nous avons :

|hn (k)] < (ljli‘(f)j (A.17)
Ao - | V() de < / T V(@) de’ = [Vl (A.18)

La série Y 7 hy(k,z) converge uniformément en x d’ou la convergence uniforme
de la série Y7 o fu(k, ) en z, pour Im(k) > 0. La série Y~ f,(k, z) est une solution

de I’équation intégrale de Schrodinger en +oo notée fi(k,x). Nous avons :

' %) [e'S) Alw)
[fiolh, ) — €™ <3| falk, @) < e Yk, 2)] < e7t M0 W — 1),
n=1 n=1
(A.19)
ainsi nous obtenons :
‘er(k, x) — e““‘ — 0, quand z — +o0, (A.20)

pour k fixé dans C avec k # 0 et Im(k) > 0.

Sachant que hy € C*(R) pour tout k € C, et que les intégrales qui définissent
h,, en fonction de h,,_; convergent absolument pour Im(k) > 0, alors h,, est au moins

dans C'(R), d’ou f, € C'(R). Par conséquent, nous avons :

dfn+1 o oo / / / /
y (k,x) = — cos (k(z — ")V (2') fu(k, 2")d2',
T €T
+o00o
= — / cos (k(z — )™V (') by (k, 2")dx, (A.21)
or .
’cos (k(z —2))e™*' | = 3 "] 1+ 2k =) (A.22)
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et sachant que

1 Gl
5‘1+—e”“$‘“> <1, (A.23)
alors
’COS (k(x — )| < k7] = emrIm(k), (A.24)
pour ' > z, Im(k) > 0. Nous obtenons ainsi,
dfnr ol l (A=) e~ (Az)""
k,z)| < “W/ V()| ~——da’ = . (A25
‘m;<”ﬂ—e Ve [k (0 + 1)! (A.25)

d
Ainsi, la série Y7, ﬁ(k,x) converge uniformément sur tout compact de R, c’est

donc une fonction continue et f, € C'(R). Pour Im(k) > 0, nous avons :

af ol = e (M@)o (A
‘d_;(k’ x)—ike k SZ %(/{5,33)’ SZ ’k’ng Tf! ) =|k|e"! (k) <e Rl — 1>(A.26)
n=1 n=1

qui tend vers 0 quand x — +4o00.

Pour montrer 'unicité de cette solution, supposons 'existence de deux solutions f
et g de I'équation intégrale de Schrodinger en +oo avec f, g dans C*(R). La fonction
D(z) = e = (f(x) — g(x)) est alors solution de :

o e sin (k‘(l‘ B ZL’/)) ik(x' —x / / /
m@_—l p eF@ =DV (2D (2" )da'. (A.27)

Soient x¢ un réel arbitraire et L = sup,>,, [D(z)| < oo. Alors D(x) < L, pour tout

x > xg et par récurrence sur la formule (A.27) nous obtenons,

D)) < LB (VI

Vn € N. A28
SE R S e S (4.28)

Ainsi D(x) = 0 pour tout z > 7. Etant donné que x est arbitraire, nous en déduisons
I'unicité de la solution de I’équation intégrale de Schrodinger en +oc.
O

d,
Corollaire A.1. Les fonctions fi, E sont analytiques en k pour Im(k) > 0 et
continues en k pour Im(k) >0, k # 0.

preuve. Ce résultat se déduit de la convergence uniforme des séries du théoréme A.1.
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[
Théoréme A.2. Soit V une fonction a valeurs réelles vérifiant :
“+oo
/ (1+ |2]) |V (2)|dz < oo. (A.29)

Alors, pour k € C avec Im(k) > 0, I’équation intégrale de Schriodinger en +oo (resp.

—o0) admet une solution unique f. (resp. f_) continiment derivable et qui vérifie :

] Ce—a:lm(k) +oo
alhoa) = ] < S (L max(=.0) [ (14 WD V)lds's (A30)
df+ -7, ik Oeixlm(k) /+OO / / /
—_— —ike™| < ——— 1 A.31
g @) —ike™) < —— W) (1 + |2']) [V()|da’, (A.31)
resp.
) Cemlm(k) x
(k) = ] < S (1 max(z,0) / (14 [2) [V@)lde!,  (A32)
df - L ik O / ! '
—_— < 1 . A.
‘ I (k,x) + ike =TT _Oo( + |2')) [V (2")|dx (A.33)

ou C' est une constante qui dépend uniquement de V.

Les fonctions f. et f_, appelées solutions de Jost, sont fonctions propres de l’opé-

rateur de Schrédinger associées auz valeurs propres k? et vérifient :

HWV)fe(k,z) = k*fs(k, x), (A.34)

avec !
felk,z) = e 4 o(1), T — 400, (A.35)
g—;(k, z) = ZikeT™® 4 o(1), T — =oo0. (A.36)

Preuve. Remarquons que les estimations données dans le théoréme A.1 sont satisfaites.
Soient les fonctions hy définies par hi(k,x) = eT* f.(k,z). Elles sont solutions de

I’équation :
2

e I Vhy(k,x) (A.37)
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Intéressons nous a hy (k, z) qui vérifie :

+oo 2ik(z'—z) __ 1
hy(k,z)=1 —i—/ eTV(:c')h(k’,w’)dx'. (A.38)
Nous avons : |
= | J2ik(a"—z) < (7 —
o <e 1)‘ < (2 —a), (A.39)

pour k € R et 2/ — x > 0, en réitérant comme dans la preuve du théoréme A.1, nous

obtenons :

m|<// / 11— ) (23— 1) - (@0 — T 1) [V(@1)] - - - |V (@) |dne - -dai(A.40)

<x1 <:L‘2 <CL‘n

(ke x |<// / (21— 2) (w2 — ) -+ (2 — @) [V(@)| - [V (@n)|dan: - -da1 (A.41)

<:El <{EQ <(En

Nous remarquons que l'intégrande ne varie pas par rapport a des permutations de x;
a x, mais ce n’est pas le cas pour l'intervalle d’intégration. En prenant I’ensemble des
permutations possibles avec S,, désignant le groupe de permutations sur n éléments,

nous obtenons :

o (k, )| < Z// /m (21— 2) (23— 2)- (0 — ) [V (@) |V ()| - -y

WESy w(1) STw(2) " STuw(n)

_ /:OO/;OO.../:OO(xl 1) (s 2) - (@ — ) V(@) [V (@)l - diy

_ ( / e x)|V(x’)|dx’>n, (A.42)

ainsi, en posant :
+oo
Qo) = [ @ -V, (A3

nous obtenons :
\hy (k,x) — 1] < QW —1 < Q(x)e?@. (A.44)
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Par ailleurs, nous avons pour x € R :
+0o0
he(ho)| < 1+ / (2! — @)V (@) (k, '),
x+oo oo
- / 2|V (@) [y () da’ + (—a) / V()| (2!) e,

<1+ / V(@) () + (—a) / V(@) o (') dafA.45)

Le premier terme est indépendant de x et vérifie :

+o0 +oo
b / |V (@)||hy (2| da' <1+ (Q(0)e%” +1) / |V (a')|da’
0 0
=1+ (Q(0)e?? + 1)Q(0) = C; < 00,  (A.46)

ou C} est une constante finie qui ne dépend que de Q(0).

Soient les fonctions F' et p telles que :

Flho) = gt S pn e = (D@l e L®). (Aan

Ecrivons l'estimation sur h (k,z) en fonction de F(k,z). Nous avons :
+o0
Ci(L+ [z [F(k,z)| < Cr + (—1’)/ Ci(1+ [ DIV (@)[|F(k, ) |dz’,  (A.48)

d’ou,

1 —x too too
F(k)| € gt Ty [ PO (kallds’ <14 [ o IFn s, (a0)
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En utilisant le lemme de Gronwall 4, nous obtenons :
|H(k,z)| < ele e < o [IT AH DV _ o o o (A.50)

ainsi,
Ihy (k)] < Cs(1+ |a), (A51)

avec (3 = C1C5 et ne dépend que du potentiel.

En combinant ce résultat avec (A.45), nous obtenons :
+o0 +o0
MJ&m%&lSQ@kmm/‘ fvuﬁ¢a+pﬁxg/‘ (14 ||V (2)|de’, (A.52)
0 T

ce qui donne :

— pour x <0 :

+oo “+o0o
() = 1] £ Q)XY [ (14 IVE)ld +JalCa [ (14 )V ia)ds',

+oo
<Citvlal) [ DV @),
avec Cy = max(Q(0)e?® C3) et ne dépend que de V,
— Pour z >0:
+oo
by (B, ) — 1] < Q(2)e™ < Q(a)e%” = e2© / (¢ = 2)|V () |do,

+oo +0o0
< eQ(O)/ 7|V (2)|da' < eQ(O)/ (14 |=|)|V (z")|dx' (A.54)

4‘Lemme : Soient deux fonctions f et g positives et continues sur R. Supposons qu’il existe K > 0
telle que :

+o00
ﬂwSK+[ f(a')g(a')da,

alors :

f(z) < Kels™ 9@hda’,
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Ainsi, en prenant Cs = max(Cy, e?(©), nous avons :
+o0o
B (k, 2) — 1] < C5(1 + max(0, —x))/ (1 + |2)|V(2)|de’. (A.55)
Pour k € R, le résultat du théoréme A.2 se déduit en combinant (A.55) pour |k| <1

et le théoréme A.1 pour |k| > 1. Pour k € C, Im(k) > 0, le résultat se déduit par le

corollaire A.1.

En dérivant ’équation (A.38), nous obtenons :

dh oo

d—;(k,x) = —/ AR =DV (N (k, o) da (A.56)
d’ou,

dhy 1 4+ max(0, —2')

+oo
k < ! dzx’. A.
k) <0 [ W (A57)

Ce qui achéve la démonstration du théoréme A.2; les résultats pour f_ s’obtenant de

maniére analogue. O]

Remarque : Pour une fonction réelle integrable V', les fonctions fyi(k,x), f+(—k, z)

sont toutes solutions de 1’équation de Schrodinger :

& f

—S V=R (A.58)

Ainsi, il existe des relations entre ces solutions étant donné que ’espace des solutions
est de dimension 2 pour k£ € R\{0} et de dimension 1 pour k¥ € C* comme nous le

verrons dans la section qui suit.

A.3 Données scattering : définitions et propriétés [23], [51]

Proposition A.1. Soit V' une fonction continue, integrable a valeurs réelles. Alors,

2
le Wronskien W (f1, f2) de deuz solutions fi et fy de I’équation —Z—‘é +Vf=FKf est
x

constant et nous avons :
W (fy(k,2), fo(—k,2)) = —2ik, et W(f_(k,z), [(—k, 2)) = 2ik, k € R\{0}. (A.5)

172



Annezes

Preuve. Soient fi et fy deux solutions de 1’équation :

2

St VE=FS (A.60)

Nous avons par définition du Wronskien :

dfs

W(fi(2), fo(2)) = filz)—(2) = 4

s 0) ot (A61)
Dérivons W ( fi(z), fo(z)) par rapport & z :

W) b)) = f@T 2@ - T,
= (V@) = #) i@)folw) = (V(2) = k) fi(@) folw),
= 0. (A.62)

Dans le cas ou fi(x) = fi(k,z) et fo = fi(—k,z), nous utilisons le comportement
asymptotique des solutions de Jost pour évaluer le Wronskien étant donné que celui-ci

est constant par rapport & x. Ainsi, nous avons :

fe(k,2) = e** £ 0(1), 2 — +oo, (A.63)
et
Cfif—;t(k, r) = +ike*™* 4 0(1), 2 — oo, (A.64)
d’ou,
W(fe(k,x), f(—k,z)) = F2ik, ke R\{0}. (A.65)
[

Le Wronskien de deux solutions de 1’équation de Schrédinger est non-nul si et
seulement si ces solutions sont linéairement indépendantes. Pour £ # 0, les solutions
fi(k,x) et fo(—k,x) (resp. f_(k,x) et f_(—k,x)) sont linéairement indépendantes. Il
existe alors des coefficients uniques a4 (k) et by (k), tels que pour k € R\{0} :

fe(k,z) = bz (k) f=(k,x) + ax(k) f+(—k, 2). (A.66)
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Sachant que fy(k,z) = fi(—k,x) alors :

ai(k’)

= ai(—k),

be (k)

= by (—F).

Calculons a présent W (f_(k,x), f-(—k,x)) en fonction de by (k) et ax(k),

W(f_(k‘,%),f_(—k?,l‘)) = W(b+<k)f+(k7$) + a+(k:)f+(—k,x),
bi(—k) f+(=k,z) + ar(—k) f+(k, x)),

d’ou,

W(f—(k> $)a f—(_k’ 33)) = b+(/{?)b+(—k)W(f+(k, ZB), f+(_k> $))
+ay (k)ay (k)W (f+(=k, 2), f+(k, z)).

En utilisant,

W (fe(k,z), f(=k,x)) = F2ik, ke R\{0},

nous obtenons,

lax (k)P = b (B2 = 1,

De méme nous avons,

b (k) = — o WL (k,2), fo(—ks2),  as(k)

2k

1

k € R\{0}.

1
_ ﬂW(f_(k,l‘)yf-f—(k’x))?

la_ (k)2 = [o_(K)]? = 1,

1

b—(k) = —W(f+(]{3717),f_(—k3,:13)), a—(k) = ——W(f+(k,x),f_(k:,x)),

2k

On en déduit :

Posons (figure 16) :

@/Ji(k’, l’) =

1

az(k)

f:t<k7 ZL’) =

174

b (k)
azx (k)

2k

f:F(kja‘T) + f:,:(—k?,fb).

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)



Annezes

Notons : . . bo(k)  ba(h)
T(k) = = . Rogpk)= " == AT
W=tw = cm W= Lm T aw (A7)
Nous obtenons alors :
T (k)e ke r — —00,
_(k, = ) , A.T8
¢ ( I) { €_ka+Rr<k)€ka .T—>+OO, ( )
T(k)ethe T — +00,
k, = , ) A.79
Vi (k, x) { 5 4 Ri(K)e ™z oo, (A.79)

T'(k) est appelé coefficient de transmission et R()(k) sont appelés coefficients de ré-
flexion par la gauche et par la droite respectivement. En réécrivant (A.66) en fonction
de T'(k) et Ry;y(k), nous obtenons :

Ry (k) 1

T(k‘) f:F(kvx) + —f:':(—]{?,l‘).

w0 (A.80)

fi(k,x)

Nous en déduisons le comportement asymptotique des solutions de Jost fi en Foo :

eiikx Rl(r) (k.)€$ikm

a0 e (A.81)

+o(1), r — Fo0.

fi(kvx) =

Les propriétés des coefficients a4 (k) et bi(k) permettent de déduire différentes

propriétés de T'(k) et Ry (k) que nous résumons dans la proposition suivante :

Proposition A.2. Pour un potentiel réel V € L1(R), les coefficients de transmission

et de réflexion vérifient les propriétés suivantes :

T<k) = T<_k)7 Rr(k) = R’I‘(_k)7 Rl(k) = Rl(_k)v ke R\{0}7 (A82)
R.(K)T(R) = —~Ri(K)T(k), ke R\{0}, (A.83)
TR+ [Ru(R)]* = 1= [T(k)* + |Re(R)[*, k€ R\{0}. (A.84)
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F1G. 16 — Phénoméne scattering de 'opérateur de Schrodinger

1 1 .,
T = gV Uk fke), keTNo),
Ry(k) 1
Tk S W (fe(k,2), f-(=k.x)), k€ R\{0},
R.(k)

= W (k). f(ka)), k€ R\[0).

S(k) ( T<<k)) B (k) ) . keR\{o).

(A.85)
(A.86)

(A.87)

(A.88)

Il est facile de vérifier a I’aide des propriétés de T'(k) et Ry)(k) que S(k) est unitaire.

Proposition A.3. Pour un potentiel réel V € Li(R) :

S TE =1 lim R =0

Preuve. Soient les fonctions g. et hy telles que :

fi(k,x) =% 4 g, (k, x), % = +ike™™ + hy(k, z).
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Nous avons alors :

W(f_(k,x), fr(k,2)) = 2ik + ike™ g_(k,z) + e ™ h,(k,2) + g_(k,2)hy(k, x)
+ike * g, (k,x) — e*h_(k,x) — g (k,2)h_(k,z).  (A.91)

D’aprés le théoréme A.1, nous avons :

lga (e, )| < |eFT =< V@ _ 1 by (k, 2)| < [k|lemT Fs V@R 1) (A92)
avec . 1
eI V@i _ g <W) : (A.93)

D’ou, pour k € R\{0},

1 oo 1 oo 2
W(f_(/{?,;)];f+(/€,$)) _1’ Sz‘emfjoo V(I)dx_1’ + ‘emfj_oo V(I)dz_l ’ (A94)
1

par conséquent :

: W(f_<k’,$),f+<k7$>)

1 — 1] =0. A.
i | 2ik =0 (A.95)
En combinant ce résultat avec la propriété (A.85), nous obtenons la limite sur le

coeflicient de transmission et ensuite la limite sur les coefficients de réflexion. O

Proposition A.4. Soit un potentiel réel V- € L(R) alors pour k € R\{0}, les co-
efficients de transmission et de réflexion s’écrivent en fonction du potentiel et des

solutions de Jost comme suit :

1 [
m =1- ﬂ €:|:ka V(l‘) f:F(k, [L‘)d{E, (A96)
et Run (k) N
T 1 > 1kx
% - / RV () fou (b, ), (A.97)
d2 2g
Preuve. Notons h une solution de ——— = k?h et g une solution de ——= + Vg = k?g.
dx? dx?
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Nous avons :

LWk, 2), gk, 2)) = bk, ) sg(k, ) — s h(k,)g(k, )
= V(x)h(k,x)g(k,x). (A.98)

En intégrant sur un intervalle [a, ], on a :

/WWMMWWWZWWMWWw%w4WWwM%Mhb@%)

Prenons h(k,z) = e** et g(k,z) = f.(k,z) et passons a la limite sur les bornes de

I'intégrale précédente : a — —oo et b — 400 :

/+OO V(x)e™ fo(k,x)de = lim W (™, fi(k,2))|oms

00 b——+o0

— lim W(e™ fi(k,x))|oms. (A.100)

a——00

Connaissant le comportement en oo de f(k,z), nous avons :

ee tkx . R k
/_OO V(z)e™ fy(k,x)dr = 2ik Tl(<k;))’ (A.101)
d’ou,
R(k) 1 /*0" ik
=— R k,z)dx. A.102
1 A
L’expression de T s’obtient de la méme maniére en prenant h(k,z) = % et
, - (k
glk,x) = f_(k,x) ou h(k,z) = e ** et g(k,z) = fi(k,z) et celle de };(<k)) s’ob-
tient en posant h(k,z) = e ** et g(k,z) = f_(k, ). [
Proposition A.5. [23] Soit V € L}(R), alors :
1
Tk) = 1+ O(E)’ |k| = +o0, Im(k) >0, (A.103)
1
Ryy(k) = O(E>’ k| = 400, keR. (A.104)
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Si en plus, V a m dérivées dans L*(R) alors :

1
fm+1 )7

Rl(r)(l{?) =O( k] — o0, k€eR. (A.105)

Preuve. Cette proposition se déduit des formules (A.96) et (A.97). En effet, en utilisant

(voir la preuve du théoréme A.1) :

hi(k,x) = e ™® f (ko) =1+ ha(k,x), ho(k,z)= O(L

): k[ = 400,
n=1 |k;|"
(A.106)
dans (A.96) et (A.97), nous obtenons :
1 1 oo 1
—— =1 — V(z")dz' + O(— k A.107
d’ou,
1 +oo N 1
Tk)=1+ 5k | V(z")dz" + O(ﬁ), |k| — +o0, (A.108)
“ T(k) [+ 1
Rin(0) = 5 [ V@) A 0Gg), M=o, (4109

1
d'ott Rig (k) = O(7), [k — +o0.

Si V a m dérivées dans L'(R) (tel que fi a m + 2 dérivées), alors I'intégration par

0 44 1
parties de fjoo ek (o) fr(k, x)dz donne Ry, (k) = O(W)’ |k| — 400. O

Théoréme A.3. Soit un potentiel réel V € L}(R) alors, le coefficient de transmission
T(k) est une fonction méromorphe dans le demi plan compleze supérieur Im(k) > 0,
avec un nombre fini de poles ik,, k, >0, n=1,---  N. En plus, T(k) est continue

pour Im(k) > 0 sauf pour k =0 et k =ik,, n=1,---  N.

2

Par ailleurs, —k;,,

n =1,---,N sont les valeurs propres simples de [’opérateur de
Schrédinger avec fy(ik,,x) comme fonctions propres associées. Soit 7y, une constante
réelle non nulle telle que fy (ikn,x) = Y f_(ikn, x), alors les résidus de T'(k) aux points

k=1ik,, n=1,--- N sont donnés par,

1
2

+o0o
Resg—in, (T'(k)) = ivpch,, o0 ¢ = (/ |f+(i/<an,x)]2da:) : (A.110)

o)

179



Annezes

Preuve. En se référant au corollaire A.1, nous avons que W(f_(k,z), fy(k,x)) est
2k

W(f*(’ﬁ .T}), f+<k7 I))

nous en déduisons que T'(k) est analytique dans le demi plan supérieur Im(k) > 0 sauf

analytique en k pour Im(k) > 0 et en se rappelant que T'(k) =

pour les valeurs de k qui annulent le Wronskien W (f_(k, z), fi(k,x)).

Nous rappelons que s’écrit sous la forme suivante (A.96) :

1
T(k)
1 1 [t 1 [t

i _ 1_ﬂ B eV () £k, x)de = 1_ﬂ . V(z) hy(k,z)dz, (A.111)

avec hy (k,z) = e~** f, (k, ). Nous rappelons aussi que (équation (A.51)) :

Iy (k,2)| < C(1 + |2]). (A.112)

B 1
Etant donné que hy (k,x) est continue pour Im(k) > 0, alors —— est aussi continue

(k)

1
pour Im(k) > 0, k # 0. D’apreés la proposition A.2, m > 1 pour k € R\{0}, ainsi

1
T(k) = T est continue prés de Im(k) =0, k # 0.

Soit k € C, Im(k) > 0, avec k = + i3, 3 > 0. Nous avons :

+o00 62ik(x’—oc) -1 , , ,
hy(k,xz) = 1 +/ TV(SK Vhy (k, x")dx',
— L_i_i IV(m/)h (x')dx/—k/—i_oow‘/(x/)h (k x')dz('A 113)
Tk 2ik) . 20k I '

Etudions le comportement de hy(k,z) quand x — —oo. Nous supposons = < 0 et par

le théoréme A.1 nous avons :

! / V@b (k2

2ik J_o

<o [ Wila =0, r— e, (A1)
ou C dépend de V(2') et de k. De méme par le théoréme A.1, nous avons :
2k

400 e2’ik(x’fx) % )
/ (@b (k, 2)de| < C / =260\ ()| da’ +

—+00 % +eo
¢ [ e ovEa <o [T+ oo [V ()

—0o0
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Le premier terme est o(1) en —oo puisque V' est intégrable et le second terme est
O(e®P), ¥ — —oo. Ainsi, en combinant (A.113), (A.114) et (A.115), nous obtenons
pour Im(k) > 0 :

1
h+(l€,$) = m + 0(1), xr — —Q. (A116)
De la méme maniére, nous montrons que h_(k,z) = W%—o(l), r — +o00, Im(k) > 0.

Supposons que kg, Im(kg) > 0 n’est pas un pole de T'(k), d’oa W (f_(k,x); f+(k,x)) #
0. Par conséquent, f_ et f, sont deux solutions linéairement indépendantes de 1’équa-
tion de Schrédinger et engendre 1’espace des solutions. Du comportement en x — —oo

de hy(k,z), nous avons :

eikox

T'(ko)

filko, ) = e®®h (k,x) = + o(e—cmko)y g 0. (A.117)
Nous en déduisons que fy(ko,z) ¢ L*(R). De méme f_(ko,x) ¢ L?(R) et puisque f_
et f, engendrent I’espace des solutions, il n y a pas de solutions dans L*(R) et k2 n’est

pas une valeur propre de 'opérateur de Schrodinger.

Supposons a présent que ko est un pole de T'(k), avec Im(ky) > 0, f_ est donc
multiple de fy qui sont dans L?((—o0,z]) et L*([x,+00)) respectivement (d’apres le
théoreme A.1), ainsi f; € L*(R). Les fonctions fi(ko,z) sont des fonctions propres
associées a la valeur propre k2. Sachant que I'opérateur de Schrodinger est auto-adjoint
alors k2 € R, d’ou kg est un imaginaire pur avec Im(ky) > 0. Les poles de T'(k) qui
sont sur I’axe imaginaire positif correspondent donc aux valeurs propres de 'opérateur
de Schrédinger. Ces valeurs propres, que nous notons kg = tk,, n = 1,--- N corres-

pondent au spectre discret et leur nombre est fini.

Montrons & présent que les résidus de T'(k) aux points ik,, n = 1,--- | N s’ex-

priment en fonction de fj;o | f+ (if, x)|*dz. Notons :

Cln = (/_+OO |f+(mn,x)|2da:> : (A.118)

o0

[N
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Nous rappelons que :
21k
T(k)

:W(ff(k,,f),f;(k',l‘)), (Allg)
est analytique pour Im(k) > 0. En dérivant par rapport a k, nous obtenons :

2ik AT of-
T(k)—f-sz‘ o (k) =W(=— %

Af+
Ok

(K, ), f+(k, 2)) + W(f-(k, 2), == (k, ). (A.120)

Pour k = kg, ou kg est un pdle de T'(k), nous avons :

dar-t . df
o (ko) = W(—5~

2k, (ko 2). (o)) + W(F— o), 2t o). (A221)

d
Or, nous avons que fi et L vérifient respectivement :

dk
d2fi 12
-3 (k,z)+ V(x)fe(k,z) = k*fr(k, ), (A.122)
« &2 of of of
—@a—;(k‘ )+V8—ki(k z) = k? aki + 2k fu(k, ), (A.123)
d’ou,
0 0 2f 20
L e, r k) = D) S ha) — L a)f (),
= 2kf, (k) (k) (A124)
ainsi,
28 [ o) bl =W (G ). (k) = W ). - (b))

(A.125)

Nous avons vu précédemment que les poles de T'(k) sont les valeurs propres de
lopérateur de Schrodinger telles que kg = ik, n =1,--- N, k, > 0 et que fi(ikp,x)
et f_(iky, ) sont proportionnelles : f, (ik,, ) = Vo[ (ikn, x), avec v, une constante
réelle non nulle. En réécrivant I’équation (A.125) pour k = ik, et en passant a la limite
a — 400, nous obtenons :

. oo . / . / / af+
2ik, fi(ikn, @) f-(ikp, 2")da" = =W (== o

T

(ikin, ), [-(ikn, T)). (A.126)
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De maniére analogue :

2i/<n/ filibn, @) f_(ikp, 2")de' = =W (fy (ikn, ), %(mn,x)), (A.127)
ainsi,
dT—l +o0o
—2/{nW(iﬁzn) = 2ik, fi(ikn, ') f_(ikp, 2")d2', (A.128)
d’ou,
ar-* . 1 +oo , N2
i) = o [ Iflima)Par £ (A.129)

Les résidus de T'(k) aux points ik,, n = 1,--- N sont alors donnés par :

N

+00 -
Resp—ix, (T(k)) = ivnC,,  Cin = (/ |f+(i/<;n,3:)]2dx) : (A.130)
Remarquons que,
dr—t
o (irn) # 0, (A.131)
ainsi les poles de T'(k) sont simples. O

B Preuve des formules de traces et des invariants

B.1 Preuve de la formule de Deift-Trubowitz
Nous rappelons que hy(k,z) = eT*% f(k, x) est solution de 1’équation :

d’hy Ohy
+ 2ik—— = . B.1
dz? ik ox Vi (B.1)

2ik
La preuve du théoréme 2.4.1 est basée sur les propriétés de la fonction o (k)hy(k,z)h_(k,x)
T

et utilise le lemme suivant 23] :

Lemme B.1. /23] Pour V € Li(R) :

1[0, 1 +oo 1
= 1+-— 2R _ D)WV (2 )dt+ = / Ndz')?+0(—), (B.2
hy(k,x) +2ik ’ (e W (x )dt+2(2ik)2( ’ V(x")dz") +0(k2), (B.2)

1 v 1 too 1
B — 14— 2ik(x—z') 1 / / / / N2 - B.
h_(k,x) +2ik : (e VWV (x")dx +2(2ik)2( ’ V(z")dz") +0(k2)’ (B.3)

o
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et

T(k)=1+ ﬁ i h V(x')dz' + 2(21]{;)2(/ h V(z')dz')? + 0(%). (B.4)

—00

En combinant les équations du lemme, nous avons :

2T W (k)b (ha) - 1) = Y @ o). (B)

™ ™

—00

Un calcul élémentaire donne :

1 +a +o00 . , 1 “+a ) —+o0 . ,
;/ (/ e?ikle _’”V(x')dx’> dk:;/ (6_2”“/ e?ike V(x')dx') dk=V(a,x). (B.6)

Etant donné que V € L}(R) c L'(R), nous avons :

1 b 1 ta . too , 1 b
lim 5/ (—/ (6_2”“/ * 'V (¢ )dx")dk)da = lim —/ V(a,x)da,
o TJ)_ 4 oo 0

b—+o0 b——+oo b
= V(z), pp (B.7)
Par ailleurs, nous avons :
1 [t |
V(a,z) — —/ 2ik(T(k)hy (k,x)h_(k,x) — 1)dk = / O(E)dk’ (B.8)
T Ja —a

ol o(4) est une fonction méromorphe dans Im(k) > 0 avec les poles et les résidus de
2ik

—Thh_. Par conséquent, pour tout x, nous avons :

T

lim [ / 2R ey ()b (k) — 1)k — Vi, x)}

a——+00 —a e
)
- — Z —(2¢;,e ")V B2 ik, ). (B.9)
— ox

Nous avons aussi :

. +a . +a
2 T (k) (b 2) = Dk = 2 [ kR (R)e% 12 (k) + k(B2 (k, 2)| — 1)dk,
T J . T J .
22 i 2ikx 1,2
= 2 [ RR R R () (B.10)

—a
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Ainsi,

N
b2 ,
V(z)= lim [ ( Z/ kR, (k)e”™ 1% (k, x)dk)da+ )

¢ n=1

d(2¢2 e~ %)

2 (i B.11
833 h’—i—(“@ml’)v ( )

b—~+o0 o T

d’out le théoréme 2.4.1.

B.2 Preuve des formules de traces

Nous proposons dans cette section quelques éléments de la preuve du théoréme

2.5.1 issus de [34]. Nous supposons que le potentiel V' satisfait les hypothéses (2.44).

Soient les fonctions #. définies par :

df +
%(k},l‘)

d
Eor) = Ti “Inf+(k )= Ti ar
Os(k,x) ]F2k+da: nf+(kz)=Fik+ Filka)

r€R, Im(k)>0. (B.12)

2
En remplacant dans I’équation de Schrodinger —Oil—f;:(k:, )+ Vfi(k,x) = k2 fe(k, x),
T

nous trouvons que #4 sont solutions d’une équation de Riccati donnée par :

dgi(k ) £ 2ik0s (k, ) + 02 (k,x) = V (), (B.13)

avec 04 (k,z) =0, quand = — +oo.

Pour |k| — 400, les fonctions 6. s’écrivent sous forme d'un développement en

séries de (2ik)~! uniformément par rapport 4 x € R [34] :

e e(m)
n=1
avec
d‘gzl:n
Os pi1(z) = Zetm s mom(z), n>2, (B.15)
Oy1(z) = £V(z), (B.16)
av
= —(2). B.1
ua(a) = —°(2) (B.17)
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Etant donné que fi(k,z) = fi(—k,2), alors 0_,,(z) = (—1)"0; ,(x), m € N. Nous

avons en particulier :

0, 1(z) = —0_1(x) = V() (B.18)
uola) = 0_s(a) = ~2 (), (B.19)
oale) = —0_ala) = T2 @)~ Vi(a), (B.20)
0, 4(x) — 9,4@—-%(@%1/@)%(@, (B.21)
0, 5(z) = —0_s(x)= %@)-61/(@%@)—5 (Z—Z(x)>2+2v3(x). (B.22)

La fonction de green G(k, z, 2') de Popérateur de Schrodinger H (V') est donnée par
[34] :
f+(l€,$)f_(k,$,) ZL'/

Gl o) = s, < (B.23)
De (2.18) nous écrivons :
Glkaa) = W g by (), o <o (B.24)

Nous pouvons écrire le Wronskien W (f_(k,x)f(k,2')) en fonction de 0, (k,x) et

0_(k,z") comme suit :
W(f—(k’ LE), f-‘r(ka ZL‘)) = (22k + 9+(k5>$) - 9—(k’ 23)) f+(k:,x)f_(k:,x), (B25)

d’ow, pour Im(k) >0 :

TR ek 2 -k 2) = o 9+(k,2;]§ —0_(k,x) ?iii; (B-26)
Pour z = 2/, nous avons :
T £ (k) (k) = = 2k . Tm(k) 2 0. (B.27)
2ik + 04 (k,x) —0_(k,x)
D’autre part, en combinant (2.18) et (B.12), nous trouvons :
T(k) = et /2= 0xka)dz (k) > 0. (B.28)
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Par conséquent :
T(k))f.,_(k’, l')f_ (k’, lL‘l) _ eik(xfm’H»ffoo 04 (k' )dz"+ [ 6 (k,x”)dac”’ (B29)

d’ou,

T(k) fy(k, x) f—(k,2") ~ e*@=*) exp (Z %) k| — +o0, Im(k) = 0, (B.30)

n=1
avec

an(x,x’)—/ 9+7n(x”)+/ 6_,(z"), meN, (B.31)

en particulier :

oy(z,2') = / V(xz")dx", (B.32)
ooz, 2') = =V(x)—-V(2), (B.33)
! o ‘ d2v " V2 " d " B.34
os(z,2') = ; 2oz @) = V") | da” (B.34)
Nous obtenons alors :
Ty h) (k) ~ e 3 2D e ey >0, (B35)
+\v =\ o (2Zk>n ) ) — Y :
ou :
!
Qu(z,2') = — > ooz a) - onm(z,2'), n € N,(B.36)
m=1 7:{1,--- ,m} >N
Il =n
avec Qo(z,2’) = 1 et |7] :== 7(1) + --- + 7(m). Les trois premiéres fonctions 2,, sont
données par :
O (z,2") = o1(z,2") = / V(z")dx", (B.37)

1

- { / xV(m”)dx”r, (B.38)

e, /) = oa(a, ') + 303w, ') = =V (@) = V(&) +
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et

1
Q3(z,2") = o3(x,2") + oy(x, 2" )oz(x, 2") + aai’(x,x’),

= / z (%(x”) - v?(x")> dz" — (V(z) + V(') / "V (a)da”

/ !

+ é < / V(x”)dw”>3 . (B.39)

Pour x = 2/, nous obtenons :

T(k)fy(k,a) f-(k,x) = eltoe Orlhalso- (bt

~ Z(“;gi k| = +00, Im(k)>0, (B.40)

n=0

avec : wy(x) = Qp(z, z). Nous avons wa,+1(z) = 0 et en particulier :

wo(z) = 1, (B.41)

wa(z) = =2V (x), (B.43)

ws(xz) = 0, (B.44)

d*V
wi(z) = 6V3(z) — QW(:B) (B.45)
wa, peuvent étre calculées en utilisant la formule de récurrence suivante :

m—1

wom (1) = =20 om—1(2) = 2 ) wogm—)(¥)01 21 (x), m=1,2---. (B.46)
j=1

avec wy(z) = 1.

Nous rappelons que sous les hypothéses (2.44) sur le potentiel V', le coefficient
de transmission T'(k) est une fonction méromorphe pour Im(k) > 0 et continue
pour Im(k) > 0. Nous rappelons également que T'(k) posséde N poles simples ik,
n=1,---,N avec k, > 0, —k2 étant les valeurs propres négatives de 'opérateur de
Schrodinger H(V'). Les résidus de T'(k) aux points k = ik, sont données par (2.30) et

(2.31). Aussi, les fonctions fi(k,x) sont analytiques pour Im(k) > 0 et continues pour
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Im(k) > 0.
Soit la fonction Z définie pour n =0,1,--- par :
Z(k,x, 2= (2ik)" | T(k) fy(k,x)f-(k x')e—ik@—w’)—iw (B.47)
s Ly +\v —\v — (22]{})m .

Nous proposons d’intégrer Z(k, x, z') sur un contour fermé I', dans C, = CUR défini
par :
Lo =[—a,+a]UC,, Co={ae?|0<¢ <7}, a>0, (B.48)

Afin d’inclure tous les poles de T'(k), a est choisi suffisamment grand. Nous obtenons

ainsi,

j{ Z(k,x, 2" )dk = QiWZResk_m.(Z(k z,z'))

a

= —%Z —2k;) e [ (kg @) fo (kg '), (BA9)
En utilisant (B.35), nous obtenons :

+a ta
/ Z(k,x,x’)dk—i—/ Z(k,z,2")dk = / Z(k,x,x")dk

—a Cq
1

+ 2Qn+1(x x)/ dp+0(a™"), a— +oo,
0

a

= lim Z(k;,x,m’)dk:+g9n+1(x,x’).(B.5O)

D’ou le résultat suivant, pour z,2’ € R :

im [y |TW o f e e -y ) gy
a——+00 —a + ) - ) | (QZk-)m
m=0,(n—m) pair
+= Qn+1(x ') n+1ﬂ_zﬁn s@= )y (@) (a’), n=0,1,--- (B.51)

avec ¥;(z) = ¢ f+(ik;, ).

Nous en déduisons alors (2.45) et (2.46) du théoréme 2.5.1 en posant x = 2. Les

189



Annezes

formules (2.47) s’en déduisent aisément en utilisant :
T(k)fs(k,z) = Ry f=(k, x) + f+(—k, z). (B.52)

B.3 Preuve des formules des invariants

Nous rappelons dans cette section quelques éléments de la démonstration de Gesz-
tesy et Holden [34] du théoréme 2.5.2.

Nous supposons V' € S(R), 'espace de Schwartz des fonctions C*°(R) qui dé-
croissent ainsi que leur dérivées, plus vite que n’'importe quelle puissance de |z|™!

quand z — +o0. Par un calcul simple, nous avons :

df. _
% (%(lﬂ,(ﬁ),f,(k,l’)) - 2kf+(k,$)f,(k,$). (B53)
Nous avons également :
df 2k R(E) g z
W<d_]:(k7$)>f*(k7x)) - T(k’) _ZT(/{Z) e _m‘i‘O(l), T — +00,
dfy _ 2kx Ri(k) g, :
W (ko). f-(kx) = ) +@Tl(k) e~ 2ke _ w0
+ Tz(Z;%T(k) Yo(l), z— —oo, (B.54)

Ainsi, nous obtenons :

/ / (2ik)2 T () f (k, ) . (k, o) dk da
_ / " / " 1) (2K Re (KT () f. (k. 2) f- (k. 2)) dk d
_ W/O (—1){(2k)* Re (zT(k)W(Cj‘lf—;(k,x) (k) ) dk.  (B.55)

Pour 1 — —o00 et 29 — +00, nous avons :

- % /0 " (—1)'(2k)* Re (2166% InT(k) + R, (k)e* ™ + Ry(k)e 2% + 0(1>> dk,
= %(_1)1 /OM (2/<;)2l+1 d - In [T (k)|dk. (B.56)
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En passant a la limite a — +00, nous obtenons :

20+3

400
= (- e+ 1)/ k2 In |T(k)|dKB.57)

™

2 2
—/ / (2ik)* (k) fo (k) f— (k, 2)dkdz =
7r:v1 —a

Ainsi en combinant (2.45) du théoréme 2.5.1 et (B.57), nous obtenons :

+o0 22[+3 o0
/ wara(w)dw = 278N "2 4 (—1) (20 +1) / K In |T(k)|dk, (B.58)
oo ™ 0

n=1
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C Quelques rappels sur ’équation de KdV

C.1 Reésolution d’une équation de KdV par inverse scattering

Considérons I’équation de KdV :

0V 8V 6’3

ou = et t représentent les variables spatiale et temporelle respectivement et Vj la

condition initiale. Supposons que V; satisfait :

Z/ aly“ e r < 00, (C.2)
et
00
/ (1 + |2]) [Vo(z)| dz < oo. (C.3)

Ces deux conditions assurent respectivement l’existence d’une solution classique &

I’équation de KdV et I'existence d’une solution au probléme scattering de 'opérateur

de Schrodinger H (Vy) [74].

Nous allons voir que la résolution d'un probléme de Cauchy de 1’équation de KdV
peut se ramener a la résolution d’un probléme spectral de 'opérateur de Schrédinger.

Commencons par le théoréme suivant :

Théoréme C.1. [32], [7}] Si v est solution de I’équation

0 o 0
av(:p t) — 6v*(z, t)@_ + ﬂv(:p t) =0, (C4)
alors 5
Vi(wt) = o) + (e, (©5)

est solution de [’équation de KdV :

3

V(z,t) + =—=V(z,t) = 0. (C.6)

9, 0
—V(x,t) — 6V (x,t)=— p

ot Ox
2 0 A N
Remarquons que V (z,t) = v*(x,t) + a—v(w, t) est une équation de Riccati en v et
x
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peut étre linéarisée par la transformation standard suivante :

1oy
v = e (C.7)
ce qui donne :
0%

Nous reconnaissons ici I’équation de Schrodinger stationnaire mais il manque le terme
des niveaux d’énergie. Pour retrouver ce terme il suffit de se rappeler que V' est solution
d’une équation de KdV qui est invariante sous transformation Galiléenne [32], [74].

Ainsi, sans perte de généralité I’équation précédente se met alors sous la forme :

&y

s V(@ = M. (C.9)

Par de simples transformations sur la solution de I’équation de KdV, nous arrivons
a une équation de Schrodinger unidimensionnelle dont le potentiel est donné par la
solution de I’équation de KdV. L’équation de Schrédinger est dans ce cas paramétrée
par le temps. Comme nous l'avons briévement introduit ans le chapitre 1, Gardner
et al [32] ont2 proposé d’exploiter 'analyse spectrale de l'opérateur de Schrodinger
H(Vo) = o
procédure est la suivante :

+ Vh pour résoudre le probléme de Cauchy de I’équation de KdV. La

1. Résoudre le probléme DST pour H(V}) et déterminer ainsi les données scattering

a 'instant initial.
2. Déterminer 1’évolution en temps des données scattering.

3. Déterminer 1'évolution de V'(x,t) par IST.

Cependant, cette procédure nécessite la connaissance de 1’évolution en temps des
données scattering ; chose qui n’apparait pas aisée a premiére vue. Mais Gardner et al
ont montré des résultats fondamentaux que nous résumons dans les deux théorémes

qui suivent :

Théoréme C.2. [32] Si V évolue selon une équation de KdV et tend asymptotique-

ment vers 0 alors les valeurs propres négatives —k2(t), n =1,--- N de l'opérateur de
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Schrodinger H(V') sont indépendantes du temps :

kn(t) = £, (0) = Ky, m=1,--- N, (C.10)
—k2 étant les valeurs propres négatives de H (V).
Théoréme C.3. [32] Sous les mémes conditions du théoréme C.2, les coefficients de

normalisation ¢;,(t), n=1,--- | N, le coefficient de réflexion R,(k,t) et le coefficient

de transmission T (k,t) évoluent respectivement selon les relations suivantes :

() = cpe™t, n=1--- N (C.11)

R.(k,t) = R (k)e*™*™, (C.12)

T(k,t) = T(k), (C.13)

ot ¢, n=1,--- N, R.(k) et T(k) sont les coefficients de normalisation, les coeffi-

cients de réflexion et de transmission associés a H(Vj).

Notons que I’évolution des données scattering est linéaire. Ainsi, la résolution du
probléme non-linéaire (équation de KdV) se raméne a la résolution d'un systéme

d’équations linéaires par I'IST.

D’aprés 'équation (C.12), dans le cas d’un potentiel sans réflexion, i.e R,.(k) = 0,
Vk € R alors R,.(k,t) = 0, Vt. Cela voudrait dire que si la condition initiale de ’équa-
tion de KdV est un potentiel sans réflexion alors la solution de I’équation de KdV est

un potentiel sans réflexion a tout instant ¢.

Intéressons nous a présent aux solitons. Avant d’aborder le cas général, illustrons le
cas d'un 1-soliton. Ce dernier est donné par I’équation (1.2). Posons a = 2 et 25 = 0.

La condition initiale est alors :
V(x,0) = Vo(x) = —2sech?(x). (C.14)
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La résolution du probléme spectral de H(—2sech?(z)) donne une seule valeur propre
négative (-1) et un coefficient de réflexion nul [60]. Le 1-soliton solution de 1'équation
de KAV est donc un potentiel sans réflexion et son spectre discret est composé d’une

unique valeur propre négative.

Pour déterminer V(x,t), il faut résoudre le probléme inverse. L’équation GLM
s’écrit :

K(z,V) +2e37#7Y 4 287V / K(z,2)e *dz = 0. (C.15)
En supposant K (z,V) = L(z)e™", nous avons :

—2e” —2e*V

L(l’) o 1 +62:c—8t'

C’est une solution de I’équation GLM et par unicité de la solution, c’est I'unique

solution. Ainsi, V(z,t) solution de I’équation de KdV est donnée par :
V(z,t) = —2sech?(x — 4t), (C.17)

qui représente bien un 1-soliton avec a = 2. Ce résultat a été généralisé :

Théoréme C.4. [32] Une solution V' de l’équation de KdV qui est un potentiel sans
réflexion de H(V') consiste en un nombre fini de solitons; les solitons se séparant

asymptotiquement contiennent toute l’énergie présente dans la condition initiale.

Ainsi, un N-soliton (ou un potentiel sans réflexion) peut s’écrire en fonction des

données scattering a tout instant ¢ [32] :
82

V(z,t) = _2W Indet (I + A)(z,1), (C.18)
x

ou A(z,t) est une matrice N x N dont les coefficients sont donnés par :

A, 1) = | om0 —rmna)e o o)

, n,m=1--+ N. (C.19)
Bm+En

n,m

Chaque couple (k,, ¢;,) du spectre discret caractérise un soliton de vitesse 4x2 et

d’amplitude 2x2. Le coefficient ¢y, caractérise la position des différentes composantes.
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C.2 Invariants de I’équation de KdV

Une propriété intéressante de 'équation de KdV (C.1) consiste en l'existence d’un
nombre infini de lois de conservation ou d’invariants en temps [74], [62], [129]. Une
loi de conservation est une équation qui se met sous la forme :

dp Oq

ol p et —q représentent respectivement la densité conservée et le flux. Ces quantités
sont fonctions de ¢, x, V' et des dérivées successives de V' ; V' étant une solution de
I’équation de KdV.

Les trois premieéres lois de conservation de I'équation de KdV s’écrivent :

v , VY
54—%(—3‘/ +W)—O, (C.Ql)
av: 9 ; 2V (V)
W—i_a_l‘ (—4V +2VW_ (%) > =0, <C22)
(.4 1NN o (9 , L0V OV\* oV PV 1 (VNP
&(V *5(?9)% (‘av Ve~ o) Tar e 2 ) )T

(C.23)
La premiére équation, résulte d'une réécriture de I’équation de KdV (C.1). La seconde
est obtenue en multipliant I’équation de KdV par 2V et en écrivant 1’équation résul-

tante sous forme d’une loi de conservation. La troisiéme équation résulte de calculs
2

simples aprés multiplication de I’équation de KdV par (3V2 — @> . Alinsi les densités

conservées sont respectivement [13], [32], [59] :
) 5, 10V
p=1V, p=Vs, p=V>+- == . (C.24)
2\ Oz

Ces derniéres peuvent s’interpréter comme la masse, la quantité de mouvement et

I’énergie d'un systéme physique respectivement.

Notons I,,,(V') les invariants en temps de I’équation de KdV. Ces derniers s’écrivent

196



Annezes

en fonction des données scattering de 'opérateur de Schrodinger H (V') comme suit :

m N m oo
(e 2 e 2 [ 0,1,
(V) = (=)™ om0 D - FIn(|T(k))dk, m =0,1,-(€.25)
n=1 -

Pour m = 0, nous obtenons I’expression du premier invariant :

+00

L(V)=—4) k- %/ In (|T(k)|)dk. (C.26)

o

Pour m = 1, nous avons une formule pour le deuxiéme invariant connue sous le nom

de formule de Buslaev-Faddeev-Zakharov : :

+oo

L(V) = ?Z@ _ %/ K2 n (T (k)| )dk. (C.27)

— 00

Pour m = 2, le troisiéme invariant s’écrit :

N +o0
L(V) = —% W % K n (|T(k)|)d (C.28)

n=1 -

Dans le cas d’un N-soliton, ces invariants s’écrivent en fonction du spectre discret

uniquement :
o 92m+2 N -
I,(V)=(-1)""—— E kP m=0,1,2,- - (C.29)
2m + 1 ot
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D Dispersion faible de I’équation de KdV : approche

de Lax-Levermore

Nous rappelons dans cette annexe ’approche de Lax-Levermore pour 1’étude du
probléme de dispersion faible de I’équation de KdV [63], [64]. L’idée principale de cette

approche consiste a utiliser la transformée scattering de 'opérateur de Schrédinger.

Soit I’équation de KdV :

3
O _ o O 20U

Wy 0, (e,0) = ye), (D.1)

y étant une condition initiale indépendante de h. Le probléme consiste a étudier le
comportement de la solution yp(z,t) quand h — 0 : limj,_ ys(z,t). Lax et Levermore
[63], [64] ont supposé que y(z) <0, Vo € R et vérifie :

/_+0<> (14 2%) |y(z)] dz < oc. (D.2)

[e.o]

Aussi, ils ont étudié le cas mono-puits, c’est a dire le cas ol ¥ a un seul point critique
(un seul minimum). Il est & noter que d’autres études ont étendu l’approche de Lax-

Levermore aux cas de fonctions positives [116] et de fonctions périodiques [117].

Considérons le probléme spectral de 'opérateur de Schrodinger associée a 1’équa-
tion de KdV (D.1) :

d2
Hy(y)¢ = —hQ@ + Y = Apth. (D.3)
Le probléme d’identification de la limite limy, o yp(z, t) revient & un probléme de limite
semi-classique et passe donc par I’étude du comportement limite des données scatte-
ring. Le calcul de ces données a été effectué¢ a l'aide de 'approximation WKB [64].
Notons Ap, = —n2, n =1,---, N, les valeurs propres négatives de Hy(y). Le calcul de

ces valeurs propres utilise le théoréme de Weyl que nous rappelons :

Théoréme D.1. [64] Soit l'opérateur de Schridinger Hy(y) associé a un potentiel y

qui vérifie (D.2). Alors le nombre de valeurs propres négatives Ny, est donné par :

1 too
Ny, ~ — Re vV —y(z)dz. (D.4)
T -

[e.e]
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De maniére plus générale, le nombre Ny, de valeurs propres inférieures a —n*

donné par :

1 too
N,y >~ — Re vV —y(x) —n?de. (D.5)

Nous rappelons que la condition initiale y a un seul minimum noté —n?2 . Alors,
dans ce cas, pour —n* > —n?, il existe deux fonctions z_(n) < z,(n) telles que :
y(z+) = —n?. Donc, nous avons que y(r) < —n* pour x_ < z < z,. (D.5) peut étre

alors écrite sous la forme suivante :

1
Niy = —®(n), (D.6)

7h

ou

z+(n)
d(n) = VvV —v(z) — nide. (D.7)

z—(n)

L’approximation WKB consiste & considérer une forme particuliére de fonctions

propres [64] :

(@)
() = ce™ (D.8)
Les constantes de normalisation sont alors données par :
Chn :C(nn)a n = 17 ’Nh7 (Dg)

ou
(o)

c(n) = exp (%nm(n) + /

| (77 - \/W) dz). (D.10)

Par ailleurs, par 'approximation WKB, le coefficient de réflexion est nul.

+(n

L’idée de base dans ’approche de Lax-Levermore consiste a remplacer la condition
initiale y(z) par une fonction yy,(z) ; potentiel sans réflexion de Hy,(y,) dont les données

scattering sont déterminées par I’approche WKB comme suit :

1. Rh(k) = 0,
2. Les valeurs propres négatives A, = —n?2 sont telles que :
L () L Lo N (D.11)
- n) =N — 2, n=»1:--, ) .
mh g 2 h
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avec

Mg < A1 << A <0 < A (D.12)

N, = Int (ihcb(())) = Int (W—lh /_:O \/T(x)dx) . (D.13)

m
Int(.) fait référence a 'arrondi a l'entier le plus proche.

3. Les coefficients de normalisation sont données par :
Chn = (M), n=1---,Ny. (D.14)

Une fois que la condition initiale y ait été remplacée par le potentiel sans réflexion
yn, Lax et Levermore ont analysé la solution explicite de I'IST proposée par Kay et
Moses [49] dans le cas de potentiels sans réflexion. Ils ont ainsi montré la convergence
de y, [64] :

L? = lim () = y(). (D.15)
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E Quelques résultats de convergence sur le coefficient

de réflexion

Nous présentons dans cette annexe quelques résultats de convergence sur le coeffi-

cients de réflexion que nous avons établis.

Proposition E.1. Sous les hypothéses (3.1), nous avons :

lim L / m / T Ry (0)£2, (k. )k = 0. (E.1)

X—+00 X

Si de plus y € L*(R), alors,

lim — /+OO /+OO k> Ry (k) f1 (k@) dkdz = 0. (E.2)

x—+o0 X2

Preuve. Commengons par écrire les deux premiéres formules de traces (2.43) et (2.48)

pour un potentiel —yy :

Ny

-
WFEZMMMP&J‘MwMﬁMMM (E.3)

X X

n=1

et

N.
16 N 5 8¢/+°°3 19y
30 @t 5 | R D)k = 255 (@), (B4

o0

En intégrant (E.3) et (E.4) par rapport & x, nous obtenons respectivement :

/+oo ili nx — ﬁ Foo /+<>o fix(k x)dkdx, (E.5)

o0

et

—+00

k3 (k) [ (k,x)dk.  (E.6)

“+o00 16 —+o0
dr = —
/_oo yla)de = 3x* £ 37TX

En utilisant (E.5), (E.6) ainsi que les formules asymptotiques de Weyl pour respec-
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1 3
tivement y = 5 ety = 5 données respectivement par (3.29) et (3.31), nous obtenons :

] 1 +oo +oo
xl—lgloo;/_m /_Oo er(l)X(k)fiX(k,x)dkdx =0, (E.7)
et
) 1 +oo  ptoo 5 ;
XETooF /_OO - k° Ry (K) f1, (b, v)dkdx = 0. (E.8)
O
Proposition E.2. Sous les hypothéses (3.1), nous avons :
lim l/+oo1n(1 — | Ry (k)| ")k = 0 (E.9)
x—to0 X J o r(1)x =% :
Si de plus y € L*(R) alors,
im L [ R (1 — | Ry (6) [Pk = 0 E.10
Xirfm? - n _l r(ox )l) =Y (E.10)

Preuve. Ecrivons les deux premiers invariants (2.50) et (2.51) pour un potentiel —yy :

+oo 4 Nx 2 —+00
/_m ya)do =~ ;mnx +— /_OO In |7 (k)| dk, (B.11)
et
oo 16 & g [T
/ v (z)dr = e Ky — p— k2 In | T, (k)| dk. (E.12)
-0 n=1 -

En combinant avec (3.29) et (3.31), nous obtenons :

1 [t
lim — In |7\ (k)|dk =0 E.13
dm = [ wm @ik o (E13)
et
e,
XETOOF/_OO K2 1n [T, (k)| dk = 0. (E.14)

Les limites (E.9) et (E.10) se déduisent alors de (E.13) et (E.14) respectivement en
utilisant (2.24). O
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Proposition E.3. Soit y € L*(R) une fonction réelle qui vérifie aussi les
hypothéses (3.1). Alors,
i = [ R Ry () Pk = 0 (E.15)
Xi{rkloo X2 —oo r(Dx o '
Nous avons également :
1 [T
lim — =0. E.1
Jdim [ Rk =0 (E.16)

Preuve : La limite (E.15) se déduit aisément de la proposition E.2. En effet, nous

avons : 4 Yoo
lim — E*In (1 — |Ryay (k) )")dk = 0. (E.17)

x—+o0 TX* J_o

Or nous avons pour n = 1,2,--- :

4 +oo 4 [t B
n /OO k2| Ry oy (K) [P dk < vl I (1= [Regy (B)?)")dk,  (E.18)
d’ou : N
1 o0
lim —/ K| Ry () P"dk =0, n=1,2---. (E.19)

x—too x2 oo

Nous en déduisons alors (E.15).

Intéressons nous a présent a (E.16). Remarquons tout d’abord que,

+oo +o0
| iRk =2 [ R bl (520

o0

étant donné que |R(—k)| = |R(k)| = |R(k)].
p P 1 +oo :
Décomposons alors U'intégrale — [[" | R,y (k)|dk comme suit :
X

1 [t 1 [f 1 [t
= [ Raldb =< [ ®lae s [ Ry®ldk @20
X Jo X Jo X Jr
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avec L > 0. Quelque soit la valeur de x, nous avons |R,), (k)| < 1, Vk € R, d’ot,

1 /L 1 /L L
- Ry (K)|dE < = dk = =, E.22
Xolu)x()l < " (E.22)
ainsi,
1 L
XEIEOO; /0 | Ryiyy, ()| dk = 0. (E.23)

. 1 0
Etudions l'intégrale — f; | Ry 1)y (k)|dk. Nous avons :
X

Ron D) = 1 (1 Ren (R (E.21)

Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

! /m Ry (k) |l <~ /+OO L R, (k) )k
X)L r(hx =) % r()x
+o0 1 1 1 +oo ) ) 5
< @dh)i K[ Ry (R) [P dR)>. (E.25)
L X" JL
Aprés passage a la la limite sur x et en utilisant la limite (E.15), nous obtenons,
1 [t
lim — k)|dk = 0. E.2
dim = [ Rk =0 (5.26)
Nous en déduisons alors (E.16). O
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