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Introduction

Une problématique économique constante vise a diminuer les temps de transport. Dans le
cas des transports aériens, qui est le cadre d’application de cette thése, ces temps diminuent
généralement avec les avancées technologiques. A titre d’exemple, on peut citer la diminution
des vols transatlantiques depuis les premiéres traversées a la sortie de la seconde guerre mon-
diale. Le premier vol Air-France Paris New-York fut le 1 juillet 1946 & bord d’'un Douglas
DCA4 et affichait un temps de vol de 23h45 avec trois escales techniques. Trente ans plus tard,
le Concorde ne mettait plus que 3h26 avec 2h54 de vols & une vitesse supersonique (supérieure
a la vitesse du son 320m/s) de l'ordre de 2 160km/h (soit environ 600m/s). Aujourd’hui, avec
I’arrét des vols supersoniques civils, les temps de parcours sont de 'ordre de 8h. Cet arrét
est principalement di a la géne occasionnée sur les populations par le bang sonique émis
tout au long du parcours. Le Concorde était en effet strictement limité au vol supersonique
au dessus des océans réduisant ainsi son rayon d’action. De telles contraintes ne permettent
pas de réduire des temps de vol au dessus des terres, comme un New-York Los-Angeles dont
la durée de 5h pourrait étre réduite & 2h en vol supersonique. Si le but de re-construire un
avion équivalent au concorde reste pour le moment en suspend, le désir de proposer un avion
d’affaire supersonique semble aujourd’hui accessible. Cependant, la réussite de ce défi ne sera
assurée qu’avec la réduction drastique du bang sonique. De nombreux constructeurs, Aerion
Corporation, Dassault Aviation, Gulfstream Aerospace, Lockheed Martin et la NASA, sont
lancés dans la course. Cependant, proposer une géométrie d’avion & faible bang sonique reste
un probléme ouvert. La difficulté de ce phénoméne est son échelle. En effet, il est créé & 10km
d’altitude par les irrégularités géométriques de I'avion, dont une taille caractéristique est de
Pordre 40m, et c’est son intensité au sol, 10km plus bas, qui doit étre minimisée. Cette com-
plexité ne permet pas d’espérer mener des recherches exclusivement expérimentales car les
mesures grandeur nature du bang sonique sont trés difficiles a réaliser et trés onéreuses. Une
étude numeérique (assistée par ordinateur), qui permet de tester un grand nombres de formes,
semble inévitable dans la quéte d’une forme d’avion optimale pour le bang et pratiquement
réalisable.

Proposer des méthodes numériques pour mesurer avec précision le bang sonique produit
par un avion complexe est un des buts de cette theése. On introduit ces méthodes sur deux
simulations numériques réalisées au cours de ce travail.

Le bang sonique est représenté sur la Figure . L’onde de choc (en blanc) est émise par
la géométrie de 'avion de chasse (fuselage, voilure, ...). Elle va se propager jusqu’au sol ou
I'on entend la fameuse détonation «boom-boomy». La méthode proposée dans cette thése se
base sur une utilisation fine des caractéristiques physiques du bang sonique pour améliorer
la précision sur son évaluation numérique. En effet, on remarque que ce phénoméne est trés
localisé car son intensité et ses directions de variation changent fortement suivant ot l'on se



trouve dans le domaine, cf. Figure[IJen haut. On dit qu’il est anisotrope. Dans les simulations
numériques, utiliser cette caractéristique physique permet de capter avec précision le phéno-
méne en raffinant les zones de fortes variations. En effet, la précision et la fidélité obtenue
sont fortement conditionnées par le support numérique, le maillage, représenté en bas sur les
Figures [I] et 2] Dans cette thése, on considére des maillages non structurés qui permettent
de modéliser des formes complexes, cf. Figures[l| et 2l De plus, 'utilisation d’un maillage non
structuré permet de choisir judicieusement la taille de discrétisation dans le domaine. On peut
alors considérer le maillage comme une inconnue & part entiére du probléme. On propose
pour controler le maillage des méthodes automatiques d’optimisations. Elles reposent sur
une méthode d’adaptation multi-échelles anisotrope. Multi-échelles signifie que ’ensemble
des particularités du phénomeéne physique est capté. Par exemple, les tourbillons générés a
I’arriére d’un avion sont fidélement mesurés dans notre approche méme si ’amplitude de varia-
tion des tourbillons, cf. Figure[2] est faible comparativement aux ondes de choc, cf. Figures|[I]
Sur la Figure [2] on montre un exemple de maillage adapté pour la capture des tourbillons
générés a 'arriére d’'un avion d’affaire. Il est & noter que ce phénoméne est également un pro-
bléme majeur en aérodynamique car il influence en partie les temps d’attente aux aéroports
entre deux décollages successifs.

ORGANISATION ET PLAN DE LA THESE

Cette thése a été effectuée au sein de deux projets INRIAEL le projet Gammaﬂ et le projet
Tropicslﬂ Les problématiques et les choix retenus dans cette thése trouvent leurs racines dans
les axes de recherche de ces deux équipes. Coté maillage, on ne considére dans cette thése que
des maillages non structurés composés de tétraédres en 3D et de triangles en 2D. Ce choix est
motivé par le désir de simuler des écoulements autour de géométries complexes. Coté calcul
scientifique, on se concentre sur des écoulements compressibles non visqueux, avec un intérét
particulier pour I'aérodynamique des avions supersoniques. Dans ce contexte, on s’intéresse a
I’apport de I’adaptation de maillage aux simulations numériques en mécanique des fluides.

L’adaptation de maillage anisotrope non structuré est reconnue pour réduire le ratio entre
le nombre de degrés de liberté et la précision du calcul. Ce gain est d’autant plus impor-
tant que le phénoméne physique approché est anisotrope. L’adaptation de maillage est gé-
néralement utilisée en complément d’un estimateur d’erreur. Ce dernier permet de capter
automatiquement les caractéristiques du phénomeéne. Sous ces hypothéses, cette approche est
complétement automatique. Enfin, son utilisation s’accompagne également d’un gain en terme
de temps de calcul et facilite la visualisation des résultats. Avec ce point de vue, 'utilisation
de I'adaptation de maillage est principalement motivée par les caractéristiques physiques du
phénoméne étudié.

Cependant, des problémes se posent en pratique dans le cas d’écoulements avec des chocs.
Il s’avére d’un part que les schémas numériques d’ordre élevé retombent & I'ordre un, d’autre
part les estimateurs d’erreur tendent & prescrire dans les chocs une taille qui tend vers zéro.
Il est alors nécessaire de tronquer cette taille par une taille minimale pour garantir la conver-
gence du processus adaptatif. Cependant, prescrire une taille minimale entraine une perte
d’anisotropie, perdant ainsi tout l'intérét de 'approche. Enfin, il semble nécessaire de filtrer

1. Institut Nationale de Recherche en Informatique et Automatique
2. Génération automatique de maillages et méthodes d’adaptation
3. Transformations et outils informatiques pour le calcul scientifique



Image d’un F14 passant le mur du son.

Modéle numérique 3D de 'avion

Coupe dans le maillage de calcul. Représentation du maillage anisotrope adapté.

Figure 1: Modélisation numérique 3D du bang sonique : Représentation du phénomeéne physique en
haut. Un maillage de surface représentant la géométrie de ’avion, au milieu & gauche. Le maillage de
volume est optimisé pour capturer avec précision les ondes de choc émises par 'avion. Représentation
d’un maillage anisotrope non structuré pour capturer avec précision les ondes de chocs, en bas
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la solution afin de garantir que toutes les échelles de la solution soient captées par le processus
adaptatif. Dans cette thése, on propose un élément de réponse aux problématiques précédentes
en proposant une adaptation particuliére du maillage. En effet, nous pensons qu’il existe un
lien intrinséque entre le support de calcul, le maillage, et le schéma de résolution numérique
utilisé. On montre que 'adaptation de maillage peut apporter beaucoup plus que la simple
capture des phénomeénes physiques anisotropes.

Pour traiter ces problématiques, il est nécessaire de disposer d’un certain nombre d’outils
d’analyse sur I'espace des maillages discrets. Cependant, il n’existe pas, & proprement parler,
de structures mathématiques bien posées sur ’espace des maillages discrets. Pour s’abstraire
de cette difficulté discréte, on propose dans le Chapitre 1, un modéle de maillage continu
qui s’appuie sur la structure des espaces métriques riemanniens. Cela permet d’utiliser entre
autres tous les outils de 'optimisation différentiable ou du calcul des variations, lesquels sont
indisponibles sur l’espace des maillages discrets. Ce modéle de maillage est complétement
géométrique et générique.

Dans le Chapitre 2, on utilise le modéle de maillage continu pour étudier 'erreur d’in-
terpolation. Lorsqu’aucune information sur le type d’équation résolue n’est connue, controler
I’erreur d’interpolation d’une variable physique permet de décrire des maillages anisotropes
simplement & partir d’une solution. On montre qu’il est alors possible d’écrire ’erreur d’inter-
polation sur un maillage continu. On minimise pour une fonction « donnée I’erreur d’interpola-
tion continue globalement en norme L par un calcul de variations. Cette étude s’accompagne
d’une majoration qui permet de prédire un ordre asymptotique de convergence en maillage.
La vérification en pratique de cet ordre de convergence sur des suites de maillages discrets
permet de valider 'adaptation. Le contréle de ’erreur en norme LP permet de choisir la norme
en fonction de sa sensibilité. Sur des fonctions analytiques, on montre que plus p est petit
et proche de 1 plus les petits détails de la solution sont capturés méme en présence de forts
gradients. On définit ainsi I’adaptation de maillage multi-échelles.

Dans le Chapitre 3, les problématiques de l'adaptation de maillage pour les solutions
numériques sont étudiées. Pour se faire, on propose des modéles numériques de chocs qui
valident le comportement de ’adaptation multi-échelles sur des écoulements avec des chocs.
Ces modéles simulent le comportement des schémas de résolution dans les chocs. On montre
alors que 'adaptation de maillage multi-échelles permet de garantir la convergence du calcul
adaptatif lorsque le schéma numérique utilisé est non compressif dans les chocs. De plus,
I'utilisation d’un processus adaptatif multi-échelles permet de retrouver 'ordre deux spatial
de convergence, initialement perdu, dans le tout le domaine de calcul. La prescription d’une
taille minimale pour I'adaptation n’est plus nécessaire, méme en présence de chocs. Enfin, le
controéle de l'erreur d’interpolation en norme L? implique également une normalisation locale
qui permet de capturer toutes les échelles de la solution. Ces principes sont validés sur des
exemples en deux et trois dimensions. En particulier, on s’attarde & montrer que I’anisotropie
est parfaitement préservée et que 'ordre deux de convergence est bien atteint en pratique.

Jusqu’ici, on a proposé des stratégies d’adaptation génériques. Si on se donne des infor-
mations supplémentaires, comme une fonctionnelle précise a observer, ’équation aux dérivées
partielles et le schéma numérique utilisé pour la résoudre, les méthodes génériques précé-
dentes ne sont plus optimales dans la distribution des degrés de liberté. Le Chapitre 4 étudie
cette problématique dans le cas particulier des équations d’Euler pour des fonctionnelles sca-
laires. Ce type d’étude est particuliérement bien adapté pour le calcul de grandeurs d’intérét
comme la portance ou la trainée en aérodynamique. On propose une estimation d’erreur a
priori pour le controle de ’erreur d’approximation sur une fonctionnelle. Cette estimation est
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Turbulence générée derriére ’avion.

Modéle numérique 3D de I'avion Iso-surfaces de la solution numérique.

Turbulence numérique. Représentation du maillage anisotrope adapté.

Figure 2: Adaptation multi-échelles 3D : Représentation du phénoméne physique, en haut. Maillage
de surface représentant la géométrie de I’avion d’affaire, au milieu & gauche. Capture des tourbillons

générés jusqu’a 500m derriére l'avion en bas & gauche. Représentation du maillage non structuré
anisotrope adapté pour capter avec précision les tourbillons en bas a droite.
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ensuite minimisée sur ’espace des maillages continus afin de décrire le maillage anisotrope
optimal. On compare ’adaptation basée sur une fonctionnelle cible avec le controle de I'erreur
d’interpolation en deux et trois dimensions.

Le Chapitre 5 se concentre sur le bang sonique. Ce phénoméne acoustique fortement
anisotrope se préte trés bien & 'utilisation de I'adaptation de maillage multi-échelles. On
montre que son utilisation est quasiment incontournable si ’on souhaite prédire avec fidélité
la signature de bang sonique d’un avion complet. Cette étude s’inscrit dans le cadre du projet
Européen HISACE} Ce projet a pour vocation I'étude de la faisabilité d'un avion d’affaire
supersonique «silencieux», c’est-a-dire un avion dont le bang n’est pas perceptible par un étre
humain. L’INRIA était I'un des partenaires impliqués dans 1’étude de la prédiction et de la
réduction du bang sonique.

Avertissement au lecteur. Dans cette thése, on a pris le parti de concevoir chaque chapitre
comme une entité indépendante traitant sa propre problématique. Cela inclut une introduc-
tion détaillée qui présente la problématique, ’état de ’art, I’approche proposée et sa propre
bibliographie. Une bibliographie générale est reprise a la fin de la thése. Chaque probléma-
tique est assez vaste pour justifier ce partitionnement. Néanmoins, cela ne suppose pas que
les chapitres sont complétement indépendants les uns des autres. Il existe une suite logique
qu’on a expliqué dans cette introduction générale.

VALORISATION DE LA THESE
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Modele continu de maillage

INTRODUCTION

Avec l'essor des méthodes de résolution numeérique telles que les éléments finis, de nou-
veaux besoins en terme de maillages sont apparus. En effet, contrairement aux différences
finies définies uniquement sur des grilles, les éléments finis sont naturellement bien posés sur
des maillages non structurés, permettant ainsi d’envisager des simulations sur des géométries
complexes. La résolution numérique d’équations aux dérivées partielles utilise alors le maillage
comme un support discret afin d’approximer ’équation continue. L’étude numérique et ma-
thématique de ce passage d’une équation continue a sa formulation discréte est un sujet trés
étudié : théorie de 'interpolation, approximation de Galerkin, ...

Cependant, le maillage tend a rester un objet discret quelque soit son contexte d’utilisation.
Par exemple, I’étude des estimateurs d’erreur repose explicitement sur le maillage discret. Il
n’existe pas d’analogie avec le schéma de résolution numérique des équations aux dérivées
partielles dans lequel on déduit du continu une approximation discréte. Le but de ce chapitre
est d’étudier cette projection du continu au discret dans le cas d’un maillage et d’en dégager
les problématiques d’existence et d’unicité ainsi que son utilisation pratique.

On présente dans ce chapitre un modéle continu de maillage dans lequel le maillage discret
(ou de calcul) apparait comme une projection de sa représentation continue. Le but est de
pouvoir utiliser a priori un maillage continu simultanément avec des équations continues. En
particulier, le cas de 'erreur d’interpolation sera présenté au Chapitre 2 et celui des équations
aux dérivées partielles avec les équations d’Euler au Chapitre 4.

On rappelle tout d’abord le contexte de cette étude.

DEFINITION ET CADRE DE L’ETUDE

On rappelle dans un premier temps la définition d’un maillage, que nous adopterons dans
toute la thése, ainsi que la nomenclature qui en découle. Pour une introduction générale et
compléte sur ce sujet, on peut se référer a [14]. Etant donné un domaine  C R3, de frontiére
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012, on définit d’abord la notion de recouvrement simplicial du domaine 2. Un ensemble
d’éléments 0y, composé uniquement de simplexes, est un recouvrement simplicial du domaine
Qsi:

e quelque soit le point P € 08y, alors P € 012,

e l'intérieur de tout élément de €2}, est non vide,

e l'intersection de l'intérieur de deux éléments est vide.

On peut alors introduire la notion de maillage. Un maillage 7, du domaine €2 est un recou-
vrement conforme. On définit la contrainte de conformité par la condition supplémentaire
suivante :

e l'intersection de deux éléments de 7}, est soit 'ensemble vide, soit un sommet, une aréte,

une face commun(e) aux deux éléments en question.
Cette contrainte forte permet d’appliquer différents schémas de résolution numérique comme
les éléments finis ou volumes finis en simplifiant les algorithmes. En effet, elle assure que pour
chaque face d’un élément, il y un au plus un seul élément voisin. Notons cependant que pour
certaines applications, comme la visualisation ou certaines méthodes (Galerkin discontinu ou
volumes finis), la conformité n’est pas strictement nécessaire.

L’index h de 7j, est relatif & une mesure globale de taille d’éléments. Si pour un élément
K quelconque, on dénote par hx le diamétre de K défini par

hi = x{?fg[{( dist(x,y),
alors h est pris égal & h = maxge7, hi. La nécessité d'un tel index apparaitra naturelle dans
le contexte de ’adaptation de maillage et du contréle de l'erreur d’interpolation.

Enfin, on considére dans cette thése que des maillages composés d’éléments simpliciaux,
de tétraédres dans ’espace et de triangles dans le plan. Ce choix est motivé par 'avénement
de générateurs de maillages tri-dimensionnels non-structurés complétement automatiques. Les
principaux avantages du maillage non-structuré sont de pouvoir mailler des domaines dispo-
sant de géométries complexes et la possibilité de choisir judicieusement la discrétisation dans
le volume. L’utilisation de simplexes assure également la flexibilité nécessaire pour créer des
éléments anisotropes, c’est-a-dire de tailles différentes suivant certaines directions. De plus, la
preuve de 'existence d’un maillage d’un domaine (voire de I'unicité) sont possibles en utilisant
certaines techniques de génération de maillage alors méme que l’existence n’est pas assurée
en maillage structuré.

ETAT DE L'ART ET APPROCHE PROPOSEE

L’enjeu de ce chapitre est de concilier deux termes apparemment antinomiques : le maillage,
qui par nature est un objet discret, et le continu, qui classiquement vise a étre discrétisé. En
d’autres termes, on cherche & définir une correspondance, en un certain sens, entre un maillage
de calcul discret et son modéle continu.

Les méthodes pour prescrire un maillage sont multiples. Elles sont toutes liées a une appli-
cation spécifique et dépendent du type de maillage désiré : uniforme, isotrope ou anisotrope.
Les algorithmes les plus simples d’adaptation de maillage consistent & modifier les maillages en
les découpant localement suivant des motifs pré-définis. Cependant, il est impossible d’adapter
le maillage de maniére anisotrope. La méthode alors introduite consiste & générer un maillage
suivant une métrique qui spécifie le calcul des distances dans le générateur de maillages. Les
premiers fondements théoriques ont d’abord été proposés par Vallet [30] pour le cas aniso-
trope. La mise en ceuvre pratique dans le cadre de la génération de maillage est due a [5].
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Cette technique est couplée au controle de l'erreur d’interpolation [§], en introduisant le hes-
sien de la solution qui est ensuite utilisé comme une métrique. Dervieux [22] a prolongé cette
étude en étudiant I’erreur d’interpolation directement avec la métrique et non plus le hessien.
Cette vision semble la plus naturelle car elle généralise le cas isotrope uniforme. En effet, un
générateur de maillages adaptés est un générateur de maillages uniformes classique dont le
calcul de distance est défini par la métrique. Une telle technique est complétement générique
et dispose de propriétés d’existence du maillage lorsqu’elle a les mémes fondements que les
méthodes de génération de maillage basées sur le noyau de Delaunay [I5]. Notons qu’il existe
actuellement des générateurs de maillages adaptatifs anisotropes en deux et trois dimensions
basés sur ce concept de métrique. Citons Bamg [18] et BL2D [21] en deux dimensions, Yams [13]
pour les surfaces et enfin Forge3d [10], Fun3d [20], Gamic [16], MeshAdap [23], Mmg3d [12],
Mom3d [29], Tango [7] et [26] en trois dimensions. Il est intéressant de remarquer la généricité
du concept de métriques. En effet, tous ces mailleurs ne sont pas issus des mémes méthodes
de générations de maillages : Delaunay contraint avec remaillage global (Bamg, Gamic), De-
launay local (Mmg3d), marche liée Delaunay et frontal (B12d), modifications locales (Yams),
optimisation locale basée sur le principe du volume minimal (Forge3d).

Dans cette thése, on propose de modéliser un maillage discret par un objet mathéma-
tique continu. Ce modéle est complétement géométrique et sans relation directe avec I'erreur
d’interpolation contrairement aux approches précédentes. Rappelons l'intérét d’utiliser des
métriques.

L’intérét est, d’'une part, de pouvoir controler le maillage, indépendamment de 1’algo-
rithme de génération utilisé. D’autre part, on va disposer naturellement sur le modéle continu
d’outils d’analyse qui n’existent pas sur l'espace des maillages (discrets) : différentiation, op-
timisation, calcul des variations, calcul tensoriel, ... Le but final est de considérer dans toute
analyse le maillage comme une donnée ou une inconnue d’un probléme continu. L’utilisation
simultanée d’'une formulation continue, a la fois pour le maillage et le probléme sous-jacent
(estimation d’erreur, minimisation de fonctionnelles), permet alors de dériver un ou le maillage
continu adapté a notre probléme. Cette étape est complémentaire aux étapes classiques, tou-
jours indispensables, telles que ’estimation d’erreur a posteriori, ’adaptation et I’optimisation
des maillages discrets. Cependant, la modélisation continue permet a priori d’éviter certains
écueils comme la convergence vers un minimum local qui arrive généralement lors d’optimi-
sations locales successives du maillage discret. Elle permet également de garantir certaines
propriétés d’unicité ou d’optimalité qui seront vérifiées modulo “ les erreurs de projection ”
du maillage continu vers un représentant discret.

Notre approche se base sur les espaces métriques riemanniens pour modéliser contintiment
les maillages. Localement, ces espaces se comportent dans leur plan tangent comme des espaces
métriques euclidiens. On utilise ces derniers pour modéliser les éléments discrets. On montre
que 'orientation et les ratios d’anisotropie sont des informations naturellement présentes dans
la notion d’espace métrique. On utilise le concept d’élément unité [14] afin de lier le maillage
continu & ses représentations discrétes. A partir de cette modélisation, on montre qu’il existe
un ensemble d’invariants géométriques a la fois pour la métrique et les éléments unités. Cette
étude révele I'information intrinséque contenue dans une métrique. De la méme maniére, les
manquements du modéle sont exhibés. Ces derniers sont utilisés afin de définir des fonctions
qualités qui permettent de différencier les éléments unités entre eux.

Tout comme le comportement global d’un espace riemannien est obtenu en “recollant” les
comportements locaux de ses espaces tangents, un maillage va étre modélisé par le “recolle-
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ment” des modéles d’éléments continus. En généralisant la notion d’élément unité a I’ensemble
du maillage, des classes d’équivalence de maillages sont exhibées. Un représentant continu
de ces classes est naturellement le maillage continu lui-méme. On montre qu’'un maillage
continu est composé d’informations locales anisotropes, comme l'orientation et les quotients
d’anisotropie, et d’informations relatives au niveau de détail ou & la précision requise. Avec
ce découplage, on généralise aux cas des maillages non-structurés adaptés, le paramétre de
convergence h utilisé dans les estimateurs d’erreur en éléments finis. Des suites de maillages
emboités continus sont ainsi créées. Tout comme un maillage discret est indexé par h, un
maillage continu est également indexé par h rendant ainsi possible des études de convergence
sur I’espace des maillages continus.

En pratique, cette modélisation améne & définir un opérateur de projection du maillage
continu au maillage discret. Un mailleur particulier, avec sa méthode spécifique, générera
un élément de la classe d’équivalence des maillages unités. Théoriquement, ’existence d’un
maillage unité pour un maillage continu donné repose sur la possibilité de paver le plan ou
I’'espace avec des motifs seulement formés d’éléments unités. La fidélité de la représentation
discréte est directement quantifiable au moyen de fonctions qualités qui estiment la corréla-
tion entre I’idéal continu et sa projection. La justesse de la représentation discréte dépend
également de la régularité du représentant continu.

PLAN DU CHAPITRE

Dans une premiére partie, on rappelle quelques notions de géométrie différentielle qui sont
& la base du modéle continu. Les structures d’espace euclidien, espace métrique euclidien
et espace métrique riemannien sont rappelées. On rappelle également certaines opérations
indispensables d’un point de vue pratique : 'interpolation et 'intersection.

La modélisation continue des éléments est introduite au moyen d’espaces métriques eucli-
diens. Les propriétés géométriques utilisées dans les chapitres suivants sont démontrées. Les
propriétés d’existence et d’unicité sont également abordées.

On généralise ensuite la modélisation continue des éléments au domaine de calcul tout en-
tier. On propose une analogie entre les propriétés du modeéle continu avec celles des maillages
discrets. Les problématiques d’ordre pratique, comme ’existence et la génération d’un repré-
sentant discret du modéle continu, sont dégagées. Plusieurs exemples de maillages continus
sont également présentés.

Enfin, on introduit un cadre formel, repris dans les chapitres suivants, permettant d’utiliser
ce concept avec des estimateurs d’erreur d’interpolation ou d’approximation.

1.1 NOTIONS DE METRIQUES EN ADAPTATION DE MAILLAGE

Les variétés munies d’une structure riemannienne, ou variétés riemanniennes, sont un outil
classique de la géométrie différentielle. Elles apparaissent dans de nombreux contextes pour
compenser 'insuffisance de la géométrie euclidienne. On les utilise, par exemple, pour le calcul
de la longueur d’un chemin s’inscrivant sur une sphére. En effet, cette longueur ne peut pas
s'interpréter comme une distance euclidienne classique entre deux points d’un plan ou de
I’espace. Une structure riemannienne repose sur des métriques riemanniennes qui courbent
I’espace en redéfinissant la notion de distance classique. Dans le domaine de la génération de
maillage adaptatif, cette structure est pour I'instant le seul moyen de prescrire des tailles dans
toutes les directions partout dans le domaine. C’est 1'outil fondamental pour ’adaptation de
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maillage non structuré et anisotrope. En effet, on peut considérer qu’un mailleur adaptatif
utilise le paradigme suivant :

Un mailleur adaptatif anisotrope est équivalent & un mailleur uniforme isotrope unité avec
un calcul de distance modz’ﬁélﬂ,

Pour étre plus précis, les mailleurs adaptatifs calculent les distances dans un espace métrique
et vise & générer un maillage dont toutes les arétes sont de longueur un.

Dans cette section, on rappelle les notions de géométrie différentielle qui sont utilisées
dans le contexte de 'adaptation de maillage. Cela concerne les définitions de tenseur de
métrique, d’espace métrique euclidien et d’espace métrique riemannien. On présente également
les opérations élémentaires sur les métriques.

1.1.1 Concepts utiles de géométrie différentielle

On rappelle ici briévement les notions nécessaires a la définition d’un maillage continu.
Pour un exposé exhaustif des espaces métriques riemanniens, on peut se référer aux ouvrages
de référence |4 [11].

L’espace le plus simple est 'espace euclidien. C’est également le plus naturel. Dans cet
ensemble, les propriétés géométriques intuitives sont vraies comme le fait que la distance la
plus courte entre deux points est la ligne droite. On dit généralement qu’'un espace euclidien
est plat. Il s’agit en fait d’un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Grace a ce dernier, on
peut définir les notions d’angles et de distances, et donc par suite des rotations et des volumes.
Notons qu’il existe des espaces métriques sans produit scalaire. Cependant, ces espaces ne
permettent plus de définir des angles ou des volumes, notions indispensables dans le contexte
du maillage.

Un cas plus complexe est la généralisation des espaces euclidiens en leur ajoutant une
géométrie. En général, cet espace correspond & une variété continue. La structure est définie
de sorte a ce que localement, i.e., dans un espace tangent, cet espace soit similaire & R".
Cependant, contrairement au cas euclidien, cet espace ne posséde pas un systéme de coordon-
nées naturel global. Plus formellement, une variété riemannienne est un espace topologique
de Hausdorff qui est localement difféomorphe a un espace euclidien. Cette notion signifie
qu’une variété riemannienne est munie d’un produit scalaire qui varie contintiment d’un point
a l'autre. Lorsque le produit scalaire sous-jacent est basé sur le choix d’une forme quadratique
définie positive sur 'espace tangent a la variété, alors une géométrie riemannienne est définie.
Ce choix conduit en particulier & des idées locales d’angles, de distances et de volumes. A partir
de ces quantités locales, d’autres quantités globales peuvent étre définies par intégration.

En résumé, une variété munie d’'une géométrie riemannienne est un espace construit a par-
tir de la déformation et de I'assemblage d’espaces euclidiens tel que leur comportement global
est non euclidien. Un espace euclidien correspond au cas particulier ot le produit scalaire est
constant. Un exemple de variété riemannienne est donné par la sphére, cf. Figure

L’idée principale dans ’approche continue de maillage est de modéliser contintiment les
maillages & I'aide de variétés riemanniennes. Localement, les éléments sont modélisés par des
espaces euclidiens tangents. Le maillage continu correspond a l’assemblage de ces éléments
locaux. On l'assimile donc & ’espace riemannien défini par ses espaces euclidiens tangents.

1. Cette vision ne doit pas cacher la grande complexité algorithmique ajoutée par l’anisotropie.
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1.1.2 Classes d’'espaces métriques

On introduit dans la suite la définition d’un espace métrique ainsi que ses propriétés utiles
en adaptation de maillage.

Définition 1.1 On appelle espace métrique euclidien un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (., )am défini par un tenseur de métrique c’est-a-dire une matrice symétrique défi-
nie positive M. On le note (R™, M). Le produit scalaire de deuz vecteurs u et v est donné
par (0, vy = tuMwv. La distance entre deuz points a et b s’en déduit par dy(a,b) =
Vitab M ab. Enfin la longueur d’un segment ab est égale & la distance entre ses deux extré-
mités : Lap(ab) = daq(a, b).

REMARQUE 1.1 Si la matrice qui définit le produit scalaire est la matrice identité, notée I,
alors on définit I'espace classique euclidien (R™, I;,) muni de son produit scalaire canonique :

(W, V)1, = 32 uivi

A partir d'un espace métrique euclidien (R™, M), on peut alors définir un espace vectoriel
normé (R™, ||.][a¢) et un espace métrique (R™, daq) dont les structures sont induites par M.
Pour I’espace normé, on note ||ul|p = vViu M u. On peut toujours définir des volumes et des
angles dans des espaces métriques euclidiens. Etant donné K, un sous-ensemble borné de R”,
on définit le volume dans la métrique M par :

1K | :/ Vdet MdK = Vdet M K], . (1.1)
K

L’angle entre deux vecteurs non nuls u et v est défini par 'unique réel 0 € [0, | qui vérifie :

<u7 V>M

cos(f) = ———L— |
©) = Tl v

Interprétation géométrique

Il est souvent utile et plus pratique d’utiliser la représentation géométrique du tenseur de
métrique M. Elle permet de relier, par exemple, la métrique & un volume. On montre dans
la suite qu’il existe une interprétation géométrique simple du tenseur de métrique.

Dans le voisinage V(a) d'un point a de R™, I’ensemble des points tels que la longueur
lp(a,x) est inférieure ou égale a e est donné dans (R, M) par :

D) ={x e V(a) | (x—a) M (x —a) <?}.
Il est suffisant de décrire uniquement ® (1) car on peut en déduire ® (e) par homogénéité :
dp(e) ={c'xeV(a) | x € dp(1)}.
Comme M est symétrique, elle admet la décomposition spectrale suivante M = R A'R. R est

la matrice des vecteurs propres normalisés de M et vérifie 'RR = RI'R = I,,. A est la matrice
diagonale formée par les valeurs propres A\; de M qui sont toutes strictement positives. Ainsi,
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dans la base des vecteurs propres, la fonction quadratique initiale {(x —a) M (x — a) devient
{(x —a) A (x —a). On peut donc réécrire P (1) :

Dp(l) = {ieV(éH Z&(@—an%l}

i=1

_ {ieV(é)] z:;(xgafg}

La derniére expression représente ’ensemble des points contenus dans un ellipsoide de centre
a, dont les axes sont les vecteurs propres de M. Les distances suivant ces axes sont données

1
par h; = A; ?. On note & cet ellipsoide. La Figure (a droite) donne une représentation
géométrique en trois dimensions. L’ensemble défini par ® (1) joue un rdle particulier dans
la définition d’un maillage continu.

Définition 1.2 Etant donné un espace métrique euclidien (R™, M), ®p((1) est appelé la boule
unité de M. On la note Bg.

Figure 1.1: A gauche, la sphére est un exemple de variété riemannienne. En chaque point, il existe
un plan tangent qui dépend de ce point, (a) et (b). Dans un plan (a), les propriétés métriques de
la. sphére sont approchées par les propriétés métriques du plan euclidien. A droite, représentation
géométrique de la boule unité d’une métrique.

Transformation bijective naturelle de la métrique

Une autre information intéressante du tenseur de métrique est qu’il permet de définir
une transformation qui, & la boule unité de la matrice identité By, associe la boule unité de
M. Ainsi, si on considére la matrice Mz =R VAR, ot VA est une matrice diagonale qui
contient les racines carrées des valeurs propres de M, alors 'application définie par M3 est
la transformation cherchée. Il existe alors deux fagons de définir ellipsoide Epq associé a la
boule unité de la métrique :

Em={xeR"|'xMx=1} ou Ep={M x| |x[|3=1}.

Espace métrique riemannien

On s’intéresse désormais au cas plus général ol la métrique varie d’un point a 'autre du
domaine 2 C R"™.
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Définition 1.3 On appelle variété riemannienne ou espace métrique riemannien, une variété
continue @ C R™ munie d’une métriqgue M(.). On la note (x, M(x))xeq. La restriction de la
métriqgue M(.) en un point x de la variété définit un produit scalaire sur ’espace tangent T2
(le plus souvent égal a Q@ pour nos applications). Muni de cette structure, ’espace tangent a
une structure d’espace métrique euclidien.

Un exemple de variété riemannienne est donné Figure [I.1I] Dans ce cas, la distance n’est plus
liée & un seul produit scalaire. Contrairement & un espace métrique euclidien, le plus court
chemin entre deux points n’est plus la ligne droite mais est donné par une géodésique. Cepen-
dant, dans le cadre de 'adaptation de maillage, on ne s’intéresse qu’au calcul de longueurs
d’arétes ce qui est différent de la distance entre ses deux extrémités. En d’autres termes, on
s'intéresse a la longueur d’un chemin donné entre deux sommets et non a la distance entre
ces deux sommets.

Définition 1.4 Dans un espace métrique riemannien (x, M(X))xeq, la longueur d’une aréte
ab est calculée en utilisant la paramétrisation y(t) = a+tab, ou t € [0,1]. On a alors :

1 1
EM(ab):/O 17 @) dt:/o V/'ab M(a + tab) ab dt. (1.2)

La Figure [I.2] illustre différents calculs de distance, de l'espace euclidien canonique a un
espace métrique riemannien. On remarque que les lignes de niveaux sont isotropes pour le cas
euclidien classique, alors que deux directions privilégiées apparaissent dans le cas d’un espace
métrique euclidien. Dans ce cas, les lignes de niveaux sont toujours symétriques et homogénes
par rapport & l'origine, ce qui n’est plus vrai pour un espace métrique riemannien.

Figure 1.2: Iso-valeurs de la fonction représentant la distance par rapport a l'origine pour différents
espaces métriques riemanniens. A gauche, distance a origine dans le cas de espace vectoriel euclidien,
au milieu, distance a l'origine dans le cas d’un espace métrique euclidien ([—1,1] x [-1,1], M) et a
droite, distance a 'origine pour I'espace métrique riemannien (x, M(x))xe[—1,1j2- I est intéressant de
remarquer la perte progressive de symétrie.

M

On envisage maintenant deux exemples simples pour mieux illustrer I'utilisation de ce
concept. Le but est d’en déduire un principe trés général qui lie ’adaptation de maillage a la
définition d’un espace riemannien.
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EXEMPLE 1.1 (A PROPOS DE LA COURBURE DE L'ESPACE)

On illustre ici pourquoi une structure riemannienne courbe ’espace en redéfinissant les lon-
gueurs. Plus précisément on choisit un domaine plan Q = {(z,y) € R?|1 < z,y < 1} muni
de la structure riemannienne suivante :

M(z,y) = < é (1) ) +4 ( _‘iy —;gy > (1.3)

Par construction, le calcul des distances sur (€2, M) est équivalent au calcul des distances sur
la surface cartésienne S C R3 définie par :

§={(@y.2) €R |z =o(w,y) = >~ et (a,y) € Q.

Autrement dit, étant donné deux points (a, b) €  x Q et le chemin v(t) = a+ (1 —t¢)ab ainsi
que leurs images (Sa,Sb) € S xS, on a {yq(a,b) = ¢s(Sa, Sb), en suivant comme chemin sur
S le segment courbe image de v par o, cf. Figure[I.3] Dans cet exemple, on a simplement utilisé
la métrique induite par la paramétrisation cartésienne S sur 2. Cette surface représente donc
la courbure induite par la structure riemannienne du domaine initial 2D. Le principe précédent
est classiquement utilisé lors du maillage des courbes et des surfaces afin de controler la taille
des éléments sur la surface dans ’espace des parameétres. Il se généralise a des paramétrisations
quelconques, voir [I4] pour plus de détails. Cependant, la réciproque, qui a partir d’une
structure riemannienne donnée, exhibe la déformée, i.e., la surface correspondante au domaine
initial courbé, est beaucoup plus délicate et moins naturelle. Ce probléme consiste a trouver
une surface a partir de sa premiére et deuxiéme forme fondamentale [9).

EXEMPLE 1.2 (POURQUOI LES ESPACES METRIQUES SONT PLATS)

Si I'on considére un plan comme surface de R3, alors la structure riemannienne induite est
simplement un espace métrique. Dans le cas simple ol le plan est donné par une équation
cartésienne de la forme z = ax + by + d, alors la métrique induite dans le plan (z,y) est

constante égale a
1+ a? ab
M= < ab 1+ 0? > ’

REMARQUE 1.2 Si les exemples précédents semblent assez triviaux aujourd’hui, il est & noter
que l'idée d’utiliser les espaces riemanniens comme controle dans les mailleurs adaptatifs
est antérieure a l'utilisation de maillages adaptés dans l’espace des paramétres. Méme si
théoriquement, les notions de géométrie différentielle pour les surfaces étaient bien établies
(principalement la premiére et deuxiéme forme fondamentale), leur utilisation numérique dans
le cadre du maillage des surfaces paramétrées date du milieu des années 1990. Les premiers
outils de CAO 3D, qui remontent aux années 1980, utilisaient des déformations de grilles
qui s’apparentaient aux méthodes algébriques, sujet alors trés étudié. Un des premiers outils
s’appelait CADAM (Computer-Augmented Drafting and Manufacturing, 1975, développé par
Lockheed). Un des premiers en trois dimensions, issu de CADAM, est CATIA (Computer-
Aided Three-Dimensional Interactive Application, 1981, initialement développé par Dassault
Aviation puis par Dassault Systémes).

Dans la suite, on s’intéresse a quelques opérations pratiques sur les métriques. Si de telles
définitions n’apparaissent pas naturellement dans 'approche idéale continue, leur utilisation
est néanmoins cruciale pour les applications numériques.



24 Modéle continu de maillage

N

N Y ' A
EREEaq
TR

| |
O
sesis:

S

%4

SNy
émmmé

Figure 1.3: A gauche, représentation géométrique de 1'espace plan Q = {(z,y) € R? |1 < z,y < 1}
muni d’une structure riemannienne M(z,y) donnée par . En chaque point, la représentation
géométrique Epq de M(z,y) a été dessinée. A droite, I’espace déformé par M du domaine Q est la
surface cartésienne de R?® d’équation z = 22 — 2. La longueur d’un chemin entre deux points du
domaine €2 calculée dans M est égale a la longueur du chemin courbe projeté sur la surface déformée

S.

1.1.3 Opérations élémentaires sur les métriques

Le principal avantage de travailler dans un espace métrique riemannien est la définition
d’opérations bien posées telles que I'interpolation et 'intersection de métriques. On présente
ici un apergu de ces opérations dans ’espace. L’ensemble de ces opérations a une interprétation
géométrique simple en considérant ’ellipsoide Exq défini pour une métrique M.

Interpolation de deux métriques

On se concentre sur le probléme suivant : les données sont un segment ab, les deux
métriques associées aux extrémités du segment M, et My. On cherche alors une métrique
interpolée M(t) définie le long du segment paramétré par y(t) = a+ tab ou t € [0,1]. De
plus, on impose une variation monotone de la métrique le long du segment. Cette méthode
permet de définir un champ de métriques continu le long du segment.

On rappelle ici un schéma d’interpolation linéaire sur les tailles de l’ellipse, telle que la
métrique au point de paramétrisation y(t) est donnée par :

1 —2
M<t>=(<1—t>M;5+tM;2) Co<i<l.

Pour le calcul effectif, on exprime les deux métriques dans une base commune qui les dia-
gonalise & l'aide de la réduction simultanée [I]. On considére la matrice N' = Mg! My, et
P = (e1 ez eg) la matrice composée des vecteurs propres de N'. On calcule (A;)i=13 et (f4i)i=1,3

1
valeurs propres de M, et My, dans la base (e1, ez, eg). En définissant (ha,i = — et

Vi i=1,3
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1
hp; = ) , la métrique M(t) est donnée par :
( VHi i=1,3
ity 0 0
M(t) =tp~t 0 hy?(t) 0 Pl o0<t<,
0 0 hi%(t)

ou h;(t), i =1, 3, sont des fonctions linéaires h;(t) = (1 — t)ha; + thp ;. La Figure[1.4] illustre
ce principe. Elles consistent & modifier I'interpolation de la fonction h;.

Interpolation de k& > 2 métriques

Le principal inconvénient de l'interpolation précédente, ou bien de toute interpolation
basée sur la réduction simultanée, est de ne pas étre commutative. Dans le cas ol on est
intéressé par la métrique interpolée en un point d’un élément, ce type d’interpolation est
mise en défaut. On peut alors utiliser une interpolation dérivée de la théorie des métriques
log-euclidiennes introduites dans [3]. Etant donnée une suite finie de points (x;);—1. et leurs
métriques respectives M(x;), alors en un point x tel que :

k k
X = E a; X;, avec g a; =1,
=1 =1

la métrique interpolée linéairement est définie par :

k
M(x) = exp (Z a; ln(./\/l(xi))> : (1.5)
i=1

Sur l'espace des matrices diagonalisables, le logarithme et I’exponentiel opérent termes a
termes sur les valeurs propres de la métrique, i.e., si une métrique admet le développement

spectral M = R AR alors :

In(M) =R In(A)"R et exp(M)=TR exp(A)‘R.
Une telle interpolation est commutative mais nécessite le calcul de logarithmes et d’exponen-
tielles. Cette procédure est indispensable pour définir un champ de métriques contintiment sur

tout le domaine, dans le cas ou la métrique est seulement donnée aux sommets d’un maillage.

REMARQUE 1.3 La formule d’interpolation précédente (1.5), en utilisant les métriques log-
euclidiennes, ne se simplifie en :

k
Mix) = (H M(x»ai) ,

que si toutes les matrices commutent deux a deux. Une moyenne géométrique dans I'espace
des logarithmes s’interpréte donc comme une moyenne arithmétique dans I’espace euclidien.
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Figure 1.4: A gauche, exemple d’interpolation entre deux métriques. A droite, intersection de deux
métriques.

Le calcul de la longueur d’une aréte e est donné par I’évaluation numérique de 'intégrale (
Etant donnée une quadrature gaussienne & k points composée des poids et coefficients bary-
centriques suivants (wj, a;)1. k, la longueur de l'aréte e = x;x2 pour une métrique M est
approchée par :

EXEMPLE 1.3 (CALCUL APPROCHE DE LA LONGUEUR D’UN SEGMENT) I
1.2)

1 k
KM(e):/O \/te./\/l(xl—l—txle)edt%Zwi\/te./\/l(xl—i—aixle)e,

i=1

ot M(x1 + a; X1x2) est la métrique interpolée aux points de Gauss entre les deux extrémités
X1 et x2. Dans le cas d’une intégration a l’ordre un avec une interpolation log-euclidienne, il
vient :

lr(e) = y/te exp (;(ln(/\/l()q)) + 111(M(X2))> e.

Cependant, un calcul numérique de l'intégrale peut s’avérer assez cotiteux en temps de calcul
car plusieurs diagonalisations sont nécessaires selon 'ordre de la quadrature. Or, I’évaluation
de la longueur d’une aréte est une opération récurrente pour tout algorithme de maillage
adaptatif. Il est donc important, dans un souci d’efficacité, de disposer de différentes approxi-
mations de la longueur d’une aréte. Selon la précision désirée, une formule sera préférée a une
autre, au détriment du temps de calcul. Ces évaluations des longueurs sont issues de différents
types d’interpolation. On considére une aréte e de longueur euclidienne |le|2 et les deux mé-
triques M et My aux extrémités de e = x3x2. On note ¢; = v/te M; e, pour i = {1,2}. On
suppose £1 > fo et on note a = %. On propose alors les approximations suivantes de fq(e)
qui consistent & choisir une interpolation de la variation de la métrique le long de e. Si note
u = e/||e||, 'approximation consiste & calculer :

1 1 1 1
eM(e):/o \/te/\/t(t)edt:HeHQ/O \/tu/\/l(t)udt:HeHg/O o

On remarque alors ¢; = ”2!2 et lh = ”252. On considére fréquemment les choix suivants
comme interpolation sur la fonction h :
e l'interpolation linéaire h(t) =thy + (1 —t) hy :
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e l'interpolation géométrique h(t) = hft R

a—1

1 =l ——
mle) =4 aln(a)’
e linterpolation moyenne h='(t) = thy' + (1 — ) hy ' :

a+1
2a '

e l'interpolation quadratique consiste & écrire une variation quadratique de l'inverse de la
longueur, soit ' (t) = at? + bt + ¢, en choisissant h~1(0) = hy', h71(1) = hy ' et

1 1 1 1
U Z) =25+ —
(2) o\ m TR

la longueur approchée devient :

éM(e):%(1+a+2\/m>.

La derniére interpolation consiste en pratique a évaluer la longueur de ’aréte dans la métrique
moyenne (M + Ma).

EM(e) = 61

EXEMPLE 1.4 (CALCUL APPROCHE DU VOLUME D’UN ELEMENT)

De la méme fagon, le calcul approché du volume d’un élément dans la métrique vise & cal-
culer numériquement 'intégrale (1.1)). Avec une interpolation log-euclidienne a I’ordre un, on
obtient :

4
| K| pm :/ Vdet MdK ~ , | det [ exp }ZIOg(Mi) K.
K 13

Une méthode moins cotiteuse mais beaucoup moins précise lors de grandes variations de tailles
de la métrique consiste a faire la moyenne des métriques aux sommets :

4
1
|K|pm = | det (4§M1>|K]

Intersection de deux métriques

On présente maintenant la procédure d’intersection de métriques. Soient deux tenseurs de
métriques My et My en un point du domaine. Le probléme géométrique consiste & déterminer
le tenseur de volume maximal inscrit dans les deux métriques. On note Mo le tenseur
correspondant & l'intersection de Mj et M. On utilise encore la réduction simultanée des
formes quadratiques associées aux tenseurs Mj et Ms. On considére donc N = Ml_l My et
P = (eq ez e3) la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres de V. La
matrice Mino est donc donnée par :

max(Ay, (1) 0 0
Ming = P71 0 max (g, 112) 0 P
0 0 max(As, fi3)

ou \; = ‘egMe; et p; = lejMoe; pour i € {1,2,3}. La Figure illustre ce principe.
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Intersection de k£ > 2 métriques

Si on considére un ensemble fini de métriques (M);—1. x qui doivent étre intersectées, alors
il existe encore un ellipsoide de volume maximal inscrit dans ’ensemble de la suite d’ellipsoides
(€)i=1..x correspondants aux (M);—1. . La preuve et I'unicité sont basées sur ellipsoide de
John [19]. La métrique intersectée optimale est solution d’un probléme d’optimisation semi-
défini. La fonction colit & minimiser est généralement donnée par le logarithme du volume,
afin d’obtenir une fonction convexe :

M., = Argmin g In(det(M) ™),

sous les k contraintes £ C &;. La contrainte précédente peut étre réécrite comme une condition
matricielle :

E C & I\ >0 tel que AM — M; est une matrice positive.

Des solutions moins précises, mais moins cotiteuses en temps de calcul, peuvent étre déduites
de l'intersection précédente qui sont exactes pour deux métriques seulement. Toutefois, I'uni-
cité de la solution n’est pas garantie car elle dépend de 'ordre des intersections. Par exemple,
on peut considérer :

MmiMi = (((M1 ﬂ/\/lQ) ﬂ/\/lg)...) N Mg,

ol les métriques sont intersectées deux a deux. La Figure [1.5| illustre la non-unicité d’une
suite d’intersections avec ['utilisation de la réduction simultanée. L’unique solution trouvée
en résolvant le probléme d’optimisation est optimale en terme de volume et de ratios d’aniso-
tropie.

Figure 1.5: Intersection de trois métriques en utilisant a la fois la réduction simultanée dans des
ordres différents et la méthode basée sur la résolution d’un probléme d’optimisation. A droite, super-
position des trois métriques trouvées, celle en trait plein correspond a celle de plus grand volume et de
plus grand ratio d’anisotropie, obtenue par résolution du probléme d’optimisation. Un écart de plus
de 10% est observé a la fois sur les volumes et les ratios d’anisotropie.

1.2 MODELE CONTINU DE MAILLAGE

Dans cette section, des modéles continus pour les simplexes et les maillages formés de
simplexes sont proposés. On introduit tout d’abord le modéle d’élément continu et son lien
avec ’élément discret. On propose ensuite le modéle de maillage continu. On démontre qu’il
représente une classe d’équivalence de maillages discrets.
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1.2.1 Propriétés géométriques du simplexe régulier

Le simplexe régulier joue un role essentiel dans la modélisation continue des éléments. En
particulier, ses caractéristiques sont utilisées afin de normaliser certaines quantités comme
le volume ou la qualité. On rappelle ici sa définition ainsi que certaines de ses propriétés
géométriques.

Dans un espace de dimension n, un n-simplexe est défini par n 4+ 1 sommets connectés par
w arétes. Ce simplexe est dit régulier lorsque les longueurs euclidiennes de toutes ses
arétes sont constantes, égales & a. On peut alors définir les quantités suivantes :

e le volume V,,,
le rayon R,, de I’hyper-sphére circonscrite,
le rayon r, de ’hyper-sphére inscrite,
la distance h,, d’'un des sommets au centre de la face opposée (qui est elle-méme un
(n — 1)-simplexe régulier).
Il est possible de donner la valeur explicite de ces quantités, en utilisant les récurrences sur n
suivantes :

h?,b + R'Z—l == a2, Vn - %anlhn,

_ n+l 2 .2 2
V= 25y e R2=1r2 4 RZ .

En considérant que Vi = hy =1et que Ry =11 = %, on trouve :

V_a" n+1 _a n+1
n_n! 2n 9 n_\/§ n 9
R, a n

a
=—/—, Th= ——.
V2Vn+1m " 2n(n + 1)

La table résume ces valeurs pour les deux cas qui nous intéresse en pratique : le triangle
équilatéral et le tétraédre régulier. Lorsque a est égal & un, alors le simplexe régulier est aussi
unité.

1.2.2 Modélisation continue d'un simplexe

Dans cette section, on définit la notion d’élément continu et on décrit tous les éléments
discrets (simplexes) qui sont représentés par cette modélisation.

Définition 1.5 Soit un espace métrique euclidien (R™, M), la boule unité Byg est appelée
élément continu.

La modélisation d’un élément dans un espace métrique euclidien (R™, M) permet de choisir
sa taille et son orientation. Plus précisément, l'orientation d’un élément est donnée par les
directions principales de la métrique, i.e., ses vecteurs propres. Enfin, la taille d’un élément
est une fonction des valeurs propres de M.

REMARQUE 1.4 Les éléments continus sont convexes tout comme les éléments discrets. Cette
analogie est requise pour bénéficier des mémes propriétés de projection (et d’interpolation).
Cette condition est nécessaire pour avoir une relation bien posée entre formulation discréte et
continue dans le cas des estimateurs d’erreur.
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V2 2

V:%ZCLS'E, hs =a 3

a /3 a
Ry = —4/= = —.
3 2\/;7 3 2\/6

Table 1.1: Quantités utiles pour le triangle et le tétraédre régulier.

A partir du modéle continu By, ensemble des éléments discrets représentés par ce modéle
est donné par :

Définition 1.6 Un élément K est unité dans [’espace métrique euclidien (R™, M) si toutes
ses arétes ont une longueur égale a un calculée dans la métrique. Plus précisément, si K est
donné par sa liste d’arétes (€;)i—1. p(nt1)/2, alors :

1
Vi=1,.., @ Upale;) = 1.
Le volume de K est donné par :
Vi 1 Vi 1
K= Y200 k), = Y20 et (M),

2n/2 p) 2n/2 p)

On a la propriété d’existence suivante :

Proposition 1.1 Etant donné un espace métrique euclidien (R™, M), il existe un ensemble
non vide d’éléments unités dans M. Réciproqguement, pour un élément K = (ei)izl..n(n+1)/2
tel que |K|y, # 0, alors il existe une unique métrique M telle que I’élément K est unité dans

M.

On va maintenant donner une description de la classe d’équivalence des éléments unités
pour M en trois dimensions. On considére, dans un premier temps, le cas uniforme donné
par M = I3. Le cas général pour M quelconque en sera déduit par la suite. On spécifie le
tétraedre Ky = [A, B,C, D] :
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Il est bien unité dans I3 et son volume est égal a |Ky| = % Comme le modéle continu est
isotrope, on en déduit que RKj est également un élément unité quelque soit la matrice de

rotation R. Par conséquent, la classe des éléments unités pour la métrique I3 est donc :

K={K|VReOs: K=REKy}, ot O3 ={R|'RR=RIR=1I5}.

A partir du cas isotrope, on déduit le cas général en utilisant la bijection M3 Les éléments

de la classe de M sont donnés en fonction de ceux de la classe de I35 par M_%K, ou K € K. La
Figure [I.0] illustre les différents éléments unités d’une métrique dans le plan et dans 'espace.

Réciproquement, étant donné un élément K = (€;);—1. n(n+1)/2 tel que |K|z, # 0, montrons
qu’il existe une unique métrique M telle que K soit unité dans M. Il suffit de résoudre le
systéme linéaire suivant :

Gialer) =1
(S) 9 (1.6)
Gialenminyz) = 1.

Le déterminant de (.5) est égal au volume |K |7, # 0, il posséde donc une unique solution.

REMARQUE 1.5 Etant donné un élément K, il existe un unique ellipsoide (resp. une ellipse)
centré au centre de gravité de K et de volume minimal contenant K. Cet ellipsoide de John [19]
est proportionnel & By lorsque K est unité dans M. Le méme théoréme s’applique lorsqu’on
s’intéresse a un ellipsoide de volume maximal inclus, cette fois-ci, dans I’élément K. Par
exemple, en deux dimensions si K est unité dans M, l’ellipse de volume minimal contenant K
est la boule unité de 3 M et I'ellipse de volume maximal incluse est donnée par la boule unité
de 12 M. La Figure illustre ces trois cas. Cette remarque indique également que certaines
propriétés d’optimalité en terme de volume sont induites par le seul fait que I’élément considéré
n’ait que des arétes de longueur un dans la métrique.

Figure 1.6: Exemples d’éléments unités pour une métrique en trois et deux dimensions. Dans le
cas 2D, 'aréte en pointillée est la translatée de 'aréte qui n’est pas issue du centre de l'ellipse. Cela
permet de vérifier visuellement que toutes les arétes ont une longueur un dans la métrique.
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Figure 1.8: Convention retenue pour la numérotation des arétes et des faces. Cette régle de numé-
rotation assure que (ej,ez) est une base de R? pour les triangles et (e;, ez, e3) est une base de R?
pour les tétraédres.

g 7 £

Figure 1.7: Représentation d’un élément unité K dans une métrique M. De gauche a droite, boule
unité de M, boule unité de 3 M et boule unité de 12 M.

1.2.3 Invariants géométriques

On s’intéresse ici & donner une description précise de 'information portée par notre modéle
continu d’élément, i.e., la métrique, vis-a-vis de I’ensemble de ses éléments unités. Outre les
informations de tailles et d’orientation que ’on retrouve dans les éléments unités, la métrique
induit des contraintes plus fortes. En pratique, cela se traduit par un ensemble d’invariants
géométriques qui caractérise la classe des éléments unités d’'une métrique. Un exemple est le
volume des éléments d’une méme classe. On sait qu’ils ont tous le méme volume euclidien
donc le méme volume dans M. Inversement, on montre qu’il est également possible de définir
la métrique en fonction des propriétés géométriques de n’importe lequel de ses éléments uni-
tés. Cette étude permet de connaitre a priori 'information qui peut étre factorisée par une
métrique, i.e., son information intrinséque, mais également ses manquements.

On introduit en premier des invariants standards qui sont la simple transcription de cer-
taines propriétés des simplexes réguliers. On s’attarde ensuite & décrire la métrique en fonction
d’un représentant quelconque de sa classe d’éléments unités. Enfin, on caractérise les éléments
unités en fonction de la métrique.

Notations et conventions. Soit K est un élément, un triangle en 2D et un tétraédre en 3D.
On note |K| I’aire du triangle ou le volume du tétraédre, e; la i*™¢ aréte de K, n; la normale
a la face opposée au ™€ sommet, F; est la face correspondante a n;, |F;| est laire de la face
i. Si M est une métrique 3D, on note Mp, la métrique projetée dans le plan défini par la face

F;. Si la face courante F; est définie par les arétes (eg, e2) alors la métrique projetée Mp, est :

a ¢
MF:(C b)’
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ou les coefficients sont donnés par :
a="'a Muy, b="uy Muy, ¢="'uy Mus,

avec (uy,uz) la base orthonormée déduite de (ej,e2). On utilise également les conventions
d’orientation et d’énumeération définies par la Figure [1.§

Invariants standards

On rappelle deux invariants qui sont utiles pour la suite. Soient M une métrique, K un
élément unité dans M et (e;); la liste d’arétes de K, alors on a :

te; Me; =1,

v (ei,e;)), (1.7)
! {Qtei./\/lej+1zosii7éj.

Le premier invariant vient de la définition d’un élément unité. Le second invariant fige I’angle
dans la métrique entre deux arétes. Dans le cas d’un triangle régulier, ’angle entre deux arétes
est constant égal & soixante degrés. Le second invariant est donc ’analogue de cette propriété
dans le cas d’une espace métrique. Etant donné un couple d’arétes (ei,ej) d'un élément K
unité, on considére la troisiéme aréte de la face définie par ce couple, disons eg. Alors
avec la convention d’orientation des arétes, on a pour la face (e;,ej,e;) : e; +e; — e, = 0.
En développant
“le; +ej+ex) M(e; +ej—e;) =0,

et en utilisant le premier invariant, on obtient la seconde propriété.

Figure 1.9: Représentation géométrique de la construction de ’ensemble des triangles unités dans
une métrique M. A partir d’une aréte initiale (g, yo), les autres arétes sont trouvées par intersection
des boules unités de M. Seule une des deux solutions admissibles a été représentée sur le graphique.

(Oz)

Du modéle continu a I'élément discret

Dans cette partie, on donne des invariants sur le volume, ’aire des faces et la longueur
des arétes pour élément K unité dans une métrique M.

Proposition 1.2 Etant donné un tenseur de métrique M, alors quelque soit le triangle unité
K dans M défini par sa liste d’arétes (€;)i=13, on a :
o si |K| est laire euclidienne de K :

V3

K| = Y7 det(M2),



34 Modéle continu de maillage

Figure 1.10: Représentation géométrique dans ’espace de la construction de ’ensemble des tétra-
édres unités dans la métrique I3 & gauche et une métrique anisotrope M a droite.

e pour toute matrice symétrique H :

3
3
Ztei He; = §trace(M_%HM_%).
i=1

La preuve, donnée en Annexe repose sur la construction explicite d’un élément unité
vis-a-vis d’une métrique. A partir d’une aréte initiale, les autres arétes de longueur un sont
déduites par intersection de la boule unité comme illustré sur la Figure Un calcul direct
analytique est alors possible.

Proposition 1.3 Etant donné un tenseur de métrique M, alors quelque soit le tétraédre unité
K dans M défini par sa liste d’arétes [ey, ..., eg], on a :
o si |K| est le volume euclidien de K :

|K| = g det(M2),

e pour toute matrice symétrique H :

6
Ztei He; = 2trace(M_%HM_%),

i=1

o si(n;)i—1.4 dénote les normales sortantes aux faces de K telle que ||n;|l2 = |F}]| :

4 1 1
t g trace(M2HM?)
; n; Hn; = det(M)

La preuve en trois dimensions, donnée en Annexe [1.A] repose sur quelques considérations
géométriques [24]. On montre et on utilise les résultats préliminaires suivants :
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\

A

Figure 1.11: Iso-valeurs d’une forme quadratique H définie positive & gauche, vues dans l'espace
euclidien (R?, I,). A droite, iso-valeurs de la méme forme quadratique vues dans un espace métrique
euclidien (R%, M).

(i) Pour un tétraédre régulier Ky, quelque soit la droite (D) passant par un des sommets de
K alors la somme des longueurs au carré des arétes e; projetées sur (D) est constante.

(ii) Pour un tétraédre régulier Ko, quelque soit la droite (D) passant par un des sommets
de Ky alors la somme des normes au carré des vecteurs n; normaux aux faces projetées
sur (D) est constante.

Le cas général d’une métrique M est déduit en utilisant la transformation Mz,

Ces invariants sont les plus utiles car ils exhibent ’action d’une métrique M sur une
matrice symétrique H quelconque. Par exemple, si on se donne une matrice H qui correspond
a la métrique d’une forme quadratique f quelconque :

F(x) = "x Hx,

. _1 _1 . . .
alors la matrice M~2 HM™2 correspond & une nouvelle fonction quadratique vu dans ’espace
. . . L 1
déformé par la métrique. En effet, si on considére le changement de coordonnées x = M2 x,
on définit une nouvelle forme quadratique f :

FR) =xHx='M i) HM 2x="x M 2HM 2%

Les iso-valeurs de f sont différentes de celles de f. Il est donc possible de controler (modifier) la
carte des iso-valeurs en modifiant le choix de la métrique M. Au Chapitre 2, on verra que si M
est choisie telle que les valeurs propres de f sont dans 'ensemble {—1,0,1} alors la carte d’iso-
valel%rs devierllt isotrope dans ’espace déformé par M. On remarque également que l'opérateur
M™2 H M™2 ne modifie pas le caractére elliptique, hyperbolique ou parabolique de f car le
signe de det(./\/l_% H ./\/l_%) est identique au signe de det(H). Ce controle en utilisant la
métrique pour modifier la perception des fonctions quadratiques est illustré Figure [I.T1]

REMARQUE 1.6 Les faces d’un tétraédre unité ne sont pas des triangles unités pour la métrique
M dans laquelle le tétraédre est unité. Autrement dit, ‘n; M n; n’est pas d’aire unité. Cepen-
dant, chaque face est unité dans la métrique projetée dans le plan de la face. Par exemple, si
M, est la métrique projetée sur vec(e, es) alors ||ng||3 det(Mp,) est constant en utilisant
les invariants 2D. De la méme maniére, la somme des longueurs des trois arétes des faces
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frontiéres n’est pas constante dans la métrique 3D. Par exemple, si on utilise les notations
définies par la Figure [I.8] pour la face Fy, on a :

3
leall3 + llexl5 + llea5 = 5trace(Mp,),

mais aucune relation ne peut étre exhibée si on considére la métrique M a la place de Mp,.
Le périmeétre est également une quantité non conservée dans la métrique.

De I'élément discret au modéle continu

Dans cette partie, on caractérise 1’élément continu M en fonction d’un élément discret K
unité quelconque. On montre par un calcul direct ou en utilisant les Propositions et
qu’on peut a partir des données géométriques d’un élément unité retrouver les valeurs propres
de M. On utilise pour cela les relations coefficients racines d’un polynéme. On a deux relations
en deux dimensions et trois relations en trois dimensions.

Proposition 1.4 Le tenseur de métrique M s’exprime seulement en fonction des longueurs
euclidiennes des arétes d’un élément unité K (quelconque). En particulier, la trace, le déter-
minant et les valeurs propres de la métrique s’expriment comme des fonctions des longueurs
des arétes de K :
lel3 + [le2]l3 + [les]l3

2]ler A e

3

dller Neof3

trace(M) =
det(M) =

La preuve compléte est donnée en Annexe [[.A] de ce chapitre. L’idée principale consiste a
exprimer la matrice de la métrique dans une base orthonormée déduite des arétes de I’élément
K considéré. Cette expression est ensuite simplifiée en utilisant les invariants . L’intérét
de la preuve est de donner une forme explicite de la métrique, voir I'expression en
Annexe [I.A] dans une base qui est propre a I’élément K.

Proposition 1.5 En trois dimensions, on a :

trace(M) = |Ei?,

~ 2]ffey ( eg/\eg )2 & Z
trace(Mfl) — 3 Z; Hei||§,

1=
1

det(M) = [te1 (e2 Aes)||3

La preuve consiste d’abord & montrer que la Proposition peut s’appliquer sur chaque face
de F; de K en considérant la métrique Mp,. L’idée est ensuite similaire au cas de la dimension
deux. On exprime d’abord la métrique (2D) dans une base définie par F; de I’élément K. Cette
base est ensuite complétée a I'espace tout entier en considérant une aréte non incluse dans Fj.

EXEMPLE 1.5 (APPLICATIONS PRATIQUES DE CES FORMULES)
La premiére application consiste & estimer la métrique de surface d’un maillage surfacique.
L’algorithme consiste & écrire la matrice de la métrique dans une base orthonormée définie par
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la face (le triangle courant) en utilisant ((1.14). Cette métrique 2D est ensuite diagonalisée :

A O
Mayp = (r1 13) < 01 N )t(rl rs).

Les vecteurs propres 2D sont ensuite réécrits en trois dimensions. Par abus de notation, on
garde les notations r;, la métrique finale de surface pour la face F est :

A0 0
Mp =(rirar; A1) 0 X O fryrory ATo),
0 0 22—

max

ol hpqe €st un paramétre & définir. La métrique obtenue aux éléments peut ensuite étre
projetée aux nceuds du maillage en appliquant .

La deuxiéme application concerne le calcul d’une densité de surface a partir d’'une métrique
de volume. En toutes dimensions, la densité est simplement \/det(M) comme on le verra plus
loin. Ce calcul nécessite donc d’intersecter la métrique de volume avec le plan défini par la
face courante F' afin de pouvoir estimer la densité de surface. Le calcul de la densité de surface

se simplifie donc en :
Cs(M) = / /et (M) ds.
S

1.2.4 Modélisation continue d'un maillage

Dans cette section, on présente la modélisation continue d’un maillage. On démontre
le lien entre cette modélisation et les maillages discrets & 'aide de paramétres locaux et
globaux tels que I'orientation ou la densité. Ces paramétres permettent de définir des séquences
de maillages continus emboités. Enfin, on montre qu'un maillage continu définit une classe
d’équivalence de maillages discrets.

Définition 1.7 Un maillage continu M(.) défini sur Q est un espace métrique riemannien

(a, M(a))acq-

Le maillage continu est une fonction qui dépend localement de son orientation définie par la
matrice de rotation R(.) et de ses tailles h;(.), données par )\l-_l/ 2(.), le long de ses directions
principales :

/\1(8)
M:aeQ— M(a) = R(a) ‘R(a)

Une simple réécriture de M(.) permet de montrer certaines analogies avec un maillage discret.

Proposition 1.6 Un maillage continu M(.) est une fonction composée de paramétres locauz :
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e une densité d :

e n quotients d’anisotropie r; :

-2

La complexité C du maillage continu est définie en intégrant les contributions locales de densité
d sur Q). Ce paramétre global est donc :

C(M):/Qd(a)da:/ﬂx/det(/\/l(a))da.

On décrit plus en détails chacun de ces paramétres.

La densité d, définie comme l'inverse du volume de la boule unité locale, est directement
liée a la précision du maillage ou au niveau de détail. La Figure illustre I'impact d’un
accroissement de la densité sur un élément régulier. On remarque que l'orientation et les
quotients d’anisotropie restent constants quelque soit la densité demandée. Cela permet de
raffiner ou de déraffiner localement le maillage tout en gardant le méme rapport d’aspect et
la méme orientation.

La matrice d’orientation R(a) est formée des vecteurs propres associés a la matrice M(a).
Elle permet de contréler localement l'orientation des éléments du maillage.

Les quotients d’anisotropie sont 1’extension en n dimensions des ratios d’anisotropie du
plan. En 2D, on considére le rapport des tailles locales hi et ho dans les directions principales
v1 and vo respectivement. Cependant, il n’est pas trivial d’étendre cette définition au 3D car
il faut privilégier deux directions parmi les trois disponibles pour former les ratios :

ha ke
ha' hy O hy

Dans le premier ratio, la taille hg est ignorée et dans le second la taille ho, etc. Afin d’éviter
ces inhomogénéités, on généralise I’écriture des ratios d’anisotropie 2D :

hy h?

ho  \hihy )’
L’avantage de cette définition est de donner une interprétation des ratios non plus en terme de
rapport de distances mais en terme de rapport d’aires. Afin de définir un quotient d’anisotropie
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homogeéne a un rapport de distances, on prend la racine carrée. On propose donc la définition
de quotient d’anisotropie suivante :
2\ 1/2
r= i
hihs '

En suivant le méme raisonnement qu’en 2D, le i-éme quotient d’anisotropie en nD est défini
par :

n

T, = hi ﬁ hk
k=1

En trois dimensions, les quotients d’anisotropie ont une interprétation simple en termes de
rapport de volumes, comme illustré sur la Figure [I.12]

La complexité C représente la taille du maillage continu. Il s’agit en fait de I’analogue
du nombre de sommets d’un maillage discret. Dans le cadre des estimateurs d’erreur, ce
parameétre est utilisé comme un controle. 11 est ajusté pour obtenir globalement le niveau
de précision désiré. Ce paramétre global est la version continue et l'extension aux maillages
anisotropes non structurés du paramétre de taille de maille h utilisé classiquement pour les
analyses d’erreur en éléments finis.

REMARQUE 1.7 On remarque que [[ ;7 = 1. L’ensemble des inconnues suffisantes pour
définir complétement un maillage continu est donc

(R,d,r1,...,7—1) ou bien (R,hq,...,hy).

L’avantage du premier ensemble d’inconnues est de découpler d’une part des informations
d’anisotropie qui sont contenues dans R et les quotients d’anisotropie, et d’autre part une
information de précision ou de mise & ’échelle contenue dans la densité d.

s

hi

Figure 1.12: A gauche, différents éléments unités pour des métriques dont seulement la densité
différe. L’orientation et les quotients d’anisotropie sont conservés, seul le niveau de détail ou la précision
est modifié. A droite, interprétation géométrique des quotients d’anisotropie en trois dimensions en
terme de rapport de volumes.
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Maillage unité

On a démontré dans la Proposition que pour tout élément continu, il existe une classe
non-vide d’éléments discrets qui sont tous unités dans cette métrique. On cherche & préciser
un résultat similaire pour un maillage dans son ensemble. Existe-t’il, pour un maillage continu
M(.), un maillage unité et réciproquement ?

La premiére contrainte est la compatibilité de la métrique avec le domaine €. Si le maillage
continu est incompatible avec le domaine alors il n’existe pas de maillage unité dans M(.).
Par exemple, en une dimension, si on considére la métrique constante I et le domaine [0, %},
il est facile de voir qu’il n’existe pas de solution. Le méme probléme se pose pour la frontiére
du domaine €). Pour éviter ce probléme, on suppose que € est égal a R”.

On considére dans un premier temps le probléme plus simple de I'existence d’un maillage
unité pour R" vis-a-vis de la métrique identité. Ce probléme est équivalent & trouver un
motif composé seulement d’éléments unités pavant ’espace. Dans R?, on sait que le triangle
équilatéral, Figure[I.15] pave le plan. De plus, qL}elque soit l'orientation du triangle équilatéral
initial, la transformation par 'application M™2 donne un unique triangle unité qui permet
également de paver le plan. Par contre, il est bien connu que le tétraédre équilatéral ne pave
pas 'espace. Par conséquent, l'existence d’un maillage discret 3D pour un maillage continu
constant n’est pas assurée. La notion de maillage unité ne peut pas étre la seule extension
du cas des éléments unités. Il est donc nécessaire de donner une définition plus faible & un
maillage unitaire afin de pouvoir assurer I'existence.

Définition 1.8 Un maillage est unité pour un maillage continu M(.) si tous ses éléments
sont quasi-unités pour M.

Il reste & proposer un sens & quasi-unité. Notre étude doit étre valable dans le cadre
général des mailleurs adaptatifs. En ce sens, une étude théorique sur le pavage de I’espace
doit étre compatible avec certaines contraintes techniques et algorithmiques nécessairement
présentes dans tout mailleur adaptatif. Ces considérations et contraintes vont nous guider
dans la définition pratique d’un élément quasi-unité.

Une contrainte technique. On schématise un mailleur adaptatif. A partir d’un maillage H
et d'un champ de métriques (M;);=1.. n défini aux sommets de H, on cherche a générer un
maillage unité dans M, o M est 'extension du champ discret au domaine tout entier en
utilisant . L’algorithme de génération peut se décomposer sous la forme suivante si I'on
décide de couper les arétes :

1. Construire la liste des arétes du maillage et les empiler dans la pileﬂ D.

2. Tant que p est non vide, faire

3. Dépiler 'aréte courante e

4 Calculer la longueur /p4(e)

5. Si fpq(e) n'est pas unité :

6 Couper ou fusionner 'aréte e et empiler dans p les nouvelles arétes
7. Fin Si

8. Fin tant que

2. Voir [14] pour plus de détails.
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Une premiére question consiste a regarder si un tel algorithme a une chance de converger.
En fonction du critére utilisé en 5., I'algorithme peut cycler indéfiniment. En effet, si la
comparaison de 'aréte consiste seulement & observer si fq(e) est supérieure ou inférieure
a 1, on peut imaginer le cycle suivant : e est trop grande, un point est inséré au milieu de
e, une des deux arétes résultantes est analysée, elle est trop petite donc supprimée, l'aréte
initiale e est re-créée par fusion, etc. Une solution proposée dans [I4] est de considérer qu'une
aréte est unité si sa longueur est comprise entre [é, oz] avec a > 0. Considérer l'inverse de
« est nécessaire pour assurer un traitement similaire entre les arétes dont les longueurs sont
comprises entre [0, 1] et celles dont les longueurs appartiennent a [1, co]. Une aréte de longueur
0.01 est 100 fois trop petite comme une aréte de longueur 100 est 100 fois trop grande. Si
[0}

de plus, on cherche un coefficient a tel que § = é pour la symétrie alors o est égal a /2.

Finalement, on propose une premiére définition d’élément quasi-unité dans M :

Définition 1.9 Un tétraedre K donné par sa liste d’arétes (ej)i=1..¢ est déclaré quasi-unité
St -

1
Vi e [1,6] laq(eq) € [,
1.6] (e € |5
Cependant, nous ne savons pas si cette définition d’éléments quasi-unités garantit 1’exis-
tence d’un maillage discret unité pour un maillage continu donné. On propose donc d’étudier
cette question d’existence en s’inspirant du pavage de I'espace par des tétraédres non réguliers.

\@] : (1.8)

Tétraédres non réguliers pavant l'espace. L’étude des tétraddres pavant l'espace [25] est une
question géométrique assez ancienne, pour un historique voir [27]. Elle est généralement issue
de problémes de cristallographie. Ces travaux ont montré qu’il existe un ensemble de tétraédres
non réguliers qui permettent de paver 'espace : les tétraédres de Sommerville [28] ou la famille
des tétraédres de Goldberg [17].

La premiére classe de tétraédres repose sur des découpages particuliers d’un cube, Fi-
gure [[.13] On rappelle les coordonnées des sommets de ces tétracdres sous la forme K =
[A,B,C,D] avec A =10,0,0] :

e tétraédre de Sommerville 1 :

1 1 11 111
B* |:27070:|7C |:27_272:| etD* |:27272:|7

e tétraédre de Sommerville 2 :

1 11 111
[ 7070]70 |:27 272:| et |:27272:|7

e tétraddre de Sommerville 3 :

111 1 11 111
B=|= -2 =l c=|z -2 -l etD=|2 = =
[2’ 2’ 2}’0 [2’ 2’2} et [2’2’2]’

e tétraddre de Sommerville 4 :

1 1 1 11 111
B=|-,0,——|,C=|z,—c,z| etD=|-,-,=]|.
[2’ ’ 4]’ [2’ 2’2] ¢ [2’2’2]
La seconde classe repose sur le découpage d’un prisme avec comme base un triangle équilatéral,

Figure Ses coordonnées dépendent d’un choix initial de deux longueurs a et e. On les
spécifie ici pour a =1/3 et e =1:
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Figure 1.13: Tétraédres de Sommerville 1, 2, 3, 4.

e tétraedre de Goldberg :

1 V312
B—[0,0,l],C— |:07173:| et D = [2;273]

Comme tous ces tétraédres ne sont pas réguliers, on propose de comparer leurs tailles par rap-
port au tétraédre de référence : le tétraédre régulier unité. Tous les tétraédres sont multipliés
par une constante tel que le volume soit exactement v/2/12. Les tailles de leurs arétes sont
données dans la Table On constate que la contrainte technique ([1.8)) n’est vérifié que par
les tétraédres 1 et 2 de Sommerville et celui de Goldberg. Il existe donc bien des tétraédres
quasi-unités pour la métrique identité pavant 1’espace. Dans la suite, on ne considére que le
second tétraédre de Sommerville car c’est celui dont la variation de taille par rapport & 1 est
minimale.

On considére a présent une métrique constante uniforme anisotrope donnée par M. On
étudie le pavage de lespace avec des éléments quasi-unités dans M. A partir du motif formé
par I'assemblage du second tétraédre de Sommerville, on construit une boule d’léléments autour
d’un point qu’on transforme ensuite dans la métrique par 'application M~ 2. On remarque
que la non-uniformité du tétraédre entraine nécessairement la création de plusieurs tétraédres
différents, Figure[1.17] Cependant, ils ont tous le méme volume et les mémes longueurs d’arétes
dans la métrique M. En 2D, cela s’exprime par un pavage par des triangles qui dépend de
l'orientation du triangle initial, cf. Figure[I.I5} Cependant, contrairement au cas 3D, un unique
triangle anisotrope est suffisant pour paver la plan a partir d’un motif formé par la boule des
triangles autour d’un point. En d’autres termes, le pavage de I'espace par un seul tétraédre
dans la métrique I3 est possible, mais un ensemble de tétraédres est nécessaire pour paver
I’espace de maniére anisotrope.

Une autre solution est de considérer plusieurs tétraédres (si possible 2) qui pavent I'espace
en formant des formes réguliéres. On considére le cube de coté 1, que 'on découpe en cing
tétraédres. Alors, quatre des tétraédres sont le tétraédre & angle droit dont trois arétes sont
de longueur un et trois arétes de longueur v/2; le dernier tétraédre au centre est le tétracdre
régulier de coté /2, cf Figure . Comme le cube pave I'espace, il est possible avec seulement
ces deux types de tétraédres de paver I'espace. De plus, comme toutes les longueurs des arétes
sont comprises entre 1 et v/2, cf. Table alors ces tétraédres sont quasi-unités dans I3 au
sens de la Définition [I.8]

Contréle du volume. La contrainte plus faible sur la longueur des arétes (|1.8) peut malheu-
reusement conduire & la création d’éléments quasi-unités mais de volume tendant vers zéro.
Par exemple, dans I'espace (R3,I3), on considére le tétraédre dont toutes les arétes sont de



1.2 Modéle continu de maillage 43

\ 3a

Figure 1.14: Famille de tétraédre de Goldberg. Elle est paramétrée par la donnée de longueurs a et
e, avec b2 = a® 4 €2 et c® = 4a® + €2. A gauche, 'assemblage des tétraédres remplit un prisme dont la
base est un triangle équilatéral de coté e.

’ Tétraédre ‘ Facteur ‘ Longueurs des arétes ‘ Qualité ‘
| Sommerville 1] v2 [ 070 122 122 1.0 1.0 141 | 0800 |
| Sommerville2| 25 | 1.12 0970 0970 0.970 0970 1.12 | 0.954 |
| Sommerville 3| 25 | 0970 0.970 0970 112 159 112 [ 0.763 |
| Sommerville 4 | 127522 [0.691 1.07 107 112 112 123 | 0.8 |
| Goldberg | 37226 [0.932 0990 1.12 1.2 0.990 0.990 | 0.950 |

Table 1.2: Tétraédres pavant ’espace. On donne les facteurs de normalisation des tétraédres pour
les rendre de volume unité v/2/12, les longueurs des arétes et les qualités Qy,.

’ Tétraédre ‘ Longueurs des arétes ‘ Qualité ‘

’Régulier‘\@\/ﬁﬁﬂﬂ\/ﬁ‘ 1 ‘
’Rectangle ‘ 1 1 1 V2 V2 \/5‘ 0.84 ‘

Table 1.3: Ensemble de deux tétraédres dont I'association forme un cube de c6té 1 : longueurs des
arétes et qualité Q4.
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longueur v/2. Ce tétraédre est quasi-unité dans I3. Cependant, lorsqu’on projette orthogona-
lement un de ses sommets sur la face opposée, on obtient un tétraédre quasi-unité de volume
nul. En effet, trois arétes ont une longueur égale & /2 et les trois autres ont une longueur
égale a \/6/ 3 ~ 0.816 € [%, \/5] En conclusion, le contréle de la longueur des arétes n’est
plus suffisant, il faut aussi controler le volume de I’élément pour relaxer la notion d’unité.

En pratique, ce controle est assuré par la prescription d’une fonction qualité. On choisit
la fonction qualité suivante :

2
36 K|},
33 Z?:l FVICHE

Pour des éléments parfaitement unités, la fonction qualité est constante égale & 1. Pour des
tétraédres de volume nul, elle vaut 0. Les qualités des tétraédres pavant ’espace sont données
dans les Tables [[.2] et [[.3

La qualité Q¢ quantifie seulement 1’écart & la forme de I'élément régulier. En aucun cas,
la forme dans ’espace physique des éléments est controlée. En effet, on a vu qu’il existait un
ensemble d’éléments unités dans M. Tous ces éléments vérifient Q¢ = 1. D’autres fonctions
qualités sont donc nécessaires si on souhaite les distinguer.

QM S [07 1]

On en déduit que la génération d’un maillage adapté est controlée a la fois par les longueurs
des arétes et le calcul d’une fonction qualité. Le calcul des longueurs et des volumes est, en
pratique, approché en utilisant les formules d’approximation données dans les exemples et
[I.4] Cela donne la nouvelle définition utilisée en pratique par le mailleur pour vérifier qu’un
élément est quasi-unité :

Définition 1.10 (Cas pratique) K est quasi-unité, i.e., admissible pour M, si :
1
o Vic[l,6] lye)e \/5}
1.6 tute € |5

e QMm(K) € [a, 1], avec a > 0.

Dans notre étude, @ = 0.8 est acceptable car on peut générer les tétraédres de Sommer-
ville 1, 2, le tétraédre de Goldberg ainsi que les tétraédres utilisés pour découper un cube.
En pratique, lors de la génération d’un maillage adapté & une métrique, le mailleur donne en
sortie un histogramme des tailles dans la métrique ainsi qu’un histogramme de la qualité des
éléments dans la métrique. Ces informations permettent de parfaitement valider et quantifier
I’écart & I'idéal continu.

REMARQUE 1.8 Un point négligé dans la définition d’un élément quasi-unité est ’application
envisagée. Dans le cas de maillages pour les éléments finis, le jacobien des éléments quasi-
unités est un point & étudier car il influe sur le conditionnement total de la matrice. Dans le
cas de maillages pour des solveurs volumes finis, I'étude de la forme des cellules volumes finis
peut également avoir des impacts drastiques sur la précision et la performance des calculs.

Maillages continus emboités

On regroupe ici les impacts théoriques et pratiques de la réécriture en maillage continu
proposée dans la Définition (1.6]).
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B & ) &

Figure 1.15: Quelque soit la forme des éléments unités choisie, on peut paver le plan avec le motif
formé par cet ensemble.

AT

Figure 1.16: Pavage de 'espace avec deux formes de tétraédre. Dans notre exemple, on a choisi le
tétracdre régulier de coté /2 et celui ayant un angle droit, avec trois arétes de longueur un et trois
arétes de longueur \/i, dont 'association forme un cube de coté 1.

Etant donné un maillage continu de complexité N, il est possible de déterminer 1’ensemble
des maillages continus emboités, c’est-a-dire possédant la méme orientation et les mémes
quotients d’anisotropie mais avec une complexité différente. Pour tout maillage continu M,
on peut déduire la classe des maillages unités a complexité N :

N

My =—
/Q\/det(/\/l)

M= NM. (1.9)

Quand N est égal a un, on définit la métrique de densité un, M, qu’on appelle métrique mére.
La seule donnée de M est suffisante pour décrire la famille de maillages continus indexée par
la complexité N. Cette propriété est trés utile pour les analyses de convergence. En effet, il est
possible a partir de M de définir une suite de maillages continus (MN)N=1..00- On peut alors
passer & la limite sur N pour effectuer des analyses asymptotiques de convergence pour des
maillages non-structurés anisotropes. Cependant, par analogie avec la méthode des éléments
finis, on peut également définir une suite de maillages continus Mj. Dans le cas continu,
I'index h est égal a
max (hi)i=1..n-

Le passage a la limite s’effectue alors pour h tendant vers zéro. La méme mise & I’échelle par la
formule assure que lorsque N tend vers 'infini alors h tend vers zéro. On a également que
N = O(h™) dans R™. Le principal avantage des maillages continus emboités est de garantir que
pour chaque NN ou h, on conserve les mémes quotients d’anisotropie et la méme orientation.
Un exemple de maillages continus emboités est donné Figure [I.18]
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&

Figure 1.17: Boule isotrope et anisotrope d’un point en utilisant le second tétraédre de Sommerville.
On compare le cas d’une métrique isotrope a gauche a celui d’'une métrique anisotrope. Si un unique
tétraédre pave ’espace dans le cas isotrope, ce n’est plus vrai dans le cas anisotrope. En bas, on
visualise les erreurs sur la taille des longueurs des arétes dans les différentes métriques.
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On a également une analogie avec les classes d’équivalence d’éléments discrets pour les
maillages quasi-unités. On dit que deux maillages discrets quasi-unités dans My, ou My est
le maillage issu de M avec une complexité N, sont équivalents si :

Hy est unité dans My

HiRMmHy { ‘Hy est unité dans M y.

L’opérateur de projection IIM y = IIy M permet d’obtenir tous les membres discrets de
la classe d’équivalence du maillage continu M. En pratique, un maillage unité est généré
par un mailleur adaptatif. L’utilisation de différentes méthodes (Delaunay, frontal, ...) pour
le maillage ou le remaillage donne lieu a des maillages différents au niveau de la topologie
et du nombre de sommets. Cependant, pour de tels maillages, tous les éléments sont quasi-
unités pour le méme maillage continu. Ils possédent des propriétés d’orientation, de densité
et d’anisotropie équivalentes, cf Figure [I.18]

EXEMPLE 1.6 (MAILLAGE CONTINU D’UN MAILLAGE)
S’il est théoriquement difficile en trois dimensions de garantir ’existence d’un maillage pour
un maillage continu donné, il est cependant plus aisé de trouver pour un maillage donné,
un maillage continu le représentant ou du moins ’approchant. L’algorithme se décompose en
deux étapes :
1. Pour chaque élément K, I'unique métrique M g représentant 1’élément est calculée en
résolvant le systéme linéaire donné par .

2. La métrique aux éléments est projetée aux sommets du maillage en faisant une moyenne
pondérée par le volume des éléments, en utilisant (|1.5]) :

2_pek K], 1H(MK))

Cette projection est en fait une projection L? dans I'espace des métriques log-euclidiennes.
En pratique, la métrique d’'un maillage est généralement utilisée pour définir un nouveau
maillage, plus ou moins raffiné, qui est identique au maillage initial en terme de quotients
d’anisotropie et de directions. Cela permet de préserver certaines zones pré-raffinées. Si &
partir d’un maillage initial H, on désire générer un maillage équivalent ou consistant a H
avec deux fois moins de sommets, il suffit alors de générer le maillage unité dans la métrique

(%)% M. La constante (i)% découle de la Relation .

/\/lp:exp<

REMARQUE 1.9 (COMPLEXITE ET NOMBRE DE SOMMETS D’UN MAILLAGE UNITE) Une confusion pos-
sible consiste & considérer que la complexité C d’'une métrique M est exactement égale au
nombre de sommets du maillage unité généré. En pratique, des écarts trés importants sont
généralement observés entre ce que propose I’'idéal continu et I'image discréte que propose le
générateur de maillages. Plusieurs points expliquent cette différence.

e Si le maillage continu a de trop fortes variations de tailles, alors une gradation [6]
préalable est (presque toujours) nécessaire afin de le rendre plus régulier vis-a-vis de sa
représentation discréte. La gradation consiste & vérifier que le maillage continu est bien
de classe C*° comme naturellement introduit dans la définition d’un espace métrique
riemannien.

e La frontiére du domaine est incompatible avec le maillage continu : on peut alors soit
reconstruire la métrique de surface et 'intersecter avec le maillage continu, soit adapter
la surface.



48 Modéle continu de maillage
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Figure 1.18: Représentation graphique d’un maillage continu M, en haut, et de deux maillages
unités appartenant & IT;900 M1, au milieu, et IIsgpo M1 en bas. La colonne de droite est un zoom sur
une partie du domaine. Pour chaque maillage unité, l'orientation et les quotients d’anisotropie sont
conservés quelque soit le nombre de points utilisés.
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e Le générateur de maillage interpole également la métrique aux nouveaux points insérés.
Selon la méthode d’interpolation choisie, cette étape introduit également un biais dans
la relation entre complexité et nombre de points.

Dans le cas ol une suite de maillages (H )y est générée conformément a une suite de mail-
lages continus emboités (My)n alors cette constante peut étre estimée préalablement. Une
correction est alors possible afin d’affiner le nombre de points désirés. En effet, si (My)
converge et que les paramétres pour la génération du maillage restent inchangés, alors il
existe une constante k, telle que

#Hy = kC(My),

ol #Hy dénote le nombre de points du maillage H . Pour calibrer exactement la complexité
d62 la métrique My au nombre de sommets du maillage Hp, il suffit de multiplier My par
kn.

1.3 FORMALISME ET MAILLAGE CONTINU

L’utilisation du maillage continu consiste en pratique a formuler des problémes sous une
forme continue. Si on considére que le maillage continu M permet de factoriser I’ensemble de
la classe d’équivalence des maillages unités dans M alors on peut utiliser M & la place d’'un
maillage discret.

Dans cette section, on se contente d’illustrer formellement les principes d’utilisation du
modéle continu. On considére successivement ’exemple de 'erreur d’interpolation puis de
I’adaptation & une fonctionnelle cofit.

Cas de I'erreur d’interpolation

On considére une fonction u définie sur un domaine 2. Soit IT,u Uinterpolé linéaire de
Lagrange de u sur un maillage H de 5. On cherche le maillage qui minimise ’erreur d’inter-
polation

llu — Hpulla,

ou |||z est une norme ou semi-norme dans un espace fonctionnel H.

Une approche classique consiste a dériver des estimations d’erreur sur un élément K en
utilisant la technique de I'élément de référence. Si K est 'élément de référence alors les
majorations anisotropes peuvent prendre la forme suivante [2] en 2D :

N N 8l—mu
|u — HhU/’Wn,p(K) S C Z hl,lKhZ,QK ‘a

W 3 (1.10)

Wm.p(K)

al1tas=l—m

ot les tailles h; i sont dérivées de la transformation Tk : K—K , C' une constante indépen-
dante de K et aq, ao des indices positifs.

Dans le cas du formalisme continu, on ne cherche pas & majorer 'erreur en fonction des
données géométriques, h; i, d'un seul élément mais plutoét en fonction des propriétés de la
métrique M pour laquelle il est unité. Cela permet d’obtenir des majorations génériques en
factorisant les informations géométriques des éléments grace aux classes d’équivalence des
éléments unités. Cela se traduit par des majorations valables pour tous les éléments unités
dans la métrique :

VK unité dans M, [|u — Hpul|gxy < e(M,u), (1.11)
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ot e est une fonctionnelle qui lie la métrique a la fonction u et ses dérivées Ou, . . ., 0% u selon
I’ordre de 'approximation. On cherche a lier une erreur discréte 4 gauche & une représentation
complétement continue & droite. Une simple réécriture de e sous la forme :

e(M,u) = [lu—mrulsy

permet également de définir un interpolé linéaire continu 7 u défini sur la boule unité de M
qui est alors vue comme un élément continu.

Les estimations du type (|1.11)) sont généralement moins précises que les estimations .
Cependant, pour certaines classes de fonctions simples, elles peuvent étre exactes. Le principal
intérét est de pouvoir minimiser globalement l'erreur indépendamment de toute technique
de génération, d’adaptation ou d’optimisation de maillage. On s’abstrait donc de toutes les
difficultés liées au caractére discret de I'estimation.

Ainsi, si on optimise 'erreur continue e vis-a-vis de M, lerreur discréte sera également
minimisée. Le principal avantage est de disposer d’outils mathématiques sur l’espace des
maillages continus comme 'optimisation ou la différentiation.

Le probléme initial qui consiste a trouver un maillage discret optimal, est donc d’abord
envisagé sous un angle continu. Formellement, on cherche le maillage continu optimal M, :

Mpt = Argmin y F(M) = Argmin y, / e(M,u)dQ.
Q

Ce probléme d’optimisation peut se résoudre de deux fagons :

e soit numériquement en utilisant ’approximation discréte de M, u et ses dérivées,

e soit de maniére continue en utilisant le calcul des variations et en dérivant une solution

analytique.

La premiére solution suppose que ’on doit disposer d’outils bien posés dans ’espace des
métriques riemanniennes comme la différentiation. Si tel est le cas, implémenter un algorithme
de gradient nécessite de garantir dans chaque étape de descente que la métrique solution soit
toujours une matrice définie positive. La méthode de descente suivant une direction admissible
d s’écrit pour la fonction F' :

M1 = M; — ad, avec d tel que F(M,;y1) < F(M;).

Imposer la contrainte M;;; > 0 dans l'algorithme est équivalent & garantir que tous les
déterminants principaux sont strictement positifs, i.e.,

M>0 < Vie[l...n], det(M(1...7,1...4)) > 0.

Les technologies pour imposer de telles contraintes non-linéaires (comme le Sequential Quadra-
tic Programming ou le Semi-Definite Programming) sont bien plus complexes que les méthodes
d’optimisation pour des problémes sans contraintes. Une solution pour éviter cette difficulté
est de travailler avec les métriques log-euclidiennes, déja introduites pour l'interpolation. Le
principe consiste a effectuer dans I'espace du logarithme des métriques les opérations eucli-
diennes classiques, puis de revenir dans ’espace initial en prenant ’exponentielle.

La seconde solution demande que la fonction F soit assez simple pour envisager la résolu-
tion analytique. Cela sera le cas pour nos études dans les Chapitres 2 et 4.
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Quelque soit la méthode de résolution retenue, lorsqu’on minimise e, c’est implicitement
I’erreur sur le maillage discret qui est également minimisée. En revanche, il est beaucoup plus
difficile de déduire de ’Estimation des informations d’optimisation discréte de maillages
comme la bascule d’arétes ou le bougé de points. Par ailleurs, on peut disposer de preuves de
convergence globale dans le cas continu. Cela assure 'optimalité globale du maillage discret
unité généré & partir du maillage continu optimal alors qu’une suite d’optimisations locales
du maillage correspond a des méthodes de type plus grande pente. Par conséquent, elles ne
convergent en général que vers des optima locaux.

Le modéle continu consiste donc simplement & changer de point de vue. L’estimation ne
se déduit pas de la transformation entre un élément de référence et I’élément courant, mais
plutét de la transformation entre la métrique et les éléments discrets unités. La encore, le
comportement des éléments est factorisé par la métrique. Cela peut s’apparenter a la définition
d’un élément de référence continu. Si I’élément de référence est le triangle équilatéral uniforme
alors ’élément de référence continu sera le cercle de rayon 1.

La principale restriction est le choix des représentants offert par la métrique. En effet, en
fonction de la norme H, tous les représentants d’'une méme classe ne sont pas égaux pour cette
norme. Par exemple, lorsque la forme des éléments joue un role significatif dans I’estimation de
Perreur, il peut étre nécessaire de différencier les éléments d’une méme classe. Cela se traduit
par I’étude de la déviation entre ’estimation continu et ’élément discret :

I(K)e(M,u),

ou 0(K) particularise le comportement de chaque élément. On peut donc toujours minimiser
I’erreur vis-a-vis du seul modéle continu e. Dans ce cas, les représentations discrétes ne seront
pas toutes équivalentes mais seulement sous-optimales. Le choix du représentant optimal dans
la classe d’équivalence sera guidé par la fonction 0(K) dans le générateur de maillages. Le cas
de l'erreur d’interpolation H! est un exemple de cette situation.

Cas et utilisation pratique. On s’intéresse dans cette thése a I'interpolation linéaire en norme
LP. Ce choix de norme est justifié au Chapitre 3 par les applications envisagées en mécanique
des fluides. A partir de la Relation , le Chapitre 2 donne un sens précis et rigoureux aux
relations suivantes :

pour K unité dans M, [[u —IpulLe(x) «— e(u, M) «— |lu — mrpullpes,,)-

Cela signifie que chacune des trois représentations peut étre inter-changée avec n’importe
quelle autre. Pour certains cas, le symbole «— sera une équivalence alors que pour des cas
plus compliqués, on aura seulement une majoration. On remarque également qu’a une unique
représentation continue correspond de multiples représentations discrétes. Par extension au
volume tout entier, on propose des estimations globales sous la forme :

1
p
o= Tulsioy < ([ (0= masur?a)

Cas d’une fonctionnelle coit

Contrairement au contexte précédent, la solution w est ici seulement connue & travers
une approximation numérique wy. On sait seulement que w est solution d’une équation aux
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dérivées partielles. Dans notre exemple, on considére une équation de conservation sous la
forme :

div(F(w)) =0, (1.12)
ou F' est une fonction réguliére donnée. De maniére équivalente, on écrit cette équation sous
la forme d’une équation d’état pour la solution :

U(w) = 0.

On cherche & mesurer une grandeur scalaire d’intérét j sur une portion de surface v du domaine
de calcul :

j(w) = / P2 (w) d,

ou p est une fonction connue. Le but est de trouver le maillage qui minimise a complexité
donnée 'erreur d’approximation :

J(w) = j(wn).
La démarche consiste a prouver une estimation a priori, puis de la transcrire en terme de
maillage continu afin de dériver le maillage continu optimal.

On suppose que 'on ne commet pas d’erreur d’évaluation de j sur le maillage courant. Si
on linéarise la fonctionnelle j par rapport a I’état w, il vient :
J(w) & j(wp) + (g9, w — wp) + R,
oil R est un reste infiniment petit, de I'ordre de O(|w — wp,|?), et

9j(w) Op
= = 2 —_ .
9= "5  ow (w) dy

L’erreur d’approximation devient donc :

J(w) = j(wn) = (g, w — wp),

en négligeant le reste. Ensuite, on décompose l'erreur d’approximation (1) en deux termes :
Ierreur d’interpolation (2) et l'erreur implicite (3) :

(9w —wp) = (g,w —Tpw) + (g, Mpw — wp) .

e (2) ®3)

Le Chapitre 4 propose ’estimation discréte suivante en négligeant les termes de bord :
(g =wi) < [ [Vml [F(w) ~ TP (w)] 49 (1.13)
Q

ou pj, est 'état adjoint discret solution du systéme :
ov *
5 \Ww 7M =9
G r0)| p=g
et [g—g(wh, ./\/l)] - I'opérateur adjoint de 'Equation 1} linéarisée. On remarque que I'Esti-
mation ([1.13]) ne fait intervenir que des erreurs d’interpolation. On peut donc transcrire cette
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équation sur un maillage continu M quelconque. Il suffit pour cela de généraliser les données
du paragraphe précédent a des erreurs d’interpolation en norme L' pondérées par une fonction
poids. Le poids est donné par le gradient de I'état adjoint VP,. On a donc la fonctionnelle
suivante a minimiser :

(9, w —Hpw) < /Q |Vp||F(w) — mp F(w)] A2

L’optimisation analytique de ce modéle est également possible et présentée au Chapitre 4.

CONCLUSION

Le modéle de maillage continu d’'un domaine est directement lié a la notion d’espace
meétrique riemannien. Ce modeéle est défini par une fonction M(.) qui associe & chacun
des points du domaine de calcul 2 un tenseur de métrique. Une réécriture de cette fonction
permet d’établir ’analogie entre métriques riemanniennes et maillages. En tout point du
domaine 2, I'espace tangent & un espace métrique riemannien est difféomorphe & un espace
métrique euclidien. Dans ce plan tangent, on sait que la métrique est constante. On y définit
le modeéle continu d’un élément.

Le cas M(.) constante permet de modéliser des éléments discrets en utilisant la notion
d’élément unité, Définition . Les relations des Propositions et lient compléte-
ment le modéle continu et 'ensemble des représentants discrets. Réciproquement, toutes les
informations de la métrique sont contenues dans n’importe lequel des représentants discrets
aux travers des relations des Propositions et : propriétés spectrales et représentation
matricielle.

Le cas global permet de définir les classes d’équivalence de maillages discrets en géné-
ralisant la notion d’élément unité au maillage tout entier, Définition (1.8). La définition de
suites de maillages continus emboités est possible & travers la complexité. Cela permet des
études de convergence sur des maillages anisotropes en généralisant le paramétre classique h
au cas continu anisotrope. En pratique, un représentant effectif de la classe d’équivalence est
fourni par un mailleur adaptatif dont le calcul des distances s’effectue dans I’espace métrique
riemannien défini par le maillage continu. Il vise & générer dans cet espace un maillage discret
unité. Ce calcul est donné par la Relation . Généralement, une fonction qualité évalue
I’écart entre I'idéal continu et sa représentation discréte.

La différentiation, le calcul tensoriel et I'interpolation ne sont pas des opérations définies de
maniére univoques directement sur I’espace des maillages discrets. L’avantage de ce modéle
est que ces outils mathématiques sont bien posés dans l'espace des maillages continus. Il
est alors possible de faire entrer le maillage dans une analyse numérique. Le cas de lerreur
d’interpolation est traité au Chapitre 2 et celui de I'adaptation a des fonctionnelles scalaires
au Chapitre 4.

1.A PREUVES COMPLETES SUR LES INVARIANTS GEOMETRIQUES

Cette section regroupe, dans un but exhaustif, ’ensemble des preuves qui n’ont pas été
données au fil du texte. La principale section concernée est celle des invariants géométriques.
On rappelle dans un premier temps 1’énoncé des propositions, puis on distingue les preuves en
deux dimensions et celles en trois dimensions. On rappelle que M est un tenseur de métrique,
on note K un élément unité dans M. Les invariants classiques sont le point de départ
commun des démonstrations suivantes.
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Caractérisation des éléments unités en fonction de la métrique

On démontre dans cette section des invariants sur les éléments unités qui s’avéreront plus
utiles en pratique que la simple longueur unité des arétes. En 2D, une preuve analytique est
proposée alors qu’en 3D, une preuve géométrique est préférée.

Proposition 1.2 (2D) Etant donné un tenseur de métrique M et quelque soit le triangle
unité K dans M défini par sa liste d’arétes (€;)i=1,3, on a :
e si |K| est l'aire euclidienne de K :

V3
4

e si H une matrice symétrique quelconque alors :

K| = ¥ det(M™2),

3 3

3 3
E el = §trace(/\/l_1) et E te; He; = 1 t1race(/\/l_%H/\/l_%)7
i=1

=1

Preuve. L’invariance du volume se prouve par une intégration directe. En effet, étant donné
un triang}e K unité dans M, il existe un unique triangle régulier unité dans I tel que
K = M™2Kj. Alors le volume de K est donné par :

|K]:/ 1dx:/ det(M_%)dx:det(M_%)\KOL
K Ko

ou |Kp| = %, cf. Section m

Pour les invariants suivants, on propose une preuve constructive qui donne 'algorithme
permettant de dessiner un élément unité & partir d’une aréte initiale donnée. On se donne
une métrique M, on note hj et hg les tailles suivant ses axes principaux que l’on prendra
alignés avec les axes (Ox) et (Oy). On suppose également que le premier point du triangle est
a l'origine. On définit la premiére aréte e; = (z0, o). Elle doit vérifier ‘e Me; = 1, soit :

(;2;’)2 + (ZZ)Z 1=0. (Ey)

Les deux derniéres arétes e; = (z,y) et es = (r — xg,y — yo) doivent également avoir une

longueur unité :
2\ 2 2
E e w
(S) 1 2

2 2
T — Xo Y—Y% _
() (52) 1m0 )

Géomeétriquement, la solution de (S) est U'intersection des trois boules unités de M (ellipses),
chacune étant centrée en un des points du triangle. Ce principe est illustré sur la Figure[1.9
En déplagant le point courant (xo,yo) sur sa boule unité, on parcourt I’ensemble des triangles
unités de M. Il suffit donc de prouver que les invariants sont vrais pour tout couple (z,y)
vérifiant (S) et paramétré par le choix initial de (zg, yp). On résout d’abord (.5) afin de trouver
la famille de solutions. La combinaison (Ey,) — (E;) — (Ez—z,) donne une équation linéaire

en o
X0 YYyo
1—2<+>:0.
hi R
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On substitue les solutions

hi
=+—1/h3 —y?
x hQ 2 Yy,

dans (E;_z,), on obtient alors une équation du second degré en y. La famille des solutions,
paramétrée par le choix de 'aréte initiale e; = (xq,yo), est donnée par :

o E /3 (03 - u5)

y_

2 )

zo £ 4/3 (h3 — )

x = .
2

On peut alors calculer [eq]|3 + ||ez2||3 + ||es]|3 suivant les deux axes principaux :

3
x3+az2+(az—x0)2:§h%,

3
Yo +y* + (=) = S hs.
De méme, en développant *(e; + ea + e3) (e1 + ez + e3) = 0 suivant les axes principaux, on
obtient 'invariant sur les termes croisés.

Proposition 1.3 (3D) Etant donné un tenseur de métrique M alors, pour tout tétraédre K
unité dans M défini par sa liste d’arétes (e;);=1..6, on a les invariants suivants :
e si |K]| est le volume euclidien de K :

K= 2 der(m,

e si H une matrice symétrique quelconque :

6 6
Z les]|3 = 2trace(M™1) et Ztei He; = 2trace(M7%HM7%),
i=1

=1

e si (n;);=1..4 dénote les normales sortantes aux faces de K telle que ||n;||2 = |F;| :

4 1 1
i trace(M) to gy trace(M2HM?2)
D 'mini = det(M) D 'miHn; = det(M)

i=1

¢ trace(M) - ‘__trace(M%HM%)
D, 'minj= 2 det (M) D, ‘miHn;= 2 det(M)

1<i< <4 1<i<j<4
Preuve. On propose une preuve géométrique de la Proposition [I.3] car une preuve analytique
n’est plus envisageable. En effet, contrairement au cas 2D, on serait amené & résoudre des
équations de degré trois. La démonstration consiste & prouver les invariants sur la somme des
longueurs des arétes et la somme des z%ires des faces dans le cas d’un tétraédre régulier puis
d’utiliser une affinité, donnée par M™2, pour en déduire le cas général. Dans chaque cas, on
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se raméne a une égalité trigonométrique en une dimension. On considére donc le tétraédre
régulier Ky = [0, A, B, C] dont les sommets sont donnés par :

L \/gO] etC’:ll V3 2].

O:[0,0,0},A:[l,o,o],B: 5,7, 5,?7 3

Il est & noter que la preuve est indépendante de ce choix. On montre le résultat suivant :
quelle que soit la droite (D) passant par un des sommets de Ky, la somme des carrés des
longueurs des arétes projetées sur (D) est constante. Sans perte de généralité, on suppose
que la droite passe par le point O. Si la droite (D) est donnée par son vecteur directeur
n = (cos(u) cos(v), cos(u) sin(v),sin(u)) avec (u,v) € R? en coordonnées sphérique. On a
pour les arétes de K :

a=0A.n= cos(u) cos(v),
b=0OB.n= %cos(u) cos(v) + 73 cos(u) sin(v),
c=0C.n= %cos(u) cos(v) + \ég cos(u) sin(v) + \/gsin(u).

Par un calcul trigonométrique direct, on montre que la somme des longueurs projetées au
carré est égale & 2. En effet, on a :

Y o= a2+ b—c)?+ (c—a)?+(a—b)?
Y = 3a®+3b%+ 3c? — 2ab — 2ac — 2bc.

Apres développement et factorisation, on obtient :
Y = 2cos(u)?cos(v)? + 2cos(u)?sin(v)? + 2sin(u)? = 2.

On déduit le cas général en utilisant la droite alignée avec une direction principale u; de la

métrique M et l'affinité correspondante de coefficient h; (donnée par I’application M_%) La
Figure [I.19 donne un exemple de construction géométrique en deux dimensions suivant une
direction principale. Les coefficients de projection (a, b, ¢) pour cette direction principale sont
donc tous multipliés par h;. Par conséquent, les longueurs au carré des segments projetés sont
donc aussi multipliées par h?, d’ou :

6
> leiuP =h3% = 207,
=1

On conclut en utilisant chaque direction principale de M. Il vient en projetant sur la base
propre de M :

6 3 6
D lledlls =Y e uy? =2 (h] + hi + h3) = 2trace(M ).
=1

=1 i=1
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Le cas des faces est traité de maniére similaire en considérant la somme des longueurs au carré
des normales aux faces projetées sur (D). On calcule donc les normales :

nleC/\AB:—t[

o[%
al% "

ny = OBAOC = —!|

Bl
|

S
El

=0CAOA =10, —

>3

ny = OBAOA = -10,0,

M‘% Wl N

On considére ensuite les projections de ces normales sur la droite (D) quelconque que 1'on
suppose passer par le point O et de vecteur directeur n

1
d=mn;.n=——cos(u)cos(v) +

1 , V3
NG NG cos(u) sin(v) + o sin(u),

1 1 : V3
7 cos(u) cos(v) — N cos(u) sin(v) — o sin(u),

f=n3.n= —\/gcos(u) sin(v )—I—\ég n(u),

€=I1No.N =

g=n4.n=—sin(u).
2
Par un calcul trigonométrique direct, on montre que la somme des longueurs au carré des
normales projetées est constante, égale a 1 :

Y = cos(u)?cos(v)? + cos(u)? sin(v)? + sin(u)?,
> = 1.

1
Pour le cas général, on considére K = [0, A’, B',C'] I'image de K par M~2. Dans le calcul
des normales aux faces, I'utilisation du produit vectoriel fait apparaitre des termes en facteur.
Par exemple, pour la normale n} de K on a :

hg h3 n;.u
=AC' NAB = hi hg nj.us ,
hl hQ n;.us

1
ol [ug,uy,ug] sont les vecteurs propres de M™2 et [hy, ho, hg] ses valeurs propres. Pour
conclure dans le cas général d'une métrique M, on utilise les droites alignées avec les directions
principales u;. Il vient :

/
ni.ulzhghgni.ul,

/
ni.u2:h1h3ni.UQ,

!
ni.llgzhlhgni.u?,.

La somme des aires au carré pour la métrique est donnée dans la base propre uy, us et ug de

la métrique M :
Z |5 = ZZ I} uy?

7j=11i=1
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(Oz)

Figure 1.19: Autre représentation géométrique de ’application M-z A (respectivement B’) est
Iimage de A (respectivement B) par cette application. O AB est unité dans M et O A’ B’ est un triangle
régulier unité (volontairement grossi a hy ? I3 pour plus de clarté). Si hy, est la taille dans la direction y
de la métrique : OA.y = h, OA’.y, OB.y = h, OB’ .y. A partir des propriétés d’invariance sur les
longueurs sur le triangle régulier, on en déduit des propriétés d’invariance sur la métrique en utilisant
les relations ci-dessus.

En développant ’expression précédente, on a :

4 4 4
Y = (hg h3)2 Z \ni . U1’2 + (hl h3)2 Z |n,~ . 112|2 + (hl h2)2 Z \ni . U3’2.
=1 =1 =1

Finalement, en utilisant I'invariant pour le triangle régulier, il vient :

trace(M)

Y = (ho h3)? + (hy h3)? + (hy ho)? = Jot (M)

Dans le cas des termes croisés Zlgi, j§4tni n;, il suffit de remarquer que Z?:l n;, = 0. En
développant {(nj + ng + n3 + ny) (ny + ny + n3 + ny), il vient :

trace(M) ¢
— 42 n;n; =0.
det(M) 1<%:<4 J

On prouve les invariances de Z?:l te; He; et Z?zl tn; H n; seulement dans le cas ou la
matrice H est définie positive. Elle est donc inversible, en particulier H ~3 ot H? existent et
sont symétriques. On montre alors ql{efi K e§t unlélément unité dans M alors H1 3 K est
unité pour la métrique M telle que M2 = M2 H™ 2 : En effet, si on note € = H™ 2e, ol e
est une aréte unité dans M alors

e MPHM3 6 =" (H te) M3 HM? H %e = 1.

On peut donc appliquer les invariants de la Proposition sur la métrique M3 HM3. Le
cas général se prouve par des arguments de densité du groupe des matrices inversibles dans
I’espace vectoriel des matrices non inversibles. Si H est une matrice symétrique non positive et
non définie alors on considére la matrice H + € Is. On peut appliquer les invariants précédents
sur cette matrice. Par passage & la limite sur ¢ et par continuité de l'opérateur trace, les
invariants de la Proposition sont valables pour toute matrice symétrique.
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Caractérisation géométrique de la métrique en fonction de ses éléments unités

On démontre dans cette partie qu’il est possible de donner I'expression matricielle de la
métrique M en fonction de longueurs euclidiennes des arétes d’'un élément K quelconque
unité dans M. On rappelle les propositions qui expriment la trace ou le déterminant de M
en fonction d’un de ses représentants discrets. La preuve la plus simple consiste a utiliser les
Propositions et Cependant, on a volontairement choisi :

e de donner 'expression matricielle de la matrice dans une base déduite des arétes de

I’élément K unité dans M en deux dimensions,
e de seulement montrer qu’en trois dimensions, I’expression matricielle de la métrique M
ne dépend que des longueurs euclidienne des arétes de K.

Proposition 1.4 (2D) Le tenseur de métrique M s’exprime seulement en fonction des lon-
gueurs euclidiennes des arétes d’un élément unité K :

le1ll3 + lleall3 + [les3

|
t pu—
race(M) 3 er A ‘32”%
3
det(M) = ———m——.
M) = e heall

Preuve. La preuve repose sur ’expression dans une base orthonormale bien choisie de la
métrique M. Un tel choix garantit une représentation matricielle symétrique de la métrique.
Soit un élément K quelconque unité dans M. A partir de la base formée par deux des arétes
de K, disons (e, e2), on construit la base orthonormée (uj, uy) suivante par le procédé d’or-
thogonalisation de Schmidt :

[telel] €y — [tezeﬂel

[[tere1] ez — [feser]er|lo

u; :76)6112:

lex][2
Dans la base (ui,u2), la formulation matricielle de M devient :
M= ( S ) :
ot les coefficients sont donnés par :
a='uyy Mug, b=tuyMuy et ¢ ="tuy Mus.
Naturellement les coefficients précédents sont fonctions de M. Le but est de les simplifier en
utilisant seulement les invariants basiques introduits plus haut. On montre alors que a, b et

¢ dépendent seulement des longueurs euclidiennes des arétes de K. Par un calcul direct en
utilisant 1’égalité suivante :

IFerer]ex — [‘ezerler]|3 = [les3 (leall3]le=3 — ['erea]?)
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et le fait que les arétes de K sont de longueurs unités dans M, on arrive aux expressions

ci-dessous : 1

le1]|3’
le1]l3 + [fe1e2]* — 2 |le1 |3 [‘er1eo] o1 M ey
le1ll3 (lerl3lle2ll3 — [‘ere2]?)

le1]l3'e1 Mes — ['erer)]

)

19
\ le1ll3 (leill3/le2]l3 — [‘erez]?)?

La simplification des termes croisés ‘e; M e; repose sur l'invariance des angles entre deux
arétes mesurés dans la métrique. On utilise 1'égalité de Lagrange vraie pour tout couple de
vecteurs u, v € R? non nuls :

(||u/\v]2>2_1_< tuv )2
[afl2 [[v]l2 lallz [[vll2/

A V3 = [ull3 [Iv]I3 - [uv]?.

ou de maniére équivalente,

On considére désormais les vecteurs d’arétes e; comme des vecteurs de 'espace afin de pouvoir
utiliser le produit vectoriel. On obtient alors pour les coefficients (a, b, c) :

_ 1
" el
p— lletllz + [erea]” — [ler[3["erea| _ [ler]lz + ['eres)” — [les]|5 "eres
le1l3 (lle1l3llezl|3 — [feiea]?) le1l3 llex A ea[3 ’
. le1]|3 —2['eres)] _ lle1ll3 —2[erey]
2le112 (|lex|3]lez|2 — [teleZ]z)% 2le1ll3 [ler A ezl

La simplification finale repose sur lintroduction de la derniére aréte es qui vérifie e3 =
—e; + ey, cf. Figure On a alors

les|3 = llerl3 + llezll3 — 2 eres.
Finalement, en substituant les termes croisés ‘ejes par des différences de longueurs au carré,
les coefficients sont donnés par :
1
el

2
_ 3llexll + (lle2ll3 — llesll3)

h— (1.14)

)

4lerl3[ler A eall3

_llesll3 — lleall3
2le1]|3 flex A ezl

On peut donc évaluer la trace et le déterminant de M :

el + [le2ll3 + lles]|3
2ler Aea3

trace(M) = trace(M (y, u,)) =
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Pour le déterminant, il vient :

3
det(M) = det(M(uhuQ)) = m

Les valeurs propres de M sont les racines du polynéme de degré deux :
X? — trace(M) X + det(M)

et s’expriment donc uniquement en fonction des longueurs au carré des arétes de K.

Proposition 1.5 (3D) Le tenseur de métrique M s’exprime seulement en fonction des lon-
gueurs euclidiennes des arétes d’un élément unité K :

4
1
trace(M) = Fj|?,
M) = S @ nent 2=
18
trace(M™1) = 3 Z lles]|3,
=1
1

det(M) = 2 |le1 (e2 Aes)ll3

Preuve. Si la preuve précédente est écrite en deux dimensions, les calculs sont également
valides pour une face d’un tétraédre. En particulier, si on considére la face Fy = vec(ey, e2),
la Proposition s’applique sur la trace et le déterminant de la métrique projetée sur Fj.
La preuve en trois dimensions consiste donc & compléter la représentation matricielle de M
a partir d'une des sous matrices projetée sur une face. La base initiale (uj,ug) est donc
complétée en une base orthonormée I = (uy,uz, us) de R? telle que vec(i) = vec(ey, ez, €3).
L’expression de M dans U est donnée par :

M =

o o
~ O
QU+ O

avec
d="'ug Mus, e ="'u; Mus et f="uy Mus.

On considére pour ug :
er Ney

Q = /\ = ——
e I

Ce choix pour uz impose la simplification des termes de la forme (e; A e2) M e;. Cependant,
il n’y a pas d’invariant concernant le produit mixte dans la métrique. Une solution possible
est d’exprimer es dans la base U :

fuyes = ‘eres _ |lea|3 + [les]l3 — H85|!§, N le]|? ['ezes] — ['eres] [eres]
le1]2 2[lexl2 le1ll2 [lex A ezl

le1 Neg)es 6 Vol(K)
lex Aezflz lex Aealla’

tu383 =
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Vol(K') désigne le volume (euclidien) de ’élément considéré K. On obtient alors une expression
de ug sans produit vectoriel dans la métrique :

s — le1 A ez ( L [eies] . le1]]3 [‘ezes] — [‘eres] [‘eres] 2)
6 Vol(K) le1][2 le1ll2 llex A ez][2

Par conséquent, les calculs de la forme us Mu; pour i € [1, 3] ne dépendront pas de M car
ils font intervenir seulement les deux types d’invariants . Afin que les coefficients de M
ne soient fonctions que de longueurs euclidiennes au carré, on remplace d’une part, les termes
croisés par :

2%eey = [le1]3 + [le2]13 — [leall3,

2'eres = [le1]|3 + [lesZ — [les]l3,

2'ezes = [le2]|3 + [les3 — [les|l3.

D’autre part, le volume est remplacé par le déterminant de Cayley-Menger [4]. Ce dernier
relie le volume d’un simplexe aux longueurs euclidiennes de ses arétes :

0 1 1 1 1
L0 el fleal3 sl
2 2 2
sssvoury? — | 1 IeilE 0 lleal sl
Ulleal el 0 es3
U llesl llesl llesl3 0

A partir de I’expression du volume et des termes croisés, on peut affirmer que tous les coeffi-
cients u; M u; de la matrice M dans la base (u;);—1...3 s’expriment en fonction des longueurs
euclidiennes | e;||3 des arétes de K.
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Adaptation de maillage multi-échelles

INTRODUCTION

On étudie 'application du concept de maillage continu pour le contréle de I'erreur d’in-
terpolation linéaire. On considére le probléme qui consiste & trouver le maillage minimisant
globalement la norme L? de l'erreur d’interpolation pour une fonction continue. Ce probléme
est analysé sous la forme d’un probléme d’optimisation continu ou 'on cherche & décrire le
maillage continu M,y optimum global d'une fonctionnelle cotit E :

min E(M). (2.1)

On utilise pour la résolution le cadre théorique du calcul des variations et de 'optimisation
différentiable. On exhibe une solution analytique M,,; de dans le cas de l'erreur d’in-
terpolation linéaire. On prouve théoriquement ’optimalité globale et I'unicité de la solution.
Dans un second temps, on obtient une solution optimale discréte en générant un maillage
discret unité pour la solution continue M,,;. On estime l'optimalité et la fidélité de la so-
lution discréte en dérivant de une estimation de 'ordre de convergence asymptotique.
L’ensemble des solutions discrétes pour une précision donnée appartient & une méme classe
d’équivalence dont un représentant continu est le maillage continu optimal.

ERREUR D’'INTERPOLATION LINEAIRE

On s’intéresse a 'adaptation de maillage non-structuré anisotrope pour la réduction de
Ierreur d’interpolation linéaire. Sous sa forme la plus générale, nous 1’écrivons comme un
probléme d’optimisation global, qui pour une fonction u donnée, vise a trouver le maillage
Hopt & N sommets qui minimise la norme LP de 'erreur d’interpolation :

opt

Trouver H,p,y comportant N sommets tel que Hope(u) = Arg n%ji‘n |lu — Mpully @) (22)

Le but est d’identifier I'existence d’un optimum global et de construire effectivement le
maillage optimal.



66 Adaptation de maillage multi-échelles

Etat de I'art

Plusieurs solutions sont proposées dans la littérature pour aborder ce probléme. Ces mé-
thodes se distinguent par la facon dont le maillage optimal est prescrit. On les rappelle brié-
vement.

Dans un premier ensemble de méthodes, la prescription du maillage optimal se traduit
généralement sous forme de contraintes sur les éléments, de sorte & minimiser ||u — IIpu|| g 1,0
sur chaque élément K de H. Une classe de solutions se concentre sur la description géomé-
trique du meilleur élément qui minimise ’erreur d’interpolation. Voir le travail précurseur de
Babuska et Aziz [5]. Plus récemment, Cao [7] a proposé en deux dimensions une relation qui
lie 'erreur d’interpolation linéaire aux angles maximaux, ’orientation et le rapport de forme
d’un triangle pour une fonction quadratique. Ces contraintes sont utilisées pour certifier a la
fois la validité de I'estimateur d’erreur et obtenir un bon contréle. Cependant, il n’existe pas
de méthode pour générer un maillage dont la forme est spécifiée en chaque point du domaine.
L’enjeu est donc de proposer une solution qui intégre ces contraintes d’optimalité pour des
fonctions quelconques. Au demeurant, ces estimations d’erreur sont dérivées pour un élément
K du maillage et non pas sur tout le domaine de calcul 2. Ces estimations sont utilisées en
adaptation pour proposer des modifications locales du maillage. Ce processus est comparable
a une méthode de gradient simple dans ’algorithme de minimisation de ’erreur d’interpola-
tion. Rien ne nous assure de converger vers un optimum global. Par ailleurs, D’Azevedo et
Simpson ont dérivé les éléments optimaux pour la semi-norme H! en utilisant une bijection
entre un maillage régulier et le maillage optimal [II]. Cette technique peut étre vue comme
une méthode d’adaptation de maillage par déformation d’un maillage régulier. En conclusion,
on retient donc de ces méthodes : la description de 1’élément optimal |7, 5] et une vision
continue de l'erreur d’interpolation [I1]. Ces deux points se retrouvent dans 'approche de ce
chapitre.

Un deuxiéme ensemble de méthodes consiste & dériver a prior: I'erreur d’interpolation
sur un élément quelconque, de laquelle un tenseur de métrique est déduit. Les premiéres
expériences sont dues & Peraire et al. [I9] 20] en h-adaptation. Dans cette étude, un générateur
de maillages adaptatif frontal est couplé & un estimateur d’erreur basé sur le hessien continu
de la solution. En pratique, le hessien est calculé en utilisant des techniques de reconstruction
ayant de bonnes propriétés d’approximation et de convergence [25, [26]. On distingue deux
types de méthode, I'un basée aux éléments et I’autre centrée aux sommets.

Le premier type, afin de déduire un estimateur d’erreur anisotrope, consiste a regarder les
contributions de l'erreur dans les directions données par la fonction qui transforme 1’élément
de référence en ’élément courant. Elle se base alors sur les estimateurs classiques des éléments
finis [4], 10]. Elle est donc valide et utilisable pour des fonctions peu réguliéres. Pour illustrer
ces méthodes, on peut citer [12], 16, 21]. Dans [12] 21], 'estimateur obtenu est transformé
en une métrique compréhensible par un générateur de maillages anisotropes adaptatif. En
pratique, la convergence de l'erreur vers la tolérance fixée peut étre longue car il y a une
forte dépendance vis-a-vis de ’état initial, i.e., du maillage initial. Dans [16], des hypothéses
a priort sur le maillage sont nécessaires. Elles se traduisent par un ensemble de paramétres
qui mesure 'adéquation du maillage aux hypothéses. En pratique, cela oblige & calibrer ces
paramétres. La méthode n’est donc pas complétement automatique.

Le second type de méthode est centré aux sommets. Les travaux de la littérature repose sur
une estimée en norme L pour des fonctions réguliéres. On peut citer en deux dimensions |8,
13] et en trois dimensions [15, 19]. Méme sur des fonctions trés réguliéres, mais avec des
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gradients trés raides, la convergence de ’erreur en norme L n’est pas assurée pour des tailles
de maille raisonnables. On retient de ces méthodes la mise en ceuvre pratique de I'adaptation
de maillage anisotrope.

En conclusion, I’ensemble des difficultés et limitations des méthodes précédentes montre
bien la difficulté et la complexité du probléme initial. Pour résoudre ce probléme, les hypo-
théses portent sur la régularité de la fonction, la norme qui controle ’erreur ou encore les
contraintes nécessaires sur le maillage. Indépendamment de toutes ces difficultés, on souhaite
attirer I'attention sur le caractére mal posé du Probléme . En effet, pour une fonction
u donnée, il peut exister plusieurs maillages optimaux minimisant I’erreur d’interpolation li-
néaire sur tout le domaine de calcul. Aucune des méthodes citées précédemment ne propose
une solution théorique & ce paradoxe. On souhaite apporter une réponse mathématique globale
plus satisfaisante au Probléme . Dans la suite, on présente notre solution pour répondre
théoriquement et numériquement & ce probléme.

Approche L? continue

La solution proposée dans ce chapitre consiste a regrouper dans une méme classe d’équi-
valence I'’ensemble des maillages discrets optimaux solution de . L’idée est d’utiliser le
modéle de maillage continu afin de représenter la classe des maillage solutions de . A par-
tir de ce modéle, on reformule le Probléme en continu. Etant donnée une fonctionnelle u
définie sur un domaine 2 C R", on cherche le meilleur maillage continu M,,; de complexité
N qui minimise I'erreur d’interpolation linéaire continue Ey,,, (1) :

Trouver Moy de complexité N tel que Epg,, (u) = H/l\i/ln lu — mpmull p e ) (2.3)

oll maq est 'opérateur d’interpolation linéaire continu.

L’originalité vient alors du fait que les hypothéses sur le maillage ne sont plus données a
priori par I’analyse mathématique mais directement incluses dans la formulation du probléme
continu. Avec cette approche continue, un probléme initialement mal posé et de dimension
infinie se résume & un calcul de variations oti une unique solution analytique existe et mi-
nimise globalement ’erreur d’interpolation. De plus, le maillage continu optimal et I'erreur
d’interpolation & I'optimum sont explicitement donnés. Il est & noter qu’un résultat discret
équivalent & notre estimation continue optimale de l'erreur a été obtenue par Chen et al. [9] et
Vassilevski et al. [2, 24]. Ces auteurs obtiennent une majoration optimale de I'erreur d’inter-
polation globale pour un maillage quelconque dont la constante, non déterminée, dépend de
la topologie du maillage. Dans notre approche, on donne ’erreur d’interpolation globale pour
le maillage continu optimal ou cette fois la constante est explicite. En outre, en majorant 1’er-
reur optimale, I'ordre de convergence en maillage continu du schéma adaptatif est également
exhibé.

L’unique solution continue du Probléme décrit I'ensemble des maillages solutions du
Probléme discret . Ainsi, un maillage discret optimal pour un nombre de points fixé est
obtenu par projection du modéle continu optimal sur I'espace des maillages. Cette projection
est réalisée par un générateur de maillages anisotropes adaptatif en utilisant la notion de
maillage unité. Si, sur une suite de maillages discrets optimaux & complexité croissante, on
vérifie 'ordre de convergence théorique, alors on peut vérifier la consistance de ’algorithme
d’adaptation de maillage. En pratique, aucune solution directe du Probléme discret ne
permet de certifier 'obtention d’une solution minimisant globalement ’erreur d’interpolation.
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Par conséquent, proposer un algorithme constructif dont la convergence est prouvée est pri-
mordial ; On est en mesure de proposer une solution globale et optimale pour le Probléme
continu puis le générateur de maillage est en mesure d’assurer une représentation discréte
numérique optimale.

PLAN DU CHAPITRE

On introduit d’abord des estimateurs classiques pour 'erreur d’interpolation linéaire sur
des classes de fonctions quadratiques. A partir de ces estimations, on montre que l’erreur
d’interpolation peut s’écrire de maniére continue pour une métrique M. On définit 'interpolé
continu 74 pour une fonction quadratique puis par extension pour une fonction u de classe
C2. On lie également l'estimation continue a l’estimation discréte.

Cette estimation est ensuite étendue au cas de normes LP sur I’ensemble du domaine de
calcul en considérant un calcul de variations. On montre également 'unicité de la solution
ainsi que la convergence globale. Son utilisation pratique est illustrée sur plusieurs exemples
analytiques en deux et trois dimensions.

N.B. On donne en annexe de ce chapitre un résultat général d’intégration de formes
quadratiques sur des ellipsoides.

2.1 ERREUR D’'INTERPOLATION DANS LE CAS DE FONCTIONS QUA-
DRATIQUES

Cette section regroupe quelques résultats classiques sur l'erreur d’interpolation dans le
cas des fonctions quadratiques. Ces estimateurs sont généralement utilisés pour dériver des
fonctions qualités ou décrire la meilleure forme d’élément minimisant ’erreur d’interpolation.
Une panoplie de ces estimateurs d’erreur et des applications classiques sont disponibles dans [0,
18].

Dans notre cas, I'objectif est de proposer a partir de ces estimateurs un modéle d’er-
reur d’interpolation linéaire pour un élément continu. Ces estimateurs sont ensuite utilisés
pour prouver certaines propriétés d’exactitude du modéle d’erreur a priori pour la classe des
fonctions quadratiques.

Les preuves sont données en trois dimensions et les résultats sont simplement rappelés en
deux dimensions.

2.1.1 Erreur d’interpolation linéaire sur un tétraédre

On considére une fonction quadratique u définie pour tout x = (x,y, z) d'un domaine
QCR?:
1
u(x) = 3 'x Hx,

ol H est une matrice symétrique. On interpole linéairement cette fonction sur un tétraédre
défini par sa liste de sommets : K = (v1,va, Vs, v4). On note Il u l'interpolé linéaire de u
sur ). Le but de cette section est de dériver une expression exacte de ’erreur d’interpolation
e(x) = (u — Iu)(x) pour z € K.
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On utilise la technique classique de 1’élément de référence pour dériver I'expression de e.
L’élément de référence K.y est défini par les quatre sommets suivants :

v1 =10,0,0), ¥2 =%(1,0,0), ¥3 ='(0,1,0) et v4 =(0,0,1).

Tous les calculs sont indépendants du choix de K,.r. Ce choix particulier de K,.; est motivé
par sa simplicité. Les calculs effectués sur K,.; sont ensuite déduits pour K en utilisant la
transformation qui pour tout point X € K. associe un unique point de K. Cette transfor-
mation est donnée par :

x =vy + Bg X avec Bg = (Vo — V1,V3 — V], Vg4 — Vq).
On introduit les arétes suivantes pour simplifier ’écriture de By, :
e =Vvy— V], eg=vV3—V] et e3=vy— vy,

telles que Bi = (e1, e2, e3). On peut donc réécrire la fonction u dans le tétraedre de référence :
s Ly Ly o Lioy Loy o
u(x(X)) = B V1HV1—{—§ VlHBKX+§ X'Bx Hvy —|—§ X'Byi H B X.

Pour une interpolation linéaire, les termes linéaires présents dans u(x(X)) sont interpolés
exactement. On peut donc sans perte de généralité seulement garder les termes quadratiques.
En effet, si on note @(x) = 3 'XBx H Bg X, alors on a :

e(x) = (u — pu)(x) = (@ — pa)(x).

On peut donc considérer 4 a la place de u. Cependant afin de simplifier les notations, on
continue a noter u & la place de 4. On peut alors réécrire u sous forme matricielle :

1 T telHel telHeg telHeg z
u(x(X)) = B oy teoHe, ‘esHes tesHes 7
Z tegHel tegHeg tegHeg Z
L’expression de u dans le tétraédre de référence est donc :
~ 1 . . .
uw(x(X)) = 3 [ (ferHey)#? + (‘eaHes)9? + (‘esHes)2? +

2(telHe2)i‘g) + 2(te1He3):%2 + Q(tGQHe:g)@?:’ ]

L’interpolé linéaire ITu(X) s’écrit aZ 4 by + ¢z + d, ot les coefficients (a, b, ¢, d) € R* vérifient
le systéme suivant assurant la Py exactitude, i.e., Ipu(v;) = u(v;) pour tout i € [1,4] :

Hpu(vi) = d = u(x((0,0,0)) =0,

Mpu(ve) = a =u(x((1,0,0) = 5 (‘fe1Hey),
Myu(vs) = b =u(x((0,1,0)) = § (*eaHey),
Mpu(vy) = ¢ = u(x((0,0,1)) = % (‘esHes)

La résolution du systéme linéaire précédent est directe et II;u est donné par :

H;ﬂj,(X(i)) = % [(telHel) T+ (tegHeg) :l; =+ (te3He3) 2?] .
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On est en mesure de calculer 'erreur d’interpolation exacte e(x) :

. 1 . . . . . .
e(x(x)) = B [ (ferHey) (22 —2) + (‘esHes) (9?2 —19) + (‘esHes)(32—2) +
2(te1He2) Ty + 2(telHe3) Tz + 2(tegHe3) Yz ]

On peut donc évaluer I'erreur en normes L', L? ou H! en intégrant I'erreur précédente sur
I’élément K. Pour cela, on utilise la transformation linéaire By . L’intégrale d’une fonction F
sur ’élément K vaut :

/ F(x)dxdydz :/ F(x(X)) | det(Bg)| didgdz,
K Kref

qui se simplifie en :
/ Px) dedyds = 6Vie / F(x(R)) didjdz,
K Kref

car le volume de K est égal & £|det(Bg)|. Dans la suite, on utilise les notations suivantes :
li = (‘e;He;) pour i € [1,3] et l;; = (*e;He;) quand i # j.

Cas de la norme L'. L’estimation en norme L' n’est valable que pour les fonctions strictement
convexes ou strictement concaves. Cela nous permet de simplifier |(u—ITpu)(x)| = (u—Ipu)(x)
dans le cas convexe et |(u—IIpu)(x)| = —(u—Ipu)(x) dans le cas concave. L’erreur en norme
L! est donnée par :

det(BK)

6 - 40 ’_3(11 + o+ lg) + 2(l12 + 113 + l23)‘ .

|u — Tpullr gy =
Dans le cas d’une fonction quadratique quelconque, I’égalité précédente devient une inégalité
en prenant simplement la valeur absolue des valeurs propres de H. On note |H| cette matrice
et on a l'inégalité suivante :

1 1
—|x Hx| < =x|H|x.
2 2

On peut donc appliquer l'erreur précédente sur |H| et en déduire une majoration de l’erreur
d’interpolation sur u :

det(B
[u —Thullpr k) < m =31 + Iz +13) + 2(lz + lis + l23)| -

2.1.2 Erreur d’interpolation linéaire sur un triangle

En conservant les notations précédentes, on dérive I’expression de ’erreur d’interpolation
linéaire pour une fonction quadratique u en deux dimensions. Le triangle de référence est
donné par :

vi =1(0,0), v2 ="(1,0) et v5="0,1).

L’erreur d’interpolation se réduit a :

~ 1 . N 1 . . IR
é(x) = 3 1 (a:2 — x) + 3 ls (y2 — y) + l1227.
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Cas de la norme L'. Pour une fonction quadratique générale, on a la majoration suivante :

det(BK)

5.19 |l12—11—12|.

Ju— HhUHLl(K) =

REMARQUE 2.1 L’annexe 6.B du Chapitre 6 donne les estimations en norme L2 et H.

2.2 INTERPOLATION LINEAIRE SUR UN ELEMENT CONTINU

Les estimateurs précédents, méme s’ils sont exacts, sont difficilement utilisables avec effi-
cacité en pratique. On peut les utiliser a posteriori. On déduit donc pour un maillage initial
donné une carte d’erreur constante par élément. L’enjeu est alors d’équi-répartir ce champ
d’erreur en modifiant le maillage. Cependant, il est difficile d’en déduire des informations ani-
sotropes. L’autre alternative consiste a définir I’élément qui minimise ’erreur d’interpolation.
La encore, 'utilisation pratique pour dériver un maillage adapté est quasiment impossible.
Seules des fonctions de qualité sont généralement déduites de ces estimations.

L’utilisation de métriques dans le but de générer des maillages anisotropes adaptés est
donc une solution pratique qui semble actuellement quasiment incontournable. Dans ce but,
on propose d’estimer l'erreur d’interpolation sur un maillage continu. On montre dans cette
section qu’il est possible d’écrire exactement l’erreur d’interpolation en norme L' sur un
maillage continu pour I’ensemble des fonctions quadratiques.

2.2.1 Définition et propriétés d’exactitude

Etant donnés une fonction quadratique définie positive u et un tenseur de métrique
M, alors on a :

Proposition 2.1 Pour tout élément K unité pour M, Uerreur d’interpolation en norme L
ne dépend pas de la forme de ’élément et est seulement une fonction du tenseur de métrique
M et du hessien H de u :
e En trois dimensions, pour tout élément K unité dans M, on a :
V2

lu = Ml = 550 det(M2) trace(M ™2 H M™2). (2.4)

o En deuzr dimensions, pour tout élément K unité dans M, on a :
V3
64
La preuve repose sur la simple utilisation des invariants géométriques, cf. Section 1.2.3, Cha-

pitre 1. D’aprés la section précédente, ’erreur d’interpolation pour un élément K est donnée
par :

llu — HhUHLl(K) = det(/\/l_%) trace(/\/l_% H/\/l_%)

K
||lu — HhUHLl(K) = |40| |=3(l1 + lo + 13) + 2(li2 + iz + l23)] .

Si K est unité pour M alors son volume |K| est constant égal a %det(/\/f%). L’erreur
d’interpolation se simplifie donc en :
V2

Hu — HhUHLl(K) = @ det(./\/lfé) ‘—3([1 + 1y + l3) + 2([12 + 113 + 123)’ .
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Afin de simplifier les termes croisés l;;, on introduit ’ensemble des arétes en conservant la
convention de la Figure [2.1] Il vient alors :

2119 :telHe1+te2He2—te4He4,
2113 :telHel+te3He3—te5He5,

2123 :tegHeg+te3Heg—te6He6,

On en déduit : ]

|=3(l1 + 12+ 13) + 2(l12 + l13 + l23)| = Z ‘e; He;.
i=1
Le membre de droite est un invariant géométrique. Finalement, I’erreur d’interpolation sur K
unité dans M s’écrit :
2
lu — Hpullp ) = gz{() det(/\/l_%) trace(./\/l_% H./\/l_%)

On remarque la forte analogie avec les estimateurs d’erreur pour des interpolations de La-
grange [10]. En particulier :

° det(M*%) s’apparente au jacobien de la transformation affine qui, a ’élément de réfé-

rence associe 1’élément courant. Dans notre cas, M3 est la transformation de la boule
unité By, vers la boule unité B,. Autrement dit, c’est la transformation qui a ’élément
continu de référence I3 associe I’élément continu courant M.
° trace(/\/l_% H /\/l_%) est la partie anisotrope de I'estimateur qui dépend de ’alignement
de I'élément vis-a-vis des composantes anisotropes du hessien H.
Cependant, la principale différence réside dans le fait que I’Estimation est valable pour
un ensemble d’éléments. La métrique permet donc de factoriser le comportement de I’ensemble
de ses éléments unités. Si on définit les deux relations d’équivalence R1 (M) et Ra(u) suivantes
pour deux tétraédres Ky et Ko :

KiR1(M) Ky  siet seulement si K; et Ky sont unités dans M,
K1 Ra(u) Ko si et seulement i [|u — Ipulp gy = lu — Hpullg k),

pour toute fonction quadratique u, alors une relecture de la Proposition 2.1] est de dire que
les classes d’équivalences définies par Ri(M) et Ra(u) sont égales.

3 3
€g €4
€2 €3 9
4 o 4
9 €3 !
1 €1 1

Figure 2.1: Convention retenue pour la numérotation des arétes et des faces. Cette régle de numé-
rotation assure que (ej,ez) est une base de R? pour les triangles et (e, ez, e3) est une base de R?
pour les tétraédres.
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2.2.2 OQOpérateur d’interpolation linéaire continu

L’Estimation permet d’envisager une erreur d’interpolation continue pour des fonc-
tions quelconques. En effet, on peut tout a fait écrire formellement une estimation complé-
tement continue ou M et H seraient des fonctions non constantes. Il suffit de considérer le
développement de Taylor de u et d’utiliser en un point son hessien. Cependant, les difficultés
pour justifier ce passage formel sont de plusieurs types :

e I'Estimation est intégrée et non locale au point,

e généraliser l'interpolé linéaire sur un élément continu (un ellipsoide) est non trivial.

Dans la suite, on étudie I'existence d’un tel interpolé linéaire continu dans la métrique
que l'on note m. On souhaite donc prolonger ’analogie entre continu et discret pour ’erreur
d’interpolation.

Equivalence continu discret.  Puisque dans le cas des fonctions quadratiques, il y a équivalence
stricte pour la norme L! entre une estimation dans la métrique M et I'estimation discréte
sur un élément K unité dans M, on peut proposer une définition bien posée de 'opérateur
d’interpolation linéaire continu. En effet, étant donnée une fonction quadratique u, on peut
s'interroger sur l'existence et la définition d’une fonction polynomiale de degré un :

TMmu ;X € By — tax + b,
ol a est un vecteur de R" et b une constante qui dépendent des caractéristiques de u.

Lemme 2.1 Etant données une métrique M et une forme quadratique compléte :
Ly t
u(x) = B xHx+'gx+c,

avec ¢ € R, g un vecteur et H une matrice symétrique, alors l'interpolé linéaire continu mau
de u sur Baq est donné :
e cn trois dimensions par :

. 1 _1 1
Tmu(x) = gx+c+ﬁtrace (M™2 HM™ 2),
e en deux dimensions par :

1 1 1
Tmu(x) ='gx +c+ 3 trace (M™2 HM™2).
En trois dimensions, la preuve consiste & trouver le plan maqu qui approche au mieux la
fonction u sur la boule By au sens de la norme L2, c’est-a-dire qu’il minimise la distance :

Tmu = Argmin [|u — pllr2(5,,)-
p=tax+b
Comme l’espace des fonctions polynomiales de degré un défini sur la boule unité de M est
convexe ainsi que By, le projeté est unique. Il vérifie pour tout polynome P de R3 de degré
total 1 :

/ (u(x) — Tpmu(x)) P(x)dx = 0.
B
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Il est suffisant de vérifier la condition précédente pour une base de 'espace des polyndémes
linéaires sur R3. On choisit la base suivante :

X— 1, x—x, X— Ty et X+— x3.
La condition précédente se résume & vérifier les équations suivantes :

/ (u(x) - mpu(®)dx = 0,
B (2.5)

/ (u(x) — Tpmu(x))z;dx = 0,
B

pour i = {1,2,3}. On rameéne ces intégrales sur la boule unité de l'identité grace au change-

ment de variables :
Buvm — B

X — Yy = M: x.
La fonction quadratique u et 'interpolé maqu deviennent :
u(x) = i(y) = Yy M THM iy + 'y M ig+o,
Tu(x) = iau(y) =y M 2a+b.
On considére la base suivante :
y—1l yr—uy, y—y2 et y—ys,
les Equations (2.5) deviennent :

/B (aly) - Fpquly)) det(M-F)dy = 0,

I3

/B (ily) - Fpquly)) yi det(M3)dy = 0,

pour i = {1,2,3}. On utilise alors les formules d’intégration données dans 1’Annexe de ce
chapitre. En trois dimensions, il vient :

2 4

<15 trace(./\/lfé H./\/lfé) + 3 (c— b)) det(./\/lfé) =0,
4 _1 _1

<15 M2 (g — a)) det(./\/l 2) =0,

et en deux dimensions :

<élg trace(./\/l_% H./\/l_%) + i (c— b)) det(/\/l_%) =0,

<i M3 (g — a)) det(M™2) = 0.

On a alors pour la dimension 3 :

a = g,
1
b = c+ Etrace(MféHMfé).
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L’interpolé continu linéaire maqu posséde le méme gradient que u. Sa partie constante est
composée de celle de u plus du terme anisotrope rencontré dans I’Estimation ([2.4)).

On peut finalement étudier I’erreur d’interpolation linéaire continue en trois dimensions :

1 1
(U - WMU)(X) = Etraee(/\/l_% HM—%) 4 3 x Hx

1 1 1
= Etrace(/\/lf5 HM™2) +O(|x]3).
La relation ci-dessus permet de lier, dans le cas de fonctions quadratiques, la vision discréte
a la vision continue de I'erreur d’interpolation :

Proposition 2.2 Pour une fonction u quadratique définie positive, il existe un opérateur
d’interpolation linéaire continu mwaq, défini sur la boule unité By, tel que Uerreur d’interpola-
tion discreéte LY(K) pour une fonction quadratique u sur tout élément K unité dans M soit
égale G une constante preés connue a l'erreur d’interpolation continue ponctuelle pour M :

lu — Tyl k)
u—7mpmu)(0) =2 .
(1~ 7pu)(0) i

Erreur d'interpolation continue pour des fonctions réguliéres. Dans le cas ot la fonction u n’est
plus quadratique et le maillage continu n’est plus constant, on considére le modéle quadratique
de u donné par le développement de Taylor. On considére que la fonction u est deux fois
contintiment différentiable, on a :

Vx € Bum(xo), u(x) = u(xq) + 'g(x0) (x — x0) + %t(x — x0) H(x0) (x — x0) + O(||x — x0l[3),

ou g est le gradient de u et H son hessien. On définit alors I'interpolé linéaire continu de u
sur I'élément continu By(x,) :

Jun

mama(x) = u(xo0) + 'g(%o) (X — Xo) + cn trace (M—%(xo) H(xo) M-a(xo)) ,

avec

1 1
=— et cog=-.
10 8

En utilisant les tailles (h;);=1, suivant les directions principales (v;)i=1, de M, lerreur sur
Bai(xp) se simplifie en :

C3

n
(u— mmu)(x) = en Y hZ(x0) 'vi(xo) H(xo) vi(xo) + O(|x — x0l|3).
i=1
On a donc 'estimation de ’erreur locale :

[(u—mprw) (x0)| < e Y BE (x0) ['Vi(x0) H(%0) Vi(x0)]. (2.6)
i=1

La Relation (2.6) permet d’écrire une estimation globale de 'erreur d’interpolation continue

en norme LP : )
P
o= marilusioy = ( [ o= maca)”
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En d’autres termes, on peut choisir de représenter une erreur discréte v — II,u par son équi-
valent continu u — maqu. On s’abstrait donc de toutes les contraintes discrétes. Cela se traduit
par la possibilité d’utiliser les outils mathématiques existants sur ’espace des maillages conti-
nus et non définis sur 'espace discret des maillages.

REMARQUE 2.2 La définition de I'opérateur d’interpolation, basée sur une projection linéaire
au sens de la projection L2, permet d’envisager une étude de I’erreur d’interpolation pour des
fonctions moins réguliéres [12].

Exemples numériques continus. On peut désormais définir une erreur d’interpolation de ma-
niére complétement continue, a la fois pour la fonction mais également pour le maillage. Cela
justifie I'utilisation du concept de maillage continu. Afin de démontrer qu’il est tout & fait
possible de calculer une erreur d’interpolation sans support discret, on propose de calculer
une erreur d’interpolation sur un maillage continu puis de comparer a ’erreur d’interpolation
sur un représentant discret. Dans notre exemple, on considére le maillage continu M, défini
sur le carré D = [0,1] x [0,1] :

-2
Mo(z,y) = ( hé h(l? ) , avec hy = 0.1(z + 1) + 0.05(x — 1) et hy = 0.2.
2

On note N la complexité de M, elle est donnée par :

1 200
C(My) =N = //D m(m,y) dzdy = 5 In(2)a.

On considére I'erreur d’interpolation sur M, pour les fonctions u; and ug suivantes :
e uj est une fonction quadratique, définie par :

ui(z,y) = 622 + 2wy + 49>

e us est une fonction non quadratique définie par :

UQ(ZE,y) — e(2x2+y).

Toutes ces fonctions sont définies sur D. Dans le cas de la fonction u, erreur d’interpolation
continue sur M, est ponctuellement donnée par :

(1 = mag,)(a,y) = 5 tracelM (o) [yl ) ME (29)

3(0.15x + 0.05)? N 0.04

2« a
2722 +18x + 35

800 o

12 2
|}{U1’::]¥U1:: < 2 8 )‘

On peut alors intégrer analytiquement ’erreur d’interpolation continue sur D. Il vient :

avec

53 53 In(2)
— d d = _ = —_— .
//D\ul T ] (@, y) dedy 000 5N
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Dans le cas de la fonction us, I'erreur d’interpolation continue sur M, est ponctuellement
donnée par :

1 _1 _1
(U2 = T u2)(z,y) = g trace(M™2(2,y) | Huo| (2, y) M2 (2,y))
e4x2+y ) 5
= 3 ((0.15z + 0.05) (4 + 1627) 4 0.05) ,
o
avec
H |—H — 27 (4 4 1622) 4w 22ty
|Hus | = Huy = Ay 277 +Y o227 +y
Il vient :

0.2050950191 13.673 In(2
// lug — Ty uz|(z,y)dedy = ——— = 13.673 In(2) )-
D a N

On compare les expressions de ’erreur d’interpolation continue avec le calcul numérique de
I’erreur d’interpolation sur des maillages discrets. On considére une suite de maillages unités
(Ha) o vis-a-vis de M, pour o = {1, 2,4, 8,16, 32}. Ces maillages ont été générés par Yams [14].
La Figure montre la suite de maillages. On estime alors sur (Hq)q :

lur = Tpwa oy = >, llua — Mpullp iy,
KeHa

ot I'erreur d’interpolation [luy — Hpus|g1(x) sur un élément K est calculée par une inté-
gration numérique en utilisant une quadrature de Gauss d’ordre 5. Les Figures et
représentent ’écart entre le modéle continu et 'erreur d’interpolation discréte calculée sur
les maillages unités dans M,. Il y a une trés bonne corrélation entre le modéle continu et
le calcul discret. Cet exemple confirme l'intérét des maillages continus en montrant qu’une
entité fondamentalement discréte, 'erreur d’interpolation, pouvait bien se modéliser dans un
formalisme continu.

REMARQUE 2.3 Lorsque le maillage continu M n’est connu qu’a travers sa représentation
linéaire sur un maillage discret Hy, I’évaluation de I'erreur d’interpolation continue est estimée
numériquement en utilisant 'interpolation linéaire de M sur Hy.

Puisqu’on sait écrire 'erreur d’interpolation sur un maillage continu M quelconque, on
peut s’intéresser & décrire le maillage optimal pour minimiser globalement I’erreur d’interpo-
lation en norme LP pour une fonction donnée.

2.3 MODELE CONTINU MULTI-ECHELLES DE L’ERREUR D’INTERPO-
LATION LINEAIRE

Dans cette section, on propose un modéle approché et générique de ’erreur d’interpolation
sur un maillage continu M. A partir de ce modéle, une distribution optimale des tailles est
obtenue par un calcul de variations. On montre également 1'unicité de la solution optimale et
on exhibe 'ordre de convergence en maillage.
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Figure 2.2: Maillages unités pour M,, avec o = {1,2,4, 8,16, 32} de gauche a droite et de haut en

bas.
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10° T T T
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Figure 2.3: Comparaison entre I'erreur d’interpolation continue |lu; — maq, u1|L1(a,,) €t Perreur
d’interpolation discréte ||uy — Ipu1||p1(s,,) pour la fonction u;.
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—&— NUMERIQUE |]
= = =CONTINUE |4
107 .
107 1 I 1 1 1
10 100 500 1000 2000 4000

Figure 2.4: Comparaison entre 'erreur d’interpolation continue |luz — maq, u2|L1(a1,,) €t Perreur
d’interpolation discréte ||ug — ITpuz|[L1(s,,) pour la fonction us.
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2.3.1 Définition basée sur un contréle en norme L?

Pour une fonction u donnée définie sur R™, on propose le modéle d’erreur local sur un
maillage continu M de tailles (h;);=1,, suivant ses directions propres (v;)i=1,n :

em(x) = (u—mau)(x) = en Y hF(x)|'Vi(x) H(x) vi(x)|
i=1
= ca ) hP(x)m(x).
i=1

Pour plus de généralité, on considére le modéle d’erreur local suivant paramétré par « et 3 :

em = <i hf%’) ;
=1

ol y; > 0 dépend de I'estimateur d’erreur. On néglige ¢,, dans ce modéle. Dans ce probléme, on
considére qu’en chaque point 'orientation de la métrique donnée par les vecteurs (v;)i=1n
est fixée. Les inconnues restantes sont donc seulement les tailles (h;)i=1.., de la métrique le
long de ces directions.

Problématique. On cherche la distribution optimale de tailles minimisant la norme LP de ey
pour 'ensemble des métriques dont 'orientation (v;)i—1, est fixée. Cela se traduit par un
probléme de calcul de variations :

; — P - B, N
%HE(M), avec E(M) = /QeM _/Q<;hi%> , (2.7)

sous la contrainte : 1
C(M :/d:/ hi = N.
w0 o= (1)

On impose la contrainte C(M) = N afin d’éviter la solution triviale h; = 0 pour tout i € [1, n]
qui donne une erreur nulle.

2.3.2 Principe d'optimalité globale

La résolution du probléme d’optimisation se base sur un changement de variables qui fait
intervenir la densité et les quotients d’anisotropie de la métrique, Section 1.2.4, Chapitre 1.

Changement de variables. Les n tailles (h;)i=1.., sont remplacées par la densité d et les n — 1
premiers quotients d’anisotropie. Ce changement de variables est donné par :

h; = d_%ri pour i=1,...n—1 et h, = d_%P_l,

1
n iy n—1
ri = hy (Hhk> etP:(Hm).
k=1 i=1

avec
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Le premier avantage de ce changement de variables est de rendre la contrainte C(M) = N
linéaire en la variable d, de sorte que le probléme devient convexe. Pour cet ensemble de
variables, I’erreur locale devient :

em=d % (Zr v+ P77 )

Finalement, on doit résoudre :

n—1 ap
min /d_anﬁp T Bi+ PPy, ;
((ri)i,d) Jo -

i=1

Ja=n
Q

Le deuxiéme avantage de ce changement de variables est le découplage du probléme en un pro-
bléme local et un global. On trouve d’abord localement les quotients d’anisotropie optimaux
indépendamment de la densité, qui est explicitée dans un second temps.

sous la contrainte linéaire :

Résolution formelle. La condition nécessaire d’Euler-Lagrange implique qu'il existe une cons-
tante A, associée a la contrainte C telle que : VoM, 6E(M;IM) = A6C(M; I M). La variation
de la fonction cotit 0€, évaluée sur la solution courante M dans la direction d M, est donnée
par :

E(M +edM) —EM)

5—»0 g

5E(M: M) =

Comme une approche formelle est utilisée, la variation de la fonctionnelle £ est approchée

par :
SEM;OM) = 21_1)%2 </§2€]/3\A+56M_/Qe€\4>
~ </Q lim 6.1/7\/1+€5./<\€/l - eﬁ/l)
/ 66M M
En considérant que la variation est donnée par M = (drq,...,0r,—1,0d), on obtient :

n—1
VoM, SEM;M) = Y 6E(rs;omi) + 0&(d; bd),

nil
et ek
= Z/ M g, +/ M 44
i=1 Ori

Les dérivées sont données de maniére formelle par :

ap—1
Oeh
87{\; or; = Oéﬂpd (nﬁ 1% ) Zr v+ P~ By ory,
8 ﬁ n—1 P
BM . app afptn 8 -8
g0l = —==d ;rj'yj—l—P | dd.
L =
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Comme le nombre de points est constant, la variation de la contrainte est nulle :

5C(M;5M):i%i(/(d+sd /) /5d 0.

On en déduit, en utilisant la condition nécessaire d’Euler-Lagrange, que la variation de la
fonction coiit est donnée par :

YV (6ri,...,0rp—1,0d), 6E(M;0M) =0, avec / od = 0. (2.8)
Q
L’étape suivante consiste a proposer des choix de fonctions valides dd et dr; afin de dériver

des conditions nécessaires sur la solution. On remarque que la seule contrainte dans ces choix
réside dans la fonction dd qui doit vérifier [, dd = 0.

Ratios d'anisotropie optimaux. Les choix particuliers dd = 0 et rp = 0 pour k # ¢ impliquent
oét,
que 3 M — 0 pour k # i. Avec ces choix de fonctions, la Condition (2.8)) se simplifie en :
Tk
ap—1
s, PP N[N o, L pes
/Q aﬂpd < T, Vi — T 7n> ZQ"Y]’""P Tn or; =0,

Jj=1

pour toute fonction dr;. Comme pour tout ¢ les fonctions d, r; et v;, P et les constantes «, 3
et p sont supposées strictement positives, la condition précédente est équivalente a 1’égalité :

_ p-5
7”? 1%‘ -

Yn = 0.

Ti
L’égalité précédente peut aussi s’écrire pour ¢ € [1,n—1] avec des choix de fonctions similaires.
Par conséquent, on en déduit les quotients d’anisotropie comme des fonctions de P :

1

B
r= (%> P~ pourie[l,n—1]. (2.9)
Vi

En utilisant la définition de P et en multipliant les n — 1 égalités précédentes, on obtient :

5 ) ~np
[Ivw] P = P=+ H% : (2.10)

En remplacant 'expression finale de P dans (2.9)), on peut exprimer, indépendamment de P,
chaque ratio d’anisotropie :

Q\H

1

nB
(H yk) , pour i € [1,n—1]. (2.11)
Pour calculer la densité, on fait le choix valide dr; = 0 pour tout i. La condition nécessaire

devient alors : Be?
vad, / M 5q =0 avec /5d:0.
Q




2.3 Modeéle continu multi-échelles de I'erreur d'interpolation linéaire 83

oel
On obtient que —24 doit étre constant. Il existe donc une constante K telle que :
ap
Oéﬁp afptn s 3 8
- n d " erj7j+P In = K.
J:

En reprenant les expressions de P (2.10) et r; (2.11)), on a :

1

n n
D+ PPy =2 [Tw] -
j=1

n

j=1
La densité vérifie alors : -
afpt+n

n
d=Ky [ ][]
=1

Finalement, la constante K5 est choisie telle que la contrainte sur la complexité soit vérifiée.
On a alors :
ap —1 ap
afp+n afp+n

d=N / 11 11
2 \i=j j=1

Solutions optimales LP.  Les tailles optimales h; ou, de maniére équivalente, les valeurs propres
optimales A\; de M, sont obtenues en utilisant I'inverse du changement de variables :
1 n afp+n
= N°» / [T
€ \k=1

n 7% 1 n %
11 IR
k=1 k=1
ap

1
L n afp+n " n B(aBp+n) _ 1
_ -1 B
= N7n / 11w 1T %7,
@ \g=1 k=1

hi = d%n‘

ap

3=

[=

2
ap —= 2
) n afptn " n T BlaBptn) 2
_ 2 B
= Nn / 1T IR Vi -
2 \g=1 k=1

Solution formelle pour la norme L*°. Formellement, en utilisant le passage a la limite p — oo,
on obtient le comportement asymptotique de la métrique basée sur la norme L :

1
1 - P\t s
hi = N°= / I % 7
Q
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REMARQUE 2.4 La simplicité du modéle d’erreur epq permet une résolution analytique du
probléme minimisant I’erreur e en norme L?. Cependant, il semble envisageable de minimiser
numériquement ce modéle d’erreur en utilisant les algorithmes de minimisation différentiable
sur des variétés [1]. Par exemple, un tel traitement semble nécessaire pour des modéles d’erreur
non linéaires.

2.3.3 Unicité et propriétés de la métrique multi-échelles optimale
On précise dans un premier temps la notion de I’ordre de convergence en maillages continus
en n dimensions puis on étudie 'unicité de la solution.

Ordre de convergence

Définition 2.1 Une suite de maillages continus (M n)n de complezités croissantes C(My) =
N converge a l'ordre k en norme LP dans R™, si on a :

ey (%) |Le < Cst N7F/™ (2.12)

Une simple analogie avec une grille réguliére en trois dimensions conduit & considérer que

N=0 ((hLUhyhz)il) =0 ((h?’)*l)- L’Estimation |D devient alors :
HeMN(X)HLP < (Cst hE.

Comme le maillage continu optimal & complexité fixée existe et est explicité complétement
par notre analyse, il est possible d’évaluer I'erreur d’interpolation optimale. En utilisant la
solution de ({2.7), on réécrit, dans un premier temps, le modéle au point :

EMopt = (Zh?%>

i=1
ap a—ﬁ 1 «
3 n aBptn \ " n (aBp+n)
= v [ (T > (1w
@ \g=1 i=1 \k=1
ap af o
5 n afBp+n " n (aBp+n)
= N[ ([T I1w
@ \k=1 k=1

On en déduit :

HeMopt(X)HLp = </ 67\40@5) =nN"w / <H rYk)
Q Q =1

Par conséquent, a partir de I’erreur optimale précédente, on obtient ’estimation de I'ordre de
convergence suivante :

K
HeMopt(x)”Lp :S aB *

n

Proposition 2.3 L’ordre de convergence du maillage global est donné par le produit af3, ot
les parameétres « et B définissent le modeéle d’erreur local :

eEM = <Zn: h?%) ,
i—1
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Unicité de la solution

On montre par une preuve directe que le maillage optimal obtenu minimise réellement
Ierreur du modéle et qu’il est unique. On considére M un maillage continu quelconque défini
par n — 1 ratios d’anisotropie r; pour i € [1,n — 1] et d une densité décrite sous la forme
générale d = N([q f)~tf. On rappelle que r; pour i € [1,n — 1] et f sont des fonctions
strictement positives. A partir de la Relation , Perreur commise sur M est donnée par :

ﬁp ap

E(M) =N (/Qf> /f_ (ZT %+%Hr )

L’erreur commise avec la solution optimale M, est :

i n By
EMopt) =n*PN~n / H%
2 \i=1

Pour prouver que £(Mp) < E(M), on utilise une inégalité entre la moyenne arithmétique
et la moyenne géométrique. Cette inégalité provient de la concavité de la fonction In :

(2] St o (I1)

car on a H?:l r; = 1. En substituant la valeur de r,,, on obtient :

afpt+n

1
n—1
ZT?%Jr%Hmﬂ > n(H%)
=1 =1

Finalement, si on note
ap

n afp+n
9= (H %) ,
i=1
on a alors
n afBpn afp
g(Mopt>W = nofpin N afpin / g,
Q

afBp

n

n apn __afBp afp+n B Bp+ afp+n

E(M)aﬁp+n > naBptn N aBptn </ f) (/ f anpga fL n> .
Q Q

En utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

_afp _n_
e afp+n a a n afp+n
(/ faﬁfﬁn< . )) (L) ([ram) T (213)
afBp+n Q Q

comine on a

n
1"’721’
aBp
149975
n

S S
1+ aﬁp L+ aTﬁp
De plus, la Relation ([2.13) implique que £(Mp) < E(M), pour tout maillage M. Comme
le Probléme d’optimisation (2.7) est strictement convexe, la solution est unique.
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2.3.4 Le cas de l'interpolation linéaire

On décrit pour 'interpolation linéaire les maillages continus multi-échelles pour les normes
usuelles LP en trois dimensions Dans ce cas, le modéle d’erreur est donné par o = 1 et § = 2,

3
EM = <Z h?%’) .
i=1

L’orientation de M est donnée par sa base propre R = (v;)i=13. Les coefficients v; sont
donnés par v; = |'v; H v;|. On rappelle dans un premier temps la distribution optimale pour
les tailles (h;)i=1,3 de M. On donne ensuite les directions optimales.

il se simplifie en :

Distribution de tailles optimale

Le maillage optimal Mry» dépend du hessien H de la fonction u et s’écrit :
MLP =RA tR,

avec A la matrice diagonale :

1

3 =
A = | det (H ’Yk) Vi
k1

Si on note I' la matrice diagonale :

il
I' = Y2 5
73

et que 'on souhaite avoir la solution qui correspond & une complexité égale a N, alors la
solution s’écrit :

Mup = Dio det(T)%% RT 'R,

ou Dyp est un coefficient de normalisation global :

N (/Q det(I") 7¥3 )

En norme L, la métrique est donnée par :

win

Miee = Dp RT 'R.

Les relations précédentes donnent une information quantitative de 'impact du choix de la
norme sur la métrique. La métrique L prescrit une taille trés fine dans les zones ou les
coefficients ~; sont grands. Dans le cas de la métrique multi-échelles en norme L?, p > 1,

les valeurs propres sont multipliées par une facteur de mise & ’échelle det(I‘)T+13 qui tend
a étre petit pour de grandes variations des «;. Par conséquent, plus p est proche de 1 plus
la métrique est sensible aux petites échelles de la solution. Cette analyse justifie le nom de
maillage multi-échelles et cette sensibilité est vérifiée dans les applications numériques.
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Directions optimales

En trois dimensions, pour une distribution d’orientation (v;);=1 3, I'erreur d’interpolation
optimale est donnée par :

2p+3
3p

ot — Tangy oy = 3N ( / <det<r>>2p’43)
Q

On peut alors minimiser 'erreur précédente en chaque point en recherchant 'orientation qui
minimise :

det(I) 273

Comme  — 23 est une fonction croissante, il est équivalent de minimiser x, soit le déter-
minant det(I"). L’interprétation géométrique de det(I") est simplement le volume du cube de
cOtés (v;)i=1,3 mais avec des longueurs calculées dans le métrique du hessien. On peut mini-
miser ce volume, en choisissant judicieusement les vecteurs v;. On suppose ici que le hessien
H de u est défini positif. Si tel n’est pas le cas, on considére |H| a la place de H. On note
(Ai)i=1,3 les valeurs propres de H et (u;);=13 ses directions principales. La longueur dans la
métrique de H de la direction v; s’écrit :

3
‘viHvi| ='viHv, = Z)\k (‘vi llk)2 > krgllgﬂ)\k’)
k=1 '

Cette longueur est minimale si le vecteur vy est aligné avec le vecteur propre de H associé
a la plus petite valeur propre. En poursuivant ce raisonnement, sur les vecteurs v; restants,
on associe & chaque fois le vecteur v; a la direction u; qui est associée a la plus petite valeur
propre restante. Ainsi, le déterminant det(I") est minimal lorsque les vecteurs v; sont alignés
avec les directions principales du hessien de la solution w. On déduit que la métrique optimale
en orientations et étirements est donnée par :

Muyy = Dy det(|H|) 2+ |H],

2 2p \
Di» = N3 </ det(|H\)2p+3>
Q

avec

Wi

Convergence en maillage

L’utilisation des résultats des deux sections précédentes prouve dans le cas particulier de
I'erreur d’interpolation linéaire la proposition suivante :

Proposition 2.4 Pour une fonction u deux fois contintiment différentiable sur Q C R?
et le maillage continu Myp(u) optimal pour u en norme LP, on a :
o Myyr(u) est donnée par :

win

— 2 -
Mup = Dy det(|H|)%+5 |H|, avec Dpp» = N </ det(|H|)zpi3>
Q

o Myr(u) est unique.
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o Myr(u) est localement alignée avec la base propre du hessien H de u et a les méme
ratios d’anisotropie.
o L’erreur d’interpolation continue optimale en norme LP est donnée :

2p+3
3p

lu = matgp o) = 3N (/ |det (H)\2zf+3>
Q

o Pour une suite de maillages continus emboités (/\/lgp)jv:l,,,oo optimauz indexés par leur
complezité N, l'ordre de convergence en maillage asymptotique vérifie :

Cst
[ = mpq, ullLe () < N3’ (2.14)

ce qui correspond & un ordre deux de convergence en maillage.

Une estimation de I'erreur d’interpolation optimale similaire a été prouvée par Chen et
al [9]. Cependant, leur estimation est calculée sur un maillage existant qui doit vérifier un
certain nombre d’hypothéses comme l'orientation et la distribution. Dans notre cas, 1’esti-
mation est indépendante du maillage discret unité qui sera généré. Cela se traduit par une
formulation explicite des constantes dans l’estimation.

2.4 ILLUSTRATIONS NUMERIQUES

On illustre 'utilisation des maillages continus sur des exemples analytiques en deux et
trois dimensions. Pour une fonction u donnée, on cherche le maillage optimal en norme LP
minimisant ’erreur d’interpolation linéaire sur tout le domaine de calcul. On vérifie également
I'ordre de convergence prédit par la Proposition On introduit tout d’abord la mise en
ceuvre numérique.

2.4.1 Quelques aspects algorithmiques

L’algorithme d’adaptation dans le cas analytique est composé de trois phases :
e projection de la fonction u sur le maillage courant pour obtenir II;u,
e construction de Mg, en norme L? & complexité N fixée,
e génération d’un maillage unité pour M.
On se concentre dans ce que suit sur la construction du maillage continu optimal.

Construction numérique du maillage continu optimal

Etant donné un maillage initial , une fonction u et son interpolé linéaire II,u sur H, on
cherche & construire le maillage optimal minimisant I’erreur d’interpolation linéaire en norme
LP. D’apres la Proposition [2.4] il est nécessaire de connaitre le hessien H de la solution w.
En pratique, on ne dispose généralement pas de cette information, on doit donc reconstruire
H a partir de l'interpolé linéaire IT;u. On peut se reporter a [3, 23] 25] pour des techniques
classiques de reconstruction de hessien ainsi que des études de convergence. Les méthodes
utilisées dans cette thése sont briévement rappelées dans le Chapitre 3, Section 3.1.1.

On suppose désormais que l'on a un opérateur de reconstruction de dérivée Vi qui agit
sur une solution numeérique continue linéaire par morceaux, P! par élément, et donne une
dérivée également P! par élément.
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Algorithme. On note u; la solution au sommet P;. Pour une complexité N ou un niveau
d’erreur €, on cherche la représentation sur H du maillage continu optimal en norme LP.
Cette représentation est donnée par un champ de métriques M; définies en chaque sommet
du maillage. L’algorithme se décompose en :

1. reconstruction & partir de la solution numérique u; d’un gradient g; au sommet P; :
g = VR U,
2. reconstruction & partir de u; et g; d’un hessien au sommet P; :
H; =Vhui = Vig,

3. diagonalisation des matrices hessiennes H; reconstruites aux sommets et troncation des
valeurs propres ()\f)kzlug :

max(])\l1 |, €num)
|Hl| = Rl max(|)\?|,enum) tRi,

max(]/\? |, €num)

une valeur classique de la constante €y, est 10719.

4. normalisation locale en norme L? qui donne le champ de métriques :
1
M; = det(|H;|) 2»+3 |Hy.

5. Calculer la complexité du champ M; :

c=>Y ‘T > yJdet(M;) |

KeH PjeK

puis normaliser le champ de métrique M; pour obtenir la complexité N désirée :

Si on désire contréler un niveau d’erreur € au lieu de la complexité N, alors la normalisation
du champ de métriques est donnée par :

3 .3

Cette normalisation est la simple application de la Proposition 2.4} Une normalisation sur la
complexité est généralement utilisée lors de calculs stationnaires en mécanique de fluides alors
qu’un unique niveau d’erreur est préféré lors de calculs instationnaires afin de garantir une
consistance globale sur tout U'intervalle de temps de la simulation.

REMARQUE 2.5 Dans les exemples analytiques ot la fonction u est donnée, on peut se deman-
der pourquoi on n’utilise par le véritable hessien analytique. La réponse est simplement pour
étre plus proche des problémes réels ol la solution u est une solution numérique.
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Estimation de I'ordre de convergence

Afin de vérifier 'ordre de convergence en maillages, on construit les maillages unités qui
correspondent a des maillages continus pour des complexités croissantes pour la fonction u en
norme LP? :

N, 2N, 4N, 8N.

On note les maillages unités correspondant aux maillages continus :

MN(U) MQN(U) /\/l4N(u) MBN(’LL)
! ! | !
Hy(u) Hon(u) Han(u) Hgn(u)

On estime ensuite 'erreur d’interpolation sur chaque maillage :
E(Hy) = [lu — TpullLe()x,, avec k € [N, 2N, 4N, 8N],

en utilisant une quadrature numérique de type Gauss sur chaque élément [I7]. On repré-
sente alors l'erreur £(Hy) en fonction du nombre de sommets du maillage Hy. L’ordre de
convergence est alors donné par la pente de la droite représentant le logarithme du nombre
de points du maillage en fonction du logarithme de 'erreur d’interpolation sur ce maillage.
Cette représentation est utilisée sur les Figures et

2.4.2 lllustration des sensibilités des normes L? et de la convergence asymp-
totique

On applique 'adaptation de maillage multi-échelles sur deux fonctions réguliéres, une en
deux dimensions et 'autre en trois dimensions. On considére dans chaque cas une adaptation
en norme L? avec p € [1, o0].

Exemple 2D. On définit la fonction f; sur le carré [—1,1] x [-1,1] :

0.01sin(50xy) si xy < E%’
fi(z,y) =9 sin(50zy) sinon si  zy < 2510,

0.01sin(50xy) sinon.

Cette fonction posséde a la fois des variations d’amplitude 1 et des variations beaucoup plus
faibles, d’amplitude 0.01. Une section suivant la droite y = 0 illustre ces deux échelles de
variation, cf. Figure . Trois adaptations pour les normes L', L? et L* ont été réalisées. La
Figure montre les ordres de convergence obtenus sur les suites de maillages correspondants
a chaque norme. Elle représente 'erreur d’interpolation en fonction du nombre de points V.
Quelque soit la norme, on peut dissocier sur ce graphe trois zones qui dépendent de NV :

e pour N de 1 & 1000, on obtient une convergence d’ordre deux,

e pour N de 1000 & 9000, la convergence a un ordre inférieur ou égal a un,

e pour N > 9000, la convergence d’ordre deux est obtenue & nouveau.
Ce phénomeéne s’explique par les caractéristiques de la fonction. L’ordre deux en maillage est
d’abord obtenu sur les variations de la solution de plus grandes amplitudes. Tant que la taille
de maille n’atteint pas la précision suffisante pour capter les variations d’amplitudes 0.01,
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elles sont ignorées. Par contre, dés que la taille de maille devient suffisante, on a une phase
de convergence d’ordre 1 avant de finalement capter toutes les échelles de la solution & 'ordre
deux.

Toutes les normes ne sont pas équivalentes sur le nombre de points nécessaires pour at-
teindre I'ordre deux asymptotique. La norme L' capte I'ordre asymptotique dés 3000 points
alors que 9000 points sont nécessaires pour la norme L*. Cela s’explique par la sensibilité
des normes. Pour une norme LP, plus p est grand, plus cette norme est sensible aux varia-
tions de fortes amplitudes. Cette sensibilité est visible directement sur les maillages adaptés,

Figure 2.7]

Exemple 3D. On considére la fonction fo qui est une extension de f1 en trois dimensions :

-
0.1 sin(50 ix < —
sin(50x) six < 5
fa(z,y,2) =< sin(50x) si ;70 <x< 579
2
0.1sin(50%) si — < x.

20

avec x = (v — 0.4) (y — 0.4) (z — 0.4). Dans ce cas, des adaptations en norme L', L? et L*®
ont été réalisées. On remarque que les mémes conclusions s’appliquent en trois dimensions.
L’ordre asymptotique est capturé dés 50 000 points, Figure[2.8)en haut en droite. Les maillages
adaptés de surface sont illustrés Figure 2.8 et ceux de volume Figure 2.9] Que ce soit sur le
maillage de surface ou de volume, plus p est proche de 1, plus les faibles variations de f sont
représentées dans le maillage.

2.4.3 Sur la validation de I'ordre de convergence asymptotique

L’Estimation de l'ordre de convergence en maillage est continue. Cela signifie qu’elle
est valide asymptotiquement, i.e, pour des maillages dont la taille de maille tend vers zéro. Ce-
pendant, on espére en pratique que cette convergence soit atteinte pour des tailles de maillage
raisonnables. Les deux exemples précédents 'ont démontrés numériquement puisqu’en deux
dimensions, 9000 points au maximum ont été nécessaires et 50000 en trois dimensions. Ce-
pendant, il n’y avait pas de différences majeures entre les normes p € [1, 00[. On montre sur
un exemple en deux dimensions comment ’estimation asymptotique est mise en défaut en
pratique.

On illustre ce principe sur 'exemple suivant :

Y(z,y) € [0,1]%,  f3(z,y) = 0.1sin(50x) + atan <sm(5(g)/)1—2;1:> .

Cette fonction, bien que de classe C*°, présente une forte variation de gradient. Ses iso-valeurs
sont représentées sur la Figure [2.10] Trois adaptations ont été réalisées en norme LP avec
p = [1,2,00]. La Figure montre les maillages, & nombre de points équivalents (environ
100 000), obtenus pour la norme L! et L. La norme L™ est complétement insensible aux
faibles variations de la fonction. Tous les points sont donc insérés dans le voisinage du «choc»
qui est da a la fonction atan dans Iexpression de f3. A l'inverse, ’adaptation en norme L'
capture & la fois le «choc» et les faibles variations qui sont dues a la fonction sinus.

Les ordres de convergence en maillages sont représentés Figure La norme L' atteint
I'ordre deux trés tot pour 10000 points alors que la norme L%, méme & prés d'un million de
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N

L1 Error —+— |
L2 Error ——— E
L4 Error —s— |
Order 2

0.1

0.01

0.001

0.0001 L L
100 1000

100000

Figure 2.5: En haut a gauche, section suivant la droite y = 0 pour la fonction f;. En haut a droite,
iso-valeurs de fi. En bas & gauche, ordre de convergence en maillages. L’erreur d’interpolation sur
f1 en norme L? est représentée en fonction du nombre de sommets des maillages. En bas & droite,
représentation en trois dimensions des variations de f;.
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Figure 2.6: Ordre de convergence pour la fonction f3.
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Figure 2.7: Maillages adaptés pour la fonction f; en norme L? avec p = [1,2,4]. Les maillages de
gauche sont composés de 7000 sommets et de 140000 & droite. De haut en bas, maillages en norme
L!, L? et L%
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Figure 2.8: Maillages de surface adaptés minimisant l’erreur d’interpolation pour la fonction fo en
norme LP avec p = [1,2,00]. En haut a gauche, maillage en norme L', en bas a gauche, maillage en
norme L? et en bas & droite, maillage en norme L. Chaque maillage est composé d’environ 245000
sommets. En haut & droite, erreur d’interpolation pour chaque norme en fonction du nombre de points.
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Figure 2.9: Coupes dans les maillages volumiques adaptés minimisant ’erreur d’interpolation pour
la fonction fy en norme LP avec p = [1,2,00]. De haut en bas, maillages en norme L!, L? et L.
Chaque maillage est composé d’environ 245000 sommets.
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96

points, n’arrive pas a atteindre la convergence d’ordre deux. Ce nombre de points est insuffisant
pour capturer toutes les échelles de la solution. Dans ce cas, 'optimalité du maillage n’est

validé numériquement que pour la norme L'. Atteindre cette convergence dépend a la fois de

é de la fonction.

la sensibilité de la norme utilisée ainsi que de la régularit

Figure 2.10: Représentation graphique des variations de f3 en 3D a gauche. A droite, iso-valeurs de

fs.
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CONCLUSION

Si l'utilisation de maillages anisotropes pour controler I'erreur d’interpolation est assez
ancienne [8], son efficacité reste souvent mystérieuse aux yeux de beaucoup. Afin de convaincre
les plus sceptiques, on a démontré dans ce chapitre que minimiser I'erreur d’interpolation
sur un maillage pouvait s’écrire comme un probléme continu. Ce probléme repose sur la
définition d’un interpolé linéaire continu 7w qui dépend du maillage continu M. Le modéle
d’erreur © — maqu en norme L' est globalement exact pour des fonctions quadratiques et
localement exact pour des fonctions réguliéres C2, cf. Proposition

Théoriquement, on montre que trouver le maillage continu qui minimise ’erreur d’inter-
polation globale en norme L? est un probléme bien posé contrairement au cas discret.
La solution continue est indexée par la complexité N. Une étude asymptotique sur N — oo
démontre un ordre deux en convergence en maillage pour le processus adaptatif, cf. Propo-
sition 2.4

En pratique, on est en mesure de construire une représentation du maillage continu optimal
en utilisant le concept de maillage unité. On vérifie également que l'ordre de convergence
asymptotique est atteint en pratique pour des tailles de maille raisonnables dépendant de la
sensibilité de la norme LP.

2.A FORMULES D’'INTEGRATION

Les résultats de cette annexe sont issus de [22].

Notations. x est un vecteur de R", ses composantes sont notées x = (z1, ..., x,). On rappelle
que By, est la boule unité de la métrique identité de R™. Elle est décrite par

{x = (@1, 20) | x2 < 1}

On note V,,(R) le volume défini par une sphére de R™ de rayon R. Avec cette notation, on a
V(1) = By, . Etant donnés un vecteur d’indices p = (p1, ..., pn) et une fonction polynomiale :

B(x.p) =[]

on donne une expression de l'intégrale :

Wh(p) = ; E(x,p) dx. (2.15)

La définition de F(x,p) = [[;(z7)P permet de calculer les monoémes de puissance totale
> %, pi paire ou la valeur absolue des monomes de puissance totale impaire. En effet, si
pi = 1/2 pour tout 7, on a E(x,p) = [[; |z;|. Enfin, I'intégrale sur V;, de toute fonction impaire
est nulle par symétrie. On propose une formule de récurrence sur n pour évaluer . On

considére le changement de variables suivant :

IN

(1, 2n) — (1,...,2pn-1,c08(0)), 0 <O <,

de jacobien |sin(6)| = sin(6). Si on note p = (p1,...,pn—1) €t X = (z1,...,Tp_1), il vient en
considérant le changement de variable précédent :

= " %.p)dx | (cos? Pn gin .
”MW?A<AHMWE“”d>((W (0)do



98 Adaptation de maillage multi-échelles

On transforme 'intégrale sur V,,_1 (sin(#)) par une intégrale de V,,_; (1) par une simple division
de chaque composante par sin(6). Ce changement de variables est donné par :

1
sin(0)

(x17"')xn—l) B ($17"'7xn—1)5

et a pour jacobien sin(#)"~!. Il vient alors :

Wae) = Woa(®) | <H<sin<9>>2m“> (cos*(6)) sin(6) do.

On a finalement :

™

W (p) = 2W,-1(p) /0 ® (sin(8))2! (cos(6))27 db,

avec
n—1
n+1 1
= 9 +-§1pi etﬁ:§+pn~
1=

La derniére intégrale sur 6 est la fonction Beta. La table ci-dessous donne les exemples d’in-
tégrale en deux et trois dimensions qui permettent d’intégrer des formes quadratiques sur

V(1) :

n| 1 | x|z, :v? EANNER
™ 4 I
2 0 0 — — —
m 1 3] 2
4 4 T 8
slonlo] 0 |—n| 2] 2
3" B 2| 15

Exemples d’applications. Etant donnée une forme quadratique f de R™ dans R définie par :

1
f(z) = §txHx+th’+c,

ou H € L(R™ R™) est une matrice symétrique, G = (g;)i=1..» € R™ un vecteur et ¢ € R une
constante, alors on a les résultats d’intégration suivants en deux dimensions :

/ux||§<1f(x) -7 (slgtrace(H) + 0) :

1
/ fxX)z1 = —ma,
Ix[I3<1 4

1
f(x)ze = EWgQ'
[[x[5<1
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En trois dimensions, on a :

2 4
/X”%<1 f(x) =7 (15 trace(H) + 3c> ,

/ 4
= =741,

‘X||2<1 15

/ 4
= —-Tg2,

xI3<1 15

/ 4
= 12Tgs:

X||2<1 15
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Adaptation de maillage multi-échelles en
mécanique des fluides

INTRODUCTION

L’utilisation d’un processus adaptatif en mécanique des fluides numérique (CFD, Com-
putational Fluid Dynamics en Anglais), est fortement motivée par la nature des phénoménes
physiques modélisés. Elle se base sur une problématique simple : comment distribuer au mieux
les degrés de liberté du maillage en fonction des caractéristiques de ’écoulement. Un exemple
classique d’adaptation est la génération de maillages de couches limites pour des écoulements
visqueux. Ces derniers sont nécessaires pour mesurer avec précision le profil de vitesse proche
des parois. Le maillage est donc adapté pour capter cette particularité. Une telle adaptation
est cependant manuelle, car elle est réalisée en pré-traitement lors de la création du maillage
de calcul. Pour automatiser le processus d’adaptation, il est nécessaire de disposer d’un esti-
mateur d’erreur qui permet de controler la génération du maillage. Couplée & une estimation
d’erreur, I'adaptation de maillage anisotrope permet d’optimiser le ratio entre la précision

Figure 3.1: Exemples d’écoulements avec de fortes caractéristiques anisotropes.
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obtenue et le nombre de degrés de liberté utilisés. Ce gain est d’autant plus important que
le phénoméne physique étudié a des composantes fortement anisotropes et localisées : ondes
de chocs, zones de glissements, couches limites, etc. De tels phénoménes sont représentés sur
la Figure Il est donc évident que les maillages uniformes ne sont pas optimaux a la fois
en terme de taille et en terme de direction. Toutefois, le traitement des singularités et des
discontinuités n’est pas une chose aisée. Elles sont sources de problématiques tant du coté de
I’adaptation de maillage anisotrope que du cote des méthodes de résolution numériques qui
permettent la capture de forts gradients ou de chocs.

En ce qui concerne ’adaptation de maillage, il est nécessaire de proposer des estimateurs
d’erreur valides sur des écoulements discontinus ou possédant de forts gradients. En effet, le
senseur peut prescrire dans les chocs une taille de maille qui tend vers zéro & nombre de points
constant. On doit alors tronquer cette taille par une taille minimale. On perd alors tout le
profit d’'une approche anisotrope. Jouir du complet avantage de I’adaptation anisotrope pour
des solutions numériques demande donc une amélioration de l’algorithme et une attention
particuliére contrairement au cas analytique. Pour un gain optimal, il est également nécessaire
de proposer des schémas de résolution précis qui supportent des maillages anisotropes.

En CFD, certaines simulations numériques montrent que seulement un ordre un de conver-
gence global en maillage est numériquement atteint sur des suites de maillages uniformément
raffinés, méme si le schéma numérique est d’ordre deux. Cela est dii a la présence de disconti-
nuités (équations d’Euler) ou de forts gradients (équations de Navier-Stokes) dans ’écoulement
modélisé. En particulier, les schémas numériques d’ordre élevé (i.e., ordre deux) de type shock
capturing dégénérent nécessairement a ’ordre un dans les chocs afin de préserver la stabilité.

On montre dans ce chapitre comment 'utilisation de schémas de résolution d’ordre élevé
et de ’adaptation de maillage multi-échelles permet de garantir I’ordre de convergence spatial
théorique méme en présence de discontinuités numériques. On applique & cet effet a la CFD
les estimations d’erreur du Chapitre 2. On rappelle d’abord le contexte général de 'adaptation
de maillage non-structuré en mécanique des fluides et les problématiques.

ETAT DE L'ART

L’adaptation de maillage pour la CFD est un sujet trés étudié. On peut citer en deux et
trois dimensions les travaux suivants sur ’adaptation isotrope [2, [5, 27, [32], 34 (37, [39, 46]. Pour
le cas anisotrope, on distingue les études en deux dimensions [3], 8 [9] [17] 18] et celles en trois
dimensions [6, 20}, 24], 29, [35], 40, 41}, [49]. L utilisation d’un processus adaptatif s’accompagne
de plus en plus d’une certification des calculs qui devient également un sujet crucial pour
valider les approches [44].

L’adaptation de maillage anisotrope en CFD a été initiée en deux dimensions a la fin des
années 80 par Peraire et al. [38]. Ils avaient déja observé deux éléments fondamentaux pour
I’adaptation anisotrope :

e la possibilité de reconstruire des dérivées a partir de solutions discrétes,

e le fait que le hessien reconstruit de la solution numérique donnait pour ’erreur d’inter-
polation des informations anisotropes exploitables par un générateur de maillage.
Leurs principales difficultés étaient liées & la génération des maillages adaptés. Leur méthode
de génération était basée sur une avancée de front modifiée pour ’anisotropie en utilisant
des transformations issues du hessien reconstruit. Cependant, les étirements obtenus étaient
trés faibles. Les premiéres expériences anisotropes en trois dimensions sont dues a Lohner [30),
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31, 32] au début des années 90. Cependant, la principale faiblesse résidait toujours dans la
prescription des longueurs au générateur de maillages. Zienkiewicz et Wu dirent a ce sujet
dans [50] :
Unfortunately, the amount of elongation which can be used in a typical mesh
generation by such mapping is small.

Une idée nouvelle fut apportée par Mavriplis [33]. Il proposa de modifier 'algorithme d’inser-
tion de Delaunay et de voir le maillage adapté en deux dimensions comme le maillage d’une
surface cartésienne de R3. Cette étude a été prolongée par la définition de maillages unités
dans une métrique proposée par Hecht [25]. Cette approche propose un contexte mathéma-
tique solide dans le cas anisotrope pour les générateurs de maillage. Le calcul des longueurs et
des volumes s’effectue dans un espace riemannien. De plus, ce cadre généralise le cas uniforme
et le cas isotrope. L’article de Castro-Diaz et al. [9] est précurseur puisqu’il inclut a la fois
I’estimation d’erreur anisotrope, le maillage adaptatif basé sur la prescription d’un champ
de métriques et des calculs en CFD. Il existe désormais un grand nombre de générateurs de
maillage anisotrope basés sur ce concept de métrique [6, [12] [16] 22] 26, 35, 29| [49].

PROBLEMATIQUES

On présente en détails sur un exemple historique les principales problématiques de ’adap-
tation anisotrope pour la CFD. On montre que dans un processus adaptatif, I’estimateur d’er-
reur et le schéma de résolution jouent tous les deux un réle majeur dans la perte d’anisotropie.
Dans une vision adaptative, leurs études respectives ne peuvent donc pas étre complétement
dissociées.

Vers la génération de maillages anisotropes

On considére un écoulement supersonique dans un scramjet qui est un réacteur sans piéce
mobile et auto-alimenté. Les technologies d’adaptation sont celles de l'article [9]. L’estimateur
d’erreur repose sur un contrdle en norme L de l'erreur d’interpolation sur la densité. La
Figure montre le maillage anisotrope aprés 10 itérations d’adaptation.

Figure 3.2: Calcul adaptatif anisotrope dans un scramjet réalisé en 1997 dans [9].

Par abus de langage, on dit que la solution se «lity sur le maillage. De nombreuses composantes
anisotropes, comme les ondes de choc qui rebondissent sur les parois, semblent parfaitement
capturées par le processus adaptatif.
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Figure 3.3: Calcul adaptatif isotrope dans un scramjet réalisé en 1997 dans [9].

Cependant, un zoom sur le premier choc, Figure montre que le maillage qui semblait
anisotrope est en fait isotrope dans les chocs. Les causes de cette perte d’anisotropie sont
doubles :

e Dans la direction normale aux chocs, la cause provient de 'estimateur d’erreur qui
prescrit une taille infiniment petite non réalisable en pratique par un générateur de
maillages.

e Dans la direction tangentielle du choc, le solveur oscille localement car il n’est pas
strictement TVD. Le hessien utilisé comme senseur, capture cette oscillation et prescrit
une taille, qui lorsque la précision augmente, tend vers la taille minimale prescrite dans
la direction normale.

Cette taille est donc a la fois indispensable pour la convergence du calcul, mais en contrepar-
tie, sa prescription engendre une perte d’anisotropie. Si 'utilisation de schéma strictement
monotone peut permettre d’éliminer la second problématique, la premiére demeure toujours.

Le second inconvénient d'une mesure de l'erreur en norme L est d’ignorer les petites
échelles de la solution. Or, les écoulements issus de la CFD présentent de nombreuses carac-
téristiques ayant des amplitudes différentes :

e lors d’écoulements supersoniques, 'amplitude des chocs dépend de la géométrie,
e les zones de glissement, les zones de re-circulation, les points d’arréts, etc..., ont des
échelles de variation différentes.
Pour I'adaptation de maillage basée sur ’erreur d’interpolation d’une variable u, plusieurs
normalisations du hessien H de u ont été proposées pour tenter de capter toutes les variations
de la solution. Dans [9], le hessien est simplement normalisé localement par la solution u :

1H]|

Jul

Cette normalisation permet de capter la re-circulation pour un écoulement sur une marche.
Dans [31], la normalisation utilise également la taille du maillage h ainsi que le gradient de la
solution :
|H]|
ul + A [Vl
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Cette derniére normalisation a été généralisée dans [I] en considérant une pondération de la
solution et du gradient :
| H|
Yul + (1= A Vullz”

Pour des écoulements avec des chocs, 'auteur conseille de prendre v = 0.001. La normali-
sation se fait donc principalement par le gradient de la solutionﬂ Cette normalisation a été
initialement proposée comme un filtre des oscillations de la solution numérique. L’impact sur
I’anisotropie est illustré sur les Figures et sur ’exemple du tube & choc de Sod, tiré
de [1]. Cependant, quelque soit la normalisation choisie, le controle de l'erreur est toujours
effectué en norme L.
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Figure 3.4: Iso-valeurs de la densité & un instant particulier du tube a choc de Sod & gauche. Zoom
sur la discontinuité de contact et le choc a droite.
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Figure 3.5: Impact des normalisations locales sur I’anisotropie. A gauche, exemple avec avec nor-
malisation par |u| [9] et a droite exemple avec normalisation locale par le gradient et la solution
lul + h||Vull2 [I]. Vus de loin, les deux maillages en haut semblent équivalents. En bas, le maillage a
droite avec normalisation est beaucoup plus anisotrope que celui de gauche.

Adaptation de maillage et schémas numériques

L’adaptation de maillage est principalement utilisée et reconnue pour pouvoir capturer
avec précision les phénomeénes physiques modélisés & moindre cotit (en terme de nombre de

1. En un point x, diviser le hessien H(x) par la norme du gradient |[Vu(x)||2 de la solution u(x) revient
a estimer la courbure de l'iso-ligne de u passant par x. Cela revient & considérer dans un choc un modéle
d’erreur inhomogeéne, cf. Annexe A.2.
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degreés de liberté). Les efforts des études précédentes portaient a la fois sur les techniques de
génération de maillage et la dérivation d’estimations d’erreur. L’impact de ’adaptation sur le
schéma de résolution était rarement abordé. Des études [7, 36] sur cette problématique ont été
menées avant I’émergence de ’adaptation anisotrope. Elles portaient donc sur des techniques
d’adaptation basées sur un découpage local des éléments. L’intérét était alors d’appréhender
le comportement des schémas de résolution numérique lorsque la discrétisation est modifiée.

Pour aller plus loin, il parait impossible de dissocier le schéma numérique et le support
de calcul. En effet, la définition d’un schéma numérique est basée sur la discrétisation que
le supporte. Ils sont donc intrinséquement liés. Il apparait alors évident que que le choix du
maillage a un directement un impact sur la précision et les propriétés de la méthode numé-
rique [II]. On illustre dans ce chapitre ce point de vue dans le cas particulier des méthodes
de capture de choc.

L'’APPORT DE L'ADAPTATION MULTI-ECHELLES

On montre dans ce chapitre que tant que I’erreur est controlée en norme L, la prescrip-
tion d’une taille minimale est obligatoire. Pour supprimer cette contrainte, il est nécessaire
d’utiliser une norme moins sensible dans les zones de fort gradient. On propose de controler
Ierreur en norme LP en utilisant le concept de maillage continu. Changer de norme introduit
également une normalisation automatique sur le champ solution, permettant ainsi de capturer
toutes les échelles de la solution. La normalisation optimale au sens LP n’est ni la solution
ou son gradient mais simplement le déterminant du hessien pondéré par une puissance dé-
pendant de p. En dérivant des modéles continus des chocs numériques, on peut vérifier que
pour des écoulements eulériens et avec des modéles anisotropes, un ordre deux de convergence
en maillage est retrouvé pour des solutions numériques avec des chocs. Dans le méme temps,
la prescription d’une taille minimale n’est plus nécessaire. Le processus d’adaptation devient
donc complétement automatique et I’anisotropie est préservée. De vrais maillages anisotropes
sont obtenus.

PLAN DU CHAPITRE

Dans une premiére partie, on présente l'algorithme d’adaptation dédié aux simulations
stationnaires en CFD. Ensuite, on justifie la validité de I’approche proposée sous certaines
hypothéses.

On décrit les caractéristiques du solveur Wolf utilisé pour la résolution des équations
d’Euler. Ce dernier est utilisé pour illustrer sur des écoulements en deux dimensions la perte
de I'ordre de convergence spatial pour des écoulements en présence de chocs. On introduit alors
deux modéles continus de choc numérique. Ces modéles valident 'utilisation de I'adaptation
de maillage multi-échelles introduite au chapitre précédent. On décrit ensuite une stratégie
d’adaptation pour converger un calcul adaptatif & 'ordre deux spatialement. Cette stratégie
est numériquement validée sur des exemples en deux et trois dimensions. On montre que
I’anisotropie est conservée et que ’ensemble des échelles de la solution est capturé.

Enfin, on montre les limites de ’adaptation multi-échelles sur certains écoulements com-
plexes. On envisage également les problématiques liées & une adaptation sur des fonctions
discontinues. On démontre ensuite que la convergence pour des solutions discontinues ne peut
étre retrouvée que si 'erreur est mesurée en norme LP avec p € [1, o0l.



3.1 Méthodes numériques pour I'adaptation de maillage en CFD 107

3.1 METHODES NUMERIQUES POUR L'ADAPTATION DE MAILLAGE EN
CFD

Contrairement au cas analytique, le processus adaptatif comporte une phase de calcul de
la solution par un solveur et une phase d’interpolation. A notre disposition, on a seulement
une solution numérique dont la précision dépend du maillage courant. Ces considérations
impliquent plusieurs modifications de ’algorithme d’adaptation par rapport au cas analytique.
On explique dans cette section ces changements.

On donne dans un premier temps l'algorithme adaptatif. Chaque étape du processus est
ensuite analysée : résolution numérique, estimation d’erreur, interpolation et génération de
maillages. On présente ensuite comment estimer 1’ordre de convergence quand la solution n’est
pas connue.

3.1.1 Algorithme d’'adaptation de maillage

Dans le cas de simulations numériques, la précision de la solution sur laquelle on réalise
I’adaptation dépend de sa résolution via le solveur utilisé. L’adaptation de maillage est donc
un probléme non linéaire dont il est nécessaire de converger & la fois le maillage et la solution.
On utilise pour cela un algorithme itératif de point fixe. Enfin, la consistance de la solution
du processus adaptatif n’est plus seulement assurée par la seule vérification de ’estimation de
I’ordre de convergence en norme LP, Proposition 2.4, Chapitre 1, car dans le cas de solutions
numériques, le senseur est construit sur des dérivées reconstruites a partir de la solution
numérique.

Boucle adaptative

On suppose que l'on dispose d’'un maillage initial Hy et d’une solution initiale Sp. On
se donne k le nombre d’adaptation, N ou € une complexité ou un niveau d’erreur. L’algo-
rithme d’adaptation de maillage vise & converger la solution et le maillage pour une com-
plexité fixée ou un niveau d’erreur fixé. On itére jusqu’a convergence algorithmique du couple
maillage/solution. On peut considérer comme critére d’arrét le pourcentage de variation du
nombre de sommets entre deux maillages successifs. Dans nos exemples, un seuil de 5% ou un
nombre maximum de 10 itérations sont utilisés. L’algorithme d’adaptation est représenté sur
la Figure A T'itération courante correspondant & une complexité N, la solution numérique
S; est d’abord calculée, puis un champ de métriques M; est déduit de I'estimation d’erreur
avec C(M;) = N. Un maillage unité vis-a-vis de M; est ensuite généré. La solution S; est
projetée sur ce nouveau maillage et le processus est ré-itéré.

Pour accélérer le processus adaptatif, on considére un algorithme dynamique sur la com-
plexité ou le seuil d’erreur. Plus précisément, comme la solution sur le maillage initial ou les
maillages intermédiaires n’est pas forcément précise, il n’est pas adéquat de chercher de suite
a obtenir un maillage adapté pour le seuil d’erreur que l'on s’est fixé. L’idée consiste a faire
évoluer le niveau d’erreur ou la complexité au cours du processus adaptatif. Ainsi, on dé-
coupe 'ensemble des n, adaptations en ny étapes au cours desquelles l'erreur (respectivement
la complexité) est constante. A I'étape i; € [1,n,], I'erreur (respectivement la complexité)
est donnée par 4051 ¢ (respectivement N/20s~D) si € ou N sont les seuils & atteindre. A
chaque étape, on converge le couple maillage/solution pour ces seuils intermédiaires en ny
sous-itérations (entre 5 et 10 en pratique). On a alors n, = nsny. Cette approche permet de
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converger de maniére progressive vers la solution recherchée en évitant des solutions intermé-
diaires non optimales (et cotteuses) dues a la pauvreté de 'information que I'on détenait a
ce moment la.

(70, 53)
Solution Interpolation

-

8%,
(7?) Sio)
bzps.m)
Solution Comput. Mesh Generation

Si 741

f(Ti,Mi)

Metric Computation
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Figure 3.6: Boucle d’adaptation de maillages pour des problémes stationnaires. 7; représente le
(ieme (ieme

i maillage, S; la i solution et M; la métrique calculée a partir du couple (7;,S;).

Principes de consistance du senseur

Il est assez difficile de donner une justification mathématique de la convergence du proces-
sus adaptatif pour plusieurs raisons. D’une part, les estimateurs utilisés dans ce chapitre sont
complétement génériques. On ignore le fait que la solution sur laquelle 'adaptation est réalisée
est solution d’'une EDP. La méthode numérique utilisés sont également ignorées. D’autre part,
tous les estimateurs reposent sur un algorithme de reconstruction de dérivées, gradient et hes-
sien, sur lequel nous n’avons pas de résultat sur l'ordre de convergence. De plus, la solution
numérique uy, connue est seulement linéaire par morceaux, il est donc impossible d’appliquer
directement sur uy, les estimations du second chapitre. Cependant, il est possible de montrer
certaines propriétés du senseur.

On fait I’hypothése que la solution exacte u est assez réguliére. On suppose que l'on
sait reconstruire localement (dans la boule d’un point) une solution u* a partir de u; qui
convergence plus vite vers u que uj, en semi-norme H! :

lu —u*|g = O(RM™) et |u — up|gr = O(h), avec > 0.

Cela ne suppose pas que u* converge vers u plus vite que uy mais seulement que u* approche
mieux les dérivées de u que up. On peut alors écrire :

lu — uplm — Ju— v g < Ju —uplg < lu—uplgp + v — uF g,
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qui est équivalent &

T i = S e 7S <14 u — u*[pm

|u —uplgr — Ju— up|m |u — up |

Ce qui implique
|u* — uplgr — |u — up|-
h—0

Sous les hypothése précédentes, cette convergence signifie que 1’écart entre u et uy donne une
approximation de l'erreur d’approximation en semi-norme H!. Dans notre approche, I'idée
consiste donc & approcher lerreur d’approximation ||u — uy|| par ||u* — upl|. Si, de plus, on
considére que la reconstruction u* vérifie u*(P;) = uy(FP;) pour tout sommet P; du domaine
discrétisé, alors on a :

[ = un| ~ [lu” = unl| = [lu” = Tpu™].

On constate alors qu’il suffit d’appliquer les estimateurs d’erreur proposés dans le chapitre
précédent & u* et non pas & u ol 4 uy,. En pratique, on ne cherche pas & connaitre explicitement
u*, seul son hessien est nécessaire. On rappelle briévement les deux méthodes de reconstruction
du hessien de u* & partir de la solution discréte uy qui ont été utilisées dans cette thése.

REMARQUE 3.1 Ces principes de consistance ne sont pas strictement vérifiés pour les recons-
tructions de hessien que nous utilisons. On peut remarquer seulement que si on effectue une
reconstruction localement quadratique dans la boule d’un sommet F;, alors on cherche &
vérifier au mieux (au sens des moindres carrés) u*(P;) = up(P;) pour la reconstruction u*.

Une double projection L?.  Soit P}, un point du maillage 7;, du domaine Q C R™. On note S, la
boule de Py, constituée des éléments de 7;, partageant Pj,. L’opérateur local de projection L?
est basé sur l'interpolé de Clément [10]. L’idée consiste & projeter v € L?(2) dans 'ensemble
des fonctions constantes par éléments, indépendamment sur chaque support Sy C 7. Plus
précisément, pour v € L%(Q), on définit Igv € L?(R) par :

(Igv),s, est constant,

(IIov —v) = 0.
Sk

VSkC'];L,

L’opérateur d’interpolation de Clément II. : L? — V}, est donné par :

Nver
HC’U == Z Ho’l}(Pj) Pj -
7=1

Comme uy, est linéaire par élément, on applique 'opérateur de Clément & Vuy, € L?(Q) qui
est constant discontinu par élément. On obtient alors, pour chaque sommet P du maillage,
la reconstruction nodale du gradient suivante :

> kes, KV (unix)
| Sk| '

VR uh(Pk) = (31)
Cette reconstruction n’est rien d’autre que la moyenne des gradients des éléments de la boule
de P, pondérée par les volumes des éléments de la boule. Elle correspond & la notion de
gradient nodal Pj-Galerkin en éléments finis. On obtient ainsi une représentation P! par
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élément du gradient. On applique & nouveau la méme procédure & chaque composante du
gradient pour reconstruire le hessien :

. Y V R(T (%))
HR(“"):H(W;HW o H'(w) = Va((Vaum)) = | VaLE) ||
Vr((%2))

avec pour chaque composante z;, 1 < j <n:

Ouyp, B ZKesk !KIV((HC(%:))\K)

vR (Hc(

Formulation faible basée sur la formule de Green. Dans cette approche, le hessien de la solution
est reconstruit en utilisant une formulation faible basée sur la formule de Green. On considére
que le gradient de uy est constant par élément. Pour chaque sommet P, de 75, on a pour
1<ij<n:

O%uy, O%uy,
k = k>
T, 03:18;103 1.4 S 83:18353 L4

Qup, O +/ ouy, o do
= - a 5 ¥k )
s, 0w Oz 8s, on

_ _Z/auh&%
Kal‘j 61’1’

KeSy

en supposant que la fonction test vaut zéro sur la frontiére du support 0.5;. Par conséquent, un
traitement particulier doit étre effectué pour les sommets appartenant a la frontiére. Chaque
composante du hessien est alors reconstruite a l'aide de la relation :

ou 0
auh 8cpk (J) Pk
P o Js Oy O __Kze;ek 0; |1 Jc 0w
axiaﬁj k)= / © N |Sk|
S F n+1

REMARQUE 3.2 La principale différence entre les deux méthodes est simplement la proximité
des informations utilisées pour la reconstruction. Dans le cas de la double projection L2, la
boule d’ordre deux d’un point est utilisée alors que seule la boule d’ordre un est utilisée dans
le cas de la formulation faible. D’un point de vue pratique, la double projection L? produit
un hessien plus régulier. Par exemple dans le cas de la fonction de Heavyside, la variation du
hessien s’effectue sur seulement deux mailles dans la cas de Green alors que 4 mailles sont
nécessaires dans le cas de la double projection L?. L’impact sur le processus adaptatif est
étudié en faisant des comparaisons a des expérimentations au Chapitre 5.

REMARQUE 3.3 Si une reconstruction locale du hessien en utilisant une méthode de moindres
carrés et un développement de Taylor est une solution trés satisfaisante dans les cas ana-
lytiques [I], son application a des solutions numériques peu régulieres en CFD est moins
adaptée.
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3.1.2 Solveur numérique volumes finis

On donne les principales caractéristiques du solveur volumes finis Wolf utilisé dans cette
thése et qui a été développé au sein du projet Gamma.

En supposant le gaz parfait non visqueux et en ’absence de diffusion thermique, les équa-
tions d’Euler pour la conservation de la masse, de la quantité de moment et de 1’énergie
s’écrivent :

)
P v (pu) = o,

a(pU) ot
gt FV.(pUaU)+Vp = 0,
o(pk
UE) (9. (B +pU) = 0.
ol p est la densité volumique, U = *(u,v,w) le vecteur vitesse, £ = T + HUT‘P I’énergie

totale et p = (7 — 1)pT la pression, avec v = 1.4 le rapport des chaleurs spécifiques et T' la
température. On peut réécrire ces équations sous une forme matricielle plus condensée :

ow

— + V- F(W)=0,

o T (W)
ot W = Yp, pu, pv, pw, pE) est le vecteur des variables conservatives et F l'opérateur de
convection F(W) = (Fy(W), Fa(W), F5(W)) avec :

U pv pw
pu? PUV PUW
(W)= puv , By (W) = pv’ , F3(W) = pou :
PUW PUW pw
u(pE + p) v(pE +p) w(pE +p)

de sorte que ’équation d’état devient :

oW OF (W) | OR(W) | OF;(W)

ot oz Ay 5. 0

Le systéme des équations d’Euler est résolu par une méthode de type volumes finis sur des
maillages composés de tétraédres [14]. Le schéma proposé se base sur des degrés de liberté
centrés aux sommets et utilise une formulation particuliére basée sur les arétes utilisant des
éléments amonts et avals pour le décentrage. Les flux numériques aux interfaces sont calculés
a l'aide des solveurs de Riemann de Roe ou HLLC. Un schéma d’ordre élevé est obtenu
grace & une méthode de reconstruction de type MUSCL qui utilise 'information portée par
les éléments en amont et en aval de ’écoulement. Cette approche est compatible avec les
formulations centrées aux sommets et basées aux arétes. Par conséquent, cette méthode est
une extension d’ordre élevé peu cofiteuse en temps de calcul et en mémoire des schémas
décentrés classiques. L’intégration du flux basée sur les arétes et leurs éléments amont et
aval correspondants est un point clef pour que ce schéma préserve la positivité de la densité.
La reconstruction de type MUSCL est couplée & un limiteur & trois entrées qui généralise
le limiteur Superbee et qui garantit la propriété TVD (i.e., la variation totale de la solution
n’augmente pas) du schéma numérique. Deux schémas d’intégration en temps sont disponibles.
Le premier est un schéma explicite de type Runge-Kutta multi-pas et le second un schéma
implicite.
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Schéma pour les flux convectifs

La méthode utilisée pour les flux convectifs est un schéma basé sur les arétes. Cette
formulation consiste & associer & chaque sommet P; du maillage un volume de controle ou
cellule volume fini, noté C;. Le maillage dual est construit en utilisant les cellules médianes.
La frontiére commune 9C;; = 0C;NOC; entre deux cellules adjacentes C; et C; est décomposée
en plusieurs interfaces triangulaires. Une illustration de cette construction en 2D est montrée
sur la Figure

On applique la méthode des volumes finis aux équations d’Euler. On obtient pour chaque
cellule volume fini Cj :

dW; A
+ F(Wl)nldy—/ F(Wi)-nphdI‘h:O,
dt oC; T, NoC;

|C

ou W; est la valeur moyenne de la solution W sur la cellule C;. La deuxiéme intégrale représente
les flux frontiéres donnés par les conditions aux limites. Les différents choix possibles seront
explicités par la suite. En ce qui concerne 'intégrale des flux convectifs F', elle est calculée en
décomposant la frontiére des cellules volumes finis en facettes 9C;; :

/30 F(Wi")-nid’y = Z F|I~Lj '/ac nidv = Z @ij(Wi,Wj,nij),

P]'GV(Pi) j PjEV(Pi)

ou V(P;) est 'ensemble des sommets voisins de P;, n; est la normale extérieure a la cellule
C; et F|p,; représente la valeur constante de F'(W) sur I'interface C;;. Le flux est calculé en
utilisant une fonction flux numérique, notée ®;; :

D5 = @45(Wi, W, my5) = Flp, / n; dy, (3.2)
ol n; = faci]- n; dvy. La fonction ®;; approche les termes hyperboliques sur la frontiére
commune JC;;. On remarque que le calcul des flux convectifs est effectué de maniére uni-
directionnelle dans la direction normale a la frontiére de la cellule volume fini. Ainsi, le calcul
numérique de la fonction flux sur 'interface 0C;; est effectué par la résolution d’un probléme
de Riemann 1D dans la direction normale n;;, au moyen d'un solveur de Riemann approché.
Plusieurs flux numériques décentrés ®;; sont disponibles. Ils peuvent s’écrire formellement
comme la somme de flux centrés et un terme de dissipation numérique :
. F(W;) + F(W;
fbij(Wi,VVj,ni]’) = ( Z) 2 ( ]) -nij+d(Wi,VVj,nij) s (33)
ou la fonction d contient le terme de décentrage qui dépend du schéma choisi. Dans notre cas,
on utilise le solveur de Riemann HLLC [4] ou bien celui de Roe [42]. Dans la suite, on résume
succinctement le solveur de Riemann approché proposé par Roe.

Solveur de Riemann de Roe. Dans I’approche de Roe, le terme de décentrage d est défini par
la matrice Jacobienne de F' :
ow
Les valeurs propres de A(WW) sont toutes réelles et sont données par u, u + ¢ et u — ¢. Dans
le contexte des équations d’Euler, le flux hyperbolique est une fonction homogéne d’ordre un
vérifiant la propriété :
F(W)-ny = AW)W,
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qui permet de construire des schémas conservatifs non oscillants. La résolution du flux utilise
la formulation de ® introduite par Roe :

F(W;) + F(Wj)
2

W; —W;
2 b

@Roe(Wi, W;,ny;) = ‘N + |A(Wi» Wil

ott A est le Jacobien de F évalué pour les variables moyennes de Roe. Pour une matrice
diagonalisable A = PAP~!, on a noté |A| = P|A|P~!. Soient deux états W; et W, alors les
variables moyennes de Roe sont données par :

g VrUitynY, s Vet /piH;
VPi /P VPit

desquelles on déduit la vitesse du son moyenne de Roe :

P = \/Pipi,

~ -1 o -
F=(r-1 (H—ng) o ¢ =|Ul3.

Cette formulation donne au mieux un schéma d’ordre 1 en espace. Une version d’ordre
plus élevé est obtenue en utilisant une technique de reconstruction de type MUSCL.

Schéma d’ordre élevé

La méthode de reconstruction de type MUSCL, introduite dans une série de papiers par
Van Leer [28] et généralisée ensuite aux maillages non structurés par Stoufflet et al. [48],
est utilisée pour augmenter ’ordre de précision du schéma. L’idée consiste a évaluer les flux
pour des valeurs extrapolées W;; et Wj; de W sur l'interface 0C;; (Figure . On effectue
I'approximation suivante :

q)ij = (I)ij(Wijv VVﬂ’ nij) ’

C; Cj

Figure 3.7: Illustration de la construction des cellules volumes finis en deux dimensions : cellules
médianes C; et Cj, triangles amont et aval K;; et Kj; associés a 'aréte F;P;. Représentation des
valeurs extrapolées W;; et Wj; a l'interface 0C;; utilisées dans la reconstruction MUSCL.
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ou Wj; et Wj; sont interpolées linéairement par :

1 —_—
Wij = W;,+ 5 (VW)M . Pin ,

! o (3.4)
Wj' = Wj + 5 (VW)Jz . PJPZ .

Contrairement & la méthode MUSCL originale, les gradients approximés (VIV);; et (VW);;
sont définis pour chaque aréte et obtenus par combinaison des gradients centré, décentrés et
nodaux.

Le gradient centré, associé a I'aréte P;P;, est défini par :
C

Les gradients décentrés, qui sont également associés a ’aréte P; P;, sont calculés en utilisant les
notions de tétraedres amont et aval de I'aréte P;P;. Ces tétraédres sont notés respectivement
Kij et Kj;. K;; (resp. Kj;) est 'unique tétraédre de la boule de P; (resp. Pj) dont la face
opposé est intersectée par la droite définie par I'aréte P;P;, cf. Figure et Figure pour
le 2D. Les gradients décentrés pour les sommets P; et P; sont donnés par :

(VW) = (VW)|k,, et (VW) = (VW)|k,, ,

ot (VW)|k = > pcx WpVop|k est gradient Pi-Galerkin sur le tétracdre K communément
utilisé en éléments finis. On peut alors paramétrer les gradients aux sommets utilisés pour
I’extrapolation. Ils sont construits en introduisant le 8-schéma :

(VW)ij = (1=B)(YW)G+B(VW)5
(VW)ji = (1=B)(VW)5+B(VW)],
ou 3 € [0, 1] est le paramétre controlant la quantité de décentrage. Par exemple, pour 5 = 0
le schéma est centré et pour 3 = 1 il est totalement décentré.

Schéma V4 : une dissipation numérique d'ordre quatre. Le (3-schéma le plus précis est obtenu
pour 5 = 1/3. En effet, on peut montrer que ce schéma est d’ordre trois en espace pour
I’advection linéaire 2D sur des maillages triangulaires structurés de type Friedrichs-Keller.
Dans notre cas, pour les équations d’Euler non-linéaires sur des maillages tétraédriques non-
structurés, on obtient un schéma d’ordre deux en espace avec une dissipation numérique
d’ordre quatre. Ce gradient d’ordre élevé est noté par :

1

3
1

(V)5 + 3 (V)b

(VIVE = (V) + < (VW)

[GLR \CRULR N V)

(VW) =

Schéma V6 : une dissipation numérique d’ordre six. Un schéma encore moins dissipatif a été
proposé dans [14]. Il utilise une combinaison linéaire beaucoup plus complexe de gradients
centrés, décentrés et nodaux. Le gradient nodal P;-Galerkin du sommet P; est associé a la
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cellule Cj et est calculé en moyennant les gradients de tous les tétraédres contenant le sommet

P; (i.e., la boule de F;) :

(VW)Pz‘ =

Z |K|(VIV)]

KEC

e

Un schéma avec une dissipation d’ordre six est alors obtenu en considérant les gradients
d’ordre élevé suivants :

2

(VW)1° = (VW) — o= (<VW> 2(VW)5 + (VIW)G) = 1= (YW)ar, = 2(VW)p, + (VW)

(VW)Y = (VW) — = (<VW> —2(YW)G + (VW)Y) — % (YW)ar, = 2(VW)p, + (VW)p).

ott (VW)yy, ; sont les gradlents aux points M; ;, points d’intersection entre la droite définie
par P;P; et les tétracdres amont et aval, cf. Figures et . Ces gradients sont calculés en
interpolant linéairement les gradients nodaux des trois sommets de la face contenant M; ;. Ce
schéma est d’ordre cing en espace pour 'advection linéaire 2D sur des maillages triangulaires

structurés de type Friedrichs-Keller.

Figure 3.8: Tétra¢dre amont K et tétracdre aval Kj; associés a l'aréte P;P;.

Fonction de limitation de pentes.

Le schéma d’ordre élevé décrit précédemment n’est pas monotone. On remédie & ce pro-
bléme par 'utilisation de procédés de "limitation de pentes". On remplace le gradient de
la Relation par un gradient limité que ’on note (VW)ZW Dans Wolf, on considére
un limiteur a trois entrées, introduit par Dervieux, qui est une généralisation du limiteur
Superbee [13] :

si uv < 0 alors
Lim(u,v,w) =0
sinon
Lim(u,v,w) = Sign(u) min(2 |ul, 2 |v]|, |w]),

et on utilise :

Lim((VW)5, (VW) (VIV)EC) ot (VIW)HC est soit (VIV)}* ou (VIV))5.

7,]7 7,]7

Conditions aux limites

Pour les simulations numériques réalisées dans cette thése, on a principalement utilisé
trois types de condition aux limites. Les conditions de glissement qui sont imposées sur les
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parois quand I’écoulement est considéré non visqueux. Pour imposer le flux a l'infini lors
d’écoulements externes ou les flux d’entrée et de sortie pour des écoulements internes, un
traitement par décentrage basé sur le flux numérique de Steger-Warming est considéré [47].
Finalement, pour les géométries avec des réacteurs, les entrées de réacteurs et les jets de sortie
sont aussi modélisés par un flux de Steger-Warming modifié.

Conditions de glissement. Pour cette condition aux limites on impose faiblement :
Un=0. (3.5)

Pour cela, on calcule le flux ® entre I’état sur la frontiére W et un état miroir W :

p p
W= pU et W=| pU-2p(U.n)n
pE pE

Si la Condition (3.5 est vérifiee alors W = W et donc ®(W, W) = F(W). De plus, comme
W veérifie la Relation (3.5), F'(W) se simplifie en :

(I)S'lip = F(W) = (07pn70)t :

Par conséquent, si la condition que I'on désire imposer est satisfaite, le flux frontiére est réduit
sous sa forme communément utilisée.

Cependant, en pratique, ’état W sur la frontiére ne vérifie pas cette condition a moins
qu’elle soit imposée fortement, ce qui n’est pas possible sinon la masse ne serait pas conservée.
On peut prendre en compte cette inconsistance en calculant directement le flux entre 1’état
et 'état miroir. Le flux frontiére dépend donc du solveur de Riemann considéré et en général,
il peut se simplifier sous la forme :

(pSlip = F(W) = (Ovp* nvo)t7

avec p* = p lorsque la Relation (3.5)) est vérifiée.

Conditions de flux a l'infini. Cette condition impose un flux uniforme pour ’écoulement a
Iinfini. Un flux similaire est utilisé pour les conditions d’entrée ou de sortie. Cette condition
suppose que l'on a une frontiére & l'infini I'ys pour laquelle ’état infini W, est constant
uniforme et connu :
Poo
We = (PU)oo

(PE)so
Cet état permet de calculer des flux décentrés a 'infini. Le flux frontiére est construit en le

décomposant suivant les valeurs caractéristiques. On considére le flux de Steger-Warming [47]
qui est totalement décentré sur la solution W :

P = A+(WZ‘, Ili) W, + A~ (Wi; ni) W,

< A+
ou B B
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Conditions de réacteur. Les conditions aux limites de réacteur sont définies pour un jeu de
variables représentant les caractéristiques du réacteur : entrées d’air et jets en arriére corps.
Toutes les variables sont liées par les relations isentropiques qui lient en particulier les états
statiques et totaux. Ces données sont utilisées pour définir I’état associé au réacteur Wie.
Pour calculer les caractéristiques du réacteur, on a besoin de :

e 3 données pour l'entrée : M pi* et Ti™,

e 3 données pour la sortie : M4, pout et TPut,
sachant de plus que la direction de I’écoulement est normale aux faces d’entrée ou de sortie du
réacteur U = ||U||an. Le flux frontiére est calculé en utilisant un flux de Steger and Warming
modifié :

et = AT (Wjer, n)W; + A~ (Wier, 13) Wies .

Avancée en temps

Méme si on considére seulement les équations d’Euler stationnaires, le schéma utilisé en
temps pour converger vers la solution stationnaire a un impact sur la stabilité du calcul. En
effet, une approche pseudo-instationnaire est considérée ol le temps et I’espace sont traités
de maniére indépendante. On introduit les stratégies proposées dans Wolf.

Deux discrétisations temporelles sont disponibles. Le schéma explicite provenant de la
discrétisation précédente s’écrit en chaque sommet P; :

|C4
NG

(W= W) = =W (W) (3.6)

7
ou ¥y =>" PeV(P,) ®;; est le flux spatial d’ordre 2 et At} le pas de temps utilisé a la n-ieme
itération en temps. De méme, le schéma implicite s’écrit :

|Ci
NG

(Wit = Wit = =B (W) (3.7)

)

Dans la suite, on précise les deux schémas.

Schéma explicite. Les schémas explicites que nous utilisons sont soumis & des contraintes en
terme de pas de temps. Le pas de temps maximal admissible par la méthode numérique se
détermine sur des équations modéles linéarisées. La formule suivante est utilisée pour calculer
le pas de temps pour un sommet P; du maillage :

Ax(P)

AHP) = =)
B) =0 + o

o Az(P;) est la plus petite hauteur des tétraédres ayant pour sommet P;, U; la vitesse au
sommet P; et ¢; la vitesse du son locale en P; dans le fluide.

Les équations d’Euler n’étant pas linéaires, le pas de temps admissible est en général plus
faible que le pas de temps ainsi calculé. On introduit alors la notion de nombre de Courant-

Friedrich-Lewy ou nombre de C'F'L. Si nous notons par At le pas de temps effectivement

A
utilisé, on définit le nombre de CFL par : CFL = Ki

Le pas de temps local consiste a déterminer le pas de temps admissible en chacun des
sommets tandis que le pas de temps global ou pas de temps physique représente le minimum
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des pas de temps locaux. Le pas de temps local permet d’accélérer la convergence non linéaire
du schéma numérique et ne s’applique donc que pour la recherche d’une solution stationnaire.

Le schéma est linéairement instable, nous le remplagons par un schéma multi-pas
de type Runge-Kutta. Ces méthodes de discrétisation en temps, qualifiés de SSP (Strong-
Stability-Preserving), ont des propriétés de stabilité non linéaire qui sont particuliérement
adéquates pour l'intégration de systémes hyperboliques de lois de conservation ot des dis-
continuités apparaissent. On les appelle SSPRK d’ordre k. Ces schémas vérifient la propriété
TVD.

Le schéma optimal SSPRK d’ordre 2 a 2-pas introduit par Shu et Osher [45] est le schéma
d’Euler modifié :

wh = wn _Atw7
]
1 1 Ty (W)
wrtt = S o - fAt
2 T3 |
Shu et Osher ont aussi proposé le schéma optimal SSPRK d’ordre 3 a 3-pas :
w = Wn_Atw7
C|
3 1 1, Uy(w)
@ - 2wn M) _ A2
W 4W + 4W 1 o
1 2 2 Uy(WR)
Wl = S Sw® o SR
37 t3 3 C|

Ces deux schéma acceptent des C'F'L inférieurs ou égaux a 1.

Schéma implicite. Dans certains calculs, on a considéré le schéma implicite pour des raisons de
convergence plus rapide dans le cas de schémas spatiaux a faible dissipation. En effet, pour des
calculs trés précis (i.e., faible dissipation) sur des problémes subsoniques, le schéma décentré
tend vers le schéma centré. Alors, les valeurs propres de I'opérateur sortent des régions de
stabilité des schémas SSPRK. Cela a pour effet de créer trop d’entropie. Pour y remédier, on
utilise un schéma implicite d’ordre un qui est inconditionnellement stable.

La résolution du schéma implicite demande 1’élaboration d’algorithmes plus com-
plexes. La non linéarité des équations nous ameéne & linéariser le schéma implicite. Pour cela,
on linéarise chaque terme du flux Ws par un développement de Taylor & ’ordre un en temps.
La linéarisation s’écrit :

ov
o (WHL) = To(W™) + 6W2 (W) (W — W) + O(At™),
ce qui nous donne la forme linéarisée du schéma implicite :
|Ci| oV +1
wm W) = =Wy (W)
(Rt G ) Wzt =) = —wavy)
Toutefois, le calcul de la matrice jacobienne d’ordre deux % est une opération complexe
et coliteuse. On 'approche par la jacobienne d’ordre un % On obtient un schéma hybride
ordre 1/ordre 2 qui s’écrit sous la forme :
|C| 8\Ill +1
wn W — W) = =Wy (W) 3.8
(Bt G ™)) w7t =) = —waov) (35)
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Pour des pas de temps infiniment grands, I’Algorithme (3.8 devient une méthode de Newton
modifiée pour le calcul des zéros de ¥s. La linéarisation des flux d’Euler est décrite précisément
dans [19].

La résolution du systéme linéaire est réalisée par un algorithme itératif de type GMRES [43]
couplé & un préconditionneur ILU(0) [43].

3.1.3 Estimation d’erreur, génération de maillages et interpolation de solutions

Dans cette section, on décrit succinctement les blocs restants du processus adaptatif.

Estimation d’erreur

On utilise les estimateurs d’erreur du Chapitre 2. Comme on a supposé dans le cas ana-
lytique que l'on ne connaissait pas le hessien des solutions, la mise en ceuvre pour le cas de
solutions numériques est immeédiat. Dans ce chapitre, on utilise les deux types de reconstruc-
tion de hessien présentées précédemment dans la Section :

e la double projection L2,

e et la formulation faible basée sur la formule de Green.

Algorithme de remaillage adaptatif

Dans ce chapitre, on a utilisé le remailleur local adaptatif développé dans [15]. L’objec-
tif est, par des modifications locales du maillage, d’obtenir un maillage unité. Pour cela, le
remailleur analyse toutes les arétes du maillage et essaye de les rendre de longueur unité :
Ve € H, {pm(e) = 1, tout en conservant (en maximisant) la qualité des éléments : Qu(K) =

2
Kl
>3 (e)
tions locales utilisées sont : 'insertion de point, la suppression de point, la bascule d’aréte et
l'optimisation en bougeant les points. L’insertion de point utilise un noyau de Delaunay [23]
généralisé au cas anisotrope. Chaque fois qu'un nouveau point est inséré, on lui associe comme
métrique la métrique interpolée en utilisant la Formule du Chapitre 1.

, ce qui revient a générer les éléments les plus réguliers possibles. Les modifica-

Interpolation de solutions

C’est une étape supplémentaire comparée au cas analytique. Dans le cas d’un calcul sta-
tionnaire, ’étape d’interpolation permet de conserver I’état actuel de la solution en projetant
la solution du maillage précédent sur le nouveau maillage. L’interpolation est donc primor-
diale pour économiser du temps de calcul et ne pas repartir d’une solution uniforme aprés
chaque adaptation du maillage. Elle s’effectue en deux étapes. La principale difficulté réside
dans la premiére étape ou les sommets du nouveau maillage sont localisés dans le maillage
précédent en utilisant un algorithme de barycentrique et la topologie des deux maillages.
Cette difficulté est d’autant plus importante dans le cas anisotrope. Ce processus permet de
se déplacer dans le maillage précédent. Une fois tous les sommets localisés, on applique un
schéma d’interpolation de Lagrange. Dans ce travail, on a simplement utilisé une interpolation
Pl

uP)= 3" Biu(P).

PeK



120 Adaptation de maillage multi-échelles en mécanique des fluides

ou K = [Py P; P; Ps] est 1’élément contenant P et les 3; sont les coordonnées barycentriques
de P par rapport a K. Plus de détails sont donnés dans [1], 21].

3.1.4 Estimation de l'ordre de convergence

On décrit comment estimer ’ordre de convergence sur un ensemble de solutions dans le cas
d’un calcul stationnaire. Etant donnée une suite de couples maillages et solutions (Hi, wi)i=1,1,
on souhaite estimer 'ordre de convergence des solutions numériques u; définies sur ‘H; vers la
solution exacte u. Si on note l'erreur :

e; = |lu — uillLe(y,)-

Alors, on dira que la suite de solutions converge a l'ordre k vers u si la suite d’erreur (e;);=1
vérifie asymptotiquement :

_k
e;=CteN, ™, (3.9)

ou n est la dimension d’espace, IV; le nombre de sommets du maillage H; et Cte une constante.

Cependant, par rapport au cas des fonctions analytiques, vu dans le Chapitre 2, il n’est
plus possible d’avoir recours a une solution de référence u exacte. Dans le cas oil seule une
solution numérique est connue, il est nécessaire de proposer une stratégie pour estimer cet
ordre de convergence. Deux approches sont envisagées.

Cas d’une unique solution de référence

Ce cas est la simple extension aux solutions numériques du cas analytique. La solution
de référence u,.s est simplement la solution la plus précise obtenue sur le maillage le plus fin
(Hyefs Sref). On estime l'ordre de convergence sur la suite (H;,S;)i=1, en calculant l'erreur
entre S,qy et les S;. Une étape de projection de la solution S; sur le maillage de référence est
nécessaire. On estime ensuite 'erreur :

ei = ey = u" lLoaa,. ),

ott uf"™ est la solution S; projetée sur H,.r. On obtient alors une suite d’erreur (e;)i=1,.
L’ordre de convergence k est estimé en faisant une régression linéaire sur (3.9). En effet, on
cherche 'ordre de convergence k et la constante Cte vérifiant pour la suite d’erreur (ei)izl,l

la Relation (3.9). On prenant le logarithme, il vient :

Vie[1,1], In(e) = _k In(N;) + In(Cte).

n

La couple solution X = (k, C'te) est donnée au sens des moindres carrés par la résolution du
systéme linéaire tAA X =tAB, avec :

—1 In(Ny) 1 In(eq)
A= : : et B= :
—1In(N) 1 In(e;)

En pratique, cette solution donne de bonnes corrélations entre I'ordre de convergence théorique
et I'ordre de convergence numérique pour des suites de maillages uniformes.
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Cas d'un processus adaptatif anisotrope

On se place dans le cas d’une adaptation basée sur une suite de maillages issus de maillages
continus de complexité croissante N, 2N, 4N, 8 N. Contrairement au cas précédent, on estime
I'ordre de convergence des solutions deux & deux, en ayant préalablement projeté toutes les
solutions sur le maillage le plus précis :

e; = |luan; — un; [|Lr(Hgp)-

A partir de la suite d’erreur (e;);—1;, on estime lordre de convergence par en 2N; est donné
p =1, g p
par :

|uzn; — un;l|Le (s )

wan, — uan;l|Le ()

3.2 APPLICATIONS A DES ECOULEMENTS REGULIERS

On considére dans cette section des écoulements subsoniques sans choc. Quelque soit
la variable physique, elle peut étre considérée comme réguliére de sorte que 'hypothése de
régularité imposée par les estimations du Chapitre 2 soit valide. On montre alors que pour
des écoulements réguliers, I'ordre deux spatial est obtenu sur des suites de maillages adaptés.

Pour les simulations subsoniques, les calculs CFD sont effectués avec le solveur de Riemann
HLLC, les schémas V4 ou V6 et le schéma implicite pour I'intégration en temps.

3.2.1 Convergence sur des maillages adaptés

On considére un écoulement, autour du profil 2D NACA0012 au nombre de Mach 0.4 et
pour un angle d’attaque de 5 degrés. On a réalisé une adaptation sur la densité pour des
complexités de 100 & 10000. La convergence asymptotique obtenue sur la suite de maillages
adaptés est représentée sur la Figure [3.9] On remarque sur cet exemple que 1'on obtient une
convergence & l'ordre trois, ce qui est trés surprenant. Nous n’avons pas d’explication de ce
comportement. On peut juste préciser qu’on utilise un schéma V6 qui converge a l'ordre 5 sur
des grilles réguliéres pour ’advection linéaire.

3.2.2 Ecoulement subsonique en 3D

On démontre la bonne application a la CFD de 'adaptation multi-échelles pour des so-
lutions numériques réguliéres en trois dimensions. On considére un écoulement autour d’un
Falcon, géométrie fournie par Dassault Aviation. Le maillage de surface et le domaine de
calcul sont représentés sur la Figure [3.10] Les paramétres de 1’écoulement sont un nombre
de Mach de 0.4 et un angle d’attaque de 10 degrés. On considére une adaptation pour une
complexité de 400000 & 2500 000. La variable d’adaptation est la densité controlée en norme
L2. La Figure montre que la densité converge bien a 1’ordre deux sur la suite de maillages
adaptés. Les Figures et montrent les iso-surfaces de la densité. On remarque, que
pour ce cas subsonique, ’anisotropie du maillage se concentre essentiellement dans le sillage
de l'avion.
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Figure 3.9: Cas du profil NACA0012 & Mach 0.4 et pour un angle d’attaque de 5 degrés. Ordre de
convergence sur la densité.

Figure 3.10: Simulation subsonique autour d’un Falcon & Mach 0.4 et pour un angle d’attaque de 10
degrés. A gauche, maillage surfacique de la géométrie du Falcon (jet d’affaire transsonique). A droite,
le domaine de calcul cylindrique de longueur et diamétre 500 meétres.
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Figure 3.11: Simulation subsonique autour d’un Falcon a Mach 0.4 et pour un angle d’attaque de
10 degrés. Coupes volumiques dans le maillage final adapté comportant 2.5 millions de sommets. A
gauche, coupe et vue de coté montrant 1’anisotropie du maillage dans le sillage. A droite, coupe et vue
au dessus de l'avion.
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Figure 3.12: Simulation subsonique autour d’un Falcon a Mach 0.4 et pour un angle d’attaque
de 10 degrés. De gauche a droite, de haut en bas, iso-valeurs de la densité sur le Falcon, coupe du
maillage sous ’avion, idem avec représentation des éléments, représentation du maillage anisotrope
dans le sillage de ’avion.
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Figure 3.13: Simulation subsonique autour d’un Falcon & Mach 0.4 et pour un angle d’attaque de 10
degrés. Ordre de convergence sur la densité. On représente ’erreur en fonction du nombre de sommets
des maillages.

Figure 3.14: Simulation subsonique autour d’un Falcon a Mach 0.4 et pour un angle d’attaque de
10 degrés. Iso-surfaces de la densité.
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3.2.3 Conclusion

L’application de I'adaptation multi-échelles est directe dans le cas d’écoulements sub-
soniques car les solutions physiques des équations d’Euler sont réguliéres. La convergence
asymptotique a été vérifiée en deux et trois dimensions. Cependant, un des buts de cette
thése est la prédiction du bang sonique. Il est donc nécessaire de proposer une étude fiable
pour des écoulements avec des chocs. On envisage dans la suite la problématique liée a des
écoulements transsoniques ou supersoniques.

3.3 APPLICATIONS A DES ECOULEMENTS NON REGULIERS

Dans de nombreuses applications industrielles, notamment en aérodynamique, on utilise
des schémas d’ordre élevé avec une dissipation artificielle automatique dans les zones ou
I’écoulement est peu régulier. L’utilité de tels schémas est d’avoir une robustesse indépendante
du type d’écoulement (avec ou sans choc).

Cependant, pour des écoulements présentants des chocs (Euler) ou de forts gradients
(Navier-Stokes), on observe en pratique sur des suites de maillages uniformes que ’on converge
seulement & l'ordre un quelque soit l'ordre du schéma utilisé. Cette perte dans l'ordre d’ap-
proximation spatial pourrait étre attribuée a priori par 'utilisation d’un limiteur.

En fait, la perte de I'ordre de convergence doit étre attribuée au maillage. On propose
de retrouver 'ordre perdu en adaptant le maillage. En effet, on montre que ’adaptation de
maillage anisotrope, dans des normes peu sensibles aux chocs, est une stratégie qui permet de
prescrire une distribution optimale de taille de maille dans les chocs. Cela a pour conséquence
que l'ordre deux est observé quelque soit la régularité de 1’écoulement. On peut également
certifié ’adaptation en vérifiant numériquement cet ordre de convergence.

On propose d’illustrer cette problématique dans le cas du solveur volumes finis Wolf. On
valide ensuite I'utilisation de I’adaptation multi-échelles dans le cadre de la CFD en proposant
deux modéles de chocs, d’abord un modéle continu puis un modéle discret avec viscosité
numérique.

3.3.1 Perte de l'ordre deux en convergence spatiale

On illustre sur des écoulements en deux dimensions la problématique de la perte de conver-
gence spatiale pour des écoulements avec des chocs. Dans chaque cas, on considére une suite
de maillages uniformes avec une taille de maille A décroissante. L’ordre de convergence est
mesuré en norme L' et L2, La solution sur le maillage le plus fin est prise comme solution
de référence. Les calculs CFD utilisent le solveur de Riemann HLLC avec un schéma V4, le
limiteur de Dervieux et une avancée en temps explicite d’ordre 2 & 5 pas.

On considére un écoulement externe autour d’un profil d’aile NACA0012 pour un nombre
de Mach de 1.4 et un angle d’attaque de 3 degrés. Dans cette simulation, une onde de choc dé-
tachée devant le profil est créée, cf. Figure|3.15|a gauche. L’ordre de convergence sur le nombre
de Mach a été estimé. L’analyse de 'ordre de convergence montre qu’asymptotiquement un
ordre 1 de convergence est atteint pour les normes L! et L?, cf. Figure a droite.

Le second exemple est un écoulement interne dans un scramjet a un nombre de Mach égal
a 3. Ce phénomeéne est caractéristique des écoulements compressibles fortement anisotropes
et présentant de multiples ondes de choc, cf. Figure[3.16| & gauche. L’ordre de convergence est
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Figure 3.15: Ecoulement supersonique autour du profil NACA0012. A gauche, iso-valeurs du nombre
de Mach pour un maillage uniforme de 80000 sommets. A droite, ordre de convergence spatial sur
une suite de maillages uniformes en norme L' et L2.

estimé sur la densité. Dans cet exemple encore, 'ordre de convergence spatial est proche de

1, cf. Figure a droite.
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Figure 3.16: Ecoulement interne supersonique dans un scramjet. A gauche, iso-valeurs de la densité
pour un maillage uniforme de 150 000 sommets. A droite, ordre de convergence spatial sur une suite
de maillages uniformes en norme L' et L2.

Ces deux exemples illustrent la perte de 'ordre de convergence spatial lors de la simulation
d’écoulements non réguliers. Si dans les deux cas un schéma de résolution d’ordre deux est
utilisé, 'ordre de convergence spatial vaut seulement un sur une suite de maillages uniformes.

3.3.2 Apport de I'adaptation de maillage

Nous étudions et analysons I'impact de ’adaptation multi-échelles vis-a-vis de ’ordre de
convergence pour des écoulements non réguliers. Dans ce but, on propose un modéle de choc
continu sur lequel toutes les hypothéses de régularité pour appliquer la théorie de I’adaptation
multi-échelles sont vérifiées. On modélise ensuite un choc numérique de maniére discréte. On
montre sur ce cas que ’algorithme converge bien vers un point fixe.
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Ordre deux pour des schémas dissipatifs dans les chocs

La convergence et la précision d’une solution numérique sont intimement liées a la dis-
sipation du schéma numérique utilisé. Cette dissipation peut étre en fait modélisée par une
fonction continue paramétrée par €. Une étude paramétrique permet alors de valider la conver-
gence a 'ordre deux pour des écoulements stationnaires avec des chocs.

Modele continu de choc. En une dimension, on choisit d’approcher un choc par la fonction
s(z) = tanh(e z). L’épaisseur du choc est alors de Pordre de §(¢) ~ 2, Figure‘3.18| en haut a
gauche. A partir de s, on définit une fonction modélisant un choc non droit en deux dimen-
sions :

fs(z,y) = tanh(e(y + 0.3sin(—2z))),

pour (z,y) € [—1,1]%. Les iso-valeurs de f, sont représentées Figure Lorsque le paramétre
¢ tend vers l'infini, le gradient de fs devient de plus en plus grand mais la fonction reste C*°.
Cette fonction vérifie donc les hypothéses théoriques du Chapitre 2 pour 'adaptation multi-
échelles. Ce modéle correspond plutot & un choc dans le cas des équations de Navier-Stokes
dans la mesure ot son épaisseur est fonction de la viscosité du fluide. Plusieurs adaptations ont
été réalisées en norme L! et L? pour des valeurs du paramétre e dans [10, 10°]. La Figurem
montre les ordres de convergence asymptotiques sur la fonction fs. Quelque soit la valeur du
paramétre ¢, I'ordre deux est atteint dés 50000 sommets pour la norme L2. Pour des valeurs
du paramétre € appartenant a [10, 1000], seulement 10 000 sommets sont nécessaires en norme
L! pour atteindre I'ordre deux de convergence asymptotique.

Figure 3.17: Modéle de choc C*®. A gauche, iso-valeurs de la fonction f,, a droite, représentation
en trois dimensions des valeurs de fs

Modeéle discret et dissipatif de choc. Le modéle précédent n’est valide que lorsque la solution de
IPEDP est réguliére, i.e., quand I’épaisseur de la solution physique §(e) reste constante quelque
soit le maillage. Dans le cas des équations d’Euler, les solutions peuvent étre discontinues. On
peut alors montrer que sur une fonction analytique discontinue, I’algorithme d’adaptation
diverge dans la mesure ou il prescrit taille de maille nulle quelque soit la complexité
ou la précision demandée, cf. Section 3.4 de ce chapitre. Cependant, en pratique, les schémas
numériques sont diffusifs dans les chocs pour des raisons de stabilité, dans le sens ot un
choc est étalé sur plusieurs mailles. Cela se traduit par le fait que la précision dans le choc
dépend de la taille de maille courante. Par analogie au modéle précédent, ’épaisseur J(e)
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change en fonction du maillage. On illustre ce propos sur I'exemple du scramjet en étudiant
la représentation numérique d’un des chocs sur différents maillages, cf. Figure [3:19] en haut.
On a convergé trois solutions sur trois maillages uniformes de plus en plus fins. L’épaisseur
du choc pour chaque maillage est représentée sur la Figure [3.19] au milieu. Plus le maillage
est fin, plus I’épaisseur du choc diminue. On observe également que la représentation du
choc est toujours étalée sur 3 mailles, cf. Figure [3.19] en bas. Dans la suite, on modélise
ce comportement analytiquement, en introduisant une diffusion numérique du choc. Un tel
modele est équivalent a considérer dans le processus adaptatif une épaisseur de choc d(ep,)
qui dépend de la taille de maille h. On élabore ce modéle & partir de la fonction analytique

discontinue suivante :
1siz<O

0 sinon.

fu(z) = {

On propose alors le modéle numérique de choc f;, qui approche fz sur la portion de maillage
[0, h, h] autour de la discontinuité :

1 siz <O
2h — x
fn(z) = i
(x) o7 si z € [0,2h],
0 six > 2h.

Ce mode¢le approche la représentation des chocs des solveurs ou ’épaisseur du choc dépend de
la taille de maille courante. On diffuse le choc initial donné par fy sur trois sommets au lieu
de seulement deux, si 'on prenait seulement IIj, fy comme modeéle. La Figure [3:20]illustre les
fonctions fj et Il fx.

On a réalisé deux adaptations en 1D & la fois sur le modéle numérique f et la fonction
discontinue fy. Dans chaque cas, l'erreur d’interpolation est contrélée en norme L. Deux
seuils d’erreur Err ont été testés, Err = 0.1 et Err = 0.12. La Figure [3.21] représente la
taille minimale prescrite dans les deux cas pour ces seuils d’erreur. Dans le cas de la fonction
discontinue frr, quelque soit le seuil d’erreur Err, la taille requise dans le choc tend vers zéro.
A Dinverse, une diffusion de la discontinuité sur 2 mailles montre que pour les deux seuils
d’erreur, la taille minimale converge vers une limite non nulle. La limite de la taille minimale
diminue également quand le seuil d’erreur Err diminue, ce qui est consistant.

Cet exemple montre que 'adaptation sur I'erreur d’interpolation pour des écoulements
avec des chocs capturés par des solveurs diffusifs converge. Dans notre exemple, la diffusion
est donnée par la taille h. Il semble donc que ’adaptation pour un seuil d’erreur fixé distribue
de maniére optimale la diffusion numérique. Cependant, cette taille minimale, méme si elle
ne tend pas vers zéro, peut tendre vers une taille qui n’est pas réalisable en pratique sur des
cas réels en 3D. Il est donc nécessaire d’utiliser des normes moins sensibles dans les chocs que
la norme L pour étre en mesure de générer le maillage adapté.

Taille minimale et normalisation locale

On compare sur un exemple, ’adaptation basée sur une estimation en norme L avec
une normalisation locale [I] et 'adaptation multi-échelles qui mesure 'erreur d’interpolation
en norme LP. On considére un écoulement supersonique autour d’'un SSBJ, un avion d’affaire
fourni par Dassault Aviation. La géométrie est donnée Figure[3.28]a gauche. On considére pour
I’écoulement un nombre de Mach de 1.6 et un angle d’attaque de 3 degrés. L’infini est une
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Figure 3.18: En haut a gauche, épaisseur du choc f; en fonction du paramétre €. En haut a droite,
convergence asymptotique en norme L? sur la fonction f, pour des valeurs trés grandes de . En bas,
convergence asymptotique en norme L (& gauche) et norme L? (a droite) pour des valeurs raisonnables
de e.

spheére de rayon 500 métres pour un avion de 37 métres. On controle 'erreur d’interpolation
pour un niveau d’erreur ¢ fixé. Dans le premier cas, l'estimateur d’erreur est donné par [I] :

H
< ¢ max max (€. H (@)l

H u— ITpu :
YNule + (L =) h[|Vull2 || & vek el Yu(@)le + (1 =) h|[Vu(@)]2

ou K est un élément, € est une aréte incluse dans K, H le hessien du nombre de Mach,
~ un coefficient de normalisation égal a 0.001, Vu le gradient du nombre de Mach et ¢ une
constante. Une précision minimale est requise, on choisit hy,;, = 30cm. Le champ de métriques
est finalement donné par :

> h2 2

max min

M=RAR™, ou A= diag():i) and )\; = min (max <C‘€)\l| ! ) ,hl > ,

ol (A;)i=1,3, respectivement R, sont les valeurs propres, respectivement les directions propres,
de la matrice :

H ()|

YNu(@)le + (1 =) b [[Vu(z)|2’
et Ay une taille maximale utilisée dans les directions ot ’erreur d’interpolation est nulle.
Dans le second cas, I'adaptation est réalisée en norme L2 et aucune taille minimale n’est
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Figure 3.19: Représentation de la capture d’un choc par le schéma volumes finis dans le cas du
scramjet. En haut, la zone du choc étudié est encadrée en blanc. De haut en bas, représentation en
3D du choc, représentation des iso-valeurs de la densité dans le choc et superposition des iso-valeurs
sur le maillage, du plus grossier a gauche au plus fin a droite. Dans chaque cas, I’épaisseur du choc
est de 3 mailles.
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Figure 3.20: Représentation des modéles de choc fr et fgy sur un maillage uniforme.
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Figure 3.21: Modéles de choc numérique. Représentation de la taille minimale prescrite dans un
choc en fonction de l'itération d’adaptation. Les courbes représentées par les cercles creux et pleins
correspondent au modéle de choc numérique fj, avec une diffusion sur 2 mailles. Les courbes représen-
tées par les carrés pleins et creux correspondent & un modéle de choc discontinu fg. Dans le cas ol
le choc est diffusé, la taille minimale prescrite converge vers une taille minimale non nulle qui dépend
du seuil d’erreur Err. Dans le cas du choc discontinu, la taille minimale tend vers zéro.
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imposée. Le champ de métrique est donné par

B w

M| w

</Q(det(’H|)2’f“’> (det |H|)_ﬁ \H].

Contrairement & la métrique L, seule une troncature des valeurs propres de H par h. 2,

est nécessaire afin de ne pas annuler le déterminant det(|H|). La Figure compare les
iso-valeurs du nombre de Mach pour les deux adaptations. Les deux maillages finaux adaptés
comportent environ 700 000 sommets. Si la solution est vite diffusée sous l'avion dans le cas
L, une solution est obtenue jusqu’a la frontiére du domaine. Par exemple, le sillage derriére
I’avion n’est quasiment pas capturé pour l'adaptation L alors qu’il est parfaitement visible
pour I'adaptation LP. Ceci est d’autant plus flagrant lorsqu’on regarde les iso-surfaces du cone
de Mach, Figure[3.23]en bas. Pour donner une information quantitative, le champ de pression
a été extrait le long d’une droite pour un ensemble de distances normalisées R/L sous l'avion,
avec L = 37 meétres, cf. Figure Jusqu’a R/L = 3, la pression en norme L est plus
précise que la solution LP. Cependant, le champ de pression pour R/L > 3 est complétement
diffusé dans le cas de la norme L alors que le champ de pression est parfaitement capturé
dans le cas LP.

Au dela de la perte d’anisotropie induite par la prescription d’une taille minimale Ay,
I'utilisation d’une norme L ralentit implicitement le calcul. En effet, comme la taille mi-
nimale est atteinte trés vite, les hauteurs des tétraédres sont nécessairement plus petit que
dans une adaptation LP. Or, le pas de temps du du solveur est directement lié & la plus petite
hauteur des tétraedres du maillage.
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Figure 3.22: Comparaison d’une adaptation en norme L°° avec normalisation locale a gauche et
d’une adaptation multi-échelles & droite. Représentation du champ de pression normalisé sur une
droite qui se trouve & une distance R fois la taille de I’avion. A gauche, aucun signal n’est détecté
dés 140m sous ’avion alors qu'un signal est détecté jusqu’a plus de 330m sous l'avion dans le cas de
I’adaptation multi-échelles.
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Figure 3.23: Comparaison d’'une adaptation en norme L* avec normalisation locale & gauche et
d’une adaptation multi-échelles & droite. En haut , iso-valeurs du nombre de Mach. En bas, représen-
tation du céne de Mach.

3.3.3 Exemples numériques
Exemples en deux dimensions

Pour valider I'approche proposée, on reconsidére les deux exemples numériques de la Sec-
tion [3:3.IJou I'on avait mis en évidence la perte de I'ordre de convergence spatial. Dans chaque
cas, on réalise des adaptations en normes L! et L? et on analyse I’ordre de convergence global
en maillage. Comme précédemment, pour évaluer 'ordre de convergence, chaque solution est
comparée & la solution obtenue sur le maillage le plus fin. Les paramétres du solveur sont
identiques a ceux de la Section [3.3.1]

Pour la simulation supersonique du profil d’aile NACAO0012, on considére le nombre de
Mach comme senseur pour ’adaptation de maillage. Le maillage adapté en norme L' le plus
fin contient environ 300000 sommets, Figure Les régions discontinues, comme le choc
détaché, sont maillées trés finement et les raffinements du maillage sont propagés dans tout le
domaine de calcul. Il faut préciser que la taille du NACA0012 est d’un métre et que la taille
du domaine est d’un kilomeétre. La solution est calculée précisément partout dans le domaine,
les chocs émis par le profil sont propagés sans dissipation jusqu’aux frontiéres du domaine.
La solution obtenue est & comparer avec la solution sur le maillage uniforme contenant 80 000
sommets (cf. Figure . Pour cette simulation, l'ordre deux de convergence globale est
immédiatement atteint pour la variable nombre de Mach, voir Figure [3.27] & gauche.

La simulation du scramjet améne aux mémes conclusions. Cette fois, 'adaptation de mail-
lage est effectuée sur la pression. Sur la Figure on montre un maillage adapté en norme L'
et la solution (champ de densité) correspondante au cours du processus adaptatif. Il contient
seulement 22 566 sommets. En la comparant & la solution obtenue sur maillage uniforme avec
environ 150000 sommets (Figure , on constate qu’elle est beaucoup plus précise. Par
exemple, I'épaisseur des ondes de choc est beaucoup plus étroite. En ce qui concerne 'ordre
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de convergence pour cette simulation, I’ordre deux est aussi immédiatement atteint pour la
densité (cf. Figure a droite), alors qu'un million de sommets n’était pas encore suffisant
dans le cas uniforme.

On constate que I’anisotropie est cette fois préservée lors de I’adaptation de maillage multi-
échelles. Il n’y a plus de perte d’anisotropie comme sur la Figure [3.3] On le voit clairement
sur la Figure qui montre un zoom sur un des chocs du maillage final adapté.

Exemples en trois dimensions

On illustre maintenant 'impact de ’adaptation multi-échelles en dimension trois sur deux
exemples en aéronautique. Les deux maillages surfaciques des avions étant de trés bonne qua-
lité et suffisamment précis (voir Figure et Figure a gauche), on choisit de n’adapter
que le maillage volumique dans chaque cas.

Jet d'affaire supersonique. On étudie le cas d'un écoulement supersonique autour d’un jet
d’affaire supersonique, le SSBJ qui nous a été fourni par Dassault Aviation. L’avion a une
longueur de 37 métres et la précision du maillage de surface varie de 1 millimétre & 30 centi-
métres, Figure [3.28] & gauche. La géométrie du SSBJ est plongée dans un domaine de calcul
cylindrique qui a une longueur et un diameétre de 2.5 kilometres, Figure [3:28 & droite. Le jet
vole & une altitude de 13700 métres avec une vitesse de croisiére de Mach 1.6 et un angle
d’attaque de 3 degrés.

Les écoulements supersoniques générent des structures fortement anisotropes. Dans le cas
d’un avion supersonique, un grand nombre d’ondes de choc est présent dans I’écoulement,
elles correspondent aux cénes de Mach émis par la géométrie, Figure |3.31] Par conséquent, ce
type de simulation est trés approprié pour valider I’approche proposée et mettre en avant les
gains conséquent que ’on peut obtenir avec des maillages adaptés anisotropes.

Pour cette simulation, on a considéré les paramétres de résolution suivants : solveur de
HLLC, dissipation numérique d’ordre 4, limiteur & trois entrées de Dervieux et schéma de
Runge Kutta SSP d’ordre 2 & 5 pas pour l'intégration en temps. En ce qui concerne I'adapta-
tion de maillage, on a choisi de contrdler le nombre de Mach en norme L? car cette variable
est trés représentative pour ce type d’écoulement. 20 adaptations de maillage ont été réalisées
au total. La boucle d’adaptation a été découpée en 5 sous-itérations. A chaque sous-itération,
on converge le couple maillage/solution & une complexité fixée. La complexité est multipliée
par un coefficient deux entre deux sous-itérations, comme décrit dans la Section [B.1.1] Les
solutions finales de chaque sous-itération sont utilisées pour calculer 'ordre de convergence
spatial. Pour la premiére sous-itération, on cherche a obtenir un maillage adapté avec 250 000
sommets et pour l'itération finale on prescrit une complexité de 3 750 000 sommets. Le temps
de calcul total pour cette simulation est de deux jours sur 4 processeurs sur un ordinateur de
bureau Mac Pro avec un processeur Intel de fréquence 2.66 GHz et 4 Go de mémoire vive.

La simulation commence avec un maillage grossier uniforme contenant 161061 sommets
et 745779 tétraédres. Le maillage final obtenu contient 3 764 591 sommets et 22324 258 té-
traédres, la Figure [3.30] montre quelques vues de ce maillage. Comme prévu, des maillages
fortement anisotropes sont générés (en bas a gauche). Les raffinements le long des cones de
Mach ont été propagés dans tout le domaine de calcul (en haut & gauche) avec une grande
précision dans les régions des chocs (en haut a droite). Toujours sur la Figure en bas a
droite, on montre une vue rapprochée sur le maillage tout en bas du domaine de calcul, i.e.,
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pour la simulation supersonique autour du

profil NACAO0012. 11 contient environ 300 000 sommets et 700000 triangles. Au milieu, un zoom sur le
maillage autour du profil. En bas, la solution correspondante : les iso-valeurs du nombre de Mach.

Figure 3.24: En haut, maillage final adapté en norme L!
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Figure 3.25: En haut, maillage final adapté en norme L' pour la simulation du scramjet contenant
22566 sommets. En bas, les iso-valeurs de densité calculées sur ce maillage.

=

Figure 3.26: Zoom sur un des choc du maillage final adapté. On constate que I'anisotropie est cette
fois préservée avec 'adaptation de maillage multi-échelles. Cette figure est a comparer a la Figure|3.3
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Figure 3.27: A gauche, les ordres de convergence numeériques dans le calcul supersonique du
NACA0012 pour le nombre de Mach en normes L' et L2. A droite, les ordres de convergence nu-
mériques pour la simulation du scramjet pour la densité en normes L' et L2. Dans chaque cas, un
ordre deux est obtenu.

Figure 3.28: A gauche, maillage surfacique de la géométrie du SSBJ (jet d’affaire supersonique). A
droite, le domaine de calcul cylindrique de longueur et diamétre 2.5 kilométres.
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un kilométre et demi plus bas. On remarque que trois ondes de choc sont toujours représentées
et séparées dans le maillage, la précision étant de 'ordre du métre.

Ces maillages anisotropes réduisent considérablement le nombre de sommets requis pour
obtenir cette précision sur la solution. De plus, ils réduisent aussi drastiquement la diffusion
numérique du solveur permettant de propager trés précisément les ondes de choc dans tout
le domaine de calcul, Figure [3.:29] Des résultats équivalents sur des maillages non-structurés
uniformes ou adaptés isotropes nous semblent impossible a obtenir. La Figure [3.29] en bas,
illustre la trés grande précision obtenue sur un plan de coupe orthogonal a la trajectoire de
I’avion, & une centaine de métres du jet. On voit clairement une multitude de chocs capturés
trés précisément dans la solution et dans le maillage.

Finalement, pour calculer 'ordre de convergence de la simulation, on a considéré comme
solution de référence la solution obtenue sur le maillage a 3764591 de sommets. On a cal-
culé I'écart entre cette solution et les solutions finales de chaque sous-itération de la boucle
d’adaptation de maillage. L’ordre deux théorique est bien atteint asymptotiquement et il est

Figure 3.29: Jet d’affaire supersonique. Vues du maillage adapté anisotrope final contenant 3 764 591
sommets et 22324 258 tétraédres (& gauche) et la solution correspondante (& droite), les iso-valeurs
du nombre de Mach. En haut, coupe suivant le plan de symétrie, et en bas, coupe derriére le SSBJ
dans un plan orthogonal & sa direction.
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Figure 3.30: Jet d’affaire supersonique. Plusieurs vues du maillage adapté anisotrope final contenant
3764 591 sommets et 22 324 258 tétraédres. Les plans de coupe sont dans le plan de symétrie ou bien
derriére le SSBJ. On notera la forte anisotropie du maillage tétraédrique.

Figure 3.31: Jet d’affaire supersonique. Iso-surfaces du nombre de Mach qui représentent les cone
de Mach émis par le jet dans tout le domaine de calcul. On notera que la solution n’est pas dissipée
lors de la propagation des ondes de choc sur plusieurs kilométres.
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illustré sur la Figure [3.37] & gauche.

Jet d’affaire transsonique. On considére cette fois un écoulement transsonique non-visqueux
autour du jet d’affaire Falcon fourni par Dassault Aviation. Les dimensions de ’avion sont
une longueur 19 meétres et une envergure de 9,6 métres. La précision du maillage surfacique
est varie de 1 centimeétre & 10 centimétres, Figure [3.32] & gauche. Le domaine de calcul est
encore cylindrique de longueur et diamétre 500 métres, Figure [3.:32] & droite. Le Falcon vole a
une altitude de 13 700 métres avec une vitesse de croisiére de Mach 0.8 et un angle d’attaque
de 3 degrés.

Dans cette simulation, on cherche & bien capturer 1’écoulement autour de ’avion et a
illustrer I'impact du multi-échelles. En effet, on montre que ’on capture a la fois les ondes de
choc sur la structure de 'avion et le sillage du jet, dont les tourbillons de bout d’ailes. Ces
phénomeénes physiques ont pourtant des magnitudes trés différentes.

Pour cette simulation, on a considéré les mémes paramétres de résolution que pour la
simulation précédente du SSBJ. En ce qui concerne I’adaptation de maillage, on a encore choisi
de contrdler le nombre de Mach en norme L2. 30 adaptations de maillage ont été réalisées au
total. La boucle d’adaptation a été découpée en 6 sous-itérations de complexité croissante. Les
solutions finales de chaque sous-itération sont utilisées pour calculer 'ordre de convergence
spatial. Pour la premiére sous-itération, on cherche a obtenir un maillage adapté avec 250 000
sommets et pour l'itération finale on prescrit une complexité de 2 000000 sommets.

La simulation commence avec un maillage grossier uniforme contenant 357624 sommets
et 1943637 tétraédres. Le maillage final obtenu contient 2025231 sommets et 11860697
tétraédres, les Figures et montrent quelques vues de ce maillage. Les iso-surfaces du
nombre de Mach représentant la solution sur ce maillage sont montrées sur la Figure [3.30]
On constate sur la Figure [3.33] en haut, que le choc en lambda est précisément capturé sur
lavion (a gauche) et dans le maillage (& droite). Le sillage et les tourbillons de bout d’ailes

Figure 3.32: A gauche, maillage surfacique de la géométrie du Falcon (jet d’affaire transsonique).
A droite, le domaine de calcul cylindrique de longueur et diamétre 500 métres.
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Figure 3.33: Jet d’affaire transsonique. Maillage final adapté a droite et solution, i.e., les iso-valeurs
du nombre de Mach, correspondante & gauche. En haut, on notera la capture précise des deux chocs en
lambda et ’adaptation anisotrope du maillage. En bas, un zoom sur le sillage de 'avion. Le tourbillon
de bout d’aile capté trés précisément se dessine dans le maillage adapté.
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Figure 3.34: Jet d’affaire transsonique. Deux vues du maillage final adapté contenant 2025231
sommets. On notera ’anisotropie du maillage a la fois pour le choc en lambda et pour le sillage de
I’avion.

Figure 3.35: Jet d’affaire transsonique. A gauche, solution dans un plan de couple derriére le Falcon
orthogonalement & sa trajectoire. On voit nettement la capture précise du sillage de 'avion. A droite,
plusieurs lignes de courant montrant la vorticité.
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apparaissent clairement dans le maillage fournissant une solution trés précise et peu dissipée,
cf. Figure[3.33]en bas. La capture du sillage est aussi illustrée sur la Figure [3:35] L’anisotropie
du maillage dans le sillage de 'avion est mise en évidence sur la Figure [3.34]

Finalement, pour calculer I'ordre de convergence de la simulation, on a considéré comme
solution de référence, la solution obtenue sur le maillage a 2025231 de sommets. On a cal-
culé I’écart entre cette solution et les solutions finales de chaque sous-itération de la boucle
d’adaptation de maillage. L’ordre deux théorique est bien atteint asymptotiquement et il est
illustré sur la Figure [3.37 a droite.

Figure 3.36: Jet d’affaire transsonique. Iso-surfaces du nombre de Mach. On voit clairement les
chocs générés par le Falcon ainsi que les tourbillons de bout d’aile.
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Figure 3.37: Courbe de convergence pour le nombre de Mach en norme L2. A gauche, pour le SSBJ,
et a droite, pour le Falcon. Dans les deux cas, 'ordre deux théorique est atteint asymptotiquement.
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3.4 PROBLEMATIQUES RESTANTES

L’adaptation de maillage multi-échelles en norme LP apporte une solution satisfaisante &
I’adaptation en CFD en retrouvant 'ordre de convergence spatial pour des chocs numériques
et en éliminant la prescription d’une taille minimale. Cependant, dans certains écoulements
complexes, certaines particularités aérodynamiques ne sont pas bien capturés. Cela provient
du fait que ces particularités ne peuvent pas étre représentées localement par une forme qua-
dratique. Le modéle d’erreur est donc mis en défaut. Enfin, dans le cas d’un solveur compressif,
i.e. représentant un choc sur une seule maille, la prescription d’une taille minimale redevient
obligatoire. Il est alors important de savoir s’il existe toujours une stratégie permettant de
garantir 'ordre deux.

On donne ici un état des lieux des problématiques restantes. On illustre de plus les in-
suffisances de l'adaptation multi-échelles. Enfin, on propose quelques pistes pour prolonger
I’étude.

3.4.1 Intersection de chocs et points triples

On peut mettre en défaut 'adaptation multi-échelles sur un exemple analytique simple.
Considérons la fonction fgep, définie sur le carré [—1,1] x [—1,1] :

sizx>0ety>0,
siz>0ety>0,
sizx>0ety>0,
sinon.

fstep =

W N

Cette fonction est composée de 4 chocs d’intensités différentes. Une adaptation en norme L™
sur cette fonction est représentée sur la Figure a droite. On s’apercoit que seul le choc
de plus forte amplitude est bien raffiné. Au contraire, une adaptation en norme L! permet de
capturer tous les chocs, cf. Figure a droite. C’est I'effet multi-échelles. Cependant, si on
fait un gros plan autour du voisinage de zéro, on s’apercoit que ’on a une perte de précision
par rapport au maillage représentant les quatre chocs. Cette perte de précision s’explique
par deux phénoménes. D’une part, il est impossible de représenter par un hessien le point
quadruple qui se trouve en zéro. Enfin, au voisinage de zéro, le hessien est isotrope avec des
valeurs propres du méme ordre de grandeur. La normalisation L” a donc tendance a dilater
d’autant plus cette métrique isotrope. On peut visualiser ce probléme sur le calcul du scramjet
qui posséde un point triple a I'intersection de deux ondes de choc, cf. Figure[3.39] On s’apergoit
sur le maillage et les iso-valeurs, cf. Figure que la précision obtenue dans les chocs qui
prolongent le point triple est bien supérieure a celle obtenue directement sur le point triple.
Cependant, dans tous les cas, on conserve ’ordre deux globale de convergence spatiale
malgré cette perte de précision.

3.4.2 Schémas compressifs et véritables discontinuités

Jusqu’a présent, on a soit considéré des fonctions analytiques réguliéres soit, dans le cadre
de la CFD, des solutions issues de schémas de résolution numérique dissipatifs dans les chocs.
De telles hypothéses, lorsqu’elles sont vérifiées permettent d’établir des modéles continus de
choc. La principale conséquence était alors de pouvoir retrouver ’ordre du schéma numérique
méme dans le cas d’écoulements présentant des chocs. En effet, la dissipation agit alors comme
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Figure 3.38: Maillages adaptés pour la fonction fge, en norme L' a gauche et en norme L™ &
droite. En bas, gros plan autour du point quadruple. Chaque maillage comporte 1000 sommets.

Figure 3.39: Echec de la normalisation L? pour le point triple dans le calcul du scramjet. En haut a
droite, représentation de la solution comme une surface R3. En bas, maillage adapté autour du point
triple & gauche et iso-valeurs de la densité & droite.
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une régularisation de la solution. Si le modeéle précédent est mis en défaut en présence de points
triples ou d’intersections de chocs, il échoue également en présence de véritables discontinuités.
Ces derniéres sont introduites soit par I'utilisation de fonctions analytiques discontinues soit
dans le cas de schémas numériques compressifs dans les chocs.

Dans un premier temps, la problématique est analysée sur un exemple en une dimension.
Une stratégie d’adaptation est proposée afin de garantir la convergence au bon ordre du
schéma adaptatif.

Norme infinie inadéquate

On montre sur un exemple 1D que le controle de 'erreur d’interpolation doit nécessaire-
ment se faire en norme LP pour converger, ce qui justifie les développements précédents. On
considére I'interpolé linéaire sur un maillage uniforme de la fonction discontinue u, représentée

sur la Figure valant 0 si z < 0 et § ailleurs :

0 si ze[-1,0]
Myu(x) = %x si x€[0,h]
0 si xzelhl].

On calcule analytiquement l'erreur d’interpolation en norme L? :

N 1
x . |P hoP h\?
/0 ‘5(1fﬁ)‘ do = = lu—Thullpn e :5<p+1> '

On voit alors que 'on obtient une convergence en O(h%) pour les normes L? et un ordre
O(1) pour la norme L. Cet exemple discrédite donc complétement 'utilisation de la norme
L qui ne converge pas dans les chocs. On montre cependant que méme avec une norme LP
I’algorithme d’adaptation diverge pour une fonction discontinue.

Figure 3.40: Représentation d’une marche 1D pour I’étude de la convergence des normes LP.

Divergence de I'algorithme d’adaptation

On montre sur un exemple simple en une dimension, que si 'on considére 1'algorithme
d’adaptation classique avec une reconstruction numérique du hessien d’une fonction discon-
tinue alors I’algorithme diverge en prescrivant une taille dans la discontinuité qui tend vers
zéro quelque soit la complexité demandée.
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Problématique. Soit la fonction d’Heavyside u définie sur [—1, 1] avec une discontinuité d’am-
plitude ¢ en zéro. On considére un maillage uniforme de taille initiale A qui comporte N > 2
sommets. On calcule le hessien numérique basé sur une double projection L2. L’interpolé
linéaire II;u de u s’écrit, dans la voisinage de la discontinuité :

u(—2h) = Uj—2 = 0,
u(h) = w = 0,
Mpu =< u(0) = = 0,
u(h) = Uiy1 = 0,
u(2h) = Uj+2 = 0.

On reconstruit par double projection L? le gradient et le hessien qui correspondent au gradient
et au hessien d’une fonction u*. Pour le gradient, il vient :

Vu*(—=2h) = 0,

Vu*(=h) = 0,
Vu* =< Vu*(0) = 0/(2h),
Vu*(h) = §/(2h),
Vu*(2h) = 0.
Le hessien de u* est donné par :
V2u*(—2h) = 0,
V2u*(—h) = §/(2h)?,
Viu* =< V2u*(0) = §/(2n)2,
V2u*(h) = —6/(2n)?,
V2u*(2h) = —40/(2h)2.

A partir de cette reconstruction, on calcule la métrique L? optimale & complexité N. Elle se
compose d’'un terme de normalisation globale Dyp égale & :

1 -2 522
_p 1) 2p+1
_ 2 2,k _ 2 -2
Dip =N </0 |V=u |2P+1> = N*(4h) <4h2> .

Le terme de normalisation locale est donné par :

2p

e 720 5 920 = ()

Finalement, on a ’expression de la métrique optimale Myr au voisinage de zéro :

N2 N2
MLP—W—<2h> .

La métrique précédente est d’une part indépendante de 'amplitude 6 du choc et d’autre
part de la norme LP considérée avec p > 1. Pour un niveau de précision constant donné
par N, la nouvelle taille A, doit étre de longueur unité dans la métrique. Elle vérifie donc
My hiew = 1 dont on extrait hyeyw : Anew = %h. En itérant le procédé d’adaptation qui utilise
a chaque étape la métrique précédente, la taille de maille dans le voisinage de la discontinuité
est donnée a l'itération n + 1 par une suite géométrique :

2 2\"
o1 = ~—hn = (=] ho,
== (3) ho
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ou hg est la taille initiale qui encadre la discontinuité. Comme N > 2, h,, tend donc vers zéro
quand le nombre d’adaptation augmente. En d’autres termes, cette stratégie d’adaptation ne
converge pas vers un point fixe, maillage et solution, et ceci quelque soit la norme utilisée et
la complexité requise.

L’exemple précédent donne une indication pour résoudre le probléme de convergence. En
effet, il semble naturel que la solution pour faire converger ’adaptation soit d’imposer une
taille minimale. Cependant, I’enjeu est de trouver une taille minimale consistante pour tout
le processus d’adaptation. En d’autres termes, il faut tenir compte de la taille minimale phy-
sique qui correspond & la limite du générateur de maillage, H,,;, = 107% par exemple, ainsi
qu’a la séquence de complexité ou d’erreurs requises, par exemple N, 2N, 4N, ... Il faut en-
suite proposer pour chaque complexité la taille minimale correspondante tel que l'ordre de
I’approximation soit conservé ainsi que la taille minimale physique H,,;, correspondant seule-
ment & la complexité la plus grande. Cela est équivalent & prescrire une suite de complexité
(Ni)i=1..r et également une suite de taille minimale (hyin i)i=1.. .k, k étant le nombre d’adap-
tations. Il est aussi possible de prescrire H,,;, quelque soit la complexité, cependant, ce choix
fait chuter nécessairement l'ordre de convergence de la méthode et peut entrainer la perte de
I’anisotropie.

CONCLUSION

On a appliqué dans ce chapitre les estimations multi-échelles de ’erreur d’interpolation
dans le cas de solutions numériques. On a utilisé le solveur volumes finis d’ordre élevé Wolf
dans les calculs. On distingue alors deux cas selon la régularité de la solution numérique.

Lorsque la solution numérique est réguliére, ’application des estimations du Chapitre 2
est directe. On utilise alors les reconstructions de hessien basées sur la double projection L?
ou la formule de Green. Puis, on converge vers un point fixe le maillage et la solution. On a
vérifié sur des écoulements subsoniques que I’on obtenait bien 'ordre deux de convergence en
maillage.

De plus, lorsque la solution numérique est composée de chocs, on a introduit des mo-
déles numériques de choc afin de montrer que le processus adaptatif convergeait. Ces modéles
imitent le comportement du schéma de résolution, non compressif dans les chocs, i.e. qui
représente les chocs sur plusieurs mailles. On montre que ’adaptation de maillage avec un
contréle en norme LP permet de retrouver 'ordre deux de convergence dans des écou-
lements avec des discontinuités ou forts gradients. Dans le méme temps, ’adaptation multi-
échelles L? induit une normalisation locale qui permet de capter toutes les échelles de la
solution : choc, discontinuité de contact, tourbillons. On a réalisé un ensemble de simulations
pour des écoulements compressibles en deux et trois dimensions. L’ordre deux de convergence
sur la variable d’adaptation a été vérifiée numériquement. Enfin, tous ces calculs ont été ef-
fectués sans prescription d’une taille minimale. On a alors bien pu vérifier que l'on conservait
I’anisotropie durant tout le processus adaptatif.

On a également mis en avant les problématiques restantes : 'intersection des chocs, les
points multiples et les solutions discontinues. Ces problématiques montrent les limites de la
normalisation LP et de la modélisation de l'erreur par un hessien. Dans le cas des points
multiples et de I'intersection de chocs, 'ordre deux global de convergence est conservé.
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3.A°  QUELQUES TEMPS CPU

Toutes les informations données dans la suite concernent la simulation SSBJ qui a été
effectuée sur un ordinateur Mac Pro avec un processeur Intel & 2.66 GHz avec 4 Go de
mémoire.

Construction du champ de métriques. La construction du champ de métriques a une complexité
en temps CPU linéaire t(s) = 6.e">Nwv et un cotit de stockage d’environ O(20Nv) mots, oul
Nwv est le nombre de sommets du maillage. La table ci-dessous donne des exemples de temps
CPU pour la construction du champ de métriques.

] # Sommets | Temps CPU ‘

336975 14s
636 717 32s
1203271 1m6s
2301742 2m9s
3251116 3m3s

Adaptation de maillage. Le tableau ci-dessous indique les temps CPU pour la génération
des maillages adaptés. Le premier bloc supérieur considére des maillages adaptés avec a peu
prés le méme nombre de sommets alors que le bloc inférieur considére les temps CPU des
maillages adaptés pour presque 1.5 fois plus de sommets que le maillage donné en entrée. Les
temps CPU sont répartis entre la construction du maillage unité dans une métrique donnée et
Ioptimisation du maillage. En ce qui concerne les cotits mémoire, 1.8 Go a été alloué pour la
création du maillage final adapté (derniére ligne du tableau ci-dessous). Le temps passé pour
I'optimisation du maillage est nécessaire lorsqu’il s’agit de maillages trés anisotropes dont
la qualité doit étre améliorée de maniére significative. En effet, la qualité des éléments est
directement liée a l'efficacité du solveur volumes finis. La table ci-dessous donne des exemples
de temps CPU pour la création des maillages adaptés.

’ # Sommets 7;p; ‘ # Sommets Tpinq H Maillage unité ‘ Optimisation

336975 348 545 2m1lls 4m38s
636717 651 647 5m4ls 9m15s
1203271 1233949 17m 19mb56s
2301742 2360877 51mb53s 47m3s
348 545 472671 5m37s Tml2s
651647 881672 13m37s 17m16s
1233949 1682593 36m2s 44m4s
2360877 3251116 1h48m39s 2h10mb4s

Interpolation de solutions.

Le tableau ci-dessous donne les temps CPU pour l'interpolation

de solutions. Le cotiit mémoire est de 'ordre de O(20Nv; + 3Nwvy) mots, ou Nvj et Nvy sont
les nombres de sommets du maillage de fond et du maillage courant. Les temps CPU sont
décomposés en la localisation des points du maillage adapté courant dans I'ancien maillage
d’une part et 'interpolation linéaire de la solution d’autre part. La table ci-dessous donne des
exemples de temps CPU pour l'interpolation de solutions.
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] # Sommets Tjp; ‘ # Sommets Tfinq H Localisation ‘ Interpolation ‘

336975 348 545 43s 2s
636 717 651647 1m32s 4s
1203271 1233949 3m12s 8s
2301742 2360877 6m21s 16s
348 545 472671 49s 3s
651647 881672 1mA47s 58
1233949 1682593 3m28s 10s
2360877 3251116 Tm25s 21s

Solveur CFD. Pour les temps CPU du solveur, on considére un nombre donné d’itérations
fixé & 500. La table ci-dessous donne des exemples de temps CPU pour le solveur.

’ # Sommets | Temps CPU pour 500 Itérations | Mémoire (Go) ‘

336975 15m 0.25
636 717 29m 0.46
1203271 55m 0.86
2301742 1h44m 1.65
3764591 2h52m 2.69

Les maillages adaptés et les solutions sont stockés out of core. Pour le dernier maillage
composé de 3764 591 sommets et de 22324 258 tétraédres, le fichier du maillage binaire cor-
respondant a une taille de 485Mo. Le fichier de la métrique a une taille de 85Mo. Le temps
passé a ouvrir et a lire le maillage et les fichiers solutions est d’environ 30s.
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Adaptation a des fonctionnelles d’erreur
pour les équations d Euler

INTRODUCTION

[’adaptation basée sur le hessien d’une solution w permet de spécifier des maillages op-
timaux, y compris anisotropes, vis-a-vis de I'erreur d’interpolation w — IIpw. On a montré
que cette approche a une convergence optimale au sens de la théorie des maillages continus.
Cette convergence a été vérifiée sur des fonctions analytiques dans le Chapitre 2. La méthode
d’adaptation a également été étendue aux solutions numériques d’équations aux dérivées par-
tielles (EDP) dans le Chapitre 3. Dans le cas des équations d’Euler, cette méthode a permis
par exemple :

e de capturer automatiquement toutes les échelles de la solution en utilisant des senseurs

en norme LP,

e de capturer automatiquement les particularités de I’écoulement : chocs droits, chocs
obliques, discontinuités de contact, zones de glissement en adaptant sur les variables
adéquates,

e de supprimer la prescription d’une taille minimale dans le processus d’adaptation dans
le cas d’écoulements avec chocs et singularités,

e de certifier numériquement la convergence des calculs pour des écoulements station-
naires.

L’approche précédente est complétement générique car seul un écart entre la solution et son
interpolé linéaire est controlé. On n’utilise pas le fait que la solution w est la solution d’une
EDP :
U(w) = 0.

Bien qu’étant un avantage majeur, la généricité représente également un défaut. En effet,
la précision de la solution d’'une EDP n’est pas bien décrite par une erreur d’interpolation
locale. Cette insuffisance apparait en pratique lorsqu’on souhaite prédire avec précision la
valeur d’une fonctionnelle dépendant de la solution w. Dans le cas d’une adaptation basée
sur le hessien, la répartition des degrés de liberté ne peut pas étre optimale pour n’importe
quelle fonctionnelle observant un aspect particulier de ’écoulement. Dans I’image ci-dessous,
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si on souhaite mesurer avec précision une variable, par exemple la pression, sur la zone grisée
sous le profil d’aile, une adaptation basée sur le hessien d’une variable n’est pas optimale. En
effet, elle prescrit des raffinements au dessus du profil et en dessous de la zone d’observation.
Compte tenu du caractére supersonique de I’écoulement, la précision obtenue dans ces régions
n’influe pas sur la précision du calcul dans la zone d’observation.

Pour que 'approche soit optimale, il faudrait prendre en compte uniquement les zones de
I’écoulement qui influent sur la zone d’observation

ETAT DE L'ART ET APPROCHE PROPOSEE

Si on désire prendre en compte le probléme que I'on résout, i.e., 'EDP, dans un processus
adaptatif, on est amené & contréler 'erreur d’approximation w — wy, ot la solution continue
w et la solution discréte wy, vérifient les équations d’état :

U(w)=0 et Yy(wp) =0.

On constate alors que dans ce contexte 'erreur d’interpolation est insuffisante car elle ne
contrble pas la partie discréte de I'erreur d’approximation, c’est-a-dire le terme d’erreur im-
plicite :
(w —wp) = (w—pw) + (Tpw — wy) .

Cependant, elle est particuliérement bien adaptée a la spécification de maillages anisotropes.

Deux approches sont possibles pour contréler I'erreur d’approximation : les méthodes a
posteriori |11, 3, Bl [T, 16, 21] et les méthodes a priori |2} [6].

A partir d’un premier calcul, Iestimation a posteriori travaille sur I’application d’un résidu
continu calculé sur la solution discréte. Formellement, on peut écrire :

ow\ !
W — Wy = — (8'[1)) \II(wh)

Cette estimation découle de la résolution d’un probléme continu linéarisé. A travers wy, er-
reur a posterior: prend notamment en compte la qualité du maillage.
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Les estimations a prior: sont les plus anciennes historiquement. Elles reposent sur la
résolution d’un systéme linéaire, avec comme second membre, soit le résidu de I’équation
discréte appliquée a la solution continue (erreur de troncature), soit une erreur d’interpolation
sur une fonction continue. Formellement, on peut écrire :

v\ !
w— wp, X <(9wh> Uy, (w).

Les estimations a priort sont a la base des preuves de convergence des méthodes de discréti-
sation.

Toutefois, les applications industrielles suggérent de minimiser 'erreur sur des quantités
spécifiques a la physique ou a l'ingénierie. Par exemple en aérodynamique, on s’intéresse a la
portance, la trainée, .. ., qui sont des grandeurs mesurant les performances d’une forme (avion,
voiture, train, ...). Le besoin de précision sur une quantité particuliére se retrouve également
dans un cycle d’optimisation de forme. Réduire 'erreur d’évaluation de la fonctionnelle cofit
évaluant les performances d’une forme est alors crucial. On cherche donc & controler I'erreur
d’approximation sur la fonctionnelle et non directement sur 1’état.

Pour répondre a ce besoin, les méthodes orientées objectif (Goal oriented en Anglais)
ont été développées. Elles reposent sur 1'utilisation d’un état adjoint pour évaluer de telles
contributions de 'erreur [9, [10} 17, 19, 20]. L’évaluation de I'erreur d’approximation sur une
fonctionnelle j est réalisée via son jacobien g que l'on peut formellement écrire pour une
estimation a posteriori :

j(w) = jlwp) = (9, w — wp) = —(p, ¥(wp))

et pour une estimation a prior: :

J(w) = j(wn) = (g, w — wp) = (Ph, Yn(w))
ou P et P, sont les états adjoints continu et discret.

Dans notre approche, on choisit de controler I’erreur d’approximation sur la fonctionnelle a
priori car elle fait apparaitre la solution continue, ce qui va nous permettre spécifier un controle
par le biais d’un maillage continu comme pour ’erreur d’interpolation dans le Chapitre 3. La
difficulté réside dans le traitement de 'opérateur discret y,.

Dans ce chapitre, on montre que l'analyse a priori, combinée avec un état adjoint, permet la
description d’un maillage optimal. Plus précisément, nous proposons une analyse qui combine
la théorie de 'optimisation de l'erreur d’interpolation sur des maillages continus avec une
analyse a priori. A cet effet, nous considérons un schéma de discrétisation particulier des
équations d’Euler dans lequel les erreurs d’approximation s’expriment en fonction d’erreurs
d’interpolation sur les flux d’Euler. Ainsi, on peut utiliser les résultats du Chapitre 2 sur ces
fonctions locales.

PLAN DU CHAPITRE

Dans une premiére partie, on propose un état de ’art étendu des analyses a priori, présenté
dans le formalisme du maillage continu.
Dans une seconde partie, on donne les principes de ’analyse sur un modéle abstrait.
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On démontre ensuite que notre modéle de discrétisation volumes finis des équations d’Euler
s’inscrit bien dans les hypothéses du modéle. Puis, on applique la théorie abstraite sur ce
schéma de discrétisation.

Enfin, on présente plusieurs adaptations anisotropes utilisant ce modéle, en deux et trois
dimensions.

4.1 MAILLAGE CONTINU ET ANALYSE A PRIORI

On rappelle dans cette section, avec les notations adaptées aux maillages continus, les
contributions des analyses a posteriori et a priori de la littérature. On en profite également
pour détailler les approches proposées dans [111, [19] 20].

Notations. On distingue 'opérateur continu ¥ de 'opérateur discret W;. Une solution conti-
nue est notée w alors qu’une solution numérique, correspondant a un maillage continu M, est
notée w(M). On suppose que 'opérateur exact ¥ peut s’appliquer sur une solution numérique

w(M).

Position du probléme. On considére un écoulement autour d’un avion dont la forme est dé-
crite par le parameétre . L’écoulement w autour de I'avion satisfait certaines équations de la
mécanique des fluides :

U(y,w(v)) = 0.

On souhaite calculer avec précision une fonctionnelle j dépendant de la forme . L’évaluation
de j dépend également de la solution physique w(7y), on note cette dépendance a travers la
fonctionnelle J :

i) = Jvw)).

En pratique, le calcul de j dépend d’une solution numérique. Il est donc nécessaire de prendre
en compte les erreurs de discrétisation sur j. On considére que la solution discréte w(M,y) a
été calculée sur un maillage discret unité dans la classe d’équivalence définie par la métrique
M. Le probléme discrétisé devient donc :

Jh(M, ) = Jp(M, v, w(M,~)) sous la contrainte ¥p(M,~, w(M,~)) = 0.

Dans la classe des maillages unités pour M, il existe un maillage H qui maximise I'erreur de
discrétisation sur Jp, on choisit cette erreur comme modéle dans M. L’évaluation de j est
écrite sous la forme suivante :

Jh(M7’7> w(Ma 7))

() — M.y ()
+ Jh(M77>w(7)) - Jh(Ma77w(M>7))'

3(y)

On suppose pour simplifier ’exposé que 'on ne commet pas d’erreur de discrétisation sur J,
soit :

J(v,w(v)) = Jn(M, v, w(y)) = 0.
L’erreur d’approximation £(M) = j(v) — Jp(M, v, w(M,~)) est donc remplacée par :

EM) = J(v,w(v)) — J(v,wM,7)).
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Le probléme s’écrit donc sous la forme d’un probléme d’optimisation avec contraintes sur M
et généralise le Probléme plus simple traité au Chapitre 2 :

Trouver My = Argmin E(M), (4.1)
sous les contraintes :
\II(PY?w(’Y)) = 07 qjh(M77>w(Ma7)) =0 et C(M) = N.

Par rapport au probléme d’optimisation dans le cas de 'erreur d’interpolation, on remarque
la différence suivante : on a une contrainte d’égalité supplémentaire sur ’équation d’état. On
montre dans la suite comment I’approche a posteriori permet d’évaluer la fonctionnelle £(M)
en prenant en compte la contrainte sur ’état. Pour cela, il est nécessaire de faire certaines
hypotheéses de régularité sur la fonctionnelle J. En particulier, on suppose que la variation de
J par rapport a I’état w est assez réguliére pour que 'on puisse effectuer un développement
limité & 'ordre 1 :

i) = J(v,w(v)) = J(v,wM, 7)) + (g, w(y) —w(M,v)) + R,

ol g est une fonction réguliére représentant le jacobien de J pour une variation sur le calcul
de I’état. On en déduit :

EM)= (g, w(y) —w(M,7)) + R.

Par ailleurs, la linéarisation de ’équation d’état donne :

ov

Uy wM, 7)) = ¥y, w() + 5w (wly) —wM, 7)) + R

On suppose que les restes R et R’ sont asymptotiquement plus petits que le carré de 'erreur
d’approximation. Autrement dit, quand la plus grande taille de M tend vers zéro, on a :

Rl + [R] = o(Jw(y) — wM,7)[*).

L’erreur d’approximation estimée pour la fonctionnelle j est alors donnée par :

(ga ’IU(’)/) - w(M7 7))

Q

<g 2 ] (wewrt ) - ﬁ’(%ﬂ}(V)))) ,

([;\I;(%w(v))] _*g , (\If(%w(/\/t,’y)) — \I/(’y’w(r}/)))) .

Si on introduit I’état adjoint exact p(y), solution du probléme adjoint :
ov *

B — — = O
[ 0 (%w(v))] p(v)— g =0,

l’erreur d’approximation devient :

EM) = (p(v) ; Uy, w(M, 7)) — \If(%w('Y))) + o([w(y) = w(M,)|]?). (4.2)
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REMARQUE 4.1 Dans le cas particulier de I’adaptation ciblée a4 une fonctionnelle, le recours a
un état adjoint agit comme un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’égalité sur
I'état. Cela permet de simplifier I’évaluation de £(M) en ayant plus qu’une contrainte sur la
complexité. Par conséquent, décrire le maillage optimal pour une fonctionnelle donnée, i.e.,
controler le terme :

EM) = (g, w(y) = wM,m) ~ (p(1) , B3, w(M,7)) = (3, w(2))),

sous la contrainte ¥y (M, v, w(M,~)) = 0 est un probléme théorique plus abordable que
décrire le maillage optimal pour

E(M) = / (w(7) — w(M, 7)), (4.3)

sous la contrainte Wy, (M, v, w(M,~)) = 0 car le traitement de la contrainte sur 1'état se fait
au travers de ’état adjoint. Un traitement de seule 'erreur d’approximation a été proposé par
Becker et Rannacher [3].

En général, I’Estimation est exploitée en tant que correcteur afin d’améliorer 1’évalua-
tion de la fonctionnelle discréte. Si on atteint la convergence asymptotique sur ’état adjoint,
alors on a l'estimation asymptotique de j :

jeorrected( M ~) = (M, ) + (p(/\/l,’y), \Il('y,w(M,’Y))_\I](%w(’Y)))- (4.4)

L’approximation (4.4) peut converger a l'ordre quatre alors que sans correction la convergence
est seulement d’ordre deux, cf. [I7] pour plus de détails.

Un premier couplage entre correcteur et estimation a posterior: a été proposé par Venditti
et Darmofal [I9]. Elle consiste d’une part, a utiliser la reconstruction super-convergente de la
fonctionnelle, et d’autre part a estimer l'erreur a posterior: sur cette fonctionnelle reconstruite.
L’idée consiste alors & supposer qu’apreés la correction de j, le terme principal de 'erreur est
dii a la substitution de I'adjoint exact par un adjoint approché. Les auteurs cherchent ainsi a
controler :

jeorrected( M, ) — j(v) = (p(M,~) = p(7), ¥ (v, w(M,7))),

ou de maniére équivalente :

jeorreeted(Af 4) — j(v) <w(/\/l,’7) —w(v) , <(;‘I’U>*p(M,’Y) —g;l]))

Le point-clé consiste a estimer précisément les erreurs d’approximation :

w(M,y) —w(y) et p(M,v) —p(7).

La encore, il faut approcher une erreur d’approximation sur I’état et I’état adjoint. Dans [19],
il contourne cette difficulté théorique pointé dans la Remarque [4.1] en proposant de comparer
I’approximation linéaire de ’état et de ’état adjoint & une reconstruction quadratique sur un
maillage plus fin :

p(M,7) =p(y) = Ly yp(M,7) = Qf yp(M.7)
wM, ) —w(y) &~ L ywM,y) = Qp sw(M,7) .
Bien que cette synthése ait prouvé un gain en comparaison de ’adaptation sur I’erreur d’in-

terpolation d’une variable en deux dimensions pour les équations d’Euler et de Navier-Stokes,
elle présente les limites suivantes :
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e Les erreurs d’approximation sont en pratique estimées par des erreurs d’interpolation
au travers des interpolateurs LZ /2 et QZ /2
e Adapter sur un critére de tolérance et découper les éléments qui dépassent le seuil tend
a équi-répartir l'erreur sans proposer une répartition optimale entre le nombre de degrés
de liberté et la précision.
e Le principe d’adaptation par niveau de tolérance est par nature isotrope.
e Faire une reconstruction quadratique sur un maillage 3D est beaucoup plus coliteux
qu’en 2D. En effet, on multiplie par 8 la taille totale du maillage.
Une extension anisotrope a été proposée en couplant ’approche précédente et une stratégie
basée sur le hessien [20]. Le controle de l'erreur d’interpolation sur une variable donne les
directions d’anisotropie et les ratios d’anisotropie. Le controle de 'erreur sur la fonctionnelle
donne la densité en chaque point. La métrique anisotrope est mise & I’échelle par cette densité.
Cependant les directions repose sur un senseur particulier, le nombre de Mach.

Dans ce travail, on propose une analyse a priori de U'erreur d’approximation sur j afin
d’exploiter la notion de maillage continu et dériver une estimation intrinséquement ani-
sotrope de I’erreur. On réalise cela dans un contexte abstrait non-linéaire puis on I’applique
aux équations d’Euler.

4.2 CONTEXTE ABSTRAIT NON LINEAIRE

Hypothéses et définitions. Soit V un espace de fonctions. L’équation d’état s’écrit sous forme
variationnelle :

weV VoeV , (Y (w),p) =0, (4.5)

ou l'opérateur (,) est a comprendre dans V' x V et w la solution de cette équation. La forme
U est linéaire en ¢ mais a prior: non linéaire en w. De maniére analogue nous introduisons
un état adjoint continu :

ov

pev . voev. (Guwir) = v (4.6)

Soit V3, un sous-espace de dimension finie N de ¥V = V N C°, nous écrivons I'équation d’état
discréte comme suit (on notera que le résidu Uy, est défini pour des fonctions continues) :

wp € Vi, Yop € Vi, (Yh(wp), on) = 0.
Nous pouvons donc écrire que :
(Wn(w), on) = (Yn(wn), on) = (Yr(w), on) — (¥(w), on) = (Vn — V) (w), o). (4.7
Pour notre analyse a priori, nous supposons que les solutions w et p sont assez réguliéres :
wEVﬂCO, pEVﬁCO,
et que nous disposons d’un opérateur d’interpolation :

I, : Ve’ — v,
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Estimation.  On se donne une fonction j qui est supposée assez réguliére de sorte qu’elle
puisse étre observée en utilisant son jacobien g :
j(w) = (g, w).
L’objectif est de proposer formellement une évaluation de ’erreur d’approximation :
6j = j(w) — j(wn),
seulement en fonction de solutions continues et des équations d’état continue et discréte. On
décompose l'erreur d’approximation §j de la maniére suivante :
67 = j(w) — j(wn) = (g, w — Ipw) + (g, Hpw — wp).

en un terme d’erreur d’interpolation et un terme d’erreur implicite. Il est alors utile d’intro-
duire I'état adjoint discret suivant :

ov
Pn € Vh ) V¢h € Vh ) <au)h(th)1/}h7ph> = (gv¢h)

Nous en déduisons le développement suivant de §j avec ¢p = [w — wy, :

) ov
8j = (g9, w — Iw) + (((?wh(ﬂhw)(ﬂhw — wh)aph> -

Le terme contenant ’erreur implicite est simplifié en utilisant un développement limité de
Popérateur ¥j. D’aprés la Relation (4.7)), on a :

(Un(pw), pn) — (n(wn), ¢n) = (Yn(Hpw), @n) — (Yn(w), on) + ((Tn — ¥)(w), ¢n),
qui donne aprés un développement de Taylor :

(M(th)(ﬂhw - wh)>80h) = (Up(Ipw), on) — (Pna(w), on) +

ow
(U, — W) (w),on) — R,

Ry = (U (Iyw), on) — (¥n(wn), on) — (a;;)h(ﬂhw)(ﬂhw - wh),goh) )

En introduisant la relation précédente avec le choix particulier ¢, = pj dans 'expression de
dj, on a:

6j = (g,w—1Ihw) + (Yp(pw), pp) — (Yn(w),pr) + (Yn — ¥)(w), pn) — R,

avec
ovy,

s = (U0}, 1) — (nCun). ) = (o)W = wn)pn ). (45)

Appliquons une deuxiéme formule de Taylor, on en déduit :

0w,

(W (yw), pn) — (Yn(w), pr) = ( ow

mwmw—MmQ+R2
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ou

ovy,

Ry = (Un(yw), p) — (Yn(w),pp) — ( ow

(w) (T — w>,ph) . (4.9)
Il en découle

0w,

5j: (ng_th)+ ( Ow

(w) (e — w>,ph) (W — W) (w).pn) — Ry + Ro.

Pour notre propos, nous avons besoin d’éliminer les solutions discrétes dans les termes domi-
nants. On réécrit §j sous la forme :

) ov
65 = (9,w — Iw) + <au)(w}(ﬂhw - w),p) + ((Uy, = U)(w),p) — R1 + Ry + D1 + Dy + Ds,

ou R; et R sont donnés par les Relations (4.8) et (4.9)), et on a :

v = (G- G ) ) = w)m).

Dy = (gZ(w)(th—w>,ph—p),
Dy = ((¥, —U)(w),pn — D).

On peut simplifier cette derniére expression grace a 'Equation adjointe continue 1) soit :
6j = ((¥n—¥)(w),p) — R1+ Ry + D1+ D2+ Ds. (4.10)

De maniére formelle, les termes R; et Dy, sont des termes d’erreur d’ordre supérieur, le premier
terme est la partie principale de I’écart 0. Il reste & exhiber a partir de (4.10|) une spécification
de maillage. Nous décrivons cette étape pour les équations d’Euler.

4.3 LE CAS DES EQUATIONS D’EULER

On reprend le calcul précédent dans le cas des équations d’Euler stationnaires. On introduit
tout d’abord une formulation particuliére de Galerkin. Cette formulation est ensuite enrichie
d’un terme de diffusion numérique.

Formulations faibles et équivalence

En régime stationnaire, les équations d’FKuler prennent la forme suivante :

U(W) = div(F(W)) =0 dans Q,

p pu

pu puU + pey
W= pv et F(W)= 1| puv+pe, |,

pw puw + pe,

pE puH

ou p, p et E représentent respectivement la masse volumique du fluide, la pression ther-
modynamique et I’énergie totale par unité de masse. Les symboles u, v, et w désignent les
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composantes cartésiennes du vecteur vitesse u et H désigne l’enthalpie totale donnée par
H=F+ %. Pour un gaz caloriquement parfait, on a :

p=(y—1)[pE - %p(vﬁ +0* +w?)],

avec v constant. La formulation faible du systéme d’Euler continu s’écrit pour W € V =
[Hl(Q)]5 sous la forme :

VoeV, (B(W), ¢):/Q¢v.f(W) dQ—/ngﬁ(W).n ar = o, (4.11)

o ' est la frontiére du domaine de calcul. Le flux F représente les flux frontiéres donnés par
les conditions aux limites. L’Equation est équivalente a I'Equation d’état dans
I’analyse abstraite. La formulation peut étre discrétisée en une formulation centrée
aux sommets applicable sur les maillages non structurés simpliciaux. Cette formulation faible
discréte s’écrit sur I’espace d’approximation défini sur un maillage simplicial 7y, :

V, = {gbh ‘ ¢, est continue et ¢pp est linéaire V1" € ’E} ,

Von € Vi, (Ya(Wh), én) = A Ou NV Fn(Wy) dQp — A o Fr(Wi)mdl, = 0. (4.12)

Sous cette forme, la formulation variationnelle précédente est équivalente au schéma de résolu-
tion volumes finis introduit au Chapitre 3, cf. [I5]. On admet que 'analyse d’erreur abstraite
de la Section 4.2 s’applique sur le schéma de résolution volumes finis utilisés dans cette thése.
Cependant, en pratique ce schéma est enrichi de termes de viscosité artificielle pour garantir
la stabilité :

Vo € Vi, A oV Fn(Wy) dQ, — | ¢nFn(Wy)m dTy, = — A én D (W) dSQy,,
h 'y h

ou Dy modélise la diffusion numérique, avec Dy, :

Du(W,6) = /Q My DA (T, V) A€,

On admet que la diffusion vérifie la condition suivante pour une solution réguliére W et un
maillage suffisamment fin et régulier :

Dp(W,¢) < BPK(W)|¢|p2 .

La dissipation numérique est donc considérée comme un terme d’ordre élevé qui, comme les
restes R; et Dy de (4.10) (cf. Section 4.2), n’intervient pas dans la partie principale de l'erreur.

Estimation de I'erreur d’approximation

On considére une fonctionnelle j que nous observons & travers son jacobien g :

JW) = (g, W).
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Conformément & I'Estimation (4.10), Perreur d’approximation a priori 6j s’écrit :

ou P est I'état adjoint exact, solution de :

T p_,
ow = 9

En appliquant a la solution W, les formulations (4.11)) et (4.12), et en négligeant la dissipation
Dy, il vient :

(g, W —Wp) = /Q P (V.F (W) = V.F(W)) dQp — /F P (Fu(W) — F(W))).n dly.

Une intégration par partie donne :

VP (F(W) — Fa(W)) d — /F P (F(W) — F(W))).n dT},

(97W_Wh)%/

Qp
ot les flux F sont donnés par :
FW)n = F(W)n—F(W)n.

Par définition F}, est U'interpolé linéaire de F, 'estimation précédente se réécrit en :
5j~ / VP (F(W) - ILFW)) dy, - / P(F(W) - ILFW)))mdly  (4.13)
Qh Fh

On remarque que l'estimation de ¢j ne fait intervenir que des erreurs d’interpolation sur
les flux d’Euler avec des estimations sur les variables continues. On peut donc minimiser
Iestimation précédente en utilisant les estimations du Chapitre 2. Cependant, pour la mise
en ceuvre numérique, on approche I'état adjoint P par Py.

4.4 MINIMISATION DU MODELE D’'ERREUR

Le terme principal de I'Estimation a priori (4.13]) est majoré de la fagon suivante :

(0. W —W) < / VP |F(W) — IL,F(W)|d,

Qp

[P ~ 0 F )] ar
'y

On utilise alors le modéle continu d’erreur d’interpolation présenté au Chapitre 2, ’estimation
s’écrit donc pour un maillage continu M en fonction de U'interpolé linéaire continu mwa :

(0. Wh — W) =~ /Q VP||F(W) — mpF(W)] d2

+ /\P\ (F(W) — mpuF(W)).n| T
I
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Le calcul du maillage optimal revient & résoudre le probléme d’optimisation suivant, en figeant
P
Trouver My = Argmin y E(M),

avec

EM) = /Q VP||F(W) — mF(W)] d2

_|_

/F P |(F(W) — magF(W)).n)| dT, (4.14)

sous la contrainte C(M) = N.
Cependant, contrairement au probléme d’optimisation pour l'erreur d’interpolation, on
observe les nouveautés suivantes :
e la formulation est mixte en volume et en surface,
e il y a une somme d’erreurs d’interpolation,
e les erreurs d’interpolation sont pondérées par des fonctions poids. Le probléme adap-
tation avec un état adjoint revient donc une problématique d’erreur d’interpolation L!
pondérée.

Dans la suite, on se propose d’expliquer comment résoudre les problémes d’optimisation
dans le cas d'une erreur d’interpolation pondérée, puis de la somme d’erreurs d’interpolation
et enfin du couplage volume et surface. On donnera ensuite la solution du Probléme (4.14]).

4.4.1 Erreur d’interpolation pondérée

Rappels et notations. Dans cette section, on référera assez souvent 4 la définition de I'interpolé
linéaire continu, Proposition 2.4, ou & la résolution d'un calcul de variations, Equation (2.7),
sur I'espace des maillages continus vu dans le Chapitre 2. Etant donné un maillage continu M,
les (h;)i=1..3 dénotent les tailles suivant les directions principales (v;);=1..3 et les (7;);=1...3 sont
les quotients d’anisotropie, voir la décomposition donnée dans la Proposition 1.6, Chapitre 1.
Si H est une matrice symétrique alors |H| est la matrice symétrique définie positive déduite
de H dont les valeurs propres sont le maximum entre les valeurs absolues des valeurs propres
de H et un seuil ¢ strictement positif arbitrairement petit.

Etant données deux fonctions u et g avec u deux fois contintiment différentiable et g
strictement positive, on considére le probléme d’optimisation suivant :

Minimiser g (M) = / g|u —mpmuldQ,
Q
sous la contrainte d’égalité C(M) = N.

D’aprés le Chapitre 2, 'erreur d’interpolation sur le maillage continu M, s’exprime en
fonction du hessien H de la solution w :

3
Eug(M) = /Q g (Zh? tvi|H|v@-> aQ.
=1

Cette fonctionnelle se simplifie en utilisant les quotients d’anisotropie et la densité :

3
Ewgt(/vl):/gdé (Zr?tvi]Hlvi> dQ.
Q

i=1
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La présence du poids g n’influe pas la composante locale anisotrope de la fonctionnelle :

3
(Z T? tVi |H| Vz‘) s
1=1

qui peut étre minimisée localement et indépendamment. A I'optimum, elle se simplifie en :
3
ri‘vi|H|v; | =3 det(|H])3.
i=1

Par conséquent, le poids modifie seulement la densité de la métrique optimale, il vient pour
une variation dd vérifiant [, dd =0 :

/gd—idet(|H|)é5d _ / =% det(g|H|)3od = 0.
Q Q

Il existe donc une constante C' telle que I'intégrande précédente soit constante. La valeur de
C' est déterminée par la contrainte C(M) = N. La métrique optimale finale est donc déduite
de la Proposition 2.4 en norme L' et en multipliant la densité par le poids g :

Mugi(g,u) = D(g, u) det(g |[H|) 3 |g H|,

ot D(g,u) est donnée par :

Wi

D(g,u) = N (/Q(det(gyﬂy))'é)

En pratique, il suffit de calculer la métrique optimale sur le hessien |H| de u pondéré par g.

4.4.2 Somme d’erreurs d'interpolation

Etant données deux fonctions u et v deux fois contintiment différentiables ainsi que deux
fonctions de pondération « et § positives, on cherche le maillage continu optimal minimisant
la somme des erreurs d’interpolation pondérées en norme L' :

Minimiser Egym,(M) = / alu— mau|dQ 4+ / Blv—mpmu|dQ,
Q Q

sous la contrainte C(M) = N.

On montre que minimiser Fg,,, est équivalent & minimiser une seule erreur d’interpolation
sur une fonction dont le hessien est la combinaison linéaire a|H,| 4+ B |Hy|, ou |Hy| et |H,y|
sont les hessiens modifiés de u et v. En effet, en utilisant la définition de l'interpolé linéaire
continu, il vient :

ofu—maeul + Bl — mag0] = azh“mﬂ|vz+ﬁzh2tv@|H|vz
=1

C»J

= Y B} 'vi (alHy|+ B|H,|) vi.
=1
On peut donc appliquer directement les résultats de la Proposition 2.4. En pratique, la mé-

trique optimale est donnée en calculant la métrique optimale L! sur la matrice définie positive
(a|Hy| + B [Hoyl).
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4.4.3 Le cas avec une intégrale volumique et une intégrale au bord

On considére deux fonctions découplées u et @ définies respectivement sur € et I' la
frontiére de 2. On considére que ces fonctions sont découplées par analogie au Probléme (|4.14]).
En effet, dans l'erreur £(M) le terme de bord repose sur une erreur d’interpolation sur les
flux frontiére F alors que le terme de volume sur I'erreur d’interpolation des flux d’Euler F.
Dans ce qui suit, toutes les variables relatives & I' sont surmontées d’une barre.

On considére le probléme générique de minimisation de I'erreur d’interpolation de volume
pondérée enrichie comme suit par une intégrale de bord :

Minimiser Egy,f(M, M) = / lg] |u—7rMu|dQ—|—/ 19| |a — myaldl, (4.15)
Q r

sous la contrainte

C(M)+C(M) = N,

ou g et g sont deux fonctions positives. On peut distinguer plusieurs cadres théoriques plus
ou moins complexes pour l'intégrale de surface :

e la fonction @ est la trace sur I' d’une fonction définie sur €2,

e la fonction @ n’admet pas de prolongement dans §2.
Le premier cas est le plus simple en pratique car il est suffisant en un point de projeter
I'information courante (gradient, hessien, etc...) sur le plan tangent. Le second cas nécessite
la définition d’algorithmes bien posés pour ’estimation ou la reconstruction des dérivées sur
des variétés (riemanniennes). Cependant, dans les calculs envisagés, les conditions aux limites
sont constantes et il n’est donc pas nécessaire de controler leur erreur d’interpolation (si on
accepte de ne pas avoir le maillage optimal pour les conditions aux limites).

REMARQUE 4.2 Un exemple oii 'adaptation sur la frontiére aurait été nécessaire consiste a
considérer des conditions d’entrée avec des profils de vitesse paraboliques.

On rappelle que l'erreur d’interpolation de volume (resp. de surface) d’une fonction u (resp.
u) de hessien H, (resp. Hy) sur le maillage M (resp. M) est donnée par, cf. Chapitre 2 :

et pour la surface :

U — T =

|
[

>
e
<
—\
Q_I

5\

oll vj et ¥; sont les directions principales des métriques de volume M et de surface M, et h;
et h; les tailles suivant ces directions, respectivement. Pour le hessien, on considére que sur
un élément de surface de base orthonormale (uy,uz), le hessien de surface s’écrit comme la
projection du hessien 3D, noté Hs, sur (uj,uz) :

t t
H— _ ujp H3111 up Hgllg
“ fuy Hsuy 'ug Hzuy )

Les étirements optimaux et les orientations optimales de M (respectivement M) sont ceux
classiquement déduits du hessien H (respectivement Hg). On suppose donc que les directions
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et étirements agissent de maniére découplée dans (4.15)). Le Probléme (4.15) devient donc :

Minimiser By = 3/ (d% det(yH|)%) 9] dQ+2/ (cfldetqmﬁ) gl T, (4.16)
Q T

/d+/J:N
Q T

La condition nécessaire d’Euler-Lagrange associée a (4.16|) est donnée par :

sous la contrainte

/|g|det \H|)s d- 35d+/|g|det (|H|)2 d26d =0, (4.17)

/ﬁd+/ﬁd:0
Q T

On perturbe dd par un terme dd’ d’intégrale nulle sur Q de sorte que la contrainte reste vrai.
Il vient :

oil les fonctions (8d, dd) vérifient :

[ talaetias atoa + [ lolaen(ians a-ioa+ [ jglden(mt a-si = o

soit
/ g det(|H|)} d-35d’ = 0,
Q

| oa=o
Q

On déduit qu’il existe une constante C telle que :

sous la contrainte

lgldet(|H|)5 d™5 = C = d=C75 |g|5 det(|H]|)s.

Le méme raisonnement s’applique pour le terme de bord, il existe donc une constante C' telle
que :
_ 1 — — - — 1 1 — 1
gl det(|H[)} d2 = C = d = C~5 |g|> det(|H])*.
La contrainte donnant une complexité N donne une premiére relation qui lie les constantes

CetC:

N

,§ 1 =_ 1
s/|g|sdet (1H|)s + O 2/|g|2det (1))

Enfin le choix particulier admissible :

- ()

/ﬁd+/ﬁd:1—1:@
Q T

donne, en le substituant dans (4.17) et en utilisant les relations donnant d et d, une deuxiéme
relation liant le couple (C,C) :

car

C-C=0.
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Pour trouver la constante C, on doit résoudre le probléme non linéaire suivant :

e

_3 1 1
et [ loff der(m + 7% [ fgl dem)

Finalement, le maillage optimal est donné par une spécification de la complexité indépendante
dans le volume et sur la frontiére. En pratique, une régularisation est effectuée sur le champ
de métriques de volume et de surface afin de garantir une transition lisse entre les deux
spécifications de maillages. En effet, ces derniéres peuvent étre antagonistes, voir par exemple
le cas d’une condition d’entrée de Dirichlet dont le maillage de surface optimale est un taille
maximale.

4.5 EXEMPLES NUMERIQUES

On illustre 'algorithme d’adaptation de maillage pour des fonctionnelles d’erreur sur plu-
sieurs exemples en deux et trois dimensions. On présente également 1’algorithme d’adaptation
de maillage surfacique et volumique utilisé. Enfin, afin de démontrer les différences entre une
adaptation de type hessien et une de type adjoint, on étudie la capture automatique d’ondes
de choc pour un écoulement supersonique autour d’'un avion.

4.5.1 Stratégie d’adaptation avec adjoint

La stratégie d’adaptation est similaire & celle présentée au Chapitre 3. Cependant, certaines
modifications sont nécessaires dans le solveur et dans la phase de remaillage. On donne un
bref apercu des difficultés supplémentaires liées & ’adaptation basée sur un état adjoint ainsi
que les choix retenus dans I'implémentation.

Solveur numérique et état adjoint

Etant donnés un maillage H d’un domaine Q de frontiére I'. On note OH le maillage de
I'. Le solveur fournit un état W}, convergé sur H. On renvoie au Chapitre 3 pour la méthode
utilisée. On se calcule la fonctionnelle J(vy,W},) définit sur la région d’observation 7. La
nouvelle étape correspond & la résolution du systéme linéaire :

Azph:ghv

ou gy, est le jacobien de J(vy,W},) et P, I'état adjoint calculés sur le maillage H. A; est la
matrice adjointe d’ordre un déduite de la linéarisation du schéma utilisé. Il est parfois utile
d’avoir recours a la différentiation automatique [12} [I3] afin de différencier la fonctionnelle et
linéariser le schéma dans des cas de fonctionnelles compliquées.

Si le maillage 3D comporte N sommets alors la taille du systéme est 5 V. La matrice A} est
creuse, elle est composée en trois dimensions de blocs 5 x 5. Le nombre total de blocs 5 x 5 est
N+2 N, out Ne est le nombre d’arétes du maillage. En 3D, on a approximativement N, =~ 8 N,
le nombre de blocs devient 10 N. Le simple stockage de la matrice pour un maillage d’un
million de sommets est de I'ordre de 2 Giga octets. Il faut ajouter a cela la place pour stocker
le préconditionneur. Dans notre cas, on utilise un préconditionneur I LU (0) qui double la taille
de stockage. Ce préconditioneur est couplé a un algorithme itératif de type GMRES [18]. Avec
cette stratégie, I’état adjoint est convergé en moins de 10 itérations avec un résidu absolu de
I'ordre de 1076, 11 est & noter que pour les applications envisagées d’autres méthodes de
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préconditionnement semblent tout aussi efficaces et moins cotliteuses en mémoire, voir par
exemple [14].

Apreés le calcul de P, son gradient aux sommets est calculé en projetant le gradient
constant aux éléments sur les sommets en appliquant une projection L2, cf. Chapitre 3. Les
fichiers sortis par le solveur sont des couples poids et variables :

, 0P, . .
e les gradients <8 h> associés aux flux (Fz,(W},))i=1..3, tous de taille N x 5,
Yi ) i=1..3 _

e I’état adjoint associé aux flux frontiéres F sur ~.

Pour un maillage d’un million de sommets, I’espace mémoire nécessaire pour calculer la mé-
trique est de l'ordre de 30 Méga octets.

Construction de la métrique

Le champ de métriques optimales est composé d’un champ de métriques volumiques MY°
et d’'un champ de métriques surfaciques M9°. On calcule :
e en chaque sommet P de H, la matrice hessienne associée aux contributions du volume :

5 3
HP) =Y ( V., B \HR@(W;Z))\) ,

j=1 \i=1

e en chaque sommet P appartenant au maillage surfacique 0H, la matrice hessienne as-
sociée a la contribution de surface :

5 3
H(P)=>|P,||Hrg (Z f‘xi(Wh)nm>
j=1 i=1

ot n = (Ng,, Ng,, Nay) est la normale sortante a I
Hp, est 'opérateur qui reconstruit numériquement des hessiens linéaires par morceaux sur les
éléments. On applique indépendamment sur chaque champ de métrique la normalisation L' :

)

M?(P) = C det(|H(P)|)" %% |H(P)| et M®(P) = C det(|H(P)|) %% |H(P)|.

Les constantes C et C' dépendent de la complexité désirée N et reposent sur la résolution d’un
probléme non linéaire 1D, cf. Section 4.4.3.

Adaptation de maillages

Dans une stratégie d’adaptation avec objectif, adapter le maillage de la surface d’obser-
vation -y est nécessaire afin d’assurer une consistance entre la précision du maillage de peau
et du maillage de volume. En pratique, cela se traduit par un raccord compatible entre le
maillage anisotrope de volume et celui de surface. Cette modification, principalement dans
le cas anisotrope, implique de sérieuses complications d’ordre numérique dans la phase de
génération de maillage. En effet, il est nécessaire de remailler globalement le maillage afin de
prendre en compte le nouveau maillage de peau. Si on note (Hy, M7’) le couple maillage et
métrique optimale & l'itération k. Une premiére étape consiste & adapter le maillage de peau
de Hy pour M?°, on note Si,1 le maillage adapté correspondant a I'adaptation de +. Cette
étape est réalisée en utilisant le remailleur anisotrope de surfaces Yams [7]. Il reste & générer
le maillage de volume Hyy1 ayant comme frontiére Si1q et unité dans MZO. Une approche
classique, développée dans Gamanic, l’extension anisotrope de Gamhic [§], consiste & :
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initialiser Hy+1 par un maillage vide d’une boite englobant Sg41,
insérer dans Hjy,1 une liste de sommets recyclée du maillage Hy,
insérer dans Hy11 les sommets de la nouvelle frontiére, i.e., les sommets de Sg41,

forcer la frontiére, i.e., les faces de Si41 sont des faces de tétraédres de Hy1,

AN

insertion des sommets de Hy41 tels que Hyyq est unité dans MY’ et optimisation du
maillage anisotrope Hyy1.

La phase de recyclage des points du maillage accélére le processus global car elle permet trés
rapidement de conserver des points sans commettre d’erreur d’interpolation sur les métriques.
Cette stratégie est d’autant plus gagnante pour un calcul stationnaire o les modifications
d’un maillage & l'autre sont faibles. Cet enchainement suppose également que l'insertion des
points du maillage de fond facilite le forgage de frontiére en cassant les facteurs d’échelle.

4.5.2 Validations en deux dimensions
Calcul de la trainée et de la portance sur le profil NACA0012

On considére la géométrie du NACAQ0012, déja rencontrée au Chapitre 3, pour laquelle
on simule un écoulement subsonique a Mach 0.63 et un angle d’attaque de 2 degrés et deux
écoulements transsoniques aux Mach 0.8 et 0.85 et aux angles d’attaque 1.25 et 1 degrés.
L’objectif est d’analyser I'impact d’adaptations ciblées sur la portance et la trainée pour
ces trois écoulements. Les paramétres du solveur sont : une résolution par le flux HLLC,
une diffusion numérique d’ordre 6, le limiteur & trois entrées de Dervieux (sauf pour le cas
subsonique qui est réalisé sans limiteur) et une avancée en temps implicite.

Pour 'adaptation ciblée on considére comme quantité d’intérét la portance :

iy W) = / (b — poo) 1y d,

et la trainée
T W) = [(0= po) s,
¥
ou la zone d’observation 7y est le profil du NACA0012 et p, la pression a l'infini. On réalise
donc six simulations que ’on répertorie dans la table suivante :

’ Cas Test H Fonctionnelle ‘ Mach ‘ Angle d’attaque

Test 1 Portance 0.63 2
Test 2 Trainée 0.63 2
Test 3 Portance 0.8 1.25
Test 4 Trainée 0.8 1.25
Test 5 Portance 0.85 1
Test 6 Trainée 0.85 1

Dans chaque cas, on a considéré 9 étapes d’adaptation pour les complexités :
[500, 1000, 2000, 4000, 8000, 16000, 32000, 64000],

avec 6 sous-itérations a complexité constante. Soit un total de 54 adaptations. L’adaptation
de maillage 2D est réalisée en utilisant Yams [7].
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] Cas test H Portance | Trainée ‘ Ord. Conv. ‘

1 0.3103 0.00067 4
2 0.3098 0.00065 3
3 0.3069 0.0197 3.5
4 0.3071 0.0197 4
5 0.3279 0.0538 3
6 0.327 0.0537 2.5

Table 4.1: Coefficients aérodynamiques pour les cas tests 1 & 6 sur le profil NACA0012. Dans chaque
cas, on donne le nombre de chiffres significatifs qui est obtenu sur plus de deux itérations successives.

Les valeurs de la portance et de la trainée calculées dans chaque cas sont résumées dans
la Table [I.I] On y précise aussi ordre de convergence sur la fonctionnelle d’adaptation.

Le cas subsonique, méme si il parait anodin (cf. les iso-lignes de pression Figure ,
est un cas difficile pour le calcul de la trainée. En effet, la pression contribue de maniére
importante seulement dans le voisinage du point d’arrét et au bord de fuite, voir les courbe de
C) Figure @ Or, dans le voisinage du point d’arrét la normale & la surface a principalement
une composante suivant z. Donc, si la discrétisation du point d’arrét n’est pas suffisante alors
on commet une erreur importante sur la trainée. Par contre, le calcul de la portance est
relativement aisée car les normales au profil sont majoritairement orientées suivant y. C’est
effectivement ce que l'on constate sur les historiques de trainée et de portance, Figure [£.3]

La portance est bien évaluée dés le début de la simulation car il n’y a que 1% d’écart entre
la valeur sur le maillage & 1000 sommets (premier point rouge sur la Figure en haut a
gauche) et celle sur le maillage & 80000 sommets (dernier point rouge sur la méme figure).
L’ordre asymptotique est atteint rapidement et on obtient un ordre 4 comme dans la théorie
avec correcteur, Figure [£:.3] en bas a gauche. On constate aussi que la portance est moins bien
évaluée avec I'adaptation sur la trainée.

Pour la trainée, on remarque une forte évolution de sa valeur au cours du processus
adaptatif. En effet, pour le cas test 2, elle vaut 0.003689 pour le maillage final & complexité
500 (i.e., itération 8) et 0.00065 sur le maillage final & complexité 64000. Il y a un coefficient
6 d’écart. On trouve un bonne estimation de la trainée & partir 10000 sommets. En ce qui
concerne la remarque initiale, on voit sur le maillage final obtenu, cf. Figure que le
voisinage du point d’arrét est la région ou est effectivement concentrée la majeure partie des
sommets du maillage. Pour le cas test 2, la trainée converge a ’ordre 3 et on constate qu’elle
est toujours plus précise que la trainée obtenue dans le cas test 1 tout au long de la boucle
adaptative.

La Figure [4.12] montre le coefficient de réduction de taille prescrite par la pondération
(gradient de I’adjoint) sur la taille donnée par I’erreur d’interpolation sur le flux de la densité.
On observe que la portance est influencée assez loin dans le domaine de calcul alors que les
régions qui impactent la trainée sont concentrées prés du profil. Il est intéressant de rappeler,
que par le passé, il a été constaté que la taille du domaine de calcul influence notablement la
précision de la portance. Ceci est effectivement mis en évidence par les poids dus & ’adjoint.
Sinon, pour les deux valeurs d’intérét, on note que le voisinage du point d’arrét et le bord de
fuite sont les zones qui demandent le plus de précision.

Le premier cas transsonique & Mach 0.8 présente un fort choc sur 'extrados et un deuxiéme
choc plus faible sur U'intrados, cf. Figure [£.8] D’un coté, les fonctionnelles semblent plus facile
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& évaluer que dans le cas précédent car l'intégrale de pression n’est plus localisée en deux
endroits comme on peut s’en apercevoir sur les courbes de C, Figure @ D’un autre coté, la
présence de chocs dans I’écoulement peut étre la source de perte de convergence comme dans
le Chapitre 3.

Comme précédemment, la portance est bien évaluée avec un nombre raisonnable de som-
mets, Figure Entre, le maillage & 1000 sommets et celui & 80000, il n’ y a qu’un écart
de 2.5%. On obtient un ordre de convergence de 3.5 avec ’adaptation sur la portance au lieu
de 4 précédemment. Et logiquement, ’adaptation sur la portance donne un meilleur résultat
que 'adaptation sur la trainée, méme si les valeurs sont proches.

Cette fois, la variation de la trainée entre le premier et le dernier maillage n’est que de
20%. Elle est tres bien évaluée assez rapidement : environ 3 000 sommets. Ce qui montre bien
que le cas est plus simple. D’ailleurs, on obtient un ordre 4 de convergence avec ’adaptation
sur la trainée méme si deux chocs sont présents dans 1’écoulement. C’est 'ordre théorique de
convergence des fonctionnelles corrigées.

La Figure [£.10] montre les maillages finaux contenant 80 000 sommets pour les cas 3 et 4.
Les maillages sont effectivement adaptés au voisinage du point d’arrét, au bord de fuite, au
niveau des ondes de choc et dans le sillage. Mais, il est plus surprenant de voir que, dans le
cas de la portance, le maillage est adapté a I’entropie créée par le choc sur 'extrados et, dans
le cas de la trainée, le maillage suit les iso-lignes de la solution avant le choc. Ces maillages ne
perturbent pas la précision de la solution calculée comme on peut le constater sur la Figure[1.8]

La Figure montre le coefficient de réduction de taille prescrite par la pondération
sur la taille donnée par 'erreur d’interpolation sur le flux de la densité. Comme dans le cas
subsonique, la portance est influencée assez loin dans le domaine de calcul alors que les régions
qui impacte la trainée sont concentrées prés du profil. Notons que les deux adaptations ont
été relativement sensibles au pied du choc sur I'extrados.

Le deuxiéme cas transsonique a& Mach 0.85 présente deux forts chocs : un sur l'extrados
et un sur l'intrados, cf. Figure [4.9] Cet écoulement semble encore plus facile a évaluer car
l'augmentation du Mach a augmenté U'intégrale de pression sur le profil, Figure [£.6] En effet,
lors du processus d’adaptation sur la portance, la portance a varié¢ au maximum de 0.2%, et
lors de I'adaptation sur la trainée, on a 1% d’écart sur celle-ci entre le premier et le dernier
maillage. Les ordres de convergence sont moins bon que précédemment, on obtient des ordres
3 et 2.5 sur la portance et la trainée, respectivement. Ceci est peut étre dii aux chocs forts.
Mais cela est a relativiser au vu de la précision des fonctionnelles dés les premiers maillages
adaptés.

Cette fois aussi, les maillages sont effectivement adaptés au voisinage du point d’arrét,
au bord de fuite, au niveau des ondes de choc et dans le sillage, cf. Figure On constate
encore que les maillages sont adaptés sur les iso-lignes d’entropie produites par les ondes de
chocs mais de maniére différente suivant la portance ou la trainée.

L’impact du gradient de ’adjoint est illustré sur la Figure On peut faire les mémes
constatations que dans les deux autres exemples. Néanmoins, les iso-valeurs de poids sont
beaucoup plus complexes. En particuliers, on voit clairement apparaitre les ondes de chocs
dans ces iso-valeurs et méme ’effet de ’entropie, cf. image en bas a droite.

Ces cas simples en deux dimensions laissent supposer un probléme trés complexe en trois
dimensions. Pour donner un ordre de grandeur, si on désire atteindre la méme précision en
3D, alors on approche le nombre de points par (80 000)% = 2107, soit plus de 20 millions
de sommets. Actuellement, le nombre maximum de sommets pour un maillage anisotrope 3D
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créé dans cette thése est de 'ordre de 10 millions.

Figure 4.1: NACA0012 a Mach 0.63 et avec un angle d’attaque de 2 degrés. Comparaison des iso-
lignes de pression et des maillages adaptés pour une adaptation sur la portance (a4 gauche) et sur la
trainée (a droite). Les deux maillages comportent 80000 sommets.
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Figure 4.2: NACAO0012 & Mach 0.63 et avec un angle d’attaque de 2 degrés. A gauche, le cas test
1 et, a droite, le cas test 2. Représentation du coefficient de pression —Cp sur l'intrados et ’extrados
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Figure 4.3: NACA0012 & Mach 0.63 et avec un angle d’attaque de 2 degrés. En haut, historique de
convergence de la portance (a gauche) et de la trainée (a droite) en fonction du logarithme du nombre
de points pour les cas 1 et 2. En bas a gauche, ordre de convergence de la portance pour le cas 1
estimé & 4. En bas & droite, ordre de convergence de la trainée pour le cas 2 estimé a 3.



4.5 Exemples numériques

175

b

T
-CP EXTRADO
- -CP INTRADO

0.1

0.2

03

0.4

0.5

0.6

0.7 0.8 0.9 1

Figure 4.4: NACA0012 & Mach 0.8 et avec un angle d’attaque de 1.25 degrés. A gauche, le cas test
3 et, a droite, le cas test 4. Représentation du coefficient de pression —C'p sur 'intrados et I'extrados

du profil.
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Figure 4.5: NACA0012 & Mach 0.8 et avec

un angle d’attaque de 1.25 degrés. En haut, historique

de convergence de la portance (& gauche) et de la trainée (a droite) en fonction du logarithme du
nombre de points pour les cas 3 et 4. En bas & gauche, ordre de convergence de la portance pour le
cas 3 estimé a 3.5. En bas & droite, ordre de convergence de la trainée pour le cas 4 estimé a 4.
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Figure 4.6: NACA0012 & Mach 0.85 et avec un angle d’attaque de 1 degré. A gauche, le cas test 5
et, a droite, le cas test 6. Représentation du coefficient de pression —C'p sur 'intrados et ’extrados
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Figure 4.7: NACA0012 & Mach 0.85 et avec un angle d’attaque de 1 degré. En haut, historique de
convergence de la portance (a gauche) et de la trainée (a droite) en fonction du logarithme du nombre
de points pour les cas 5 et 6. En bas a gauche, ordre de convergence de la portance pour le cas 5
estimé a 3. En bas & droite, ordre de convergence de la trainée pour le cas 6 estimé a 2.5.



4.5 Exemples numériques

177

Figure 4.8: NACAO0012 a Mach 0.8 et avec un angle d’attaque de 1.25 degrés. Représentation des

iso-lignes de pression pour une adaptation sur la portance (en haut) et sur la trainée (en bas). Les
deux maillages comportent 80000 sommets.

Figure 4.9: NACA0012 & Mach 0.85 et avec un angle d’attaque de 1 degré. Représentation des

iso-lignes de pression pour une adaptation sur la portance (en haut) et sur la trainée (en bas). Les
deux maillages comportent 80 000 sommets.
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Figure 4.12: NACAO0012 a Mach 0.63 et avec un angle d’attaque de 2 degrés. Représentation des
poids v/V, P (en haut) et \/V,P (en bas) pour la densité pour le cas test 1 (& gauche) et le cas test
2 (a droite). Il représente le coefficient de réduction de taille prescrite par la pondération sur la taille
donnée par lerreur d’interpolation sur le flux de la densité.
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1.0000E+00 4 .0000E+00
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Figure 4.13: NACAO0012 4 Mach 0.8 et avec un angle d’attaque de 1.25 degrés. Représentation des
poids v/V, P (en haut) et /V,P (en bas) pour la densité pour le cas test 3 (a gauche) et le cas test
4 (a droite). Il représente le coefficient de réduction de taille prescrite par la pondération sur la taille
donnée par Ierreur d’interpolation sur le flux de la densité.
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1.0000E+00 4.0000E+00

| N |
0.0000E+00 2. 0000E+00 1 GO00E+01

Figure 4.14: NACA0012 & Mach 0.85 et avec un angle d’attaque de 1 degré. Représentation des
poids v/V, P (en haut) et \/V,P (en bas) pour la densité pour le cas test 5 (& gauche) et le cas test
6 (& droite). Il représente le coefficient de réduction de taille prescrite par la pondération sur la taille
donnée par Ierreur d’interpolation sur le flux de la densité.
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Demi-scramjet

Dans cet exemple, on illustre les capacités de ’état adjoint & prédire automatiquement les
zones de ’écoulement qui influent 1’évaluation de la fonctionnelle d’observation. On considére
un écoulement interne sur la géométrie du scramjet & un nombre de Mach de 3. On observe la
densité sur la moitié inférieure de la sortie de la géométrie comme illustré sur la Figure [4.15
La fonctionnelle d’observation est donnée par :

J(v,W>=L(p;£”>2dv

Cette fonctionnelle est trés intéressante car les extrémités de chaque partie centrale de la
géométrie (i.e., les pointes juste avant la sortie) émettent chacune une discontinuité de contact
trés difficile & capter. Pour illustrer cette difficulté, on remarque qu’elles ne sont pas (& peine)
visibles sur le résultat obtenu (densité) sur le maillage uniforme comportant 150 000 sommets
présenté au Chapitre 3, cf. Figure Il est a noter, qu’elles n’ont pas été captées avec
l'adaptation multi-échelles du Chapitre 3, cf. Figure[3.25] En effet, une discontinuité de contact
est visible sur la densité ou le nombre de Mach mais elle ne ’est pas sur la pression. Or,
I'adaptation a été réalisée sur la pression.

On a réalisé un total de 20 adaptations découpé en 5 étapes de complexités croissantes :
[1000, 2000, 4 000, 8000, 16 000] .

A chaque étape, 4 sous-itérations sont effectuées pour converger le maillage et la solution &
complexité fixée. La Figure[1.17 montre le maillage final adapté composé de 31 337 sommets et
61630 triangles, et les iso-valeurs et les iso-lignes de densité correspondantes. La Figure
est un gros plan sur 'extrémité finale du scramjet ou se situe la zone d’observation. On constate
que les régions qui n’influencent pas ou qui influencent peu ’écoulement sont maillées plus
grossiérement, comme les ondes de choc dans la région supérieure du scramjet comparées a
celles de la région inférieure, cf. Figure[d.17} Cela est encore mis en évidence sur la discontinuité
de contact émise par la pointe supérieure juste avant la sortie du scramjet qui est peu raffinée
alors que celle de la partie inférieure qui impacte directement la zone d’observation est maillée
trés finement, cf. Figure L’influence sur le calcul de la solution, et plus particuliérement
sur la densité, est illustrée sur la Figure [£.16] en bas a droite, en regardant le profil de densité
a la sortie du scramjet. Le profil de densité est précisément capturer sur la partie inférieure
alors que la résolution est trés grossiére sur la partie supérieure.

Les Figures et montrent 1’évolution du maillage et de la solution au cours
du processus adaptatif, aprés la convergence de chaque étape & complexité fixée. On voit
clairement que le processus adaptatif ciblé évolue au fur et & mesure que 'information qu’il
regoit s’améliore. En effet, initialement (pour les étapes 1, 2 et 3) le senseur considére que c’est
la partie supérieure du scramjet qui impacte le plus la fonctionnelle. En effet, le choc issue de la
pointe supérieure est alors la contribution principale de I’erreur dans la zone d’observation. Sa
précision dépend fortement des ondes de choc de la partie supérieure, elles sont donc adaptées.
Puis, on capture lors de ’étape 3 la discontinuité de contact émise par la pointe inférieure.
Alors que, lors de I'étape 4 (maillage du bas sur la Figure , le maillage est similairement
adapté dans les régions supérieure et inférieure. Finalement lors de la derniére étape, pour
encore améliorer la précision sur la fonctionnelle c’est la région inférieure du scramjet qui est

la plus raffinée, cf. Figure
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Figure 4.15: Maillage initial du scramjet et zone d’observation de la densité représentée par le
rectangle grisé.

Figure 4.16: Zoom sur le maillage final adapté et représentation de la densité a la sortie du scramjet.
En bas a droite, profil de la densité sur la région centrale de la sortie du scramjet. Les points du profil
correspondent aux sommets du maillage 2D.
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Figure 4.17: Maillage final adapté et représentation des iso-valeurs et iso-lignes de densité. On
remarque les différences de précision dans le maillage et dans la solution entre les régions qui influent
sur la zone d’observation et celles qui n’influent pas, alors que la solution réelle est symétrique.
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Figure 4.19: Iso-lignes de densités finales pour les quatre premiéres étapes du calcul adaptatif, i.e.,
pour des complexités de 1000, 2000, 4000 et 8000 de haut en bas.
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4.5.3 Prédiction optimale d'une signature de pression émise par un avion

On simule un écoulement supersonique autour d’un jet privé d’affaire, le SSBJ de Dassault
Aviation. Cette géométrie a déja été utilisée dans le Chapitre 3. Les conditions de I’écoulement
sont un nombre de Mach de 1.6 et un angle d’attaque de 3 degrés. L’objectif est de calculer
avec précision la signature de pression sur un plan & une distance de 100 métres sous ’avion.
On cherche & montrer la capacité de ’adaptation basée sur ’adjoint & capturer de maniére
optimale toutes les régions de ’écoulement, et seulement celle-1a, qui impacte la fonctionnelle
objectif. Pour l'illustrer, on considére un plan d’observation dont la largeur sera seulement de
2m alors que I'envergure de ’avion est de 17m. La fonctionnelle cible sur le plan d’observation

~ est donnée par :
2
D — Po
NMW=/<> dy,
4\ Poo

v={(z,y,2) ER*|100 <z <140, -1 <y <1, z = —100} .

avec

La zone d’observation -~y ainsi que sa position par rapport a 'avion sont représentées sur la
Figure [4.20]

Pour mettre en évidence, comme précédemment dans le cas du scramjet, 'optimalité
du maillage en terme de nombre de sommets en n’adaptant que les régions nécessaires a
I'observation de la fonctionnelle, on compare la précision obtenue sur la fonctionnelle par
I’adaptation ciblée avec une adaptation multi-échelles basée sur le hessien du nombre de
Mach en norme L2. On adapte sur le nombre de Mach car il regroupe la vitesse u, la pression

2
u
et la densité : M = M et est donc trés représentatif de I’écoulement.

TP

Pour la résolution, on utilise le solveur de HLLC et le schéma V4 couplé au limiteur de

Figure 4.20: Représentation du plan d’observation v et position relative par rapport au SSBJ.
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Figure 4.21: Maillage de surfaces adaptés du domaine de calcul, cas adjoint & gauche et hessien a
droite.

Dervieux. L’intégration en temps est effectuée par un schéma SSPRK d’ordre deux. La boucle
adaptative est composée de 30 adaptations dans chaque cas. Elle est découpée en 5 étapes
de complexité croissante [10000, 20 000, 40 000, 80 000, 160 000], dans lesquelles on réalise 6
sous-itérations. Les deux maillages finaux comportent environs 800 000 sommets. Les maillages
finaux pour chaque stratégie d’adaptation sont représentés Figure .23

Dans le cas d’'un écoulement supersonique, chaque irrégularité géométrique de 'avion émet
une onde de choc qui a la forme d’un céne. Une multitude d’ondes de choc est donc émise, elles
se propagent et focalisent tout autour de l'avion. Les Figures [£.23] [£.24] et [£.26] présentent
respectivement les maillages, les iso-valeurs du nombre de Mach et les iso-surfaces de nombre
de Mach obtenus & la derniére itération pour chaque méthode d’adaptation. Les résultats pour
I’adaptation basée sur I'adjoint sont présentés a gauche sur les figures et ceux de 'adaptation
multi-échelles & droite.

Pour I'adaptation basée sur 'adjoint, le maillage a été adapté au niveau de toutes les
ondes de choc qui focalisent sur le plan d’observation. Cela illustre notamment que les ailes
impactent le plan d’observation, cf. Figure [£.23]au milieu. Contrairement a ’adaptation multi-
échelles qui a adapté le maillage dans tous le domaine de calcul, on constate que les régions
n’influengant pas la fonctionnelle ne se sont pas raffinées avec cette nouvelle approche. On
peut citer :

e la région au dessus de ’avion,

e le sillage de 'avion, voir en particulier les iso-valeurs du céne du nombre de Mach sur

la Figure [4.26] (milieu),

e juste derriére Iavion les chocs sont raffinés en dessous pour un angle de plus de 180
degrés suivant I'axe z, cf. Figures [£.23] et (au milieu), puis cet angle diminue loin
derriére 'avion, cf. Figures et [4.24] (en bas),

e ou encore, on remarque que dans le cas d’une adaptation avec hessien, Figure [1.22] &
droite, les ondes de choc sont capturées dans tout le domaine comme en témoigne le
maillage de surface. A l'inverse, la méthode avec adjoint est insensible & ces ondes de
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choc qui n’influent pas sur la fonctionnelle laissant un maillage grossier partout sur la
frontiére, Figure [1.22] & gauche, sauf sur la zone d’observation qui est représentée sur la
Figure en bas a droite.

De plus, 'adaptation en norme L? tend & prescrire une taille de maille qui dépend de
I'intensité des ondes de choc. Un choc plus fort sera maillé avec plus de précision. Dans
cette simulation, on remarque que les chocs situés directement sous I'avion sont de plus faible
intensité que ceux émis latéralement par la voilure, Figure[£.23]en bas a droite. Par conséquent,
I'adaptation multi-échelles donne moins de crédit aux chocs qui impactent directement la
zone d’observation. A contrario, les chocs sous ’avion ne sont pas uniformément raffinés avec
I’approche par adjoint. On remarque que les chocs sous I'avion qui influent le plus la région
d’intérét sont plus précisément maillés, le tout en déraffinant progressivement le maillage
latéralement.

En conclusion, méme si la solution en adaptation multi-échelles semblent plus «jolie» car
bien calculée partout (Figure en haut), un grand nombre de degrés de liberté n’est
pas utilisé a bon escient ou méme est inutile pour le calcul de la fonctionnelle sur la zone
d’observation. Ceci impacte grandement la précision obtenue & méme complexité, comme on
peut le voir sur la Figure (bas, gauche) ot la fonctionnelle sur v est représentée. Tout
cela démontre bien 'optimalité de ’adaptation avec adjoint tant sur les régions qu’il a choisi
d’adapter que sur la précision qu’il impose pour la capture des phénoménes physiques.

Il est essentiel de rappeler que cette méthode est complétement automatique et fournit
I'optimal, alors qu’il nous semble difficile, si ce n’est impossible, d’établir une stratégie d’adap-
tation manuelle pour évaluer avec précision la fonctionnelle tout en réduisant le nombre de
degrés de liberté. En effet, on pourrait considérer une premiére approche qui consiste & amé-
liorer ’adaptation multi-échelles en ’appliquant seulement sur le demi-domaine sous ’avion.
Cependant, le maillage ne serait toujours pas optimal car des régions non nécessaires seraient
adaptées. Une deuxiéme approche manuelle serait d’adapter le maillage seulement entre I’avion
et la zone d’observation. Dans ce cas, les effets latéraux influencant la fonctionnelle seraient
oubliés, cf. Figure [4.25] en haut a gauche. Pour terminer, il est important de noter que dans
les deux cas, si on considére un contrdle de 'erreur d’interpolation basé sur le hessien pour la
prescription de taille, alors on est encore une fois non optimal dans le poids que 'on donne
aux phénomeénes physiques.

Figure 4.22: Représentations des plans de coupe a une translation prés suivant I’axe x utilisé.
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Figure 4.23: Coupes des maillages volumiques adaptés, cas adjoint & gauche et hessien a droite. Les
plans de coupe (milieu et bas) sont donnés par la Figure a gauche.
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Figure 4.24: Iso-valeurs du nombre de Mach dans les plans de coupes de la Figure[4.23] cas adjoint
a gauche et hessien a droite.
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Figure 4.25: Coupes volumiques des maillages adaptés (haut) et nombre de Mach sur ces plans
(milieu), pour les cas adjoint & gauche et hessien & droite. Le plan de coupe est donné par la Figure
a droite. En bas a gauche, coupe 1D suivant ’axe x dans le plan d’observation. En bas & droite, zoom
sur le maillage de surface sur la zone d’observation.
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Figure 4.26: Iso-surfaces du nombre de Mach, cas adjoint a gauche et hessien a droite. On distingue
plusieurs iso-surfaces en forme de dipoles dans le cas adjoint (milieu et bas) qui ne sont pas captés
dans le cas hessien. Dans le cas hessien, les tourbillons des bouts d’ailes sont capturées, alors que dans
le cas adjoint, ils sont ignorés.
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CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons introduit une stratégie reposant sur une analyse a prior: pour
décrire un maillage optimal dans le cas d’'une EDP et d’une fonction objectif. Cette analyse a
été appliquée au schéma numeérique volumes finis utilisé pour les calculs présentés dans cette
thése. Son application est relativement aisée dés lors que 1’état adjoint est disponible. Les
résultats sont fortement différents des calculs en erreur d’interpolation pure du Chapitre 3.
La précision sur la fonctionnelle est bien supérieure méme si le maillage est trés grossier dans
une grande partie du domaine.

Si on compare avec les autres méthodes contrélant I’erreur d’approximation, une des spé-
cificités de cette méthode est de reposer sur une analyse a priori. Dans I’étude menée dans
ce chapitre, on peut identifier certaines différences entre les deux approches. D’une part, les
estimations a posteriori sont aptes a prendre en compte 'erreur d’approximation dans sa
totalité. Elles permettent & partir d’une solution initiale de proposer un meilleur maillage
en le raffinant. D’autre part, I’analyse a priori, telle que celle proposée ici, prend en compte la
partie principale de I'erreur mais propose un algorithme pour définir un maillage optimal
vis-a-vis de ce terme. Méme si cette méthode est congue pour des solutions réguliéres, le com-
portement asymptotique lorsqu’elle est appliquée a des solutions peu réguliéres est cohérent.
Le bonus de cette approche, par rapport aux autres méthodes de la littérature, réside dans le
traitement intrinséque de 1’anisotropie qui se traduit par la grande qualité de la propagation
spatiale des chocs.

La combinaison des Chapitres 3 et 4 permet une flexibilité a 'utilisateur pour obtenir
une solution sur un maillage optimal. Il est évident que si I'objectif est d’obtenir la meilleur
évaluation sur une fonctionnelle alors la méthode de ce chapitre est la plus appropriée. Toute-
fois, elle ne remplace pas complétement ’approche plus classique du Chapitre 3 si 'on désire
controler globalement la précision de la solution.

Enfin, on donne quelques précisions sur les possibilités d’extension de cette approche. Dans
le cas elliptique linéaire [4], cette approche ne s’applique pas directement car ¥ — ¥ = 0, il
est alors nécessaire d’étudier les termes d’ordre deux, i.e., les R; et Dj. Cependant, dans le
cas des équations de Navier-Stokes compressibles, les flux visqueux ne sont pas linéaires par
rapport aux variables conservées. On peut donc s’attendre & ce que les termes de ’erreur prin-
cipale comportent des contributions d’erreurs d’interpolation sur les flux d’Euler et d’erreurs
d’interpolation sur les flux visqueux. La vérification de cette hypothése permettrait d’étendre
a ce contexte notre méthode.
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Modélisation et prédiction haute-fidélité du
bang sonique

INTRODUCTION

Le bang sonique est un phénomeéne acoustique créé quand un objet se déplace & une
allure supérieure a la vitesse du son locale. Dans le cas d’'un avion, les ondes de pression
qui s’accumulent autour de I’avion en régime transsonique ne se déplacent plus suffisamment
vite quand ’avion vole en régime supersonique. Les ondes de pression sont de plus en plus
comprimées. Lorsque ’avion passe le mur du son, une onde de choc est créée, les ondes de
pression ne s’écoulent plus autour mais mais au derriére de Pavion, cf. Figure[5.1]a gauche, les
nombreuses discontinuités en se propageant vers le sol se focalise en un petit nombre d’ondes
de choc de fortes intensités créant le fameux bang sonique.

A
i o,
St

Figure 5.1: A gauche avion de combat (F18) «passant le mur du son» et a droite, le concorde, avion
civil supersonique.

Il est & noter que ce bang est entendu sous la trajectoire de ’avion durant toute la phase de
vol supersonique. Cette onde de choc est actuellement la principale limite dans la conception
d’un avion supersonique. En 1’état, la contrainte environnementale empéche de répondre au
besoin économique. En effet, le bang sonique, outre les dégats matériels dus aux vibrations,
aurait un effet trés perturbant sur la population si elle était soumise réguliérement & ce bruit.
Les effets nuisibles du bang sur la santé sont : le manque de sommeil, I’hypertension, le risque
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d’infarctus ou de troubles psychologiques, .... Ces effets ont conduit & 'interdiction stricte
du vol supersonique pour des avions civils au dessus des terres. Par exemple, le Concorde,
cf. Figure a droite, en service de 1963 a 2003, était seulement autorisé a voler en régime
supersonique au dessus de l'océan pour réduire la géne sur la population. Autre exemple,
en 2005, 'armée israélienne a été forcée de s’excuser pour des bangs générés au dessus des
habitations[ﬂ La cible a atteindre pour espérer pouvoir effectuer des vols supersoniques au
dessus des terres est estimée & 15 Pa et 65 dBA. Aujourd’hui, de nombreux industriels et
laboratoires travaillent sur cette problématique, car il y a actuellement un réel marché pour un
avion d’affaire supersonique. La principale motivation est la réduction du temps de parcours.
Par exemple, sur le trajet New York-Los Angeles, on pourrait observer les temps de parcours
suivant le nombre de Mach :

Mach = 0.85 900 km.h—! — 5h
Mach = 0.98 1035 km.h~1 = 4 h 20 min
Mach = 1.8 = 1900 km.h—! = 2 h 15 min

~
~
~
~

Réduire le bang sonique représente donc un enjeu économique. Cependant, il n’existe pas
actuellement de forme conventionnelle qui permette de le réduire.

UN CHALLENGE NUMERIQUE

La création de prototypes grandeur nature pour I’étude du bang sonique cofite trés cher.
De plus, la mesure expérimentale du bang est tout aussi chére et compliquée. Le recours a la
simulation numérique semble inévitable. Le conception numérique d’un avion faible bang, low
boom en Anglais, est donc un challenge. En effet, la simulation numérique du bang sonique
est trés complexe principalement a cause des échelles du phénoméne : de 'ordre du millimétre
sur 'avion a plusieurs kilométres pour la propagation des ondes de choc jusqu’au sol. C’est
donc un phénomeéne naturellement multi-échelles.

Contrairement a 'approche expérimentale seule, ’approche numérique présente ’avantage
de pouvoir tester un grand nombre de formes. Les résultats sont ensuite corrélés par des
tests en soufflerie. Les formes sont généralement issues des méthodes d’optimisation [7], 1]
qui, & partir d’'une forme initiale, convergent vers une forme low boom. Cependant, dans les
méthodes d’optimisation, ’évaluation de la fonctionnelle cott (et de ses dérivées) est souvent
un ingrédient fondamental. Une prédiction fiable de la fonctionnelle est donc primordiale
avant toute phase d’optimisation. On propose dans ce chapitre I’étude de la prédiction du
bang sonique.

PLAN DU CHAPITRE

On rappelle dans une premiére partie le phénoméne physique.

Dans un deuxiéme temps, on décrit la modélisation du bang sonique que l'on propose. Elle
repose sur le couplage entre le calcul du champ proche, réalisé par un calcul CFD par une
méthode adaptative, avec la propagation du signal acoustique. Le calcul du champ proche est
validé par comparaison & des expérimentations.

Enfin, on propose une étude de trois géométries issues du projet européen HISAC. Les
bangs soniques de ces trois avions sont comparés. On analyse les problématiques liées & une
capture précise des bangs quand la géométrie devient complexe.

1. Palestinians hit by sonic boom air raids. The Guardian, 2005
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5.1 LE PHENOMENE PHYSIQUE DU BANG SONIQUE

Le bang sonique est un phénoméne acoustique associé aux objets se déplacant dans l'at-
mosphére & une vitesse supérieure a la vitesse du son. Ce phénomeéne a lieu tout au long du vol
supersonique et pas seulement lorsque ’avion passe le mur du son. Plus précisément, un avion,
lorsqu’il est en vol, comprime ’air tout autour de lui créant des surpressions et des dépressions
acoustiques, cf. Figure a gauche. Lorsque 'avion se déplace a une vitesse supersonique, les
ondes acoustiques qu’il émet focalisent & 'intérieur d’une région conique formant des ondes
de choc. Cette région est connue sous le nom de cone de Mach, cf. Figure a droite. Elle
représente une surface de discontinuité pour la majorité des variables thermo-dynamiques :
pression, densité, vitesse, entropie, ... Le son émis par 'appareil est inclus dans ce céne. Ce
cone a pour sommet le nez de I'avion et pour demi-angle a tel que sin(a) = ¢/a = M~}
ol ¢, a et M sont la vitesse du son, la vitesse de 'avion et le nombre de Mach, respecti-
vement. Chaque partie de la géométrie de I'avion émet son propre cone de Mach (nez, ailes
,...). Toutefois, ces ondes de choc se propagent dans I'atmosphére a différentes vitesses car
une surpression augmente la température de l'air et ainsi augmente la vitesse du son. Pour
un avion, ces ondes de choc se propagent sur d’assez grandes distances dans ’atmosphére
(plus de 10 kms) pour focaliser en une onde ayant la forme caractéristique d’'un N. Pour cette
raison, seul un «boom-boom» est entendu sur le sol & cause de la brusque augmentation de la
pression de I'air ambiant, i.e., les deux ondes de choc de la forme de N du signal acoustique.

Shock wave
\
&
o
o
co\\
&

SUBSONIC MACH 1 SUPERSONIC

Figure 5.2: Signal acoustique did a un objet mobile dans l’air. Lorsque l’objet dépasse la vitesse du
son, les ondes acoustiques focalisent créant des ondes de choc. Elles forment un coéne : le cone de
Mach.

Néanmoins, la présentation précédente est une description simplifiée du bang sonique. La
région au sol exposée au bang sonique s’étend horizontalement de chaque c6té du parcours de
lavion, sur une bande de 10 a 100 kms (en fonction des conditions de vol), voir Figure
C’est le couloir ot le bang sonique est entendu, on 'appelle carpette primaire. La largeur de
la carpette augmente avec l'altitude de vol. Pour des conditions atmosphériques normales, le
gradient de température courbe les ondes acoustiques vers le haut délimitant la largeur de
la carpette. En général, le signal acoustique dans cette carpette primaire présente 2 chocs,
donnant la célébre signature en forme de N, mais parfois plus. La forme des ailes et des autres
surfaces portantes influence la signature du bang sonique. L’altitude de croisiére est également
un facteur. Plus on augmente I'altitude, plus les ondes de choc ont du temps pour focaliser
en une onde en N. La vitesse de ’avion et les conditions atmosphériques sont également des
facteurs. Notez que, en général, I'intensité maximale du bang sonique est atteinte dans la
région directement sous le parcours de ’avion et son intensité baisse progressivement quand
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on s’éloigne latéralement de sa trajectoire.

De plus, les manceuvres, telles qu’une accélération, un virage ou une descente, peuvent con-
duire & une amplification locale du bang sonique. La forme du signal est alors considérablement
modifiée. La signature de pression au sol prend généralement la forme d’un U. Le bang sonique
focalisé résultant a des chocs positifs & I’avant et a 'arriére de la signature. Les intensités sont
plus élevées que dans la forme standard en N du bang. Le facteur d’amplification peut étre de
Pordre de 10 mais reste trés localisé. Au contraire, les manceuvres telles quune décélération
ou une ascension peuvent réduire le bang sonique. Le tableau ci-dessous résume les types de
bang sonique :

Onde U N N lisse
Localisation | Focalisation | Carpette primaire | Carpette primaire latérale
Amplitude 300 Pa 10 — 100 Pa < 10 Pa

Dans cette thése, on ne simule que le bang sonique émis par des avions en vol de croisiére.

Tout changement atmosphérique a une grande incidence sur le bang sonique. En particu-
lier, le vent, la température et la turbulence avant le sol influent d’une part sur la position et
la taille de la carpette primaire et d’autre part sur la forme et I'intensité du bang sonique. Par
exemple, les ondes en N peuvent étre transformées en ondes en U en raison de la turbulence
atmosphérique dans la couche limite de la terre (< 1 km d’altitude). La durée du temps de
montée (rise time) du bang est principalement affectée, ce qui a un fort impact sur la percep-
tion du boom au sol. Le temps de montée décrit le temps que la pression met pour atteindre le
premier choc & partir de ’état au repos. Plus le temps de montée est grand, moins on percoit
le bang sonique.

Régulation. Le bang sonique des avions supersoniques a un impact majeur sur ’environne-
ment. Cet impact est une géne pour les populations & cause du bruit et de I'effet de surprise.
Il peut également causer des dégats sur les batiments & cause des vibrations pouvant aller
jusqu’a I’endommagement des batiments dans le cas d’un de bang focalisé en forme de U.
En conséquence, il existe une interdiction formelle de vol supersonique au dessus des terres
dans la réglementation internationale actuelle. Pour espérer tout changement, le bang sonique

Supersonic airplane

Orthogonals (normal to shock waves) ’_“—,,7 Stratosphere
refracted by atmosphere

T AT

//1/11/] Txopopause//////////]/

Troposphere

Maximum boom ‘

‘ Boom heard on ground ‘

Figure 5.3: Illustrations du parcours des rayons acoustiques émis par ’avion. La région ot ces rayons
atteignent le sol est appelée carpette primaire.
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doit étre réduit mais 'accord des populations doit aussi étre gagné. A I’heure actuelle, les
recherches sont axées sur le développement d’une métrique permettant de juger si les bangs
sont acceptables ou non.

Réduire le bang sonique. D’un autre coté, beaucoup de travail est effectué sur la réduction
du bang sonique en modifiant la forme des avions. Tout d’abord, il a été démontré qu’une
réduction significative de 'amplitude des chocs est obtenue en réduisant la taille, i.e., le
poids, des avions. En effet, si le poids d’un avion supersonique est réduit de 340,000 kg &
environ 68,000 kg le premier choc du bang peut étre réduit de 143 Pa a environ 76 Pa [9)].
Par conséquent, la premiére étape est de se concentrer sur les avions d’affaire beaucoup plus
petits que les avions de transport. Plusieurs entreprises dans le monde travaillent & proposer un
avion supersonique avec une forme émettant un niveau de bang sonique faible. On peut citer
Lockheed Martin, Gulfstream Aerospace, Aerion, Boeing, la JAXA et Dassault Aviation. Ils
sont impliqués dans plusieurs programmes de recherche : Quiet Supersonic Platform (QSP)
aux Etats-Unis, High Speed Aircraft (HISAC) en Europe et Silent Supersonic Technology
Demonstration Program (S3TD) au Japon.

L’optimisation de forme pour les avions supersoniques étudie les coefficients aérodyna-
miques et le bang sonique. Elle aboutit & un probléme compliqué et mal posé. Réduire la
trainée et le bang sonique conduit généralement & des formes opposées. En effet, pour une
vitesse supersonique, une forme a faible trainée est une forme qui génére un niveau élevé de
bang car les ondes de choc sont attachées. De plus, il n’existe pas de forme classique pour
réduire le bang. Cette problématique est illustrée par la grande variété des formes proposées
dans tous les projets. Néanmoins, certains concepts naturels ont un impact majeur sur le
bang sonique. Par exemple, placer les moteurs au dessus des ailes réduit le volume sonore
du bang sonique au sol car une partie des ondes est propagée au dessus de 'avion. Une idée
plus difficile & réaliser consiste & retarder la focalisation des ondes de choc en une onde en N.
C’est-a-dire, I'objectif est de fractionner la premiére onde en plusieurs autres de plus petite
intensité en s’assurant que ces derniéres ne focalisent pas lors de la propagation jusqu’au sol.
Cela crée intrinséquement une augmentation du temps de montée (rise time) qui est bénéfique
dans la perception humaine du bang sonique. Autre aspect, plus on monte en altitude, plus
une onde de choc est atténuée lors de sa propagation dans I’atmosphére. En contrepartie, elle
a aussi plus de chance de se transformer en une onde en N. De plus, un