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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire est consacré a 1’étude d’équations aux dérivées partielles hyperboliques
non-linéaires du premier ordre, posées le plus souvent sous la forme de systemes de lois
de conservation :

d
O+ 0 fi(u) =0, (1.1)

J=1

I'inconnue u prenant ses valeurs dans un ouvert % de R", et les flux f; étant des fonc-
tions régulieres sur % a valeurs dans RY. De telles équations aux dérivées partielles
modélisent de nombreux phénomenes physiques d’évolution dans des domaines aussi variés
que la mécanique des fluides, I’éléctromagnétisme, ’élastodynamique, et d’une maniere
générale des phénomenes de propagation d’ondes en mécanique des milieux continus. Une
caractéristique fondamentale de ces équations est la propagation a vitesse finie de 'in-
formation, cette vitesse de propagation dépendant elle-méme de I'état du milieu. Cette
inter-dépendance entre la vitesse de propagation et I’état du milieu est la cause de la for-
mation de singularités, comme les ondes de choc, dans les solutions. Une fois que ces ondes
de choc se rencontrent et interagissent, elles peuvent donner naissance a d’autres ondes
comme des ondes de détente, des discontinuités de contact, ou encore des ondes soniques.
A partir de ce schéma général, nous pouvons concevoir une stratégie pour résoudre le
probleme de Cauchy associé au systéme (1.1), c’est-a-dire résoudre (1.1) pour une condi-
tion initiale uy donnée. Nous commencons par résoudre le probleme de Cauchy pour des
conditions initiales régulieres, nous étudions ensuite le cas des solutions représentant un
seul type d’onde (choc, détente, discontinuité de contact), puis nous essayons de résoudre
le cas des interactions entre plusieurs types d’ondes. Dans le cas de la dimension un
d’espace (d = 1), c’est essentiellement cette démarche qui meéne a 'existence globale de
solutions faibles pour des conditions initiales a variations bornées via le schéma de Glimm
ou l'algorithme de front-tracking. Il intervient une condition de petitesse sur la taille de la
condition initiale, cette condition assurant le controle uniforme en temps des interactions
entre les différentes ondes générées par la condition initiale. Nous renvoyons aux ouvrages
[13, 59] pour une exposition détaillée des résultats dans ce cas.

Dans le cas multi-dimensionnel (d > 2), le “programme” décrit ci-dessus est en re-
vanche beaucoup moins avancé, et la compréhension du probléme de Cauchy n’est encore
que tres partielle. Nous renvoyons aux ouvrages [44, 7] pour un panorama des principaux
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résultats connus a ce jour dont nous n’esquisserons ici que les grandes lignes. Le premier
pas, que nous devons a Kato [32], a été la résolution du probleme de Cauchy localement
en temps pour des données initiales régulieres. Le cadre fonctionnel est celui des espaces
de Sobolev H*® construits sur L?, I'indice s de régularité correspondant & 'injection dans
les fonctions de classe €!. Le choix de L? n’est pas innocent car le cadre LP, p # 2,
n’est en général pas adapté pour les systemes hyperboliques en deux ou trois dimen-
sions d’espace, voir les résultats de Brenner, Gues et Rauch [12, 24]. L’étape suivante
concerne les solutions faibles de (1.1) qui sont régulieres de part et d’autre d’une interface
que nous supposerons donnée par une équation {xy = @(t,x1,..., 24 1)}. Le premier cas
résolu fut celui des ondes de choc, que Majda traita dans [43, 42]. La méthode de Majda
consiste en premier lieu a se ramener a un probleme aux limites dans un demi-espace,
le front inconnu ¢ intervenant dans les conditions aux limites (qui sont les conditions de
Rankine-Hugoniot). Majda montre alors comment étendre la technique de Kreiss [36] a
ce type de conditions aux limites non-standard ('analyse de Kreiss [36] permet d’étudier
le cas ou le systeme (1.1) est posé dans un domaine fixe avec des conditions aux limites
ne dépendant que de la trace de la solution a Uintérieur). L’analyse de Majda passe en
particulier par la notion de “stabilité uniforme” sur laquelle nous reviendrons par la suite,
et qui est une hypothese centrale pour obtenir les résultats de [43, 42]. Cette notion est
I’extension au cas des problemes avec un front de la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme qui intervient dans le cas d’un probleme aux limites posé dans un domaine fixe,
voir par exemple [36, 7, 15]. Signalons qu’indépendamment de Majda, Blokhin [9, 10] a
obtenu des résultats analogues pour le systeme de la dynamique des gaz. Toutefois, les
résultats de Blokhin ne semblent pas directement applicables a n’importe quel systeme
de la forme (1.1), tandis que 'approche de Majda ne requiert que des hypotheses struc-
turelles sur (1.1) qui ont l'avantage d’étre vérifiées dans bon nombre d’applications. A
la suite des travaux de Majda, de nombreux problemes voisins ont été résolus en sui-
vant une démarche similaire. Harabetian [27] a ainsi résolu le probleme de Cauchy pour
une donnée initiale ug réguliere de part et d’autre d’une hypersurface dans le cadre des
fonctions analytiques, Métivier [47] a résolu 'interaction entre deux chocs uniformément
stables (dans ce cas, la solution de (1.1) présente deux fronts {x4 = @1(t,21,...,24-1)}
et {zq = walt,x1,...,24-1)} qui coincident en ¢t = 0), Alinhac [1] a résolu les ondes de
détente (dans ce probleme, la solution présente deux fronts caractéristiques et se rac-
corde continiment entre les deux fronts). Métivier [48] a étudié ensuite les chocs de faible
amplitude, un probleme qui a requ un traitement définitif par Francheteau et Métivier
[19], puis Métivier [49] et Sablé-Tougeron [58] ont étudié les ondes soniques (qui sont
des solutions continues de (1.1) dont le gradient présente des discontinuités). Enfin, mais
la liste est loin d’étre exhaustive, Freistiihler [20] a étendu les résultats de Majda aux
chocs sous-compressifs pour lesquels il convient d’ajouter des conditions aux limites en
plus des conditions de Rankine-Hugoniot. A I'exception du travail d’Harabetian qui traite
des solutions analytiques, le cadre des travaux mentionnés ci-dessus est celui des espaces
de Sobolev construits sur L? (dans le cas des problemes avec un front caractéristique, il
peut étre nécessaire d’introduire des espaces avec une régularité conormale par rapport
au bord).

La premiere partie de ce mémoire est consacrée a étendre les résultats de Majda au
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cas de fronts qui ne sont pas uniformément stables. Les motivations sont multiples. Tout
d’abord, il existe de nombreux exemples de problemes aux limites hyperboliques qui ne
satisfont pas ’hypothese de stabilité uniforme (ou I'hypotheése de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme dans le cas d’un probleme aux limites standard sans front). Nous nous concentrerons
dans ce mémoire sur trois problemes typiques, qui sont les suivants :

e les ondes de choc pour le systeme des équations d’Euler isentropiques,

e le modele de transitions de phase liquide-vapeur isothermes étudié par Benzoni [4],

e les discontinuités de contact pour le systeme des équations d’Euler isentropiques.
Dans certains régimes des parametres, et selon la dimension d de l'espace, ces trois
problemes présentent tous la particularité de mettre en défaut la condition de stabilité
uniforme hors des points “glancing” du cotangent au bord. Nous expliciterons plus loin
toutes ces notions. Le probleme est alors de savoir si nous pouvons montrer des résultats
de stabilité linéaire et non-linéaire analogues a ceux de Majda pour de tels problemes.
Nous répondrons positivement a cette question. Plus généralement, il est connu depuis les
résultats de Kreiss [36] et Majda [43, 42] que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
est suffisante pour assurer le caractere bien-posé des problemes aux limites hyperboliques
linéaires et non-linéaires, et il est naturel de se demander si cette condition est également
nécessaire. Nos résultats montrent que cette condition n’est pas nécessaire pour que les
problemes aux limites hyperboliques soient bien-posés, a condition toutefois d’autoriser
une perte de régularité entre les données et la solution. Nos résultats couvrent a la fois des
situations ot le bord du domaine, ou bien le front, est caractéristique (c’est le cas pour
le probleme des discontinuités de contact), et des situations ot le bord du domaine, ou le
front, est non-caractéristique (les ondes de choc, les transitions de phase liquide-vapeur).
La démarche que nous avons adoptée reprend les grandes lignes de la méthode de Majda
et peut se décomposer selon les grandes étapes suivantes :

1. Montrer des estimations a priori pour les problemes a coefficients constants,
2. Montrer des estimations a priori pour les problemes a coefficients variables,
3. Vérifier le caractere bien-posé des problemes linéaires,

4. Vérifier le caractere bien-posé des problemes non-linéaires.

La premiere partie de ce mémoire reprendra une a une chacune de ces étapes. Il est oppor-
tun de dégager une structure commune suffisamment générale pour décrire les problemes
étudiés, ceci afin de pouvoir appliquer ’analyse au plus de situations possibles. Il est ce-
pendant difficile d’englober tous les problemes dans une seule et méme classe. Autant il
semble abordable d’écrire un résultat général pour les discontinuités non-caractéristiques,
autant il semble encore délicat de dégager une structure générale pour les discontinuités
caractéristiques. Nous expliquerons cette difficulté en insistant sur les points essentiels
de l'analyse dans cette situation. Nos résultats pour les discontinuités caractéristiques
seront donc limités au cas particulier des discontinuités de contact pour le systeme des
équations d’Euler isentropiques. Le cas techniquement plus favorable des discontinuités
non-caractéristiques permet une présentation générale que nous adopterons ici.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée a des systémes de la forme (1.1) qui
tiennent compte de forces de relaxation, par exemple des forces de frottement, ou bien qui
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tiennent compte d’un autre phénomene ayant un effet dissipatif sur le systeme considéré.
De maniere générale, nous étudierons des systemes de la forme :

Ay + Z Oy, f(u) = b(u), (1.2)

ou la fonction b apparaissant dans le second membre de (1.2) enverra continiment 1’espace
H?® dans lui-méme (soit pour tout s, soit pour tout s suffisamment grand). Sans autre
hypothese sur b, on ne peut bien-stur pas espérer que le comportement des solutions de
(1.2) soit meilleur que le comportement des solutions de (1.1). Nous nous intéresserons
ici a des problemes ou le second membre b tend a ramener les solutions u vers un état
d’équilibre constant. Schématiquement, et bien que nous ne traiterons pas de problemes
dans un cadre aussi général, nous considererons des fonctions b telles que pour tout wug
dans l'espace H®, le systeme d’équations différentielles ordinaires :

du

dt
admet une solution définie pour tout ¢ > 0, cette solution tendant vers 0 quand ¢ tend
vers +00. Le systeme (1.2) exprime alors une compétition entre ces forces de rappel et
le mécanisme hyperbolique classique décrit plus haut qui tend a former des singularités
en temps fini. La seconde partie de ce mémoire est consacrée a deux situations ot nous
étudierons cette compétition entre I’explosion hyperbolique et la dissipation due au terme
source b :

b(u)

1. La limite de forte relaxation, qui correspond au cas ou dans (1.2) le terme source
b(u) est remplacé par b(u)/e, et ou nous chercherons & décrire le comportement
asymptotique des solutions lorsque ¢ devient infiniment petit.

2. La théorie du transfert radiatif ou les équations d’Euler de I'hydrodynamique sont
couplées avec une équation elliptique décrivant les radiations. Le terme source b
prend dans ce cas la forme d’un multiplicateur de Fourier, qu’il est possible d’écrire
sous la forme d’un opérateur de convolution.

D’une maniere générale, nous traiterons des situations ou la dissipation I’emporte sur ’ex-
plosion hyperbolique, ce qui permet d’obtenir des solutions régulieres globales en temps. Il
est en effet nettement plus aisé d’étudier ce cas de figure car nous disposons de techniques
performantes pour I'étude des solutions régulieres. Le cas ou l’explosion hyperbolique
I’emporte sur la dissipation est techniquement beaucoup plus difficile, tout d’abord parce
que la compréhension du probleme de Cauchy pour (1.1) est encore partielle dans le cas
multidimensionnel, mais aussi parce que les situations ot nous savons résoudre globale-
ment le probleme de Cauchy ne supportent pas forcément bien l'incorporation de termes
d’ordre inférieur. Pour I'étude des solutions régulieres, la principale difficulté que nous
rencontrerons viendra du fait que la dissipation introduite par le terme source b ne porte
a priori que sur certaines composantes de u car b aura des composantes identiquement
nulles, et nous voudrons nénmoins montrer que toutes les composantes de u bénéficient
d’un effet dissipatif.

La limite de forte relaxation évoquée ci-dessus se rencontre par exemple dans la
théorie des équations cinétiques. En effet, pour un ensemble de particules décrit de
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maniere cinétique, lorsque le libre parcours moyen des particules devient infiniment petit,
I’évolution de la densité de particules tend dans de nombreux cas vers un comportement
macroscopique diffusif. 11 est par ailleurs possible d’approcher formellement 1’équation
cinétique par les équations satisfaites par les N premiers moments de la densité de parti-
cules. Se pose alors la question de savoir quel est le comportement des solutions du systeme
des moments quand le parametre décrivant le libre parcours moyen devient infiniment pe-
tit. Si le comportement asymptotique est lui-méme un régime de diffusion, le systeme des
moments sera cohérent avec 'asymptotique de diffusion et nous pourrons légitimement
approcher 'équation cinétique par son systeme des moments, par exemple dans un but
de simulations numériques. Un premier obstacle vient cependant du fait que le systeme
d’équations vérifié par les N premiers moments n’est en général pas fermé, car il fait inter-
venir le NV + 1-ieme moment. Il existe de nombreuses procédures de fermeture approchée.
Pour la procédure dite de minimisation d’entropie proposée par Levermore [40, 41], nous
montrerons que le comportement asymptotique des solutions du systeme des moments est
bien décrit par un régime diffusif, ce qui répond a une question posée dans [40] et rend
pertinent I'approximation de la densité de particules par ses moments dans I’asymptotique
de diffusion. Ce premier probleme que nous résoudrons est tres proche de la limite de forte
relaxation pour les équations d’Euler de I’hydrodynamique avec une force de frottements.
En adaptant la méthode utilisée pour traiter le systeme des moments de Levermore, nous
justifierons que la limite de forte relaxation pour le systeme d’Euler isotherme avec frot-
tements correspond a un régime de diffusion pour la densité du fluide. Notre résultat
étendra ainsi au cas multidimensionnel le résultat de Junca et Rascle [30]. Le probleme
analogue pour les équations d’Euler isentropiques a été résolu par Sideris, Thomases et
Wang [61]. Nous traiterons enfin 'approximation des équations d’Euler par le systeme dit
de relaxation en pression. Ce systeme a été introduit par Chalons et Coquel [14] & des fins
numériques car il présente I'avantage d’avoir tous ses champs caractéristiques linéairement
dégénérés. Son probleme de Riemann se résout explicitement et permet de construire a
moindre cout un solveur de Riemann approché pour les équations d’Euler, cette procédure
ayant ’avantage de s’appliquer a des lois de pression tres générales. Nous justifierons que
les solutions de ce systeme relaxé convergent effectivement vers les solutions des équations
d’Euler quand le parametre de relaxation tend vers 'infini. Des simulations numériques
viendront confirmer cette convergence dans des situations pour lesquelles les résultats
théoriques ne s’appliquent pas.

La seconde situation que nous étudierons dans cette thématique des systemes hy-
perboliques dissipatifs concerne le couplage des équations de ’hydrodynamique avec les
radiations. De tels modeles se rencontrent notamment en astrophysique pour décrire les
phénomenes a haute température. Comme nous I'avons indiqué plus haut, 'opérateur b in-
tervenant dans le modele est ici un multiplicateur de Fourier qui provient de la résolution
d’une équation elliptique. Le symbole de b est une fonction négative bornée. Pour ce
systéme, un résultat de Kawashima, Nikkuni et Nishibata [33] assure que des données
initiales petites conduisent a des solutions régulieres globales en temps, qui convergent
asymptotiquement en temps vers un état d’équilibre. La dissipation peut donc étre suf-
fisamment forte pour contrecarrer le phénomene d’explosion hyperbolique. Nous nous
intéresserons pour ce systeme au probleme des profils de choc, qui sont des ondes pro-
gressives reliant deux états définissant une onde de choc solution des équations d’Euler.
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Nous montrerons l'existence de telles ondes progressives pour des états asymptotiques
voising ainsi qu'une propriété de stabilité asymptotique en temps. Cette propriété permet
d’espérer pouvoir calculer ces ondes progressives par des schémas numériques traitant le
couplage entre les termes de convection de 'hydrodynamique et le terme source b de cou-
plage avec les radiations. Nous construirons un tel schéma numérique et vérifierons qu’il
permet effectivement de calculer les profils de choc.

Nous citons maintenant les articles correspondant aux résultats contenus dans ce
mémoire. Les résultats du chapitre 2 sur les problemes aux limites hyperboliques mul-
tidimensionnels proviennent des articles suivants :

[A] J.-F. COULOMBEL, Weak stability of nonuniformly stable multidimensional shocks,

SIAM Journal on Mathematical Analysis, 34 (1) : 142-172, 2002.

[B] J.-F. CouLOMBEL, Weakly stable multidimensional shocks (Chocs multidimension-
nels faiblement stables), Annales de ’Institut Henri Poincaré - Analyse non-linéaire,
21 (4) : 401-443, 2004.

[C] J.-F. COULOMBEL, P. SECCHI, The stability of compressible vortex sheets in two
space dimensions, Indiana University Mathematics Journal, 53 (4) : 941-1012, 2004.

[D] J.-F. CouLOMBEL, A. MORANDO, Stability of contact discontinuities for the no-
nisentropic Euler equations, Annali dell’universita di Ferrara, 50 : 79-90, 2004.

[E] J.-F. COULOMBEL, Well-posedness of hyperbolic Initial Boundary Value Problems,
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 84 (6) : 786-818, 2005.

[F] J.-F. CouLoMBEL, P. SECccHI, Nonlinear compressible vortex sheets in two space
dimensions, Annales Scientifiques de [’Ecole Normale Supérieure, 2008.

Les résultats du paragraphe 3.1 sur la limite de forte relaxation proviennent des articles
suivants :

(G] J.-F. COULOMBEL, F. GOLSE, Th. GOUuDON, Diffusion approximation and entropy
based moment closure for kinetic equations, Asymptotic Analysis, 45 (1-2) : 1-39,
2005.

[H] J.-F. CouLoMBEL, Th. GOUDON, Entropy based moment closure for kinetic equa-
tions : Riemann problem and invariant regions, Journal of Hyperbolic Differential
Equations, 3 (4) : 649-671, 2006.

I} J.-F. CouLoMBEL, Th. GOUDON, The strong relaxation limit of the multidimensio-
nal isothermal Euler equations, Transactions of the American Mathematical Society,
359 (2) : 637-648, 2007.

[J] C. CHALONS, J.-F. COULOMBEL, Relaxation approximation of the Euler equations,
Preprint.

Les résultats du paragraphe 3.2 concernant 1’étude du transfert radiatif proviennent des
articles suivants :

K] C. LiN, J.-F. CouLoMBEL, Th. GOUDON, Shock profiles for nonequilibrium ra-
diating gases, Physica D, 218 (1) : 83-94, 2006.

[L] C. LiN, J.-F. CouLoMBEL, Th. GOUDON, Asymptotic stability of shock profiles
in radiative hydrodynamics, Comptes Rendus de [’Académie des Sciences - Série
Mathématique, 345 (11) : 625-628, 2007.

[M] J.-F. CouLoMBEL, P. LAFITTE, Computation of shock profiles in radiative hy-
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Chapitre 2

Problemes aux limites hyperboliques
multidimensionnels

Ce chapitre expose nos résultats sur les problemes aux limites hyperboliques multidi-
mensionnels. Un premier paragraphe est consacré aux problemes linéaires a coefficients
constants. Nous y rappelons la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et introduisons
la notion de stabilité faible. Cette notion de stabilité faible conduit a une estimation
d’énergie présentant une perte de régularité entre les termes source des équations et la
solution. Un second paragraphe est consacré a I’extension de ce premier résultat au cadre
des problemes aux limites linéaires a coefficients variables. Nous étendons la notion de
stabilité faible pour de telles équations et montrons comment cela conduit a la méme
estimation d’énergie que pour des coefficients constants. Nous montrons ensuite com-
ment ’estimation a priori assure le caractere bien-posé du probléeme aux limites. Dans un
troisieme paragraphe, nous montrons comment ces résultats sur des problemes linéaires
permettent d’aborder ’étude de problemes non-linéaires, en particulier I’étude des solu-
tions régulieres par morceaux de systemes de lois de conservation. Apres avoir détaillé des
exemples issus de modeles physiques, nous définissons la notion de front faiblement stable
qui étend les précédentes notions de stabilité faible au cas des systemes non-linéaires de
lois de conservation, et montrons I’existence locale en temps de fronts faiblement stables.
Un quatrieme paragraphe est consacré a des résultats analogues dans le cas moins favo-
rable d'un front caractéristique. Nous espérons que cette présentation des problemes par
ordre de difficulté croissante permettra au lecteur, malgré certaines répétitions, d’aborder
plus aisément les résultats de ce chapitre.

2.1 Probléemes linéaires a coeflicients constants

Dans ce premier paragraphe, nous allons tout d’abord rappeler les principaux points
de T'analyse par modes normaux pour les problemes aux limites hyperboliques. Nous
rappelons la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et définissons la notion de stabilité
faible qui intervient dans les résultats exposés tout au long de ce chapitre. Nous voyons
enfin comment la notion de stabilité faible meéne a une estimation d’énergie avec perte
d’une dérivée. Pour commencer, nous introduisons quelques notations sur les espaces
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fonctionnels utilisés dans ce chapitre.

2.1.1 Espaces fonctionnels et normes

Nous notons R := {(t,z,...,24) € R /24 > 0}, la frontiere de R étant RY.
La premiere coordonnée dans R? est donc ¢, et les coordonnées suivantes z1, ..., T4_; La
norme usuelle de L?(R1%), resp. L?(RY), est notée || - | 2gi+ay, resp. || - || L2(ra). Pour tout
+
réel s et tout v > 1, nous définissons 'espace :

Hi(]Rd) = {ue 2R ) exp(—yt)u € H*(RY)}.

Cet espace est muni de la norme [|u|| s ey := [| exp(=7E)u| s (ra), oW ||-|| i+ (may €st la norme
usuelle sur H*(R?) définie & I'aide de la transformée de Fourier. L’espace L*(R*; H5(R?))
est alors muni de la norme :

—+00
ey o= [ Ntz

Il s’agit d’un espace de Sobolev anisotrope ol nous ne mesurons que la régularité tangen-
tielle par rapport a la frontiere {z, = 0}.

Pour tout réel T nous notons Qr, resp. wr, I'ensemble Q7 = R N {t < T}, resp.
wr = RN {t < T}. Pour tout entier m et pour tout v > 1, nous définissons I'espace de
Sobolev a poids HZ*(€2r) comme :

H'(Qr) = {u € 2'(Qr) | exp(—t)u € Hm(QT)} :

La définition de H!"(wr) est similaire. La norme sur HI"*({r) est définie par :

[ull ey == > ™ L exp(—t) 0%ull 20

la<m

ot1 la sommation a lieu sur les multi-entiers o € N'*4 et || désigne la longueur de . Cette
norme est équivalente a la norme || exp(—vt) u| gm(,) et la constante dans I’équivalence
des normes est indépendante de v > 1 et de T'. La norme de H!"(wr) est définie de maniére
similaire. Ainsi I'espace L*(R*; H"(wr)) est muni de la norme :

Hu|\L2(R+;ng(wT)) = Z Al | exp(—71) 0%ul| L2025

laj<m

ol cette fois la sommation a lieu sur les multi-entiers o € N?, les dérivées 9%u ne portant
pas sur la variable normale x4 mais seulement sur les variables tangentielles t, x1, ..., xq_1.

2.1.2 Stabilité uniforme et stabilité faible

Nous considérons un probleme aux limites dans led de la forme :

{Lu = Oyu + Z?:1 AjOpu+Du=f, dans R (2.1)

Bu=g, sur RY.
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Les matrices Ay, ..., Ay, D appartiennent a .#xn(R) et B € .4, n(R), 'inconnue u étant
a valeurs dans R”Y. Nous faisons I’hypotheése d’hyperbolicité suivante :

Hypotheése 2.1 (Hyperbolicité a multiplicité constante). Il existe un entier ¢ > 1, des
applications Ay, . .., N, analytiques sur R4\ {0}, homogénes de degré 1 et a valeurs réelles,
et des entiers strictement positifs oy, ..., oy tels que :

(7 — (€)™

1

d
VE=(&,....6) € R\ {0}, det (TJ—Zngj) _
j=1

q
k=

De plus, les valeurs propres Ai(§), ..., A\(§) sont semi-simples (leur multiplicité géométri-
que est égale a leur multiplicité algébrique pour tout &) et vérifient A\ (&) < -+ < A(§)
pour tout & € R4\ {0}.

L’hypothese 2.1 recouvre notamment le cas des systemes strictement hyperboliques
(les valeurs propres A; sont toutes simples), et des systemes importants de la physique
comme les équations d’Euler linéarisées autour d’un état constant. Elle assure par ailleurs
que le probleme de Cauchy pour l'opérateur L est globalement bien-posé dans tous les
espaces H*(R?). Nous faisons maintenant 1'hypothese que le bord {zy = 0} est non-
caractéristique :

Hypotheése 2.2 (Bord non-caractéristique). La matrice Ay est inversible et la matrice
B est de rang mazximal, son rang p étant égal au nombre de valeurs propres strictement
positives de Ay (comptées avec leur multiplicité).

Supposons pour l'instant que la matrice D intervenant dans (2.1) est nulle. L’ana-~
lyse par modes normaux de (2.1) consiste & introduire tout d’abord un poids expo-
nentiel en posant comme nouvelle fonction inconnue v := exp(—yt)u, puis a effectuer
une transformée de Fourier dans les variables tangentielles ¢,y := (z1,...,24-1). En no-
tant 7, = (n1,...,n4-1) les variables duales de t,y par la transformée de Fourier, et en
définissant la matrice :

d—1
A () = —i A]! ((T — i) I + an Aj> , C:=(1—iy,n) € C xR, (2.2)
j=1

nous obtenons un systeme d’équations différentielles ordinaires qui s’écrit :

dv

— =d()v+ F 0

dl’d (C)U—i- , Zg >0, (23>
B/ﬁ:G, l’dzo.

La remarque cruciale de Hersh [28] est que la matrice 7(¢) n’a pas de valeur propre
imaginaire pure tant que v > 0. Son sous-espace stable E*(() est donc de dimension
constante égale a p et dépend analytiquement de ( lorsque ¢ parcourt {z € C/Im z <
0} x R4, La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est définie comme suit :
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Définition 2.1 (Condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme [36]). Sous les hypotheses 2.1
et 2.2, nous dirons que le probleme (2.1) vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
(CKU en abrégé) s’il existe une constante k > 0 telle que :

Vie{zeC/Imz<0} xR VYV eE(), |BV|>k|V]. (2.4)

Si le probleme (2.1) vérifie la CKU, nous avons une estimation a priori sans perte :
Y el sy + Nt ol 22 ey HLuHLz @ity + 1B U o1z @) -

Une conséquence importante des hypotheéses 2.1 et 2.2 est que le sous-espace stable E*(()
admet un prolongement continu en tout point ¢ € R?\ {0}, voir Métivier [50] ou Kreiss
[36] dans le cas strictement hyperbolique. Ce prolongement est & comprendre dans la
variété grassmannienne des sous-espaces de CV de dimension p. Si nous continuons de
noter £°(¢) ce prolongement, la CKU se caractérise de la maniere suivante :

Proposition 2.1. Sous les hypothéses 2.1 et 2.2, le probleme (2.1) vérifie la CKU si et
seulement si pour tout ¢ € {z € C/Im z < 0} x R non-nul, KerB N E*(¢) = {0}.

Lorsque ¢ € R4\ {0}, le prolongement E*(¢) contient toujours le sous-espace stable de
la matrice <7 ((), mais en général I'inclusion est stricte car E*(() contient également tout
ou partie du sous-espace central de <7 ((). Dans le cas des équations d’Euler linéarisées,
I'inclusion est stricte en tout point ¢ € R4\ {0}.

Remarquons que l'application (¢ +— FE*({)) est positivement homogene de degré 0,
de sorte que nous pouvons nous restreindre dans la proposition 2.1 a des ¢ de norme 1.
Comme nous utiliserons cette propriété par la suite, nous introduisons la demi-sphere :

E::{C:(z,n)GCXRd_l/ImZSOet |z|2+|n|2:1}.

La frontiere de ¥ sera notée 3, de sorte que ¥y = S?! la sphere unité de R%. L’ensemble
des fréquences est = := {s(, s >0 et € X}.

Nous allons maintenant définir la notion de stabilité faible pour le probleme aux limites
(2.1). Cela nécessite au préalable de définir les points glancing :

Définition 2.2 (Points glancing). Soit &4 Uensemble des (7,€) € R x (R?\ {0}) tels qu’il
existe un entier k € {1,...,q} vérifiant :

T—=M(§) =5 =

0 =

Sim(9) désigne la projection de d sur les d premiéres coordonnées (autrement dit w(T,§) =
(1,&1,...,€a-1)), Uensemble des points glancing T est défini comme T := m(4) NS4~

L’ensemble T' est un sous-ensemble fermé (donc compact) de ¥q. D’apres [50] nous
savons qu’au voisinage de tout point ¢ € X\ I, le sous-espace £°(() admet une base qui
dépend analytiquement de (. Notre condition de stabilité faible peut se formuler comme
suit :



PROBLEMES AUX LIMITES HYPERBOLIQUES MULTIDIMENSIONNELS 13

Définition 2.3 (Condition de stabilité faible). Sous les hypothéses 2.1 et 2.2, nous dirons
que le probléme (2.1) vérifie la condition de stabilité faible si les propriétés suivantes sont
satisfaites :
o [l existe une fonction o de classe € sur ¥ et a valeurs réelles telle que pour tout
(e X, KerBNE*(() # {0} si et seulement si ( € Xg et o(¢) = 0.
o Les ensembles I' et {C € ¥/ o(¢) = 0} sont disjoints.
o Il existe un voisinage ¥V de {¢ € Xy /0o(¢) = 0} dans X, une base e1(C), ..., e,(()
de E*(C) dépendant de maniére € de ¢ € ¥, et une matrice P(¢() € GL,(C)
dépendant de maniére € de ( € V', tels que :

v¢e?, P)B (ei(Q) ... () =dag (y+i0((),1,...,1).

Rappelons que si la CKU est violée dans la région {v > 0}, autrement dit dans
3\ X, alors le probleme (2.1) est mal-posé dans tous les espaces de Sobolev méme si
nous autorisons une perte arbitrairement grande de dérivées, voir par exemple [7]. C’est
la raison pour laquelle dans la définition 2.3 nous n’autorisons la CKU a dégénérer que
dans la région ¥y. Par rapport a l'estimation (2.4), nous autorisons ici la constante x a
s’annuler “comme 7 + |o|” en des points non-glancing. Le cas ou la CKU dégénére en un
point glancing semble hors d’atteinte avec nos techniques, voir par exemple Benzoni et
Freistiihler [8, appendice C]. Bien entendu, la définition 2.3 ne présente un intérét que
dans le cas ou la fonction o s’annule effectivement en certains points de X, ce que nous
supposerons tacitement par la suite. Dans le cas ou ¢ ne s’annule pas sur Yy nous sommes
ramenés a un probleme vérifiant la CKU.

La définition 2.3 s’étend directement au cas ou la condition aux limites dans (2.3) est
de nature symbolique, c’est-a-dire quand nous remplagons la condition Bv(0) = G par
une condition de la forme B(()v(0) = G ou la matrice B est autorisée a dépendre des
fréquences (, en demandant que B(() soit une fonction homogene de degré 0 de ¢ € =.
Nous rencontrerons ce type de conditions aux limites dans I'étude des fronts.

La définition 2.3 permet d’englober la plupart des cas déja répertoriés dans la littéra-
ture de problemes aux limites hyperboliques ne satisfaisant pas la CKU. En effet, la
définition 2.3 englobe tout d’abord la classe de probléemes étudiés par Sablé-Tougeron [57]
pour lesquels la CKU n’est pas satisfaite dans la région elliptique de X, c’est-a-dire qu’en
un point ¢ € ¥y vérifiant o(¢) = 0, la matrice o7 ({) n’a pas de valeur propre imaginaire
pure. En un tel point le sous-espace prolongé E*(() coincide avec le sous-espace stable
de &7((). La définition 2.3 englobe également la classe dite WR. introduite par Benzoni,
Rousset, Serre et Zumbrun [6]. Pour ces problemes, les points ot la CKU n’est pas satis-
faite se situent dans la région hyperbolique de ¥y. Le symbole 27 ({) y est diagonalisable
de maniere analytique par rapport a ¢ et a valeurs propres imaginaires pures. Cependant,
nous verrons plus loin que le modele des transitions de phase liquide-vapeur étudié par
Benzoni [4] ne releve d’aucune de ces deux catégories. L'intérét d’introduire la définition
2.3 réside donc dans le fait que nous autorisons la coexistence de modes elliptiques et
de modes hyperboliques aux points de violation de la CKU. Nous allons voir maintenant
comment la notion de stabilité faible mene a une estimation d’énergie a priori pour le
probleme (2.1).
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2.1.3 Estimations d’énergie a priori [A]

Nous expliquons a présent comment la condition de stabilité faible définie précédem-
ment permet de montrer une estimation d’énergie a priori pour le probleme (2.1). Notre
résultat est le suivant :

Théoréme 2.1. Soit D € #n(R). Si les hypothéses 2.1 et 2.2 sont vérifides et si le
probléme (2.1) vérifie la condition de stabilité faible, alors il existe 9 > 1 tel que pour

tout v > o et tout u € E€g°(RY™), nous avons :

1
v ||U|Ii%(R1++d) + “ulzd:oHi%(Rd) N ? ||Lu||%2(R+;H§(Rd)) + ? ||Bu\zd:0||§{%(Rd) :

Nous montrons donc ici une estimation avec perte d'une dérivée sur le bord, et une
dérivée tangentielle a I'intérieur du domaine. Le point crucial du théoreme 2.1 est que les
hypotheses 2.1 et 2.2 ainsi que 'hypothese de stabilité faible ne portent que sur la partie
principale de 'opérateur L et sur la matrice B. En revanche, le résultat du théoreme 2.1
a lieu indépendamment du terme d’ordre 0 que nous incorporons a L. Ce terme d’ordre
0 ne peut pas étre traité comme un terme source a estimer “dans le membre de droite”
et a absorber en choisissant vy grand, car I’estimation du théoreme 2.1 fait intervenir une
perte de dérivée a l'intérieur du domaine. Nous devons donc trouver une procédure pour
montrer I'estimation d’énergie avec un terme d’ordre 0 quelconque. Remarquons qu’un
terme d’ordre —1 dans les conditions aux limites s’absorbe sans difficulté, donc nous
n’ajouterons pas de terme d’ordre inférieur a B. Cette difficulté liée au terme d’ordre 0 de
L n’est pas présente dans le travail de Sablé-Tougeron [57] ou la CKU est violée dans la
région elliptique de ¥y, car dans ce cas Sablé-Tougeron montre une estimation sans perte
de dérivée a l'intérieur. Dans le cas ou la CKU est violée hors de la région elliptique, il ne
semble pas possible de montrer une estimation a priori sans perte a l'intérieur.

Nous esquissons maintenant la preuve du théoreme 2.1. Nous suivons la démarche de
I’analyse par modes normaux en introduisant le poids exp(—~t), puis en effectuant une
transformée de Fourier dans les variables tangentielles. Nous arrivons a un systeme de la
forme :

do

— =d(O)0— A DO+ F >0

G, YO - A DU+ F, 2 >0, (2.5)
B@\:G, xd:O,

avec des termes source F' et G convenables, le symbole o7 étant défini par (2.2). Si ¢ € &
est un point tel que KerB N E*(¢) = {0}, en particulier si ¢ est glancing, nous pouvons
construire un symétriseur de Kreiss pour obtenir une estimation d’énergie sans perte
microlocalisée dans un voisinage conique de . Ce cas releve de I'analyse de Kreiss [36]
car nous disposons de la “structure de blocs” qui est une conséquence de I’hypothese 2.1,
voir Métivier [50]. Nous renvoyons également aux ouvrages [7, 15] pour la construction
des symétriseurs.

Dans un voisinage conique d’un point ¢ € ¥y ou la CKU n’est pas satisfaite, nous dis-
posons d’une matrice inversible Qy, homogene de degré 0 par rapport a ¢, qui diagonalise
le symbole o de la facon suivante :

Qo Qy' = diag (w1 Ly, ... ,wk Ly, B+, E_) =: Dy,
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ou les wy, ..., wg sont des nombres complexes deux-a-deux distincts, imaginaires purs pour
v = 0, et ou les valeurs propres du bloc E., resp. E_, sont de partie réelle strictement
positive, resp. négative. Nous pouvons alors construire une matrice ()_;, homogene de
degré —1 par rapport a (, ainsi qu'une matrice Dy, homogene de degré 0 par rapport a ¢
et possédant la méme structure diagonale par blocs que Dy, ces matrices vérifiant que la
différence :

(Qo+ Q1) (o — Ay D) — (D1 + Do) (Qo + Q1)

est homogene de degré —1 par rapport a ¢. En effet nous nous ramenons pour cela a
construire une matrice (), homogene de degré —1 par rapport a (, telle que la matrice :

@D1—D1@—Q0A;1DQ61

ait la méme structure diagonale par blocs que Dy, et cela est possible car les blocs dia-
gonaux de D; ont leur spectre deux-a-deux disjoints. Signalons que cette technique est
utilisée par Sablé-Tougeron dans [56]. Le changement d’inconnue w = (Qo + Q—1) v réduit
donc le systéme (2.5) a une forme diagonale par blocs qui découple les modes rentrants
(les blocs correspondant aux wy, de partie réelle négative ou nulle et le bloc elliptique E_)
des modes sortants (les blocs correspondant aux wy de partie réelle positive ou nulle et le
bloc elliptique F. ). Nous procédons alors a des estimations d’énergie directes sur chacun
des blocs, la trace en 4 = 0 des modes rentrants étant estimée en fonction de la trace des
modes sortants en utilisant le comportement de la restriction de B au sous-espace E*(().
Ce comportement est précisé dans la définition 2.3.

En regroupant les différentes estimations, nous obtenons le résultat du théoreme 2.1, le
parametre v devant étre choisi suffisamment grand notamment pour absorber les termes
d’ordre 0 et —1. Nous montrons en fait un résultat plus précis que celui du théoreme 2.1.
Pour des termes source estimés dans H ,} par rapport aux variables tangentielles (¢, y), nous
ne perdons le controle H 71 tangentiel de la solution que sur ses composantes rentrantes et
uniquement au voisinage des fréquences qui ne satisfont pas la CKU.

Remarque 2.1. Si nous remplagcons [’hypothese 2.1 d’hyperbolicité a multiplicité constan-
te par une hypothese de régularité géométrique sur les valeurs propres de Zj §Aj, nous
disposons toujours de la “structure de blocs” d’aprés Métivier et Zumbrun [52, appendice
CJ. Cependant au voisinage des fréquences ot la CKU dégénere, les blocs wy I, qui ap-
paraissent dans la réduction de </ doivent étre remplacés par des matrices diagonales Hj,
vérifiant H,(C) = wy, In,. Il se peut alors que la matrice H, méle des modes sortants et
des modes rentrants. Dans la diagonalisation par blocs du terme d’ordre 0, nous garderons
donc un couplage entre des modes sortants et des modes rentrants. Dans ce cas de figure,
il semble difficile de montrer une estimation d’énergie. C’est la raison pour laquelle nous

avons fait ’hypothese forte 2.1.
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2.2 Problémes linéaires a coeflicients variables

2.2.1 Estimations d’énergie a priori [B]

Le but de ce paragraphe est d’étendre l'analyse du paragraphe précédent au cas
d’équations linéaires a coefficients variables :

{Lu = Gtu+2j:1 Aj(t7x> axju—i-D(t,iC)U = f’ dans R}:rd’ (26)

B(t,y)u=yg, sur R?
et de montrer le caractere bien-posé de telles équations. Nous faisons I’hypothese suivante :

Hypothese 2.3. Les coefficients de (2.6) vérifient :

e Les matrices Ay, ..., Ay appartiennent a W2 (R 4y (R)), la matrice D appar-
tient a Wh (R 4y (R)), et la matrice B appartient & W (R%; 4, n(R)).

o [l existe un entier ¢ > 1, des applications \i,..., )\, définies sur Rfd x (R \
{0}), analytiques et homogénes de degré 1 par rapport a & € R?\ {0}, W2 par
rapport a (t,x) € Rfd et a valeurs réelles, et il existe des entiers strictement positifs
aq, ..., tels que :

(7’ — \e(t, , 5))% )

1

d
V(t,2,6) € R4 x (RI\ {0}), det (71 S g A, x)) -

q
k=

De plus, les valeurs propres A\i(t,z,§), ..., A\(t,x,&) sont semi-simples et vérifient
M(t,z, &) < - < N\(t, 2, &) pour tout (t,2,€) € RYF x (R4 {0}).

o Il existe une constante r > 0 telle que pour tout (t,z) € RIMY, | det Ay(t, x)| > k.

e Pour tout (t,y) € R, la matrice B(t,y) est de rang mazimal, son rang p étant égal
au nombre de valeurs propres strictement positives de Ay(t,y,0).

o Les matrices Ay, ..., Ay, resp. B, sont constantes pour |t| + |z|, resp. |t| + |y|, suf-
fisamment grand.

L’analyse par modes normaux pour le probleme a coefficients variables (2.6) consiste
a geler les coefficients en un point (¢,y) du bord, puis a effectuer 'analyse par modes
normaux pour le systéme & coefficients constants obtenu. Cela nous améne tout natu-
rellement a définir I’ensemble des points glancing I'(,y), ainsi que le sous-espace stable
E5(t,y, (), défini en premier lieu pour ¢ € ¥\ Xy puis prolongé contintiment & tout 3. Re-
marquons que tous ces ensembles (points glancing, sous-espace stable) peuvent également
étre définis lorsque les coefficients sont gelés en un point quelconque (t, z) € led.

Notre définition de la condition de stabilité faible pour le probleme (2.6) est 'extension
de la définition 2.3 au cas de coefficients variables qui sont de “petites perturbations” de
coefficients constants :

Définition 2.4 (Condition de stabilité faible). Sous l’hypothése 2.3, nous dirons que
le probleme (2.6) vérifie la condition de stabilité faible si les propriétés suivantes sont
satisfaites :
o Il existe une fonction o sur RY x X a valeurs réelles, de classe €= par rapport d
¢ € X et W2 par rapport a (t,y) € R?, telle que pour tout (t,y,{) € R x &,
KerB(t,y) N E*(t,y,() # {0} si et seulement si ¢ € ¢ et o(t,y,() = 0.
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o [l existe un ouvert ¥ de X tel que pour tout (t,y) € R, ¥ contient {¢ € Xo/o(t,y, )
= 0} mais n'intersecte pas I'(t,y). De plus il existe une base e1(t,y, ), ..., ey(t,y,()
de E*(t,y, () dépendant de maniére € par rapport a ¢ et W par rapport a (t,y)
pour (t,y,¢) € R x ¥, et il existe une matrice P(t,y,¢) € GL,(C) ayant la méme
régularité que les vecteurs ey, ..., ey, tels que :

V(t,y, () eRIx ¥,
P(t,y,¢) B(t,y) (e1(t,y,¢) ... ep(t,y.¢)) =diag (v+io(t,y,(),1,...,1).

Les applications o, resp. ey, ..., e,, P, sont étendues en des applications homogenes de
degré 1, resp. 0, par rapport a ¢ sur un ouvert conique de = encore noté 7. Définissons
maintenant le symbole :

d—1
A (t,x,¢) == —i Ag(t,x)™* ((7’ —iy) I+ an Aj(t,as)) , (tr,0) e R x =,
j=1

Si le probléeme (2.6) est faiblement stable, nous pouvons diagonaliser le symbole <7 (t, y, 0, ()
sur R? x ¥ avec une matrice de passage Qo(t,y,0,() :

V(t,y, Q) ER' ¥, Qoo Qy' = diag (w1 Lpy,... ,wi I

nK»

E.,E_)='D;. (2.7)

Dans la diagonalisation (2.7), nous savons de plus que les valeurs propres wy, . ..,wx se
décomposent sous la forme wy, = yeg + i hy, ou les fonctions ey, hy sont a valeurs réelles,
e, resp. hy, étant homogene de degré 0, resp. 1, par rapport a (. Les symboles e;, et les
blocs E4 sont de plus elliptiques.

Nous avons vu dans le cas linéaire a coefficients constants que pour des termes source f
et g H; tangentiellement par rapport au bord, nous perdions le controle Hi de la solution
u(+, 4) uniquement sur les fréquences qui font dégénérer la CKU. Ici, nous nous attendons
a perdre le controle H! de la trace u(-,0) sur Uensemble X := {(t,y,() € R x Z/y =
0,0(t,y,¢) = 0} ou la CKU dégénere mais il nous faut comprendre sur quelles fréquences
nous allons perdre le controle H$ de u(,z4) pour z4 > 0, c’est-a-dire a U'intérieur du
domaine Rffd. Nous ne perdrons ce controle H}{ que sur les courbes bicaractéristiques
définies par les symboles réels hy,..., hgx pourvu que ces symboles soient bien définis a
I'intérieur du domaine (et pas seulement en x; = 0) et que les courbes bicaractéristiques
soient définies globalement. Nous sommes ainsi amenés a faire I’hypothese suivante :

Hypotheése 2.4 (Comportement global des bicaractéristiques). I existe un ouvert # de

]Rfd X Z conique en ( et vérifiant les propriétés suivantes :

o W contient R x 7.

e [l existe une matrice de passage Qo(t,z,() définie sur W', de classe €°° et homogéne
de degré 0 par rapport a ¢ et de classe W2 par rapport a (t,x) telle que la diago-
nalisation (2.7) ait lieu en tous les points (t,x,() € ¥ .

e Pour tout k = 1,..., K, et pour tout (t,y,() € R? x ¥ avec (= (z—ivn), la




PROBLEMES AUX LIMITES HYPERBOLIQUES MULTIDIMENSIONNELS 18

solution des équations différentielles ordinaires :

dl‘d - or (t7y7$da<) ) dl‘d - ot (ty,ifdao )
dy Ohy dn Ohy,
Tk o TR

dl‘d an ( 7y,$da§) ) dl'd ay ( JJ;%Z,C) y

(ty, 7.m)(0) = (t,y.7,n),

est définie sur RT et prend ses valeurs dans # . Cette solution définit une courbe
dite courbe bicaractéristique issue de (t,y,T,1).

Dans le cas d’'un probleme a coefficients constants, il suffit de prendre # = ]Rfd XV
car les équations différentielles deviennent triviales. C’est pour cette raison que nous
n’avons pas vu apparaitre I'hypothese 2.4 dans 'analyse a coefficients constants. Quand
les coefficients sont de “petites perturbations” de matrices constantes, 'hypothese 2.4 peut
se vérifier par des arguments d’équations différentielles. Le point crucial de 'hypothese
2.4 est que les courbes bicaractéristiques issues de l'ensemble Y restent dans un ouvert
sur lequel le symbole &7 est diagonalisable. En particulier, si v = 0, il ne faut pas que les
courbes bicaractéristiques se rapprochent d’un point glancing du symbole.

Sous les hypotheses précédentes, notre estimation a priori pour le probleme aux limites
(2.6) est 'analogue de I'estimation a priori du théoreme 2.1 pour des coefficients constants :

Théoréeme 2.2. Si le probleme (2.6) vérifie l'hypothese 2.3, la condition de stabilité faible
(au sens de la définition 2.4) ainsi que l’hypothése 2.4, alors il existe g > 1 tel que pour

tout v > o et tout u € Eg°(RY™), nous avons :

v Hu”ig(u@}jd) + ||U|zd:o\|2Lg(Rd) < 5 ||LU||%2(R+;H§(Rd)) + ? HBU\zd:oHiq(Rd) :

La preuve du théoreme 2.2 consiste a “quantifier” ’analyse symbolique du théoreme
2.1. Pour traiter des coefficients ayant une régularité limitée (W% au lieu de €*°), nous
utilisons le calcul paradifférentiel de Bony [11] dans une version a parametre, le parametre
étant ici v et le calcul symbolique se faisant dans les variables tangentielles (t,y). Nous
renvoyons a Métivier [51] pour une définition précise des symboles et des opérateurs
correspondants.

Modulo les erreurs de microlocalisation, le calcul symbolique ramene essentiellement
I’analyse a coefficients variables au cas des coefficients constants. Hors de I’ensemble %',
nous disposons d’un symétriseur de Kreiss qui conduit a une estimation d’énergie maxi-
male. Sur #', nous commengons par diagonaliser simultanémement les termes d’ordre
1 et d’ordre 0 dans les équations intérieures. Cela revient, comme dans le paragraphe
précédent, a construire un symbole )_; homogene de degré —1 par rapport a (, ainsi
qu’un symbole Dy homogene de degré 0 par rapport a et possédant la méme structure
diagonale par blocs que D; tels que le symbole :

(Qo+Q-1)4(0sy — A — Ay' D) — (0, — D1 — Dy) §(Qo + Q1)

soit homogene de degré —1 par rapport a . Une fois cette diagonalisation effectuée, nous
sommes ramenés a des équations découplées sur les modes hyperboliques (correspondant
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aux valeurs propres wy = yex + i hg) et les modes elliptiques (correspondant aux blocs
E.). Chacun de ces modes est sortant ou rentrant. Pour les modes sortants, I’estimation
d’énergie permettant de controler la solution a l'intérieur ainsi que sa trace s’obtient di-
rectement. Pour chaque mode rentrant hyperbolique w;, correspondant a des composantes
ug de la solution, nous construisons un poids o nul sur les courbes bicaractéristiques
associées a hy et issues de Y. Ce poids o} est la solution de I’équation de transport :

Orgor + {0k hi} =0, (0%)),,.0 =0

L’hypothese 2.4 est cruciale pour construire le poids o, sur #. A l'aide de oy, nous
pouvons controler la norme H. $ de uy, loin des courbes bicaractéristiques, et une estimation
d’énergie directe donne le controle de la norme Lg de wuy, sur tout # . Pour le bloc elliptique
rentrant F_, 'analyse est un peu plus simple et permet de controler la norme Hi des
composantes u_ loin de T, et de la norme Li de u_ sur tout # . Par rapport aux modes
hyperboliques, nous pouvons nous contenter ici du poids o ne dépendant pas de x4 plutot
que d'un poids “transporté” car l'ellipticité de E_ permet d’absorber tous les termes
d’erreur intervenant dans le calcul symbolique.

Il est impératif de controler la norme H$ de la solution a l'intérieur du domaine et
loin des courbes bicaractéristiques car les erreurs de microlocalisation introduites dans le
calcul sont précisément supportées loin de ces courbes (et ces erreurs doivent étre estimées
en norme H}). Ce phénoméne n’est pas visible dans le cas des coefficients constants car
tous les opérateurs sont alors des multiplicateurs de Fourier qui commutent. Finalement,
le controle ]:Q loin des courbes bicaractéristiques fait que nous pouvons absorber toutes
les erreurs et montrer le théoreme 2.2. Comme dans le cas des coefficients constants, ce
résultat est indépendant du terme d’ordre 0 intervenant dans 'opérateur L.

Remarque 2.2. Dans ['hypothése 2.3, il est possible de remplacer I’hypothese que les
matrices Ay, ..., Aq, B sont constantes hors d’un compact par [’hypothese que ces matrices
tendent vers des matrices constantes a l'infini, en supposant de plus que le probléme auz
limites définies par ces matrices constantes vérifie les mémes propriétés de stabilité faible.

2.2.2 Vérification du caractére bien-posé des équations [E]

Notre but maintenant est de résoudre le probleme (2.6) pour des termes source f et g
donnés. Le domaine spatial est R% et nous voulons adjoindre & (2.6) une donnée initiale
up en t = 0. Nous utiliserons les ensembles {27 et wy définis au paragraphe 2.1.

En plus des hypotheses précédentes nous faisons I’hypothese de symétrisabilité sui-
vante :

Hypothése 2.5 (Symétrisabilité). Il eziste une application S € W**(RY™) 4 valeurs
dans les matrices N x N réelles symétriques définies positives telle que pour tout j =
1,...,d et tout (t,r) € RY™ la matrice S(t,x) A;(t,z) est symétrique. De plus la matrice
S(t,x) est uniformément définie positive.

Notre résultat est alors le suivant :
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Théoréme 2.3. Supposons que le probleme (2.6) soit faiblement stable et vérifie les hy-
potheses 2.3, 2.4, 2.5. Soit T > 0 et soient f et g des fonctions vérifiant :

f?atfﬂvyf € L2(QT)7 g S HI(WT)J

et telles que f et g soient nulles pourt < 0. Alors il existe une unique fonction u € L*(Qp)
nulle pour t < 0, dont la trace sur wy appartient & L*(wr), et solution du systéme :

O + Z;Ll Aj(t,x) Opu+ D(t,x)u = f(t,x), (t,x) € Qr,
B(t7 y) u\zdzo = g(t7 y) ) (t, y) cwr.

De plus u € €°([0,T); L*(R%)) et il existe une constante vy > 1 indépendante de T, f, g
et u telle que pour tout v > 7y, nous avons :

1

_ 1
sup e 2 ‘|U(t>||i2(Ri)+7 HuHig(QT)JFHulzdzoﬂig(w) N e Hf”%z’(RﬂH;(wT))JF? ||9||§{;(WT)~

t€[0,T]

Le théoreme 2.3 montre comment résoudre le probleme mixte avec donnée initiale et
conditions aux limites pour une donnée initiale nulle. La propriété de continuité en temps
de la solution donne un sens clair a la donnée initiale.

Nous détaillons maintenant la démarche permettant d’aboutir au théoreme 2.3. En
premier lieu, nous devons résoudre le probleme (2.6) globalement en temps pour des
termes source (f,g) dans 'espace & poids L*(R*; H!(R%)) x H}(R?). Nous construisons
une solution faible u par dualité a I’aide d’un probleme dual vérifiant les mémes hypotheses
de stabilité faible que le probléme (2.6). Dans le cas d’un probléme aux limites vérifiant la
CKU, la construction d’un probleme dual vérifiant la CKU est classique, voir par exemple
[7, 15]. Si la CKU est remplacée par la stabilité faible définie précédemment, I’analyse
faite dans le cas de la CKU montre que la CKU dégénere pour le probleme dual de la
méme maniere qu’elle dégénere pour le probleme (2.6). Le comportement des courbes
bicaractéristiques est identique pour les deux problemes car les équations a résoudre sont
les mémes. Nous obtenons ainsi une solution faible u de (2.6) dans L2 (R dont la trace
appartient a H; /*(R%).

Nous devons maintenant montrer que toute solution faible, par exemple celle construite
plus haut, vérifie I'estimation énoncée au théoreme 2.2 dont nous savons pour l'instant
qu’elle est satisfaite par les solutions suffisamment régulieres. Cela impliquera 1'unicité
des solutions faibles. Nous suivons la démarche usuelle et introduisons un opérateur de
régularisation tangentielle ©. convergeant vers 1'identité quand € tend vers 0. Nous voulons
appliquer 'estimation a priori a ©.u et faire tendre £ vers 0. Le lemme de Friedrichs
[21] montre que L(O.u), resp. B O:uy, _,, converge vers f, resp. g, dans L?Y(Rfd), resp.
L2(R?). Dans le cas ol la CKU est satisfaite, cette propriété implique que (O.uj, _,)- est
de Cauchy dans Li(Rd). Ces convergences sont connues sous la formule “faible=fort”, et
impliquent en particulier que la trace de u appartient a Li(Rd). Pour un probleme (2.6)
qui n’est que faiblement stable, le terme source Lu dans I’estimation a priori est a estimer
dans la norme L*(R*; H!(R?)) et il n’est pas vrai en général que L(O.u) converge vers
J pour cette norme. Le probleme vient des commutateurs [A; d,,, O:Ju qui ne sont que
des termes d’ordre 0 en u (que nous ne pouvons pas absorber brutalement dans notre
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estimation a perte). Suivant la technique de Gérard et Rauch [22], nous écrivons ces
commutateurs sous la forme de termes d’ordre 0 en ©.u (et non plus en u), 'opérateur
D. d’ordre 0 correspondant étant uniformément borné en €. Cette manipulation n’est pas
possible pour n’importe quel opérateur de régularisation ©. mais fonctionne si O, est
défini, comme dans [22], par :

0. := (-l .

Nous appliquons alors 'estimation du théoreme 2.2 a ©O.u et a l'opérateur L + D,, en
montrant que (L 4 D.)O.u tend vers f dans L*(R"; H)(R?)). Les bornes uniformes en &
montrent en particulier que (©.uj, _,). converge faiblement vers un élément v € L2 (R9),
et par unicité de la limite dans les distributions nous trouvons que v, _, =v € Li (RY).
Contrairement au cas de la CKU, nous ne montrons pas que ©.uj, _, converge fortement
vers uj, _, dans LZY(Rd). Nous ne montrons qu'une convergence faible. Cette propriété
peut étre qualifiée de “faible=semi-fort”, mais montre néanmoins que les solutions faibles
vérifient 'estimation du théoreme 2.2.

Pour finir, nous localisons ce premier résultat en temps en montrant un principe de
causalité : des termes source nuls pour ¢ < tg produisent une solution nulle pour ¢ < ty. La
encore, cette propriété est intimement liée au fait que le théoreme 2.2 est vrai pour toute
matrice D dans (2.6). En particulier il est indispensable d’obtenir le résultat du théoreme
2.2 pour des matrices D qui peuvent étre arbitrairement grandes dans W1 (RY™). Pour
cela, il est nécessaire que la définition de la notion de stabilité faible ne porte que sur
la partie d’ordre 1 de L, et non sur la partie d’ordre 0. Une fois obtenu le principe de
causalité, la continuité en temps de la solution s’obtient a l’aide du symétriseur S en
faisant des estimations d’énergie classiques.

2.3 Problemes non-linéaires non-caractéristiques

2.3.1 Deux exemples

Nous allons donner deux exemples de fronts multidimensionnels qui ne vérifient pas
I'hypothese de stabilité uniforme de Majda [43]. Nous commencons tout d’abord par le
cas des ondes de choc pour les équations d’Euler isentropiques, en renvoyant a [7] pour
I’analyse de stabilité par modes normaux des ondes de choc pour les équations d’Euler
completes. Les équations d’Euler isentropiques s’écrivent :

Ohp+V-(pu)=0, (2.8)
O(pu) + V- (pu®@u)+Vp(p) =0,

ol p désigne la densité du fluide, u son champ de vitesse, et p la pression. Nous supposerons
que p'(p) > 0 pour tout p > 0 de sorte que (2.8) est un systeme hyperbolique a multiplicité
constante dans Uouvert {p > 0,u € R%}. La vitesse du son c(p) est définie par c(p) :=
VP (p). En notant z = (y,z4) € R la variable d’espace dans (2.8) et en décomposant
également le champ de vitesse en u = (w,u) avec w € R¥! et u € R, une onde de choc



PROBLEMES AUX LIMITES HYPERBOLIQUES MULTIDIMENSIONNELS 22
est une solution (p,u) de (2.8) de la forme :

(p’ u)(t,x) _ {(p_,u_)(t7$), sl 2 < go(t,y), (29)

(p+> 11+)(t, $) ) si Tqg > Sp(tv y) ’
les fonctions py,uy étant régulieres jusqu’au “front” {z4; = ¢(t,y)}. Nous demandons

aux fonctions (p_,u_), resp. (p4,uy ), de vérifier (2.8) dans la région {z4 < ¢(t,y)}, resp.
{za > ¢(t,y)}, ainsi que les relations de saut suivantes sur le front :

p—(u— —w_ - Vyp — 0ip) = py (uy —wy - Vyo — Ohp) =: j, (2.10a)
_ v

=)+ olon) = (- (717 =0, (2.100)
>0, O<u+—w+-Vygo—8tg0 u- —w_ - Vyp — 9o (2.10¢)

< < .
c(py) V1+[Vyel? c(p-) 1+ [Vypl?

Les relations (2.10a) et (2.10b) sont les relations de saut de Rankine-Hugoniot pour les
équations d’Euler (2.8), tandis que les relations (2.10c) sont les inégalités de choc de Lax
[38] pour un 1-choc. Le cas j < 0 est totalement similaire. Le front {x; = ¢(t,y)} fait
partie des inconnues du probleme. Pour étudier la stabilité des ondes de choc et leur
persistance sur des temps courts, nous suivons Majda [43] et reformulons le probleme
dans un domaine fixe en ramenant le front (inconnu) a l'hyperplan {z; = 0}. Nous
linéarisons ces équations redressées autour d’une onde de choc plane, c’est-a-dire d'une
solution constante par morceaux de (2.8), (2.10). A un changement de référentiel galiléen
pres, les ondes de choc planes sont de la forme :

0 1xq <0
(p,U),U) _ (pb ,Ug) ) S? Zq ) (211)
(p’l‘v Oa u?”) , S1Zxg > 07

ou :

PeUp = PrUp = rpfw, 0< r <l< e .
o pe G < o

Dans les variables redressées, le probleme linéarisé autour d’une onde de choc plane s’écrit :

{atv—i-Z?_lAjamjv:f, xq >0, (2.12)

8t¢b0+2?;%axjwbj+31}:g, 1q=0,

ol le vecteur v € R2¥+2 représente les “petites perturbations” de p et u en amont et
en aval du front, la fonction v représente la “petite perturbation” du front, by, ..., bz 1
sont des éléments de R4 et B € M td2a+2(R). La matrice Ay étant inversible, nous
pouvons suivre I'analyse par modes normaux du probleme (2.1), et définir le sous-espace
stable £°(¢) du symbole 27 (() correspondant a (2.12). Ce sous-espace stable est a nouveau
prolongé continiiment aux ¢ € R?\ {0}. La condition de stabilité uniforme au sens de
Majda est définie de la maniere suivante :
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Définition 2.5 (Condition de stabilité uniforme [43]). L’onde de choc plane (2.11) est dite
uniformément stable s’il existe une constante k > 0 telle que pour tout { = (1—1ivy,n) € X,
pour tout V€ E*(C) et pour tout x € C, l'estimation suivante a lieu :

d—1

XD + BV =k (X +VI), b(C):=(r—iv)bo+ D nb;.

Jj=1

La définition 2.5 est I'extension naturelle au probleme (2.12) de la CKU. La nouveauté
est apparition de 'inconnue ¢ dans les conditions aux limites de (2.12). Pour un choc
uniformément stable, le symbole b(¢) de 'opérateur agissant sur ¢ est elliptique. Pour les
équations d'Euler (2.8) et les conditions de saut (2.10), la stabilité uniforme de 'onde de
choc (2.11) se caractérise de la maniere suivante :

Proposition 2.2 (Majda [43]). Si d > 2, l’onde de choc (2.11) est uniformément stable

si et seulement si :
uz [ p,
s |l—-—1) <1
c(pr) Pl

St p est une fonction convexe de p, cette inégalité a toujours lieu.

Dans le cas ol p n’est pas une fonction convexe de p, et ou l'inégalité stricte opposée :

. ——1]>1, 2.13
c(pr)® \ pu ( )

a lieu, nous montrons que le choc plan (2.11) vérifie les propriétés suivantes :
e Il existe une constante x > 0 telle que pour tout ¢ € X, |[b(()| > k.
e En notant II(¢) le projecteur orthogonal sur b(¢)*, la condition au bord II(¢) B
vérifie la condition de stabilité faible au sens de la définition 2.3.

Pour le probleme linéarisé (2.12) autour du choc plan (2.11) vérifiant la condition
de stabilité faible (2.13), la CKU dégénere dans la région hyperbolique de Yy. Dans le
cas de transition ou l'inégalité stricte dans (2.13) est remplacée par une égalité, la CKU
dégénere en un point glancing. Il est important dans I’analyse de stabilité des fronts que
la dégénérescence de la CKU ne soit pas liée a une perte d’ellipticité du symbole b(().
Hormis les cas triviaux pour lesquels b ne peut étre elliptique (quand nous considérons un
systeme de N lois de conservation en d > N dimensions d’expace), nous ne connaissons
pas d’exemple d’onde de choc qui mette en défaut cette condition d’ellipticité.

Nous détaillons maintenant le modele de transitions de phase liquide-vapeur étudié par
Benzoni dans [4]. Nous considérons toujours les équations d’Euler (2.8) mais supposons
désormais que la loi de pression p est donnée par une équation de van der Waals :

R6 a

P =)= = 5 =1/,

R désignant la constante des gaz parfaits, 6 la température (supposée constante), a et
vp étant des constantes strictement positives. Lorsque la température 6 est strictement
inférieure a la température critique 8 a/(27vy R), la pression p est strictement croissante
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sur |0, p1[U]pe, 1/vg], et strictement décroissante sur |py, p2[. Le domaine d’hyperbolicité
de (2.8) a deux composantes connexes : la phase vapeur {0 < p < p;} et la phase liquide
{p2 < p < 1/vg}. Nous sommes alors intéressés par la propagation de fronts séparant les
deux phases du fluide. Avant de définir ces fronts, nous rappelons la définition des points
de Maxwell qui sont 'unique couple (v,,,vys) solution de :

U < Upry,  T(0m) =m(oy) =7, /UM (7 —7(v)) dv=0.

Si deux états (pr,u,) et (p;, w;) vérifient les relations de Rankine-Hugoniot (2.10a) et
(2.10b) pour un front plan {zq = ot + v - y} et un flux de masse j # 0, et si de plus
les densités p,, p; sont suffisamment proches de 1/vy, 1/v,,, alors les inégalités de Lax
(2.10c) ne sont pas satisfaites. Dans ce cas la discontinuité est de nature “subsonique”,
au sens ou les nombres de Mach en amont et en aval du front sont tous deux strictement
inférieurs a 1. Si nous nous en tenons a la définition 2.5, nous devrions alors conclure a
I'instabilité violente de telles interfaces (la CKU serait violée dans la région {y > 0}).
Cette instabilité vient du fait que les conditions de Rankine-Hugoniot ne fournissent pas
suffisamment de conditions aux limites par rapport au nombre de caractéristiques sortant
du front. Comme cela a été indiqué par Freistiihler [20], I’étude de la stabilité de ces fronts
passe par 'ajout de conditions de saut supplémentaires. Dans le cas présent il manque
exactement une condition de saut. Celle que nous adopterons ici provient d'un critere
visco-capillaire dans lequel nous négligeons les effets de viscosité, voir Benzoni [4] pour
une discussion détaillée. Nous renvoyons également a Benzoni [5] pour I'influence de la
viscosité sur la stabilité des interfaces, ainsi qu’a Benzoni et Freistiihler [8] pour I'influence
de la tension de surface.

Suivant Benzoni [4], une transition de phase admissible sera donc une solution de la
forme (2.9) des équations d’Euler (2.8), ou les fonctions pi,uy vérifient les conditions
suivantes sur le front {z4 = p(t,y)} :

p- (U —w_-Vypo—0p) = py (uy —wy - Vyp — ) = 7, (2.14a)
s =)+ o)~ (1) =0, (2.140)
/v+ m(v)dv = w (vy —v_), (2.14c)

Ur — W - Vyp — Orp
c(pe) 1+ [Vypl?

La condition de saut supplémentaire (2.14c) est une condition des aires égales généralisées,
cette condition étant satisfaite par les points de Maxwell (v,,,var). A un changement de
référentiel galiléen pres, une transition de phase plane est une solution constante par
morceaux de la forme :

7>0, 0<

(2.14d)

0 124 <0
(p,w,u) _ (pb ,Ug) ) S% Tq ) (215)
(pr,0,u,), sixzg>0,
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ou par exemple py > 1/vy,, p, < 1/vys et :

P pr) — P\Pe Uy g
peue:prur: prpZM7 0<—<17
Pr— pr c(pre)

[ rra0 <RI ¢ .

Une fois redressé le front inconnu, le probleme linéarisé autour d’une transition de phase
plane prend a nouveau la forme (2.12), la seule différence étant que les vecteurs by, . .., bg_1
ont désormais d + 2 composantes, et B € #yi2204+2(R). Les propriétés de stabilité des
transitions de phase plane sont données par le résultat suivant :

Théoréme 2.4 (Benzoni [4]). Sid > 2, la transition de phase plane (2.15) vérifie :
e [] existe une constante k > 0 telle que pour tout ¢ € ¥, |b(()| > k.
e En notant 11(¢) le projecteur orthogonal sur b(¢)*, la condition au bord 11(() B
vérifie la condition de stabilité faible au sens de la définition 2.3.

Aux points ou la CKU dégénere, les éléments non-nuls de E*(¢) qui annulent la condi-
tion au bord II(¢) B appartiennent au “vrai” sous-espace stable de <7 ((). Nous sommes
donc en présence d’ondes de surface analogues aux ondes de Rayleigh qui apparaissent
dans le probleme d’élastodynamique étudié par Sablé-Tougeron [57]. Néanmoins, dans le
cas des transitions de phase le sous-espace stable de o7 ({) ne coincide pas avec le prolon-
gement F*(() car celui-ci contient une partie du sous-espace central de <7 ({). Autrement
dit, la CKU ne dégénere pas dans la région elliptique de ¥,. Cette situation est donc
moins favorable que le cas de I’élastodynamique, mais elle est en principe plus favorable
que celle des ondes de choc détaillée plus haut.

Nous allons voir maintenant comment construire des discontinuités non-caractéris-
tiques faiblement stables, en particulier des ondes de choc pour les équations d’Euler
vérifiant (2.13) en tout point de la discontinuité, ou bien des transitions de phase liquide-
vapeur vérifiant les conditions de saut (2.14).

2.3.2 Persistance des ondes faiblement stables [F]

Nous détaillons a présent notre résultat d’existence des ondes de choc faiblement
stables dans un cadre général. Nous considérons un systeme de lois de conservation :

d
O+ 0y, fi(u) =0, (2.16)

I'inconnue u prenant ses valeurs dans un ouvert % de R, et les flux f; étant des fonctions
régulieres sur 7% a valeurs dans R"Y. La matrice jacobienne de f; en u sera notée A;(u).
Nous faisons 'hypothese de symétrisabilité et d’hyperbolicité a multiplicité constante :

Hypothése 2.6 (Hyperbolicité). e Il existe une application S € €<(%) a valeurs
dans les matrices réelles N x N symétriques définies positives telle que pour tout
Jj=1,....d, la matrice S(u) A;j(u) est symétrique.
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e Il existe un entier ¢ > 1, il existe des applications \y, ..., \, définies sur % x (R®\
{0}), analytiques et homogénes de degré 1 par rapport a & € R\ {0}, € par rapport
au € U et avaleurs réelles, et il existe des entiers strictement positifs o, ...,
tels que :

d q
Y (u, &) € % x (RY\ {0}), det<7']—z > HT—)\ku£

De plus, les valeurs propres A\i(u,§), ..., A\(u,&) sont semi-simples et vérifient
M (u, &) < - < A\(u, &) pour tout (u,&) € % x (RT\ {0}).

Nous voulons construire une solution de (2.16) réguliere de part et d’autre d'un front
{zq = p(t,y)}, et définie sur un intervalle de temps [0,T]. Soit x € €*°(R) valant 1
sur [0,1] et 0 sur [2,+o0]. Le redressement du front inconnu se fait en introduisant les
changements de variables :

CI):E : (t7% l’d) € R x Rd_l X R+ = (ta Y, tK Tq + X(Id) QO(t, y)) )

ol k est une constante ajustée en fonction des données. Dans les variables redressées, nous
voulons résoudre le probleme aux limites :

{L(u_,q)_)u_:L(u+,(I>+) uy =0, tel0,T], 24> 0,
O (us —u) + 3071 Onyp (fi(ug) — fi(us)) = falus) — falus), t€[0,T], 24 =0,
(2.17)

ou l'opérateur L(u, ) est défini par :

d—1
L(u, ®) := 0, + Y _ Aj(u) Oy, + Aa(u, @) Oy, ,
j=1

d—1

Ag(u, @) == a:@ (Ad(u) — 001 -Y 0,® Aj(u)> .

Jj=1

Nous nous donnons une solution de référence constante des équations (2.17) et supposons
qu’il s’agit d'un p-choc de Lax dans la terminologie de [38]. Nous supposons également
pour simplifier qu’il s’agit d’un choc stationnaire. Autrement dit, nous nous donnons un
couple (ug,u,) € % 2 et supposons que ce couple satisfait I’hypothese suivante :

Hypothese 2.7 (Inégalités de Lax). Les états ug, u, vérifient fa(ue) = fa(ur), et il existe
un entier p € {1,...,q} vérifiant a, =1 et :

Ap—1(ug, €a) <0 < Ap(ug,eq), Ap(ur, €q) <0 < Appa(ur, €q)

avec eg = (0,...,0,1). Sip = 1, resp. p = q, Uinégalité \,_1(ug,eq) < 0, resp. 0 <
Apt1(Ur, €q), est a ignorer.
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L’hypothese 2.7 assure que les matrices Ay(ue) et Ag(u,) sont inversibles. Le théoreme
des fonctions implicites montre qu’au voisinage de (0,0, us, u,), 'ensemble des couples
(o, v, up,u,) € R x R x 972 vérifiant les relations de Rankine-Hugoniot :

d—1

o (u, —ug) + Z vi (fi(u) — fi(we)) = fa(ur) — fawe),

s’écrit sous la forme {(o, v, up, ZH (0, v,u;))}, ot ZHA est une fonction € de ses ar-

guments vérifiant Z(0,0,u¢) = u,. Par continuité tous les éléments de cet ensemble

vérifient les inégalités de Lax pour un p-choc, et définissent donc des ondes de choc planes.

Nous paramétrons ainsi les ondes de choc planes proches de (0,0, us, u,) par (o, v, ug).
Le linéarisé de (2.17) autour d’une onde de choc plane (o, v, ug, u,) s'écrit :

L(Uz,q)g) u_ = f_, xq >0,
L(UT,¢)U+:f+, xd>07
O (ur = we) + 30523 Oyt (fi(ur) = f(ue)) + Blo,v,ug) (uyuy) =g, w4=0,
oud=—ax4g—0ct—v-y, &, =x4—0t—v-y,et:
B(o,v,up) (u_,uy) := Ad (ug) —ol— Zuj u — (Ad up)—ol — ZV]

Les opérateurs L(ug, ®;) et L(u,, ®,) sont hyperboliques & multiplicité constante et a coef-
ficients constants. Nous pouvons donc procéder comme au paragraphe 2.1 et définir le sous-
espace stable E*(a, v, uy, ¢) prolongé contintiment aux ¢ € R?\ {0}, ainsi que les points
glancing I'(o, v, uy). Sous les hypotheses 2.6 et 2.7, le sous-espace stable E*(o, v, uy, () est
de dimension N — 1. Notre définition de front faiblement stable est la suivante :

Définition 2.6 (Onde de choc faiblement stable). Sous les hypothéses 2.6 et 2.7, nous
dirons que l'onde de choc plane (0,0, ug, u,) est faiblement stable si les propriétés suivantes
sont satisfaites :
e Il existe un voisinage O de (0,0,us) dans R x R x % et il existe une constante
Kk > 0 tels que pour tout U = (o,v,up) € O, en notant u, = ZH# (U), lestimation
sutvante est satisfaite :

VCES, BUOIZ R, HUQ) = (r—in) (ur =)+ 30y (i) — fi(u)),

Nous noterons II(U, ¢) le projecteur orthogonal sur b(U, ¢)*.

o [l existe une fonction o sur O X % a valeurs réelles de classe € telle que pour tout
(U,Q) € 0 x %, nous avons Ker(II(U, ) B(U)) N E*(U,() # {0} si et seulement si
ey eto(U,()=0.

o [l existe un ouvert ¥ de X tel que pour tout U € O, V" contient {¢ € ¥o/o(U,() =
0} mais n’intersecte pas I'(U). De plus il existe une base e1(U,(),...,e,(U,() de
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E*(U,C) de classe € sur O x V¥, et il existe une matrice P(U,() € GL,(C) de
classe € sur O x ¥V tels que :

V(U ()e O xV,
P(U,Q)TI(U,¢) BU) (e1(U, Q) ... ey(U,¢)) =diag (y+io(U,¢),1,...,1).

Notre définition de front faiblement stable implique en particulier que toute onde
de choc plane (o, v, ug, u,) suffisamment proche de (0,0, ug, u,) est également faiblement
stable. Cette propriété est nécessaire en vue d’établir un résultat de stabilité non-linéaire.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal :

Théoreme 2.5. Soit (0,0, us, u,) une onde de choc faiblement stable au sens de la défini-
tion 2.6, et soit T > 0. Considérons des données initiales pour (2.17) de la forme (u4 o, @o)
ot (U— 0, Utp) = (g + U, uy +Uqyp). 1l existe deux entiers po, 11 et il existe § > 0 tels
que pour tout entier 1 > g, pour toutes fonctions (i, 14 0, 0) € HFFHT2(RL)? x
HrHmFL(REYY yérifiant

[t—oll o172y + [t ol ki +172ma ) + lloll orim 1 ma-1y <6,

et définissant des données initiales (uy o, po) compatibles a l'ordre p + py, alors il existe
une solution (ux,p) de (2.17) sur Uintervalle de temps [0,T], égale a (uyp, o) ent =
0, et de la forme (u_,uy) = (ug + U_,u, + uy) avec (4_, iy, p) € H*(J0,T[xRL)? x
H*L(]0, T[x R4,

Les relations de compatibilité sur la donnée initiale assurent que la discontinuité initiale
n’engendre qu’'une seule onde en temps positif. L’indice p précise la régularité minimale
des solutions que nous pouvons construire, tandis que l'indice p; indique la perte de
régularité entre les données initiales et la solution. Dans le cas des fronts uniformément
stables au sens de la définition 2.5, nous pouvons choisir ¢; = 0. Pour des fronts faiblement
stables, nous avons gy > 0.

Nous indiquons maintenant la méthode de preuve conduisant au théoreme 2.5. Le
principe est de résoudre les équations non-linéaires (2.17) par une suite de problemes
linéarisés. Les problemes linéarisés vérifieront une estimation a perte analogue a celle
du théoreme 2.3. Cette perte de régularité rend inutilisable un schéma itératif de type
Picard, et nous sommes conduits a utiliser un schéma itératif de type Nash-Moser. Pour
faire fonctionner ce type de schéma, deux ingrédients sont nécessaires : un controle “doux”
de I'inverse du linéarisé, et un controle “doux” du linéarisé a ’ordre 2. Comme nous avons
affaire a des opérateurs différentiels d’ordre 1 ou 0, le controle “doux” du linéarisé a I'ordre
2 est fastidieux mais immédiat. Nous nous concentrons donc sur le controle “doux” de
I'inverse du linéarisé, en nous appuyant sur les résultats obtenus au paragraphe 2.2.

Nous considérons le linéarisé de (2.17) autour de ce que nous appelons une solution
approchée (u_,uy, ), les perturbations étant notées (v_,v,, ). A la perturbation ¢ de
@ correspondent des perturbations W, des relevements ®.. La structure du linéarisé est
donnée par Alinhac [1] et nécessite l'introduction des “bonnes inconnues” :

W+ = V4 — \Ifi &Edui/axd@i .
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Modulo des termes d’ordre 0 en ¥ et ¢ que nous omettons, le linéarisé s’écrit :

Lu_,®_)w_+D_w_ = f_, xqg >0,
L(uy, @y) wy + Dywy = fy zq >0, (2.18)
O (s —u) + Y2021 0 (fi(uy) — f(u))

+B(0vp, Vyp,u_) (w_,wy) =g, xq=0,

les matrices D se calculant explicitement a partir de uq, ¢ et de leurs dérivées. Nous
voulons appliquer les résultats du paragraphe 2.2 au probleme (2.18). L’introduction du
front 1 dans les conditions aux limites fait que le systeme (2.18) ne rentre pas exactement
dans le cadre du probleme (2.6). Cependant le symbole associé a 1 est elliptique en vertu
de 'hypothese 2.7, donc nous pouvons isoler ¢/ dans une condition aux limites, les N — 1
conditions aux limites restantes et les équations intérieures permettant de déterminer
w_,w,. Nous nous permettons donc d’appliquer les théoremes 2.2 et 2.3 au systeme
(2.18). L’hypothese 2.3 est clairement satisfaite si nous considérons une solution approchée
(u_,uy, ) qui est une petite perturbation de (ug, u,, 0) dans W2 (RIF4)2 x W3ee(RI-1),
Pour vérifier la condition de stabilité faible, nous sommes naturellement amenés a formuler
I’hypothese :

(H) Les fonctions (u_,u., ¢) vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot sur {z4 =

0}, autrement dit (uy.)|, _, = ZH (0, Vyip, (u-)|, —o)-

La fonction o(t, y, () de la définition 2.4 n’est alors rien d’autre que o(U(t,y), () avec U =
(Orp, Vo, (u_)|zd:0). L’hypothese 2.4 est satisfaite pour de petites perturbations de 'onde
de choc plane. Nous pouvons ainsi en supposant (H), appliquer le théoreme 2.3 et obtenir
le caracteére bien-posé de (2.18) pour des termes source (f_, fy,g) € L*(R™; H'(wr))? x
H'(wr), la solution correspondante (w_,w,,) appartenant & L?(Qr)? x H(wr).

En vue d’utiliser un schéma de type Nash-Moser, il nous faut maintenant étendre
le résultat du théoreme 2.3 a des termes source f_, fi,g dans des espaces de Sobolev
d’ordre arbitrairement grand. Dans le cas des problemes aux limites vérifiant la CKU
ou la condition de stabilité uniforme de Majda, les estimations dans H™ sont obtenues
d’abord en estimant les dérivées tangentielles Oy Vg , puis en estimant les dérivées nor-
males en fonction des dérivées tangentielles (ici intervient de manieére cruciale I’hypothese
de bord non-caractéristique). Pour estimer les dérivées tangentielles, il suffit de commuter
les équations avec l'opérateur O Vg et de traiter les commutateurs comme des termes
source. Cette procédure fonctionne pour les problemes vérifiant la CKU car les termes
d’ordre 0 dans les équations intérieures peuvent étre absorbés en choisissant ~ suffisam-
ment grand. Pour des fronts faiblement stables, cette procédure ne fonctionne plus aussi
directement car les commutateurs apparaissant quand nous commutons (2.18) avec une
dérivée tangentielle " V0 font intervenir toutes les dérivées d’ordre a + [§| de w_,w,.
Néanmoins si nous nous donnons un entier k, le systeme satisfait par toutes les dérivées
tangentielles d’ordre k s’écrit sous la méme forme que (2.18) et nous pouvons appliquer le
théoreme 2.3. Les dérivées normales sont directement estimées grace aux équations (2.18)
qui permettent d’écrire 0,,w; comme une combinaison de dérivées tangentielles et de fy.
Nous obtenons ainsi une estimation “douce” pour le probleme linéarisé (2.18) si la solution
approchée (u_,u,, ) autour de laquelle nous linéarisons les équations vérifie I'hypothese
(H) ci-dessus.
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Notre schéma itératif de type Nash-Moser consiste alors a résoudre une suite de
probléemes linéarisés de la forme (2.18) ou nous régularisons les coefficients a chaque
pas d’itération, et forcons les conditions de Rankine-Hugoniot de sorte que I'hypothese
(H) soit satisfaite. Plus précisément, si au n-ieme pas d’itération du schéma nous avons
contruit une solution approchée u’t, ", nous allons définir u/;™, "' de la maniére sui-
vante. Tout d’abord, nous régularisons les fonctions u'}, ™ par un opérateur S,, conver-
geant vers l'identité quand n tend vers I'infini. A ce stade, il n’y a aucune raison pour que
Spul, Spult, Spe™ vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot. Nous définissons donc un

n+1/2  n41/2
+ y P /

état intermédiaire u vérifiant les conditions de Rankine-Hugoniot :

U_ =R, @ n¥

UTW = Syul + R<%%p(&mn+1/27 Vycp’”m, (un+1/2)‘zd:0) — (Snuﬁ)hd:()) )

n+1/2 —

ou R est un opérateur de relevement de trace. Le probleme linéarisé autour des états
W2 o2 Qoit permettre de définir, comme dans I'algorithme de Newton, les différen-

ces uttt —un, "+t — " Nous commencons par résoudre le probléme linéaire :

L(uT_LH/Q,(I)ﬁH/Q)wE +Dr_1+1/2 w" = fr 2y >0,
L(uiH/Q, q)iﬂ/z) w? + Di+1/2 w? = fﬁ? 24> 0,
O (W — %) 4 ST 0 () = ()

+B(Drp™ Y2, V2 ) (it wt) =

(2.19)
gn ) Tg = 0 )

que nous savons bien-posé grace a I’analyse précédente. A la solution " correspondent des

fonctions W% . Nous retrouvons finalement les fonctions w2t "1 & I'aide des relations :

¢n = 80774+1 - Qpna

n _ . n+l n n n+1/2 n+1/2
wi =ul" —ul — W O, uy /aqu)i .

Les opérateurs de régularisation .S, et les termes source f7, g" dans les équations linéarisées
sont définis en suivant la procédure détaillée par Alinhac et Gérard [2], a la différence pres
que nous devons ici incorporer les erreurs dues a l'introduction de 1’état intermédiaire
u?jl/ 2,(,0"+1/ 2 qui n’apparaissent pas dans un schéma de Nash-Moser standard. Nous
montrons que ces nouvelles erreurs ont le méme ordre de grandeur que les erreurs usuelles
du schéma de Nash-Moser, ce qui nous permet de montrer la convergence de la suite
(u'y, ™) vers une solution (u,¢) de (2.17) ayant toutes les propriétés requises.

Remarque 2.3. Le théoreme 2.5 montre la persistance des ondes de choc faiblement
stables pour les équations d’Fuler isentropiques. Les transitions de phase décrites précé-
demment ne relévent pas directement du théoréme 2.5 car elles ne vérifient pas les inégali-
tés de Lax, mais nous pouvons adopter une démarche analogue et montrer un résultat en
tous points similaire dans ce cas.
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2.4 Un probleme caractéristique : les discontinuités
de contact

2.4.1 Le critere de stabilité faible [D]

Nous nous intéressons ici aux équations d’Euler incluant 1’équation de conservation de
I’énergie :
Op+V-(pu)=0,
O(pu)+ V- (pudu)+Vp=0, (2.20)
H(pE)+V-((pE+p)u)=0.

En plus des notations déja utilisées au paragraphe 2.4, E = e + |u|?/2 désigne 1'énergie
totale par unité de masse avec e ’énergie interne du fluide par unité de masse. L’entropie
spécifique s étant définie par la seconde loi de la thermodynamique de = —pdv + fds
ou v = 1/p est le volume spécifique et 6 est la température, nous supposerons que p
est donnée comme fonction de p et de s (ce qui est toujours le cas si nous faisons des
hypotheses de convexité adéquates sur p, voir par exemple [7]). Les fonctions inconnues
sont donc (p,u, s). Si d,p > 0, le systeme (2.20) vérifie 'hypothese 2.6. La vitesse du son
est notée c(p, ).

Nous nous intéressons ici a des solutions de (2.20) régulieres de part et d’autre d'une
interface {x4 = ¢(t,y)}, les relations de saut sur 'interface étant :

Op+w_-Vyp—u_=0p+ws Vyp—uy =0, (2.21a)
py=p-. (2.21b)

Dans la terminologie de Lax [38], de telles solutions sont des discontinuités de contact.
Le tourbillon V A u est régulier de part et d’autre de l'interface et possede une mesure
de simple couche sur I'interface. Nous parlerons donc également de nappes de tourbillon.
Les relations (2.21a) montrent que l'interface est caractéristique par rapport aux états
“gauche” et “droit” (dans ce cas il n’y a pas de transfert de masse a travers l'interface et
nous ne pouvons plus parler d’amont et d’aval). Seules la vitesse tangentielle et ’entropie
ont un saut a travers 'interface.

L’analyse de stabilité des discontinuités de contact suit la méme démarche que pour
les discontinuités non-caractéristiques. Nous commencons par redresser le front inconnu,
puis nous linéarisons les équations autour d’une discontinuité de contact constante par
morceaux. A un changement de référentiel galiléen pres, une discontinuité de contact
constante par morceaux est de la forme :

—w,0 12q<0
(pw, ) = 4 BT 000, a0, (2.22)
(E,M,O,Sr) y S1 Tg > 0.

Le probleme linéarisé est a nouveau de la forme (2.12), mais ici la matrice A4 n’est plus in-
versible. Quitte a effectuer des changements de fonctions inconnues, cette matrice peut étre
mise sous la forme A; = diag (0,...,0,1,...,1). Apres introduction du poids exp(—~t)
et transformée de Fourier en (¢,y), nous pouvons éliminer les fonctions intervenant dans
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les premieres lignes du systeme (ces fonctions vérifient des identités algébriques) et nous
obtenons un systeme d’équations différentielles ordinaires de la forme :
dv o
_:%(C)V—i_F? .Td>0,
dzq .
Yo(()+BV =G, x4=0.

(2.23)

Le symbole &7 (() est homogene de degré 1 par rapport a ¢ et n’a pas de valeur propre
imaginaire pure pour v > 0. Le bord étant caractéristique, 47 (({) a maintenant des poles
sur Xy. Néanmoins, nous pouvons montrer facilement dans ce cas particulier que le sous-
espace stable £°(() se prolonge contintiment a >, malgré la présence des poles de <7 (().
Nous pouvons alors définir la notion de stabilité uniforme et de stabilité faible pour la
discontinuité de contact (2.22). Les définitions sont en tout point analogues aux définitions
2.5 et 2.6. Dans le cas d’'un fluide vérifiant la loi d’état des gaz parfaits polytropiques :

fe () e (-0

ol po, Po, So, R,y sont des constantes strictement positives (7 > 1), nous caractérisons la
stabilité de (2.22) de la maniére suivante :

Théoréme 2.6. Supposons d = 3. Alors la discontinuité de contact (2.22) est violemment
instable st w # 0.
Supposons d = 2. Alors la discontinuité de contact (2.22) est violemment instable si :

3/2
2w| € ]0, (c(]_o, 5,)%% + c(p, 3€)2/3) [

I

et faiblement stable si :

2/3 2/3 3/2
2wl > (c(p, s, + elp,50)??)

Dans le cas isentropique s, = s, = s bidimensionnel, nous retrouvons le critere de
stabilité faible |w| > v/2¢(p,s). Le résultat du théoreme 2.6 remonte & Miles et Fejer
[54, 18]. La preuve de ces résultats reposait sur des arguments d’analyse complexe. Nous
retrouvons ce résultat en utilisant uniquement des arguments algébriques simples sur
les polynomes réels de degré 3 ou 4. Notre preuve étend ainsi au cas non-isentropique
I'analyse du cas isentropique, voir 'ouvrage [60]. Notre analyse explicite également le cas
des modes neutres dans le cas des discontinuités de contact faiblement stables. La CKU
dégénere alors dans la région hyperbolique de ¥y, le symbole de 'opérateur agissant sur
le front étant elliptique.

Nous voulons maintenant montrer 1’existence de discontinuités de contact faiblement
stables, dans le cas bidimensionnel. Nous nous restreindrons pour simplifier au cas isentro-
pique, et renvoyons a Morando et Trebeschi [55] pour I’analyse du cas non-isentropique.
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2.4.2 Persistance des discontinuités de contact [C]| [F]

Nous considérons les équations d’Euler isentropiques (2.8) en dimension d = 2 d’es-
pace, et souhaitons construire des solutions régulieres de part et d’autre du front {xs =
©(t,z1)}, vérifiant les conditions de saut (2.21) sur le front. Si nous supposons que la
pression p vérifie p’(p) > 0 pour tout p > 0, la condition de saut (2.21b) est équivalente a
p+ = p_. Nous nous donnons donc une discontinuité de contact plane qui, a un change-
ment de référentiel galiléen pres, s’écrit :

Uy =
(p,’UJ,U) - {Ur —

(p, —w,0), sixy <O,

| 2.24
(p,w,0),  sixzy>0. (2.24)

Nous supposons que (2.24) vérifie le critére de stabilité faible :

lw| > /29 (p) , (2.25)

et souhaitons construire des discontinuités de contact proches de cette solution constante.
Pour cela, nous reformulons les équations dans un domaine fixe en redressant le front
inconnu. Nous introduisons deux fonctions @, définies sur [0,7] x R? et vérifiant :

(é_)|22=0 = (q)+)|z2:0 = (p? iaﬁEQQﬂ: Z K > 07

ou k > ( désigne une constante ajustée en fonction des données. Le probleme étant
caractéristique, le redressement du front utilisé au paragraphe précédent ne convient plus,
comme nous l'expliquerons plus loin. A la place, nous proposons de lever I'indétermination
sur les fonctions @4 en leur imposant de vérifier :

&@_ + w_ 8z1q)_ —U_ = 815@4_ + W 8$1(I>+ — U4y = 0, (226)

dans tout le domaine [0, 7] x R?. En redressant le front, nous pouvons reformuler notre
probleme sous la forme :

L(U,,q),) U_= L(U+,q)+) U+ = 0, te [O,T] , Lqg > 0,
3tg0+w_3zlg0—u_ :@g&—i—uur(?zlgo—m_ :07 le [07T]7Id:07 (227)
Py =p_, te0,T]),24=0,

ou Uy désigne le vecteur (p+, w4, us), et ou l'opérateur L(U, P) est défini comme au pa-
ragraphe précédent. Les équations (2.26) assurent que la matrice normale des opérateurs
L(Uy,®4) est de rang constant dans tout le domaine [0,7] x R2. Cette propriété est
cruciale pour effectuer la construction des symétriseurs de Kreiss pour un probléeme ca-
ractéristique, voir Majda et Osher [46]. Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.7. Soit T > 0 et soit (2.24) une discontinuité de contact plane vérifiant
(2.25). Considérons des données initiales pour (2.27) de la forme (Uty,po) ot U_y =
U+ U_70 et Upp=U, + U+70. Il existe deux entiers po, p1 et il existe § > 0 tels que pour
tout entier p > i, pour toutes fonctions (U_ g, Uy o, p0) € HFHFTI2(R2)2 x fr+im+1(R)

vérifiant :

HU*,OHHWLM“”(R@ + HUJr,OHmeHﬂ(Ri) + [lpoll gutm+1my < 0,



PROBLEMES AUX LIMITES HYPERBOLIQUES MULTIDIMENSIONNELS 34

et définissant des données initiales (Uy g, po) compatibles a Uordre pu+ py, alors il existe
une solution (Uy, Py, @) de (2.27), (2.26) sur lintervalle de temps [0,T] telle que (U, )
prenne la valeur (Us g, o) ent = 0, ®_ et & ont pour trace commune ¢ en xy = 0,
(U, @4) se décomposent sous la forme (U-,Uy) = (Uy + U_,%_’_ U,), Oy =ty + O,
Cette solution satisfait Uy, d5 € H*(]0, T[xR2) et p € H*(]0, T[xR).

La preuve du théoreme 2.7 suit la démarche adoptée pour le théoreme 2.5 en incluant
quelques spécificités des problemes caractéristiques. Nous indiquons les modifications es-
sentielles.

Comme nous 'avons détaillé précédemment, I’analyse par modes normaux peut s’ef-
fectuer de la méme facon que pour les problemes non-caractéristiques car le sous-espace
stable E*(¢) du symbole &7 (() se prolonge contintiment & tout ¥y. Pour notre probléme,
ce prolongement se fait de maniere explicite. Le symbole associé au front est elliptique,
donc nous pouvons isoler le front dans une condition aux limites et nous ramener a un
probléeme aux limites standard. Sous la condition (2.25), nous montrons que les fréquences
pour lesquelles la CKU dégénere ne coincident pas avec les poles du symbole <7 (¢). Nous
pouvons donc employer au voisinage de ces fréquences la méme technique que celle em-
ployée pour les problemes non-caractéristiques. Les estimations au voisinage des poles
releve de Majda et Osher [46], voir également 1'ouvrage [7]. La seule différence dans les
estimations est le controle de la trace de la solution ; ici nous ne controlons que certaines
composantes de la trace car le probleme est caractéristique.

Pour montrer 'estimation “douce” dans les espaces de Sobolev, nous suivons la méme
méthode que celle indiquée au paragraphe précédent pour controler les dérivées tan-
gentielles. Ici les dérivées normales ne sont pas toutes données par les équations car le
probleme est caractéristique. Si nous examinons en détail la matrice normale du probleme
linéarisé, nous nous apercevons que les dérivées normales “manquantes” sont celles des
vitesses tangentielles wy. Pour estimer ces dérivées normales, nous utilisons I'équation
satisfaite par la vorticité. Rappelons en effet que si (p,u) est une solution réguliere des
équations d’Euler (2.8) en 2 dimensions d’espace, alors la vorticité w := 0,,w — Oy u
satisfait :

Ow+u-Vo+wV-u=0.

L’analogue de cette équation dans les variables redressées conduit aux estimations des
dérivées normales de wy, et nous montrons ainsi une estimation “douce” dans les espaces
de Sobolev. Cette propriété particuliere des équations d’Euler nous évite d’introduire
des espaces de Sobolev a régularité conormale comme cela est nécessaire pour certains
problemes caractéristiques.

Dans le schéma itératif de type Nash-Moser, nous devons prendre en compte les
équations (2.26) qui doivent étre satisfaites a chaque étape de 'itération. La différence par
rapport au paragraphe précédent est que nous ne disposons pas ici de formule explicite
définissant les relevements ¢, en fonction de leur trace ¢. Dans la procédure itérative,
nous commencons comme dans le paragraphe précédent par résoudre un probleme linéarisé
analogue a (2.19) qui détermine les bonnes inconnues W1 et le front 1™, ce front ¢)" étant
la trace commune supposée des fonctions W’} qu’il nous reste a déterminer. Ces fonc-
tions sont ici déterminées en adoptant un schéma de Nash-Moser pour résoudre (2.26),
les termes source étant choisis tels que la trace de " et de ¥?} coincident avec la fonc-



PROBLEMES AUX LIMITES HYPERBOLIQUES MULTIDIMENSIONNELS 35

tion ¥™ calculée en résolvant le probleme linéarisé (2.19). Une fois déterminées W'}, nous

définissons UL, @7 par les relations :

Wi =Upt - Up — (9 - 1) 9, UL /0, 002w = ot — e

Pour le traitement du probleme lié au relevement du front, notre procédure suit la tech-
nique initiée par Francheteau et Métivier [19]. Hors mis cette difficulté supplémentaire, la
preuve de convergence du schéma se fait comme dans le cas des fronts non-caractéristiques.

2.5 Perspectives

Les résultats de ce chapitre montrent que les problemes faiblement stables sont bien-
posés dans les espaces fonctionnels adéquats. Pour les systemes de lois de conservation,
nous répondons a la question de la persistance des ondes de choc faiblement stables et
pour les équations d’Euler isentropiques nous montrons la persistance de discontinuités
de contact en dimension deux. D’une certaine maniere, cette analyse clot le programme
initié par Majda pour les solutions régulieres par morceaux ne présentant qu'une seule
onde. Plusieurs questions viennent naturellement a la suite de notre travail.

Tout d’abord, nous pouvons nous intéresser au probleme de la prolongation (en temps)
des fronts faiblement stables. Pour les ondes de choc uniformément stables, Métivier [51]
montre un critere d’explosion analogue a celui connu pour le probleme de Cauchy. Pour
les fronts faiblement stables, des développements (formels) d’optique géométrique ont été
obtenus par Majda et Rosales [45] puis par Artola et Majda [3] pour expliquer la formation
de singularités dans les fronts : les “Mach stems” dans les ondes de choc en dynamique des
gaz réactifs [45], et les “kink modes” dans les discontinuités de contact [3]. Maintenant
que nous disposons d’une théorie d’existence locale pour les fronts faiblement stables,
nous souhaitons pouvoir justifier ces développements asymptotiques qui expliqueraient la
formation de structures particulieres dans ces fronts.

Pour progresser dans la compréhension du probleme de Cauchy pour les équations
d’Euler, ou de maniere plus générale pour les systemes de lois de conservation, 1’étape
suivante est d’étudier les interactions entre différents types d’ondes. Métivier [47] a étudié
le cas de l'interaction entre deux ondes de choc uniformément stables et notre travail
débouche naturellement sur ’étude de l'interaction entre deux ondes qui sont 'une uni-
formément stable et 'autre faiblement stable. Le but ultime serait de résoudre le probleme
de Cauchy pour les équations d’Euler avec une donnée initiale réguliere de part et d’autre
d’une interface et donnant lieu a l'interaction d’'une onde de détente, d’une discontinuité
de contact et d'une onde de choc. Une question préliminaire est de comprendre la stabilité
de tels motifs vis-a-vis de perturbations des données initiales.

Enfin, la meilleure compréhension que nous avons maintenant des problemes aux li-
mites doit permettre d’étudier la stabilité des schémas numériques pour approcher les
solutions de ces problemes. Les travaux existants pour les schémas aux différences finies,
citons notamment les travaux de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom [25] et de Michelson
[53], sont souvent restreints aux schémas dissipatifs ce qui limite beaucoup les applica-
tions. L’extension des résultats pour les problemes “continus” aux problemes “discrets”
est une perspective importante du point de vue des applications.



Chapitre 3

Systemes hyperboliques avec
dissipation

Ce chapitre expose nos résultats concernant les systemes hyperboliques en présence
de termes dissipatifs. Dans tout ce chapitre, nous nous intéressons a des problémes posés
sur tout I'espace R?, avec d = 1 le plus souvent. Un premier paragraphe est consacré a
I’asymptotique de forte relaxation pour des systemes hyperboliques avec des forces de rap-
pel. Nous étudions plusieurs problemes dans cette direction. Tout d’abord nous étudions le
systeme des moments obtenu par la procédure de minimisation d’entropie et montrons que
ce systeme est consistant avec 'asymptotique de diffusion. Nous étudions ensuite la limite
de forte relaxation dans les équations d’Euler avec friction et justifions la convergence des
solutions vers un régime de diffusion dans une échelle de temps convenable. Pour finir ce
premier paragraphe, nous étudions le systeme dit de relaxation en pression et justifions
que ce systeme est consistant avec les équations d’Euler. Nos résultats sont étayés par des
simulations numériques montrant bien la convergence des solutions du probleme relaxé
vers la solution des équations d’Euler. Un second paragraphe est consacré a 1’étude d'un
modele de transfert radiatif couplant les équations d’Euler avec une équation elliptique
décrivant les radiations. Apres avoir rappelé les propriétés de dissipation de ce systeme,
nous étudions 'existence d’ondes progressives de type “profils de choc”. Nous montrons
I’existence de telles ondes, ainsi qu'une propriété de stabilité asymptotique en temps. Nous
développons ensuite un schéma numérique permettant le calcul de ces ondes progressives.

3.1 Systemes hyperboliques avec une forte relaxation

3.1.1 Systeme des moments avec minimisation d’entropie [G]
[H]

Nous considérons une équation cinétique de la forme :

58tf5+v8mfezp5;f€, (3.1)

ou f.(t,x,v) désigne la densité de particules situées au point z € R et ayant la vitesse
v € V au temps t, € > 0 est un parametre mesurant le “libre parcours moyen” des

36
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particules, et p. désigne la densité macroscopique de particules définie par :

plti)i= [ St v)ano).

la mesure p et 'ensemble des vitesses V' vérifiant I’hypothese suivante :

Hypotheése 3.1 (Ensemble des vitesses). L’ensemble V' est un intervalle compact de R de
la forme [—uvy, vm]. La mesure p est une mesure de probabilité borélienne sur V', vérifiant :
o Le second moment de p est strictement positif : d := fV vidu(v) >0,
e Pour toute fonction h continue sur Vet impaire, [, h(v)du(v) =0,
o Le maximum du support de p est vy : max Suppp = vyr.

Sous I’hypothese 3.1, les premiers termes du développement de Hilbert de f. sont :
f-(t,m,v) = o(t,x) — ev d,o(t,x) + O(e?), (3.2)
ou p est solution de I’équation de la chaleur :
do—dd,0=0. (3.3)

Le développement de Hilbert (3.2) peut étre justifié rigoureusement y compris pour des
situations bien plus complexes que (3.1), voir par exemple [23]. En particulier f. converge
en un sens convenable vers p. Pour des régimes intermédiaires du parametre ¢, I’asymp-
totique de diffusion p présente deux inconvénients. Tout d’abord I'équation de la chaleur
(3.3) propage 'information & vitesse infinie tandis que (3.1) propage 'information a la
vitesse (grande, mais finie) vy/e. De plus 'asymptotique p perd toute dépendance par
rapport a la variable de vitesse. Pour garder une trace de v, nous pourrions considérer
comme meilleure approximation de f. les deux permiers termes du développement (3.2).
Cependant la quantité o — e v 0,0 n’est pas nécessairement positive pour € > 0.

Notre but est de construire un systeme “intermédiaire” entre 1’équation cinétique
(3.1) et I’équation de la chaleur (3.3), les solutions de ce nouveau systeme permettant
de construire une densité de particules approchée f;(t, x,v) positive, ayant le méme com-
portement asymptotique que f., la quantité f; étant a priori plus facile a calculer que
fe. Le cout numérique pour résoudre 1’équation cinétique (3.1) n’est pas prohibitif car
nous étudions ici une situation simplifiée, mais notre démarche se justifie pleinement pour
des situations tridimensionnelles en espace et en vitesse ou le cout de résolution d’une
équation cinétique devient élevé. Le systeme intermédiaire que nous étudions a été pro-
posé par Levermore [40, 41]. Il est obtenu en considérant le systeme vérifié par les deux
premiers moments en vitesse p., J. de f. :

m@@:[ﬁ@%wmm,L@@:ASMmemm

L’hypothese 3.1 implique que p. et J. vérifient la contrainte, dite de flux limité, ¢ |J.| <
UM pe. Les moments (p,, J.) vérifient le systeme :

{@%+@¢:o,

3.4
20y J. + 0, P. = —J., (3.4)
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ou P. est le moment d’ordre 2 de f. :

P. :—/vv fe(t, z,v) dp(v) .

Le systeme (3.4) n’est pas fermé car le second moment P. ne peut a priori pas s’exprimer
en fonction de (p., J.). La fermeture par minimisation d’entropie de Levermore consiste a
remplacer le terme P. dans (3.4) par la quantité Z.(p., J.) définie de la maniére suivante :

gzs(ps,Js) = /VUQ}V.E(U) du(U),

Foimaguin { [ )@t /1 20, [ (1) a0 = (5)]

Le minimiseur ]A”; se calcule de maniere explicite. En introduisant la transformée de Laplace
F de la mesure p :

F(5) = /V exp(6v) du(v)

I'hypothese 3.1 permet de montrer que la fonction G := F//F est un € difféomorphisme
de R sur | — vy, vy [, et le minimiseur f. est donné par 'expression :

~ exp(vG_l(sJE/pg))
Je=p ]FoG*l(esJE/ps) '

(3.5)

Cette expression est bien définie si p., J. vérifient la condition stricte de flux limité ¢ |J.| <
Uy pe- Le moment d’ordre 2 de f. donne l'expression de Z.(p., J.) qui nous permet de
fermer le systeme (3.4). Nous obtenons :

8tpa + 8xja =0 )

e20,J. + 0, (pE@D(ngE)) — (3.6)

ou la fonction numérique v est définie par :

Vue]—ogoml, ¥(u):= I%/(G_l(u)) :

Le systeme (3.6) est défini dans louvert {p > 0, |J| < p}. Si (pe, Jo)(t, x) est solu-
tion de (3.6), la densité de particules f.(t,z,v) définie par (3.5) est positive et vérifie la
contrainte de flux limité. La définition de ¢ donne ¢(0) = d donc I’asymptotique formelle
de (3.6) quand ¢ tend vers 0 est :

0o+ 0,J =0, do,o=—J,

ce qui n’est rien d’autre que ’équation de la chaleur (3.3). Le systéme (3.6) se présente
donc comme un systeme intermédiaire entre 1’équation cinétique (3.1) et ’équation de la
chaleur (3.3). C’est un systeme non-linéaire, posé dans un espace ayant une variable de
moins que ’équation cinétique (3.1). Notre but est de justifier rigoureusement la conver-
gence des solutions de (3.6) vers la solution de I’équation de la chaleur. Notre résultat
principal est le suivant :
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Théoreme 3.1. Supposons l’hypothese 3.1 satisfaite, et soit p > 0. Il existe & > 0 tel
que pour tout ¢ €10,1], pour toutes données initiales py, Jo vérifiant lpo — plle2@) <
0 et |le Jollpzwy < 0, il existe une unique solution (p.,J.) € €°(R*;p + H*(R)) x
CO(R*; H*(R)) de (3.6) prenant les valeurs initiales (po, Jo) et cette solution vérifie I'es-
timation (uniforme en ¢) :

Stgg (|lpe(t) — BH%{Q(R) + & Hjs(t)H%{?(R))
_ e 2 2 2 2
+/O | SOl 72y + 11020 (O30 @) At S o0 — pllir2®) + l€ Joll iz, -

De plus, en notant ¢ € €°(R*; p+ H*(R)) la solution de I’équation de la chaleur (3.3)
prenant la donnée initiale py, nous avons :

Hﬂs - QHLQ(R‘*‘XR) Se.

Le théoreme 3.1 montre que le systeme (3.6) est consistant avec la limite de diffusion
(3.3). Par ailleurs, les estimations du théoreme 3.1 montrent que la densité microscopique
]A‘:g définie par (3.5) converge également vers la solution ¢ de I’équation de la chaleur quand
¢ tend vers 0, avec 'estimation :

er - Q||L2(R+><R><V) 5 €.

Nous détaillons maintenant les principales étapes de la preuve du théoreme 3.1. Pour
tout € > 0, 'existence globale de solutions régulieres pour le systéme (3.6) repose sur un
résultat d'Hanouzet et Natalini [26] car (3.6) est un systeéme hyperbolique possédant une
entropie strictement convexe. Cette entropie est donnée par :

H.(p., J.) := /V};(U) In f-(v) dp(v),

le minimiseur f- étant défini par (3.5). De plus, le systéme (3.6) vérifie la condition de cou-
plage, dite condition de Shizuta-Kawashima, définie dans [26]. Notre principal probleme
est de montrer que pour le systeme (3.6) le résultat de [26] peut étre rendu indépendant
de €. En particulier nous voulons montrer que la condition de petitesse de [26] sur les
données initiales ne dépend pas de e. Nous reprenons donc la méthode de [26] et expli-
quons pourquoi la structure particuliere de (3.6) permet d’obtenir un résultat uniforme
en £. Nous commencgons par effectuer un changement déchelle en temps en introduisant
T := et. Le systeme obtenu dans les variables (7,x) possede une entropie strictement
convexe Hl, ce qui nous permet de le symétriser en introduisant les variables entropiques
W := VH. Dans les variables W = (W, W), le nouveau systéme s’écrit :

Ao(Wa) 0,W + Ay (W) 0, = —é (G(SVQ)) |

Les matrices Ag(Ws) et A;(Ws) sont symétriques, Ag(Ws) étant définie positive. Le point
crucial pour la suite est que ces matrices ne dépendent que de la quantité Wy qui est
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I'inconnue sur laquelle porte 'opérateur de relaxation (qui tend a ramener W5 vers 0). Pour
montrer I'existence de solutions régulieres globales a ce dernier systeme, nous introduisons
la fonctionnelle d’énergie :

1 T T
M@V:$WWWﬂ%®+EAH%Wﬁmﬂﬂflﬂ@mm%mﬂf

0<r<T

En adaptant la méthode de [26] afin de tenir compte du parametre e, nous montrons
qu’il existe une fonction croissante C' indépendante de ¢ et de T telle que la fonctionnelle
d’énergie N (T') vérifie :

NL(T)? < C(|W ]| (o.1yxm) {N€(0)2 +NT) + NE(T)“} .

Cette estimation repose tout d’abord sur la procédure usuelle d’estimation d’énergie pour
les systemes symétriques hyperboliques, voir par exemple [7, 44]. Cette procédure nous
permet de controler les deux premiers termes intervenant dans la définition de N (7). 1l
nous reste & controler /e 9,W; dans la norme L?([0,7]; H'(R)), ce que nous faisons en
exploitant la condition de couplage dite de Shizuta-Kawashima. Le point important est de
montrer que toutes les estimations sont indépendantes du parametre €. Une fois obtenue
I’estimation a priori pour la fonctionnelle N, I'existence d’une solution réguliere globale
devient un argument classique. Il suffit ensuite de revenir aux variables originales p., J.
et au temps t = 7/¢ pour obtenir la premiere partie du théoreme 3.1. La condition de
petitesse sur les données initiales est indépendante de & car N.(0) ne dépend pas de ¢.

Pour estimer ’écart entre p. et la solution de I’équation de la chaleur o, nous adaptons
la méthode de Junca et Rascle [30] qui était introduite pour le systeme des équations
d’Euler isothermes avec friction. Cette méthode, propre a la dimension 1 d’espace, consiste
a introduire une fonction de courant z.(¢, z) vérifiant 0,2. = p. — g et Oyz. = —J. — d 0,0,
puis a effectuer des estimations d’énergie sur z. en multipliant la seconde équation de (3.6)
par z. et en intégrant par parties convenablement. Le systéeme (3.6) étant d’une structure
voisine de celle des équations d’Euler isothermes, la démarche de Junca et Rascle peut
étre adaptée au systeme (3.6).

Remarque 3.1. Si nous faisons tendre formellement € vers 0 dans [’estimation du
théoreme 3.1, nous trouvons l’estimation usuelle pour l’équation de la chaleur :

+oo
suploft) = pllece + [ 10:a(nceydt S = plEce

L’estimation du théoréme 3.1 est donc également consistante avec ['asymptotique de dif-
fusion.

Le théoreme 3.1 ne justifie 'asymptotique de diffusion pour le systeme (3.6) que pour
des solutions loin du vide. Cependant, I’équation cinétique (3.1) et I’équation de la chaleur
(3.3) peuvent étre résolues pour des données initiales contenant des zones de vide. Il
est donc légitime de vouloir résoudre (3.6) pour des données initiales (po, Jy) pouvant
contenir des zones de vide et de justifier 'asymptotique de diffusion pour les solutions
correspondantes. Dans certains cas particuliers, ce probleme a déja été résolu. Par exemple,
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pour le modele “4 deux vitesses” ou V = [—1,1] et = (0_1 + 61)/2, le systeme (3.6) se
réécrit comme 1’équation dite du télégraphe :

g2 (9t2tp5 + Ops — 82xp8 =0.

Z

Le comportement asymptotique quand ¢ tend vers 0 de la solution de cette derniere
équation peut s’étudier dans un cadre de solutions faibles, voir Kac [31]. Pour le modele
“maxwellien” o V' = R et p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
de densité exp(—v?/2)/v/27, le systéme (3.6) est exactement le systéme des équations
d’Euler isothermes avec friction :

atpa + 8:(:JE =0 )

2J2
£20,J. +aw(€

- +pa> =—J..

)

L’existence de solutions faibles a ce systéeme contenant des zones de vide releve de I’analyse
de LeFloch et Shelukhin [39], le comportement asymptotique s’obtenant en suivant les
arguments de Junca et Rascle [30]. Nous nous concentrons ici sur le cas ou V' = [—1,1]
et ou la mesure p est la mesure de Lebesgue normalisée. Dans ce cas, nous avons F(3) =
sinh(B)/8, et G(B) = coth(f) — 1/5. Nous souhaitons montrer Iexistence de solutions
faibles globales en temps de (3.6) pour des données initiales bornées vérifiant py > 0
et €|Jo| < po. L’approche usuelle pour construire des solutions faibles globales bornées
est d’utiliser ’approximation par viscosité évanescente et la compacité par compensation.
Une étape cruciale dans cette procédure est de trouver des zones positivement invariantes
pour 'approximation par viscosité évanescente. Nous montrons I'existence de telles zones
positivement invariantes et résolvons également la question “voisine” du probleme de
Riemann pour le systéme homogene obtenu a partir de (3.6) en oubliant le terme de
relaxation. Notre résultat s’énonce ainsi :

Théoréme 3.2. Supposons que u soit la mesure de Lebesque normalisée sur V = [—1,1].
Soient pg, pr > 0 et soient Jy, J,. satisfaisant € |Jy| < pe, €|J;| < p,. Alors le probleme de
Riemann :

8“0—1-(99“]:0,
3.7
e20,J + 0, <pw<£)) =0, (3.7)
p

avec donnée initiale :

(pg, Jg) , six <0,
(p7 J)|t:0 = .
(pry Jr), six >0,

admet une unique solution autosimilaire ne contenant pas de zone de vide. Le probleme
de Riemann avec donnée initiale :

(O, 0) , six <0,
(p> J)lt:o = .
(e ), siz >0,

posséde une unique solution qui consiste en une onde de détente reliant (0,0) a (py, J;).
Le cas ou l'état droit est le vide et [’état gauche a une densité strictement positive est
analogue.
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De plus, pour tout p > 0 et tout v > 0, la région &, définie par (3.8) est positivement
mvariante pour le systeme :

Owp+ 0, =vdp,
€20, + 0y (pw(g—‘]» = J+vdJ.
P

Afin de résoudre le probleme de Riemann et calculer des zones positivement inva-
riantes, nous devons calculer les champs caractéristiques du systeme (3.7) pour paramétrer
les courbes de détente. Les courbes de choc seront paramétrées en analysant les relations
de Rankine-Hugoniot. Les deux vitesses caractéristiques du systeéme (3.7) s’écrivent sous
la forme \; o(e J/p)/e, ou les applications A; 5 sont de classe > sur | — 1, 1] et vérifient :

Vue]l—1,1[, M(u) <u< A (u).

De plus les deux champs caractéristiques de (3.7) sont vraiment non-linéaires au sens
de Lax [38]. En notant Aj2(u) des primitives de 1/(A12(u) — u), nous montrons que les
applications :

eJ
Zig(p,J) = —Inp+ Ao (7) ;

sont des invariants de Riemann pour le systeme (3.7). Cela nous permet de paramétrer
globalement les courbes de détente, et pas uniquement au voisinage de tout point. Les
courbes de choc peuvent également étre paramétrées globalement en analysant les rela-
tions de Rankine-Hugoniot. Nous montrons que tout élément sur la courbe de choc est
admissible au sens ou il vérifie les inégalités de Lax. Le recollement des courbes de choc et
des courbes de détente fournit les courbes de Lax. En suivant la résolution du probleme
de Riemann pour les équations d’Euler, nous montrons une propriété de stricte monotonie
pour ces courbes ce qui nous permet de résoudre globalement le probleme de Riemann.
Le cas ou I'un des états est le vide se résout explicitement a 1’aide d’une onde de détente.

Les régions positivement invariantes s’obtiennent en utilisant les invariants de Riemann
Zy12. Pour p > 0, la région ., définie par :

I, ={(p,J) €l0,p] xR /elJ| <p, Zip,J)> Zip,0) i =1,2}, (3.8)

est convexe. En utilisant la théorie de Chueh, Conley et Smoller [16], nous obtenons son
invariance pour I'approximation par viscosité évanescente. La région .7, est également
invariante pour le probleme de Riemann de (3.7).

L’existence de régions positivement invariantes pour l'approximation par viscosité
évanescente fournit des bornes L> a priori qui sont indispensables pour montrer la conver-
gence de 'approximation lorsque v tend vers 0. Nous n’avons pas justifié cette convergence,
mais le résultat analogue [39] pour les équations d’Euler isothermes est une indication
forte que 'approximation par viscosité évanescente devrait aussi pouvoir se justifier pour
construire des solutions faibles globales du systéme (3.6). L’équation & résoudre pour cal-
culer les entropies de (3.7) est toutefois plus complexe que celle pour les équations d’Euler
isothermes car le systeme (3.7) ne possede pas l'invariance galiléenne.
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3.1.2 Equations d’Euler isothermes avec friction [I]

Nous nous intéressons aux équations d’Euler isothermes avec friction :

atp—i-Vm:O,
1 3.9
@m—l—V(mfm)—l-aQVp:—gm, ( )

oll p > 0 désigne la densité du fluide, m € R? sa quantité de mouvement, a > 0 est la
vitesse du son (constante) dans le fluide, et € €10, 1] représente un temps de relaxation.
Le systeme (3.9) est posé dans tout 'espace R?, et nous prescrivons des données initiales
(po,mg). Dans le cas d = 1, la convergence des solutions de (3.9) vers la solution de
I’équation de la chaleur quand e tend vers 0 a été montrée par Junca et Rascle [30] pour
des données initiales loin du vide et arbitrairement grandes dans BV (R). Junca et Rascle
obtiennent également un taux de convergence vers la solution de ’équation de la chaleur,
comme nous ’avons vu au théoreme 3.1. Notre but est d’étendre ce résultat de convergence
au cas d > 2. Le probleme analogue pour les équations d’Euler isentropiques a été résolu
par Sideris, Thomases et Wang [61]. Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.3. Soit p > 0 et soit k € N avec k > d/2 + 1. Alors il existe 6 > 0 tel

que pour tout € €10,1], pour toutes données initiales pog,mq vérifiant ||po — pl| mrray <
0 et |mo|lgrry < 6, il ewiste une unique solution (pe,m.) € €°(R*;p + HF(RY)) x
CO(RT; H*(RY)) de (3.9) prenant les valeurs initiales (py, mg) et cette solution vérifie
Pestimation (uniforme en ) :

1 [t
s4p (10:(0) = plpay + I Fa) 42 [ IO

—+00
+6[; IV o= ()71 ey At S Moo = pllgnay + 1m0 |17 (g -

Le théoreme 3.3 permet de considérer des données initiales (pg, mg) indépendantes de
¢ et d’étudier le comportement asymptotique des solutions lorsque € tend vers 0. Notre
résultat suivant explicite le comportement asymptotique de p. :

Corollaire 3.1. Sous les hypotheses du théoréme 3.3, si nous définissons l’application o,
par :
V(r,r) eRT xR, o.(1,2) = p(7/e, ),

et si nous notons o € €°(R*; p+ H¥(RY)) la solution de Uéquation de la chaleur :
d,o—a’No=0,

prenant la donnée initiale poy, alors pour tout T > 0 et tout o € [0, k|, 0. converge vers p
quand ¢ tend vers 0 dans €°([0,T]; HZ . (R?)).

La preuve du théoreme 3.3 suit d’assez pres les arguments de la preuve du théoreme
3.1. Nous montrons tout d’abord que la quantité :
m|”

1 LA
plnp+ -,
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est une entropie strictement convexe dissipée par (3.9). Le gradient de cette entropie
fournit les variables entropiques dans lesquelles le systeme (3.9) se réécrit sous la forme
d’un systeme hyperbolique symétrique. Ce nouveau systeme prend la forme :

Ao(V)OW + zd:Aj(V) 0o, W = —é (3) ,

ot W = (U, V) € Ri*l et V € RY Comme dans la preuve du théoreme 3.1, le point impor-
tant est que les matrices Ay, ..., Ay intervenant dans le systeme ci-dessus ne dépendent
que de la quantité relaxée V. Dans les variables entropiques, nous montrons une estimation
a priori pour la fonctionnelle d’énergie :

1 T T
NAT) = s IWOnga + 2 [ IVORsgadt+e [ ITUOF g0 dt.

0<t<T

Cette estimation a priori, analogue a celle montrée dans le cadre du théoreme 3.1, assure
I'existence globale de solutions régulieres pour des données initiales petites. La condition
de petitesse est indépendante de € car N.(0) ne dépend pas de e. L’estimation a priori
s’obtient a nouveau en combinant les estimations usuelles pour les systemes hyperboliques
symétriques et la condition dite de Shizuta-Kawashima qui permet de controler le terme
Ve VU dans L*([0,T]; H**(R4)).

Pour montrer le corollaire 3.1, nous procédons en trois temps. Dans un premier
temps, les bornes uniformes du théoréme 3.3 assurent que 9,0, — a®?Ap. converge vers
0 dans 2'(R* x RY). Dans un second temps, nous montrons que g. converge vers o dans
2'(R* x R?%). Nous utilisons pour cela 1'unicité de la solution de 1’équation de la cha-
leur dans lespace €°([0, T]; L*(R?)). Un résultat de compacité permet de conclure que la
convergence de g. vers g a lieu dans tous les espaces €°([0, T]; HZ.(R%)), T > 0, o < k, et
pas uniquement au sens des distributions. Il ne semble a priori pas immédiat de montrer
un taux de convergence de p. vers g, comme cela était possible en dimension d = 1.

Remarque 3.2. Le choix des variables dans lesquelles nous obtenons une écriture symé-
trique des équations joue une role central. En effet, nous aurions pu directement travailler
dans les variables (p, m) et symétriser le systéme (3.9) a la main. Mais dans ce cas, nous
n’aurions pas trouvé une écriture comme ci-dessus ou les matrices ne dépendent que de la
quantité relaxée. Le choix des variables entropiques est donc déterminant.

3.1.3 Relaxation en pression des équations d’Euler [J]

Les schémas de type volumes finis pour la résolution numérique des systemes de lois
de conservation sont basés sur 'approximation des flux aux interfaces de chaque “cellule
de controle”. Pour définir les flux aux interfaces, la méthode de Godunov s’appuie sur la
résolution du probleme de Riemann entre les états de part et d’autre de U'interface. Cette
méthode, quoique précise, est fort cotiteuse numériquement car elle nécessite de résoudre
des systemes d’équations non-linéaires. Un grand nombre de méthodes numériques se
basent donc sur une résolution “approchée” du probleme de Riemann afin de définir
les flux numériques aux interfaces. La méthode de Roe en est un exemple. Une autre
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classe de solveurs de Riemann approchés provient des méthodes dites de relaxation. Ces
méthodes consistent a construire un systeme “augmenté” avec un opérateur de relaxation,
de sorte que dans la limite ou le coefficient de relaxation tend vers l'infini les solutions
du systeme augmenté convergent vers la solution du systeme original. Cette classe de
méthodes remonte a Jin et Xin [29] qui, pour approcher le systeme de lois de conservation
non-linéaire :

Ou+ 0, f(u) =0,

proposent de résoudre le systéeme semi-linéaire :

o+ 0,v =0,
O+ a’0,v = M,
€
le parametre a étant ajusté en fonction des données. Le systeme augmenté possede ici
deux fois plus d’inconnues que le probleme original. Par ailleurs, le systeme augmenté
permet de résoudre numériquement le systeme non-linéaire de départ en mettant en place
une stratégie de type splitting. La méthode numérique se divise en deux pas : le premier
pas résout uniquement les termes convectifs (ces termes sont extrémement simples ici car
la partie d’ordre 1 du systéme augmenté est linéaire a coefficients constants), et le second
pas résout les termes de relaxation. Plus précisément, ce second pas résout les équations
différentielles ordinaires :
i=0, s=1W=v
€
ce qui se fait a l'aide de formules explicites. Le régime asymptotique € — 0 correspond a
“projeter” sur la variété d’équilibre {v = f(u)}. La méthode de Jin et Xin est toutefois
assez diffusive.

Nous allons détailler maintenant le systeme dit de “relaxation en pression” pour ap-
procher les équations d’Euler. Ce systéme augmenté, introduit par Chalons et Coquel [14],
permet de construire un solveur de Riemann approché dans 'esprit de la méthode de Jin
et Xin. Ce nouveau solveur, facile a implémenter numériquement y compris pour des lois
d’état complexes, produit une diffusion numérique moins importante que le solveur de Jin
et Xin. Nous justifierons ensuite la convergence des solutions du systeme augmenté vers
la solution des équations d’Euler lorsque le parametre de relaxation tend vers I’'infini.

Nous sommes intéressés par I'approximation des solutions des équations d’Euler :

Oi(pu) + Ou(pu® +p) =0, (3.10)
H(pE)+0.((pE+p)u) =0,

olt nous gardons les mémes notations qu’au paragraphe 2.4. En particulier, E = e + u*/2
désigne I'énergie totale spécifique et e est I’énergie interne spécifique. L’entropie spécifique
s est définie par la loi de la thermodynamique de = —pdv + 0ds, v = 1/p désignant le
volume spécifique. Nous supposons que le fluide est muni d’une loi d’état “complete”,
c’est-a~dire que I'énergie interne e est une fonction du volume spécifique v et de ’entropie
s, et que cette loi d’état vérifie les propriétés usuelles de la thermodynamique :
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Hypothése 3.2 (Inégalités de Bethe-Weyl et Smith). La fonction e(v,S) est de classe
> sur |0, +oo[ XR et vérifie les propriétés suivantes :

Oe Oe d%e 0%e
p——%>0, 8.—%>O, w>0, aUas<0,
0% O%e 0% e d%e 20 0%
— >, =<0, - <= .
ov? 0s? v 0s ov? dvds  p Ov?

Sous I'hypothese 3.2, le systeme (3.10) est strictement hyperbolique, les deux champs
caractéristiques extrémes sont vraiment non-linéaires et le champ caractéristique intermé-
diaire est linéairement dégénéré. De plus, la quantité —p s est une entropie strictement
convexe et les solutions faibles physiquement admissibles de (3.10) doivent vérifier I'inéga-
lité d’entropie :

O(ps)+ 0z(psu) > 0. (3.11)

Le systeme de relaxation en pression s’écrit :

(Oup + 0u(pu) =

Oh(pu) + Ou(pu )1 0,

(ps)+ Ou(psu) = 5 p(v—7)2(a*+ Oup(T,5)) , (3.12)
Kat(pT) - ax(pTu) - %p(v o 7_) (9(7_75) + (T - U) 6527(7', 8)) )

ol a > 0 est un parametre ajusté en fonction des données, et ou la pression relaxée 7 est
définie de la facon suivante :

T :=p(r,s) +a* (1 —v). (3.13)

Dans (3.12) et (3.13), les fonctions 6, p, 9,p, Osp sont toutes évaluées en (7, s) et non pas en
(v =1/p,s). Une quantité importante pour la suite est 1’énergie totale relaxée ¥ définie

par :
2

2 2

2 a?
Sur 'ensemble {7 = v} que nous appellerons la variété d’équilibre, la pression relaxée 7,
resp. I'énergie relaxée X, coincide avec p(v, s), resp. E. Par ailleurs, les solutions régulieres
de (3.12) vérifient la loi de conservation :

(3.14)

oh(pX)+ 0. ((pE+m)u) =0, (3.15)

donc formellement le systeme (3.12) approche les équations d’Euler (3.10) lorsque ¢ tend
vers 0. Le systeme (3.12) est compatible avec I'inégalité d’entropie (3.11) sous la condition
a’+0,p(7,s) > 0. Cette condition, dite condition sous-caractéristique, joue un role central
dans nos résultats de convergence.

Le solveur de Riemann approché pour (3.10) introduit par Chalons et Coquel [14]
consiste a résoudre le probleme de Riemann pour le systéme augmenté (3.12) homogene
(c’est-a-dire sans termes de relaxation) puis & projeter sur la variété d’équilibre {7 =
v}. Cette procédure s’appuie sur la résolution explicite du probleme de Riemann pour
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(3.12), ce qui est possible car tous les champs caractéristiques de (3.12) sont linéairement
dégénérés. Les courbes de discontinuité de contact peuvent se paramétrer a la main et les
états intermédiaires dans le probleme de Riemann sont donnés par des formules explicites.
L’étape de projection sur la variété d’équilibre s’appuie sur le fait que la limite (formelle)
du systeme (3.12) quand le parametre € tend vers 0 est le systeme (3.10) avec I'inégalité
d’entropie (3.11). Nous précisons rigoureusement cette convergence pour deux types de
solutions. Notre premier résultat concerne les solutions régulieres locales en temps et
périodiques en espace :

Théoreme 3.4. Soit k € N, k > 2. Supposons I’hypothése 3.2 satisfaite et considérons
des données initiales (po, o, S0, 70) € H¥ 2(R/Z) prenant ses valeurs dans un compact de
10, +00[xR?2x]0, +00[ et vérifiant py 1o = 1. Alors il existe une constante a > 0 et il existe
un temps T > 0 tels que :
e Pour tout € €]0,1], le systéme (3.12) admet une unique solution (pe,ue,S:,T.) €
€°([0,T); H*(R/Z)) prenant les valeurs initiales (po,ug, So, T0)-
o Les équations d’Euler (3.10) possédent une unique solution (p,u,s) € €°([0,T];
HY(R/Z)) prenant les valeurs initiales (po,uo, So), €t (pe,Ue,Se,T.) converge vers
(p,u,s,1/p) dans €°([0,T); H*(R/Z)) quand  tend vers 0.

Il est possible d’obtenir un résultat analogue dans l’espace entier mais I’énoncé du
théoreme 3.4 est plus simple dans le cas périodique. Il n’y a pas ici de phénomene de
couche limite en temps car les données initiales sont bien-préparées. Autrement dit, le
terme de relaxation dans (3.12) est nul a ¢t = 0 car vy = 79. Dans le cas isentropique, il est
possible de construire un systéme augmenté similaire a (3.12) pour lequel nous pouvons
traiter des données initiales mal-préparées.

La preuve du théoreme 3.4 suit ’analyse de Yong [62] et repose sur un développement
asymptotique de (pg, ue, s., 7). Ce développement asymptotique s’écrit :

]~

(pe, e, 52, 1) () = Y & (Us(t,z) + Vj(t/e, x)) .

Jj=0

Le premier terme Uy du développement n’est rien d’autre que la solution (p,u, s, 1/p) des
équations d’Euler (3.10), et les termes suivants s’obtiennent en identifiant formellement
les puissances de ¢ dans (3.12). Nous vérifions que pour un parametre a vérifiant la
condition sous-caractéristique, le systeme (3.12) satisfait les hypotheses de dissipativité de
[62] ce qui fournit des bornes uniformes en ¢ pour les différents termes du développement
asymptotique. Ces bornes assurent la convergence énoncée au théoreme 3.4.

Notre second résultat concerne ’approximation des ondes de choc pour les équations
d’Euler (3.10). Nous considérons une solution constante par morceaux de (3.10) :

1rx <ot
() = Pt s)s St ot (3.10)
(prytp,8p), siz>ot,

cette solution vérifiant l'inégalité d’entropie (3.11). Sous I'hypothese 3.2, cette derniere
inégalité est équivalente aux inégalités de Lax [38]. Notre résultat est le suivant :
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Théoréme 3.5. Si I'hypothese 3.2 est satisfaite et si (3.16) vérifie l'inégalité d’entropie
(3.11), alors il existe une constante a > 0 et il existe une onde progressive (p,u, s, 7)((x —
ot)/e) appelée profil de choc, solution de classe € de (3.12) et telle que :

5El_noo(p7 u, s, T) (5) - (p€7 Ue, St 1/pf) ) §Egloo(p’ u, s, T)(f) = (IOT’ Ury Sry 1/p7") :

Lorsque ¢ tend vers 0 'onde progressive (p, u, s, 7)((x—o t)/e) converge bien vers I'onde
de choc (3.16). Nous justifions donc bien 'approximation de (3.16) par des solutions de
(3.12). Les profils de choc de petite amplitude relevent de 'analyse de Yong et Zumbrun
[63]. L’intérét du théoreme 3.5 est qu’il ne fait, comme le théoreme 3.4, aucune hypothese
de petitesse sur les données. Nous détaillons les éléments principaux de la preuve du
théoreme 3.5. Apres quelques simplifications, nous nous ramenons & montrer I’existence
d’une orbite hétérocline pour un systeme d’équations différentielles :

X=F(X), lim X(¢)=X,, lim X(¢)=X,,
§——o0 £—+o00
ol F est un champ de vecteurs € sur un ouvert ¢ du plan R?. La conservation de
I'énergie (3.15) permet de trouver une intégrale premiere H pour ce systeme d’équations
différentielles. La matrice jacobienne de F' au point X, possede une valeur propre nulle
et une valeur propre strictement positive. Le théoreme de la variété instable permet alors
de construire une solution de I’équation différentielle définie sur un intervalle de la forme
] — 00,&[ et convergeant exponentiellement vite vers X, lorsque ¢ tend vers —oo. En
ajustanf convenablement le parametre a, nous pouvons construire un ensemble compact
J C O vérifiant les deux propriétés suivantes :
e Pour tout ¢ dans un voisinage de —oco X (&) appartient a l'intérieur de J¢".
e Le bord de JZ est constitué de points qui sont soit des solutions stationnaires de
I'équation différentielle, soit des points ou l'intégrale premiere H differe de H(X,).
Par conséquent, la solution X (£) ne peut toucher le bord de J£. Elle est donc définie
sur tout R et prend ses valeurs dans J#. A l'aide de I'intégrale premiere H il est aisé de
montrer la convergence de X (£) vers X, lorsque £ tend vers +o0o, ce qui conclut 'analyse.

Les théoremes 3.4 et 3.5 laissent ouverte la justification de la convergence des solutions
de (3.12) quand ¢ tend vers 0 pour des données initiales présentant des discontinuités.
Nous examinons ce probleme du point de vue numérique en construisant pour tout € > 0
un schéma numérique résolvant (3.12). Ce schéma est basé sur une procédure de type
splitting en deux étapes, similaire a la procédure de Jin et Xin. Dans une premiere étape
nous résolvons les termes convectifs de (3.12) au moyen du schéma de Godunov. Cela est
possible car la résolution du probleme de Riemann homogene pour (3.12) est explicite.
Nous résolvons dans une seconde étape les termes de relaxation de (3.12). Dans le cas
général d’'une loi d’état vérifiant 'hypothese 3.2 cela nécessite un solveur d’équations
différentielles raides, mais dans le cas de la loi d’état des gaz parfaits polytropiques
I’équation différentielle peut se résoudre a la main.

Nous montrons a la figure 3.1 les résultats obtenus pour différentes valeurs du pa-
rametre A\ = 1/e dans le cas test du tube a choc de Sod. Le schéma numérique pour
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A = 400 correspond au schéma de Chalons et Coquel [14]. Les simulations sont réalisées
avec une grille uniforme de 300 points. Lorsque le parametre A devient grand, la solution
numérique obtenue converge vers une solution approchée du probleme de Riemann pour
(3.10). L’approximation s’améliore si nous augmentons le nombre de points sur la grille.
Le choix de la loi d’état des gaz parfaits polytropiques permet de comparer les solutions
numeériques avec la solution exacte du probleme de Riemann. Les résultats numériques
sont similaires dans le cas de solutions du probléme de Riemann présentant deux ondes
de choc ou deux ondes de détente.

En conclusion, le solveur de Riemann approché construit a partir du systeme augmenté
(3.12) donne des résultats comparables au schéma de Godunov mais avec un cout en temps
de calcul bien moindre.

T
T exact ——

exact —— lambda = 100 -+~
lambda = 100 ---- lambaa = 1000 -+------
lambda = 1000 «+wrere 1k larmbda = infinity <
lambda = infinity

Exact —— . y T . .
lambda = 100 lambda = 100 ——
lambda = 1000 -~ | 1015 lambda - 1000
lambda = infinity a8 o Tnfinly ~roees

-0.4 0.2 0 0.2 04

F1a. 3.1 — Tube a choc de Sod pour différentes valeurs de A = 1/¢ : p (en haut a gauche),
u (en haut a droite), p (en bas a gauche) et p7 (en bas a droite).

3.2 Etude d’un modele d’hydrodynamique radiative

3.2.1 Existence et stabilité asymptotique de profils de choc [K]
L]

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a un modele d’hydrodynamique radia-
tive décrivant l'interaction entre un fluide compressible et des photons. Les interactions



SYSTEMES HYPERBOLIQUES DISSIPATIF'S 50

décrivent ici I’émission et ’absorption de photons par le fluide, I’émission se faisant sui-
vant la loi de Stefan-Boltzmann. En une dimension d’espace, 1’évolution du fluide et de
la densité d’énergie des photons est donnée par le systeme d’équations suivant :

Op+ 0u(pu) =0,

O(pu) + 0z(pu® +p) =0,

H(pE)+ 0. ((pE+p)u) =n—6",
—P2n=0"—n,

(3.17)

ou nous gardons les mémes notations que dans les paragraphes précédents pour les va-
riables décrivant le fluide, n désignant la densité d’énergie des photons. Pour simplifier,
nous avons écrit le systeme (3.17) dans des variables adimensionnées, les constantes étant
prises égales a 1. Le systeme (3.17) traduit uniquement des échanges d’énergie entre
le fluide et les photons. Les modeles plus sophistiqués tiennent également compte des
échanges d’impulsion mais nous nous en tiendrons ici au modele (3.17). Pour fermer
(3.17), nous supposons que le fluide suit la loi d’état des gaz parfaits polytropiques :

p=Rpo=(y—1)pe,

avec R > 0 et v > 1 des constantes caractérisant le fluide. Nous choisirons les quantités
p,u,0 comme inconnues de (3.17). La densité d’énergie des photons est donnée par la
formule :

t.a) =5 [ expl=lo = al)0(t.)" dy.

Il est aussi possible d’exprimer n en fonction de #* au moyen d'un multiplicateur de
Fourier, I’équation elliptique vérifiée par n étant linéaire a coefficients constants.

Le systéeme (3.17) est un systeme hyperbolique-elliptique de lois de conservation. Kawa-
shima, Nikkuni et Nishibata [33] ont montré que le couplage avec les radiations induit une
dissipation suffisamment forte pour permettre ’existence globale de solutions régulieres :

Théoréme 3.6 (Kawashima, Nikkuni, Nishibata [33]). Soient p >0, 8 > 0, et considérons

des données initiales pour (3.17) de la forme (po,uo,00) = (p + po,uo, 0 + 50) avec
(Po, o, 00) € HY(R), s > 2. Il existe une constante § > 0 telle que si la condition :

| pol| s ) + |10l zs ) + [|Ool| sy <6,

est satisfaite, alors il existe une unique solution (p,u, ) de (3.17) avec (p — p,u,0 —0) €
CO(R*; H*(R)) et prenant les données initiales (po, uo, 0p). De plus, cette solution vérifie :

li

i (1p(6) = plo<qey + 1u(t) ey + 108) = (s = 0.

Notre but est d’étudier I'influence du couplage avec les radiations sur la structure
et la stabilité des ondes de choc. Nous considérons donc une onde de choc solution des
équations d’Euler (3.10) :

0 i t
(p,u,0) = (pe, ue, 00) S% r <ot (3.18)
(pr,ur, 0,), six>ot.
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En particulier nous supposons que (3.18) vérifie I'inégalité d’entropie (3.11) comme au
paragraphe précédent. Notre premier résultat établit I’existence d’ondes progressives régu-
lieres solutions de (3.17) reliant les états (py, ue, 0¢) et (py, ur, 6,) :

Théoréme 3.7. Supposons que la constante v vérifie 1 < v < (VT+1)/(VT—1), et soit
(pe, ug, 0¢) un état fixé avec p; > 0, 0, > 0. Alors il existe une constante § > 0 telle que
pour tout état (p,,u,,0,) vérifiant :

o |pr — po| + [ur — we| + 0, — 0, <,

e la fonction (3.18) est une onde de choc pour les équations d’Euler (3.10),
il existe une onde progressive (p,u,0)(x —at) solution de classe €* de (3.17) et vérifiant :

lim (:07 u, 9)(5) = (pg,Ug,@), lim (p7u,9)(§) = (pf‘aurveT)'

g——o0 g—-+oo

Les fonctions p,u,0 sont monotones sur R. Une telle onde progressive sera appelée un

profil de choc.

La condition 1 < v < (/7 +1)/(v/7 — 1) n’est probablement pas nécessaire mais
uniquement suffisante pour obtenir le résultat du théoreme 3.7. Cette condition permet
toutefois de simplifier beaucoup une des étapes de la preuve. De plus cette condition
autorise les valeurs usuelles v €]1,2] car (v/7+1)/(vV/7 — 1) =~ 2,215.

Le théoreme 3.7 est I'analogue pour le systeme (3.17) du résultat de Kawashima et
Nishibata [35] qui traitait le systéme simplifié :

3.19

{atu +0,(u?/2) = q—u,
Pour le systeme (3.19), Kawashima et Nishibata montrent 'existence de profils de choc
réguliers de petite amplitude, et montrent également que les ondes de choc de grande
amplitude admettent des profils qui ne sont que réguliers par morceaux. Kawashima et
Nishibata montrent également que la régularité du profil augment quand I'amplitude du
choc diminue. Nous obtenons un résultat analogue pour le systeme (3.17) :

Théoréme 3.8. Supposons que la constante v vérifie 1 < v < (V74 1)/(V7 = 1), et
soit (pe,ue, ) un état fixé avec py > 0, 6, > 0. Alors il existe une suite décroissante
de nombres strictement positifs (0,)nen telle que pour tout entier n et pour tout état
(pr,ur, 0,) vérifiant :

o |pr — po| + [ur — we| + 0, — 0, < 6n,

e la fonction (3.18) est une onde de choc pour les équations d’Euler (3.10),
il existe une onde progressive (p,u,0)(x —ot) solution de classe €"** de (3.17) vérifiant :

lim (p,u,0)(§) = (pe,ue, 0) . dim (p,u,0)(&) = (pr, s, 0r)

£——o0

Mentionnons qu’indépendamment de notre travail, Lattanzio, Mascia et Serre [37] ont
obtenu des résultats comparables aux théoremes 3.7 et 3.8 pour des systemes hyperbo-
liques-elliptiques généraux avec un couplage linéaire. Le systeme (3.17) ne rentre donc pas
dans la classe des systemes étudiée dans [37] mais en est toutefois tres proche.
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Nous détaillons maintenant la preuve des théoremes 3.7 et 3.8. Apres quelques sim-
plifications, le théoreme 3.7 revient a montrer l'existence d’une orbite hétérocline pour
un systeme de deux équations différentielles dans le plan. Plus précisément, nous devons
montrer 'existence d’une solution du systeme :

{bf'w’ (3.20)

UMZf(U,U)),

olt f est une fonction de classe € sur R? vérifiant f(a,0) = f(—a,0) = 0 pour un
certain a > 0. Le parametre a mesure 'amplitude du choc (3.18). La fonction f se calcule
explicitement a partir des états amont et aval du choc (3.18). Nous devons construire une
solution d’une solution (v, w) de (3.20) définie sur R et vérifiant :

lim (Ua w)(g) = ((I, O) ) lim (U7 w)(g) = (—CL, 0) :
{——o0 §—+o0
La fonction v doit donc s’annuler au moins en un point, de sorte que (3.20) ne s’écrit pas
comme un systeme d’équations différentielles ordinaires. Pour contourner cette difficulté,
nous introduisons le systeme auxiliaire :

{V:VW’ (3.21)

W= fv.w),
obtenu formellement a partir de (3.20) en multipliant le champ de vecteurs par v. Pour le

systeme (3.21), nous montrons l'existence de deux solutions (V;, W,) et (V;, W;) définies
sur R et vérifiant les conditions asymptotiques :

nl_i)r_noo(vb’ Wb)(n) = (a7 O) ) ngrfm(%u Wb)(n) = (07 wO) )
lim (V W)(n) = (~a,0). lim (Vi W)(n) = (0,up).

ol wy est une constante se calculant a partir des données. La construction de (V;,, W,) et
(Vi, Wy) ne peut se faire que dans le cas oi 'onde de choc (3.18) est d’amplitude suffisam-
ment petite. A I'aide des solutions (V;, W,) et (V;, Wy) de (3.21), nous construisons un ¢’
difféomorphisme croissant =, de R sur | — 00, 0] et un ¢’ difféomorphisme décroissant =
de R sur |0, +o0], telle que la fonction :

Vi, W,) 0 Z771(8), i€ <0,
(U’ w)(g) = (0,21)0) ) sl g = 07
(Vi, Wy) 0 EH(E), si€ >0,

est une solution du systeme original (3.20) sur R \ {0}. Cette fonction est par ailleurs
continue sur R. Pour une onde de choc (3.18) d’amplitude suffisamment petite, nous
montrons que w est de classe €' et que v est de classe €2 sur R, ce qui nous permet
de construire une onde progressive (p, u,6) solution de (3.17) de classe € et d’obtenir le
théoreme 3.7.
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Nous détaillons maintenant la méthode pour montrer la régularité supplémentaire du
profil lorsque 'amplitude de 1'onde de choc (3.18) est suffisamment petite. Pour établir ce
résultat, nous montrons par récurrence sur n que si 'amplitude du choc est assez petite,
le profil de choc construit précédemment vérifie v € €"(R), w € €" " (R) et w admet
un développement asymptotique en & = 0 de la forme :

w(€) = wo + wr v(€) + -+ + wai1 v(€)" + o(v(§)"),

ou les nombres wy se calculent de maniere récursive. Pour montrer que v est de classe
¢ *3 en supposant 'hypothese de récurrence vraie au rang 7, nous commencons par écrire
les fonctions W), et W; sous la forme :

Wy = wotwy Vot - fwn VP W V' Wy = wotwn Vit V' W Vi

En analysant le systeme d’équations différentielles vérifié par (V;, Wi,415) et (Vi, Wit14),
nous obtenons le comportement de ces deux orbites au voisinage de n = +oc0. Il suffit
alors de retranscrire ce comportement sur les fonctions (v, w) obtenues apres composition
avec les difféomorphismes Z° Let Ey ! L’analyse, fastidieuse mais relativement élémentaire,
permet de montrer que si ’amplitude du choc est suffisamment petite alors w est de classe
€2 et v de classe €3, Nous pouvons de plus montrer un développement asymptotique
de w en £ = 0 au rang suivant :

w(€) = wo + w1 v(€) + - -+ + Waya v(E)"? + 0(v(§)"?),
ce qui conclut la récurrence.

Nous allons maintenant étudier la stabilité des profils de choc vis-a-vis de petites per-
turbations. Le théoreme 3.6 assure la stabilité asymptotique des états constants vis-a-vis
de petites perturbations dans l'espace H?(R) et nous souhaitons étendre ce résultat aux
profils de choc. Remarquons tout de suite que contrairement aux états constants, les pro-
fils de choc ne sont pas invariants par translation. Pour des perturbations générales, les
profils de choc ne peuvent donc étre au mieux qu’orbitalement stables. Pour simplifier
I’analyse nous nous limiterons a des perturbations “de masse nulle”, c’est-a-dire que les
perturbations des variables conservatives seront d’intégrale nulle sur R. Nous montrerons
notre résultat de stabilité dans les coordonnées lagrangiennes car les estimations seront
plus simples a établir dans ce cadre (I’analyse d’existence est plus simple dans les coor-
données euleriennes car ’équation elliptique pour la densité des radiations n se résout
explicitement).

Dans les variables lagrangiennes, le systeme (3.17) se réécrit :

\

(9,0 — Oyu =0,
O+ 0yp =0,
OE+ 0y(pu) = —0,q, (3.22)
—0, (%) +vq=09,(0Y),

ou y est la nouvelle variable “d’espace”, v = 1/p est le volume spécifique et ¢ désigne le
flux d’énergie radiative. L’analogue de la quantité ¢ pour le systeme (3.17) serait —3d,n.
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L’existence de profils de choc réguliers pour le systeme (3.22) s’obtient directement en
réécrivant les profils de choc pour (3.17) dans les coordonnées lagrangiennes. Nous nous
donnons donc un profil de choc (V,U,0)(y — ot) solution de (3.22) reliant des états
(ve, ug, 0p) et (v, u,,0,), et nous considérons des données initiales (v, ug, dy) pour (3.22)
vérifiant :

—1 —1
=V AP, u=U+T,, O=0+"1@2-U%+1-7, (323

2R R
L’écriture (3.23) exprime le fait que les perturbations initiales des variables conservatives
(v,u, E) sont les dérivées de fonctions (®g, Vg, To). L'intégrale sur R des perturbations

est donc formellement égale a 0. Notre résultat de stabilité asymptotique est le suivant :

Théoréme 3.9. Supposons que v vérifie 1 < v < (VT +1)/(VT —1), et soit (vy,uy, 0f)
un état fixé avec vy > 0, 0, > 0. Alors il existe une constante § > 0 telle que pour tout
profil de choc (V,U,©)(y—ot) solution de (3.22) reliant des états (vg, ug, 6;) et (vy, u,, 6,)
avec :

|pr = pel + |ur — | + 160, — 00| <5,

et pour toutes données initiales (vo, ug,6p) de la forme (3.23) avec (®g, ¥g, To) € H*(R)
et :
9ol zr3) + Wollmsw) + | Tollmsw) <9,

alors le systéme (3.22) admet une unique solution (v, u, ) vérifiant :
t (v@t) =V (—ot),ult) —U(—oct),0(t) —O(-—0ot)) € €°(R"; H*(R)).
De plus cette solution satisfait :

Jim_sup (Iv(t,y) —V{y—ot) +ult.y) = Uly—ot)| +10(t.y) =By — o t)]) = 0.

La preuve du théoreme 3.9 utilise la méthode de Kawashima et Matsumura [34] qui
consiste a montrer des estimations d’énergie pour le systeme (3.22) intégré par rapport a
la variable y. En effet la forme du systeme (3.22) et des données initiales (3.23) permet de
chercher les perturbations du profil comme des dérivées par rapport a y de nouvelles in-
connues (¢, ¥, T). Les propriétés de monotonie du profil de choc induisent une dissipation
sur le systéme vérifié par les inconnues (®, ¥, T). Cette dissipation est toutefois plus faible
dans notre étude que dans le cas des équations de Navier-Stokes traité par Kawashima et
Matsumura [34]. En particulier, nous devons considérer des données initiales (®g, U, To)
dans H*(R) car nous devons contréler la norme L{°(W,;>°) de la solution, tandis que
dans le cas des équations de Navier-Stokes seul un controle de la norme L7 (W) de la
solution est nécessaire ce qui permet d’abaisser la régularité des données initiales. Cette
faible dissipation nous oblige en outre a travailler directement sur le systeme quasilinéaire
(3.22) tandis que Kawashima et Matsumura montraient des estimations sur le linéarisé des
équations autour du profil. Nous montrons donc des estimations d’énergie en symétrisant
les équations quasilinéaires. L’existence globale de la solution ainsi que sa décroissance
asymptotique en temps s’obtient en montrant une estimation d’énergie a priori qui assure
un controle uniforme en temps de la solution. Cette estimation d’énergie est comparable
a celles que nous avons établies au paragraphe précédent pour montrer ’existence globale
de solutions régulieres.
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Remarque 3.3. Il est malaisé de reformuler le théoreme 3.9 dans les coordonnées eu-
leriennes car 'hypothese de masse nulle dans les coordonnées lagrangiennes n’équivaut
pas a une hypothése de masse nulle pour les variables conservatives dans les coordonnées
euleriennes.

3.2.2 Calcul numérique des profils de choc [M]

Notre but est de construire un schéma numérique permettant de calculer les profils
de choc dont nous avons montré 1'existence au théoreme 3.7. Les expériences numériques
peuvent également indiquer 1'aspect des profils de choc de grande amplitude. Nous tra-
vaillons dans les coordonnées euleriennes et nous concentrons donc sur le systeme (3.17).
Notre schéma s’appuie sur une stratégie de splitting en deux étapes, la premiere étape
résolvant les termes convectifs des équations d’Euler et la seconde étape résolvant le cou-
plage avec les radiations.

Etant donnés un intervalle de calcul [—L, L], un pas d’espace Az = 2 L/M avec M
un entier, et un pas de temps At, nous initialisons la solution numérique (p?, ug, 9?)1§j§ M
par des fonctions en escaliers du type (3.18). Pour des profils de choc de petite amplitude,
I'onde de choc plane (3.18) est une petite perturbation non-réguliere du profil cherché, et
nous espérons que la solution numérique convergera asymptotiquement en temps vers le
profil cherché (malgré I’absence de régularité de la perturbation initiale). Pour des profils
de grande amplitude, (3.18) est a priori une perturbation de grande amplitude du profil
mais il n’y a pas nécessairement d’initialisation plus intuitive pour le schéma. La encore,
nous espérons que la solution numérique convergera asymptotiquement en temps vers le
profil cherché.

Une fois initialisé, le schéma s’écrit formellement :

n+1 ~n+l gn+l . At v At n o .n gn
Vn eN, (pj y Uj ,9j )1§j§M—X Y (pjauj>6j>1§j§M’

ot Y2 est approximation au temps At du flot des équations d’Euler (3.10) et X2% est
I’approximation au temps At du flot des équations intégro-différentielles :

p=0,
(pu) =0, (3.24)
(pE)=Kx0*—0*,

ou K désigne le noyau exp(—|z|)/2 et x la convolution par rapport a la variable d’espace.

Comme nous souhaitons calculer des profils de choc qui sont éventuellement discon-
tinus, il est important de calculer les termes convectifs avec un schéma présentant une
tres faible diffusion numérique. Nous utiliserons donc pour 'approximation Y2* du flot
des équations d’Euler soit le schéma appelé “Lagrange-projection” introduit par Després
et Lagoutiere [17], soit le schéma de Godunov qui est peu diffusif lorsque nous ne cal-
culons qu’une onde de choc (le schéma de Godunov est moins efficace pour calculer des
discontinuités de contact).

Nous détaillons maintenant I’approximation X! du flot de (3.24). Modulo des cons-
tantes que nous n’écrivons pas, le systéme (3.24) se ramene a la résolution de 1’équation :

0t) = % (K +0(t) — 0()"), 0(0,2) = bo(x).
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F1G. 3.2 — Profil de choc régulier obtenu au moyen du schéma Lagrange-projection : p (en
haut a gauche), u (en haut a droite), p (en bas a gauche) et 6 (en bas a droite).

ou p est une fonction donnée ne dépendant que de x et pas de t. La variable d’espace x
n’est pas un parametre car 'opérateur de convolution est non-local. Pour approcher la
solution de cette derniere équation au temps At, nous proposons I’approximation :

0t) = % (K %61 —6(t)"), 6(0,2) = bola).,

pour laquelle = est désormais un parametre. Cette équation différentielle ordinaire est
calculée numériquement a 1’aide d’un schéma d’Euler implicite (qui demande la résolution
d’une équation polynomiale de degré 4). Si nous souhaitons monter en ordre il est possible
de remplacer le schéma d’Euler implicite par un schéma de Crank-Nicholson. Pour calculer
numériquement la convolution K63, nous pouvons nous rappeler que cette fonction est la
solution d’une équation elliptique et discrétiser cette équation elliptique par une méthode
de différences finies. Nous pouvons également ramener la convolution K+6j & une intégrale
sur R d’une fonction bornée pour la mesure exp(—z) dz dont les polyndémes orthogonaux
sont les polynomes de Laguerre. La convolution est alors approchée par une formule de
quadrature de Gauss-Laguerre d'un ordre suffisamment élevé. Les points et les poids de
ces formules de quadrature sont, jusqu’a un certain ordre, disponibles dans la littérature.

En résumé le flot des équations d’Euler sans couplage est approché par le schéma
“Lagrange-projection” ou par le schéma de Godunov. Le flot de (3.24) est approché par
une méthode semi-implicite ou 'opérateur de convolution est traité de maniere explicite
soit par une discrétisation de 1’équation elliptique soit par une formule de quadrature, et
ol le terme —@* est traité de maniere implicite.
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Nous présentons a la figure 3.2 les résultats obtenus pour un profil de petite ampli-
tude en utilisant le schéma “Lagrange-projection” pour discrétiser les termes convectifs.
Les figures représentent les résultats obtenus en utilisant la méthode de discrétisation de
I’équation elliptique et la méthode de quadrature pour calculer I'opérateur de convolu-
tion. Les deux méthodes donnent des résultats extrémement proches et les courbes sont
pratiquement superposées. Le profil obtenu est régulier et monotone. L’ordre de grandeur
des erreurs numériques est comparable pour les deux méthodes.

Profile {density) for Euler by Godunow Frofile [velocity) for Euler by Godunow
3. 3.0 |
3.0 o ’
2.5
2.0 o
£z0 2
1.5 i
1.5

0.5 0o
—40 -3 20 10 0 10 20 30 40 =40 -30 20 10 0 10 20 20 40
] ®
Profile (pressure) for Euler by Godunow Profile {temperature) for Euler by Godunov
8 28
7 2.6
& 2.4
t 22
fe] T
o ! Yo
4 =
1.8 n n
2 Exact Riemann solution
18 + Gauss-Laguems
@ 14 | < Discretization
, ) |

1
—40 -3 =20 -10 0 10 20 30 40 ‘—4!3 -30 -20 -10 @ 10 20 20 40
X

F1G. 3.3 — Profil de choc discontinu obtenu au moyen du schéma de Godunov : p (en haut
a gauche), u (en haut a droite), p (en bas a gauche) et 6 (en bas a droite).

Nous présentons a la figure 3.3 les résultats obtenus pour un profil de grande amplitude
en utilisant cette fois le schéma de Godunov pour discrétiser les termes convectifs. Les deux
méthodes de discrétisation et de quadrature donnent des résultats assez proches, mais le
calcul des erreurs numériques montre ici que la méthode de discrétisation donne des erreurs
moins importantes que la méthode de quadrature. Le profil est régulier par morceaux, et
la température n’est plus monotone. Ce phénomene a déja été observé numériquement
dans d’autres modeles d’hydrodynamique radiative.

3.3 Perspectives

La modele de transfert radiatif (3.17) est le couplage le plus simple entre les équations
de I'hydrodynamique et les radiations. Les modeles les plus complets couplent les équations
d’Euler avec une équation cinétique décrivant I’évolution de la densité de photons (ce
niveau de modélisation tient compte de la direction des photons tandis que le modele (3.17)
est un modele isotrope). Les interactions entre le fluide et les photons se font par échange
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d’impulsion et d’énergie. A un niveau de modélisation intermédiaire, I’équation cinétique
est remplacée par une asymptotique de diffusion obtenue formellement en supposant que
le fluide a un mouvement bien plus lent que les photons qui se déplacent a la vitesse de la
lumiere. Le lien entre les différents niveaux de modélisation est pour l'instant formel, et il
serait important de justifier rigoureusement les différentes analyses asymptotiques par un
résultat dans l'esprit du théoreme 3.3 (stabilité des états constants uniforme par rapport
a un petit parametre et justification du comportement asymptotique). Un tel résultat
justifierait la construction de schémas numériques “asymptotic preserving” permettant
de traiter différents niveaux de modélisation.

La procédure de fermeture du systeme des moments par minimisation d’entropie
étudiée au paragraphe 3.1 a également été utilisée dans la théorie du transfert radia-
tif pour remplacer 1’équation cinétique décrivant 1’évolution de la densité de photons par
un systeme hyperbolique. Nos résultats sur le systeme des moments peuvent permettre
de justifier la cohérence de cette approximation dans un régime de diffusion.

Enfin, il serait intéressant de trouver une caractérisation des systemes hyperboliques
avec relaxation pour lesquels 'existence globale de solutions régulieres peut étre ren-
due uniforme par rapport au parametre de relaxation. Les résultats du paragraphe 3.1
donnent deux exemples, le premier en une dimension d’espace, le second en dimension
arbitraire. Une caractérisation complete permettrait de justifier de maniere systématique
des résultats asymptotiques.
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