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Introduction

Cadre général

Le travail de cette thèse se place dans un contexte de modélisation et de simula-
tion numérique de nano-composants, celui-ci est sujet à une forte demande de l’in-
dustrie électronique et sucite jusqu’à présent l’intérêt de nombreux mathématiciens.
La petite taille de ces dispositifs, de l’ordre du nanomètre, est propice à l’appari-
tion de phénomènes physiques donnant aux composants des propriétés particulières
qui trouvent une application dans le domaine de l’électronique. Ces phénomènes
sont bien décrits en modélisant le déplacement des électrons à l’intérieur du com-
posant à l’aide de la mécanique quantique [27], en faisant intervenir des systèmes de
Schrödinger-Poisson.
En particulier, nous proposons dans ce travail des méthodes numériques pour la
simulation de diodes à effet tunnel résonnant1. Ces diodes sont des hétérostructures
composées de fines tranches de semi-conducteur accolées les unes aux autres et com-
prises entre deux fils de taille considérée infinie [18]. Le cas qui nous intéressera le
plus longuement est celui de la double barrière. Pour une telle diode, la différence
de conductivité de chacun des matériaux mis en jeu est représentée par un potentiel
électrostatique de la forme puits dans une île. Nous nous placerons dans le cadre
hors équilibre, c’est à dire que le potentiel appliqué n’est pas le même de chaque côté
du semi-conducteur. La composition d’un exemple de RTD et le potentiel correspon-
dant, dans l’approximation monodimentionnelle, sont représentés dans la Figure 1.
Dans un circuit sous-tension, des électrons sont injectés par la gauche et par la

droite et, une partie d’entre-eux traversant les barrières par effet tunnel, est cap-
tée par le puits. Du point de vue mathématique, cela se traduit par l’existence
d’états quasi-bornés correspondant à des quantités spectrales appelées résonances
quantiques. Une résonance quantique n’étant pas dans le spectre de l’opérateur mis
en jeu, elle différe de la notion de résonance généralement connue, comme étant
la stimulation d’une fréquence propre du système, pouvant conduire à sa rupture.
Cependant, le comportement du système est, de façon similaire, singulier à proxim-
ité d’une résonance quantique. En particulier, les états de scattering arrivant sur la
diode avec une énergie proche d’une résonance2, ont un module important à la sortie

1Nous les appellerons par la notation RTD venant du nom anglais : Resonant Tunneling Diode.
2Comme dans ce travail nous travaillerons seulement avec des résonances quantiques, nous les

qualifierons de résonances sans que cela ne soit sujet à confusion.
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Fig. 1 – Composition d’une RTD GaAs/AlGaAs (gauche) et potentiel extérieur
correspondant (droite).

de la diode. En d’autres termes, les électrons traversant la diode sont plus largement
transmis lorsque leur énergie est résonnante : c’est l’effet tunnel résonnant.
Sur le premier graphique de la Figure 2, nous avons schématisé l’injection d’une
onde plane par la gauche à la fréquence k > 0, sa réflexion et sa transmission. Sur
le second graphique de la même figure, nous avons représenté le logarithme du co-
efficient de transmission correspondant en fonction de k.
Ce phénomène de pic de transmission a permis aux RTD de trouver leur utilité dans
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Fig. 2 – Schématisation de l’injection d’une onde plane eikx (gauche) et représenta-
tion du coefficient de transmission (droite).

la construction d’amplificateurs, d’interrupteurs et de circuits à mémoire. Une autre
propriété importante des RTD est l’existence d’une partie décroissante de sa courbe
caractéristique courant-tension [18]. Ce phénomène de résistance différentielle néga-
tive est le phénomène inverse de la perte par effet joule. Comme cela est expliqué
dans [50], son utilisation dans un circuit de type RLC permet de concevoir des
oscillateurs. Le dernier phénomène physique propre aux RTD que nous évoquons,
est le phénomène d’hystérésis. Il correspond à l’existence de branches multiples de
la caractéristique courant-tension de la diode. Il est physiquement dû à la présence
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d’électrons dans le puits sur lesquels l’injection est génératrice de chaos [40]. Math-
ématiquement, ce phénomène s’explique par le fait que l’on n’a pas l’unicité de la
solution du problème de Schrödinger-Poisson non-linéaire décrivant le système hors
équilibre.
La résolution numérique intervient de façon prédictive : elle doit pouvoir donner
la courbe caractéristique courant-tension d’une RTD étant donnés ses paramètres
physiques tels que sa taille et la composition de ses barrières. Si la courbe obtenue
est suffisamment fiable, elle permettra au constructeur de savoir si la diode a les pro-
priétés souhaitées sans avoir à passer par sa construction, cette dernière étant difficile
du à la petite taille de la diode. Notons d’abord que toute résolution numérique ne
peut se faire que sur un domaine borné en raison des contraintes évidentes de limi-
tation de mémoire des machines. La RTD étant considéré comme un système ouvert
dans un domaine non borné [18], la première étape est d’utiliser des conditions aux
limites transparentes pour l’équation de Schrödinger permettant de réduire le do-
maine de calcul en simulant l’espace libre [39], [4]. Notons ensuite que la singularité
en fréquence évoquée ci-dessus nécessite un traitement numérique particulier autour
de l’énergie résonnante rendant le coût de calcul élevé [39]. Selon une idée de [40], il
est possible d’y remédier en utilisant une approximation à un mode des solutions de
l’équation de Schrödinger, ceci a pour effet de capter la résonance. Cela a permis à
[10] d’écrire un algorithme stationnaire pour la simulation de RTD. Dans ce travail,
nous nous intéressons à l’utilisation de l’approximation à un mode pour diminuer le
coût de calcul en instationnaire. En réalisant une étude asymptotique h << 1, où h
est un paramètre adimensionné dépendant des grandeurs physiques du système, [13]
ont obtenu, en dimension 1, un modèle réduit donnant des caractéristiques courant-
tension réalistes en un temps de calcul réduit. Nous nous intéressons à une telle
étude asymptotique d’un système de Schrödinger-Poisson avec puits quantique en
dimension d ≤ 3, dans le cadre plus simple du domaine borné où les résonances sont
remplacées par des valeurs propres.
Le cadre étant donné, rappelons quelques dates importantes concernant l’étude des
RTD et des résonances en général. Bien que connue depuis les années 30 [33], la
notion de résonance n’a été comprise que tardivement. Ce n’est que dans les an-
nées 70 que l’effet tunnel résonnant et la résistance différentielle négative ont été
observés pour la première fois expérimentalement sur des RTD [14]. La définition
mathématique rigoureuse des résonances est tout aussi récente. Elle est donnée par
le travail fondateur de [2] qui a inspiré de nombreux travaux sur ce sujet. En parti-
culier, [24] utilise cette définition dans le cadre l’analyse microlocale pour étudier la
limite semi-classique des résonances. Le dernier travail a été suivit de l’intérêt de la
communauté semi-classique et de nombreuses publications sont parues sur le sujet
des résonances.
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Introduction

Résumé

Dans le cadre monodimensionnel, l’Hamiltonien du système étant

H = − ~
2

2m

d2

dx2
+ Ve + VNL

où Ve est donné par la Figure 1 et VNL décrit les intéractions de Coulomb, on
s’intéresse au problème de Schrödinger-Poisson

{

− d2

dx2VNL = q2

ε
(n− nD), (0, L)

VNL(0) = VNL(L) = 0

où en régime stationnaire

n(x) =

∫

IR

g(k)|Φk(x)|2dk (1)

{

[− ~
2

2m
d2

dx2 + Ve + VNL]Φk = EkΦk, IR

+ Conditions à l’infini
(2)

et en régime transitoire

n(x, t) =

∫

IR

g(k)|Ψk(x, t)|2dk (3)

{

i~∂tΨk = [− ~
2

2m
∂2
x + Ve + VNL]Ψk, IR

Ψk|t=0 = Φk

(4)

Dans le Chapitre 1, nous donnons des éléments de modélisation en mécanique
quantique, en particulier, nous donnons des notions sur le lien entre l’équation de
Schrödinger et l’équation Liouville-Von Neumann vérifiée par la matrice densité per-
mettant ainsi de voir l’équation (2) comme l’équation stationnaire d’un problème
d’évolution. Nous donnons également des éléments sur la décomposition sur les fonc-
tions propres généralisées permettant d’expliquer l’intégrale (1) intervenant dans le
calcul de la densité. Ensuite, on montre que le spectre de l’Hamiltonien H qui nous
intéresse est :

σ(H) = σess(H) = [−B,+∞[

Les solutions de (2) sont des fonctions propres généralisées de H associée à Ek par-
courant σ(H). Elles ne sont pas dans l’Hilbert L2(IR) de travail mais leur définition
est possible par le prolongement de la résolvante

R(z) := (H − z)−1

à [−B,+∞[ à l’aide du principe d’absorbtion limite [1]. Nous étudions ce prolonge-
ment et nous définissons les résonances comme les pôles du prolongement méromor-
phe de R(z) au delà de [−B,+∞[. Nous donnons ensuite des propriétés importantes
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des résonances utiles dans les applications numériques : la première est que les réso-
nances peuvent être vues comme des valeurs propres de H, ce qui donne un moyen
de calculer numériquement leur valeur, la deuxième est que l’on observe un pic en
amplitude pour le module de la fonction propre généralisée Φk lorsque Ek est proche
de la partie réelle d’une résonance.
La dernière propriété joue un rôle important dans la résolution que nous proposons
dans le Chapitre 2. Nous présentons dans ce chapitre les méthodes stationnaires
et instationnaires proposées dans [39], elles jouerons le rôle de référence pour nos
calculs. En régime stationnaire, le pic de Φk par rapport à la fréquence k demande
un maillage fin en fréquence autour des résonances pour le calcul de (1). Dans notre
cas la fonction de répartition g(k) décroît suffisamment vite pour que seule la pre-
mière résonance intervienne dans le calcul. Ce raffinement en fréquence demande de
résoudre un grand nombre d’équations de Schrödinger ce qui rend le coût de calcul
élevé. D’autre part, en régime transitoire, le maillage en fréquence est fixe par rap-
port au temps alors que la résonance peut bouger. De ce fait, le raffinement autour
de la résonance est impossible, il faut donc un maillage fin partout. En s’inspirant
du travail de [40], nous proposons une approximation à un mode pour la résolution
de l’équation de Schrödinger stationnaire et instationnaire : (2) et respectivement
(4). Cette approximation consiste à décomposer Φk sous la forme :

Φk = Φe
k + θk(0)u(0)

et Ψk sous la forme :
Ψk = Ψe

k + θk(t)u(t)

La fonction Φe
k (resp. Ψe

k), vivant hors du puits, est la solution de l’équation de
Schrödinger stationnaire (resp. instationnaire) associée à l’HamiltonienHfill(0) (resp.
Hfill(t)) avec puits bouché :

Hfill(t) = H(t) + v01ω

où v0 est la hauteur des barrières et ω désigne le puits. La fonction θk(t)u(t), vivant à
l’intérieur du puits, est proportionnelle au mode résonnant u(t) de plus basse énergie
défini comme la solution dans un espace L2 déformé du problème

H(t)u(t) = z(t)u(t)

minimisant la partie réelle de z(t). Le coefficient de proportionnalité θk(t) est choisi
tel que Φk (resp. Ψk) soit solution de (2) (resp. (4)). Cette méthode donne de bons
résultats : en régime stationnaire, elle permet de prendre 20 fois moins de points
en fréquence et en régime transitoire elle permet de diminuer le temps de calcul de
moitié par rapport à la méthode de référence.
Dans le chapitre 3, nous avons comparé la résolution de référence avec une résolu-
tion à l’aide d’un modèle asymptotique proposée dans [13]. En régime stationnaire,
la comparaison a permis de valider l’existence des branches de solutions, obtenues
par [13], et apparaissant dans la courbe courant-tension de RTD avec différents
paramètres. On peut obtenir ces branches avec la résolution directe en initialisant
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l’algorithme à la solution obtenue par le modèle de [13] ou en augmentant et dimin-
uant successivement le bias, la branche suivie à l’aller étant différente de celle suivie
au retour. Le modèle asymptotique intervient alors comme un pré-traitement perme-
ttant de localiser les branches avant résolution. Dans le cas de deux puits, la courbe
de l’énergie résonnante associée au premier puits en fonction du bias peut croiser
celle de l’énergie résonnante associée au deuxième puits. Pour une diode où un tel
croisement a lieu, nous avons réalisé un test instationnaire au bias de croisement et
on a remarqué qu’un phénomène de battement de la charge d’un puits à l’autre se
produit.
Les chapitres 4 et 5 sont consacrés à la limite semi-classique h → 0, en dimen-
sion d ≤ 3, d’un système de Schrödinger-Poisson stationnaire, sur un ouvert borné
régulier Ω de IRd. Le problème est considéré avec un potentiel extérieur

Uh(x) = U(
x− x0

h
), où U ∈ C∞

0 (IRd) t.q. U ≤ 0

qui est un puits se concentrant vers son centre x0 ∈ Ω et une répartition en énergie
décrit par une fonction f décroissante, régulière, de seuil εS < 0, telle que f(x) = 0
pour x ≥ εS et f(x) > 0 pour x < εS. Pour une constante h ∈ (0, h0], le problème
s’écrit de la façon suivante : trouver V h solution de

{

−∆V h = n[V h], Ω

V h
∣

∣

∂Ω
= 0

(5)

où

n[V h] =
∑

i≥1

f(εhi )|Ψh
i |2 ,

et
{

εhi
}

i≥1
sont les valeurs propres de l’Hamiltonien

Hh = −h2∆ + Uh + V h

vérifiant :
{

[−h2∆ + Uh + V h]Ψh
i = εhi Ψ

h
i , Ω

Ψh
i

∣

∣

∂Ω
= 0 .

(6)

pour les vecteurs propres correspondant
{

Ψh
i

}

i≥1
. La limite semi-classique, h → 0,

de (5), (6) est différente selon la dimension.
Dans le chapitre 4, on donne des estimations à priori sur le problème et des résultats
mathématiques tels que la décroissance exponentielle des fonctions propres hors
du puits à l’aide des distances de Agmon et la comparaison du spectre de deux
opérateurs auto-adjoints. Ensuite, on réalise la limite en dimension d = 1 où Ω =
(0, L). Le résultat obtenu est le suivant :

Théorème 1. Le potentiel (V h)h∈(0,h0] est borné dans W 1,∞(0, L) et tend, fortement
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dans C0,α(0, L), ∀α ∈ (0, 1), vers le potentiel V0 défini par

V0(x) =























(

∑

i≥1

f(ei + θ)

)

(1 − x0

L
)x, 0 < x ≤ x0

(

∑

i≥1

f(ei + θ)

)

x0

L
(L− x), x0 < x < L

où {ei}1≤i≤N est le spectre discret de − d2

dx2 +U , ei≥N+1 = 0 et θ est l’unique solution

de l’équation non linéaire θ = x0(1 − x0

L
)
∑

i≥1

f(ei + θ).

La densité (n[V h])h∈(0,h0] tend vers la mesure

µ =
∑

i≥1

f(ei + θ)δx0 .

au sens de la topologie faible-* sur Mb(0, L).

On étudie les cas d = 2 et d = 3 dans le chapitre 5. En utilisant les estimations à
priori, on obtient que le potentiel et la charge tendent vers 0 presque partout. Sous
l’hypothèse

e1 < εS

la limite du spectre n’est pas celle du potentiel nul : asymptotiquement, le potentiel,
bien que tendant vers 0, a un effet sur le spectre et la limite est à comprendre
d’un point de vue spectral. Une bonne description de ce phénomène passe par le
changement d’échelle correspondant à la dilatation :

x 7→ η =
x− x0

h

Le cas de la dimension 3 est particulièrement intéressant puisque la limite conduit
à un problème de Schrödinger-Poisson dont l’étude donne des informations sur la
convergence dans le domaine de la variable en η. L’étude du problème limite fait
intervenir des outils d’analyse convexe aux travers de sa formulation variationnelle
comme cela est fait dans [8] et [11].
Les résultats obtenus dans les cas d = 2 et 3 sont réunis dans les deux théorèmes
suivants :

Théorème 2. Soit d = 3 et V h solution de (5), (6)

1. Le potentiel V h converge fortement vers 0 dans H1
0 (Ω) :

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O(h1/2) .

2. Pour un seuil εS fixé il existe un unique couple (A,W ) ∈ (0,+∞)× Ḣ1(R3; R)
tel que εS = inf σ(−∆ + U +W ) et

{

[−∆ + U +W ] χ = εS χ , avec χ ∈ H2(R3), ‖χ‖L2(R3) = 1 ,

−∆W = A |χ|2 .
(7)
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3. Avec les notations ci-dessus, le potentiel Ṽ h défini par

Ṽ h(η) = V h(hη + x0)

vérifie

lim
h→0

∥

∥

∥1ΩhṼ h −W
∥

∥

∥

L∞(R3)
= 0 .

où Ωh = 1
h
(Ω − x0).

4. Il existe h1 > 0 telle que εhi > εS et f(εhi ) = 0 pour tout i ≥ 2 et tout h ≤ h1 .
Si l’on pose

Ψ̃h
i (η) = h

d
2 Ψh

i (hη + x0)

la densité à l’échelle quantique h−1
∑

i≥1

f(εhi )|Ψ̃h
i |2 = h−1f(εh1)

∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2

pour

h ≤ h1, vérifie

lim
h→0

∥

∥1Ωhh−1f(εh1)|Ψ̃h
1 |2 − A|χ|2

∥

∥

L1∩L2(R3)
= 0 .

Théorème 3. Soit d = 2 et V h solution de (5), (6)

1. Le potentiel V h tend fortement vers 0 dans H1
0 (Ω)

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O
(

1

|lnh|

)

.

2. Etant donné le seuil εS associé à f et e1 = inf σ(−∆+U), on pose θ = εS−e1.
Alors, le potentiel Ṽ h à l’échelle quantique vérifie

lim
h→0

∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞({|x|≤−κ lnh})
= 0

pour toute constante κ > 0 fixée.

3. Il existe h1 > 0 telle que εhi > εS et f(εhi ) = 0 pour tout i ≥ 2 et tout h ≤ h1 .

La densité de répartition à l’échelle quantique
∑

i≥1

f(εhi )|Ψ̃h
i |2 = f(εh1)

∣

∣

∣Ψ̃h
1

∣

∣

∣

2

pour h ≤ h1, vérifie
∥

∥

∥

∥

1Ωhf(εh1)
∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2
∥

∥

∥

∥

L2(R2)

= O(|lnh|−1) ,

lim
h→0

|lnh|
∥

∥

∥

∥

1Ωhf(εh1)
∣

∣

∣Ψ̃h
1

∣

∣

∣

2
∥

∥

∥

∥

L1(R2)

= lim
h→0

|lnh| f(εh1) = 2πθ .

Perspectives

En ce qui concerne l’algorithme instationnaire utilisant une approximation à un
mode que nous avons proposé dans le Chapitre 2 pour la simulation numérique de
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RTD, on peut essayer de réduire le nombre de points en fréquence dans le calcul de
la densité en utilisant l’ansatz que le coefficient θk devant le mode résonnant est de
la forme

C

(Ek − ER)2 + (Γ/2)2
.

où z = ER − iΓ
2

est la résonance intervenant dans le calcul. En régime stationnaire,
cela permet de réduire de 20 fois environ le nombre de points en fréquence par
rapport à la résolution de référence. On s’attend à une réduction du nombre de
points en fréquence du même ordre en régime transitoire.
L’étude du problème (7), réalisée dans le Chapitre 5, revient à l’étude de l’équation
de Hartree stationnaire :

[−∆ + U + a(

∫

1

4π|x− y| |ψa|
2)]ψa = εaψa (8)

pour a ≥ 0. Lorsque U = 0, ce problème n’a de solution que si a < 0 [28] et la limite
a→ −∞ a été étudiée par [45]. Pour U 6= 0, il est possible d’étudier la limite de (8)
lorsque a→ +∞ et de compléter ainsi le travail commencé dans l’Appendice 5.B.
Un autre développement possible à partir du Chapitre 5 est l’étude semi-classique du
système de Schrödinger-Poisson instationnaire correspondant à (5), (6). En effet, en
utilisant des résultats de stabilité sur les systèmes de Schrödinger-Poisson, on peut
imaginer utiliser la limite réalisée en régime stationnaire pour effectuer la limite en
régime transitoire.
Enfin, l’étude asymptotique réalisée dans le Chapitre 5 peut s’avérer utile pour
simplifier la résolution de problèmes physiques réels. Cela permettra d’autre part de
valider les résultats obtenus dans ce chapitre.
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Chapitre 1

Présentation du problème et notions
générales

1.1 Modélisation en mécanique quantique

Bien que le problème qui nous intéresse par la suite soit plus complexe, nous
donnons ici quelques éléments de modélisation en mécanique quantique dans le cas
général.

1.1.1 Equation de Liouville-Von Neumann

Les notions de mécaniques quantiques présentées ici peuvent également être trou-
vées dans [15].
Selon les postulats de la mécanique quantique, le système physique étudié corre-
spond à un espace de Hilbert séparable H. La plupart du temps, c’est un espace de
fonctions de carré intégrable. Les grandeurs physiques du système, ou observables,
correspondent à des opérateurs auto-adjoints sur H. L’état du système au temps t
est décrit par la matrice densité ρ(t) qui est un opérateur à trace, auto-adjoint et
positif sur H. L’évolution par rapport au temps du sytème est donnée par :

ρ(t) = e−
i
h
HtρIe

i
h
Ht (1.1)

où h est une constante physique, ρI est l’état initial du système et l’opérateur H est
l’Hamiltonien qui correspond à l’observable énergie. L’opérateur H est en général
non borné, on notera D(H) son domaine. On supposera dans ce paragraphe que H
ne dépend pas du temps.

Remarque 1.1.1. L’énergie au sens classique p(x, ξ) est la somme de l’énergie
cinétique et de l’énergie potentielle :

p(x, ξ) =
ξ2

2
+ V (x)
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pour une particule soumise à un potentiel V . La dynamique de la particule est alors
décrite par

{

d
dt
x = ξ

d
dt
ξ = −∇V (x)

Par un procédé de quantification, voir [31], on obtient, à partir de p, l’Hamiltonien
quantique H défini par

H = −h
2

2
∆ + V (x)

En dérivant (1.1) par rapport au temps, on obtient l’équation de Liouville-Von
Neumann :

{

ih d
dt
ρ = [H, ρ]

ρ(0) = ρI
(1.2)

où [A,B] = AB −BA est le commutateur des opérateurs A et B.
L’opération qui à ρI fait correspondre ρ(t) définit un groupe C0 d’opérateurs sur
l’ensemble des opérateurs à trace. D’autre part, elle préserve la positivité et l’auto-
adjointeté.
On se place dans la cas H = L2(IRd), d ≥ 1. Alors, on montre qu’un opérateur ρ
est Hilbert-Schmidt, auto-adjoint, positif si et seulement si il existe (Φi)i∈I famille
orthonormée de H et (λi)i∈I ⊂ IR tels que

ρ =
∑

λi(.,Φi)Φi

∑

λ2
i < +∞ λi > 0

où I est au plus dénombrable. De plus un tel ρ est à trace si et seulement si
∑

λi < +∞

Pour plus de renseignements, nous renvoyons le lecteur à [30].
En particulier, si l’état initial ρI est un opérateur à trace, auto-adjoint, positif, on a

ρI =
∑

λi(.,Φi)Φi (1.3)

et l’état du système d’Hamiltonien H au temps t est donné par :

ρ(t) =
∑

λi(., e
− i

h
HtΦi)e

− i
h
HtΦi (1.4)

En effet, ∀u ∈ H

ρ(t)u = e−
i
h
HtρIe

i
h
Htu

= e−
i
h
Ht
(

∑

λi(e
i
h
Htu,Φi)Φi

)

=
∑

λi(u, e
− i

h
HtΦi)e

− i
h
HtΦi (1.5)

où la permutation de la somme et de l’action de e−
i
h
Ht est justifiée par la fait que

e−
i
h
Ht est borné sur L2(IRd) et que la somme (1.3) converge au sens de la norme
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unforme d’opérateur.
On remarque que ρ(t) est décomposée sur les Ψi(t) := e−

i
h
HtΦi, solutions de l’équa-

tion de Schrödinger :
{

ih d
dt

Ψi(t) = HΨi(t)

Ψi(0) = Φi

Remarque 1.1.2. La somme (1.3) converge au sens des opérateurs Hilbert-Schmidt
sur L2(IRd). Par la cyclicité de la trace et l’unitarité de l’opérateur e−

i
h
Ht, il en est

de même de la somme (1.4).
D’autre part, si l’on note ρ(x, y, t) le noyau de ρ(t), on a

||ρ(t)||2HS =

∫

IRd×IRd

|ρ(x, y, t)|2dxdy

où
||A||HS = (Tr(A∗A))

1
2

est la norme Hilbert-Schmidt sur L2(IRd).
On en déduit que le noyau de la somme est la somme des noyaux :

ρ(x, y, t) =
∑

λiΨi(x, t)Ψi(y, t) (1.6)

En d’autres termes, on peut intervertir somme et intégrale dans (1.5).

1.1.2 Le cas stationnaire

Le cas stationnaire est le cas où le système ne varie pas par rapport au temps :

ρ(t) = ρI , ∀t ≥ 0 (1.7)

Regardons d’abord ce que l’on peut dire dans le cas des états purs. Ces derniers sont
les ρ(t) tels que

ρI = (.,Φ)Φ

avec Φ ∈ H donné, en d’autres termes ce sont les ρ(t) donnés par

ρ(t) = (.,Ψ(t))Ψ(t) où Ψ(t) = e−
i
h
HtΦ

Pour un état pur la matrice densité est indépendante du temps si est seulement si
Φ est un vecteur propre de H [15] et dans ce cas

Ψ(t) = e−
iEt
h Φ

où E est la valeur propre à laquelle est associée Φ. Alors trouver les états purs
stationnaires revient à résoudre le problème :

{

Trouver Φ ∈ D(H) ⊂ H et E ∈ IR tels que
HΦ = EΦ
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On appellera ce dernier problème équation de Schrödinger stationnaire. On voit que
dans le cas présent le spectre de l’Hamiltonien joue un rôle important.
Mais de façon plus générale, une matrice densité vérifiant (1.7) a une dérivée en
temps nulle. Alors l’équation de Liouville-Von Neumann (1.2) implique :

[H, ρ] = 0 (1.8)

Pour toute fonction borélienne bornée sur σ(H), le calcul fonctionnel permet de
définir la fonction d’un opérateur auto-adjoint :

f(H) =

∫

σ(H)

f(λ)dµ(λ)

où µ est la mesure spectrale associée à H, voir [41] et [16]. La mesure µ est définie
sur σ(H) à valeur opérateur et f(H) commute avec H. La matrice densité

ρ = f(H)

est alors solution de (1.8).
Le cas suivant nous intéressera dans les Chapitres 5 et 4 dans un cadre plus compliqué
car non linéaire. Etant donné un domaine borné Ω régulier de IRd et l’epsace de
Hilbert H = L2(Ω), l’Hamiltonien :

H = −h2∆ + V D(H) = H1
0 ∩H2(Ω),

où le potentiel V est continu borné inférieurement, vérifie :

σ(H) = {εi, i ≥ 1}

La séquence (εi)i≥1 est une suite de valeurs propres de H de multiplicité finie,
numérotées par ordre croissant, et telle que

lim
i→+∞

εi = +∞

Alors, la mesure spectrale associée à H est discrète et, pour f régulière, ρ = f(H)
peut s’écrire ρ =

∑

i≥1 f(εi)P{εi}, où P{εi} désigne le projecteur spectral associé
à la valeur propre εi. On notera Ψi les vecteurs propres correspondant aux εi en
tenant compte de la multiplicité. Ce sont des solutions de l’équation de Schrödinger
stationnaire

{

HΨi = εiΨi, Ω

Ψi = 0, ∂Ω

La séquence (Ψi)i≥1 forme une base de L2(Ω), que l’on peut supposer orthonormée,
et

ρ =
∑

i≥1

f(εi)(.,Ψi)Ψi (1.9)

Si f(e) ≥ 0 décroît suffisamment vite vers zéro quand e croît vers l’infini, ρ est
un opérateur à trace, auto-adjoint, positif (comme nous l’avons remarqué dans la
section (1.1.1)) solution de [H, ρ] = 0. Dans ce cas également, on voit que le spectre
de H joue un rôle important pour la détermination des états stationnaires.
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Remarque 1.1.3. Etant donnée une matrice densité ρ, la densité de probabilité n
est alors la fonction qui représente la mesure suivante :

ϕ ∈ C(Ω) 7→ Tr(ρϕ) ∈ C.

En confondant un opérateur K et sont noyau K(x, y), on a ρϕ = ρ(x, y)ϕ(y) et donc

Tr(ρϕ) =

∫

Ω

ρ(x, x)ϕ(x)dx.

Ce qui donne n(x) = ρ(x, x) et dans le cas (1.9), on a

n(x) =
∑

i≥1

f(εi)|Ψi(x)|2

En particulier, la probalité de présence d’un électron dans un volume ω ⊂ Ω est
donnée par :

Tr(ρ1ω) =

∫

ω

n(x)dx.

Fonctions de l’Hamiltonien : décomposition sur les fonctions propres
généralisées

Cette sous-section a pour objectif de donner une idée sur la décomposition sur
les fonctions propres généralisées, décomposition qui joue un rôle important dans
la résolution de (1.8) et dans les applications numériques. Nous parlerons plus en
détail des fonctions propres généralisées dans la section 1.5.3.
Comme cela se produit dans la littérature physique, les calculs présentés ci-dessous
sont plus ou moins formels, voir [36] par exemple. Ils peuvent être justifiés par les
travaux [1] et [34]. Nous référons également à [47] pour plus d’informations à ce
sujet.
En vue du problème qui nous intéresse par la suite, nous nous plaçons dans le cadre
de la dimension 1 et sur tout l’espace. En effet, les semi-conducteurs peuvent être
modélisés par un fil, donc de façon mono-dimensionnel, de taille infini car beaucoup
plus grand que la taille du composant étudié. L’espace de Hilbert de travail est alors
H = L2(IR). Soit l’opérateur moment

Dx =
1

i

d

dx

le quantifié de la variable moment au sens classique, et soit l’opérateur de référence :

H0 = h2D2
x

h étant une constante physique. Nous nous placerons dans le cas

H = H0 + V
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où V a la régularité nécessaire pour être dans le cadre de [1] et [34]. Il est demandé
à V de tendre suffisamment vite vers 0 en +∞.
Pour toute fonction f borélienne bornée, si l’on définit ρ0 = f(hDx) alors

[H0, ρ0] = 0

H0 et ρ0 étant deux fonctions de hDx. Soit U0 la transformée de Fourier semi-
classique

U0u(k) =
1√
2πh

∫

IR

u(x)Φ0(x, k)dx

où Φ0(x, k) = eix
k
h est une fonction propre généralisées associée à H0 et à l’énergie

k2 :
H0Φ0 = k2Φ0

La transformation U0 est une transformation unitaire sur L2(IR) telle que

hDx = U−1
0 kU0

ce qui permet d’écrire
f(hDx) = U−1

0 f(k)U0

Alors, pour tout u, v régulières, on a

(f(hDx)u, v) = (U0f(hDx)U
−1
0 U0u, U0v)

= (f(k)U0u, U0v)

=

∫

IR

f(k)U0u(k)U0v(k)dk

=

∫

IR

f(k)(
1√
2πh

∫

IR

u(y)Φ0(y, k)dy)(
1√
2πh

∫

IR

v(x)Φ0(x, k)dx)dk

=

∫

IR

∫

IR

(
1

2πh

∫

IR

f(k)Φ0(x, k)Φ0(y, k)dk)u(y)dyv(x)dx

On en déduit que

ρ0(x, y) = f(hDx)(x, y) =
1

2πh

∫

IR

f(k)Φ0(x, k)Φ0(y, k)dk

où K(x, y) désigne le noyau de l’opérateur K. La précédente égalité correspond à la
décomposition de la matrice densité ρ0 sur les fonctions propres généralisées.
Considérons l’opérateur perturbé H = H0 + V .
L’opérateur d’onde

W := lim
t→∞

ei
t
h
He−i

t
h
H0

est un opérateur unitaire vérifiant

WH0 = HW (1.10)
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En effet

W = lim
t→∞

ei
t
h
He−i

t
h
H0 = lim

t→∞
ei

(t+s)
h

He−i
(t+s)

h
H0

= ei
s
h
H( lim

t→∞
ei

t
h
He−i

t
h
H0)e−i

s
h
H0 = ei

s
h
HWe−i

s
h
H0

et donc

ih
d

ds
W = 0

= ih
d

ds
(ei

s
h
HWe−i

s
h
H0) = ih(

i

h
Hei

s
h
HWe−i

s
h
H0 − i

h
ei

s
h
HWe−i

s
h
H0H0) = WH0 −HW

ce qui donne (1.10).
De plus, si l’on pose ρ = Wρ0W

∗, avec ρ0 = f(hDx) introduit plus haut, on a

[H, ρ] = WH0W
∗Wρ0W

∗ −Wρ0W
∗WH0W

∗

= W [H0, ρ0]W
∗ = 0

où l’on a utilisé le fait que H = WH0W
∗ et [H0, ρ0] = 0. On a donc ρ solution de

l’équation de Liouville-Von Neumann stationnaire [H, ρ] = 0.
La question est à présent de savoir si ρ s’écrit comme une fonction d’un opérateur
et si l’on a une décomposition de ρ sur les fonctions propres généralisées de H.
Pour tout k ∈ IR, on définit

Φ(., k) = WΦ0(., k)

qui est une fonction propre généralisée associée à l’opérateur H et à l’énergie k2 :

HΦ = HWΦ0 = WH0Φ0 = k2WΦ0 = k2Φ

où l’on a utilisé (1.10). Cela nous permet d’introduire la transformée de Fourier
généralisée associée à l’opérateur H

Uu(k) =
1√
2πh

∫

IR

u(x)Φ(x, k)dx

C’est une transformation unitaire sur L2(IR) d’inverse

U−1u(x) =
1√
2πh

∫

IR

u(k)Φ(x, k)dk

(voir [1]). D’autre part, on a ∀u ∈ L2(IR)

WU−1
0 u(x) = W

1√
2πh

∫

IR

u(k)Φ0(x, k)dk

=
1√
2πh

∫

IR

u(k)WΦ0(x, k)dk

=
1√
2πh

∫

IR

u(k)Φ(x, k)dk

= U−1u(x)
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1 Présentation du problème et notions générales

ce qui donne
W = U−1U0

On en déduit que

ρ = Wρ0W
∗

= U−1U0(U
−1
0 f(k)U0)U

−1
0 U

= U−1f(k)U

= f(K)

où l’opérateur
K := U−1kU

est le moment asymptotique. Donc ρ est bien une fonction d’un opérateur.
On trouve la décomposition sur les fonctions propres généralisées en reprenant les
calculs fait pour H0 :

(f(K)u, v) =

∫

IR

∫

IR

(
1

2πh

∫

IR

f(k)Φ(x, k)Φ(y, k)dk)u(y)dyv(x)dx

et donc :

ρ(x, y) = f(K)(x, y) =
1

2πh

∫

IR

f(k)Φ(x, k)Φ(y, k)dk

On peut faire une remarque similaire à la Remarque 1.9, c’est à dire que la densité
définie par

ϕ ∈ C(Ω) 7→ Tr(ρϕ) ∈ C.

est représentée par la fonction

n(x) =
1

2πh

∫

IR

f(k)|Φ(x, k)|2dk

1.2 Le problème

1.2.1 L’Hamiltonien

Dans ce travail, nous modélisons une diode de petite taille, présentant un poten-
tiel à double barrière et comprise entre deux semi-conducteurs.
Le transport des électrons dans un semi-conducteur est modélisé par un système
monodimentionnel de variable d’espace x ∈ IR. L’espace de Hilbert intervenant
dans la mécanique quantique est donc L2(IR). On travaille donc en domaine non
borné. Ce choix de modélisation influe significativement sur les mathématiques du
problème.
Dans notre cas, nous nous intéressons à un composant électronique compris dans
l’intervalle [0, L], L > 0. En utilisant des conditions aux limites adaptées, nous ver-
rons qu’il est possible de limiter l’étude à l’intervalle [0, L].
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1.2 Le problème

La modélisation du transport des électrons dans le semi-conducteur se fait à l’aide
de l’Hamiltonien :

H := − ~
2

2m

d2

dx2
+ V, V := V0 + B + VNL, (1.11)

où ~ est la constante de Planck et m est la masse effective de l’électron. Le potentiel
exterieur donné par la somme Ve = V0 + B est considéré fixé, représentant une
contrainte physique imposée au système. Il fait intervenir la double barrière :

V0 = v01[a2,b2] +W,

où W est le puits :

W = −v01[a3,b3],

et la différence de potentiel (bias) :

B = −B(
x− a1

b1 − a1

1[a1,b1[ + 1[b1,+∞[) (1.12)

où les scalaires v0 ≥ 0 et B ≥ 0, représentant respectivement l’amplitude de la
différence de potentiel et l’amplitude de la barrière, sont exprimées en eV , et on a :

0 < a1 < a2 < a3 < b3 < b2 < b1 < L.

Les constantes a1 et b1 sont les deux extrémités de la diode.
Un exemple de potentiel Ve est représenté sur la figure Fig 1.1.

XX

X

X

X

XX

6

v0

?
−B0

L

a1

b1

a2
b2

a3 b3

Fig. 1.1 – Exemple de potentiel extérieur Ve.

Pour le problème instationnaire, nous nous restreindrons au cas V0 est constant et
la partie B du potentiel donnée par (1.12) est telle que seulement le bias B = B(t)
dépend du temps.
La partie non linéaire du potentiel VNL est dûe aux intéractions de Coulomb. Elle
est supportée sur (0, L) et fait intervenir la densité de répartition des électrons.
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1 Présentation du problème et notions générales

1.2.2 Le cas stationnaire

Soit le problème non linéaire suivant :


































[H, ρ] = 0

H = − ~
2

2m
d2

dx2 + V0 + B + VNL D(H) = H2(IR)

− d2

dx2VNL = q2

ε
(n(ρ) − nD), (0, L)

VNL(0) = VNL(L) = 0

n(ρ)ϕ = Tr(1[0,L]ρ1[0,L]ϕ), ∀ϕ ∈ C([0, L])

(1.13)

où q est la charge élémentaire de l’électron, ε est la constante du diélectrique et nD
est la densité de dopage.
Dans notre cas, on prendra la densité de dopage suivante :

nD = n1
D(1[0,a1[ + 1]b1,L]) + n2

D1[a1,b1],

où n1
D et n2

D sont des réels vérifiant n1
D > n2

D de telle sorte que le dopage du semi-
conducteur soit plus important à l’extérieur de la diode qu’à l’intérieur. La densité
de dopage est constante même dans le cas instationnaire.
La dernière égalité de (1.13) signifie que la mesure n(ρ) est définie par le membre
de droite. Voir également la Remarque 1.1.3 dans le cas d’un domaine borné.
Le problème qui nous intéresse est de trouver les solutions de (1.13) de la forme

ρ = f(K) (1.14)

où K est le moment asymptotique, f est la fonction donnée par f = 2πg, g est la
statistique de Fermi-Dirac définie par

g(k) =
mkBT

2π2~2
ln

(

1 + exp

(

EF − ~
2k2

2m

kBT

))

, (1.15)

kB est la constante de Boltzmann, T est la température du semi-conducteur et EF
est le niveau de Fermi. La fonction g décrit la répartition des électrons selon la
fréquence et son choix fait parti du modèle physique.
Le système considéré est hors équilibre (à ce sujet, voir [13] et les références qui s’y
trouvent), c’est-à-dire que

lim
x→−∞

V (x) = 0 6= lim
x→+∞

V (x) = −B (1.16)

En tenant compte de ce fait et de ce qui a été dit dans la section 1.1.2, le problème
(1.13)-(1.15) est équivalent au problème suivant : trouver (Φk)k∈IR et VNL tels que























(− ~
2

2m
d2

dx2 + V0 + B + VNL)Φk = EkΦk, IR

− d2

dx2VNL = q2

ε
(n− nD), (0, L)

VNL(0) = VNL(L) = 0

n(x) =
∫

IR
g(k)|Φk(x)|2dk

(1.17)
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1.2 Le problème

où l’énergie Ek est définie par la relation de dispersion

Ek =

{

~
2k2

2m
, k ≥ 0

~
2k2

2m
−B, k < 0

(1.18)

les fonctions propres généralisées Φk vérifient

pour k ≥ 0,

{

Φk(x) = eikx + r(k)e−ikx, x < 0

Φk(x) = t(k)ei
√
k2+2mB/~2x, x > L

(1.19)

pour k < 0,

{

Φk(x) = t(k)e−i
√
k2−2mB/~2x, x < 0

Φk(x) = eikx + r(k)e−ikx, x > L
(1.20)

et g est donnée par (1.15). Lorsque la quantité k2−2mB/~2 est négative, on définira
la racine apparaissant dans (1.20) à l’aide de la formule (1.26) que nous donnerons
plus loin.
Pour la partie stationnaire de ce chapitre, on travaillera avec le problème (1.17).

Remarque 1.2.1. Plus il y a d’électrons dans le dispositif [0, L], plus la densité n
est élevée dans cet intervalle, donc plus le potentiel VNL est élevé et plus les électrons
sont repoussés hors de l’intervalle, VNL étant positif.
C’est en ce sens que VNL modélise l’interaction entre les électrons.

L’existence de solutions du probème (1.17)-(1.20) est démontrée dans [7]. Dans le
cas hors équilibre, c’est-à-dire B 6= 0, on n’a pas l’unicité de la solution. On l’observe
numériquement à l’aide de diagrammes d’hystérésis dans le Chapitre 3.
Cependant, dans le cas B = 0, l’existence et l’unicité de la solution est donnée par
[35].

1.2.3 Le cas instationnaire

Le problème instationnaire correspondant à (1.13) est










































i~∂tρ = [H, ρ] (0,+∞)

ρ(0) = ρI

H = − ~
2

2m
∂2
x + V0 + B + VNL D(H) = H2(IR)

−∂2
xVNL = q2

ε
(n(ρ) − nD), (0, L) × (0,+∞)

VNL|x=0 = VNL|x=L = 0

n(ρ)ϕ = Tr(1[0,L]ρ1[0,L]ϕ), ∀ϕ ∈ C([0, L])

(1.21)

où q, ε et nD sont comme dans la section 1.2.2.
Dans ce travail, nous considèrerons le cas où ρI est solution du problème (1.13)-
(1.15) en faisant la substitution V0 = V0|t=0 et B = B|t=0. Alors, ρI se décompose de
la façon suivante :

ρI(x, y) =

∫

IR

g(k)Φk(x)Φk(y)dk
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1 Présentation du problème et notions générales

où les fonctions propres généralisées Φk, k ∈ IR sont définies par (1.17)-(1.20).
Si l’on note U(t)u0 la solution du probème :

{

i~∂tu = Hu
ut=0 = u0

la formule (1.1) décrivant l’évolution de la matrice densité est remplacée par

ρ(t) = U(t)ρIU(t)∗

et l’équation (1.6) donnant son noyau est remplacée par :

ρ(x, y, t) =

∫

IR

g(k)Ψk(x, t)Ψk(y, t)dk

où
Ψk(., t) = U(t)Φk

On en déduit que pour ρI solution de (1.13)-(1.15), le probème (1.21) est équivalent
à trouver (Ψk)k∈IR et VNL tels que



































i~∂tΨk = (− ~
2

2m
∂2
x + V0 + B + VNL)Ψk, IR× (0,+∞)

Ψk(., 0) = Φk

−∂2
xVNL = q2

ε
(n− nD), (0, L) × (0,+∞)

VNL|x=0 = VNL|x=L = 0

n(x, t) =
∫

IR
g(k)|Ψk(x, t)|2dk

(1.22)

où les Φk, k ∈ IR sont définies par (1.17)-(1.20).

1.3 Spectre de l’Hamiltonien

L’Hamiltonien apparaissant dans le problème (1.13) peut s’écrire :

H = H1 + V1 (1.23)

où

H1 = − ~
2

2m

d2

dx2
−B1[b1,+∞[ et V1 = V +B1[b1,+∞[ (1.24)

avec V1 borné à support compact.
Le potentiel −B1[b1,+∞[ étant une perturbation symétrique bornée deH0 := − ~

2

2m
d2

dx2 ,
l’opérateurH1 de domaineH2(IR) est auto-adjoint. D’autre part,H1 ≥ −B implique

σ(H1) ⊂ [−B,+∞[

On montre [−B,+∞[⊂ σess(H1). En effet, ∀λ > −B la suite (un)n∈IN définie par

un(x) =
1√
2π

∫

IR

ûn(ξ)e
iξxdξ, ûn(ξ) = (n

√

2

π
)

1
2 e−n

2(ξ−ξ0)2
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1.4 A propos de la racine complexe

où ~
2

2m
ξ2
0 = λ + B est une suite telle que un ∈ D(H0), ||un||L2(IR) = 1, un tend

faiblement vers 0 dans L2(IR) et ||(H0 − (λ + B))un||L2(IR) → 0 lorsque n → +∞.
C’est-à-dire que (un)n∈IN est une suite de Weyl pour H0 et λ + B, [26]. Alors, la
suite (vn)n∈IN définie par

vn(x) = un(x− αn), αn = nγ , γ > 1

est une suite de Weyl pour H1 et λ. Le critère de Weyl, [26], implique que λ ∈
σess(H1) et le spectre essentiel étant fermé :

[−B,+∞[⊂ σess(H1)

On en déduit σ(H1) = σess(H1) = [−B,+∞[.

Remarque 1.3.1. On peut voir que (vn)n∈IN est une suite de Weyl pour H1 et
λ en remarquant que la masse de vn part en l’infini, où le potentiel −B1[b1,+∞[

vaut −B. Cela rejoint l’idée que le spectre essentiel est décrit par le comportement
du potentiel à l’infini. Cette même idée permet de caractériser le spectre essentiel
d’opérateurs localement compacts tels que H1, en utilisant des suites de Zhislin, qui
sont des suites de Weyl dont le support sort de toute boule, [26].

Le potentiel V1 étant borné à support compact, l’opérateur V1(H1 − z)−1 est
compact pour tout z ∈ C \ [−B,+∞[ (c’est une conséquence du Corollaire 1.5.2
et de la relation (1.30) que nous donnerons dans la section 1.5.1). On en déduit
que l’opérateur symétrique V1 est H1-relativement compact, H est auto-adjoint de
domaineD(H1) et par le théorème de Weyl σess(H) = σess(H1) = [−B,+∞[. L’auto-
adjointeté impliquant que le spectre est réel, on a :

σess(H) ⊂ σ(H) ⊂ IR

et
σ(H) = [−B,+∞[∪{εi, i ≥ 1}

où les (εi)i≥1 sont les éventuelles valeurs propres ≤ −B de H. Comme H ≥ −B, on
a

σ(H) = σess(H) = [−B,+∞[

1.4 A propos de la racine complexe

Pour α réel, la définition de xα ne pose pas de problème lorsque x ∈ IR∗
+. Cepen-

dant, la fonction importante pour l’étude des quantités spectrales décrivant notre
prolème est la résolvante

(H − z)−1

Comme nous le verrons dans la section suivante, en dimension 1, celle-ci fait inter-
venir la racine du paramètre spectral z ∈ C.
Pour cela, nous allons donner quelques éléments sur la définition de la fonction

31



1 Présentation du problème et notions générales

z 7→ z1/2 pour z complexe.
La détermination principale de la racine complexe est l’unique solution holomorphe
sur C \ IR− de l’équation différentielle avec condition initiale

{

zf ′(z) = 1
2
f(z)

f(1) = 1

On remarquera que l’on peut définir zα, pour α ∈ C, de la même manière en rem-
plaçant le coefficient 1

2
par α dans l’équation différentielle ci-dessus, voir [43].

La racine obtenue peut s’expliciter comme suit : ∀z ∈ C \ IR−

z = ρeiθ, ρ > 0, θ ∈ (−π, π) et z1/2 =
√
ρei

θ
2 (1.25)

Si l’on considère le chemin

γ : [0, 1] → C

t 7→ eiπ(2t−1)

Alors, on remarque que

lim
t→0+

γ(t)1/2 = −i 6= lim
t→2π−

γ(t)1/2 = i

Donc, la racine ne peut pas être prolongée en une fonction uniforme holomorphe
sur tout C. La donnée de l’ensemble des prolongements analytiques directs de z1/2,
et des prolongements de ces prolongements, définit une fonction multiforme sur C

∗

déterminée par l’équation (1.25) et l’ouvert C \ IR−.
L’appellation multiforme vient du fait que ∀z ∈ C

∗, si l’on prolonge la racine le
long du lacet ze2iπt, on arrive au même point de C

∗ mais la fonction a une valeur
différente.
C’est une fonction régulière à condition de considérer qu’un point, après avoir fait
un tour, n’est plus le même point autorisant ainsi la fonction à prendre une valeur
différente. Pour cela, on considère que la fonction est définie sur des feuillets de
Riemann qui sont des reproductions de C

∗ superposées les unes sur les autres et
recollées au niveau de la coupure IR− de la racine. Une reproduction est associée
à chaque valeur possible de la racine. La racine est alors considérée comme une
fonction uniforme et holomorphe sur la surface de Riemann ainsi constituée.
Toute fonction holomorphe sur C \ IR−, qui est un prolongement analytique de
la racine z1/2 donnée par (1.25), vaut z1/2 ou bien −z1/2. On dit que la racine
a deux déterminations possibles. On peut donc associer deux feuillets à la racine
complexe. Tourner le long d’un chemin entourant 0 permet de changer de feuillet et
en effectuant deux tours, on revient au feuillet de départ.
Dans ce travail, nous nous intéresserons à la racine à partie imaginaire positive que
nous noterons

√
z. Elle correspond à l’unique solution holomorphe sur C \ IR+ du

problème
{

zf ′(z) = 1
2
f(z)

f(−1) = i
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1.4 A propos de la racine complexe

Elle peut s’expliciter comme suit : ∀z ∈ C \ IR+

z = ρeiθ, ρ > 0, θ ∈ (0, 2π) et
√
z =

√
ρei

θ
2 (1.26)

Comme pour la détermination principale, on obtient une fonction multiforme sur C
∗

à laquelle on peut associer deux feuillets. La coupure de
√
z est la droite IR+.

Le spectre de l’opérateur −∆ sur IRd, d ≥ 1, est σ(−∆) = IR+. Alors la résolvante
(−∆ − z)−1 est analytique sur C \ IR+ à valeur opérateur et singulière sur la droite
IR+. Pour toute fonction cut-off χ ∈ C∞

0 (IRd), la fonction χ(−∆ − z)−1χ est pro-
longeable analytiquement à partir de son domaine de définition. Dans le cas des
dimensions d’espace impaires, on obtient une fonction multiforme avec deux feuil-
lets. Ce comportement est similaire à celui décrit ci-dessus pour

√
z défini par (1.26).

Cela paraît naturel pour d = 1 et d = 3, vu que les formules de la résolvante font
intervenir la racine :

(−∆ − z)−1u(x) =

∫

IR

iei
√
z|x−y|

2
√
z

u(y)dy, d = 1 (1.27)

(−∆ − z)−1u(x) =

∫

IR3

ei
√
z|x−y|

4π|x− y|u(y)dy, d = 3

Pour d = 2, on a

(−∆ − z)−1u(x) =

∫

IR2

i

4
H

(1)
0 (z|x− y|)u(y)dy

où H
(1)
0 est une fonction de Hankel. Le comportement de la fonction obtenue est

donné par celui du logarithme qui est une fonction multiforme vérifiant l’équation
suivante :

ln(ρeiθ) = ln(ρ) + iθ

On voit qu’à chaque fois que l’on fait un tour, la fonction a une détermination
différente et donc le logarithme a une infinité de feuillets. Il en est de même de
la résolvante en dimension 2. De façon plus générale, dans le cas des dimensions
d’espace paires, la fonction χ(−∆ − z)−1χ est une fonction multiforme avec une
infinité de feuillets.
Comme cela est observé dans [25], pour H = −∆+V , V à support compact régulier,
le comportement de la résolvante du Laplacien, décrit ci-dessus, est toujours valide
pour

χ(H − z)−1χ

où χ est telle que V χ = V . L’opérateur de référence donne bien le comportement
de l’opérateur complet, nous décrirons cela plus en détail dans la section suivante
pour notre problème en utilisant la décomposition (1.23).
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1 Présentation du problème et notions générales

1.5 Scattering, notion de résonance

1.5.1 Prolongement de la résolvante

Dans cette section nous allons étudier la possibilité de définir la résolvante

R(z) = (H − z)−1 (1.28)

de l’opérateur H, donné par (1.11), sur la demi-droite [−B,+∞[ où elle est sin-
gulière. Nous allons d’abord effectuer ce prolongement pour la résolvante

(H1 − z)−1

de l’opérateur H1 donné par (1.24). Ensuite, l’équation (1.23) permet de déduire le
prolongement de R(z) par perturbation.

Résolvante de l’opérateur linéaire

On note que l’opérateur H1 est unitairement équivalent à l’opérateur (− d2

dx2 +V¬)
où

V¬ = −B1[0,+∞[

par la transformation

Uψ(x) =
1

h1/2
ψ(
x− b1
h

) où h2 =
~

2

2m
(1.29)

D’autre part, on a :

R1(z) := (− d2

dx2
+ V¬ − z)−1 = U−1(H1 − z)−1U (1.30)

et donc les résultats obtenus pour R1(z) seront applicables à (H1 − z)−1.
Pour tout z ∈ C \ [−B,+∞[ et pour tout y ∈ IR, la résolution du problème :

− d2

dx2
u+ V¬u− zu = δ(x− y) (1.31)

avec la condition en l’infini
lim

|x|→+∞
u(x) = 0 (1.32)

permet d’expliciter le noyau G1(z;x, y) de R1 comme cela est fait dans [37] pour le
cas de notre problème et dans [17] pour le cas général. Or, le problème (1.31) est
équivalent au problème de transmission :

− d2

dx2
u+ V¬u− zu = 0 sur IR \ {y} (1.33)
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1.5 Scattering, notion de résonance

avec les conditions de saut :
{

u(y+) = u(y−)

u′(y+) − u′(y−) = −1
(1.34)

On introduit alors les fonctions u− et u+ définies par :

u−(x) =

{

ei
√
zx + r−(z)e−i

√
zx, x ≤ 0

t−(z)ei
√
z+Bx, x > 0

(1.35)

et

u+(x) =

{

t+(z)e−i
√
zx, x ≤ 0

e−i
√
z+Bx + r+(z)ei

√
z+Bx, x > 0

où les coefficients r∓(z) et t∓(z) sont choisis pour que u− et u+ soient C1 en 0,
√
z

étant la racine définie par (1.26). La famille {u−, u+} forme une base de l’ensemble
des solutions de l’équation sans second membre. En effet, on vérifie aisément qu’elles
sont solutions et que leur Wronskien est différent de 0 : ∀x ∈ IR

W (u−, u+)(x) = W (u−, u+)(0) =

∣

∣

∣

∣

u−(0) u+(0)
u′−(0) u′+(0)

∣

∣

∣

∣

= −it−(z)t+(z)(
√
z+

√
z +B) 6= 0

On en déduit qu’une solution de (1.33) s’écrit à l’aide de {u−, u+} sur (−∞, y) et sur
(y,+∞). Les conditions (1.32) et (1.34) donnent alors que la solution du problème
(1.31)(1.32) est

G1(x, y; z) =
1

W (u−, u+)
(u−(y)u+(x)1x≤y + u+(x)u−(y)1x>y) (1.36)

La proposition ci-dessous montre en quoi la fonction (1.36) permet de définir la
résolvante R1(z).

Proposition 1.5.1. Soit z ∈ C \ [−B,+∞[ et G1 la fonction définie par (1.36),
alors l’application linéaire

u 7→
∫

IR

G1(x, y; z)u(y)dy (1.37)

est continue de L2(IR) dans L2(IR) et ∀u ∈ L2(IR), on a

R1(z)u(x) =

∫

IR

G1(x, y; z)u(y)dy

Preuve. Notons A l’application définie par (1.37), à partir de la formule explicite
de G1, on obtient :

sup
x∈IR

∫

IR

|G1(x, y; z)|dy ≤ C, et sup
y∈IR

∫

IR

|G1(x, y; z)|dx ≤ C
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pour une constante C > 0. Le Lemme de Schur, voir [31], donne alors

||A||L(L2(IR)) ≤ (sup
x∈IR

∫

IR

|G1(x, y; z)|dy)1/2(sup
y∈IR

∫

IR

|G1(x, y; z)|dx)1/2 ≤ C

où L(L2(IR)) désigne l’espace des applications linéaires et continues de L2(IR) dans
L2(IR). Ce qui donne le premier résultat annoncé.
D’autre part, en utilisant le théorème de Fubini, on a ∀u, v ∈ D(IR) :

(− d2

dx2
Au, v)D′

x,Dx = (Au,− d2

dx2
v)D′

x,Dx

=

∫

IR

(

∫

IR

G1(x, y; z)u(y)dy)(−
d2

dx2
v(x))dx

=

∫

IR

(

∫

IR

G1(x, y; z)(−
d2

dx2
v(x))dx)u(y)dy

= ((G1(.; z),−
d2

dx2
v)D′

x,Dx , u)D′
y ,Dy

= ((− d2

dx2
G1(.; z), v)D′

x,Dx , u)D′
y ,Dy

et

((V¬ − z)Au, v)D′
x,Dx =

∫

IR×IR
(V¬(x) − z)G1(x, y; z)v(x)u(y)dxdy

= (((V¬ − z)G1(.; z), v)D′
x,Dx , u)D′

y ,Dy

En utilisant, le fait que G1 défini par (1.36) est solution de (1.31), on en déduit :

((− d2

dx2
+ V¬ − z)Au, v)D′

x,Dx = (((− d2

dx2
+ V¬ − z)G1(.; z), v)D′

x,Dx , u)D′
y ,Dy

= (((δ(x− y), v)D′
x,Dx , u)D′

y ,Dy

= (u, v)D′
x,Dx

Par conséquent, on a ∀u ∈ D(IR)

(− d2

dx2
+ V¬ − z)Au = u, D′(IR) (1.38)

Par densité de D(IR) dans L2(IR), l’équation (1.38) est également valable ∀u ∈
L2(IR) et donc A = R1(z).

Pour z ∈ C \ [−B,+∞[, on vérifie que G1(x, y; z) /∈ L2(IR × IR) et donc R1(z)
n’est pas Hilbert-Schmidt. On a même que R1(z) n’est pas compact. C’est un com-
portement similaire à la résolvante du Laplacien qui est compacte en domaine borné
mais non compacte sur un domaine non borné. Cependant, on a le résultat utile
suivant :

Corollaire 1.5.2. Soit z ∈ C \ [−B,+∞[ et W ∈ L∞ à support compact, alors
l’opérateur WR1(z) est compact.
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Preuve. On déduit de la Proposition 1.5.1 que le noyau de l’opérateur WR1(z) est :

W (x)G1(x, y; z)

Or W étant L∞ à support compact, on montre à partir de la formule (1.36) que

||W (x)G1(x, y; z)||L2(IR×IR) < +∞

Par conséquent, WR1(z) est Hilbert-Schmidt et donc compact.

Vers le principe d’absorbtion limite

On va rendre l’opérateur R1(z) plus régulier par rapport à z en restreignant son
domaine de définition à des fonctions de L2(IR) décroissant polynomialement et en
l’autorisant à prendre ses valeurs dans un ensemble de fonctions L2(IR) croissant
polynomialement. Plus concrètement, si pour γ > 0, on définit

L2
γ(IR) = {f ;

∫

IR

|f(x)|2〈x〉γdx < +∞}

où
〈x〉 = (1 + x2)1/2

pour tout s > 1/2, on a
L2

2s ⊂ L2(IR) ⊂ L2
−2s

avec injection continue. Alors, pour z ∈ C \ [−B,+∞[, R1(z) étant un opérateur
borné sur L2(IR), il peut être considéré comme un élément de L(L2

2s, L
2
−2s). Nous

souhaitons travailler avec le noyau (1.36) de R1(z), pour cela nous allons introduire
la notion d’opérateur Hilbert-Schmidt entre deux espaces de Hilbert comme cela est
fait dans [44].

Définition 1.5.3. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert séparables. On définit
l’espace S(H1,H2) des opérateurs Hilbert-Schmidt de H1 dans H2 par :

S(H1,H2) = {A ∈ L(H1,H2);
∑

n≥1

||Aφn||2 < +∞}

où (φn)n≥1 est une base orthonormée de H1.

On a alors le théorème suivant qui va nous permettre de travailler avec les noy-
aux :

Théorème 1.5.4. Si Hi = L2(Mi, µi) où (Mi, µi) est un espace mesuré, alors A ∈
S(H1,H2) si et seulement si il existe un noyau K ∈ L2(M2 ×M1, µ2 ⊗ µ1) tel que :

∀u ∈ H1, Au(x) =

∫

M1

K(x, y)u(y)dµ1(y)
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D’autre part, si on pose
||A||2S(H1,H2) =

∑

n≥1

||Aφn||2 (1.39)

on a :
||A||S(H1,H2) = ||K||L2(M2×M1,µ2⊗µ1)

Dans notre cas, on a remarqué que, pour z ∈ C\[−B,+∞[, R1(z) ∈ L(L2
2s, L

2
−2s)

où L2
γ = L2(IR, 〈x〉γdx) et donc on peut se demander si il existe

K ∈ L2(IR× IR, 〈x〉−2sdx⊗ 〈y〉2sdy) tel que

R1(z)u(x) =

∫

IR

K(x, y)u(y)〈y〉2sdy

Or d’après la Proposition 1.5.1, on a

R1(z)u(x) =

∫

IR

G1(x, y; z)u(y)dy

=

∫

IR

(G1(x, y; z)〈y〉−2s)u(y)〈y〉2sdy

D’autre part, on a

||G1(x, y; z)〈y〉−2s||2L2(IR×IR,〈x〉−2sdx⊗〈y〉2sdy)

=

∫

IR2

|G1(x, y; z)〈y〉−2s|2 〈x〉−2s〈y〉2sdxdy

=

∫

IR2

|G1(x, y; z)|2 〈x〉−2s〈y〉−2sdxdy (1.40)

On vérifie à partir de (1.36) que G1(.; z) ∈ L∞(IR2) et donc que la quantité (1.40) est
finie. On en déduit que R1(z), en tant qu’opérateur de L2

2s dans L2
−2s, admet pour

noyau la fonction G1(x, y; z)〈y〉−2s qui appartient à L2(IR× IR, 〈x〉−2sdx⊗ 〈y〉2sdy).
Alors le Théorème 1.5.4 donne

R1(z) ∈ S(L2
2s, L

2
−2s), ∀z ∈ C \ [−B,+∞[

La relation (1.40) joue un rôle important puisque les poids polynomiaux vont nous
permettre de définir la résolvante sur l’axe [−B,+∞[. Pour alléger les notations,
nous poserons :

S = S(L2
2s, L

2
−2s)

et
L2
−2s,2s(IR

2) = L2(IR× IR, 〈x〉−2sdx⊗ 〈y〉2sdy)
Présentons le résultat suivant tiré de [37].

Proposition 1.5.5. Si l’on pose

C
+ := {z ∈ C; Im z > 0} et C

− := {z ∈ C; Im z < 0}
alors l’application

z 7→ R1(z)

définie sur C
+ (resp. sur C

−) à image dans S se prolonge en une application continue
sur C+ \ {−B, 0} (resp. sur C− \ {−B, 0}) à image dans S.
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Pour simplifier les calculs, nous ferons la preuve avec la résolvante

R0(z) := (− d2

dx2
− z)−1

Cependant, le même procédé permet de montrer le résultat pour R1(z).

Preuve. Comme nous l’avons donné en (1.27), on a ∀z ∈ C \ [0,+∞[ :

R0(z)u(x) =

∫

IR

G0(x, y; z)u(y)dy

où

G0(x, y; z) = −e
i
√
z|x−y|

2i
√
z

et
√
z est la racine définie par (1.26). On pose

Ω = C+ \ {0}

et pour tout z ∈ Ω, on définit la fonction

G̃0(x, y; z) =

{

G0(x, y; z), z ∈ Ω \ (0,+∞)

− ei
√

z|x−y|

2i
√
z
, z ∈ (0,+∞)

(1.41)

où
√
z désigne la racine usuelle lorsque z ∈ (0,+∞). La relation (1.40) implique que

le noyau G̃0(x, y; z)〈y〉−2s permet de définir un élément de S à l’aide du Théorème
1.5.4. On notera R̃0(z) cet élément. Soit z0 ∈ Ω, on a ∀z ∈ Ω

||R̃0(z0) − R̃0(z)||2S = ||G̃0(x, y; z0)〈y〉−2s − G̃0(x, y; z)〈y〉−2s||2L2
−2s,2s(IR

2)

=

∫

IR2

|G̃0(x, y; z0) − G̃0(x, y; z)|2〈x〉−2s〈y〉−2sdxdy

Pour montrer la continuité, on va regarder la limite z → z0 , on peut donc supposer
que z ∈ B(z0,

|z0|
2

). Cela implique que |z| ≥ |z0|
2

et donc ∀(x, y) ∈ IR2

|G̃0(x, y; z0) − G̃0(x, y; z)|2〈x〉−2s〈y〉−2s ≤ C(
e−2Im

√
z0|x−y|

|z0|
+
e−2Im

√
z|x−y|

|z| )〈x〉−2s〈y〉−2s

≤ C(
1

|z0|
+

2

|z0|
)〈x〉−2s〈y〉−2s

Le membre de droite de la dernière inégalité appartient à L1(IR2) et ne dépend
pas de z. A l’aide du théorème de la convergence dominée et de la continuité de
z → G̃0(x, y; z) sur Ω, on obtient alors que ∀z0 ∈ Ω

lim
z→z0
z∈Ω

||R̃0(z0) − R̃0(z)||S = 0
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D’autre part, ∀z ∈ Ω \ (0,+∞), on a

R̃0(z)u(x) =

∫

IR

G̃0(x, y; z)〈y〉−2su(y)〈y〉2sdy =

∫

IR

G̃0(x, y; z)u(y)dy

=

∫

IR

G0(x, y; z)u(y)dy = R0(z)u(x)

Alors, R̃0(z) est continue à valeur dans S sur Ω et coïncide avec R0(z) sur Ω\(0,+∞).
C’est le prolongement que l’on cherchait.
De la même façon, on obtient le prolongement pour les complexes à partie imaginaire
négative à l’aide de la fonction :

G̃0(x, y; z) =

{

G0(x, y; z), z ∈ C− \ [0,+∞)

e−i
√

z|x−y|

2i
√
z

, z ∈ (0,+∞)
(1.42)

Remarque 1.5.6. En comparant (1.41) et (1.42), on voit que le prolongement
à (0,+∞) n’est pas le même si l’on part du demi-plan supérieur ou du demi-plan
inférieur. On ne peut donc pas espérer avoir un prolongement continu à tout C\{0}.
Pour remédier à cela on fera intervenir la notion de feuillet de Riemann pour la
résolvante.

Corollaire 1.5.7. Le résultat de la Proposition 1.5.5 est valable en remplaçant R1(z)
par la résolvante R(z) définie par (1.28).

Preuve. Nous donnons seulement les idées directrices de la preuve.
D’abord, on note que l’égalité (1.30) permet de prolonger la résolvante

(H1 − z)−1

Ensuite, l’opérateur H vérifiant (1.23), la deuxième identité de la résolvante donne :

(H − z)−1 = (H1 − z)−1(I + V1(H1 − z)−1)−1

et il est possible de déduire la régularité de (H−z)−1 à partir de celle de (H1−z)−1.

Remarque 1.5.8. Le prolongement de R(z) donné par le Corollaire 1.5.7 est défini
sur (−B,+∞) \ {0}, mais rien n’assure que l’opérateur conserve la propriété de
résolvante. C’est la principe d’absorption limite qui donne le résultat, c’est-à-dire
que l’on a

(− ~
2

2m

d2

dx2
+ V − z)R(z)u = u, ∀z ∈ (−B,+∞) \ {0}

dans des espaces fonctionnels bien choisis. Nous nous en référons à [1] sur ce sujet.

Comme nous allons le voir dans la section suivante, on peut pousser le prolonge-
ment de la résolvante et traverser l’axe des abscisses. C’est là où l’on va trouver les
résonances.
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1.5 Scattering, notion de résonance

1.5.2 Définition des résonances et propriétés

Sur le plan complexe usuel, dit feuillet "physique", la résolvante est holomorphe
sur C\IR+. Alors que les résonances sont des complexes à partie imaginaire négative
et proche de l’axe IR+. Elles n’apparaissent donc pas dans le spectre de l’opérateur
mais on pourra tout de même les voir comme des valeurs propres.
Il est possible de donner un sens au prolongement analytique de la résolvante en
dehors de son domaine de définition. Lorsque l’on prolonge la résolvante de la par-
tie supérieure du plan complexe à la partie inférieure du plan complexe à travers
l’axe des réels positifs, on traverse la coupure de la résolvante en tant que fonction
multiforme et on change de feuillet de Riemann pour atteindre le second feuillet dit
"feuillet non physique". La fonction ainsi prolongée est méromorphe et a des pôles
qui sont les résonances.

Définition dans le cas régulier

L’article de Aguilar et Combes [2] est un document fondateur sur la théorie des
résonances. Il a permis de définir les résonances et de les voir comme des valeurs
propres. Bien que le potentiel V de notre probème n’ai pas la régularité suffisante,
nous nous plaçerons dans le cadre de cet article pour définir les résonances. Nous en
déduirons une définition dans le cadre de notre problème.
Soit H0 = − d2

dx2 , D(H0) = H2(IR) et V un potentiel H0-compact, on cherche à
définir les résonances de l’opérateur

H = H0 + V

Soit le groupe de dilatation analytique sur L2(IR) défini par

Uθf(x) = e
θ
2f(eθx), θ ∈ IR, f ∈ L2(IR)

Alors on suppose que V est suffisamment régulier pour que le potentiel

Vθ := UθV U
−1
θ , θ ∈ IR

admette un prolongement analytique à un ouvert connexe O ⊂ C avec image H0-
relativement compact. On peut toujours supposer que

O ⊂ {|Im θ| ≤ a}

avec a < π
4
.

On peut à présent introduire la notion de résonance :

Définition 1.5.9. Soit A l’ensemble dense des vecteurs f ∈ L2(IR) tels que Uθf
peut être prolongé analytiquement à C. Alors, les résonances de H sont les pôles du
prolongement méromorphe de toutes les fonctions

z 7→ ((H − z)−1f, g), f, g ∈ A
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de
C

++ = {z ∈ C;Re z > 0, Im z > 0}
à

C
+− = {z ∈ C;Re z > 0, Im z < 0} (1.43)

Nous donnons ci-dessous la démonstration de l’existence du prolongement méro-
morphe clarifiant ainsi la notion de pôle du prologement. Fixons z ∈ C

++. Si l’on
note

Hθ := UθHU
−1
θ

on a pour θ ∈ IR
(Hθ − z)−1 = Uθ(H − z)−1U−1

θ

ce qui permet d’écrire

((H − z)−1f, g) = ((Hθ − z)−1Uθf, Uθg)

D’autre part, si l’on pose H0,θ := UθH0U
−1
θ , on remarque que

H0,θ = e−2θH0 (1.44)

et donc
Hθ = e−2θH0 + Vθ

La deuxième formule de la résolvante donne alors

(Hθ − z)−1 = e2θR0(e
2θz)(1 + e2θVθR0(e

2θz))−1, θ ∈ IR

où R0(z) := (−∆ − z)−1. Posons

F (θ, z) := ((e2θR0(e
2θz)(1 + e2θVθR0(e

2θz))−1Uθf, Uθg)

et considérons l’ensemble

Õ = {θ ∈ O; Im θ > −1

2
arg z}

Comme Õ ⊂ O et f , g ∈ A, les fonctions Vθ, Uθf et Uθg sont analytiques sur Õ.
Pour tout θ ∈ Õ, on a e2θz ∈ C \ IR+ et donc θ 7→ R0(e

2θz) est analytique. Par
hypothèse, Vθ estH0-relativement compact sur O, on en déduit que e2θVθR0(e

2θz) est
analytique compact sur Õ. Le théorème de Fredholm analytique (voir [41]) donne
alors θ 7→ (1 + e2θVθR0(e

2θz))−1 est méromorphe sur Õ et donc θ 7→ F (θ, z) est
méromorphe sur Õ.
On a également

F (θ, z) = ((H − z)−1f, g), θ ∈ Õ ∩ IR
ce qui implique que θ 7→ F (θ, z) est constante et vaut ((H − z)−1f, g) sur Õ.
Maintenant, on peut étudier le prologement en z de F (θ, z). Fixons θ ∈ O tq Im θ >
0, et notons

C
++
θ = {z ∈ C; e2θz ∈ C

++}
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Alors pour tout z ∈ C
++
θ , on a e2θz ∈ C\IR+ et donc, comme nous l’avons remarqué

pour θ, l’application z 7→ (1 + e2θVθR0(e
2θz))−1 est méromorphe. On en déduit que

z 7→ F (θ, z) est méromorphe sur C
++
θ .

Par conséquent, ∀θ ∈ O tq Im θ > 0, z 7→ F (θ, z) est une application vérifiant
F (θ, z) = ((H − z)−1f, g) sur

C
++
θ ∩ C

++ = {z ∈ C; 0 < arg z <
π

2
− 2Im θ}

qui est méromorphe sur

C
++
θ ∩ C

+− = {z ∈ C; −2Im θ < arg z < 0}

Ce qui donne un sens au prologement évoqué dans la Définition 1.5.9 : la fonction
z 7→ F (θ, z) prolonge de façon méromorphe la fonction ((H−z)−1f, g) du demi-plan
supérieur au demi-plan inférieur jusqu’à la demi-droite arg z = −2Im θ en traversant
IR+.

Remarque 1.5.10. L’équation (1.44) implique

σess(H0,θ) = e−2iIm θ[0,+∞[

D’autre part, Hθ = e−2θH0 + Vθ et le théorème de Weyl donne

σess(Hθ) = σess(H0,θ) = e−2iIm θ[0,+∞[

On peut alors comprendre ce qui précède comme suit : la déformation de H fait
tourner le spectre essentiel et rend la zone arg z > −2Im θ sans spectre essentiel
pour l’opérateur Hθ. Cela permet de définir de façon méromorphe la fonction z 7→
((Hθ − z)−1Uθf, Uθg), et donc ((H − z)−1f, g), dans cette zone.

Maintenant, on peut définir une résonance de façon plus claire. C’est un complexe
z ∈ C

+− tel qu’il existe une valeur θ vérifiant arg z > −2Im θ et telle que les fonctions
prolongées F (θ, z) = ((Hθ − z)−1Uθf, Uθg) ont un pôle pour tout f , g ∈ A. Donc
si l’on fait l’hypothèse que Uθf , f ∈ A est dense, alors l’opérateur (Hθ − z)−1 a un
pôle en z et la résonance peut-être vue comme une valeur propre de Hθ. C’est ce
qui est énoncé dans la Proposition 1.5.11 ci-dessous tirée de [26].
On montre également que si z tq arg z > −2Im θ est un pôle du prolongement de
F (θ, z), alors il en est de même de tout θ′ tq Im θ < Im θ′ < π

4
.

Proposition 1.5.11. Soit z un pôle du prolongement de ((H − z)−1f, g), alors z
est une valeur propre de Hθ pour tout θ ∈ O tq −2Im θ < arg z

Remarque 1.5.12. Si z est une résonance de l’opérateur H, alors la Proposition
1.5.11 implique qu’il existe u ∈ L2(IR) tel que

Hθu = zu

où θ est tq −2Im θ < arg z. Cela donne en utilisant Hθ = UθHU
−1
θ :

Hv = zv (1.45)
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où Uθv = u. Bien sûr, v /∈ L2(IR) sinon z serait une valeur propre et Hv n’est
pas défini dans L2(IR), cependant l’équation (1.45) peut-être définie au sens des
distributions. Si θ = it, avec 0 < t < π

4
, le fait que Uitv = u ∈ L2(IR) implique

v ∈ L2(eitIR) et une résonance z peut être définie comme une valeur propre de H
en tant qu’opérateur sur L2(eitIR) avec −2t < arg z.

D’autres techniques sont également utilisées pour prolonger la résolvante :
- comme nous l’avons évoqué dans la section 1.4, on peut la couper avec des fonctions
cut-off χ travaillant ainsi avec

χ(H − z)−1χ

voir [46].
- on peut travailler de L2

comp(IR) dans H2
loc(IR), voir [23].

Les deux techniques ci-dessus rendent la résolvante plus régulière permettant ainsi
de la prolonger à travers l’axe des abscisses.
On peut imaginer également de travailler dans des espaces L2 à poids dans l’idée de
la section 1.5.1 où les poids polynomiaux sont remplacés par des poids exponentiels.

Application à notre problème : caractérisation des résonances et pro-
priétés

En vue de simplifier les notations, nous poserons pour cette partie

h =
~√
2m

, V = Ve + VNL

C’est-à-dire que l’on travaille avec l’Hamiltonien :

H = −h2 d
2

dx2
+ V, D(H) = H2(IR)

On pourra observer numériquement, section 2.1.9, que le paramètre h est petit ce
qui permet de réaliser des approximations dans l’idée de la Proposition 1.5.16.
Le potentiel V défini par (1.5.13) n’a pas la régularité nécessaire pour appliquer la
théorie de Aguilar et Combes présentée ci-dessus. Nous définirons donc les résonances
au sens de la Remarque 1.5.12 comme cela est fait dans [19], [3] et [37].
Si l’on pose

Πθ = {z ∈ C;
|Im z|
|Re z| < tan(2θ)}

on obtient alors la définition suivante :

Définition 1.5.13. Le complexe z est une résonances de l’opérateur (1.11) si et
seulement si il existe :
-une constante θ ∈ (0, π

4
) telle que z et z +B ∈ Πθ,

-une fonction u ∈ L2(γ) telle que u′′ ∈ L2(γ) et (H − z)u = 0,
où L2(γ) est l’espace des fonctions de carré intégrable le long du chemin
γ =] −∞, 0[eiθ ∪ [0, L] ∪ (L+]0,+∞[eiθ).
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1.5 Scattering, notion de résonance

Le choix du chemin γ au lieu du chemin eiθIR de la Remarque 1.5.12 permet
d’éviter d’avoir à considérer V (eiθx) pour x ∈ (0, L). L’utilisation de l’ensemble Πθ

au lieu de −2θ < arg z < 0 est imposée par la difficulté (1.16) due à la différence de
potentiel.
Pour −B < Re z < 0, les deux déterminations de la racine introduites précédemment
ne permettent pas de rendre continues simultanément

√
z et

√
z +B à la traversée

de l’axe [−B,+∞). En plus des problèmes que cela engendre quant à l’ecriture
d’un problème sur (0, L) vérifié par la résonance, une racine ne vérifiant pas cette
propriété est instable autour de l’axe des abscisses lorsque l’on vient à calculer la
résonance (nous le verrons dans la section 2.2.3). On introduit alors la détermination
de la racine que l’on notera s(z) avec coupure en iIR− : ∀z ∈ C \ iIR−

z = ρeiθ, ρ > 0, θ ∈ (−π
2
,
3π

2
) et s(z) =

√
ρei

θ
2 (1.46)

Dans notre cas le potentiel est constant à l’extérieur de [0, L], par conséquent on peut
déduire des conditions aux limites transparentes homogènes pour le mode résonnant
(voir [37]).

Proposition 1.5.14. Tout complexe z t.q. Re z /∈ {−B, 0} est une résonance au
sens de la Définition 1.5.13 si et seulement si il existe une fonction u ∈ L2(0, L)
telle que u′′ ∈ L2(0, L) et











(H − z)u = 0, (0, L),

hu′(0) + is(z)u(0) = 0,

hu′(L) − is(z +B)u(L) = 0.

(1.47)

Preuve. Si l’on considère une résonance z ∈ Πθ avec z + B ∈ Πθ où θ ∈ (0, π
4
). Et

si l’on considère u ∈ L2(γ) tel que u′′ ∈ L2(γ) et Hu = zu. Alors, on a :

u(x) = α−e
i

s(z)
h
x + β−e

−i s(z)
h
x, x < 0

u(x) = α+e
i

s(z+B)
h

x + β+e
−i s(z+B)

h
x, x > L

La condition u ∈ L2(γ) implique les conditions u(xeiθ) ∈ L2(IR−) et u(L + xeiθ) ∈
L2(IR+). En utilisant que z et z +B ∈ Πθ, on remarque :

lim
x→−∞

ei
s(z)

h
xeiθ

= +∞, lim
x→−∞

e−i
s(z)

h
xeiθ

= 0

lim
x→+∞

ei
s(z+B)

h
xeiθ

= 0, lim
x→+∞

e−i
s(z+B)

h
xeiθ

= +∞

On a donc forcément α− = β+ = 0 et

u(x) = β−e
−i s(z)

h
x, x < 0 (1.48)

u(x) = α+e
i

s(z+B)
h

x, x > L (1.49)
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1 Présentation du problème et notions générales

Alors, on obtient la condition aux limites en 0 à partir de (1.48) et la condition aux
limites en L à partir de (1.49). L’équation (H − z)u = 0 sur (0, L), apparaissant
dans (1.47), est une conséquence de Hu = zu dans L2(γ).
Réciproquement, soient z et u solutions de (1.47) alors u se raccorde avec les ondes
libres (1.48) et (1.49) en une fonction ũ ∈ L2(γ), où θ est un réel tel que z et
z + B ∈ Πθ, vérifiant Hũ = zũ dans L2(γ). Plus précisément, le raccord se fait en
posant :

ũ(x) =















u(0)e−i
s(z)

h
x, x < 0

u(x), 0 ≤ x ≤ L

u(L)ei
s(z+B)

h
(x−L), x > L

Remarque 1.5.15. On remarque que l’on a trois alternatives pour voir une ré-
sonance comme une valeur propre : déformer l’opérateur dont on cherche les réso-
nances, ou bien déformer l’espace sur lequel il agit, ou enfin de le considérer avec
des conditions aux limites transparentes. Dans chacun des cas, l’opérateur n’est plus
auto-adjoint, cela peut poser des problèmes pour l’étude de la dynamique mais c’est
une condition nécessaire pour avoir des valeurs propres à partie imaginaire non nulle.

La Proposition 1.5.14 nous donne que les résonances sont les solutions du prob-
lème (1.47). Si l’on arrive à trouver les solutions du problème (1.47), on aura d’une
part la valeur des résonances (détection des résonances) et d’autre part la valeur du
mode résonnant associé qui nous sera utile dans la suite.
On sait à présent le problème que l’on doit résoudre pour calculer une résonance,
mais la résolution directe de se problème est difficile. On a donc besoin d’avoir des
informations supplémentaires sur les solutions pour savoir dans quelle zone chercher
la solution. On sait par exemple qu’elles sont la mémoire des valeurs propres d’un
Hamiltonien perturbé (voir [37]). C’est le cas dans [23] où les résonances des vibra-
tions de l’air dans l’espace libre, générées par une membrane en vibrations, sont des
perturbations des valeurs propres de la membrane fixée au bord. Dans notre cas,
ce sont des souvenirs de valeurs propres de l’Hamiltonien HD, avec conditions aux
limites de type Dirichlet au bord de la diode, défini par

D(HD) = H1
0 ∩H2(0, L), ∀u ∈ D(HD), HDu = Hu (1.50)

L’Hamiltonien H que nous considérons est défini sur toute la droite réelle, il est une
perturbation de HD. Ce dernier consitue le modèle sur lequel est basé le travail des
Chapitres 4 et 5, son spectre est consitué d’une suite de valeurs propres tendant vers
+∞ :

σ(HD) = {εi, i ≥ 1} (1.51)

Alors, [37] donne un résultat de perturbation dans le cas où l’île recouvre toute la
diode, c’est-à-dire dans le cas où les constantes ai, bi introduites dans la section 1.2.1
sont telles a2 = 0 et b2 = L. Ce résultat est reformulé dans la proposition ci-dessous.
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Proposition 1.5.16. Pour une constante δ > 0 petite, il existe une unique réso-
nance z de l’opérateur H vérifiant Re z < ε2 − δ. D’autre part, on a

z = ε1 + O(e−
S0
2h )

où εi, i = 1, 2, sont données par (1.50),(1.51) et S0 est l’épaisseur de Agmon de la
barrière associée au potentiel Ve − ε :

S0 = inf
x∈{a2,b2},y∈(a3,b3)

d(x, y), d(x, y) =

∫ y

x

√

(Ve(s) − ε)+ds

pour une constante ε > ε1 suffisamment petite.

Nous montrerons dans le Chapitre 4, Lemme 4.6.1, que les premières valeurs
propres εi convergent lorsque h→ 0. Ce résultat et la Proposition 1.5.16 permettent
de localiser la première résonance dans une petite zone indépendante de h. Un
résultat similaire est énoncé par [48] dans le cadre général.

Proposition 1.5.17. Les résonances données par la Définition 1.5.13 ont une partie
imaginaire strictement négative.

Remarque 1.5.18. Si u, z définissent une résonance, la condition u ∈ L2(γ) impose
de garder les ondes sortantes (1.48) et (1.49). D’après la Proposition 1.5.17, on a
Im z < 0 et donc ces fonctions sont exponentiellement croissantes. Les conditions
aux limites transparentes permettant de trouver u et z, on dit que les conditions
aux limites sélectionnent les modes sortants et exponentiellement croissants.
C’est un principe similaire à celui des conditions aux limites de type P.M.L., avec la
différence que ces dernières permettent de sélectionner les modes exponentiellement
décroissants. Nous renvoyons à [12] et aux références s’y trouvant pour une discussion
sur ce point et pour une utilisation de conditions aux limites transparentes pour le
calcul des résonances.

1.5.3 Un peu de scattering

Fonctions propres généralisées

Dans cette section, nous allons donner quelques précisions sur les fonctions pro-
pres généralisées données par (1.17)-(1.20).
Ce sont des solutions de l’équation

(− ~
2

2m

d2

dx2
+ V )Φk = EkΦk, IR (1.52)

où Ek vérifie la relation de dispersion

Ek =

{

~
2k2

2m
, k ≥ 0

~
2k2

2m
−B, k < 0
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L’opérateur − ~
2

2m
d2

dx2 + V de domaine H2(IR) n’ayant pas de valeurs propres dans
[−B,+∞[, les Φk ne sont pas dans H2(IR).
Soit k ≥ 0, en utilisant l’équation (1.52) et la forme du potentiel V , on voit que Φk

est une combinaison linéaire des fonctions eikx, e−ikx pour x < 0 et ei
√
k2+2mB/~2x,

e−i
√
k2+2mB/~2x pour x > L. L’ensemble des solutions de (1.52) sur (0, L) est un

espace vectoriel de dimension 2 et la fonction Φk est déterminée par une famille à
six paramètres.
La régularité elliptique implique Φk ∈ H2

loc(IR) et l’injection continue H1 ⊂ C0

en dimension 1, donnent un raccord C1 en 0 et en L pour Φk. On en déduit que
l’ensemble des solutions de (1.52) est une famille à deux paramètres et que Φk est
déterminée de façon unique en imposant Φk(x) = eikx + r(k)e−ikx, pour x < 0, et

Φk(x) = t(k)ei
√
k2+2mB/~2x pour x > L. Cela correspond à regarder ce qui est réfléchi

et transmis pour une onde incidente eikx arrivant de la gauche.
De la même manière, pour k < 0, on définira les Φk comme étant la solution de (1.52)

telle que Φk(x) = eikx + r(k)e−ikx, pour x ≥ L, et Φk(x) = t(k)e−i
√
k2−2mB/~2x,

pour x ≤ 0. Lorsque la quantité k2 − 2mB/~2 est négative, on définira la racine
apparaissant dans la formule précédente à l’aide de (1.26).

Remarque 1.5.19. Etant donnée une énergie E ≥ −B, les Φk forment une base
de l’ensemble des solutions de HΦ = EΦ. Plus précisément, pour toute fonction Φ
vérifiant HΦ = EΦ, il va exister a, b déterminées de façon unique telles que :

Φ = aΦk+ + bΦk−

où k+ ≥ 0 et k− ≤ 0 vérifient Ek+ = Ek− = E.

Matrice de scattering et résonances

Nous présentons ici un résultat s’inspirant de [19] permettant de voir une réso-
nance comme un pic d’amplitude des coefficients r(k) et t(k) introduits ci-dessus.
Pour simplifier la présentation, nous supposerons que ~

2

2m
= 1 et B = 0 mais les

résultats obtenus sont valables pour notre problème.
Soit z ∈ C, on considère le problème :

− d2

dx2
u+ V u = zu, IR (1.53)

où V est un potentiel régulier tel que suppV ⊂ (0, L).

Remarque 1.5.20. Dans cette sous-section, nous sommes dans le cadre régulier
et les résonances peuvent être définies au sens de la Remarque 1.5.12 (comme nous
l’avons fait dans la Définition 1.5.13) : on dira que le complexe z est une résonance
de l’opérateur − d2

dx2u+ V si et seulement si il existe :
-une constante θ ∈ (0, π

4
) telle que −2θ < arg z < 0,

-une fonction u ∈ L2(eiθIR) telle que u′′ ∈ L2(eiθIR) et (H − z)u = 0.
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Le problème de la différence de potentiel ne se posant pas, on travaillera avec la
détermination principale de la racine complexe z1/2 donnée par (1.25).
On définit les fonctions de Jost f+

g (z), f−
g (z) (resp. f+

d (z), f−
d (z)) comme étant la

base de solutions de (1.53) vérifiant

f+
g (z) = ei(z)

1/2x, x < 0, f−
g (z) = e−i(z)

1/2x, x < 0

(resp. f+
d (z) = ei(z)

1/2x, x > L, f−
d (z) = e−i(z)

1/2x, x > L )

Alors, on notera T (z) la matrice de transmission vérifiant :
(

f+
g (z)
f−
g (z)

)

= T (z)

(

f+
d (z)
f−
d (z)

)

qui correspond avec la matrice de passage d’une base à l’autre.
Si l’on note (α(z), β(z)) la première ligne de T (z) alors la deuxième ligne est
(β∗(z), α∗(z)) où par définition u∗(x, z) = u(x, z).
En effet, on a

(f+
g (z))∗ = (ei(z)

1/2x)∗ = e−i(z)
1/2x, x < 0

et

(− d2

dx2
+ V − z)(f+

g (z))∗ = 0, IR

La fonction f−
g (z) étant la seule à vérifier ces propriétés, on obtient (f+

g (z))∗ = f−
g (z).

De même, (f+
d (z))∗ = f−

d (z) et (f−
d (z))∗ = f+

d (z). On en déduit :

f−
g (z) = (f+

g (z))∗ = (α(z)f+
d (z) + β(z)f−

d (z))∗ = α∗(z)f−
d (z) + β∗(z)f+

d (z) (1.54)

Cela permet de conclure :

T (z) =

(

α(z) β(z)
β∗(z) α∗(z)

)

Si l’on note

W (u1, u2)(x) = det

(

u1(x) u2(x)
u′1(x) u′2(x)

)

le Wronskien de deux fonctions u1 et u2, on a ∀x ∈ IR :

W (f+
g , f

−
g )(x) = W (f+

g , f
−
g )(0) = −2i(z)1/2, W (f+

d , f
−
d )(x) = W (f+

d , f
−
d )(1) = −2i(z)1/2

où l’on a utilisé le fait que le Wronskien de deux solutions de (1.53) est constant
(car (1.53) est une équation différentielle d’ordre 2 sans dérivée d’ordre 1).
D’autre part, on a :

(

f+
g f−

g

(f+
g )′ (f−

g )′

)

=

(

f+
d f−

d

(f+
d )′ (f−

d )′

)

(T (z))T

et donc
det T (z) = 1, ∀z ∈ C (1.55)

Le coefficient α∗(z) joue un rôle important dans l’étude des résonances comme le
montre le Lemme ci-dessous.
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Lemme 1.5.21. Soit C
+− l’ensemble défini par (1.43). Une valeur z ∈ C

+− est une
résonance si et seulement si α∗(z) = 0

Preuve. D’après la définition donnée dans la Remarque 1.5.20, z est une résonance
de l’opérateur − d2

dx2 + V si et seulement si ∃u ∈ L2(eiθIR), u 6= 0, solution de (1.53)
pour une constante θ ∈ (0, π

4
) donnée telle que −2θ < arg z < 0.

Une telle fonction u peut être exprimée à l’aide des fonctions de Jost. Or, avec
des calculs similaires à ceux de la preuve de la Proposition 1.5.14, on montre que
f+
g (z), f−

d (z) /∈ L2(eiθIR). On en déduit qu’il va exister des constantes c, d 6= 0 telles
que

u = cf−
g (z) = df+

d (z)

En utilisant l’écriture (1.54) de f−
g (z), on obtient

cα∗(z)f−
d (z) + (cβ∗(z) − d)f+

d (z) = 0

et l’indépendance linéaire de f−
d (z), f+

d (z) donne α∗(z) = 0.
Réciproquement, soit z ∈ C

+− telle que α∗(z) = 0. Alors, l’équation (1.54) implique

f−
g (z) = β∗(z)f+

d (z)

et f−
g (z) est une solution non nulle de (1.53) appartenant à L2(eiθIR) pour toute

valeur θ ∈ (0, π
4
) telle que −2θ < arg z < 0.

Pour tout z ∈ C
+− t.q. α∗(z) 6= 0, c’est-à-dire en dehors des résonances de

− d2

dx2 +V , les familles des ondes entrantes {f+
g , f

−
d } et des ondes sortantes {f+

d , f
−
g }

forment, chacune, une base de l’ensemble des solutions de (1.53). Introduisons à
présent la matrice de scattering S(z) étant la matrice, définie pour tout z ∈ C

+−

t.q. α∗(z) 6= 0, permettant de passer d’une base à l’autre :
(

f+
g (z)
f−
d (z)

)

= (S(z))T
(

f+
d (z)
f−
g (z)

)

Proposition 1.5.22. La matrice de scattering S(z) est une fonction méromorphe
sur C

+− dont l’ensemble des pôles coïncide avec l’ensemble des résonances de l’opéra-
teur − d2

dx2 + V .

Preuve. Soit z ∈ C
+− qui n’est pas une résonance, alors le Lemme 1.5.21 implique

α∗(z) 6= 0. L’équation (1.54) donne donc

f−
d (z) = −β

∗(z)

α∗(z)
f+
d (z) +

1

α∗(z)
f−
g (z) (1.56)

D’autre part,
f+
g (z) = α(z)f+

d (z) + β(z)f−
d (z)

donc en utilisant (1.55) et (1.56), on obtient :

f+
g (z) = α(z)f+

d (z) + β(z)(−β
∗(z)

α∗(z)
f+
d (z) +

1

α∗(z)
f−
g (z))

=
1

α∗(z)
((α(z)α∗(z) − β(z)β∗(z))f+

d (z) + β(z)f−
g (z)

=
1

α∗(z)
f+
d (z) +

β(z)

α∗(z)
f−
g (z)
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Ce qui donne

S(z) =
1

α∗(z)

(

1 −β∗(z)
β(z) 1

)

Les coefficients α∗, β∗ et β étant holomorphes, voir [19], la matrice S considérée sur
z ∈ C

+− est une fonction méromorphe dont les pôles sont les zéros de la fonction
α∗(z). Le Lemme 1.5.21 permet alors de conclure.

Lorsque E ≥ 0, on a

det T (E) = |α(E)|2 − |β(E)|2 = 1

et donc α(E) 6= 0. Alors, on montre facilement que {f+
g , f

−
d }, {f+

d , f
−
g } sont deux

bases de l’ensemble des solutions de (1.53). Comme on l’a fait dans la preuve de la
Proposition 1.5.22, on peut écrire :

f+
g (E) =

1

α∗(E)
f+
d (E) +

β(E)

α∗(E)
f−
g (E)

ce qui donne :
f+
g (E) + r(

√
E)f−

g (E) = t(
√
E)f+

d (E)

où r(
√
E) = − β(E)

α∗(E)
et t(

√
E) = 1

α∗(E)
sont les coefficients définis dans la section

précédente. La fonction f+
g (E)+r(

√
E)f−

g (E), ou de façon équivalente t(
√
E)f+

d (E),
correspond à la fonction propre généralisée Φ√

E.

Remarque 1.5.23. On peut comprendre les résonances ainsi : elles sont de la
forme ER − iΓ

2
avec ER > 0 et Γ petit. Alors, pour E = ER, E est proche d’être

une résonance donc α∗(E) est proche de 0, d’aprés le Lemme 1.5.21, et le coefficient
t(
√
E) est proche de sa valeur maximale. Si l’on injecte une onde de module 1 et

d’énergie égale à l’énergie résonnante, l’onde transmise a un module proche de 1.

De même, la fonction propre généralisée Φ−
√
E s’écrit

f−
d (E) + r(−

√
E)f+

d (E) = t(−
√
E)f−

g (E)

où r(−
√
E) = β∗(E)

α∗(E)
et t(−

√
E) = 1

α∗(E)
.
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Chapitre 2

Méthodes de résolution pour la diode
à effet tunnel résonnant en régime
stationnaire et en régime transitoire

2.1 La diode à effet tunnel résonnant en régime sta-

tionnaire

2.1.1 Calcul de la densité : fonctions propres généralisées

Le calcul de la densité se fait à l’aide des fonctions propres généralisées de
l’Hamiltonien stationnaire. Elles peuvent être exprimées à l’aide de fonctions propres
généralisées arrivant de la gauche qui sont les Φk(x), k > 0 et à l’aide de fonctions
propres généralisées arrivant de la droite qui sont les Φk(x), k < 0 introduites dans
la section (1.5.3).
La densité est alors donnée par :

n(x) =

∫

IR

g(k)|Φk(x)|2dk, x ∈ IR,

où la fonction g donne le profile d’injection des électrons. En effet, g(k), k > 0 donne
la contribution des électrons arrivant de gauche, c’est-à-dire le profile d’injection en
x = 0, et g(k), k < 0 donne la contribution des électrons arrivant de droite, soit le
profile d’injection en x = L.
On utilise dans notre cas la statistique de Fermi-Dirac en dimension 1 donnée par
(1.15) et que l’on rappelle ci-dessous :

g(k) =
mkBT

2π2~2
ln

(

1 + exp

(

EF − ~
2k2

2m

kBT

))
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2.1.2 Conditions aux limites transparentes

Il est numériquement impossible de réaliser des calculs sur IR tout entier, d’autre
part, les phénomènes qui nous intéressent sont concentrés autour de la diode. De ce
fait, nous calculons la densité, et donc les Φk(x) sur l’intervalle [0, L] seulement. Pour
calculer Φk(x) sur [0, L], on doit résoudre une équation de Schrödinger stationnaire
à laquelle on ajoute des conditions aux limites rendant le problème bien posé.
Pour k > 0, on obtient la conditions aux limites en 0 en remarquant que Φk(x) =
eikx+r(k)e−ikx pour x ≤ 0 implique que Φ′

k(x)+ikΦk(x) = 2ik, x < 0. La solution
Φk(x) étant C1 en 0, on a la condition aux limites :

Φ′
k(0) + ikΦk(0) = 2ik.

En utilisant le fait que Φk(x) = t(k)ei
√
k2+2mB/~2x pour x ≥ L, on obtient la condi-

tion aux limites en L :

Φ′
k(L) − i

√

k2 + 2mB/~2Φk(L) = 0.

On obtient alors le problème avec conditions aux limites suivant pour k > 0 :










− ~
2

2m
d2

dx2 Φk(x) + V (x)Φk(x) = ~
2k2

2m
Φk(x), x ∈ (0, L),

Φ′
k(0) + ikΦk(0) = 2ik,

Φ′
k(L) − i

√

k2 + 2mB/~2Φk(L) = 0.

(2.1)

Ces conditions aux limites sont dites transparentes car la solution du problème (2.1)
correspond à la restriction à l’intervalle [0, L] de la solution sur tout IR qui est une
onde plane venant de la gauche avec une partie transmise et une partie réfléchie.
En effet, comme cela est montré dans [7], le problème (2.1) admet une solution
unique. Alors, le fait que la restriction à l’intervalle [0, L] de la solution sur tout IR
vérifie ce problème nous permet de conclure.
En procédant de la même manière pour k < 0, on obtient des conditions aux limites
transparentes en 0 et en L. Ce qui donne le problème avec conditions aux limites
suivant pour k < 0 :











− ~
2

2m
d2

dx2 Φk(x) + V (x)Φk(x) = (~
2k2

2m
−B)Φk(x), x ∈ (0, L),

Φ′
k(0) + i

√

k2 − 2mB/~2Φk(0) = 0,

Φ′
k(L) + ikΦk(L) = 2ik.

(2.2)

Lorsque la quantité k2 − 2mB/~2 est négative, on définira la racine apparaissant
dans (2.2) à l’aide de la formule (1.26)

Remarque 2.1.1. La quantité 2ik apparaissant dans les conditions aux limites
des problèmes (2.1) et (2.2) est un terme source qui peut être compris comme la
représentation en x = 0 pour (2.1), et en x = L pour (2.2), de l’onde incidente injec-
tée eikx. Dans cette optique, les conditions aux limites aux transparentes homogènes,
apparaissant dans le problème (1.47) qui donne le mode résonnant, signifient que
l’on injecte rien. La particularité de la résonance est que rien n’est injecté rien mais
on obtient tout de même quelque chose.
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2.1.3 Résolution directe

On opère d’abord un changement de variable permettant d’écrire l’équation sur
l’intervalle [0, 1].
Fixons k > 0.
On pose u(x) = Φk(xL) où Φk est solution du problème (2.1) et x ∈ [0, 1].
Si l’on pose k = kL, alors u est solution du problème suivant :











− ~
2

2mL2
d2

dx2u(x) + V (xL)u(x) = ~
2k2

2mL2u(x), x ∈ (0, 1),

u′(0) + iku(0) = 2ik,

u′(1) − i
√

k2 + 2mBL2/~2u(1) = 0.

(2.3)

Pour pouvoir résoudre ce problème à l’aide d’une méthode de Runge-Kutta, nous
définissons un nouveau problème :











− ~
2

2mL2
d2

dx2v(x) + V ((1 − x)L)v(x) = ~
2k2

2mL2v(x), x ∈ (0, 1),

v(0) = 1,

v′(0) = −i
√

k2 + 2mBL2/~2

(2.4)

On vérifie que 2ik
−v′(1)+ikv(1)v(1−x) est solution de (2.3). Or (2.3) admet une solution

unique, donc

u(x) =
2ik

−v′(1) + ikv(1)
v(1 − x)

Remarque 2.1.2. Pour k 6= 0, on a −v′(1) + ikv(1) 6= 0, sinon on aurait v(1) =
v′(1) = 0. Alors, l’équation différentielle vérifiée par v –la première équation de
(2.4)– implique v = 0, ce qui est en contradiction avec v(0) = 1.

Si l’on pose Y =

(

v
v′

)

, alors le problème (2.4) se réecrit de façon matricielle

{

Y ′(x) = M(x)Y (x), x ∈ (0, 1),

Y (0) = Y0,
(2.5)

où M(x) =

(

0 1
2mL2

~2 V ((1 − x)L) − k2 0

)

et Y0 =

(

1

−i
√

k2 + 2mBL2/~2

)

.

Le problème (2.5) est d’ordre 1, on le résoud à l’aide d’une méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4.
Soit une discrétisation xj = j∆x, j = 0, ..., J à pas constant ∆x = 1

J
de l’intervalle

[0, 1], alors les Yj, j = 0, ..., J approximant les Y (xj), j = 0, ..., J sont donnés par la
relation de récurrence suivante :

Yj+1 = Yj +K1/6 +K2/3 +K3/3 +K4/6,
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où :

K1 = ∆xM(xj)Yj,

K2 = ∆xM(xj+1/2)(Yj +K1/2),

K3 = ∆xM(xj+1/2)(Yj +K2/2),

K4 = ∆xM(xj+1)(Yj +K3).

On procède de façon similaire pour k < 0.
On pose u(x) = Φk(xL), alors u est solution du problème suivant :











− ~
2

2mL2
d2

dx2u(x) + V (xL)u(x) = ( ~
2k2

2mL2 −B)u(x), x ∈ (0, 1),

u′(0) + i
√

k2 − 2mBL2/~2u(0) = 0,

u′(1) + iku(1) = 2ik.

(2.6)

Nous définissons un nouveau problème :











− ~
2

2mL2
d2

dx2v(x) + V (xL)v(x) = ~
2k2

2mL2 v(x), x ∈ (0, 1),

v(0) = 1,

v′(0) = −i
√

k2 − 2mBL2/~2

(2.7)

L’unique solution de (2.6) est donnée par :

u(x) =
2ik

v′(1) + ikv(1)
v(x).

De la même façon que pour k > 0, le problème (2.7) se réécrit sous la forme d’un
système d’ordre 1 que l’on résoud à l’aide d’une méthode de Runge-Kutta d’ordre
4.

2.1.4 Calcul numérique de la densité

On dispose à présent de l’approximation des Φk(xjL), j = 0, ..., J à la fréquence
k que l’on veut.
Pour calculer les nj, j = 0, ..., J approximant la densité aux points xjL, on évalue
l’intégrale :

n(xjL) =

∫

IR

g(k)|Φk(xjL)|2dk,

à l’aide de la méthode des trapèzes. Pour cela, on considère que la contribution à
l’intégrale est négligeable en dehors de l’intervalle [−kmax, kmax]. Ce qui est vrai pour
kmax > 0 suffisamment grand puisque la fonction poids g tend vers 0 lorsque k2 tend
vers +∞.
On peut alors discrétiser l’intervalle [−kmax, kmax] en des fréquences kp = −kmax +
p∆k, p = 0, ..., P où ∆k = 2kmax

P
.
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On utilise la formule des trapèzes pour réaliser l’intégration numérique sur [−kmax, kmax],
ce qui donne l’approximation suivante pour la densité :

nj =
P−1
∑

p=0

(g(kp)|Φp,j|2 + g(kp+1)|Φp+1,j|2)
∆k

2
,

où les Φp,j sont les approximations des Φkp(xjL), j = 0, ..., J .
Pour réaliser les calculs numériques, nous avons choisi

kmax =

√

2m

~2
(EF + 7kBT ).

Résonance : maillage en fréquence adaptatif

Les Propositions 1.5.16 et 1.5.17 impliquent que la résonance de plus basse én-
ergie z peut s’écrire :

z = ER − i
Γ

2
, où Γ > 0 et

Γ

|ER|
<< 1

La notation ci-dessus sera couramment utilisée par la suite. D’autre part, comme
nous l’avons signalé dans la Remarque 1.5.23, pour une énergie Ek proche de z,
c’est-à-dire proche de ER, la norme infini de la fonction propre généralisée associée
à l’énergie Ek observe un pic. Dans [49], ce pic est détecté avec la phase de scattering
qui a un comportement donné par la formule de Briet-Wiegner :

1

π

Γ
2

(Ek − ER)2 + (Γ/2)2
. (2.8)

Le pic d’amplitude est très fin, sa largeur (celle de l’intervalle centré sur ER pour
lequel l’amplitude est au-dessus de la moitié de sa valeur maximum) vaut Γ.
Ce fait est à prendre en compte lors du calcul de la densité. En effet, les fonctions
d’onde correspondant aux énergies proches des énergies résonnantes vont avoir une
contribution plus importante que celle des fonctions d’onde correspondant à des
fréquences éloignées (→ idée de concentration spectrale, voir [26]). C’est-à-dire que
c’est la bande de largeur Γ autour du pic qui contient le plus d’informations. Cette
bande étant très fine, si l’on réalise un maillage en fréquence de pas constant ∆k
trop large on va rater beaucoup d’informations. La solution serait de prendre une
valeur de ∆k suffisamment petite, cependant cela demanderait un nombre de points
de maillage, et donc un nombre d’équations de Schrödinger à résoudre beaucoup
trop élevé rendant le calcul numérique très coûteux.
L’idée est de raffiner le maillage en fréquence seulement autour de la zone du proche
de la résonance. Pour repérer cette zone, on regarde l’évolution des coefficients de
transmission que nous définissons ci-dessous :

T (k) =

√

k2 + 2mB/~2

k
|Φk(L)|2, k > 0, (2.9)
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Fig. 2.1 – Représentation du coefficient de transmission pour B = 0.1 : pic de
résonance.

T (k) =

√

(k2 − 2mB/~2)+

|k| |Φk(0)|2, k < 0, (2.10)

où pour tout x réel on a noté (x)+ = max{0, x}.
En effet, ces coefficients permettent de caractériser la résonance, car, comme nous
l’avons expliqué ci-dessus, pour les énergies proches de l’énergie résonnante, le coef-
ficient de transmission observera un pic en amplitude.
Le coefficient varie brutalement à proximité de la résonance, la quantité permettant
d’observer le pic est donc log T (k). Cela est illustré par le graphique de la Figure
2.1 représentant log T (k), pour k positif et B = 0.1, en fonction de l’énergie de
l’onde incidente. Le coefficient de transmission est calculé grâce à la formule (2.9)
où |Φk(L)|2 est donnée par la résolution de l’équation de Schrödinger (2.1) corre-
spondant au vecteur d’onde k. Les valeurs des paramètres numériques et physiques
utilisés pour la résolution du problème sont ceux de la section 2.1.9 pour deux bar-
rières de même taille que le puits.
L’évolution des coefficients de transmission sera évaluée à l’aide de la dérivée de leur
logarithme par rapport à la fréquence : d

dk
log T (k), donnée par les formules (2.75)

et (2.76) de l’Appendice 2.A.
On peut alors décrire comment est réalisé le maillage adaptatif du point de vue
numérique. Comme nous l’avons dit précédemment, nous prendrons une discréti-
sation à pas variable k0 = −kmax, kp = kp−1 + ∆kp, p = 1, ..., P de l’intervalle
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2.1 La diode à effet tunnel résonnant en régime stationnaire

[−kmax, kmax].
A chaque itération p, étant donné ∆kp, le pas ∆kp+1 est choisi de la façon suivante.
On se donne un pas très fin δ et un pas plus grand ∆ et on calcule l’approximation
de d

dk
log T (kp). Si elle est élevée, on considère que l’on est proche d’une résonance

et on raffine le maillage en posant ∆kp+1 = δ sinon on garde un pas relativement
large en posant ∆kp+1 = ∆.
Pour approcher d

dk
log T (kp), avec kp > 0 par exemple, on doit approcher d

dk
Φkp(L),

ce que l’on fait à l’aide d’une différence finie décentrée à gauche :

d

dk
Φkp(L) ≈ Φp,J − Φp−1,J

∆kp
,

la différence finie décentrée à droite n’étant pas utilisable puisque l’on ne connaît
pas la valeur de Φp+1,J à l’étape p du calcul.
Ce procédé est initialisé en posant ∆k1 = δ.

2.1.5 Courant

Comme la fonction densité, la fonction courant est définie à partir des fonctions
propres généralisées comme suit :

J (x) =
q~

m

∫

IR

g(k)Im

(

d

dx
Φk(x)Φk(x)

)

dk, x ∈ [0, L], (2.11)

où les Φk(x) sont les fonctions propres généralisées définies précédemment.
Dans le cas stationnaire ∂tn = 0, l’équation de conservation ∂tn+∂xJ = 0 implique
que le courant est constant sur toute la diode. On a donc J (x) = J où J est une
constante.
Utilisons ce fait pour déterminer une nouvelle formule du courant.

Une autre formule du courant

A partir des résultats obtenus dans la Proposition 2.3.13 de l’Appendice 2.A,
nous pouvons déduire la nouvelle formule du courant. En régime stationnaire, J est
constant et donc :

J = J (L) =
q~

m

∫

IR

g(k)Im

(

d

dx
Φk(L)Φk(L)

)

dk.

En effectuant un changement de variable et en utilisant les conditions aux limites
pour les fonctions propres généralisées, on obtient :

J =
q~

m

(∫ 0

−∞
g(k)k(2Re(Φk(L)) − |Φk(L)|2)dk +

∫ +∞

0

g(k)
√

k2 + 2mB/~2|Φk(L)|2dk
)

.

Or on a :
2Re(Φk(L)) − |Φk(L)|2 = 1 − |Φk(L) − 1|2 = 1 −R(k),
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et donc en utilisant la conservation de l’énergie (2.77) démontrée au point 1. de la
Proposition 2.3.13, on déduit :

2Re(Φk(L)) − |Φk(L)|2 = T (k),

ce qui donne :

J =
q~

m

(∫ 0

−∞
g(k)T (k)kdk +

∫ +∞

0

g(k)T (k)kdk

)

.

Pour k < 0, T (k) =

√
(k2−2mB/~2)+

|k| |Φk(0)|2 et donc T (k) = 0 pour −
√

2mB/~ <
k < 0. Alors :

∫ 0

−∞
g(k)T (k)kdk =

∫ −
√

2mB/~

−∞
g(k)T (k)kdk.

On réalise le changement de variable k̂ =
√

k2 − 2mB/~2 qui vérifie kdk = k̂dk̂ et
T (k) = T (k̂) d’après le point 2. de la Proposition 2.3.13 (car k et k̂ vérifient (2.78)).
Ce qui donne :

∫ 0

−∞
g(k)T (k)kdk = −

∫ +∞

0

g(

√

k̂2 + 2mB/~2)T (k̂)k̂dk̂.

On obtient donc la formule suivante pour le courant :

J =
q~

m

∫ +∞

0

(g(k) − g(
√

k2 + 2mB/~2))T (k)kdk. (2.12)

Calcul numérique du courant

Comme pour le calcul de la densité, on considère la discrétisation : k0 = −kmax,
kp = kp−1 + ∆kp, p = 1, ..., P de l’intervalle [−kmax, kmax].
Alors l’approximation du courant Jj, j = 0, ..., J en tout point de la discrétisation
spatiale xjL est donnée à partir de la formule (2.11) par :

Jj =
q~

m

P−1
∑

p=0

(

g(kp)Im

(

d

dx
Φp,jΦp,j

)

+ g(kp+1)Im

(

d

dx
Φp+1,jΦp+1,j

))

∆kp+1

2

où les dérivées des fonctions propres généralisées ont été calculées lors de la résolution
de l’équation de Schrödinger.
A cause des erreurs numériques, les Jj ne sont pas tous égaux, mais ils diffèrent
peu les uns des autres. On prendra comme courant constant sur tout le domaine la

moyenne des Jj, soit J =
PJ

j=0 Jj

J+1
.

Un autre moyen de calculer le courant est d’utiliser la formule (2.12) qui à l’avantage
de donner directement un courant constant.
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2.1.6 Calcul du potentiel, couplage Schrödinger/Poisson

Le potentiel non linéaire VNL est donné à partir de la densité à l’aide de l’équation
de poisson avec conditions de Dirichlet homogènes :

{

− d2

dx2VNL(x) = q2

ε
(n(x) − nD(x)), (0, L),

VNL(0) = VNL(L) = 0.

Comme pour l’équation de Schrödinger, on ramène l’équation à l’intervalle [0, 1] en
posant w(x) = VNL(xL) pour x ∈ [0, 1]. On obtient le problème :

{

− d2

dx2w(x) = q2L2

ε
(n(xL) − nD(xL)), (0, 1),

w(0) = w(1) = 0.
(2.13)

Si l’on se donne la même discrétisation de [0, 1] que celle définie dans la section
précédente, on peut résoudre directement le problème (2.13) à l’aide d’une méth-
ode de différences finies, c’est-à-dire en remplaçant la dérivée seconde de la façon
suivante :

− d2

dx2
w(xj) ≈ −wj−1 − 2wj + wj+1

∆x2
,

où les wj, j = 0, ..., J sont les approximations des w(xj), j = 0, ..., J .
Alors, le vecteur W = (wj)j=1,J−1 est obtenu en résolvant le système linéaire de
taille J − 1 suivant :

−DxxW = N,

où

−Dxx =















2 −1
−1 2 −1 0

. . . . . . . . .
0 −1 2 −1

−1 2















, et N =
q2∆x2L2

ε
(nj − nD(xjL))j=1,J−1

où les nj sont les approximations des n(xjL).
L’inversion est réalisée en effectuant une décomposition LU de la matrice −Dxx,
décomposition facile à effectuer car la matrice est tridiagonale.
Etant donné un potentiel initial V 0

NL, on peut, en utilisant la méthode décrite dans
la section précédente, calculer la densité correspondante n0 = n(V 0

NL). La densité
obtenue permet avec la méthode que l’on vient de décrire de calculer un nouveau
potentiel, que l’on appellera V 1

NL, à partir de n0. Ce procédé, nous donne une relation
de récurrence qui, à un potentiel V n

NL, fait correspondre un potentiel V n+1
NL . C’est-à-

dire que le couplage est réalisé en déterminant V n+1
NL solution de :

− d2

dx2
V n+1
NL =

q2

ε
(n(V n

NL) − nD). (2.14)

Si ce procédé converge, on aura trouvé le potentiel et la densité qui vérifient le prob-
lème Schrödinger/Poisson.
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Le problème est que la réccurence directe ainsi définie ne converge pas.

Méthode de relaxation

Pour remédier à cela, on utilise la méthode dite de relaxation décrite ci-dessous :

V n+1
NL = αV ∗,n+1

NL + (1 − α)V n
NL,

où V ∗,n+1
NL est le potentiel obtenu en résolvant, par la méthode décrite plus haut,

l’équation de poisson avec la densité nn = n(V n
NL).

Typiquement, on choisira α < 0.05.
Cette méthode converge mais demande beaucoup d’itérations, celle présentée ci-
dessous à l’avantage de remédier à cela.

Itération de Gummel

L’idée est que la densité dépend exponentiellement de V , c’est-à-dire qu’elle peut
s’écrire de la façon suivante :

n[VNL] = exp

(

− V

Vref

)

(2.15)

où V = Ve + VNL et la constante Vref est un potentiel de référence fixé.
On cherche une solution du problème couplé. Il paraît donc légitime de demander
que V n+1

NL vérifie l’équation de poisson, ce que nous faisons ci-dessous en tenant
compte de la forme (2.15) de n[V n+1

NL ] :

− d2

dx2
V n+1
NL =

q2

ε
(exp(−(V n+1

NL + Ve)/Vref ) − nD),

=
q2

ε
(exp((V n

NL − V n+1
NL )/Vref ) exp(−(V n

NL + Ve)/Vref ) − nD).

On en déduit la nouvelle équation, permettant de calculer V n+1
NL à partir de V n

NL,
ci-dessous :

− d2

dx2
V n+1
NL =

q2

ε
(n[V n

NL] exp((V n
NL − V n+1

NL )/Vref ) − nD). (2.16)

Pour réaliser le couplage Schrödinger/Poisson, on utilisera l’itération (2.16) au lieu
de l’itération (2.14). C’est la méthode de Gummel.
On considère que la méthode de Gummel a convergé lorsque les deux potentiels
successifs V n

NL et V n+1
NL sont suffisamment proche, c’est-à-dire :

||V n+1
NL − V n

NL||2 < ε,

où ε est la tolérance que l’on se donne.
On remarque qu’à la convergence, la densité et le potentiel obtenus vérifient bien
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2.1 La diode à effet tunnel résonnant en régime stationnaire

le problème couplé. En effet, considérons qu’à la convergence V n+1
NL = V n

NL = VNL.
Alors la densité est donnée par n[V n

NL] = n[VNL] et ne dépend plus de n.
En utilisant ceci dans l’itération (2.16), on obtient :

− d2

dx2
VNL =

q2

ε
(n[VNL] exp((VNL − VNL)/Vref ) − nD) =

q2

ε
(n[VNL] − nD),

c’est-à-dire que VNL vérifie, à la convergence, l’équation de poisson pour la densité
donnée les fonctions d’onde solutions de l’équation de Schrödinger pour le même
potentiel. On a donc bien la solution du problème couplé.
Pour utliser la méthode de Gummel, on va donc être amené à résoudre l’équation
(2.16).
Comme nous l’avons fait précédemment, on ramène l’équation à l’intervalle [0, 1]
pour obtenir :
{

− d2

dx2w
n+1(x) = q2L2

ε
(nn(xL) exp((wn(x) − wn+1(x))/Vref ) − nD(xL)), x ∈ (0, 1),

wn+1(0) = wn+1(1) = 0,

où l’on a posé wn(x) = V n
NL(xL), x ∈ [0, 1], et nn = n[V n

NL].
On discrétise cette équation en utilisant une méthode de différences finies ce qui
nous donne une équation non linéaire sur les wn+1

j , j = 1, ..., J − 1 approximant les
wn+1(xj), j = 1, ..., J − 1 en fonctions des wnj , j = 1, ..., J − 1 :

−DxxW
n+1 = F (W n,W n+1), (2.17)

où W n = (wnj )j=1,J−1 et

F (W n,W n+1) =
q2∆x2L2

ε
(nnj exp((wnj − wn+1

j )/Vref ) − nD(xjL))j=1,J−1,

et les nnj sont les approximations des nn(xjL).
On résoud l’équation (2.17) à l’aide d’une méthode Newton. On cherche le vecteur
W ∈ IRJ−1 annulant la fonction

G(W ) = −DxxW − F (V,W ),

pour un vecteur V ∈ IRJ−1.
La méthode de Newton s’écrit alors :

W k+1 = W k − (DG(W k))−1G(W k),

où

DG(W ) = −Dxx−DWF (V,W ), etDWF (V,W ) = −diag

[

(

nn
j q

2∆x2L2

εVref
exp

(

vj−wj

Vref

))

j=1,J−1

]

.

où diag [(λj)j=1,J−1] est la matrice diagonale ayant pour termes diagonaux les λj, j =
1, ..., J − 1.
Comme −Dxx, la matrice DG est tridiagonale, on l’inversera également à l’aide
d’une décomposition LU .
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Méthode Gummel linéarisée

Cette méthode est obtenue en linéarisant l’exponentielle dans l’équation (2.16).
C’est-à-dire que l’on remplace le terme exp((V n

NL − V n+1
NL )/Vref ) par 1 + (V n

NL −
V n+1
NL )/Vref , ce qui nous donne l’itération suivante :

− d2

dx2
V n+1
NL +

q2n[V n
NL]

εVref
V n+1
NL =

q2

ε
(n(V n

NL)(1 + V n
NL/Vref ) − nD). (2.18)

En introduisant la même discrétisation que dans la section précédente, on obtient
l’équation (2.18) sous sa forme discrète :

MnW n+1 = Nn,

où

Mn = −Dxx + diag

[

(

nnj q
2∆x2L2

εVref

)

j=1,J−1

]

et

Nn =
q2∆x2L2

ε
(nnj (1 + wnj /Vref ) − nD(xjL))j=1,J−1

équation que l’on résoud en inversant la matrice tridiagonale Mn à l’aide d’une
décomposition LU . L’avantage de cette linéarisation est qu’elle permet de remplacer
le problème non linéaire correspondant à l’itération de Gummel, dont la résolution
demande une méthode de Newton, par un problème linéaire que l’on résout par une
simple inversion de matrice.

2.1.7 Calcul du niveau de Fermi

On prendra un niveau de Fermi EF de sorte à vérifier la neutralité électrique
dans le semi-conducteur qui se trouve en dehors de la diode, c’est-à-dire tel que

∫

IR

g(EF , k)dk = n1
D, (2.19)

où g est la statistique de Fermi définie par (1.15) et n1
D est le niveau du dopage du

semi-conducteur.
On résoud l’équation (2.19) à l’aide d’une méthode de Newton.
Pour cela, on pose

F (E) =

∫

IR

g(E, k)dk − n1
D,

et on résoud F (E) = 0.
Etant donnée une valeur initiale de l’énergie E0, l’algorithme est le suivant :

En+1 = En − F (En)/F
′(En),

où

F ′(E) =
m

2π2~2

∫

IR

(

1 + exp

(

−EF + ~
2k2
2m

kBT

))−1

dk,

Les intégrales apparaissant dans le calcul de F (En) et F ′(En) sont réalisées à l’aide
de la méthode des trapèzes.
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2.1 La diode à effet tunnel résonnant en régime stationnaire

2.1.8 Résumé : algorithme de résolution

La méthode de résolution, correspondant à l’itération de Gummel où la densité
est calculée avec un maillage adaptatif en fréquence et utilisée en régime stationnaire,
est détaillée ci-dessous.

Algorithme 2.1.3 (Résolution directe).

Etant donné un potentiel initial V 0.
Tant que l’on a pas la convergence :

Calcul de la densité
On prend k0 = −kmax.
Tant que kp < kmax :
• Calcul de Φn

p fonction propre généralisée associée au potentiel V n et à la
fréquence kp, selon la méthode expliquée dans la section 2.1.3.

• Calcul de d
dk

log T (kp) selon les formules (2.75) et (2.76) → choix du pas en
fréquence ∆kp+1.

• Incrément de la fréquence kp+1 = kp + ∆kp+1.
Fin tant que.
Calcul de la densité nn à partir des Φn

p à l’aide de la formule des trapèzes :

nnj =
∑

p≥0

(g(kp)|Φn
p,j|2 + g(kp+1)|Φn

p+1,j|2)
∆kp+1

2
,

Couplage, itération de Gummel
• Calcul du potentiel V n+1 à partir du potentiel V n et de la densité nn en

résolvant l’équation (2.16).
• Test de convergence : si ||V n+1 − V n||2 est suffisamment petite, on arrête.

Fin tant que.

2.1.9 Résultats numériques

Les valeurs des paramètres physiques utilisés pour l’ensemble des applications
numériques sont ci-dessous :

T n1
D n2

D m EF
300K 1 × 1024m−3 5 × 1021m−3 0, 067me 6, 7097 × 10−21

La valeur de EF apparaissant dans le dernier tableau est obtenue par la méthode de
Newton de sorte à vérifier la neutralité électrique comme cela est présenté dans la
section 2.1.7.

Test 1 : Deux barrières de même taille égale à celle du puits (cas standard)

Dans ce cas, les barrières ont une épaisseur de 5nm chacune. La largeur du puits,
étant l’écart entre les deux barrières, vaut 5nm. La hauteur de la barrière est de
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Fig. 2.2 – Potentiel extérieur pour B = 0.1 eV et fonction propre généralisée corre-
spondant pour k = kmax/2 et k = kR.

0, 3eV .
Ces données concernant le potentiel extérieur sont réunies dans le tableau suivant :

L a1 a2 a3 b3 b2 b1 v0

135nm 50nm 60nm 65nm 70nm 75nm 85nm 0.3eV

Les calculs ont été réalisés avec un nombre de points de discrétisation en espace
valant J = 300. Le pas obtenu vérifie alors la conditon ∆x < 2π/kmax, c’est-à-
dire qu’il est plus petit que la plus petite des longueurs d’onde propres aux ondes
incidentes. On remarque que J = 150 suffit pour vérifier cette condition.
Pour illustrer l’étape de calcul de la densité à partir du potentiel Ve+VNL, où Ve est
donné par B = 0.1 eV et VNL est le potentiel obtenu après résolution du problème
de Schrödinger-Poisson, nous avons représenté Figure 2.2 des fonctions d’ondes Φk

correspondant à un tel potentiel. Sur le graphique de gauche de la figure Figure 2.2
se trouve le potentiel Ve, et sur la figure de droite la fonction Φk pour k = kmax/2

et kR =
√

2mER

~
(ER désigne la première énergie résonnante) avec J = 300 points de

discrétisation en espace.
Les deux valeurs de k étant positives, l’onde arrive de la gauche. On remarque que
Φk s’éteint exponentiellement dans la barrière mais que, grâce à la résonance, des
électrons sont capturés à l’intérieur du puits et la fonction d’onde est non nulle dans
cette zone.
Pour le calcul de la densité, le maillage en fréquence est adaptatif. Le seuil que l’on
a choisi pour le changement de pas est 1350A. Nous avons pris pour pas minimum
δ = 4×10−5A−1 (1A = 1, 0×10−10m) et ∆ = 4δ pour pas maximum. Cette méthode
de discrétisation demande environ 460 points d’intégration en fréquence pour B = 0,
environ 530 points pour B = 0.1 et environ 510 points pour B = 0.2.
En ce qui concerne la méthode de Gummel, on considère qu’elle a convergé lorsque
les potentiels donnés par deux itérations consécutives sont suffisamment proches,
c’est-à-dire lorsque ||V n

NL − V n−1
NL ||2 est en dessous de la tolérance tol = 1 × 10−10.

Ici ||.||2 désigne la norme 2 dans IRJ−1.
Il est important de noter que la méthode de Gummel ne converge pas pour tout
potentiel initial.
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Fig. 2.3 – Densité et potentiel en régime stationnaire dans le cas B = 0
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Fig. 2.4 – Densité et potentiel en régime stationnaire dans le cas B = 0.1

Pour B = 0, la méthode de Gummel converge en prenant V 0
NL = 0, c’est ce que nous

avons fait.
Pour B 6= 0, la méthode de Gummel ne converge pas en général en prenant V 0

NL = 0,
on initialisera la méthode de Gummel en fixant V 0

NL à la valeur finale de VNL obtenue
pour B = 0.
Les figures Figure 2.3, 2.4, 2.5 représentent la densité en fonction de la variable
d’espace pour les valeurs B = 0, B = 0.1, B = 0.2 de la différence de potentiel.
Afin de comparer l’efficacité des deux méthodes de couplage, nous avons représenté

sur un même graphique, Figure 2.6, le logarithme de l’erreur relative ||V n
NL−V n−1

NL ||2
||V n

NL||2 en
fonction du nombre d’itérations n pour la méthode de Gummel et pour la méthode
de Gummel linéarisée.
On remarque que les deux méthodes convergent à une précision élevée, environ
10−10, en peu d’itérations, environ 25 itérations. La méthode de Gummel linéarisée
converge moins rapidement que la méthode de Gummel mais elle a un coût de
réalisation moins élevé puisqu’elle ne demande pas de méthode de Newton à chaque
itération contrairement à celle de Gummel.
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Fig. 2.5 – Densité et potentiel en régime stationnaire dans le cas B = 0.2
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La Figure 2.7 présente le graphique de la caractéristique courant/tension de la RTD.
C’est un graphique important car il permet de caractériser une RTD et fait appa-
raître l’effet de résistance différencielle négative. Nous l’avons tracé en résolvant le
problème de Schrödinger/Poisson pour une suite de valeurs (Bp)p=0,...,P du bias B,
où la méthode de Gummel pour le bias Bp est initialisée au potentiel obtenu après
convergence pour le bias Bp−1, et en calculant à chaque fois le courant correspon-
dant (qui est constant sur le domaine en régime stationnaire). Nous avons réalisé
ce procédé avec P = 500 et Bp une discrétisation uniforme croissante de l’intervalle
[0, 0.3]. Nous l’avons démaré en prenant le potentiel nul comme valeur initiale de la
méthode de Gummel pour B0 = 0.
Le graphique obtenu correspond à ce que donne l’expérience, voir [14], [18], au moins
de façon qualitative et cela est le plus important pour les caractéristiques courant-
tension.
On remarque que des instabilités sont observées dans la zone 0.14 ≤ B ≤ 2.1.
Elles sont dûes à la présence de deux solutions proches, du système de Schrödinger-
Poisson. On peut observer l’existence de ces deux solutions en faisant successivement
une courbe courant tension par continuation, comme nous l’avons expliqué ci-dessus,
en augmentant B et en diminuant B. On remarque que deux chemins différents sont
suivis à l’aller et au retour. Un tel procédé est expliqué plus en détail dans le Test 2
de cette section. Pour ce test, la largeur des barrières fait que l’on observe l’existence
de solutions bien distantes, Figure 2.8. Nous renvoyons au Chapitre 3 pour des tests
autour du phénomène d’hystérésis.

Test 2 : Deux barrières, deuxième barrière plus large que la première

Les données concernant le potentiel extérieur sont réunies dans le tableau suiv-
ant :

L a1 a2 a3 b3 b2 b1 v0

135nm 50nm 60nm 63nm 69nm 75nm 85nm 0.3eV

Les calculs ont été réalisés avec un nombre de points de discrétisation en espace
valant J = 300. On a utilisé le même procédé de maillage adaptatif en fréquence et
la même tolérance pour conditionner la convergence de l’itération de Gummel que
ceux présentés dans le Test 1.
Le potentiel extérieur utilisé est représenté sur le graphique de gauche de la Figure
2.8 pour B = 0.25.
Sur le graphique de droite de la Figure 2.8, nous avons représenté la courbe car-
actéristique courant/tension obtenue en faisant croître la différence de potentiel
(courbe en ronds) et en faisant décroître la différence de potentiel (courbe en points).
Pour cela, nous avons appliqué le même procédé que celui expliqué dans le Test 1 en
prenant pour suite de valeurs du bias B, la suite (Bp)p=0,...,2P définie par Bp = pdB
pour p = 0, ..., P , et Bp = (2P − p)dB (= B2P−p) pour p = P + 1, ..., 2P où
dB = 0.3/P . Ici, nous avons pris P = 300.
On remarque que la courbe courant/tension obtenue en faisant croître le bias est dif-
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Fig. 2.7 – Caractéristique courant/tension de la diode pour deux barrières de taille
égale celle du puits
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Fig. 2.8 – Potentiel extérieur et caractéristique courant/tension de la diode pour
deux barrières, la deuxième étant plus large que la première.

férente de la courbe obtenue en le faisant décroître : on a deux valeurs du courant pos-
sibles pour la même différence de potentiel. C’est ce que l’on appelle un phénomène
d’hystérésis.
L’obtention de deux valeurs du courant pour la même valeur de la différence de
potentiel est due au fait que la méthode de Gummel ne converge pas vers la même
solution du problème couplé Schrödinger/Poisson (qui n’a pas une solution unique)
selon son initialisation.
Pour une différence de potentiel de B = 0.25 étant le lieu du maximum de la courbe
caractéristique courant/tension, la densité obtenue est représentée sur la Figure 2.9.
On remarque que le fait que la deuxième barrière soit plus large que la première a
pour effet de piéger plus de particules entre les deux barrières qu’habituellement.

Test 3 : Deux barrières, première barrière plus large que la deuxième

Les données concernant le potentiel extérieur sont réunies dans le tableau suiv-
ant :

L a1 a2 a3 b3 b2 b1 v0

135nm 50nm 60nm 66nm 72nm 75nm 85nm 0.3eV

Les calculs ont été réalisés avec un nombre de points de discrétisation en espace
valant J = 300. On a utilisé le même procédé de maillage adaptatif en fréquence et
la même tolérance pour conditionner la convergence de l’itération de Gummel que
ceux présentés dans le Test 1.
Le potentiel extérieur utilisé est représenté sur le graphique de gauche de la Figure
2.10 pour B = 0.16. En utilisant le même procédé que pour le Test 1, avec P = 300,
on obtient la courbe courant/tension représentée sur le graphique de droite de la
Figure 2.10 sur laquelle on voit que le comportement de la RTD est plus stable
lorsque la première barrière est plus large que la deuxième.
Pour une différence de potentiel de B = 0.16, qui est le lieu du maximum de
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Fig. 2.9 – Densité de répartition des électrons dans la diode pour deux barrières, la
deuxième étant plus large que la première avec B = 0.25.
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Fig. 2.10 – Potentiel extérieur et caractéristique courant/tension de la diode pour
deux barrières, la première étant plus large que la deuxième.
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Fig. 2.11 – Densité de répartition des électrons dans la diode pour deux barrières,
la première étant plus large que le deuxième avec B = 0.25.

la courbe caractéristique courant/tension, la densité obtenue est représentée sur la
Figure 2.11. On remarque que le fait que la première barrière soit plus large a pour
effet de piéger les particules avant la première barrière et pas entre les deux barrières
comme on a pour les tests précédents.

2.2 Régime stationnaire : décomposition sur l’état

résonnant

Comme nous l’avons fait dans la section 1.5.2 en vue de simplifier les notations
nous poserons pour cette partie

h =
~√
2m

, V = Ve + VNL (2.20)

Dans cette section, nous serons amener à résoudre le problème (1.47). On utilisera
donc fréquemment la racine complexe s(z) apparaissant dans ce problème et définie
par (1.46).
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2.2.1 Description de la méthode

Dans cette partie, nous donnons un algorithme permettant de calculer la den-
sité de répartition des particules en utilisant la décomposition sur le premier mode
résonnant. Le fait de choisir le premier mode résonnant est appelé approximation à
un seul mode dans [40]. Elle est justifiée par la Proposition (1.5.16) puisqu’elle nous
dit que le seul élément résonnant intéressant, d’énergie assez faible pour ne pas être
coupé par la fonction de répartion g, est le premier.
L’idée de cet algorithme est de calculer la résonance et de recueillir ainsi toute l’in-
formation donnée par la résonance sans avoir à raffiner le maillage en fréquence
autour du pic de résonance.
Les fonctions propres généralisées de l’Hamiltonien qui permettent de construire la
densité sont obtenues en les décomposant en une partie non résonnante et une par-
tie proportionnelle au mode résonnant. Cet algorithme permet de prendre peu de
points en fréquence puisque les fonctions non résonnantes varient lentement avec
la fréquence et la résonance est captée dans la partie résonnante à l’aide du mode
résonnant.

Idée de l’algorithme

Selon une idée de [40] adaptée au régime stationnaire, nous présentons l’algo-
rithme de [10] permettant de calculer la densité de répartition des électrons à partir
du potentiel en utilisant le mode résonnant.
Soit une énergie Ek donnée,

Ek =

{

~
2k2

2m
−B, k < 0

~
2k2

2m
, k ≥ 0

l’idée de [40] est de décomposer le calcul de la fonction propre généralisée solution
de

−h2 d
2

dx2
Φk(x) + (Ve(x) + VNL(x))Φk(x) = EkΦk(x), x ∈ IR, (2.21)

pour l’énergie Ek, en deux étapes (dans l’article [40] la fonction propre Φk est solution
de Schrödinger instationnaire).
Tout d’abord, on se donne le potentiel

Vfill = Ve + v01[a3,b3],

obtenu en bouchant le puits apparaissant dans le potentiel Ve. La première étape
est alors de calculer Φe

k solution de

−h2 d
2

dx2
Φe
k(x) + (Vfill(x) + VNL(x))Φe

k(x) = EkΦ
e
k(x), x ∈ IR. (2.22)

La seconde étape est de chercher Φk solution de (2.21) sous la forme Φk = Φe
k + Φi

k

où Φe
k est donnée comme ci-dessus. Alors, en l’injectant dans (2.21), on voit que la
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fonction Φi
k doit résoudre :

−h2 d
2

dx2
Φi
k(x) + (Ve(x) + VNL(x))Φi

k(x) = EkΦ
i
k(x) + v01[a3, b3]Φ

e
k(x), x ∈ IR.

(2.23)
Les niveaux d’énergie Ek ayant une contribution non nulle à la densité, tels que g(k)
est non négligeable, sont plus petits que Vfill sur [a3, b3]. Pour les énergies intéres-
santes, on en déduit que [a3, b3] est une région interdite d’un point de vue classique
et par un argument de localisation de support, les solutions de (2.22) sont néglige-
ables à l’intérieur du puits. On les note Φe

k où la lettre "e" signifie extérieur.
On montre, également par un argument de localisation de support, que Φi

k est négige-
able dans les barrières, la lettre "i" signifiant non négligeable à l’intérieur du puits.
Comme on veut Φk sur l’intervalle [0, L] seulement, on calcule les Φe

k en résolvant
(2.22) avec des conditions aux limites transparentes. On traite (2.23) avec une ap-
proximation à un seul mode. Pour cela, on considère que (2.23) que ce qui est à
l’intérieur du puits est bien décrit par le mode résonnant. Mode résonnant que l’on
peut penser comme un quasi état borné qui est non nul à l’intérieur du puits. Ce
qui nous amène à chercher les Φi

k proportionnels au mode résonnant "fondamental"
(mode résonnant de plus petite énergie) correspondant au potentiel V = Ve + VNL.
Le mode résonnant est calculé sur l’intervalle [0, L] également ce qui démande l’u-
tilisation de conditions aux limites résonnantes.

Calcul de la résonance

Par calcul de la résonance nous voulons dire calcul de la valeur de la résonance qui
nous intéresse et du mode propre associé sur l’intervalle [0, L]. Comme nous l’avons
remarqué, le calcul d’une résonance revient à trouver une solution du problème
(1.47). On peut le faire en résolvant un problème de valeur propre non linéaire
à l’aide d’une méthode de Newton autour d’une valeur propre du problème avec
conditions aux limites de type Dirichlet correspondant.
Expliquons cette dernière affirmation. On discrétise le problème (1.47) à l’aide d’une
méthode éléments finis P 1. Les inconnues du problème discrétisé sont le vecteur
propre u ∈ C

n et la valeur propre associée z, soit un problème à résoudre dans C
n+1.

L’avantage de la méthode éléments finis est qu’elle permet de rentrer les conditions
aux limites dans la matrice du problème. Or, les conditions aux limites apparaissant
dans le problème (1.47) font intervenir les fonctions s(z) et s(z + B) non linéaires
en z, on parle donc de problème aux valeurs propres non linéaire. Les problèmes de
ce type sont étudiés dans [21].
La matrice du problème est une fonction non linéaire de z, notée M(z). On montrera
que le problème discret s’écrit sous la forme :

M(z)u = 0, avec M(z) = [A+ s(z)C + s(z +B)D − zE],

où A, C, D et E sont des matrices carrées de dimension n à coefficients complexes.
Ce problème se distingue bien du problème linéaire aux valeurs propres que l’on a
l’habitude de rencontrer :

(A− zI)u = 0.
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Si M(z) est polynomiale, on peut se ramener au cas linéaire en agrandissant la taille
du problème à résoudre [21], [38].

Remarque 2.2.1. Si la différence de potentiel B est nulle, la non linéarité est en
s(z) alors il suffit de poser w = s(z) pour obtenir une matrice polynômiale d’ordre
2. Dans ce cas on peut se ramener à un problème linéaire mais pour B quelconque
cela n’est pas possible.

Dans [21], un algorithme de résolution, intéressant pour les problèmes de valeurs
propres non linéaires de grande taille, est proposé. Dans notre cas, la taille du prob-
lème n’étant pas excessivement élevée, la méthode de résolution la plus intéres-
sante semble être la méthode de Newton. Pour les problèmes de valeurs propres non
linéaires celle-ci est étudiée dans [38]. Il y est montré que la méthode de Newton
revient à une méthode de la puissance inverse dans le cas polynômial.

Ecriture du problème discret

On cherche à résoudre le problème (1.47) qui, en utilisant (2.20), s’écrit :










−h2u′′ + V u− zu = 0, (0, L),

hu′(0) + is(z)u(0) = 0,

hu′(L) − is(z +B)u(L) = 0.

La formulation faible correspondant à l’équation de Schrödinger dans (1.47) est :
∀v ∈ H1(0, L),

h2

∫ L

0

u′v′dx+

∫ L

0

V uvdx+ h2[(u′v)(0) − (u′v)(L)] − z

∫ L

0

uvdx = 0.

On cherche u solution du problème (1.47) alors u vérifie les conditions aux lim-
ites transparentes homogènes (dites conditions aux limites résonnantes). On peut
alors remplacer les termes de bords dans l’équation précédente ce qui donne :
∀v ∈ H1(0, L),

h2

∫ L

0

u′v′dx+

∫ L

0

V uvdx− ih[s(z)(uv)(0) + s(z +B)(uv)(L)]

− z

∫ L

0

uvdx = 0. (2.24)

Comme nous l’avons dit précédemment, l’avantage de la formulation faible est qu’elle
contient les conditions aux limites.
On se donne une discrétisation x0 = 0 < x1 < ... < xJ−1 < xJ = L du domaine
[0, L] de pas constant ∆x. On utilise la base éléments finis P 1 des polynômes pj(x),
j = 0, ..., J définis par :

p0(x) =

{

x−x1

x0−x1
, x0 < x < x1,

0, x > x1

(2.25)
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pj(x) =











x−xj−1

xj−xj−1
, xj−1 < x < xj,

x−xj+1

xj−xj+1
, xj < x < xj+1,

0, sinon.

, j = 1, ..., J − 1, (2.26)

pJ(x) =

{

0, x < xJ−1,
x−xJ−1

xJ−xJ−1
, xJ−1 < x < xJ .

(2.27)

En écrivant u =
∑J

j=0 ujpj, où les uj sont les approximations des valeurs nodales
de la solution, et en injectant u dans la formulation faible (2.24) avec v = pk, k =
0, ..., J , on obtient la matrice M(z) du problème discret :

M(z) = [A+ s(z)C + s(z +B)D − zE],

où

A =

(

h2

∫ L

0

p′jp
′
kdx+

∫ L

0

V pjpkdx

)

0≤j,k≤J
C =











−ih 0 . . . 0
0
... 0
0











(2.28)

D =











0

0
...
0

0 . . . 0 −ih











E =

(∫ L

0

pjpkdx

)

0≤j,k≤J
(2.29)

Les valeurs explicites des coefficients des matrices A et E sont données dans l’Ap-
pendice 2.B.

Résolution du problème discret : détection des résonances

On résoud le problème aux valeurs propres non linéaires à l’aide d’une méthode de
“type” Newton. Pour faciliter la présentation, nous la qualifions parfois de méthode
de Newton.
On cherche u ∈ C

n et z ∈ C tels que M(z)u = 0, cela revient à chercher un zéro de
la fonction (u, z) 7→M(z)u définie de C

n+1 dans C
n.

Puisque nous allons utiliser une méthode de Newton, il est préférable de chercher
le zéro d’une fonction de C

n+1 dans C
n+1 ayant des dérivées qui sont des matrices

carrées de taille n+ 1 que l’on pourra inverser plus facilement.
Pour cela, on ajoute une condition de normalisation sur le vecteur u. On cherche
donc à résoudre le problème :

{

M(z)u = 0,

uHu = 1,

Cela revient à résoudre de problème

Φ(u, z) = 0,
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où

Φ : C
n+1 → C

n+1

(u, z) 7→ (M(z)u, uHu− 1)

On remarque que uHu n’est pas holomorphe, sa dérivée ne peut donc pas être
représentée par un élément de C

n et Φ n’admet pas une différentielle représentable
par une matrice. La méthode de Newton, faisant intervenir l’inverse de la matrice
Jacobienne de la fonction à annuler, ne peut pas être appliquée telle qu’on la con-
naît.
En nous inspirant de [38], nous allons présenter une itération Newton modifiée.
On se donne un itéré (un, zn) tel que uHn un = 1, alors on cherche un incrément
(δun, δzn) tel que Φ(un + δun, zn + δzn) = 0.
Or en négligeant les termes d’ordres 2 en l’incrément, on a :

M(zn + δzn)(un + δun) = M(zn)(un + δun) + δznM
′(zn)un,

et
(un + δun)

H(un + δun) − 1 = uHn δun + δuHn un,

où nous avons utilisé le fait que uHn un = 1.
Comme on le fait pour écrire la méthode de Newton ordinaire, on demande Φ(un +
δun, zn + δzn) = 0 à l’odre 2. On trouve alors les équations :

M(zn)δun + δznM
′(zn)un = −M(zn)un,

et
uHn δun + δuHn un = 0. (2.30)

L’équation (2.30) pose problème numériquement. En effet, on ne peut pas factoriser
par δun. Comme nous l’avons dit précédemment, cela est dû à la non différentiabilité
de uHu.
Cependant, on peut rémédier à cela, en demandant uHn δun = 0, condition impliquant
que (2.30) soit vérifiée.
On en déduit qu’il suffit de choisir (δun, δzn) tel que

[

M(zn) M ′(zn)un
uHn 0

] [

δun
δzn

]

=

[

−rn
0

]

, où rn = M(zn)un. (2.31)

Ce calcul d’incrément constitue l’itération que nous utiliserons pour la résolution du
problème aux valeurs propres non linéaire. Elle constitue ce que nous appelons, par
abus, méthode de Newton.
Pour obtenir cette itération, nous avons supposé que uHn un = 1, mais nous con-
serverons cette itération dans le cas général en choisissant le permier itéré (u0, z0)
de sorte que uH0 u0 = 1.
Ceci est justifié puisque si uH0 u0 = 1, alors l’itéré suivant (u1, z1) = (u0+δu0, z0+δz0)
est tel que uH1 u1 = 1 à l’odre 2 et ainsi de suite.
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Remarque 2.2.2. On pourrait vérifier que la matrice apparaissant dans le système
(2.31) est non dégénérée.
Dans le cas linéaire, M(z) = A− zI, on montre [38] que la matrice

[

M(z) M ′(z)u
uH 0

]

(2.32)

est non dégénérée lorsque z est une valeur propre de A de multiplicité algébrique 1
et u un vecteur propre associé.
Dans notre cas, la multiplicité de la résonance est 1 c’est-à-dire que pour z résonance
donnée l’ensemble des modes propres associés est un espace de dimension 1 [37]. On
en déduit que le problème discret associé vérifie dim(Ker(M(z))) = 1.
On devrait pouvoir en déduire que la matrice (2.32) de la méthode de Newton
est non dégénérée lorsque z est une résonance et u le mode résonnant associé. La
propriété de non dégénérescence d’une matrice est stable par petite perturbation.
Donc si l’algorithme de Newton est initialisé dans une zone suffisamment proche de
(u, z) et que les itérés (un, zn) restent dans cette zone, alors la matrice du problème
(2.31) sera inversible pour tout n.

Initialisation de la méthode de Newton

Si l’on initialise la méthode de Newton présentée ci-dessus de façon aléatoire,
elle risque de ne pas converger vers la résonance cherchée. Il faut donc l’initialiser
dans une région proche de la résonance “fondamentale”. Pour cela, on peut utiliser
la Proposition 1.5.16 qui nous dit que la résonance est exponentiellement proche du
mode fondamantal de l’Hamiltonien avec conditions aux limites de type Dirichlet
noté HD.
On peut initialiser la méthode de Newton à (u0, z0) = (e0, E0) donné par la résolution
du problème qui consiste à trouver la plus petite valeur E0 telle qu’il existe e0
vérifiant :

{

−h2e′′0 + V e0 = E0e0, (0, L),

e0(0) = e0(L) = 0.
(2.33)

On peut résoudre ce problème en calculant la plus petite valeur propre de la matrice
M0 obtenue en discrétisant par différences finies l’opérateur −h2 d2

dx2 + V .
Cependant, on obtient de meilleurs résultats en résolvant (2.33) avec une autre ma-
trice M0 calculée à l’aide de la méthode de DVR-FBR présentée dans [29]. Cette
méthode consiste à approcher l’opérateur Hamiltonien HD par sa restriction à un
ensemble fini d’éléments de la base des fonctions propres de l’opérateur y 7→ y′′ avec
conditions aux limites de Dirichlet homogènes, ceci donnant lieu à une matrice.
La plus petite valeur propre de M0 est calculée avec la méthode de la puissance
inverse. Plus précisément, on pose M1 = M0 + B, alors M1 est symétrique définie
positive (elle est la discrétisation de l’opérateur −h2 d2

dx2 +V +B qui est auto-adjoint
positif ) et ses valeurs propres sont réelles positives. On cherche la plus petite d’entre-
elles. La matrice M1 étant symétrique, on peut lui appliquer la méthode de la puis-
sance inverse [42]. Celle-ci fait appelle à l’inverse de M1 à plusieurs reprises, il est
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donc intéressant de réaliser la décomposition de Cholewski de M1 [42] possible car
M1 est symétrique définie positive. Alors son inversion est réduite à l’inversion suc-
cessive de deux matrices triangulaires. On a donc accès à la plus petite valeur propre
λ0 de M1. On obtient E0 = λ0 −B.

Remarque 2.2.3. Par ce procédé, on peut s’attendre à avoir E0 négative, car rien
ne garantit que λ0 > B.
Cependant, dans la pratique on a E0 > 0, mais nous ne donnons pas ici la preuve
de ce résultat.

Initialiser la méthode de Newton à (u0, z0) = (e0, E0) fonctionne mais on peut
trouver une meilleure initialisation.
Tout d’abord, on sait que la résonance aura une partie imaginaire négative de petite
taille, donc pour se rapprocher de la solution, on peut poser

z0 = E0 − iδ0

où δ0 > 0 est petit devant E0.
Ensuite, il est courant d’initialiser u0 à la solution en E0 du problème de référence
que l’on cherche à approcher par décomposition sur la résonance. Dans notre cas,
cela revient à prendre :

u0 = M(E0)
−1S0, où S0 = [2ih

√

E0, 0, ..., 0].

c’est-à-dire que u0 est solution de l’équation de Schrödinger stationnaire pour l’én-
ergie E0 avec conditions aux limites transparentes relatives au vecteur d’onde d’én-
ergie E0.
Ce procédé est intéressant puisque, E0 étant proche de la résonance z, la matrice
M(E0) est proche d’être singulière et M(E0)

−1S0 est proche d’être un mode réson-
nant.
Dans le cas linéaire M(λ) = A− λI avec A telle que S admette la décomposition :

S =
n
∑

i=1

αiui, où Aui = λiui.

Alors

M(λ)−1S =
n
∑

i=1

αi(λi − λ)−1ui,

est proche d’être un uj lorsque λ est proche de λj et le coefficient αj est non nul.
D’autre part, la quantité M(E0)

−1S0 est calculée avec la même matrice que celle
intervenant dans la méthode Newton alors que e0, fonction propre deHD, est calculée
avec une méthode différente. Donc initialiser le Newton en u0 = M(E0)

−1S0 semble
plus adapté au niveau de “l’adéquation des méthodes”.
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Décomposition sur la résonance

Comme nous l’avons dit dans la présentation de l’algorithme, on cherche Φk sous
la forme Φk = Φe

k + Φi
k avec Φe

k solution de (2.22) et Φi
k solution de (2.23).

La fonction d’onde extérieure est calculée avec des conditions aux limites transpar-
entes en résolvant le problème pour k > 0 :











−h2 d2

dx2 Φ
e
k(x) + (Vfill(x) + VNL(x))Φe

k(x) = EkΦ
e
k(x), x ∈ (0, L),

h(Φe
k)

′(0) + ikΦe
k(L) = 0,

h(Φe
k)

′(L) − i
√
k2 +BΦe

k(L) = 0.

(et le problème correspondant pour k < 0) à l’aide d’une méthode de RK4, comme
nous l’avons fait pour déterminer la solution de l’équation de Schrödinger avec la
résolution directe.
On cherche la fonction d’onde intérieure sous la forme Φi

k = θku où u est le mode
résonnant, correspondant à la résonance de plus petite énérgie. Le mode résonnant
u est solution du problème (1.47), résolu à l’aide de la méthode de Newton que nous
avons présenté ci-dessus. Quite à renormaliser u, on peut supposer

∫ L

0
|u(x)|2dx = 1.

On dispose donc des fonctions Φe
k et du mode résonnant u, ce qui nous permet

d’identifier le coefficient θk en injectant la fonction θku dans l’équation (2.23) où Φe
k

intervient dans le terme en second membre qui joue le rôle de terme source.
On obtient :

θk(−h2 d
2

dx2
u+ V u− Eku) = (Vfill − Ve)Φ

e
k,

soit en utilisant l’équation vérifiée par u :

θk(z − Ek)u = (Vfill − Ve)Φ
e
k.

Le mode de résonnant étant choisi normalisé, l’équation précédente multipliée par
u et intégrée sur [0, L] donne la valeur du coefficient :

θk =
1

z − Ek

∫ L

0

(Vfill − Ve)Φ
e
kudx. (2.34)

L’expression du coefficient est du type formule de Briet-Wigner, similaire à (2.8), ce
qui exprime le pic de résonance des coefficients de transmission.

Intégration

Calcul de la densité

L’intérêt de décomposer sur la résonance est de recueillir l’information donnée par
celle-ci, sans devoir raffiner le maillage en fréquence, en calculant le mode résonnant.
Le problème est que si on prend trop peu de points d’intégration, le coefficient θk ne
peut pas jouer son rôle de pic puisque, dans ce cas, les points d’intégration risquent
d’être loin de la fréquence de résonance.
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On peut remédier à cela car on dispose de la formule explicite de θk et on a le mode
résonnant. L’idée est de remplacer la formule des trapèzes par une approximation
de l’intégrale en utilisant la formule de θk qui permet de comptabiliser le poids du
pic dans l’intégrale.
On veut calculer la densité :

n(x) =

∫

IR

g(k)|Φk(x)|2dk ≈
∫ kmax

−kmax

g(k)|Φk(x)|2dk =
P−1
∑

p=0

∫ kp+1

kp

g(k)|Φk(x)|2dk.

Pour la résolution directe nous avons approché le terme Ip :=
∫ kp+1

kp
g(k)|Φk(x)|2dk

à l’aide de la formule des trapèzes.
Nous allons chercher une nouvelle approximation qui tienne compte de la forme de
θk.
On a :

Φk(x) = Φe
k(x) + θku(x),

et donc

|Φk(x)|2 = |Φe
k(x)|2 + |θk|2|u(x)|2 + 2Re(Φe

k(x)θku(x)).

Or la fonction u est négligeable en dehors du puits et la fonctions Φe
k est négligeable

dans le puits (cf [40]), on a donc 2Re(Φe
k(x)θku(x)) est négligeable et on peut faire

l’approximation suivante :

Ip =

∫ kp+1

kp

g(k)(|Φe
k(x)|2+|θk|2|u(x)|2)dk =

∫ kp+1

kp

g(k)|Φe
k(x)|2dk+

∫ kp+1

kp

g(k)|θk|2dk|u(x)|2.

Cette approximation est bien jusitifiée comme on peut le voir sur la Figure 2.14.
La fonction g(k)|Φe

k(x)|2 varie lentement en k, on peut donc approcher son intégrale
de kp à kp+1 à l’aide de la formule des trapèzes :

∫ kp+1

kp

g(k)|Φe
k(x)|2dk ≈ (g(kp)|Φe

kp
(x)|2 + g(kp+1)|Φe

kp+1
(x)|2)∆kp/2.

La valeur de u(x) étant connue, il reste à approcher le terme Jp :=
∫ kp+1

kp
g(k)|θk|2dk

pour avoir une approximation de Ip.
On obtiendra une bonne approximation permettant de tenir compte du pic de la
fonction θk en utilisant sa formule explicite (2.34), que l’on peut écrire :

θk =
Sk

ER − iΓ
2
− Ek

,

où on a posé

Sk =

∫ L

0

(Vfill − Ve)Φ
e
kudx. (2.35)
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On en déduit :

Jp =

∫ kp+1

kp

g(k)
|Sk|2

(Ek − ER)2 + Γ2/4
dk

=

∫ kp+1

kp

g(k)
|Sk|2

(~2k2/2m− (ER + Vp))2 + Γ2/4
dk

=

∫ kp+1

kp

g(k)
|Sk|2
2k

1

(~2k2/2m− (ER + Vp))2 + Γ2/4
2kdk,

où Vp = 0 pour 0 ≤ kp < kp+1 et Vp = B pour kp < kp+1 ≤ 0.

Le terme g(k) |Sk|2
2k

varie lentement en k pour k > 0 même si k est proche de la
résonance.
En effet, la dépendance en k du terme Sk est donnée par celle des Φe

k qui varient
doucement avec k. De plus, hors d’un voisinage de 0 suffisamment grand, la fonction
g(k)/2k est régulière en k et donc il en est de même pour g(k) |Sk|2

2k
même si k est

proche de la résonance. On a également

Φe
k = O(k) (2.36)

lorsque k → 0 où le O est considéréré au sens de la norme L∞(0, L). Cela est
démontré pour B 6= 0 dans l’Appendice 2.C et vérifié numériquement sur la Figure
2.15. On en déduit à partir de la formule (2.35) que |Sk|2

k
= O(k) en 0. Soit g(k) |Sk|2

2k

est régulière au voisinage de 0, g étant régulière au voisinage de 0.
On en déduit que g(k)|Sk|2/2k varie peu sur [kp, kp+1] et on peut l’approcher par
g(kp)|Skp|2/2kp sur cet intervalle.
On obtient alors l’approximation suivante :

Jp = g(kp)
|Skp|2
2kp

∫ kp+1

kp

1

(~2k2/2m− (ER + Vp))2 + Γ2/4
2kdk.

L’avantage d’un telle approximation est qu’elle permet toujours de tenir compte
de l’effet de pic à l’aide de l’intégrale que l’on peut expliciter. Si l’on pose γ =
2m/~2, α = γ(ER + Vp), β = γ Γ

2
et Kp comme étant l’intégrale apparaissant dans

la précédente égalité, on a :

Kp = γ2

∫ kp+1

kp

1

(k2 − α)2 + β2
2kdk.

En réalisant le changement de variable w = k2, on obtient :

Kp =
2γ

Γ
[arctan(2(Ekp+1 − ER)/Γ) − arctan(2(Ekp − ER)/Γ)].

Ce qui donne l’approximation suivante pour la contribution de kp à kp+1 de la den-
sité :

Ip = (g(kp)|Φe
kp

(x)|2 + g(kp+1)|Φe
kp+1

(x)|2)∆kp/2
+
g(kp)|Skp |2γ

kpΓ
[arctan(2(Ekp+1 − ER)/Γ) − arctan(2(Ekp − ER)/Γ)]|u(x)|2.

(2.37)
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Calcul du courant

On rappelle la formule (2.11) du courant :

J (x) =
q~

m

∫

IR

g(k)Im

(

d

dx
Φk(x)Φk(x)

)

dk, x ∈ [0, L].

Si on utilise peu de points en fréquence, la formule des trapèzes ne permet pas de
bien approcher la valeur de l’intégrale.
Dans le cas de la décomposition sur la résonance, on a

Im
(

Φ′
k(x)Φk(x)

)

= Im
(

(Φe
k)

′(x)Φe
k(x)

)

+ |θk|2Im
(

u′(x)u(x)
)

+Im
(

(Φe
k)

′(x)θku(x) + θku
′(x)Φe

k(x)
)

Le terme Im
(

(Φe
k)

′(x)Φe
k(x)

)

varie lentement en k alors, comme nous l’avons fait

pour le calcul de la densité, on peut approcher son intégrale à l’aide de la formule
des trapèzes.
Les deux autres termes à intégrer peuvent s’écrire Wk(x)|θk|2 où :

Wk(x) = Im(u′(x)u(x)) + Im((Φe
k)

′(x)θku(x) + θku
′(x)Φe

k(x))/|θk|2.
La quantité Wk(x) est non piquée autour de la résonance. On peut donc faire l’ap-
proximation suivante :
∫ kp+1

kp

g(k)Wk(x)|θk|2dk ≈ g(kp)|Skp|2Wkp(x)

2kp

∫ kp+1

kp

1

(~2k2/2m− (ER + Vp))2 + Γ2/4
2kdk

En utilisant, les calculs fait pour l’intégration de la densité, on obtient l’approxima-
tion suivante :

q~

m

∫ kp+1

kp

g(k)Im

(

d

dx
Φk(x)Φk(x)

)

dk ≈ Ip+ Jp (2.38)

où

Ip =
q~

m
(g(kp)Im((Φe

kp
)′(x)Φe

kp
(x)) + g(kp+1)Im((Φe

kp+1
)′(x)Φe

kp+1
(x)))∆k/2,

et

Jp =
2qg(kp)|Skp|2Wkp(x)

~kpΓ
[arctan(2(Ekp+1 − ER)/Γ) − arctan(2(Ekp − ER)/Γ)]

2.2.2 Résumé : algorithme de résolution

Dans cette section, P désigne une discrétisation de l’intervalle [−kmax, kmax].
La résolution du problème de Schrödinger-Poisson non-linéaire en utilisant la dé-
composition sur la résonance se fait de la même façon que pour la résoltion directe
avec un calcul de la densité différent. C’est-à-dire que l’on utilise l’Algorithme 2.1.3
où le calcul de la densité n se fait en suivant la méthode présentée ci-dessous.
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2.2 Régime stationnaire : décomposition sur l’état résonnant

Algorithme 2.2.4 (Approximation à un mode).

Etape indépendante de k
• Calcul de la résonance : détermination de z et u ∈ L2(γ) tels que Hu = zu à

l’aide de la méthode de Newton présentée ci-dessus. La méthode de Newton
est initialisée à (u0, z0) état fondamental de HD, Hamiltonien avec conditions
aux limites de type Dirichlet.

Etapes dépendantes de k
Pour k ∈ P :

• Calcul de Φe
k fonction propre généralisée de l’opérateurHfill obtenu en bouchant

le puits de potentiel.
• Calcul des Φi

k : On calcule θk à l’aide de Φe
k, z et de la formule (2.34), ce qui

donne Φi
k = θku.

Etape finale
• Calcul de la densité en sommant les approximations (2.37) de l’intégrale sur

chaque intervalle de fréquence.

Lorsque l’on utilise la méthode de Gummel, pour la première itération, on ini-
tialise la méthode de Newton pour le calcul du mode résonnant comme cela a été
présenté ci-dessus et pour les itérations suivantes, on initialise la méthode de Newton
à la résonance et au mode résonnant obtenus à l’itération précédente.

2.2.3 Résultats numériques

Les valeurs des paramètres physiques utilisés pour l’ensemble des applications
numériques sont les même que celles utilisées dans la section 2.1.9. On les rappelle
ci-dessous :

T n1
D n2

D m EF
300K 1 × 1024m−3 5 × 1021m−3 0, 067me 6, 7097 × 10−21

Les tests présentés dans cette section sont réalisés avec deux barrières de taille égale
à la taille du puits. Les données concernant le potentiel extérieur sont réunies dans
le tableau suivant :

L a1 a2 a3 b3 b2 b1 v0

135nm 50nm 60nm 65nm 70nm 75nm 85nm 0.3eV

a) Choix de la racine complexe

Pour le calcul de la résonance, la racine complexe de l’énergie intervient dans les
conditions aux limites ce qui se traduit par une racine dans la matrice du problème.
Si la détermination de la racine complexe est mal choisie, la méthode de Newton
utilisée pour résoudre le problème ne converge pas. Par exemple, si l’on choisit la
racine carrée

√
z avec coupure sur IR+, la méthode de Newton étant appliquée dans
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une zone proche de IR+, les itérées seront instables. En effet, les itérés vont traverser
l’axe des abscisses qui est une discontinuité de la racine et, à chaque traversée, la
racine change de signe. La racine qu’il faut prendre est la racine carrée s(z) holo-
morphe sur C \ iIR− donnée par (1.46). L’avantage de cette racine est qu’elle est
holomorphe sur IR−{0} et donc ne risque pas de poser de problèmes à l’algorithme.
Avec une telle racine, la méthode de Newton converge en peu d’itérations comme
nous le verrons dans la section suivante.
La méthode de Newton converge également avec la racine carré z1/2 qui a sa coupure
en IR−. Cela est dû au fait que la partie réelle de la résonance n’est pas dans l’inter-
valle [−B, 0) où z1/2 est discontinue. Cette éventualité aurait pu se produire, c’est
la raison pour laquelle on a introduit la racine s(z).

b) Calcul de la résonance

Dans un premier temps, nous n’étudions pas la convergence de l’algorithme com-
plet de résolution du problème de Schrödinger-Poisson, mais nous regardons l’étape
du calcul de la résonance pour un potentiel V donné.
Pour un potentiel Ve donné, nous choisirons V = Ve + VNL, où VNL est le potentiel
solution du problème de Schrödinger/Poisson associé au potentiel Ve obtenu après
convergence de la méthode de Gummel pour la résolution directe décrite dans la
section 2.1.9.
Nous appliquons ensuite la méthode de Newton pour le calcul de la résonance. Pour
cela, on calcule (e0, E0), élément propre de plus basse énergie associé à l’Hamiltonien
HD avec conditions aux limites de type Dirichlet, et on initialise la méthode de New-
ton en ce point. On considère que la méthode Newton a convergé à l’itéré n lorsque
||M(zn)un||2 < ε où ||.||2 est la norme 2 dans IRJ et ε est la tolérance que l’on se
donne.
Lorsque l’on prend J = 300 points de discrétisation en espace, les résultats obtenus
pour différentes valeurs du bias B sont résumés dans le tableau ci-dessous :

B(eV) Ncv E0(meV) ER(meV) Γ/ER
0 5 126.56 127.53 2.58 × 10−3

0.1 5 80.03 81.01 4.39 × 10−3

0.2 8 39.33 40.29 9.58 × 10−3

où Ncv désigne le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence à la
tolérance ε = 1 × 10−15 près.
Lorsque l’on prend J = 500 points de discrétisation en espace, on obtient les résultats
suivants :

B(eV) Ncv E0(meV) ER(meV) Γ/ER
0 4 138.04 138.41 2.77 × 10−3

0.1 4 91.42 91.8 4.43 × 10−3

0.2 5 51.83 52.21 1.× 10−2
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pour la même tolérance ε = 1 × 10−15.
Bien que le rapport Γ/ER est quasiment le même pour les deux discrétisations (sauf
pour B = 0.2), on remarque que la résonance change beaucoup avec le nombre de
points de discrétisation en espace (surtout pour B = 0.1 et B = 0.2). Cela est du
au fait que la méthode présentée ne permet pas de déterminer la résonance avec
suffisement de précision pour un pas de discrétisation trop large. Le problème se
pose surtout pour B = 0.2 où l’écart entre les énergies obtenues pour les deux
discrétisations approche 20%. On verra dans les tests suivants que ce manque de
précision se répercute sur le calcul de la densité.
On voit dans ces deux tableaux que la partie imaginaire Γ/2 de la résonance est
petite devant sa partie réelle ER. C’est une confirmation du résultat de la Proposition
1.5.16.

c) Mode résonnant, fonctions d’ondes

Dans le test de la section précédente pour J = 300, le mode résonnant obtenu
pour B = 0.1 décroît exponentiellement dans les barrières, comme on peut le voir
sur le graphique de la Figure 1.47 où l’on a représenté le module du mode réson-
nant. Localement, ce dernier se comporte comme un mode propre et son support est
essentiellement contenu dans le puits.
Pour une fréquence k, la fonction Φi

k sera proportionnelle au mode résonnant, sa
forme est donc donnée par la Figure 2.12. La fonction Φe

k est une fonction propre
généralisée de l’Hamitonien Hfill donné par le potentiel bouché V + v01[a3, b3] que
nous avons représenté sur le graphique de gauche de la Figure 2.13 pour le bias
B = 0.1. Nous avons réprésenté, sur le graphique de droite de la Figure 2.13, la
fonction Φe

k correspondant à ce potentiel pour k = kmax/2 avec J = 300 points de
discrétisation en espace.
On remarque que Φe

k s’éteint exponentiellement dans la barrière, le support de Φe
k

est essentiellement contenu en dehors de la barrière.
On retrouve bien le fait, utilisé dans la section 2.2.1, que la quantité Φe

k(x)θku(x) est
négligeable, étant le produit de deux fonctions n’ayant pas de support en commun.
Sur le graphique de la Figure 2.14, nous avons représenté les contributions n1100

n
,

n2100
n

et n3100
n

, en pourcent, à la densité n des fonctions n1(x) =
∫

IR
g(k)|Φe

k(x)|2dk,
n2(x) =

∫

IR
g(k)|θk|2dk|u(x)|2 et n3(x) =

∫

IR
g(k)2Re(Φe

k(x)θku(x))dk pour B = 0.1
et J = 300, où les Φe

k, θk, et u sont calculés avec le potentiel VNL obtenu après
convergence de la méthode de Gummel et l’intégrale sur les fréquences réalisée avec
une méthode des trapèzes à pas constant petit ∆k = 2kmax

300
.

On voit que n3 est négligeable et donc contribue peu à la densité n, ce qui justifie
l’approximation n = n1 + n2 de la section 2.2.1.
Pour illustrer l’équation Φe

k = O(k) lorsque k → 0, donnée dans la section 2.2.1,

nous avons représenté 1
L

||Φe
k||L∞(0,L)

k
en fonction de k sur [0, kmax

2
], pour une discréti-

sation uniforme de 375 points, avec B = 0.1 eV et J = 300.
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Fig. 2.12 – Représentation du module du mode résonnant entre les deux barrières
pour B = 0.1 eV et J = 300.
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Fig. 2.13 – Potentiel bouché pour B = 0.1 eV et fonction propre généralisée corre-
spondant pour k = kmax/2 et J = 300.
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Fig. 2.14 – Participation des différents termes de la décomposition Φk = Φe
k + θku

à la densité pour B = 0.1 eV et J = 300.
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Fig. 2.15 – Représentation de 1
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en fonction de k pour B = 0.1 eV et

J = 300.
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d) Convergence du Gummel pour la décomposition sur la résonance

Si l’on réalise le calcul de la densité à l’aide de la méthode des trapèzes en calcu-
lant les fonctions propres généralisées avec décomposition sur la résonance, l’étape
du calcul de la densité semble bien approcher le calcul direct, le couplage ne converge
pas à moins de prendre beaucoup de points en fréquence. Cela est à notre avis du au
fait que la forme piquée du coefficient θk n’est pas prise en compte avec la méthode
des trapèzes si l’on réalise un maillage trop large en fréquence.
Or prendre beaucoup de points en fréquence n’est pas intéressant puisque le coût de
calcul du mode résonnant est élevé et donc celui de la densité avec décomposition
sur la résonance est plus coûteux que le calcul de la densité résolution directe à
nombre de points en fréquence égal.
L’idée est donc d’utiliser, pour la décomposition sur la résonance, la méthode d’in-
tégration (2.37) pour bien calculer la valeur de l’intégrale sans avoir à prendre beau-
coup de points d’intégration.
Afin d’illustrer ce qui a été dit ci-dessus, nous avons comparé la convergence de la
méthode Gummel pour les trois calculs suivants de la densité :

(i) Calcul direct (section 2.1.3),
(ii) Décomposition sur la résonance + méthode des trapèzes,
(iii) Décomposition sur la résonance + formule intégrée de θk.

Pour cela, nous avons représenté sur la Figure 2.16 le logarithme de l’erreur relative
||V n

NL−V n−1
NL ||2

||V n
NL||2 en fonction du nombre d’itérations n pour chacune des méthodes avec

J = 300 et B = 0.1 eV. A chaque iétartion de Gummel, le calcul de la densité néces-
site environ 800 points de fréquence pour la méthode (i) et on prend 800 points pour
la méthode (ii) et 50 pour la méthode (iii). On voit que pour la décomposition sur la
résonance avec formule intégrée de θ, la méthode de Gummel atteind une précision
de 10−10 en 24 itérations et converge aussi bien que la résolution directe.
Plus précisemment, on doit faire les deux modifications suivantes pour que le Gum-
mel marche :
- Utiliser la résonance de l’itération de Gummel précédente pour initialiser le calcul
de la résonance de l’itération de Gummel courante (comme nous le ferons pour le
régime instationnaire). Cela donne plus de "liberté" que de l’initialiser à l’état fon-
damental du Laplacien avec conditions aux limites de type Dirichlet. Et cela permet
de gagner du temps de calcul.
- Adapter l’intégration en fréquence comme nous venons de l’expliquer.

e) Efficacité de la méthode : coût de calcul, comparaison avec la résolution
directe

Pour illustrer l’efficacité de cette méthode et la comparer avec la résolution di-
recte, nous avons réalisé différents tests résumés dans le tableau de la Figure 2.17.
Dans ce tableau, J désigne le nombre de points de discrétisation en espace et B
la différence de potentiel. Les méthodes sont notées dans le tableau comme suit :
“Directe” correspond à la résolution directe du problème de Schrödinger-Poisson
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Fig. 2.16 – Représentation de l’erreur relative en fonction de nombre d’itérations

donnée par l’Algorithme 2.1.3, “Dec. résonance” désigne l’Algorithme 2.2.4 utilisant
la décomposition sur la résonance et “Elément finis” utilise le même algorithme que
“Directe” avec la seule différence que les fonctions propres généralisées sont cal-
culées à l’aide des matrices éléménts finis (2.28), (2.29) au lieu de la méthode de
Runge-Kutta. Ensuite, Ncv est le nombre d’itérations de Gummel nécessaires pour
arriver à la convergence, P est le nombre de points de la discrétisation en fréquence,
CPU est le temps, en secondes, que le processeur a passé sur le calcul. La dernière
colonne Erreur L2 correspond à l’erreur relative pour la densité dans le puits avec

la résolution directe, elle est donnée par la formule : 100
||n−nref ||L2(a3,b3)

||nref−nD||L2(a3,b3)
, où nref

est la densité obtenue avec la résolution directe. Dans cette formule, on considère la
norme dans le puits et on soustrait le dopage car sinon la valeur élevée de la densité
à l’extérieur écrase tout et on perd l’information sur la pertinence de la méthode.
Pour les méthodes “Directe” et “Elements finis”, le nombre de points en fréquences
varie d’une itération de Gummel à l’autre, on a donc noté une valeur proche de la
moyenne de ce nombre sur l’ensemble des itérations de Gummel que l’on a accompa-
gné du symbole ≈. Dans chaque cas, on considère que la méthode a convergé pour
||V n

NL−V n−1
NL ||2

||V n
NL||2 < 10−10. En ce qui concerne la méthode “Eléments finis”, elle n’est pas

efficace du point de vue de la convergence : cette méthode met beaucoup plus de
temps que les deux autres (les cases barrées correspondent à des cas où la conver-
gence n’a pas eu lieu après un nombre d’itérations important) ; cependant, elle est
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Ncv P CPU(s) Erreur L2 (%)
J = 300 B = 0 eV Directe 25 ≈ 1000 4.59

Dec. résonance 26 50 3.76 2.57
Eléments finis / ≈ 1000 / 1.7

B = 0.1 eV Directe 21 ≈ 1080 4.46
Dec. résonance 22 50 2.46 3.07
Eléments finis / ≈ 1080 / 2.19

B = 0.2 eV Directe 28 ≈ 1020 5.67
Dec. résonance 22 50 3.45 17.58
Eléments finis 33 ≈ 1000 162.76 13.99

J = 500 B = 0 eV Directe 26 ≈ 820 8.15
Dec. résonance 26 50 19.63 0.28
Eléments finis 25 ≈ 820 307.11 0.97

B = 0.1 eV Directe 21 ≈ 1060 7.66
Dec. résonance 22 50 11.31 0.44
Eléments finis 21 ≈ 1060 299.91 1.36

B = 0.2 eV Directe 22 ≈ 1020 7.67
Dec. résonance 22 50 12.51 1.89
Eléments finis 22 ≈ 1020 299.33 1.14

Fig. 2.17 – Comparaison des différentes méthodes de résolution du problème de
Schrödinger-Poisson en régime stationnaire

suffisamment proche de la solution de référence : elle est très proche pour J = 500
et elle est proche pour J = 300 sauf pour B = 0.2 eV.
La méthode “Déc. résonance” converge rapidement en général et a l’avantage de
demander moins de points de discrétisation en fréquence que les autres méthodes.
On observe deux comportements différents selon la valeur de J . Pour J = 300, la
méthode est plus rapide que la résolution directe, la solution est bonne par rapport
à la référence sauf pour B = 0.2 : dans ce cas le gain en rapidité se fait au détriment
de la précision. Pour J = 500, la solution est proche de la référence pour toutes les
valeurs de B. Le temps de calcul est bon mais moins bon que la résolution directe.
Le problème en B = 0.2 eV s’explique par le fait que, pour une telle valeur de la
différence de potentiel, la résonance demande beaucoup de points en espace pour
être calculée de façon précise, comme nous l’avions remarqué dans la partie b) de
cette section. Le fait que l’on gagne peu ou pas en temps de calcul (par rapport à la
résolution directe), malgré le petit nombre de points en fréquence demandé par la
méthode, s’explique par le coût important demandé par le calcul de la résonance.
La décomposition sur la résonance serait beaucoup plus intéressante si une résolu-
tion de l’équation de Schrödinger demandait un coût comparable à celui du calcul la
résonance. C’est le cas par exemple en deux dimensions ou en régime transitoire où
l’équation de Schrödinger ne peut être résolue avec une méthode de Runge-Kutta
(qui a l’avantage de ne pas demander d’inversion de matrice) comme on le fait en
dimension 1 stationnaire.
D’autre part, en régime transitoire, le maillage adaptatif n’est pas utilisable ce qui
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Fig. 2.18 – Pour J = 300 et pour B = 0.1 eV : densité, potentiel et fonction propre
généralisée k ≈ kR.

rend le coût de calcul plus important pour la résolution directe.
Il paraît donc intéressant de chercher à adapter au régime instationnaire la méthode
utilisant la décomposition sur le mode résonnant.

f) Graphiques après convergence

Sur les Figure 2.18, nous avons représenté les résultats correspondant à la partie
J = 300 et B = 0.1 eV du tableau de la Figure 2.17 pour les trois méthodes
“Directe”, “Dec. résonance” et “Eléments finis” évoquées dans la section précédente.
Comme nous l’avons observé dans la section précédente, les trois méthodes donnent
des résultats très proches pour J = 300 et B = 0.1 eV. En regardant de plus près la
densité (deuxième graphique de la Figure 2.18), on remarque que la densité au fond
du puits a une valeur plus élevée, donc meilleure, pour les méthodes “Dec. résonance”
et “Eléments finis”. La meilleure valeur au fond du puits est donnée par la méthode
“Dec. résonance”, cela est dû au fait que la décomposition sur la résonance donne
une valeur élevée de la fonction d’onde au niveau du puits, voir le dernier graphique
de la Figure 2.18.
Bien que la méthode “Eléments finis" ne converge pas (voir la section précédente),
elle donne une valeur intéressante au fond du puits. Nous pensons que cela est dû au
fait que les fréquences proches de la résonance sont proches d’être des singularités
pour la matrice éléments finis. Alors, pour ces fréquences, la fonction d’onde a une
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2 Méthodes de résolution pour la diode à effet tunnel résonnant...

valeur élevée au niveau du puits et cela contribue à augmenter la valeur de la densité
dans cette zone.

2.3 Le cas instationnaire

Dans cette section, nous cherchons à résoudre le probème (1.22). La majeure
partie du travail se concentre sur le calcul des Ψk(x, t) apparaissant dans ce problème.
Ce sont des solutions de l’équation de Schrödinger instationnaire :

{

i~∂tΨk(x, t) = − ~
2

2m
∂2
xΨk(x, t) + V (x, t)Ψk(x, t), t > 0, x ∈ IR,

Ψk(x, 0) = Φk(x),
(2.39)

où les Φk sont les fonctions propres généralisées, relatives au potentiel initial, solu-
tions de :

−~
2

2m

d2

dx2
Φk(x) + V (x, 0)Φk(x) = E−

k Φk(x), x ∈ IR

avec les conditions (1.18)-(1.20).
On introduit la même discrétisation spatiale xj, j = 0, ..., J de [0, L] que celle in-
troduite en régime stationnaire et une discrétisation tn = n∆t, n = 0, ..., N de
l’intervalle [0, T ] de résolution en temps où ∆t = T

N+1
. On notera Ψn

j les approxima-
tions de la solution Ψ(xj, t

n) aux différents points de discrétisation.
On résoud le problème (2.39) à l’aide du schéma de Crank-Nicolson :

− iR(Ψn+1
j − Ψn

j ) = ∆xxΨ
n+1
j + ∆xxΨ

n
j + wV

n+1/2
j (Ψn+1

j + Ψn
j ),

j = 1, ..., J − 1, n ≥ 0, (2.40)

où ∆xxΨj = Ψj+1 − 2Ψj + Ψj−1, R = 4m∆x2

~∆t
et w = −2m∆x2

~2 .
Toutefois, on ne peut utiliser ce schéma pour résoudre l’équation (2.39) sur IR tout
entier.
On a besoin de conditions aux limites transparentes pour réduire le domaine de
résolution à un intervalle borné.

2.3.1 Conditions aux limites transparentes dépendant du temps

Dans les sections suivantes, le cas homogène est le cas où la condition initiale est
à support contenu strictement dans le domaine de résolution. La conséquence est
qu’elle s’annule au niveau des conditions aux limites.

Le cas homogène : conditions aux limites analytiques

On cherche des conditions aux limites transparentes pour le problème :
{

i~∂tΨ = − ~
2

2m
∂2
xΨ + VΨ, t > 0, x ∈ IR,

Ψ(x, 0) = Φ(x), x ∈ IR.
(2.41)
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2.3 Le cas instationnaire

Pour cela, on pose les hypothèses suivantes :
H1. La condition initiale Φ est supportée dans 0 < x < L.
H2. Le potentiel est constant en temps et en espace en dehors de 0 < x < L,

soit V (x, t) = 0, x ≤ 0 et V (x, t) = VL, x ≥ L.
On considére la solution de l’équation (2.39) sur un des domaines x < 0 et x > L.
Sous les hypothèses H1 et H2, on peut prendre la transformée de Laplace de l’équa-
tion (2.39) sur le domaine considéré et résoudre explicitement l’équation obtenue.
En demandant le raccord C1 en x = 0 et x = L et en prenant la transformée de
Laplace inverse, on obtient les conditions aux limites transparentes analytiques, à
gauche (x = 0) :

∂xΨ(0, t) =

√

2

~π
e−i

π
4
d

dt

∫ t

0

Ψ(0, s)√
t− s

ds, (2.42)

et à droite (x = L) :

∂xΨ(L, t) = −
√

2

~π
e−i

π
4 e−i

VL
~
t d

dt

∫ t

0

Ψ(L, s)ei
VL
~
s

√
t− s

ds, (2.43)

Le cas homogène : conditions aux limites discrètes

Nous présentons ici les conditions aux limites transparentes proposées par [4].
On cherche des conditions aux limites transparentes discrètes pour le problème
(2.41), sous les hypothèse H1 et H2.
Des conditions aux limites discrètes peuvent être déduites en discrétisant les con-
ditions aux limites analytiques (2.42), (2.43), cependant, les conditions aux limites
obtenues sont conditionnellement stables (voir [32]).
Le procédé utilisé dans [4] est de déduire les conditions aux limites discrètes à partir
de l’équation (2.40) vérifiée par la solution discrète sur toute la droite.
Sous les hypothèses H1 et H2, on peut transformer en z, en dehors de 0 < x < L,
le schéma de Crank-Nicolson utilisé pour discrétiser l’équation (2.39) et résoudre
explicitement l’équation obtenue.
En prenant la transformée en z inverse, on obtient les conditions aux limites vérifiées
par la solution du problème discret sur toute la droite. On en déduit les conditions
aux limites transparentes ci-dessous :

Ψn
1 − s0

0Ψ
n
0 =

n−1
∑

k=1

sn−k0 Ψk
0 − Ψn−1

1 , n ≥ 1, (2.44)

Ψn
J−1 − s0

JΨ
n
J =

n−1
∑

k=1

sn−kJ Ψk
J − Ψn−1

J−1, n ≥ 1, (2.45)

avec

snj =

[

1 − i
R

2
+
σj
2

]

δn0 +

[

1 + i
R

2
+
σj
2

]

δ1
n

+ αj exp (−inϕj)
Pn(µj) − Pn−2(µj)

2n− 1
, (2.46)
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ϕj = arctan
2R(σj + 2)

R2 − 4σj − σ2
j

, µj =
R2 + 4σj + σ2

j
√

(R2 + σ2
j )[R

2 + (σj + 4)2]

σj =
2∆x2

~2
Vj, αj =

i

2
((R2 + σ2

j )[R
2 + (σj + 4)2])1/4 exp

(

i
ϕj
2

)

,

et j = 0, J .
Les Pn sont les polynômes de Legendre pour lesquels on prend par convention P−1 =
P−2 = 0 et δnj est le symbôle de Kronecker relatif aux indices j et n.
Les conditions aux limites transparentes obtenues ont de bonnes propriétés et sont
telles que la résolution de (2.40) sur 0 < x < L avec les conditions aux limites
transparentes (2.44), (2.45) est inconditionnellement stable.
Le potentiel Vj, j = 0, J est le potentiel en dehors de [0, L] donné par V0 = 0 et
VJ = VL.
On remarque sur la Figure 2.19 qu’elles sont bien transparentes puisqu’elles laissent
sortir du domaine considéré un paquet d’ondes se propageant librement sans réflexion
numérique.
Pour réaliser ce test, on a initialisé la fonction d’onde au paquet d’ondes Φ(x) =

exp
(

− (x−x0)2

2σ2 + ik(x− x0)
)

d’énergie k, centré au point x0, et on l’a propagé avec

l’équation de Schrödinger instationnaire avec potentiel nul à l’aide du schéma de
Crank-Nicolson (2.40) avec conditions aux limites transparentes homogènes (2.44),
(2.45). La masse de l’électron m et la longeur du domaine de calcul L ont les valeurs
données dans la section (2.1.9). Le nombre de points de discrétisation en espace est
J = 300, le pas de temps est ∆t = 0.5 femto secondes. Les paramètres déterminant
le paquet d’ondes sont σ = 0.15L, k = 2π

0.05L
et x0 = L

2
.

Le cas non homogène

Nous nous plaçons ici dans le cas non homogène, c’est-à-dire que l’hypothèse
H1 n’est plus valide. Nous déduisons, pour des conditions initiales particulières, des
conditions aux limites transparentes à partir de celles présentées dans la section
précédente.
Soit V − un potentiel vérifiant V −(x) = 0, x ≤ 0 et V −(x) = V −

L , x ≥ L. Etant
donné un potentiel V (x, t), vérifiant l’hypothèse H2, tel que V (x, 0) = V −(x), on
cherche des conditions aux limites transparentes pour le problème :

{

i~∂tΨ = − ~
2

2m
∂2
xΨ + VΨ, t > 0, x ∈ IR,

Ψ(x, 0) = Φ(x), x ∈ IR,
(2.47)

où Φ est solution du problème stationnaire :

− ~
2

2m

d2

dx2
Φ + V −Φ = E−Φ, x ∈ IR, (2.48)

pour une énergie E− donnée.
Un tel Φ n’est pas supporté dans 0 < x < L, donc l’hypothèse H1 n’est pas vérifiée
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Fig. 2.19 – Evolution d’un paquet d’ondes, soumis à un potentiel nul calculée avec le
schéma de Crank-Nicolson, avec conditions aux limites transparentes, pour J = 300
et ∆t = 0.5 femto secondes.
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2 Méthodes de résolution pour la diode à effet tunnel résonnant...

et on ne peut pas utiliser les conditions aux limites (2.44), (2.45).
Cherchons une condition aux limites transparente en x = L. Pour cela, on considère
le domaine x ≥ L.
On se ramène à une fonction vérifiant l’hypothèse H1 en posant :

v = Ψ − Φe−i
EL
~
t, x ≥ L,

où EL est choisi de sorte que :

i~∂tv = − ~
2

2m
∂2
xv + V v, x ≥ L. (2.49)

En utilisant le fait que Ψ est solution de (2.47) et le fait que Φ est solution de (2.48),
un calcul simple montre que :

i~∂tv = (− ~
2

2m
∂2
x + V )v − (EL − E− − (VL − V −

L ))Φe−iELt, x ≥ L.

Donc pour que v soit solution de (2.49), il suffit de choisir :

EL = E− + (VL − V −
L ).

Alors v vérifie v(0) = Ψ(0) − Φ = 0, et donc l’hypothèse H1 et, dans le domaine
x ≥ L, il est solution de l’équation de Schrödinger instationnaire avec le potentiel
constant V = VL (propriété du même type que celle de l’hypothèse H2).
Cependant, on ne peut pas déduire directement que v vérifie des conditions aux
limites discrètes puisque, à priori, v n’est pas solution d’une équation de Schrödinger
sur tout IR.
On pourra tout de même réaliser les calculs présentés dans [4] (dont nous avons
parlé rapidement dans la section précédente) grâce à l’hypothèse H1 vérifiée par v
et à l’équation (2.49). Pour que le lecteur en soit convaincu, nous allons donner plus
en détail les étapes de ces calculs.
Soit J tel que xJ = L, alors l’équation discrète associée à (2.49), obtenue à l’aide
du schéma de Crank-Nicolson, s’écrit : ∀j ≥ J ,

−iR(vn+1
j − vnj ) = ∆xxv

n+1
j + ∆xxv

n
j + wVL(vn+1

j + vnj ), n ≥ 0.

Le fait que Vj = VL est constant ∀j ≥ J permet de transformer en z, sans compli-
cation, l’équation précédente. Si Vj n’était pas constant, on aurait une convolution
dûe au produit vV . On obtient, en utilisant le fait que v0

j = 0 pour j ≥ J , l’équation
sur v̂j = TZ((vnj )n∈IN) ci-dessous :

v̂j+1 − 2(1 − iR

2
(
z − 1

z + 1
+ iκ))v̂j + v̂j−1 = 0. (2.50)

Le polynôme caractéristique associé à cette équation de récurrence admet deux
racines, une de module plus grand que 1 notée ν1, et l’autre de module plus pe-
tit que 1 notée ν2. La résolution de (2.50) sous la condition “ v̂j est borné“ implique
que v̂ vérifie :

v̂J−1 = ν2(z)v̂J .
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En prenant la transformée en z inverse de la relation précédente, on obtient que v
vérifie la condition aux limites transparente (2.45), c’est-à-dire :

vnJ−1 − s0
Jv

n
J =

n−1
∑

k=1

sn−kJ vkJ − vn−1
J−1, n ≥ 1,

où les snJ , n ≥ 0 sont donnés par (2.46).

En utilisant la discrétisation vnj = Ψn
j −Φje

−iEL
~
tn de v dans la condition aux limites

pour v ci-dessus, on obtient la condition aux limites transparente non homogène
discrète en x = L pour Ψ :

Ψn
J−1 − s0

JΨ
n
J =

n−1
∑

k=1

sn−kJ Ψk
J − Ψn−1

J−1 − ΦJ

n
∑

k=1

sn−kJ e−i
EL
~
k∆t

+ ΦJ−1e
−iEL

~
(n−1)∆t(1 + e−i

EL
~

∆t), n ≥ 1 (2.51)

On procède de la même manière pour obtenir la condition aux limites transparentes
non homogène en x = 0, on pose :

v = Ψ − Φe−i
E0
~
t, x ≤ 0,

et un calcul simple montre que :

i~∂tv = (− ~
2

2m
∂2
x + V )v − (E0 − E−)Φe−i

E0
~
t, x ≤ 0.

Alors, on choisit :
E0 = E−,

et ainsi v vérifie la condition aux limites transparente (2.44). Soit

vn1 − s0
0v
n
0 =

n−1
∑

k=1

sn−k0 vk0 − vn−1
1 , n ≥ 1,

où les sn0 , n ≥ 0, sont donnés par (2.46).

En utilisant la discrétisation vnj = Ψn
j −Φje

−iE0
~
tn de v dans la condition aux limites

pour v ci-dessus, on obtient la condition aux limites transparente non homogène
discrète en x = 0 :

Ψn
1 − s0

0Ψ
n
0 =

n−1
∑

k=1

sn−k0 Ψk
0 − Ψn−1

1 − Φ0

n
∑

k=1

sn−k0 e−i
E0
~
k∆t

+ Φ1e
−iE0

~
(n−1)∆t(1 + e−i

E0
~

∆t), n ≥ 1 (2.52)

Remarque 2.3.1. On peut montrer que v vérifie les conditions aux limites transpar-
entes analytiques (2.42), (2.43) (voir [9]) ce qui nous permet d’obtenir des conditions
aux limites transparentes analytiques non homogènes pour Ψ.
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Le cas non homogène avec un potentiel dépendant du temps pour x ≥ L

Dans le cas non homogène avec un potentiel dépendant du temps pour x ≥ L,
les hypothèses H1 et H2 ne sont plus valides.
Soit V − un potentiel vérifiant V −(x) = 0, x ≤ 0 et V −(x) = V −

L , x ≥ L. Etant
donné un potentiel V (x, t) tel que V (x, 0) = V −(x), et V (x, t) = 0, x ≤ 0, V (x, t) =
VL(t), x ≥ L, pour tout t > 0 (V ne vérifie pas l’hypothèse H2), on cherche des
conditions aux limites transparentes pour le problème :

{

i~∂tΨ = − ~
2

2m
∂2
xΨ + VΨ, t > 0, x ∈ IR,

Ψ(x, 0) = Φ(x), x ∈ IR,

où Φ est solution du problème stationnaire :

− ~
2

2m

d2

dx2
Φ + V −Φ = E−Φ, x ∈ IR,

pour une énergie E− donnée.
Un tel Φ n’est pas supporté dans 0 < x < L, donc l’hypothèse H1 n’est pas vérifiée.
On cherche une condition aux limites transparentes en x = 0 et en x = L. Le cas
x = 0 se traite de la même façon que dans la section précédente puisque le potentiel
à gauche ne dépend pas du temps. La condition aux limites (2.52) est donc valable
pour Ψ.
Pour traiter le cas x = L, on se place dans le domaine x ≥ L.
On cherche à se ramener à un potentiel constant à droite. Pour cela, on construit la
fonction :

w = u− Φe−i
EL
~
t, x ≥ L,

où u = Ψe
i
~

R t
0 VL(s)ds et EL une constante que l’on choisi arbitrairement dont la valeur

sera précisée plus tard.
Une telle fonction w vérifie w(0) = Ψ(0) − Φ = 0, et donc l’hypothèse H1. Il reste
à s’assurer que w est solution d’une équation de Schrödinger instationnaire pour
x ≥ L, où une hypothèse du type H2 est valide, pour que la condition aux limites
(2.45) soit applicable à w.
Pour x ≥ L, on calcule :

i~∂tu = i~(∂tΨ +
i

~
VL(t)Ψ)e

i
~

R t
0 VL(s)ds,

ce qui donne, en utilisant le fait que Ψ est solution de (2.47), l’équation :

i~∂tu = − h2

2m
∂2
xu, x ≥ L. (2.53)

Or, pour x ≥ L, on a :

i~∂tw = i~∂tu− ELΦe−i
EL
~
t,

et en en utilisant le fait que Φ est solution de (2.48)

− ~
2

2m
∂2
xw = − ~

2

2m
∂2
xu− (E− − V −

L )Φe−i
EL
~
t.
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Ce qui combiné avec l’équation (2.53) donne :

i~∂tw = − ~
2

2m
∂2
xw − (EL − E− + V −

L )Φe−i
EL
~
t, x ≥ L.

Donc pour que w soit solution d’une équation de Schrödinger instationnaire pour
x ≥ L avec un potentiel vérifiant une hypothèse du type H2, il suffit de choisir :

EL = E− − V −
L .

Alors w vérifie l’équation :

i~∂tw = − ~
2

2m
∂2
xw,

et donc une hypothèse de type H2 est vérifiée avec un potentiel nul donc constant
pour x ≥ L.
Montrons à présent en discrétisé que l’on a bien une conditon aux limites transpar-
ente pour w.
Soit J tel que xJ = L, alors ∀j ≥ J , on a

−iR(wn+1
j − wnj ) = ∆xxw

n+1
j + ∆xxw

n
j , n ≥ 0.

Les hypothèses H1 et du type H2 sont vérifiées, on peut appliquer à w le procédé
qui a permis de déduire la condition aux limites transparente (2.45) en remplaçant
VL par 0. De ce fait, contrairement au cas non homogène avec potentiel constant,
les conditions aux limites n’utiliseront pas les mêmes coefficients que dans le cas
homogène.
Plus précisémment, on a

wnJ−1 − s̃0
Jw

n
J =

n−1
∑

k=1

s̃n−kJ wkJ − wn−1
J−1, n ≥ 1,

où s̃nJ , n ≥ 0 est calculé à l’aide de (2.46) en remplaçant σJ par 0.

On pose En = e
i
~

R tn
0 VL(s)ds, alors wnj = Ψn

jE
n−Φje

−iEL
~
tn , ce qui donne, en rempla-

çant dans l’équation ci-dessus, les conditions aux limites transparentes, ∀n ≥ 1 :

EnΨn
J−1 − s̃0

JE
nΨn

J =
n−1
∑

k=1

s̃n−kJ EkΨk
J − En−1Ψn−1

J−1 − ΦJ

n
∑

k=1

s̃n−kJ e−i
EL
~
k∆t

+ ΦJ−1e
−iEL

~
(n−1)∆t(1 + e−i

EL
~

∆t). (2.54)

Dans les applications numériques, En est calculé en utilisant la formule des trapèzes :

En = e
i
~

Pn−1
k=0 (V k

L +V k+1
L )∆t/2,

où l’on a posé V n
L = VL(tn), ∀n ≥ 0.

Dans le domaine x ≤ 0, le potentiel V est constant, on peut donc appliquer le même
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procédé que celui qui nous a permis de déduire la condition aux limites transparente
(2.52), on obtient alors la condition aux limites pour Ψ en x = 0 ci-dessous :

Ψn
1 − s0

0Ψ
n
0 =

n−1
∑

k=1

sn−k0 Ψk
0 − Ψn−1

1 − Φ0

n
∑

k=1

sn−k0 e−i
E0
~
k∆t

+ Φ1e
−iE0

~
(n−1)∆t(1 + e−i

E0
~

∆t), n ≥ 1 (2.55)

où E0 = E− et sn0 , n ≥ 0 est calculé à l’aide (2.46).

2.3.2 Algorithme de résolution directe du problème insta-
tionnaire

Dans cette section, P désigne une discrétisation de l’intervalle [−kmax, kmax].
On suppose que l’on connaît initialement les quantités V −1/2

NL , V 0
NL, et (Ψ0

k)k∈P où P
est un ensemble de P valeurs de k uniformément réparties entre −kmax et kmax.
Dans la pratique, V 0

NL et (Ψ0
k)k∈P sont calculées en résolvant le problème de Schrödinger-

Poisson stationnaire avec le potentiel initial V 0
e . Alors, le potentiel V −1/2

NL est pris
égal à V 0

NL.
Le potentiel Ve étant imposé, sa dépendance en temps est arbitraire : on connaît
V
n+1/2
e pour tout n ≥ 0.

Nous présentons ici l’algorithme qui permet de calculer la solution du problème cou-
plé Schrödinger-Poisson instationnaire à un instant n+ 1 à partir de la solution du
même problème à l’instant n pour n ≥ 0.

Algorithme 2.3.2 (Résolution directe).

Quantités connues :
On dispose des quantités V n−1/2

NL , V n
NL et (Ψn

k)k∈P .
Calcul du potentiel intermédiaire : V n+1/2

On a V n+1/2 = V
n+1/2
e + V

n+1/2
NL où V n+1/2

NL est calculé par extrapolation à partir du
potentiel V n

NL, ce qui revient à poser

V
n+1/2
NL = 2V n

NL − V
n−1/2
NL . (2.56)

Calcul des fonctions d’ondes :
Pour tout k ∈ P, on calcule Ψn+1

k à partir de Ψn
k et de V n+1/2 en utilisant le schéma

de Crank-Nicolson :

−iR(Ψn+1
k,j −Ψn

k,j) = ∆xxΨ
n+1
k,j + ∆xxΨ

n
k,j +wV

n+1/2
j (Ψn+1

k,j + Ψn
k,j), j = 1, ..., J − 1,

avec les conditions aux limites transparentes non homogènes discrètes (2.52), (2.51)
ou bien (2.55), (2.54) selon la dépendance en temps du potentiel Ve (voir la Remarque
2.3.3).
Ce problème est résolu en inversant une matrice carrée tridiagonale de taille J + 1
où le second membre est donné par les Ψn

k,j. Les conditions aux limites définissent la
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2.3 Le cas instationnaire

première ligne et la dernière ligne de la matrice et font intervenir dans la première
et la dernière ligne du second membre les valeurs prises par la fonction d’onde aux
bords aux itérations précédentes.
Calcul du nouveau potentiel :
La densité nn+1 est calculée à partir des (Ψn+1

k )k∈P en utilisant la formule des tra-
pèzes :

nn+1
j =

P−1
∑

p=0

(g(kp)|Ψn+1
kp,j

|2 + g(kp+1)|Ψn+1
kp+1,j

|2)∆k
2

et le potentiel V n
NL est donné par :

V n+1
NL = (− d2

dx2
)−1[

q2

ε
(nn+1 − nD)].

où (− d2

dx2 )
−1 est calculé en inversant la matrice obtenue en discrétisant l’opérateur

x 7→ x′′ par différences finies.
Conclusion :
On dispose des quantités V n+1/2

NL , V n+1
NL , (Ψn+1

k )k∈P , ce qui permet de boucler.

Remarque 2.3.3. Dans les applications numériques, on aura à faire à deux cas.
Le premier est le cas d’un potentiel à droite imposé initialement à une valeur V −

L

donnée et cette valeur est changée à t = 0 pour valoir VL, c’est-à-dire que le potentiel
vaut

V 0
e,j = V −

L , j ≥ J, et pour n ≥ 1, V n
e,j = VL, j ≥ J.

Alors on utilise les conditions aux limites (2.52), (2.51) où on donne aux énergies
E0 et EL les valeurs respectives Ek,0 = E−

k et Ek,L = E−
k + (VL − V −

L ) où :

E−
k =

~
2k2

2m
, pour k ≥ 0 et E−

k =
~

2k2

2m
−B, pour k < 0,

est l’énergie de la fonction d’onde initiale Ψ0
k.

Le deuxième cas est celui d’un potentiel à droite imposé initialement à une valeur
V −
L donnée et qui varie au cours du temps pour t ≥ 0 :

Ve,j = V −
L , j ≥ J, et pour n ≥ 1, V n

e,j = V n
L , j ≥ J.

Alors on utilise les conditions aux limites (2.55), (2.54) où on donne aux énergies
E0 et EL les valeurs respectives Ek,0 = E−

k et Ek,L = E−
k − V −

L .

2.3.3 Calcul de la densité du problème instationnaire à l’aide
du mode résonnant

Dans cette partie, nous donnons un algorithme permettant de calculer la densité
de répartition des particules en utilisant la décomposition sur la résonance dans le
cas du problème instationnaire.
Comme en régime stationnaire, l’idée de cet algorithme est de calculer la résonance
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2 Méthodes de résolution pour la diode à effet tunnel résonnant...

et de recueillir ainsi toute l’information donnée par la résonance sans avoir à raffiner
le maillage en fréquence autour du pic de résonance.
En régime transitoire, il est important d’avoir une méthode qui permette de cal-
culer la densité avec précision sans avoir à utiliser de maillage adaptatif puisque la
résonance change avec le temps et qu’il n’est pas possible de modifier le maillage en
fréquence une fois qu’il est fixé (les fonctions d’onde à une fréquence donnée dépen-
dent des fonctions d’onde à la même fréquence au pas de temps précédent).
Le procédé de raffiner le maillage initial autour de la résonance ne fonctionne pas
puisque le maillage n’est pas adapté pour les temps suivants. On est donc amené à
prendre un maillage en fréquence fin partout pour le calcul direct de la densité.
Pour remédier à cela, les fonctions d’onde, qui permettent de construire la densité,
sont obtenues en les décomposant en une partie non résonnante et une partie pro-
portionnelle au mode résonnant. Comme pour le cas stationnaire, cet algorithme
doit permettre de prendre peu de points en fréquence puisque les fonctions non ré-
sonnantes varient lentement avec la fréquence et le pic de résonance est capté dans
la partie résonnante à l’aide du mode résonnant.

Remarque 2.3.4. Comme cela est dit dans [48], utiliser les résonances pour dé-
composer la solution d’une équation temporelle

1

i

d

dt
u = Au (2.57)

est une généralisation de la décomposition de la dynamique sur les modes propres :
si A est une matrice, il est connu que les solutions de (2.57) sont de la forme

∑

i

eizitui (2.58)

où les ui sont des vecteurs propres de A associés aux valeurs propres zi. Si A est
un opérateur ayant pour résonances les zi, on peut toujours utiliser (2.58) pour
résoudre (2.57) en temps grand. Les ui sont alors des modes résonnants, c’est à dire
des fonctions propres au sens de la Remarque 1.5.12.

Idée de l’algorithme

Nous présentons ici l’idée de l’algorithme instationnaire, utilisant le mode réson-
nant, que nous avons écrit. Le point de départ se base sur une idée présentée dans
[40] qui consiste à décomposer en deux étapes le calcul de la fonction d’onde solution
de

[−i~∂t −
~

2

2m
∂2
x + Ve(x, t) + VNL(x, t)]Ψk(x, t) = 0, x ∈ IR, (2.59)

et ce pour chaque condition initiale Φk solution de

[− ~
2

2m

d2

dx2
+ Ve(x, 0) + VNL(x, 0) − Ek]Φk(x) = 0, x ∈ IR.
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2.3 Le cas instationnaire

Comme pour le cas stationnaire, on se donne le potentiel

Vfill = Ve + v01[a3,b3]

obtenu en bouchant le puits apparaissant dans le potentiel Ve. La première étape
est alors de calculer Ψe

k solution de

[−i~∂t −
~

2

2m
∂2
x + Vfill(x, t) + VNL(x, t)]Ψe

k(x, t) = 0, x ∈ IR. (2.60)

La seconde étape est de chercher Ψk sous la forme Ψk = Ψe
k + Ψi

k où étant donné
(2.59), Ψi

k doit résoudre :

[−i~∂t −
~

2

2m
∂2
x + Ve(x, t) + VNL(x, t)]Ψi

k(x, t) = v01[a3,b3](x)Ψ
e
k(x, t). (2.61)

En supposant que l’approximation adiabatique est valable, on peut voir Ψe
k comme

étant proche d’une fonction propre généralisée de l’Hamiltonien associé au potentiel
Vfill +VNL pour l’énergie Ek. On peut donc utiliser le même argument qu’en régime
stationnaire pour dire que l’intervalle [a3, b3] est une région interdite d’un point de
vue classique et les solutions de (2.60) sont négligeables à l’intérieur du puits, on les
note Ψe

k. On montre, également par un argument de localisation de support, que Ψi
k

est négligeable dans les barrières (voir [40]).
Comme on veut Ψk sur l’intervalle [0, L] seulement, on calcule les Ψe

k en résolvant
(2.60) avec les conditions aux limites transparentes instationnaires (2.42),(2.43). On
traite (2.61) avec une approximation à un seul mode en cherchant les Ψi

k propor-
tionnels au mode résonnant “fondamental” (mode résonnant de plus petite énergie)
correspondant au potentiel V (t) = Ve(t) + VNL(t) à chaque instant t. Le mode ré-
sonnant est calculé sur l’intervalle [0, L] avec des conditions aux limites résonnantes.

Calcul de la résonance

A un instant t, la résonance est, comme en régime stationnaire, calculée en trou-
vant z et u solution du problème (1.47) posé avec l’Hamiltonien H(t). La différence
avec le régime stationnaire est la dépendance en temps de l’Hamiltonien, à travers
le potentiel V = V (t), et donc que l’on a u = u(x, t) et z = z(t). On en déduit le
problème suivant sur le couple (u(x, t), z(t)), pour tout t > 0 :











[−h2∂2
x + Ve(x, t) + VNL(x, t) − z(t)]u(x, t) = 0, (0, L),

h∂xu(0, t) + is(z)u(0, t) = 0,

h∂xu(L, t) − is(z +B)u(L, t) = 0.

(2.62)

où h = ~
2

2m
et s(z) est la racine complexe définie par (1.46).

Comme en régime stationnaire, ce problème une fois discrétisé revient à un problème
de valeur propre non linéaire que l’on résoud avec la méthode de Newton présentée
précédemment.
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Décomposition sur la résonance

Comme nous l’avons dit dans la présentation de l’algorithme, on cherche Ψk sous
la forme Ψk = Ψe

k + Ψi
k avec Ψe

k solution de (2.60) et Ψi
k solution de (2.61).

La fonction d’onde extérieure est calculée en résolvant (2.60) à l’aide de la méthode
de Crank-Nicolson avec le potentiel Vfill. Ce qui donne :

−iR((Ψe
k)
n+1
j −(Ψe

k)
n
j ) = ∆xx(Ψ

e
k)
n+1
j +∆xx(Ψ

e
k)
n
j+w(V

n+1/2
fill,j +V

n+1/2
NL,j )((Ψe

k)
n+1
j +(Ψe

k)
n
j ),

pour j = 1, ..., J − 1, n ≥ 0, avec les conditions aux limites transparentes non
homogènes discrètes (2.52), (2.51) ou bien (2.55), (2.54) selon la dépendance en
temps du potentiel Vfill (voir la Remarque 2.3.3).
On cherche la fonction d’onde intérieure sous la forme Ψi

k(x, t) = θk(t)u(x, t) où u
est le mode résonnant, solution du problème (2.62), correspondant à la plus petite
énérgie résonnante. Quite à renormaliser u, on peut supposer

∫ L

0

|u(x, t)|2dx = 1.

D’autre part, en demandant à la fonction θku d’être solution de l’équation (2.61),
on obtient une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 que doit vérifier θk, où
les fonctions Ψe

k et u, dont on dispose puisque on les a calculées précédemment,
constituent les données de l’équation.
Plus précisément, en injectant θku dans (2.61), on obtient :

− i~(
d

dt
θk)(t)u(x, t) − i~θk(t)∂tu(x, t) + θk(t)[−

~
2

2m
∂2
x + Ve(x, t)

+ VNL(x, t)]u(x, t) = v01[a3,b3](x)Ψ
e
k(x, t),

soit en utilisant l’équation vérifiée par u :

[−i~(
d

dt
θk)(t) + z(t)θk(t)]u(x, t) − i~θk(t)∂tu(x, t) = v01[a3,b3](x)Ψ

e
k(x, t).

Le mode de résonnant étant choisi normalisé, l’équation précédente multipliée par
u et intégrée sur [0, L] donne l’équation différentielle sur θk ci-dessous :

θ′k(t) + [
i

~
z(t) +

∫ L

0

∂tu(x, t)u(x, t)dx]θk(t) = Sk(t). (2.63)

où Sk(t) = i
~
v0

∫ b3
a3

Ψe
k(x, t)u(x, t)dx.

Par un changement de phase, on peut toujours trouver u solution de H(t)u = z(t)u
tel que ||u(., t)||L2 = 1 et

∫ L

0

∂tu(x, t)u(x, t)dx = 0, ∀t > 0. (2.64)

En effet, supposons que l’on ait ũ vérifant H(t)ũ = z(t)ũ et ||ũ||L2 = 1, alors on
pose

u = ũeiϕ(t),
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2.3 Le cas instationnaire

où t 7→ ϕ(t) ∈ IR est telle que u vérifie (2.64).
C’est-à-dire que ϕ(t) est la solution l’équation différentielle :

ϕ′(t) = i

∫ L

0

∂tũ(x, t)ũ(x, t)dx.

On remarque que ||ũ(., t)||L2 = 1 ⇒ d
dt
||ũ(., t)||2L2 = 2Re(

∫ L

0
∂tũ(x, t)ũ(x, t)dx) = 0,

donc ϕ(t) ∈ IR sous la condition ϕ(0) = 0, ϕ est bien une fonction de phase et u
solution de H(t)u = z(t)u telle que ||u(., t)||L2 = 1 et (2.64) est vérifiée.
Cependant, numériquement on résoud le problème trouver u tel que H(t)u = z(t)u
et ||u(., t)||L2 = 1, on ne peut donc pas supposer à priori que (2.64) est vérifiée. On
considère donc que θk est solution de l’équation (2.63) complète.

Remarque 2.3.5. En supposant que l’approximation adiabatique marche pour le
spectre continu, son application à l’équation (2.60) consiste à dire que les fonctions

d’onde Ψe
k peuvent être approchées par Φe

ke
−iE−

k
~
t où les Φe

k sont les fonctions propres
généralisées de l’Hamiltonien initial, associées à l’énergie E−

k , solutions de :

[− ~
2

2m

d2

dx2
+ Vfill(0) + VNL(0) − E−

k ]Φe
k = 0.

Alors, à ce moment là, Sk est proche d’être un terme oscillant à la fréquence E−
k de

la forme S̃ke−i
E−

k
~
t.

Si on choisit u comme cela a été décrit avant cette remarque, c’est-à-dire tel que θk
est solution de

θ′k(t) +
i

~
z(t)θk(t) = Sk(t),

on observe un phénomène de résonance (au sens de résonance donnée par le terme
source d’une équation différentielle) pour E−

k proche de ER := Re(z). Ceci cor-
respond, en régime transitoire, à la forme piquée du coefficient θk autour de la
résonance donnée en régime stationnaire par une formule de type Briet-Wigner.

Décomposition sur la résonance : réalisation numérique

Décomposer sur la résonance revient à calculer le coefficient θk lorsque l’on dis-
pose du mode résonnant, de la résonance et de la fonction extérieure Ψe

k, permettant
ainsi de construire la fonction intérieure Ψi

k.
Pour cela on résoud l’équation différentielle ordinaire d’ordre 1 (2.63) à l’aide de la
méthode de Crank-Nicolson :

(θn+1
k − θnk )/∆t+ [

i

~
zn+1/2 +

∫ L

0

∂tu
n+1/2un+1/2dx](θn+1

k + θnk )/2

= (S
n+1/2,n
k + S

n+1/2,n+1
k )/2, (2.65)
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où Sn,mk = i
~
v0

∫ b3
a3

Ψe,m
k (x)un(x)dx et un+1/2, zn+1/2 sont le mode résonnant et la

résonance au temps tn+1/2 tels que

µn+1/2(u) :=

∫ L

0

∂tu
n+1/2un+1/2dx

soit négligeable.
Plus précisément, on calcule le mode résonnant ũn+1/2 et la résonance zn+1/2 en
résolvant le problème (2.62) en t = tn+1/2 (c’est-à-dire pour le potentiel V n+1/2 )
avec ||ũn+1/2||L2 = 1 à l’aide de la méthode permettant de résoudre les problèmes
de valeur propre non linéaire.
A priori, on a µn+1/2(ũ) 6= 0, alors on cherche une phase ϕn+1/2 ∈ IR telle que
un+1/2 = ũn+1/2eiϕ

n+1/2
vérifie µn+1/2(u) est négligeable. On remarque d’abord, en

discrétisant la dérivée en temps de u par différences finies et en utilisant un+1/2 ≈
(un−1/2 + un+1/2)/2, que l’on peut faire l’approximation suivante

µn+1/2(u) =
1

2∆t

∫ L

0

(un+1/2 − un−1/2)(un+1/2 + un−1/2)dx,

où l’on suppose que le un−1/2 est tel que µn−1/2(u) est négligeable.
En utilisant le fait que ||un+1/2||L2 = ||un−1/2||L2 = 1 dans la dernière égalité, on a :

µn+1/2(u) =
i

∆t
Im[

∫ L

0

un+1/2un−1/2dx].

Si l’on note ωn+1/2 =
∫ L

0
ũn+1/2un−1/2dx, il suffit de choisir ϕn+1/2 tel que

eiϕ
n+1/2

=
ωn+1/2

|ωn+1/2| , (2.66)

qui est bien un complexe de module 1. Une telle phase ϕn+1/2 convient puisqu’elle
vérifie :
∫ L

0

un+1/2un−1/2dx = eiϕ
n+1/2

∫ L

0

ũn+1/2un−1/2dx = ωn+1/2eiϕ
n+1/2

= |ωn+1/2| ∈ IR,

et donc Im[
∫ L

0
un+1/2un−1/2dx] = 0 et µn+1/2(u) est négligeable.

Donc pour u bien choisi, le schéma (2.65) s’écrit :

(θn+1
k − θnk )/∆t+

i

~
zn+1/2(θn+1

k + θnk )/2 = (S
n+1/2,n
k + S

n+1/2,n+1
k )/2. (2.67)

Remarque 2.3.6. Le schéma de Crank-Nicolson est le plus adapté pour la réso-
lution de (2.63) car les méthodes de Euler explicite et implicite sont instables (à
montrer mais on le remarque numériquement). D’autre part, la méthode de Euler
implicite est inutilisable dans le cas du couplge avec Poisson puisque la résonance
au temps n+ 1 est inconnue tant que le potentiel au temps n+ 1 n’est pas connu et
donc tant que la densité n’est pas calculée.
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Remarque 2.3.7. Pour écrire (2.65), on a pris les fonctions u et z au temps n+1/2.
Pour cela, on s’est inspiré du schéma de Crank-Nicolson (2.40) utilisé pour résoudre
(2.39) où le potentiel V est pris au temps n+1/2. On a fait ce choix car l’implicitation
n’est pas possible dans le cas du couplage avec Poisson (voir la Remarque 2.3.6).
Comme nous le verrons dans la suite, les quantités un+1/2 et zn+1/2 seront accessibles
par interpolation du potentiel au temps n+ 1/2.

Algorithme de résolution à l’aide de l’approximation à un mode en régime
transitoire

Dans cette section, P désigne une discrétisation de l’intervalle [−kmax, kmax].
On suppose que l’on connaît initialement les quantités V 0

NL, u−1/2, (Ψe,0
k )k∈P et

(θ0
k)k∈P où P est un ensemble de P valeurs de k uniformément réparties entre −kmax

et kmax.
Dans la pratique, V 0

NL, et (Ψ0
k)k∈P sont calculées en résolvant le problème de Schrödinger-

Poisson avec décomposition sur la résonance pour le potentiel initial V 0
e . Cette réso-

lution nous permet d’avoir notamment le mode résonnant initial u0. Alors, on prend
u−1/2 = u0.
Le potentiel Ve étant imposé, sa dépendance en temps est arbitraire : on connaît
V
n+1/2
e pour tout n ≥ 0. Le potentiel V n+1/2

fill est connu pour tout n ≥ 0 puisqu’il est

construit à partir du potentiel V n+1/2
e .

On présente l’algorithme qui permet de calculer la solution de problème couplé
Schrödinger-Poisson à un instant n + 1 à partir de la solution à l’instant n pour
n ≥ 0.

Algorithme 2.3.8 (Approximation à un mode).

Quantités connues :
On dispose des quantités V n

NL, un−1/2, (Ψe,n
k )k∈P et (θnk )k∈P .

Calcul du potentiel et de la résonance intermédiaires (étapes indépen-
dantes de k) :

V
n+1/2
NL est calculé par interpollation à partir du potentiel V n

NL en faisant l’ansatz
(2.15) et en faisant intervenir l’équation de Poisson, c’est-à-dire que l’on prend
V
n+1/2
NL solution de

− d2

dx2
V
n+1/2
NL =

q2

ε
(n[V n

NL] exp((V n
NL − V

n+1/2
NL )/Vref ) − nD) (2.68)

On calcule la résonance zn+1/2 et le mode résonnant un+1/2 en résolvant le problème
(2.62) associé au potentiel V n+1/2

e + V
n+1/2
NL à l’aide de la méthode Newton (2.31).

Le mode propre un+1/2 est renormalisé pour vérifier ||un+1/2||L2 = 1, à l’aide de
(2.66) et un−1/2, pour que µn+1/2(u) soit négligeable.
Calcul des fonctions d’ondes :
Pour tout k ∈ P, on a Ψn+1

k = Ψe,n+1
k + Ψi,n+1

k .
On calcule Ψe,n+1

k à partir de Ψe,n
k , V n+1/2

fill et V n+1/2
NL en utilisant le schéma de Crank-
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Nicolson :

− iR((Ψe
k)
n+1
j − (Ψe

k)
n
j ) = ∆xx(Ψ

e
k)
n+1
j + ∆xx(Ψ

e
k)
n
j

+ w(V
n+1/2
fill,j + V

n+1/2
NL,j )((Ψe

k)
n+1
j + (Ψe

k)
n
j ), j = 1, ..., J − 1,

avec les conditions aux limites transparentes non homogènes discrètes (2.52), (2.51)
ou bien (2.52), (2.51) selon la dépendance en temps du potentiel Ve (voir la Remarque
2.3.3).
Calcul des Ψi,n+1

k pour tout k ∈ P : Soit k ∈ P, on calcule θn+1
k à partir de Ψe,n

k ,
Ψe,n+1
k , zn+1/2, un+1/2 et θnk en résolvant l’équation différentielle ordinaire (2.63) avec

le schéma de Crank-Nicolson (2.67).
Normalement, on doit faire ensuite Ψi,n+1

k = θn+1
k un+1 mais ne disposant pas de un+1

(Remarque 2.3.6), on fait l’approximation :

Ψi,n+1
k = θn+1

k un+1/2

Calcul de la nouvelle solution :
La densité nn+1 est calculée à partir des (Ψn+1

k )k∈P en utilisant la formule des tra-
pèzes :

nn+1
j =

P−1
∑

p=0

(g(kp)|Ψn+1
kp,j

|2 + g(kp+1)|Ψn+1
kp+1,j

|2)∆k
2

(2.69)

et le potentiel V n
NL est donné par :

V n+1
NL = (− d2

dx2
)−1[

q2

ε
(nn+1 − nD)].

où (− d2

dx2 )
−1 est calculé en inversant la matrice obtenue en discrétisant l’opérateur

x 7→ x′′ par différences finies.
Conclusion :
On dispose des quantités V n+1

NL , un+1/2, (Ψe,n+1
k )k∈P et (θn+1

k )k∈P ce qui permet de
boucler.

Remarque 2.3.9. Dans l’algorithme ci-dessus on a fait une approximation consis-
tant à remplacer un+1 par un+1/2 dans le calcul de Ψi,n+1

k . En faisant cela on ne
commet pas trop d’erreur puisque un varie en temps comme le potentiel V n

NL et ce
dernier varie doucement en temps.

Remarque 2.3.10. Pour déduire le potentiel V n+1/2 à partir du potentiel on n’a
pas utilisé l’extrapolation linéaire

V n+1/2 = 2V n − V n−1/2

comme nous l’avions fait pour la résolution directe car celle-ci est instable en temps
pour la décomposition sur la résonance. Nous avons donc choisit de faire intervenir
l’équation de Poisson en s’inspirant de l’itération de Gummel en régime stationnaire.
Un tel procédé est meilleur car il fait intervenir le couplage Schrödinger/Poisson.
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Remarque 2.3.11. L’algorithme sous la forme présentée ci-dessus ne permet pas
de réduire le nombre de points en fréquence. En effet, il consiste en une simple
recomposition des fonctions d’onde et si aucun traitement particulier de l’intégrale en
fréquence (2.69) n’est fait, l’information résonnante n’est pas bien prise en compte.
Un traitement approprié est proposé dans [6] et permet de réduire de moitié le temps
de calcul.

2.3.4 Résultats numériques

Les valeurs des paramètres physiques prises pour la réalisation des tests insta-
tionnaires sont les même que celles de la section 2.1.9. On les rappelle ci-dessous :

T n1
D n2

D m EF
300K 1 × 1024m−3 5 × 1021m−3 0, 067me 6, 7097 × 10−21

Pour le système de Schrödinger Poisson instationnaire, on se restreindra au cas du
potentiel extérieur suivant. Les barrières ont une épaisseur de 5nm chacune. La
largeur du puits, qui est l’écart entre les deux barrières vaut 5nm. La hauteur de la
barrière est de 0, 3eV .
Ces données concernant le potentiel extérieur sont réunies dans le tableau suivant :

L a1 a2 a3 b3 b2 b1 v0

135nm 50nm 60nm 65nm 70nm 75nm 85nm 0.3eV

Test des conditions aux limites transparentes

Nous avons déjà réalisé un test pour les conditions aux limites transparentes
homogènes, voir Figure 2.19. Dans cette section nous présentons deux tests, le pre-
mier réalisé avec des conditions aux limites transparentes non homogènes avec un
bias constant, le deuxième réalisé avec des conditions aux limites transparentes non
homogènes avec un bias dépendant du temps.
Premier test
On a résolu, avec les conditions aux limites transparentes non homogènes, l’équation
de Schrödinger instationnaire linéaire avec une donnée initiale non supportée dans
]0, L[. Plus précisemment, on a pris pour donnée initiale la fonction Φ solution de

{

− d2

dx2 Φ = k2Φ, x < 0
Φ(0) = 1

et qui pour x ≥ 0 est égale au paquet d’onde Φ(x)1x≥0 = exp
(

− x2

2σ2 + ikx
)

1x≥0 à

l’énergie k, centré au point x = 0. On a propagé cette fonction avec l’équation de
Schrödinger instationnaire à l’aide du schéma de Crank-Nicolson (2.40) avec condi-
tions aux limites transparentes non homogènes (2.52), (2.51). Le potentiel linéaire
que l’on a pris est une simple barrière V = v01[a2,b2]. Le nombre de points de dis-
crétisation en espace est J = 300, le pas de temps est ∆t = 1 femto secondes. Les
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Fig. 2.20 – Evolution d’un paquet d’ondes, soumis à une barrière de potentiel,
calculée avec le schéma de Crank-Nicolson avec conditions aux limites transparentes
non homogènes pour J = 300 et ∆t = 1 femto secondes.

paramètres déterminant le paquet d’ondes sont σ = 0.1L, k = 2π
0.08L

.
Le résultat obtenu est représenté sur les graphiques de la Figure 2.20 : on a représenté
le module de la fonction d’onde instationnaire pour différents instants. Pour chaque
graphique, nous avons également représenté le potentiel V et le module de la so-
lution de l’équation de Schrödinger correspondant à V , calculée avec la résolution
directe présentée dans la section 2.1.3.
On remarque que l’évolution en temps de la solution instationnaire se fait sans

réflexion numérique aux bords du domaine. D’autre part, le module de la solution
instationnaire converge vers le module de la solution stationnaire comme on peut
le voir sur le graphique de gauche de la Figure 2.22. L’erreur L2 représentée sur ce
graphique est une erreur relative par rapport à la solution stationnaire exprimée en

pourcent : 100 × || |Ψstat|−|Ψ(tn,.)| ||L2(0,L)

||Ψstat||L2(0,L)
.

Deuxième test
Ce test à été réalisé avec la même condition initiale que le test précédent. On a
calculé son évolution en temps pour l’équation de Schrödinger instationnaire avec
un potentiel V = V0 + B,

V0 = v01[a2,b2],
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Fig. 2.21 – Evolution d’un paquet d’ondes soumis, à une barrière de potentiel et
une différence de potentiel variable, calculée avec le schéma de Crank-Nicolson avec
conditions aux limites transparentes non homogènes adaptées, pour J = 300 et
∆t = 1 femto secondes.

et B est donné par (1.12) où le bias appliqué B = B(t) dépend du temps. La fonction
B(t) que nous avons choisie est représentée sur le graphique de droite de la Figure
2.22. C’est une fonction polynomiale de degré trois allant de B = 0 eV à B = 0.1
eV en 50 itérations.
Dans ce cas les conditions aux limites transparentes du test précédent ne sont plus
utilisables : nous avons réalisé les calculs à l’aide du schéma de Crank-Nicolson (2.40)
avec conditions aux limites transparentes non homogènes pour un bias dépendant
du temps (2.55), (2.54). Le nombre de points de discrétisation en espace est J = 300,
le pas de temps est ∆t = 1 femto secondes. Le résultat obtenu est représenté sur
les graphiques de la Figure 2.21 : on a représenté le module de la fonction d’onde
instationnaire et le potentiel V pour différents instants. Pour chaque graphique, nous
avons également représenté le module de la solution de l’équation de Schrödinger
correspondant au potentiel final, calculée avec la résolution directe présentée dans
la section 2.1.3.
On remarque que l’évolution en temps de la solution instationnaire se fait sans

réflexion numérique aux bords du domaine. D’autre part, le module de la solution
instationnaire converge vers le module de la solution stationnaire comme on peut
le voir sur le graphique de gauche de la Figure 2.22. L’erreur L2 représentée sur ce

113



2 Méthodes de résolution pour la diode à effet tunnel résonnant...

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

x 10
−13

0

50

100

150

200

250

300

t(s)

E
rr

eu
r 

L2
 (

%
)

Premier test
Deuxieme test

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

x 10
−13

−0.1

−0.09

−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

t(s)

V
(L

,t)
(e

V
)

Fig. 2.22 – Evolution de la norme l’erreur L2 avec la solution stationnaire pour les
Tests 1 et 2 et évolution du bias pour le Test 2.

graphique est une erreur relative par rapport à la solution stationnaire exprimée en

pourcent : 100
|| |Ψstat|−|Ψ(tn,.)| ||L2(0,L)

||Ψstat||L2(0,L)
.

Résolution du problème de Schrödinger-Poisson instationnaire

Dans les sous-sections ci-dessous, nous donnons des résultats pour la résolution
du problème de Schrödinger-Poisson instationnaire (1.22) à l’aide de l’Algorithme
2.3.2 où l’étape de calcul du potentiel (2.56) est remplacée par (2.68). Nous ap-
pellerons cet algorithme "Directe", il jouera le rôle de référence. Nous le comparons
à la résolution à l’aide de l’Algorithme 2.3.8 auquel sont apportées les modifica-
tions proposées dans [6], voir notamment la Remarque 2.3.11 à ce sujet. Le dernier
algorithme, que nous appellerons "Dec. résonance", est le nouvel algorithme que
nous proposons. Comme nous l’avons signalé dans la section 1.2.1, la dépendance
en temps du potentiel extérieur Ve est donnée par celle du bias B(t). La fonction
B(t) est telle que B(0) = Bi et B(t) = Bf pour t >> ∆t, où Bi et Bf sont deux
valeurs de la différence de potentiel. La résolution est initialisée à la solution du
problème stationnaire (1.18) pour B = Bi. La solution instationnaire obtenue doit
tendre vers la solution du problème stationnaire (1.18) pour B = Bf . En particulier
nous considérons les deux cas suivants similaires aux cas de la section précédente où
l’on avait pris une simple barrière :
-"Shift brutal" : on a B(0) = Bi et B(t) = Bf pour t > 0.
-"Shift C1" : étant donné un entier n0, on a B(0) = Bi, B(t) = Bf pour t ≥ n0∆t
et sur (0, n0∆t) est le polynôme de degré 3 rendant B(t) C1 sur IR+.
Bien que le "Shift C1" semble le plus adapté car plus régulier, il pose la difficulté
de devoir adapter les conditions aux limites.
Les résultats donnés par les différents algorithmes sont comparés du point de vue de
la convergence vers la solution stationnaire et du temps de calcul. Comme en régime
stationnaire, la méthode "Dec. résonance" permet de prendre moins de points en
fréquence, la partie résonnante de la densité étant donnée par le mode résonnant
dont on calcule la valeur.
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2.3 Le cas instationnaire

Bien que la méthode de Crank-Nicolson (2.40) avec les conditions aux limites trans-
parentes (2.52), (2.51) soit inconditionnellement stable [4], on remarque numérique-
ment que pour ∆t ≥ 3 × 10−15s la résolution du problème de Schrödinger-Poisson
est instable. On prendra donc pour l’ensemble des tests instationnaires ∆t = 10−15s.

Test 1 : "Shift brutal",Bi = 0 et Bf = 0.1 eV
Pour ce test, le nombre de points de discrétisation en espace est J = 300 et le nombre
de points en fréquence est P = 1500 pour la méthode "Directe" et P = 750 pour
la méthode "Dec. resonance". On utilise les conditions aux limites transparentes
(2.52), (2.51) pour la résolution de l’équation de Schrödinger instationnaire.
Sur le graphique de gauche de la Figure 2.24, nous avons représenté pour les deux
méthodes l’évolution de la charge dans le puits donnée par

∫ b2

a2

n(x, t)dx (2.70)

en fonction du temps t. Pour les deux méthodes, on remarque que la charge dans le
puits, qui était initialement à la valeur correspondant au potentiel avec B = 0 –plus
faible que pour un potentiel avec B > 0 comme on peut le voir sur la Figure 2.23–
augmente pour converger vers la valeur de la densité avec B = Bf .
Sur le graphique de droite de la Figure 2.24, on a représenté l’évolution de l’erreur
relative en norme L2 et en pourcent de la densité instationnaire n(x, t) par rapport
à la densité stationnaire nstat(x) pour B = Bf :

100
||n(., t) − nstat||L2(a2,b2)

||nstat − nD||L2(a2,b2)

(2.71)

en fonction du temps t. On remarque que pour les deux méthodes, la densité converge
vers la densité stationnaire.
Nous avons représenté sur la Figure 2.25 le logarithme C(k) de la charge partielle

dans le puits correspondant à la fréquence k, calculée avec la résolution "Directe" :

C(k) = log

(∫ b2

a2

|Ψk(x, t)|2dx
)

(2.72)

ainsi que les fréquences

k−R(t) = −
√

2m

~2
(ER(t) +B(t)), k+

R(t) =

√

2m

~2
ER(t) (2.73)

correspondant à l’énergie résonnante ER(t) = Re (z(t)) intervenant dans l’approxi-
mation à un mode, pour les instants t = 2× 10−13 s, t = 2× 10−12 s, t = 8× 10−12 s
et t = 1.4 × 10−11 s. On remarque que pour les temps t petits devant t0 = 10−12 s,
la transmission n’est pas piquée autour de l’énergie résonnante au temps t, elle est
piquée autour de l’énergie résonnante initiale ER(0). Pour les temps de l’ordre de t0
elle est piquée autour de ER(t) et le pique initial s’éteind pour disparaître au delà
de 10 × t0.
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Fig. 2.23 – Test 1, densité en régime stationnaire pour B = Bi et B = Bf .
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Fig. 2.25 – Test 1, représentation du logarithme C(k) de la charge partielle dans
le puits en fonction de la fréquence k, et des fréquences correspondant à l’énergie
résonnante, pour différents temps.

Cette observation est importante pour le choix de l’algorithme. En effet, en utilisant
l’ansatz que le coefficient θk devant le mode résonnant s’écrit à l’aide d’une formule
de Briet-Wiegner de la forme (2.8), on peut écrire un algorithme où l’intégrale en-
tre deux points de discrétisation en fréquence kp et kp+1 tient compte du pique de
transmission. En régime stationnaire, l’ansatz est vrai et cela permet de résoudre
le problème de Schrödinger-Poisson avec seulement P = 60 points en fréquence. En
régime transitoire, nous venons d’observer que la forme piquée autour de ER(t) n’est
pas toujours vraie et les calculs sont plus délicats.
La Figure 2.26 illustre le fait que les deux méthodes "Directe" et "Déc. résonance"
convergent vers la solution stationnaire : pour chaque méthode la densité instation-
naire au temps t = 10−11 s est presque confondue avec la densité stationnaire pour
B = Bf . La nouvelle méthode proposée "Déc. résonance" a donc la propriété de
convergence souhaitée et elle a l’avantage de moins coûter en temps de calcul que la
méthode de référence "Directe", comme on peut en juger sur le tableau ci-dessous.

P CPU (s)
Direct 1500 76421.47

Déc. résonance 750 154578.40

Ici P désigne le nombre de points de discrétisation en fréquence et CPU désigne le
temps en secondes passé par le processeur pour réaliser le calcul correspondant au
temps final t = 10−11 s. La méthode "Déc. résonance" permet de gagner environ la
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Fig. 2.26 – Test 1, densité instationnaire au temps t = 10−11 s pour les méthodes
"Directe" et "Déc. résonance" et densité stationnaire pour B = Bf .

moitié en temps de calcul par rapport à la méthode "Directe".

Test 2 : "Shift C1",Bi = 0 eV et Bf = 0.1 eV
Pour ce test, nous utiliserons seulement la méthode "Directe". Le nombre de points
de discrétisation en espace est J = 300 et le nombre de points en fréquence est
P = 1500. On utilise les conditions aux limites transparentes (2.55), (2.54) pour la
résolution de l’équation de Schrödinger instationnaire.
Comme pour le Test 1, la charge croît dans le puits et la densité converge vers la
densité stationnaire.
Nous avons représenté sur la Figure 2.27 le logarithme C(k) de la charge partielle
dans le puits correspondant à la fréquence k ainsi que les fréquences k−R(t) et k+

R(t)
définies par les équations (2.72) et (2.73), pour les instants t = 0.6 × 10−12 s, t =
10−12 s, t = 2 × 10−12 s et t = 8 × 10−12 s. Comme pour le Test 1, on remarque que
pour les temps t petits devant t0 = 10−12 s, la transmission n’est pas piquée autour
de l’énergie résonnante au temps t, elle est piquée autour de l’énergie résonnante
initiale ER(0). Pour les temps de l’ordre de t0, elle est piquée autour de ER(t) et le
pique initial s’éteind pour disparaître au delà de 10 × t0.
Comme l’énergie résonnante ER(t) se déplace avec le bias B(t), le pic de transmission

118



2.3 Le cas instationnaire

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

x 10
8

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10
t=0.6× 10−12 s

k

C
ha

rg
e

 

 

C(t,k)

k
R
− (t)

k
R
+ (t)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

x 10
8

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10
t=1× 10−12 s

k

C
ha

rg
e

 

 

C(t,k)

k
R
− (t)

k
R
+ (t)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

x 10
8

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10
t=2× 10−12 s

k

C
ha

rg
e

 

 

C(t,k)

k
R
− (t)

k
R
+ (t)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

x 10
8

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10
t=8× 10−12 s

k

C
ha

rg
e

 

 

C(t,k)

k
R
− (t)

k
R
+ (t)

Fig. 2.27 – Test 2, représentation du logarithme C(k) de la charge partielle dans
le puits en fonction de la fréquence k, et des fréquences correspondant à l’énergie
résonnante, pour différents temps.

autour de ER(t) apparaît proche du pic initial et s’en sépare. C’est un comportement
différent de celui du Test 1 où le pic autour de ER(t) est, dès son apparition, éloigné
du pic initial.

Test 1 (suite) : décomposition sur le mode résonnant initial et le mode résonnant
à l’instant t
Comme cela a été observé dans le Test 1, le pic initial autour de ER(0) et le pic
autour de ER(t) jouent un rôle important dans le calcul de la densité. On en déduit
la décomposition suivante pour les fonctions d’onde :

Ψk(t) = Ψe
k(t) + θk(0)ũ(t) + λk(t)u(t) (2.74)

où Ψe
k(t), θk(t) et u(t) sont définis dans l’Algorithme 2.3.8. La fonction ũ(t) est la

solution de :
{

i~ d
dt
ũ(t) = Hũ(t)

ũ(0) = u(0)

et λk(t) est choisi tel que Ψk(t) vérifie l’équation de Schrödinger instationnaire :

{

i~ d
dt

Ψk(t) = HΨk(t)

Ψk(0) = Φk
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où Φk = Ψe
k(0) + θk(0)u(0). On obtient que λk(t) vérifie la même équation différen-

tielle (2.63) que θk(t) avec la condition initiale :

λk(0) = 0

Dans [6], l’Algorithme 2.3.8 est adapté de telle sorte que la décomposition (2.74)
est réalisée. Cette partie est dédiée à montrer dans le cas du Test 1, méthode "Dec.
resonance", que cette décomposition permet bien de retrouver et de séparer les deux
pics.
Sur le graphique de gauche de la Figure 2.28, nous avons représenté, dans le cas
du Test 1, les logarithmes C(k), Cλ(k) et Cθ(k) des charges partielles dans le puits
correspondant aux fonctions Ψk(t), u(t) et ũ(t) définis par :

C(k) = log

(∫ b2

a2

|Ψk(x, t)|2dx
)

Cλ(k) = log

(∫ b2

a2

|λk(t)u(x, t)|2dx
)

Cθ(k) = log

(∫ b2

a2

|θk(0)ũ(x, t)|2dx
)

à l’instant t = 3 × 10−12 s. On remarque que la majeure partie du pic situé autour
de ER(t) est donnée par λk(t)u(t) et la majeure partie du pic situé autour de ER(0)
est donnée par θk(0)ũ(t).
Sur le graphique de droite de la Figure 2.28, nous avons représenté, toujours dans
le cas du Test 1, l’évolution du carré de la norme L2 dans le puits de ũ(t)

N(t) =

∫ b2

a2

|ũ(x, t)|2dx

en fonction du temps t. On remarque que ũ(t), le propagé du mode résonnant initial,
s’échappe en temps grand devant 10−15s pour s’annuler dans le puits. C’est une
propriété connue des modes résonnants –ou quasi-états bornés– qui les distingue des
états bornés. On a de plus l’approximation :

N(t0 + T )

N(t0)
≈ e−

1
~

R t0+T
t0

Γ(s)ds

que l’on le vérifie numériquement ci-dessous. En effet, on a pour t0 = 10−12 s et
T = 10−12 s :

N(t0 + T )

N(t0)
= 0.578

et
e−

1
~

R t0+T
t0

Γ(s)ds = 0.582 .
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Fig. 2.28 – Test 3, représentation de C(k), Cλ(k) et Cθ(k) en fonction de la fréquence
k au temps t = 3× 10−12 s (gauche) et représentation du carré N(t) de la norme L2
dans le puits de ũ(t) en fonction du temps (droite).

Appendice 2.A : Quelques résultats sur les coeffi-

cients de transmission

Dans cette section, nous considérons les coefficients T (k) définis pour k ∈ IR par
(2.9), (2.10). Nous donnons d’abord un résultat permettant de réaliser le maillage
adaptatif pour le calcul de la densité en localisant la résonance en fréquence à l’aide
de la variation des coefficients de transmission.

Proposition 2.3.12. Les coefficients de transmissions vérifient :

∀k > 0,
d

dk
log T (k) = −1

k
+

k

k2 + 2mB/~2
+

2

|Φk(L)|2Re

(

d

dk
Φk(L)Φk(L)

)

(2.75)
et

∀k < 0,
d

dk
log T (k) = −1

k
+

k

k2 − 2mB/~2
+

2

|Φk(0)|2Re

(

d

dk
Φk(0)Φk(0)

)

(2.76)

Preuve. On a :
d

dk
log T (k) =

1

T (k)

d

dk
T (k)

Pour k > 0, on a :

d

dk
T (k) =

(

d

dk

√

k2 + 2mB/~2

k

)

|Φk(L)|2 +

√

k2 + 2mB/~2

k

d

dk
|Φk(L)|2

Or :
d

dk

√

k2 + 2mB/~2

k
=

1
√

k2 + 2mB/~2
−
√

k2 + 2mB/~2

k2

et
d

dk
|Φk(L)|2 = 2Re

(

d

dk
Φk(L)Φk(L)

)
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On en déduit :

d

dk
log T (k) = −1

k
+

k

k2 + 2mB/~2
+

2

|Φk(L)|2 Re

(

d

dk
Φk(L)Φk(L)

)

En procédant de la même façon pour k < 0, on obtient :

d

dk
log T (k) = −1

k
+

k

k2 − 2mB/~2
+

2

|Φk(0)|2 Re

(

d

dk
Φk(0)Φk(0)

)

A présent, nous donnons un résultat permettant notamment d’obtenir la formule
du courant 2.12 valable en régime stationnaire.

Proposition 2.3.13. 1. Soient R(k) les coefficients de réflexion définis par :

R(k) = |1 − Φk(0)|2, k > 0, et R(k) = |1 − Φk(L)|2, k < 0,

alors on a la relation de conservation de l’énergie :

R(k) + T (k) = 1, ∀k ∈ IR, (2.77)

où T est le coefficient de transmission donné par (2.9),(2.10).
2. Soient k1 > 0 et k2 <

−
√

2mB
~2 < 0 tq :

~
2k2

1

2m
=

~
2k2

2

2m
−B := E > 0, (2.78)

alors T (k1) = T (k2)

Preuve.
1. Montrons la relation de conservation de l’énergie (2.77) pour k > 0 (elle est

également vraie pour k < 0).
On considère Φk(x) solution de (2.1), alors, en multipliant l’équation de Schrödinger,
apparaissant dans (2.1), par Φk(x) et en intégrant sur [0, L], on obtient :

~
2

2m

∫ L

0

d2

dx2
Φk(x)Φk(x)dx+

∫ L

0

V (x)|Φk(x)|2dx =
~

2k2

2m

∫ L

0

|Φk(x)|2dx.

On en déduit :

Im

(∫ L

0

d2

dx2
Φk(x)Φk(x)dx

)

= 0.

Or par intégration par parties, on a :

∫ L

0

d2

dx2
Φk(x)Φk(x)dx =

[

d

dx
Φk(x)Φk(x)

]L

0

−
∫ L

0

| d
dx

Φk(x)|2dx

ce qui donne :

Im

[

d

dx
Φk(x)Φk(x)

]L

0

= 0.
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En utilisant les conditions aux limites vérifiées par Φ, il vient :
√

k2 + 2mB/~2|Φk(L)|2 + k(|Φk(0)|2 − 2Re(Φk(0))) = 0.

Or pour tout z ∈ C, on a |z − 1|2 = |z|2 − 2Re(z) + 1, et donc :

√

k2 + 2mB/~2/k|Φk(L)|2 + |Φk(0) − 1|2 = 1,

ce qui correspond à l’équation de conservation (2.77).
2. Notons Φ1 = Φk1 , Φ2 = Φk2 .

Puisque k1 > 0, et en utilisant (2.78), Φ1 est solution de :











− ~
2

2m
d2

dx2 Φ1(x) + V (x)Φ1(x) = EΦ1(x), x ∈ (0, L),

Φ′
1(0) + ik1Φ1(0) = 2ik1,

Φ′
1(L) + ik2Φ1(L) = 0.

(2.79)

De même, puisque k2 < 0 et en utilisant (2.78), Φ2 est solution de :











− ~
2

2m
d2

dx2 Φ2(x) + V (x)Φ2(x) = EΦ2(x), x ∈ (0, L),

Φ′
2(0) + ik1Φ2(0) = 0,

Φ′
2(L) + ik2Φ2(L) = 2ik2.

(2.80)

A cause de l’égalité (2.78), Φ1 et Φ2 vérifient la même équation sur [0, L].
En utilisant cette équation, on remarque que leur Wronskien est constant sur
[0, L]. En effet :

d

dx
W (Φ1,Φ2) =

d

dx

∣

∣

∣

∣

Φ1 Φ2

Φ′
1 Φ′

2

∣

∣

∣

∣

= Φ′′
1Φ2 − Φ1Φ

′′
2

= EΦ1Φ2 − EΦ1Φ2

= 0

Ceci peut être généralisé de la façon suivante : le Wronskien de tout couple
de solutions de la même équation différetielle homogène d’ordre 2, dont le
coefficient devant la dérivée d’ordre 1 est nul, est constant.
On en déduit W (Φ1,Φ2)(0) = W (Φ1,Φ2)(L) soit :

Φ1(0)Φ′
2(0) − Φ′

1(0)Φ2(0) = Φ1(L)Φ′
2(L) − Φ′

1(L)Φ2(L),

et en utilisant les conditions aux limites :

−ik1Φ1(0)Φ2(0)+ik1Φ1(0)Φ2(0)−2ik1Φ2(0) = −ik2Φ1(L)Φ2(L)+2ik2Φ1(L)+ik2Φ1(L)Φ2(L),

et donc
−k1Φ2(0) = k2Φ1(L).
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On en déduit |k1|2|Φ2(0)|2 = |k2|2|Φ1(L)|2 et en divisant par |k1||k2| :

|k1|
|k2|

|Φ2(0)|2 =
|k2|
|k1|

|Φ1(L)|2.

Or par défintion T (k1) = −k2
k1
|Φ1(L)|2 et T (k2) = k1

|k2| |Φ2(0)|2, on a donc bien
le résultat :

T (k1) = T (k2).

Appendice 2.B : Calcul des résonances, valeurs des

matrices éléments finis.

On rappelle que dans la section 2.2.1, les résonances sont obtenues à partir de la
résolution du problème

M(z)u = 0

où
M(z) = [A+ s(z)C + s(z +B)D − zE],

et les matrices A, C, D et E sont données par (2.28) et (2.29).
Les valeurs explicites des coefficients des matrices A et E sont obtenus à partir de
(2.28) et (2.29) en utilisant les formules (2.25)-(2.27) des pj et en intégrant. Pour la
matrice A, il faut en plus remplacer le potentiel V par son interpolé V =

∑J
j=0 Vjpj,

où les Vj sont les valeurs nodales de V .
On obtient alors les matrices carrées de taille J + 1 suivantes :

A =
h2

∆x















1 −1
−1 2 −1 0

. . . . . . . . .
0 −1 2 −1

−1 1















+ ∆x















ξ0 ζ0
ζ0 ξ1 ζ1 0

. . . . . . . . .
0 ζJ−2 ξJ−1 ζJ−1

ζJ−1 ξJ















et

E = ∆x















1
3

1
6

1
6

2
3

1
6

0
. . . . . . . . .

0 1
6

2
3

1
6

1
6

1
3















où

ζj =
Vj + Vj+1

12
, j = 0, ..., J − 1,

et

ξ0 =
V0

4
+
V1

12
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ξj =
Vj−1 + Vj+1

12
+
Vj
2
, j = 1, ..., J − 1

ξJ =
VJ
4

+
VJ−1

12
.

Appendice 2.C : Régularité des fonctions propres général-

isées autour la fréquence nulle.

Dans cette section, on souhaite montrer le résultat (2.36). Nous le montrerons
pour Φk et le résultat s’étendra à Φe

k en remplaçant V par Vfill + VNL.
Pour k > 0, les fonctions propres généralisées Φk solutions de (1.17)-(1.20) peuvent
s’écrire à l’aide de la formule de Lippmann-Shwinger

Φk = Φ1,k −R(Ek)V1Φ1,k

où R(z) est donnée par (1.28) et

Φ1,k := h1/2eikb1Uu−

avec h, U et u− données par (1.29) et (1.35). Par construction, Φ1,k est une fonction
propre généralisée de l’opérateur de référence H1 défini par (1.24) et

H1Φ1,k = EkΦ1,k

On rappelle que V1 est une perturbation L∞ à support compact de H1 telle que
H = H1 + V1. On en déduit que V1Φ1,k ∈ L2

2s(IR), ∀s > 1/2. Alors, la fonction
k → R(Ek) est définie à l’aide du prolongement donné dans le Corollaire 1.5.7. Il
se trouve que ce prolongement définit une fonction analytique sur (0,+∞). D’autre
part, on vérifie à partir de (1.35) que Φ1,k est analytique pour k > 0. Si ce résultat
était vrai pour k = 0, on aurait directement (2.36) et le travail serait terminé. En
effet Φk=0 = 0 et donc, sous l’hypothèse d’analycité, il existe α tq pour k > 0, on
ait

Φk

k
−→
k→0

α

ce qui implique
|Φk| ≤ Ck

dans un voisinage de 0. Or ni la régularité de R(Ek), ni celle de Φ1,k n’est garantie
en k = 0 vu que le point 0 est un point particulier pour la racine

√
z. Cependant,

on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.14. On considère les fonctions propres généralisées Φk définies
par (1.17)-(1.20). Alors :
• sous l’hypothèse B > 0, il existe C, k0 > 0 telles que

||Φk||L∞(0,L) ≤ Ck, ∀k ∈ (0, k0] (2.81)
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• sous l’hypothèse
V ≥M, p.p. (0, L) (2.82)

où M est une constante strictement positive, il existe α ∈ C1[0, L] telle que

lim
k→0
k>0

||Φk

k
− α||L∞(0,L) = 0 (2.83)

Nous noterons que le deuxième point de la proposition signifie que k 7→ Φk admet
une dérivée à droite en 0 en tant qu’application de IR dans L∞(0, L). Des estimations
similaires à (2.81) sont également montrées dans [5] et [7].

Preuve. • Nous ferons intervenir les problèmes (2.3)-(2.5) introduits dans la section
2.1.3 et afin de simplifier les notations, nous poserons :

W (x) =
2mL2

h2
V (xL), β = 2mBL2/~2 (2.84)

et
f̌(x) = f(1 − x)

On considère Y : (0, 1) → C
2 la solution du problème (2.5) qui s’écrit à l’aide de

(2.84) :
{

Y ′(x) = M(x)Y (x), x ∈ (0, 1),

Y (0) = Y0,

où

M(x) =

(

0 1
W̌ (x) − k2 0

)

et Y0 = (1,−i
√

k2 + β)T . (2.85)

Alors, on a :
||Y ′(x)||2 ≤ ||M(x)||2||Y (x)||2 (2.86)

où

||y||2 :=
√

|y1|2 + |y2|2 et ||M ||2 = sup
y 6=0

||My||2
||y||2

En utilisant les propriétés de la norme ||.||2 des matrices réelles, voir [20], on a :

||M(x)||2 = max{λ1/2; λ ∈ σ(M(x)TM(x))} ≤ 1 + |W̌ (x) − k2|

L’application du lemme de Grönwall à (2.86) donne donc ∀k, x ∈ (0, 1) :

||Y (x)||2 ≤ e
R x
0 1+|W̌ (t)−k2|dt||Y (0)||2

≤ e1+||W ||L∞(0,1)+k
2
√

1 + k2 + β

≤ C (2.87)

où C > 0 est une constante indépendante de k et de x.
Comme nous l’avons remarqué dans la section 2.1.3, si l’on note Y (x) = (v(x), v′(x))T ,
la fonction Φk est donnée par

Φ k
L
(xL) = u(x) (2.88)
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où

u =
v̌

γ
k et γ =

−v′(1) + ikv(1)

2i
(2.89)

est la solution du problème (2.3) que l’on peut réécrire comme suit :











−u′′ + (W − k2)u = 0, (0, 1)

u′(0) + iku(0) = 2ik

u′(1) − i
√

k2 + βu(1) = 0

En multipliant la première équation du système par u et en intégrant par partie, on
obtient :
∫ 1

0

|u′|2dx+

∫ 1

0

(W − k2)|u|2dx− i
√

k2 + β|u(1)|2 − ik|u(0)|2 + 2iku(0) = 0

où l’on a utilisé les conditions aux limites vérifiées par u. En prenant la partie
imaginaire, on a :

√

k2 + β|u(1)|2 + k|u(0)|2 = 2kReu(0)

et donc
√

k2 + β|u(1)|2 ≤ 2k|u(0)|
En utilisant (2.89) et (2.87) : ∀k ∈ (0, 1) on a

k2
√

k2 + β
|v(0)|2
|γ|2 ≤ 2

k2

|γ| |v(1)|

≤ C
k2

|γ|

où C > 0 est indépendante de k. Ensuite la condition initiale sur Y (x) donnée dans
l’équation (2.85) implique v(0) = 1 et il vient

|γ| ≥ 1

C

√

k2 + β ≥ 1

C

√

β > 0 (2.90)

En rassemblant (2.87) et (2.90), on obtient :

||u||L∞(0,1) =
||v||L∞(0,1)

|γ| k ≤ Ck, ∀k ∈ (0, 1) (2.91)

En vertue de (2.88), l’équation précédente donne le résultat (2.81).
• Pour montrer le deuxième point, nous ferons intervenir les formulations variation-
nelles pour obtenir des estimations à priori que donnerons la limite souhaitée.
Pour k > 0, en utilisant les notations du point précédent, la fonction

w :=
u

k
(2.92)
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est la solution du problème

w ∈ C1[0, 1] t.q.











−w′′ + (W − k2)w = 0, D′(0, 1)

w′(0) + ikw(0) = 2i

w′(1) − i
√

k2 + βw(1) = 0

(Pk)

et de la formulation variationnelle équivalente à (Pk) :
{

w ∈ H1(0, 1) t.q. ∀ϕ ∈ H1(0, 1)
∫ 1

0
w′ϕ′dx+

∫ 1

0
(W − k2)wϕdx− i

√

k2 + β(wϕ)(1) − ik(wϕ)(0) + 2iϕ(0) = 0
(P̃k)

Nous renvoyons à [15] pour la preuve de l’équivalence

(Pk) ⇔ (P̃k). (2.93)

Alors, on considère α la solution du problème (P̃ ) := (P̃k=0) ci-dessous
{

α ∈ H1(0, 1) t.q. ∀ϕ ∈ H1(0, 1)
∫ 1

0
α′ϕ′dx+

∫ 1

0
Wαϕdx− i

√
β(αϕ)(1) + 2iϕ(0) = 0

(P̃ )

A l’aide d’une équivalence similaire à (2.93) entre (P̃ ) et le problème distributionnel
associé, on obtient

α ∈ C1[0, 1] (2.94)

D’autre part, en faisant la différence entre la formulation variationnelle du problème
(P̃k) et celle du problème (P̃ ), on a ∀ϕ ∈ H1(0, 1) :
∫ 1

0

(w−α)′ϕ′dx+

∫ 1

0

((W−k2)w−Wα)ϕdx−i(
√

k2 + βw(1)−
√

βα(1))ϕ(1)−ik(wϕ)(0) = 0

Si l’on pose
h = w − α (2.95)

l’équation ci-dessus prise en ϕ = h donne :

∫ 1

0

|h′|2dx+

∫ 1

0

W |h|2dx− k2

∫ 1

0

whdx− i
√

k2 + β|h(1)|2

− i(
√

k2 + β −
√

β)(αh)(1) − ik(wh)(0) = 0

et en prenant la partie réelle :

∫ 1

0

|h′|2dx+

∫ 1

0

W |h|2dx+ Re [−k2

∫ 1

0

whdx− i(
√

k2 + β −
√

β)(αh)(1)

− ik(wh)(0)] = 0 (2.96)

On déduit de (2.91) et (2.94) que :

||w||L∞(0,1), ||α||L∞(0,1) ≤ C
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et donc
||h||L∞(0,1) ≤ C

où C > 0 est indépendante de k ∈ (0, 1). Ceci appliqué à l’équation (2.96) implique :

∫ 1

0

|h′|2dx+

∫ 1

0

W |h|2dx ≤ k2||w||L∞(0,1)||h||L∞(0,1) + (
√

k2 + β −
√

β)||α||L∞(0,1)||h||L∞(0,1)

+ k||w||L∞(0,1)||h||L∞(0,1)

≤ C(k2 + (
√

k2 + β −
√

β) + k) = o(1) (2.97)

Maintenant, l’hypothèse (2.82) et l’injection continue

H1(0, 1) ⊂ L∞(0, 1)

en dimension 1, permettent d’écrire :

∫ 1

0

|h′|2dx+

∫ 1

0

W |h|2dx ≥ min{1,M}||h||2H1(0,1) ≥ C||h||2L∞(0,1) (2.98)

où C > 0. On obtient le résultat (2.83) en combinant (2.97) et (2.98) et en tenant
compte du changement de variable (2.88)(2.92)(2.95).
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Chapitre 3

Simulation of resonant tunneling
heterostructures : numerical
comparison of a complete
Schrödinger-Poisson system and a
reduced nonlinear model

The work presented here was done in common with

Virginie Bonnaillie-Noël 1, Francis Nier 2

and was submitted in Journal of Computational Electronics.

Abstract : Two different models are compared for the simulation of the transverse
electronic transport through an heterostructure : a 1D self-consistent Schrödinger-
Poisson model with a numerically heavy treatment of resonant states and a reduced
model derived from an accurate asymptotic nonlinear analysis. After checking the
agreement at the qualitative and quantitative level on quite well understood bifurca-
tion diagrams, the reduced model is used to tune double well configurations for which
nonlinearly interacting resonant states actually occur in the complete self-consistent
model.

Keywords : Quantum transport, self-consistent models, resonances
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3.1 Introduction

The modelling of the electronic transport in quantum electronic devices is well de-
scribed within a Landauer-Büttiker approach (see [La][BILP][CV][Fr][BAM][BA][Ni3]).
A well-known difficulty for the numerical simulations comes from quantum reso-
nances because they produce very stiff variations of the spectral quantities with
respect to the energy variable : this increases dramatically the numerical complexity
or requires some specific treatment. This point becomes an issue when the numeri-
cal simulation is motivated by a self-consistent nonlinear problem which takes into
account in a mean field approach the electronic repulsion (see [BAP][LKF][Pi1]).
Such a nonlinear system is often referred to as a Schrödinger-Poisson system. Mean-
while in the one-dimensional setting the scattering states are simply described in
the active region by using energy-dependent transparent boundary conditions for
the Schrödinger equation. After an accurate asymptotic analysis of the nonlinear
spectral problem presented in [NP][BNP1][BNP2], an asymptotic reduced model
has been derived by considering the regime of a finite number of resonant states
produced by quantum wells in a semiclassical island. The reduced model summa-
rizes how a finite number of resonant states as well as the phase-space geometry
of the tunnel effect governs the nonlinearity and may produce several nonlinear
solutions like in [JLP]. After introducing carefully the scaling and checking the rel-
evancy of the approximations, realistic cases similar to the one studied in [Pi1] for
GaAs devices and [LKF] for Si-SiO2 devices have been numerically tested in [BNP].
The agreement with the simulations of [Pi1][LKF] were satisfactory although the
configurations in [BNP] were not exactly the same (for example, the nonlinear ef-
fect outside the barriers were not taken into account although they are known to
produce sometimes non negligible effects, see for example [MLV]). Furthermore the
rapidity of the computations and the exhaustive description of nonlinear solutions
with the finite dimensional reduced model made possible the exploration of some
exotic nonlinear solutions with nonlinearly interacting resonant states. The purpose
of the present article is twofold

1. Check by taking exactly the same data for both models that the reduced model
and the complete Schrödinger-Poisson model agree very well at the qualitative
and quantitative level.

2. Check that the exotic nonlinear solutions found in the double well problem
make sense within the Schrödinger-Poisson problem and lead to interesting
physical phenomena like a damped beating effect stable for an extended range
of applied bias.

Although a rescaling leading to dimensionless quantities allows to consider equally
Ga-As or Si-SiO2 devices (see [BNP]) only Ga-As have been considered here.
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3.2 The model

3.2 The model

Initial writing.
The mass m that we use is the effective electronic mass m = m3 in the transverse
direction x = x3. The quantum hamiltonian for a single electron has the form

− ~
2

2m

d2

dx2
+ V(x), V = B + V0 + V NL, (3.1)

with a nonlinear potential V NL which is non negative and takes into account the
mean repulsive electrostatic potential in the area a ≤ x ≤ b. The nonlinear effects
are not taken into account outside the heterostructure (quasineutral approxima-
tion). The total potential denoted by V also includes the piecewise affine function
B referring to the bias voltage −B,

B(x) = −B
[

x− a

b− a
1[a,b](x) + 1[b,+∞)(x)

]

.

It is also made of the second term V0 which describes the barriers and the wells,

V0(x) = V 01[a,b](x) +
N
∑

j=1

W j(x),

with the constant V 0 > 0 and the compactly supported potentials W j ∈ L∞(R),
−V 0 ≤ W j ≤ 0, fixed. The external potential B + V0 is represented in Figure 3.1.
The beam of electrons injected from both sides is described by a function f of the

XX

XXX

XXXX

X

XXX

6

V 0

?
−B

a b

Fig. 3.1 – Linear potential in the heterostructure.

momentum variable k ≷ 0

f(k) = g
+
(k2)1R+(k) + g−(k2 −B)1R−(k) . (3.2)

Up to the reference energy (0 or −B), the injection profile is the same for both sides

g
+
(E) = g

0
(E) and g−(E) = g

0
(E +B) ,

where g0 is the Fermi-Dirac distribution function integrated along the two directions
(x1, x2)

g
0
(k2) =

√
m1m2 kBT

π~2 ln

(

1 + exp

(

EF− ~
2k2

2m

kBT

))

, (3.3)
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with the Fermi level

EF =
~

2

2
(3π2nD)2/3 (m1m2m3)

−1/3 .

The introduction of a non isotropic effective electronic mass (m1,m2,m3) with this
simplified relation between donor density nD and EF allows to adapt this model and
the numerical simulations to Si-SiO2 heterostructures like in [LKF].
The out-of-equilibrium regime for Schrödinger-Poisson system requires the introduc-
tion of the generalized eigenfunctions in order to describe the steady state density.
The incoming generalized eigenfunctions ψ−(k, x) are defined for k > 0 by

− ~
2

2m
d2

dx2ψ−(k, x) + Vψ−(k, x) = ~
2k2

2m
ψ−(k, x) for x ∈ R,

ψ−(k, x) = eikx +R(k) e−ikx for x ≤ a,

ψ−(k, x) = T (k) ei
√
k2+B x for x ≥ b,

with a similar formulation for k < 0 (exchange x ≤ a and x ≥ b, replace k by a
well chosen square root of k2 − B, see [BNP] for details). The electronic density n
is given by

n(x) =

∫ +∞

0

g(k2)|ψ−(k, x)|2 dk
2π

+

∫ 0

−∞
g(k2 −B)|ψ−(k, x)|2 dk

2π
. (3.4)

Finally the nonlinear potential V NL solves the Poisson equation

{

−∆V NL = q2

ǫ
n,

V NL(a) = V NL(b) = 0.
(3.5)

The average current density (independent of x in the steady state) is computed
according to the steady state formula

J =
e~

m

∫

R

f(k)

b− a

∫ b

a

ℑ∇ψh−(k, x)ψh−(k, x)dx
dk

2π
, (3.6)

with f defined in (3.2).

Rescaling.
For a more flexible numerical treatment which can be adapted to several kinds
of semiconductors, and also in order to carry out the asymptotic analysis which
has led to the reduced model, the Schrödinger-Poisson system is better written
with dimensionless quantities and unknowns. The rescaled position variable x =
(x− a)/L, L = b − a, now lies in [0, 1] and the rescaled energies are given by
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E = E/EF , V = V /EF . The nonlinear system with unknow V h
NL can be written































































































−h2 d2

dx2ψ
h
−(k, x) + Vhψh−(k, x) = k2ψh−(k, x),

+ transparent boundary conditions at x = 0 or 1,

Vh(x) = B(x) + Vh0 (x) + V h
NL(x),

Vh0 (x) = V01[0,1](x) −
N
∑

j=1

Wj

(x−cj
h

)

,

g0(k
2) = β−1 ln (1 + exp(β(1 − k2))) ,

g+(E) = g0(E) and g−(E) = g0(E +B),

n(x) =

∫ +∞

0

g+(k2)|ψh−(k, x)|2 dk
2πh

+

∫ 0

−∞
g−(k2 −B)|ψh−(k, x)|2 dk

2πh
,

−∆V h
NL = γn, with V h

NL(0) = V h
NL(1) = 0 .

(3.7)

The parameters equal

k =
k~√

2mEF
, h =

~

L
√

2mEF
, β =

EF
kBT

and γ =
4L

aB
,

where the Bohr radius is defined as usual aB = 4π~
2ǫ√

m1m2 q2
.

3.3 Theory and applications

The reduced model is obtained after taking the limit h→ 0 in the system (3.7).
This analysis has been carried out completely in the series of articles [BNP1][BNP2][NP].
In the end the reduced model consists in solving some simple collection of finite di-
mensional (the dimension equals the number N of wells) nonlinear systems with
constraints. In order to write them, some notations are necessary. We simply give a
brief review of the theoretical results and their application. The adaptation of this
system in realistic situations when h > 0 is 0.1 or 0.3 has been explained with details
in [BNP].

Notations.
– For a given limit V = limh→0 V

h
NL, the potential Ṽ is the corresponding filled

(i.e. where the wells Wj have been removed) potential

Ṽ(x) = B(x) + V01[0,1](x) + V (x) .

– For any j = 1, . . . , N , (−εkj )1≤k≤Kj<+∞ denotes the finite collection of negative
eigenvalues for the Schrödinger operator Hj := −d2/dx2 + Wj(x), labelled in
the increasing order. The set of energies Ej is defined by

Ej =
{

Ṽ(cj) − εkj , 1 ≤ k ≤ Kj

}

. (3.8)
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– The set of resonant energies is defined as E = ∪Nj=1Ej .
– For any E ∈ R, we set

JE := {j ∈ {1, . . . , N} s. t. E ∈ Ej}.

When j ∈ JE, the well cj is called resonant at the energy E.
– Finally, we set

cEℓ := min
j∈JE

cj, cEr := max
j∈JE

cj ,

and simply
cE when cEℓ = cEr .

– For a potential Φ, the action (or Agmon distance) is given by

dAg(x, y; Φ) =

∣

∣

∣

∣

∫ y

x

√

max {Φ(t), 0} dt
∣

∣

∣

∣

.

For a resonant energy E ∈ E , we set

δEℓ := dAg(c
E
r , 1; Ṽ − E) − dAg(0, c

E
r ; Ṽ − E),

δEr := dAg(0, c
E
ℓ ; Ṽ − E) − dAg(c

E
ℓ , 1; Ṽ − E) .

Asymptotic system.
The reduced model written for all the possible limits V of V h

NL as h → 0 is written
as a simple Poisson equation







−∆V =
∑

E∈E

∑

j∈JE

(

tEj (g+(E) − g−(E)) + g−(E)
)

δcj ,

V (0) = V (1) = 0,

(3.9)

with the convention that (g+ − g−)(0) can be any value in [0, (g+ − g−)(0+)] and
where the coefficients tEj belong to [0, 1] and satisfy :

– tEj = 0 when E < 0 ,
– and for E > 0,

{

δEℓ > 0 ⇒ tEj = 1, ∀j ∈ JE,
δEr > 0 ⇒ tEj = 0, ∀j ∈ JE.

(3.10)

The above system (3.9) is actually a finite dimensional system since the charges are
asymptotically concentrated like delta-functions and the potential V is a piecewise
affine function. This asymptotic system restates the paradigm about resonant het-
erostructures which says that the nonlinear effects are governed by a finite number
of resonant states. The quantum mechanics is contained in the finite set of reso-
nant energies and also in the coefficients tj which encodes the comparison of the
tunnel effects between the left- and right-hand sides. Consider the single well case
for example : the coefficient t1 vanishes when the tunnel effect at the resonant en-
ergie is easier on the left-hand side than on the right-hand side, equals 1 in the
opposite case, and can take an arbitrary value when the two tunnel effects have a
comparable intensity. The general rule (3.10) given above is just an example of a
possible comparison. Things can be specified and are a bit more complicated when
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the interaction of resonances is made possible in the multiple well problem. On the
basis of the theoretical analysis carried out in [BNP1][BNP2], a complete classifi-
cation has been proposed in [BNP] for the double well problem. Finally note that
the coefficients tj and the value (g+ − g−)(0) can be viewed as Lagrange parameters
which takes arbitrary value when some constraint about the Agmon distances or
the energies is saturated. Hence the finite dimensional problem can be easily solved
numerically in order to get all the possible asymptotic solutions to the nonlinear
problem.

Adaptation.
The theoretical asymptotic analysis suggests that in the limit h → 0 the quantum
wells and the charges are concentrated at some points ci, i = 1, . . . , N . In realistic
cases, the rescaling of the equations leads to value of h of order 10−1, which is small
but not very small. The asymptotic picture has to be adapted in order to make the
most suitable approximation for the different quantities : Concentrated charges is a
reasonable approximation when the nonlinearity is not very strong and if ci is well
chosen, but the comparison of the tunnel effect has to be done with the exact sizes
of the potential barriers :

– The resonances have imaginary parts (or resonances width) of order e−C/h and
give rise to very stiff variations of spectral quantities even when h > 0 is not
very small. This part of the asymptotic model (i.e. the sum over the set JE)
is kept.

– When the nonlinearity is not very strong in comparison with the potential
barrier (that is V0 = V 0/EF ≫ 1), a good average position of the charge can
be determined via an interpolation method based on the Feynmann-Hellman
relation.

– The evaluation of the tunnel effects in the phase-space involves the comparison
of quantities looking like e−A1(h)/h and e−A2(h)/h. In order to make an accurate
comparison of two such quantities, the factors A1(h) and A2(h) have to be
computed accurately. In this case the exact geometry of the potential barriers
is taken into account, that is they are computed with the exact numerical value
of h.

Details of these modifications of the asymptotic model have been explained with
details in [BNP] while checking at every step the relevancy of the approximations.

3.4 Steady states computations

In [BNP], a rather good numerical agreement with other simulations for Ga-As in
[Pi1] and for Si-SiO2 in [LKF] heterostructures was observed. The reduced model,
after adaptation, allowed to understand clearly how the numerical data influence
the bifurcation diagrams of nonlinear steady states when the applied bias varies.
For example the hysteresis phenomenon appears clearly in a double barrier struc-
ture (one well) when the right-hand side barrier is larger than the first one and not
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in the opposite case. Contrary to the general numerical tests, the case when the two
barriers have the same size has to be avoided since the tunnel effects on both sides
are comparable, with fluctuations due to the nonlinearity and the applied bias which
cannot be easily determined a priori. In the double well problem (three barriers) a
possible nonlinear interaction of two resonant states, giving rise to a new branch of
nonlinear steady states, was detected with the reduced model although no such case
had been presented before.

The comparison with the numerical solution of the initial Schrödinger-Poisson
system has two aims : 1) Verify accurately the numerical agreement between the
adapted reduced model and the Schrödinger-Poisson system roughly observed in
[BNP] when the modelling and the numerical data are exactly the same (for example
the nonlinear effects outside the heterostructure are not taken into account in the
present version of the reduced model contrary to the results in [Pi1] and [LKF]) ; 2)
Check that the bifurcation diagrams observed in the reduced model, with a great
sensitivity to numerical data, can really be produced with the far from equilibrium
Schrödinger-Poisson system.

The reduced resolution is compared with the direct resolution presented in [Pi1].
The direct resolution, considered as the reference, is performed as follows. The non-
linear system (3.7) is solved by using a Gummel iteration, proposed in [22], which
corresponds to finding the solution V new

NL of the equation

− d2

dx2
V new
NL = γnold exp(V old

NL − V new
NL ) ,

for a given iterate V old
NL. The density nold is computed from the potential V old

NL by
solving a large enough number of Schrödinger equations, appearing in (3.7), in or-
der to make an accurate numerical integration with respect to the k variable in the
computation of the particle density. The number of Schrödinger equations and the
accuracy of the density are improved by refining the mesh of integration around
the resonant energies. The convergence of the algorithm depends strongly on the
initial guess, especially when several nonlinear solutions are possible. In particular,
the hysteresis phenomenon can be observed numerically. Solving the system (3.7) by
increasing and then decreasing the applied bias does not provide the same branch of
solution after initializing the Gummel algorithm within a continuation method. Ex-
cept with the extreme values of B, the numerical solution after convergence for the
previous value of the bias is used as an initial guess for the Gummel algorithm. For
the extreme values of B, the nonlinear potential is initialized to the null potential.
Compared with this, the numerical resolution of the reduced model provides at once
all the possible nonlinear solutions for a given bias and all the possible branches of
the bifurcation diagram when the bias varies.

Double barrier Ga-As heterostructure.
In [Pi1], Pinaud did not observe the hysteresis phenomenon because he took a sym-
metric double barrier. A simple change of the size of the barriers leads to multiple
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3.4 Steady states computations

nonlinear solutions to the reduced model for a fixed bias, interpreted as an hysteresis
case with respect to the variation of the bias. Let us recall some physical parame-
ters :

Rel. el. mass 0.067 Rel. permitivity 11.4
Temperature 300 K Height of barriers 0.3 eV
Donor density 1024 m−3 Fermi level EF 0.054 eV

The numerical computations are carried out for 200 values of the applied bias B
between 0 eV and 0.25 eV and the small parameter takes here the value

h = 0.22,

when the geometry of the potential is given by

Size of barriers 3 × 10−9, 6 × 10−9 m
Size of well 6 × 10−9 m.

Figure 3.2 gives the comparison of the I-V curves.

Fig. 3.2 – Comparison of I-V curves for the two models.

Two methods for solving the complete Schrödinger-Poisson system have been tested :
1) a continuation method by increasing or decreasing the applied bias ; 2) for any
fixed bias, initiate the Gummel algorithm by the series of all possible nonlinear
potentials solving the reduced model. Both methods gave the same result. It is
interesting to note that the hysteresis effect detected via the asymptotic model
appears in the continuation method : Only one part of the I-V curve is obtained by
increasing or decreasing the bias (see Fig. 3.3).
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3 Simulation of resonant tunneling heterostructures : numerical comparison...

Fig. 3.3 – Comparison of the I-V curves obtained via the continuation method by
increasing (top) or decreasing (bottom) the bias.

Another way to understand or compare the bifurcation diagrams is by looking at
the resonant energy attached to any nonlinear solution as a function of the applied
bias. The first picture of Figure 3.4 shows that the bifurcation diagrams are coherent
although the hysteresis phenomena are slightly amplified in the asymptotic model.
The second picture of Figure 3.4 shows the comparison for the bias B = 0.05 eV of
the real nonlinear potential and the piecewise affine potential of the reduced model.

Fig. 3.4 – Comparison of the bifurcation diagram on the Eres-V curve (left) of the
nonlinear potential for B = 0.05 eV (right).

Double well Ga-As heterostructure.
With the same physical parameters (except the donor density and the geometry of
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3.4 Steady states computations

the barriers) some cases have been tested with the reduced model with a double
well (three barriers) so that there is a non trivial interaction of resonances. Such
a case has already been presented in [BNP] for an Si-SiO2 heterostructure, but we
can keep the same material as above with the same effect. The specific data of the
device are given in Table 3.1.

Size of barriers 5 × 10−9, 5 × 10−9, 6 × 10−9 m
Size of wells 6 × 10−9 m
Donor density 5 × 1024 m−3

Tab. 3.1 – Data for the Ga-As device.

The reduced model leads to the bifurcation diagram given in Figure 3.5, represented
in terms of the two resonant energies with respect to the applied bias (the highest
resonant energy is initially in the right-hand well).

Fig. 3.5 – Bifurcation diagram of the reduced model.

Two branches are possible when the resonances reach the same value, either they
cross or they remain together due to the nonlinear effect for a wide range of the
bias. Actually we know that this picture is incorrect when h > 0 since crossings have
to be replaced by avoided crossings in 1D quantum mechanical systems (although
resonances can lead exceptionally to higher multiplicity Jordan blocks according to
[GMS]). The question is to know which configuration of Figure 3.6 is selected by the
complete Schrödinger-Poisson system.

The computations on the full Schrödinger-Poisson system show that both solutions
coexist according to the prediction of the reduced model.

The I-V curves are similar (see Fig. 3.8).
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E2

E1

E2

E1

E1 = E2

OR ?

Fig. 3.6 – Two possibilities of nonlinear avoided crossings.

The two model agree at the qualitative and quantitative level although a change
by 0.5 nm (a few atomic layers) of the last barrier changes dramatically the bi-
furcation diagram of the reduced model. With its numerical efficiency, the reduced
model appears here as a good tool to detect rapidly the configurations which lead
to interesting nonlinear effects.

3.5 Time dependent nonlinear dynamics

When the barriers are well chosen, the double well problem leads to a branch of
nonlinear steady states with interacting resonant states. The theoretical analysis as
well as the observation of the electron density for these nonlinear solutions, show that
they are due to resonant states delocalized in both wells. The question is whether
this can lead to some nonlinear beating effect.

Like in [Pi1], the time dependent Schrödinger system is solved by using a Crank-
Nicolson scheme :

i~
ψn+1(k,x)−ψn(k,x)

∆t
= − ~

2

2m
d2

dx2

(

ψn+1(k, x) + ψn(k, x)
)

+ Vn+1/2(x)
(

ψn+1(k, x) + ψn(k, x)
)

,
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3.5 Time dependent nonlinear dynamics

Fig. 3.7 – Top : Comparison of the complete bifurcation diagrams ; Middle : Con-
tinuation according to B : 0 eV → 0.16 eV ; Bottom : Continuation both ways.

Fig. 3.8 – Comparison of the I-V curve given by the reduced model (left) and by
solving the complete Schrödinger-Poisson system (right).

where Vn+1/2 = 2Vn − Vn−1/2 and ∆t is the time step, together with equation
{

−∆V n+1
NL = q2

ǫ
nn+1,

V n+1
NL (a) = V n+1

NL (b) = 0 .
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3 Simulation of resonant tunneling heterostructures : numerical comparison...

The Crank-Nicolson scheme comes with the transparent boundary conditions
proposed by [Arn] and the initial condition ψ0(k, x) = φ(k, x), where φ(k, x) denotes
the wave function at frequency k corresponding to the solution of (3.7) for the initial
bias. The density nn+1(x) is computed from the ψn+1(k, x) using formula (3.4).

Several time-dependent simulations of the full Schrödinger-Poisson system have
been carried out. It is realized by switching at time t = 0, the bias from B = 0 eV
to B = 0.08 eV . The initial data are the one associated with the nonlinear steady
state for B = 0 eV . Figure 3.9 shows the variations with respect to time of average
density current calculated numerically, for the donor density 5 × 1024 m−3. The
average current density Jn at the n-th time step is computed by using formula
(3.6) (such an expression makes sense within an adiabatic approximation), where
the stationary wave functions are replaced by the ψn(k, x) :

Jn =
e~

m

∫

R

f(k)

b− a

∫ b

a

ℑ∇ψn(k, x)ψn(k, x)dxdk
2π

.

Fig. 3.9 – Evolution of the current and the charge densities in the wells.

The (damped) beating effect is even more obvious on the second plot of Figure 3.9,
which shows the time evolution of the charge concentrated in the first and second
wells. The period of the oscillations and the damping time can be determined after
applying a FFT analysis to the time dependent curves. The damping time is deter-
mined after translating the time-dependent curve by one period Tper, the peak of
the Fourier transform is multiplied by e−Tper/Tdamp . The numerical computation of
the period Tper shows a good agreement with the theoretical value 2π~/∆E, where
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3.6 Conclusion

∆E denotes the gap (computed numerically on the nonlinear steady state solution)
between the two resonant energies, although the nonlinear effects should bring some
correction on the time dependent analysis. This has been done in Table 3.2 for
several values of the doping density, without changing the other parameters. The
nonlinear effects increase when the donor density is increasing.

Donor density (m−3) 2π~

∆E
(ps) Tper (ps) Tdamp (ps)

10 × 1024 0.69 0.55 1.1
5 × 1024 0.51 0.43 1.6
2 × 1024 0.54 0.43 2.1
1 × 1024 0.5 0.43 2.6

Tab. 3.2 – Theoretical periods and numerical values of Tper and Tdamp for several
donor densities.

The frequency of the oscillations of order 0.5 × 10−12 s corresponding to wave-
lengths of order 10−4 m makes the electrostatic description for such an oscillating
charge relevant at the nanometer scale. Note that the damping is increasing when
the nonlinear effects are stronger, in agreement with what is observed in some other
models studied for example in [GMS2]) where the nonlinearity kills the beating ef-
fect after reaching a critical strength. Such a theoretical study would be valuable
here but requires some heavy mathematical techniques.

3.6 Conclusion

The comparison of the reduced model introduced in [NP][BNP1][BNP2][BNP]
with the simulation of the complete Schödinger-Poisson system confirms its ability
to predict the bifurcation diagrams for far from equilibrium resonant tunneling de-
vices. Such a discussion in [NP] and [BNP] had already explained in the single well
problem which barrier configuration could lead to hysteresis phenomena. Although
a rather strong sensitivity to the geometry of the barriers, it also allows to design
configurations for which resonant states of a double well system interact nonlinearly
in a rather stable way. The question is whether such nonlinear steady states or in
the transient regime such a nonlinear beating effect survive in a more complete mod-
elling taking into account the nonlinear effects outside the barrier-well structure. In
the time-dependent double well problem, the coupling of the oscillating dipole with
the electromagnetic field could be of interest as well.
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Chapitre 4

A semi-classical Schrödinger-Poisson
problem in dimension d ≤ 3 and
analysis of the case d = 1

We consider the stationary Schrödinger-Poisson model with a background po-
tential describing a quantum well. The Hamiltonian of this system composes of con-
tributions – the background potential well plus a nonlinear repulsive term – which
extends on different length scales with ratio parametrized by the small parameter h.
With a partition function which forces the particles to remain in the quantum well,
the limit h → 0 in the nonlinear system leads to different asymptotic behaviours,
including spectral renormalization, depending on the dimension 1, 2 or 3.

4.1 Introduction

The quantum state of a gas of charged particles is described, in the mean field
approximation, by a nonlinear one-particle Schrödinger equation where the electro-
static repulsion is modeled by a non linear potential term depending on the charge
density through a Poisson equation. This class of models is usually referred to as
Schrödinger-Poisson systems. In this work we consider a stationary Schrödinger-
Poisson system in a bounded region of R

d, d ≤ 3, for which a background potential
models a quantum well, while the nonlinear potential extends on a wider scale. After
introducing a rescaling for which the small parameter h > 0 represents an inverse
length scale, the support of the potential well squeezes asymptotically to a single
point in the limit h→ 0. An equilibrium state of a gas of charged particles confined
in the quantum well will be considered, while the nonlinear electrostatic potential
created by such a concentrated charge extends to whole domain with different be-
haviour far from the well according to the dimension 1, 2 or 3.

Such a Schrödinger-Poisson problem has recently been considered in [1], [2] and
[12] in a more complex – although 1 dimensional – setting involving far from equi-
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4 A semi-classical Schrödinger-Poisson problem in dimension d ≤ 3...

librium steady states. This one-dimensional analysis leads to a reduced model which
happens to be very efficient in the numerical simulation of the electronic trans-
port through semiconductor heterostructures, like resonant tunneling diodes [3]. In
particular this technique allows to forecast with high precision the nonlinear phe-
nomenology – like hysteresis phenomena (e.g. in [9] and [14]) and steady oscillating
currents (e.g. in [10]) – observed in such devices.

For the sake of simplicity we shall use a low energy-filter in the definition of the
partition function f (see equation (4.5) below), that is the quantum states with an
energy larger than the threshold εS are not occupied. With such an assumption only
the quantum states confined in the well have an effect on the nonlinearity. This is
an important point to get asymptoticaly the macroscopic quantities.

Like in [1], [2] and [12] the analysis will be a mixture of nonlinear apriori estimates
combined with accurate semiclassical and spectral techniques (we refer to : [15], [6],
[7] and [4]) adapted for potentials with limited regularity. The outline of this Chapter
is the following. We end this section by introducing the model for d ≤ 3, both at the
macroscopic and quantum scales. In section 4.2, we give some asymptotics for the
spectrum of the linear Hamiltonian. The semi-classical analysis tools, necessary for
the study of the limit of the Schrödinger-Poisson system, are given in section 4.3.
The proof of the main result of section 4.2 is given in section 4.4. In section 4.5, we
present preliminary results for the Schrödinger-Poisson system valid for d ≤ 3. The
limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 1 is done in section 4.6.

The model

Let Ω be an open bounded set of R
d, d ≤ 3, and U a non positive function in

C∞
0 (Rd) supported in the ball of radius one centered in the origin of R

d. The open
set Ω is supposed smooth enough (for example C2 or piecewise C1 and convex) so
that the domain of the Dirichlet Laplacian is H2 ∩H1

0 (Ω).

For x0 ∈ Ω, we define the potential with center x0 and radius of order h > 0

Uh(x) = U

(

x− x0

h

)

, x ∈ Ω .

Being our analysis concerned with the limit h → 0, we can choose, without loss of
generality, h small enough so that the support of Uh is included in Ω. In particular,
defining with ω and ωh the supports of U and Uh respectively, we assume that
ωh ⊂ Ω for all values of h below a suitable positive constant : h ≤ h0.

Next we assign the function f ∈ C∞(R), with a threshold at εS < 0 and fulfilling
the conditions

f(x) > 0, ∀x < εS , (4.1)

f(x) = 0, ∀x ≥ εS , (4.2)

f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ R , (4.3)
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4.1 Introduction

and address, for h ∈ (0, h0], the following problem : find V h solving the non-linear
Poisson equation

{

−∆V h = n[V h] in Ω
V h
∣

∣

∂Ω
= 0

(4.4)

where the source term is
n[V h] =

∑

i≥1

f(εhi )|Ψh
i |2 , (4.5)

with
{

εhi
}

i≥1
given by the eigenvalues of the nonlinear Hamiltonian

Hh = −h2∆ + Uh + V h (4.6)

numerated from inf σ(Hh) counting multiplicities, while
{

Ψh
i

}

i≥1
are the correspond-

ing eigenvectors
{

HhΨh
i = εhi Ψ

h
i , in Ω ,

Ψh
i

∣

∣

∂Ω
= 0 .

(4.7)

The equations (4.4), (4.5) and (4.7) define the stationary Schrödinger-Poisson system
associated with the potential well Uh and the function f . In practical applications,
where these equations are used for the description of the charge distribution in
electronic devices, n[V h] describes the density of the charge careers of the system,
while f is a response function which depends on the characteristics of the device
and has to be considered as a data item of the problem.

The small parameter h > 0 arises from a rescaling after considering two length
scales, the macroscopic one where the particles behave like classical particles and
the microscopic one where the quantum effects have to be taken into account. From
this point of view it should be noticed that on R

d, the Schrödinger operator −h2∆+
U(x−x0

h
) is unitarily equivalent to −∆ + U(x) through the unitary map : L2(Ω) →

L2(Ωh)

Ψ̃h(x) = h
d
2 Ψh(hx+ x0), x ∈ Ωh , (4.8)

with
Ωh =

{

x ∈ R
d |hx+ x0 ∈ Ω

}

. (4.9)

It is easy to show that, under this transformation, the system of equations (4.4) -
(4.7) reads as































(

−∆ + U + Ṽ h
)

Ψ̃h
i = εhi Ψ̃

h
i in Ωh ,

−∆Ṽ h = h2−d
∑

i≥1

f(εhi )|Ψ̃h
i |2 in Ωh ,

Ṽ h
∣

∣

∣

∂Ωh
= 0 , Ψ̃h

i

∣

∣

∣

∂Ωh
= 0 ,

(4.10)

where the Poisson term is related to V h by

Ṽ h(x) = V h(hx+ x0), x ∈ Ωh . (4.11)

In this picture, the parameter h defines an isotropic dilation of the domain Ω such
that, in the limit h→ 0, Ωh covers the whole space R

d. We will refer to (4.10) as the
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Schrödinger-Poisson problem at the quantum scale, while the equations (4.4) - (4.7)
describe the problem at the classical scale. In both settings, the stationary states
form a set of real normalized functions

Im Ψh
i = 0;

∥

∥Ψh
i

∥

∥

L2(Ω)
= 1 , (4.12)

Im Ψ̃h
i = 0;

∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
= 1 . (4.13)

The analysis of our Schrödinger-Poisson system, will involve the operator

H0 = −∆ + U ; D(H0) = H2(Rd) , (4.14)

whose point spectrum, σp(H0), contains a finite number of points embedded in
[−‖U‖L∞ , 0). In particular, we make the following assumptions

σp(H0) 6= ∅ (4.15)

and
e1 := inf σ (H0) < εS . (4.16)

The reader may refer to Proposition 7.4 in [16] to see that (4.15) is always true
for d = 1, 2 with U ≤ 0 and not identically zero. On the other hand, for d = 3,
potentials fulfilling this condition can be obtained by possibly replacing U ≤ 0 with
λU ≤ 0, λ > 1 large enough. The hypothesis (4.16) – which prevents the solution to
(4.4) - (4.7) to be trivial – will be extensively used in this work.

4.2 Some asymptotics for the linear operator

Suppose temporarly that d = 1, Ω = (0, L) and consider the operator H0 defined
in (4.14). The multiplication operator U is a relatively compact, and therefore rela-
tively bounded, perturbation of − d2

dx2 . Then, the Weyl and Kato-Reillich Theorems
imply that H0 is self-adjoint and σess(H0) = [0,+∞).
As noted in the introduction U ≤ 0 implies that σd(H0) 6= ∅, and the discret spec-
trum of H0 is a countable set of negative eigenvalues with finite multiplicity and
zero as possible accumulation point. However, the Proposition 7.5 in [16] gives the
following bound on the number N of negative eigenvalues of H0 :

N ≤ 1 +

∫

IR

|x||U(x)|dx

bound which is finite, U being compactly supported.
We deduce that

σ(H0) = {e1, ..., eN} ∪ [0,+∞) (4.17)

where the ei are the points of σd(H0). We will make the convention ei = 0 for
i ≥ N + 1.
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For d ≤ 3, the potential U can be choosen so that (4.17) is also true.
Now, we are able to study the asymptotical behaviour when h→ 0 of the spectrum
of the unitarly equivalent operators

Hh
0 = −h2∆ + Uh , D(Hh

0 ) = H2 ∩H1
0 (Ω) (4.18)

and
H̃h

0 = −∆ + U , D(H̃h
0 ) = H2 ∩H1

0 (Ωh) (4.19)

comparing it with the spectrum of H0. This will be done in the general case d ≤ 3.
This operator is important in the study of our problem because it’s the linear part
of the Hamiltonian Hh defining the Schrödinger-Poisson system (4.4) - (4.7). The
spectral asymptotics of the linear operator will give information about the non-linear
one.
We will denote by (−h2 d2

dx2 )Ω the realisation of −h2 d2

dx2 on the bounded domain Ω

with domain H1
0 ∩H2(Ω). In dimension 1, the spectrum of the operator (−h2 d2

dx2 )Ω

is made of the λhk = h2k2π2

L2 and the corresponding normalized eigenvectors are the

φk =
√

2
L

sin kπx
L

for k ≥ 1.
We set

Λ := ‖U‖L∞ > 0.

and we have :

σ((−h2 d
2

dx2
− Λ)Ω) = −Λ + σ((−h2 d

2

dx2
)Ω) = {h

2k2π2

L2
− Λ, k ≥ 1}

Let ε be a constant such that ε > −Λ, we have :

#

(

σ((−h2 d
2

dx2
− Λ)Ω) ∩ (−∞, ε]

)

= #{k ≥ 1;
h2k2π2

L2
− Λ ≤ ε}

= #{1 ≤ k ≤
√
ε+ Λ

L

πh
} ≤

√
ε+ Λ

L

πh

This can be generalized to higher dimensions, see [6]

#
(

σ((−h2∆ − Λ)Ω) ∩ (−∞, ε]
)

= O(
|Ω|
hd

)

Coming back to the operator Hh
0 , we write :

Hh
0 ≥ (−h2∆ − Λ)Ω

and therefore ∀ε > −Λ, the integer

Nh := #
(

σ(Hh
0 ) ∩ (−∞, ε]

)

(4.20)

verifies
Nh ≤ #

(

σ((−h2∆ − Λ)Ω) ∩ (−∞, ε]
)

= O(h−d). (4.21)

The previous asymptotic order is an essential point of the proof of the following
Lemma, which is the main result of this section.
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Lemma 4.2.1. Consider ε ∈ (eN , 0) and Nh given by (4.20). If we define ehi to be
the eigenvalues of Hh

0 , then, for h0 small enough, we have :
• Nh = N , ∀h ∈ (0, h0]
• For i = 1, ..., N :

lim
h→0

ehi = ei

Remark 4.2.2. The Lemma 4.2.1 allows to describe the behaviour of eigenvalues
below εS, which are interesting for the computation of the density (4.5).
Indeed, as it will appear in the proof of the lemma, we have the following alternative.
Either ∃N0 such that eN0 < εS < eN0+1 and the number of eigenvalues of Hh

0 below
the threshold is the number N0 of eigenvalues of H0 below the threshold. Or ∃N0

such that eN0 = εS, and the number of eigenvalues of Hh
0 below the threshold

is controled by the one of H0 plus the multiplicity of the eigenvalue eN0 . For the
second alternative, the eigenvalues of Hh

0 , which tend to eN0 , may not have a fixed
position with respect to the threshold.

Remark 4.2.3. An another consequence of this Lemma is :

lim
h→0

inf ehi ≥ 0

for i ≥ N + 1. Asymptoticaly, the eigenvalues of Hh
0 , for i ≥ N + 1, are embedded

in the continuous spectrum of H0.

Before giving the proof of Lemma 4.2.1, we recall in next section some basic
proprieties of the mathematical tools needed.
In particular, the proof of this lemma is based on the exponential decay of eigenfunc-
tions corresponding to energies below ε. We will present exponential decay estimates
in the section 4.3.2 for a non negative nonlinearity V h. Therefore, this exponential
decay will be available in our case V h = 0.

4.3 Mathematical tools

4.3.1 Agmon distance

We will mainly follow [8] and present an additional result in the framework of
our problem. Let f be a real-valued function, continuous on a regular bounded set
Ω ⊂ IRd.
We note g = (f)

1
2
+, where (x)+ equals x if x is positive, or else equals 0.

For given x, y ∈ Ω, we define :

Px,y = {γ : [0, 1] → Ω; γ(0) = x, γ(1) = y, γ ∈ AC[0, 1]}
where AC[0, 1] is the set of absolutly continuous functions on [0, 1]. Then, for any
path γ ∈ Px,y, |γ| =

∫ 1

0
|γ′(s)|ds is the usual length of γ, and

|γ|g =

∫ 1

0

g(γ(s))|γ′(s)|ds
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is the length of γ associated to g. Then the Agmon distance related to g is :

d(x, y) = inf
γ∈Px,y

|γ|g

We remark that this distance is degenerated : it may happen that d(x, y) = 0 with
x 6= y. However the Agmon distance verifies the following properties : ∀x, y, z ∈ Ω

d(x, y) = d(y, x), d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

For y ∈ Ω fixed, the fonction x 7→ d(x, y) is Lipschitzian continuous.
Then, it is differentiable almost everywhere by Rademacher’s Theorem.
It can be shown that where x 7→ d(x, y) is differentiable, we have :

|∇xd(x, y)| ≤ g(x)

For a set ω ⊂ Ω, we define :

d(x, ω) = inf
y∈ω

d(x, y)

Then, d(x, ω) has the same regularity as x 7→ d(x, y) and

|∇d(x, ω)| ≤ g(x) a.e. Ω (4.22)

In our case, we will use the Agmon distance associated to the potential Uh − ε for
a constant ε < 0. It simply means that we will take f = Uh − ε.
For the exponential decay estimates, it will be useful to replace the Agmon distance
with the Euclidian distance. To do this, the main point is to remark that, for Ω
convex and f = 1, the Agmon distance, d(x, y), corresponds to the Euclidian one,
|x− y|, the shorter path between x and y being the straight line.

Lemma 4.3.1. Let ωh be the support of the well Uh, then ∃c0, c1 > 0 such that
∀x ∈ Ω :

d(x, ωh) ≥ c0|x− x0| − c1h (4.23)

For simplicity, the proof will be performed under the assumption that pathes in
Px,y are continuous, but the result is also true for absolutely continuous pathes.

Proof. Let x ∈ Ω \ ωh, y ∈ ωh, then ∀γ ∈ Px,y, ∃s ∈ [0, 1] s.t. γ(s) ∈ ∂ωh. We set :

s0 = inf{s ∈ [0, 1]; γ(s) ∈ ∂ωh}, y0 = γ(s0)

Then, we have :

∫ 1

0

(Uh(γ(s)) − ε)
1
2
+|γ′(s)|ds ≥

∫ s0

0

(Uh(γ(s)) − ε)
1
2
+|γ′(s)|ds

= |ε| 12
∫ s0

0

|γ′(s)|ds
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The path γ̃(s) = γ(s0s) belongs to Px,y0 and verifies :

∫ s0

0

|γ′(s)|ds =

∫ 1

0

|γ̃′(s)|ds = |γ̃|

≥ inf
γ∈P∗

x,y0

|γ| = |x− y0|

where P∗
x,y0

⊃ Px,y0 is the set of pathes joigning x and y0 which does not necessarly
stay in Ω :

P∗
x,y0

= {γ : [0, 1] → IRd; γ(0) = x, γ(1) = y0, γ ∈ C[0, 1]}

We deduce that :

d(x, y) = inf
γ∈Px,y

∫ 1

0

(Uh(γ(s)) − ε)
1
2
+|γ′(s)|ds

≥ |ε| 12 |x− y0| ≥ |ε| 12 (|x− x0| − h)

where we used that ωh ⊂ B(x0, h).

If we consider the Agmon distance, related to the potential (U−ε) at the quantum
scale and to the domain Ωh, and defined by (4.9), we have a result similar to the
previous one :

d(x, ω) ≥ c0|x| − c1

where ω denotes the support of U .

4.3.2 Exponential decay of eigenfunctions

The exponential decay estimates, also called Agmon estimates, form a standard
technical tool in evaluating the rate of decay of eigenfunctions far from the interac-
tion support. In what follows, we apply this technique to the case of the Schrödinger
Poisson system with a squeezing quantum well ; in particular we give some useful
decay estimates for those stationary states – on both the classical and the quantum
scales – related to the energies below some negative energy. Let us first recall the
definition of the Agmon distance, introduced in section 4.3.1, associated to a smooth
potential V , defined on D ⊂ R

d, and to the energy E

dV−E(x, y) = inf
γ∈Px,y

∫ 1

0

√

(V (γ(s)) − E)+ |γ′(s)| ds , (4.24)

where Px,y denotes the set of all regular curves connecting x and y in D.

Lemma 4.3.2 (Agmon estimates). Let εhi be a spectral point of the (unitarily equiv-
alent) Hamiltonians

Hh = −h2∆ + Uh + V h (4.25)

and
H̃h = −∆ + U + Ṽ h (4.26)
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placed below some negative energy : εhi < ε where ε ∈ (−||U ||L∞ , 0). The related
stationary states – Ψh

i and Ψ̃h
i – admit the estimates

∥

∥h∇
(

eφ/hΨh
i

)∥

∥

L2(Ω)
+
∥

∥eφ/hΨh
i

∥

∥

L2(Ω)
≤ C , (4.27)

∥

∥

∥
eφ̃Ψ̃h

i

∥

∥

∥

H1(Ωh)
≤ C̃ , (4.28)

where C and C̃ are suitable positive constants, φ and φ̃ are the Agmon distances

φ(x) = (1 − δ) dUh−ε(x, ω
h), x ∈ Ω (4.29)

φ̃(x) = (1 − δ) dU−ε(x, ω), x ∈ Ωh (4.30)

δ is a positive parameter smaller than 1, while ωh and ω are respectively the support
of Uh and U .

Proof. We start considering the problem at the quantum scale. We use the relation
(see for instance Theorem 1.1 in [7])
∫

Ωh

|∇(eϕu)|2dx+

∫

Ωh

(V − |∇ϕ|2)e2ϕ u2dx =

∫

Ωh

e2ϕ (−∆ + V )u · udx . (4.31)

Setting u = Ψ̃h
i , ϕ = φ̃ and V = U + Ṽ h − εhi , we get

∫

Ωh

|∇(eφ̃Ψ̃h
i )|2dx = −

∫

Ωh

(U + Ṽ h − εhi − |∇φ̃|2)e2φ
(

Ψ̃h
i

)2

dx , (4.32)

As it will be noted in section 4.5, we have V h ≥ 0 and therefore
∫

Ωh

|∇(eφ̃Ψ̃h
i )|2dx ≤ −

∫

Ωh

(U − εhi − |∇φ̃|2)e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx . (4.33)

Next we follow the same line as in Proposition 3.3.1 of [6] and introduce the set

Ω+
h,δ =

{

x ∈ Ωh |U − ε ≥ δ
}

,

where δ is a small positive parameter. Relation (4.33) can be written as
∫

Ωh

|∇(eφ̃Ψ̃h
i )|2dx+

∫

Ω+
h,δ

(U−εhi−|∇φ̃|2)e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx ≤ −
∫

Ω−
h,δ

(U−εhi−|∇φ̃|2)e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx ,

(4.34)
with Ω−

h,δ = Ωh\Ω+
h,δ. The function U − εhi − |∇φ̃|2 admits the following estimates

– The domain Ω−
h,δ is inside the support of U ; therefore, in this region, we have

φ̃ = 0, U − εhi − |∇φ̃|2 = U − εhi and

sup
x∈Ω−

h,δ

−
(

U − εhi − |∇φ̃|2
)

≤ ‖U‖L∞ . (4.35)
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– In Ω+
h,δ ; applying (4.22), we have

U − εhi − |∇φ̃|2 ≥ U − εhi − (1 − δ)2 (U − ε)

≥ (U − ε)(2δ − δ2) ≥ 2δ2 − δ3 .

For δ < min {1, |ε|}, it follows

inf
x∈Ω+

h,δ

(

U − εhi − |∇φ̃|2
)

> δ2 . (4.36)

Replacing (4.35) and (4.36) into (4.34) and taking into account the condition
∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
= 1, we obtain

∫

Ωh

|∇(eφ̃Ψ̃h
i )|2dx+ δ2

∫

Ω+
h,δ

e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx ≤ ‖U‖L∞

and
∫

Ωh

|∇(eφ̃Ψ̃h
i )|2dx+δ2

∫

Ωh

e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx ≤ ‖U‖L∞+δ2

∫

Ω−
h,δ

e2φ̃
(

Ψ̃h
i

)2

dx ≤ ‖U‖L∞+δ2 .

This gives the estimate (4.28).

The analogous result at the classical scale (4.27) can be easily achieved making
use of the change of variables : Ωh → Ω, and taking into account the relations (4.8)
and

1

h
dUh−ε(x, ω

h) = dU−ε(
x− x0

h
, ω) , x ∈ Ω .

Remark 4.3.3. The previous Lemma allows us to state that the stationary states
related to negative energies show an exponential decay outside the support of the
potential well, which is given by ωh or ω depending on the description adopted. In
particular, for ε < 0, we notice that the corresponding Agmon metric

(

Uh − ε
)

1
2

+
dx and (U − ε)

1
2
+ dx

identifies with the Euclidian one
|ε| 1

2dx

in the open domains x ∈ R
d\ω̄h and x ∈ R

d\ω̄ respectively. It follows that, in these
regions, φ(x) and φ̃(x) are strictly positive functions increasing, for |x| → ∞, as the
standard Euclidean distance in R

d. This property can be rephrased by the following
Lemma, which is a complement of Lemma 4.3.1.

Lemma 4.3.4. The functions φ and φ̃, defined in (4.29)-(4.30), admit the following
estimates

c0 |x− x0| − h c1 ≤ φ(x) ≤ c2 |x− x0| , x ∈ Ω (4.37)

c0 |x| − c1 ≤ φ̃(x) ≤ c2 |x| , x ∈ Ωh (4.38)

where ci, i = 0, 1, 2, are suitable positive constants.
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Corollary 4.3.5. Set ε ∈ (−||U ||L∞ , 0). For εhi < ε, the following estimates hold
∥

∥

∥
ec0|·| Ψ̃h

i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
+
∥

∥

∥
ec0|·| ∇Ψ̃h

i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
≤ C , (4.39)

∥

∥

∥ec0|·| Ψ̃h
i

∥

∥

∥

Lp(Ωh)
≤ C ′ , (4.40)

with : p ∈ [1, 6] in dimension d = 3 or p ∈ [1,+∞) in dimension d = 2, and for
suitable positive constants C, C ′.

Proof. As a direct consequence of the estimate (4.28) and the inequality (4.38), it
follows that the L2-norm of the function ec0|·| Ψ̃h

i is uniformly bounded w.r.t. h.

For what concern the second contribution in (4.39), we notice that

ec0|·|−c1
∣

∣

∣
∇Ψ̃h

i

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣
eφ̃∇Ψ̃h

i

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣
∇
(

eφ̃Ψ̃h
i

)

−
(

∇eφ̃
)

Ψ̃h
i

∣

∣

∣
.

The term ∇eφ̃ at the r.h.s. is pointwise bounded by
∣

∣

∣∇eφ̃
∣

∣

∣ ≤ (U − ε)
1
2
+ e

φ̃ ,

as it comes from (4.22). Then, using once more the relation (4.28), we obtain

e−c1
∥

∥

∥ec0|·| ∇Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
≤
∥

∥

∥∇
(

eφ̃Ψ̃h
i

)∥

∥

∥

L2(Ωh)
+ sup

x∈Ωh

(U − ε)
1
2
+

∥

∥

∥eφ̃Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
≤ C .

From the continuous injection H1 →֒ Lp and the Agmon estimate (4.28), we get
∥

∥

∥eφ̃ Ψ̃h
i

∥

∥

∥

Lp(Ωh)
≤ C ′ .

Then, relation (4.40) easily follows taking into account the inequality ep (c0|·|−c1)
∣

∣

∣Ψ̃h
i

∣

∣

∣

p

≤
∣

∣

∣
eφ̃ Ψ̃h

i

∣

∣

∣

p

.

4.3.3 Spectral comparison between self-adjoint operators.

The elements given there are presented in detail in [7].
For two linear subspaces E and F of a Hilbert H, we will denote by ΠE and ΠF

the orthogonal projections on E and F respectively. Let us define the non symetric
distance between spaces :

d(E,F ) = ||ΠE − ΠFΠE|| = ||ΠE − ΠEΠF || (4.41)

Then the first important result is the following :

Lemma 4.3.6. If d(E,F ) < 1, the projection ΠF |E : E → F is injective, in
particular dim E ≤ dim F.
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4 A semi-classical Schrödinger-Poisson problem in dimension d ≤ 3...

We present now the theorem which will allow us to make the asymptotic h→ 0
of the spectrum of the operator Hh

0 or Hh, depending on the case, by comparing
them with an operator defined on the whole space.

Theorem 4.3.7. Consider A a self-adjoint operator on a Hilbert space H.
Consider a compact interval I ⊂ IR, a family Ψ1, ...,ΨN of linearly independant
vectors of D(A) and µ1, ..., µN ∈ I such that :

AΨj = µjΨj + rj, with ||rj|| ≤ ε

Suppose that σ(A) ∩ ((I +B(0, 2a))\I) = ∅ for some constant a > 0.
Then, if E denotes the vector space spaned by Ψ1, ...,ΨN and F is the spectral sub-
space related to σ(A) ∩ I, we have

d(E,F ) ≤
(

N

λmin

) 1
2 ε

a

where λmin is the smallest eigenvalue of the matrix ((Ψj,Ψk)).

4.4 Proof of Lemma 4.2.1

Some ideas of the proof are similar the ones of the proof of Theorem 12.9 in [13]
and will be also used in section 4.6 and in Chapter 5. In order to use (4.40), we will
work at the quantum scale with the operator H̃h

0 given by (4.19). This operator is
unitarly equivalent to Hh

0 , therefore its spectrum is made of the ehi .
We set φhi the normalized eigenvector of H̃h

0 .
The spectral comparison of H̃h

0 with the operator H0, defined by (4.14), will give
the result of the Lemma.
• Introduce the family : uhi = χhφhi ∈ D(H0), for i = 1, ..., Nh, where χh(x) =
χ(hx + x0) and χ ∈ C∞

0 (Rd) is such that : χ = 1 on B(x0,
R
2
) and χ = 0 on

R
d\B(x0, R) for a raduis R > 0 verifying B(x0, R) ⊂ Ω.

We have the following classical inequality for self-adjoint operators, see [6] :

||uhi ||L2(Rd)d(e
h
i , σ(H0)) ≤ ||(H0 − ehi )u

h
i ||L2(Rd) .

The decay given by (4.39) implies that the mass of the φhi is important around 0
uniformly with respect to h ∈ (0, h0]. It follows

||uhi ||L2(Rd) ≥
1

2

Moreover, this functions verify

(H0 − ehi )u
h
i = −(∆χh)φhi − 2∇χh · ∇φhi .

The r.h.s. in the previous equality being supported in a region where φhi is exponen-
tially decaying, the estimate (4.39) gives :

||(H0 − ehi )u
h
i ||L2(IRd) ≤ Ce−

γ
h (4.42)
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where C, γ > 0 doesn’t depend on i and h.
We deduce that

d(ehi , σ(H0))1i≤Nh −→
h→0

0 .

• Let I = [−||U ||L∞ , ε] and a > 0 be small enought to have

σ(H0) ∩ ((I +B(0, 2a))\I) = ∅ .

We consider the vector space E spaned by uh1 , ..., u
h
Nh and the spectral subspace

F corresponding to σ(H0) ∩ I. Estimation (4.39) implies that the matrix M =
((uhi , u

h
j )L2(Rd))1≤i,j≤Nh verifies

M = I + o(1) (4.43)

when h→ 0. As it will be clarified in Remark 4.4.1, equation (4.43) implies that the
uhi are linearly independant. If we consider in addition equation (4.42), the conditions
for the application of Theorem 4.3.7 are gathered and

d(E,F ) ≤
(

Nh

λmin

)
1
2 Ce−

γ
h

a

where λmin is the smallest eigenvalue of M . We deduce from (4.43) that λmin =
1 + o(1), and using (4.21), we get :

d(E,F ) ≤ C(Nh)
1
2 e−

γ
h ≤ Ch−

d
2 e−

γ
h ≤ 1

2

for all h ∈ (0, h0] and h0 small enough. Then, Lemma 4.3.6 gives

Nh ≤ N (4.44)

• In order to conclude, we have to show that the ei, defined by (4.17), are near the
spectrum of H̃h

0 .
Let φi, i = 1, ..., N , be the normalized eigenvectors of H0. We refer to [4] to see that
estimation (4.28) can be extended to the whole space. The weight appearing in this
inequality is given by the Agmon distance on IRd related to the potential (U − ε).
Then inequality (4.38), for Ωh = IRd, gives

∫

Rd

∣

∣ec0|x|φi
∣

∣

2
dx+

∫

Rd

∣

∣ec0|x|∇φi
∣

∣

2
dx ≤ C (4.45)

Therefore, if we set vhi = χhφi ∈ D(H̃h
0 ), for i = 1, ..., N , using (4.45), we can

reproduce the calculation of the first point to get

||(H̃h
0 − ei)v

h
i ||L2(Ωh) ≤ Ce−

γ
h (4.46)

and
d(ei, σ(H̃h

0 )) −→
h→0

0 .
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From (4.44), we have Nh = O(1), and therefore, we can already conclude that
we are in the following situation : if we note fk, k = 1, ..., K, the eigenvalues of H0,
counted only one time, and Mk the multiplicity of fk, then for all small δ > 0, ∃h0

such that ∀h ∈ (0, h0] we have, even if the numerotation of the eigenvalues has to
be changed,

e1 = ... = eMk
= fk (4.47)

eh1 , ..., e
h
Nk

∈ [fk − δ, fk + δ] (4.48)

with
∑K

k=1Mk = N and Nk ≥ 1 an integer, depending on h, such that
∑K

k=1Nk =
Nh. If we obtain

Mk ≤ Nk (4.49)

this will end the proof of the Lemma. In what follows we will show that (4.49) is
verified.

• Consider that we are in the framework of (4.47), (4.48) and define I = [fk−δ, fk+
δ]. Since Mk ≤ N = O(1), and

σ(H̃h
0 ) ∩ ((I +B(0, 2δ))\I) = ∅ ∀h ∈ (0, h0]

for δ and h0 small, we get Mk ≤ Nk using the same process as in the previous point,
where E is the vector space spaned by vh1 , ..., v

h
Mk

and F is the spectral subspace
associated to σ(H̃h

0 ) ∩ I. Estimations (4.45) and (4.46) allow to conclude.

Remark 4.4.1. The matrix M := ((uhi , u
h
j )) verifies M = I+O(e−

γ
h ) for a constant

γ > 0 where the asymptotics O is considered with respect to the norm

||A||∆ = max
i,j

|aij|

This implies the linear independence of the uhi . When Nh = N is fixed, it is a con-
sequence of the continuity of the determinant on C

N×N . Indeed, det(I) = 1 implies
that when h → 0, det(M) ≥ 1

2
and M is invertible. Suppose there exists λ = (λi)

such that
∑

i λiui = 0, then Mλ = 0 and λ = 0.
In our case, Nh may tend to +∞ and working with the determinant imposes tech-
nical difficulties. However, M is well invertible. To obtain it, we note that (see [5])

∀A ∈ C
Nh×Nh

, ||A||2 ≤ Nh||A||∆

where

||A||2 = sup
x 6=0

||Ax||2
||x||2

, ||x||2 = (
∑

i

x2
i )

1
2

We obtain ||M − I||2 ≤ Ch−de−
γ
h < 1, ∀h ∈ (0, h0] for h0 small, and the inequality

||AB||2 ≤ ||A||2||B||2 implies that the sequence S :=
∑

n≥0(−1)n(M − I)n converges
and verifies :

SM = MS = I
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which allows to conclude.
The asymptotics λmin = 1 + o(1), where λmin is the smallest eigenvalue of M , is
given by the perturbation estimate for eigenvalues

|λn(M) − 1| ≤ ||M − I||2, σ(M) = {λn(M), 1 ≤ n ≤ Nh}

which can be found in [5]. As ||M − I||2 ≤ Nh||M − I||∆ ≤ Ce−
γ
2h , ∀h ∈ (0, h0], we

get :
λmin = 1 + O(e−

γ
2h )

4.5 Preliminary results for the Schrödinger-Poisson

system in dimension d ≤ 3

We give some apriori estimates for our Schrödinger-Poisson system, valid in
dimension d ≤ 3, which will be also used in Chapter 5.
From the lower bounds

−∆V h ≥ 0 in Ω and − ∆Ṽ h ≥ 0 in Ωh , (4.50)

with homogeneous Dirichlet boundary condition, the maximum principle implies

V h ≥ 0 in Ω and Ṽ h ≥ 0 in Ωh . (4.51)

Thus, V h and Ṽ h define positive perturbations of the unitarily equivalent Hamilto-
nians Hh

0 and H̃h
0 given by (4.18) and (4.19) respectively. The spectra of Hh

0 and H̃h
0

are bounded from below by the norm ‖U‖L∞(Rd) and we can state

inf
{

εhi
}

i≥1
≥ −‖U‖L∞ . (4.52)

Due to the definition of the source term (4.5), V h and Ṽ h are generated by those
energy levels εhi placed below the cut off εS of the characteristic function f . In order
to study the semiclassical behaviour of our system, we are interested into the spectral
properties of the Hamiltonians

Hh = −h2∆ + Uh + V h , D(Hh) = H2 ∩H1
0 (Ω) (4.53)

and
H̃h = −∆ + U + Ṽ h , D(H̃h) = H2 ∩H1

0 (Ωh) (4.54)

in the spectral interval [−‖U‖L∞ , εS), as h → 0. In particular, a uniform bound
for the number of eigenvalues εhi ∈ [−‖U‖L∞ , εS) as h → 0 is required. Let us
denote with

{

ehi
}

i≥1
the point spectrum of the unitarily equivalent Hamiltonians

Hh
0 and H̃h

0 . As noticed above, the operators Hh and H̃h are obtained as positive
perturbations of Hh

0 and H̃h
0 through the Poisson potentials V h and Ṽ h respectively.

Then, the minimax principle implies that

ehi ≤ εhi ∀i ∈ N . (4.55)
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4 A semi-classical Schrödinger-Poisson problem in dimension d ≤ 3...

On the other hand, as it follows from Lemma 4.2.1, the eigenvalues ehi ∈ [−‖U‖L∞ , εS)
converge to eigenvalues of the operator H0 = −∆ + U on R

d as h → 0. Previous
remarks lead to the following result (see also Remark 4.2.2 for more details).

Lemma 4.5.1. There exists a finite natural N0 such that ∀h ∈ (0, h0]

#
(

σ(Hh
0 ) ∩ [−‖U‖L∞ , εS)

)

≤ N0 (4.56)

#
(

σ(Hh) ∩ [−‖U‖L∞ , εS)
)

≤ N0 (4.57)

where σ(H) denotes the spectrum of H.

We focus our attention on the Schrödinger-Poisson problem at the classical scale.
To this concern we recall the variational formulation of this problem given in [11] for
dimensions d ≤ 3. Rephrasing the results of this work for our system, we can state
that the solution to the equation (4.4)(4.5)(4.7) is equivalent to the minimization
problem

inf
V ∈H1

0 (Ω)
J(V ); J(V ) =

1

2

∫

Ω

|∇V (x)|2dx+ Tr
[

F
(

Hh(V )
)]

, (4.58)

where F is the positive function

F (x) =

∫ +∞

x

f(s)ds , (4.59)

while the Hamiltonian Hh(V ) is given by

Hh(V ) = −h2∆ + Uh + V , D(Hh(V )) = H2 ∩H1
0 (Ω) . (4.60)

Moreover, the function J(V ) is Fréchet-C∞ w.r.t. V , strictly convex and coercive,
that is α-convex, on H1

0 (Ω) and (4.58) admits a unique solution in this space. The
following Proposition is a direct consequence of this result.

Proposition 4.5.1. The solutions to the Schrödinger-Poisson problem (4.4)(4.5)(4.7)
are bounded in H1

0 (Ω) uniformly with respect to h.

Proof. From the variational formulation recalled above, the solution V h is the min-
imum of the convex map J(V ), therefore we have

1

2

∫

Ω

|∇V h(x)|2dx+ Tr
[

F
(

Hh(V h)
)]

≤ J(0) = Tr
[

F
(

Hh(0)
)]

,

where Hh(V h) simply coincides with the Hamiltonian Hh, while Hh(0) can be iden-
tified with Hh

0 defined in (4.18). The relation

Tr
[

F
(

Hh(V h)
)]

=
∑

i≤N0

F (εhi ) ≥ 0 ,
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with N0 given in Lemma 4.5.1, implies

∥

∥V h
∥

∥

2

H1
0 (Ω)

≤ 2Tr
[

F
(

Hh
0

)]

. (4.61)

The explicit expression of the r.h.s. here is

Tr
[

F
(

Hh
0

)]

=
∑

i≤N0

F (ehi ) .

The result easily follows by combining (4.61) with the inequality

∑

i≤N0

F (ehi ) ≤ N0 sup
x∈[−‖U‖L∞ ,εS)

F <∞ .

From equation (4.4) we have
∥

∥n[V h]
∥

∥

H−1(Ω)
≤
∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

. (4.62)

The forthcoming Corollary is a straightforward consequence of (4.62) and Proposi-
tion 4.5.1.

Corollary 4.5.2. The charge density n[V h] is bounded in H−1(Ω) uniformly with
respect to h.

Next we use the assumption (4.16) and Lemma 4.2.1 to get uniform upper bound
for the first spectral point of Hh as h→ 0.

Lemma 4.5.3. For h0 small enough, the condition

εh1 < εS (4.63)

holds for all h ∈ (0, h0].

Proof. We use a reductio ad absurdum argument. Let h̄ ∈ (0, h0] be such that
εh̄1 ≥ εS. It follows from (4.2) and from the definition (4.5) that the corresponding

charge density, n
[

V h̄
]

, and, then, the Poisson potential V h̄ are null in Ω. In these

conditions the Hamiltonians H h̄ and H h̄
0 coincide and we have

εh̄1 = eh̄1 ≥ εS . (4.64)

On the other hand, as it follows from Lemma 4.2.1, we have eh1 −→ inf σ (H0) when
h→ 0. Then from the assumption (4.16), the condition

eh̄1 < εS (4.65)

definitely holds for h̄→ 0, which is in contradiction with (4.64).
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4 A semi-classical Schrödinger-Poisson problem in dimension d ≤ 3...

4.6 Semi-classical limit in the case d = 1

We are now going to obtain the asymptotic proprieties of the Schrödinger-Poisson
system (4.4) - (4.7) for d = 1. In this framework, the Sobolev spaces where the
solution is define are more regular than in the case d = 2, 3, studied in Chapter 5. It
gives strong convergence results for the potential, see also [1] and [2]. We have then
enough regularity to obtain, in the non linear case, a result of convergence of the
spectrum in the idea of Lemma 4.2.1, see also [13]. This allows to determine exactly
the limit of the Schrödinger-Poisson system (4.4) - (4.7) when h→ 0.
Such a limit gives an approximation of the solution of our problem considered on
an unbounded domain, and the approximation is in agreement with the complete
resolution, it was the aim of Chapter 3.
In the one dimensional case, the domain of interest is Ω = (0, L) where L > 0
and the Schrödinger-Poisson system (4.4) - (4.7) can be written as follows : find
V h ∈ H1(0, L) such that



















(−h2 d2

dx2 + Uh + V h − εhi )Ψ
h
i = 0, (0, L)

− d2

dx2
V h =

∑

i≥1

f(εhi )|Ψh
i |2, (0, L)

Ψh
i (0) = Ψh

i (L) = 0, V h(0) = V h(L) = 0

(4.66)

with ||Ψh
i ||L2(0,L) = 1.

Due to (4.2), only a finite number of eigenvectors contributes to the density and
therefore n[V h] =

∑

i≥1 f(εhi )|Ψh
i |2 belongs to L1(0, L) as a finite sum of L1 functions.

Then, taking into account the embedding H1(0, L) ⊂ C(0, L) in dimension 1, the
accurate function space for the potential is :

BV 2
0 (0, L) := {V ∈ C(0, L); V ′′ ∈ Mb(0, L), V (0) = V (L) = 0}

where Mb(0, L) denotes the set of bounded mesures on (0, L). The space BV 2
0 (0, L)

with the norm :
||V ||BV := ||V ||C(0,L) + ||V ′′||m

is a Banach space. Here ||µ||m = |µ|(0, L) is the strong norm of the bounded mesure
µ which is equal to the L1 norm when µ ∈ L1(0, L).
The result on this space which will be useful in this work is the following (voir [13]) :
∀α ∈ (0, 1) we have the continuous injections

BV 2
0 (0, L) ⊂ W 1,∞(0, L), BV 2

0 (0, L) ⊂ C0,α(0, L) (4.67)

where the second injection is compact. Getting the continuous injection BV 2
0 (0, L) ⊂

W 1,∞(0, L) doesn’t present real difficulties, the distribution function of a bounded
mesure being regular. The second injection is a consequence of the compact embed-
ding W 1,∞(0, L) ⊂ C0,α(0, L).
We can already give some apriori estimates for the potential and the density.
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Proposition 4.6.1. The density (n[V h])h∈(0,h0] is bounded in Mb(0, L). The poten-
tial (V h)h∈(0,h0] is bounded in W 1,∞(0, L) and relatively compact in C0,α(0, L) for
any α ∈ (0, 1).

Proof. We look first for an estimation on the density. Using the normalization
condition (4.12), we have :

||n[V h]||m =

∫ L

0

n[V h]dx =
∑

i≥1

f(εhi )||Ψh
i ||2L2(0,1)

≤ Nh sup
x∈[−||U ||∞,εS)

f(x)

where Nh denotes the number of eigenvalues of Hh below εS. According to Lemma
4.5.1, we have Nh = O(1) when h tends to 0 and the density is bounded in Mb(0, L).
Concerning the potential V h, the H1

0 bound provided by Proposition 4.5.1 with
d = 1, and the continuous embedding H1

0 (0, L) ⊂ C(0, L) implies

||V h||C(0,L) ≤ C, ∀h ∈ (0, h0]

Then, it follows from the Poisson equation −(V h)′′ = n[V h] and the bound on the
density that

||(V h)′′||m = ||n[V h]||m ≤ C, ∀h ∈ (0, h0]

We obtain that (V h)h∈(0,h0] is bounded in BV 2
0 (0, L) and (4.67) allows to conclude.

The density (n[V h])h∈(0,h0] being bounded in Mb(0, L), it is relatively compact
in the weak* topology. Therefore, we deduce from Proposition 4.6.1 that for any
0 < α < 1, it is possible to extract from any infinite set S ⊂ (0, h0], which has 0 as
an accumulation point, a countable subset D such that 0 ∈ D and :

lim
h→0
h∈D

(n[V h] − µ, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ C([0, L]) (4.68)

lim
h→0
h∈D

||V h − V0||0,α = 0, (4.69)

for some µ ∈ Mb(0, L) and V0 ∈ C0,α(0, L). Here, ||.||0,α is the usual norm on the
Hölder space C0,α(0, L). Then we have the following result on the convergence of
the spectrum of Hh :

Lemma 4.6.1. Consider 0 < α < 1, D ⊂ (0, h0] s.t. 0 ∈ D and V0 ∈ C0,α(0, L),
verifying (4.69). If θ = V0(x0) and N1 is the greatest integer such that eN1 + θ < 0,
then :

• θ ≥ 0 and N1 ≥ 1
• For i = 1, ..., N1

lim
h→0
h∈D

εhi = ei + θ
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4 A semi-classical Schrödinger-Poisson problem in dimension d ≤ 3...

• For i ≥ N1 + 1
lim
h→0
h∈D

inf εhi ≥ 0

The proof of this lemma is similar to the one of Lemma 4.2.1 where the nonlin-
earity have to be considered but without the technical difficulty of eventual multiple
eigenvalues, as we will notice in Remark 4.6.2.

Proof. To compare εhi with the asymptotic Hamiltonian on the whole space :

Hθ = −∆ + U + θ, D(Hθ) = H2(IR)

we will work at the quantum scale defined in (4.9) and verifying Ωh → IR. In other
words, we consider the nonlinearity Ṽ h and the normalized eigenfunctions Ψ̃h

i of the
operator H̃h corresponding to the eigenvalues εhi , where H̃h is given by (4.54).
The spectrum of Hθ is equal to

σ(Hθ) = {eθ1, ..., eθN} ∪ [θ,+∞[

where eθi := ei + θ.
The W 1,∞ bound obtained in Proposition 4.6.1 implies that there exists a constant
C such that ∀h ∈ (0, h0] :

|Ṽ h(x) − Ṽ h(y)| ≤ Ch|x− y|, ∀x, y ∈ Ωh (4.70)

and the condition (4.69) gives :

lim
h→0
h∈D

|Ṽ h(0) − θ| = 0 (4.71)

The previous equations are important in our nonlinear framework. Indeed, they
asymptotically enable to consider Ṽ h as a constant on a domain outside which the
modes of interest are exponentially decaying.
Note that θ ≥ 0 is a direct consequence of (4.51) and (4.71).
• Set ε ∈ (−||U ||L∞ , 0) and define :

Nh = #(σ(Hh) ∩ (−∞, ε]) (4.72)

We introduce the family : uhi = χhΨ̃h
i ∈ D(Hθ), for i = 1, ..., Nh, where χh(x) =

χ(hx+ x0) and χ ∈ C∞
0 (R) is s.t. : χ = 1 on B(x0,

R
2
) and χ = 0 on R\B(x0, R) for

a radius R > 0 verifying B(x0, R) ⊂ Ω.
As seen in the proof of Lemma 4.2.1, the exponential decay (4.39) for Ψ̃h

i implies
that it is enough to estimate (Hθ − εhi )u

h
i to get

d(εhi , σ(Hθ))1i≤Nh −→
h→0, h∈D

0, (4.73)

Now we have

(Hθ − εhi )u
h
i = −(∆χh)Ψ̃h

i − 2∇χh · ∇Ψ̃h
i − χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i .

172
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The function χh being regular and supported where the eigenfunction is exponen-
tially decaying, we have :

||(∆χh)Ψ̃h
i + 2∇χh · ∇Ψ̃h

i ||L2(IR) ≤ Ce−
γ
h

for C, γ > 0. Then, we define Rh = R ln 1
h
. For h0 small enough, we have BRh ⊂ Ωh.

Proposition 4.6.1 implies that the potential Ṽ h is bounded in L∞(Ωh), therefore, we
can apply estimate (4.39) to write :

∥

∥

∥
χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i

∥

∥

∥

2

L2(R)
≤ ||χ||2L∞(R)

(

∫

B
Rh

|(Ṽ h − θ)Ψ̃h
i |2dx+

∫

Ωh\B
Rh

|(Ṽ h − θ)Ψ̃h
i |2dx

)

≤ C

(

||Ṽ h − θ||2L∞(B
Rh ) +

∫

Ωh

|ec0|x|Ψ̃h
i |2dx e−2c0Rh

)

≤ C||Ṽ h − θ||2L∞(B
Rh ) + O(e−2c0Rh

)

On the other hand, we deduce from equations (4.70) and (4.71) that ∀x ∈ BRh

|Ṽ h(x) − θ| ≤ |Ṽ h(x) − Ṽ h(0)| + |Ṽ h(0) − θ| ≤ Ch ln
1

h
+ o(1)

when h→ 0, h ∈ D. Here, the asymptotics o(1) doesn’t depend on x and therefore

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i

∥

∥

∥

L2(R)
1i≤Nh = 0 .

We remark then that a function α(h) independant of i can be found such that
α(h) → 0 when h→ 0 and

||(Hθ − εhi )u
h
i ||L2(R)1i≤Nh ≤ α(h) ∀h ∈ D . (4.74)

and (4.73) follows.
According to Lemma 4.5.3, we have εh1 < εS, therefore the application of (4.73) with
ε = εS implies eθ1 < 0 and N1 ≥ 1. This provides the first point of the Lemma.

• Let’s make the opposite comparison : we now show that the eθi for i = 1, ..., N1

are near the spectrum of H̃h.
Define φi, i = 1, ..., N1, as the eigenvectors of Hθ. As noticed in section 4.4, we can
use the Agmon distance associated to the potential (U − eN1) to get an estimate
similar to (4.39) valid on the whole space :

∫

R

∣

∣ec0|x|φi
∣

∣

2
dx+

∫

R

∣

∣ec0|x|∇φi
∣

∣

2
dx ≤ C (4.75)

Then, if we set vhi = χhφi ∈ D(H̃h), for i = 1, ..., N1, we have :

(H̃h − eθi )v
h
i = −(∆χh)φi − 2∇χh · ∇φi + χh(Ṽ h − θ)φi .
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Using (4.75), the same computations than in the previous point lead to

d(eθi , σ(H̃h)) −→
h→0, h∈D

0 . (4.76)

In what follows, we consider ε ∈ (eθN1
, 0) and Nh the corresponding integer given

by relation (4.72).
From Lemma 4.5.1, we have Nh = O(1). Then, taking into account the results (4.73)
and (4.76) above, we can already deduce that the following statement holds : for
all δ > 0 small, ∃h1 s.t. ∀h ∈ D ∩ (0, h1] we have, even if the numerotation of the
eigenvalues has to be changed, for k = 1, ..., N1

εh1 , ..., ε
h
Nk

∈ [eθk − δ, eθk + δ] (4.77)

where Nk ≥ 1 is an integer depending on h such that
∑N1

k=1Nk = Nh. This implies
Nh ≥ N1 and if we obtain Nh ≤ N1, ∀h ∈ D ∩ (0, h1], the proof will be completed.

• Consider I = [−||U ||L∞ , ε] and a > 0 small enough so that

σ(Hθ) ∩ ((I +B(0, 2a))\I) = ∅ .

Let E be the vector space spanned by uh1 , ..., u
h
Nh and F the spectral subspace associ-

ated to σ(Hθ)∩ I. From the estimate (4.28), the matrix M = ((uhi , u
h
j )L2(IR))1≤i,j≤Nh

verifies
M = I + o(1)

when h→ 0 and the uhi are linearly independant. Then, equation (4.74) and Theorem
4.3.7 give

d(E,F ) ≤
(

Nh

λmin

)
1
2 α(h)

a
, ∀h ∈ D

where λmin is the smallest eigenvalue of M . As we already noticed, Nh = O(1) and
therefore :

d(E,F ) ≤ Cα(h) ≤ 1

2

for all h ∈ D ∩ (0, h1] with h1 small enough. Then, Lemma 4.3.6 gives Nh ≤ N1.

Remark 4.6.2. For θ ≥ 0, an eigenvector of Hθ = −∆ + U + θ, Hθ = H2(IR),
corresponding to an eigenvalue ei + θ, 1 ≤ i ≤ N , verifies :

−y′′ = eiy, |x| ≥ L

and tends to 0 when |x| tends to +∞. One of the two solutions of the previous
equation is unbounded on |x| ≥ L and therefore ei + θ is of multiplicity one.

In what follows, we give, for a set D verifying (4.68) and (4.69), the limit problem
when h → 0. Then the unicity of the limit allows to determine the asymptotics of
the solution of (4.66) when h→ 0.
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Proposition 4.6.2. Consider 0 < α < 1, D ⊂ (0, h0] s.t. 0 ∈ D, µ ∈ Mb(0, L) and
V0 ∈ C0,α(0, L) verifying (4.68) and (4.69). Then, we have

µ =
∑

i≥1

f(ei + V0(x0))δx0 (4.78)

and the potential V0 is solution of the problem
{

− d2

dx2V0 = µ, (0, L)

V0(0) = V0(L) = 0
(4.79)

Proof. Set θ = V0(x0) and take ε ∈ (eN1 + θ, 0) such that ε > εS, where N1 is the
integer defined in Lemma 4.6.1. Then, from Lemma 4.6.1, we have for some constant
h1 > 0 :

#(σ(Hh) ∩ (−∞, ε]) = N1, ∀h ∈ D ∩ (0, h1]

and the density can be written as follows :

N1
∑

i=1

f(εhi )|Ψh
i |2

where εhi < ε. Using the normalization (4.12) and Lemma 4.3.2, we get that |Ψh
i |2dx

is of mass 1 and concentrates around x0. It implies that for i = 1, ..., N1

∫

Ω

|Ψh
i |2ϕ dx −→

h→0,h∈D
ϕ(x0) , ∀ϕ ∈ C([0, L]) . (4.80)

(more details will be given in the proof of Theorem 5.2.1). In other words, (|Ψh
i |2dx)h∈D

converges, for the weak* topology on the space of bounded mesures on (0, L), to a
Dirac function at x0 : δx0 .
We note that Lemma 4.6.1 also gives for i = 1, ..., N1 :

lim
h→0
h∈D

εhi = ei + θ

Then, from the unicity of the limit (4.68), we get the result (4.78) using the conver-
gence (4.80) and the continuity of f . We recall that we made the convention ei = 0
for i ≥ N + 1.
On the other hand, the convergence (4.68), (4.69) is also valid in D′(0, L) : ∀ϕ ∈
C∞

0 (0, L)
lim
h→0
h∈D

(n[V h] − µ, ϕ) = 0, lim
h→0
h∈D

(V h − V0, ϕ) = 0

From the Poisson equation − d2

dx2V
h = n[V h], ∀h ∈ (0, h0] and the continuity of the

derivative on D′(0, L), we get

− d2

dx2
V0 = µ, D′(0, L)
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As a consequence of (4.69), the potential V h tends to V0 strongly in C0,α(0, L), then
the boundary conditions appearing in the problem (4.79) follows from

V0(x) = lim
h→0
h∈D

V h(x)

for x = 0 and x = L.

Theorem 4.6.3. The nonlinearity (V h)h∈(0,h0] is bounded in W 1,∞(0, L) and tends,
strongly in C0,α(0, L), ∀α ∈ (0, 1), to the potential V0 given by

V0(x) =























(

∑

i≥1

f(ei + θ)

)

(1 − x0

L
)x, 0 < x ≤ x0

(

∑

i≥1

f(ei + θ)

)

x0

L
(L− x), x0 < x < L

(4.81)

where {ei}1≤i≤N is the discrete spectrum of H0, ei≥N+1 = 0 and θ is the unique

solution of the nonlinear equation θ = x0(1 − x0

L
)
∑

i≥1

f(ei + θ).

The density (n[V h])h∈(0,h0] tends to the mesure

µ =
∑

i≥1

f(ei + θ)δx0 . (4.82)

in the weak* topology on Mb(0, L).

Proof. The W 1,∞(0, L) bound for the potential was already obtained in Proposition
4.6.1.
Now, let α be a constant in (0, 1).
Consider D ⊂ (0, h0] s.t. 0 ∈ D, µ ∈ Mb(0, L) and V0 ∈ C0,α(0, L) verifying (4.68)
and (4.69). Then, applying Proposition 4.6.2, the potential V0 verifies the problem
(4.78)(4.79), and it can be computed explicitly as a function of θ := V0(x0) by solving
the following transmission problem :

{

−(V0)
′′ = 0, (0, x0) ∪ (x0, L)

V0(0) = V0(L) = 0

with the jump conditions :
{

V0(x
−
0 ) = V0(x

+
0 )

V ′
0(x

+
0 ) − V ′

0(x
−
0 ) = −(

∑

i≥1 f(ei + θ))

The formula (4.81) for V0 follows. Then, equation (4.81) considered at x = x0 implies
that the value θ of the potential V0 at x0, is solution of :

θ − x0(1 − x0

L
)
∑

i≥1

f(ei + θ) = 0 (4.83)
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According to the first point in Lemma 4.6.1, we have V0(x0) ≥ 0 and we are interested
in non negative solutions of (4.83). If we call G(θ) the l.h.s. of this equation, we
remark that G is a continuous, strictly increasing function on [0,+∞) and such that
limθ→+∞G(θ) = +∞. Therefore, it defines a bijection from [0,+∞) to [G(0),+∞).
We have G(0) = −x0(1 − x0

L
)
∑

i≥1 f(ei) < 0 and G(εS − e1) = εS − e1 > 0 by the
assumption (4.16). We deduce that there exists a unique value θ ≥ 0 solving (4.83),
moreover, it verifies θ ∈ (0, εS − e1).
It follows that the function V0 (resp. µ) verifying (4.69) (resp. (4.68)) is given in an
unique way by (4.81) (resp. (4.82)) where θ is the positive solution of (4.83). This
gives the convergence results anounced in our theorem.
Indeed, suppose that the convergence doesn’t occure. Then, there exists a function
ϕ0 ∈ C([0, L]), a constant ε > 0 and a set S ⊂ (0, h0] s.t. 0 ∈ S verifying :

||V h − V0||0,α + |(n[V h] − µ, ϕ0)| ≥ ε, ∀h ∈ S (4.84)

By applying Proposition 4.6.1, we can extract a D ⊂ S s.t. 0 ∈ D and (4.68), (4.69)
are verified for some functions µ̃ ∈ Mb(0, L) and Ṽ0 ∈ C0,α(0, L). Then, according
to the previous uniqueness result µ̃ = µ and Ṽ0 = V0 and we get a contradiction
comparing (4.68), (4.69) with (4.84).

Remark 4.6.4. In the proof of Theorem 4.6.3 above, we have shown that the
solution θ of (4.83) is in the interval (0, εS − e1). The condition θ ≥ 0 implies that
the sum

∑

i≥1 f(ei + θ) is finite. Although the bound θ < εS − e1 has no impact on
the proof, it gives that

∑

i≥1 f(ei+ θ) > 0, and therefore, that the limit potential V0

and density µ are not trivial. We deduce that Theorem 4.6.3 provides a non trivial
approximation of the solution V h of the problem (4.66), in dimension d = 1, in the
semi-classical limit h→ 0. It is not the case anymor in dimension d = 2 and 3 as it
will appear in Chapter 5.
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Chapitre 5

Semi-classical limit of the
Schrödinger-Poisson system in
dimension d = 2 and 3

The work presented here was done in common with

A. Mantile1, F. Nier2

and a very similar version of this chapter was accepted in the journal Asymptotic
Analysis with the title

Double scale analysis of a Schrödinger-Poisson system with quantum
wells and macroscopic nonlinearities in dimension 2 and 3.

5.1 Introduction

In this Chapter, we consider the Schrödinger-Poisson problem introduced in sec-
tion 4.1 for d = 2 and d = 3. A first step in the extension of this analysis to the
multidimensional case consists in a good understanding of the thermodynamical
equilibrium where the occupation numbers of the quantum states are given by a
decreasing function of the energy.

We recall that the partition function f is such that only the quantum states
confined in the well have an effect on the nonlinearity. This provides asymptotically
a strict separation of the quantum and macroscopic scales with some nonlinear
spectral renormalization which depends on the dimension d = 2 or d = 3.

1IRMAR, UMR - CNRS 6625, Université Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex,
France.

2IRMAR, UMR - CNRS 6625, Université Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex,
France.
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5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

We will use the same nonlinear apriori estimates, semiclassical and spectral tech-
niques used in Chapter 4. The outline of this Chapter is the following. We end this
section by stating our results. In section 5.2, asymptotic estimates for the nonlinear
problem are given. The Section 5.3 studies the possible asymptotic nonlinear system
in dimension d = 3 and ends the proof of the main result in this case. The analysis
of the bidimensional problem is completed in Section 5.4, with a different renormal-
ization process. In Appendix 5.A, some standard results are adapted to our case,
and in Appendix 5.B, some details are given about the asymptotic nonlinear system
in dimension d = 3.

Results

The aim of this analysis is to understand the asymptotic behaviour of the uni-
tarily equivalent systems (4.4) - (4.7) and (4.10) as h→ 0. This in order to provide
a simplified modelling for the nonlinearities produced by charged particles confined
in quantum wells (d = 3), wires (d = 2) or layers (d = 1). Such a program has been
carried out in [2], [3] and [11] with efficient numerical applications in [4] for out-of
equilibrium 1D problem. A variation of it provides the result of Theorem 4.6.3, for
the present 1D-Dirichlet problem with Ω = (0, L), that we recall there : the Poisson
potential V h is uniformly bounded in W 1,∞(Ω) and converges in C0,α(Ω), α ∈ (0, 1),
to V0 defined by

V0(x) =























(

∑

i≥1

f(ei + β)

)

(1 − x0

L
)x, 0 < x ≤ x0 ,

(

∑

i≥1

f(ei + β)

)

x0

L
(L− x), x0 < x < L ,

where {ei, i ≥ 1} is the point spectrum of H0 and β is the unique solution to the

nonlinear equation β = x0(1 − x0

L
)
∑

i≥1

f(ei + β) .

Hence for the 1D problem, the nonlinear effect produced at the quantum scale
remains visible at the macroscopic scale in the limit h→ 0. This is no more the case
in dimension d > 1. Indeed, due to the different behaviour of the Green function of
the Laplace operator in dimension d = 2 and d = 3, the potential at the classical
scale V h is expected to converge to 0 as h → 0, although a simple ad absurdum
argument shows that some nonlinearity still affects asymptotically the spectrum of
the quantum Hamiltonian. The complete description of this requires the analysis of
the asymptotic behaviour of both V h and Ṽ h. Again the differences of the Green
functions of the Laplace operator in dimension d = 2 and d = 3 require different
kind of arguments and lead to different results : a renormalization of the logarithmic
divergence has to be introduced in dimension 2, not in dimension 3.

Our main results, whose proofs are given in Sections 3 and 4, gather the asymp-
totic informations for the 3D and 2D cases.
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5.1 Introduction

Theorem 5.1.1. Let d = 3 and let V h (resp. Ṽ h) solve (4.4)(4.5)(4.7) (resp. (4.10))

1. The potential at the classical scale, V h, converges strongly to 0 in H1
0 (Ω) :

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O(h1/2) .

2. By fixing the threshold εS associated with f , there exists a unique (A,W ) ∈
(0,+∞) × Ḣ1(R3; R) such that εS = inf σ(−∆ + U +W ) and

{

[−∆ + U +W ] χ = εS χ , with χ ∈ H2(R3), ‖χ‖L2(R3) = 1 ,

−∆W = A |χ|2 .
(5.1)

3. With above notations, the potential at the quantum scale Ṽ h satisfies

lim
h→0

∥

∥

∥1ΩhṼ h −W
∥

∥

∥

L∞(R3)
= 0 .

4. There exists h1 > 0 such that the eigenvalues εhi are larger than εS and f(εhi ) =
0 for all i ≥ 2 and all h ≤ h1 . The particle density at the quantum scale,

h−1
∑

i≥1

f(εhi )|Ψ̃h
i |2 = h−1f(εh1)

∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2

for h ≤ h1, satisfies

lim
h→0

∥

∥1Ωhh−1f(εh1)|Ψ̃h
1 |2 − A|χ|2

∥

∥

L1∩L2(R3)
= 0 .

Remark 5.1.2. The third statement prevents V h(x) = Ṽ h(x−x0

h
) from converging

to 0 in the L∞-norm.

Theorem 5.1.3. Let d = 2 and let V h (resp. Ṽ h) solve (4.4)(4.5)(4.7) (resp. (4.10))

1. The potential at the classical scale, V h, converges strongly to 0 in H1
0 (Ω)

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O
(

1

|lnh|

)

.

2. Take the threshold εS associated with f and e1 = inf σ(−∆ + U) and set
θ = εS − e1. Then the potential Ṽ h at the quantum scale satisfies

lim
h→0

∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞({|x|≤−κ lnh})
= 0

for any fixed κ > 0.
3. There exists h1 > 0 such that the eigenvalues εhi are larger than εS and f(εhi ) =

0 for all i ≥ 2 and all h ≤ h1 . The particle density at the quantum scale,
∑

i≥1

f(εhi )|Ψ̃h
i |2 = f(εh1)

∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2

for h ≤ h1, satisfies

∥

∥

∥

∥

1Ωhf(εh1)
∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2
∥

∥

∥

∥

L2(R2)

= O(|lnh|−1) ,

lim
h→0

|lnh|
∥

∥

∥

∥

1Ωhf(εh1)
∣

∣

∣Ψ̃h
1

∣

∣

∣

2
∥

∥

∥

∥

L1(R2)

= lim
h→0

|lnh| f(εh1) = 2πθ .

Remark 5.1.4. Contrarily to the 3D case, the total charge in the quantum well
converges to 0 but still has a spectral effect due to the logarithmic divergence of the
Green function of the Laplace operator.
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5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

5.2 Asymptotic estimates in dimension d = 2, 3

We give some preliminary results related to the asymptotic behaviour for h→ 0
of the charge density and the eigenvalues related to the Schrödinger-Poisson prob-
lem. In this Section our investigation is confined to the 2D and the 3D case. The
classical or the quantum scale pictures will be alternatively adopted depending on
the strategies of the proofs.
First, we focus our attention on the Schrödinger-Poisson problem at the classical
scale. We use results of section 4.5 and the estimates in Lemma 4.3.2 to get asymp-
totic proprieties for the spectral points of Hh as h→ 0.

Theorem 5.2.1. The spectral points εhi≤N0
fulfill the condition

lim inf
h→0

εhi ≥ εS . (5.2)

In particular, for i = 1 we have

lim
h→0

εh1 = εS . (5.3)

Proof. We work in the classical scale. Since (
∣

∣Ψh
1

∣

∣

2
)h∈(0,h0] is a family of probability

measures it is weakly relatively compact in the set of bounded non negative Radon
measures on Ω with total mass ≤ 1. We first check that it converges to δx0 with the
help of exponential decay estimates. From Lemma 4.5.3, it is known that : εh1 < εS
for all h ∈ (0, h0]. Thus we can apply the estimates (4.27) to write
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∣

∣Ψh
1

∣

∣

2
ϕ dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

suppϕ

|ϕ| e−2φ/h
∣

∣eφ/hΨh
1

∣

∣

2
dx

≤ ‖ϕ‖L∞

∥

∥eφ/hΨh
1

∥

∥

2

L2(Ω)
sup

x∈suppϕ
e−2φ/h ≤ C ‖ϕ‖L∞ sup

x∈suppϕ
e−φ/h

for any ϕ ∈ L∞(Ω), while φ(x) is the Agmon distance from the support of the po-
tential well defined by the relation (4.29). When suppϕ is a compact set in Ω\ {x0},
the inequality (4.37) says that there exists cϕ > 0 such that

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∣

∣Ψh
1

∣

∣

2
ϕ dx

∣

∣

∣

∣

≤ C ‖ϕ‖L∞ e−cϕ/h, (5.4)

holds for h > 0 small enough. By taking the limit as h→ 0, we get

lim
h→0

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∣

∣Ψh
1

∣

∣

2
ϕ dx

∣

∣

∣

∣

= 0

for all continuous function ϕ ∈ C0(Ω) with suppϕ ⊂ Ω\{x0}. Hence the probability
measure |Ψh

1 |2 converges in the narrow sense to δx0

∫

Ω

|Ψh
1 |2ϕ dx −→

h→0
ϕ(x0) , ∀ϕ ∈ C0(Ω) . (5.5)
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5.2 Asymptotic estimates in dimension d = 2, 3

As a consequence of Corollary 4.5.2, the charge density : n[V h] =
∑

i≤N0
f(εhi )|Ψh

i |2
is uniformly bounded in H−1(Ω) as h→ 0. Let ε ∈ (0, ε0] with ε0 small enough, and
consider the test function

ϕε(x) = χ(x)φε

( |x− x0|
2R

)

, x ∈ Ω ,

where R = supx∈Ω |x− x0|, χ ∈ C∞
0 (Ω) such that χ(x0) = 1, and

φε(u) =

(

ln
1

ε

)α

1[0,ε](u) +

(

ln
1

u

)α

1(ε, 1
2
](u) ,

with 0 < α < d−1
2

. This function is continuous on Ω and in dimension d = 2 or 3
there exists CΩ > 0 such that

∀ε ∈ (0, ε0] , ‖ϕε‖H1
0 (Ω) ≤ CΩ .

We get

f(εh1)

∫

Ω

|Ψh
1 |2ϕε dx ≤

∥

∥n[V h]
∥

∥

H−1(Ω)
‖ϕε‖H1

0 (Ω) ≤ C ′
Ω .

Taking into account the condition : ϕε(x0) =
(

ln 1
ε

)α
, the previous relation leads us

to : lim suph→0 f(εh1) ≤ C ′
Ω |ln ε|−α, for any ε > 0, which implies

lim
h→0

f(εh1) = 0 .

Finally, making use of εhi ≥ εh1 and f ′ ≤ 0, we get

lim
h→0

f(εhi ) = 0 . (5.6)

Remark 5.2.2. The informations given in the previous Theorem can be used to
obtain some insight about the singularity of the Poisson potential V h in the limit h→
0. Indeed, due to relation (5.6), the charge density converges to zero in the weak*
topology of H−1(Ω). Moreover, we know from Proposition 4.5.1 that the sequence of
Poisson potentials V h is uniformly bounded in H1

0 (Ω) and, up to extraction, weakly
convergent in this space. From the equation

−∆V h = n
[

V h
]

,

and the continuity of −∆ on the space of distributions D′, we obtain that V h is
weakly convergent to zero in H1

0 (Ω). Fixing p ∈ [1, 6) in dimension d = 3 or
p ∈ [1,+∞) in dimension d = 2, the previous result and the compact injection
H1(Ω) →֒→֒ Lp(Ω) (e.g. in [5]), give the convergence V h → 0 in the strong Lp-norm
sense. However, the asymptotic condition (5.3) implies that, in the limit h→ 0, the
Poisson potential produces a non null spectral perturbation of the limit Hamiltonian
– given by H0 (4.14) at the quantum scale. For this reason we expect that V h

9 0
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5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

in L∞(Ω).
Furthermore, we have some strong convergence for the density : using the normal-
ization (4.12) of the eigenfunctions, we can write

∥

∥n[V h]
∥

∥

L1(Ω)
≤
∑

i≤N0

f(εhi )

and, applying (5.6), we obtain that n[V h] −→
h→0

0 strongly in L1(Ω) (and therefore

strongly in the space of bounded measures Mb(Ω)).

We now return to the quantum scale setting. Let us denote with Ahi

Ahi = h2−d f(εhi ) . (5.7)

With this notations, the charge density at the quantum scale is described by

ρh =
∑

i≤N0

Ahi

∣

∣

∣
Ψ̃h
i

∣

∣

∣

2

, h ∈ (0, h0] , (5.8)

and our system writes as














(

−∆ + U + Ṽ h
)

Ψ̃h
i = εhi Ψ̃

h
i , in Ωh

−∆Ṽ h = ρh, in Ωh

Ṽ h
∣

∣

∣

∂Ωh
= 0 , Ψ̃h

i

∣

∣

∣

∂Ωh
= 0

; h ∈ (0, h0] . (5.9)

Lemma 5.2.3. The coefficients Ahi≤N0
show the following properties :

– In dimension d = 3 : the set
{

Ahi≤N0
, h ∈ (0, h0]

}

is uniformly bounded w.r.t.
h.

– In dimension d = 2 : the set
{

Ahi≤N0
ln 1

h
, h ∈ (0, h0]

}

is uniformly bounded
w.r.t. h.
where (0, h0] is a suitable right neighbourhood of the origin.

Proof. First notice that, if εhi ≥ εS, we have : Ahi = 0 and the statement is trivial.
Thus, we can assume in what follows : εhi < εS. This allows us to apply the estimates
(4.39) and (4.40) to the eigenvectors Ψ̃h

i≤N0
in the limit h → 0. Let Br denotes the

ball of radius r centered in the origin of R
d ; for h → 0, the condition : Br ⊂ Ωh

definitely holds, and we can write

1 =
∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(Ωh)
=

∫

Br

|Ψ̃h
i |2dx+

∫

Ωh\Br

e−2c0|x||ec0|x|Ψ̃h
i |2dx .

Corollary 4.3.5 gives an estimate for the r.h.s. of this expression
∫

Br

|Ψ̃h
i |2dx+

∫

Ωh\Br

e−2c0|x||ec0|x|Ψ̃h
i |2dx ≤

∫

Br

|Ψ̃h
i |2dx+ Ce−2c0r .
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5.2 Asymptotic estimates in dimension d = 2, 3

Fixing r such that : Ce−2c0r ≤ 1
2
, which is always possible for h0 close enough to the

origin, the previous relations implies
∫

Br

|Ψ̃h
i |2dx ≥ 1

2
, ∀h ∈ (0, h0] . (5.10)

This relation can be used to get an estimate for the potential Ṽ h inside Br. Indeed,
from Lemma 4.5.3, we have

εS > εh1 , ∀h ∈ (0, h0] .

Moreover, it follows from the relation

εh1 =
(

Ψ̃h
1 , H̃

hΨ̃h
1

)

L2(Ωh)
,

that

εS > εh1 ≥ −‖U‖L∞ +

(

inf
x∈Br

Ṽ h

)∫

Br

|Ψ̃h
1 |2dx ≥ −‖U‖L∞ +

1

2
inf
x∈Br

Ṽ h ,

which implies
inf
x∈Br

Ṽ h ≤ C , (5.11)

with C > 0.

Let us denote with IBr the characteristic function of the ball Br and with W h

the solution to the following problem
{

−∆W h = ρr in Ωh

W h
∣

∣

∂Ωh = 0

with
ρr = IBr

∑

i≤N0

Ahi |Ψ̃h
i (x)|2 .

Notice that
ρh ≥ ρr on Ωh .

Therefore, by applying the maximum principle to the equation






−∆
(

Ṽ h −W h
)

= ρh − ρr in Ωh ,
(

Ṽ h −W h
)∣

∣

∣

∂Ωh
= 0 ,

we get Ṽ h ≥ W h in Ωh. The strategy of our proof is to show that the lower bound
on Br for W h depends on the sum

∑

i≤N0
Ahi in the 3-D case, or ln 1

h

∑

i≤N0
Ahi in

the 2-D case. We will consider the 3-D and the 2-D cases separately.

Let d = 3. In order to obtain a lower bound for the function W h, we compare
W h with G ∗ ρr, where G = 1

4π|x| is the Green kernel of the Laplacian in R
3 while ’∗’

denotes the convolution operation. The difference W h −G ∗ ρr solves the problem
{

−∆u = 0 in Ωh ,
u|∂Ωh = − G ∗ ρr|∂Ωh .

(5.12)
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5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

Recalling that G∗ρr is a positive function, the maximum principle applied to (5.12)
leads to

(W h −G ∗ ρr) ≥ − sup
x∈∂Ωh

(G ∗ ρr) in Ωh ,

from which we have

W h ≥ G ∗ ρr − sup
x∈∂Ωh

(G ∗ ρr) in Ωh . (5.13)

– For x ∈ ∂Ωh we have : |x| ∼ O( 1
h
) as h→ 0. Take R = d(B(x0, R), ∂Ω) in the

classical scale. Then at the quantum scale, the inequality

|x− y| ≥ R

h
, ∀ y ∈ Br , (5.14)

holds for any h ∈ (0, h0]. Using (5.14) we get

G ∗ ρr|∂Ωh =
1

4π

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

1

|x− y| |Ψ̃
h
i (y)|2dy

∣

∣

∣

∣

∂Ωh

≤ h

4πR

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

|Ψ̃h
i (y)|2dy ≤ h

4πR
(
∑

i≤N0

Ahi ) . (5.15)

– For x, y ∈ Br → 1
|x−y| ≥ 1

2r
. From this condition and (5.10) it follows

G ∗ ρr|Br
≥ 1

8πr

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

|Ψ̃h
i (y)|2dy ≥ 1

16πr
(
∑

i≤N0

Ahi ) . (5.16)

Making use of (5.13), (5.15) and (5.16), and assuming h→ 0, we get

W h
∣

∣

Br
≥ 1

16πr
(
∑

i≤N0

Ahi ) −
h

4πR
(
∑

i≤N0

Ahi ) =
1

16πr
(
∑

i≤N0

Ahi )(1 − 4r

R
h)

≥ 1

32πr
(
∑

i≤N0

Ahi ) . (5.17)

Recalling that Ṽ h ≥ W h on Ωh, it follows from the last inequality that

Ṽ h
∣

∣

∣

Br

≥ 1

32πr
(
∑

i≤N0

Ahi ) , ∀h ∈ (0, h0] . (5.18)

Combining this condition with (5.11) we get a uniform bound for
∑

i≤N0
Ahi as

h ∈ (0, h0]. This concludes the proof in the 3-D case.

The 2-D case follows essentially the same line. Nevertheless, it is worthwhile to
notice that the Green kernel of the 2-D Laplacian, G(x) = − 1

2π
ln |x|, does not have

a fixed sign. Therefore, relation (5.13) will be replaced by

W h ≥ G ∗ ρr + inf
x∈Ωh

(−G ∗ ρr) in Ωh ,
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5.2 Asymptotic estimates in dimension d = 2, 3

while (5.15) and (5.16) respectively by

− G ∗ ρr|∂Ωh =
1

2π

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

ln |x− y||Ψ̃h
i (y)|2dy

∣

∣

∣

∣

∣

∂Ωh

≥ 1

2π
ln
R

h

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

|Ψ̃h
i (y)|2dy

≥ 1

4π
(
∑

i≤N0

Ahi )(lnR + ln
1

h
) ,

and

G ∗ ρr|Br
≥ 1

2π
ln

1

2r

∑

i≤N0

Ahi

∫

Br

|Ψ̃h
i (y)|2dy ≥ 1

4π
(
∑

i≤N0

Ahi ) ln
1

2r
.

Remark 5.2.4. The previous result confirms the relation (5.6) obtained in the
proof of Theorem 5.2.1. Moreover, it allows to establish a precise asymptotic order
for f(εhi≤N0

) when h→ 0

– In dimension 3 : f(εhi≤N0
) = O (h) .

– In dimension 2 : f(εhi≤N0
) = O

(

(

ln 1
h

)−1
)

.

The next Lemma characterizes the compactness of the family Ψ̃h
i≤N0

as h → 0.
In what follows ε denotes a negative constant and IΩh,ε denotes the characteristic
function

IΩh, ε(x, λ) =

{

1 for x ∈ Ωh and λ < ε ,
0 otherwise .

(5.19)

Lemma 5.2.5. For i ≤ N0, ε ∈ (−‖U‖L∞ , 0) and h ∈ (0, h0], with h0 > 0 small
enough, the following properties hold :

– In dimension d = 3, the family
(

IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

)

h∈(0,h0]
is relatively compact in

Lp(R3) with p ∈ [1, 6) .

– In dimension d = 2, the family
(

IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

)

h∈(0,h0]
is relatively compact in

Lp(R2) with p ∈ [1,+∞) .

– Hence in both cases

(

∣

∣

∣
IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h

i

∣

∣

∣

2
)

h∈(0,h0]

is relatively compact in L1 ∩

L2(Rd) .

Proof. Fix p as follows : p ∈ [1, 6) in dimension d = 3, p ∈ [1,+∞) in dimension
d = 2. Due to definition (5.19), we can restrict our investigation to the case εhi < ε.
From Corollary 4.3.5, we have

∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

Lp(Ωh)
≤ ||ec0|x|Ψ̃h

i ||Lp(Ωh) ≤ C , ∀h ∈ (0, h0] .
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5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

Thus, the family
(

IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

)

h∈(0,h0]
is uniformly bounded in Lp(Rd). Moreover,

for any bounded domain B ⊂ R
d, it follows, again from Corollary 4.3.5, that

∥

∥

∥
IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h

i

∥

∥

∥

H1(B)
≤
∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

H1(Ωh)

≤
∥

∥

∥ec0|·|∇Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
+
∥

∥

∥ec0|·|Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
≤ C

for all h ∈ (0, h0]. By the compactness of the injection ofH1(B) →֒ Lp(B),
{

IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

}

h∈(0,h0]

is relatively compact in Lp(B). Next, consider the Lp-norm of IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i on R

d\B
∥

∥

∥IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

∥

∥

∥

p

Lp(Rd\B)
=

∫

Ωh\B
e−p c0|x|

∣

∣

∣ec0|x|Ψ̃h
i

∣

∣

∣

p

dx

≤
(∫

Ωh

∣

∣

∣
ec0|x|Ψ̃h

i

∣

∣

∣

p

dx

)

sup
x∈Rd\B

e−p c0|x| ≤ C ′ sup
x∈Rd\B

e−p c0|x| .

For any η > 0, there exists a bounded domain Bη such that

∀h ∈ (0, h0],
∥

∥

∥IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h
i

∥

∥

∥

Lp(Rd\Bη)
< η .

This and the relative compactness on any bounded B due to Sobolev embeddings
provide the relative compactness on the whole space R

d (see Corollary IV.26 in [5]).

The third point follows from the Hölder inequality

∥

∥|f |2 − |g|2
∥

∥

Lp(Rd)
≤ ‖f − g‖L2p(Rd)

(

‖f‖L2p(Rd) + ‖g‖L2p(Rd)

)

with p = 1 or p = 2.

5.3 The asymptotic problem in the 3-D case

5.3.1 Asymptotic behaviour of the Poisson potential and the
limit Poisson problem

As already noticed in Remark 5.2.2, the role played by the Poisson potential
at the classical scale, V h, presents an ambiguous interpretation. Indeed, it strongly
converges to zero in Lp, p < 6, as h → 0, producing, at the same time, a non null
spectral perturbation of the limit Hamiltonian, corresponding to the spectral shift :
εS − e1 (see the condition (5.3)). This ambiguity disappear when the problem is
considered at the quantum scale. In this Section we will show that, in the 3-D case,
the Poisson potential at the quantum scale has a non trivial asymptotic behaviour
described by a limit equation of Schrödinger-Poisson kind. The strategy of our proof
consists in exploiting the boundedness of the coefficients Ahi and the relative com-
pactness properties of the eigenvectors Ψ̃h

i , with εhi < 0, to extract a converging
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5.3 The asymptotic problem in the 3-D case

sequence of charge densities. Then, as an intermediate result, a limit Schrödinger-
Poisson equation is obtained, modulo an extraction, by using standard estimates
(see (5.22) and (5.23) below) and the elliptic regularity of the limit Hamiltonian. In
the end, a uniqueness result for this asymptotic problem will ensure the convergence
of the whole family as h → 0. The intermediate arguments will often be written
with the notation

lim
h→0
h∈D

g(h) = γ

where D denotes a well chosen, countable or not, subset D ⊂ (0, h0] such that 0 ∈ D.
For example the relative compactness stated in Lemma 5.2.3 and Lemma 5.2.5 can
be used as follows : out of any infinite subset S ⊂ (0, h0] with 0 ∈ S, such a countable
subset D can be extracted so that

lim
h→0
h∈D

∥

∥1Ωhρh − ρ
∥

∥

L1∩L2(R3)
= 0 , (5.20)

with ρ =
∑

i≤N0

Ai |χi|2 , Ai = lim
h→0
h∈D

Ahi ≥ 0 and lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h

i − χi

∥

∥

∥

L2∩L4(R3)
= 0 .

(5.21)

where ε is a constant in [εS, 0).

Proposition 5.3.1. Let G be the Green function of the Laplace operator in R
3.

For a set D such that the conditions (5.21)-(5.20) are verified, the potential at the
quantum scale 1ΩhṼ h satisfies

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥1ΩhṼ h −G ∗ ̺
∥

∥

∥

L∞(R3)
= 0 .

Proof. We start recalling a standard estimate. Let f ∈ L1 ∩ L2(R3) and consider
the convolution G ∗ f , whose Fourier Transform is

F (G ∗ f) (k) =
Ff(k)

k2

Ff denoting the Transform of f . From the Young-Housdorff inequality, we know
that Ff ∈ L2 ∩ L∞(R3), which implies, using standard estimates, that

∥

∥

∥

∥

Ff(k)

k2

∥

∥

∥

∥

L1(R3)

≤ C
(

‖f‖L1(R3) + ‖f‖L2(R3)

)

.

Then, we get

‖G ∗ f‖L∞(R3) ≤ C
(

‖f‖L1(R3) + ‖f‖L2(R3)

)

. (5.22)

Moreover, from the above condition Ff(k)
k2 ∈ L1(R3) and the Riemann-Lebesgue

Lemma, we also obtain that the convolution G ∗ f belongs to the space C∞(R3) of
continuous functions vanishing at ∞

G ∗ f ∈ C∞(R3) . (5.23)

191



5 Semi-classical limit of the Schrödinger-Poisson system in dimension d = 2 and 3

The Poisson potential can be expressed by the action of the inverse Dirichlet-
Laplacian on ρh : Ṽ h =

(

−∆D
Ωh

)−1
ρh, and the difference Ṽ h − G ∗ ρ is bounded in

Ωh by
∥

∥

∥Ṽ h −G ∗ ρ
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
≤
∥

∥

∥G ∗ ρ−
(

−∆D
Ωh

)−1
ρ
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+

+
∥

∥

∥
G ∗

(

ρ− 1Ωhρh
)

−
(

−∆D
Ωh

)−1 (
ρ− ρh

)

∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+
∥

∥G ∗
(

ρ− 1Ωhρh
)∥

∥

L∞(Ωh)
.

(5.24)

The maximum principle, applied to the equation
{

−∆u = 0 in Ωh

u|∂Ωh = G ∗ f |∂Ωh

with f ∈ L1 ∩ L2(R3), leads us to the estimate

‖u‖L∞(Ωh) ≤ sup
x∈∂Ωh

|G ∗ f | .

If u is identified with the functions G ∗ ρ −
(

−∆D
Ωh

)−1
ρ and G ∗

(

ρ− 1Ωhρh
)

−
(

−∆D
Ωh

)−1 (
ρ− ρh

)

appearing at the r.h.s of (5.24), the previous estimates gives

∥

∥

∥Ṽ h −G ∗ ρ
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
≤ sup

x∈∂Ωh

|G ∗ ρ| + sup
x∈∂Ωh

∣

∣G ∗
(

ρ− 1Ωhρh
)∣

∣+
∥

∥G ∗
(

ρ− 1Ωhρh
)∥

∥

L∞(Ωh)

≤ sup
x∈∂Ωh

|G ∗ ρ| + 2
∥

∥G ∗
(

ρ− 1Ωhρh
)∥

∥

L∞(R3)
.

Applying the properties (5.23) to G∗ρ and (5.22) to G∗
(

ρ− 1Ωhρh
)

, it follows from
the conditions Ωh → R

3 and (5.20) that

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥Ṽ h −G ∗ ρ
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
= 0 . (5.25)

In the exterior domain R
3\Ωh, we have

∥

∥

∥
1ΩhṼ h −G ∗ ρ

∥

∥

∥

L∞(R3\Ωh)
= ‖G ∗ ρ‖L∞(R3\Ωh) −→

h→0
0 , (5.26)

where (5.23) has been once more implemented.

From (5.25) and (5.26) it finally follows that

∥

∥

∥1ΩhṼ h −G ∗ ρ
∥

∥

∥

L∞(R3)
= max

{

‖G ∗ ρ‖L∞(R3\Ωh) ,
∥

∥

∥Ṽ h −G ∗ ρ
∥

∥

∥

L∞(Ωh)

}

−→
h→0, h∈D

0

which concludes the proof.

Concerning the problem at the classical scale, we can actually strengthen the
result referred in Remark 5.2.2.
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5.3 The asymptotic problem in the 3-D case

Corollary 5.3.1. Under the assumptions of Proposition 5.3.1, the solution of the
Schrödinger-Poisson problem at the classical scale, (4.4)(4.5)(4.7), strongly con-
verges to 0 in H1

0 (Ω) as h→ 0 with

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O(h
1
2 ) .

Proof. The Poisson potentials at the classical and quantum scales are related by
the change of variables : Ω → Ωh and the relation (4.11). In 3D, we have

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= h1/2
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

H1
0 (Ωh)

. (5.27)

Projecting the Poisson equation for Ṽ h (the second one in (5.9)) over Ṽ h itself, the

norm
∥

∥

∥Ṽ h
∥

∥

∥

2

H1
0 (Ωh)

is estimated by

∥

∥

∥Ṽ h
∥

∥

∥

2

H1
0 (Ωh)

=
∑

i≤N0

Ahi

∫

Ωh

|Ψ̃h
i |2Ṽ h dx ≤

∥

∥

∥Ṽ h
∥

∥

∥

L∞(Ωh)

∑

i≤N0

Ahi .

As it follows from Lemma 5.2.3 and Proposition 5.3.1, the coefficientsAhi are bounded

and the family of potentials
(

1ΩhṼ h
)

h∈D
converges in L∞(R3) as h→ 0. Therefore

we have
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

H1
0 (Ωh)

≤ C , h ∈ D (5.28)

and, combining (5.27) and (5.28),

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O(h
1
2 ) , h ∈ D .

This concludes the proof.

Next we investigate the limit shape of the family of Schrödinger-Poisson problems
when h belongs to a subset D verifying the conditions (5.21) and (5.20).

Proposition 5.3.2. Under the assumptions of Proposition 5.3.1, the following limits
hold

lim
h→0

inf εhi > εS for i > 1 , (5.29)

lim
h→0
h∈D

Ah1 = A , lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
1ΩhΨ̃h

1 − χ
∥

∥

∥

L2∩L4(R3)
= 0 , lim

h→0
h∈D

∥

∥

∥
1ΩhṼ h −G ∗ A |χ|2

∥

∥

∥

L∞(R3)
= 0 ,

(5.30)
where A and χ solve the problem











[−∆ + U +W ] χ = εS χ, ‖χ‖L2(R3) = 1 ,

εS = inf σ (−∆ + U +W ) ,

−∆W = A |χ|2 .
(5.31)
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Proof. Let N1 be defined by

N1 = max
{

i
∣

∣

∣ lim
h→0

inf εhi = εS

}

. (5.32)

Due to the result of Theorem 5.2.1, we know that N1 ≥ 1. Rephrasing the argument
used at the beginning of this Section, it is possible to find a set D ⊂ (0, h0], 0 ∈ D̄,
such that the conditions (5.20) - (5.21) are verified and

lim
h→0
h∈D

εhi≤N1
= εS . (5.33)

In what follows, the constant ε, appearing in (5.21), is strictly greater that εS. If we
choose h0 small enough, this condition and the previous limit imply : εhi < ε, for all
h ∈ D. Set i ≤ N1, ϕ ∈ C∞

0 (R3). According to (5.33), and to the results of Lemma
5.2.5 and Proposition 5.3.1, the following limit holds

lim
h→0
h∈D

([

−∆ + U + Ṽ h − εhi

]

ϕ, 1ΩhΨ̃h
i

)

L2(R3)
= ([−∆ + U +G ∗ ρ− εS]ϕ, χi)L2(R3) ,

with

ρ =
∑

i≤N0

Ai |χi|2 , Ai = lim
h→0
h∈D

Ahi ≥ 0 and lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
IΩh, ε(·, εhi )Ψ̃h

i − χi

∥

∥

∥

L2∩L4(R3)
= 0 .

Moreover, in this limit, the support of the test function ϕ is definitely included in
Ωh and the scalar product at the l.h.s. can be written as
([

−∆ + U + Ṽ h − εhi

]

ϕ, 1ΩhΨ̃h
i

)

L2(R3)
=
(

ϕ,
[

−∆ + U + Ṽ h − εhi

]

Ψ̃h
i

)

L2(Ωh)
= 0 ,

where (4.10) has been taken into account. Previous relations and the elliptic regu-
larity of the problem lead us to the following equation

[−∆ + U +G ∗ ρ] χi = εS χi with i = 1, ..., N1 (5.34)

in L2(R3). The normalization and orthogonality properties of the eigenvectors 1ΩhΨ̃h
i≤N1

are preserved for h→ 0 and, in this limit, we have

‖χi‖L2(R3) = 1 , (5.35)

(χi, χj)L2(R3) = δij . (5.36)

The equations (5.34)-(5.35) define χi as an eigenvector related to the eigenvalue εS
of the limit Hamiltonian H = −∆ + U + G ∗ ρ. Let us focus our attention on the
case i = 1. Due to the characterization

Ψ̃h
1 ≥ 0 a.e. on Ωh

of the fundamental mode of H̃h, and using the convergence of 1ΩhΨ̃h
1 → χ1 in L2(R3),

it follows that : χ1 ≥ 0 a.e. in R
3. Recalling that the unique non negative eigenvector
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coincides with the fundamental mode, we can identify χ1with the fundamental mode
of H and εS with its first eigenvalue. Then, the non degeneracy of the first energy
level εS and the linear independence of the vectors χi (see relation (5.36)) forces
N1 = 1. We conclude that the energy levels εhi>1 definitely overcome the threshold
εS as h → 0 ; therefore, the unique contribution to the charge density in the limit

h→ 0, comes from the term : Ah1

∣

∣

∣
Ψ̃h

1

∣

∣

∣

2

and, for a set D verifying (5.21)-(5.20), the

limit problem writes as (5.31).

5.3.2 The limit equation

The limit Schrödinger-Poisson equation obtained above essentially depends from
the convergence of the charge density expressed by the conditions (5.20)-(5.21). The
purpose, in what follows, is to analyze the uniqueness of this limit. In particular
we will prove that any family of densities

(

ρh
)

h∈D, fulfilling the convergence condi-
tions (5.20)-(5.21), lead to the same limit equation (5.31) which will be shown to
have a unique solution verifying (5.30). Our strategy consists in proving that the
fundamental energy of the nonlinear limit Hamiltonian

−∆ + U + AG ∗ |χ|2

can be determined as an implicit function of the coupling parameter A. Then, making
use of its monotonicity properties, we are able to prove that there exists a unique
setting {A,χ,W} given by (5.30).

Let us denote with H(W ) the selfadjoint operator

H(W ) = −∆ + U +W, D(H(W )) = H2(R3) . (5.37)

We consider the functional Ka : Ḣ1(R3; R) → R

Ka(W ) =
1

2

∫

R3

(∇W )2 dx− a ε(W ) , a ≥ 0 , (5.38)

ε(W ) = inf σ(H(W )) , (5.39)

where Ḣ1(R3; R) is the homogeneous Sobolev space of real functions defined as the
completion of C∞

0 (R3) with respect to the scalar norm

‖W‖Ḣ1(R3;R) =

(∫

R3

|∇W |2 dx
) 1

2

.

This is an Hilbert space for the scalar product (u, v)Ḣ1 =
∫

R3 ∇u · ∇v dx and it
is included in L6(R3). A simple Fourier decomposition Ŵ (ξ) = Ŵ (ξ)1|ξ|≤1(ξ) +

Ŵ (ξ)1|ξ|>1(ξ) = Ŵ1(ξ) + Ŵ2(ξ) leads to

W = W1 +W2 , Ŵ1 ∈ L1(R3) , W2 ∈ L2(R3) , (5.40)

with
∥

∥

∥Ŵ1

∥

∥

∥

L1
+ ‖W2‖L2 ≤ C ‖W‖Ḣ1 . (5.41)

A direct application of Lemma 5.4.5 implies
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Lemma 5.3.2. The map ε(W ) defined by (5.39) belongs to C0
(

Ḣ1(R3; R), (−∞, 0]
)

and is analytic in the open set

S =
{

W ∈ Ḣ1(R3; R) , ε(W ) < 0
}

. (5.42)

Proof. First note that the potential U , involved in the definition of H(W ) = −∆ +
U + W and ε(W ) = inf σ(H(W )), belongs to Ḣ1(R). Hence Lemma 5.4.5 can be
used either with H0 = −∆ + U or H0 = −∆ while replacing W with W ′ = U +W .
For W ∈ Ḣ1(R3), the decomposition (5.40)(5.41) allows to write for any ψ ∈ H2(R3)

‖W1ψ‖L2 ≤ ‖W1‖L∞ ‖ψ‖L2 ≤ C ‖W‖Ḣ1 ‖ψ‖L2

‖W2ψ‖L2 ≤ ‖W2‖L2 ‖ψ‖L∞ ≤ ‖W‖Ḣ1 [δ ‖∆ψ‖L2 + Cδ ‖ψ‖L2 ]

where the last inequality is a consequence of the interpolation inequality ‖ψ‖L∞ ≤
C ‖∆ψ‖aL2 ‖ψ‖1−a for a = d

4
< 1, in dimension d ≤ 3. The function W1 is bounded

with limx→∞W1(x) = 0 while (1 − ∆)−1W2 belongs to the space L2(L2(R3)) of
Hilbert-Schmidt operator according to [16]. Hence W = W1 + W2 is a relatively
compact perturbation of (−∆) in R

3. All the conditions of Lemma 5.4.5 are satisfied.

Corollary 5.3.3. Let ψ(W ) denote the first normalized eigenvector of the Hamil-
tonian H(W ). The H2(R3)-valued map W 7→ ψ(W ) is real analytic on S.

Proof. As in Lemma 5.3.2, the conditions of Lemma 5.4.5 are satisfied. Then, the
L2-analyticity is a consequence of the Kato-Rellich theorem (see [15]-Theorem XII.8)
applied there. The H2-analyticity comes from the eigenvalue equation −∆ψ(W ) =
ε(W )ψ(W ) − (U +W )ψ(W ).

We will use the previous result to investigate the minimization problem

inf
W∈Ḣ1(R3;R)

Ka(W ) (5.43)

with Ka given by (5.38)-(5.39).

Proposition 5.3.3. The map (5.38)-(5.39) admits a unique global minimum in
Ḣ1(R3; R) noted Wa. In particular, if Wa ∈ S, it is the unique solution of the
Schrödinger-Poisson problem

{

−∆Wa = a |ψa|2

H(Wa)ψa = εaψa
in R

3 (5.44)

with εa = ε(Wa), ψa = ψ(Wa).

Proof. The map Ka(W ) can be explicitly written as

Ka(W ) =
1

2
‖W‖2

Ḣ1(R3;R) − a ε(W ), a ≥ 0 . (5.45)
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It follows from Lemma 5.3.2 that Ka(W ) is continuous on Ḣ1(R3; R). Moreover
−ε(W ), defined as the supremum of affine maps, is convex. Therefore the sum :
Ka(W ) = 1

2
‖W‖2

Ḣ1(R3;R) − a ε(W ) defines an α-convex (with α = 1) continu-

ous map on Ḣ1(R3; R). Hence the minimization problem admits a unique solution
Wa ∈ Ḣ1(R3; R).
In particular, if the minimum Wa is attained in the set S – where Ka(W ) is differ-
entiable – then (5.43) is equivalent to the Euler equation dWKa(Wa) = 0 explicitly
given by

∫

R3

∇Wa · ∇V − a dW ε(Wa) · V = 0 ∀V ∈ Ḣ1(R3; R) , (5.46)

with dW ε(Wa) · V denoting the action on V of the differential map dW ε evaluated
in Wa. This term can be expressed as

dW ε(Wa) · V =

∫

R3

|ψa|2 V . (5.47)

Equation (5.44) is a direct consequence of (5.46), (5.47) and the density of C∞
0 (R3)

in Ḣ1(R3; R).

In what follows we consider the regularity properties, w.r.t. the variable a, of the
maps Wa, εa and ψa introduced in the above Proposition.

Lemma 5.3.4. Let Wa denotes the minimum of the functional Ka(W ). With the
notation of the Proposition 5.3.3, the maps a 7→ Wa and a 7→ εa are continuous in
R

+, and the maps a 7→ Wa, a 7→ ψa and a 7→ εa are analytic in the domain a ∈ Σ

Σ =
{

a ∈ R
+ | εa < 0

}

. (5.48)

Proof. Let us consider the continuity problem at first. As already noticed in the
proof of Proposition 5.3.3, Ka is a continuous α-convex map with α = 1. This implies

Ka(W ) −Ka(Wa) ≥
1

4
‖W −Wa‖2

Ḣ1(R3;R) , ∀W ∈ Ḣ1(R3; R) . (5.49)

Let us now fix a0 ∈ R
+ and consider the difference Wa −Wa0 when a belongs to a

small neighbourhood of a0. From the above estimate, we have

1

4
‖Wa −Wa0‖2

Ḣ1(R3;R) ≤ Ka0(Wa)−Ka0(Wa0) ≤ |Ka(Wa) −Ka0(Wa0)|+|a0 − a| |εa| .
(5.50)

Here we notice that for W = 0, the value Ka(0) is defined by the first eigenvalue
of the Hamiltonian −∆ + U and belongs to the bounded interval (0, a ‖U‖L∞ ].
Therefore, for any a ∈ R

+, the infimum value of the map Ka is bounded by a ‖U‖L∞ .
This circumstance implies

a |εa| ≤ Ka(Wa) ≤ a ‖U‖L∞ . (5.51)

The map a 7→ Ka(Wa) is non negative and concave as the infimum of non negative
affine maps, Ka(Wa) = infW∈Ḣ1(R3,R) −ε(W )a+ 1

2
‖W‖2

Ḣ1 . Therefore, it is continuous
and previous relations lead us to

lim
a→a0

‖Wa −Wa0‖2
Ḣ1(R3;R) = 0 . (5.52)
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The continuity of the map a 7→ εa is a direct consequence of this result and the
continuity of ε(W ) (Lemma 5.3.2).

Next we investigate the analyticity problem. Owing to the continuity of εa, Σ is
an open and non empty set, with 0 ∈ Σ as a consequence of the condition (4.16). Let
a ∈ Σ ; as remarked in the proof of Proposition 5.3.3, the corresponding minimum
Wa ∈ S satisfies the Euler equation

dWKa(Wa) = 0 . (5.53)

Let Ia and IWa denote two open neighbourhoods of a and Wa in Σ and S respec-
tively. For a differentiable function f from Ḣ1(R3; R) to R and for W ∈ Ḣ1(R3; R),
∇Ḣ1f(W ) ∈ Ḣ1(R3; R) denotes the gradient of f which represents the scalar product
on Ḣ1(R3; R) of the differential df(W ) : Ḣ1(R3; R) → R. Due to Lemma 5.3.2, the
map Kα : Ia → IWa is analytic and ∇Ḣ1Kα(W ) = W − α∇Ḣ1ε(W ) is well defined
and analytic on IWa . We introduce the map F : Ia × IWa → Ḣ1(R3; R)

F (α,W ) = W − α∇Ḣ1ε(W ) .

From (5.53), we have
F (a,Wa) = 0 ,

moreover
dWF (a,Wa) = I − a∇2

Ḣ1ε(Wa) ∈ L(Ḣ1, Ḣ1) .

The convexity of −ε(W ) implies

−
(

∇2
Ḣ1ε(Wa)V, V

)

Ḣ1 ≥ 0

This ensures the coercivity of the continuous symmetric bilinear form (V, V ′) 7→
(dWF (a,Wa)V, V

′)Ḣ1 . Therefore, from Lax-Milgram Theorem, we know that dWF (a,Wa)
is invertible and an implicit function technique (e.g. in [13]) can be implemented to
state that there exists an open neighbourhood of a, Ua, and an analytic map α 7→ Wα

from Ua to IWa such that

F (α,Wα) = 0 , ∀α ∈ Ua .

The function Wα ∈ Ḣ1(R3; R) solves the Euler equation (5.53) and, by Proposition
5.3.3, is the unique minimum of Kα ; moreover it is real analytic w.r.t. α ∈ Ua. The
analyticity of the maps a 7→ εa and a 7→ ψa easily follows from this result and those
obtained in Lemma 5.3.2 and Corollary 5.3.3.

Lemma 5.3.5. The analytic function εa, a ∈ Σ, defined in Lemma 5.3.4, is strictly
increasing.

Proof. We recall that εa is defined as the composite map ε(Wa) where Wa is the
minimum of the functional Ka(W ). We can apply the rule of derivation of composite
maps (e.g. in [1]) and the relation (5.47) to write

ε′a = dW ε(Wa) ·W
′
a =

∫

R3

|ψa|2W ′
a , (5.54)
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5.3 The asymptotic problem in the 3-D case

W ′
a denoting the variation ofWa. Differentiating the minimum condition (5.46) w.r.t.

a and using (5.47) we obtain the equation
∫

R3

∇W ′
a · ∇V −

∫

R3

|ψa|2 V − a
d

da

∫

R3

|ψa|2 V = 0 ∀V ∈ Ḣ1(R3) , (5.55)

where the last term at the l.h.s. can be rewritten as

d

da

∫

R3

|ψa|2 V =
d

da
dW ε(Wa) · V = d2

W ε(Wa) · (V,W ′
a) . (5.56)

Setting V = W ′
a in (5.55) and using the relations (5.54)-(5.56), we obtain the fol-

lowing representation of ε′a

ε′a =

∫

R3

∇W ′
a · ∇W ′

a − ad2
W ε(Wa) · (W ′

a,W
′
a) .

The r.h.s. of this expression defines the second differential of Ka(W ) evaluated in
the point Wa and acting on the couple (W ′

a,W
′
a). From the convexity of this map,

we know that
d2
WKa(Wa) · (V, V ) ≥ 0 ∀V ∈ Ḣ1(R3; R)

and the condition ε′a ≥ 0 follows. This condition, together with the analyticity of εa
lead us to the statement of the Lemma.

We conclude this Section giving the proof of Theorem 5.1.1.

Proof of Theorem 5.1.1. We start considering the second statement of the The-
orem. Making use of the notations introduced above, the solution to (5.1) identifies
with a couple (A,WA) fulfilling the minimization problem

inf
W∈Ḣ1(R3;R)

KA(W ) , (5.57)

and the condition
εA = εS , (5.58)

where εS is the fixed datum. In Proposition 5.3.2, it has been shown that there exists
at least one setting

(

A, G ∗ A |χ|2
)

– where A and χ are defined as a limit in (5.30)
– solving this problem. Due to the Lemmas 5.3.4 and 5.3.5, the function a 7−→ εa
is continuous on R

+, strictly increasing on the subset Σ ⊂ R
+ and null outside Σ

(since Wa is a H0-relatively compact)

εa|R+\Σ = 0 .

Moreover, from the definition (4.14) and the assumption (4.16), it is known that :
ε0 = e1 < εS. The previous characterization of εa forces the solution, A, to the
equation

εA = εS

to be unique and strictly positive. Then, the uniqueness of the couple (A,WA) follows
from the uniqueness of the minimum of KA(W ).
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The third statement relies on an ad absurdum argument. If 1ΩhṼ h does not
converge to the potential W determined by the unique solution to (5.1), then we
can find a set S ⊂ (0, h0], 0 ∈ S̄, such that

∥

∥

∥1ΩhṼ h −W
∥

∥

∥

L∞(R3)
> c , ∀h ∈ S .

for some positive constant c. On the other hand, it is possible to extract a subsetD ⊂
S, 0 ∈ D̄, such that (5.20) and (5.21) are verified. According to Proposition 5.3.1,
Proposition 5.3.2 and the previous uniqueness result, the following limit holds

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥1ΩhṼ h −W
∥

∥

∥

L∞(R3)
= 0 ,

which contradicts the initial assumption.

The first statement of the Theorem is a consequence of the third one and Corol-
lary 5.3.1. Finally, the fourth statement is an application of Proposition 5.3.2, once
the third statement holds true.

5.4 The asymptotic problem in the 2-D case

The analysis of the asymptotic behaviour of the Poisson potential in the 2-D
case needs a different approach w.r.t. the one followed in the previous Section. This
is essentially due to the fact that the singularity of the integral kernel of (−∆)−1,
in dimension 2, prevents us to use the estimate (5.22) and a global Fourier analysis
approach in the study of the problem. Let consider the rescaled density rh

rh =
∑

i≤N0

Bh
i

∣

∣

∣
IΩh, εS

(·, εhi )Ψ̃h
i

∣

∣

∣

2

, (5.59)

where, due to the results of Lemma 5.2.3, the coefficients

Bh
i = |lnh| Ahi (5.60)

are uniformly bounded w.r.t. h ∈ (0, h0]. It is possible to extract out of any S ⊂
(0, h0], 0 ∈ S̄, a subset D ⊂ S, 0 ∈ D̄, such that

lim
h→0
h∈D

Bh
i = Bi . (5.61)

It is worthwhile to stress that the convergence conditions (5.61) contain the existence
of a uniform bound for Bh

i and Bi w.r.t. h

Bh
i , Bi ≤ C , ∀h ∈ D .

This property, together with the normalization condition
∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

L2(Ωh)
= 1, will be

extensively used in what follows. As already noticed (see the proof of Lemma 5.2.5),
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the family
(

IΩh, εS
(·, εhi )Ψ̃h

i

)

h∈(0,h0]
is bounded in L2 ∩ L4(R2) uniformly w.r.t. the

parameter h. Then, due to the definition (5.59), the rescaled density (rh)h∈(0,h0] is
bounded in L1 ∩ L2(R2). Moreover, it follows from relation

1Ωhρh =

(

ln
1

h

)−1

rh, (5.62)

that
∥

∥1Ωhρh
∥

∥

L1∩L2(R2)
= O(|lnh|−1) (5.63)

as h → 0. The above result proves that, unlike the 3-D case, if any non null limit
potential exists, it will not satisfy a Poisson problem.

In this analysis, we consider the Poisson potential Ṽ h defined, in terms of the
rescaled density, by the equation

{

−∆Ṽ h =
(

ln 1
h

)−1
rh in Ωh ,

Ṽ h
∣

∣

∣

∂Ωh
= 0 .

(5.64)

Our strategy consists into a direct estimate of the L∞-norm of the contribution to Ṽ h

given by the source term in a region of size O(ln 1
h
). The size O(ln 1

h
) appears natu-

rally since it is small enough to apply the multipole expansion of the (−∆)−1-Green
kernel on ∂Ωh, and big enough to exploit the exponential decay of the eigenfunc-
tions outside a region of this size. In particular, exploiting the compensation between
the logaritmic singularity of the Laplacian’s Green function and the scaling factor
(

ln 1
h

)−1
appearing in (5.64), we are able to obtain an explicit asymptotic picture of

the Poisson potential, as h→ 0, both at the classical and the quantum scales.

In what follows Br and B(x, r) denote the balls of radius r centered, respectively,
in the origin and in the point x of R

2. Moreover, we fix R and R′ such that the
following inclusions hold

BR
h
⊂ Ωh ⊂ BR′

h
. (5.65)

Finally, setting Rh = κ
(

ln 1
h

)

for some κ > 0, the inclusions

BRh ⊂ BR
h
⊂ Ωh (5.66)

hold for all h ∈ (0, h0] when h0 is chosen small enough, depending on κ and R. Next,
we consider the decomposition

φh1 = rh IB
Rh
, φh2 = rh

(

1 − IB
Rh

)

, (5.67)

where IB
Rh

is the characteristic function of the ball BRh and rh is given by (5.59).

The Poisson potential Ṽ h can be written as

Ṽ h = W h
1 +W h

2 , (5.68)
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with
{

−∆W h
j =

(

ln 1
h

)−1
φhj in Ωh ,

W h
j

∣

∣

∂Ωh = 0 .
(5.69)

The next Lemmas give an asymptotic characterization as h→ 0 of the fields W h
j=1,2

and W h.

Lemma 5.4.1. For any κ > 0, the function W h
2 , defined by (5.59), (5.67) and

(5.69) tends uniformly to 0 on Ωh as h→ 0 with the following asymptotic order

∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)
= O (hγ) (5.70)

for some constant γ > 0.

Proof. Let us introduce the auxiliary function

W̃ h
2 =

(

ln
1

h

)−1

G ∗ φh2 , (5.71)

where G denotes the Green kernel of the Laplacian in R
2 : G(x, y) = − 1

2π
ln |x− y|.

The difference W h
2 − W̃ h

2 satisfies the equation







−∆
(

W h
2 − W̃ h

2

)

= 0 in Ωh ,

W h
2 − W̃ h

2

∣

∣

∣

∂Ωh
= −W̃ h

2

∣

∣

∣

∂Ωh
,

and, due to the maximum principle, we get

||W h
2 ||L∞(Ωh) ≤ ||W h

2 − W̃ h
2 ||L∞(Ωh) + ||W̃ h

2 ||L∞(Ωh) ≤ ||W̃ h
2 ||L∞(∂Ωh) + ||W̃ h

2 ||L∞(Ωh) .

For R′ compliant with condition (5.65), previous inequality gives

||W h
2 ||L∞(Ωh) ≤ 2||W̃ h

2 ||L∞(BR′
h

) . (5.72)

In the next estimate the values of W̃ h
2 over BR′

h
are considered. Let x ∈ BR′

h
;

according to the explicit definitions of W̃ h
2 , φh2 and rh, the uniform boundedness of
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the coefficients Bh
i≤N0

and the decay estimate (4.40), we have

|W̃ h
2 (x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

|lnh|−1

2π

∫

R2

ln |x− y|φh2(y) dy
∣

∣

∣

∣

∣

≤ |lnh|−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

R2\B
Rh

|ln |x− y||
∣

∣

∣
1ΩhΨ̃h

i (y)
∣

∣

∣

2

dy

≤ |lnh|−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i e

−2c0Rh

∫

R2\B
Rh

|ln |x− y||
∣

∣

∣
1Ωhec0|y|Ψ̃h

i (y)
∣

∣

∣

2

dy

≤ C
e−2c0Rh

|lnh|
∑

i≤N0

εh
i <εS

[

‖ln |x− y|‖L2(B(x,1))

∥

∥

∥
ec0|x|Ψ̃h

i

∥

∥

∥

2

L4(Ωh)

+

∫

R2\(B(x,1)∪B
Rh )

|ln |x− y||
∣

∣

∣
1Ωhec0|y|Ψ̃h

i (y)
∣

∣

∣

2

dy

]

≤ C
e−2c0Rh

|lnh|
∑

i≤N0

εh
i <εS

[

1 + ln
2R′

h

∫

R2\(B(x,1)∪B
Rh )

∣

∣

∣1Ωhec0|y|Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

]

≤ C
e−2c0Rh

|lnh|
∑

i≤N0

εh
i <εS

[

1 + ln
2R′

h
||ec0|x|Ψ̃h

i ||2L2(Ωh)

]

≤ Ce−2c0Rh (|lnh|−1 + 1
)

,

where at each step C is a suitable positive constant. Combining this estimate with
(5.72), it easily follows that

∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)
= O

(

e−c0κ|lnh|
)

as h→ 0.

Let us introduce the function

W̃ h
1 =

(

ln
1

h

)−1

G ∗ φh1 (5.73)

and the constant

θ =
1

2π

∑

i≤N0

Bi , (5.74)

where, G denotes the Green kernel of the Laplacian in R
2 : G(x, y) = − 1

2π
ln |x− y|,

while Bi are the limits (5.61) of the coefficients Bh
i .

Lemma 5.4.2. For any κ > 0, let W h
1 and W̃ h

1 be defined by (5.59), (5.67), (5.69)
and (5.73), and assume R, R′ and h0 satisfy the conditions (5.65) and (5.66). For
a set D such that the condition (5.61) is verified, the following limits hold

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
W̃ h

1 + θ
∥

∥

∥

L∞(BR′
h

\BR
h

)
= 0 , (5.75)
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lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
W h

1 − (W̃ h
1 + θ)

∥

∥

∥

L∞(Ωh)
= 0 , (5.76)

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥W̃ h
1

∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

= 0 . (5.77)

Proof. Take the function W̃ h
1

W̃ h
1 (x) = −

(

ln 1
h

)−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

B
Rh

ln |x− y|
∣

∣

∣Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

on the set BR′
h
\BR

h
. Let (r, ϑ) and (r′, ϑ′) denote the polar coordinates of the points

x and y respectively. For x ∈ BR′
h
\BR

h
and y ∈ BRh , the ratio r′

r
is estimated by :

r′

r
≤ κ

R
h
(

ln 1
h

)

, and the multipole expansion

ln |x− y| = ln r −
+∞
∑

k=1

1

k

(

r′

r

)k

[cos kϑ cos kϑ′ + sin kϑ sin kϑ′]

is uniformly convergent as κ
R
h
(

ln 1
h

)

< 1. Moreover, the remainder term : ln |x− y|−
ln r is of order O(h ln 1

h
). According to this expansion, the values of W̃ h

1 over the set
BR′

h
\BR

h
can be expressed as follows

W̃ h
1 (x)

∣

∣

∣

x∈BR′
h

\BR
h

= −
(

ln 1
h

)−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i ln |x|

∫

B
Rh

∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy + O(h ) .

Replace ln |x| with

ln |x| =

(

ln
1

h

)

(

1 +

(

ln
1

h

)−1

lnh |x|
)

.

When x belongs to a domain of size ∼ 1
h
, the quantity lnh |x| is uniformly bounded

as h→ 0. Therefore we get

W̃ h
1 (x)

∣

∣

∣

x∈BR′
h

\BR
h

= − 1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

B
Rh

∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy + O
(

(

ln
1

h

)−1
)

.

Making use of this expression, the norm
∥

∥

∥
W̃ h

1 + θ
∥

∥

∥

L∞(BR′
h

\BR
h

)
admits the estimate

∥

∥

∥
W̃ h

1 + θ
∥

∥

∥

L∞(BR′
h

\BR
h

)
≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

B
Rh

∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy − θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ O
(

(

ln
1

h

)−1
)

≤ 1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

∣

∣

∣

∣

Bh
i

∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(B
Rh )

−Bi

∣

∣

∣

∣

+ O
(

(

ln
1

h

)−1
)

.
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Taking into account the exponential decay of the eigenfunctions Ψ̃h
i with εhi < εS

and the limit conditions Bh
i −→
h→0, h∈D

Bi, we have

∣

∣

∣

∣

Bh
i

∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(B
Rh )

−Bi

∣

∣

∣

∣

≤ Bh
i

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(B
Rh )

− 1

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣Bh
i −Bi

∣

∣

= Bh
i

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(B
Rh )

−
∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(R2)

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣Bh
i −Bi

∣

∣ = Bh
i

∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(R2\B
Rh )

+
∣

∣Bh
i −Bi

∣

∣

≤ Bh
i e

−2c0Rh
∥

∥

∥ec0|·|Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(R2)
+
∣

∣Bh
i −Bi

∣

∣ .

These inequalities lead us to (5.75).

Let us consider (5.76). The function W h
1 − (W̃ h

1 + θ) is the unique solution to the
problem

{

−∆u = 0 in Ωh ,

u|∂Ωh = −(W̃ h
1 + θ)

∣

∣

∣

∂Ωh
.

Using the Maximum Principle and (5.75), we get

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
W h

1 − (W̃ h
1 + θ)

∥

∥

∥

L∞(Ωh)
≤ lim

h→0
h∈D

∥

∥

∥
W̃ h

1 + θ
∥

∥

∥

L∞(∂Ωh)
≤ lim

h→0
h∈D

∥

∥

∥
W̃ h

1 + θ
∥

∥

∥

L∞(BR′
h

\BR
h

)
= 0 .

Concerning the last limit, (5.77), we notice that, for any x ∈ BRh , the following
estimate holds

|W̃ h
1 (x)| ≤

(

ln 1
h

)−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

B
Rh

|ln |x− y||
∣

∣

∣Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

≤ C

(

ln
1

h

)−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

(

‖ln |x− y|‖L2(B(x,1))

∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L4(Ωh)

+

∫

B
Rh\B(x,1)

|ln |x− y||
∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

)

≤ C

(

ln
1

h

)−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

(

1 + ln(2Rh)

∫

B
Rh\B(x,1)

∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

)

≤ C

(

ln
1

h

)−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

(

1 + ln(2Rh)
∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(Ωh)

)

,

C denoting, at each step, a suitable positive constant. The relevant term at the r.h.s.
of this expression is the product :

(

ln 1
h

)−1
ln(2Rh), which, due to the definition of

Rh, is proportional to an infinitesimal of type 1
x

ln x with x = 2κ
(

ln 1
h

)

as h → 0.
This concludes the proof.
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The results of previous Lemmas will help us to characterize the asymptotic shape
of the Poisson potential Ṽ h as h→ 0.

Proposition 5.4.1. For a set D such that the condition (5.61) is verified with

h0 > 0 small enough, the family of potentials
(

1ΩhṼ h
)

h∈D
is bounded in R

2 and

uniformly convergent on any compact domain to the constant potential θ defined by

(5.74)). More precisely, for any κ > 0, setting Rh = κ
(

ln 1
h

)

, the family
(

Ṽ h
)

h∈D
satisfies the limit

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

= 0 . (5.78)

Proof. Set κ > 0, Rh = κ
(

ln 1
h

)

. Let R and h0 satisfy the condition (5.66). The de-
composition (5.68) and the results of the Lemmas 5.4.1 and 5.4.2, give the following
auxiliary estimates

– Consider the difference Ṽ h − θ on BRh

∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

≤
∥

∥W h
1 − θ

∥

∥

L∞(B
Rh )

+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(B
Rh )

≤
∥

∥W h
1 − θ

∥

∥

L∞(B
Rh )

+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)
= ||W h

1 − θ||L∞(B
Rh ) + O (hγ)

≤
∥

∥

∥W h
1 − (W̃ h

1 + θ)
∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

+
∥

∥

∥W̃ h
1

∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

+ O (hγ)

≤
∥

∥

∥
W h

1 − (W̃ h
1 + θ)

∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+
∥

∥

∥
W̃ h

1

∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

+ O (hγ) −→
h→0, h∈D

0

from which we get

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
Ṽ h − θ

∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

= 0 . (5.79)

– Consider 1ΩhṼ h on R
2\BR

h

∥

∥

∥
1ΩhṼ h

∥

∥

∥

L∞(R2\BR
h

)
=
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
≤
∥

∥W h
1

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)

≤
∥

∥W h
1

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)
=
∥

∥W h
1

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+ O (hγ)

≤
∥

∥

∥W h
1 − (W̃ h

1 + θ)
∥

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+
∥

∥

∥W̃ h
1 + θ

∥

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+ O (hγ)

≤
∥

∥

∥W h
1 − (W̃ h

1 + θ)
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+
∥

∥

∥W̃ h
1 + θ

∥

∥

∥

L∞(Ωh\BR
h

)
+ O (hγ) −→

h→0, h∈D
0

which gives

lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
1ΩhṼ h

∥

∥

∥

L∞(R2\BR
h

)
= 0 . (5.80)
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– Finally we consider Ṽ h on BR
h
\BRh

∥

∥

∥Ṽ h
∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
≤
∥

∥

∥W h
1 − (W̃ h

1 + θ)
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+
∥

∥

∥W̃ h
1 + θ

∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)

≤
∥

∥

∥W h
1 − (W̃ h

1 + θ)
∥

∥

∥

L∞(Ωh)
+ C +

∥

∥

∥W̃ h
1

∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
+
∥

∥W h
2

∥

∥

L∞(Ωh)
.

From the results of Lemma 5.4.1 and 5.4.2, we have
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
≤ C +

∥

∥

∥
W̃ h

1

∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
, h ∈ D .

Set x ∈ BR
h
\BRh ; proceeding as in Lemma 5.4.2, the inequality

∣

∣

∣
W̃ h

1 (x)
∣

∣

∣
≤
(

ln 1
h

)−1

2π

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

B
Rh

|ln |x− y||
∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

≤ C

(

ln
1

h

)−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

(

‖ln | |x− y|‖L2(B(x,1))

∥

∥

∥
Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L4(Ωh)
+ ln

2R

h

∫

B
Rh\B(x,1)

∣

∣

∣
Ψ̃h
i (y)

∣

∣

∣

2

dy

)

≤ C

(

ln
1

h

)−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

(

1 + ln
2R

h

∥

∥

∥Ψ̃h
i

∥

∥

∥

2

L2(Ωh)

)

holds, C denoting at each step a positive constant. The leading asymptotic
term at the r.h.s. of this expression is the product :

(

ln 1
h

)−1
ln 2R

h
which is

a constant as h → 0. The above considerations allow us to conclude that
Ṽ h
∣

∣

∣

BR
h
\B

Rh

is uniformly bounded for h ∈ D, i.e. it exists a positive constant

C such that
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

L∞(BR
h
\B

Rh )
≤ C ∀h ∈ D . (5.81)

As a direct consequence of (5.79), (5.80) and (5.81),
{

1ΩhṼ h
}

h∈D
is bounded in

the whole space uniformly w.r.t. h. Moreover, for any compact set K ⊂ R
2, it exists

hK ∈ D such that K ⊂ BRh for all h ∈ D∩{h |h < hK }. This circumstance implies
that

∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞(K)
≤
∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞(B
Rh )

−→
h→0, h∈D

0 .

Corollary 5.4.3. Under the assumptions of Proposition 5.4.1, the family
(

V h
)

h∈D
converges strongly to 0 in H1

0 (Ω)

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O
(

1

|lnh|

)

.
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Proof. The Poisson potentials at the classical and quantum scales are related by
the change of variables : Ω → Ωh and the relation (4.11). In 2D, we have

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

=
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

H1
0 (Ωh)

. (5.82)

Projecting the Poisson equation for Ṽ h (the second one in (5.9)) over Ṽ h itself, we
can estimate the H1

0 -norm of this function by
∥

∥

∥
Ṽ h
∥

∥

∥

2

H1
0 (Ωh)

= |lnh|−1
∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i

∫

Ωh

|Ψ̃h
i |2Ṽ h dx ≤ |lnh|−1

∥

∥

∥
1ΩhṼ h

∥

∥

∥

L∞(R2)

∑

i≤N0

εh
i <εS

Bh
i .

Following the result of Proposition 5.4.1, we have
∥

∥

∥1ΩhṼ h
∥

∥

∥

L∞(R2)
≤ C ∀h ∈ D ,

and, due to the boundedness of the coefficients Bh
i , it follows that

∥

∥V h
∥

∥

H1
0 (Ω)

= O
(

|lnh|−1) .

As shown in Proposition 5.4.1, the limit potential at the quantum scale coin-
cides with the constant value θ on compact sets. In the following Lemma we give a
numerical estimate of this quantity.

Lemma 5.4.4. Let e1 denotes the first eigenvalue of the Hamiltonian H0 = −∆ +
U , D(H0) = H2(Rd). Under the assumptions of Proposition 5.4.1, the following
conditions hold

lim
h→0

inf εhi > εS for i > 1 , (5.83)

lim
h→0

εh1 = e1 + θ and lim
h→0
h∈D

|lnh| f(εh1) = 2πθ . (5.84)

Proof. In what follows, N1 denotes the integer

N1 = max
{

i
∣

∣

∣ lim
h→0

inf εhi = εS

}

,

while {ei}i≤N is the point spectrum of H0 and Hθ the operator

Hθ = −∆ + U + θ, D(Hθ) = H2(R2)

whose eigenvalues are
eθi = ei + θ, i = 1, ..., N . (5.85)

As in the proof of Proposition 5.3.2, it is possible to find a set D ⊂ (0, h0] such that
condition (5.61) is verified and the following limit holds

lim
h→0
h∈D

εhi≤N1
= εS , (5.86)

208



5.4 The asymptotic problem in the 2-D case

with N1 ≥ 1. Due to the above limit, one can set h0 so small that εhi≤N1
< εS

2
,

∀h ∈ D. This property allows us to apply the exponential estimate (4.39) for all
h ∈ D.

To obtain the results stated in (5.83) and (5.84), it is enough to prove that :
N1 = 1 and εS = e1+θ. The proof is articulated in three steps. We start showing that
the eigenvalues εhi≤N1

of the Hamiltonian H̃h asymptotically belong to the spectrum
σ(Hθ) as h→ 0. Then, the limit

lim
h→0
h∈D

εhi≤N1
= eθ1

is achieved. We conclude by using a spectral approximation argument.

• Consider the vector family : uhi≤N1
= χhΨ̃h

i≤N1
, where χh(x) = χ(hx + x0) and

χ ∈ C∞
0 (R2) is such that : χ = 1 on B(x0,

R
2
) and χ = 0 on R

2\B(x0, R), for a
radius R > 0 verifying (5.65). Under these assumptions, the functions uhi≤N1

are in
H2(R2) and we can consider the difference :

(

H θ − εhi
)

uhi≤N1
which is expressed by

(Hθ − εhi )u
h
i = −(∆χh)Ψ̃h

i − 2∇χh · ∇Ψ̃h
i − χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i .

The functions ∇χh and ∆χh are smooth and supported outside B R
2h

. A direct ap-
plication of estimate (4.39) gives

||∇χh · ∇Ψ̃h
i ||L2(R2) + ||(∆χh)Ψ̃h

i ||L2(R2) ≤ C||χ||C2(R2)(h+ h2)e−c0
R
2h ∀h ∈ D .

(5.87)
Next, we define Rh = R ln 1

h
and we suppose that h0 is small enough so that (5.66)

holds ; using (4.39), equation (5.78) and the boundedness of
{

1ΩhṼ h
}

h∈D
(obtained

in Proposition 5.4.1) we have ∀h ∈ D

∥

∥

∥
χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i

∥

∥

∥

2

L2(R2)
≤ ||χ||2L∞(R2)

(

∫

B
Rh

|(Ṽ h − θ)Ψ̃h
i |2dx+

∫

Ωh\B
Rh

|(Ṽ h − θ)Ψ̃h
i |2dx

)

≤ C

(

||Ṽ h − θ||2L∞(B
Rh ) +

∫

Ωh

|ec0|x|Ψ̃h
i |2dx e−2c0Rh

)

and
lim
h→0
h∈D

∥

∥

∥
χh(Ṽ h − θ)Ψ̃h

i

∥

∥

∥

L2(R2)
= 0 .

Combining equations (5.87) and the result above, it is possible to find a function
α(h) independent of i such that α(h) → 0 when h→ 0 and

||(Hθ − εhi )u
h
i ||L2(R2) ≤ α(h) ∀h ∈ D . (5.88)

Let us denote with d(λ, σ(H)) the distance of λ ∈ C from the spectrum of an
Hamiltonian H. Using a classical inequality for self-adjoint operators, we have

||uhi ||L2(R2)d(ε
h
i , σ(Hθ)) ≤ ||(Hθ − εhi )u

h
i ||L2(R2) . (5.89)
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Due to the exponential decay relation (4.39) and the normalization condition (4.13),
the mass of Ψ̃h

i concentrates around the origin. This circumstance allows us to obtain
a uniform lower bound for

∫

B R
2h

|Ψ̃h
i |2dx (see e.g. (5.10) in Lemma 5.2.3), and

||uhi ||L2(R2) ≥
1

2

for all h ∈ D and h0 small enough. Previous relations lead us to the following result

d(εhi , σ(Hθ)) ≤ 2||(Hθ − εhi )u
h
i ||L2(R2) −→

h→0, h∈D
0 .

• The above condition and the limit (5.86), imply that εS ∈ σ(Hθ) and, in particular

εS = eθk (5.90)

for some k ≥ 1. On the other hand, following the same line as in the previous step,
it is possible to show that

lim
h→0
h∈D

d(eθ1, σ(H̃h)) = 0 . (5.91)

Here it follows a brief sketch of the proof. Let φ1 ∈ H2(R2) denote the first normal-
ized eigenvector of Hθ. Exploiting the Agmon distance on R

2 associated with the
potential (U − e1

2
) from a point x to the well ω, it is possible to recover the quantum

scale decay estimate
∫

R2

∣

∣ec0|x|φ1

∣

∣

2
dx+

∫

R2

∣

∣ec0|x|∇φ1

∣

∣

2
dx ≤ C (5.92)

for suitable positive constants c0 and C (this is the analogous of relation (4.28)
in the whole space case, we refer to Proposition 6.4 in [6] for this point). Setting
vh = χhφ1, we have vh ∈ D(H̃h) and

(H̃h − eθ1)v
h = −(∆χh)φ1 − 2∇χh.∇φ1 + χh(Ṽ h − θ)φ1 .

The estimate (5.92) allows to apply the same scheme as in the previous case. There-
fore we have

∥

∥vh
∥

∥

L2(Ωh)
≥ 1

2
and lim

h→0
h∈D

∥

∥

∥(H̃h − eθ1)v
h
∥

∥

∥

L2(Ωh)
= 0 (5.93)

from which the relation (5.91) directly follows.

Using the constraints (5.86) and (5.90), a direct consequence of (5.91) is

lim
h→0
h∈D

εhi≤N1
= εS = e1 + θ . (5.94)

• Let b =
eθ
2−eθ

1

2
> 0. The unique spectral point of Hθ in the interval I := [eθ1 −

b, eθ1 + b] is eθ1 ; moreover, Hθ has no spectrum in {x, 0 < d(x, I) < b}

σ(Hθ) ∩ ((I +B(0, b))\I) = ∅ . (5.95)
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From the previous point, we know that εhi≤N1
definitely belong to I when h ∈ D.

Next we consider the vector space E spanned by the family
(

uhi
)

i≤N1
and the spectral

subspace F associated with σ(Hθ) ∩ I. By construction, F coincides with the first
eigenspace of the operator Hθ. Using (4.39), it can be easily shown that the matrix
M = ((uhi , u

h
j )L2(R2))1≤i,j≤N1 verifies

M = I + o(1) (5.96)

when h → 0, h ∈ D. Then, from Theorem 4.3.7 and relation (5.88), the distance
d(E,F ) (definition given by (4.41) ) is estimated by

d(E,F ) ≤
(

N1

λmin

) 1
2 2α(h)

b
∀h ∈ D , (5.97)

where λmin denotes the smallest eigenvalue of M . Equation (5.96) implies

λmin = 1 + o(1) ≥ 1

2
∀h ∈ D .

Using the above equation and the limit condition limh→0 α(h) = 0 in (5.97), we get

d(E,F ) < 1

for all h ∈ D with h0 small enough. Applying Lemma 4.3.6, this last condition
allows us to state that the map ΠF |E : E → F is injective, from which the condition
N1 = 1, and then (5.83) follow. For a set D such that condition (5.61) holds, the
last limit limh→0

h∈D
|lnh| f(εh1) = 2πθ is a simple rewriting of the definition (5.74) of θ

when (5.83) is true.

We conclude this Section giving the proof of Theorem 5.1.3

Proof of Theorem 5.1.3. Let D, 0 ∈ D̄, be any set for which the condition (5.61)
is verified. The constant θ related to D is defined by

θ =
1

2π

∑

i≤N0

Bi , lim
h→0
h∈D

Bh
i = Bi . (5.98)

Due to the relations (5.3) and (5.84), this constant is uniquely determined from the
data of the problem

θ = εS − e1 . (5.99)

Assume now that the second statement is not true. Then there exists a constant
κ > 0, a set S ⊂ (0, h0], 0 ∈ S̄ and a strictly positive constant c such that
∥

∥

∥Ṽ h − θ
∥

∥

∥

L∞(|x|≤−κ lnh)
≥ c for all h ∈ S. On the other hand, the boundedness of

the coefficients stated in Lemma 5.2.3 allows us to extract a subset D ⊂ S, 0 ∈ D̄,
such that the condition (5.61) is verified. Then the Proposition 5.4.1 brings a con-
tradiction. We have proved ad absurdum, the second statement of Theorem 5.1.3.
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The third statement is also proved by using an ad absurdum argument. Out of
any infinite set S ⊂ (0, h0] with 0 ∈ S which contradicts the statement, a subset
D ⊂ S with 0 ∈ D can be extracted so that (5.61) holds. Then the relation (5.63)
implies the L2 estimate. Moreover Lemma 5.4.4 says that εhi > εS for i ≥ 2 and
h small enough and provides the asymptotic behaviour of εh1 and f(εh1) as h → 0,
h ∈ D. Thus the subset S cannot exist.
The first statement is a direct consequence of the second one combined with Corol-
lary 5.4.3.
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Appendix 5.A : Further technical tools

Here is a basic result of functional analysis which is used in Section 5.3.2.

Lemma 5.4.5. Let H0 be a closed self-adjoint operator on a Hilbert space H with
inf σ(H0) = ε0 > −∞ and inf σess(H0) = ε0,ess. Assume that E is a real Banach
space of symmetric relatively bounded perturbations with relative bound 0 of H0 with
the estimate

∀δ > 0,∃Cδ > 0;∀W ∈ E,∀ψ ∈ D(H0), ‖Wψ‖ ≤ δ ‖W‖E ‖H0ψ‖+Cδ ‖W‖E ‖ψ‖ .

Then for any W ∈ E, the operator H0+W is self-adjoint with domain D(H0+W ) =
D(H0), bounded from below and the mapping ε : E ∋ W → ε(W ) = inf σ(H0 +W ) ∈
R is continuous. Moreover if any W ∈ E is a relatively compact perturbation of H0,
then σess(H0 +W ) = σess(H0) for any W ∈ E and the mapping ε is real analytic on
the open set {W ∈ E, ε(W ) < ε0,ess} .

Proof. Any W ∈ E is a relatively bounded perturbation with bound less than 1 of
H0. Hence H0 +W is self-adjoint with D(H0 +W ) = D(H0). The mapping ε is well
defined from E to R ∪ {−∞} by

ε(W ) = inf
ϕ∈H\{0}

(ϕ , (H0 +W )ϕ)

‖ϕ‖2

is concave as an infimum of affine functions. It is continuous when it is locally
bounded. This is again a consequence of our accurate relative boundedness with the
second resolvent formula. Write for λ ∈ R and λ ≥ 2 |ε0| + 1

(H0 +W + λ)−1 =
[

Id + (H0 + λ)−1W
]−1

(H0 + λ)−1

with
∥

∥(H0 + λ)−1W
∥

∥ =
∥

∥W (H0 + λ)−1
∥

∥ ≤ 3δ ‖W‖E +
Cδ

λ+ ε0

‖W‖E .
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For ‖W‖E ≤ R, and by taking λ > 2|ε0| + 1 + 2RCδ and δ = 1/(6R), the resolvent
(λ+H0 +W )−1 exists and equals the series

(H0 +W + λ)−1 =
∞
∑

k=0

(−1)k[(λ+H0)
−1W ]k(λ+H0)

−1 in L(H) .

Hence ε(W ) ≥ −1− 2 |ε0| − 2RC1/(6R) when ‖W‖E ≤ R . This ends the proof of the
continuity.
The additional relative compactness assumption with the Weyl and the Kato-Rellich
theorems (see [15]-IV) yield the second statement.

Appendix 5.B : More about the limit problem in di-

mension d = 3

In section 5.3.2, properties of the limit problem (5.31) were given introducing its
equivalent minimization problem (5.38), (5.43) that we recall below :

inf
W∈Ḣ1(R3;R)

Ka(W ) (5.100)

where

Ka(W ) =
1

2

∫

R3

(∇W )2 dx− a ε(W ) , a ≥ 0 (5.101)

and
ε(W ) = inf σ(−∆ + U +W )

The potential Wa was defined as the unique solution of (5.100) and the value εa was
defined by

εa = ε(Wa) (5.102)

Through a monotonicity argument on a → εa, it was proven that there exists a
unique value A ≥ 0 such that

εA = εS

However, it’s possible to be more precise about the behaviour of the map a → εa.
In order to simplify notations, the space Ḣ1(R3; R) will be noted Ḣ1.

Proposition 5.4.2. Consider εa given by (5.102) and

Σ = {a ≥ 0; εa < 0}

then
• Σ = [0, β) where β > 0 may be +∞.
• In the case β < +∞, we have εa = 0 and ||Wa||Ḣ1 = ||Wβ||Ḣ1 on [β,+∞). In

the case β = +∞, we have lima→+∞ εa = 0.
• The map a 7→ εa is a striclty increasing bijection from [0, β) to [e1, 0).
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Proof. • For a = 0, the solution of the minimization problem (5.100) is W0 = 0.
This implies ε0 = ε(0) = e1 < 0. We deduce that 0 ∈ Σ and the first point of the
lemma is a direct consequence of the continuity of εa on IR+ and the growth of εa
on Σ, given respectively by Lemma 5.3.4 and Lemma 5.3.5.
• For all a ≥ 0, the potential U+Wa is −∆-relatively compact and the Weyl theorem
implies σess(−∆+U+Wa) = [0,+∞). Therefore, we have the following alternative :
either −∆+U+Wa has negative eigenvalues and εa < 0, or inf σ(−∆+U+Wa) = 0.
Consequently, if β < +∞, we have εa = 0 on [β,+∞).
On the other hand, we have ∀a1, a2 ≥ 0 :

Ka1(W ) −Ka2(W ) = −(a1 − a2)ε(W ), ∀W ∈ Ḣ1

and taking the infimum in Ḣ1 :

Ka1(W ) −Ka2(Wa2) ≥ −(a1 − a2)ε(W ), ∀W ∈ Ḣ1

Now, if we consider a1, a2 ≥ β, the equation above taken at W = Wa1 gives :

Ka1(Wa1) −Ka2(Wa2) ≥ 0

Permuting a1 and a2 in the previous calculations provides the inverse inequality and
thus Ka1(Wa1) = Ka2(Wa2). We conclude that

||Wa||Ḣ1 = ||Wβ||Ḣ1 , ∀a ≥ β

Consider then the case β = +∞. The fondamental mode εa is increasing negative
on IR+ and it will exist a constant ε ≤ 0 such that

lim
a→+∞

εa = ε

Supposing that ε < 0, we will have

εa ≤ ε, ∀a ≥ 0 (5.103)

In addition, as εa < 0, we can apply Proposition 5.3.3 to see that −∆Wa ≥ 0 and
therefore

Wa ≥ 0, ∀a ≥ 0 (5.104)

For energies verifying (5.103), the equation (5.104) allows use to use the Agmon
distance related to the potential (U − ε) to extend estimation (4.39) to the whole
space : we get ∀a ≥ 0

∫

Rd

∣

∣ec0|x|ψa
∣

∣

2
dx+

∫

Rd

∣

∣ec0|x|∇ψa
∣

∣

2
dx ≤ C (5.105)

where ψa denotes the normalized eigenfunction related to εa (such an estimate was
obtained in the proof of Lemma 5.4.4 in the linear case, i.e. with Wa = 0). Then,
according to (5.105), we have for a radius r big enough :

∫

Br

|ψa|2dx ≥ 1

2
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and therefore

ε ≥ εa = ((−∆ + U +Wa)ψa, ψa)

≥ −||U ||L∞ +

∫

Br

Wa|ψa|2dx

≥ −||U ||L∞ +
1

2
inf
Br

Wa (5.106)

Applying Proposition 5.3.3 again, we have −∆Wa = a|ψa|2, which gives ∀x ∈ Br

Wa =
a

4π

∫

IR3

1

|x− y| |ψa(y)|
2dy

≥ a

4π

∫

Br

1

|x− y| |ψa(y)|
2dy

≥ a

4π

1

2r

∫

Br

|ψa(y)|2dy

≥ a
1

16πr
(5.107)

Gathering equations (5.106) and (5.107), we obtain ∃C,D > 0 s.t. :

Ca ≤ D, ∀a ≥ 0

which is impossible. It allows to conclude :

lim
a→+∞

εa = 0

• The last point of the Lemma is a direct consequence of previous results.

Proposition 5.4.2 gives the behaviour of the fondamental energy εa for a ≥ 0. It
says also that if β is finite, the norm ||Wa||Ḣ1 is constant on a ∈ IR+ \ Σ, however,
it gives no information about the potential on Σ. In order to complete our analysis,
we give in the following proposition a result on the growth of ||Wa||Ḣ1 on Σ\.
Proposition 5.4.3. With the notations of Proposition 5.4.2, the potential Wa ver-
ifies

||Wa||′Ḣ1 ≥ 0 (5.108)

on Σ \ {0}.

It expresses the intuitive idea that when the parameter a increases, the source
term of the Poisson equation in (5.44) grows and therefore the potential also in-
creases. Proof. Suppose that we

(Ka(Wa))
′ = −εa, ∀a ∈ Σ (5.109)

then we will have

−εa = (
1

2
||Wa||2Ḣ1 − aεa)

′

= (
1

2
||Wa||2Ḣ1)

′ − εa − a(εa)
′
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and
(||Wa||Ḣ1)′ =

a

||Wa||Ḣ1

(εa)
′ (5.110)

where we used that Wa 6= 0 for any a > 0. Indeed, if Wa = 0, εa = ε(0) = e1 = εa=0

which is in contradition with the last point of Proposition 5.4.2. Then, the sign
(5.108) of (||Wa||Ḣ1)′ follows from (5.110) and the inequality

(εa)
′ ≥ 0

Therefore, the proof is completed provided we show (5.109). Define the functional
Ja on H1 by :

Ja(ψ) =

∫

IR3

|∇ψ|2 + (U +Wa)|ψ|2 dx, ∀ψ ∈ H1.

Applying the minimax principle, we can write :

εa = inf
ψ∈H1(IR3);||ψ||L2(IR3)=1

Ja(ψ), (5.111)

and since εa < 0 the minimum is reached at the vector ψa appearing in (5.44). On
the other hand, ∀a ∈ Σ, the Poisson equation –the second one in (5.44)– implies
that Wa = aG ∗ ψ2

a, where G is the Green function of the Laplacian on IR3 and
therefore :

εa =

∫

IR3

|∇ψa|2 + (U + aG ∗ ψ2
a)ψ

2
a dx.

Derivating the previous equation with respect to the variable a, we get :

ε′a = 2

∫

IR3

∇ψa.∇ψ′
a+Uψaψ

′
adx+a(

∫

IR3

(G∗ψ2
a)ψ

2
adx)

′ +

∫

IR3

(G∗ψ2
a)ψ

2
adx (5.112)

Now, we remark that the map b : (u, v) 7→
∫

IR3(G ∗ u)vdx, appearing in (5.112), is a
bilinear, symmetric form on L1 ∩ L2(IR3). It happens to be continuous by estimate
(5.22) and it verifies

∫

IR3

(G ∗ ψ2
a)ψ

2
adx = b(ψ2

a, ψ
2
a)

Moreover, as a consequence of Lemma 5.3.4, the map a → ψ2
a is differentiable from

Σ to L1 ∩ L2(IR3), and (ψ2
a)

′ = 2ψaψ
′
a. This allows to express the derivative :

(

∫

IR3

(G ∗ ψ2
a)ψ

2
adx)

′ = 2b(ψ2
a, (ψ

2
a)

′) = 4b(ψ2
a, ψaψ

′
a) = 4

∫

IR3

(G ∗ ψ2
a)ψaψ

′
adx.

and equation (5.112) becomes :

ε′a = 2

∫

IR3

∇ψa.∇ψ′
a + (U + aG ∗ ψ2

a)ψaψ
′
adx+

∫

IR3

G ∗ ψ2
a(2aψaψ

′
a + ψ2

a)dx

= dJa(ψa).ψ
′
a +

∫

IR3

G ∗ ψ2
a(aψ

2
a)

′dx (5.113)
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Then, we note that the Euler-Lagrange related to the minimization problem (5.111)
is :

dJa(ψa).v = 2µ

∫

IR3

ψavdx, ∀v ∈ H1

where µ = εa is the multiplier corresponding to the constraint ||ψ||L2(IR3) = 1.
Using ||ψa||2L2(IR3) = 1, ∀a > 0, we have (||ψa||2L2(IR3))

′ = 0 and :

dJa(ψa).ψ
′
a = 2εa

∫

IR3

ψaψ
′
adx = εa(||ψa||2L2(IR3))

′ = 0.

Injecting the result above in (5.113), we obtain that :

ε′a =
1

a

∫

IR3

G ∗ aψ2
a(aψ

2
a)

′dx

=
1

a
(
1

2

∫

IR3

(G ∗ aψ2
a)aψ

2
adx)

′

=
1

a
(
1

2

∫

IR3

aψ2
aWadx)

′

According to the variational formulation of the Poisson equation −∆Wa = a|ψa|2,
it follows

ε′a =
1

a
(
1

2

∫

IR3

|∇Wa|2dx)′,

and from the definition (5.101) of Ka :

ε′a =
1

a
(Ka(Wa) + aεa)

′

=
1

a
(Ka(Wa)

′ + εa) + ε′a

This provides equation (5.109).
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