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INTRODUCTION GENERALE



Incontestablement, les équilibres sont a I'heutteedie la situation de référence de
pratiguement toutes les théories économiques (lasique, post-keynesienne...). Plusieurs
motifs expliquent cette focalisation.

Cet état de fait résulte d’abord de la difficultéaralyser les situations de déséquilibres qui se
caractérisent par des effets reports extrémemenplexes a saisir. D’autre part, on peut
légitiment s’interroger sur I'intérét de déployersdefforts non négligeables pour comprendre
ces situations qui sont par essence extrémemeatdagMieux vaut donc se concentrer sur
des états pérennes. Enfin le recours croissant rmathématiques, en particulier aux

différentes versions du théoréme du point fixe stiture une derniére cause explicative.

Quoi qu’il en soit, et bien qu’elle soit continugtient employée, il est étonnant de
constater que « la notion [d’équilibre] est maliwiéf[...] » (Hahn (1976), p. 226) et que le
concept s’avere «ni aussi simple ni aussi évidgrit peut y paraitre a premiere vue. »

(Balasko (1988), p. 2). Avant d'aller plus avardus allons éclaircir ce point.

Les deux formulations courantes

Dans l'introduction de son ouvrage de 1984, Benassgyjue l'existence de deux
conceptions de I'équilibre qui tendent d’ordinadree confondre :

« On trouve en effet dans la littérature deux ifications différentes de ce mot. La
premiere, que nous avons utilisée ci- dessus, feeera la notion d’équilibre d’'un marché,
c’est-a-dire a I'égalité de I'offre et de la demansur ce marché. C’est la notion que I'on
trouve chez Marshall, Walras, et chez la plupag dateurs ultérieurs dans la tradition
néoclassique. Cependant il existe une autre définilu mot équilibre empruntée aux
sciences physiques et qui décrit intuitivement w@tak de repos » d’'un systeme. [...]. Bien
gue cette seconde définition soit beaucoup plugrgdaque la premiere, elles ont souvent été
confondues, notamment en théorie microéconomiquiégalité de I'offre et de la demande
sur tous les marchés apparaissait comme la conditiplus naturelle pour un équilibre selon

la seconde définition. » (p. VIII- IX).

La version générale

Une facon similaire de présenter la notion d’égudj dans son sens général, est celle
de A. Lalande ([1928], 1999) qui considére, en migse, qu'un « systeme est en équilibre
sous l'action de forces déterminées lorsqu’il estceptible de rester indéfiniment dans cet

état en présence de ces actions. ». Ce qui unagpigjué aux sciences économiques aboutit
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a la présentation de Machlup (1958) selon laquealhe équilibre correspond aune «
constellation de variables choisies, reliées estédgs les unes aux autres de telle maniére
gu’elles interdisent toute tendance au changemams$ tb modéle qu’elles constituent. » (p.
25).

Au-dela de ce sens général du terme équilibren iexiste une interprétation plus
restreinte sujette a davantage de controverses.

La compatibilité des plans des agents

Plutét que d’exposer les choses en termes d’égalitre I'offre et la demande,
d’autres auteurs préférent utiliser un corollairel est, par exemple, le cas de Hicks (1934)
pour qui : « Un marché est en équilibre, d’'un pdi@tvue statique, si chaque individu agit de
maniéere a atteindre sa position préférée, dansiteldes occasions qui lui sont offertes. Cela

suppose que les actions des protagonistes sontatiieg. » (p. 51).

Effectivement, puisque la démarche microéconomisgidonde sur un principe de
maximisation simultanée sous contrainte de I'étiét du profit, I'équilibre se caractérise par
un contexte de compatibilité des plans des agexusun d’entre eux n’ayant intérét a
modifier sa position. Ce que I'on résume parfoigavers la formule : « rien ne bouge ».
Malinvaud (1991) remarque alors que :

«La compatibilité a deux dimensions toujours enéss, ne serait- ce
gu’implicitement dans certains modeéles : (1) legedies actions d’'un méme agent sont
compatibles entre elles, compte tenu des conéiRinii s'imposent a lui et des objectifs qu'il
poursuit, éventuellement avec une rationalité Bmit (2) les actions des divers agents sont
compatibles entre elles : par exemple un échangersmarché est un achat pour un agent et
une vente pour un autre. Ainsi je propose la diébimi suivante :Dans la représentation
abstraite d’'une catégorie de phénoménes économiaguesgquilibre est un état dans lequel
les actions des divers agents sont mutuellemeréreates entre elles et sont, pour chaque

agent, compatibles avec le comportement que cgpr@sentation lui attribue» (p. 152).

Equilibre et vertus du systéme économique
Ces propos sont représentatifs de I'état d’esst @&conomistes. La plupart associent
systématiquement I'équilibre a une situation idédbans ce domaine, la position sans doute

la plus répandue est dassimiler «équilibres nomlragien » et «déséquilibre ».



Implicitement, cela revient a spécifier que I'égué correspond uniqguement a une
coordination adéquate de l'activité économique ¢baque individu peut réaliser son plan
optimal) :

« Pour passer du monde de Walras a celui de Kelysefit de supposer qu’il n'y a
pas de mécanisme de tatonnement. L’élimination edl@rocessus signifie simplement que
I'élaboration de l'information nécessaire a la abioation des activités économiques dans un
vaste systéme ou la décision est décentraliséed pden temps et impligue des codts
economiques, il n'est nécessaire d’éliminer auautee hypothése classique [...] il n’est pas
nécessaire de nier I'existence d’un vecteur de moix négatif et de taux d’intérét compatibles
avec l'utilisation compléte des ressources. Paer ieeynésien, il suffit de prendre en compte
les difficultés de trouver le vecteur prix qui ddue les marchés. » (Leijohnufvud (1967), p.
404).

Pour autant, on trouve dans la littérature des détnations d’existences qui
s’appuient sur les théorémes du point fixe maismjmpliquent pas une compatibilité des
plans des agents. Les équilibres a prix fixes e 8o exemple contemporain évident parmi

d’autres.

La notion d’équilibre en cas d’absence de compatibié des plans

En effet, si on se réfere a Keynes (1936), le nivaaquilibre de 'emploi correspond
au « niveau ou rien n’incite plus les entreprenguis dans leur ensemble a développer ni a
contracter I'emploi. » (p. 55). L'analogie avec giiation ou rien ne bouge est claire mais il
n'est pas fait référence a une quelconque idéedwatibilité. Tout au plus peut- on estimer

gu’il en existe une au sens (1) de Malinvaud.

Le cas échéant, la nécessité d’avoir une notioguiliére utilisable dans le cas ou les
plans des agents ne sont pas forcément compatitdesdsulte pas d'une difficulté a faire
converger les prix (absence de flexibilité) maidalprise en compte de I'incertitude. Si I'on
désire que le concept d’équilibre ne serve pas kgtade de cas particuliers (des économies
sans incertitude), il faut pouvoir prendre en cdésation I'incertitude sans cacher la difficulté

derriére un probleme de « flexibilité ».
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HYPOTHESE DE BASE (H1)

Aprés cette bréve discussion, concluons sur nptobleme de base, qui est de
présenter diverses formulations du concept d’dopeiliafin de fournir un point de départ a
notre recherche. A la vue des éléments énoncéscoammencera celle- ci en posant
I' hypotheseque I'équilibre est une situation otien ne bougeou, ce que I'on considérera
comme équivalent, qu'il s’agit d’'un état tepos d’'un systéme

Cette hypothése n’est pas particulierement resteictar, autant que I'on sache, personne ne
la conteste. Les débats sont liés a la possibiétéaffiner et/ou de I'élargir ainsi qu’a I'étude

de ses propriétes.

Soulignons toutefois que cette hypothése ne pepastde prendre en compte un
eventuel aspect « dynamique ». Pour cause, on geerar lors du chapitre VII qu’un

equilibre ne peut en aucun cas étre « dynamique ».

L’hypothese (H1) étant désormais mentionnée, déweia présent les objectifs que

I'on souhaite poursuivre.

Obijectifs de la these

Cette these a une triple ambition : dégager lesidments théoriques de la notion
d’équilibre, démontrer que le modele d’équilibren@eal décrit les principes de base d'une
economie planifiée et réhabiliter la planificatigkpprofondissons un peu plus chacun de ces

objectifs.

Les fondements théoriques

D’aprés le dictionnaire, I'étude du fondement @umtion correspond a I'examen de
ses éléments essentiels. C’est donc cette tachBoguse propose d’entreprendre. Toutefois
selon le cadre théorique qui emploie la notion dildore, la signification que ce concept
recouvre peut varier. On ne peut donc pas se demtdiénoncer quelques caractéristiques
générales. Une étude modele par modele doit étrepeise. La situation est méme plus
complexe que cela, car a l'intérieur d'un méme eatiéorique la notion d’équilibre a des
implications différentes selon la nature des teghe$s mathématiques mobilisées. Bien que
fastidieux, un examen attentif de la notion d’étpd ne peut pas faire I'économie d’'une

étude au cas par cas.



L’équilibre général comme modéle de planification

L’analyse actuelle des économies de marchés seefend un double paradoxe. Le
premier est, gu’en dépit du degré élevé de cesattain qu’il implique (se référer au chapitre
I), le modele d’équilibre général est identifiexa@conomies de marchés. Etrangement ce
rapprochement n’est pas que le fait de non- initnéais il est également opéré par les plus
grands spécialistes :

« L'objectif de la théorie de I'équilibre générast de décrire et d'expliquer les
phénomenes économiques du marché dont les pluggeaides se rapportent aux prix. »
(Balasko (1988), p. 5).

Pourtant l'aspect centralisé (ou plus exactemenmhi-secentralisé) du modeéle
d’équilibre général est aux antipodes de I'idéemméntuitive, que I'on se fait des économies

de marchés.

Le second paradoxe est que malgré des résultedvaléts en matiere d’unicité et de
stabilité (voir chapitre VI), I'équilibre général ainsi que les économies de marchés
auxquelles il s’identifie — continue a étre présezimme un modéle idéal de coordination de
I'activité économique. La encore, cette convictiendécele parmi des économistes réputés :

« Dans le monde Walrassien, un équilibre est té&niaé par la compatibilité des plans
des divers agents économiqups,]. Il est bien connu que ce sont les prix qui asgula

compatibilité des plans élaborés. » (Younes (197.0})

Comment expliquer ces paradoxes ? Nous pensorits qat vocation a masquer le
véritable caractére du modéle d’équilibre génékasavoir que celui- ci constitue un cadre
théorique servant de base aux économies planifias.d’étayer ce point de vue, on va
recenser les principales difficultés auxquellemtilele d’équilibre général est confronté. La
finalité étant d'observer que ces difficultés fatient considérablement lorsqu’on concoit

explicitement le modéle d’équilibre général commesysteme de planification.

La réhabilitation de la planification

L’idée de réhabiliter la planification est peutettplus intrigante. Toutefois, nous
avons la conviction que les techniques de planifinapeuvent étre réadaptées avec succes
lorsqu’elles mettent la notion d’équilibre au centde leurs préoccupations et qu’elles

s’appuient sur la théorie néo- classique.
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Soulignons d’emblée que toutes les techniques algfigation n'ont pas pour but de
rechercher un équilibre général. Ainsi les méthadies balances matieres et des chainons
conducteurs se proposent juste d’atteindre de<tifisj@rivilégiés (voir Andreff (1993)). On
ne les traitera pas dans cette these.

Pour autant, la volonté de planifier 'économie Bubase de la notion d’équilibre n’est pas
particulierement nouvelle. Des méthodes élaborégdahification ont, par le passé, cherché
a déterminer un équilibre ou du moins a l'approxirpar l'intermédiaire d’algorithmes

appropriés (confére la derniére section du chapfil®. Mais aucune de ces méthodes

sophistiquées n’a permis d’éviter le déclin delaication. Comment I'expliquer ?

Bien que l'on admire l'effort porté a leurs améitions, nous jugeons que ces
méthodes ont insuffisamment pris en compte les ctéatiques propres a la notion
d’équilibre. Ce faisant, des problemes d’unicité, slabilité, de dynamique...ont été sous-
estimés. Dés lors, les techniques de planificatimaées sur la notion d’équilibre n'ont pas
apporté les résultats escomptés. Notre but, apr@és mené une analyse approfondie des
difficultés qu’engendre la notion d’équilibre, edty remédier en utilisant les outils
mathématiques récents en matiere de « contrblemapti et de « partitionnement du

domaine ».

Ces observations étant effectuées, on va maintgmaciser le cadre dans lequel

s’inscrit notre analyse.

Le cadre d’analyse
Celui-ci s’articule autour de trois €léments : tleSoremes du point fixe, la convexité

des ensembles et I'interdépendance des marchés.

1. Les théoremes du point fixe

Notre exposé prend pour point de départ la preri@mulation du théoreme du point
fixe (Brouwer (1910)). Celle- ci constitue les dé&bua’'une modélisation rigoureuse de la
notion d’équilibre. Son role est primordial puisdadotalité des modeles que I'on va étudier

recourt directement ou indirectement a une vergdiothéoreme du point fixe.
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2. Les ensembles convexes
Dans presque tous les modeéles, les ensembles densoration et de production sont
supposés convexes. Cela tient aux caractéristinpéase de ces ensembles dont les propriétés
sont particulierement adaptées pour garantir lterise d’'un équilibre. En particulier, la
convexité d’'un ensemble implique :
- Sa connexité. Cela signifie intuitivement que lemble est d’'un seul morceau.
- Sa continuité. Par conséquent, il existe une quissible de consommation et de

production.

En ce qui nous concerne, on postulera toujour® detpothése de convexité dont les

propriétés mentionnées nous serviront en permanence

3. Une approche générale

Aucune discussion sur la notion d’équilibre penbus semble t-il, négliger
interdépendance des marchés. En outre, lorsgonsidere une approche de type
d’équilibre général de nouvelles questions surgispar rapport a celle d’équilibre partiel :

Comment se forment les prix ? D’ou viennent leenes des agents ?...

Bien qu'il y ait la des difficultés supplémentareuxquelles il faudra faire face, un
examen sérieux de la notion d’équilibre ne saulest éclipser en se cachant derriere

I’hypothése « ceteris paribus ».

Les notations

Au cours des pages qui vont suivre, nous allongyganent étre contraints d’adopter
un style assez formalisé. On considérera alorsstemce de « | » biens, « n » producteurs et
« m » consommateurs respectivement représentédspardices h = 1,..., | ainsi que | =
1,....,neti=1,..,, m A chague bien est associéf sgention contraire, un prix unique.
L’ensemble de ces prix formant un vecteuﬂ&&a tel queP(t)=(p (t),.... 5 (),...,p ().
Enfin, chaque consommateur détient un panier deslgei forme sa dotation. Ainsi celle du
consommateur i est désigné p&; = (q,....q, ,....§| . La notation Q; correspondant aux

dotations initiales.

12
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Ces remarques préliminaires étant achevées, omreshesure d’énoncer le plan.

Celui- ci découle logiquement des remarques prétéde

Plan
Bien que I'on parte du principe que I'équilibré ese situation ou « rien ne bouge », il
nous semble néanmoins possible d’'aller au-delaette premiére présentation. La premiere

partie se propose donc d’affiner le sens a donfenation d’équilibre.

La seconde partie se concentre sur le modéle dikguGénéral Concurrentiel qui
nous parait le plus apte a intégrer la notion didare, du moins tel que nous l'aurons congu
dans la partie précédente.

Plus spécifiguement, on examine — en prenant iigte de ce modele - les difficultés que
pose une focalisation sur la notion d’équilibre. ©m profite également pour présenter

guelques suggestions qui ont été émises afin dligpa
Enfin, dans une derniere partie, on réfléechit s applications de la notion

d’équilibre. La planification (étatique et intrarfie) apparait alors comme une application

naturelle. On se propose donc de développer cestdémes.

13



PREMIERE PARTIE

Les fondements théoriques de la notion d’équilibre
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Comme nous l'avons mentionné dans l'introductianpnotion la plus utilisée par les
économistes est celle d’équilibre. Pour s’en camva il suffit de consulter les principaux

manuels et ouvrages spécialisés

Cependant, il n'est pas aisé d’aller au-dela d#idfmation plus ou moins vague selon
laguelle un équilibre est une situation ou « rierbouge ». L’objectif de cette premiéere partie
est toutefois d’essayer de préciser les chosesl'dtrres termeson cherche a donner une
assise théorique plus solide a la notion d’équililer en étudiant notamment la structure

des principaux cadres théoriques qui y ont recours.

Pour mener a bien cette tache, on présente lamd®uojuilibre comme la congruence
d'une série de caractéristiques. Le premier chapitntitulé Les caractéristiques de

I'équilibre, expose cela.

Parmi 'ensemble de caractéristiques, que revabten d’équilibre, 'une d’entre elle
retiendra particulierement notre attention. Il #aty cadre institutionnel. Selon la maniére
dont les auteurs I'envisagent, les notions d’ébrels qui en découlent sont différentes bien
que liées les unes aux autres. Par conséquentrolesautres chapitres qui forment cette
partie, examinent les principaux cadres institutela que I'on trouve en théorie économique

ainsi que les notions d’équilibres qui leur sorsoagees. Plus spécifiquement :

Le chapitre Il est consacré a la Théorie de I'éorel général et a son corollaire, la
notion de point fixe.

Le chapitre Il appréhende une économie de maradgedinsi que le concept
d’équilibre qui lui est joint : « 'ensemble d’aads finals ».

Le dernier chapitre, de cette partie, étudie le @étmdde von Neumann et plus
généralement ceux de croissance équilibrée. Cats ¢k but d’envisager le theme des

Trajectoires et orbites d’équilibres

! Comme le confirme F.H. Hahn (1976) : « Quant abéoticiens il est & peine besoin d'illustrer 'usag
continuel qu’ils font de la notion d’équilibre. p.225)

15



CHAPITRE |

Les caractéristiques de I'équilibre

La majorité des auteurs qui ont entrepris la taatdue de donner un fondement
théorique a la notion d’équilibre ont tenté d’eabdir des définitions (voir Machlup (1971),
Balasko (1988), Kreps (1991))Hélas, celles- ci s'avérent soient impropresgmsitrop
restrictives ou incompletes. Afin d’éviter tous @esonvénients, on se propose de spécifier la

notion d’équilibre & partir d’'un petit nombre deaeéristiques.

Le choix des caractéristiques
Lorsqu’'on explore les principaux écrits sur le tieewte I'équilibre on s’apercoit

rapidement, en dépit de certaines divergenceslaggeasi- totalité des auteurs associe a cette
notion une série d’autres concepts. Autant que $aohe, Malinvaud (1991) fut I'un des
premiers économistes a remarquer cela et a dédagararactéristiques que doit posséder un
equilibre pour étre reconnu comme tel. Malheureesgnl ne dresse pas une liste explicite
de ces caractéristiques dans son ouvrage. CedEyrsont évoquées de facon éparse. En
suivant son analyse, on peut néanmoins recendsrgrandes caractéristiques : I'existence

d’'un ensemble d’interactions, d’un cadre institatiel et d'un processus.

SECTION |

L’existence d’'un ensemble d’interactions

En fait, I'équilibre est un concept de solution'éné des grandes interrogations des
sciences economiques qu’exprime Debreu (1996)sqpei les décisions des agents « sont
indépendantes les unes des autres et dictéesupantiérét personnel, pourquoi n’en résulte t-
il pas un chaos ? ». Comment une société peetfaictionner sur la base d’agents agissant

de maniére autonome ? L'équilibre est alors laatibn a laquelle les décisions individuelles

! Selon Malinvaud (1991), la plupart des définiti@gnkinstar de celle de Machlup, ne « ne font pdéreice au
processus qui conduirait a la réalisation de I'fop@ et assurerait son maintien. » (p. 152).
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des agents aboutissent. Selon I'optique des diftérauteurs, ce point d’aboutissement peut
étre désirable ou non. Quoi gu'il en soit, il nta sens que dans la mesure ou il représente la
combinaison des choix des agents. D’ailleurs, @afdmond Malinvaud (1991) :

« Comprendre les phénomenes économiques c’ess@néent comprendre le jeu des
interdépendances, qu’il importe dés lors de biemédiser. Les économistes ont forgé pour

cela le concept d’équilibre [...] » (p. 150).

Si on désire aller au dela de ce constat, il essipte d’envisager les interdépendances
en fonction du degré de coopération qui existeeetgs individus. Lorsque les agents
interagissent, ils peuvent choisir de se regroafierde créer des coalitions. Si tel est le cas,
on considére que I'approche esbpérativeen opposition a cellron coopérative

1.1 L’approche coopérative

L’approche coopérative trouve ses racines dan$éarie des jeux. Ce qui amene
Arrow, dans son article de 1968, a formuler la nequa suivante :

« En principe, la théorie des jeux fournit uneiomtd’équilibre trés générale qui
devrait soit remplacer le principe d’équilibre carentiel soit l'inclure comme cas

particulier. » (p. 379).

Cette approche stipule que les individus, en foncti'intéréts communs, forment des
coalitions. lls « sont donc en mesure d'abdiquer lgouvoir de décision entre les mains
d'une autorité collective émanant d’'une coalitionaguelle ils appartiennent. » (Moulin
(1981)). Dans ce cas, il faut pour étre rigourepicsier la maniére dont elles se forment et
dont elles évoluent. Le livre de von Neumann etdéoistern (1942) a justement pour objectif
de répondre a ces interrogations. Dans la mesurEhaory of games and economic behavior
est lI'ouvrage pionnier dans ce domaine, nous allfermuler quelques remarques en

s’appuyant essentiellement sur cette publication.
Formation et évolution des coalitions

Pour von Neumann et Morgenstern I'existence deitcmad est une donnée initiale. lls

ne précisent pas les bases sur lesquelles ellésrmeent originellement. Par contre, leurs
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évolutions reposent sur un critére bien définnt tgu’un individu (au moins) trouve un intérét

a quitter une coalition, celles- ci sont amenéss aodifier.

Solution et équilibre

L’idée de Theory of games and economic behavest d’établir un concept de
solution, permettant de rendre compte de la staldies coalitions, tel qu’[«..] il y aura un
état d’équilibre absolu ou ce qui revient & chasemra déterminé avec précision » (p. 34). Une
fois de plus, la notion d'équilibre est mobilisémup appréhender les interactions.
Malheureusement, il semble d’emblée « qu'une wdl@tion, qui aurait toutes les propriétés

nécessaires, n'existe pas en génrdl » (ibid, p. 34).

On est ici confronté au probléme majeur et réctirder’existencede I'équilibre. La
résolution d’'un tel probleme est loin d’aller de. 96lle nécessite notamment de mettre en
place un cadre institutionnel spécifique et de ueic@ une série d’abstractions de telle sorte
«[...] gqu’on ne peut quasiment plus parler d'une bonmEagmation de la réalité. » (Wald
(1951), p. 396).

Le concept d'imputation

Von Neumann et Morgenstern ont donc été amenéwide sine autre voie et renoncer
ce faisant, a la notion d’équilibre. lls ont ainstroduit le concept « d’'imputation ». Ce
dernier désigne comme stable les coalitions quinptent a chacun de leurs membres de
gagner au moins autant que s’ils n’en n'étaient pesnbres et dont l'allocation des

ressources est Pareto optimal.

La notion de cceur

Généralement, I'ensemble des imputations est @sgev C'est pourquoi, Shapley et
Gillies (1953) ont proposé un concept de solutilus pestrictif : le « coeur ». En fait la notion
de coeur présente I'avantage de réconcilier 'agmraoopérative avec une analyse en terme
d’équilibre. On peut méme avancer qu’elle a con#&id un renouveau théorique de la notion

d’équilibre.

L’évolution de la notion de coeur

L’idée de cceur est déja ancienne puisqu’elle seue¢ chez Edgeworth (1881) bien
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gu’il n'utilise pas exactement ce vocabulaire etl@alutdét de « courbe des contrats » (voir
Shubik (1959)). Néanmoins, il faut attendre 1963aepublication par Debreu et Scarf de
larticle « A limit theorem on the core of an ecomp» pour voir une formalisation

rigoureuse de cette notion. Dans ce document,Utsues définissent le caeur a partir d’'un
« ensemble de consommateurs bloquant une allocatiBius formellement, une coalition S
de consommateurs bloque une allocation si les tiondisuivantes sont vérifiées pour tous

les membres de la coalition :
@ X (Q-Q)=0
i0s
b)) Q=>=Q avec une inégalité stricte pour au moins un
Dans ces conditions, « The core of the economyefsed as the collection of all
allocations of the total supply which cannot beckbd by any se8. » (p. 239). Bien entendu,

« One immediate consequence of this definitionhet an allocation in the core is Pareto

optimal.» (p. 239).

. 1.2 L’approche non coopérative

A l'opposé de la coopération se trouve, bien enielidpproche non coopérative.
Celle- ci est également issue de la théorie des [eon intérét, pour notre propos, réside dans
son concept de solution privilégié : « I'équilitde Nash ». Ce dernier a été d’'une importance
capitale puisqu’il a inspiré la plupart des démmatgins d’existence d’'un équilibre général
concurrentiel des années cinquante. Ce qui fait diHildenbrand (1974) que la notion de
cceur reléve d'un concept d’équilibre coopératifdtargue I'équilibre général concurrentiel
repose sur un point de vue non coopératif :

« The central problem of the theory [.is the relationship between two fundamental
concepts of equilibrium for an economy: the corkiclv is a cooperative equilibrium concept,

and Walras equilibrium, which is non cooperativaaapt. » (p. vii).
Fondement de I'approche non coopérative

On part ici du principe que « l'unité d’analysé es individu [...] » et non le groupe

(p. 11, Kreps (1990)). Ceci n’excluant pas quedgsnts se regroupent en coalitions, mais
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« c’est parce que de tels individus estiment abuil s’agit du comportement le plus

approprié du point de vue de leur intérét [...]bid.).

En fait, 'approche non coopérative se trouve @igioe méme de la théorie des jeux
puisqu’elle était auparavant utilisée dans les pEsyjeux : ceux a sommes nulles des années
vingt. Son retour au premier plan traduit I'importa croissante de l'analyse des
comportements individuels au détriment d’'une déhmmamglobale. Dans cette perspective, on
peut donc également considérer que la notion dea g@mewcéde d’'un concept d’équilibre
s’insérant dans une démarche holiste alors queilibe général concurrentiel s’'inscrit dans

une perspective d’'individualisme méthodologique.

« L’équilibre de Nash »

Comme on I'a dit, « I'’équilibre de Nash » est lenpipal concept de solution de la
théorie des jeux non coopératifs. Bien que l'ida@ gehicule soit présente depuis longtemps
dans I'esprit de nombreux économistds fut exposé pour la premiére fois en des termes
rigoureux par John Nash (1950) dans l'article uhéit« Equilibrium Points inN Person
Games ». L’idée que recouvre « I'équilibre delNagst élémentaire puisqu’elle correspond
au fait que chaque agent fait « le meilleur chapsgible pour lui compte tenu de ce qu'il

anticipe étre le choix des autres. ».

Equilibre et croyances

Pourtant, Von Neumann ne fut guéere enthousiasmégide publication. Puisqu’il
connaissait parfaitement les différentes versianthdoréme du point fixe - et qu’il proposait
en 1928 une solution au probléeme du meilleur clboimpte tenu de celui des autres - on peut
se demander pourquoi il n'a pas établi le conc&uilibre de Nash avant ce dernier ? En
suivant le raisonnement de Schotter (1992), on penjecturer que Von Neumann était tres
réfractaire a la facon dont interviennent les cnegs dans le cadre d’un équilibre de Nash :

« En fait, il est plutdt remarquable que, dariseory of Gameg...], le concept
d’équilibre de Nash ne soit pas défini, ni I'existe démontrée, puisqu’au moins Morgenstern
connaissait bien les travaux de Cournot. Je supguée la principale raison de cela est
gu’aussi bien von Neumann que Morgenstern chermohare moyen d’éviter le raisonnement

circulaire "je pense qu’il pense que je pense"iglyp des situations stratégiquement

1 On pense notamment aux écrits de Cournot.
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interdépendantes. Tous deux voulaient trouver agerf de jouer qui soit indépendante de ce

gue chacun pense que ses adversaires feront10g)p.
Or, on I'a vu plus haut, la notion d’équilibre ntgms indépendante d’hypotheses sur

les conjectures, et se caractérise par des ensendiilgeractions qui invitent a des

raisonnements circulaires.

I.1.3 L’agent représentatif

L’objet de la notion d’équilibre est donc d’étudles interactions entre des agents ou
des groupes d’agents. Ces derniéres décenniesacaigxalement vu émerger le concept
« d’agent représentatif », lequel est fréquemmssbeé a la notion d’équilibre. Avant d’aller
plus loin, il s’avere indispensable d’éclaircirmant.

L’'agent représentatif dans les écrits des économes

Depuis la fin des années soixante dix, I'essor dncept d’agent représentatif est
indéniable. A tel point que le recours a ce deragrdevenu habituel. Les propos de Kyland
et Prescott (1982) sont révélateurs de cet étiide

« Comme dans la théorie usuelle de la croissamcesuppose I'existence d’'un ménage

représentatif...] » (p. 1345)

Toutefois, le concept d’agent représentatif se gmes sous diverses formes selon
'auteur qui le mobilise. A titre d’illustratiomous allons voir la maniere dont il intervient

dans quelques publications.

Une premiére procédure pour insérer le conceptedtageprésentatif est d'évoquer
I'existence d’'un «grand nombre d’agents » touseqtidues ». Ainsi, Romer (1996) utilise la
présentation suivante: « On suppose que I'éconocuirsiste en un grand nombre
d’entreprises et de ménages identiques. » (p. 4dlle de De Long et Plosser (1983) est
semblable : « Le modéle que nous considérons cdmparindividu unique (ou un nombre

constant d’'individus identiques). » (p. 43).
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Une seconde maniére d'opérer, a linstar de Sold®5§), est de parler de
« communauté ». On laisse alors croire a une pessiteraction entre les individus qui la
compose. Néanmoins, tous les membres de la comngupati pour particularité d’avoir la

méme fonction de production.

Agent représentatif et équilibre

De nombreux auteurs qui convoquent le concept dlaggprésentatif y associent la
notion d’équilibre. Tel est le cas, par exemple, Kgland et Prescott qui appellent
« equilibre » la « maximisation du bien- étre dunage représentatif compte tenu des

contraintes d’ordre technique et informationneb»1357).

Une telle association est surprenante. En efiequilibre implique des échanges entre
les ménages puisqu’il rend compte des interactionsindividu isolé, tel Robinson, est dans
limpossibilité d'interagir avec qui que ce soite fait qu'il puisse y avoir de nombreux
individus identiques ne regle rien car leurs taargmaux de substitutions sont égaux (méme
dotations initiales et préférences). Or, I'analge®nomique enseigne que I'échange repose
sur des différences de taux marginaux de substitsitiSans quoi, il n’existe pas d’échange et

aucune interaction possible.

Le probleme de I'agrégation

En définitif, le recours a l'agent représentatifrrpet de contourner un probléme
fondamental : celui de I'agrégation.
Jusqu’a maintenant on s’est cantonné a I'examencdmportements individuels et a leurs
interactions. Cependant, comment passer de cefttle & la déduction de « lois » valables
pour I'’économie dans son ensemble ? C’est la ufieuié qu'on ne peut laisser de coté des

lors qu’on s’intéresse, par exemple, a la questmta croissance.

En fait, il est plus juste de parler des problentiagrégations selon qu’ils concernent
les biens, les fonctions de productions ou encoee tlaitement des modeéles

macroéconomiques.

L’agrégation des biens
Conformément a ce que I'on a énoncé dans l'introdangcles paniers de biens sont

représentés par des vecteQrsLa géne réside dans la possibilité de les compB@ur ce
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faire, il faut passer par I'intermédiaire du « gyse de prix » et par conséquent raisonner en
valeur. Cette valeur étant un nombre on pourragriari s’en servir en tant qu’agrégat.

Toutefois, le systeme de prix varie lorsque I'osgd’'un équilibre a un autre. En I'absence
d’unicité de I'équilibre, il devient impossible di&terminer si une variation de la croissance
est due principalement a une variation des prixi@s quantités. C’est pourquoi de hombreux

économistes utilisent un bien unique et évacuent@aiais le probleme de I'agrégation.

Pour notre part, ce commentaire nous permet dutomettre I'accent sur un second
probleme fondamental auquel on devra réguliererfzarg face : celui de la multiplicité des

équilibres.

L’'agrégation des fonctions
Une autre forme problématique d’agrégation estecedls fonctions de productions.

Nous allons en dire quelques mots en se basatiagigle de Fisher (1969).

La question est de savoir si I'addition de la pidun de toutes les entreprises d’'une
economie est équivalente a la production agrégéed’&utres termes, si I'on note F la

n n
fonction de production agrégée Etfj(mla production totale, a t- oR(QJ= )| fi(Q ?
j=1 j=1

Si on se réfere aux observations de Fisherpange est négative dans le cas général.

En effet, a moins que Id‘s} soient toutes identiques et linéaires il est insfide d’obtenir une

fonction de production agrégée. En réalité, ittest de méme possible d’y parvenir en dehors
de ce cas particulier, en imposant une contrainflémentaire a savoir une répartition

optimale des inputs entre les entreprises. Onraf(gi= maxfj 0.

Evidemment l'interrogation est de savoir qui prozed cette répartition optimale ?
Une réponse plausible est de faire appel a unfpatéur. Ce dernier cherchera a amener
'économie dans une situation d’équilibre qui cepend également a une affectation
optimale des facteurs de production. On voit icitamaent que la théorie néo- classique

contient les germes d’une théorie de la planifarati
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Le passage a la macroéconomie
Méme en supposant que I'on obtienne une fonctiorpreluction agrégée, de la

formeQ = F(J, celle- ci ne suffit pas a décrire 'économie daos ensemble. Il manque une

prise en compte de la dimension temporelle. Othdene de I'évolution dans le temps est un
sujet majeur qui ne cessera pas de nous préoccuper.

Une fagon de procéder pour intégrer le temps esbdsidérer des états stationnaires. Ainsi la
production est identique de périodes en périodestdl procédé nécessite de mobiliser la
série suivante d’hypothéses :

- latechnologie demeure inchangée afin que la fondtine se déforme pas

les golts des consommateurs ne se modifient pagjafls gardent la méme propension

a épargner et consommer.

Conclusion

Des lors qu'on s'intéresse sérieusement a la nafiéquilibre d’'un point de vue
macroéconomique, il est impossible de contourneguestion de l'agrégation. Il est alors
inutile de cacher la difficulté derriere l'idée d'uagent unique dont le comportement
représenterait de facon satisfaisante I'évolutie@s dgrégats économiques. Ce constat est
largement partagé par Malinvaud (1991) :

« La pratique la plus courante consiste, nousohiavvu, a transposer la loi de
comportement obtenue pour une unité dite représemt&n une loi de comportement
analogue censée s’appliquer aux agrégats des wdatésme nature. Cette pratique a pour
effet non seulement de poser un modéle agrégé, masi de lui donner une forme
particuliere qui reflete directement la forme déeude I'analyse de l'unité représentative.
Justifier I'existence d’'un modele agrégé, selomptigue exposée précédemment, ne suffit
donc pas a justifier la pratique macroéconomiguaudrait aussi montrer la similitude des

relations du modele agrégé avec celles du modéddidé» (p. 204).

Le peu de fondement théorique qui sous tend leemind’agent représentatif, lui fait
méme affirmer que I'emploi de celui- ci reléve d'effiet de mode :

« Bien que les preuves empirigues me paraissegourathui manquer, les idées
majoritaires chez les économistes ont évolué aedlei de modeles de plus en plus détaillés
au recours fréquent a des spécifications trésatarales par leur simplisme. Ce mouvement

ne releve sans doute qu’'un effet de mode. » (p). 221
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SECTION I

La spécification d’un cadre institutionnel

L’idée d’équilibre est née pour appréhender lesbi@mes de coordination des
décisions et actions des membres d’une sociétde @nctionnement de toute collectivité est
régi par des institutions qui déterminent les regjae doivent suivre leurs membres. De ce
fait, les propriétés de I'équilibre varient selan dadre institutionnel retenu et les regles

édictées.

La définition du cadre institutionnel *

Si on se réfere au petit Larousse, les «inspigty> s’appréhendent comme
« 'ensemble des organismes et des regles établise de la satisfaction d’intéréts collectifs
[...] ». D'un point de vue économique, étudier I'emvinement institutionnel revient a
s’interroger sur la forme d’organisation des maschési que sur les diverses regles qui

s’'imposent aux agents.

Il 1 Le deqgré de centralisation

Lorsqu’on s’intéresse au cadre institutionnel, ptamiére question qui se pose est
celle du degré de centralisation de I'économietriBicard (1979) signifie que « Le concept
de décentralisation en économie renvoie a deuxfigigtions distinctes et complémentaires,
selon que la décentralisation concerne la détentienl’information ou le pouvoir de
décision. » (p. 3). On peut regretter que cettasgri@ation ignore la maniére dont s’effectue
les échanges. C’est pourquoi, on préfere distingoer types de situations :

- La centralisation totalequi implique simultanément une centralisation diefdrmation,

des échanges et une absence d’autonomie de psisEdsions.

! Etrangement, la plupart des microéconomistes mvite définir explicitement la structure institutiwelle dans
laquelle s’insérent leurs analyses. Ainsi, il n'yien sur le sujet dans le céletkaalyse Microéconomiquee

Varian. Le constat est identique pduas fondements de I'analyse économide&amuelson (1965)he Theory
of General Equilibriunde Mas Collel (1985)klements of General Equilibrium Analysis de Kirn{a@98) ou

encore pour l€lassical General Equilibrium Theode Mac Kenzie (2002). Enfin, il n’y a rien non pkus le
sujet dans le trés fameddew Palgrave
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- Lacentralisation partielle ou semi- centralisatioqui porte soit sur I'information, soit sur
les échanges et qui généralement tolére I'autondeselécisions.
- Ladécentralisatiordont les caractéristiques sont évidentes.

La décentralisation

Bien que les discours ambiants insistent sur #esgécentralisé des économies, on ne
trouve pas de trace au niveau théorique de modéles'mscrive dans le cadre d'une
organisation totalement décentralisée. Plusieussma sont susceptibles d’étre avancées pour

expliquer cette situation.

Tout d'abord, sur le plan technique, I'étude d’'dmnomie décentralisée est d’'une
redoutable complexité. Celle- ci tient en partieulia la multiplicité des sources
d’'informations (prix individualisés, etc....) puisqwicune autorité centrale ne livre une
information « officielle ». Face a I'abondance @mations, chague agent va adapter son
comportement selon les éléments dont il disposenlrésulte un nombre incalculable de
croyances et d’anticipations différentes. Commadaitsaprendre en compte ce phénomene ?
Ainsi, les auteurs qui prétendaient initialemerdrainer une économie décentralisée ont dd,
malgré eux, introduire une dose non négligeableatdralisation. C’est le cas de Benassy
(1984) qui estimait au début de son ouvrage :

« Nous allons montrer dans cette section commepeot formaliser la détermination
des prix par des agents intérieurs au systemen@beerve en général dans la réalité deux
modes de fixation décentralisée des prix : soiatpents d’'un coté du marché (le plus souvent
les offreurs) annoncent les prix, et les transastiont lieu aux prix annoncés, soit les prix

sont I'objet d’'un marchandage entre offreurs et aedeurs. » (p. 21)

Avant d’étre contraint, dans la foulée, d’ajouterLa formalisation du processus de
marchandage nous entrainerait presque immédiatermenties problémes de théorie des jeux
non résolus, et nous nous limiterons donc a fosealie premier mode de fixation des prix.
[...] . Nous pouvons remarquer que si sur un marché&pigt on avait plusieurs agents qui
fixent les prix, on rencontrerait un probléme dérdigon de notre marché : en effet il n'y a
aucune raison pour que des agents indépendantacmide méme prix, méme si les biens
gu’ils vendent sont physiquement les ménjes]. Nous supposerons donc dans ce qui suit

gue les biens sont difféerenciés non seulement @arns | caractéristiques physiques, mais
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éventuellement aussi par I'agent qui en fixe l&,pte sorte que le prix d’'un bien sera fixé par

un seul agent. » (p. 21)

D’autre part, si le systtme n’est pas centralisg,dchanges ont lieu au hasard des
rencontres. Les ménages les plus chanceux arriveatisfaire leurs besoins tandis que les
plus malchanceux subissent une forme de rationneriese pose ici un probleme d’équité.
On peut certes le contourner en envisageant quadents se concertent entre eux pour
organiser les échanges. Mais cela nécessite dsgréc'organisation est spontanée ? Ou si
un agent prend l'initiative de I'organisation ? Barette derniere configuration bénéficie t- il
d’'une rémunération ?... Cette abondance de qussfahqu’il est bien plus commode de
laisser une autorité centrale organiser les traiogec

Etant donné les difficultés qui se présentent mmwisager une totale décentralisation,

la quasi-totalité des auteurs optent pour la dgson d’'une économie semi- centralisée.

La semi- centralisation

La centralisation partielle exige soit la décemsedlon de I'information, soit celle des
échanges. On va analyser la premiere configurai@mt de s'intéresser a la seconde. Dans
les deux cas, on sera amené a parler du phénoregrettd dependancéou hystérésis Ce
phénomene traduisant le fait que le processuseinfie la forme de I'équilibre.
Notons que I'on suppose, dans tout ce qui suit,lgsi@gents choisissent librement le type et
la quantité de biens qu’ils désirent consommer. sSDecroit, pour un motif de clarté de
I'exposé, on retient I'nypotheése néo- classiquersahquelle les prix sont l'unique source

d’information.

On vient de le voir a I'instant, la décentralisatie I'information pose le probleme de
son origine. Pour y répondre, I'extréme majorités deiteurs est obligée de revenir a un
systeme plus centralisé. De ce point de vue, Figl883) est une exception puisqu’il refuse
de spécifier qu’un agent unique fixe le prix degumabien. Dans ces conditions, il est amené
a considérer des prix individualisés. Chaque prtelwcest libre de fixer le prix qui lui plait.
Confrontés a cela, les agents effectuent des agesret révisent en permanence leurs plans.
Les conjectures et les anticipations des indivighéhnent alors toutes leur importance. A tel
point que les équilibres du systéme sont profondéniés a la facon dont les agents

reconsiderent leurs plans. Autrement dit, on seviecconfronté a un phénomene d’hystérésis
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qui résulte de I'interaction entre processus etliége. Or, les conjectures et les anticipations,
a la base du processus, se fondent sur les croyates individus qui sont des éléments
particulierement délicats a formaliser. Il en résuju’en présence d’hystérésis la nature de
I'équilibre est souvent indéterminée.

Pour éviter cet inconvénient, une autre manierentrdduire une dose de
décentralisation est de considérer que le platdicalou une « autorité centrale ») regoit une
information imparfaite : « Nous avons souligné ¢jueportance d’'une décentralisation de la
planification provenait d’'une information impargit[...] » (Picard (1979), p. 38).
Ceci étant, si on en reste la, on retrouve la phoee classique de tatonnement ou
'information manquante est acquise par 'annomgela part des agents, des quantités qu’ils
désirent échanger. Il faut, en plus, supprimer yapie des conjectures afin de permettre aux
ménages d’anticiper le comportement du planificatett par ce biais de manipuler
information. Les travaux de Arrow et Hurwicz (1®6montrent que lorsque les agents ont la
faculté d’anticiper, par lintermédiaire d'effetsagprentissages, la regle de variation de
prix, ils ont toujours intérét & annoncer une deteainférieure a celle effective qui maximise
l'utilité. Il en est de méme pour I'offre. Cette mpulation perpétuelle de l'information

empéche d'atteindre toute forme d'équilibre

Lorsque ce sont les échanges qui sont décentralsgsménages sont libres de
procéder a des transactions a tout moment. Evidemnoesqu’ils décident d’échanger rien
ne garantit que les prix sont d’équilibre. Celaapjt d’ailleurs peu probable. Dans ce cas, le
pouvoir d’achat des agents est fluctuant car iledépdu vecteur- prix en vigueur au moment
d’effectuer les transactions. Il en va de méme pesiéquilibres qui sont étroitement liés aux
offres et demandes des ménages.

Soulignons qu’il y a également une seconde forntg/stérésis qui découle du choix du

vecteur- prix initial.

La centralisation partielle, que ce soit de l'imf@tion ou des échanges, confronte le
théoricien a un phénoméne de path dépendance. $d&, e phénomene est encore plus

visible dans le cadre de la décentralisation deargges car il revét deux aspects.

1 Méeme sile planificateur propose un vecteur prigqtiilibre, les agents n’ont aucun motif d’arrétemdoyer

des informations biaisées. Bien entendu, il esjotos possible de complexifier le modéle en ajoutdes
mécanismes qui incitent les agents a révéler leffres et demandes effectives. Ce faisant, on @str&int a
créer de nouvelles institutions qui éloignent ddreal’'une procédure de décentralisation.
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La centralisation totale

Les économies décentralisées ou semi- centralggearactérisent par la diversité des
conjectures qu’émettent les agents. Il en résuleeinfinité d’équilibres. Dans ces conditions,
on peut se demander s’il n’est pas possible dumstades institutions pouvant contraindre les
anticipations et les choix des individus. Bien editg c’est la une préoccupation d'un
planificateur omniscient. Quoi gu'’il en soit, ilexiste pas a notre connaissance de modeéle
théorique qui propose simultanément une centtadisae I'information et des échanges tout
en contraignant le choix des agents. On voit aiséhaerécupération idéologique qui pourrait
étre faite d’un tel modele. C’est pourquoi, lesotiidens se contentent de mettre en place des
institutions qui influencent I'attitude des ménagesbjectif étant que ces derniers adoptent

les conjectures qui arrangent le modélisateur.

D’une part, le principe d’'une information émise pa centre permet de contrdler les
conjectures des individus (nous parlerons plus d&radonjectures institutionnalisées), cause
essentielle des fluctuations économiques. D’'awdrg fa centralisation des échanges apparait
comme une condition nécessaire (mais non suffidamteur éviter les phénoménes Bath

Dependance

1.2 Les regles

Intuitivement, l'idée d’'un processus renvoie a eellune série de corrections et
d’adaptations dont 'ampleur dépend des anticipatides agents. Lesquelles dérivent a leur
tour des croyances. Or, on a déja vu l'importange pgeut avoir un processus sur la forme
d'un équilibre. L’avantage de la centralisation, méme de la semi- centralisation, est de
modeler les anticipations des individus et d’'influer de cette maniére le processus. Cette
influence se faisant via I'édiction de regles qoevdnt suivre les ménages. Ce qui suppose de
distinguer les régles qui permettent d’atteindreégnilibre. Mais avant de traiter ce point,
nous devons au préalable préciser la relation gistee entre « croyances, conjectures et

anticipations ».

Croyances, conjectures et anticipations

Si I'on prend un dictionnaire, une « croyance »sgstonyme d’'une « conviction » ou
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d’'une « opinion ». Adapté a notre domaine d’étuds, croyances des agents représentent
l'idée qu’ils se font du fonctionnement du systérdeonomique. A partir de cette
représentation, les ménages concoivent diversesibildés d'évolution de I'’économie.
Autrement dit, ils forment des conjectures. En gla@nt sur ces dernieres, ils adoptent par
anticipation, c’est-a-dire par avance, [Iattitugi@sceptible de convenir au mieux a leurs

intéréts.

Le rapport avec I'équilibre

L’équilibre économique est une situation ou « menbouge ». Ce qui implique, si le
choix des agents n’est pas contraint, qu’a I'égreliaucun individu n’a envie de modifier ses
plans. Or, les plans des ménages proviennent ds lenéférences mais également des
anticipations qu’ils ont formulées. En d’autresntes, a I'équilibre, les anticipations des
meénages, et donc leurs conjectures, sont vérifleest important de remarquer que tel n’est
pas le cas hors équilibre qui est par essence omexde qui « bouge ». Ce qui induit une
modification des plans des agents et par conséglesntonjectures erronées. Le duopole de
Cournot est I'exemple le plus flagrant du fait de® conjectures sont infirmées en dehors de
I'équilibre et corroborées a I'équilibre.
Dans le méme genre d’idée, il convient de noter lggpiilibre peut procéder de croyances
inexactes alors méme que les conjectures sontnsgtiement vérifiées.

Institutions et insertion de régles

La diversité des « croyances, conjectures etipations », fait que les équilibres d’'un
systeme peuvent trés bien étre multiples ou invees¢ inexistants. La question qui se pose a
'économiste est de savoir quelles conditions ingpoaux « croyances, conjectures et
anticipations » pour assurer I'existence d’'un Hopa@ tout en ne démultipliant pas leurs
nombres. L'idéal étant d’obtenir I'unicité. Toutefpla marge de manceuvre du théoricien est
limitée puisqu’il n'est pas en mesure d’influentes croyances des individus. L'origine de
ces derniéres lui échappant et reléve d’avantageedanalyse psychologique. Il reste donc a
intervenir au niveau des conjectures et des aatiops. C’est, par exemple, I'optique du
modele d’équilibre général tel que Walras le déonsqu’il édicte la regle aux ménages «
d’interdiction de quitter leurs domiciles ». Ce stamt, ils ne peuvent constater les
déséquilibres comme le révele A. Rebeyrol (1999) :

« Mais pour que ces prix criés [par le crieur] paigt servir de base a I'agrégation des

comportements d’offre et de demande, encore faujue les agents les « prennent », les
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acceptent comme base de leurs calculs. Or, panitilgfi, le prix ne sera pas stationnaire
pendant le processus, si bien que les agents jeniraabon droit spéculer, c’est a dire non
seulement douter du prix crié et anticiper son @wwh qui leur parait la plus probable, mais
aussi chercher a en tirer parti en ne révélantlpas « vraies » offres et demandes pour
influencer son évolution. Etre preneur de prixst&ccepter de renoncer a ces comportements
spéculatifs en déclarant toujours ses offres etatheles effectives. D’une fagcon générale, le
réle du courtier est de figurer que I'agent regiézclui, est preneur de n'importe quel prix
malgré la conscience du déseéquilibre que lui appaittsans doute sa présence effective au

marché. » (p. 73).

Ainsi, les conjectures « myopes » des agents -A’gatiment n’avoir aucune influence
sur I'évolution des prix — sont dues a la regle asg®e. Le courtier étant I'institution qui veille

a ce qu’'elle ne soit pas transgressée.

SECTION Il

L’existence d’'un processus

Dans les modélisations traditionnelles, comme atolie de la pensée économique,
I'équilibre est concu comme le point d’aboutissem@iin processus. D’apres Malinvaud
(1991) :

« Il importe aussi, pour la clarté de la concepsasion et des applications, qu’on
sache comment la compatibilité en question s'dtaliliy a implicitement l'idée d'un
mécanisme qui assure la réalisation d’'un équilibrgp. 135). En d’autres termes, « si I'on
parle d’équilibre, c’est bien qu’on accepte l'idge’un processus [...] devrait exister » (p.
125).

.1 Représentation d’'un processus

Usuellement, le terme « processus » renvoie a emsemble de phénoménes congus

comme une chaine causale progressivéistionnaire Larousse La référence a une
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progression suggere, évidemment, une évolution lgatesnps. Autrement dit, lorsqu’on parle

de processus la premiére interrogation qui intetvést celle de la modélisation du temps.

Le choix de la périodicité
Spontanément, lorsqu’'on examine I'évolution d'ugsteme dans le temps, on
considere des coupes instantanées. C’est donepresentation de type séquentielle que I'on
mobilise de la forme :
(1.1) Xer=1 (X))

Ou X est unn-upletdonnant les valeurs prises a linstantpar les différentes

variables du modele.

Néanmoins si la fonction f présente un caractéceage, la suite (X veérifiant (1)
peut ne pas étre définie en chaque instant du ter@fest pourquoi, bien que cela soit moins
intuitif, on préfere une représentation continugemps qui se modélise a I'aide d’équations
différentielles. Avant de s’attarder sur ces deesgobservons que le choix de la périodicité
n’est pas qu’une simple question d’ordre mathématiq

« Nous trouvons donc raisonnable d’exiger de nobrecept d’équilibre qu'il reflete
le caractére séquentiel des économies réelles. jglai®is que nous exigeons plus que cela :
nous souhaitons qu'il soit séquentiel de manieserelle. J'entends par la qu’il ne devrait
pas étre possible de reformuler la notion de fagon séquentielle sans procéder a des
modifications de contenu. Cela exige a son toupmuhtroduise explicitement et de fagon
essentielle dans la notion d’équilibre les processules codts d’information ainsi que les
anticipations et l'incertitude [...] » (Hahn (197 §),16).

Equations différentielles
On appelle équation différentielle (vectorielleyaome, une équation du type :
(1.2) X'=f(X)

Ou X est, toujours un-uplet, fonction de la variable t. On dit alors qu'unedtion X (t),

continue et dérivable sur un intervdllé R" et a valeur dariR", est une solution de (1.2) si

'on a:

1 Un exemple évident est celui de la fonction racine
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X'(t) =f(X(1)) Otol

Dans cette modélisation, la fonction f ne dépersl ealicitement du temps. Elle ne
se « déforme » pas. Ce qui, d’'un point de vue éoaoee, signifie une absence de transaction
hors équilibre et par la méme une absence d'incdei En effet, les échanges en dehors de
I'équilibre engendrent des rationnements. Des é&gias opportunistes, pour essayer de
desserrer les contraintes de rationnement, pewadtre. Les croyances et les anticipations
des agents vont alors jouer des réles fondamenkdathématiquement, la prise en compte de
ce genre de situation nécessite d’'incorporer eitpiient le temps dans f. On est ainsi amené
a considérer I'équation différentielle :

(1.3) X'=f(t,X)

Dont la solution X (t) doit étre telle que :
X'(t) =f(t, X(t)) Otadl

Probleme de Cauchy
Dans les deux cas, le probléme qui nous préocclipge Cauchy, est le suivant :

Etant donné des conditions initialeg (du (b, Xo)), existe t- il une trajectoire X (t)

satisfaisant I'équation (1.2) (ou respectivemer)jltelle que X (0) = X (etto O1)?

THEOREME (de Cauchy- Lipschitz d’existence et d’'uncité d’'une solution globale)
Le théoréeme Cauchy- Lipschitz énonce les conditewus lesquelles le « probléme de

Cauchy » admet une solution unique.
Si f(0 est dérivable ainsi qu'a dérivées partielles besnguR" , et si la solution de
cette équation telle que X (0) 5 Xeste bornée sur tout intervalle borné ou ellstexialors

cette solution existe et est unique[sgroo .

Ce théoreme formule des conditions, qui si elled sérifiees, assurent I'existence et

l'unicité globale. Il est toutefois possible de &kger en se cantonnant a un aspect local.
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THEOREME (de Cauchy- Lipschitz d’existence et d’uncité d’une solution locale)

Si f est localement lipschitzienne sur un ouvedeR" et si X% est un point intérieur &
E alors I'équation (1.2) admet une solution uniju@), vérifiant la condition initiale X (0) =

Xo et définie sur un intervalle de la forme =[to —k;tg+h] (k >0,h> 0).

Il est important de remarquer que pour que la fonct soit lipschitzienne, ces

dérivées partielles doivent seulement étre consinue

Commentaire
Pour généraliser le théoréme au systeme non aumnibsuffit de considérer que f
intervenant dans I'équation (1.3) est localemgrgdhitzienne en X et que le poing, (o) est

intérieur & un ouvert E dexR".

Remarque sur le caractere lipschitzien de f
La condition principale d’existence est que ft 4gpschitzienne. Ce qui signifie que

pour tout poinKgUE, il existe une boule ferméé(xo, ro) D Eainsi qu’'une constante

k= 0tel quefff (X9 —f(X | <k X 1-X 4

Dans le cas non autonome, f est de Lipschitz sr pmut point (tg, Xp) U E il existe
un cylindre Co:[to—TO;to+To]><_B(XOr()ainsi qu'une constante k=20tel que:

If(tX0) ~F(t, X 3| <k [X 1X 4

Cette condition de Lipschtziannnité, et en pari@ul'existence d’'un « cylindre de
sécurité », sera fort utile au moment de définie aone de stabilité et de choisir la durée du
programme de planification. Ceci explique pourqgubiest plus aisé (et sans doute plus
efficient) d’établir des programmes de planificatia « court terme ». On reviendra sur ce

point au cours du chapitre IX.
Remarque sur les trajectoires constantes et les étjbres stationnaires

Revenons maintenant a I'équation (1.2). Au lieu ptendre un point de départ

quelconque du processus (du t}§e) =Xg), considérerons une situation initiale telle
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queX(t) =X . Bien entendX est un vecteur d’équilibre c’'est-a-dire un état«otien ne
bouge ».

Il en découle queXg(t) =0 (dérivée d’'une constante) et que I'onX&(t) =F(X (t)) =0. Par
conséquent la fonctioX g(t) =X gest une solution de I'équatioti = F(X) . De plus, il s’agit
d’'une fonction constante. C’est pourquoi les éQuéls associés a I'équation (1.2) sont

qualifiés de « stationnaire ». Plus généralemengquilibre stationnaire est une solution

de I'équationF(X) =0.

Les eéquilibres stationnaires sont surtout prisés meacroéconomie. lls sont
appréhendés comme des « équilibres de long termers lesquels I'économie tend.
Toutefois, si X est un vecteur représentant desbims économiques quelconques, des états
stationnaires se caractérisent par un taux desznai® nul de ces variables. Il est alors délicat
d’en faire des situations de références. En faitpefere décrire les équilibres stationnaires

comme des cas trés particuliers d’équilibres sstationnaires.

Apres s’étre intéressé a l'existence d'une trajeetoet avoir établi un lien avec
'équilibre économique, la question suivante edlecde la stabilité. L’étude de la stabilité
d'un systeme se décompose habituellement en dediegal’examen de la stabilité des
équilibres et celui des processus. C’est ce schfueal’'on se propose de suivre. On en
profite pour exposer, dans les deux sous- secsongantes, quelques résultats de base en

matiere de convergence que nous utiliserons soyana suite.

[.1.2 La stabilité d’un point d’équilibre

Un probleme & deux aspects
Les modeles présentent de deux facons le prohdientee stabilité :
- la premiére vision, plus prisée chez les microénustes, est de considérer qu’'un
processus est stable s'il converge vers la solutiéquilibre.
- la seconde vision, souvent le fait des macroécostesyi est d’estimer qu’un équilibre est
stable, si suite a un « choc » exogéne aléatomdusant un déséquilibre, le processus

permet de revenir a la situation d’équilibre.
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Les problémes sont bien sir de méme nature. Pousianle plan formel, il faudra les
distinguer. En cas d’échange en déséquilibre pamele et d’hysteresis, I'équilibre atteint
dépendra du point de départ du processus (voiroléele Hahn- Negishi (1962)). De méme,
la possibilité de revenir a un équilibre aprés haccdépendra de 'ampleur de celui- ci et de

I’étendue de la « zone de stabilité ».

Stabilité locale et globale

On dit qu’un point d’équilibre Xdu systéme (1.2) est localement stable sur urtepar
deR", si:
On peut définir une norme sBF' de sorte que pour toait- 0, il existe d + d(¢) > Otel que
pour toutXg, appartenant a cette partieRfé, vérifiant la relatiofiXg—X ¢ <8+ ) , la
solution de [I'équatioX’ =f(X)se prolonge pour tout t=> O et satisfait

linégalité|X(t) X ¢ <.

Lorsqu’ un point d’équilibre s’avere stable surnbemble de son domaine de

définition et pas simplement dans une boule cernés, on parle alors de stabilité globale.

Equilibre stable et équilibre asymptotiquement stake

La notion de stabilité, présentée ci- dessus, rigup pas a proprement parler celle de
convergence. Elle se contente d’affirmer qu’'un Blopg est stable si la trajectoire qui lui est
associée ne s’en éloigne pas. Mais rien ne garqunitla trajectoire va finalement atteindre

son point d’équilibre. Afin de préciser ce fait, atilise la notion de stabilité asymptotique.

On qualifie un équilibre X de globalement asymptotiquement stable s'il est

globalement stable et si, quelque ¥dq@) OR", lim f(X(t)) =X ¢
to o

Bien sdr, un processus peut étre que localement@syiqguement stable. Ainsi, on dit

gu’'un équilibre % est localement asymptotiquement stable s'il esalement stable et si,

pour toutX(0) JE(OR"), t|im f(X(1) =X ¢

La notion de zone de stabilité

Lorsqu’'un point d’équilibre est localement (asynijgioement) stable, I'étape
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suivante est de déterminer le rayon maximale déolale pour laquelle I'ensemble des
conditions initiales ¥ demeurent borner a l'intérieur de la boule (ouvesgent vers ¥.
Cette boule est appeléene ou ensemble de stabilité

Par la suite, on reviendra sur ce concept danselsura ou il permet de mettre en
évidence le réle primordial que doivent avoir legdités dans une économie. Ces dernieres
en limitant I'impact des chocs permettent de maimntées trajectoires dans la zone de

stabilité.

Les valeurs propres réelles de la matrice Jacobiee
Un critére pratique de stabilité locale porte Isgrvaleurs propres réelles de matrices
jacobiennes.

- Sitoutes les valeurs propres de la matrice jaowigicau point d’équilibre Ksont a partie
réelle strictement négative, alors le point d’équd est localement asymptotiquement
stable.

- S’il existe une valeur propre de la matrice jacobh& au point d’équilibre X a partie

réelle strictement positive alors le point d’éduié est instable.

Prouver la stabilité d'un point d’équilibre par teeméthode peut vite s’avérer délicat si
les valeurs propres sont nulles ou si I'on se teodans le cadre d’'un systeme, d’équations
différentielles, non linéarisable. Il est alorsfprable d'utiliser, si possible, des fonctions de

Lyapounov'.

Les fonctions de Lyapounov : DEFINITION

On appelle fonction de Lyapounov associée a I'tguna(l.2), une fonction V de

R"dansR. qui est :

a) continue

Y 'étude des valeurs propres de la jacobienne dametion différentielle non linéaire impose d’effeer une
opération de « linéarisation ». Dans la mesuréomuconsidére le cas non linéaire comme la pedtioln d'un
systeme différentiel linéaire, on est cantonné@amelyse locale de la stabilité. Par contre, §asdes fonctions
de Lyapounov et notamment du « principe de Lassglermet d'obtenir des résultats de stabilité glebalus

satisfaisants. Un exemple classique est I'équatidi(t) + P(t)+2P3(t) =-P'(t). La linéarisation et

'examen des valeurs propres de la jacobienne tBlirsystéme nous permettent de conclure a la séabil
asymptotique locale. Parallélement, si on trouvexatmine la fonction de Lyapounov associée (cellétant
propre), on conclut a la stabilité asymptotiquebgle.
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b) constante dans le temps si et seulemex{tyest un équilibre.
c) positive (V (X) > 0) et décroissante dans le temps (c'est-a¢dikgX),f(X))<0)

sinon.

Les fonctions modifiées de Lyapounov
Le point c) est assez restrictif. C'est pourqueidernier a fait I'objet d'un léger
aménagement. Il est alors possible de substituedgpaondition d), qui implique que la

fonction V soit :

d) positive (V (X) >0) ettel que V (f (X (tponverge lorsque t tend vers l'infini, et cela
pour tout pointX(0) D E

Remarque

Bien qu’aménagé le point d) est le plus délicailémontrer. C’est pourquoi, on
procéde généralement en deux étapes. La premigséstamt a établir quélV(X),f(X) ) <0
puis a prouver que V est minorée. Inversement, st @ossible d’établir que
(OV(X),f(X))=0 et que V est majorée.

On énonce maintenant trois théorémes qui garantiske stabilité d'un point

d’équilibre. Tous, bien sir, supposent que les itimmd Cauchy- Lipschtiz soient vérifiées.

THEORME 1 (de Lyapounov)

Si Xe est un point d’équilibre de (1.2) contenu dansifEpuvert d®" | et s'il existe

une fonction de Lyapounov en ce point, alogsext stable sur E.

THEOREME 2 (de Lyapounov)

Si Xe est un point d’équilibre de (1.2) contenue danarEpuvert d®" | et s'il existe

une fonction de Lyapounov stricte en ce point,saXyest asymptotiquement stable sur E.
PRINCIPE DE LASALLE

Si la fonction V:E- R

a) est de lyapounov engX
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b) est propre- OL OV(E), V_l([O L])est un compact dans E

c) si (X (1), t=0) est une solution de (2) tel queV(X),f(X)) =0 0Ot

Alors X (t) = X[t = 0 et X est asymptotiquement stable.
La difficulté inhérente a ce type de méthode estdéeerminer la fonction de

Lyapounov. Dans la plupart des cas que I'on vaiétudlle apparait cependant naturellement.
A linstar de la physique, un argument de type éooigue peut permettre de la trouver.

1.3 La stabilité d’'un processus

Nous allons maintenant changer de méthode et seheersur la stabilité d'un
processus. Auparavant, on choisissait implicitemgnpoint d’équilibre a 'avance avant de
regarder les propriétés des trajectoires qui laieét associées. Désormais, on examine tout

de suite les propriétés des trajectoires sansrsesd quels equilibres elles conduisent.

DEFINITION
On dit que le processus défini par I'équatior2)Est localement stable sur une partie

deR", si:

On peut définir une norme sBF de sorte que pour toait- 0, il existe d + d(¢) > Otel que
pour toutXg, appartenant a cette partieRfé, vérifiant la relatiofiXg—X ¢ <8+e) , la
solution de [I'équatioX’ =f(X)se prolonge pour tout t= O et satisfait

linégalité

X(t,Xg) =X ¢ <t.

De méme, un processus peut- étre globalement aleloent stable. La stabilité

asymptotique, quant a elle, implique d’avolim X(t,X o) =X ¢
t

- 00

Commentaire
La différence avec la formulation précédente et k l'intégration de Kcomme

argument de la fonction X. Ceci traduit une voloptés explicite de prendre en compte
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l'incidence qu’ont les conditions initiales surdidlibre atteint. En effet, les équilibres d’'un
systeme peuvent étre en nombre infini. Dans cedeakggéeres différences dans les conditions
initiales sont susceptibles de conduire a des iégesl totalement différents. C’est la raison

pour laquelle on utilise la notatidd{t, X ) .

L’économiste n’a souvent en sa possession quendesations qualitatives. Dans cette
configuration, la démonstration de la stabilitérdjprocessus releve d'un tour de force. D’ou
l'idée de passer par une étape intermédiaire afifadiliter la démonstration. Pour ce faire, on
mobilise la notion de « quasi- stabilité » propogael’économiste japonais Uzawa (1961).

Quasi-stabilité
On considére qu'un processus est quasi- stablessvaleurs d’adhérences sont des

équilibres.

Intuitivement une valeur d’adhérence est un poantlequel le processus repasse sans

cesse (sans pour autant y rester). Techniquemendjtaqu’'un pointalR" est une valeur

d’adhérence d¢X,,) s'il existe une suite extraite &g, convergente vers a.

Cette définition n’est intéressante que dans launeesu les trajectoires ont au moins

une valeur d’adhérence. Pour que cela soit assatdmeas, il faut que X (t, gf soit bornée

sur une partie fermée @' .

THEOREME (d’existence d’'une valeur d’adhérence)
Toute suite définie sur un espace topologique campassede au moins une valeur
d’adhérence.

La condition essentielle pour que la sXifén,Xy)), formée de points de la
trajectoireX(t, X ) , bénéficie d'une valeur d’adhérence est qu’elié définie sur une partie

« fermée et bornée ». On peut déja dire, que gi $appose que (1.2) admet une solution
globale alors les dérivées partielles sont effectignt bornées. Ce qui aide grandement a

satisfaire les hypotheses du théoreme de quabilitgta

40



Recherche sur la notion d'équilibre et ses apptinataux théories de la planification économique

Passage de la quasi- stabilité a la stabilité asytagpique globale

La quasi stabilité stipule que les trajectoirespgtachent d’'un équilibre puis
s’éloignent vers un autre sans toutefois les atteinCe schéma se reproduisant en
permanence. Il est donc nettement plus intéresdantdémontrer que les trajectoires

convergent. La transition vers la stabilité sedaisa I'aide de deux théoremes.

THEOREME 3
Si une trajectoire est bornée et ne comporte qusende valeur d’adhérence alors elle est

convergente.

THEOREME 4
Si une trajectoire continue admet des valeurs deatites isolées, alors elle est

convergente.

Rappelons qu’une valeur d’adhérence d'une trajectest dite «isolée » s'il existe
une boule dont elle est le centre et qui ne confpas d’autre valeur d’adhérence de cette

trajectoire.

Mentionnons également un dernier théoreme, péigiemnent précieux, qui élargi les

résultats établis par Lyapounov au processus.

THEOREME (d’extension des fonctions de Lyapounov agprocessus)

Si les solutions du systeme (1.2) sont définigg@bngeables SR, et si on peut leur

associer une fonction de Lyapounov, alors le pscesonsidéré est globalement stable.
Remarque

Pour en finir, notons que I'étude de la stabiliiéndsysteme d’équations différentielles

non autonome est en tout point identique a celun dystéme autonome.

.1l a4 La vitesse de convergence

Une fois I'étude de I'existence et de la stabiitthevée, il reste a s’interroger sur la
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vitesse a laquelle converge le processus. On com@misément qu’une trajectoire qui met un
temps infini a atteindre un équilibre n’est pasrdgrand secours en pratique. Hélas, c’est

pourtant le résultat auquel on parvient.

Rappel du résultat fondamental de stabilité asymptiique
Xee€st un équilibre associé a (1.2)Xéi) est définie su{O; oo] et siX(t) - Xelorsque

t tend vers l'infini.

Cet énoncé peu encourageant est une conséqueectediu théoreme de Cauchy-

Lipschitz et plus spécifiqguement du fait que I'oaugpposé f lipschtizienne.

L'importance des conditions initiales
Le résultat précédent met déja en valeur le raleial joué par les conditions initiales.

Si on n’a pas d’emblée une situation telle ¥(&g) =X, il N’y a pas d’espoir d'atteindre

I'équilibre dans un laps de temps fini.

Les solutions

Pour contourner la difficulté, on peut toujoursirasr gu’on se trouve initialement au
voisinage immédiat de I'équilibre. Mais cette teicjue, en dehors du fait qu’elle améne le
théoricien a se placer dans un cas particuliesupprime pas completement le probleme. En
effet, il reste la question des évenements quiissegt lors du délai d’ajustement c’est-a-dire
au cours de la phase de déséquilibre. Il faut @onglus proscrire les échanges hors équilibre.
Ce qui n'est pas raisonnablement susceptible dféirsi I'on se situe dans un « temps réel ».
Si I'on ne souhaite pas prendre en considératior iamps fictif », il faut assurer a I'avance
la convergence du processus. C’est la un des dbjdetla planification lui conférant ainsi un

réle primordial.

Parmi toutes les caractéristiques qu'arbore laonoti'équilibre, celle du « cadre
institutionnel » est fondamentale. Selon ses pévgsi les notions d’équilibres qui en
résultent sont totalement différentes. Pour s’eer@gvoir on étudie des chapitres Il a IV les
trois principaux modéles faisant appel a la noti@guilibre.
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CHAPITRE I

L’equilibre comme point fixe d’'un processus

La représentation de I'équilibre en tant que péixe d’'un processus est intiment liée
au cadre institutionnel du modeéle d’équilibre gahddistoriquement, les théorémes du point
fixe ont permis, dans la perspective de la théode- classique, d'établir les premiéres
preuves d’existence d’'un équilibre général concuree:

« Au début, les démonstrations d’existence d’urilége économique ont toujours été
obtenues en appliquant un théoreme de point fixanoe celui de Brouwer ou celui de
Kakutani, ou par des arguments analogues. » (D€h882), p. 125).

Apres avoir rappelé les hypothéses essentielleaatiele d’équilibre général (section
), on examine dans ce chapitre les versions les pbpulaires du théoréme du point fixe. A
savoir celle de Brouwer, pour les fonctions univegjuet celle de Kakutani concernant les
fonctions biunivoques (section 1l et Ill). On ackewgette étude par une comparaison des

différentes preuves d’existences qui utilisent ldences deux théoremes.

SECTION |

L’Equilibre Général Concurrentiel

Les versions d’Arrow et Debreu (1954), McKenzie §3P et Debreu (1959), du
modele d’équilibre général, se présentent commeateEésentations modernes et rigoureuses
des travaux de Léon Walras. Par la suite de nombaeteurs ont cherché a développer ce
modele (pour une comparaison des diverses variarg@s Quirk et Saposnik (1974)).
Toutefois, ces trois interprétations demeurent,rdeucourant néo-classique, le point de
départ de toute réflexion théorique rigoureuse.d@crit ici les hypotheses primordiales qui
leurs sont, pour la plupart, communes. On privédégganmoins la formulation la plus aboutie

c’est-a-dire celle de Debreu (1959).
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. 1.1 Le statut des agents : les principales hypothésdésuchant le

producteur et le consommateur

La démarche néo- classique, fondée sur I'individna méthodologique, explique les
phénomenes économiques a partir des comportenmahtsduels. On va donc commencer
par rappeler les principales hypotheses portant lssirensembles de production et de

consommation.

La convexité des ensembles de production et des faences

La convexité des ensembles de production est ypetlese nécessaire pour des
raisons techniques puisqu’en excluant les rendesyentssants et les codts fixes, elle assure
I'existence d'un profit maximum. Il en va de mémeup la convexité des préférences,
traduisant un godt pour les mélanges, et qui stavecruciale en raison de son rdle dans
toutes les démonstrations existantes de plusidiggrémes économiques fondamentaux »
(Debreu (1959), p. 57).

« Absence de faillite » et « Survie du consommatewr: la continuité

Etroitement liee a la convexité, I'absence de ifailla pour but d'éviter les
discontinuités qui résulteraient de la disparitide certaines entreprises. ldentiquement,
I'hypothése de survie du consommateur assure qaerceer bénéficie de dotations initiales

suffisantes pour survivre sans faire d’échanges.

L’hypothese de concurrence parfaite

Une telle hypothése signifie que producteurs etsepmmateurs prennent les prix
comme données et ne pensent pas pouvoir les icBuen leurs profits. Ce comportement
price taker provenant de conjectures plates qui srdues impératives par le « courtier »,
« market participant » ou « commissaire priseutes derniers sont chargés d’empécher les
agents de se rendre au marché et de constatestéege de déséquilibres en cours de
processus :

« D’une facon générale, le rdle du courtier esfigierer que I'agent, resté chez lui, est
preneur de n'importe quel prix malgré la consciedeadéséquilibre que lui apporterait sans

doute sa présence effective au marché. » (Rebgyd9), p. 73).
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On peut ainsi considérer que la myopie des ctmjeg est institutionnalisée (voir
Chigolet (2003)).

. 1.2 La structure de I'’économie

La propriété privée
Debreu (1959) désigne sous le nom d’ « économieprogriété privé » le fait que
« les consommateurs possédent les ressourcestgilennles producteurs. » (p.85).

Autrement dit, les entreprises sont la proprié® ménages actionnaires. Cela apparait
clairement dans [I'équation de ressources des ménaga se formule ainsi:

n
Wi = pw +Zaj 1} (P) ou 6; représente la part du i-eme consommateur dansélag
j=1

m

société. L'intégralité du profit est percue par les ménagésst-a-dire}. 6; =1. Leurs
i=1

ressources se composent donc des salaires etadiés' pr

L’hypothése d’'un systéme complet de marchés

Elle implique que les agents formulent, a la pé&riodtiale, leurs offres et demandes,
en intervenant sur le marché a terme, pour toubitass présents et futurs. Cette hypotheése,
sans doute la plus contestable du modeéle, élinoaie incertitude en estimant que les agents
lient « dées le départ » des contrats pour toutkeifée de vie de 'économie. Par conséquent, le
comportement de la totalité des intervenants eshuwoTout au plus, 'unique « risque » est
lié a la realisation des états de la nature et dboriexistence de contrats conditionnels.
Relevons, pour finir, qu’une semblable hypothésea@gme une multiplication des marchés a
terme et contingents dont le colt d’organisatidrias d’'étre négligeable.

! Esquissons une remarque au sujet du « socialismmatiché » inauguré par O. Lange. Ce dernier comsar
propriété publique des moyens de productions n@tis kkentreprise d’'un comportement capitaliste @rfdisant
maximiser ses profits. Parallélement, dans le neod&quilibre général, I'entrepreneur reverse sskistent,
l'intégralité des profits aux ménages- actionnailksie semble pas avoir de rémunération pour suivige
(combinaison des facteurs de productions). Seulprd@riété publique des moyens de productions pdurr
justifier cette situation en faisant de I'entregenun salarié spécifique.
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L’invariance du nombre d’entreprises

Dans la mesure ou les coefficieBssont donnés au départ, et que le modéle n'admet
pas d'incertitude, il ne peut y avoir ni création, disparition d’entreprisés La fixité du
nombre de producteurs est introduite par Debre®qQ)l%u début du chapitre 3 : « Nous
supposons qu’il y a un nombre entier positif dorméle producteurs [...] » (p.40). 1l en va
de méme pour les consommateurs : « Nous supposgisy g un nombre entier positif
donné mde consommateurs [...] » (p. 53). La seule contragtent de supposer que le
nombre de producteurs et de consommateurs esiCingui ne pose pas un gros probleme

d’interprétation économique.

Pour terminer, remarquons que cette fixité con&ribdimiter la place de l'incertitude

et évite des « discontinuités » lieées a la créatiaanla disparition de sociétés.

La semi- centralisation

Si les agents prennent bien leurs décisions denfautonome (choix de leurs
consommations ou quantités qu’ils désirent produifey a néanmoins une centralisation de
linformation et des échanges. La centralisatioidéormation étant révélée par I'unicité du
vecteur prix, qui est d’ailleurs centralement dffica la vue de I'ensemble des agents : « A

chaque marchandise, disonsHaieéme, est associé un nombre réel, son mx» (p.36,

Debreu (1959)), tandis que celle des échangesxpstreée par l'interdiction de réaliser des
transactions en dehors de I'équilibre.

. 1.3 Conclusion

En guise de conclusion pour cette section, formaleh développons quelques
remarques sur les caractéristiques principales ddéfa. Ce faisant, on va de nouveau
constater le role fondamental joué par I'hypothdissystéeme complet de marchés.

! Soulignons que Debreu insére une hypothése « dieitiglp> qu'il interpréte ainsi : « I'hypothése dditivité
signifie qu'il y a entrée libredes entreprises dans cette industrie, c'est-a-liré n'y a aucune barriére
institutionnelle ou autre a I'entrée. » (p. 44ydagement, il n'y fait par la suite jamais apf@ans doute peut-
on l'interpréter comme une possibilité d’'un déplaeat inter- branche des n entreprises.

2 Bien que le courtier ou le commissaire priseuliéi ce que les agents ne puissent se rencoitdrdemeurent
libres d’échanger ou non grace a I'’hypothése d@esur
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La conception de I'équilibre
Les hypotheses, ci-dessus, ont été introduites familiter la démonstration d’existence

d’un équilibre général. D’ailleurs, c’est au chapib de larhéorie de la valeuque Debreu le

définit explicitement comme un vecteur prix anntlda demande nette globale. Sa
conception implique quelgues commentaires :

- I'équilibre est inter- temporel puisque les offegsdemandes sont formulées pour toute la
durée de vie de I'économie.

- en vertu du premier théoreme de I'économie du biétre, I'équilibre général
concurrentiel est un optimum de Pareto. Il en tésglie, dans ce cadre conceptuel, tout
processus destiné a converger vers I'équilibre alére compatible avec un optimum
Paretien et ne pas modifier la richesse relatigeadents (voir le chapitre V).

La monnaie

Puisque I'équilibre est inter- temporel et que d¥domie fonctionne sans véritable
incertitude, la monnaie dans ses fonctions de magempaiement et de réserve de valeur
devient inutile. La demande de monnaie est nuligereure uniquement son réle d’étalon de

mesure.

La formation des prix

La principale faiblesse de I'équilibre général éstnotre point de vue, le peu de place
accordée au probléme de l'origine des prix. Poeupe Debreu (1959), si rigoureux par
ailleurs, reste vague sur ce théme :

« Le fait que le prix d'une marchandise est pasitifil ou négatif n'est pas une
propriété intrinseque de cette marchandise ; ileddpde la technique, des godts,..., de

I'économie. » (p. 36).

C’est pourquoi les principales procédures de plzatibn par les prix, qui s’inscrivent
dans le cadre du modele d’équilibre général, néeessau préalable pour s'initialiser la
connaissance d’'un plan réalisable (confére ArrowHetwicz (1960j, Malinvaud (1967),
Younes (1972),.).

YPour étre exact la procédure d’Arrow et Hurwicz assite seulement, pour s'initialiser, une estiomapar
excés de I'ensemble des consommations. Le tout Bimm sir de savoir comment une telle estimatieut{étre
obtenue ?
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Il s’agit la d’'un obstacle important que I'on devpaendre en compte des lors que l'on

s’inscrira dans une optique planificatrice (deraipartie).

SECTION I

Théoréme du point fixe de Brouweret équilibre économique
Définition
Soit une application d’'un ensemble E dans lui mé@we.dit quex E est un point

fixe de f si on af (x) =x

On dénombre plusieurs versions du théoréme du it Enongons tout d’abord

celui de Brouwer, établit en 1912.

Il n.1 THEOREME DE BROUWER

Si f (+) est une fonction continue d’'un ensemblenteborné deR" (donc compad)
convexe et non vide dans lui méme, alors il existgooint X appartenant a cet ensemble tel

que f (xX) = x.

. 1.2 Point fixe et équilibre

La corrélation entre équilibre et point fixe prdadorme d’une relation d’équivalence.
On peut donc prouver a la fois qliéP) = P= E(R = (et queE(R,)= 0= f(P)= F. On se

contente de prouver la premiere implication quicedie majoritairement utilisée.

Du point fixe a I'équilibre
Pour démontrer ce premier lien on reprend la déneaproposée par B. Guerrien
(1989).

! Le fait qu'un ensemble fermé borné soit un comgttvalable que dans la mesure ol I'on se sitms da
I'ensembleR et non dans un espace métrique quelconque.
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L’objectif est de construire une fonction f (-)leeque ses points fixes annulent la
demande nette sur chaque marché.

Pour ce faire, on définit une premiere fonction)ggQi admet un vecteur prix comme
unique argument:

gn (P)= maxt p, ;¢ (P), OPOR!,

D’apreés l'identité de Walras toutes les demandé®a@e pouvant étre négatives, il en

|
découle g, (P)= 0 ainsi que Y (pn +9n(P))> 0 (puisque que l'on a nécessairement
h=1

Pn > Oetpy, + gy (P)> 0).

Il est désormais possible d’établir :
P+ g(P)

(21) f(P)=—
2 (P +9n(P))

h=1

On pose alor$, comme point fixe de f (sdi{P;) = Py). Ce qui implique :

|
hZ_l(ph’fgh(Pe))Pe: P+ h(R

Ou bien encore :

I
cR = g(R (avec= 3 (P +on (R)) 1.
h=1

En établissant, cette construction on fait 'hy@si implicite que les conditions
suffisantes pour que le point fixe existe sont igsinEn d’autres termes, on postule f continue

ainsi qu’'un ensemble de départ convexe et compha. fonction étant continue si chacune

'on pourra trouver dans certaines modélisation lanctfion g définie de maniére
suivante gn, (P)= max(g, (P),0. Cette formalisation est parfaitement équivaletdas la mesure ou elle

nous assure qu@p (P)= O(d'apres sa construction méme).
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de ses composantes 'est également ; il en régudenous avons considéré g continue, ce qui

implique, pour les mémes motifs, la continuité a@eémande nette.

D’autre part, en faisant le produit scalaire, g(#& ), de chacun des membres de

I'égalité vectorielle, on a :
cR[Be(R F a9(R Pe(®.

Or, en raison de la I'identité de Walras on sa# tpudemande nette en valeur est nulle

c'est a dird, [&(R = C. Il en découle immeédiatement que :

9(R)E(R F C

On remarque alors quon ne peut avoire(RR)>Ccar on aurait

Oh(Pe)= maxt f & (R )F & (Bet par conséquegh (R) (R F (& (R > . Ce qui
serait contradictoire avec le résultat précédenn @btient alors obligatoirement

en (R )< Cavech =1,...,1. Ce qui prouve qué&, est un équilibre.

De I'équilibre au point fixe
Cette seconde implication a été prouvée bien piidiviement puisqu’elle est I'ceuvre
d’'Uzawa (1962). Son utilité n’étant que peu marnédesn renvoie a Border (1985) pour une

démonstration.

. 1.3 Les rendements d’échelle décroissants

L’intérét d’exhiber cette démonstration est de peoir I'importance des hypotheses
de continuité et de convexité lorsque I'on enviséigquilibore comme un point fixe d’'un

processus.
Convexité, rendements décroissants et morcellemetés unités de productions

Les auteurs qui démontrent I'existence d'un ébreli a partir du théoreme de

Brouwer, sont conduits, pour I'appliquer, a étaldiconvexité des ensembles de production.
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Ainsi, le cas problématique des rendements d'éehdifictement croissants a l'avantage

d’étre d’emblée éliminé.

D’autre part, démontrer I'implication entre le théme du point fixe de Brouwer et un
équilibre économique suppose d’avoir des fonctidasproductions strictement concaves,
c’est a dire des rendements d’échelle partout iEsants. Cela a été implicitement supposé

|
lorsque I'on a construit la fonction f. La diviside P+ g(P)par Y. (p, + 9 (P)) excluant les
h=1

correspondances.
Dans ce cadre les entreprises ont intérét, endratesde colt fixe, a se fragmenter en unités

de plus en plus petites. Pour s’en convaincre,togisens un exemple simple.

Exemple
On considére une entreprise dont la fonction de dystonn est
f(L) =LY 2aved. 0[0; +o[ .

Le profit de I'entreprise est donné, si on pose Prix de I'output etwle salaire unitaire, par :
L) =PO(L)-wIL.

Sa maximisation implique :
(L) =PO'(L) —w
C’est-a-dire :
p )2
PELY2=w o LD:(—j
2 2w

Par conséquent :
1/2

w2 42)

2w

Si on pose, par exemplB,=8 etw =1, on a LP=16 ,fD(L) =4 etT[D(L) =16.

'on observe bien qué est strictement concave, donc que les rendemedtbelle sont partout décroissants sur

n 1 -
cet intervalle, puisqu’(L) = —=L 3120

4
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Supposons maintenant que I'entreprise décide deiseler en deux pour produire

cette quantité optimale. Chaque société prod(ira=2 . Pour se faire la quantité d’inputs

employés devra étre tel qu]ta<2 =2 = L =4. Le profit total se calcule comme la somme des
profits ou i.e. :
Thotal(L) = TH(L) +TIx(L) =2(8[2—-1[#)= 24.

Autrement dit, le fait de se situer dans une zoundes rendements d’échelle sont
décroissants entraine une augmentation du prdfidgetaux de profit) lorsque que les

entreprises se scindent en petites unités de ptioduc

Imaginons pour finir que I'entreprise se scindegelatre unités de taille équivalente,

produisant chacurféL) =1. Nous aurons alors par entreprise, associé adatigg produite,
L =1. Le profit total sera de :
Thotal(L) = Ty(L) +TtAL) +Tt4L) +1r4L) =4 (B D-1(1)=28

En suivant ce raisonnement jusqu’au bout, on ctagga’il n'y a plus que des

entreprises individuelles dans I'’économie.

L’introduction des codts fixes
Pour sauver les rendements d’échelle décroissantsvitger le phénomene de
morcellement des entreprises, certains auteursclomisi d’intégrer des colts fixesCes
derniers ont pour conséquence :
- de fixer une taille minimale aux entreprises, aidlp est associée un volume critique de
production.
- Au niveau formel, cela se traduit par une discurité de la fonction d’offre. L’équilibre,
si la fonction de demande passe au niveau dedisttentinuité, peut ne pas exister.
- Enfin, si I'équilibre existe, c’est a dire si laurbe de demande coupe la courbe d’offre
dans sa partie continue, I'existence d'un profisipbest susceptible d’attirer d’autres
producteurs. Leurs arrivées engendreront des &aussjues de la fonction d’offre, liés

aux codts fixes qu’ils subiront également, impligud’'autres discontinuités.

! La plupart des théoriciens qui incorporent lestsdixes dans leurs analyses n’évoquent que trésnent ce
probléme de morcellement des unités de produdinnégle générale, ils se contentent d’'une pireuefiropos
de la réalité.
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Profit et justice sociale
En présence de rendements décroissants, il exiSéguilibre un profit strictement
positif. Toutefois, comment le justifier ?

La rémunération des facteurs a leur productivitégmale implique, selon la formule
d’Euler, que le produit s’épuise en rémunératioctdigelle. Il n'y a pas de place pour un
éventuel profit, sauf a reconnaitre que certairtsetas sont sous rémunérés. Ce qui est
facheux puisque le projet initial de Walras étatfdire en sorte que chacun ait « selon son

merite ».

L’hypothese de continuité

Un second point essentiel de la formulation de B®ruest I'hypothése de continuité
de la fonctionf qui représente ici un processus. La continuitéveéde I'’hypothese de
convexité puisque toute fonction convexe est comtifla réciproque étant fausse). Toutefois,
quel sens économique lui donner ? Yves Balasko3)19&cise :

« [...] lidée que la discontinuité est nuisible, sywyme de catastrophes, est
communément admise [...] » (p. 83). En somme, il amv« [...] d'admettre lintérét
économique que présente la notion de solutimmtinuepar rapport a celle de cheminement
discontinu. » (p. 83).

Si d’'un strict point de vue mathématique les disicmités s’averent problématiques
pour démontrer I'existence d’'un point fixe, cesrigres posent également de redoutables
difficultés au niveau économique. En outre, unecathiinuité peut signifier que, pour
certaines valeurs du vecteur prix, les ressouressadents (leurs dotations initiales) ont une

valeur nulle. Dans cette situation certains d’eetre trépassent.

SECTION Il

La généralisation aux correspondances

Face aux difficultés d’interprétations théoriqueeggendre le théoreme de Brouwer,
la plupart des démonstrations d’existences recoudemne version du point fixe, plus

générale, proposée en 1941 par le mathématiciemgagp Kakutani. Nous allons maintenant
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étudier cette seconde version en commencant pdiqeep la maniére dont elle s’est
élaborée. Par la suite, on verra comment les dénadiosis d’existence d’un équilibre général
concurrentiel y font appel, souvent au prix dumansformation radicale du cadre

institutionnel.

Il m.1 Origine du théoreme de Kakutani

Retracer I'histoire du théoréme de Kakutani esti@aiérement important puisque
cela permet de mettre en évidence une série eséedlie résultats intermédiaires.

L’influence de la théorie des jeux : le théoréeme dminimax

La théorie des jeux — et plus particulierement Héotéme du minimax de Von
Neumann (1928) — est a l'origine de la formulatiun théoréme de Kakutani. La citation
suivante de Werner Hildenbrand (1983) retrace piarfeent, pour le modéle Arrow- Debreu,
cette influence :

« Sous certaines hypotheses relatives a ces élgrdenvase [...], Arrow et Debreu
démontrent qu’il existe un équilibre concurrentpglur de telles « économies de propriété
privée ». Pour cela ils introduisent un « agerttfficdont le role est de choisir le systeme de
prix, et de ramener ainsi le probléme de I'existedtun équilibre concurrentiel pour une
economie donnée au probleme de l'existence de ilibopp de Nash dans un «jeu
généralisé ». L'existence d'un équilibre de Nasmmsdae tels jeux, ou I'ensemble des
stratégies d'un joueur dépend des actions engagéesles autres joueurs, avait été
préalablement démontré par Debreu dans son awide Social Equilibrium Existence
Theorem » (1952). Ainsi la démonstration de ArrowDebreu plonge ses racines dans la
théorie des jeux. En fait le théoreme d’existeneeDebreu dans « A Social Equilibrium
Existence Theorem » est une généralisation dutedsid Nash (1950), obtenu en utilisant le
théoreme du point fixe de Kakutani (1941). Celuacson tour, est une reformulation d’'un

lemme établi en topologie par J. von Neumann (193%). XXVII)*

En effet, en 1928, Von Neumann formule le théorédie minimaX qui est

! Le lemme de Von Neumann (1937) est un corollairetoréme du minimax. C'est pourquoi on présente
plutdt ce dernier.

2Von Neumann établi son résultat dans le cadre @ura somme nulle et & deux joueurs. Sa généiafistut
I'ceuvre de Fan (1952). Pour une synthéese se ré&ié@erder (1985).
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fondamental pour les futures démonstrations d’erit. Il s’énonce de la fagon suivante.

THEOREME DU MINIMAX
SoientA OR™MetB O R"deux ensembles convexes, compacts et non videsf 8o

y) une fonction numérique, définie da?¥ xRR", semi- continue supérieurement et concave

en X (dans A) ainsi que semi- continue inférieuneinee convexe en y (dans B).

Sous ces hypotheses, il existe deux pokg&!A et yyOBtels que :

f(Xp, =maxf(x, = minf(Xpq,
(X0, Y0) may (X,Yo) mie (X0,Y)

~

Appliqué a la théorie des jeux, on retranscrit iaoes résultat : « dans tout jeu a
somme nulle et a deux joueurs, qui font leurs clalirs un ensemble fini de stratégies pures,
il existe au moins une solution en stratégie mixtee théoréme indiquant que celle- ci est de

type point selle.

DEFINITION (de la semi- continuité d’'une application)
Pour établir ce résultat, le mathématicien Hongrsiappuie, non plus sur la

continuité, mais sur le concept de « semi- coitgnuinférieure et supérieure.

On dit que l'application f, intervenant dans le di@me du minimax, est semi-

continue supérieurement en x si pour tout oug&HR™ xR" rencontrant f (x, ¢), on a:

xOA=f(x,yo) UE
On dit que l'application f, intervenant dans le di@me du minimax, est semi-
continue inférieurement en y si pour tout ouvErfl RMxR" ayant une intersection avec
f (Xo, ¥), ON &:

yOB=f(Xxq y)NE#O

Ces précisions étant apportées, on est en mesnertter le théoréme de Kakutani.
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Il m.2 THEOREME de Kakutani (1941)

En 1932, Bouligand et Kuratowski vont appliguemlation de semi- continuité aux
fonctions multivoques. Kakutani, éléve de Von Neamava reprendre le concept de « semi-
continuité supérieure » en l'appliquant a un théer&u point fixe. Il généralise le résultat de

Brouwer.

THEOREME

Soit C un ensemble convexe, compact et non vide'deSoit " une application semi

continue supérieure de C dans CLRi[1C, I'ensemblel (x) est convexe et non vide alors il

existe dans C un pointtel quel (x) =x.

. 1m.s Problémes liés a I'usage du théoreme de Kakutani

Au moins deux difficultés surviennent lorsqu’onsilé appliquer le théoréme de

Kakutani pour démontrer I'existence d’un equililgenéral.

L’absence d’équivalence

A l'inverse du point fixe de Brouwer, il n’y a awte preuve de I'implication entre le
théoreme de Kakutani et I'équilibre économiquefallit donc faire usage d’'une série de
« ruses », certes amusantes, mais génantes d’anh gmivue logique (voir dans la section

suivante la démonstration de Arrow- Debreu (1954)).

Les rendements d’échelle constants

L’'usage d'une correspondance impligue d’avoir desdements d’échelle partout
constants. Dans cette configuration, le probleméad#écomposition des firmes ne se pose
plus et le profit peut-étre nul a I'équilibre.

Malheureusement, les prix ne suffisent plus a stregitre toute [l'information

nécessaire. En présence d’'une correspondanced) tdfrquantité a produire est totalement
indéterminée. Le graphique ci- dessous l'illustre :
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Figure 2.1- Représentation d’'une correspondandére’o

Seule la connaissance du niveau de la demandéggaroducteurs, permet de lever

cette indétermination :

Je q

Figure 2.2- Représentation d’'une correspondandérel’contaminée par la demande
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SECTION IV

Interprétation et portée de la notion de point fixe

Bien que les preuves d’existence d’'un équilibréoselent sur un théoréme du point
fixe, selon sa version et la maniére dont il iniemv dans les démonstrations, les cadres
institutionnels sous-jacents sont susceptibles deen On va [lillustrer en examinant
successivement les trois démonstrations d’existelecdIc Kenzie (1959), Arrow- Debreu
(1954) et Debreu (1959).

. 1v.1 La démonstration de McKenzie (1959)

Cette démonstration que I'on examine en premier, d&viant de [Iordre
chronologique, présente l'intérét de faire inteivde théoréme de Brouwer. On va tout
particulierement s’intéresser a la fagon dont McKenente de lever les obstacles inhérents a
I'emploi de cette version du théoréme du point fixeir section ).

Structure du modéle et preuve de I'existence
Les hypothéses mobilisées sont dans leurs gramphes Iplutbt classiques puisque :

- L’'ensemble de consommation est supposé convexerepact. De plus, I'espace des
préférences est pré ordonné.

- L’ensemble total de production est un cone conveagroduction libre y est impossible.

L’équilibre général est un ensembl@,y, xq,..., Xy, )satisfaisant les trois conditions

suivantes :
() yOYetpy=0, Oy'0Y,p3/'<0

) x 0GP H (@)=L

m
(I Xxi=y

Ou y est la production totale et Y I'ensemble tatalproduction. Le terme xeprésentant

la demande du i-ieme consommateur etsdh ensemble de consommation. Enfin,()
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correspond a I'ensemble des combinaisons de bigms X tel que H (p) = {Xi | p-Xx<0, x O

Xi} et Ci (p) est 'ensemble des préférences du i- iéme adgitiie par C(p) = {Xj| Xj = X;

O x O Hi (p)}

La difféerence centrale avec les autres démonststid’existences réside dans la

possibilité de réversibilité du processus de pradaoc

La réversibilité du processus de production

En cas de pertes supposées l'entrepreneur peugircieine pas produire. Tel est, par
exemple, la situation lorsque I'on introduit desitsofixes pour pallier la décomposition des
firmes. Ces derniers imposent une taille mininaale entreprises :

« Le seul postulat alternatif qui soit compatibke@le modele, celui d’'un ensemble de
production convexe avec des rendements d’échetimidéants, implique une taille optimum
pour chaque firme qui constituerait a la fois utimpm individuel et un optimum social (au
sens parétien) et qui serait uniqguement détermitiérsemble était strictement convexe. »
(Koopmans (1970), p. 147).

Dans ce contexte, le vecteur prix doit étre ted bps ventes puissent couvrir les codts
fixes. Sans quoi I'entrepreneur encourt des pestegptera pour « l'inaction ». Ici, il peut
néanmoins prendre le risque d’avoir des pertes éimmé que, dans cette configuration, le

processus de production est susceptible d’'étrasave

Cette hypothese de réversibilité est bien entenderpent théorique car totalement
extravagante dans la réalité. Néanmoins, elle pedaeontourner le probleme des « seuils

de rentabilité » et en particulier celui du vectpux a partir duquel démarre la production.

Le traitement des profits a I'équilibre

On l'a vu, le théoreme de Brouwer n’exclut pas pexfits positifs a I'équilibre qui
remettent en cause « I'épuisement du produit eruménation factorielle ». L’hypothese (I)
que McKenzie interpréte comme une absence de po§itif & I'équilibre, lui permet de

s’affranchir du probleme.
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Malgré son élégance la démonstration de McKenzst pas la plus reconnue. Pour
cause, I'emploi du théoréme de Brouwer amene aulemune hypothése de réversibilité
totalement inconcevable économiquement. C’est lsoma pour laquelle les preuves
d’existence d’'un équilibre général recourant awtéée de Kakutani se sont imposées. A

commencer par celle de Arrow et Debreu.

. 1v.2 La démonstration d’Arrow- Debreu (1954)

L’article de Arrow et Debreu intitulé « Existenoéan equilibrium for a competitive
economy », paru dans la revieonometrica est la premiére preuve de I'existence d'un

équilibre général s'appuyant sur le théoréme deukaak.

La réduction de I'’économie a une structure de jeu

Ce qui interpelle, en premiére instance, c’est déoonté qu’ont les auteurs de se
ramener a la structure d’un jeu :

« the concept of an abstract economy, a generalzaf that of a game, will be
introduced...] » (Arrow et Debreu (1954), p. 272)

En effet, 'économie est décrite comme un jeu dmomel figure «m + n + 1 »
participants. Le nombre m représentant comme @datcameé les consommateurs tandis que

le nombre n désigne les producteurs.

Cette présentation sous forme de jeu a pour dbjeetreproduire la structure de
l'article de Nash dans lequel le théoréme de Kakidat utilisé avec succes (voir chapitre I) :

« Professor Nash has formally introduced the motd an equilibrium pointfor a
game. The definition can easily be extended toketract economj...] » (Arrow et Debreu
(1954), p. 273).

Une application directe impossible
Cependant le cadre de la théorie de I'équilibreeg@mrésente une différence majeure

avec celui de la théorie des jeux. Afin d’évites lateractions, qui renverraient a I'épineuse

60



Recherche sur la notion d'équilibre et ses apptinataux théories de la planification économique

guestion de la formation des anticipations, ledépedaces d’'un agent ne peuvent pas tenir
compte de celles des autres agents. Debreu (18p8cise clairement ce point :

« Insistons sur le fait que la présente analyseowere pas le cas ou I'ensemble de
consommation d’un consommateur et/ou ses préfésemépendent des consommations des

autres consommateurs (et/ou des productions ddsigieurs). » (p. 79).

Le résultat de Nash ne peut donc s’appliquer direent au cadre du modele

d’équilibre générdl

La solution modifiée

L’idée est alors de modifier le cadre institutiohseus- jacent a la démonstration de
Nash. Pour cela on ajoute un joueur supplémentaingralisateur, « le market participant »,
en charge de veiller a ce qu’aucun individu ne giBvoir connaissance des préférences des

autres.

Néanmoins cet ajout n'est pas encore suffisant gpliis manque aussi un
« processus ». L’'incorporation d’'un processus estoee une fois I'ceuvre du market
participant qui a I'attribution de proposer (etréavarier les prix) :

« We will here define an abstract economy whoseliegum points will have all the
properties of a competitive equilibrium. There wile m + n + 1 participants, the m
consumptions units, the n production units, andc@tidus participant who chooses prices,

and who may be termed thearket participant> (Arrow et Debreu (1954), p. 274).

Solution modifiée et équilibre économique
La suite est bien connue puisqu’on considére qgoullibre procéde d’'une opération
d’optimisation simultanée, sous contraintes, destions d'utilités des m consommateurs et

du profit des n producteurs. On obtient :

iqax Y D m | n |
=1,..,n dv (P)= p
j:T.a_l_me[j () :>i§1 hZ:1 n(®) jgl hglﬁh "

T correspondant au profit du j-ieme producteur.

! Sur le plan formel, on aurait Q, Un (+))
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Récapitulatif
Au final, Sylvain Sorin (1999) résume parfaitemdes étapes successives de la
démonstration effectuée par Arrow et Debreu :
« La démarche est donc, partant d’'une économie E :
0] de construire un jeu G(E) associé a E
(i) de montrer que G(E) possede un équilibre (au seiNadh)
(i) d'établir que cet équilibre induit un équilibre (sens de Walras) dans E. » (p. 12-
13).

. 1v.3 La démonstration de Debreu (1959)

Arrow- Debreu s’appuient sur deux astuces : latemiumodifiée de Nash et le market
participant. Bien que cette démonstration soit &nedntale puisqu’elle a ouvert la voie a
I'application du théoreme de Kakutani, elle peypaaitre comme « tordue ». C’est pourquoi,
Debreu chercha a la rendre plus élégante et plisgsanie en évitant ces détours. Il y parvint

en généralisant un lemme topologique di a Galeketido.

La structure de la démonstration

Debreu commence par considérer I'ensemble desCﬁIn‘ﬂR'+ pour lesquelles les
conditions de maximisation du profit et des fonesia'utilités puissent étre satisfaites. Cet
ensemble des prix a pour propriété d'étre un cémeexe de sommet0 1l en découle que la
correspondance de demande nette est homogéne reOdpar rapport aux prix Autrement
dit, au minimum un consommateur est insatiableu®&part, on normalise les prix, séit=

|
{pOQo > p, =1} ou Q désigne l'orthant positif (ce qui ind@t Q). L’'ensembleD se
h=1

I
trouve ainsi définie pab =Cn{ pUdQaoc > p, =1}
h=1

! Le sommet 0 du cone convexe est un point fixecdirespond & un cas ou tous les prix sont nuls.
Naturellement, personne n'ayant intérét a donnerksens, on peut estimer qu’il s'agit d’'un équiibsans
transaction. L'ensemble des équilibres sans tréiosaccomme le démontre Balasko (1988), est stahle.
I'évidence de tels équilibres n'ont pas beaucouptérét pour 'économiste. D’ailleurs, on peut s exclure

le sommet du cdne de I'ensemble C, traduisantiigiféun consommateur au moins est insatiable.

2 Ce qui provient du fait que les fonctions d’offetsde demandes optimales sont tous deux homogenssgré

0 par rapport aux prix.
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Dans ce cadre, le probleme de I'existence d’'unliégeirevient a se demander s'il existe

pOD tel quee(p) n (-Q) # 0 ? Naturellement, une telle solution implique oatgrement

queO0Oe(p). Cest d'ailleurs le sens du lemme Gale- Nikaido.

Le lemme de Gale (1955) — Nikaido (1956)

Le résultat suivant a été établi quasi simultanéne¢rde maniére indépendante par
Gale dans son article de 1955 intitlilée Law of Supply and Demaret par Nikaido dans sa
contribution de 1956 nomméan the Classical Multilateral Exchange Probleths’énonce

ainsi :

Lemme. Soit E un sous ensemble compactIEde Sieest une correspondance semi-

continue supérieurement dedans E de sorte que, pour toyi [0 P, 'ensemblee(p $oit non
vide, convexe et satisfasse a la loi de Walrasysalib existe un pOP tel que

e(p)n(-Q)#0.

On voit que ce résultat fournit une réponse pasifivl'interrogation précédente et suffit a
prouver l'existence d'un équilibre. Néanmoins, #ge qu'en fait Debreu est une
généralisation qui lui permet de se ramener audémée du point fixe de Kakutani. En effet, il
substitue dans la démonstration 'ensembl& I'ensembleP .

Or, I'ensemble D pour peu gu’il soit un espace non linéaire a ppuopriété d’étre
homéomorphe a un ensembfe convexe et compact (pour une démonstration vond&o
(1985)). En d'autres termes, les espaces topolegifu et Z sont équivalents. Toutes les
conditions du théoréme de Kakutani sont rempliepagtconséquent il existe au moins un

point fixe.

. IV.4 Conclusion

Le modéle d’équilibre général se décline donc lesieurs versions. On peut alors se
demander laquelle est la plus aboutie ? Ou encageelle est la plus propice a des

développements ultérieurs ?
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L’opinion de Weintraub

Weintraub (1980) apporte un premier élément denmgpaans une note de bas de page
gu’il introduit ainsi :

« De nombreux auteurs parlent du modele Arrow-BebiMais comme la preuve
d’existence sur laquelle se fonde les travaux #&tm®vient de McKenzie [1959], il semble

convenable de donner & McKenzie une place équitealer(p. 27)

Pourtant, quelques lignes apres, il précise coacerles différentes formulations du
modele d’équilibre général :

« Si on peut considérer un ouvrage unique commerigue dans ce domaine, il
s’agit deTheory of Valug1959] de Debreu. » (p. 27)

En résumé, si Weintraub semble donc considéretagpeesentation de Debreu (1959)
est la plus complete (dont il adopte les notatioihgstime que la démonstration de McKenzie
est sans aucun doute celle qui offre les extendemplus prometteuses. Ce point de vue est

partagé par de nombreux économistes dont Quirkgdshik.

Le point de vue de Quirk et Saposhik

Dans leur ouvrage de 1974, qui compare les difféeeméclinaisons du modéle
d’équilibre général, Quirk et Saposnik retiennamnt aussi la formalisation de Debreu :

« Dans cette section nous allons reformuler Idblgroe de I'existence dans toute sa
complexité et nous verrons comment on peut étébkistence d’'un équilibre concurrentiel
en posant des conditions sur les ensembles de giroduet de consommation. Nous

utiliserons essentiellement la formulation de Dabrse(p. 85).

Toutefois, a linstar de Weintraub, ils semblentplicitement considérer qu’'une
preuve d’existence fondée sur le théoreme de Broestedavantage pertinente, en raison des
meilleurs résultats d’unicité qu’il peut induire :

« Si les relations d’offre et de demande sontaesespondances, méme s'’il y a un
seul vecteur prix normalisé, il peut exister plusseétats de I'économie conduisant a un
équilibre. » (p. 105)

L'argumentaire de McKenzie

Un dernier argument parmi les plus convaincantdaeaur de I'emploi du théoreme
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de Brouwer, est directement mentionné par McKe(k859). Il tient a la simplicité de la
démonstration d’existence qu'’il permet d’effectuer
« The argument uses the most elementary of tieel fpoint theorems, that of Brouwer,

without introducing additional complications. » gh).

Les principales simplifications, comparées au tbé@ de Kakutani, sont liées aux
modifications des rendements et a la possibilitéraleailler directement sur les relations de
préférences sans passer par les fonctions d’stilité

« In any case, this approach facilitates the hagdf returns to the owners of firms,
and simplifies the initial proofs The second feature is that | do not define atyfiinction,
[...], but proceed directly from the preference ondgr» (p. 55).

Conformément a la convention implicitememgtaurée, nous utilisons dans cette
thése les notations de Debreu (1959). Cependasade du théoréme de Brouwer s’avérant
plus simple et vraisemblablement porteur de dagentie débouchés, nous le privilégierons.

! La preuve initiale, dont fait état McKenzie, comee une premiére démonstration d’existence fondédes
théoréme de Kakutani qu'il publia en 1954 dans ditla intitulé « On Equilibrium in Graham’s Modeff
World Trade and Other Competitive Systems », pansde revué&conometricgVol. 22, No. 2, p. 147-161).
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CHAPITRE I

L’équilibre comme ensemble d’accords finals

Si 'on a commencé par I'étude du modele d’équdilgenéral, c’est qu’il constitue
aujourd’hui encore le cadre institutionnel de réfime tant au niveau de la recherche que sur
le plan de l'enseignement. Pourtant, la centratisatqu’il implique, notamment par
l'intermédiaire de « prix annoncés », va a I'encerdes discours usuels sur une économie
concurrentielle. De ce point de vue, il peut sembéepas étre totalement satisfaisant :

« Il apparait clairement que la théorie de I'édpuédi concurrentiel ne peut étre fondée
de maniére satisfaisante sur le plan analytigu@& gondition de définir un autre concept
d’équilibre, plus fondamental, et qui pourrait tsans référence aux prix annoncés, tout en

demeurant plausible méme pour de petites économigtildenbrand (1983), p. 131).

SECTION |

La représentation d’'une economie de marchandage

Ce constat est également dressé par Edgeworth )(188dgu’il refuse le réle
hégémonique du commissaire priseur dans I'appreaiesienne. Selon lui, il convient de
mettre en place «une méthode générale applicallecas particuliers de concurrence
imparfaite ; la ou les concepts de demande et@atfun prix ne sont plus appropriés » (p.
31).

Afin d’établir un autre concept d’équilibre, il d&eppe un modéle de marchandage.

"l 1.1 Le travail pionnier d’Edgeworth

Le comportement des agents : la gouvernance des ¢es du plaisir
Pour décrire le comportement des individus dans maaéle, Edgeworth
(1881) utilise une analogie avec la mécanique. dagasnts sont alors dépeints comme des

machines a plaisir : « [...] the conception of Maragdeasure machine [...] » (p. 15)
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Il en résulte que « The Economical Calculus ingesés the equilibrium of a system of

hedonic forces each tending to maximum individugitys » (ibid, p. 15)

Guerre ou coopération

On ne trouve pas non plus d’équivalent au courtigralrasien ». Les agents sont
libres de procéder en personne aux échanges.uigepeinteragir directement. Dans ce cas,
sur quelle base vont étre déterminés les taux diégds ? L'élément déterminant est ici le
rapport de force. Les individus vont naturellemavuir tendance a former des coalitions pour
défendre, contre d’autres coalitions, des intéo&:mmuns. On peut alors se demander si
I’économie se trouve principalement dans une sdoade « guerre » ou de « paix » ? Sur ce
point, Edgeworth apporte la précision suivante:

« The first principle of Economics is that evegeat is actuated only by self- interest.
The workings of this principle may be viewed untleo aspects, according as the agent acts
without, orwith, the consent of others affected by his actionsvitite senses, the first species
of action may be calledar; the secondontract » (bid, p. 16- 17 )

En fait, dans I'approche initiale d’Edgeworth onuve a la fois un état de paix et de
guerre. Le premier est lié au fait que les échaegipassent des contrats qui permettent de
s’engager au sein d’'une coalition. Naturellementcantrat implique I'accord des différentes
parties. Par contre, le «recontrat » est asdieila un état de guerre puisqu’il offre la
possibilité aux individus de rompre unilatéralementcontrat existant afin de pouvoir faire

partie d'une autre coalition.

Un monde sans prix

Le modele décrit fondamentalement un univers sams. Bien que certaines
présentations les incorporent tout de méme, ilg sanfait totalement inutiles. Dans cette
économie, le marchandage et les rapports de feareda régle.
L’éviction des prix évite de mobiliser la fictioruccommissaire priseur. C’est la, le principal
intérét. Néanmoins, en son absence se pose laiguet la transmission de l'information
aux agents. Comment ces derniers sont- ils au aaules possibilités d’échanges qui

s’offrent a eux ?

La semi- centralisation

Pour répondre a cette interrogation, on est oblkijé@troduire une dose de
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centralisation. Ainsi, Edgeworth (1881) envisagekitrassembler tous les individus en un
lieu ou de les connecter par téléphone afin gpliissent acquérir I'information nécessaire :

« There is free communication throughout a noro@hpetitive field. You might
suppose the constituent individual collected abetp or connected by telephones- an ideal
supposition, but sufficiently approximate to exmste tendency for the purposes of abstract

science. » (p. 18).

Sur le plan théorique, la centralisation de I'imf@tion est indispensable. Si tel n’était
pas le cas, on se heurterait rapidement au probitemea « double coincidence » des besoins
et le processus d'échange se trouverait bloguér Bominer, notons qu’il n'est pas fait
mention, dans le modéle, de la maniére dont s'eféet les échanges.

Les conditions de la concurrence et le nombre d’agées
Dans sesMathematical PhysicEEdgeworth ne fixe pas précisément le nombre
d'agents présents. |l se contente de spécifier lgpre se trouve dans un contexte de

concurrence des lors que I'on est en présenceudedpl deux agents.

. 1.2 La formalisation par Debreu et Scarf

La contribution d’Edgeworth est restée longtempsassarolongement. On peut
conjecturer, comme Hildenbrand (1983), que celadé@sh sa maniére particuliere d’exposer
ses conceptions. Quoi qu’il en soit, il faut attentarticle de Debreu et Scarf (1963) pour
observer un regain d’intérét pour les économiesidechandage. Ces deux auteurs reprennent
de facon formalisée les idées d’Edgeworth et ytajuuquelques développements récents tel
le concept de « cceur ». Nous allons tout d’abadré fan tour d’horizon des hypothéses qu’ils

mobilisent.
L’insatiabilité du consommateur

Pour reprendre de facon plus contemporaine lidéslgeworth selon laquelle les

individus sont gouvernés par les forces du plaiBepreu et Scarf formulent I'hypothese
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d’ « insatiabilité » (p. 238) Celle- ci énonce qu'il existe toujours un panikr bien Q'
strictement préféré par le- émeagent au panier Q.

Cette hypothése revient a exclure un phénomeneatiétés c’'est-a-dire I'existence d’un
« maximum » de satisfaction. Elle est complétéecple de la convexité forte de la relation

de préférence.

L’hypothese de convexité forte des préférences
Rappelons qu’il y a convexité forte lorsque poumxdganiers biens Q' et Q (choisis

arbitrairement) tels queQ>Q, et si quel que soit un nomb’rd-ﬂ]O:L[, on a:

AQ +(1-1)Q- Q

Cette hypothese stipule que les agents ont un gt les mélanges. lls préférent
consommer un meélange de chaque panier de bient pjuédd’en avoir un unique. On évite
ainsi « les solutions en coin ». Pour une raisorcat®érence on lui adjoint I'hypothese de

monotonie de la relation de préférence.

La continuité ou la survie du consommateur

On a eu l'occasion de le dire, 'hypothése de cwité de la relation de préférence est
une conséquence directe de la convexité. Dans telemal’équilibre général, la continuité
certifie que la valeur des dotations initiales dunsommateur est perpétuellement positive
guelque soit le choix du vecteur prix choisit pacbmmissaire priseur. Par contre, comment

interpréter cette hypothése dans le cadre d’'unecéo® sans prix ?

En réalité, la continuité a toujours pour but deagtr la survie du consommateur.
Toutefois, son interprétation nécessite maintemniconsidérer explicitement le caractere
strictement positif des ressources individuelles :

« We assume that every consumer owns a stricbjtipe quantity of every
commodity » (Debreu et Scarf (1963), p. 238).

! Debreu et Scarf (1963) ne font pas appel aux fomst’utilités. Ils présentent leur analyse unigeet a partir
d’hypotheéses sur les préférences.
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Formellement, on considere que la relation de peéfée est continue, si pour tout

panier de bien@ OR', les ensemble{; Q’D]R'| Q< Q} et{ Q OR! | Q< Q} sont fermés.

En somme, le consommateur bénéficie d'un vecteurddetions initiales lui
permettant de survivre sans procéder a des écha@igiés hypothése garantit que tous les
échanges effectués sont volontaires. Autrementsdiin agent réalise une transaction c’est
gu’il y trouve un surcroit de satisfaction et namilgy est contraint par la nécessité de se

nourrir.

La propriété de monotonie

La monotonie de la relation de préférence n'agpgras explicitement dans la
formulation de Debreu et Scarf. Elle est pourtai@nbprésente car elle assure que le
i —emeconsommateur préfére le panier de biens Q' a Getyie s’il contient au moins autant
de chaque bien et plus d’'un bien. En d’autres teyrtes agents trouvent un surcroit de
satisfaction a toute addition supplémentaire dashie

Les autres hypotheses sur la relation de préférense

Pour le reste, les hypothéses sont classiquespiliisst supposé I'existence d’'un pré
ordre total. Ainsi, la relation de préférence emnpléete et réflexive. Naturellement, elle est
aussi transitive afin de faire en sorte que ledxcdes consommateurs aient une cohérence

minimale.

Le nombre d’échangiste
Le modéle Debreu- Scarf met en scaragents distincts :
« We considem consumer each with specific preferences for comtyoldundles

consisting of nonnegative quantities of a finitenter of commodities. » (p. 237).

Toutefois, ces derniers sont dupliqués de manieeequ’il y ait «r » consommateurs
de chaque type c’est- a- dire pourvus de dotatiniimles et de préférences semblables.

L’économie est alors composée den«r » individus. Dans ces conditions, une allocation

m r m _
possible est décrite par I'équatiop:> Qi —r>. Q = 0. Naturellement, des individus
i=1x=1 i=1
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identiques ont la méme consommation. Il s’ensuitimgl allocation est dans le coeur, pour

une économie dupliquée, si :

m 1 r _
(1) 2E2Qx-Q)=0
i=1 'x=1
1 r
(2) - Z Qix = Q
Fx=1
M. 1.3 La représentation actuelle

Bien que Debreu et Scarf fournissent une versigoureuse d’'une économie de
marchandage, ils font néanmoins appel a des hypeghquelques peu restrictives. C’est

pourquoi, on utilise plutdt la représentation demsunn (1964).

L’hypothese de mesurabilité
Si Debreu et Scarf précisent d’'emblée que la matie préférence est pré- ordonnée,

tel n’est pas le cas d’Aumann qui mobilise une higpse de « mesurabilité ».

DEFINITION

On dit qu'un ensemb{en:Q(m)>-,, J (m} est mesurable au sens de Lebesgue (ou

Lebesgue mesurable) sur M, s’il existe une unigasurey tel quep (M) = Q (m) - Q'(m).

L’hypothése de mesurabilité permet d'éviter querddation de préférence soit
transitive ou compléte. La seule contrainte eseltpr’soit réflexive. Pourtant, Aumann ne
trouve aucune interprétation économique a cettethgse :

« The measurability assumption (2.4) is of techsagnificance only and constitutes

no real economic restriction. » (Aumann (1964)4p.4

La complétude de la relation signifie qu'il estjmurs possible pour un consommateur
i de comparer deux paniers de biens quelconques.q@eimplique une rationalité
« procédurale ». L'avantage de la mesurabilité mstamment de s’affranchir de cette

hypothese.
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Désirabilité et continuité
En dehors de la mesurabilité, Aumann fait appdsihypothéses de désirabilité et de

continuité :

Désirabilité Q=2Q= Q> Q
Continuité Q' OE, les ensembld®|Q -, Q} e Q| Q -, @ sont

ouverts dans E.

Comparaison

On se propose a présent d’examiner la notion diégeia I'ceuvre lorsque le cadre
institutionnel retenu est celui d’'une économie deaghandage.
Pour mener cette étude nous allons tour a toummeweir les articles de Debreu et Scarf
(1963) ainsi que sur celui d’Aumann (1964). Tousxddémontrent le résultat fondamental
suivant : lorsque le nombre des agents de I'écomaadevient arbitrairement grand alors le
coeur se confond avec I'ensemble des allocationgudiBre de concurrence parfaite. La
preuve de cet énoncé a été établie en s’appuyamtips premiers sur des « duplications
successives » du nombre d’individus et pour le g&cen recourant & un « continuum »

d’agents.

SECTION I
L’approche par les duplications successives. Le théeme limite

du coeur.

Ce théoreme prouve, que sous certaines conditlemssallocations du cceur d’'une
économie sont équivalentes a I'ensemble des affectades ressources a laquelle on parvient
en recourant a des prix d'équilibres de concurrgmadaite. Comme son nom l'indique,
Debreu et Scarf I'ont établi en se placant dansasextréme : celui ou le nombre d’agents

tend vers l'infini.
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M. 1.1 Concurrence parfaite et coeur

Le raisonnement des deux auteurs part du résulbti ar Shapley (1955) : toute

allocation de concurrence parfaite est contenus taoceur.

Avant de s’attarder sur la démonstration, énoncdiabord I'axiome fort des

préférences révélées qui en est le point fondarhenta

Axiome fort des préférences révélées

Soit @, le panier de bien choisi au prix,.PConsidérons, la chaine suivante de

préférences :Q Qi s .2 s .2 Q

Il résulte de I'axiome fort des préférences réeg)éue si 'une au moins des relations

est stricte, on doit avoir :

R QL > P [

Ce résultat constitue une condition indispensalder ppréserver la relation de

transitivité des agents.

La démonstration de Shapley
Soit Q l'allocation des ressources de concurrence paréaitprix R Supposons qu’au
moins une coalition préfére le panier de biensa®sdcié au prix P') a celui d’équilibre. On

obtient alors :

Q P)= Q(P) = Q(F))

En se souvenant gu’au moins un agent de la caabtione préférence stricte, il dérive

de l'axiome fort des préférences révélées qued dien :

YPQ>Y POQ
is i0S
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Toutefois, le couple @ Q) maximisant, par définition, l'utilité du consomtaar

sous sa contrainte de budget ; il en découle,osi tonsidére I'unicité de I'équilibteque

l'allocation Q' ne peut pas satisfaire la conditidh(Q; - Q )= 0.
i0s

Par conséquent, aucune allocation préférée.an’€st réalisable et ne peut étre
« bloquée » par une coalition. Ce qui acheve dayamoque Qest une allocation du cceur.

M. 1.2 Coeur et concurrence parfaite

La seconde et derniére étape de la démonstratinsiste a prouver la réciprogue
c’est-a-dire que toute allocation du cceur Q estkiause affectation des ressources de

concurrence parfaite.

L’insertion d’ensembles convexes

On a déja eu maintes fois I'occasion d’attirert€ation sur le réle crucial que jouent
les ensembles convexes dans les démonstratioroeangie. De facon presque systématique
les théoriciens cherchent a s’y ramener. C'estedigaiht le cas ici.

Pour ce faire, Debreu et Scarf introduisent deseeblesl’; contenant tous les vecteurs Z,

définis sur 'espace des biens, de sorte Z1@®; ~ Q . Bien entendu ceux- ci ont pour

propriétés d’étre convexes et non vides. L’ensembbrrespondant alors a la « coque

convexe de 'union de tous IEs ».

Une application du théoréme de la séparation des iceexes
Le point clé de la démonstration est que ce demaiesemble ne contient pas son
origine. Il en résulte, d'apres le théoréme de is@jma des convexes, qu'il existe un vecteur-

prix P tel qud’[Z= 0 quel que soit Z dans.

Il ne reste plus qu'a démontrer que ce vecteur Pri@st nécessairement un vecteur

prix d’équilibre de concurrence parfaite. Raisorsipar I'absurde et supposons que cela ne

soit pas le cas. Pour une alloca@n-; Q, tel queQ’ —@ appartienne B, on pourrait alors

! C'est dailleurs ce qui a été implicitement supbasravers I'axiome des préférences révélées.
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obtenirP [@Q' > P[@I. Ce qui serait contradictoire avec I'hypothesemsd¢hquelle le panier Q
est dans le cceur. Afin qu’il s’y trouve on doit aypour tous)' >-; @, P[Q > P[Q c’est-a-

dire Y (Q -Q) > 0. Or ceci n’est vrai que si le vecteur- prix esigliilibre.
i0s

. 1.3 Conclusion

Le point central de la démonstration est que I'eride ' ne contient pas son origine.
C’est la une condition essentielle pour faire agpethéoreme de la séparation des convexes.
Pour fonder ce résultat, Debreu et Scarf augmestergessivement le nombre d’échangistes.
Ces derniers sont dupliqués et I'économie passé¢ thabord de «mlr » agents a
« ml(r +1) » individus. Il est alors facile de remarquer tp€euplication des agents restreint
le coeur :

« It is easy to see that the core fof lis contained in the core fot for a coalition
which blocks in the economy withrepetitions will certainly be available for blockiin the

economy with(r + 1yepetitions. » (Debreu et Scarf (1963), p. 241).

En effet, 'augmentation du nombre d’individus deague type accroit également le
nombre de coalitions envisageables ainsi que lssilpiités de recontracter. Par conséquent,
le cceur se réduit. A la rigueur lorsque le nomBegehts tend vers l'infini, ce dernier se
confond avec les allocations d’équilibres de corenge parfaite.

SECTION Il

La méthode du continuum d’agents

Malgré son incontestable élégance, la preuve dedbest Scarf a pour inconvénient
de mettre en scéne des agents identiques. La fisatiah proposée par Aumann a justement

pour point de départ le refus de considérer dasidubs semblables :

75



« This seems far from economic reality, wheregemeral, different traders cannot be
expected to have the same initial bundles or tmespreferences. The continuous model
allowsall traders to have different initial bundles andeahiéint preferences. » (p. 48)

L’objectif de « Markets with a Continuum of Tradersest donc d’obtenir le méme

résultat que précédemment mais en y ajoutant wratude réalisme. Notons, enfin, que

toute son analyse se limite au cadre d’'une écondréahange.

[1l. m.1 Le statut des agents

L’originalité de l'article d’Aumann est liée a sacbn de théoriser les échanges et

spécifiguement a l'usage d’un continuum d’agents.

L’axiomatisation des échangistes
Formellement, 'ensemble des échangistes preseplans I'intervalle fermé unitaire

[0;1] gue I'on désigne par la lettre M.

Dans cette optique, les dotations des individug ges fonctions Q de M dafsun sous

ensemble dB'. Ces derniéres sont intégrables au sens de LebesguM. Autrement dit,

une distribution des richesses est nq’}\g@(m) dm ou m représente un individu.

Coalitions mesurables au sens de Lebesgue

Conformément a I'approche initiale d’Edgeworth, Eshangistes se regroupent au
sein de coalitions. On dit alors que celles- citsoesurables au sens de Lebesgue, sur un
sous- ensemble de M, si elles peuvent étre nilles.coalition nulle se caractérise par le fait
gue les dotations des consommateurs sont égalémaetz qu’ils sont alors en situation de
trépasser. La preuve effectuée par Aumann s’apgeidacon décisive sur le concept de
coalition mesurable au sens de Lebesgue. Poudardehors du fait qu’il reconnaisse que
cette notion s’oppose a I'hypothése de survie casammateur, il ne lui donne aucun sens
précis dans son article :

« The other aspect we have not discussed is theetdc significance of the Lebesgue

measure of a coalition. This, too, we plan to discm a subsequent paper. »
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En fait, ce concept donne un sens plus précisatlan de coalition effective.

Coalition réalisable et allocations dominées

Une coalitiorSest dite réalisable ou effective si elle vérifiéguation suivante :

(3.1) jSQ(m)dm:jS_Q(m)drr

Cette condition garantie que I'on se situe exclisignt dans une économie d’échange
et que par conséquent les ressources se réduisesioek de biens disponibles a l'instant
initial. De plus on observe, comme cela est pratigent toujours le cas, que le modéle ne

prend pas en compte la possibilité de détérioratehiens.

Pour terminer, on dit qu'une allocation Q' domineeuallocation Q si tous les
membres d’une coalition réalisal@@référent strictement le panier de biens Q' augradi
La condition pour qu’'une allocation soit dominé¢ ies plus forte que celle mobilisée par
Debreu et Scarf. Ces derniers n'ayant besoin djwa#&rence stricte que pour « au moins un
agent ». Cette différence tenant au fait qu’Aumaonsidere un nombre plus important
d’individus distincts. Logiquement les possibilitde recontrats se décuplent et il devient
nécessaire de concevoir de maniere plus restrilgtimetion de coeur. C’est ce que nous allons

observer maintenant.

. m.2 Cceceur et équilibre

Pour la cause ci- dessus, Aumann est amené a eékedéfinition suivante :
Définition
On appelle « coeur » I'ensemble des allocatiansng peuvent étre dominées par

aucune coalition (non nulle).

C’est donc sur cette base, qu’il entame sa dénatiwsir Celle- ci est décomposable

en deux morceaux.
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La structure de la démonstration : premiere partie

A l'instar de Debreu et Scarf, Aumann commenceqgieerver que les équilibres de
concurrence parfaite se situent dans le cceur. faisitepour faire émerger ce résultat il
n’'invoque pas le travail de Shapley mais proposedémonstration qui reprend le concept de

mesurabilité au sens de Lebesgue. La preuve ssa@brs par I'absurde.

En effet, considérons un équilibre de concurreraéajie que I'on notéP,, Q). Si
dans cet état de I'économie, l'allocation d’équiiQ.pouvait étre dominée par une
allocation Q'on obtiendrait, quelque soit m appartenant a unelitom S:
P, [Q (m)> ROQ(m puisque par définition d’une économie d’échaRga), = P.OQ(m.. Il
s’ensuivrait alors I'inégalité suivante :

Pe g Q@ (m)dm= [S ROQ (m)drer [¢ B Q(m)dm H o Q(m)c.

Cela contredirait le fait que la coalition S estfeefive c'est-a-dire
quefsQ (m)dm= [ Q(m)Jdn.
Par conséquent, aucune autre distribution desuassone peut dominer I'allocation.qQl en

résulte que cette derniére est une allocation du.cce

On a prouvé que toute allocation d’équilibre deatmrence parfaite se trouve dans le
ceeur. Inversement, il est possible de démontretaute allocation du cceur correspond a un

équilibre général concurrentiel.

La structure de la démonstration : deuxiéme partie

Considérons une allocatiQfaisant partie du cceur. On peut donc établir :

- que Qest préféré par la totalité des agents a n’'impguigdle autre allocation ne faisant pas

partie du coeur. En d'autres termes, orFgm)={ Q: Q- Q(m}

- qu'il existe une fonction G (m) tel qu&(m)= F(m)- Q(m):{ Q- Q(m) @ F(rr})

A partir de ces deux axiomes, Aumann déduit le lensoivant qui lui sert a établir la

premiere propriété de sa démonstration.
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LEMME

Pour la totalité des coalitions U d’agents, O hjEss un point intérieur &(U).

Ou A(U) represente la coque convexe de l'uniggy,yG(m). Enfin, pour étre

complet rappelons que 0 est un point intérieux(8l) si A(U) est dans le voisinage immeédiat
de 0.

Etant donné le lemme ci- dessus, il existe un iptpe F1Q = 0 qui support&(U). II

en découle quel® > 000Q [ G(m), ou ce qui est équivalent :

(3.2) PM= POQ(M) O Q@ F(m

Le respect de la contrainte budgétaire
Si Q est une allocation d’équilibre de concurrepegfaite, alors elle respecte tout

d’abord la contrainte budgétaire de chaque agemd’autres termes :

(3.3) PQ(m)< POQ(M

D’aprés I’hypothese de « désirabilité », on a, rpou toute

allocationQ(m) >y, Q(m),P[Q (m) > RIQ(m). L'inégalité¢ au sens strict est impossible
dans la mesure ou cela impliquerait que I’onjﬁﬂ[QﬂM POC. Ce qui serait en

contradiction avec le fait que Q est dans le c@®uren déduit donc que (3.3) est vérifiée
lorsque la contrainte budgétaire est saturée.

La satisfaction maximum
L'étape finale est de prouver que Q rend maximansdtisfaction de chaque agent
étant ses impératifs budgétaires. Ceci revenamtéaifier que (3.2) peut se mettre sous la

forme d’une inégalité au sens strict :

(3.4) P> POQ(M

Pour effectuer cette preuve, Aumann impose ung&igesn supplémentaire selon
laquelle le vecteur prix doit étre strictement gibgiour tous ses éléments. || commence par

observer que pour> 0 suffisamment petit, on a toujours :
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POQmM)<H Q §.0.....G

AvecP[ Q- @,0,...,000 F(m d'aprés I'hypothése de continuité.
A I'évidence,Q-(9,0,...,0x C. D’aprés I'axiome des préférences révélées, itvie

PRm)< { Q- §,0,...4x B

SECTION IV
La question du processus et du rayonnement des mdee de

marchandage

. 1v.1 Existence d’'un processus et stabilité

La question de I'existence d’'un processus dansueed’Edgeworth est un débat
récurrent. Il est pour nous de la plus grande it@pae car, d’aprés les enseignements du

premier chapitre, sans processus il n’est pas igmesé parler « d’équilibre ».

La position d’Edgeworth

La posture d’Edgeworth sur ce theme tout au laniylathematical Physicalimente a
profusion le débat. Il semble croire a I'existerten processus mais le considére comme
secondaire (voir Berta (2000)). Dans la mesurd oa livre que des indications nous n’allons
pas spéculer plus longtemps sur sa position. Patregoil est clair que ses successeurs
estiment qu’un processus (convergeant) existe.détebre formulation de celui- ci est due a
Hahn (1982).

La formulation de Hahn

Pour formaliser ce qu’il convient maintenant d’algp le « processus d’Edgeworth »,

1 On préfere ici présenter la formulation du prousss’Edgeworth réalisée par Hahn plutét que celite fpar
Uzawa (1962). En effet, Uzawa introduit des prixglda présentation alors que ces derniers ne jawenin
réle. Son interprétation pouvant alors induire dasfusions.
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l'auteur commence par introduire des fonctions ilités" jusque & absentes du modéle
Debreu- Scarf. Il suppose entre autre gqu’elles sonissantes dans le temps pour tous les
agents et strictement croissante pour au moinsd’entre eux. Il définit ensuite une équation

différentielle représentant le processus d’Edgewort
_ | . ~
(35) Q=X (TMS/1- TMS1)
h=2

Ou Q(t) est un vecteur formé par les quantités de bierendés en t.

L’équation (3.5) montre que des possibilités d’'égemavantageuses existent. L’agent
i augmente son bien-étre tant que son taux margmalubstitution n’égalise pas celui de ses

coéchangistes. En d’'autres termes, le consommaesirfavorable a des échanges des lors
queQj (1) > 0.
Par contre, I'équilibre se caractérise par le €pitil n’y a plus d’échange mutuellement

avantageux. L'agent i ne désire pas modifier s@&ipasOn obtient alor€; (t) = 0.

L’étude de la stabilité
Plutét que d’étudier directement la stabilité de5)3Hahn passe par la fonction

modifiée de Lyapounov suivante :

V(Qi(t) = 3 Ui (Q (1)
i=1

Dans la mesure ou les eéchanges ont lieu en permaequeQ; (t) varie contindment

dans le temps, il en résulte que V est bien coatinu

De plus, comme le vecteur Q représente une gaahtitbiens, on voit difficilement
comment il pourrait tendre vers l'infini. Les trafeires issues d&), (t,Q (b ))sont donc
bornées. Par conséquent, la fonctd(Q; (t,Q (fy)))I'est également. Si on ajoute a cela, le

fait que les fonctions d'utilités sont croissanttsdonc que V l'est aussi, alors on a:

lim V(Q;(t,Q; (tp))) = Ve (V étant croissante et majorée).
to oo

! Celles- ci sont supposées étre quasi- concavéanineent afin de garantir que I'utilité marginaleigse étre
croissante).
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Enfin, on observe aisément que la fonction V eststante a I'équilibre puisque I'on a

m
Qi (t) = 0et donc). (Uj(Q(t)) @ (t))= 0. Ce qui finit de montrer que V est une fonction
i=1

modifiée de Lyapounov.
La suite de la démonstration vient tout naturellein€omme on peut associer une

fonction modifiée de Lyapounov au processus (3l3)écoule du théoreme d’extension des

fonctions de Lyapounov au processus, que (3.5plesalement stable.

l. 1v.2 L'influence de I'ceuvre dEdgeworth. Les modeles de

marchandage versus la théorie de I'équilibre généta

Pour parachever cette analyse, on va tenter dmdép de maniére plus précise a la
guestion suivante : pourquoi, en dépit d’'un résudtasnvaincant en matiere de stabilite, les
modeles de marchandage n'ont pas sur- planter gelmal’équilibre général, typique de

I'approche walrasienne ?

Un manque de réalisme associé a un obscurantisme

Peu de réflexions approfondies ont été consacrées sujet. Nicholas Kaldor (1934)
est I'un des quelques théoriciens a s’étre intérlzgdessus. Il expose en ces termes sa
conviction :

« While Edgeworth’s analysis may be slightly obbscand Walras’'s assumption

slightly ridiculous [...] » (p. 127)

A ses yeux, I'aspect ridicule de I'approche wakasie est liée a un manque évident de
réalisme. Il vise en particulier le processus denidement :
« [...] in a really “perfect market” (in a market wh is sufficiently perfect to make

equilibrium determinate) it is not by “trial andrer” that prices are established;ibid)
Toutefois, le modele d’Edgeworth n’échappe pas plus a cette critique dans la

mesure ou la formation des prix doit intervenir ravie processus d’échange et ne doit pas

étre I'une de ses résultantes :
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« The formation of prices muptecedethe process of exchange and not be the result
of it. » (p. 127)

A ce premier élément s’en ajoute un second. fittiselon Kaldor, a la présentation
peu claire que dresse Edgeworth de la concurreadaif@ qui repose sur le principe de
recontrat et sur I'hypothése d’agents connectést@@phone. Outre son irréalisme, les
modéles de marchandage auraient donc pour hangligggémentaire un manque de clarté.
Les tergiversations d’Edgeworth sur I'existencendjprocessus sont symptomatiques des

ambiguités inhérentes aux modeles de marchandage.

Un second point de vue
Walker (1973) s’interroge lui aussi sur la prédommce du modéle d’équilibre
général. Il reprend a son compte la these du madguelarté, en y ajoutant des détails

supplémentaires.

D’aprés Walker le premier élément qui introduieuertaine confusion dans I'esprit
des lecteurs, provient du fait qu’Edgeworth adharda conception walrasienne de la
concurrence parfaite :

« On the one hand, Edgeworth subscribed to a Walirgoint of view, which was an
abstract mathematical and logical conception oidaal perfectly competitive market model.
» (p. 139).

Son objectif n’était alors pas de remettre en ealas vision walrasienne de la
concurrence parfaite, mais de lui donner un praomgnt « dynamique » permettant un
meilleur ancrage dans la réalité :

« On the other hand, he wanted to develop an sisabf the historical dynamic
processes whereby actual markets move towardslagunh, for which purpose he developed
his theory of recontract. b{d)

Conclusion

De ce dernier point de vue, les modéles de marauwnd fondés sur la théorie
d’Edegeworth — apparaissent comme de simples baitimns a I'analyse de la concurrence
imparfaite. En dépit de leur originalité, ils nestent que des raffinements de la théorie de

I'équilibre général.
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CHAPITRE IV

Trajectoires et orbites d’équilibres

On va a présent changer de perspective et s'isgrasn plus a I'équilibre comme un

« point » mais en tant que « trajectoire ».

SECTION |

Présentation du modele de Von Neumann

V. 1.1 La structure

Le propos du modéle est d’étudier un processusrdéuption circulaire. Outre le
facteur travail, les marchandises sont produitéside d’autres marchandises :

« Goods are produced not only from “natural fagtofr production,” but in the first

place from each other. These processes of productay be circular, i.e. godgi is produced

with the aid of goo€b,, and Gy with the aid of5;. » (p. 1)

Notation

Les biens de cette économie sont au nombre derdctéaisés par l'indice h, et

notésGy,...,G. Ceux- ci peuvent étre produits en utilisant @uss types de processus de

productions f,..., f,. En fait, les processus sont des « applicatiosgn#bolisables comme

suit :

I |
(4.1) f] Zajh Gh - Z bjh Gh
h=1 h=1

Précisons quejaet b, représentent respectivement les quantités dunte i@put et

output utilisées et crées durantjleiemeprocessus de production.
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Enfin, chaque marchandise est associée a une camtpos du vecteur

prixP=(pr,.... +- P -

Coefficient d’expansion et facteur d’intérét
Une technique de production peut étre employéeadenf plus ou moins intensive.
C’est pourquoi, il est adjoint a chaque processussaintensité » d’utilisation représentée par

un élément du vectedr=(xy,...,Xj,.... % )-

Von Neumann fait I'hypothése que les intensitéatieds sont constantes. Par contre, elles
peuvent étre toutes multipliées par un méme sealappelé coefficient d’expansion de

I’économie Il en résulte que le taux de croissance est tmiéo

Parallelement, il définit un facteur d’intég@ttel que S8 = 1+1_(Z)C (z étant le taux d’intérét).

Détermination du coefficient d’expansion et du faaur d’intérét

L’'un des objectifs des modéles de croissance ibgéd est, comme son nom lindique,
d’obtenir un taux de croissance constant et idastigour tous les biens et plus largement
pour toutes les variables. Ceci afin d’éviter lesilgts d’étranglements ainsi que les effets
reports qui s’ensuivraient et qui ne manqueraieag @’'engendrer des déséquilibres. Par
conséquent, le coefficient d’expansion est détegnpar le secteur le moins productif.
Inversement, le facteur d’'intérét est déterminél@aarocessus de production le plus colteux.

Tout cela se résume formellement a travers les dquations suivantes :

. _
2 bjn x|
4.2) a= Min |2
h=1,...I| J
j%ajh Xj
|
2 bjh Pn
(4.3) B= Max =L
j=1,...n &
2 ajh P

J:

Sphére réelle et sphére monétaire

L'une des spécificités de ce modeéle est, de I'avé&me de son auteur, d’établir un
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lien entre I'économie réelle et monétaire a tradergoefficient d’expansion et le facteur
d’intérét :
« Another feature of our theory, so far withouenpretation, is the remarkable duality

(symmetry) of monetary variables (priges interest factof) and the technical variables

(intensities of productior, , coefficient of expansion of the economy. » (p. 1)

En ce sens, von Neumann présage le théoreme dalltéd

V. 1.2 Hypothéses complémentaires

Nous allons maintenant dévoiler toute une sérg/mbtheses complémentaire (mais
non secondaire!) nécessaire pour s’assurer dehi@reoce du modele ou pour en préciser le

sens.

Les hypotheses sur les intensités et les prix
Les « intensités » et les « prix » sont posititst'a-dire que I'on a :
(4.4)xj=z0 et (4.5p, 20

Toutefois, cette hypothese n’élimine pas le caséext ou I'ensemble, des intensités
ou des prix, serait nul. C’est pourquoi, il ajolgxigence suivante :

n I
(4.6)> x; >0 et (4.7)3 pp >0.
j=1 h=1

Les hypotheses sur les inputs et les outputs
Fondamentalement, ce modéle de croissance s’isgsslusivement a la production.
La consommation des ménages n'y est jamais évo§etde celle « d'inputs » intervient par

I'intermédiaire de la condition de cohérence suigan

n n
(4.8) G%ajh X] < Zl qh X
1= 1=
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Cette condition releve du bon sens puisqu’elle uiipqu’il est impossible de
consommer, au sein des processus de productios,delichaque bien qu’il en est produit.
Etant donné la maniére dont est déterminé le aiefii d’expansion, il faut que I'inégalité

(4.8) soit stricte pour chaque marchandise pout g@it une croissance de la production.

La consommation

On a présenté jusqu’ici les principes qui régisdantiétermination des quantités
offertes mais la consommation des ménages n'amawe été eévoquée. Pour cause, elle ne
joue pratiguement aucun réle ! En fait, von Neumastime qu’elle est prise en compte dans
le processus de production a hauteur d’un niveaulbsistance :

« Consumption of goods takes place only throughpitocesses of production which
include necessities of live consumed by workers emgloyees. In other words we assume

that all income in excess of necessities of livik @ reinvested. » (p. 2).

Le cas de la surproduction

Un des attraits de I'article de von Neumann estd%ager le cas d’'une surproduction.
Ce qui nous sera précieux au moment d’aborderrt#sigmes de planification. Toujours est-
il, que la possibilité d’une surproduction appadiihs I'équation ci-dessous :

n n
(4.9) O(Zajh Xj<zqh X]:>FP]:C
= =1

Cette équation montre que les biens surproduitd sseociés a des prix nuls.

Autrement dit, ils sont offerts gratuitement outteumplement éliminés sans codt.

De Leontieff a von Neumann

Le modele de croissance de von Neumann est uréggajisation de celui de Léontieff
au cas ou il y a production jointe. En effet, conaaas I'analyse entrée- sortie, les relations
techniques sont linéaires (confere équation (4th))t ce qui est produit sert a une nouvelle
production (voir équation (4.8)) et les rendemeatitchelle sont constartsEn réalité, la

différence principale réside dans la prise en cerppr von Neumann de biens durables.

'On s’en rend compte & travers le fait que les @meffts techniques sont constants. Nous verrongeunplus
loin les motifs pour lesquels des rendements dlelpartout constants sont postulés.
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La vision du temps

Un dernier point important concerne l'intervalle t@enps dans lequel prend place ce
modele. A ce sujet, I'auteur précise la durée ae@ssus de production :

« Each process to be of unit time duration. Preee®f longer duration to be broken
down into single processes of unit duration int@dg if necessary intermediate products as

additional goods. » (p. 2).

Le modele envisage donc le long terme. Celui-cidggieint comme une suite de

processus de production de court terme c’est-aellinge unité de temps.

SECTION Il
L’équilibre

V. 1.1 La nature du probléme

La nature du probleme

La question qui préoccupe von Neumann est celleckoix du processus de
production permettant d’obtenir la croissance lesplevée possible :

« The problem is rather to establish which proeesaill actually be used and which

not (being “unprofitable”). » (p. 1)
Un tel processus doit alors satisfaire une conuikial’équilibre ».
La condition d’équilibre

La condition d’équilibre que doit satisfaire uropessus, pour accéder a la croissance

la plus importante possible, est décrite a I'aidaldux équations :

| |
(410) BX ajp = 2 bp m
h=1 h=1

| |
(411) B> ajp > 2 by ;= %=C
h=1 h=1
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Ces équations signifiants simplement qu’ « in éoilm no profit can be made on
any process [.].». (p.3). En fait, cette condition d’équilibre stepas une hypothése du

modéle mais une conséquence. On reviendra sujjetevsus la fin de la section.

V. 1l.2 La formalisation

Bien que cela ne soit pas présenté ainsi danscligrton peut pour la clarté de

'exposé distinguer trois étapes dans la formabsadu probléme :

Les étapes

Premiere « étape » Von Neumann commence par considérer que lesewect
X =(Xq,...,Xp)€t P=(p,...,[f ... Q constituent respectivement les intensités maximems
les prix minimums que peut atteindre I'’économieintroduit ensuite deux autres vecteurs
intensités et prix, notéX' =(xy,...,Xn)etP = (B,.... % - P , ce qui lui permet de définir

une fonctiongde la forme :

n | nol

Z ijh ijn z ijh ij'n
(4.12) @(X',P)= J:lhlzl (4.13) @(X,P)= J:”‘Tl

2. 2. 8jh Xjh > Y ajpn X

j7=h=1 j=lh=1

Deuxieme « étape:»On observe que (4.12) a une valeur maximum powiX =X . De la
méme maniéere (4.13) a une valeur minimum pour P'ssP. Dans ce cas, on est alors

typiquement dans une situation de type « point esell

puisquemaxcp(XD, P)=¢(X,P= minp (X, P

Troisieme « étape »Le coefficient d’expansiomet le facteur d’intéré dépendent des

intensités et des prix. En effet, il est concevalgldes mettre sous la forfe

! Les formulations ci- dessous sont bien siir cornlestiavec les équations (4.2) et (4.3).
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I [ n i n [ 1 }
hZ_ 2. bjn Xj | P 2 | X bjn Ph | X
(@14) o= =gxP)  (415) =Ll =qixP)
n
Zajh X'J h Z Z ajh q’] Xj
h=1| =1 | j=1 Lh=

Il en découle que la recherche du taux de croissémplus élevé possible, compte

tenu du colt des inputs, revient résoudre un pnoblée détermination d’'un point selle.

IV.1l.3 Solution

Pour prouver l'existence d’'un point selle, von Neuwm fait appel a une version
généralisée du théoréme du point fixe de Brouwer :
« The mathematical proof is possible only by meaing generalisation of Brouwer’s

Fix-Point Theorem, i.e. by the use of very fundataktopological facts. » (p. 1)

Dans la mesure ou sa démonstration est loin datée et que son étude détaillée
n'offre qu’un intérét limité pour I'économiste, ora se contenter d’énoncer le résultat qui

prend la forme d’'un lemme. Par contre, on insisEngement sur les hypothéses mobilisées.

Lemme
Commencons par rappeler que Ks= (Xi,...,X,....X,) €t P = (@,...,pn,...,p) sont
respectivement des éléments deeRR. On considére ensuite un ensemble C (non vide,
compact et convexe) appartenant™ Rinsi que deux sous ensemble de C que I'on nome S
et T. Ces derniers sont respectivement inclus dahset R. De plus, on suppose
queSxT satisfait les conditions suivantes :
()  OXOS, Sy ={P\(X,P)S}est convexe et non vide

(i) OPOT, Tp :{P\(X, P) DT} est convexe et non vide

En s’appuyant sur le théoréme du point fixe on @doits montrer qu8€ n T est non

vide. En d’autres termes, il existe au moins umpodommun.
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Interprétation de la solution

Pour établir sa preuve von Neumann se sert doonedversion généralisée du
théoréme du point fixe aux fonctions multivoques. @i 'améne a formuler un lemme qui
préfigure le théoreme de Kakutani, et qui a sortamsrend compatible point fixe et
rendements d’échelle constants. La mobilisationegederniers a pour conséquence d’épuiser

n |
le produit > > bjh Xj en rémunération factorielle. Le profit ne peutralétre que nul a
j=lh=1

I'équilibre.

V. Il.a Commentaires

Bien que le théoreme du point fixe soit employégliilibre ne peut évidemment pas
étre percu ici dans le sens traditionnel d'uneitgehtre I'offre et la demande. Cette derniére
ne jouant absolument aucun réle dans la mesureoca¥enons- nous, I'intégralité de ce qui

est produit sert a une nouvelle production.

La notion d’équilibre chez von Neumann

Plusieurs commentateurs ont alors assimilé cett®mal’équilibre & un état quasi-
stationnaire. Tel est, par exemple, le cas de Ceampne (1945-46):

« Prof. v. Neumann’s method is the familiar oneeamining the conditions of
equilibrium of his simplified model of the econonmorld. The first point is to get clear what
is meant by equilibrium. The definition of equiilbm is very similar to that of the
economist’s stationary state: but in v. Neumanmtila equilibrium differs from stationary
state’s equilibrium in the vital respect that afarm expansion of the whole system is
allowed under equilibrium. Such a state of equllibr may be called a quasi-stationary,

although v. Neumann does not in fact use this ter(p. 10).

« Equilibrium » ou « balanced growth »
D’autres théoriciens préferent insister sur soreesg dynamique ». Concretement,
cela se traduit dans les commentaires par la sutisti du terme « balanced growth » a celui

d’« equilibrium » :
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« We can also view the dynamics of the economm feolong-run perspective, in the
sense of keeping account of actual amounts prodalmgedonsumed in each period, where the
economy is assumed to operate in an efficient nraiona@n infinite time. A natural growth of
production and consumption capacity appears tesbeciated with the economic process; we
seek to determine the rate of this growth. This aasppon process is known as the
phenomenon of balanced growth.

We begin with a description of the classical marfedn expanding economy proposed by von
Neumann. ». (Karlin (1959), p. 336).

Dans ces conditions la croissance équilibrée est éintendu toujours déterminée par
I'égalité du taux d’expansion et d’'intérét :
« In this case we say that the economy undergdeslaamced growth such that the

expansion rate and interest rate are equadthich, (0. 338).

Il est intéressant de remarquer que von Neumanmpi&@ ni I'expression d’état
« gquasi-stationnaire », ni celle de «balanced trow Il se contente du terme

« equilibrium ».

Un équilibre ?

D’aprés nos « critéres », est- on en droit de uairequilibre dans le modele mis au
point par Von Neumann ?
Incontestablement l'un des mérites de cet artickd de prendre en compte les
interdépendances entre les divers secteurs devtugiion. Du reste c’est la I'origine de la
problématique qui a inspiré les théories de lassance équilibrée.
On peut également noter que von Neumann apportattetion particuliére a expliciter le
cadre institutionnel dans lequel s'insére son mad&insi, il détaille avec soin I'ensemble des
hypothéses mobilisées. Par contre, il reste distrele degré de centralisation de I'économie
gu’il décrit. En réalité, le niveau de centralisatia I'ceuvre se révele dés lors que I'on se pose
la question de I'existence d’'un processus.
Dans sa publication, von Neumann ne s’intéressa Lexistence d’'un point selle et ne dit
rien sur la maniere d’'y parvenir. En fait, son nmledérend toute son importance dans une

perspective de planification. Il appartient alouspganificateur de le déterminer.
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Limites

Comme toutes théories, le modéle de von Neumana plasieurs difficultés liées au
choix des simplifications. On a choisi d’en souégdeux :
- En premier lieu, le taux de croissance dépengquement des techniques de production et
le niveau de consommation des ménages est totalainsent du modele. En d’autres termes,
I'existence de problemes de débouchés n’est pasayée.
- Une seconde critique concerne l'absence de sigtibn économique donnée a la

fonctiong. Von Neumann est d’ailleurs le premier a admetérgoint et suggéere de chercher
une interprétation du coté de la thermodynamique :

« A direct interpretation of the functigfX,Y wpuld be highly desirable. Its role
appears to be similar to that thermodynamic paéin phenomenological thermodynamics;
it can be surmised that the similarity will persistits full phenomenological generality

(independently of our restrictive idealisationsjp»1).

En dépit de ces limites, le modele de von Neumarjoué un roéle fondamental
puisqu’il a ouvert la voie a I'application des matles de programmation linéaire et non

linéaire en économie.

SECTION Il

La programmation

De facon générale, la programmation a pour objeetitiéterminer les extremums de
fonctions, linéaires ou non linéaires, soumisegsa antraintes en formes d’'inégalités. Afin
d’y parvenir plusieurs méthodes sont utilisées.t&®wnt joué, et joueront encore, un role
crucial dans I'élaboration des techniques de plzatibn. On présente ici les méthodes dont

on se servira dans la troisieme partie.

IV.1ll.1 Le théoreme de la dualité

Dans la mesure ou le modele de von Neumann prédémigortantes similitudes avec

la programmation, on va exposer le théoréme dedditd a partir de celui-ci.
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Présentation
Le théoréme de la dualité permet de résoudre deBlgmes de programmation
linéaire. Son principe consiste a établir un liemre un programme a maximiser, le

« primal », et un autre a minimiser : le « dual ».

Le primal

Si on reprend le modele de von Neumann, dont leebutd’obtenir la croissance la
plus importante possible, la fonction a maximissipeX', P). Bien entendu, la maximisation
s’effectue par rapport au premier argument. Quantlles, les contraintes sont données par
les équations (4.4), (4.6) et (4.8).
Autrement dit, le primal s’écrit :

max@(X,P)
NG

n n
aY ajh X< X by X
= =

Le dual
A partir du primal, il est possible en respectaertaines régles précises de construire

un programme dual. Dans notre exemple, celui-emgbda forme suivante :

i X,P
min o(X,P)

| |
B> ah =X bh m
h=1 h=1

|
2. >0
h=1

phZO

Le théoreme de la dualité

Si on note respectivem@npetPDIa solution du primal et du dual, le théoréme de la
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dualité indique alors qu;{XD, P)=q(X, Iﬂj).
En d’autres termes, le théoreme de la dualité i@pplici au modéle de von Neumann) est un

moyen simple de garantir I'existence d’un pointesel

Commentaire

L'intérét d’'un tel théoreme dans une perspective pinification est immédiat
puisqu’il introduit une équivalence entre le tawxaoissance maximal et le facteur d’intérét
minimal. On peut également observer que le prirpar® dans I'espace des biens tandis que

le dual opere dans celui des valeurs.
En fait, le théoréme de la dualité est une apptingparticuliére de celui de Khun et

Tucker. Mais avant d’exposer ce dernier, nous allpasser par un stade intermédiaire en

présentant la méthode de Lagrange.

IV.1ll.2 La méthode de Lagrange

Comme précédemment le but poursuivi est de rechetel extrema d’'une fonction
objective soumise a une série de contraintes. €eseailles prennent, le cas échéant, la forme

d’'une égalité.

Formalisation

Soit une fonction f de n variables représentéeXpaixy, ..., Xj, ..., X, Jet soumise a m
contraintes de la fornmgg (X) =0,i=1,...,m.
On suppose que les fonctions fgi=1,..., msont définies sur un sous ensemble RUe
Enfin, on considére un sous ensemble S de E teSg{&XOE|g (X)=0,i=1,...,n. Le

probléme qui nous préoccupe est de déterminerdiesins maximales de f (X) lorsgXe]S.
Enfin, précisons que dans tout ce qui suit on lfajppothese que les fonctions f et gpnt

concaves.
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La fonction de Lagrange
La méthode usuelle pour résoudre ce probléme iditgation sous contrainte est de

faire appel a la « fonction de Lagrange ». Celiex la forme suivante :

m
(4.16) L(X) =f(X) + > Agi(X)
i=1
Les conditions d’optimalité du premier ordre sogitels que le point candidat a un

extremumX Pannule les dérivées premieres du Lagrangien.: Soit

@.17) Ly (X9 =f5, (65 + M@)5, (6T =0 j=10mn
i=1

Rappelons que\; représente le « multiplicateur de Lagrange » adsacla i-eme
contrainte. Ce nombre jouant un rble essentielaauite, il nous semble important de saisir

la maniére dont il a été construit.

Multiplicateurs de Lagrange

A l'origine des multiplicateurs se trouve le théoedes fonctions implicites. En effet,

siX"est le point solution de (4.16) il respecte lestintes. De plus, si les hypothéses du
théoréme des fonctions implicites sont vérifiees em point, alors il existe des

fonctionsg,, ....¢; ,...¢#, deR dansR telles que :

(X)) = (4 @2(%),---9j (0, #n ()
(4.18) gi(X) =(%,#200), ) (4),---#n (1))

Im(X) = (4,203, -9 (), #n (1))

Cela pour tout X appartenant a un voisinage ¥ dex". Le probleme de maximisation sous
contrainte se ramene a celui d'une maximisatiome’fonctionF « sans contrainte » définie

par :
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(4.19) F(x) = T, 02(%), -9 (%0), - (1))

En appliguant le théoréme de dérivation en chainabtient (4.20) :
F'(x) = fy (0, 02(%0), .8 (%), O B (4@ 20X, 9 (%)@ Ca ) § R+t
fx, 0 P200), @ (), P Ol -+ & (af204),- 8 0a)iin Ca P Ca)

D’autre part, commE'(XD):Oest la condition nécessaire pour avoir un extremiim,

s’ensuit (4.21) :
f (XD + £, (XG0 +..t i OO0 +4 £ (XL (%)= 0
Soit sous forme matricielle (4.22) :

#5(x0)

f)'(l(xD)+(f)’(2(XD)...f)’(j (X By (X)) #04) |= O

#00)
En réapliquant le théoreme de dérivation en chai{@el8), on trouve :

(G (X + (@)%, (XP200) +-.+ (@, OOTOD+ 4 (@ (XN %)
(913 (XD +(G)s, VB 0D) +oot (@, (XB] (R * o (@l (XN (F)

(Gm)' (XO)+ (G (X200 +-.4 (G, (X () +oot (I y O 1)
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Ce qui s’écrit sous forme matricielle :

(WX @ OO @ O )60 [ (e (XD
@ (XD) - @k (XD (@) OO 856D = (9, (XD
(Im)y (X ol O (g O 1800)) (g (X))

De plus si la matrice des dérivées partielleg;die=1,...m est inversible, il vient :

-1

p00) [ @D @ ) @y O) ][ (@ (XD
00 |=-| @D . @k OO @l OO | @) (XD
#0D) (D - @ OO L @y 0] (e (XD

En reportant dans (4.22), on trouve :
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@0 - - @0 - (@ )] (@), 05

GO0 500 R0 @) - - @O - @k ()| | @)

—~Sr

M 0SB (R OSBRI s M STRICMES

On fait alors apparaitre le multiplicateur en pdsan

@) - - @) - (@K ()

(f{(z(X[)...f)’(j(XEb...f;ﬁ()éjj @0 - - (QX(J-O@ SN YOS RV R I N

@) - @ (X)L (@O

La méthode pour résoudre ce probléme est de dmasidjue les m contraintes
définissent implicitement des variables en fonctautres (sous réserve naturellement

d’avoir n > m).

Interprétation économique

Si on veut aller au-dela de I'aspect purement nma#tigue, il convient de préciser le
sens économique a donner aux multiplicateurs deabag. Ces derniers rendent compte de
« l'intensité de la contrainte » subie au pointrextum. Cette interprétation s’appuie
directement sur le théoreme de I'enveloppe. Cauénoncant que la dérivée du lagrangien
par rapport a un parametre quelconque du modélemasdicateur de la variation de la valeur
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maximale de la fonction objectif lorsque I'on maedite parametre (pour plus de détail voir
Archinard et Guerrien (1992)).

IV. 1.3 Le théoréme de Khun et Tucker dans le cas linéaire

Bien que la méthode de Lagrange soit un instrunyadcieux, elle ne peut
généralement pas s’appliquer directement en écanomii la plupart des problemes
d’optimisation font intervenir des contraintes sdasme d’inégalités. Il est alors souvent
indispensable de recourir au théoreme de Khun ekéruainsi qu’a un artifice : legariables

guadratiques de niveau

Les variables quadratiques de niveau

Considérons une fonction f sujette a des contraidéela formeg; (X) 20(i =1,...,m)

ol X est un n- uplet appartenant & E un ouveRt'tel’idée a la base de la méthode de Khun

et Tucker est d’'introduire une varialzfe, appelée « variable quadratiques de niveau », afin

de modifier les contraintes de telle sorte w@()—ziz = 0.Ce qui en définitif permet de se

ramener a des contraintes sous forme d’égalitdé®ptployer la méthode de Lagrange.

Méthode et multiplicateurs de Lagrange

Dans ces conditions, le lagrangien s’écrit :
i 2
L(X,2) =£(X) + 2 Ai(9i(X) -z{)
i=1
Rappelons que le nombxgreprésente le « multiplicateur de Lagrange ». Derstl,

les points candidats a un extrem¥fetZ sont donnés par les deux équations suivantes :

Ly (x12) =15 (X + T M@ (X =0
i=1

Ly (X, 29 ==2\iz'= 0

1 On limite notre étude au cas linéaire dans la meesul la plupart du temps, le cas non linéaire peuamener
par l'intermédiaire d’'une linéarisation a un asgeaire.
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Conditions d’applications : le théoreme de Khun efTucker
Plusieurs hypotheses, appelées théoréme (ou aumgjitde Khun et Tucker, ont été
implicitement introduites pour résoudre ce programBn premier lieu, les fonctions f (X) et

g (X) ont été supposées dérivables et a dérivédgelies continues au voisinage XE. A

cela s’ajoute une condition de « régularité » sgrdontraintes. Celle- ci exigeant que le rang
de la matrice jacobienne des contraintes satunéesmegj (XD) =0) soit égale au nombre de

ces contraintes.

Si la fonction de Lagrange présente un tel intéiggts cette thése, c’est qu’elle est
étroitement liée a la notion de point selle. Prdassavant d’aborder cette démonstration que
I'on va étre conduit & appréhender le multiplicateamme argument du lagrangien. D’ou les

notations qui vont suivrelyX,A) ». Bien gu’incorrects, cak est un vecteur formé de

nombres et généralement pas de variables, ellsement I'avantage de clarifier 'exposé

sans dénaturer la logique de la démonstration.

Point selle et maximum du lagrangien

On se propose maintenant de prouver qu@(%h[ﬁest un point selle de

L(X,A) (avecX 20,A =2 0) alorsX Pest un vecteur optimum du probléme de maximisation.

Pour ce faire, partons de la définition du poiriesgest-a-dire :
Q) LOGAD sLex A stex By

ouL(X"AH =maxL(X,AD) = n;\in L(X, A5
X

Ceci est équivalent a I'expression suivante :
m . m m
i (X +_glAPgi(><) <f(X) +_§1Ai%i(><9 <f(X ) " LN )

Avecg;(X)=0

En observant qqugi (X)=0et que du fait de la relation d’exclusion ohiDgi (XD) =0, on

peut en déduire a partir de (ii) les inégalitévanies :
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f(X) <f(X) + EAi%i(X) <f(X Y

i=1

Ce qui montre bien entendu qL)éDest la solution du programme d’optimisation

maximisant le lagrangien.

Solutions du lagrangien et point selle
On va a présent faire la démarche inverse et déeronue sketAUsont des

solutions du programme d’optimisation aIO@,)\Eb est un point selle du lagrangien.

Notre objectif est donc d’établir la véracité deégalités suivantes :
LOXAD sLex DAY sLex B3

or siXYetAUsont des solutions du programme d’optimisation detplique, d’apres la

démonstration précédente, que I'on a:

f(X) <f(X) + EAi%i(X) <f(X Y

i=1

Par conséquent la premiere partie de I’inégalitéitl:éx,)\[)sL(XD,)\g est

immédiatement vérifiée.

Il reste & prouver qUe(XD,)\[ﬁsL(XD,)\). La aussi le résultat est immédiat

pUiSqUE\;g; (X*) > Oet)\iDgi (XD) =0, on obtient :
. m m
FOX) + DA (X <F(X Y + X ngi (X
i=1 i=1
: . , : 0 O
Ce qui constitue la preuve que I'on a bierX, )\E} <L(X5 )\q <L(X 5N

lllustration graphique
La représentation ci dessous permet de mieux issunde concept de point selle et de

se rendre compte de son lien intuitif avec la mod@quilibre.
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Figure 4.1- Représentation d’'un point selle

Lagrangien et point selle

Revenons pour finir & des considérations plus gquat et en particulier sur le lien
entre lagrangien et équilibre. On a observé, vianedele de von Neumann, qu’une
croissance équilibrée se caractérise par I'existation point selle. Or, la recherche d'un
maximum d’une fonction soumise a des contraintefoeme d’inégalités — résoluble par le

théoreme de Khun et Tucker — implique I'existentmgboint selle (Hurwicz (1958)).

SECTION IV

Conclusion. Les débats sur la croissance équilibrée

Le theme d’'une « trajectoire d’équilibre » est présdepuis longtemps dans I'analyse
économique sous la forme de discussions sur lengégie croissance. Ces dernieres avaient
trouvé un écho important dans le cadre de la pézatibn :

« Les problémes de croissance représentent psuckEnomistes des pays socialistes
des questions liées aux problemes de la planificathussi, n’est-il pas surprenant qu’au
cours de la toute premiéere étape de la sociététsguwe se soit déroulé un débat théorique
d’'une ampleur considérable portant sur les modatigél'allocation des ressources nationales

a travers la planification en vue de I'industriatisn » (Rosier (1970), p. 608)
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En effet, une controverse intéressante sur cet sujeu lieu en U.R.S.S entre
Préobrajensky et Boukharine. Nous allons, pour lemacur ce chapitre, rappeler la nature de
la polémique.

V. IV. 1 Contexte et Présentation du débat

Au cours des années vingt, le besoin de fondatékeloppement économique de
'U.R.S.S sur lindustrialisation fait I'objet d’'ueonsensus. Toutefois une discorde apparait
concernant le modele de développement a mettre smeceles partisans d’un modele de
développement donnant une priorité absolue a I8trikj s’opposent a ceux qui désirent
suivre un modeéle de « croissance équilibrée » @@sgectueux des intéréts de la paysannerie.
Préobrajensky s’inscrit dans cette premiére teneldacdis que Boukharine s’insére dans la
seconde. Brus (1968) résume ainsi les positiorchdeun :

« Nous avons affaire ici a une étude du méme pmbl vu sous deux angles
différents ; [tandis] que Boukharine s’attache [.ajx problemes de l'allocation, de la
distribution correcte des ressources disponiblesamil social, du maintien de I'équilibre et
donc du développement équilibré des différentesndiras de la production et de la
consommation [...], Préobrajenski met au premier ples problémes de la « montée

abrupte » vers le développement ou le changemaetdlbevét une importance particuliere. »
(p- 78).

Le modele de développement de Préobrajensky

Sa conception du développement se fonde sur « ldeld’accumulation socialiste
primitive », par analogie a I'accumulation capg#i primitive de Marx, gu’il définit comme
« 'accumulation entre les mains de I'Etat de resses matérielles tirées principalement de
sources situées en dehors du complexe de I'écondiiiiat ».
Dans l'esprit de Préobrajensky, au méme titre derploitation capitaliste implique un
échange inégal des quantités de travail, I'accutiomasocialiste s’effectue via de nombreux
investissements industriels dont le financemengexile ne pas respecter un principe
d’équivalence. Un transfert net de ressourcessielitectuer au détriment du secteur agricole,
par divers moyens (impéts, droits de douanes...)s lesecteur étatique afin que celui- ci

puisse acquérir de nombreux éléments matérielsatkiptions :
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« Exactement de la méme facon, 'accumulationadisté au sens véritable du mot,
c’est-a-dire I'accumulation sur la base technicorémmique de I'économie socialiste qui
développe déja tous les traits qui lui sont prometous les avantages qui ne sont propres
gu’a elle, ne peut elle aussi débuter qu’apres’@daenomie soviétique ait dépasse le stade de
'accumulation primitive. De méme qu’'un minimum €e@hiné de moyens préalablement
accumulés sous forme d’éléments matériels de ptimuest nécessaire au fonctionnement
des manufactures et a fortiori des fabriques atilisine technique fondée sur le machinisme,
de méme il faut un certain minimum pour que le clexg de I'économie d’Etat puisse
développer tous ses avantages économiques etsggeiondements techniques nouveaux. »
(Préobrajensky (1920), p. 131).

La conception du développement de Boukharine

A l'opposé de la vision précédemment exposée, aevér celle de Boukharine. Ce
dernier milite en faveur d'une croissance équikbrBour justifier sa position, Boukharine
évoque I'amplification des déséquilibres initiauar ples effets reports. Il préconise, entre
autre, que le développement du secteur industeislenfasse pas au détriment de la croissance
du secteur agricole. Selon lui, toute idée de fiéatoit étre rejetée sous peine d’engendrer
des goulots d’étranglements. L’'argumentaire de Batike est commenté en ces termes par
Bernard Rosier (1970) :

« Le plan doit donc, pour Boukharine, respectepraportionnalité de la division
sociale du travail, et le principe d’équivalencevere d’assurer un équilibre entre branches de
la production et sphéres de I'activité économiguéaus avons donc, avec le courant
d’analyse gu'il représente, une « théorie de I'Bloxg » clairement formulée. » (p. 609).

Brus (1968), qui dresse un constat comparableglest amené a soutenir & propos de
Boukharine :

« Ce qui lui importe avant tout c'est la conseratd’'un certainéquilibre dans le
processus de la croissance, c’est-a-dire de céaghéorie économique d’aujourd’hui désigne

sous le nom de « balanced growth » » (p. 76).
Pour pouvoir étre équilibrée, la croissance @bie identique dans I'ensemble des

secteurs. Afin que cela soit le cas, les décistbimyestissements sont strictement encadrées

par I'Etat. A ce titre, et sans entrer plus awdanis le détail de I'argumentaire de Boukharine,
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il est déja intéressant pour notre étude de renearque le choix d’une croissance équilibrée
améne a mettre en avant les bienfaits des rigiditésschman (1958) évoque ce point :

« C'est, en effet, sur la théorie de la croissadaailibrée qu’on s’appuie d’ordinaire
pour justifier la centralisation et la coordinatipar I'Etat du processus de développement.
[...]. La production doit étre intégrée et planifiae’échelon central comme s'’il s’agissait

d’un « trust » unique [...] » (p. 70).

Le débat sur le régime de croissance ne se cantpas aux polémiques des années

vingt. Il s’étend, certes de maniére plus ambig@lie, période de I'aprés guerre.

V. IV. 2 Les extensions récentes du débat

A la controverse précédente a succédé principalemee série de fables (Solow
(1956), Phelps (1961),...), caractérisée par un $ranathématique destiné a masquer les
difficultés d’agrégation et la mise en scene dndividu unique censé étre représentatif. Au
premier abord, il est donc bien délicat d’étabhietfiliation claire entre le passionnant débat
passé et les histoires actuelles montées de todte.Malgré tout, en prétant bien attention,
on peut percevoir que les clivages des années vagjent d’actualité. La thése de la
croissance équilibrée, basée sur des conditionptidialité, exerce encore un attrait
indéniable :

« The search for a principle from which an "optihrate of economic growth can be

deduced holds great fascination to economists.oopikhans (1963), p. 1)

Ainsi Samuelson (1975) explique de la fagcon suwdes aboutissants de son modele
le plus raffiné:

« By contrast, the present analysis, which takes account differentiated periods of
life, work and retirement, and also investmentapital goods, derives the conditions for an
optimum intermediate population growth rate andvps)y as a serendipity theorem, that under
laissez faire private savings would just sufficestgport this growth-rate state if biological

cultural factors happened to mandate it. » (p. 501)
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On retrouve ici I'idée de compatibilité sur lageefie fonde les modeles de croissance
équilibrée. Dans une logique similaire, la présegoad’'Uzawa (1963) insiste également sur
I'idée d’'une adéquation :

« The rate of interest, on the other hand, is datexd at the level which equates the
value, at the current market price, of newly-pragticapital goods to the amount of savings

forthcoming at the level of the rate of interes{p»105).

Néanmoins, un certain nombre d’'auteurs ne s’appys@s sur le concept d’agent
représentatif, ce qui leur permet d’entretenir dissussions beaucoup plus prolifiques. Tel
est notamment le cas de Hirschman (1964) puis Ro&t863) concernant les détracteurs de
la thése de la croissance équilibrée et de Myrtia63), Harrod (1955) ainsi que Lewis

(1971) concernant ses partisans.

La critique de Hirschman et Rostow

Le reproche central que formule Hirschman, a I'eni@de la théorie de la croissance
équilibrée, tient & la somme colossale de savaire fentrepreneurials et administratifs qui
sont nécessaires pour faire croitre les secteufgamomie a un rythme homothétique. Une
telle mise en ceuvre de savoir est, d’aprés lupnatible avec la situation des pays sous-
développés :

« on attend qu’elle [la population] engendre dgsitudes en matiere d’entreprise et
d’administration qui seraient nécessaires pour danen méme temps toute une série
d’'industries absorbant mutuellement leur productioBar c’est naturellement la mon
principal grief contre la théorie de la croissaggeilibrée : son application exige une énorme
somme de ces aptitudes que nous avons reconnuesectr®@s rares dans les pays sous-

développés. » (p. 68-69).

De plus, si la théorie de la croissance équililp@e du sentiment honorable de ne pas
vouloir engendrer des inégalités ; elle introdtoyjours d’apres Hirschman, pour cela des
colts sociaux insupportables - a travers l'intetioenétatique qu’elle implique - pour des
pays en développement:

« On a généralement plaidé pour I'extension dspansabilités de I'Etat en matiére
économique, non pour donner davantage d'impulsiodéveloppement en additionnant tous
les gains, mais pour introduire certains colts aocidans les calculs économiques et

tempérer ainsi le caractere impitoyable et destiuctdu développement capitaliste. Les
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partisans de cette politique pensaient sans dautlevglait la peine de sacrifier un peu de la
rapidité du processus de destruction créatricgl gitait le moyen d’en atténuer les ravages sur
les valeurs matérielles, culturelles et spiritiell&€t, de I'aveu général, un des grands
obstacles a la rapide industrialisation des pays-sdéveloppés actuels consiste précisément
en ce qu’ils ne sont pas préts a supporter lessceditiaux qui ont été liés de facon si
spectaculaire au processus dans I'Europe occigedés débuts du XiXsiécle. Ils forcent
leur jeune classe d’entrepreneurs (aussi bien guies lcontribuables en général) a prendre a
leur compte une bonne part de ces codts, par leemojun systeme de sécurité sociale
perfectionné, de la fixation d’'un salaire minimudiune Iégislation sur les conventions
collectives, d’'une politique de logement a loyedui¢ et d’autres mesures « sociales »
analogues. » (p. 72).

Ces arguments en faveur d’un régime de croissdéséquilibrée trouvent, semble t-
il, une accréditation historique lorsque Rostow ligxje la phase de « démarrage » de la
croissance grace a des affectations prioritaieeedsources :

« La ou il existent des données sur le niveaa structure de la formation du capital
dans les sociétés qui n’ont pas encore démarr@usst dans celles qui commencent a le faire
-, il apparait a I'évidence qu’une proportion tédesvée des investissements globaux doit étre
affectée aux transports et a d’autres dépensefsastructure. » (p. 44).

La position de Myrdal

L’argumentaire qu’emploie Myrdal est littéralementopposé de celui d’Hirschman.
Il estime, au contraire, que les pays sous-dévé®ppnt hérité d'une importante
administration leur permettant de mettre en apglioa une politique de croissance
équilibrée :

« Comme beaucoup d’entre eux étaient maintenysipeu de temps encore sous le
régime colonial, ils ont hérité en grande partgribrigadement, la routine administrative et la
bureaucratie mesquine, grace auxquels les puissamegropolitaines gouvernaient les
peuples étrangers de statut inférieur. lls ont edgaht tous utilisé leur breve période

d’'indépendance pour augmenter considérablemerntha@ses administratives. » (p. 24).

La planification lui apparait alors comme une dbad au développement et a la mise

en place d’'un régime de croissance équilibrée :
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« Les économistes sont aujourd’hui généralemetisique les pays sous- développés
ont encore plus besoin de planification et d’'inteions étatiques s'ils veulent avoir une
chance quelconque de donner naissance a un dégelepp économique, alors qu'ils se
trouvent dans des conditions bien plus difficilese qcelles qu’affrontérent les pays

actuellement développés. » (p. 24-25).

L’'opinion de Harrod

L’article de Harrod fournit, pour sa part, une dijen au second argument de
Hirschman a propos du caractére insoutenable d&s sociaux dans une économie sous-
développée.
Dans une pure logique keynésienne, Harrod insiste 'emportance de la demande
gu’anticipent les entrepreneurs dans leur décidimvestir :

« Tous les producteurs sont influencés a un hagtél et méme ceux qui attachent
une importance a leurs possibilités financieres ndoment, par les variations de leurs

estimations concernant la demande future. » (p) 361

A cet égard, les politiques redistributives —egllque les a évoquées Hirschman —
apparaissent comme bénéfiques puisqu’elles augmtdeteevenu de ceux dont la propension
a consommer est la plus importante. Elles sontsadorl’'origine d'un cercle cumulatif
autoentretenu d’investissements. Mais égalemens Bavocabulaire utilisé par Harrod, cela
permet d’abaisser le « taux justifié de croissandont la variation dépend du ratio épargne
sur investissement courant) en dessous du « tauxeha (qui correspond a un taux moyen
au cours d’'une période) créant ainsi les condit@inee croissance pérenne :

« Une croissance continue ne peut étre assuréai guveau ou au- dessus du taux
justifié ; sinon nous assisterions a un mouvememtrfuge de dépression. Si le systeme
économique a un taux justifié substantiellemens glevé que le taux naturel, il sera soumis a

des dépressions répétées [...] » (p. 363).

La thése de Lewis

Enfin, mentionnons le travail de Lewis. Ce dernieoit en la nécessité dinvestir
massivement dans I'ensemble des secteurs afinaque ci se développent a un rythme a peu
prés équivalent. Pour se justifier, il met en avientaractere interdépendant de I'activité

économique :
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« Méme si elle n’a pas une tendance chroniqueufrsod’une insuffisance de la
demande marginale, et méme si elle est favoralti@riovation et a la concurrence sur le
marché intérieur, I'économie a encore un autreambsta franchir : il faut en effet que les
divers secteurs se développent dans un juste lgguiBs uns par rapport aux autres, sinon ils
ne peuvent pas se développer du tout. Supposonsexamnple que des innovations
considérables interviennent dans le secteur agrigalduisant des denrées alimentaires pour
le marché intérieur. Le résultat en sera un surgiuslenrées alimentaires a vendre dans les
villes, ou un excédent de main d’ceuvre agricoledtant a s’employer dans des activités non
agricoles, ou une combinaison quelconque des dgiuglle progresse en méme temps et au
méme rythme, l'industrie manufacturiére pourra absoa la fois I'excédent de produits et
celui de main d’ceuvre. » (p. 287)

Si a ce stade I'argument est plutdt usuel, I'orddjté de Lewis réside dans le fait qu'il
ne lie pas la mise en place d’'un régime de crosauilibrée avec linstauration d’un
systeme totalement planifié. La planification pseitcontenter d’étre partielle :

« En gros, le reproche a un systeme de planificatentrale détaillée est qu'il est
antidémocratique, bureaucratique, rigide, et stujpeaucoup d’erreurs et de confusion. C’est
aussi qu’il est inutile. Il y a beaucoup plus aedén faveur de la planification fragmentaire ;
c'est-a-dire qu'il est préférable de se limiter aelgues objets sur lesquels il est
particulierement souhaité d'agir — niveau des etgtioms, formation du capital, de la
production industrielle, de la production alimergai, et de laisser tout le reste de I'économie

s’adapter toute seule a I'offre et a la demande. 897)

Son analyse va jusqu’'a préciser les conditionsxett@ce d’'une planification
fragmentaire. Celle- ci doit s’exercer lorsque ééfets sociaux des mécanismes de marché ne
sont plus acceptables et quand la loi de I'offrdaetlemande n’arrive pas a équilibrer le
marché :

« Un certain degré de planification reste nécesspuisque les résultats de la loi de
I'offre et de la demande ne sont pas toujours detdgs sur le plan social [...]

La planification fragmentaire est tres nécessaimesdes secteurs ou l'offre et la demande ne

s’équilibrent pas aux prix en cours. » (p. 397)
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Commentaire

Comme nous serons amenés a le constater despitreihd, la « loi de 'offre et de la
demande » n’équilibre quasiment jamais spontanéhesnmarchés. Un degré tres élevé de
planification est un élément indispensable pourfaiee. Ceci étant la conséquence des
théoremes, tel celui de Sonnenschein, des anneemssdix, reposant sur les phénomeénes
d’interactions des marchés.
Par conséquent, notre démarche s’inscrit dansdeeaes régimes de croissances équilibrées

basés sur la planification.
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Conclusion de la premiere partie

Au cours de cette premiére partie, nous avons datord été amenés a relever
guelques grandes caractéristiques afin de circwadarnotion d’équilibre. Toutefois selon la
maniére dont les auteurs agencent ces caractéastigntre elles, la notion d’équilibre induit
des représentations de I'’économie totalement difiyss. C’est la raison pour laquelle on a
successivement examiné I'équilibre, en tant quatdoie d’'un processus (modéle d’équilibre
général), en tant qu'ensemble d'accords finals @hesl de marchandages) et comme
trajectoire (modéles de von Neumann et de croigséquilibrée).

Bien que possédant des structures différentes,troés modéles sont étroitement
corrélés. Ainsi, les équilibres concurrentiels pntvse confondre avec les allocations du
cceur tandis que le modéle d’équilibre général ptésene analogie formelle avec le modéle

de von Neumann.

Pourtant, la théorie de I'équilibre général esbimtestablement la plus adaptée pour
mener une analyse en termes d’équilibre.

Ceci s’explique, d’'une part, par I'absence de @ixsein des modéles de marchandages qui
sont amenés a privilégier les rapports de forces.c€ite perception est loin d'étre la plus
aisée pour établir a coup s0r I'existence d’un idapei. D’autre part, la prédominance de la
théorie de I'équilibre général a intégrer la not@équilibre s’explique par le caractere limité
du modéle de von Neumann. Celui- ci se proposeuenignt d’étudier un processus de
production et n’a pas pour prétention de constituer véritable théorie alternative. On peut
méme soutenir qu’il est susceptible de s’'incorpoeertant que conception de la croissance,
au sein du modele d'équilibre général. C’est upmion similaire que défend Weintraub
(1980), lorsqu’il affirme concernant la filiatiomee la contribution de Von Neumann et le
modele d’équilibre général :

« L'article établit sous une forme compréhensilde principales questions de la
théorie de I'équilibre général sans aucun sacrifleerigueur au profit de l'intuition. [...].
L'utilisation d’argumentations fondées sur les peifixes laisse présager une littérature qui
naitra vingt ans plus tard. La compréhension dugeuexiste entre les instruments et le

mode de raisonnement a donné le ton a des analgédgsures. » (p. 22).
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Pour les motifs cités ci- dessus, on va dans leSepaqui vont suivre uniqguement
retenir le cadre institutionnel sous- jacent ahi@otie de I'équilibre général, tel que Debreu

(1959) le présente, ainsi que la notion d’équilipoé en découle.
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DEUXIEME PARTIE

Examen des principales difficultés théoriques liées
I'usage de la notion d’équilibre
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Le modele d’équilibre général concurrentiel congtiiésormais notre cadre institutionnel
de référence. La notion d’équilibre qui lui estaasée est celle de point fixe. Ce qui est
équivalent au fait que la demande nette de chag@et a’annule sur tous les marchés.

Pourtant, bien que la théorie de I'équilibre géhgodt la plus apte a appréhender la notion
d’équilibre, 'usage de celle- ci n'est pas sansquales difficultés. Ces derniéres concernent
les points suivants :

- I'abondance ainsi que les caractéristiques desiléms
- larecherche de processus permettant d’atteindétaird’équilibre

- la mise en rapport du temps et de l'incertitudecdaenotion d’équilibre

Pour tenter d’y voir plus clair et d’apporter dedusions, cette seconde partie se propose
d’aborder tour a tour ces différents problemesravdrs cet examemotre propos est de
démontrer que le modele d’équilibre général concumntiel offre une base théorique plus
adaptée a I'élaboration d’'un systeme de planificatin plutét qu’'a la compréhension des

économies de marchés.

Plan de la ™ Partie

Afin d’effectuer cette démonstration, cette secopaie se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre, intitulé Rropriétés et sélection des équilibres traite des

problémes liés aux caractéristiques et a l'unidésé équilibres.

Le second chapitre,« Stabilité des processus s'intéresse a la question de la
convergence des trajectoires. A cette fin, le tdéoment walrasien, le tatonnement en quantité

et la méthode de Newton sont successivement examiné
Pour finir le dernier chapitre de cette partie, elpp« Temps et amplification des

déséquilibres. Le principe d’entropige a principalement pour vocation d’étudier laspren

compte d’'une dimension temporelle par la notiomdikbre.
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CHAPITRE V

Propriétés et seélection des equilibres

Au fil de la partie précédente, nous avons cheeclpgéciser le contenu de la notion
d’équilibre. Mais rien, jusqu’ici, ne permet de smir qu’il s’agit d’'une situation
particulierement souhaitable.

Il est donc indispensable de préciser les conditiens lesquelles un équilibre a des vertus
qui en font une situation a établir. Autrement ditonvient de prouver qu’'un équilibre est
susceptible d'étre le « meilleur » état possiblerpg&conomie. Evidemment, une partie du
débat porte sur le critére qui définit le « meitlétat possible ».

SECTION |

Les théoremes de I’économie du bien-étre

Si les analyses en termes d’équilibres sont auttiigées, ceci est di aux théoremes
de I'économie du bien- étre. Ces derniers sonptemiéres et uniques preuves d’existence
d’'un lien entre un concept d’équilibre et un cetgrhilosophique caractérisant une situation

idéale.

V.l.1 Equilibre et optimum de Pareto

Les théoremes de I'économie du bien- étre ont peagation de donner une
consistance philosophique au concept d’équilibtes Précisément, ils prouvent que tout

équilibre général concurrentiel est un optimum deep. Et inversement.
Rappel sur 'optimum de Pareto

Rappelons qu’un état de I'économie estoptimum de Paretg'il est réalisable et s'il

n'est plus possible d'accroitreutilité d’un ou plusieurs agents sans dégrader celle diun
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plusieurs autres. Pour sa part, un état réalisabledéfinit comme une distribution de

'ensemble du stock de ressources d’une éconontie ks ménages.

Il existe dans une économie donnée une infinitgtitisa de Pareto qui dépendent de

la maniere dont sont partagées les ressources.

Optimum et interprétation des hypotheses : le casedla survie du consommateur

Durant le chapitre Il, on a recensé I'ensemble ldgmothéses faites par Debreu pour
démontrer I'existence d’'un équilibre général conentiel. Parmi elles, la «survie du
consommateur ». La plupart du temps cette hypothasse inapergue. On peut conjecturer
gue cela est d( a la difficulté de I'interprétendpmans (1970) est I'un des rares auteurs a en
proposer une signification réaliste :

« On ferait une hypothése plus réali$te], en reconnaissant I'existence de transferts
de revenu par I'impots et la sécurité sociale, retclkerchant les conditions, en y incluant
impots et prestations sociales, qui assurent leiesgeénérale dans un état d’équilibre. » (p.
62).

D’aprés nous, la notion d'optimum de Pareto estonmgatible avec ce genre
d’interprétation puisqu’elle interdit toute redibtition des richesses. Du reste, Koopmans le
percoit puisqu’il propose quelques lignes plus loas autre version :

« Le plan que fait chaque consommateur, en répansgy/steme des prix, comprend
une spécification de sa durée de vie compatible @es ressources présentes, sa capacité
d’effectuer un travail rémunérateur et d’autregeass du plan de vie. Les postulats doivent
simplement assurer la survie de chaque consommaitennoins dans la premiere période ; le
montant et la distribution initiale des ressoureegsapacités dans la population déterminent
I'étendue et le délai, s'il y a lieu, de la mort franition. » (p. 62).

On voit clairement, dans cette illustration, quaddion d’optimum limite et influence

le sens que I'on peut donner aux hypothéses du leodé

V.I.2 Démonstration

On va effectuer la preuve des deux théorémes der@mie du bien- étre. Si ces
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derniers ont connu un tel succes c’est qu’ils solatfois simples et généraux.

Premier théoréme et principales hypothéeses

Le premier théoreme énonce que tout équilibre gérmé@ncurrentiel est un optimum
de Pareto. Sa formulation méme, et en particulieeférence au régime concurrentiel, invite
a considérer qu'il prend place dans une économitylel « Arrow- Debreu ». En outre, les
agents doivent avoir un comportement price takénsnesystéme complet de marchés doit
exister. Naturellement, un cadre institutionnel pgda avec un commissaire priseur, est
nécessaire pour que ces deux hypotheses soieffie@griA cela, il convient d’ajouter la

propriété de monotonie des préférences pour étreesuire de réaliser la démonstration.

Preuve

La preuve se réalise par l'absurde. Considéronsx détats de I'économie
Q:{Ql,...,q %} et E:{El,...,Ej En} ou Q et g représentent respectivement un
panier de biens quelconque et le panier de biatiéquilibre » attribué auj —iememénage.

. . m m
On suppute que tous deux sont des états « ré@ssalt’'est-a-dire tel qué Q= > E =S
=1 =1

ou S est le stock de ressources disponibles déosnomie.

Supposons qu’un équilibre général concurrentieeEeit pas un optimum de Pareto.
Cela signifie qu’au moins un agent tire une utilg@périeure d’'un autre état de I'’économie,
tandis que les autres ont également une utilitérseyre ou sont indifférents. Si on suppose,

par exemple, que l'agent 1 tire une plus grandi@éutiu panier de bien§; par rapport a
celui dont il bénéficie a I'équilibre, on &J{Q;)> U(E;). Pour les j-1 autres agents on

obtient :Uj_l(Qj_l) = Uj—l (Ej—l ) .

Or, au prix d’équilibre P les agents n’'ont pas accés au panier Q (autreitsent
'auraient acquis). L’hypothése de monotonie de&fgrences permet d’affirmer que I'on a

alors :

Fe [0, > R0 ainsi queR: [Qj 2 REUE;.
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m m
En additionnant les inégalités, il s’ensuit qég (D Qj)> R OC. = . Ce qui est
= =l

m m
contraire au fait qu@’ Q= > E; =S. Par conséquent, il ne peut pas exister d'étateQ d
j=1 =

I'économie préféré au sens de Pareto a I'état Elebaier est obligatoirement un optimum.

Le second théoreme
Le second théoreme de I'économie du bien- étrplastdélicat a prouver. Il établit un

lien entre optimum de Pareto et équilibre généraktarrentiel.

Nous voulons d’emblée souligner son extréme impoggoour un theme comme la
planification. La recherche d’'un équilibre, et loix d’'un processus pour I'atteindre, ne sont
souvent pas des choses aisées. Or, d'aprés ceedmuxhéoréme, il suffit d’avoir une
répartition des ressources Pareto optimale pownabéquilibre recherché. Le probléme se
trouve déplacé et simplifié. Il est d’ailleurs ireésant de remarquer que ces théoremes ont été
établis par Lange, un fervent partisan de la pieatibn et cela avant méme la premiere

preuve d’existence d’'un équilibre général concuregn

Hypotheses et démonstration

Les hypothéses nécessaires a cette seconde démtionsteprennent celles du premier
théoréme. On y introduit en plus la convexité dasrises d’'indifférences et des ensembles de
production.

Pour commencer, considérons I@Q:{QECF @ (ﬂ} que I'on suppose étre

un optimum de Pareto. Ceci implique que les tausginaux de substitution soient les mémes
pour tous les agents (condition d’optimalité dunpiexr ordre dérivant de la convexité des

courbes d’indifférences). En d’autres termes, pi@s consommateurs i et j ainsi que des

Y U: )
biens h et | quelconques, on éu')h = ( J)r,] :
U (Uj)

Afin de s’assurer que les taux marginaux de suligtits soient définis positifs on mobilise
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I'hypothése supplémentaire selon laquelle toudiess sont « désirables.»

A présent, associons a chaque bien un prix de gadd’on puisse former un vecteur
prix tel que P:{ Py ﬁ} Il découle de I'égalité des taux marginaux dessitition

gue le prix du bien I, par exemple, est définit par

o Wb [(u),
o Uy DT () &4

Il est possible de procéder ainsi pour tous lesndhieOn en déduit par
(Ujh
(Uja

Il en résulte que I'ensemble des ménages égalisetaax marginal de substitution aux

exemple p, = pp

(5.2)

rapports des prix, quelque soit le bien considée2qui est la condition pour qu@Dsoit un
équilibre pour le vecteur prix P.

(Ujh
En effet, (5.1) et (5.2) implique queﬂ = (Uj)"a

a

(U ou ce qui est

(Ui

U' I
équivalent P ﬂ .
pa (Uj)a
V.1.3 Portée des théoremes

Ces démonstrations ont été formulées des 1942t anéme la premiére preuve
d’existence d’'un équilibre général concurrentied. fait qu’Oskar Lang, un fervent partisan
d’'une forme de planification, soit a I'origine descthéoremes est symptomatique de l'intérét
gue les économistes de I'ex union soviétique ohis ménéralement, porté aux notions

d’optimums.

! Autrement dit, on estime que les courbes d'indéffices sont de type « hyperbolique », c’est-a-chirevexes
mais également asymptotes aux axes et dérivablg sur
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Planification et optimum

Si on se référe a Novozilov (1972), il ne fait pdes doute qu’'une théorie de la
planification doit étre basée sur celle de I'optimu

« La planification socialiste est notoirement féadur la connaissance et I'application
des lois économiques. Puisque le principe de hopth s’étend a I'application des lois en
vigueur dans le socialisme, la théorie de la pieatifon doit étre, essentiellement, une théorie

de la planification optimale. » (p. 47).

On trouve chez Kantorovitch (1963) une positionl@mae :

« la société socialiste, dans son ensemble comme lda secteurs particuliers, autorise, par
sa nature méme, l'utilisation la plus rationnellesdressources de production pour la
satisfaction des besoins de la société. C’est pmilg plan optimal est une réalité essentielle
pour chaque secteur de production socialiste et p@uproduction socialiste dans son
ensembld...] » (p. 267)

L’enthousiasme pour les optimums s’explique partéehiniques de programmations
mathématiques qu’'ils permettent de mobiliser (voivapitre 1V). Ces dernieres, selon
Kantorovitch etal (1979), présentent I'atout de pouvoir simultanénprendre en compte la
diversité des criteres économiques, l'aspect condes projets ainsi que I'évolution des
techniques :

« Les modéles mathématiques d’optimisation somtcpastruction, aptes a prendre en
compte les exigences qu’'impose la nature socialisterelations de production. lls permettent
d’utiliser les critéres généraux de maximisationl’dficacité économique, de minimisation
des codts, de maximisation de la croissance, jasgniveau des décisions relatives a des
projets concretd....]. En outre, pour la gestion de I'économie, les mé#s d’optimisations
sont un instrument puissant de mise en pratiqueaig®conomiques. De plus I'utilisation
des méthodes informatiques pour les calculs d’dp#tion permet d’associer les avantages
du systéme économique socialiste et les acquisities plus récentes de la révolution

scientifique et de la technique. » (p. 1054).
Pourtant, les théoremes de I'’économie du bien- &gpt & mettre en relation avec le

cadre institutionnel retenu. lls prennent placesdane société bien différente de celle que

I’on connait.
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Un monde néoclassique

Les résultats énoncés précédemment sont valabéedans la mesure ou I'on se situe
dans un univers néoclassique. On est contrainbdsiadérer I'existence d’un systeme complet
de marchés, une économie semi- centralisée so@égélfhonie d’'un commissaire priseur, un
horizon temporel fini... (pour tous les détails, g#erer au chapitre 1l). A cela s’ajoutent
d’autres difficultés purement techniques liées amabilisation de certaines catégories
d’hypothéses pour permettre une formalisation. éx&mple, la convexité des ensembles de
production exclut les rendements d’échelles croissaQue deviennent exactement les

théoremes de I'’économie du bien étre dans cettiéggcwation ?

Les réponses apportées dans les ouvrages avancés

Les économistes, du moins ceux qui ce sont intéseas probléme de la planification,
ont cherché a alléger les hypotheses des théoréMajritairement, deux directions ont été
suivies. La premiére piste a consisté a les géséran horizon temporel infini (Malinvaud
(1953), Debreu (1954)). Plus récemment, la secowgie poursuivie a été de lever
I’hypothese d’'un systeme complet de marchés. Euntia termes, on a cherché a valider les

deux théorémes en présence d’équilibres temporaires

L’applicabilité ?

Au final, les réponses partielles apportées renddlds applicables les théoremes de
’économie du bien- étre ? Il est possible, a plus titre, d’en douter. L'existence d’un
systeme complet de marchés et un horizon de tdmipg’étant pas, d'un point de vue
institutionnel, les seuls obstacles a surmontaedte a donner une interprétation moralement
plus satisfaisante a I’hypothese de survie, a Ilgehypotheses de convexités...

Combien méme il serait possible d’alléger suffisamtries hypothéses des théoremes, on ne
pourrait en faire que des usages restreints. B, éff critere de Pareto n’entrainant aucune
redistribution, il pérennise les inégalités. Dagss pays en développement, ces derniéres sont
loin d’étre liées a une différence d’ardeur adahie (corruption...). Elles ne peuvent pas se
justifier méme si I'on adopte la vision des néosigses. L'optimum de Pareto servirait alors

uniquement a planifier dans les quelques pays dppés.

Bien que ce concept fournisse un critere permetlansoutenir qu’un équilibre est une

situation souhaitable a atteindre, il s’avere ifisainment restrictif. Plusieurs équilibres

peuvent les satisfaire. La situation est méme d&€lgate en ce qui concerne le modele
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d’équilibre général puisque tout équilibre concaotie répond au critere de Pareto. Comment

alors sélectionner un équilibre parmi tous ceuxsatisfont le critere retenu ?

Conclusion

On peut tout d’abord laisser le processus sélentior« naturellement » un équilibre.
Evidemment, cela suppose de s’'assurer qu'il safilst Toutefois, cette méthode posséde une
part importante d'indétermination puisque I'étuceld stabilité ne renseigne pas précisément

sur I'équilibre qui sera atteint.

En second lieu, on peut essayer de mettre au pairteuxieme critére de sélection ou

bien encore affiner celui existant.

Une derniere méthode consiste a s’interroger suigihe de la multiplicité des équilibres.
Celle- ci est souvent due a la diversité des comjes et des anticipations des agents. Des
lors, il convient — par des méthodes appropriéede-les orienter dans le sens voulu de
maniere a rendre I'équilibre unique. C’est ceteu’on suivit la majorité des auteurs néo-

classiques et que I'on développe.

SECTION II
L’unicité de I'équilibre
Les hypotheéses les plus souvent utilisées, pathiesriciens néo- classiques, pour
démontrer l'unicité de I'équilibre sont celles de dubstituabilité brute et de la domination

diagonale.

V.ll.1 Substituabilité brute et domination diagonale

On commence ici par I'étude de la substituabilitétd qui trouve son origine dans le

travail de Wald (1936) avant d’étre généraliséesdas années cinquante.

Présentation

Soit deux biens distincts quelconques i et j. Onalie ces deux biens sont des

123



substituts bruts en P sil'on a:

(= )bj (P)> C aveci # |

Ceci signifie qu’'une légere variation du prix deiij entraine une variation dans le
méme sens de la demande nette du bien i. Pluslgiobat, on dit qu'il y a substituabilité
brute en P pour tous les biens de I'économie, geisx & deux, si ces derniers sont tous des

substituts bruts en P.

Cette hypothése a plusieurs implications qui provént du fait qu’en présence d’une
substituabilité brute et de fonctions de demandwadomogenes de degré zéro, on a d’aprés
n
la formule d’Euler Pj (= LJ_ (P)= C. Il en découle que s'il y a substituabilité bre
=l
P£0:
- Tous les éléments du vecteur- prix doivent étrectstnent positifs. Ce qui exclut la

présence de marchandises gratuites correspondanéguilibre de la forme(P)< 0.

- Alors(e )bi (P)< Cdi.

Maintenant que I'on a énoncé ces deux propriétasesi en mesure de démontrer la
principale caractéristique de I'hypothese de stumilité brute. A savoir qu'elle assure

I'unicité de I'équilibre.

Equilibre et unicité : les conséquences de I'hypo#se de substituabilité brute

Pour commencer, considérons deux biens k et i.r€@aipr ayant pour particularité de
subir la hausse de prix le plus faible de I'écor®iorsque I'on passe d’un vecteur- prix P' a
P. En d’autres termes, on a :

(5.3) p—f‘sﬂ aveci=1,...,n
Pk

.

SiI'on posePk =t on obtient :

Pk
(5.4) p;j=tly aveci=1,...,n
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Dans un second temps, considérons un veBfeu(p;,td ..., ..., tg . Celui- ci ne
se distingue deP = (tg,,td ,.... [k ,....tR que par son premier élément. Etant donné (5.4) et
la propriété de substituabilité brufe, )'pl > 0 qui assure que la fonctiop est croissante par

rapport a son premier argument, on peut écrire :

(5.5) &(R)= & (P

Suivant la méme logique, on établit un vecteurx Bsi= (p;,p .tz ...,k ... tp . Ce
dernier ne se différencie 8gque par son second élément. Pour des motifs sigslgue ceux

exposeés précédemment, on a :

(5.6) e ()= 4§ (P

En conservant le méme procédé, il est possiblerékr cine chaine de prix reliant le

vecteur tP' a P tel que :

G.7) ePzgB1r .2 P33 e P e (U

En raison de [I'homogénéité de degré zéro des dessandettes, les
vecteursy (tP )ete, (P )sont équivalents. De plus si I'un des élémentsveeteurs P et P' ne
sont pas proportionnels, nous obtenons une inégslicte de sorte que :

(5.8) e (P)> & (P

L'unicité de I'équilibre dérive immédiatement dettee démonstration. En effet,
'équilibre général assurant simultanément I'antiofade la demande nette pour tous les

marcheés, on doit avoir si P' est le vecteur d'éongl:e, (P )= 0. Tout autre vecteur- prix que

P', non défini a une homothétie pres, ne peutuétréquilibre étant donné (5.7).

Pour terminer, remarquons également que I'hypotbesmibstituabilité brute assure la
stabilité globale de I'équilibre général. C’estua point remarquable mais sur lequel nous
n’insisterons pas puisqu’il sort largement de nataglre d’analyse (voir Arrow, Block et
Hurwicz (1958)).
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Les fondements de la substituabilité brute

L’idée sous- jacente a I'hypothése de substitugbitirute est que «l'effet prix »
préedomine sur « I'effet revenu ». Par conséquemindues agents voient le prix d'un bien
augmenter, ils lui substituent d’autres biens. @rtient pas compte du fait que la hausse du
prix d’un bien est synonyme pour les détenteursetigi- ci d’une élévation de leurs revehus
Pour justifier cela, les auteurs néo- classiquedtent en avant le role joué par les conjectures
des agents. Ces derniers seraient plus sensibl@se dhausse du prix plutdt qu'a une
augmentation de leurs revenus. La question quivietet est de savoir pourquoi les agents ont

de telles conjectures qui apparaissent contrdaeaationalité » ?

En fait, il n'y a pas vraiment de réponse a cefteriogation. L’hypothese de
substituabilité brute ne repose sur aucun fondenmestitutionnel et s’avére largement
dépourvue de justification théorique. C’est pourguodutdt que de recourir directement a

cette hypothese, de nombreux théoriciens préférdiser celle de « domination diagonale ».

La domination diagonale
On estime qu’il y a « domination diagonale » loesda demande nette d’'un bien
guelconque est plus sensible a la variation depsopre prix plutét qu’a la somme des effets
provenant des variations du prix de tous les aubiess. Il s’ensuit que la domination
diagonale en P implique :
@ (s )bi (P)< Caveci=1,...,n

® |E (P)\>Ej (¢}, (P aveczietj<n

Substituabilité brute et domination diagonale

En fait, la domination diagonale est une conséqeete la substituabilité brute.
Comme le note Hahn (1982) :

«il n'y a pas d’exemple dans la littérature sg fonctions d'utilité et de production
qui entraine la domination diagonale, en dehoen entendu du cas ou il y a substituabilité

brute ».

1 On le voit nettement dans le fait que la subshiiité brute implique une élasticité directe delamande nette
inférieure a -1.
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En effet, il est toujours possible d’écrire la fade d’Euler, pour des biens k et h,

sous la forme :
(5.9) pk(&p, (P —th (&) P
z

D’aprés I'hypothése de substituabilité br(ﬁ@)]oh (P)> 0. Comme py, > 0quel que

soit h, il en découle que le membre de droite élguation est négatif. Pour que I'égalité soit

vérifiee, on doit absolument avajey, )’pk (P)< Q(propriéte (a)).

De plus, en prenant (5.9) sous forme de valeurlabset en supposant quegst la

plus grande composante de P (Oc<m) :

(5.10) | pi (g }, (P)= % m (e), (P)avech#i
En posantj=h
(5.11) ‘pi (] Li (P){ = % R (paj (P)avec j# i
1=

Si on enléve le n- ieme terme intervenant dansolfame de droite de (5.11) et en
observant que les dérivées partielles des demametéss par rapport au prix sont positifs
(hypothése de substituabilité brute), on abouti @ropriété (b) (les prix étant strictement
positifs).

Les démonstrations des propriétés (a) et (b) oressité de faire appel a ’hypothése
de substituabilité brute. On en déduit que la datndm diagonale a les mémes propriétés que
la substituabilité brute. Autrement dit, s’il y ardination diagonale en P, I'équilibre général

est unique.

Conclusion

Les hypothéses de substituabilité brute et de datioim diagonale ont le méme
inconveénient : elles portent sur les fonctions dmadndes nettes. On verra au chapitre suivant
toute la difficulté pour définir ces fonctions erépence d’incertitude. Plus généralement, les

fonctions de demandes nettes posent des problegesjue I'on désire spécifier leurs
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propriétés. D'apres les souvenirs de Werner Hildamd (1983), c’est aussi le constat que
dressait Debreu :

« De fait, dans I&héorie de la valeyrles problémes de l'unicité et de la stabilité ne
font 'objet que d’'une simple note de bas de pagestatique comparative, quant a elle, n'est
méme pas mentionnée. De ma premiere conversaties Bebreu (a un moment ou
j'exprimai, trés naivement, le désir de travailkmr ces problemes), je retiens gu'il était
toujours convaincu que les fondements microéconoesiqne fournissent pas une structure
suffisante pour les demandes nettes totales, gssgyermettre un traitement satisfaisant de
ces questions. Bien entendu, en rajoutant des hgpes particuliéres, plus ou moats hog
imposées directement sur les demandes nettesinesriaropriétés de statique comparative
peuvent, par exemple, étre obtenues. Mais quellaless la pertinence de tels résultats ? ».
(p. XXXV)

L’absence de spécification exacte des fonctionslateandes nettes est l'illustration
d'une difficulté récurrente en théorie économigéesavoir que seules quelques (rares)
propriétés « qualitatives sont connues » avectadei Pour contourner cela, il est possible de

mettre au point un autre critere de distributioa dehesses.

V.1l.2 Les allocations B. C. P. E

La sélection des équilibres par l'introduction doncept d’allocation B. C. P. E
(Budget Constrained Pareto Efficient) est largemmagtonnue. Il est vrai que ce concept
amene, en matiére d'unicité de I'équilibre, a désultats moins satisfaisants que les
hypothéses de substituabilité brute et de dominatiagonale. Pourtant, il s’avére beaucoup

mieux fondé et plus cohérent sur le plan théorique.

Le concept d’allocation B. C. P. E

L'idée implicite est d’affirmer que les agents somment en priorité certains biens
essentiels a leurs survies. L’habitat ou l'aliméota sont de bons exemples. La
consommation de ce type de biens est alors élevéarm de « droit fondamental ». Plus
spécifiguement, une allocation B. C. P. E a pouadaristiques :

- de saturer la contrainte budgétaire d’'un agent élmmné le systéme de prix.
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- d’étre un optimum de Pareto.

A la différence de ce que I'on observe dans le feod@&quilibre général traditionnel, les
allocations B. C. P. E ne maximisent pas nécegaaine|'utilité des agents. Ce qui est une
conséquence du fait que les «droits fondamentader »chaque individu sont d’abord
satisfaits avant d’autoriser l'acquisition d’autrgpes de biens. En somme, il s’agit d'une
interprétation au sens large de I'hypothése deieurv

Le vecteur « prix- revenu »

Le fait de revendiquer des droits fondamentauxgebdi ne plus concevoir séparément
le niveau des prix et celui des revenus :

« Notons qu’il n'est pas économiquement justifi@ donsidérer les revenus
indépendamment des prix. En effet, les problémdatifie aux droits a consommer
n'apparaissent que dans la mesure ou, a revenugsioles prix de certains biens essentiels
sont si élevés, gu'ils ne peuvent étre acquis pas tes agents en quantités suffisantes par

rapport a ce que recouvre la notion de droit a@omser. » (Balasko (1988), p. 155).

C’est pourquoi, on est amené a définir un vecteprix¢ revenu » (P, R) au lieu
d'avoir separémentP=(p,...,p )]]R' etR = (R,...,t, )DR™. Cependant, si I'on néglige
I'éventuelle redistribution du profit et que I'omrsidere que le revenu des agents se réduit

aux dotations initiales, alors le vecteur prix-eeu est du typ@,Q )0 R xR'™M  Cest a

partir de cette derniere forme que l'on va expossr principaux résultats en matiére
d’existence et d'unicité des allocations B. C. P.Hfant donné que les démonstrations
s’averent particulierement lourdes et d'un intéigtité sur le plan économique ; on se
contente d’énoncer et de commenter ces résultats sa établir les preuves. Le lecteur
désireux d’approfondir le sujet peut se reporter aricles de Keiding (1981) et Svenson
(1984).

Théoreme d’existence

Il existe au moins une allocation B. C. P. E ag®@ un vecteur prix- revenu

guelconque.
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On observe que le théoreme proposé est tres gémdisaju’il ne spécifie aucune
restriction particuliére sur le vecteur prix- reuepour assurer lI'existence d’'une allocation
B.C.P.E. Ainsi, de telles allocations existent péeinent en dehors de I'équilibre. Il est
méme fortement probable qu’elles soient multipIes. fait, et c’'est la le résultat le plus
intéressant, la recherche d'un couple prix- revebéquilibore va assurer l'unicité de
I'allocation B.C.P.E.

L’unicité

Si le vecteur de demande nette est arbitrairerpetit alors I'unicité de I'allocation
B.C.P.E est assurée.
Autrement dit, si I'on se situe dans une éconongelthnge, pour qu’il y ait unicité on doit

avoir :

_ _ _ I
(5.12) (Dy(P,Q)+ D2 (P.Q )} .+ Dn (P.Gh )= X @<t

h=1

Ce qui est equivalent a :
m _ I
(5.13) > (P.Q)> 2 @<=t
i= h=1

Ou e désigne un nombre arbitrairement petit.

Changement d’approche et portée de la nouvelle appche
m _
L'unicité des allocations B.C.P.E, au voisinage}de (P,Q )= (, est compatible
i=1
avec l'existence de plusieurs vecteurs prix- revedigquilibre. L’unicité concerne
uniquement la « distribution » des ressources &s®@ux équilibres. La logique qui sous
tend cette démarche est donc profondément différdatcelle mise en ceuvre lors du recours
aux hypothéses de substituabilité brute et de datmoim diagonale. De ce fait, la difficulté
inhérente a la spécification des propriétés denatfon de demande nette est évitée. On peut
alors se demander si le concept d’allocation BECr& constitue pas un cadre adéquat pour la

théorie de I'équilibre général ?

Il est bien délicat de répondre de facon tranchéeti@ question. On voit néanmoins

gue le concept d'allocation B.C.P.E génére unapnétation plus séduisante de I'hypothése
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de survie. De plus, il exhibe des résultats coroamits d’unicité locale. La contre partie étant
gue les allocations BCPE accroissent les prérogmtie I'Etat en lui donnant pour mission de

garantir les droits fondamentaux.
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CHAPITRE VI

La stabilité des processus

On a vu au cours du chapitre | I'importance qu'des processus dans la
caractérisation de la notion d’équilibre. Ce qut assément compréhensible puisqu’un
équilibre inatteignable ne présente que peu d@étsur le plan économique.

En ce qui nous concerne, il n'est pas questiorfodenir une liste exhaustive des
processus envisagés pour assurer la stabilité gqiabbées. On va uniquement exposer les
particularités des principaux processus décrits daltittérature et qui sont considérés comme
le point de départ de toute réflexion rigoureusdesguijet.

SECTION |

Le tatonnement walrasien

Incontestablement, le tatonnement est la méthadea gqgonnu I'engouement le plus
important pour parvenir a égaliser I'offre et lanéde. On se propose donc de la commenter

et d’examiner les conclusions auxquelles elle about

VI. 1.1 Formes des fonctions de demande nette et tatonneme

Pour commencer, il convient de rappeler que latfoncde demande nette est une

application d&®', , x(R',, )" dansR' définie par la formule

6.1) E(P®).Q= %1 (@ (PO.PAIR Y R

Dans la mesure ou en concurrence parfaite l'intéoi d’échanger en dehors de
I'équilibre garantit 'absence d’hystérésis (coefahapitre 1), on notera indifféremment la
demande nette E (P (t)). L’équilibre économiquerespond alors a un vecteur prix dui

assure 'égalité :
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6.2) g(Di(P,%DQ)):_gl_Q‘:’ E@ F |

i=1

Rappel sur la modélisation du processus de tatonnemt

L'idée du tatonnement est décrite initialement es termes par Walras (1874) :

« Lorsque cette égalité (entre I'offre et la denmamrdfectives) n’existe pas, il faut,
pour arriver aux prix d’équilibre, une hausse dix mles marchandises dont la demande
effective est supérieure a I'offre et une baissepdy de celles dont l'offre effective est

supérieure a la demande effective » (p. 133)

D’un point de vue mathématique sa formalisationieznps continu prend la forme de
I'équation différentielle suivante :
(6.3) P (t)=f(E(P(1)))

Le tatonnement comme interprétation de la loi de bffre et la demande

La plupart des économistes interpretent le prosedsuatonnement comme une fidéle
retranscription de la « loi de 'offre et de la demde ». Ce point de vue n’est valable que dans
la mesure ou I'on se cantonne a une étude locdke stabilité :

«[...] a condition d’introduire des coefficientamériques adéquats qui s’interprétent
comme des vitesses d’ajustement définies pour ebigum, le titonnement walrassien est une
approximation au premier ordre de la loi de I'offitda demande au voisinage de I'équilibre »
(Balasko (1988), p. 32).

C’est pourquoi lorsqu’on s’intéresse a sa convergenn étudie la forme linéaire de
I'équation (6.3) :

64 {P(t>= JER) (P B
P(0)= P

Un dilemme théorique

La preuve de la stabilité du processus de tatonnemeonstitué pendant longtemps
un théme majeur de recherche. Les premiéres s&atpgur en prouver la stabilité étaient de
recourir a des hypothéses de domination diagonakiecsubstituabilité brute (confére Arrow

et Hahn (1971)). Bien que ces approches s’avérpegrantes elles posérent le probleme de la

133



justification d’hypotheses touchant directemerfolane des fonctions de demandes nettes. Le
débat s’en trouva donc modifié au cours des anséesante. Il porta sur la forme que
devaient satisfaire les fonctions de demandes :jadsues des choix optimaux des agents,

pour assurer la stabilité du tatonnement.

THEOREME SONNENSCHEIN- MANTEL- DEBREU

Au début des années soixante- dix quelques écatesnieurent l'intuition de
renverser la problématique. Ills se demanderens aoies fonctions de demandes nettes
n’étaient pas tout simplement quelconques. Paiais toois auteurs différents, Sonnenschein
(1973), Mantel (1974) et Debreu (1974), arriverank mémes conclusions. Ces derniéres

prennent la forme du théoréme suivant :

Toute fonction deIRi'++ dans R! qui est continue, homogene de degré zéro et qui

vérifie I'identité de Walras, peut-étre considér@mnme une fonction de demande nette d’'une

économie d’échange ou les agents ont des préfé&senoaotones et strictement convexes.
Autrement dit, la forme des fonctions de demandstes se caractérise uniquement

par ’'homogénéité de degré zéro et par le respetiddntité de Walras. Toute autre propriété
est susceptible d’étre rejetée.

VI. 1.2 Démonstration du théoreme Sonnenschein- Mantel- Desu

On va a présent effectuer la preuve du théorenmreaaurant au calcul matriciel. Cette
maniére d’'opérer présentant a la fois I'avantagétrd’ plus générale et de se révéler

extrémement élégante.

Comme nous l'avons vu, examiner la convergence mhcessus de tatonnement
revient a s'intéresser a la stabilité de I'équat{dh L'idée est d’exprimer sous une autre
forme la matrice jacobienne de la demande netter. &xa, on utilise la propriété suivante :

65) JEPV)- §1 M (PO KDY

M; = matrice de Slutsky du consommatieur
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Y = matrice des points de la fibre

D! (P(t),1)_d0h (P(1).ky )
ari arm

K = matrice dont le coefficielih, i) équivaut Xy, ; =

En fait 'équation (6.5) s’appuie de fagcon déaissur le concept de « fibre ».

La notion de fibre

m
SoienﬂDDR'++etRDR tels que) Di(P(t),f )= c(ou creprésente une constante
i=1

quelconque). On appelle fibre associéeP(thet aux 1,  I'ensemble des
coupleqP(1),Q) DR'++ X (]R'JrJr)m vérifiant les équations :
PO =1

m
.G =c¢C

On remarque immeédiatement quéRt), Q) est une fibre associégqR(t), R), alors

c’est un équilibre.

Construction d’une structure fibrée

Pour démontrer le théoréme Sonneinschein- Mantebr@éu, le principe est de
construire une fibre pour laquelle la matrice K @strang=1 —1. Afin d’y parvenir, prenons
le cas oul =mce qui implique une égalité entre le nombre dedetrde consommateurs. En
vertu de lidentité de Walras, on peut soutenir dgieang de la matridé€ est au mieux
del —1. Si on choisit de fagon appropriée les reveyeisles fonctions de demandas il est
toujours possible d'établir que: {i§) =1-1. Ainsi JE(P(1), Qreprésente la totalité de

I'espace des matrices car(esl)x (I —1)lorsqueY varie en décrivant les points de la fibre.

Conséquence

Dans la mesure ou nous avons doté le cdi{lg, Q)d’'une structure de fibre, on se

situe obligatoirement dans « I'ensemble des éqesil». Tous les points de la fibre vérifient

m m _
donc l'égalitéeE(R,)=> D;(R,ROQ ¥ Q=
i=1 i=1
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Or pour se placer dans cet ensemble, aucune hygsofiaticuliere n’a été formulée
concernant la forme de la fonction de demande .néttpriori, cette derniére a une forme
guelconque. On rejoint ici les résultats établis $anneinschein, Mantel et Debreu. Il en
découle immédiatement que le processus de tatomtem@ssure pas nécessairement la
convergence puisqu’ il a été concu pour une forpecifique de la fonction de demande
nettée.

Point de débat
Le principal point de discussion concerne les pébgs que doivent avoir les revenus

et les fonctions de demandgg)pour que le rang desoit égal &—-1. C’est la un débat
important car K n’avait pas le rang voulu, la matrigg( P(f), Q ne décrirait pas I'ensemble

des équilibres quan@ivarie. Aucune conclusion globale ne pourrait éégatjée.

D’'un point de vue « mathématique », il faut donabét que legl —1)colonnes sont

linéairement indépendanfedel est le cas, d’aprés la facon dont la maiésé construite, si
les golits des agefitsont disparates et s'il existe une dispersionréesnus suffisamment
importante. Afin d’assurer le caractere varié dedtg des consommateurs, deux axiomes sur

la relation de préférence sont mobilisés : la momietet la convexité stricte.

Pour terminer notons que des travaux récentsnatdii de celui de Kirman et Kock
(1986), atténuent ce débat. lls tendent a prouver lg théoreme Sonneinschein- Mantel-
Debreu reste valable méme si I'on considere ungedison faible des revenus et des relations

de préférences identiques.

VI. 1.3 Epilogue : instabilité et chaos des marchés

Si ce théoreme a une importance aussi primordiast @u’il ruine tout espoir
d’établir des propriétés générales a partir destions de demandes nettes. Il en résulte que
la stabilité du processus de tatonnement, et denla ¢bi de I'offre et la demande, n’est en

! Décroissante en fonction des prix dans le cas exaes de demande et croissante en cas d’excésed’of

2 Techniquement, il reviendrait au méme d'étudiéndépendance linéaire des lignes. En effet, le rdeg
'ensemble des lignes des matrices est égal audarmglui des colonnes.

% Rappelons que la fonction demande dérive de latifmm d'utilité, laquelle représente les préférenee les
godts des agents.
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rien assurée. Pire encore, plusieurs articlesénvia penser que linstabilité et le chaos

constituent la norme.

De ce point de vue les écrits de Balasko (198@88)Lsont particulierement riches
d’enseignements. Nous allons nous en inspirer pang autant entrer dans le détail des

démonstrations les plus lourdes.

De la stabilité des équilibres a celle des processu

La maniere la plus intuitive d’étudier la stabilg@dét de considérer que les équilibres
stables constituent un sous-ensemble de I'ensedaslé&quilibres. On s’interroge alors sur la
place gu’occupe ce sous-ensemble dans I'ensemblbeMreusement, cette maniére d’opérer
n’a jamais apporté les résultats escomptés :

« Les résultats disponibles portent uniquement laucconnexité par arc de ces

ensembles et sur leur localisation dans I'ensemiédeéquilibres >(Balasko (1988), p. 94).

D’ou I'idée de changer d’approche et de s’intéreada stabilité des trajectoires. Pour
ce faire, on les partitionne. Les trajectoires @gentes deviennent alors un élément parmi
d’autres. Si I'on prend une trajectoire au hasagielle est la probabilité que celle- ci

converge ?

Probabilité de convergence
Pour répondre a ce dilemme, on s’intéresse auxiptép que revétent les trajectoires

convergentes afin d’estimer leur fréquence. La déhws’effectue en plusieurs étapes :

« 1*" étape » : On observe que la fonction de demantte met propre. Par conséquent,

puisque E R\, - Ril s’ensuit que pour towt DE(R, ), E~*([0;M])est un compact
dansk! :{PDR'++ telqued< H R ))< I\& . Ainsi, la fonction de demande nette se trouve

bornée.

! Concernant la localisation, on peut seulementraéfi que le sous-ensemble des équilibres stabéet pas
vide puisqu’il contient celui des équilibres samsnsaction. En dépit de I'élégance de la démonstrate
résultat n’'a que peu d’intérét d’un point de vuerd@mique.
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« 2°M gtape » : Plutdt que de réfléchir via la fonctiendemande nette, on raisonne grace a
I'identité de Walras a partir d&(P(t))qui est la projection du vectel(P(t))sur
I’espacéR'_lpar I'intermédiaire desl -1 premieres coordonnées ®e Il en résulte

queE: R, - R,

« 3°™ ¢tape » : Malheureusement rien ne permet de gareE(P(t)) est propre. C'est

pourquoi, on lui adjoint une fonctighdéfinie par :

P(E(P()) = (@+ p)a(RY). 1+ p)e(RY...(x pi)ei(RY;

Outre le fait d’étre propre(E(P(t)) a pour spécificités d’avoir le méme ensemble de
0 queE(P(t)) et d’'admettre 0 comme valeur réguliére si et seefegnsi 0 est une valeur

réguliere dé&(P(t)) .

« 4eme étape » : D’ordinaire, la forme de la fonctionuf processus de tatonnement (équation
(6.3)) n'est pas précisée. On lui impose seulerdertonserver le signe. Tel est la cas de la

fonction® qui, a ce titre, peut jouer le réle de f.

« 5™ étape » : L'étape suivante consiste a définirdéion de degré de Brouwer (d.

Comme @R' Test une valeur réguliereleE , c’est également une valeur réguliérebde_e

degré de Brouwer est alors donné par la formule :

2 h(R)

R.O01(0)
Ou h(R,) est der1si la matrice jacobienne dea enR,un signe positif et delsi son signe est

négatif.

« 6°M étape » : La derniére étape se résume a remaggedyE(R,)) est contenue dans la
: -1 . f eyl —1
classe des fonctions propres]]?dg dansR' “ayant un degré de Brouwer égal-&) .

Laquelle est une partition de I'ensemble des famstipropres ol]@'++ dansR' 1.

! Ce qui signifie qugrad E(0) # 0
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Par conséquentp(E(R,)) n’étant qu’un élément d’une partition d’un ensemiéefonctions

propres dR'++ dansR! 1 il en résulte gue la probabilité de prendre asah@d une trajectoire

qui converge parmi I'ensemble des trajectoiresgaasi nulle.

Commentaires

La méthode que l'on vient d’exposer ne nous a sep@s permis de chiffrer la
probabilité de convergence du tatonnement mais Isimgnt de s’en faire une opinion.
Néanmoins cela suffit largement a conclure, saafecaeptionnel, au caractere instable du

mécanisme de tatonnement.

SECTION Il

Mécanisme de variation des quantités. Les equilibeea prix fixes

Etant donné l'instabilité de la méthode la plusopydaire » de variation des prix, une
voie alternative qui semble naturelle est de stipgue les ajustements sont du ressort des
guantités :

« Intuitivement on peut considérer un K- équiliBrgorix fixes comme le point fixe

d’un tdtonnement en quantités [...] » (Benassy (198436).

VI. Il.1 Présentation

En premier lieu, mentionnons que ces approchesenteftticcent sur les équilibres
non walrasiens :

« Nous avons vu dans le chapitre précédent leseptsmiacde bases d’une théorie
microéconomique valable dans le cas ou I'offreaeddmande ne sont pas égales sur tous les
marchés. Nous allons maintenant rassembler cesgtérat construire un certain nombre de
concepts d’équilibres non walrasiens que nous désigs sous le nom générique de K-
equilibres. [ ...]. Ces concepts seront cependantwalrasiens dans la mesure ou les signaux

en quantités joueront dans les processus d’ajustenmerle aussi important que les signaux
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prix. Quant aux prix, méme s’ils sont flexibles, fle s’ajusteront pas nécessairement de facon

a équilibrer I'offre et la demande sur tous leschés. » (Benassy (1984), p. 26).

Etant donné le réle primordial qu'ont joué les medea prix fixes dans I'étude des
equilibres non walrasiens, on va examiner attemterg la formalisation de Benassy. Celui ci
se place d’emblée dans une économie d’échange ctanpan agents munis d’une fonction
objective d'utilité.

Structure du modéle et formation des prix

Le choix du vecteur prix fixé une fois pour toust de la responsabilité d’'un agent i :
« Nous supposerons donc dans ce qui suit queidas bont différenciés non seulement par
leurs caractéristiques physiques, mais éventuelieaessi par I'agent qui en fixe les prix, de

sorte que les prix d’'un bien sera fixé par un sgeint. » (p. 21).

Les autres individus ont un comportement pricertake
« C’est au niveau de la formation des contraintégipées que I'agentdiffere des autres
agents qui ne contrlent pas les prix. En effetdages agents prennent les prix et les
contraintes anticipées comme des données paramedrgu’ils ne peuvent influencer. » (p.
21).

Notons qu’'a la différence du commissaire priseulraggen I'agent i est muni d’'une

fonction d'utilité semblable a celle des autresragiequ’il cherche a maximiser.

Le prix annoncé n’égalise généralement pas I'offréda demande. Par conséquent,

certains agents ne pourront acquérir ou vendredatifé voulue. lls seront alors rationnés.

Schémas de rationnement et regle du coté court

Dans ce contexte, I'équilibre engendré dépendtétr@nt de la régle de partage des
rations instaurées par le modélisateur. En réailitéxiste au moins autant d’équilibres
possibles que de schémas de rationnement.
Pour sa part Benassy instaure la regle du « caud sau’il décrit en ces termes :

« Le coté «court» dun marché est celui ou ldume global des transactions
désirées est le plus faible. C’est donc le cotéaddemande s'il y a exces d'offre, le coté de

I'offre s’il y a excés de demande. L’'autre cotéagpelé le coté « long » » (p. 5).
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En d’autres termes, seuls les agents du coté amlisent leurs offres ou demandes.

Sur le plan mathématique, le schéma de rationnempemtsubit un agent i sur un
marché h est matérialisé par une fonctlﬁ),m([)] qui possede pour argument les demandes
nettes effectives des m individus.

En ce qui nous concerne, il est important de rec@arque cette fonction ne décrit en aucun
cas un processus mais traduit simplement « I'oggdioin des marchés ». Il n'y a pas d’'idée

d’ajustement sous-jacente.

VI.1l.2 La nature du processus

La notion de demande effective

Une conséquence directe des rationnements esstbexie d’effets de report. Ces
derniers expriment le fait qu’'un agent contraintsu marché modifie ses offres ou demandes
sur d’autres marchés. Les agents qui ont conscigneeles prix annoncés ne sont pas
d’équilibre tentent d’anticiper les contraintesitpuSubiront. Par ce biais, ils déterminent leurs
demandes effectives qui résultent de « la maximisatle la fonction d’utilité sous la
contrainte de budget et en tenant compte des dosgpercues sur les autres marchés. » (p.
14).

La perception des contraintes a I'origine du procesus

Dans la version proposée par Benassy, les cotésapercues par un individu sur les
offres ou demandes sont représentées par unedon@ti(), qui se déduit de FH)( et qui
dépend des demandes nettes effectives des augets.agvidemment se pose le probléme de
la capacité de ce dernier a les connaitre. Enifaltit les anticiper. La maniere dont se font
les anticipations n’est pas précisée dans le mo@&a dépend des croyances de chacun :
élément particulierement délicat a formaliser.
Enfin, notons I'importance de la fonction [, €’est a dire la régle de partage des rations dan

la maniére dont les individus vont considérer l@staintes.
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La teneur du processus

Au départ, chaque agent doit donc déterminer saaddennette effective en tenant
compte des contraintes qu’'il pense subir, lesgsietlérivent de l'idée qu'il se fait des
demandes nettes effectives des autres agents.
L’étape suivante consiste a I'annoncer au cesatdur. Celui- ci, aprés les avoir regroupe,
renvoie aux agents la valeur des demandes nefezdieés désormais observées. S’en suivra
une nouvelle évaluation des contraintes et par éguent une nouvelle demande nette
effective. La démarche est ainsi décrite par Bgnass

« Intuitivement on peut considérer un K- équililirgorix fixe comme le point fixe
d’'un tatonnement en quantité ou les agents annaiecerdes demandes effectives sur la base
de contraintes percues. A partir de ces demandestieés le « marché » renverrait aux
agents de nouvelles contraintes percues sur ladesspielles ils annonceraient de nouvelles
demandes effectives, et ainsi de suite...L'équildbpix fixe serait atteint pour des demandes
effectives et contraintes percues se reproduisdiitiéntique. Les transactions pourraient
alors avoir lieu. » (p. 36).

VI.1l.3 Equilibre et convergence

L’équilibre

De ce point de vue, I'équilibre s’appréhende ititement comme une situation ou
« rien ne bouge ». En effet, lorsque les nouvallemandes nettes effectives qu'adresse le
centralisateur aux agents ne modifie pas leursepdons des contraintes et donc leurs
demandes nettes effectives : le circuit se reptdaen a l'identique. On retrouve I'idée de
point fixe sur laquelle va s’appuyer la démonstrati’existence.

Plus formellement un K- équilibre a prix fixes,sasié a un systeme de prix P et & un schéma

de rationnement F, est un ensemble de vec@ufg ,d ;s tels que :
a) §=&(P.ds
O0_ ~
b) e =F@® k.
c) d=G'E) et §=G(F)
ou € représente la demande nette effective tandis (wﬁs)m:tionsGid et Gisse déduisent de

F par l'intermédiaire de la définition suivante :
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Gh(En)=ma{ & | F & 'R ¥R}
Gh (En)=-min{ &| F & & ¥ R)

THEOREME D’EXISTENCE D’'UN K- EQUILIBRE
Si les hypothéses du théoréme du point fixe deuBen sont verifiees et si, de
surcroit, les schémas de rationnements demeuratnegs, alors il existe au moins un K-

équilibre.

Réflexion sur la nature de I'ajustement

On affirme souvent, en s’appuyant sur ce model&, suffit d'instaurer une parfaite
flexibilité des prix pour éviter I'apparition detgations de K- équilibre. C’est dailleurs
I'opinion de Benassy (1984) :

« Méme si I'égalité offre-demande n’est pas assumstitutionnellement, on pourrait
accepter I'hypothese d’equilibre comme une bonngragmation du fonctionnement de
certains marchés. Tel est le cas des marchés “ctmépétitifs ”, comme les marchés de
certaines denrées agricoles ou matiéres premiguees prix sont trés flexibles et répondent

rapidement a des modifications de I'offre ou dddanande. » (p. 3).

On va a présent montrer qu'il n’en n’est rien ppau qu’on modifie Iégerement les
conjectures de certains agents. Pour cela, onprardre la démarche de Hahn (1980) que

I'on va toutefois adapter a notre propos.

Définition
Un K- équilibre a prix flexibles associé a un systéde prix P et a un schéma de

rationnementr, i =1,...,m, est un ensemble de vectegyse ,d ;< tel que :

0] {eI éj ,_qj WS TE 1., r}n forment un K- équilibre pour le vecteur prix P*

(i) 0<Plsw
Hypothése sur les conjectures
Jusqu’a maintenant on a supposé que tous les agentomplaisaient dans une

attitude de preneur de prix. Or, une telle hypathgarait difficilement justifiable en ce qui
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concerne les agents rationnés. Désormais ces deuaiet tenter d’influencer I'évolution des
prix par une manipulation du schéma de rationnem€elle- ci s’effectuant selon les
modalités suivantes :

- Si l'agent i est un demandeur contraint, il annoacau centralisateur une demande

supérieure a celle résultant de son programme o@misation, c'est-a-dired® > d , afin

de favoriser une hausse des prix et une augmemi@gidoffre globale.

- Sil'agent i est un offreur contraint, il annoncena centralisateur une offre supérieure a

celle résultante de son programme de maximisati@st a dire S > S, dans le but

d’obtenir une baisse des prix et par conséguenaugmentation de la demande.

Pourtant si I'agent i est capable d’anticiper lestraintes en quantités qu’il subira lorsque
les prix affichés ne sont pas d’équilibre, on smaede pourquoi il s’entéte a crier un vecteur
prix qui n’égalise pas l'offre et la demande. Iy ici aucun motif pour que I'ensemble des
demandes nettes effectives soit nul.

Conclusion

Comme on I'a observé, les modéles d'équilibresia fixes, dans la mesure ou ils
s’inscrivent dans la perspective du modéle d’éfreligénéral, n'échappent pas a la nécessité
d’'une centralisation importante. A cela s’ajoutddit que leur complexité les rend délicats a
manipuler. C’est la raison pour laquelle une panpartante des économistes ont privilégié

une autre démarche.

SECTION Il

Méthode de Newton et tendance des recherches

A linverse de Benassy, la majorité des théorisiem préféré élaborer d'autres
processus — pour parer a I'échec du tatonnememnasiah — tout en conservant un mécanisme
de prix pour assurer la convergence. Les travaaiplies célebres étant ceux de Smale (1976)
ainsi que Saari et Simon (1978) sur la méthodergésée de Newton. On se contentera pour

notre propos de présenter cette méthode sans irea@ar forme généralisée.
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VI. 1.1 Méthode globale de Newton

La stabilité du tatonnement, quelle que soit lanfrde la fonction f, ne peut- étre
démontrée que sous des hypothéses de « dominatgondle » ou de « substituabilité
brute ». Ces dernieres sont infondables a parsirdenportements maximisateurs des agents.
C’est pourquoi, au début des années 1970, est afibre de préciser la forme de f afin

d’obtenir des résultats de stabilité plus convaitsa

Présentation de la méthode de Newton

Le but est de se rapprocher du vecteur prix d’'éayeilR qu'on admet étre unique.
Pour ce faire, on considére en premier lieu quispase d’'une valeur P définie au voisinage
de R.

Dans un second moment, on suppose que la fonctibnthtonnement s’écrit de la
maniére suivante :

(6.6) JE (P(1) (R P(1) + E (P(V)

Ou JE (P(t)) est la matrice jacobienne de la demawette E en P

Sur cette base on définit un vecteur- prixgénéralement meilleur approximation que
P, en posant :
(6.7) P(t)= P(t)—M
JE(P(1))

Ou encore si I'on fait I'hypothese que JE (P(tY)réguliére, donc inversible, on a:
(6.8) P(t)—P(t)=-E (P(t)) JE (P()))

Ce qui, en passant en temps continu, fournit leerggjivante de variation des prix :

(6.9) P (t)=-EPM)* E(P(1)

! Selon Carlo Benetti (2002) I'absence exacte deiipation du comportement du commissaire prissirla
cause de l'indétermination des prix en dehors éguilibre : « Mais la loi de I'offre et de la denggnne dit rien
sur la grandeur de la variation des prix qui ré&sdks demandes excédentaires quantitativemenimidééers.

Elle mindique que le sens de cette variation. Atecerestriction prés p'est donc indéterminée. [...].

L'indétermination du vecteu' (ou de la variation des prix relatifs) est, selons) a I'origine des difficultés de
la théorie walrassienne [...] » (p. 921).
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Dans la mesure ou JE (P(t)) a été supposé régudiérgoisinage de P(det JE
(P(t))# 0), I'étude de la stabilité (locale), se ramen@gamen du systéeme linéarisé :

(6.10) P (t)=-(JE(P))* JE@ )P £

THEOREME (de domination diagonale)
Soit une matricé= (g;) d'ordre n.A est différentiellement stable si :
) ses éléments diagonaux sont tous strictement fe¢@&0, i = 1,...,n)

i) il existe n nombres jk strictement positifs tels que :

Stabilité
Etant donné que par définition - (JEQJPJE (R) = - |, il en découle que dans un
voisinage de B auquel appartient par hypothése—lPJE(P(t))f1 JE(P a des élements ayant

pour valeur -1 sur sa diagonale et proche de Gehord.
Il'y a donc « domination » des éléments diagonauxce voisinage. Il en résulte que le

processus désigné par I'équation (6.10) est locatestable.

De plus, si on fait I'nypothese que la matriceojgienne est partout inversible c'est-a-
dire que det JE (P(t)¢ 0 quelque soit P, alors le processus décrit p&) @st globalement
stable.

Pour démontrer cela, associons a (6.9) la fondigmante: V ¢) = E (P()»E (P(t)). On
constate immédiatement que celle- ci est décrdisstans le temps :

2 EPOYEPWF 2EPE)IEPDP
2 EPOYEPO)F 2EPONIECPH) GEPREPE)

%(E(P(t))- E(P(1)= - 2E(P() E(P(t§ O

D’une part, cette dérivée ne s’annulant que si(B)(B 0, ce qui implique d’avoir P =

Pe; d’autre part E (P(t)E (P(t)) étant minoré par 0, et décroissante damsnhps, la fonction
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converge. Part conséquent, V satisfait aux catiatitgres d’une fonction de Lyapounov. Il en

découle que Fest un équilibre globalement stable.

Remarque

Bien que la stabilité globale soit assurée, ledaiposer det JE (P(tH0 quelque soit
P est une hypothése fort peu acceptable car celentea supposer l'unicité de I'équilibre.
C’est la un cas extrémement particulier comme ¢eiype le théoréme Sonnenschein- Mantel-

Debreu.

VI. Il .2  Tendance des recherches

Le processus a I'ceuvre dans la méthode de Newtdoies!’étre simple. Il nécessite

un planificateur qui récolte les n demandes negegqui calcule lem? dérivées partielles qui
forment la jacobienne. Enfin celui- ci a égalemgodr fonction d’'inverser cette matrice ! On

est bien loin de I'idée de marchés s’autorégulponsanément.

Les deux orientations

Les travaux sur la méthode de Newton illustrenfgi@ment un penchant : accroitre
le r6le de I'Etat (et d’un planificateur) pour tr@r un mécanisme de prix visant a établir une
convergence. En fait, on observe deux tendancagrémiere, comme on vient de le dire, est
celle de la centralisation croissante. La secomsiste a rechercher une régularité au sein
des systemes chaotiques.

La régularité dans le chaos
Le processus de tatonnement, représentatif deildeld’offre et de la demande,
conduit a une évolution chaotique. Ce type d’évotuest engendré par certaines propriétés

des équations différentielles. Le schéma ci-desglustre cela :

! Pour étre tout a fait exact le commissaire prigeemt se contenter, en vertu de l'identité de Véalde
détermine{n —1)demandes nettes. Bien entendu cela ne changeesteiot rien & 'incommensurabilité du
probléme.
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Xt+ 1

Figure 6.1- Représentation d’un cycle chaotique

Une trajectoire chaotique est formée d’'une infirde points qui passent et repassent
perpétuellement dans une méme zone sans toutef@sir exactement au méme endroit (en

raison du théoreme Cauchy- Lipschitz).
Paradoxalement, dans quelques circonstances sp&sfiil est pourtant possible d’observer

des régularités au sein des systemes chaotiques :

Xt+ 1

Figure 6.2- Représentation d’'une régularité
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Par exemple, I'enjeu dans le cadre du tatonnerashtd’essayer de dégager ces
régularités.
Bien qu'il y ait une piste de recherche sur le pleethématique, celle- ci n’en n’est qu’a ses

balbutiements.

Orientation de la troisieme partie

Dans la troisieme partie de cette thése, on sgmrgaplutdét sur le theme de la
« centralisation croissante » car rien n’'indique ges régularités ne soient pas des cas tout a
fait exceptionnels. Notre but sera de prouver laatare planifiable de I'économie ainsi que
d’élaborer une méthode simple de planification. idvievant d’aborder ce sujet, on se doit de

traiter des difficultés induites par la prise em@be du temps en théorie économique.
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CHAPITRE VII
Temps et amplification des desequilibres.

Le principe d’entropie.

Au cours des pages précédentes, nous avons phissiattiré I'attention sur le peu
de place accordée a I'incertitude dans les diffé&ethéories qui mettent la notion d’équilibre
au centre de leur préoccupation. Pour cause: ésepce d'incertitude le « principe

d’entropie » ruine tout espoir de prouver I'existerou la stabilité de I'équilibre.

Il est maintenant admis que 'idée d’equilibreieslissociable de celle d’'un processus.
Pour autant, est- on en droit d’affirmer que laiotdéquilibre revéte un caractéere
« dynamique » ?
Afin d’éclaircir le débat, on va dans un premiemps s’atteler a définir les termes de
« statique » et de « dynamique ». Dans un secomdemt) on soulignera la différence entre
les notions de « processus » et de « dynamiquesba @us permettra alors d’énoncer le
principe d’entropie qui remet en cause I'existeded’équilibre. Pour étayer ce point de vue,
on étudiera le modele des équilibres temporairaatade généraliser ces conclusions.

SECTION |
Les notions de statique et dynamique dans les émitles

eéconomistes

Le recensement effectué par Malchup (1971) dese®karstatique » et « dynamique »

chez trente neufs auteurs montre le caractéredoditérdes définitions.

VII. 1.1 Les positions triviales

Les définitions que nous présentons maintenant, I'gue qualifie de « triviales »,
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esquivent selon nous les véritables enjeux et @mreent une confusion. Toutes ont pour
point commun de lier les concepts de statique edyt@amique avec une approche en terme

d’équilibre.

Equilibre et convergence

La premiéere de ces positions triviales, sans diauptus répandue, consiste a décrire la
statigue comme I'étude de I'équilibre alors quendlyse dynamique correspond a I'étude de
la convergence vers celui-ci. Outre le lien étahtis démonstration entre statique et équilibre,
ce genre d’approche présuppose la convergenceajestoires. C’est la une position triviale
dans le sens ou elle pose comme hypothése leaéssttompté. On trouve ce type de position
chez Patinkin (1956) pour qui la statique estAnalyse de [...] la nature de I'équilibre »
tandis que la dynamique est I'« Analyse porfani sur la nature des forces du marché, par
lesquelles I'économie passe d’'une position init@gedéséquilibre a la position d’équilibre. »
(p. 32).

Systeme non perturbé et systéme perturbé

Une seconde vision triviale, présentée notammenkioare (1929), consiste a définir
la statigue comme I'étude de I'équilibre au seimnd’systéme non perturbé. Dans cette
optique, la statique examine les équilibres stabtegrsement, la dynamique a pour objet la
compréhension de I'équilibre au sein d’'un systeredgupbé. C'est I'étude des équilibres

mouvants.

Le mérite de cette présentation, par rapport g qalécédente, est d’envisager des
situations plus « incertaines » ou I'équilibre pétre perturbé. Toutefois afin de maintenir le
lien entre dynamique et équilibre, les partisanseatte définition sont conduits implicitement
a formuler une hypothese « d’équilibre permane#timsi méme si le systeme est perturbé, la
dynamique demeure I'analyse des équilibres (mogyatitn’est plus question de trajectoire,

de processus et de convergence.

La variable temps

Enfin, une derniére distinction s’effectue par rap@u temps. Pour Hayek (1941), par
exemple, la statigue correspond a une « Théori&geilibre sans considération de temps. »
(p. 17-18). Alors que la dynamique s’appréhende mermune « Théorie de I'équilibre

intertemporel » (p. 22-23).
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Bien que cette vision a l'avantage d’inclure uneelsion temporelle, elle ne prend
pas en compte l'incertitude, ni méme le risque sCf@urquoi, elle ne nous semble pas plus

valable que les deux précédentes.

Observations

On I'a souligné, le dénominateur commun de ces tdéfinitions est de présupposer
gue la statique et/ou la dynamique analyse destwits d’équilibre. Cette tendance a se
concentrer sur des états d’équilibres s’explique lpadifficulté qu’il y a a analyser et
comparer les situations de déséquilibres. Pousidittn veut étre rigoureux on ne peut pas se
contenter d’évacuer par hypothése ce qui devrat I&bjet méme de I'analyse. Autrement
dit, la capacité de la statique et de la dynamiguatégrer la notion d’équilibre doit étre

I'objet d’'une démonstration et non d’un postulat.
A ces présentations triviales, s’opposent d’auttéBnitions plus subtiles que I'on

trouve généralement chez des économistes qui owfib® d’'une formation mathématique

plus avancée.

VIIL. 1.2 Les positions avancées

L’idée de distinguer la statique de la dynamiquénefuant une dimension temporelle
n’est pas récente car on la retrouve notamment ldiakes (1939) :

« J'appelle StatiquEconomique, les parties de la théorie économiquaood ne nous
préoccupons pas de la date ; jappelle Dynamiqum&mique les parties ou chaque quantité
doit étre datée » (p. 115).

Commentaire

La définition de Hicks échappe a la trivialité ppizlle ne fait pas intervenir la notion
d’équilibre. Néanmoins, elle peut difficilementé&tretenue en I'état dans la mesure ou elle
propose d’exclure toute préoccupation temporelln€@’ analyse statique. Le traitement du
temps étant un élément essentiel de I'analyse éciope, ce genre de position supprime

quasiment tout intérét a la démarche statique.t@esrquoi, on mobilise plutét la vision de
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Kondratieff (1925) qui désigne sous le nom de gt&iune « Conception selon laquelle les
phénomeéenes économiques sont considérés, essenéietlet par principe, en dehors de toute
variation possible dans le temps [...] » (p. 567).

Dans l'esprit de Kondratieff, I'analyse statiquerespond donc a I'étude en « coupe
instantanée » d’une trajectdiréEn ce sens, la statique peut se voir comme upasisulier
de l'analyse dynamique. C’est d'ailleurs I'idée gseutient Oppenheimer en avancant

toutefois des arguments de natures légerementetities.

La statique comme cas particulier de la dynamique

En effet, si on se réféere a Oppenheimer (1924yylsamique est constituée de la
« statigue » et de la «cinétique ». Cette derniereomprend toutes les études des
modifications en grandeur ou en direction ou lasxdela fois, en raison de changement dans
les données. ». Pour sa part, la statique est yaetie de la dynamique » examinant « non
pas un état en repos mais un état en mouvementjlii.rj'est pas exposé a des perturbations

venant de changements dans les données pendantddegod’observation ».

L’analyse de Samuelson présente de grandes sit@dari
« Stationnaire est un terme descriptif caractérisant le compceteémd’'une variable
economique dans le temps; il implique d’habitudecbnstance, mais il est quelquefois
généralisé pour indiquer un comportement qui setegpériodiquement. Utilisé dans ce sens,
le mouvement d’'un systéeme dynamique peut étreostadire : par exemple, le comportement
d’'un pendule vérifiant les lois de Newton, mais gaiserait soumis a aucune perturbation et

resterait donc au repos [...] » (p. 395).

L’élément qui vient différencier la statique de dgnamique est la possibilité de
prendre en compte des perturbations. On voit atlagiement que l'analyse statique est
'examen de la trajectoire a un instant donné. Clasaison pour laquelle on propose de

retenir, par hypothese, la définition suivante elunie « statique » :

! Si la « coupe instantanée » étudiée est le poatodtissement de la trajectoire, alors dans cel’amalyse
statique peut se confondre avec I'analyse d’'unesdn d’équilibre.
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HYPOTHESE (H2)
On qualifie d’'analyse statigue I'ensemble des phbémenes économiques dont

I'étude s’effectue en immobilisant le temps c’estiie en « coupe instantanée ».

Avant de retenir a son tour une définition de l#iorode dynamique, il faut que nous

la distinguions de celle d’un processus.

SECTION Il

Au sujet de la distinction entre processus et dynaique

Conformément aux citations ci-dessus, I'idée intaigue I'on se fait de la notion de
dynamique laisse entrevoir une évolution dans tepte Pourtant, inclure une dimension
temporelle est insuffisante pour qualifier une appe de dynamique puisque celle- ci est

susceptible d’étre réduite, sous certaines comdifia une approche statique.

VII. 1.1 Processus et réduction a une approche statique

En effet, en présence d’une information compl|é&i&in systéme complet de marchés
ou encore d’autres hypothéses particulieres , lasspfuturs des agents sont déterminés a
linstant initial malgré I'existence de différent@griodes.. Pour reprendre I'expression de
Samuelson (1965), il s’agit d’'une « pseudodynamiguAfin d’illustrer ce point, prenons

'exemple du modele d’équilibre général.

L’exemple du modéle d’équilibre général

Une des hypothéses mobilisées par Debreu (1959) gramontrer I'existence d’un
equilibre est celle du systeme complet de mardbéte derniere a pour vocation de fournir,
aux agents, la liste des prix présents et futuedumtdllement le temps est fini. Une fois en

possession de cette liste, les agents sont en endsurépartir leurs consommations ou leurs

1 On entend par information compléte, la connaissate la part des agents : de leurs ensembles de deo
celui des autres agents, des issues et gains [@sssiinsi que les motifs des autres intervenargs. dutres
hypothéses auxquelles on fait référence sont pample les conjectures myopes.
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productions sur toute leur vie. Bien gu’il exisesdgériodes et que le temps s’écoule, tous les

choix économiques sont faits dés le départ (atéimsinitial).

On pourrait multiplier les exemples et examinerutfes hypothéses qui permettent
d’'opérer une régression statique. Mais plutdt qéeudier des cas particuliers, nous allons
concentrer notre attention sur I'élément qui permieffectuer ces régressions statiques :

I’élimination de I'incertitude.

Pseudo dynamique et incertitude

En fait, toutes les hypothéses permettant d'opéss réductions statiques sont
effectivement vouées & éliminer l'incertitude desdéles. L'un des premiers auteurs a
'avoir remarqué est Hart (1940). Ce dernier a’ieiéé, pour définir la dynamique, d’ajouter

a la dimension temporelle « les anticipationsiatértitude ».

Le rble des anticipations

On I'a déja dit, les anticipations trouvent leumdement dans les croyances des
agents. Celles- ci dérivant d’éléments aussi stifgest variés, que le caractere, la vision du
monde...il N’y a, a priori, aucun motif pour que ledividus aient des croyances identiques.
On voit alors aisément que la diversité des arat@mps, provenant de I'abondance des

croyances, est I'un des phénomenes a l'originémt=ettitude.

VII. 1.2  Définitions

Maintenant que I'on a achevé ce tour d’horizon,esh en mesure de présenter une
définition des termes de processus et de dynamiggidemment, on ne prétend pas ici mettre
les économistes d’accord sur le sens exact a doainegs notions. C’est pourquoi, les
définitions proposées prennent la forme d’hypotbeséobjectif étant d’avoir une base de

travail solide sur ces thémes.

! Insistons sur le fait que les hypothéses considéééminent l'incertitude et non pas forcémentisgue. Pour
un complément d’information, sur la distinction rent’incertitude et le risque ainsi que sur la matue
l'incertitude, se référer & la section suivante.
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HYPOTHESE (H3)
On appelle « processus » ou « trajectoire », una@nble de phénomeénes évoluant

dans le temps et congus comme une chaine causalgrpssive.

Remarque

Cette définition induit quelques brefs commentaiken particulier, elle ne dit rien sur
la présence ou l'absence d’incertitude. Par cora#quin processus est susceptible de faire
'objet d'une régression statique. Enfin, on obsegue tout processus peut se percevoir

comme une succession d’approches statiques c@isg-@le « coupes instantanées ».

HYPOTHESE (H4)
On appelle « analyse dynamique » I'ensemble desessus qui tiennent compte de

I'incertitude.

Observation

On constate immédiatement, a travers cette défmpitque dans une analyse
dynamique tout n’est pas décidé des le départ piilisxiste de l'incertitude. La dynamique
correspond donc a la partie des processus ne popeanfaire I'objet d'une régression

statique.

SECTION Il

Origine et formulation du principe d’entropie

A l'origine du phénoméne d’entropie se trouve l8riitude. C’est pourquoi, on se

propose a présent d’exposer la fagon dont les éeisites la congoivent.

VII. 1.1 L’incertitude

L’idée d’incertitude en économie - soit I'existera® « doutes » sur la réalisation d’'un
événement ou sur le comportement d'un agent - esterane. Ainsi, les physiocrates
envisageaient la possibilité de catastrophes nlsreenant modifier le volume prévu de la
production. Pour leur part, les auteurs de la périolassique considéraient le cas d'une

variation impromptue des prix :
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« Dans le cours ordinaire des évenements, il pastde marchandise dont la quantité
offerte corresponde toujours exactement a ce queetiles besoins des hommes, il n’en est
donc pas qui ne subisse des variations accidentetléeemporaires de leurs prix. » (Ricardo
(1821), p. 109).

Toutefois, il faut attendre I'ouvrage de Knight 219 pour voir un véritable effort de
rigueur dans la spécification de la notion d'initede. Sa contribution ayant servi de

principal support aux travaux dans ce domaine, atlass en dire quelques mots.

La formulation de Knight : probabilités, risque et incertitude

Knight distingue I'idée deisquede celle dhcertitude D’aprés lui :

« La difféerence pratique entre les deux catégpteesisque et I'incertitude, est que,
s’agissant de la premiere, la distribution du @gydarmi un ensemble de cas est connue (soit
par calcula priori, soit par des statistiques fondées sur les frémpseabservées), tandis que
ceci n'est pas vrai de l'incertitude en raison 'dafossibilité de regrouper les cas, parce que

la situation a traiter présente un degré élevérdpikarité. » (p. 233).

Autrement dit, l'incertitude ne peut pas étre réeltd un calcul en raison de la
nouveauté d’une situation ou de sa complexité.dPars de langage on qualifie souvent le
risque de « probabilité objective » tandis que cBnitude est appelée « probabilité
subjective ». Ce qui ne fait qu’entretenir une osidn car I'incertitude est indépendante de

toute notion de probabilité.

Les objections de Savage (1954)

La distinction opérée par Knight est néanmoins ti@rfaire 'unanimité. Pour Savage,
la singularité d’une situation ne suffit pas a emdyer de I'incertitude car en réalité tout calcul
de probabilité accorde une place importante auyacrees et jugements des individus.

Afin d’étayer son point de vue, il livre un exemglebtil. Au niveau de généralité ou I'on se
situe, il n'est pas d'un grand intérét de le redrentel quel. On va plutdét généraliser sa

démarche.

Pour cela considérons la matrice d’'une applicafiole R™xR" & valeur dans un

corps commutatif C. Les m vecteurs lig§&s,..., B} donnant les états de la nature tandis
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gue les n vecteurs colonn({:Al,...,An} représentent des actions possibles. Chaque action

choisie entraine une conséquence selon l'état datlare qui se réalise. C’est pourquoi on

notec;; les éléments de la matrice, comme lillustre f@etau suivant :

E E .. E .. Ey
Al Ci11 C12 ... Clj ... Cim
A2 Co21 Coo ... C2j . Com
Ai |G G2 .o G - Gm
An|Cn1 Cn2 Cnj Chm

Incertitude et temps
La matrice de Savage représente une fonction une/oBour un état de la nature
donné et une action choisie, est associée une senasgquence : « Or, more formally, aoi
is a function attaching a consequence to eachstabe world. » (Savage (1954), p. 14).
Du propre aveu de l'intéressé, une telle hypotlesselifficilement justifiable:
« Again, the formal description might seem inadégua taht it does not provide

explicitly for the posssibility that one decisioraynlead to anotheribid, p. 15)

En effet, la conséquence induite par une actiorigue de réaliser un nouvel acte
lequel entraine une autre conséquence. Ainsi de.sseule une absence de prise en compte
de développement temporel rend I'hypothése de Saydausible. Son modéle est donc
profondément statique. Dés que l'on intégre unelufiom dans le temps, la chaine de

décisions est infinie et on ne peut pas recourcacul probabiliste.

Outre la singularité d’une action, le passage dgue a l'incertitude est lié au temps.
C’est d'ailleurs la conception que développe Keydass lathéorie généraleet dans ses
commentaires ultérieurs :

« Il me faut expliquer que, par I'expression denr@issance « incertaine », mon
intention n’'est pas simplement de distinguer ce egti su avec certitude de ce qui est
seulement probable. [ ...]. Le sens dans lequellipatice terme est celui selon lequel la

perspective d’'une guerre européenne était incestain encore le prix du cuivre et le taux
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d’intérét dans vingt ans, ou la date d’obsolescatiore invention nouvelle, ou la position
des détenteurs de fortunes privées dans le systeod de 1970. En ces matiéres, il n’y a pas
de fondement scientifique sur lequel on puisse fiem de fagon autorisée, quelques
raisonnements probabilistes que ce soit. Nous mensapas, tout simplement. » (Keynes
(1937), p. 144).

Les conceptions actuelles

La maniere, dont on envisage aujourd’hui le risgukncertitude, est directement liée
aux controverses précedentes. Il est ainsi commengéadmis que le risque est une forme
d’incertitude probabilisable. Selon Anne Perrot§agp:

« La majeure partie des travaux sur le choix écogoes en environnement
aléatoire supposent que l'incertitude est probsddilie, c'est a dire qu’il est possible de
recenser a prioliensemble des éventualités, en leur attachanpd#sabilités de réalisation.
En dépit des critiques nombreuses adressées ahgettthese, les théories de la demande de
travail en incertitude considérent que tous lesegdisposent de la méme vision a pride
'environnement, formalisée par l'existence d’unestmbution de probabilité objective

commune sur les événements futurs. » (p. 4).

L’incertitude probabilisable (ou tout simplementrilsque) se caractérise par le fait
gue les agents affectent des probabilités a lasedimin des états de la nature. Ces dernieres
sont dites objectives puisqu’elles sont une donhést donc possible de dénombrer, ex ante,
'ensemble des événements aléatoires et de leaciassine unique probabilité. Il en découle
gue chaque agent posséde une vision, et donc tleipations, rigoureusement identiques. La
seule modification intervenant dans ces modelesqgast les agents nouent des contrats

conditionnels (voir Debreu (1959), chapl7)

Inversement, toute situation ne pouvant pas fagdt d’'un calcul de probabilité, en
raison de sa nouveauté et de son éloignement @amsmps, est qualifiee d’incertitude

radicale ou plus simplement d’incertitude. Danscoatexte les anticipations des agents

'En effet, « La facon la plus naturelle d'introduitimcertitude dans les modéles de comportementdest
supposer que certaines variables, sur la base eleesjles agents doivent prendre leurs décisioassemnont
connues qu’une fois les actions entreprises. Adle dle leurs choix, les individus sont dans I'irecaig de
connaitre avec certitude I'environnement qui serielir demain. » (Perrot (1986), p.1). L'introdoatidu risque
par ce biais aboutit a incorporer dans les modélkesnarché contingent a terme. Il en résulte unkipfication
des marchés puisque désormais il y aura un maehidign, par période, ainsi que par événements.
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dépendent de I'idée gu’ils se font de I'économiestca dire de leurs croyances. Le probleme
étant de savoir si cette situation incite les agentadopter un comportement spécifique,
modifiant ainsi « le sens et la nature de I'équdiBconomique »lid, p. 480). Il semble que :

« Le rappel des modéles traditionnels de décisians l'incertain, appliqués au
marché du travail, permet d’apporter une réponBeraitive a cette question : ils montrent
que les résultats relatifs a l'offre et a la deneane travail en incertitude ne sont pas les
transpositions directes, aux espérances mathéreatigies propriétés classiques issues des

modeles en environnement déterministe. » (Pert88§), p.1).

VII. 1.2 Principe d’entropie et solutions apportées

Apres avoir identifié les causes de l'incertitudae,va maintenant énoncerpencipe

d’entropie Celui- ci est a la base de la réflexion propaiaes la derniére partie.

Enoncé
Tout déséquilibre dans systeme dynamique, entendseas deH4), ne peut pas
régresser avec le temps. Par conséquent, il negpeute stabiliser ou s’amplifier.

Bien qu’il ne soit jamais ouvertement formulé, €eld’'un principe d’entropie semble
étre implicitement présente dans l'esprit des éousies. Cela se percoit lorsqu’ils
reconnaissent l'incapacité a modéliser dans unesbatd’incertitude. Ainsi, selon Kennet
Arrow (1951) :

« Frequency theorists are therefore compelledcte@ the view that probability
statements cannot describe all kinds of ignorasee Keyne$l, pp. 95-99). This is indeed

the viewpoint that has predominated among statsisf...] » (p. 410).

Plus récemment, North (2005) souligne également lguemathématisation de
I'’économie s’accompagne d’'une absence de prisempte de l'incertitude :

« Les économistes eux-mémes se montrent assagumndur le sujet : ils raisonnent
largement comme si lincertitude était une conditexceptionnelle, alors que la condition
usuelle, la certitude, permet établir les élégamtsdeles mathématiques de I'économie
formelle. » (p. 32)
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Ce principe d'entropie se fonde sur une distinctiotermédiaire : celle d'une
conception du temps prenant place dans le corpgides

La fleche du temps
Le temps est percu comme suivant une trajectaiéaire allant du passé vers le futur.
Sur le plan économique cela prend la forme d’urévarsibilité du processus de production :
« Le processus de production ne peut pas étrasé@veuisque, en particulier, la

production prend du temps et les marchandisesdstéés. » (Debreu (1959), p. 43).

Il est vrai que des démonstrations levent cetteoth@se (confere chapitre II).
Néanmoins, cela n’est qu'une astuce servant a oomo les problemes des seuils de
rentabilités lorsque les rendements d’échelle si@troissants. En aucun cas, on envisage
dans la littérature économique une inversion dyteou l'insertion de celui- ci dans le corps
des complexes.

Systeme dynamique et incertitude

Cette précision étant faite, on va prouver quetetoapproche dynamique est
incompatible avec I'existence d’un équilibre. Cétant a la fois le fruit de notre perception
du temps et des effets de lincertitude. Remarquibasleurs que le principe d’entropie
demeure vrai méme si l'on se réfere, comme c'estcds, a un cadre théorique

particulierement simple.

La solution par des hypothéses sur les croyances

Afin de garder une conception du temps, sans aotant faire face a une incertitude,
est apparue l'idée d’'attribuer aux croyances demtagdes caractéristiques particulieres. Ce
procédé repose sur trois phases :

1) La premiére consiste a admettre I'existence d’'ungance particuliere selon laquelle
la situation présente est I'indicateur le plus appé pour connaitre les perspectives
futures.

2) Il découle du premier point que les individus (atiels) vont chercher a extrapoler

sur la base de leurs connaissances et opinionsness
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3) Pour s’assurer du caractéere acceptable de leucgpatibns, les agents vont les ajuster
de maniére a ce qu'elles soient partagées par ompgr En d’autres termes, les

individus se réglent sur des prévisions moyennes.

Naturellement, si chaque agent détermine ses pations sur la base de celles des autres,
on aboutit & un jeu de miroir caractéristique dassons stratégiquement interdépendantes.
Aucune anticipation ne peut se former. Cette teéaepose donc sur des bases
particulierement friables comme le suggérait Keyi€s7) :

« Or, une théorie pratique de I'avenir fondée s trois principes présente certaines
caractéristiques bien marquées. En particulierquitie repose sur des fondements si peu
solides, elle est sujette a des changements saudawiolents. La pratique établie, faite de
tranquillité et d’immobilité, de certitude et decsété peu s’effondrer tout a coup. Des

craintes et des espoirs nouveaux se mettent afprglar la conduite des hommes. » (p. 145).

Le role des institutions

Une autre facon de réduire I'incertitude est deecides institutions comme I'explique
North (2005) :

« Les croyances et les institutions imaginéedgsmhumains ne sont compréhensibles
gue comme une réponse permanente aux divers nivBaeertitude auxquels ils ont été et
restent confrontés au cours de I'évolution du pgggzhysique et humain. L'effort accompli
par les humains pour structurer I'environnement afé le rendre plus prévisible a été et

demeure la source profonde des institutjon$ » (p. 33).

Les exemples les plus adéquats d'institutions iméts pour diminuer lincertitude
sont celles du modeéle d’équilibre général. En palitr le commissaire priseur, ou ce qui est
équivalent, le bureau central de la planification d€livrant les prix présents et futurs
(hypothese du systeme complet de marchés) evimoeititude du modéle. Ceci est essentiel
pour prouver I'existence d’'un équilibre général; ea I'absence d’'un systeme complet de

marchés une telle preuve est loin d'aller de sais® propose de le vair

! Les économistes néo- classiques, qui considéreptésentation de Debreu comme la formulation las plu
aboutie de la théorie de I'équilibre général, meié remettre en cause I'hypothése du systéme @bl
marchés en évoquant une question de réalisme. @G@ETtd1977), dans l'introduction, justifie par apselques
mots I'étude des équilibres temporaires : « Inréd world, there is no such thing as a completeoséutures
markets, nor are there enough institutions enalilmgagents to transfer wealth freely over timd aoross
states of nature. » (p. 4). Curieusement, la queste I'entropie est éludée.
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SECTION IV
Entropie et existence de I'équilibre. L’exemple des équilibres

temporaires ».

Les travaux de Grandmont (1977) ont justement potirde s’absoudre du systéme
complet de marchés. La conséquence immédiate dksparition de cette hypothese est
lintroduction d’une incertitude qui remet en caubexistence d'un eéquilibre général.
Désormais, I'’économie est morcelée en « périodms en « séquences » dont rien ne garantit
a priori que chacune d’elles posséde un équilibre :

« A recurrent problem in temporary competitive dquum models is precisely to
prove the existence of a price system that matshpply and demand at a given moment. »
(Grandmont (1977), p. 10 et 11).

Précisons que l'analyse que l'on va faire des édayad temporaires se borne aux
modeles comportant des marchés a termes qui éwissi tous stockages de biens. Ces
modeles sont du point de vue de I'étude de « lidarai» (et de la convergence) bien plus
intéressants dans la mesure ou ils permettent gemtsa de procéder a une allocation inter
temporelle de leurs ressources. Ces derniers peun@amment emprunter au moment

présent en vendant leurs ressources futures.

VII. Iv.1 Logique et probléemes du modéle

Le modele de Grandmont est un aménagement de deluDebreu (1959). A part
I'absence d’'un systéeme complet de marchés, onjaucuentre autres :
- une économie semi-centralisée avec un prix uniqudien.
- des agents avec un comportement price taker ;nemissaire priseur veillant a ce qu’ils

conservent des conjectures myopes.

Choix et anticipations des agents
Pour simplifier, nous allons considérer- a l'insti@ Grandmont- deux périodes. Dans
un premier temps, on se cantonne a l'étude d'urmmarnie d’échange. Le principe de

fonctionnement du modeéle est le suivant.
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A la période initiale t, les agents recgoivent, dmenissaire priseur, un signal- prix P
A partir de celui-ci ils se font une premiére idée leurs choix @ade consommatidn
Toutefois comme 'économie s’étend sur deux péspdies ménages doivent tenir compte,
avant de se décider définitivement, de ce que laesduation économique en «t + 1 » ainsi
gue de I'impact de leurs choix présents sur leorssemmations futures. Pour cela, les prix
étant les seuls signaipils ne peuvent qu'extrapoler sur la base ges€lon une régle floue
qui dépend essentiellement de leurs croyancesjeseara R, :

« It may be influenced by all observations madeh@yagent up to the current period.

In particular, it will be influenced by the signajl [R] currently perceived, and in some
cases, by the actiog; chosen by the agent. In order to keep the formpbsition simple, |

will single out the dependance on the current djgaad represent it by the agent's

expectation functiony which mapsSl[{H}] into the space of probability distributions
M (S2) [M ({R-+a})1. » (b 7).

Une fois les prix en t + 1 extrapolés, les agartticipent leurs choix futurs de
consommation. Selon ceux gu’ils anticipent, les ag&s peuvent étre incités a revoir I'idée
premiere qu’ils se faisaient de leurs choix prése@ette modification ayant elle-méme pour

effet de modifier les anticipations de consommaiGna., »).

Représentation schématique

Le schéma suivant résume la logique du modele :

! Naturellement @appartient a 'ensemble; Aes actions possibles.

2 En effet, étant donné la myopie des conjectures,choix ne peuvent pas intervenir directement dans
prévision de R;. Néanmoins, pour essayer d’apporter un surcrofédisme a son modele Grandmont estime
gue l'agent est conscient des incidences que sasiafés entrainent : « The agent must, of coursegvare of

the consequencesf his choices. » (p. 7). Les cho(>at v & 41 ) ont alors des incidences, non directement sur les

prix (myopie des conjectures oblige), mais surp@e C des conséquengéay , a+1 )J C).
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anticipation

anticipation

P a Pu1 )

correction

Figure 7.1- Raisonnement logique a I'ceuvre datisdarie des équilibres temporaires

L’absence de fleche allant des choix vers les gtexplique par les conjectures
myopes des agents. Ceux-ci sont fondamentalemeoésptakers. D’autre part, cette
représentation permet de visualiser une circuladgg choix présents déterminent les choix
futurs, et inversement. Il y a ici une indétermioatmajeure qui découle directement de

I'absence d’'un systéeme complet de marchés.

Identification des sources d’incertitude
Plus généralement, I'absence d’'un systéme compleharchés crée de l'incertitude
sur les deux aspects suivants :

- le niveau des prix ent + 1. Cela a pour conséqudriabliger les agents a I'anticiper. Or,
cette anticipation risque a la fois d’étre érropédifférente d’un individu a un autre. Les
chances de prouver I'existence d'un équilibre deescontexte sont particulierement
minces. A moins de supposer, comme le font ledabes a anticipations rationnelles des
nouveaux classiques, que les agents connaissestléouéritable fonctionnement de
'économie...

- la spécification des fonctions de demandes ndfregffet, les choix présentsdependent

de R et a.1. Ce que I'on peut écrire ains# (R ,q+1 .- Malheureusement;.a dépend a

son tour de R, et de a En tenant compte de I'ensemble de ces dépendamtexdbtient
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finalement a; (R ,q+; (R1 (P ),al(),. Sous cette forme, on voit facilement que le

probleme tient a la présence dq an tant qu’argument de &£ar ce dernier est lui-méme
un argument de;a. Cette circularité enleve tout espoir de raisorenpartir des fonctions

de demandes nettes.

Résolution des difficultés

Une méthode pour contourner la premiére difficaltété proposée par Green (1973).
Celui-ci dote les individus d’anticipations commanAinsi, confrontés a l'indétermination de
P.1, les agents I'anticiperont tous de maniere idemtigA la différence des nouveaux
classiques, il ne dit rien sur I'exactitude deeettticipation. Peu importe qu’elle soit erronée.

L’essentiel est ici que tout le monde soit dangder ou au contraire dans I'exactitude.

Pour évincer la seconde difficulté, Grandmont pegpde couper I'implication entre
a+1 et a Ceci revenant a faire I'hypothése que les age'otst plus la possibilité de corriger
leur consommation présente en fonction de ce gestsnent consommer dans le futur. Leur
marge de manceuvre se limitant a adapter les chtixst On se trouve par ce biais amené a
résoudre un programme classique d’optimisatiorissseule période t.

VII. IV.2 Le choix du consommateur

Avant d’étudier ce probleme de programmation qupsse désormais, nous devons
préalablement introduire les notiodautilité de Von Neumann- Morgensteat dindex de

Bernouilli.

Formalisation de von Neumann- Morgenstern et indexie Bernouilli

Von Neumann et Morgenstern se proposent de preadre&eompte le risque et
l'incertitude a travers une notion d'utilité nundire. lls précisent en ces termes leurs
objectifs et méthodes:

« Let us for the moment accept the picture of adividual whose system of
preferences is all- embracing and complete, i.@,Wdr any two objects or rather for any two
imagined events, possesses a clear intuition déenece.
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More precisely we expect him, for any two altenmatevents which are put before him as
possibilities, to be able to tell which of the tiwe prefers.
It is a very natural extension of this picture &rmpit such an individual to compare not only

events, but even combinations of events with statetabilities. » (p. 17).

L'idée est de raisonner directement sur les uilitéans se référer aux courbes
d’indifférences, en les rendant numériquement naddes :

« At any rate we hope we have shown that the tresitimy indifference curves implies
either too much or too little : if the preferenadghe individual are not comparable, then the
indifference curves do not exist. If the individsapreferences are all comparable, then we
can even obtain a (uniquely defined) numericaltytihich renders the indifference curves

superflous. » (p. 19- 20).

Pour ce faire, les auteurs inserent une correspaedaoté®, associant a chaque
utilité, appartenant & un systéme U, un nombregéel que :u — p=g()™.

L’avantage de cette méthode est qu’elle permetrdiaer une signification quantitative au

by

risque et a lincertitude par lintermédiaire desolpabilités et de rendre possible la
comparaison de combinaisons d’événements.

Ainsi, si on considere une perspective aléaty(€) = (u; ,a; )ou u; [l Creprésente I'utilité
procurée a l'individu lorsque la conséquence i ltésde ses choixp;étant la probabilité

subjective gu'’il attribue a la réalisation de cetmnséquence. L'utilité de la perspective

aléatoire est définissable de la fagon suivante :

V(X(C)) = ap(ug) + a 2p(uz)+ ..+ 0 p (up)

Il est possible, sous les conditions supplémergajre @ soit continue et bornée, de

formaliser I'utilité de la perspective aléatoiréaade du calcul intégral. On obtient alors :
V() = 9 du,uOX(C)

11l est primordial de remarquer que Von Neumankletgenstern (1967) parlent uniquement « d'utilitét>non
de «fonction d'utilité ». Cette derniére est ttaginellement définie comme « une application gaige de

X préordonné par dans R » (Debreu (1959), p.59), ouest 'ensemble des consommations possibles pour
i

lindividu i.
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La fonction v(u) est appeléendex de Bernouilli Une telle fonction a I'attrait de

permettre une actualisation en temps continu.

Le programme dynamique

L’objet d’'un tel programme, particulierement adaptérr une démarche séquentielle,
est de réduire un choix inter temporel portant deux périodes a un choix sur une seule
période. Pour cela on cherche a déterminer le maxird’'une fonction objective z, compte

tenu de contraintes, définie comme suit :

z[= max{zzl o (Y )}

Up,Uz (t=1

Sous la contrainte :

2
> aiu<bavecO<a;<l,et u =20
t=1

En sélectionnant et en fixant une valeuugleon peut écrire étant donné la propriété

de séparabilité :

2
maX{Z o(y )}:cp(tb Y maxp (y

U (t=1

Ou max@(u ) a pour contrainteu; < b—a ous.

En posanf\(b—a,u,)= max@ (4 , on en déduit :
zO=max (@(w ¥ A (b-a b ).

uz

On remarque alors que le maximum z ne dépend que dede la distribution de
probabilité associée. Ainsi :

V(uz)=0(uz)+A(b-ajpu;)

L'utilité de la seconde période est une conséquaemtéa vu, des choix effectués lors
de la premiere et seconde séquence. A leurs téesschoix de la premiére séquence
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dépendent de;pandis que ceux de la seconde dépendent ee dep5 = W(p;). Autrement

dit, on se trouve confronté a une fonction impdiade la forme :

OC(py. oy Bz B (1))

En intégrant sur I'espace,Pon obtient la forme :

v(uz) = [ o0(py,a b (R)) & (A
P,

L’intérét de cette démarche est de créer un comtmnulans le choix des agents,
condition essentielle pour pouvoir s'assurer dedatinuité de la fonction de demande et
appliguer les théoremes du point fixe. D’'une manigénérale, les problemes de continuité
occupent une place prépondérante dans la théowe édeilibres temporaires et plus

particulierement au niveau de la démonstrationidterce.

VII. Iv.3 L’existence d’'un équilibre temporaire

Nous allons a présent nous confronter au probléeeéedistence d’'un « équilibre

temporaire ». Avant d’aller plus loin, précisons que I'on entend exactement par ce terme.

Définition
On considére qu’'une économie est en équilibre teamey si pour une séquence
donnée, le vecteur prix permet d’égaliser les sfeedemandes sur I'ensemble des marchés.

Commentaires

A la différence du modéle de Debreu (1959), leschnis sont ré ouverts a chaque
période et pas seulement a celle initiale. Celanp&che pas les agents de prendre des
engagements sur les marchés a terme. Mais, riggaramtit alors que les choix futurs des
ménages seront compatibles puisque les prix s@teptibles de fluctuer d’'une période a

'autre.
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Toujours dans un souci de simplification, nousraloeprendre I'hypothése de Grandmont et

supposer qu'’il n'y a pas d'implication allant de, aers a

Le traitement des équilibres temporaires par Greer{1973)
L’une des démonstrations les plus célébres d’existel’équilibres temporaires a été

réalisée par Green (1973).

Toutefois, comme on l'a déja mentionné, cette détration s’appuie sur une
hypothése d’anticipation commune tout a fait infiedtle du point vue de la rationalité.
De plus, bien qu’identiques, ces anticipations petiégalement étre erronées. Il s’ensuit des
risques de faillites et de banqueroutes en ch&neffet, suite a de mauvaises anticipations,
certains agents peuvent ne pas étre en mesureaddrdas engagements pris sur les marchés
a terme. Or, une hypothese fondamentale du modédmiitibre général, qui n'a pas été ici
remise en cause, est la «survie du consommatellrfaut donc mettre en place un
mécanisme institutionnel permettant d’annuler uadi@ des dettes contractées tout en ne
créant pas un risque systémique lié cette foiseabamqueroute des créanciers. Pour résoudre
le probléme, Green propose, en cas de banquerdotdiger I'agent a choisir lors de la

séquence suivante une consommation nulle.

L’existence

En fait, Green cherche a trouver les conditiorexidtence d’'un équilibre temporaire
pour la premiére mais également pour la secondedgrSi I'on note, comme lui, E (P) la
correspondance de demande nette, alors un équiitmgoraire pour la premiere séquence se
définie par :

m | m |
1 EE)=XYXDh®RIrYXuy=C

i=1h=1 i=1h=1

Un équilibre temporaire pour la seconde périods e sum of offers to buy such

contracts minus offers to sell them. » (Grenn (39@3). Soit :

B m | N m | -
2  Ef)=Y X D HarY Y 6f+$ (Ba)F |

i=1h=1 i=1h=1

hY

Le probléme se résume donc a montrer que les égsafil) et (2) peuvent étre

simultanément vérifiées. Pour ce faire, Greensgtiline version modifiée du théoréeme du
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point fixe de Kakutani.Toutefois, on ne rentrera ptus dans le détail de sa démonstration
dans la mesure ou sa méthode n'est pas d'un pantwug économique entiérement
satisfaisante :

« The treatment by Green of the problem is notrelgtisatisfactory, since he uses
purely mechanical rules to determine whether amtage bankrupt and the extent of
bankruptcy. » (Grandmont (1977), p. 16).

VIl. IV.3 Observations complémentaires et conclusion

Jusqu’a maintenant, on s’est placé dans le cadmeedéconomie d’échange. Mais
guand est- il lorsque I'on ajoute la productione lproblemes soulevés par I'introduction de

celle- ci sont avant tout d’'ordre institutionnel.

Remarques sur I'introduction de la production

En présence d’'un systeme complet de marchés, foduleest parfaitement connu aux
aléas de la nature prés, les consommateurs etddsgbeurs sont en accord sur les plans de
productions qui maximisent le profit. Tel n'est lie cas ici ou les anticipations des agents
vont diverger. De nouveau, il est indispensablatiduire un mécanisme institutionnel afin

de savoir qui décide et comment sont prises lesidés ?

Les agents, non satisfaits des décisions adopp&esient décider de vendre leurs
actions. Pour que cela soit possible, une « balgsevaleurs » doit étre instituée sur laquelle
va se reposer inévitablement la question de I'erist d’'un équilibre (voir, par exemple,
Arrow et Hahn (1971)).

Une seconde nouveauté a trait au financement dudagroduction. Les firmes sont
susceptibles d’émettre ou de racheter des obligatidutrement dit, elles peuvent s’endetter
(voire spéculer en effectuant des opérations sumarchés a terme telle la vente de leurs
productions futures) afin de dépasser leurs cartgaibudgétaires de la période. Mais la
encore va intervenir le probléme de I'existencéétpuiilibre sur le marché obligataire.

Une derniere difficulté, que 'on mentionnera jysient a la période de versement des

dividendes.
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La place de la monnaie
Bien que laissant ouvert la maniére dont s’effecke transactions, le modéle
d’équilibre général ne fait pas appel a la monnae ne peut pas maintenant la négliger.

Plusieurs motifs invitent a la considérer :

- la distribution des dividendes se fait désormaigopé par péeriode et non au terme de la
durée de vie de I'’économie. D’ailleurs I'achat dians dépend largement de la politique
de versement des dividendes.

- il faut pouvoir procéder a une allocation intemporelle des ressources. Les biens étant
généralement considérés comme peérissables, ilsunept jouer ce role.

- les agents pouvant délibérément se mettre en bemgaela monnaie intervient comme
moyen de « sanction sociale ». En effet, en rajduaa programme de maximisation du
consommateur une contrainte monétaire, si on sdéelimu cadre d’'une économie

d’échange, on écritmax (¢ ,q41 ) Sous les contrainteg; o + m < g W + M ainsi que

pd,1 [B1+1 < M; OU W représente les dotations initidles m la monnaie. Si 'agent choisit

de tout consommer en t (c'est-a-dire m 0), il aura pour sanction d’'avoir une

consommation nulleent + 1.

Une premiere méthode, pour prendre en compte lanaenest de I'intégrer en tant
gu'argument de la fonction d'utilité (voir Patink{fi965)). Toutefois, cette solution est bien

peu satisfaisante car elle revient a lui conférer wtilité en soi.

Dés que I'on sort de cette solution, on se heurtm @robleme typique de « backward
induction ». Le nombre de périodes étant suppasgilfin’y a aucun intérét a détenir de la
monnaie, si elle n'a pas dutilité en soi, lors e derniere séquence. Les agents ne
souhaiteront pas non plus en posséder a I'avantéders’ils ne pourront plus I'échanger par
la suite. Par un principe évident de récurrencen itésulte que personne ne voudra en avoir a
la période initiale. C’est pourquoi, les auteurs iaitent de cette question sont contraints
d’en revenir & insérer la monnaie dans la fonctikutilité (cf. par exemple Grandmont
(2974)). lIs justifient ce choix en invoquant I'extitude : la monnaie, actif le plus liquide,

jouant son réle de réserve de valeur.

! Par soucis de simplification, on suppose dansenptésentation que la totalité¢ des dotations Iegiaous
forme de biens sont en t échangées contre d’abiees ou de la monnaie. Ce qui est parfaitemens jsisles
biens sont considérés comme périssables ; unigudamonnaie peut « passer »detat+ 1.
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Conclusion

Méme dans un cadre théorique tres simplifi€ ou Boanvisagé que deux périodes
ainsi gqu'une économie d’échange, il a fallu fairepel a une série dhypothéses
complémentaires pour prouver l'existence d'un éboxel temporaire. Les principales
hypothéses mobilisées, outre celles usuelles,lorg été :
- l'existence d’anticipations communes
- l'existence d’une consommation nulle a la périogigante en cas de banqueroute

- I'impossibilité d’adapter les choix présents endibon de ceux futurs

En dehors du débat sur la cohérence de ces hypsthagec la rationalité du
consommateur, on peut tout de méme se demandé&sspermettent de parler de dynamique

a propos de ce modéle ?

Equilibre temporaire et approche dynamique

On ne peut que répondre négativement a cette quediien qu’il y ait une
indétermination concernant les prix de la secopéBode, les agents décident de leur
consommation présente et future dés le départy b ipas ici d'idée d’adaptation progressive
des choix de consommation. En fait, les équiliteaporaires sont une suite d’équilibre

« pseudo-dynamique ».

Ce constat est di a la multiplication des hypabegui ont été formulées pour
contrecarrer les effets de l'incertitude. Ce faisaon a renoncé a l'aspect initialement
dynamique du modéle.

SECTION V

Généralisation du principe d’entropie

On a illustré le principe d’entropie par l'interniéde de la théorie des équilibres
temporaires. Le constat aurait été identique sh lavait étayé notre propos a l'aide
d’exemples empruntés en dehors du cadre du motgailibre général. Comme le souligne

von Neumann et Morgenstern (1967) :
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« A static theory deals with equilibria. The esg@ntharacteristic of an equilibrium is
that it has no tendency to change, i.e. thatribisconducive to dynamic developments. ». En
somme, « The dynamic theory deals also with indajal even if they are sometimes called
“dynamic equilibria”. » (p. 45).

Nous allons voir ce qui permet a von Neumann etgdostern d’étre aussi généraux

et affirmatifs. Enfin, on verra les solutions emgées pour contrecarrer les méfaits de

I'incertitude.

VII. V.1 Généralisation

A travers I'étude des équilibres temporaires, nausns vu comment l'incertitude
entraine une absence de spécification des fondiiememandes nettes. En fait, c’est Ia un cas
particulier des probléemes que posent les situatgireégiquement interdépendantes. Que

celles- ci soient des interactions entre agemspoéeelles ou encore une forme mixte.

Les interdépendances entre acteurs

On a déja évoqué au premier chapitre les intemagtientre individus et plus
particulierement la solution de Nash, concept detiem privilégié des jeux non coopératifs.
C’est pourquoi on n’insistera guere sur ce poindunt plus qu’il apparait clairement
gu’une solution de Nash ne peut pas étre qualiiéé&quilibre ». Rappelons juste que le
« jeu de miroir », caractéristique de ces situatigmovient du doute qu’ont les agents sur le

comportement de leurs semblables.

Les interdépendances temporelles

L'incertitude est ici a la base d’'une sorte « @glletour » entre le présent et le futur.
Lorsqu’un agent établit ses plans, en présenceetiitude, il doit tenir compte de l'incidence
gu’'auront ses choix actuels sur sa situation futleguelle invite a reconsidérer les choix
présents. En résumé, les choix actuels engendesnt états futurs qui eux-mémes
conditionnent les choix présents.
Dans ce contexte, un équilibre est une situatiofiamiicipation de « I'état futur », faite par
'agent, n’incite plus a modifier les choix présenOn retrouve naturellement I'idée d’un

point fixe comme l'illustre le schéma ci-apres :
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Anticipation

Choix présents Etat futur

(instant « t ») (instant « t+1 »)

Correction

Figure 8.2- Effets d’anticipations et de correcti@pparentées a un point fixe

A mesure que les périodes se multiplient, les charde voir exister un équilibre
s’amenuisent. Cela étant lié a I'abondance et &daplexité des anticipations et des

corrections, CIUI sont sans cesse mouvantes.

anticipation
I l
. anticipation t41 {42
t t |
correction correction
correction

Figure 8.3- Représentation des effets d’anticipatiet de corrections sur trois périodes

Si on ajoute une interdépendance entre les agelots les possibilités d’existence

d’un équilibre sont nulles.
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VIl. V.2 Alarecherche d'une solution. Planification et ettopie

La planification, et la centralisation qu’elle ifique, va apparaitre comme une

solution naturelle au principe d’entropie.

Planification et systeme complet de marchés

Le systeme complet de marchés est, bien sir, alodo totalement irréaliste pour
lutter contre I'entropie. Le développement d’appex séquentielles, de la recherche
d’'informations, témoigne de la volonté des écontasisde produire une solution plus
vraisemblable. Il n’est pourtant guere aisé deplaner une telle hypothése. En outre, celle-
ci offre une caractéristique fondamentale d’'unéys produisant de I'ordre, en assurant :

« Une structure stable de relations d’échange [t&8 marchés politiqugset
economiques.» (North (2005), p. 139)

La planification, si elle aussi garantit une ciexastabilité des prix, peut jouer le role
du systéme complet de marchés. A son instarcefieribue a éviter des discontinuités dont a

remarqué l'aspect problématique au chapitre II.

Planification et anticipations

Par essence le plan permet d'orienter les antiosm des agents en instituant des
rigidités. Ces derniéres jouent a la fois un r@ercitif et de stabilisation des anticipations en
réduisant les marges de manceuvre. Si on en crsftdlgaliste des institutions qu’est North
(2005), une des causes favorisant le désordreigtsinjient la disparition d'un « conformisme
résultant d’'une certaine alliance entre l'intésation des normes et leur application

coercitive. » (p. 139).
Planification et équilibre dynamique

Ces remarques nous permettent de mettre le daigtl'atout majeur de la

planification.
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Elle peut produire suffisamment de stabilité powssumer I'existence d'un équilibre
dynamique sans annihiler completement l'incertitddesorte que I'équilibre ne se réduise pas

a une forme pseudo- dynamidue

! Rappelons qu’un équilibre pseudo- dynamique estnpture, fort peu réaliste car il permet de t#ierminer
a l'instant initial.
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Conclusion de la deuxieme partie

La théorie de I'équilibre général est donc contfiéera, au moins, trois grands types de
difficultés qui concernent: (a) les propriétéssaigque la multiplicité des équilibres, (b)

l'instabilité de son mécanisme de tatonnement, €gistence d’'un principe d’entropie.

Les solutions qui ont été apportées pour y reméialie toutes pour points communs
d’élever le niveau de centralisation de I'éconormi@si :
@) les hypothéses de substituabilité brute et deimhtion diagonale, en portant
directement sur la forme des fonctions de demandtss, n'ont de sens que dans la mesure
ou un organisme veille a ce que les agents aiestcdnjectures myopes. D’ailleurs, ces
hypothéses sont souvent évoquées pour justifieapi@oches par « I'équilibre partiel ». Mais
du point de vue du modele d’équilibre général,seent sans lien avec le comportement
« maximisateur » des agents. Il en va de méme Ipsuallocations B.C.P.E qui, en imposant
des droits fondamentaux, accroissent égalemeptréesgatives de I'Etat.
(b) les autres processus, qu'il s'agisse du tatoeme en quantité ou plus encore de la
méthode de Newton, nécessitent un veéritable bureatral de la planification.
(c) les effets de lincertitude, liés a I'évoluticlemporelle, sont minimisés grace au
systeme complet de marchés ou au contrble acérécalgectures. Ces deux remedes

imposent un commissaire priseur omnipotent.

On peut alors se demander s'’il ne serait pas quiiésjuat de formuler explicitement
une théorie de la planification, préservant la péip privée des moyens de productions,
plutét que de s’obstiner a vouloir maintenir uneréamie de marchés qui n’en porte plus que
le nom ? Comme le fait remarquer Andreff (1993) :

« Des premiéres théories et des premieres expéseme I'économie socialiste, on
peut tirer un bilan assez paradoxal. S'agissanh g¢ysteme élaboré au nom de la théorie
marxiste, celle- ci n'en précise pas les modafiggiques de fonctionnement, et c’est au sein
de la théorie néo-classique qu’est démontrée lailpitse pratique d’'une économie socialiste

rationnelle. » (p. 56).

Dés que l'on accepte l'optique de la planificati@e]a permet d’inclure des rigidités qui

facilitent grandement les choses. C’est ce qued®mpropose de voir dans la troisieme patrtie.
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TROISIEME PARTIE

Application de la notion d’équilibre a la planification
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On va désormais se concentrer sur les travaux diermale planification. Notre
ambition est moins d’apporter des réponses défestique de susciter de nouvelles
interrogations. Aucune recette toute faite n’émedge pages qui vont suivre. Cependant,
notre travail est guidé par la conviction que lesystémes planifiés peuvent se substituer a
l'incertitude et a la conjoncture mouvante, toutesdeux caractéristiques, des économies

de marchés.

Plan de la ¥™ Partie

Cette derniere partie se divise en trois chapitres.

Le premier, intitulé « De la possibilité de géractivité économique par un systéeme
planifié », a pour fonction de discuter les objecs faites a la planification. On en profite
pour rappeler quelques principes qui guident I'étabon des programmes de planification.
Enfin, on présente une méthode qui nous semblécpigtement adaptée pour planifier

I'activité économique.

Le second chapitre, traite de la possibilité detmaeadu point une procédure de
planification étatique par I'intermédiaire de la&dhie du contrdle optimal. Le recours a cette
théorie améne a des résultats convaincants taré glan de la convergence du programme

vers I'équilibre que sur sa capacité a faire fadesichocs exogenes.

Le dernier chapitre, consacré a la planification fienes, propose une nouvelle voie
de recherche. On tente, aprés avoir exposé lesondedhde séparabilité, de décomposer un
probleme de contrble optimal de grande taille ea suite de sous problemes de tailles plus
modestes. L'objectif étant d’obtenir une décompasitelle que la solution globale engendre

celles locales.
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CHAPITRE VIII
De la possibilité de gerer I'activité économique paun

systeme planifié

Si on se réfere au rappaktan de Gaull€1994), commandé par le premier ministre
Monsieur Balladuy la planification consiste a « organiser un fulésiré et les moyens d'y
parvenir dans un cadre temporel donné » (p. 4efaant, le principal reproche qui lui est
adressé tient a sa « difficulté croissante a gatidiavenir, et I'incapacité a prévoir des crises
majeures d’un contexte mondial de plus en plusipaét][...] » (p. 24).

Il peut donc sembler étrange, a I'’heure actuelld’au parle de « crise » voir de « discréedit
sur I'exercice de la planification », de traitemdaine these d’un tel sujet. Il est vrai que ces
dernieres années ont plutét été marquées, darsetidrie des pays européens, par un recul de
cet exercice. Paradoxalement, le recours croissdatformalisation ainsi que la formation
mathématique de plus en plus poussée des éconsndistgait au contraire favoriser une
effervescence dans I'élaboration de nouvelles tgcies de planification.

Pour notre part, nous pensons qu’elle s’avére ptoer peu qu’on l'utilise correctement, un
formidable instrument d’analyse économique coretituune application essentielle de la

notion d’équilibre.

Le theme de la planification est tombé en dés@étigpuis la fin des années soixante
dix. A notre connaissance, la these de Picard (1289 I'une des derniéres recherche
effectuée en France sur ce théme. Il n’est doncimade de rappeler les grandes lignes

théoriques qui président a I'élaboration et la neisexeuvre d’un programme de planification.

Ce tour d’horizon va nous confronter & un certaiosbres de difficultés. La majorité
d’entres elles résultent directement des obsemsti@mises au cours des deux parties

précédentes et sont imtimement liées a l'usage dwetion d’équilibre. Pour faire face a ces

! Cette critique reléve de la faute logique, puistie’ revient & lui reprocher de ne pas étre capdble
comprendre et de décrire la situation présentee(sp positif »), alors méme qu’on lui demande eegnt
d’avoir un réle normatif.
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difficultés, on sera astreint a opérer des choesduels nous conduirons a présenter un petit

modéele de planification.

SECTION |

L’horizon temporel du plan

Historiquement les économies socialistes ont tosjalaboré des plans intégrants
différents horizons temporels. Ainsi, il existagsdplans annuels et quinquennaux. Pourtant,
seuls ces premiers jouaient un réle primordial.r®lé fait qu’ils étaient les plus « tenables »,
ils permettaient également d’énoncer de fagon ltigdes objectifs poursuivis :

« La planification de type soviétique prend en ctemplusieurs horizons temporels.
Le plan quinquennal est le plus connu, mais padule important, car il ne détermine pas les
objectifs de productions courants pour les entsegri[...]. Le véritable plan impératif est le
plan annuel. Il contient des objectifs détaillésipiddconomie nationale dont sagrégation
permet d’obtenir des chiffres de contrble destiaés differents ministéres sectoriels, puis

apres une deuxieme désagrégation ceux des enaepsigAndreff (1993), p. 71)

Les propos de Kornai (1996) sont similaires :
« Du point de vue de la durée, il y a des plansialsna court terme, et des plans a moyen
terme, qui sont des plans quinquennaux dans laritéagtes cas. La planification annuelle est
le véritable outil opérationnel pour la directioa KEconomie nationale. Le plan quinquennal
est plutét une manifestation d’intention de poligggconomique [...] » (p. 143).

On va maintenant exposer les raisons pour lesgullglanification annuelle nous

semble effectivement la plus judicieuse.

VIIl. 1.1 Incertitude et investissement

On n’a pas cessé de le répéter, I'incertitude retaomposante majeure de l'activité

economique. Elle peut évidemment prendre d’'innofribsaformes. L'une d’entre elles a été
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mise en évidence par Keynes (1936) et concernesbitissement. Dans I'esprit de Keynes, le
choix d’investir dépend notamment du rendementrapt®, par les entrepreneurs, du capital.
Celui- ci est lié, dans une large mesure, a «tl'd¢ala prévision a long terme » qui dépend a
son tour d’éléments psychologiques difficilemensisaables :

« Les évaluations des rendements futurs sont &mdé partie sur des faits actuels,
gu'on peut supposer étre connus avec plus ou miéngertitude et en partie sur des
événements futurs qui ne peuvent qu’étre prévus pes ou moins de confiance. [...]. Dans
la seconde catégorie figurent les changementssfutans I'espece et la quantité des divers
biens capitaux et dans les golts des consommateumngpleur de la demande effective aux
diverses époques de l'existence de l'investissententsidéré et enfin les changements
pendant cette existence de l'unité de salaire mg®ien monnaie. On peut condenser I'état
psychologique d’attente vis-a-vis des évenementka d®conde catégorie dans I'expression

état de la prévision a long ternje.] » (Keynes (1936), p. 163).

L’investissement dans un programme de planification

Etant donné la difficulté qu’'il y a pour saisir ldéterminants de I'investissement, la
prise en compte de son évolution dans un planreghportant sujet de tracasserie. C'est en
partie pour résoudre ce probleme que la proprigidique des moyens de productions était en
vigueur dans les économies socialistes. La décwbiauestir était alors du ressort de I'Etat :

« [...] le plan doit fixer le montant et I'orientatiades investissements, ce qui signifie
que le Centre décide au niveau macro-économiqueady d’investissement (part de
laccumulation dans le RN), ainsi que la répaniticectorielle et régionale des
investissements.sAndreff (1993), p. 89 et 90).

L'avantage du plan annuel
Si I'on ne souhaite pas imiter les économies sistéa et que I'on désire conserver la
propriété privée des moyens de production, il cemvalors de solutionner ce probleme par

un autre biais.

! Pour étre tout & fait fidéle & la pensée d’Andriéffonvient de préciser que « Seuls les projétsestissement
les plus importants (plus de 150 millions de rogpielévent des autorités centrales. ». Par coeséqill faut
« relativiser un peu les grands principes présidala détermination de l'investissement héritédadpériode
stalinienne. Xibid).
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Peu de monde conteste aujourd’hui que l'investissgrast par nature une opération
de «long terme ». Quel que soit ce que I'on enexattement par I'expression « opération
de long terme », il ne fait guére de doute queltng terme » dépasse une année. Du point de
vue mathématique, il est donc raisonnable de céraidque sur I'année les ensembles de
productions sont bornés :

« Any division of time into the “short-run” andelflong-run” contains an element of
arbitrariness: yet such distinctions may nonetlselss useful and intuitively appealing, and
that is indeed the case with the distinction alioube made. There are two approaches to
establishing it, and the first of these has thectam of economic tradition. It has been
customary in economic theory to refer to the shamtas a period within which the quantity
of fixed capital equipment available must be takemgiven: the first definition of the short-
run is that it refers to a period within which rasme constraints are absolute and cannot be
altered. This certainly conforms to traditional gesa for the amount of fixed capital
equipment available has been taken as a resouns¢ramt. If this approach is adopted, what
period of time does it suggest as the short-ruru@laempiricism suggests any period about
five years.» (Heal (1973), p.63).

Il en découle immédiatement que les ensemblesodsocmations sont eux aussi

bornés.

L’'aspect formel
Techniguement une planification annuelle invite @nsidérer des ensembles de
productions bornés. Comme on I'a vu au cours dmjaechapitre, c’est la une condition

essentielle pour assurer I'existence et I'uniclabgle des équations différentielles.

VIIl. 1.2 Incertitude et choix des agents

Comme on a pu le réaliser a travers I'étude desiléeps temporaires, les croyances et
les conjectures des agents prennent une imporfaimerdiale des que I'on se situe dans un
univers incertain. Leurs choix de consommation el@vent tres délicats a prévoir. C’est pour
ce motif que tous les modéles que I'on a examimdsrecours a des artifices pour limiter

l'incertitude (systéme complet de marchés,...). Madssont la des hypothéses bien peu
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réalistes. Evidemment, la planification socialista pas non plus échappé a cette difficulté
comme le reconnait Ellman (1999) :

« Dans bien des cas, le conflit entre « produgerpe plan » et « produire pour les
besoins » ne provient pas d’'un conflit entre «pe&férences des planificateurs » et «les
préférences des consommateurs », mais du faiteguautorités ne savent ni ce que préféerent
les consommateurs ni quelles sont les possibifiééproduction réelles des entreprises. » (p.
135).

La dictature des besoins

La plupart du temps, les erreurs d’anticipationgtinificateur — liées a la mauvaise
connaissance des préférences des agents — cordtigsaine pénurie. Ceci faisant rapidement
affirmer a Boukharine (1920), qu’a l'inverse du italisme, le socialisme se caractérisait par
une sous production :

« Mais, chez nous, cette disproportion est re@e&drs.] ; la-bas la demande de la part
des masses est considérablement moindre que J'afiréa demande est plus grande que

I'offre. »

Plus récemment, un diagnostic similaire est dressda plupart des spécialistes des
economies planifiées :

« Les économies des pays de I'Est restenten é&fgement, et on peut dire
structurellement, des économies de pénurie pourbiess, les services et le travail ; »
(Duchéne (1987), p. 13)

D’apres les travaux de Fehér, Heller et Markus88)9les économies socialistes
tentaient de résoudre ce probleme, de connaisshsceréférences des agents, en instituant
une « dictature sur les besoins ». Autrement d#olation consistait a €laborer, ce que nous
avons appelé, une centralisation totale (voir dnaypj. Si I'on souhaite maintenir le caractere

semi- centralisé de I'économie, une autre répongeitte trouvée.

La prévision du choix des agents

Une anticipation erronée, par le planificateur, desix des agents peut provoquer une
sous production. Ce qui risque d’engendrer une arodn de pénurie. Afin d'éviter cela, il
convient de produire tous les ans et dans tousesrgeprises au maximum des capacités de

production. Ces dernieres sont, rappelons le, lestné
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Cette solution correspond a celle que Von Neumaatient dans son modéle de
croissance équilibrée (chapitre 1V). Malheureuseimelle a pour désagrément d’inverser le

probleme. Le risque majeur est désormais la suyetaxh.

Origine et risque de la surproduction

La surproduction est liée au fait qu’'une partie senages ne dépense pas l'intégralité
de leurs revenus. En effet plus la productionragbrtante, plus la distribution de revenus est
conséquente. Ce qui permet alors I'achat des lpesduits. Hélas, une fraction du revenu
étant épargnée celui- ci devient insuffisant pour que les entiggs puissent écouler la
totalité de leur production.
En fait, si la surproduction nous préoccupe c’astlte a pour inconvénient de baisser le
niveau de profit des entreprises. Dans ce casgpouprendraient- elles le risque de produire

au maximum de leurs capacités et de faire desgp@rte

Mécanisme de transfert

Pour inciter les entreprises a produire au maxingienteurs capacités de production,
tout en maintenant une économie de propriété privde mécanisme de transfert est
envisageable. Ainsi, une partie de I'épargne desa@mmateurs peut- étre redistribuée aux
entreprises dans le but de compenser leurs péjtes.autre possibilité est d’'instituer un
dispositif de solidarité entre les entreprisesiséat du profit et celles faisant des pefttes
Naturellement, cela suppose que les pertes saieitéés de maniére a ce qu’une fraction de
I'épargne puisse les combler.

Rendements d’échelle croissants

Comment alors, en présence d’une surproductionimigar la baisse des profits ? La
réponse est simple : en se situant dans une zotes sandements d’échelle sont croissants.
Les pertes unitaires encourues par les entreprisest plus faibles. Ceci nous amenant alors

a nous pencher sur le réle des rigidités.

! Cela d’autant plus que le niveau de revenu eséd&ion en croit la « loi psychologique » de Keyne

2 La proposition de mettre en ceuvre des systémetamsferts dans les économies planifiées n'est pas
spécialement novatrice. Contrairement a ce quepurrait croire, de tels systémes existaient dempays de
I'Est (confere Duchéne (1987)). L'originalité résideulement dans la couverture d’'un « risque daeai.
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SECTION Il
Rigidités et ensemble de stabilité. L’existence uhicité et la

stabilité de I'équilibre en question

Pourquoi accorder tant d'importance aux rigiditésa? elles permettent de répondre a
la plupart des objections émises a I'encontre geemes planifiés

VII. 1.1 La réfutation des objections par les rigidités

Un type d’argument souvent évoqué concerne |'efftéadu systeme économique.
L’entrave a la libre concurrence qui ne pourraguaer le salutaire processus de destruction
créatrice décrit par Schumpeter :

« Nous pouvons résumer les points 1 et 2 en indiqyae ce n’est pas la concurrence de
marché, la « sélection naturelle » qui a « droitvileou de mort » sur I'entreprise en tant
gu’organisation collective, en tant qu’organismeaisnbien la bureaucratie. On observe
'absence compléte du processus que Schumpetdrcaveidéré comme la force motrice la
plus importante d’'un développement économique saggvoir I'émergence d’entrepreneurs
qui introduisent de nouveaux produits ou de noegetchnologiques, qui créent de nouvelles
organisations et conquiérent de nouveaux marcléslist que les produits désuets et les
organisations fossilisées sont éliminés. En d'auteemes, dans ce systeme il n'y a pas de
place pour I'effet révolutionnaire de la « destictcréatrice » de Schumpetert $Kornai
(1996), p. 147).

Outre la maniére contestable dont Kornai présentmhcurrence qui est assimilée a une
sorte de compétition ou les plus faibles trépassents voulons déja faire remarquer que ces
rigidités présentent des avantages. En imposantédgss strictes, la bureaucratie évite les
évolutions chaotiques, résultant des disparitidrgéations d’entreprises, qui engendrent des
discontinuités (voir chapitre IlI). Par ce biaisjeelimite I'incertitude et facilite les

investissements a long terme favorables au déveroppt de I'activité économique.

! Les points 1 et 2 renvoient respectivemelat fandation d’entrepriseainsi qu’ala cession d’entreprisegui
dépendent d’'une autorisation bureaucratique.

187



L’'ouverture des économies

Un des éléments les plus fréquemment avancéeadligre de la planification a trait
a l'abondance des échanges internationaux qui einflent de maniére erratique le
mouvement des prix intérieurs, rendant encore piigate la construction du plan. On
retrouve ici une autre justification aux rigiditéslles permettent suite a un choc exogene, une
mauvaise conjoncture internationale par exemplem@écher le mouvement du systéme de
sortir de sa zone de stabilité. En d’autres terraéss modérent I'impact du « choc » subi en

le ramenant a terme vers un équilibre.

Propriété des moyens de production et développemetgichnologique

Enfin, notons, que dans I'esprit de la plupart desnomistes, la planification était
associée, y compris chez les théoriciens du «lsoi@ de marché », a l'idée de propriété
publiqgue des moyens de productions :

« La planification de I'économie nationale et des sivers secteurs au niveau du
pouvoir central n'est possible que par le remplaa@nde I'appropriation capitaliste des
moyens de production par I'appropriation socialipe la société tout entiere. Seule la
liquidation des rapports de production capitalistésleur remplacement par les rapports

socialistes crée la possibilité d’une telle plamfion. » (Kantorovitch (1963), p. 1).

Le modéle que I'on va développer n'implique aucuestriction de ce genre. Il en
découle que les arguments de Mises sur I'impogsildiun calcul rationnel ou sur I'absence

d’incitation au progres technique sont d’embléeucad

On ne va pas s’attarder d’avantage sur ces remagueont pour seules vocations de
renforcer les préjugés ambiants. Il existe par reomtfautres difficultés beaucoup plus
sérieuses que peut rencontrer la planification.

On a vu les motifs pour lesquels I'année est, &gmous, l'intervalle de temps le plus adapté
a I'élaboration d'un programme de planification.adéoins bien que cette vision de court
terme réduise l'incertitude, elle ne I'élimine pesmplétement. Il est incontestable que de
nombreux évenements peuvent encore survenir aws @dune année venant perturber la
réalisation du plan. Il est donc nécessaire detdimiimpact de ses perturbations en

maintenant '’économie dans sa « zone de stabilité »
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VIIl. 1.2 Au sujet de l'importance des ensembles de stabéitet des

rigidités pour la planification

La notion d’ensemble de stabilité améne a se perslrele role des rigidités. Ces
dernieres ont des vertus particulierement impogtarmtans une optique planificatrice. Ces

rigidités sont salvatrices, du point de vue dditednce, pour le planificateur.

Choix de I'équilibre, rigidités et stabilité
D’un strict point de vue mathématique un équilibeepeut pas, en regle générale, étre

atteint en un temps fini (confere chapitre | sectid).

Une fagon astucieuse de contourner la difficulté déen choisir un a proximité
immédiate des « conditions initiales ». Encore-fdugu’un tel équilibre existe et qu’il soit
stable. La premiére condition est aisément renulisque les ensembles de production et de
consommation sont bornés. Le théoreme des valetesriédiaires s’applique et garantit
I'existence d’au moins un équilibre sur la duréepthn. En fait, le planificateur va d’avantage
étre confronté a une multitude d’équilibres donpligpart sont instables. L’instabilité étant la
regle. Or paradoxalement, un équilibre instablet ppiand méme comporter des directions
stables. Celles- ci sont données, dans le casirindgsr I'espace engendré par les vecteurs
propres dont les parties réelles des valeurs psopoat strictement négatives. Les rigidités
sont alors susceptibles de maintenir le procesauns da direction stable et d’atteindre un

equilibre qui paraissait a priori instable.

On devine facilement I'importance de ce résultatrpm planificateur. En présence de
rigidités, ce dernier n’a plus a se soucier du [gnole de stabilité lorsqu’il doit sélectionner un

equilibre a atteindre a proximité des conditionsates.

Hystérésis et rigidités

Afin d’échapper au probléme de la vitesse de cayerae du processus, nous avons
eu recours a une «astuce ». Toutefois, choisireguilibre au voisinage immédiat des
conditions initiales ne résout pas le probleme&enements qui surgissent pendant le délai
d’ajustement c’est-a-dire la phase de déséquiliBer. exemple, Solow (1988) observe en

s’intéressant au marché de I'emploi qu'une pars dhémeurs se retire de celui-ci par
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découragement, par perte de qualification...C’estiria conséquence d'un « déséquilibre »

prolongé qui détruit, le cas échéant, une partiederce de travalil.

Plus généralement, on se trouve confronté a un@rabd’hystérésis. Les rigidités en
réduisant les fluctuations du processus peuvens aontribuer a raccourcir au minimum

cette phase d’ajustement.

Chocs exogenes et rigidités

Un des arguments le plus souvent évoqué a l'eneodér la planification est sa
capacité a faire face aux nombreux événements impngouvant surgir. Dans ce domaine les
illustrations abondent : catastrophes atmosphésiga&uisant une partie des récoltes, conflits
internationaux accroissant le prix des matieresmmees...Du point de vue de la
modélisation, tous ces imprévus prennent la formme dhocs exogenes » qui se traduisent par
le déclenchement de fluctuations erratiques du gasics. Les rigidités en limitant les
mouvements du systeme empéche 'apparition ddwesidtions dont le résultat est incertain.

Rigidités et Etat

Pour la plupart des économistes, I'Etat est pexmmnece une source de rigidité et
d’inefficience. Etant donné ce que I'on a dit daaschapitre, on peut objecter qu’en imposant
des régles et des normes, I'Etat exerce une irngkisnr les croyances et les anticipations des

agents.

Les remarques que I'on vient de formuler ont uraci@re trés général et sont valables
guelque soit le cadre institutionnel retenu pouwsngler I'économie. On peut toutefois
préciser d’avantage les bienfaits des rigiditéslesnappliquant a la théorie de I'équilibre

général.

Réle des rigidités, effets de seuil et interprétatn de I'hypothése de fixité du
nombre d’entreprises

En abordant I'étude du modele d’équilibre généstilsa représentation de I'équilibre
sous forme de point fixe, on a eu I'occasion deagjuer combien les rendements d’échelle
croissants sont problématiques. Dans cette sityatiod ce stade de nos connaissances, seule
une regle de tarification marginale associée arésfictions sur les conjectures des agents

permettent de démontrer I'existence d'un équilibEa d’autres termes, une économie
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comportant des courbes marginales en U peut sosisceeditions avoir un équilibre

walrasien.

Dans cette derniére configuration, une légére peationt est susceptible d’engendrer
d’'importantes répercussions. Il suffit que des eprises tombent en dessous de leur seull
minimum de production pour qu’elles se retireninaarché faute d’étre rentables.

Il va s’ensuivre un certain nombre d’effets de répet par conséquent des risques de réaction

en chaine.

La présence de rigidités permet de supprimerscgi@ systémique en excluant toute
chance de faillite ou de retrait des entreprises.

SECTION Il

Un modéle de planification

Les remarques que I'on vient de formuler nous p#entde concevoir un modeéle

simple de planification.

VIII. .1 Exposition

A la base de ce nouveau modeéle se trouve unee Eitice que I'on peut résumer
ainsi : plutét que faire varier les prix en espéfzar itération arriver a I'équilibre mieux vaut

agir sur leur marge de fluctuation.

Raisonnement
Le raisonnement est donc le suivant : a l'instaitial tp le planificateur choisit au

hasard un vecteur prix que devra atteindre I'économiéeRour la clarté de la présentation,

! La plus souvent « exogéne » au modéle.

2 La seule contrainte qui lui est imposé est que Mecteur prix choisit appartienne a

I'ensembleB ={5D]R3| pP>0p>0R= kDR_ZH_
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on va se situer exclusivement dans un monde alireiss. De plus, on pose la condition de
normalisationpg = 1. Le vecteur prix a atteindre enesst alors notéP(T)= (p (T), B (T)).

Des périodespta T le planificateur va progressivement dimingemarge de fluctuation des

prix comme illustrée ci-dessous :

Temps
Tn
- Ensemble A
S
P1 P1
p_2 777777777777 éﬁéemble B

./

Figure 8.1- Réduction des marges de fluctuatiomadats un céne

Commentaire

On remarque que la figure forme un cone de sorBmép ,p,, T). Or, le sommet

d’'un cone est un point fixe. Il s’ensuit qu’en Pest nécessairement un vecteur prix
d’équilibre.

Plus généralement, tout vecteur prix que choigrpldnificateur en T est assurément
un vecteur- prix d’équilibre.
Sur le plan économique, ce résultat peut paraiineresnant au premier abord. Il est pourtant
extrémement logique. En effet, en ayant en T urtewscprix a atteindre, la structure de
'économie s’adapte graduellement. Les génératritexdne constituent quant a elles des

rigidités garantissant la convergence des trajexgoiers S, comme dessiné ci-dessous :
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Temps

P1 Py

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

P,

Figure 8.2- Trajectoires convergentes bornéesgsagénératrices du cbne

VI 1.2 Vitesse de convergence

On a vu gu'il est impossible, a ce stade de notrenaissance, d’obtenir un équilibre
dynamique. D’apres nous, ce point est a l'origied’dchec des systemes planifiés ainsi que

de leurs projets de réformes dans les économiéalistes.

Pour résoudre ce probléme, la solution est dgweé» le systéme économique afin de
limiter sa tendance au chaos qu’il manifeste, cortoné systeme, des lors qu'il n’existe pas
de rigidités. Toutefois, un tel « controle » étdificile a exercer et n'échappant pas non plus
au principe d’entropie, il doit étre le plus brefsgible. D’ou l'intuition d’amener le systeme a

I'équilibre par le chemin le plus colit

! C'est & partir de cette réflexion qu’est née léotie du contréle optimal dont la paternité estitatée a
Pontriaguine. Evidemment le point de départ deediiéorie est qu’« On suppose que le mouvemeribdget
est susceptible d'étre commandé, i.e. I'objet esté dde « gouvernails » dont la position conditiorlae
mouvement. » (Pontriaguine &t (1974), p. 11).
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Temps

Py

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

P,
Figure 8.3- Trajectoire convergeant rapidement leev®cteur prix d’équilibre

En d’autres termes, on doit chercher a faire cagerela trajectoire en un temps
minimum vers le vecteur prix d’équilibre. Cela reaat a « aplatir » le cone :

Temps |

p
T, G

P,

Figure 8.4- Aplatissement du cbne
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Ces dessins ne peuvent pas tenir lieu de démbastragoureuse. lls permettent
néanmoins de mieux comprendre la démarche queviomettre en ceuvre dans le prochain

chapitre.

SECTION IV

Problémes pratiques de la planification

Historiquement, une difficulté récurrente a lagaalht été confrontées les économies
planifiées concerne la mise en ceuvre des solutibésriques. Naturellement, aucune
réflexion sur la planification ne peut contournet obstacle. Deux maniéres de résoudre ce
probleme avaient été élaboreées :

« Si I'assimilation des problemes d’affectatiortioyale des ressources aux niveaux
d'un atelier et de la nation est possible sur Enghéorique (sous certaines hypotheses), on
sait que méthodologiquement cette assimilation pdes problémes de dimension et
d’'information qui nécessite une extension des ppeg de la programmation. Nous nous
limiterons a rappeler que deux solutions sont glossibles : le socialisme de marché, concu
comme une concrétisation « naturelle » du théordmeéa dualité, et ce qu'on appelle le
centralisme indirect, qui représente la mise enique, lors de I'élaboration du plan, des

procédures de décomposition des programmes matiggiest» (Duchéne (1978), p. 1114).

VI, V.1 Le socialisme de marché

L’idée d'articuler le plan et le marché remontéDakar Lange (1936). Ce dernier
reprend a son compte la remarque de Barone (196Bn laquelle le marché résout
automatiquement et sans effort un ensemble d'é@nmtiestiné, d’'une part, a résoudre la

guestion de I'existence de I'équilibre et, d’ayteat, celle de la stabilité.
Présentation

A la base du modele de socialisme de marchéos@drun point commun entre la

concurrence parfaite et I'économie planifiée. Ddes deux cas, les prix annoncés
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respectivement par le commissaire priseur et leedarcentral de la planification sont

paramétriques. lls s'imposent aux agents.

Partant de ce constat, Oskar Lange propose deeiegitre au marché pour converger
vers les prix d’équilibre. Ce qui, bien entendupose pas de difficultés spécifiques dans les
guelques secteurs de I'économie socialiste quipimTa a la planification. En revanche, dans
les secteurs planifiés, le bureau central doitamia loi de I'offre et de la demande. Il lui
incombe d’agir par itérations et de mettre en cedarg@rocédure de tatonnement pour
atteindre le vecteur prix d’équilibre. Ce mécanignavant alors étre percu comme une sorte
d’application naturelle du théoréme de la dual#énmettant de déduire des prix d’équilibres,
les quantités correspondantes.

Introduire de I'économie de marché au sein d’'uniesye planifié impose de revoir le
comportement des entreprises. Celles- ci sont d@gsramenées a maximiser le profit ou ce
qui est équivalent & minimiser les colts. Cette ifitadion comportementale ainsi que la
mise en ceuvre d'un processus de tatonnement estbaske des différentes versions des

modeles de socialisme de marché (pour une compara@sr Andreff (1993)).

Socialisme et stabilité du tatonnement

Lorsqu’on s’intéresse a la littérature de I'époqiiesst étonnant de constater que la
convergence du processus de tatonnement ne faigajieu de doute :

«[...] une hausse du prix au-dessus du niveau d’équitibrenécessairement faire
entrer en jeu des forces tendant a provoquer uissehace qui implique, en concurrence
parfaite, qu'une hausse de prix rend l'offre plogportante que la demande. La condition de
stabilité est la suivante : une hausse de prix feffde plus importante que la demande, une
baisse de prix rend la demande plus importantd'offiee » (Hicks (1937), p. 55)

On trouve des extrapolations identiques au coest ahnées soixante. Ces derniéres
ont largement été renforcées par I'annonce detedswtncourageants concernant la stabilité

du tatonnement dans des modéles avec échangedqudiisre :

! Le fait que les « forces du marché » s’exercensda sens indiqué ne suffit pas pour garantiolaergence.
Drailleurs pour étayer sa démonstration, Hickdktales conditions de non négativité sur les misguimaires
principaux de la matrice jacobienne des demanddssne Le théoréme Sonnenschein est l'illustratienla
difficulté qu'il y a a fonder micro- économiquemerg genre de conditions mathématiques.
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« Jusqu'ici, les recherches ont été confinéesgpeegxclusivement a I'étude d’'un cas
idéal, celui d'un ensemble de marchés parfaitsemdeurs et acheteurs, en partant d’un point
de départ quelconque, recherchent & tatons lesgpripermettront d’équilibrer I'offre et la
demande pour chacun des produits échangés. Difé&renodalités de tatonnement ont été
étudiées. La conclusion est que, dans ce cas idEsaltatonnements convergent vers
I'équilibre — I'ceuf, heureusement, roule au fondr# gouttiere et ne risque pas de s’écraser
sur le trottoir cing metres plus bas. » (Waelbro@d®é4), p. 20).

De facon plus surprenante, la conviction de lhikté du tatonnement a perduré apres
la publication de l'article de Sonnenschein (197/3)euve sans doute, de I'existence d’'un
délai d’assimilation des résultats théoriques.

La vitesse de convergence

Quoi qu'il en soit, a I'époque, les économistesestiadavantage préoccupés par la
vitesse de convergence du mécanisme de tatonnePentl963, Edmond Malinvaud note
'existence d'un antagonisme entre précision duc@ssus et vitesse de convergence. Il
commente en ces termes la démonstration de séabliliizawa (1958) qui est basée sur une
méthode de gradient discrétisée :

« La formulation de la convergence, telle qu'elleéété donnée par UZAWA (cf.
remarque (ii)), montre bien une difficulté fondanae de la procédure étudiée : comment
choisir le coefficienp qui fixe 'importance des révisions a opérer & prix ? Si 'on prend
une valeur faible de, les ajustements se feront lentement et on ridquir un programme
peu satisfaisant aprés un petit nombre d'itérati®$on prend pourp une valeur forte, les
vecteurs prix successifs, %, p°...peuvent varier de maniére désordonnée sans sechep
d’'un vecteur optimal ; car les valeurs g@our lesquellep, (€) excédep peuvent étre tres

élevées. » (p. 26).
Recherche d’un coefficient adéquat et algorithmes’dpproximations
La prise en compte de cette difficulté s’est tiadpar le développement de deux

voies de recherches.

La premiére consistait a essayer de déterminero@éoémiqguement des coefficients

d’ajustements constituant « un juste milieu » epnéxision et vitesse de convergence (voir
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par exemple Potier (1972)). Toutefois, cette preepaste a été peu suivie dans la mesure ou
elle nécessite que le bureau central de la platific connaisse, a priori, la valeur du
coefficient & partir duquel les révisions effectugermettent de converger. En pratique le

bureau central de la planification n’a évidemmertigne indication en la matiere.

La seconde voie de recherche a été de développeaigarithmes d’approximations
(confére notamment Malinvaud (1963), Kornai et &kp{1965)...). Ce qui conduit & renoncer
a une stabilité asymptotique au profit d'une stagbdimple.

L’abondance des publications témoigne d'ailleur$ideerét que ce type de travaux a suscité.
A ce titre, l'article de Younes (1972), qui se mmd® comme une extension de celui de
Malinvaud, est révélateur de ce qu’ont été les gwosons dans ce domaine. En outre,
Younes ajoute a la délivrance du vecteur prix, lpabureau du Plan, une indication sur le
niveau de production souhaitable pour chaque emgeepCette indication prend la forme d’un
« ensemble de choix » qui correspond au voisinagdadsolution optimale préalablement
déterminée par le bureau du Plan.

Bien entendu ce type d’approche, destiné a amélilarevitesse de convergence en se
contentant d'une solution approchée, pose a laléoppobleme de la connaissance préalable
par le Bureau Central d’'un plan optimal et celuil’deplification des déséquilibres dans le
temps.

Des résultats peu satisfaisants

En réalité ces deux voies de recherches sont aggpdras tét comme bien peu
satisfaisantes. Citons a nouveau J. Waelbroeck|196

« Par contre, ces procédures demeurent sans excegsez artificielles. Sans doute
n’'est- ce pas la un vice nouveau des études d'@sienmathématique, qui se sont toujours
largement reposées sur des simplifications radidalesque celles- ci permettaient de mieux
cerner une difficulté. Ce qui est plus grave, ctgstl n’apparait pas tres clairement comment
pourrait étre abordé le probleme capital de lassitede convergence de ces procédures. Ici,
comme pour le probléeme de I'évaluation du colt gescédures de transmission des
informations, I'approche rigoureuse de la théormn®mique mathématique risque de
conduire a une impasse ou a des résultats trofe$agmur étre vraiment intéressants ; » (p.
22

! Bien entendu, la vitesse de convergence est umeéléfondamental du co(it d’'une procédure. Chadguation
se traduisant par des codts de transferts et identent (de I'information) supplémentaires.
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Dans son ouvrage de 1979, Picard dresse un diagitesttique. Il commente ainsi la
solution d’Y. Younes :

« Inversement, la relation entre le diametre desmmbles de choix et la vitesse de
convergence ne semble pas évidente. En début dédune, lorsque la solution approchée
déterminée par le Bureau du Plan est encore élignérogramme optimal, les entreprises
devraient pouvoir faire des propositions nettenaéfifiérentes de cette solution approchées : le
diameétre des ensembles de choix devrait donc &wsicrelativement grand. Au contraire,
lorsque le Bureau du Plan a déja une idée assers@rdu programme qui sera adopté, le
diamétre devrait étre plutdt petit, afin d’éviteueq les entreprises ne proposent des
programmes de productions qui s’éloigneraient ttega solution approchée déterminée par
le Bureau du Plan. Il serait évidemment possibléaite tendre le diametre vers 0 au cours
des itérations de la procédure ; nous ne serioms glus assurés de la convergence de

l'algorithme. » (p. 80)

Au-dela du débat sur la vitesse de convergencst bien la pertinence des échanges
plan-marché qui est en cause. La multiplicatiocekéchanges apparait comme une perte de
temps :

« Supposons maintenant que le bureau du plan colgoaia une entreprise des prix
pour les divers biens et lui demande d’annoncsyseme d’inputs et d’outputs qui maximise
la valeur nette de sa production. Si les prix dmahs choisis, la proposition de I'entreprise
peut apparaitre comme tout a fait raisonnable. M@osir certains systémes de prix tout au
moins, la proposition risque d’étre inadmissibleesDprix un peu trop favorables pouvant
conduire I'entreprise a annoncer un volume de yctdn beaucoup plus grand que celui
souhaitable ; des prix un peu trop défavorablesygaoiuavoir I'effet inverse et amener une
production annoncée beaucoup trop faible.

Il est intuitivement vraisemblable que des réporisasimissibles de ce genre font

perdre du temps dans les échanges d’'informatier{Malinvaud (1963), p. 61)

Conclusion
Au terme de ce bref commentaire, il apparait qusdeialisme de marché est un
systeme plutdt décevant. Ceci étant dit a I'aborelates informations a transmettre et a

recueillir qui ralentissent considérablement l&s$e de convergence et élevent le colt de la
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procéduré On rejoint, ici, l'opinion de Jean-Hervé LorenZll975) qui souligne

«l'inefficience actuelle des systemes d’informasiaes « socialismes de marché » » (p. 198).

Néanmoins, I'expérience du socialisme de march@ mas été dénouée
d’enseignements. Elle permet de relever un certambre de conditions que doit satisfaire
un processus pour avoir un intérét en pratiqueredetfait d'étre stable, on exige qu'il soit
simple et par conséquent qu’il limite les échargdjggormations entre le centre (le bureau de
la planification) et la périphérie (les agents).

Peu de processus répondent aussi bien a ces ciijgeele contréle optimal. On va donc étre
conduit a présenter, et a appliquer, la théorieahtrdle optimal dans le chapitre suivant.
Mais avant cela, nous allons dire quelgques motéadé&e versant de la mise en ceuvre de la

planification c’est-a-dire les méthodes de décontiposdu domaine.

VI, V.2 La décomposition du domaine

Les techniques de décomposition du domaine paditane interrogation simple : est-
il possible de scinder un probléme global en urite sle sous- problémes, de taille plus

restreinte, dont les solutions engendreront latwiglobale ?

L'idée est déja ancienne puisqu’elle remonte finld 9°™ siécle avec la publication
de Schwarz. Toutefois, c’est avec le développerdena planification que cette derniére va

réellement prendre son essor.

En effet, les premiers essais d’application adfgmnie prennent place dans le cadre
d’'un programme linéaire de planification et sontlivre de Dantzig et Wolfe (1961) ainsi que
Dantzig (1966).

La parabole de Dantzig
Pour illustrer I'apport de la décomposition, Dagteimploie une parabole ludique. Il

met en scéne trois personnages confrontés a uteprelde transport de produits pétroliers.

! Sans parler des hypothéses extrémement restsctie substituabilité brute et de domination diadmn
mobilisées pour faire converger le processus.
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Ces derniers sont fabriqués dans deux raffinetiepigent étre acheminés, par bateau ou par

pipe-line, vers quatre destinations différentes.
L’objectif des trois comperes est de minimiserdegts. Pour ce faire, ils disposent de

la matrice suivante des codts unitaires de tranggdont les lignes représentent les colts pour

les deux raffineries et les colonnes ceux liésquatre destinations) :
|3 6 6 5
[6i]=
8 1 3 6

Pour mener a bien leur tache, ils bénéficient édggaht de la matrice indiquant le

nombre de bateaux requis pour le transport d’unte utes zéros signifiant que ce dernier est

[0 2 ¢ o

A cela il convient d’ajouter que la production ldepremiére raffinerie est de 9 tandis

assuré par pipe-line):

gue celle de la seconde est de 8. Enfin, les deesamhels destinataires sont respectivement de
2,7,3eth.
Munis de ces informations, on calcul aisément & mptimal qui présente un colt de 53 et

qui utilise 18 bateaux. On le note ainsi :
B = 53
1718

A ce stade intervient de maniére impromptue umeipé de bateau. Seuls 9 sont

disponibles. Un nouveau plan &st dressé qui minimise leur nombre :
B, = 95
27| o
Bien que ce nouveau plan n'utilise plus un seuedna il a pour inconvénient de

presque doubler les colts. Les trois protagonmtéslors I'idée de combiner les deux plans.
Pour ce faire, ils dressent le petit programmegliésuivant :
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53\ +99\,+ 2z)=C
)\0+18)\1+0)\2 =9 OW=0
)\1+ )\2 =1

Ao représente une marge éventuelle dans I'utilisatesbateaux.

Un tel programme se résout facilement a I'aidéadeéthode du pivot. On obtient :
Ao =0,A1 =%, A= % et le colt z = 74. Ce qui indique notamment lggeplans Pet B
doivent étre combiné dans les mémes proportionstefas, I'intérét réside ici surtout dans le

dual qui s’écrit de la fagcon suivante :

53+ 18T - 4= (
93+ Ot -g=(

T, qui équivaut a 2/3, traduit la hausse du codtrdasport résultant de la situation de

pénurie. Ce qui impose alors de rectifier la matdes codts unitaires. On a désormais :

3 6 6+ 4= 5
(o] +25[ 4 )= 1 ’
3 8 1+4§ 3 6

La solution optimale qui en résulte corresponglan :
B, = 57
37|10

Comme antérieurement, on peut construire un progi@iiméaire nomm@rogramme
principal restreintqui combine les trois plans :
53\ + 99\, + 5A3+ € zF (
Ag+18\1+ Ao+ 103 = ¢
M+ Arx+ A3 =1

Toutefois, aucune combinaison des plapetA% ne saurait faire appel a moins de 10
bateaux. Par conséquent, on peut se contenteréetinger P et B en posanf\; = 0 On

obtient alors comme solutioky = 1/10 ainsi que\z = 9/10. Ceci entrainant un colt de z =
57(9/10) + 95 (1/10) = 60,8. Quant a lui, le duéctst :
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95+ O2-<L=(
57+10°% - €= (

La résolution de ce programme amene a trowder 95 etr® = 3,8. Ce qui indique

gue la hausse du colt du transport doit étre palee2/3 a 3,8. Comme précédemment, on

obtient une nouvelle matrice des codts unitaire®at un nouveau plamn P

3 6 6+ 7,6 5
wladil 5 156 7" ¢

Ainsi que :

En combinant cette fois;fet B, dans des proportions respectives de 9/10 et dA.0,

trouve z = 60. La résolution du programme duaysnimdique alors un surco(t de transport

der® =3. Bien gue la matrice des codlts unitaires se tralevaouveau modifiée, le plan qui
lui est associé est identique puisqu’il corresp@mdore a P Désormais plus «rien ne

bouge ».

Le simplexe
Sous son aspect amusant, cette historiette nousepede deviner que la

décomposition est basée sur I'algorithme du singlex

L'objectif est de disséquer un programme en sousgrpmmes indépendants,
uniquement reliés entre eux par I'intermédiairendprogramme principal. Dantzig (1966)
expose en ces termes la méthode qu’il a initialer@kxborée avec Wolfe :

« D’abord nous résolvons le programme principaisPa partir de sa solution, nous
construisons les fonctions économiques des sougagones. Les solutions de ces derniers
engendrent a leur tour de nouvelles colonnes deajau programme principal et ce processus

est répété un nombre fini de fois jusqu’a ce quést d’optimalité soit satisfait. » (p. 279).

Plus précisément, Kornai (1969) distingue quatieres inhérents a cette procédure
de décomposition :

« The four main criteria of the decomposition methatk:
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1. Instead of solving asingle large equation system in single calculation, several
smaller equation systems must be solsedkeral times

2. The higher-level computations are more aggregathanacter while the lower-level
computations are more disaggregate and more dtaile

3. The method is iterative. In every iteration both haglevel and lower level
computations are carried out.

4. In every iteration, the higher-level computatiomslgy new information relevant to the
lower-level ones, and vice versa. A two-way flowimformation occurs, providing a

basis for repeated iteration on both levels » §2-153).

Soulignons que lintérét central de ces itérati@sd, non pas d’engendrer une
décentralisation, mais de permettre une planificatnalgré I'absence d’'une information
complete.

Toutefois, on ne va pas davantage exposer la méthodémplexe dont les calculs peuvent
s’avérer relativement lourds. Surtout qu’il est gibke de faire appel a des programmes
informatiques, parfaitement au point, pour obteme résolution. C'est pourquoi, on préfére

relater les incidences qu’a eues l'algorithme dopdexe sur les techniques de planification.

La principale application de la procédure de Digrt¥olfe, dans une perspective de

planification, a été I'élaboration du S.O.F.E.

Le projet S.0.F.E*: |a planification par automate

L'idée est de s’appuyer sur la méthode du simplese,sur son traitement
informatique, afin de partitionner I'économie enff@lients «blocs» (ou régions)
indépendants les uns des autres. Chaque blocseetsous la tutelle d’'un ministere chargé
d’appliquer un principe d’optimisation. Fédorenkb974) résume ainsi le changement
d’approche que véhicule le projet SOFE, dont iléuyprincipal responsable :

« le point de vue du planificateur, quelque pelatgral, céde la place a une approche
systémique de I'économie socialiste, beaucoup lalige et exprimant les processus réels.
Dans la présente conception de I'économie comméersgs cybernétique complexe, la
programmation mathématique n’est plus considévéente le seul instrument d’optimisation

mais devient un des éléments d’'un ensemble de emté$ réciproquemeft.] »

! Littéralement SOFE signifie « Sistéma Optimaln&aunktsionirovania Ekonomiki » c'est-a-dire « systéde
fonctionnement optimal de I'économie ».
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Autrement dit, sous le projet SOFE se cache lapeetive de I'élaboration d’'un
modeéle général tenant largement compte de l'autedmdécision des agents économiques.
La procédure d’élaboration d'un plan respectanttecqgierspective est présentée dans
Fédorenko eal (1974) :

« L’élaboration du plan passe alors par troiségap

1. Calcul, dans une premiére approximation, de l'ingmoze de tous les objectifs du
plan, ainsi que le besoins nationaux en ressoumaterielles pour la défense,
'administration, la science, et permettant d’hardes engagements contractés dans
le commerce extérieur, etc.

2. Optimalisation des plans économiques particuliesrégions, du niveau supérieur de
I’économie nationale, et ajustement de tous ceneilés entre eux. A ce stade, on peut
procéder de deux facons : en premier lieu, lesepgau plan optimalisé par branches
(par complexes) peuvent tout d’abord étre coordsrmé sein du plan économique
national, puis s'accorder aux possibilités desédéifites régions. En second lieu, les
régions se voient investies d'une plus grande atie dans le choix des
spécialisations et des structures économiques.

3. Harmonisation du plan avec les processus sociaindépendent de sa réalisation
(mouvement de la population et des ressources ale-aiveuvre, formation de la
demande en biens de consommation, etc.). A cednogsstade, on met I'accent sur la

création planifiée des conditions qui peuvent leurifavoriser la réalisation du plan.»
(p- 36).

Schématiquement, le SOFE se présente comme un systénguidage établissant des
relations entre trois niveaux : le centre, desagiet des unités de base. Un découpage
approprié, du deuxieme niveau, est la condigore qua norpour assurer la cohérence de

I'opération d’optimisation qui a lieu lors de laceade étape de I'élaboration du plan.

Condition élémentaire de I'efficacité de la décommition

Pour assurer l'efficacité de I'optimisation, ledf@ents blocs ne doivent quasiment
pas contenir des parties qui se superposent. EnreSatermes, le partitionnement doit étre
non recouvrant, a I'exception bien sOr des froe8écommunes séparant les blocs. Cette
exigence avait été formulée par Dantzig (1966pueirs I'exemple de la gestion d’'une usine

comprenant deux ateliers :
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« Chaque atelier a a faire face a un nombre irapbde contraintes qui ne sont pas
affectées par les activités de l'autre, sauf emguieconcerne un petit nombre de contraintes

communes aux deux ateliers. » (p. 278).

Dans la premiére moitié des années soixante dixedherche d’'une décomposition
non recouvrante apparait comme la principale difficque doit résoudre le SOFE. Malgré
'ampleur de la tache, Fédorenkoatt(1974) semblent convaincus du dénouement heureux
de ce type de travaux :

« Il faut souligner que I'élaboration d’'un systermde fonctionnement optimal de
'économie (planification et gestion) est une pdwo® trés complexe et qui comporte
plusieurs stades, qui a une dimension horizontatndflier I'optimum de I'économie
nationale avec l'optimisation des niveaux inférguet une dimension verticale (créer un
systeme de fonctionnement optimal de I'économieusg période toujours plus longue, tout
en respectant I'optimum pour des intervalles depepius courts).

Outre les approches et les méthodes que I'on pmgidérer comme bien étudiées et
approuveées, le développement de ce systéme paeoitecherches, I'élaboration et la mise a
'épreuve expérimentale d’approches qui sont encma étudiées ou insuffisamment
vérifiées. L'évolution du systeme dégagera, a rpes douter, de nouvelles approches et
méthodes qui pourront s’avérer assez intéressdatesplusieurs cas. » (p. 39-40)

Conclusion
Pour conclure ce paragraphe, une question se:pogeen est actuellement la

recherche sur les mécanismes de décompositions ?

Techniqguement on considére, aujourd’hui, que décsempan domaine signifie le
diviser en des sous- domaines modélisés par destiégs aux dérivées partielles
différentielles en y ajoutant des conditions bipprapriées sur les interfaces entre les sous-

domaines.

En dépit de la conviction d’auteurs comme DantzigAdmon qui estimaient avoir
trouvé une méthode qui « rend possible la pleatifbn globale », c’est dans les sciences
naturelles (notamment en climatologie) que lesrighes de décompositions ont trouvé leur
débouché le plus prometteur. A linstar de Duch&h@78), on peut supposer que

I'application de la décomposition a I'’économie $’lBsurtée a I'existence « d’un codt humain
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et institutionnel » important lié aux réorganisaso On constate a nouveau la nécessité de
mettre en place une méthode simple de planificatiervenant pas bouleverser le systeme

institutionnel.

La démarche que I'on se propose de suivre daderlger chapitre est proche de celle
des économistes mathématiciens russes. A la nyméseajue I'on substitue a la technique de
décomposition celle de séparabilité. Bien que sumplan formel les démarches soient
guasiment analogues (puisqu’il s’agit d’effectues ghartitions non recouvrantes), la logique
qui préside a la séparabilité présente quelquésrelifces substantielles notamment dans ces
conditions d’applications. En outre, la séparabifitd avantage d’avoir déja été appliquée
avec succes a Electricité De France et Général Blofe plus, elle s’allie parfaitement avec

la théorie du contrdle optimal que I'on va maint@nexposer.
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CHAPITRE IX

Planification étatique et contrdle optimal

Au stade ou l'on se trouve, notre probléme deifitation se résume a faire converger
la structure des prix deoFaP=R,. Afin d’y arriver, nous allons utiliser la théeridu

« contréle optimal » que I'on va adapter a notkgps.

SECTION |

Présentation et utilisation de la procédure de conble optimal

Initialement cette technique mathématique avaituskeement pour vocation d’étre
utilisée en science physique. Les propos introffude Pontryaguine etl (1974) ne laissent
guere planer de doute :

« Les processus physiques qui trouvent leurs agipits en technique sont en régle
générale commandés, i.e. peuvent étre réalisésutigples au gré de 'homme. Dés lors il
s’agira donc de chercher la meilleure commandendeloou tel critére, en d’autres termes la
commandeptimaledu processus. » (p. 45).

C’est pourquoi, I'aéronautique et les vols spatiégidage des fusées) ont constitué
les premiers champs d’application. Toutefois la naggoint du « principe du maximum » en
1956 ainsi que la découverte de liens avec la idéde la stabilité de Lyapounov ont

largement contribué a sa diffusion.

Contréle optimal et économie
La théorie du contrle optimal présente un quadruptérét dans le cadre d'un
programme de planification :
0] Elle permet le passage d’'un état initial quelconguene situation d’équilibre en
un laps de temps choisi.
(i) Elle corrige les effets des chocs exogenes.
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(i)  Elle permet de stabiliser les trajectoires afinakeihsensibiliser aux perturbations
inhérentes a l'activité économique (états de laneaincertitude...).

(iv)  Enfin, la théorie du contrble optimal a I'attrait d&ppuyer sur des méthodes
gualitatives. Ce qui représente un avantage norigeéple étant donné la

difficulté pour 'économiste d’obtenir des donnéemntitatives fiables.

IX. 1.1 Définition et formalisation

Si on se référe a Trélat (2005), « La théorie dutréten analyse les propriétés des
systemes commandeés, c'est-a-dire des systemes dyresmsur lesquels on peut agir au
moyen d’'une commande (ou contrble). Le but estsalitmmener le systéeme d’un état initial
donné & un certain état final, en respectant éedlatnent certains criteres. » (p. 3).

Autrement dit, sous l'idée de contréle optimal & gelle de guidage d’'un systeme. Sa

modélisation met en jeu deux types de variables.

Les variables
On distingue d’ordinaire les variables d’états etcdmmandes (ou de contréles). Les
premieres décrivent la situation du systeme tamaksles secondes déterminent son évolution.

Dans la formalisation que l'on adopte, la varialblétat correspond au vecteur- prix

P(t):(pl(t),...,p(t))]R'J,J,anrs que celle de commande est un vecteur

deR! xR, , notéU(t, P(t))= (u (t, P(1)),....y (t,P(t).

Modélisation du systéme de contrdle
La modélisation d’'un systeme de controle prendbtané de I'équation différentielle

suivante :
0
(9.1) %:fh(t,pl,...,g,q,...,m h=1,..,1

Ce qui se note encore :
(9.2) ph(t)=fu(t, PP .Y ,....yt h=1,...,1

1 On ne considére que des équations différentiabesautonomes. La dépendance explicite par rappaemps
illustrant la prise en compte des phases de dda#esiet des phénomenes d’hystérésis qui peuvegirs
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Ou encore en utilisant les notations vectorieltesneajoutant une condition initiale :
(9.3) P (t)="1(t,P(t),U(t, P(t))avecP(0)= R

Variation du controle
Le théoréme de Cauchy- Lipschitz (voir chapitrddhne les conditions d’existence et

d’'unicité du probleme posé par I'équation (9.3hs€rvons qu’il y a autant de trajectoires

possibles que de contrdles U. En effet si 'on med#& contrdle, nous obtenons une autre

trajectoire danR'++ , comme illustrée ci-dessous :

-

Trajectoires issues P, lorsque U est modifié

Figure 9.1- Trajectoires issues dglérsque U est modifié

IX. 1.2 La contrblabilité

Considérons le systeme contrélé (9.3) :
P (t)=f(t, P(t), U(t, P(t)) avecP(0)= R

La premiere question qui intervient est de saviliregiste, étant donné un vecteur

prixﬁDR'H, un contréleU tel que la trajectoire associée a ce controle pigga Pen un

temps fini ?
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P (1)
/\

Po P

Figure 9.2- Représentation d’'un probleme de caoabibité
En d’autres termes, on s’intéresse a la questida cantrolabilité du systéme.

DEFINITION
On appelle I'ensemble des points accessibles éms&mble de contrdlabilité) a partir

de R en un temp$ >0, I'ensemble défini par :

ACC(PO,T):{ R (M) w e o Q)}

Ou P, (Qest la solution de (9.3) associée au contréle U ®est 'ensemble des

applications mesurables ([Q,T] dans Qun sous ensemble Ré, de puissance infiniment

intégrable.

Résultats

La contrélabilité d’'un systéme, dans un contexdendn linéarité, est particulierement
délicate a évaluer. Au niveau de généralité augnede situe, on ne peut pas affirmer grand-
chose sans apporter d’'autres spécifications sudrf. peut seulement supputer que les
situations d’incontrélabilité semblent les plusgnéntes. En effet, jusqu’a présent, la preuve
de la contrélabilité s’est effectuée principalemdans le cadre de systemes sous Rienamien

spécifiques.
L’'aspect local
Une facon de contourner la difficulté évoquée @sis est de linéariser I'équation

(9.3). On se ramene ainsi a I'étude de la forme :
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P ()= A()P(D)+ B(HU(H)+ R(t)

Avec A =Jfp(Py,Ug)et B =31, (R, Uy) ou Jb et Jf, représentent respectivement les

matrices jacobiennes de f par rapport a P et U.
A partir du théoreme des fonctions implicites ondéduit, si Ierg(B‘AB‘...‘A'"1 Bj =1, que

le systeme est localement contrblable g(cénfére Lee et Markus (1967)). On supposera par

la suite que cette condition est vérifiée.

Pour étre complet, spécifions que les rechercleeplles récentes continuent a adopter
une démarche locale qui conduit a des résultats filies convaincants. A titre d’illustration,
citons la publication de Krastanov (1998) portant k& détermination de conditions qui

garantissent la controlabilité locale du systémear pm « petit temps™»

IX. 1.3 L’optimalité

Une fois la question de la contrdlabilité résolse,pose celle de I'optimalité et du

critére d’optimisation a retenir.

Bien gu’ils n’en soient pas toujours conscients Economistes privilégient en
permanence les situations d’équilibres. Pour cauks phases de déséquilibres se
caractérisent par des rationnements ou par I'exdsted’effets reports extrémement
compliqués a analyser. Le principe est donc detdimau maximum ces phases de
déséquilibres en atteignant le plus rapidementilplessn état d’équilibre. C’est la raison pour

laguelle on retient la minimisation du temps conum&re d’optimisation.

Formalisation

On va a présent modéliser la notion de temps minamar passer d&aP. Pour cela

supposons tout d’abord que ce temps minimalt'soil en découle que pour touk t7, le

! Bien qu'il énonce des conditions nécessaires fiisantes de contrélabilité locale pour un petjidale temps,
Krastanov ne recours pas a une opération de lgatem. Toutefois les hypothéses formulées suysdeeme de
contrble étant particulierement restrictives (etisdement bornage de u et compacité de f), sedes
conclusions locales peuvent étre dégagées.
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vecteur pri¥P n’appartient pas a I'ensemble accessi®&l(Acc(R ,t). Sans quoi le fait que

Psoit accessible & partir de; Bn un temps inférieur & t* serait contradictoiree@

I'hypothése selon laquell&lest le temps minimal. Par conséquent :

tJ=inf {t >0‘ POAcc(R ,t}

Reformulation
Le probleme de contrble optimal revient donc a cher les conditions nécessaires
d’optimalité pour le systeme (9.3), agrémenté dmladition :

.
(9.4) min [ fo(t, P(t), U(t, P(t))) di
0

Principe du maximum
Une fois la notion de temps optimal clarifiéecdnvient de trouver les modalités qui
permettent de le déterminer. Le principe du maximiaamit une réponse (pour I'histoire et

une démonstration du principe du maximum, se repartGamkrelidze (1999)).

Si le contréleU associé au systén{®.3) est optimal pour la conditiof®.4), alors il existe

une applicatiorZ (L) = (z1 (L),..., z (L)) absolument continue s{® ; T], avaleurs dan®' et

un réelzp< 0, tels que le coupl€Z (L), zp) est non trivial, et les équations suivantes sont
vérifiées pour presque tot[0;T] :

P (t)=JH, (t,P(t), Z(t),5 , U(t,P(t))

Z'(t) = IHp (t, P(1), Z(1), % , U(t, P(1))

JHy (t,P(t),Z(t),s ,U(t,P(t))F O

Ou H est le Hamiltonien associé au systeme (9133i aju’a la condition (9.4) et
correspond a :

I
H(t, P(t), Z(1), 3 , U(t, P()F Zo & (OF (L P(0), WP(1)+ 2o (L, P(t), UL, P(t))
[_IJ:

Enfin, précisons que I'application ZL)( est appelée vecteur adjoint ou encore

multiplicateur de Pontryaguine

213



SECTION I

Elaboration et correction d’'un programme de planification

Aprés avoir brievement présenté I'état actuel déhéorie du contréle optimal, nous

allons I'adapter a I'élaboration d’un programmeptenification.

IX. 1.1 Elaboration d'un programme de planification

Pour ce faire, considérons que le planificateuigiésle vecteur pri comme celui &
atteindre, avec évidemment I'égaé R.. La mise en ceuvre d’un programme de

planification suppose alors d’étre capable de gu@édrajectoire des prix jusqu’a parvenir a
I'équilibre. En d’autres mots, on va examiner |ldaii#@ des systemes de contrdle.

Continuité et continuité par morceaux

Comme nous avons eu I'occasion de le souligngéhdereme d’existence et d’unicité
des équations différentielles se fonde sur la ooité de la fonction f. Or, une importante
difficulté a lagquelle on est confronté concernetgosent ce point. En regle générale, f est
simplement continue par morceaux. Au préalablegsi donc nécessaire d'affaiblir les

hypothéses du théoréme de Cauchy- Lipschitz a pecafocal.

Adaptation du théoréme local de Cauchy-Lipschitz

Si f estlocalement lipschitzienne éhsur un ouvertkE de ]RXR'H xR et SiPg est un

point intérieur AE alors I'équation (9.3) admet une solution uniquBy(t), vérifiant la
condition initiale P(O) = R et définie sur un intervalle de la

formel; =[to—k;tg+h] (k>0,h> 0).

En ce qui nous concerne, il est important de rengrque pour que la fonction f soit
lipschitzienne, ces dérivées partielles doiventeseant étre continues. Ce point étant résolu,

nous pouvons entrer véritablement dans le thenta stabilité.
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La quasi-stabilité : application au systeme de conile
Plutét que d’'analyser directement la stabilité gstésme de contrdle, on va passer par
une étape intermédiaire que I'on a déja vue : adléa quasi stabilité.

A I'évidence, toute trajectoire issug &st susceptible d'étre borrtégrace au contréle

U. D’autre part, la cible & atteindre c’est-a-diReest bien sar une valeur d’adhérence comme

l'illustre la figure ci-contre :

P(t)

Figure 9.3

Par conséquent, le systéme de contrdle pour pdal spif contrblable est toujours
« gquasi-stable ».Le passage de la quasi-stabilité a la stabilidbale ce faisant a I'aide du

théoreme 4, mentionné dans le premier chapitre.

Remarque
En réalité, la stabilité de notre programme de filzation est assez évidente. L’enjeu

portant nettement plus sur sa capacité a fairedaxe< évenements imprevus ».

Y1l convient néanmoins d’'exclure le cas ou certairig tendent vers 0, faisant tendrent les priatitd vers
l'infini.
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IX. 1.2 Modélisation d’'un choc exogéne et de sa correction

A linstar des macroéconomistes, on peut aisémemginer qu’'un évenement
imprévu vienne perturber la mise en ceuvre d’'un e de planification. Pour formuler
cela autrement, on considére maintenant la pog€idé chocs exogenes dus, par exemple, a
la conjoncture internationale. La représentationase illustre le cas d'un « choc initial »

modifiant la trajectoire des prix originellemenépue par I'autorité centrale.

Figure 9.4- Choc exogene venant modifier la trajeetinitialement prévue

La théorie du contrdle optimal propose, sous aegtaconditions, un moyen efficace

de remédier a ce genre de situation.

Formalisation
Mathématiquement, un choc exogene est appréhemadne une « perturbation »
affectant I'équation (9.3). On note cela :
(9.5) P()=1(t,P(t),U(t,P(t)}a (t,P(t), U(t,P(t))

Ou a(t,P(t), U(t,P(t))est le terme perturbateur. Il est important de rgoer que ce

dernier dépend de U. Il peut donc faire I'objetrdaontréle.
L'idée pour contréler la perturbation est d’asspcie I'équation (9.3) une fonction de

Lyapounov et de percevoir ses dérivées comme léseptation de .
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HYPOTHESES

Usuellement I'économiste n'a que peu dinformatiosara. Seules quelques
propriétés qualitatives peuvent étre connues. (upasera que est, comme f, continue,
uniformément bornée par rapport a t et localemaifbrmément bornée par rapport a P.
De plus, on considere qu'il existe un controle W=t, P (t)) tel que I'équation (9.3) est

asymptotiquement stable &= R, pour ce controle.

PROPOSITION

Sous les hypothéses mentionnées ci-dessus, orop@uirs associer a chacun des

membres de I'équatio®.5) une fonction de Lyapounov, dl%X]R'J,Jr dansR,, de sorte que

le systéeme défini par 'équatidA.5) soit stable.

IX. 1.3 Démonstration

Le raisonnement que I'on exhibe se fonde sur &t@pes intermédiaires.

LEMMES
« Ly »: siPest équilibre de (9.3), alors il existe un contdle U (t, P (t))de sorte

que :
U(t,P(t)<B|P(t-H B> C

B représentant 'ampleur de la perturbation.

« Ly »: siPest un point d’équilibre asymptotiquement stable (88), on est en

mesure - d’aprés le second théoreme de Lyapounolassatier a I'équation (9.3) une

fonction VddRXR'++ ~ R, de classe €et qui, le cas échéant, a pour propriétés

! La fonction V de Lyapounov associée a I'équati®r8), est bien sur : continue, constante dansnipsesi et

seulement dP est un équilibre, tel que V (f (t, P (t), U (t, P¥pnverge lorsque t tend vers linfini, et celaupo
tout P(0)0J E(pour tous les détails se référer a la sectiodulpremier chapitre).
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M[PO-F < vt POXA | POy
Vit P()+ 07 V(E, PO (L, P(1), U(t, P(D))k -Ag V(IP(D))
|9 Ve (1, P(t)) RyB] <A o PR

Quelque soift, P)IR xR, etA;,A5,A3A 4> 0.

« Lg » : Dans la mesure ou par hypothése la perturbagbbornée, on considéere gu'il

existe une fonctiop positive, globalement et uniformément lipscthiziersatisfaisant :

o, P(), UL, P(1)) PP <|p (t,P(t)|b[ P +y| U(t,P(t}|)[ Fip

PREUVE
Considérons la fonction de Lyapounov V (t, P(tQ. &rivée le long des trajectoires

de (9.5) avec le contréle U = U (t, P(t)) est danpér :
V(t,P(1) = Vi (t, P(t)+ I\b (t, P(t)IP(t
V(t,P(1) = Vi (t, P(1)+ I\ (L, P()Y f(t,P(t), UGP(t)+a (t, P(), U(t,P(t))
En se servant des énoncés du lemme 2, on obtiezgssicement :
V(t, P(1) < -A3V(t, P(1)+]| I b (t, P(t)[j[Po ] la (8, P(t), U(t, P(t)uﬁ B
V(t, P(D) < -Agh| Py~ +2 4 R Ha (P, U(t, PP, 7
Grace au lemme 3, on aboutit a 'équation :
V(t,PO) < Aghy|Po- B 42 Fb—_IH’(p (LPO}Y] UL P, -p])
Aprés avoir employé de nouveau le lemme 2 :

V(tP()<Ah|Ro-H +A 4 R-B(p . PEHVB| B[

Puis en se servant du fait gmest de lipschtiz, c’est-a-dire q‘hlﬁt, Po)—p(t,_Pﬂ < H‘ IB—_IH’,

ona:

V(L P)< Agh| P~ A+ R=#( k 8- Prve| &k
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Il vient en factorisant :

V(L P(1)< (A + A 4 (k+yB))[Po-H”

Sion pose :
k+VB A
Ay
Il sS’ensuit que :
B <1[m— kj aveck < A3
AR Ag
Ou encore :

V(t,P(t) < -I|P(t)- Havec 1> 0

Dans la mesure ou cette derniere ligne indique lgsedérivées partielles de la
fonction V sont décroissantes le long des trajectoires - &ngraison du lemme 2- cette
méme fonction est minorée, alors elle satisfaitclandition c) caractérisant les fonctions de

Lyapounov (voir chapitre ).

De surcroit, V étant bornée on est slr que ladiaije partant de fPest bornée donc
prolongeable sur E. Il résulte, du théoreme d'extensles fonctions de Lyapounov au

processus, que le systéeme (9.5) est stable sur E.

Remarque sur le choc exogéne

On a considéré ici que le choc exogéne, venantunper le déroulement du
programme de planification, est intervenu des lpadé Cependant, on peut tout a fait
concevoir que ce choc se produise un peu plus tald, n'affectant pas le résultat de la

démonstration.

SECTION Il

Insensibilisation d’'un programme de planification

On a pu se rendre compte de l'utilité que revéhémrie du contrdle optimal pour faire

face a un choc exogéne. Toutefois, son action esteptible d’étre étendue. Au lieu de
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corriger les effets d'un choc aléatoire, elle péatprévenir en «insensibilisant » une

trajectoire.

Pour comprendre ce phénomeéne, il nous faut sdwiigihe et la signification

economique du multiplicateur de Pontryaguin.

IX. .1 Théoreme de Khun et Tucker et principe du maximum

En fait, la condition d’optimalité des problemesodatrole est une adaptation de celle

de Khun et Tucker. On rappelle d’abord son énoncé.

THEOREME
Soit f (X) et g(X), j = 1,..., m, des fonctions dérivables, a dées partielles
continues, au voisinage d’'un point A, ave¢Ag>0 et tel que les contraintes @X)=0 soient

réguliéres en A.

Alors si A est un extremum local de f sous cesntraiates, il existe m nombrﬁ§, nommeés

variables duales tels que :
fx (A)+%yj(gj);q (A=0 i=1..n

Hi9j(A=0
Hj 20siAestummax imuny; < 0 siAestumin imui

Ces conditions étant dites de Khun et Tucker.

Principe du maximum et condition de Khun et Tucker

Nous avons déja eu I'occasion d’évoquer les probiede continuité qui interviennent
en théorie du contrdle optimal. Bien souvent, Shigue continue par morceaux. Cela étant dQ
aux contraintes pouvant peser sur le vecteur déaeret/ou d’état. On est donc amené a
réaliser une étude en « coupes » du processus. g part, considérons ces différents

types de contraintes, sous le terme générique :
gj(t, P(), U(t,P(t) @ O] 0;T j=1,...,m

Par conséquent, on est conduit a résoudre:
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T
min [ fo(t, P(t), U(t, P(t)))dt

to
P(t)=f(t, P(t), U(t, P(1)))
gj(t,P(), Ut,P)R O F 1,....r

P(ty)=Ry et P(TE P
Si le couple (P (1), U (t, P(t))) est une solutdmce probléme, alors :

a) s'il existe des multiplicateurs Z(t) =1(®,...,z(t)) de Pontryaguin non tous nuls et variant
continlment dans le temps tels qu’en tout instalet vecteur commande U(t, P) soit une

solution du programme optimal :

max/ U H(t, R, (1), U(t,P(1)),Z()E ZM(t,B 0t UL, P())+ 7 (D (t, R (1), U(t, P(1))
gj(t, Ry (), U(t,P()R 0 F 1,...m

Si ces conditions sont vérifiees alors cette ofttthast caractérisée par les conditions de

Khun et Tucker suivantes :

()2 0tap; (g (4B (1), U(tPO) 0
I

IHy (LR (0 U POLZOF 2y O0R) (6 (EPO)
J:

Cette derniere ligne pouvant également s’écrire :

|
(Z() Ity (L Ry (0, UEPWOF 3 (O(F b (LB EWVEPO))+ X 1 Qg b (LB (1), Ut P(1))
j=1

b) le multiplicateur g(t) est constant dans le temps et les multipligatéu(t) = (z (t),..., z
(t)) sont des solutions des équations différemtsell

|
P(t)=-JH (. Ry (0, U(t,PU)r 2 1j (R (LG (1),U P(1)
j=1

c) en l'instant terminal T,ona ifl) =....=2z (T) =0
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IX. 1l .2 Interprétation économigue et conclusion

A l'évidence, les multiplicateurs de Pontryagupesentent une analogie avec les

nombresuj qui apparaissent dans I'’énoncé du théoreme de I€hdmcker. Alors que ces

derniers traduisent « l'intensité de la contramtibie au point extremum, les multiplicateurs
de Pontryaguine peuvent étre appréhendés commél@ments informatifs concernant les

états a venir. De ce point de vue, ils constituerg « sorte de résumeé du futur » (Lacaze
(1990), p. 202).

Interprétation

Supposons, pour les besoins de la discussion édquemque le vecteur prix en
vigueur P(t), associé au contrdle U, n’égalise lfzdBe et la demande. Les plans des agents
ne sont donc pas compatibles. Dans ce cas, cedainse eux auront intérét a modifier leurs
positions en augmentant ou diminuant la quantiténdechandises qu’ils souhaitent acheter
ou vendre.
Le planificateur qui désire atteindre le vecteux pF¥équilibre, ne connait pas avec précision
le temps gu’il lui faudra pour y parvenir. Combi@@me sait- il que celui-ci est fini et qu'il
est en mesure de déterminer une trajectoire opinNganmoins, tant que I'équilibre n’est

pas atteint, il peut observer ogé€t)=...= 7 ()# 0. Autrement dit, les multiplicateurs

renseignent sur I'existence future d’effets reparte@rents aux situations de déséquilibres. Il
appartient alors au planificateur d’en restreindreportée en modifiant le contréle U par

itérations successives.

L'analyse de Hayek

L’économie est- elle planifiable ? Il semble quennei en croit Hayek (1939). Ce
dernier doute, en premier lieu, de la capacité ldnificateur a étre en possession de toute
l'information existante :

« Mais ce qui importe pratiquement ici, ce n'ess$ pa structure technique du systéme,
mais d’'une part la nature et la quantité des in&dioms nécessaires si I'on veut tenter de

trouver une solution numériqiie.] » (p. 210).

Combien méme il y parviendrait, le planificateurdigposerait pas d’'information sur

le futur permettant d’établir des prévisions fiable
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« A cela Hayek (1940) ajoute que, méme si le fitateur accéde a toutes les
informations existantes a un moment donné, il nat pas disposer des informations sur
I'évolution future. Le plan sera donc toujours etard sur la réalité économique. » (Andreff
(1993), p. 42).

A ces objections s’en ajoute une autre tenant deitea I'incommensurabilité des
calculs a effectuer. La planification nécessitesalon lui :
«[...] I'écriture de millions d’équations sur ladeade millions de données statistiques

fondées sur un nombres encore plus grand de nsltlencalculs individuelles. »

En d’autres termes la mise en ceuvre d’un prograder@anification induirait trop de

retards et trop de complexité pour que cela selta¥ent possible.

Des objections obsoléetes

Nous avons largement vu au cours de ce chapitrebieont’'usage des techniques
mathématiques récentes, et en particulier le clentdptimal, rendent obsoletes les
affirmations précédentes. Les multiplicateurs dentBaguin fournissent simultanément
I'information nécessaire et une indication surdeuf. De plus, le réle du planificateur n’est
absolument pas titanesque puisqu’il se contentgudier la trajectoire des prix en exercant

un contrdle approprié. Dans la pratique, il s’agiiplement d’encadrer les prix.
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CHAPITRE X

La planification de I'entreprise

Pour terminer cette these, on aborde dans un edenfiapitre le théme de la
planification intra- firme. Ceci va nous donner gfortunité d’appliguer a nouveau la
procédure de contrble optimale ainsi que d’en meegoute son importance. Toutefois, on va

I'associer a un autre concept : la « séparabilité »

SECTION |

La séparabilité

Il est intéressant de constater que ce concegste la recherche opérationnelle et
gue ces premieres utilisations ont porté sur lexcdes équipements de production a E.D.F.
(voir 'appendice de Bessiere (1967)). Cela s’aypdi par le caractere particulierement adapté

de la séparabilité a I'organisation des firmes.

X. 1.1 Présentation

La séparabilité se fonde sur un constat évidéaekistence plausible d’'un décalage
entre I'intérét particulier et général. Ce décalpget, par exemple, étre observé entre I'intérét
global de I'entreprise et celui des différents g@mw qui la composent. Sa cause peut étre liée
a une information insuffisante, en particulier tursl s’agit de « prix duaux » :

« Malheureusement, en général, la réponse estiviégda connaissance des prix
duaux n'est pas suffisante pour assurer la cohé&eantre optimum local et globai.
(Bessiére (1967), p. 783).

L'objectif
L'idée de la séparabilité est de remédier a cattetson en modifiant la structure
organisationnelle. L'objectif étant que cette mumdifion rende suffisante l'information

transmise par les prix duaux. On aboutit alorsgogment a la définition suivante.
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DEFINITION
On dit qu’un probléme d’optimisation périphériqust ®parabledu probleme global
d’optimisation si la connaissance des prix duauifitsa assurer que I'optimum local soit

compatible avec I'optimum global.

Structuration efficace
Parmi toutes les facons de modifier I'organisatitume entreprise, 'une d’entre elle

retient plus précisément l'attention. Il s’agitldestructuration efficace

Une structuration efficace permet de partitionmermprobleme global (d’optimisation)
en sous problemes non interdépendants. Bien entdedjeu est d’arriver a trouver des

conditions suffisantes, les moins restrictives fiss, qui assurent cette partition.

Intérét

L’intérét du concept de séparabilité est assezpoetqu'il permet de simplifier et
rendre compatible des problemes doptimisation partermédiaire d’'une partition
appropriée. En fait derriére la séparabilité, dnotese la question de la coordination. Le lien
avec la notion d’équilibre est donc relativemeitdiiir.

Mais avant de I'explorer, on va au préalable memey les résultats actuels en matiere

de séparabilité.

X. 1.2 Résultats de séparabilité

Les résultats en la matiere sont plutét limitéslaXin des années soixante, I'espoir
d’en voir émerger étaient pourtant de mise :

« Il reste a dire que, pour le moment, la thédeda séparabilité n’a été sérieusement
étudiée que dans le cas de programmes linéairesggerst une sous- matrice nulle, et dans
celui de programmes convexes ayant une structuticydeerement simple. Mais il est a
priori certain que de larges généralisations sont pessiblt des travaux sont déja en cours

dans cette voie. » (Bessiére (1967), p. 786).
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Malheureusement, depuis lors, les travaux sur l@sés corrélés a la planification

ont disparu et les généralisations espérées fpenhombreuses.

Pour saisir la logique a I'ceuvre a travers le epbce séparabilité, raisonnons d’abord

sur un exemple simple.

Exemple
Considérons le processus de production d’'une migee représenté sous sa forme

matricielle :

\}

La firme produit deux types de paniers de biers X. Pour ce faire, elle utilise deux
paniers d’inputs Q et Q'. La premiére matrice ¢agosable par blocs) représentant les
ceefficients techniques de production.

De plus, on fait 'hypothése que les contraintésdia la technologie se divisent en deux sous

ensembles, que I'on note :

Autrement dit, on se trouve confronté au progranin@aire suivant :

Q,Q=0 (a)
AQ+BQ' =X (b)
CQ+DQ=Y (c)

Sous la contrainte : Min EQ + FQ'
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Supposons maintenant que P et P' soient les lesiafluales associées a ce
programme. Les valeu@ @ , P, Pétant considérées étre les solutions optimalesfotrae
« réduite » (séparable) de ce programme est abonsés par :

CQ=B-TQ
Min(E -PA) Q

Il découle du théoreme de la dualité que la smhutlu programme principal est de la

forme :
EQ+FQ=PX+ PY
Ou encore :

P(AQ+BQ-X)=0
Q(PB+PD-F)=

Ce qui impligue successivement :

PX- PA

B \Q
FQ- PDQ

B

Tl ol

Ce qui revient a écrire :

PX-PAQ= FQ- P DO

En mettant la premiere égalité, sous une formedégent différente :

EQ-PX=PY-FQ

Puis en additionnant avec la derniere égalité, et finalement :

(E-PA)Q=P (Y- DQ

Ce qui prouve que les vecte@stP sont les solutions optimales du programme restreint

Enseignement
Cette illustration permet de voir, dans I'hypothésda séparabilité est assurée, que la
solution optimale du programme d’optimisation piiat génére la solution optimale du

programme d’optimisation restreint.
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HYPOTHESES
Pour s’'assurer de la séparabilité quelques hypeshésivent étre formulées. On doit
supposer que :
- D est une matrice nulle
- le probléme principal n’est pas indéterminé
- le probléme principal et restreint n'a pas untutsan dégénérée. Ce qui revient a

considérer que la solution est unique.

X. 1.3 Généralisation

A présent, énoncons le principal résultat displeném matiére de séparabilité.

RESULTAT
Un programme d’optimisation « réduit » est sépaabltoutes ses solutions optimales

sont engendrées par au moins une solution optichalgrogramme d’optimisation principal.

Naturellement, I'enjeu est de déterminer la conditijui permet d’obtenir ce résultat.

CONDITION
Un programme réduit est séparable si et seulesield nhombre de composantes,

strictement positif, de la solution optim&)eest égal aux nombres de contraintes (c) saturées

a l'optimum.

Cette condition peut s’exprimer également sodsriae du corollaire suivant :

CORROLAIRE

Un programme réduit est séparable si et seulesielet nombre de composantes,
strictement positif, de la solution optim&)eest égal aux nombres de contraintes (b) saturées

a l'optimum.

228



Recherche sur la notion d’équilibre et ses apptinataux théories de la planification économique

SECTION I

L’exemple d’Electricité De France

X. .1 L'intérét pratiqgue de la séparabilité dans le choix des

investissements

En France, comme dans la plupart des pays indlisés, la consommation
d’électricité double tous les dix ans. D'ou la resi® de développer en permanence de
nouveaux équipements.

Cet accroissement constant de la consommationctfiéiéé pose donc le probleme du choix
d’'investissements a effectuer. Plusieurs optionat ssusceptibles d’étre retenues. En

particulier le développement de I'énergie : themmighydraulique, & gaz ou nucléaire.

En pratique la solution retenue est quasimenbtogjune combinaison des différentes
possibilités. L’interrogation porte alors sur laoportion dans laquelle chaque source

d’énergie doit étre utilisée de facon a satisfiErdemande et minimiser les codts.

La « note bleue »

Au lendemain de la seconde guére mondiale, le dilerooncernait surtout un choix
de combinaison entre I'énergie thermique et hydyael Pour permettre une combinaison
adéquate, une premiere méthode — nommée « note blea été mise au point en 1950. Son
principe repose sur une adaptation de l'analysepeoative codts/avantages. Des projets
équivalents sont compares deux a deux. Celui remmte@u mieux, la contrainte de demande

et minimisant les codts est choisi.

Bien que cette méthode paraisse relativement emt@mre de nos jours, elle a ouvert
la porte a des développements considérables. BRisagméthode en elle-méme, ce sont les

difficultés qu’elle a induites qui sont a I'originke la séparabilite.

Limite principale de la méthode « bleue »
L’inconvénient principal de cette méthode est difla décentralisation des choix

d’investissements.
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En fonction de la localisation, et donc des ressmrnaturelles disponibles (fleuve,
ensoleillement...), un méme projet prend des colidestvaleurs différents. Il se pose un
probléme de cohérence global.

Les trois plans directeurs

Pour pallier ce probleme de cohérence, un prentéer girecteur fit élaboré en 1957.
Il incorpore 90 variables et 70 contraintes. Saltd®n se fonde sur un algorithme de
décomposition obtenu grace a une collaborationeelds ingénieurs d’'EDF et la Rand

Corporation.

Par la suite ce plan fut amélioré par un secoad ph 1958 puis un troisieme en 1961,
incorporant respectivement 200 et 253 variablegaebes ont été associées 180 et 224

contraintes.

L’objectif de ces plans successifs était doublaurie’ part, fournir une problématique
agrégée des choix d’investissements nationaux.ti@auart, dégager des perspectives a long
terme des politiques d’investissements.

Toutefois, bien que fournissant une approche géoliegmplacable, ces trois plans directeurs
continuent de laisser un important degré de libeat&k responsables régionaux de
'équipement. Spécialement en ce qui concern@dalisation exacte et la dimension des
projets a adopter. Il était donc indispensable derdonner les choix globaux des plans
directeurs et les décisions des responsables @giorCette coordination a été permise, a

EDF, par le concept de séparabilité. Son utilisatiest a l'origine du programme

« Investissement 85 ».

« Investissement 85 »

Comme son nom l'indique, l'objet d’ « Investiss&it » est de fournir une approche
permettant de mettre en ceuvre une stratégie cdbéténvestissement sur la période 1965-
1985. Ce programme se présente comme une synthiseuae approche agrégée (les plans

directeurs) et sectorielle.

! La RAND Corporation fondée en 1945, est une institution américaimeitanon lucratif qui a pour objectif
d'améliorer la politique et le processus décisibmae la recherche et I'analyse. Dantzig y tramaile 1952 a
1960.
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Afin d’assurer la séparabilité, le plan « Investiment 85 » fait I'objet d’'une série de

partition.

Les partitions

Les vingt années du programme sont subdiviséesédndes de cing ans. Cette
subdivision a l'avantage de caler les choix dinsements sur les plans indicatifs du
Commissariat Général du Plan. Ce qui permet d'awurie anticipation plus fine des

fluctuations de la demande d’électricité.

Malgré cela, les variations de la demande peuvesier importantes. Comme le
souligne Bessiere (1970): « Production and consiempbeing uncertainty, to meet the
demand in all circumstances would theoreticallyuregqunlimited quantities of equipment. »
(p. 198).Une division en deux périodes est alofecaiée. D'une part, celle de « créte
maximale » caractérisée par une situation ol Boffeut étre insuffisariteD’autre part, une

période normale ou I'approvisionnement des agantdexctricité est parfaitement assuré.

Les sources d’énergie sont scindées en sept caggetevant du thermique et de

I'hydraulique :

- les équipements thermiques conventionnels (baséngualimentation en fuel)

- lesturbines a gaz

- les stations nucléaires

- les productions modulables (ayant la propriété alevpir s’adapter aux variations de la
demande. Ces productions sont notamment permiées grl’existence de barrages)

- les productions non modulables

- les capacités de réservoirs saisonniers

- les équipements hydroélectriques (fondés sur Itajitun turboalternateur comme source
d’approvisionnement additionnelle a la productiydraulique)

La subdivision opérée ici est a la fois une pantitentre techniques de productions (les trois

premiers éléments) et méthode de fonctionnement.

Enfin, d’'un point de vue géographique, la Frandedegsée en six régions (Nord et

! La demande d’électricité variant avec la saisoisr@galement en fonction des heures de la joutageériode
critique ou l'offre est susceptible d'étre insuéfige est globalement estimée, dans le programnestisgement
85, a 1600 heures par an.
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Paris, Nord- Est, Sud- Est, Massif-Central, Sudesdet Ouest).

Le programme

Munis de ces partitions, le programme mathématipewt-étre écrit. Evidemment
chaque méthode de production rencontre des cotgsaspécifiques. Par exemple, aucune
station thermique ne peut étre construite dansdesiCentral. De la méme maniére aucune
installation thermique ne peut-étre édifiee en dehde la zone nord et aucune station
nucléaire ne peut étre développée dans le Sud-tGuwesit 1975. A cette catégorie de

contraintes s’ajoute celles portant sur la transioinsd’énergie et les codts.

Au final, le modeéle inclut 150 variables et 60 tamtes. Ces nombres relativement
peu élevés, comparativement aux trois plans préteds’expliquent par son caractere non
linéaire qui le rend largement plus complexe & uds®. Il s'agit la certainement de
linconvénient majeur du projet « Investissement»8%n effet, selon des estimations de
1969, la prise en compte de la totalité des op@ratis'exercant sur le choix des
investissements devait conduire a la construction chodele composé de 2000 variables et

1200 contraintes.

La solution
La solution du modele est obtenue en avril 19&e@rau concours d’'un ordinateur

IBM de type 7094.

L’hypothese retenue d’'un taux de croissance moye8 & par an amene, notamment, aux

résultats suivants pour le programme principal :

- les équipements thermiques conventionnels doiveatd&veloppés a un rythme de 2250
Mégawatt par an, aussi longtemps que I'énergiedaire n’a pas été développée.

- I'énergie nucléaire doit commencer son expansiqgrardir de 1980. Contrairement a ce
gue 'on pourrait croire, la décision de mettreceavre en France un programme nucléaire
est antérieure au premier choc pétrolier.

- Les équipements hydroélectriques doivent étre depels lentement, passant d’'une
production de 60 Terawatter a 68 Terrawatter parafin d’atteindre un maximum de

production en 1980.

! Cela en dépit des efforts des ingénieurs d’'EDF @taborer des techniques de résolutions des sgstéon
linéaires (voir Bessiére et Sautter (1968)).
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Ces orientations globales, que I'on n’a évidemnpad toutes mentionnées, permettent
surtout aux responsables régionaux d’élaborer ttagégies d’investissements locales qui
sont compatibles avec la solution globale. De datpte vue, le plan « Investissement 85 »
est un succes :

« In these circumstances, the fact that the regjidistribution shown in the solution is

as coherent as it is may be considered a sucq@&essiere (1970), p. 209).

Pourtant, en dépit de cette réussite, les ingénidilectricité de France n’utilisent plus

présentement de méthodes basées sur la séparabilité

X. .2 Nouvelles méthodes du choix d’investissements etgapective

Plusieurs motifs sont en général invoqués pourligagr I'abandon du choix
d’'investissements basé sur la séparabilité. L'eatibn considérée comme la plus pertinente,

d’apres les centres de géopolitique de I'énergiecelle de la vague de réformes libérale.

Les réformes

La fin de la planification indicative conjuguédup récemment, a I'ouverture du
« marché » de I'énergie a la concurrence a largeawamu l'incertitude. A travers notamment
une dispersion plus importante de la demande et auwodution moins prévisible de la

consommation.

Du coté de l'offre, la contrainte fondamentalest’plus la satisfaction de la demande
mais la maximisation du profit. Avec la perspectir@écroéconomique usuelle que la
maximisation simultanée — par les firmes — du prafhgendre une quantité d’électricité

offerte compatible avec celle demandée.
Naturellement, un tel systéme ne repose plus earndéthodes mathématiques de

séparabilité mais sur la stabilité du régime coratiel. En particulier, cette vision se fonde

sur la capacité des prix a converger et a s’aw@rerinformation fiable.
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Les prix comme indicateur du choix d’investissement

Conformément a la doctrine néo- classique, lesstissements se décident désormais
sur la seule indication des variations de prix. s Densions inflationnistes sont censées
traduire une insuffisance de l'offre d’électric#é des capacités de production. La possibilité
de capter un profit supplémentaire devant condgweime le suggére Kirsch et Rajaraman

(2001), a la réalisation de nouveaux investissesnent

La logique a I'ceuvre

Derriere ce mécanisme se trouve lidée que « lad®il’'offre et de la demande »
permet une meilleure allocation des ressourcesgétigues. Ainsi, selon Maloney (2001),
l'ouverture a la concurrence a pour but d’amélioter fonctionnement d’'un systéme

préalablement sur-capacitaire.

Pour notre part, on ne peut que contester ce mEintue. Bien que la méthode de
séparabilité ait eu pour principale contrainte dsisfaire la demande, des situations
d’insuffisance de l'offre — lors de pics de consoation — existaient. Citons, a ce sujet,
Bessiere (1970) qui qualifiait ces situations «ct&s » :

« a nonnegligible risk of failures must be accdptend a choice must be made
between the certain cost of supplementary equipraedt the possible disadvantages of

failures. » (p. 198)

Au dela de cette controverse sur la capacité ddugtion, c’'est la question de la

formation des anticipations qui est en cause.

La formation des anticipations

L’investissement en capacités de production d'éldtéd est — étant donné I'ampleur
des projets — une opération particulierement londte d’'autres termes, on ne pas se
contenter d’'observer une hausse des prix du kikvate avant de se décider a investir. Il

faut anticiper 'augmentation des prix
On se trouve, une fois de plus, confronté au probl de la formation des

anticipations. Lesquelles, répétons le, dépenderdegnier ressort des croyances. Or, nous

avons déja attiré l'attention, par lintermédiairmtamment de I'étude des économies
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séquentielles, sur le peu de résultats auxqueis garvenues les approches axées les

phénomeénes d’anticipations dans un contexte d'ibueigénéral.

Une aversion au risque

Conscientes des erreurs possibles d’anticipatende leurs effets désastreux, étant
donné la taille des investissements, les fournisseliénergie vont vraisemblablement
développer une aversion au risque. Les premidossreations commandées par I'Institut
Francais de I'Energie, sur les projets d’investissets lourds tels les centrales nucléaires,
confirment cette thése :

« On comprend dés lors que les entreprises sosraisencurrence n’'envisagent pas
de s’engager dans des investissements en baspaledytrale nucléaire. En effet, les délais
de construction sont d’environ dix ans, ce ne somnic pas des signaux de prix envoyes par le
marché (signaux de court terme) qui peuvent suslateonstruction de nouveau réacteurs,
tout simplement parce gu'il est impossible de piéseec fiabilité quel sera I'équilibre offre-

demande au moment de sa mise en marche. » (E€2@Q®), p. 17)

Conclusion

Un risque de sous- investissement, et a termeédargg d’électricité, apparait bien
réel. Si on ajoute a cela le caractere essentielienmstable de la « loi de I'offre et de la
demande », qui permet de s’interroger sur la \alides prix comme signal d’investissement,
on peut difficilement voir un progrés dans le rezement au concept de séparabilité. C’est
pourquoi nous pensons, qu’a condition de I'adapterdernier peut étre un outil de gestion
des firmes plus efficace. La section suivante esicdune adaptation de la séparabilité a la

théorie du contrdle optimal.

SECTION Il

Application de la séparabilité au contrdle optimal

Dans cette section, aprés avoir formalisé et tinéde probleme de contréle optimal
appligué a I'entreprise, on décompose le dom&inge ce probleme de contrdle optimal de
telle maniere que les conditions de séparabilii@gnsgaranties.

L’'aspect extrémement lourd de la formalisation uwesagf de nous entrainer au-dela du
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raisonnable pour une these d’économie, on se dent@noncer un certain nombre de
propriétés sans les démontrer. Pour des preuvesegmnt des décompositions non
recouvrantes, on peut consulter le travail de Boand999) ainsi que celui de Lagnese et
Leugering (1998).

X1 Formalisation

On suppose, tout d’abord, que I'évolution des tjt&s produites par la j- ieme

entreprise est régie par I'équation différentigketorielle :

Q=1(t,Q)

Systeme de contrdle du processus de production
A l'évidence, I'entreprise pouvant intervenir swnsniveau de production, on est

amené a considérer le systéme de contrdle (du gsoseale production) suivant :

(10.1) Q= 1(t,Q,U)

L’évolution du profit
Si I'on estime que I'on se situe a linstant initiget que I'on s’intéresse a I'état final

T, alors le profit de I'entreprise entiget T est donné par :

jtTo (t,Q, U)dt

Ou ce que I'on notera, dans un souci de commauliig, simplement :

3 mt,Q, U)dt

Le vecteur- prix ne figure pas comme argument dafitpdans la mesure ou I'on
conserve pour cadre d’analyse le modele de conmerparfaite. Les prix sont de simples

parametres.

X. .2 Linéarisation

Les principaux résultats de séparabilité ne partan’heure actuelle, que sur des

formes linéaires. Il est donc impossible de décaapan programme de contrdle optimal a
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partir de I'équation (10.1). Une solution est deog@éder par linéarisation. Certes, les
conclusions obtenues ne seront valables que loealiemais cela n’est pas trés embétant dans
la mesure ou les démonstrations de contrdlabitij@osent aussi de se cantonner a un aspect

local.

Linéarisation du systeme de contréle

La linéarisation de (10.1) le long de la trajecoQ () + dQ (0] associée au

contréleU(01+ U() s'effectue a l'aide du développement de Tayldrétant un contréle fixé).

Considérons le termget(Q+6Q)(t)(: f(t,Q(t)+dt, U(t)+ U(t)). La partie principale
de son développement de Taylor d’ordre 1 est dopage

%(Q +3Q)(1)= f(t,Q(1), U(t)+ It (1, Q(1), V(D) Q(t}+ Iy (1, Q(1), V(1) U(1)

De plus, puisque Q'(t) = f (t, Q (1), U (t)), oaus également &écrire :

%(5(?)(0 = Jfg (£, Q(1), V()3 Q(ty+ I (1, Q(1), U(I(Y)

En posandQ=8,Q+8,Q+ ... (003Q est la partie linéaire dn, 5,Q la partie

guadratique...) et en identifiant, il vient :
%(QQ)(D = Jfq (£, Q(1), U(1))31 Q(t)+ Iy (£, Q(L), U(t)U(t) = A(t)dQ(t) + B()U(t)
Or comme Q (0) ®Q (0) = @ = Q (0), cela impliqgue qué& Q (0) = 0 et donc qu&,
Q (0) = 0. Par intégration, on obtient alors :

Q1) = M(T)]y MXs)B(s)U(s) d

M étant la résolvante du systeme homogeéne :

%(QQ)(t) = Jfo (£, Q(1), U(1)5,Q(1)
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Enfin, lorsque Q@ + dQ (0l = Q, (t) la linéarisation a lieu le long de la trajaoto
d’équilibre.
On utilisera l'indice tlorsque la linéarisation est fixée le long de kjectoire d’équilibre

(celle qui maximise le profit) et v lorsque celteéa lieu le long d’'une trajectoire quelconque.

Si I'on posey,, (t) =3,Q(t), on obtient finalement, le systeme de contrblédire
suivant :

yv(®) =A(1)yy (1) +B(t)v(t)

2
102) {yV(O):O

Linéarisation de la contrainte de profit

On remplace, dans la fonction de profit, Q pafdjfférentielle de Fréchet) qui permet

de prendre en compte I'évolution de la productianl@ntervalle[0; T].

La contrainte de profit qui est alors de la for_[éaa(t,yv(t),U(t))dt, peut elle aussi se

lineéariser au voisinage de la trajectoiggt) . Sa linéarisation est donnée par :

(ma,B%mmim%muwhmmiwampw—meMMd

Ecriture du programme

On se trouve donc confronté au probléme de progiation linéaire suivant :

max[jg mi(t, vy , U) dt+ jg {% ftly, ), €% L u(” (ty, Vh— (4 ,‘U)M d}

(10.4) avecy; lasolutionde:

(10 2>{y'u (1) = A(t)yg(t) +B(t)U(t)
“lyg@=0

X. 1.3 Séparabilité du domaine

SoitQ =[0;T]le domaine, fermé et borné, de’(d > 1). On va considérer une

décomposition, sans recouvrement, @een p sous domaines ne communiquant que par
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I'intermédiaire de leurs interfaces communes.

interface

sous-domaine

Figurel0.1- Domaine dRZ(p =3)

Notations

Du point de vue des notations cela implique :

p
Q:UQKDZ , ,izanaQi, ,i:].,...,p
i=
I<k#i<p
I={iON|1<i<p}

Ou:
(1) Q; est le sous domaine i, un ouvertRfe LesQ; étant disjoints deux a deux.

(i) oy estl'interface entr€; et Qy, un sous ensemble Y symbolisant la réunion

de toutes les interfaces.
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On peut facilement donner les conditions qui g@saent I'équivalence entre la
solution sur le domaine globale et ses restristgur le sur sous- domaine issu de la

décomposition.

PROPOSITION

La restriction sur le sous domaif¥deyy, la solution du probleme (2), est égale a la
fonction(yg); U Hl(Qi ) si et seulement si I€gy); verifient :

{ (y)i(t) = A()i(yg)i(t) +B(1); U; (1)
(Yg)i(0)=0

A cela s’ajoutent des conditions de continuité isg®Es aux interfaces. Pour
touti, kI, iZketoj 20 :

(Yw)i= (Yu)k Suroj

o(ya)i _ _9(yu)k Suroy,

Nk Nik

Les (yg)iet lesU; sont les restrictions respectivesygeetU sur Q; (lesU; étant
fixes). Leqy sont la normale extérieure au sous domafde encj, . Nous avons

donenj = —Ny; -

Reformulation

En divisant le domain® en sous domaines non recouvrants, la décomposiadB)

(= (3")) vient naturellement :

§1 Jo, Ti ()i U dt+ oy {% ), @0 D0 a9 = € D ”)M

On a alors I'équivalence suivante :
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max (3)
avecill letk# i
()i () = A (ya)i(t) +B(1); U; (t)
(10.4) = | (yg)i(0)=0

(Yu)i= (Yu)k surojy

o(yn)i _ _9(Ywk
oNik onik

SUrGijk

Commentaire
Cette relation d’équivalence signifie qu’il est iiiférent, sous les conditions

mentionnées, pour I'entreprise d’essayer de maxginssn profit sur un important intervalle

de temp{sO;T] ou successivement sur une suite d’intervalle des$goius restreint.

Ce résultat permet a la fois de simplifier les g@t, en limitant I'intervalle de temps, réduit

les éléments d’incertitude pouvant surgir et fauksprévision.

Section IV

Remarques terminales sur la modélisation

La formalisation, présentée dans la section prétédedevrait tenir compte davantage
des particularités de l'entreprise. L'applicatior th théorie du contrdle optimal a cette
derniere impose quelgues aménagements. En pagtitoliverture de marchés a terme ainsi
gue l'existence d'effets reports, liés aux situasiode désequilibre, donnent un réle
prépondérant aux arbitrages et anticipations desmises. C’est ce que Albouy (1972) sous
entend lorsqu’il écrit :

« Or I'examen du processus de décisions de I'pnig® nous montre que les
problemes d’arbitrage instantané se doublent tosjale problemes d’arbitrages dans le
temps. C’est a tout instant de la vie de I'ents@rque surgit un éventail d’alternatives

possibles, éventail qui ne cesse de s’ouvrir rapale dans le futur. » (p. 1).
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Pour terminer, on se propose de donner une idéeedgue devrait étre une
formalisation, par la théorie du contrdle optintalj tient mieux compte de ces particularités.
On trouve une modélisation comparable dans Guefti@89).

X.IV.1 Formalisation et interprétation

Le modeéle d’équilibre général, méme lorsqu’il eagis des états hors équilibre,
considére que la fonction de I'entreprise est daliner des inputs et d’obtenir le profit le
plus important possible. Lequel résulte du choix ldequantité produite. En premiere
approche, la modélisation par (1) du processusrdéuption demeure donc pertinente. On

conserve .

Q=1 (t,Q,V)

La condition nécessaire d'Euler

Une situation intéressante est cell€() = U. Dans ce cas, une condition nécessaire

pour que Q (t) soit une solution de (1), est querationnelle :

fg m(t,Q,u) dt

Soit extrémale avec :
() =U

|:aﬂ:| =0
oU |

t(0) =ty

Ce qui est vérifié lorsque (pour une preuve voipiyp (1972)) :

a_ﬂo—g % =0
0Q dt| 0Q

Interprétation
La condition d’Euler signifie, qu’au niveau de lajectoire d’équilibre Q(t), il est

indifférent de prendre a la date t une décisiont)Wirf peu plus important a condition qu’elle
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soit compensée a la date (t0#) par une décision de moindre ampleur. De cetterfda
trajectoire Q (t) demeure inchangée au-dela deta @ +ot).
Ce degré de liberté par rapport a la trajectoiégdilibre permet de prendre en compte

les anticipations. Le graphique, ci-dessous, ltusela :

Q® Qu(t)

Figure 10.2- Prise en compte des anticipations

Les contraintes

Pour revenir a un commentaire plus général, I'dbjele maximisation du profit que
poursuit I'entreprise induit plusieurs contraintgg’il convient de détailler de plus pres.
Celles- ci peuvent étre classées a travers troégoees :

1. La contrainte «institutionnelle » résultante deBligations légales auxquelles

I'entreprise doit se soumettre
2. La contrainte « physique » liée aux capacités ddymtion
3. La contrainte financiére inhérente a toute actiedsgmerciale

X. V.2 Les contraintes institutionnelles

Les contraintes institutionnelles sont les plusées. L'entreprise étant plongée dans
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un «systeme » économique, elle est soumise a de#reases obligations ou entraves

auxquelles il est impossible de se soustraire. Oexpose trois.

Contrainte sur les prix

Si I'on adopte I'hypothése plus vraisemblable sdbmuelle I'entreprise est « prices
makers », cela astreint a intégrer le vecteur moxme argument de la fonction de
production.
De plus, laisser linitiative aux entreprises deefiles prix, implique une modification de la
structure institutionnelle du modele d’équilibrengéal. On doit renoncer a l'unicité du
vecteur- prix. Cela induit, pour chaque firme, aedits de recherche des inputs (les plus

avantageux) qu’il importe de formaliser.

Un argument pour se soustraire a ce type de matiélisest d’estimer que la pression
concurrentielle limite grandement la marge de mameeen matiere de fixation des prix.
Encore faut- il pour cela que les prix tendenthiosiogénéiser. Ce qui n’est possible que si

ces derniers sont centralement affichés a la vueutes les entreprises.

La centralisation est ainsi bénéfique aux firmessda sens ou elles économisent les

frais de recherche des inputs meilleurs marchés.

La contrainte temporelle
On a supposé que le processus de production paeé sur l'intervalle [0 ; T]. Mais
cette hypothese est bien peu satisfaisante a ulalégard.

En premier lieu, en commencant a étudier le conepuent de I'entreprise a I'origine,
c’est-a-dire a l'instant 0, le poids du passé a régligé. Or, a I'évidence celui-ci est
important. Une modélisation plus appropriée nétesi se situer a un instant t distinct de

I'origine.

En second lieu, I'activité de I'entreprise, saufiita, ne s’arréte pas a l'instant T. Il est
plus judicieux de travailler sur un intervalle damips infini. Mais cela a l'inconvénient de
rendre le profit difficilement maximisable. Il eddbnc primordial de pouvoir effectuer, comme
on I'a fait, des « coupes » dans I'évolution dupsret de décomposer un probleme complexe

en une suite logique de sous problemes de taille ngistreinte.
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Contraintes transactionnelles

La vigueur d’'une économie et plus spécialementadeonsommation, ne dépend
évidemment pas des politiques de recrutement a&tigi@l menées par une seule entreprise. En
toute logique cette derniére peut étre victime dhanque de débouchés ou devoir faire face a

des problemes d’approvisionnements.
Si I'on désire tenir compte de cette remarque, émuconservant le cadre institutionnel

du modele d’équilibre général, alors il convienndéexer la formalisation sur le modele des

equilibres a prix fixes.

X.IV.3 La contrainte physigue

D’apres les observations ci- dessus, une formulagilus réaliste consisterait a se

situer en t et a s'intéresser a la production'ebd'processus de production prenant place sur

lintervalle[0;] (aved,t”"0[0;x]). Dans cette configuration, la fonctionnelle dedarction

est:
Ft,Q(,t))avectt

Q ([1t) représentant le flux d’inputs, donné entret@,ea déterminer entre par le
producteur entre t et t". L’argument t y figureudldois pour signifier que les décisions de
I'entreprise portent sur les périodes postérieares La fonctionnelle dépend aussi de t et t".
Ce qui s’explique par le fait que I'on considéree quelle- ci est susceptible de se déformer

dans le temps et que I'on s’intéresse a I'étaadadduction en t".

De surcroit, si 'on admet que I'évolution des diités produites est contrélable, on
obtient :
F(t", Q(,t),Ullt) avect=>t

! Si I'on se place dans le cas ou les instants't sant prochest(' [1B(t,€) ), on peut alors considérer que la

fonctionnelle de production est une constante. Quésente aussi l'avantage de régler les problémes
d’agrégations (voir chapitre I).
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Transactions et anticipations

Les biens que I'entreprise pense étre en mesudéteeir en t", dépendront & la fois de
ces ventes réalisées sur lintervalle de tempst[l ;et de sa production qui provient
directement de ses achats d’'inputs. Plus simplenmnts noterons W) les transactions
nettes (achats — ventes) anticipéed\dt)icelles effectuées. Ceci conduit & modéliser de la

maniére suivante:

Wt t, UED)+ [} W(t,at,ugb)de

L’'argument « a » traduisant le caractére prévisgbrdes transactions. Quant a la
production escomptée, elle est donnée par :
®(tt", Q(, 1), Ulllt)) avect'>t

L’écriture de la contrainte physique

Etant donné ce que I'on vient de dire, la conteaphysique s’écrit :

Wt t, UED)+ [ Wita,t,ugn)daro( tt,Q,t), Ufh)2 Q(tt")

Le multiplicateur de Lagrange associé a cette aortr dépend de la date t a laquelle
elle est anticipée et de son évolution. Par coredigon note (10.5) :

jt""pl(t,t”)((\/_V(t,t”,U(Dt))+jtt' W(ta,t,udt))dare( t't ,Q;ﬂt),U(mt)))—Q(t,f')) dt'> 0

Enfin, pour un motif évident (non négativité deputs), on postule que : Q (t, £)0.

Cela induisant une seconde contrainte :

(10.6) jt‘” Mo (1, 6)Q(t,t ) dt

X. V.4 La contrainte financiere

Les facultés d’arbitrages et les capacités d’gatons sont des éléments majeurs de
la vie des entreprises. Cela pose alors le probldemda spéculation et des risques de

banqueroutes. Pour réduire un risque de failliemtieprise doit éviter de se précipiter dans
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des achats d’inputs, qui pourraient venir a lui quar au dernier moment. En d’autres

termes, elle doit organiser a 'avance, sur leschés a terme, ses achats.

L’écriture de la contrainte

Ce souci de préevision, ce traduit mathématiquerpanta contrainte suivante:

Qt,t)-[W(t,t', UG+ [l W(ta,t,Udt)dao( tt ,Q:@t),U(mt)))sB(t,f,f')

B(t, t', t") étant naturellement une fonction continue qui teais O lorsque t' tend vers

Lagrangien
En associant un multiplicateur de Lagrange du {ypé, t', t") & cette contrainte, on
arrive a I'expression :
B(t,t', t") = Q(t, ')+ W(t, ', UQH))
)}dt’dt"

. oo rt" ,t,f .
(10.7) | f; ma(t {J,Itt W(t,a,t', u@t))da- @ (t,t,QC,t), Uy, t

X.IV.5 Ecriture du programme

On se trouve donc confronté au probleme de progiaion suivant :

max]! Ti(t,t',QQt), UG t))dt
Q€1 =Ft,QU1, Ud)

Ce probleme est agrémenté de « sous contraines dérivent de la recherche de
maximisation du profit. On les classe en deuxgm@iés selon leurs formes. D’un coté celles

du type g= 0 et de I'autre celle du genre=0.

Sous-contraintes du type g= 0
Dans les paragraphes précédents, on a associéauictes (10.5), (10.6) et (10.7)

des multiplicateurs. Toutes ces contraintes onir ppoint commun d’étre en forme
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d'inégalités(g; = 0) et par conséquent de se conformer aux conditiarthéoréeme de Khun et

Tucker.

Sous- contraintes du genreig= O
Toutefois, si la firme ne désire prendre aucumuds et exclut toute opération
d’arbitrage sur les marchés a terme, ce qui revdenbnfondre t' et t", alors la contrainte

(10.7) prend la forme d’une égalité.

Le programme principal
En considérant I'ensemble de ces éléments, leramuge principal s’écrit a I'aide du

lagrangien de la facon ci- dessous :
LQW) = |f Tt.t",QEY), UE)df
+Q' ()= F(t,t,Q0t),ud)

) W(t,t", UQGL)) -Q(t,t") | dt’
t Hylb +jtt'W(t,a,f',U(Dt)) da+®( t,t,Q0,1), Ul 1) |

] mp(t QL) i

o (1" B(t.t, 1)~ Q(t, )+ W(t,t', UQH))
ket t.t) , , dt'dt"
+, W(t,a,t',uQt)da+® (1.t ,QQ,1), U, t)

Programme restreint et séparabilité
La séparabilité consiste ici & décomposer le doend#s contraintes. Le programme
restreint est séparable si la solution du programrireipal engendre la solution de tous les

programmes restreints c’est-a-dire associés &eme contrainte.
Hélas, pour l'instant, aucun argument ne permaildieler en faveur de la séparabilité

d’'un tel programme. Bien que délicate, il y a inestablement la une voie de recherche pour

les mathématiques appliquées a I'’économie.
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CONCLUSION GENERALE
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Dans cette conclusion générale, nous allons regeninotre démarche et souligner les

principaux résultats auxquels on a abouti.

Caractérisation de I'équilibre

On a commencé ce travail en dégageant quelquestéastiques inhérentes a la
notion d’équilibre. En s’inspirant de I'ouvrage &#alinvaud (1991), on a pu en recenser
trois :
- L’existence d’'un ensemble interactions
- La présence d’un cadre institutionnel spécifié

- L’existence d’'un processus associé

Développement

Les chapitres Il a IV ont consisté a affiner cattalyse. Pour cela, les trois principaux
cadres de référence de la théorie économique dntdljet d’'un examen minutieux. Une
premiére conclusion s’est alors imposée : la tleédei I'équilibre général est le modéle le plus

adapté pour intégrer la notion d’équilibre.

On aurait pu s’'arréter a ce constat mais il nouserblé utile de poursuivre en
s'intéressant de plus prés aux difficultés que ésairit la notion d’équilibre au sein de la

théorie néo- classique. Celles- ci sont de traises.

Nature des difficultés posée par la notion d’équitire

1. Critére d’évaluation et de sélection des équililes

La premiere difficulté provient du fait qu’il escessaire de prouver que I'équilibre
est une situation souhaitable. Pour y parveninol#on d’optimum de Pareto est mobilisée et
reliée a I'équilibre par lintermédiaire des théoes de [|'économie du bien-étre.
Malheureusement, la condition d’optimalité au seles Pareto est trop peu restrictive.
Plusieurs équilibres peuvent la satisfaire. Cedes,hypothéses de substituabilité brute ou de
domination diagonale peuvent étre retenues poangat’'unicité de I'équilibre. Mais celles-
ci ne trouvent guere de justifications sur le pglaéorique. Les allocations B.C.P.E paraissent
alors une alternative intéressante dans la mesuadl@s sont davantage en adéquation avec
les hypothéses du modeéle d’équilibre général. Edas néanmoins pour spécificité de

réclamer une importante intervention étatique gawantir les « droits fondamentaux ».
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2. Instabilité des processus associés

Le principal processus associé a la notion d'dapei le tA&tonnement walrasien, peut
trés bien engendrer des trajectoires aux comportesmerratigues ou explosifs. Il semble
méme que ce soit le cas le plus probable. Facetta sguation, la tendance a été de
développer d’autres mécanismes de convergencemrfiinent en quantité, méthode de
Newton...). Si certains parviennent a assurer lailgéalle I'équilibre, tous ont pour point

commun de mettre en ceuvre un degré élevé de dsatih.

3. Entropie

L’accroissement du désordre dans le temps, lié ruliplication des anticipations,
réduit & néant les possibilités d’existence d’umiléare dynamique.
Pour limiter ce principe d’entropie, une fois deglla solution a consisté a solliciter I'Etat.
Ce dernier, en instituant un systéme complet deciméar ou en orientant les anticipations,
supprime l'incertitude. De ce fait, il transforma gysteme dynamique en systeme pseudo-
dynamique susceptible d’accueillir un équilibre. IMaureusement, ces deux solutions
apparaissent peu réalistes. Dans la pratique, coioénie planifiée est la plus & méme de
limiter I'incertitude sans toutefois la faire dispéire complétement. Ainsi, elle garantit les

conditions d’existence d’'un équilibre dynamique.

Ainsi, bien que la notion d’équilibre soit omnipeite dans la théorie néo-classique,
elle souleve de redoutables problemes. En fait,dlfgultés rencontrées ont une source
simple : le modéle d’équilibre général est une bphes adaptée a une théorie de la
planification plutét qu’a celle d’'une économie darchés.

Conformément a ce point de vue, la derniére pagieune tentative de réhabiliter la

planification en se fondant principalement suhiggothéses du modele d’équilibre général.

Réhabilitation de la planification étatique

Pour remettre au godt du jour la planificatiortigtee, on a choisi de s’appuyer sur la
théorie du contréle optimal. En outre, elle peraiétablir, de corriger et d’insensibiliser un
programme de planification.
D’une maniere générale, cette technique part docipe qu'il est possible de « guider »

I’économie en exercant un « contréle ». Elle estcdoarticulierement adaptée a I'exercice de
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la planification. Mais elle invite également a reswlérer les bienfaits des rigidités auxquelles

le « contrble » est assimilable.

Planification intra- firme

Au-dela de l'aspect étatique, nous avons voulutreorgue la planification pouvait
aussi s’avérer un outil précieux dans I'élaboratieria stratégie des entreprises.
Pour ce faire, on a combiné la théorie du contoplémal avec le concept de séparabilité. Ce
dernier, issu de la recherche opérationnelle, gadeanompatibilité entre un programme et ses
sous programmes. En des termes économiques, laab#épéd donne les conditions de
compatibilité entre I'intérét général et particulidssociée au contrdle optimal, elle permet
par exemple de simplifier grandement des probléteanaximisation du profit dans le temps.

Pour terminer, on se propose de donner quelqudasspde réflexions qui nous

semblent découler logiguement de ce travalil.

L’extension de la séparabilité a des formes non léaires

Comme on l'a vu, les résultats de séparabilitdembrquasi-exclusivement sur des
formes linéaires. Ce qui n’est pas trop grave damsesure ou I'on a pris I'option, pour des
raisons économiques, de travailler sur des résultaaux de contrdlabilité. Mais qu’advient-

il lorsqu’on sort de ce cadre ?

Il existe des techniques élargissant les résuttatsontrélabilité & une perspective
globale (voir Bonnard B. et Chyba M. (2003)e role of singular trajectories in control
theory, Springer-Verlag ainsi que Jurdjevic V. (199@gometric control theoryCambrige
University Press). Les résultats linéaires de sépiié sont des lors trop restrictifs pour
s’adapter a la théorie du contrble optimal. Dés deuf cent soixante- sept, Bessiére
affirmait :

« |l reste a dire que, pour le moment, la thédeda séparabilité n’a été sérieusement
étudiée que dans le cas de programmes linéaire®q¢mst une sous-matrice nulle, et dans
celui de programmes convexes ayant une structutieydgerement simple [...] Mon but aura
été atteint si, par cet article, je suis parvencoavaincre les lecteurs que le concept de
séparabilitépermet de rechercher les structurations efficatee savoir quelles informations

doivent alors étre échangées.
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Mes espoirs seront dépassés si, en me lisant,upgeigathématiciens se décident a consacrer

ses recherches a I'étude générale de la sépatabiljp. 786).

L’étape suivante est donc celle de I'extensionladeséparabilité a des formes non

linéaires.

L’équilibre dans un environnement non convexe

Une seconde voie de recherche concerne I'étudiéglelibre dans un environnement
non convexe. Plusieurs théses et publications @at&té redigées dans ce sens. Toutes ont
néanmoins pour défaut de mettre en jeu des hyphddifficilement justifiables

économiquement.

Au cours de ce travail, nous avons attiré I'atmmtisur les problemes liés aux
rendements d’échelle décroissants et constantsyitant délibérément d’insister sur le cas de
ceux croissants. Pourtant ces derniers jouent iabdkament un réle essentiel dans I'activité

économique mais soulévent au niveau théoriquedtaitables difficultés.

En présence de rendements d’échelles croissastenkeeprises ont théoriguement
intérét, si elles ne s’inquietent guére des probEhe débouchés (c’est notamment le cas en
concurrence parfaite), a faire une offre infiniee koGt d’'une unité produite diminue
graduellement avec le volume de la production. Lafippne peut- étre maximisé dans la
mesure ou il est illimité. Sur le plan mathématigeear prise en compte se traduit par I'étude
d’ensembles de production non convexes. Il essatopossible d’appliquer directement les

théoremes du point fixe.

Considérer les rendements d’échelles croissanigeoalredéfinir le comportement des
producteurs. Une maniére astucieuse de procéderGuesnerie (1975), Bonnisseau (1988))
est de les doter d’'une régle dite de « tarificatimarginale » de telle sorte que la condition de
premier ordre de maximisation du profit puisse tdetméme étre satisfaite. Cette regle se

formalisant a I'aide du cone normal de Clarke.

Considérons une économie formée de biens, mconsommateurs ainsi que

nproducteurs respectivement représentée par l'inditg .
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Soit Yj [ R' 'ensemble total de production qui a pour seuledtlypse d'étre fermé afin de

s'assurer de sa continuitéDe plus, on définit la distance sufj par la fonction :

de (yJ) = minﬂyj —Y'J‘ . y’J DYJ'}

Il est important de remarquer que cette fonctiostagice est Lipschitzienne, donc
uniformément continue (pour une preuve se réfé@iagke (1990), p. 50) . Il s’ensuit qu’elle
admet au moins une dérivée directionnelle.

L'étape suivante est d'introduire la notion de céaregent aY; en un poiny; . On le note :
TYj (yj) :{vD R'/d\",j (yj;v):O} ou d{'(j (yj;v)est la deérivée directionnelle généralisée,
évaluée ery; , dans la direction du vecteurEn outre, le cone tangent présente 'avantage de

ne pas requérir la régularité ni la convexité desembles de production mais s ‘avére lui
méme étre un ensemble fermé et confexe

Il ne reste alors plus qu’a définir le cbne noreal polarité aTYj (yj )Celui- ci se note :

NYj (yj) ={pD R/ plv<0 pourtoutvDTYj (yj)}

Naturellement le cone normal au sens de Clarkeervada fermeture et la convexité

Le lien qui existe entre les deux cbnes présemie analogie certaine avec la
programmation linéaire et plus particulierementcaleethéoreme de la dualité. Pourtant, si
'élégance mathématique de la démarche est indableselle ne doit pas cacher le peu
d’intérét économique. En effet, se ramener a ure c@mvexe revient a affirmer que les
producteurs font « comme si », en dépit du bon strde leurs intéréts, les ensembles de

productions obéissaient a la loi des rendementstaots.

Des progrés importants restent donc encore a faingr obtenir un traitement
satisfaisant, du point de vue de linterprétatiocoréomique, des rendements d’échelle

! La fermeture tant des ensembles de productioe ebdsommation est une hypothése usuelle du modéle
Arrow- Debreu. Elle constitue une hypothése dervisw.
% Ce résultat est lié au fait que la fonction distast Lipschitzienne, ce qui implique que :

- la fonctionV — d\o(j (Yj;V)est finie et positivement homogene.

¥ Remarquons qu'il est possible de définir le céamgyent et normal sans passer par la fonction distégonfére
Clarke (1990), p. 11) . Pour notre part, on préféseintroduire a partir de cette derniére ce quimet de faire
apparaitre le lien entre la dérivée directionngéleéralisée et le cbne tangent.
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croissants.

Economies planifiées et démocratie
Il reste, pour achever notre travail, a lever uemigtre ambiguité : la planification est-

elle incompatible avec un systeme politique déntapra ?

Bien sOr que non! Si I'on a pris I'option de pfsr c’est bien a cause des résultats
insatisfaisants auxquels conduit 'économie de m&scRésultats, que les théoriciens tentent
d’atténuer moyennant un modelage des conjecturemetremise en cause croissante des
libertés individuelles. La planification apparaibra comme un procédé judicieux pour
remédier aux difficultés des économies capitalisias en garantissant des régimes politiques
démocratiques (Chigolet (2005)).
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