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Chapitre 1IntrodutionL'objetif de ette thèse est d'apporter une ontribution à la résolution exate de pro-blèmes d'optimisation linéaire à variables binaires. Le �l onduteur en est l'étude de Re-solution searh [14℄ pour la résolution du problème du sa-à-dos multidimensionnel en 0�1.Cette introdution pose le ontexte dans lequel se situent nos travaux et donne une vuegénérale des di�érents éléments qui seront présentés dans e mémoire.1.1 ContexteLa résolution de problèmes onsistant à trouver l'optimum d'une fontion de variablesentières soumises à un ensemble de ontraintes a fait l'objet de nombreux travaux. Cesproblèmes se formalisent de la manière suivante :Maximiser f(x)sujet à gi(x) ≤ bi, i = 1, ...,m,

x ∈ Z, (1.1)où x est un veteur de variables entières, f , gi sont des fontions réelles et bi sont des valeursréelles. Il existe de nombreuses lasses de problèmes de e type qui peuvent être obtenuesen modi�ant les propriétés des fontions f et gi. Le seul as des problèmes d'optimisationlinéaire à variables binaires, où f et gi s'expriment de manière linéaire et où x est à valeurs 0ou 1, permet de modéliser un grand nombre de problèmes industriels tels que la plani�ationde tâhes, le routage de véhiules, la gestion de stoks, et.De manière générale, la résolution de tels problèmes onstitue une tâhe di�ile mêmepour des instanes de taille moyenne1. En e�et, le aratère disret des variables de déisionet la présene des ontraintes a pour onséquene que, ontrairement au domaine ontinudes mathématiques, il n'existe pas d'équation générale de résolution pour une majorité de1On onsidère qu'une instane est de petite taille en dessous de 30 ontraintes / 100 variables, elle estde taille moyenne entre 5 − 10 ontraintes / 250 variables et 5 ontraintes / 500 variables, sinon on parled'instane de grande taille 1



Chapitre 1. Introdutiones problèmes. Ainsi, dans la plupart des as, le seul algorithme de résolution onsiste àénumérer haque on�guration du veteur x, à véri�er qu'elle ne viole pas les ontraintes,à aluler la valeur orrespondante de la fontion objetive et à mémoriser elle qui a lameilleure valeur. Un algorithme exhaustif de e type est ependant limité à des instanesde petite taille ar il requiert un temps de alul exponentiel en fontion du nombre devariables. Il existe de nombreuses tehniques permettant d'éviter une énumération omplètede l'espae de reherhe et de réduire ainsi le temps de alul néessaire à la résolutiond'instanes de taille moyenne ; ependant, es algorithmes d'énumération se heurtent engénéral à une ombinatoire en O(2n), n étant la dimension du veteur x.On ompte deux lasses prinipales de méthodes de résolution pour les problèmes om-binatoires de e type : la première est onstituée des méthodes dites exates qui onsistentà trouver une solution optimale au problème et la deuxième est onstituée des méthodesdites approhées ou heuristiques qui n'explorent qu'une partie de l'espae de reherhe dansle but de fournir la meilleure solution trouvée en un temps raisonnable. Dans e dernieras, rien ne garantit que les ensembles de on�gurations omis par ette reherhe partiellene ontiennent pas une solution optimale, e qui onstitue le prinipal inonvénient de esméthodes.La voie que nous explorons ii onsiste à onevoir des méthodes exates apables de gé-nérer rapidement de bonnes solutions, 'est�à�dire de manière omparable à une heuristiquereonnue performante sur le même problème. De telles méthodes assurent la onvergenevers l'optimum tout en ayant les avantages des heuristiques ar même si le proessus estarrêté prématurément, il est possible d'obtenir une solution de qualité. Leur développe-ment onstitue ependant un hallenge di�ile ar elles doivent être apables d'éliminerun maximum de on�gurations sous�optimales tout en favorisant l'obtention de bonnessolutions.C'est dans ette optique que nous étudions Resolution searh proposée par Chvátal en1997. Cette méthode exate, dédiée à la résolution de problèmes d'optimisation linéaireà variables binaires, présente un shéma d'exploration original qui intègre les onepts debaktrakings intelligents [2, 45℄ issus de la programmation par ontraintes et de l'intelli-gene arti�ielle. L'ensemble de ette étude s'appuie sur la résolution du problème du saà dos multidimensionnel en 0�1.
1.2 Problème du sa à dos multidimensionnel en 0�1Dans ette setion, nous dé�nissons le problème et présentons une synthèse des méthodesde résolution existantes. 2



1.2. Problème du sa à dos multidimensionnel en 0�11.2.1 Dé�nition du problèmeLe problème du sa à dos multidimensionnel en 0�1, noté 01MKP pour 0�1 Multidimen-sional Knapsak Problem (ou MKP en abrégé), permet de modéliser une grande variété deproblèmes dans lesquels il s'agit de maximiser un pro�t tout en ne disposant que de res-soures limitées. Au regard du nombre de travaux dont il a fait l'objet, à la quantité deproblèmes onrets qu'il permet de modéliser et au nombre de jeux de données disponibles,nous pouvons onsidérer e problème omme un problème de référene. Il peut être modéliséde la manière suivante : Maximiser n∑

j=1

cjxjsujet à n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m,

x ∈ {0, 1}nave ci ∈ N, bi ∈ N et aij ∈ N. Le MKP orrespond à un programme linéaire en nombresentiers lassique ave la partiularité que la matrie des ontraintes (matrie des oe�ients
aij) est omposée de oe�ients positifs et qu'il y a généralement peu de ontraintes parrapport au nombre de variables. On renontre le MKP dans de nombreux domaines d'ap-pliation omme l'éonomie [48, 71, 49, 50℄, la gestion de stoks [34℄, l'industrie [17, 66℄,la gestion de hargements [5, 63℄ ou enore l'informatique répartie [32℄. Les artiles de Fré-ville [27℄ et de Fréville et Hana� [24℄ présentent de nombreuses référenes à e problème.Nous avons hoisi de foaliser nos travaux sur e problème ar il représente toujours unhallenge intéressant et il n'existe atuellement auune approhe permettant de résoudredes instanes de taille moyenne à l'optimalité.1.2.2 Jeux de donnéesLa di�ulté d'une instane de MKP est liée au nombre de variables et de ontraintesqu'elle omporte mais également à la orrélation entre les pro�ts cj et les poids aij assoiésaux objets [56℄. De nombreuses instanes peuvent être trouvées sur le site de la OR-Library2.On y trouve des instanes lassiques (Petersen [55℄ ; Wiengartner et Ness [70℄ ; Senyu etToyoda [62℄ ; Shih [63℄ ; Fréville et Plateau [25℄) et des instanes plus réentes (Chu et Beas-ley [4, 11℄). Les instanes lassiques n'étant plus onsidérées omme di�iles aujourd'hui[11, 39℄, nous nous intéressons ii aux instanes plus réentes proposées par Chu et Beasleyqui sont devenues les instanes de référene atuelles [67, 51, 6, 43, 68, 58, 73, 41, 72℄. Cesinstanes ont été produites suivant la proédure proposée par Fréville et Plateau [29℄. Lesvaleurs entières aij ont été générées aléatoirement entre 0 et 1000 et les valeurs des membresde droite on été générées en orrélation ave les aij et sont telles que bi = α

∑n
j=1 aij où2http ://people.brunel.a.uk/ mastjjb/jeb/orlib/mknapinfo.html3



Chapitre 1. Introdution
α = 1/4, 1/2 et 3/4. Les oûts de la fontion objetif (cj) sont générés en orrélation aveles aij et véri�ent cj =

∑m
i=1 aij/m+ 500dj où dj est un nombre aléatoire ompris entre 0et 1. Le site de la OR-Library ontient des instanes ave n = 100, 250 et 500 variables et

m = 5, 10 et 30 ontraintes. Trente problèmes ont été générés pour haque (n,m) ombi-naison, donnant un total de 270 problèmes. A�n d'alléger l'ériture, on propose de nommerhaune de es instanes � bm.n_r � ou m est le nombre de ontraintes, n le nombrede variables et r le numéro de l'instane. Pour nommer, par exemple, l'ensemble des 30instanes à 10 ontraintes et 500 variables, on parle de l'ensemble b10.500 et la deuxièmeinstane de et ensemble sera notée b10.500_2. Atuellement, les meilleures méthodesexates ainsi que le solveur CPLEX3 parviennent à prouver l'optimum pour les b5.100,b10.100, b30.100, b5.250 et b5.500. Seulement 14 instanes parmi les b10.250 peuventêtre résolues par CPLEX 9.2.1.2.3 Méthodes de résolutionLa omplexité du MKP a enouragé le développement de méthodes approhées pourrésoudre des instanes ayant un grand nombre de variables. Ainsi, des métaheuristiquesomme les algorithmes génétiques [11℄, la reherhe loale tabou [39, 67, 68℄ ont été em-ployées pour résoudre les instanes à 500 variables du jeux Chu et Beasley. Atuellement,les meilleurs résultats onnus sur es instanes ont été fournis par Vasquez et Vimont [68℄et Wilbaut et Hana� [72℄. Deux états de l'art sur les méthodes de résolution existantes ontété proposés par Fréville [27℄ et Wilbaut et al. [74℄.Les premières méthodes exates utilisaient prinipalement la programmation dynamique[34, 70℄ mais es méthodes ont une omplexité spatiale trop importante qui les rend viteinappliables pour des instanes de grande taille [38℄. Les algorithmes plus réents utilisentdavantage le prinipe de l'énumération impliite (dérit en setion 2.1.3 du hapitre 2).Cette méthode de résolution onsiste à énumérer l'ensemble des on�gurations partiellesdu veteur x en attribuant suessivement di�érentes valeurs aux variables xj . Chaqueon�guration visitée est évaluée en alulant une borne supérieure du sous�problème assoiéaux variables non�instaniées. Cette borne, qui peut être alulée de di�érentes manières,a pour but de réduire l'espae de reherhe en éliminant une partie des on�gurations duveteur x. Par exemple, Shih [63℄ propose de déomposer le problème en m problèmes desa à dos simple en prenant en ompte une seule des ontraintes à la fois. Son algorithmeest apable de résoudre des instanes à 5 ontraintes et 90 variables. Gavish et Pirkul[33℄ ont proposé des aluls de bornes basés sur les relaxations lagrangiennes, surrogateset omposites. Leur algorithme présente de meilleurs résultats que elui de Shih [63℄, ilest apable de résoudre des instanes à 300 variables et 3 ontraintes et des instanes à
100 variables et 5 ontraintes. Osorio et al. [52℄ ont développé une approhe utilisant des3CPLEX est un logiiel de résolution de problèmes d'optimisation édité par la soiété ILOG. Il estd'usage de omparer les performanes des nouvelles méthodes de résolution ave elles de CPLEX pourévaluer leur qualité. 4



1.3. Vue générale de la thèseontraintes surrogates et des oupes logiques pour améliorer les performanes de CPLEX.Leur algorithme est apable de résoudre les instanes b10.100 et ertaines instanes b5.250du jeu Chu et Beasley en 3 heures de temps de alul. Plus réemment, James et Nakagawa[43℄ ont proposé une méthode utilisant la programmation dynamique pour générer des sous�problèmes dans lesquels ertaines variables ont été �xées à 1. Certains de es sous�problèmessont éliminés par des règles de dominane et les sous�problèmes restants sont résolus parune énumération impliite. Leur algorithme est parvenu à obtenir les valeurs optimales desinstanes b5.500 en un temps maximum de 7.79 heures. Ces valeurs optimales étaient alorsinonnues.Il existe également di�érentes tehniques permettant de réduire l'espae de reherhe. Ilest possible, par exemple, de herher un bon minorant4 à l'aide d'une heuristique perfor-mante, de �xer ertaines variables à leur valeur optimale [38, 26℄ ou enore de donner unenadrement du nombre d'objets à l'optimum [28℄.1.3 Vue générale de la thèseDans le hapitre 2, nous présentons une énumération impliite pour résoudre le MKP.Cet algorithme intègre deux ontraintes additionnelles a�n de réduire la taille de l'espaede reherhe. La première ontrainte prend en ompte la borne fournie par la relaxationontinue, les oûts réduits des variables hors base et un minorant onnu. Elle permet,d'une part, de �xer ertaines variables hors base à leur valeur optimale et, d'autre part,de réduire l'espae de reherhe. La deuxième ontrainte �xe le nombre d'objets à unevaleur k entière. La prise en ompte de la ontrainte 1 · x = k dans le modèle réduit laborne supérieure donnée par la relaxation ontinue, e qui permet de réduire davantagel'espae de reherhe et d'augmenter le nombre de variables �xées par la ontrainte desoûts réduits. De plus, elle permet de générer d'autres ontraintes utiles pour résoudre demanière e�ae des sous�problèmes ayant peu de variables. La politique de branhement deette énumération impliite vise à explorer en priorité les a�etations partielles suseptiblesde violer la ontrainte sur les oûts réduits. L'objetif est de favoriser la rédution de l'espaede reherhe en explorant les on�gurations les moins � prometteuses � en priorité.La méthode de résolution proposée utilise omme minorant de départ les solutions don-nées par une heuristique de reherhe loale performante (RLtabou [67℄). Elle permet ainsi derésoudre des instanes de taille moyenne dans un temps raisonnable. En e�et, les preuvesd'optimalité manquantes des instanes b10.250 de Chu et Beasley sont obtenues et lesinstanes b5.500 sont résolues en un temps plus rapide que CPLEX et que l'algorithmede James et Nakagawa [43℄. L'un des inonvénients majeurs de ette méthode est que sapolitique de branhement visant à élaguer les n÷uds de l'arbre de reherhe au plus t�t larend ine�ae si auun minorant de départ ne lui est fourni.Dans le hapitre 3, nous présentons les di�érentes omposantes de Resolution searh4On appelle minorant la valeur d'une solution réalisable dans le as d'un problème de maximisation5



Chapitre 1. Introdutionet détaillons son déroulement sur un exemple simple. Des premières expérimentations me-nées sur des instanes de MKP montrent l'intérêt de ette approhe. Sa struture o�reune souplesse dans l'exploration qui lui permet de trouver rapidement de bons minorants(elle trouve de meilleurs minorants plus rapidement que l'heuristique de reherhe loaleRLtabou). En ontrepartie, elle met plus de temps que l'énumération impliite du hapitre 2pour résoudre l'ensemble des instanes testées lorsqu'un bon minorant de départ est onnu.Dans le hapitre 4, nous proposons un algorithme exat ombinant Resolution searhave une énumération impliite inspirée de elle du hapitre 2. Nous présentons ertainesontributions à Resolution searh, à savoir (i) une version itérative de l'algorithme permet-tant d'explorer pas à pas di�érents sous�problèmes de manière à favoriser la diversi�ationde la reherhe et (ii) l'intégration d'une nouvelle méthode d'identi�ation des obstales5minimaux fondée sur des relations d'impliation qui peuvent être déduites entre les on�-gurations partielles. Les expérienes numériques réalisées démontrent les performanes deette approhe hybride. Elle résout l'ensemble des instanes b5.250, b10.250 et b5.500 enun temps plus rapide que les meilleures méthodes exates sur es instanes et elle permetde résoudre à l'optimum les instanes b10.500 dont les valeurs optimales étaient inonnuesjusqu'à présent. Nous étudions également les possibilités d'amélioration de ette approhe.Nous montrons par exemple qu'en resserrant la ontrainte des oûts réduits, la rédutionde l'espae de reherhe qui en résulte permet de trouver de meilleurs minorants plus rapi-dement que les meilleures heuristiques onnues sur les instanes b10.500.Dans le hapitre 5, nous présentons une appliation de Resolution searh à la résolutiond'un problème industriel issu du sujet du hallenge de la Soiété Française de ReherheOpérationnelle et d'Aide à la Déision (ROADEF). Le sujet porte sur la plani�ation detehniiens et d'interventions dans le domaine des téléommuniations. Le problème estbaptisé TIST pour Tehniians and Interventions Sheduling for Teleommuniations. Nousintroduisons d'abord un algorithme de résolution fondé sur la métaheuristique GRASP pourla résolution approhée du TIST. Cet algorithme nous a permis d'être lassé premier dansla atégorie junior et quatrième au lassement général sur 17 équipes partiipantes. Dansune deuxième partie nous montrons qu'il est possible d'améliorer la performane globale denotre algorithme en résolvant un sous�problème du TIST par Resolution searh.En�n, nous onluons e mémoire et présentons des perspetives possibles à nos travauxdans le hapitre 6.
5A�etation partielle responsable d'un éhe (voir hapitre 3).6



Chapitre 2
Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1

Dans e hapitre, nous présentons une énumération impliite pour résoudre le MKP.Cet algorithme est entré sur une analyse des oûts réduits à l'optimum de la relaxationontinue du problème. Deux ontraintes additionnelles sont intégrées au modèle originala�n de réduire la taille de l'espae de reherhe. La première ontrainte prend en omptela borne fournie par la relaxation ontinue, les oûts réduits des variables hors base et unminorant onnu. Elle permet, d'une part, de �xer ertaines variables hors base à leur valeuroptimale et, d'autre part, d'éliminer ertaines on�gurations partielles du veteur x. Ladeuxième ontrainte �xe le nombre d'objets à une valeur k entière. Cette ontrainte estissue d'une déomposition de l'espae de reherhe en hyperplans (1 ·x = k, k ∈ N) obtenueen utilisant un minorant alulé par une heuristique de reherhe loale performante. Laprise en ompte de ette ontrainte amène une diminution de la borne supérieure donnéepar la relaxation ontinue du problème, e qui permet de réduire davantage l'espae dereherhe et d'augmenter le nombre de variables �xées par la ontrainte des oûts réduits.De plus, elle permet de générer d'autres ontraintes utiles pour résoudre de manière e�aedes sous�problèmes ayant peu de variables. Contrairement à des méthodes plus lassiques,la politique de branhement de ette énumération impliite vise à explorer en priorité lesa�etations partielles suseptibles de violer la ontrainte sur les oûts réduits. Cette stra-tégie favorise l'élimination d'un maximum de on�gurations du veteur x au plus t�t maisprésente l'inonvénient de rendre la méthode dépendante de la qualité du minorant de dé-part. En termes de résultats numériques, et algorithme résout les instanes b5.500 etb10.250 du jeu Chu et Beasley de la OR-Library. La majorité des valeurs optimales desinstanes b10.250 étaient inonnues jusqu'à présent. Le travail présenté dans e hapitre àfait l'objet d'une publiation [69℄. 7



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�12.1 Baktraking et énumération impliiteDans ette setion, nous introduisons le prinipe de l'énumération impliite, ainsi quequelques notations et dé�nitions utiles pour le reste du mémoire.2.1.1 Énumération exhaustiveConsidérons le problème linéaire à variables binaires P suivant :
(P ) Maximiser f(x)sujet à gi(x) ≤ bi, i = 1, ...,m,

x ∈ {0, 1}n,ave f et gi des fontions linéaires positives (f(x) ≥ 0 et gi(x) ≥ 0 pour i = 1, ...,m quelque soit x) et bi des valeurs entières positives (bi ≥ 0 pour i = 1, ..,m). L'énumérationexhaustive est la méthode la plus intuitive pour résoudre un tel problème ombinatoire.Elle onsiste à énumérer toutes les solutions, à les évaluer et à onserver elle donnantla meilleure valeur objetive. On onsidère des a�etations partielles u ∈ {0, 1, ∗}n desvariables de déisions x1, ..., xn telles que : uj = 1 si xj est instaniée à 1, uj = 0 si xj estinstaniée à 0 et uj = ∗ si xj n'est pas instaniée (on dit alors que xj est libre). Le problème
P peut être résolu par l'algorithme d'énumération 2.1.Algorithme 2.1 � Énumération exhaustiveenumeration_exhaustive(u,BI){ if(u ∈ {0, 1}n) {for(i = 1, ...,m)if(gi(u) > bi) return;if(f(u) > BI) BI = f(u) ;return;}hoisir un indie j tel que uj = ∗ ;for(p = 1, 2) {

uj = φp ;enumeration_exhaustive(u,BI);}}Cet algorithme prend en arguments un minorant BI (orrespondant à la valeur d'unesolution réalisable) et une a�etation partielle u. Initialement, BI= 0 et u = (∗, ∗, ..., ∗). Ondé�nit φ le veteur orrespondant à l'ordre des valeurs hoisies pour instanier les variables,on parle alors de politique d'a�etation. Par exemple, φ = (1, 0) orrespond à instanierd'abord les variables à la valeur 1 puis à la valeur 0. Lorsque toutes les variables sont8



2.1. Baktraking et énumération impliiteinstaniées, la solution orrespondante est évaluée. Si ette solution est réalisable et si savaleur objetive est supérieure à la meilleure valeur onnue, le minorant BI est mis à jour.À la �n de la proédure, BI orrespond à la valeur optimale de P .Le proessus de reherhe revient alors à onstruire un arbre appelé arbre de reherheoù haque n÷ud de l'arbre est une a�etation partielle. Tous les n÷uds u+ tels que u+
j = uj

∀ uj 6= ∗ sont appelés n÷uds desendants de u, on dit également que u+ est une extensionde u.2.1.2 BaktrakingL'énumération exhaustive est loin d'être la méthode la plus performante ar elle exploreles 2n+1 − 1 n÷uds de l'arbre de reherhe. L'un de ses plus grands inonvénients estqu'elle ne véri�e la validité des ontraintes qu'une fois toutes les variables instaniées. Lebaktraking permet de mieux ontr�ler le proessus d'exploration en identi�ant plus t�tles a�etations partielles qui ne satisfont pas les ontraintes du problème ; on parle alorsd'élagage de l'arbre de reherhe. Considérons, par exemple le problème de sa à dos suivant :
(P ′) Maximiser x1 + x2sujet à x1 + x2 ≤ 1, (2.1)

x ∈ {0, 1}n,et sa résolution par l'algorithme 2.1 en hoisissant à haque n÷ud le plus petit indie
j tel que uj = ∗ et en onsidérant la politique d'a�etation φ = (1, 0). La ontrainte 2.1rend l'a�etation partielle (1, 1, ∗, ..., ∗) irréalisable ; ependant le proessus d'énumérationexhaustive explore les 2n−2 ombinaisons des variables x3, ..., xn avant de remettre en ausel'a�etation de x2. Ce type de � pathologie � dans laquelle l'algorithme de reherhe éhouede manière répétée pour les mêmes raisons est appelé trashing. Le baktraking [7, 10℄, dé�nipar l'algorithme 2.2, a pour voation de répondre en partie à e problème. Il onsiste à véri-�er, à haque n÷ud, la onsistane de l'a�etation partielle ourante ave les ontraintes duproblème. L'unique di�érene entre le baktraking et l'énumération exhaustive est l'endroitoù la véri�ation des ontraintes est réalisée. Dans le as où une violation de ontrainte estidenti�ée, le baktraking hange immédiatement la valeur de la dernière variable instaniéeet ontinue le proessus de reherhe en onsidérant ette nouvelle valeur. Cette proédurepermet de limiter le trashing et de réduire le nombre de n÷uds visités. Par exemple, dansle as de la résolution de P ′, lors de l'identi�ation de l'inonsistane de (1, 1, ∗, ..., ∗), laproédure fait un retour en arrière et visite diretement la on�guration (1, 0, ∗, ..., ∗) aulieu d'énumérer les 2n−1 − 1 n÷uds desendants de (1, 1, ∗, ..., ∗).9



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1Algorithme 2.2 � Baktrakingbaktraking(u,BI){ for(i = 1, ...,m)if(gi(u) > bi) return;if(u ∈ {0, 1}n) {if(f(u) > BI) BI = f(u) ;return;}hoisir un indie j tel que uj = ∗ ;for(p = 1, 2) {
uj = φp ;baktraking(u,BI);}}2.1.3 Énumération impliiteL'énumération impliite dé�nie par l'algorithme 2.3 est une amélioration du bak-traking. Elle intègre le alul d'une borne supérieure à haque n÷ud, e qui lui per-met de mieux élaguer l'arbre de reherhe. Considérons une fontion d'évaluation orale(selon la terminologie de [14℄) dé�nie par orale(u)= −∞ si P̄ (u) est irréalisable etorale(u)= v(P̄ (u)) sinon, ave P̄ (u) la relaxation ontinue du problème P (u) telle que :

(P (u)) Max. f(x)s. à. gi(x) ≤ bi, i = 1, ...,m,

xj = uj si uj 6= ∗

x ∈ {0, 1}n

(P̄ (u)) Max. f(x)s. à. gi(x) ≤ bi, i = 1, ...,m,

xj = uj si uj 6= ∗

x ∈ [0, 1]net v(P̄ (u)) la valeur de la solution optimale de P̄ (u). À haque n÷ud, orale(u) donneune borne supérieure de P (u). Si orale(u) ≤ BI, ela signi�e qu'auune extension de une mènera à une amélioration de la meilleure solution onnue. Dans e as, la proéduree�etue un retour en arrière.Dans la pratique, l'énumération impliite (également appelée branh & bound [46℄) estl'une des méthodes les plus ouramment utilisées pour résoudre un problème d'optimisationà variables disrètes. Dans la plupart des as, elle permet de réduire signi�ativement lenombre de n÷uds de l'arbre de reherhe par rapport à un algorithme de baktraking.Nous présentons, dans e hapitre, une méthode d'énumération impliite qui utilise er-taines ontraintes additionnelles et des règles de branhement spéi�ques qui permettentd'améliorer l'algorithme standard pour la résolution du MKP.10



2.2. Contrainte des oûts réduitsAlgorithme 2.3 � Énumération impliiteenumeration_impliite(u,BI){ borne = orale(u);if(borne ≤ BI) return;if(u ∈ {0, 1}n) {BI = borne;return;}hoisir un indie j tel que uj = ∗ ;for(p = 1, 2) {
uj = φp ;enumeration_impliite(u,BI);}}2.2 Contrainte des oûts réduitsL'utilisation des oûts réduits pour la �xation de variables et la rédution de l'espae dereherhe n'est pas nouvelle en programmation linéaire. Nous pouvons iter, entre autres, lestravaux de Saunders et Shinzinger [61℄, Balas et Martin [3℄, eux de Fayard et Plateau [22℄et plus réemment eux d'Oliva et al. [51℄. Nous montrons qu'en utilisant les oûts réduitsà l'optimum de la relaxation linéaire du problème, nous pouvons générer une ontraintebasée sur la borne supérieure donnée par et optimum et sur un minorant quelonque.Cette ontrainte permet de �xer ertaines variables à leur valeur optimale et de réduirel'espae de reherhe.2.2.1 DesriptionConsidérons P le MKP suivant :(P ) Maximiser c · xsujet à A · x ≤ b, (2.2)

x ∈ {0, 1}n,ave c ∈ N
n, b ∈ N

m et A ∈ N
m×n, n étant le nombre de variables et m le nombre deontraintes. On onsidère P̄ la relaxation linéaire de P . La résolution de P̄ par la méthodedu simplexe néessite qu'il soit exprimé sous forme standard ; l'inégalité (2.2) doit êtretransformée en égalité en introduisant des variables d'éart à valeurs positives ou nulles, equi s'exprime de la façon suivante : 11



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1(P̄ ) Maximiser c · xsujet à A · x+ E · s = b,

x ∈ [0, 1]n, s ≥ 0,où s est le veteur des m variables d'éart et E la matrie des oe�ients orrespondante.Soit (x̄, s̄) la solution optimale de P̄ et BS sa valeur. Soit (c̄, ū) le veteur des oûts réduitsorrespondant aux variables (x, s) pour la solution de base (x̄, s̄). Le programme linéaire P̄peut également être érit de manière équivalente omme suit :(P̄ ) Maximiser BS +
∑

j∈N−

c̄jxj −
∑

j∈N+

c̄j(1 − xj) +
∑

i∈M

ūisis. à. Ā · x+ Ē · s = b̄,

x ∈ [0, 1]n, s ≥ 0,où Ā, S̄, b̄ sont les valeurs orrespondantes à la base assoiée à (x̄, s̄). M est l'ensemble desvariables d'éart, N− représente l'ensemble des variables hors base à leur borne inférieureet N+ l'ensemble des variables hors base à leur borne supérieure. Si nous onnaissons unminorant BI ∈ N de P , alors haque solution de valeur meilleure que BI doit satisfaire laontrainte suivante :
⌊BS⌋ +

∑

j∈N−

c̄jxj −
∑

j∈N+

c̄j(1 − xj) +
∑

i∈M

ūisi ≥ BI + 1

−
∑

j∈N−

c̄jxj +
∑

j∈N+

c̄j(1 − xj) −
∑

i∈M

ūisi ≤ ⌊BS⌋ − BI− 1Dans notre as, nous ne tenons pas ompte des variables d'éart. Á l'optimum, les variablesd'éart sont positives et leurs oûts réduits sont négatifs, la somme ∑j∈M ūisi est dontoujours négative. Nous pouvons don enlever le terme −∑j∈M ūisi de l'inégalité i�dessus.De plus, nous savons qu'à l'optimalité du programme linéaire, les variables hors base deoût réduit négatif sont égales à leur borne inférieure (c̄j < 0 ⇒ xj ∈ N−) et les variableshors base de oût réduit positif sont égales à leur borne supérieure (c̄j > 0 ⇒ xj ∈ N+).Nous pouvons don onsidérer les valeurs absolues des oûts réduits au lieu des oûts réduitseux-mêmes. Par e proédé, nous obtenons une ontrainte que l'on appelle ontrainte desoûts réduits :
∑

j∈N−

|c̄j |xj +
∑

j∈N+

|c̄j |(1 − xj) ≤ ⌊BS⌋ − BI− 1 (2.3)
12



2.2. Contrainte des oûts réduits2.2.2 Fixation de variablesLa ontrainte des oûts réduits permet de �xer ertaines variables hors base à leur valeuroptimale. Par la suite, on dé�nit la valeur gap de la manière suivante :
gap = ⌊BS⌋ − BI− 1Si nous isolons une variable xj hors base à l'optimum de P̄ et onsidérons toutes les autresvariables hors base à leur borne, 'est�à�dire à 0 pour les variables de oût réduit négatifet à 1 pour les variables de oût réduit positif, la ontrainte (2.3) permet de déduire lesrelations suivantes :

x̄j = 1 ⇒ xj ≥ 1 −
gap

|c̄j |
(2.4)

x̄j = 0 ⇒ xj ≤
gap

|c̄j |
(2.5)où x̄j est la valeur de xj à l'optimum de P̄ et c̄j son oût réduit. En utilisant les relations(2.4) et (2.5), on obtient la proposition suivante :Proposition 2.1 Soit P̄ la relaxation ontinue du MKP P . Soient x̄ la solution optimalede P̄ , BS sa valeur et c̄ les oûts réduits assoiés. Supposons que l'on onnaisse un minorantBI de P , alors pour toute variable xj hors base à l'optimum de P̄ ,si |c̄j | > gap alors xj doit être �xée à x̄j .Connaissant un minorant BI ∈ N du problème, toute variable ayant un oût réduit devaleur absolue supérieure à gap est à x̄j dans toute solution x de valeur meilleure que BI.Par exemple, onsidérons P a le MKP suivant :

(P a) Maximiser 15x1 + 10x2 + 8x3 + 8x4 + 7x5sujet à 5x1 + 2x2 + 10x3 + 1x4 + 3x5 ≤ 10

2x1 + 11x2 + 2x3 + 10x4 + x5 ≤ 11

x = (x1, x2, x3, x4, x5)
T ∈ {0, 1}5La résolution de sa relaxation linéaire P̄ a par l'algorithme du simplexe nous donne unesolution optimale x̄ telle que

x̄ = (1, 0.717, 0.056, 0, 1)un veteur de oûts réduits c̄ tel que
c̄ = (10.21, 0, 0,−0.56, 4.28)13



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1et la valeur optimale BS = 29.62. Supposons que l'on onnaisse un minorant BI = 21 duproblème, la ontrainte des oûts réduits orrespondante s'érit
10.21(1 − x1) + 0.56x4 + 4.28(1 − x5) ≤ 7si l'on hoisit x4 = 0 et x5 = 1 (e qui minimise le membre de gauhe) on a

0.31 ≤ x1don x1 doit être �xé à sa valeur optimale x̄1 = 1 dans toute solution x telle que c · x > 21.2.2.3 Rédution de l'espae de reherheLa rédution de l'espae de reherhe onsiste à déteter des instaniations partielles desvariables qui ne mènent pas à une amélioration de la meilleure solution onnue (égalementappelées n÷uds terminaux). Dans l'exemple préédent, l'a�etation de x1 à 0 ne mèneà auune solution de valeur supérieure à 21. C'est�à�dire que toutes les extensions de
(0, ∗, ∗, ∗, ∗) omme (0, 1, ∗, ∗, ∗) ou (0, ∗, 0, ∗, ∗) sont à exlure de l'espae de reherhe. Parexemple, onsidérons P b le MKP suivant :

(P b) Maximiser 10x1 + 10x2 + 8x3 + 8x4 + 7x5sujet à 5x1 + 2x2 + 10x3 + 1x4 + 3x5 ≤ 10

2x1 + 11x2 + 2x3 + 10x4 + x5 ≤ 11

x = (x1, x2, x3, x4, x5)
T ∈ {0, 1}5La résolution de P̄ b nous donne un veteur solution

x̄ = (1, 0.717, 0.056, 0, 1)un veteur de oûts réduits c̄ tel que
c̄ = (5.21, 0, 0,−0.56, 4.28)et la valeur optimale BS = 24.62.Supposons que l'on onnaisse un minorant BI = 16, la ontrainte des oûts réduitss'érit alors

5.21(1 − x1) + 0.56x4 + 4.28(1 − x5) ≤ 7

14



2.3. Déomposition par hyperplansContrairement à l'exemple préédent, on ne peut �xer auune variable diretement parla ontrainte des oûts réduits ar c̄j ≤ gap pour j = 1, . . . , 5. Cependant, on peut iden-ti�er ertaines instaniations partielles qui ne satisfont pas ette ontrainte. Par exemple,l'instaniation u = (0, ∗, ∗, ∗, 0) nous donne 0.56x4 ≤ −2.49 or x4 doit être positive don
u viole la ontrainte des oûts réduits et par onséquent, tout veteur v tel que vj = uj si
uj 6= ∗ (v étant alors une extension de u) mène à une solution c ·x ≤ 16 et doit être exlu del'espae de reherhe. On peut alors exprimer la ontrainte des oûts réduits d'une manièredi�érente. Soit Ω(u) l'ensemble des indies des variables xj instaniées à l'opposé de leurvaleur optimale (1 - x̄j) dans une instaniation partielle u, la somme des oûts réduits desvariables xj telles que j ∈ Ω(u) doit être inférieure ou égale à gap. Cei nous donne laontrainte :

∑

j∈Ω(u)

c̄j ≤ gap. (2.6)Nous verrons que durant le proessus d'énumération impliite, ette ontrainte permetde déterminer l'insatis�abilité (relativement à la ontrainte c · x > BI) de ertaines a�eta-tions partielles.2.3 Déomposition par hyperplansL'enadrement du nombre d'objets ontenus dans une solution optimale a été étudiépar Glover [36℄ puis par Fréville et Plateau [28℄ et Vasquez et Hao [67℄. Cela onsiste àtrouver deux valeurs entières kmin et kmax telles que kmin ≤ 1 · x∗ ≤ kmax, x∗ étant unesolution optimale du problème et 1 le veteur unitaire. Supposons que l'on onnaisse unminorant BI du problème, alors kmin est l'entier le plus prohe supérieur ou égal à la valeuroptimale du programme linéaire (P̄kmin
) et kmax est le plus prohe entier inférieur ou égalà la solution optimale du programme linéaire (P̄kmax

) tels que :
(P̄kmin

) Minimiser 1 · xsujet à A · x ≤ b

c · x ≥ BI + 1

x ∈ [0, 1]n

(P̄kmax
) Maximiser 1 · xsujet à A · x ≤ b

c · x ≥ BI + 1

x ∈ [0, 1]n.En e�et, soit z∗min la valeur optimale du premier problème et z∗max la valeur optimale duseond problème. Si nous prenons moins de ⌈z∗min⌉ objets alors la ontrainte c · x ≥ BI + 1n'est pas satisfaite et si nous prenons plus de ⌊z∗max⌋ objets, l'une au moins des ontraintes
A · x ≤ b n'est plus véri�ée.

15



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1Considérons à présent le problème P (k) qui orrespond au problème P ave la ontrainteadditionnelle 1 · x = k ∈ N, dé�nissant un hyperplan :(P (k)) Maximiser c · xsujet à A · x ≤ b,

1 · x = k k ∈ N, (2.7)
x ∈ {0, 1}n.Connaissant un minorant de P , il est possible de résoudre e problème en résolvantindépendamment haque problème P (k). En e�et, soit E = {x | A · x ≤ b, x ∈ {0, 1}n}l'espae des solutions admissibles de P et Ek = {x | A·x ≤ b, c·x > BI, 1·x = k, x ∈ {0, 1}n}l'espae des solutions admissibles de P (k). Considérons E′ = {x | A · x ≤ b, c · x > BI, x ∈

{0, 1}n} l'ensemble des solutions améliorant le minorant BI, on a alors
E′ = Ekmin

∪ · · · ∪ Ekmax
et Ekmin

∩ · · · ∩ Ekmax
= ∅L'ensemble {Ekmin

, . . . ,Ekmax
} onstitue une partition de E′, on a don

v(P ) = max{v(P (k)) | kmin ≤ k ≤ kmax}.Un intérêt de ette déomposition est que l'ajout de la ontrainte 1 · x = k ∈ N aumodèle original permet d'obtenir une borne supérieure v(P̄ (k)) généralement plus serréeque la borne supérieure donnée par v(P̄ ). Cette diminution de la borne supérieure ontribueà renforer la �xation de variables et la rédution de l'espae de reherhe induits par laontrainte des oûts réduits. Nous avons expérimenté l'in�uene ette déomposition surune instane de MKP à 10 ontraintes et 500 variables1. Pour ette instane, la résolutionde la relaxation ontinue donne une borne supérieure de 304555.03 e qui permet de �xer
30 variables par la ontrainte des oûts réduits. Le tableau 2.1 expose les bornes supérieureset le nombre de variables �xées pour haque hyperplan (olonne # variables �xées) dans leas de la déomposition. Le minorant BI = 304214 est donné par un algorithme glouton quiherhe à a�eter xj = 1 pour un nombre maximum d'objets j ave la plus grande valeur
x̄j dans une solution optimale donnée par la relaxation ontinue de P .La première étape de l'algorithme onsiste à partitioner l'espae de reherhe en hyper-plans en utilisant un minorant de départ (donné par l'heuristique de Vasquez et Hao [67℄)puis à résoudre un à un les problèmes P (k) orrespondants. Durant l'exploration, le mino-rant est mis à jour si une meilleure solution réalisable est trouvée. L'ordre d'exploration deshyperplans est alors important ar il in�uene l'amélioration du minorant. Partant de l'hy-pothèse qu'un hyperplan k ayant une grande valeur assoiée v(P̄ (k)) est plus � prometteur �qu'un hyperplan k′ de valeur v(P̄ (k′)) plus faible, on propose d'explorer les hyperplans dans1Cette expériene a été réalisée sur l'instane b10.500_20 de la OR-Library (f. hapitre 1).16



2.4. Proédure d'énumération impliiteTab. 2.1 � Bornes supérieures et �xation de variables induite par 1.x = khyperplan borne sup. # variables �xées
1.x = 379 304553.62 30

1.x = 377 304516.12 67

1.x = 380 304539.29 43

1.x = 376 304427.94 173

1.x = 381 304502.74 88

1.x = 375 304313.84 302

1.x = 382 304425.70 168

1.x = 383 304312.81 314l'ordre déroissant des valeurs v(P̄ (k)) orrespondantes. Bien que e hoix ne soit pas opti-mal, il s'avère expérimentalement intéressant omparé à d'autres heuristiques. Nous verronsen setion 2.4 que la ontrainte 1 · x = k permet également de résoudre e�aement dessous�problèmes de petite taille par un algorithme de baktraking.2.4 Proédure d'énumération impliiteDans ette setion, nous présentons l'évaluation des a�etations partielles et la stratégiede branhement de notre énumération impliite. Nous détaillons ensuite un algorithmespéi�que de propagation qui permet d'élargir la prise en ompte des outs réduits auxparents du n÷ud ourant. Nous exposons en�n l'algorithme de baktraking dédié à larésolution de sous�problèmes de petite taille.2.4.1 Evaluation des a�etations partiellesUne a�etation partielle u est omposée d'un sous�ensemble F (u) des indies des va-riables �xées à 0 ou 1 et d'un sous�ensemble L(u) des indies des variables libres. F (u) estpartitionné en deux sous�ensembles F0(u) et F1(u) ontenant respetivement les indies desvariables �xées à 0 et eux des variables �xées à 1. Par exemple, une a�etation partiellepourrait être la suivante :
u = (

F0(u)
︷ ︸︸ ︷

0, 0, 0,

L(u)
︷ ︸︸ ︷
∗, ∗, ∗,

F1(u)
︷ ︸︸ ︷

1, 1, 1)L'évaluation de u onsiste à résoudre un sous�problème où les variables de déision sontles variables libres. En prenant en ompte les variables �xées à 0 ou 1 dans l'a�etationpartielle et en onsidérant l'hyperplan k que nous sommes en train d'explorer, le sous�problème P (k, u) est établi de la manière suivante :17



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1
(P (k, u)) Maximiser n∑

j=1

cjxj (2.8)sujet à n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m, (2.9)
n∑

j=1

xj = k, (2.10)
xj = uj si uj 6= ∗, (2.11)

xj ∈ {0, 1} j = 1, ..., n. (2.12)On peut don dé�nir la fontion d'évaluation orale(k, u) de la manière suivante :orale(k, u) =







−∞ si P̄ (k, u) est irréalisable
v(P̄ (k, u)) sinon.Par la suite, on note BS(u) = orale(k, u) la borne supérieure à un n÷ud u donné.2.4.2 Stratégie de branhementÀ haque n÷ud de l'arbre, la résolution du problème P̄ (k, u) lors de l'appel de la fontionorale nous donne la borne supérieure BS(u) et l'information néessaire à la génération dela ontrainte des oûts réduits : le membre de gauhe est donné par la solution optimale x̄usur les variables libres de u et les oûts réduits assoiés c̄u tandis que le membre de droiteest donné par la di�érene entre la borne supérieure v(P̄ (k, u)) et le minorant BI onnu.Les variables xj , j ∈ L(u) sont ensuite triées par ordre déroissant de valeur absolue deoût réduit de manière à branher en priorité sur des variables hors base à fort oût réduit.Par la suite, on dé�nit gap(u) = ⌊BS(u)⌋− BI− 1. Les variables xj hors base de oût réduit

|c̄uj | > gap(u) sont alors �xées à leur valeur optimale (f. proposition 2.1) e qui nous donnela règle de �xation suivante :Règle de �xation 1 À un n÷ud u donné, pour haque variable xj, j ∈ L(u) hors base àl'optimum de P̄ (k, u), si |c̄uj | > gap(u) : �xer xj à la valeur x̄u
j .Le branhement est ensuite réalisé sur la variable libre xǫ de plus fort oût réduit enla �xant à l'opposé de sa valeur optimale (1 − x̄u

ǫ ) e qui onstitue le premier n÷ud �ls
u′. Une fois le problème P (k, u′) résolu, le branhement est fait en instaniant uǫ = x̄u

ǫ eten �xant la prohaine variable libre hors base de plus fort oût réduit xǫ′ à l'opposé de savaleur optimale, e qui onstitue le deuxième n÷ud �ls u′′. Ce proessus est réitéré jusqu'àe que le nombre de variables libres soit inférieur ou égal à un paramètre taille_spb. Lesous�problème résiduel est résolu alors par un algorithme spéi�que détaillé en setion 2.4.4que l'on note dfs. Puisque les branhements ne prennent pas en ompte les variables de18



2.4. Proédure d'énumération impliitebase, taille_spb doit être supérieur ou égal au nombre de ontraintes (m+ 1). Ce priniped'énumération est dérit par l'algorithme 2.4 : la fontion enumeration prend en argumentsune a�etation partielle u, une valeur k ∈ N et un minorant BI.Algorithme 2.4 � Algorithme d'énumérationenumeration(u,k,BI) {if(|L(u)| < taille_spb) {résoudre P (u) par dfs ;mettre BI à jour si une meilleure solution est trouvée par dfs ;}BS(u) = orale(k, u) ;if(BS(u)≤ BI) return;
gap(u) = ⌊BS(u)⌋ − BI - 1 ;poser nhb = nombre de variables hors base;trier les variables par ordre déroissant des |c̄uj | ;
jp = 1 ;while(|c̄ujp

| > gap(u)) jp++ ;for(i = jp, ..., nhb) {
ui = 1 − x̄u

i ;for(j = 1, ..., i− 1) uj = x̄u
j ;enumeration(u,k,BI);}for(i = 1, ..., nhb) ui = x̄u

i ;enumeration(u,k,BI);}Par exemple, supposons que u = (0, 1, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) et x̄u = (0,1, 0, 1, 0, 0.6, 0.4) soit lasolution optimale de P̄ (k, u), x4 et x5 étant les variables de base. Supposons que les variablessoient triées par ordre déroissant de valeur absolue des oûts réduits. Les n÷uds généréssont alors les suivants :
(0,1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗) (0,1, 0, 0, ∗, ∗, ∗) (0,1, 0, 1, 1, ∗, ∗) (0,1, 0, 1, 0, ∗, ∗)Proposition 2.2 La résolution d'une instane de MKP par l'algorithme 2.4 est omplète.Preuve Nous pouvons véri�er par un raisonnement par réurrene que e type d'explora-tion est exhaustif. On pose αj = x̄j et ᾱj = 1 − x̄j et p = n − taille_spb. La résolutiond'une instane de MKP par l'algorithme 2.4 revient à résoudre un ensemble Ep de p + 1sous�problèmes tel que :

Ep = {P (ᾱ1, ∗, .., ∗), P (α1 , ᾱ2, ∗, .., ∗), ..., P (α1 , .., αp−1, ᾱp, ∗, .., ∗), P (α1 , .., αp−1, αp, ∗, .., ∗)}Nous allons montrer par réurrene que la résolution des p+1 sous�problèmes de l'ensemble
Ep implique la résolution du problème initial P (∗, ∗, ..., ∗) quel que soit p ≤ n − (m + 1).19



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1La propriété est trivialement vraie au rang p = 1, montrons qu'elle est vraie au rang p = 2.Considérons l'ensemble E2 suivant :
E2 = {P (ᾱ1, ∗, ..., ∗), P (α1 , ᾱ2, ∗, ..., ∗), P (α1 , α2, ∗, ..., ∗)}La résolution de P (α1, α2, ∗, ..., ∗) et P (α1, ᾱ2, ∗, ..., ∗) par l'algorithme dfs résout P (α1, ∗, ∗, ..., ∗)et la résolution de P (α1, ∗, ∗, ..., ∗) et P (ᾱ1, ∗, ∗, ..., ∗) résout P (∗, ∗, ∗, ..., ∗), don l'énumé-ration est bien omplète et la propriété est vraie au rang 2 (f. �gure 2.4.2).Fig. 2.1 � Illustration de l'algorithme de branhement pour p = 2

ᾱ1 α1

ᾱ2 α2

ᾱ3 α3Supposons que la propriété soit vraie au rang p, 'est�à�dire que la résolution dessous�problèmes de l'ensemble Ep implique la résolution du problème initial P (∗, ∗, ∗, ..., ∗).L'ensemble Ep+1 est dé�ni de la manière suivante :
Ep+1 =

(

Ep−{P (α1, .., αp, ∗, .., ∗)}
)

∪{P (α1, .., αp, ᾱp+1, ∗, .., ∗), P (α1 , .., αp, αp+1, ∗, .., ∗)}La résolution de P (α1, ..., αp, ᾱp+1, ∗, ...∗) et P (α1, ..., αp, αp+1, ∗, ...∗) par l'algorithmedfs résout P (α1, ..., αp, ∗, ..., ∗), don Ep+1 = Ep. Par hypothèse, la résolution de tousles sous�problèmes de Ep implique la résolution du problème initial P (∗, ∗, .., ∗) don lapropriété est vraie au rang p+ 1. �Après avoir �xé la variable de plus fort oût réduit à sa valeur opposée, on onstatequ'il est possible de �xer des variables supplémentaires. Comme expliqué en setion 2.2,la ontrainte 2.6, nous dit que la somme des oûts réduits des variables hors base �xées àl'opposé de leur valeur optimale doit être inférieure ou égale à la di�érene gap(u). Cettevaleur gap(u) peut don être vue omme une � quantité � de oût réduit disponible qui estonsommée à haque fois qu'une variable est �xée à sa valeur opposée (1 − x̄u
j ). A haquebranhement, une variable hors base est �xée à sa valeur opposée et la valeur gap(u) estréduite du oût réduit |c̄j | orrespondant. Si gap(u) < 0, la ontrainte 2.6 est violée don

P (k, u) est irréalisable. Toute a�etation partielle réalisable u doit don satisfaire uj = x̄u
jpour xj hors base et |c̄j | > gap(u). 20



2.4. Proédure d'énumération impliiteRègle de �xation 2 Supposons que l'on �xe xj ∈ L(u), hors base à l'optimum de P̄ (k, u),à la valeur 1−x̄u
j . Pour haque variable hors base xi, tel que i ∈ L(u) et i 6= j, si |c̄uj |+|c̄ui | >

gap(u), �xer xi à la valeur x̄u
i .Cette règle de �xation supplémentaire (illustrée dans l'algorithme 2.8) permet de �xerdavantage de variables hors base à haque n÷ud.Cette politique de branhement visant à �xer les variables hors base de fort oût réduità l'opposé de leur valeur optimale est assez spéi�que ar elle oriente la reherhe vers deszones de l'espae qui ne sont a priori pas favorables à l'obtention de � bonnes � solutions.En �xant les variables hors base à l'opposé de leur valeur optimale, nous aurons en e�etdavantage de hanes de violer la ontrainte des oûts réduits et don de visiter une a�e-tation partielle irréalisable. Dans la plupart des proédures par séparation et évaluation, lebranhement se fait dans l'idée de herher les zones � propies � de l'arbre de reherhe.Or, dans notre as, l'idée est au ontraire, de herher l'éhe pour ouper un maximumde n÷uds au plus t�t. Nous verrons (f setion 2.6) que ette stratégie permet de résoudredes instanes di�iles de MKP, mais que son e�aité est onditionnée par la onnaissaned'un bon minorant de départ.2.4.3 Propagation de la ontrainte des oûts réduitsLors de l'exploration d'un hyperplan 1·x = k, toute a�etation partielle u doit satisfairela ontrainte des oûts réduits donnée par la résolution du problème P̄ (k, u) et le minorantBI onnu. Nous proposons d'étendre ette véri�ation aux ontraintes des oûts réduitsgénérées par la résolution des problèmes P̄ (k, u′) assoiés aux n÷uds parents u′ de u. Ene�et, à une profondeur t de l'arbre de reherhe, l'a�etation partielle u doit satisfairela ontrainte des oûts réduits ourante mais également toutes les ontraintes généréesaux n÷uds parents de profondeur t′ < t. On propose don, à haque n÷ud, de propagerl'instaniation des variables dans u aux ontraintes des n÷uds parents et de véri�er lavalidité de elles-i. Si une de es ontraintes est violée, l'a�etation partielle ourante estirréalisable et elle est exlue de l'espae de reherhe.Durant l'exploration, haque fois qu'une ontrainte sur les oûts réduits est générée, lesvaleurs optimales, les oûts réduits et la valeur gap orrespondants sont mémorisés. Si à unn÷ud ourant u, une variable xj est instaniée à une valeur v et que ette même variablea une valeur optimale x̄u′

j = 1− v à un n÷ud parent u′ de u, la valeur gap assoiée à u′ estdérémentée de la valeur c̄u′

j orrespondante. Si gap < 0 pour une des ontraintes des n÷udsparents de u, alors u est onsidéré omme irréalisable et la proédure e�etue un retouren arrière. Cette méthode permet de propager impliitement les oûts réduits sans ajouterexpliitement de nouvelles ontraintes au modèle. Nous onsidérons e�etivement une seuleontrainte qui est appliquée à haque n÷ud (sous�problème) de l'arbre et la propagationest e�etuée en mettant simplement à jour la valeur gap du n÷ud ourant à la raine.21



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1Les algorithmes 2.7 et 2.8 illustrent ette propagation des oûts réduits e�etuée àhaque n÷ud de l'arbre de reherhe. Les données gap, r et vo orrespondent à des tableauxde valeur tels que gap[t℄ = gap(u), r[t℄ = c̄u et vo[t℄ = x̄u au n÷ud u de profondeur tde l'arbre.2.4.4 Algorithme de baktraking pour la résolution de sous�problèmesde petite tailleLorsque le nombre de variables libres est inférieur à taille_spb, le sous�problème résiduelest résolu par un algorithme de baktraking. Cet algorithme est limité à des problèmes depetite taille ar il énumère les on�gurations de manière � brutale � sans résoudre P̄ (k, u)à haque n÷ud. En ontrepartie, la ontrainte 1 · x = k, k ∈ N permet de générer desontraintes additionnelles utiles pour ouper ertaines n÷uds de l'arbre de reherhe.Lors de la résolution du problème P (k, u), à un n÷ud u donné, La ontrainte 1 · x = kimpose de hoisir k − |F1(u)| variables à �xer à 1 parmi les variables libres. La somme des
k−|F1(u)| variables libres de plus grand oût cj est don une borne supérieure du problèmeréduit aux variables libres de u. Par onséquent, si la somme des oûts des variables �xéesà 1 dans u plus ette borne supérieure est inférieure au minorant BI, alors P (k, u) estirréalisable selon la ontrainte c · x > BI. On dé�nit ωc(j) l'ordre des variables xj ∈ L(u)par valeur déroissante de oût cj, ette ontrainte s'érit :

∑

j∈F1(u)

cj +

k−|F1(u)|
∑

j=1

cωc(j) > BI (2.13)Par un même raisonnement, on peut déterminer une inégalité pour haque ontrainte desa à dos. Si la somme des k− |F1(u)| variables libres de plus faible onsommation aij plusla somme des onsommations des variables �xées à 1 est supérieure à la apaité bi, alors
P (k, u) est irréalisable selon la ième ontrainte de sa à dos. Si on dé�nit ωi(j) l'ordre desvariables xj ∈ L(u) par valeur roissante de onsommation aij , ette ontrainte s'érit :

∑

j∈F1(u)

aij +

k−|F1(u)|
∑

j=1

aiωi(j) ≤ bi, i = 1, ...,m (2.14)On dé�nit les fontions bornec(u, k) =
∑

j∈F1(u) cj +
∑k−|F1(u)|

j=1 cωc(j) et borneb(u, i, k) =
∑

j∈F1(u) aij +
∑k−|F1(u)|

j=1 aiωi(j) pour i = 1, ...,m quels que soient u et k. Notons qu'il estpossible de pré�aluler es valeurs pour toute ombinaison du nombre de variables libres etdu nombre de variables à �xer à 1 dans le sous�problème. L'algorithme 2.5 dérit la méthoded'énumération proposée. Cet algorithme prend en paramètres : l'a�etation partielle u, letableau idx des indies absolus des variables libres de u, le veteur b, l'hyperplan ourant
1 ·x = k, la profondeur t dans l'arbre de reherhe (initialement t = 0), la somme des oûtsdes variables �xées à 1 dans u (notée total et initialisée à 0) et un minorant BI.22



2.5. Algorithme généralL'expérimentation nous a montré que et algorithme n'est plus e�ae pour des pro-blèmes de taille n > 20. Par onséquent, la valeur du paramètre taille_spb doit respeterl'inégalité :
m+ 1 ≤ taille_spb ≤ 20.Cette méthode de résolution est don spéi�quement dédiée à la résolution de problèmes deMKP ayant moins de m = 19 ontraintes. Il est possible de résoudre des problèmes ayantplus de ontraintes en permettant le branhement sur des variables de base mais, dans eas, la méthode pert de son e�aité. Par exemple, les instanes b30.100 sont résoluesen un temps omparable à elui de CPLEX alors que les instanes b10.100 et b5.100sont résolues plus rapidement. Dans la setion 2.6.2, nous présentons une appliation del'algorithme à la résolution des instanes b30.250 et b30.500.Algorithme 2.5 � Algorithme de baktraking pour des problèmes de petite tailledfs(u,idx,b,k,t,total,BI) {if(bornec(u, k) < BI) return;for(i = 1, ...,m)if(borneb(u, i, k) > bi) return;if(|F1(u)| == k) {if(total > BI) BI = total;return;}if(|F (u)| == n) return;if(k - |F1(u)| < n - |F (u)|) {

uidx[t℄ = 0 ;dfs(u,idx,b,k,t+ 1,total,BI);}
p =idx[t℄;
up = 1 ;for(i = 1, ...,m) {

b′i = bi − aip ;if(b′i < 0) return;}dfs(u,idx,b′,k,t+ 1,total+ cp,BI);}2.5 Algorithme généralNous présentons l'algorithme global de résolution du MKP. L'algorithme 2.6 est le pro-gramme prinipal de résolution, il onsiste à aluler les valeurs kmin et kmax à partir d'unminorant de départ et à exéuter l'énumération impliite sur haque sous�problème P (k)pour k ∈ {kmin, ..., kmax} dans l'ordre déroissant des valeurs v(P̄ (k)) orrespondantes.23



Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1L'énumération impliite est dérite par les algorithmes 2.8, 2.7 et 2.5. L'algorithme 2.7onstitue un programme auxiliaire qui onsiste à réer le sous�problème à haque n÷udainsi qu'à propager les oûts réduits aux n÷uds parents. L'algorithme 2.8 dérit les dif-férentes règles de branhement e�etuées à haque n÷ud en fontion des oûts réduits àl'optimum de la relaxation ontinue du sous�problème ainsi que l'appel réursif de l'algo-rithme 2.7. L'algorithme de baktraking est dérit par l'algorithme 2.5.Algorithme 2.6 � Programme prinipalresoudre_MKP(BI) {
kmin = v(P̄kmin) ; kmax = v(P̄kmax) ;
φ(k) = ordre de k suivant les valeurs v(P̄ (k)) déroissantes;for(k = kmin,...,kmax) {

k′ = φ(k) ;
u = (∗, ∗, ..., ∗);enumeration_impliite(u,b,k′,0,BI,gap,r,vo);}} Algorithme 2.7 � Programme auxiliaireprogramme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,r,vo) {

// Création du sous�problème
b′ = mise à jour des onsommations b en fontion de u ;
idx = indies absolus des variables libres de u ;
total = somme des oûts cj tels que uj = 1 ;
// Propagation de la ontrainte des oûts réduits aux n÷uds parentsfor(l = t,...,0) gap_[l℄ = gap[l℄;for(j = 1,...,n)for(l = t,...,0)if(uj == 1 - vo[l℄){gap_[l℄ = gap_[l℄ - r[l℄;if(gap_[l℄ < 0) return;}enumeration_impliite(u,b,k,t+ 1,BI,gap_,r,vo)}
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2.5. Algorithme général

Algorithme 2.8 � Algorithme d'énumérationenumeration_impliite(u,b,k,t,BI,gap,r,vo){
// Résolution du sous�problème par le baktrakingif(|L(u)| ≤ 20) {définir idx le tableau des indies des variables libres de u ;dfs(u,idx,b,k,0,0,BI);}
// Calul de la borne supérieure et mémorisation de la ontrainte des oûts réduitsBS(u) = orale(k,u);if(BS(u) ≤ BI) return;else if(|F1(u)| == k) {BI = BS(u);return;}
gap(u) = ⌊BS(u)⌋ − BI− 1 ;vo[t℄ = x̄u ; r[t℄ = c̄u ; gap[t℄ = gap(u) ;
//Création des problèmes fils
nhb = nombre de variables hors base;trier les variables par ordre déroissant des |c̄uj | ;
jp = 1 ;while(|c̄ujp

| > gap(u)) jp++ ;for(i = jp, ..., nhb) {
ui = 1 − x̄u

i ;for(j = 1, ..., i− 1) uj = x̄u
j ;for(j = i+ 1, ..., nhb)if(|c̄ui | + |c̄uj | > gap(u)) uj = x̄u

j ;programme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,r,vo);}for(i = 1, ..., nhb) ui = x̄u
i ;programme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,r,vo);}
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Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�12.6 Résultats expérimentauxLes tests expérimentaux ont été réalisés sur les instanes du jeu Chu et Beasley de laOR-Library présentées dans le hapitre 1.2.6.1 Preuves d'optimalitéNotre algorithme a été exéuté sur un P4 adené à 3.2 GHz ave 1 GB de RAM. Nosrésultats sont omparés à eux produit par le solveur CPLEX 9.2. Nous rappelons que le nomomplet de haque instane est bm.n_r où m est le nombre de ontraintes, n le nombre devariables et r le numéro de l'instane. Les tableaux 2.2, 2.3 et 3.6 détaillent respetivementles résultats obtenus sur les instanes b5.250, b10.250 et b5.500. La desription desdonnées par olonne est :� instane : le nom de l'instane.� BI : le minorant obtenu ave l'algorithme de reherhe loale de Vasquez et Hao [67℄pour ette instane.� t∗ : le temps de alul en seondes néessaire à l'algorithme de Vasquez et Hao pourtrouver le minorant BI.� zopt : la solution optimale prouvée par notre algorithme.� kopt : le nombre d'objets dans la solution optimale.� diff : l'éart entre le minorant et la solution optimale (zopt − BI).� topt : le temps requis en seondes par l'énumération impliite pour trouver la solutionoptimale (sans prendre en ompte le alul du minorant t∗).� ttotal : le temps total en seondes requis par notre algorithme (t∗ + topt).� tCpx : le temps requis en seondes par CPLEX 9.2 pour résoudre l'instane ou ERRORsi un dépassement mémoire a eu lieu.De nouvelles preuves d'optimalité ont été obtenues pour les instanes à 10 ontraintes et
250 variables (f. tableau 2.3). Ces solutions étaient inonnues auparavant. CPLEX résout
47% des instanes en moins de 4 heures, alors que l'énumération impliite proposée parvientà en résoudre 87% dans le même temps. La totalité des instanes b5.500 a été résolue en untemps inférieur à CPLEX et l'algorithme de James et Nakagawa [43℄ (qui ont été les premiersà publier les valeurs optimales de es instanes). Un des avantages de l'approhe est qu'elle apermis d'e�etuer de très longs aluls (par exemple 24 heures pour l'instane b10.250_7)sans exéder la onsommation de mémoire alors que CPLEX dépasse la apaité de mémoireaprès 4 heures. Notons que l'algorithme proposé est failement parallélisable. Il est en e�etpossible d'explorer parallèlement haque problème P (k) ave k ∈ {kmin, . . . , kmax}, e quipermettrait de réduire le temps de alul global. L'inonvénient prinipal de ette méthodede résolution est qu'elle est inopérante si auun minorant de départ ne lui est fourni. Atitre d'exemple, la résolution de l'instane b5.100_0 requiert environ 100 seondes si auunminorant de départ n'est fourni alors que CPLEX requiert seulement 6 seondes.26



2.6. Résultats expérimentaux
Tab. 2.2 � Résultats obtenus par l'énumération impliite sur les instanes b5.250Instane Minorant Optimum CPLEXBI t* zopt diff kopt topt ttotal tCpxb5.250_0 59312 80 59312 0 73 0 80 33b5.250_1 61472 79 61472 0 74 3 82 156b5.250_2 62130 61 62130 0 76 1 62 11b5.250_3 59453 106 59463 10 71 93 199 861b5.250_4 58951 95 58951 0 74 6 101 261b5.250_5 60062 78 60077 15 74 28 106 384b5.250_6 60396 98 60414 18 76 6 104 171b5.250_7 61449 101 61472 23 73 36 137 239b5.250_8 61885 73 61885 0 76 3 76 69b5.250_9 58959 87 58959 0 72 0 87 16b5.250_10 109086 96 109109 23 132 15 111 124b5.250_11 109841 97 109841 0 135 2 99 40b5.250_12 108508 72 108508 0 130 3 75 129b5.250_13 109378 98 109383 5 134 12 110 157b5.250_14 110718 95 110720 2 130 21 116 671b5.250_15 110256 91 110256 0 132 5 96 227b5.250_16 109040 79 109040 0 133 3 82 195b5.250_17 109042 95 109042 0 132 14 109 314b5.250_18 109971 100 109971 0 130 5 105 165b5.250_19 107058 90 107058 0 131 6 96 18b5.250_20 149659 91 149665 6 191 5 96 101b5.250_21 155940 92 155944 4 190 3 95 62b5.250_22 149334 95 149334 0 191 24 119 141b5.250_23 152130 103 152130 0 193 2 105 94b5.250_24 150353 98 150353 0 191 4 102 90b5.250_25 150045 73 150045 0 191 0 73 9b5.250_26 148607 75 148607 0 192 0 75 6b5.250_27 149772 95 149782 10 193 8 103 127b5.250_28 155061 91 155075 14 190 1 92 17b5.250_29 154662 95 154668 6 191 4 99 121
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Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�1
Tab. 2.3 � Résultats obtenus par l'énumération impliite sur les instanes b10.250Instane Minorant Optimum CPLEXBI t* zopt diff kopt topt ttotal tCpxb10.250_0 59187 205 59187 0 68 4921 5126 ERRORb10.250_1 58710 292 58781 71 69 43618 43910 4369b10.250_2 58094 174 58097 3 69 1335 1509 6746b10.250_3 60989 206 61000 11 70 8874 9080 ERRORb10.250_4 58068 276 58092 24 67 14487 14763 ERRORb10.250_5 58824 135 58824 0 68 964 1099 7394b10.250_6 58704 154 58704 0 67 898 1052 8255b10.250_7 58930 200 58936 6 69 87129 87329 ERRORb10.250_8 59382 188 59387 5 68 4240 4428 ERRORb10.250_9 59208 173 59208 0 69 6729 6902 ERRORb10.250_10 110913 180 110913 0 129 4772 4952 ERRORb10.250_11 108702 249 108717 15 127 7216 7465 ERRORb10.250_12 108932 190 108932 0 128 3192 3382 ERRORb10.250_13 110086 220 110086 0 131 14871 15091 ERRORb10.250_14 108485 184 108485 0 128 2122 2306 9869b10.250_15 110845 184 110845 0 130 5770 5954 ERRORb10.250_16 106077 263 106077 0 129 7604 7867 ERRORb10.250_17 106685 216 106686 1 128 5322 5538 ERRORb10.250_18 109822 251 109829 7 127 4566 4817 ERRORb10.250_19 106723 263 106723 0 131 1121 1384 5716b10.250_20 151801 203 151809 8 187 770 973 4695b10.250_21 148772 146 148772 0 188 2138 2284 ERRORb10.250_22 151900 175 151909 9 189 653 828 5048b10.250_23 151274 173 151324 50 189 5316 5489 2234b10.250_24 151966 179 151966 0 191 753 932 5727b10.250_25 152096 179 152109 13 189 639 818 2826b10.250_26 153131 154 153131 0 189 85 239 374b10.250_27 153563 210 153578 15 187 8259 8469 ERRORb10.250_28 149130 302 149160 30 187 974 1276 1638b10.250_29 149704 230 149704 0 190 596 826 2487
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2.6. Résultats expérimentaux
Tab. 2.4 � Résultats obtenus par l'énumération impliite sur les instanes b5.500Instane Minorant Optimum CPLEXBI t* zopt diff kopt topt ttotal tCpxb5.500_0 120114 480 120148 34 147 851 1331 8001b5.500_1 117844 597 117879 35 148 437 1034 855b5.500_2 121105 927 121131 26 144 185 1112 4687b5.500_3 120785 474 120804 19 149 156 630 6050b5.500_4 122291 406 122319 28 147 152 558 1578b5.500_5 121984 603 122024 40 153 329 932 3678b5.500_6 119117 680 119127 10 145 171 851 6937b5.500_7 120551 595 120568 17 150 209 804 2672b5.500_8 121566 513 121586 20 149 659 1172 ERRORb5.500_9 120663 776 120717 54 151 2007 2783 5756b5.500_10 218411 612 218428 17 267 226 838 1457b5.500_11 221118 584 221202 84 265 1562 2146 905b5.500_12 217523 842 217542 19 264 792 1634 3728b5.500_13 223534 837 223560 26 263 374 1211 5009b5.500_14 218966 474 218966 0 267 11 485 485b5.500_15 220520 679 220530 10 262 135 814 3122b5.500_16 219973 525 219989 16 266 68 593 1211b5.500_17 218194 670 218215 21 265 141 811 1096b5.500_18 216976 603 216976 0 262 94 697 2373b5.500_19 219689 612 219719 30 267 357 969 2522b5.500_20 295828 760 295828 0 383 7 767 47b5.500_21 308078 570 308086 8 384 104 674 475b5.500_22 299788 742 299796 8 385 41 783 187b5.500_23 306476 574 306480 4 384 46 620 1182b5.500_24 300340 543 300342 2 385 67 610 204b5.500_25 302565 607 302571 6 385 27 634 988b5.500_26 301327 439 301339 12 385 27 466 366b5.500_27 306430 496 306454 24 383 62 558 148b5.500_28 302809 640 302828 19 384 84 724 367b5.500_29 299904 425 299910 6 378 135 560 478
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Chapitre 2. Énumération impliite pour lesa à dos multidimensionnel en 0�12.6.2 Nouveaux enadrements du nombre d'objets à l'optimumLes instanes b30.250, b10.500 et b30.500 demeurent trop di�iles à prouver aveette méthode. Cependant, même si le proessus de reherhe est stoppé prématurément, ilpeut fournir des résultats intéressants : (i) il peut �xer à leur valeur optimale ertaines va-riables pour un hyperplan exploré et (ii) il peut prouver qu'auune solution meilleure que leminorant donné n'est dans un hyperplan 1·x = k. L'objetif ii est de réduire l'enadrementdu nombre d'objets à l'optimum (don de ouper ertains hyperplans). En onsidérant quela fontion f(k) = v(P̄ (k)) est onvexe2, nous proposons d'explorer les hyperplans en par-tant des valeurs extrêmes possibles de [kmin, kmax] jusqu'aux valeurs entrales. L'objetifétant de prouver que pour un hyperplan 1 · x = k il n'existe auune solution z > BI, nousexplorons en premier lieu les hyperplans ayant les moins bonnes valeurs v(P̄ (k)).Dans le tableau 2.5 sont donnés les nouveaux enadrements du nombre d'objets à l'op-timum (kmin ≤ kopt ≤ kmax) que nous avons obtenus pour les instanes b30.250, b10.500et b30.500. Les valeurs en gras de kmin, kmax indiquent les nouvelles bornes trouvées parrapport aux bornes initiales obtenues ave le minorant fourni par l'algorithme de Vasquez etVimont [68℄ (olonne BI ). Nous avons réduit l'enadrement du nombre d'objets à l'optimumde 76% des instanes dans un temps limite de 4 heures.2.7 ConlusionNous avons montré que la prise en ompte simultanée des oûts réduits à l'optimum dela relaxation ontinue et de la ontrainte 1·x = k permet d'améliorer la �xation de variableset la rédution de l'espae de reherhe. Nous avons proposé une méthode de branhementoriginale qui herhe des a�etations partielles suseptibles de violer la ontrainte des oûtsréduits a�n de ouper au plus t�t un maximum de n÷uds de l'arbre de reherhe. Cettestratégie de branhement a pour onséquene de rendre l'approhe e�ae pour des ins-tanes moyennes (10 ontraintes et 250 variables où 5 ontraintes et 500 variables) dans leas où un bon minorant est fourni ('est�à�dire un minorant trouvé par une méthode heu-ristique performante par rapport à l'état de l'art onnu). En revanhe, ette même stratégierend la méthode inopérante même pour des instanes de petite taille (100 variables et 5ontraintes) dans le as où auun minorant de départ ne lui est fourni. Expérimentalement,notre algorithme a été testé sur les instanes de référene de la OR-Library. Les résultatssont enourageants ar les preuves d'optimalité des instanes à 5 ontraintes et 500 variablesont été obtenues en un temps plus rapide que les meilleurs résultats publiés sur es ins-tanes et qu'ave le solveur ommerial CPLEX. Les expérimentations sur les instanes à 5ontraintes et 250 variables montrent une meilleure performane globale que CPLEX et denouvelles preuves d'optimalité ont été fournies pour les instanes à 10 ontraintes et 250 va-riables de la OR-Library. L'algorithme présente l'avantage d'être failement parallélisable.2Cette propriété peut être prouvée en appliquant diretement le théorème 10.2 du livre Linear Program-ming [12℄ 30



2.7. ConlusionLa distribution du alul sur l'exploration des sous�problèmes P (k) permettrait en e�etd'aélérer le temps d'exéution. Cependant, un inonvénient est qu'il est partiulièremente�ae pour des instanes ayant moins de 19 ontraintes. Une perspetive serait d'améliorerson e�aité pour des instanes à 30 ontraintes, il faudrait pour ela, onevoir un algo-rithme performant pour la résolution de sous�problèmes à 30 ontraintes et 30 variables oumodi�er dynamiquement les règles de branhement dans le as où le sous�problèmes n'estonstitué que de variables de base.Tab. 2.5 � Nouveaux enadrements du nombre d'objets à l'optimumb30.250 b10.500 b30.500
r BI kmin kmax r BI kmin kmax r BI kmin kmax0 56824 62 64 0 117811 134 136 0 116056 128 1331 58520 65 66 1 119232 134 137 1 114810 126 1312 56553 62 65 2 119215 135 137 2 116712 126 1313 56930 63 65 3 118813 136 138 3 115329 126 1314 56629 63 65 4 116509 133 138 4 116525 126 1325 57189 62 65 5 119504 136 139 5 115741 129 1336 56328 62 65 6 119827 138 139 6 114181 127 1317 56457 63 65 7 118329 134 137 7 114348 126 1318 57442 62 66 8 117815 136 137 8 115419 126 1329 56447 63 65 9 119231 136 139 9 117116 126 13210 107770 124 127 10 217377 256 259 10 218104 250 25411 108392 124 126 11 219077 258 260 11 214648 250 25412 106399 123 126 12 217806 255 258 12 215978 248 25213 106876 124 126 13 216868 258 260 13 217910 250 25514 107414 124 127 14 213850 255 260 14 215689 250 25415 107271 125 127 15 215086 256 258 15 215890 251 25716 106365 125 128 16 217940 259 261 16 215907 251 25517 104013 124 127 17 219984 256 259 17 216542 251 25618 106835 123 126 18 214375 256 258 18 217340 251 25619 105780 125 127 19 220899 254 255 19 214739 251 25520 150163 187 189 20 304387∗ 379 379 20 301675 374 37721 149958 187 188 21 302379 380 380 21 300055 373 37922 153007 187 188 22 302416 379 381 22 305087 374 37923 153234 187 188 23 300757 379 380 23 302032 374 37824 150287 187 188 24 304374 380 381 24 304462 375 37825 148574 186 188 25 301836∗ 375 375 25 297012 372 37726 147477 187 188 26 304952 377 379 26 303364 372 37727 152912 186 188 27 296478 379 379 27 307007 375 37928 149570 186 188 28 301359 379 380 28 303199 374 37929 149587 186 188 29 307089∗ 378 378 29 300572 374 378
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Chapitre 3
Resolution searh

Ce hapitre est onsaré à l'étude de Resolution searh [13, 14℄ ainsi qu'à son appliationà la résolution du MKP. Cette méthode de résolution, peu onnue en reherhe opération-nelle1 a été onçue par Chvátal dans l'idée de proposer une alternative à l'énumérationimpliite, moins dépendante des stratégies de branhement. En e�et, lors de la résolutiond'un problème d'optimisation par l'énumération impliite, réaliser un branhement revientà engager la reherhe dans la résolution d'un sous�problème. Lorsqu'une variable est �xéeà une valeur, il est impossible de revenir en arrière tant que le sous�arbre orrespondant n'apas été entièrement exploré, 'est-à-dire que toutes les déisions de branhement prises danse sous�arbre n'ont pas été remises en ause une à une jusqu'à revenir au n÷ud ourant.Ce aratère irrévoable rend les stratégies de branhement prépondérantes dans l'e�aitéde l'énumération impliite. A�n de rendre les branhements plus pertinents et de réduirele trashing (voir hapitre 2, setion 2.1), de nombreuses méthodes de l'intelligene arti�-ielle ou de la programmation par ontraintes analysent les auses des éhes renontrésdurant le proessus de reherhe, de manière à e�etuer le retour en arrière diretementsur les instaniations responsables des éhes. Ce type de baktraking, aussi appelé bak-traking intelligent, reonsidère les hoix de branhement dans un ordre plus approprié etpas stritement dans l'ordre hronologique omme 'est le as dans l'énumération impliite.Resolution searh utilise es méanismes de baktraking intelligent a�n de onsidérer lesbranhements à titre indiatif et non à titre ontraignant. Lorsqu'un éhe est renontré,l'a�etation partielle ou omplète en ause est mémorisée de manière à exlure le sous�arbreassoié de l'espae des solutions et à déterminer rapidement où poursuivre la reherhe. Lamémorisation des éhes est gérée d'une manière spéi�que qui permet de préserver l'espaemémoire tout en onservant la omplétude. Dans e hapitre, nous étudions de manière dé-taillée le fontionnement de Resolution searh ainsi que son appliation à la résolution duMKP.1À notre onnaissane, seuls les travaux de Hana� et Glover [40℄, Demassey [20, 21℄, Palpant [53, 54℄ etCodato et Fishetti [15℄ mentionnent ette méthode.33



Chapitre 3. Resolution searh3.1 Notations et dé�nitions préalablesExtension : On dé�nit une relation d'ordre partiel notée ⊑ entre deux a�etationspartielles v,w telle que
v ⊑ w si wj = vj quelque soit vj 6= ∗Si v ⊑ w, on dit que w est une extension de v.Obstale : On appelle obstale une a�etation partielle pour laquelle il est prouvéqu'auune extension ne mène à une solution réalisable de valeur supérieure au minorantonnu ou une a�etation omplète des variables. Par la suite, on représente les obstalespar des lauses.Clause : On dé�nit une lause omme un sous�ensemble parmi les symboles x1, x2, ..., xn,

x̄1, x̄2, ..., x̄n également appelés littéraux. On dit que u ∈ {0, 1, ∗}n satisfait la lause C si
C 6⊑ u. Un veteur (u1, u2, ..., un) est représenté par

{xj : uj = 0} ∪ {x̄j : uj = 1}.Par exemple, l'a�etation partielle (∗, 1, 0, ∗, 1, ∗, ..., ∗) est représentée par la lause x̄2x3x̄5.La lause vide est notée ∅.Résolvante : Deux lauses C1 et C2 sont dites en on�it s'il existe exatement unlittéral w tel que w ∈ C1 et w̄ ∈ C2, leur résolvante, notée C1∇C2, est dé�nie par
C1∇C2 = (C1 − w) ∪ (C2 − w̄).La résolvante de deux lauses en on�it représentant des obstales représente également unobstale. Supposons par exemple que u1 = (1, 0, 1, ∗) et u2 = (1, 0, 0, ∗) soient des obstales,ils peuvent alors être représentés par C1 = x̄1x2x̄3 et C2 = x̄1x2x3 et simpli�és par l'obstale

u3 = (1, 0, ∗, ∗) orrespondant à C1∇C2 = x̄1x2.
3.2 Baktrakings intelligents et Resolution searhL'énumération impliite s'appuie sur le shéma d'exploration du baktraking qui remetsystématiquement en ause les dernières variables instaniées sans regarder réellement lesauses des éhes renontrés. Prenons par exemple le problème P ′′ suivant :34



3.2. Baktrakings intelligents et Resolution searh
(P ′′) Maximiser x1 + xnsujet à x1 + xn ≤ 1, (3.1)

xn ≥ 1, (3.2)
x ∈ {0, 1}n.Supposons que l'on herhe à résoudre P ′′ par un algorithme de baktraking en instan-iant les variables dans l'ordre lexiographique et en hoisissant la politique d'a�etation

φ = (1, 0). L'algorithme �xe tout d'abord l'ensemble des variables à 1. Il détete l'inonsis-tane de (1, 1, ..., 1) et e�etue un retour en arrière. Ensuite xn est �xée à 0 pour obtenir lenouvel éhe (1, 1, ..., 0). Il remonte ensuite au niveau n−1, �xe xn−1 à 0 et essaie à nouveaud'instanier xn à 1 puis à 0. L'algorithme déduit la ontrainte x1 6= 1 uniquement lorsquetous les n÷uds du sous�arbre orrespondant à x1 = 1 sont explorés. Il aurait été plus judi-ieux de se rendre ompte immédiatement que les variables x2, .., xn−1 n'interviennent pasdans les ontraintes du problème et de remettre diretement en ause l'instaniation de x1à 1. Cette exploration inutile onstitue un exemple de trashing.BakjumpingS'il était possible de savoir quelle instaniation est responsable en as d'éhe, il seraitintéressant de � remonter � diretement au point où ette variable a été instaniée pour la�xer à une valeur di�érente. Cei éviterait d'explorer inutilement toutes les ombinaisonsdes autres variables. C'est dans ette idée que Gashnig [30, 31℄ a proposé le bakjumping2(dé�ni dans l'algorithme 3.1). La fontion bakjumping prend en arguments : une a�etationpartielle u initialisée à (∗, ∗, ...∗), une borne inférieure BI (initialisée à 0) et une lause S.Dans et algorithme, le veteur u est étendu tant qu'il ne viole pas les ontraintes duproblème. Si un éhe est identi�é, on mémorise dans l'obstale S les instaniations desvariables appartenant à une des ontraintes violées. Si toutes les ontraintes sont satisfaitesmais que l'appel réursif de bakjumping éhoue, alors le nouvel obstale S sera retournépar et appel réursif. Si l'instaniation ourante n'appartient pas à l'obstale, alors laproédure fait diretement un retour en arrière et va remonter ainsi l'arbre de reherhejusqu'à atteindre une variable de S. À la �n de la boule, s'il n'y a auune opportunité desaut en arrière, on génère l'obstale Sc orrespondant à l'ensemble des obstales renontrésdans les n÷uds �ls du n÷ud ourant. Dans le as où l'instaniation u est omplète, on véri�eque u satisfait la ontrainte f(u) > BI, dans e as, S orrespond à toutes les instaniationsdes variables de u ; dans le as ontraire S orrespond aux instaniations des variablesappartenant à la fontion objetive f .2L'idée du bakjumping a été également introduite dans le dynami branh & bound proposé par Gloveret Tangedahl [37℄ (voir également Hana� et Glover [40℄)35



Chapitre 3. Resolution searhAlgorithme 3.1 � Bakjumpingbakjumping(u,BI,S){ if(u ∈ {0, 1}){if(f(u) > BI) BI = f(u) ; S := instaniations dans u ;else S := instaniations des variables de u appartenant à f ;return;}hoisir un indie j tel que uj = ∗ ;
Sc = ∅ ;for(p = 1, 2) {

uj = φp ;if(toutes les ontraintes sont respetées)bakjumping(u,BI,S);else
S := instaniations des variables de u violant une ontrainte;if(xj 6∈ S et x̄j 6∈ S )return;else {if(xj ∈ S) S = S − {xj} else S = S − {x̄j} ;
Sc = Sc ∪ S ;}}

S = Sc ;return;}
Supposons que l'on herhe à résoudre le problème P ′′ par le bakjumping en hoi-sissant à haque n÷ud la variable libre de plus petit indie et en hoisissant la politiqued'a�etation φ = (1, 0). Une première desente �xe toutes les variables à 1. Comme l'af-fetation (1, 1, ..., 1) viole la ontrainte 3.1, on identi�e S = x̄1x̄n. Puisque x̄n ∈ S, on a

S = S−{x̄n}. On ontinue et on explore (1, 1, ..., 0) qui viole simultanément les ontraintes3.1 et 3.2 don S = x̄1xn. L'instaniation xn ∈ S don S = S − {xn} et Sc = x̄1. Onen déduit que toute extension de (1, ∗, ...∗) n'améliore pas la borne inférieure. On e�etuealors des retours en arrière suessifs tant que l'instaniation ourante n'appartient pas à
S. Lorsque la proédure arrive au niveau 1, l'instaniation ourante x1 appartient à S donon ontinue l'exploration en �xant x1 à 0. Le bakjumping est, sur et exemple, nettementplus e�ae que le baktraking ar il remonte diretement de l'instaniation (1, 1, ..., 0)à l'instaniation (0, ∗, ...∗) sans passer par les n÷uds intermédiaires des ombinaisons desvariables x2, ..., xn. 36



3.2. Baktrakings intelligents et Resolution searhLearningLe bakjumping réduit le trashing par rapport au baktraking mais il ne l'élimine pastotalement. Prenons l'exemple du problème P ′′′ suivant :
(P ′′′) Maximiser xn−1 + xnsujet à xn−1 + xn ≤ 1, (3.3)

xn ≥ 1, (3.4)
x ∈ {0, 1}n.Supposons que la politique de branhement de bakjumping onsiste à hoisir la premièrevariable libre dans l'ordre lexiographique et à poser φ = (1, 0). Lors de l'exploration de l'es-pae de reherhe, bakjumping essaie une première fois d'assigner la valeur 1 à xn−1 puisexplore les deux on�gurations (∗, ∗, ..., 1, 1), (∗, ∗, ..., 1, 0). Dans les deux as, il renontreun éhe et déduit que S = x̄n−1 est un obstale, 'est à dire que toute solution ontenant

xn−1 = 1 est irréalisable. La proédure ontinue l'exploration sans avoir mémorisé ettenouvelle ontrainte xn−1 6= 1. Elle explore normalement les on�gurations (∗, ∗, ..., 0, 1) et
(∗, ∗, ..., 0, 0) puis remonte au niveau n − 2. Une fois à e niveau, xn−2 est �xée à 0 et laproédure reproduit de nouveau l'éhe en �xant xn−1 à 1. Cette erreur est répétée 2n−2fois et la proédure redéouvre à haque fois que ela mène à des solutions irréalisables.L'objetif du learning est de mémoriser les obstales renontrés a�n de prévenir les our-renes de es mêmes obstales dans les itérations futures. Ce prinipe a été introduit parStallman et Sussman [64℄ dans la méthode dependeny-direted-baktraking abrégée DDB(algorithme 3.2). La proédure DDB prend quatre arguments en paramètres : une a�etationpartielle u (initialement u = (∗, ∗, ...∗)), une borne inférieure BI (initialisée à 0), une lause
S et un ensemble F d'obstales.DDB est similaire au bakjumping ave la di�érene que les obstales sont mémorisésau ours de la reherhe. À haque n÷ud, lorsque tous les n÷uds desendants ont étéexplorés, l'obstale ourant est mémorisé dans F . À haque itération, on véri�e alors quel'a�etation partielle ourante satisfait non seulement les ontraintes du problème maiségalement la liste des obstales de F (rappelons qu'une a�etation partielle u satisfait unobstale S si S 6⊑ u). Si l'a�etation ourante ne satisfait pas un des obstales mémorisés,e sont les instaniations de et obstale qui sont prises en ompte pour onstruire S. Dansl'exemple préédent, la résolution de P ′′′ par DDB explore 2n−1 on�gurations en moinsqu'ave bakjumping. En e�et, une fois la ontrainte xn−1 6= 1 déduite, elle est mémoriséedans F sous forme d'obstale S = x̄n−1. De ette façon, haque fois que la variable xn−1est instaniée à 1 dans le n÷ud u ourant, la proédure e�etue un retour en arrière ardans e as u est une extension de S. La proédure DDB élimine en grande partie le trashingmais au prix d'une onsommation mémoire importante ; à haque n÷ud, DDB mémorise unobstale, sa omplexité spatiale peut don être exponentielle suivant le problème traité.37



Chapitre 3. Resolution searhAlgorithme 3.2 � Dependeny-Direted BaktrakingDDB(u,BI,S,F){ if(u ∈ {0, 1}){if(f(u) > BI) BI = f(u) ; S := instaniations dans u ;else S := instaniations des variables de u appartenant à f ;return;}hoisir un indie j tel que uj = ∗ ;for(p = 1, 2) {
uj = φ(p) ;if(toutes les ontraintes sont respetées et u 6⊑ C pour tout C ∈ F)DDB(u,BI,S,F);else

S := instaniations des variables de u violant une ontrainte ou un obstale;if(xj 6∈ S et x̄j 6∈ S )return;else {if(xj ∈ S) S = S − {xj} else S = S − {x̄j} ;
Sc = Sc ∪ S ;}}

S = Sc ;
F = F ∪ {S} ;}K-order learningA�n de palier à la demande de onsommation mémoire du learning, Dehter a proposé lek-order learning [19℄. Cette méthode, similaire à DDB, ne mémorise que les obstales de tailleinférieure à une valeur k donnée. La omplexité spatiale de DDB devient alors polynomiale.En e�et, puisque nous avons n variables et un domaine maximum de taille 2 pour haquevariable, le nombre total d'obstales de taille inférieure à k mémorisés est :

C0
n + 2 · C1

n + 22 · C2
n + ...+ 2k−1 · Ck−1

n + 2k · Ck
n.Dynami baktrakingLe dynami baktraking de Ginsberg [35℄ (noté DBT) est également une méthode quiexploite le bakjumping et le learning tout en ayant une omplexité spatiale polynomiale. Leprinipe de DBT est de supprimer les obstales qui ne sont plus valides ave l'instaniationourante a�n de réduire la onsommation de mémoire. Comme les algorithmes préédents,DBT ommene par une instaniation vide des variables u = (∗, ∗, ...∗) et étend progressive-38



3.2. Baktrakings intelligents et Resolution searhment ette instaniation jusqu'à explorer (impliitement) la totalité de l'espae de reherhe.Comme dans le as de DDB, durant la proédure, DBT génère des obstales qui exluent desportions de l'espae de reherhe. Lorsque l'obstale S = ∅ est généré, ela signi�e qu'au-une solution réalisable n'améliore la borne inférieure BI et que, par onséquent, BI est lavaleur optimale du problème. Cet algorithme permet de limiter la onsommation de mé-moire en � oubliant � ertains obstales jugés non-pertinents. Pour e faire, DBT onsidèredes expliations du retrait des valeurs de ertaines variables. Une expliation est onstituéed'un obstale S et d'un littéral w appartenant à S. Ce littéral orrespond à la dernièreinstaniation qui a ausé l'éhe. Par exemple, si l'obstale S = x1x̄2x3 (orrespondantà (0, 1, 0, ∗, ..., ∗)) est identi�é suite à l'instaniation de x3 à 0, on détermine un littéral
wS = x3 signi�ant que x1x̄2 ⇒ x3 (autrement dit : x1 = 0 et x2 = 1 impliquent x3 6= 0).On onsidère un ensemble F de lauses C1, C2, ..., CN et un ensemble de littéraux asso-iés w1, w2, ...wN onstituant un ensemble d'expliations. Durant le proessus de reherhe,seuls les expliations jugés valides sont onservés dans F . On dit qu'une expliation {Ci, wi}est valide par rapport à u si Ci − {wi} ⊑ u. Par exemple, {C = x1x̄2x̄4, w = x̄4} est va-lide par rapport à u = (0, 1, 0, ∗, ...∗). L'ensemble des wi pour i = 1, ...N est un ensembled'instaniations interdites. Lors de l'instaniation de nouvelles variables, on véri�e qu'ellesn'appartiennent pas à l'ensemble {w1, ..., wN}. Si deux obstales ontiennent les instania-tions xi et x̄i d'une variable, on réduit es obstales par résolvante. Ensuite, on supprimede F tous les obstales qui mentionnent la variable xi (ar haque instaniation de xi violeun obstale). Supposons que DBT instanie les variables dans l'ordre lexiographique et queles expliations {C1 = x1x̄2x5, w1 = x5} et {C2 = x1x̄3x̄5, w2 = x̄5} soient générées. Onpeut alors remplaer C1 et C2 par leur résolvante R = C1∇C2 = x1x̄2x̄3. Le littéral wassoié à R doit ensuite orrespondre à la dernière instaniation réalisée sinon DBT peutyler indé�niment [35℄. Dans notre as, on hoisit wR = x3. Cette dernière étape revientà e�etuer un bakjumping de la variable x5 à x3. La proédure DBT a une omplexitéspatiale polynomiale ar un seul obstale (ou expliation) est mémorisé pour haque ouple(variable,valeur). Il y a don au plus 2n obstales en mémoire, haun ayant dans le piredes as (n− 1) littéraux, e qui nous donne une omplexité spatiale en O(2n2).Resolution searhResolution searh proposée par Chvátal [14℄ est une méthode de résolution prohe dudynami baktraking. Comme DBT, Resolution searh exploite à la fois le prinipe dubakjumping et du learning tout en ayant une omplexité spatiale polynomiale. Nous in-troduisons ii son fontionnement général, une étude plus détaillée est présentée dans lessetions qui suivent.Resolution searh est un proessus itératif qui alterne suessivement la reherhe d'unesolution et la mémorisation d'obstales orrespondants aux éhes renontrés. La reherhede solutions est réalisée par une fontion obstale qui e�etue deux phases distintes : une39



Chapitre 3. Resolution searhphase de desente (ou waxing phase) qui attribue des valeurs 0 ou 1 à l'a�etation partielleourante jusqu'à obtenir soit un éhe, soit une solution réalisable, puis une phase de re-montée (ou waning phase) qui réduit pas à pas l'a�etation partielle ourante de manièreà obtenir un obstale minimal. Comme dans le as de DBT, les obstales sont mémorisésdans un ensemble (appelé famille F ) omprenant un ensemble de N lauses C1, C2, ...,
CN et un ensemble de littéraux assoiés w1,w2,...,wN . Le hoix de wi est soumis à ertainesontraintes mais, ontrairement à DBT, il ne orrespond pas néessairement à la dernièreinstaniation réalisée et peut être hoisi plus librement. La famille F possède une stru-ture partiulière appelée path-like qui impose néanmoins ertaines règles lors de l'insertiondes obstales et lors du hoix des wi. Cette struture path-like permet à Resolution searhd'avoir une omplexité spatiale en O(n) tout en ayant une onvergene �nie. De manièreanalogue à DBT, Resolution searh onsidère les littéraux wi omme des instaniations � in-terdites � pour les variables libres. Cependant, au lieu de onsidérer simplement le aratèreprohibitif de es instaniations, Resolution searh les utilise pour � guider � la reherhe.L'espae de reherhe est exploré d'une manière plus souple ar, lorsqu'un éhe est iden-ti�é, le retour ne se fait pas stritement sur la dernière instaniation mais il est e�etuésimultanément sur l'ensemble des obstales mémorisés : après haque itération, le prohainn÷ud de l'exploration est obtenu en faisant l'union des (Ci−{wi})∪{w̄i} pour i = 1, ..., N .Par exemple, si à une itération donnée, nous avons

F := C1 = x1 (w1 = x1),

C2 = x2x3 (w2 = x2),

C3 = x̄2x3x̄4x̄5 (w3 = x̄4),le n÷ud suivant dans l'exploration est le n÷ud u = (1, 1, 0, 0, 1, ∗, ...∗) (donné par la lause
x̄1x̄2x3x4x̄5). Ce n÷ud n'est l'extension d'auun des obstales mémorisés3. Lors de l'ajoutd'un nouvel obstale S à F , Resolution searh tente également de simpli�er S en e�etuantdes résolvantes de S ave les di�érents obstales de F . La fontion resolution_searh estdérite par l'algorithme 3.3, elle prend en paramètre un minorant noté BI. Les di�érentesfontions de et algorithme sont détaillées dans les setions qui suivent.

3Il est intéressant de noter que DBT et Resolution searh ont un fontionnement symétrique : DBT neonserve que les obstales qui satisfont l'a�etation partielle ourante alors qu'en opposition, Resolutionsearh herhe des a�etations partielles qui satisfont les obstales ourants.40



3.3. Fontion orale Algorithme 3.3 � Resolution searhresolution_searh(BI){ u = (*, *, ..., *);while(1) {try = obstale(u,BI,S) ;if(try > BI) BI = try;mise_a_jour(F,S) ;u = u(F ) ;if((∗, ∗, ..., ∗) ∈ F) break;}}3.3 Fontion oraleLa fontion d'évaluation des a�etations partielles orale est dé�nie par la résolutiondu problème P̄ (u) suivant :
(P̄ (u)) Maximiser n∑

j=1

cjxj (3.5)sujet à n∑

j=1

aijxj ≤ bi i = 1, ...,m (3.6)
xj = uj si uj 6= ∗ (3.7)
xj ∈ [0, 1] j = 1, ..., n (3.8)Soit v(P (u)) la valeur optimale de P̄ (u), on aorale(u) =







−∞ si P (u) est irréalisable
v(P (u)) sinonDurant le proessus d'exploration, on note BI la valeur de la meilleure solution onnue(minorant). Si orale(u) ≤ BI alors u est un obstale.3.4 Fontion obstalePartant de l'a�etation partielle ourante u, la fontion obstale explore partiellementl'espae de reherhe en exéutant deux phases distintes : (1) La phase de desente (ouwaxing phase) qui onsiste à étendre le n÷ud u en u+ en remplaçant suessivement leséléments uj = ∗ par 0 ou 1 jusqu'à identi�er un obstale (alors noté u∗) tel que : soitorale(u+) ≤ BI, soit toutes les variables de u+ sont instaniées. Dans e dernier as, sila meilleure solution onnue est améliorée, le minorant est mis à jour (BI =orale(u∗)).41



Chapitre 3. Resolution searh(2) Une fois l'obstale u∗ identi�é, la phase de remontée (ou waning phase) herhe unesous�instaniation minimale S de {0, 1, ∗}n telle que S ⊑ u∗ et S est un obstale. S estalors mémorisée sous forme de lause dans la famille F . Chvátal propose d'identi�er lalause S en rendant libre les variables préédemment instaniées dans u+ une à une (saufla dernière) tant que orale(S) ≤ BI. La fontion obstale est dérite par l'algorithme3.4. Algorithme 3.4 � Fontion obstaleobstale(u,BI,S){ initialiser une pile vide;for(j = 1, 2, . . . , n)if(uj 6= ∗) empiler j ;
//Phase de desente (waxing phase)
u+ = u ;borne = orale(u+) ;if(borne > BI){while(u+ 6∈ {0, 1}n) {hoisir un indie j tel que u+

j = ∗ et une valeur v dans {0, 1} ;
u+

j = v ;borne = orale(u+) ;if(borne ≤ BI) break;empiler j ;}if(borne > BI) BI = borne;}
//Phase de remontée (waning phase)
S = u+ ;while(la pile n'est pas vide){dépiler j ;

Sj = ∗ ;if(orale(S) > BI) Sj = u+

j ;}return borne;}

42



3.5. Famille path�like3.5 Famille path�likeLa famille path�like de Resolution searh, qui est omposée d'un ensemble de lauses
C1, C2, ..., CN et d'un ensemble de littéraux w1, w2, ..., wN , véri�e les onditions suivantes :

• wi ∈ Cj si et seulement si j = i, (3.9)
• si w̄i ∈ Cj alors j > i, (3.10)
• si w ∈ Ci et w̄ ∈ Cj , alors w = wi ou w̄ = wj . (3.11)Par exemple, l'ensemble de lauses suivant et ses littéraux assoiés onstitue une famillepath-like [14℄ :

C1 = x2x3 (w1 = x2),

C2 = x3x6 (w2 = x6),

C3 = x̄1x̄5x̄9 (w3 = x̄1),

C4 = x̄2x̄5x̄8 (w4 = x̄8),

C5 = x3x̄5x7x̄9 (w5 = x7),

C6 = x̄2x̄4x̄6 (w6 = x̄4).À haque famille path�like F est assoié un n÷ud noté u(F ) tel que
u(F ) =

(
N⋃

i=1

(Ci −wi)

)

∪ (w̄1, w̄2, ..., w̄N )Le n÷ud u(F ) n'est l'extension d'auune lause de F . Il orrespond au n÷ud de départ quiest fourni à la fontion obstale pour l'exploration de l'espae. Dans l'exemple préédent,
u(F ) = x1x̄2x3x4x̄5x̄6x̄7x8x̄9.Dans la phase de desente de la fontion obstale, u(F ) est étendu en u+ de tellemanière que u(F ) ⊑ u+ puis, lorsque u+ devient un obstale (noté alors u∗), la phase deremontée réduit u∗ en S tel que S ⊑ u∗. La lause S est don onstruite de telle manièrequ'il n'existe auun littéral w tel que w ∈ S et w̄ ∈ u(F ) :

Sj 6= ū(F )j pour tout j ∈ {1, n}.Nous onsidérons les deux as suivants pour l'ajout d'une nouvelle lause à F : soit ily a eu une phase de desente dans la fontion obstale et u(F ) a été étendu en u+ telque S 6⊑ u(F ), soit il n'y a pas eu de phase de desente et u(F ) a été réduit en S tel que
S ⊑ u(F ). 43



Chapitre 3. Resolution searh3.5.1 Mise à jour après une phase de desenteDans le as où ertaines variables libres de u(F ) ont été �xées à 0 ou 1 dans la fontionobstale et que u(F ) a été étendu en u+, la lause u(F ) n'est pas l'extension de S (S 6⊑

u(F )). S est alors simplement ajoutée à F et son littéral assoié w est hoisi parmi S\u(F ).L'algorithme 3.5 dérit ette mise à jour, la fontion mise_a_jour_ave_desente prenden arguments une famille path-like F de taille N et une lause S 6⊑ u(F ) telle que Sj 6=

ū(F )j pour tout j ∈ {1, n} :Algorithme 3.5 � Mise à jour après une phase de desentemise_a_jour_ave_desente(F,S){ Choisir un littéral w tel que w ∈ S\u(F ) ;
CN+1 = S ;
wN+1 = w ;
F = F ∪ CN+1 ;
N = N + 1 ;}Proposition 3.1 Soient F une famille path�like, S une lause telle que S 6⊑ u(F ) et

Sj 6= ū(F )j pour tout j ∈ {1, n}. La mise à jour de F ave S suivant l'algorithme 3.5 esttoujours possible et maintient F path-like.Preuve On note CN+1 la lause S ajoutée à F et wN+1 son littéral assoié. Par hypothèse,
CN+1 6⊑ u(F ) don il existe un littéral wN+1 tel que wN+1 ∈ S\u(F ). Comme wN+1 6∈

u(F ), wN+1 6∈
⋃N

i=1(Ci − wi) et omme par hypothèse Sj 6= ū(F )j pour tout j ∈ {1, n},
wN+1 6∈ {w1, w2, . . . , wN}, on en déduit que wN+1 6∈

⋃N
i=1Ci don la ondition (3.9) estrespetée. Etant donné que wN+1 6∈

⋃N
i=1Ci, les onditions (3.10) et (3.11) sont égalementrespetées. Les onditions (3.9), (3.10) et (3.11) sont respetées don la nouvelle famille estbien path�like. �3.5.2 Mise à jour sans phase de desenteS'il n'y a pas eu de phase de desente, orale(u(F )) ≤ BI don S ⊑ u(F ). Danse as, haque littéral de S appartient soit à ⋃N

i=1(Ci − {wi}) soit à {w̄1, w̄2, ..., w̄N}. Speut don être réduite par résolvantes suessives ave toute lause Ci de F telle que
w̄i ∈ S. Au départ, on dé�nit une lause R = S ⊑ u(F ), don par dé�nition de u(F ),
R ⊑

(
⋃N

i=1(Ci − wi)
)

∪ (w̄1, w̄2, ..., w̄N ). Chaque résolvante de R ave une lause Ci telleque w̄i ∈ R réduit R en R− {w̄i} de sorte qu'à la �n nous avons la relation :
R ⊑

N⋃

i=1

(Ci −wi).44



3.5. Famille path�likeSi R = ∅, le n÷ud raine (∗, ∗, ..., ∗) est un obstale. Dans e as, le meilleur minoranttrouvé (BI) est la valeur optimale du problème ar auune extension de (∗, ∗, ..., ∗) ne mèneà une amélioration de BI. Si R 6= ∅, on ajoute R à F de la manière suivante :1. trouver le plus petit k tel que R ⊆
⋃k

i=1(Ci − wi),2. hoisir un littéral w dans R− (C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck−1),3. remplaer Ck par R et poser wk = w,4. supprimer de Ck+1, Ck+2, . . . , CN toutes les lauses ontenant w.Algorithme 3.6 � Mise à jour sans phase de desentemise_a_jour_sans_desente(F, S){
R = S ;for(i = N,N − 1, ..., 2, 1)if(w̄i ∈ R) R = R∇Ci ;Choisir k, le plus petit indie tel que R ⊆

⋃k

i=1
(Ci − wi) ;Choisir w ∈ R−

⋃k−1

i=1
Ci ;

Ck = R ;
wk = w ;for(i = k + 1, k + 2, . . . , N)if(wk ∈ Ci) supprimer Ci de F ;}Proposition 3.2 Soient F une famille path�like et S une lause telle que S ⊑ u(F ), alorsla mise à jour de F ave S suivant l'algorithme 3.6 est toujours possible et maintient Fpath-like.PreuveRéalisibilité : Nous montrons que l'algorithme 3.6 est réalisable quelque soit F path-like et

S ⊑ u(F ). Après la première boulefor(i = N,N − 1, ..., 2, 1)if(w̄i ∈ R) R = R∇Ci ;nous avons néessairement R ⊑
⋃N

i=1(Ci−wi), ar R = S ⊑ u(F ) et toutes les omposantes
wi qui sont à w̄i dans u(F ) disparaissent par résolvante ave les lauses Ci. Etant donnéque R ⊑

⋃N
i=1(Ci −wi), il existe néessairement un indie k ∈ {1, . . . , N} dans l'instrutionChoisir k, le plus petit indie tel que R ⊆

⋃k
i=1(Ci − wi) ;ar R ⊆

⋃k
i=1(Ci − wi). Un simple exemple étant de hoisir k = N . L'instrution suivanteChoisir w ∈ R−

⋃k−1
i=1 Ci ; 45



Chapitre 3. Resolution searhonsiste à trouver un littéral w dans R qui n'appartient pas à l'ensemble (C1∪C2∪· · ·∪Ck−1).Nous pouvons montrer par l'absurde qu'un tel w existe. Soit k le plus petit indie tel que
R ⊆

⋃k
i=1(Ci − wi). Supposons que tous les littéraux de R soient inlus dans l'ensemble

E =
⋃k−1

i=1 Ci. On peut trivialement restreindre l'ensemble E à ⋃k−1
i=1 (Ci − wi) ar R ⊆

⋃k
i=1(Ci − wi). On a don R ⊆

⋃k′

i=1(Ci − wi) ave k′ = k − 1. Il existe don un indie
k′ < k tel que R ⊆

⋃k′

i=1(Ci − wi) e qui ontredit l'hypothèse de départ. Il existe donnéessairement un littéral w ∈ R−
⋃k−1

i=1 Ci.
F path-like : Nous montrons que l'algorithme 3.6 maintient la famille F path�like. Pourela, nous montrons que les onditions (3.9), (3.10) et (3.11) sont satisfaites. En supposantque F est path-like lors de l'ajout de Ck, il ne peut exister un littéral w et sa négation w̄dans ⋃N

i=1(Ci − wi) sinon la ondition (3.11) n'est pas respetée. Or Ck ⊆
⋃N

i=1(Ci − wi)don il n'existe auun littéral w ∈ Ck tel que w̄ ∈ Ci et w̄ 6= wi pour i ∈ {1, . . . , N}, laondition (3.11) est don toujours respetée. Cette même ondition (3.11) erti�e que toutlittéral w 6= wi ∈ Ci pour i < k est di�érent de w̄k. De plus, wk 6∈ {w1, w2, . . . , wk−1} ar
R ⊆

⋃N
i=1(Ci − wi) don il n'existe auun wi pour i < k tel que wi = w̄k, e qui validela ondition (3.10). Il est possible ependant que la ondition (3.9) ne soit pas satisfaitear rien n'interdit qu'il existe un littéral wi = wk pour i > k. C'est pourquoi on doitsupprimer de Ck+1, Ck+2, . . . , CN toutes les lauses qui inluent wk a�n de valider ettedernière ondition. �3.5.3 Mises à jour supplémentairesNous avons deux types de mise à jour lorsqu'une lause S est ajoutée à une famille path-like F : soit S 6⊑ u(F ) et la mise à jour se fait suivant l'algorithme 3.5, soit S ⊑ u(F ) etla mise à jour se fait suivant l'algorithme 3.6.Proposition 3.3 Soient F une famille path�like et R une lause, alors R peut être ajoutéeà F suivant l'algorithme 3.5 ou 3.6 si et seulement si Rj 6= ū(F )j pour tout j ∈ {1, n}.Preuve Supposons qu'il existe un littéral w tel que w ∈ u(F ) et w̄ ∈ R, S 6⊑ u(F ) donla mise à jour se fait suivant l'algorithme mise_a_jour_ave_desente. Nous distinguonsdeux possibilités : (1) w ∈

⋃N
i=1(Ci−wi), dans e as, la ondition (3.11) n'est pas respetéear il existe un littéral w tel que w ∈ Ci et w̄ ∈ CN+1 ave w 6= wi et w 6= wN+1 ; (2)

w ∈
⋃N

i=1wi, dans e as, la ondition (3.9) n'est pas respetée ar il existe un littéral
wi ∈ Ci qui appartient également à CN+1.Supposons qu'il n'existe auun littéral w tel que w ∈ u(F ) et w̄ ∈ R. Nous avonsdeux possibilités : soit R 6⊑ u(F ) et Rj 6= ū(F )j pour tout j ∈ {1, n}, don d'aprèsla proposition 3.1, la mise à jour suivant l'algorithme mise_a_jour_ave_desente estpossible ; soit R ⊑ u(F ) et d'après la proposition 3.2, la mise à jour suivant l'algorithmemise_a_jour_sans_desente est possible. �46



3.5. Famille path�likeD'après la proposition 3.3, si après une mise à jour par la proédure mise_a_jour_sans_desente, auun littéral de u(F ) n'a sa négation dans S alors il est possible d'ajouterune nouvelle fois S à F . Chvátal exprime ette ondition d'une manière moins intuitivemais plus e�ae d'un point de vue algorithmique. Après la mise à jour, la lause Ck de F aété remplaée par R et un nouveau littéral wk ∈ Ck a été hoisi. Il propose alors simplementde véri�er si le littéral wk n'appartient pas à S auquel as F peut être à nouveau mise àjour en ajoutant S. Cette ondition est en fait une manière de véri�er si la proposition 3.3est valide. Pour toutes les lauses autres que Ck, on a Sj 6= ū(F )j pour j = 1, ..., n ar eslauses appartenaient à F avant la mise à jour et les seuls littéraux wi tels que wi ∈ Ciet w̄i ∈ S ont été éliminés de S par résolvante. Pour Ck, ette ondition n'est valide que si
wk 6∈ S ar si wk ∈ S, par onstrution de u(F ), w̄k ∈ u(F ) et selon la proposition 3.3, Sne peut pas être ajoutée à F . L'algorithme 3.7 dérit la mise à jour dans le as général.Algorithme 3.7 � Mise à jourmise_a_jour(F,S){ do{if(S 6⊑ u(F ))mise_a_jour_ave_desente(F,S);else if(S ⊑ u(F ))mise_a_jour_sans_desente(F,S);} while(u(F ) 6= S̄i pour i = 1, ..., n);}3.5.4 Choix des littéraux assoiés aux lausesResolution searh o�re la possibilité d'implémenter deux politiques de branhement dis-tintes : (i) une politique d'a�etation et (ii) une politique de remise en ause. La politiqued'a�etation est la stratégie de branhement de la fontion obstale, elle onsiste à dé-terminer quelle variable libre sera instaniée et à quelle valeur elle sera instaniée dans laphase de desente, e qui orrespond à l'instrutionhoisir un indie j tel que u+

j = ∗ et une valeur v dans {0, 1}.La deuxième politique est elle qui onsiste à hoisir, lorsqu'un obstale est identi�é, quelleinstaniation de et obstale sera �xée à sa valeur opposée dans les prohaines itérations,e qui orrespond aux instrutionsChoisir un littéral w tel que w ∈ S\u(F ) et Choisir w ∈ R−
⋃k−1

i=1 Cidans les algorithmes mise_a_jour_ave_desente et mise_a_jour_sans_desente.La première politique orrespond aux stratégies de branhement lassiques que l'ontrouve dans la plupart des méthodes d'énumération. La deuxième politique n'est pas si47



Chapitre 3. Resolution searhourante. Dans la plupart des algorithmes de résolution, le hoix de la variable sur laquelleest e�etué le retour en arrière est lié à l'ordre hronologique. Dans le as du baktrakingou de l'énumération impliite, il s'agit systématiquement de la dernière. Dans le as deDDB et de DBT, il ne s'agit pas néessairement de la dernière variable instaniée mais de ladernière variable appartenant à l'obstale identi�é [35, 2℄. Cette aratéristique permet uneexploration plus souple de l'espae de reherhe. La struture path�like impose ertainesrègles dans le hoix de w mais une ertaine liberté est tout de même donnée par rapport àes di�érentes méthodes.3.5.5 Intérêt de la struture path�like pour la simpli�ation des lausesConsidérons la fore d'une famille path-like F omme étant le nombre de veteursqu'elle reouvre, 'est�à�dire le nombre de veteurs x ∈ {0, 1}n qui satisfont C ⊑ x pourau moins une lause C de F . On en déduit que moins les lauses de F ontiennent delittéraux, plus sa fore est haute. Il est don intéressant, du point de vue de la rédution del'espae de reherhe, de simpli�er au maximum les lauses de manière à maximiser la fore
F . La struture path-like fait en sorte que ni wi ni w̄i n'appartiennent à des lauses Cj pour
j < i et wi n'appartient pas à des lauses Cj pour j > i. De ette manière, lorsque le littéral
wi, qui est à w̄i dans R, est supprimé de R par résolvante entre Ci et R, il n'apparaîtraplus dans R dans la suite de la mise à jour. Reprenons l'exemple préédent

C1 = x2x3 (w1 = x2),

C2 = x3x6 (w2 = x6),

C3 = x̄1x̄5x̄9 (w3 = x̄1),

C4 = x̄2x̄5x̄8 (w4 = x̄8),

C5 = x3x̄5x7x̄9 (w5 = x7),

C6 = x̄2x̄4x̄6 (w6 = x̄4).Supposons que l'on ajoute S = x̄5x̄6x̄7, la mise à jour e�etue les simpli�ations suivantes
R = S∇C5 = x3x̄5x̄6x̄9

R = R∇C2 = x3x̄5x̄9Supposons que l'on ne respete pas les onditions path-like et que C2 = x3x6x7. Lors de lapremière simpli�ation
R = S∇C5 = x3x̄5x̄6x̄9le littéral x7 disparaît de R, mais lors de la deuxième simpli�ation
R = R∇C2 = x3x̄5x7x̄948



3.6. Convergene �nie
x7 est réintroduit dans R. La struture path�like permet ainsi d'assurer qu'une fois le littéral
wi éliminé par résolvante ave R, il ne réapparaîtra pas dans R. De ette manière, on assureune simpli�ation e�ae des lauses ajoutées à F .3.6 Convergene �nieNous montrons dans ette setion que pour la résolution d'un problème d'optimisationà variables binaires, Resolution searh onverge vers une solution optimale en un nombre�ni d'itérations.3.6.1 Preuve d'optimalitéResolution searh est basée sur le prinipe de preuve par résolution et réfutation [60℄.Nous allons voir que la suite de lauses générées hronologiquement durant le proessus dereherhe représente un erti�at d'optimalité.Soit r une valeur réelle, on dit qu'une lause C est r-forçante si pour tout x ∈ {0, 1}ntels que C ⊑ x, on a orale(x) ≤ r.Proposition 3.4 Soit C1 et C2 deux lauses r�forçantes, alors C3 = C1∇C2 est égalementr�forçante.Preuve Nous démontrons la proposition en raisonnant par l'absurde. Supposons que C1,
C2 soient deux lauses r�forçantes et que C3 = C1∇C2 ne soit pas r-forçante, 'est�à�dire qu'il existe u tel que C3 ⊑ u et orale(u) > r. Si orale(u) > r, alors u n'estl'extension d'auune des lauses C1, C2, 'est�à�dire que C1 6⊑ u et C2 6⊑ u. Par extension,
(C1 − {w}) 6⊑ u et (C2 − {w̄}) 6⊑ u et don C3 = C1∇C2 6⊑ u e qui ontredit l'hypothèsede départ. �Proposition 3.5 Une preuve par résolution et réfutation que r est la valeur optimale d'unproblème de maximisation P , 'est-à-dire qu'il n'existe auun veteur u dans {0, 1}n tel queorale(u) > r, onsiste en une suite de lauses R1, . . . , RN telle que(i) pour tout k = 1, 2, . . . , N , orale(Rk) ≤ r ou Rk = Ri∇Rj pour i, j < k,(ii) RN = ∅.Preuve (1) On prouve d'abord par réurrene que la onstrution d'une famille R1, . . . , RNsuivant la ondition (i) implique que orale(Rk) ≤ r pour k = 1, . . . , N . La propriété estvraie aux rangs 1 et 2 ar dans les deux as, il ne peut exister deux indies i, j < k.Supposons maintenant que la propriété soit vraie au rang n, alors orale(Rk) ≤ r pour
k = 1, . . . , n. Au rang n + 1, nous avons don : soit orale(Rn+1) ≤ r, e qui valide lapropriété, soit Rn+1 = Ri∇Rj pour i, j < n+ 1. Or, d'après la proposition 3.4, si Ri et Rj49



Chapitre 3. Resolution searhsont r-forçantes, alors Ri∇Rj est r�forçante. Don orale(Rn+1) ≤ r et la propriété estvraie au rang n+ 1.(2) Nous montrons maintenant par l'absurde qu'une famille R1, R2, . . . , RN satisfaisant(i) et (ii) est une preuve que r est la valeur optimale du problème P . Supposons qu'ilexiste un veteur u ∈ {0, 1}n tel que orale(u) > r. D'après (i), orale(Rk) ≤ r pour
k = 1, . . . , N , don Rk 6⊑ u pour k = 1, ..., N . D'après (ii), RN = ∅, don ∅ 6⊑ u, e quiontredit l'hypothèse de départ. �Supposons que la suite de lauses générées hronologiquement par Resolution searhsoit mémorisée dans une famille notée F . Le déroulement de Resolution searh nous amèneà e�etuer les opérations suivantes :� Si orale(u) > BI, alors BI = orale(u).� Si S est une lause telle que orale(S) ≤ BI, alors S peut être ajoutée à F .� Si R et C sont en on�it dans F , alors R∇C peut être ajoutée à F .À la �n de la proédure, la lause S = ∅ est ajoutée à F . Les onditions (i) et (ii) dela proposition 3.5 sont don respetées et F représente une preuve que BI est la valeuroptimale du problème. Finalement, la famille path�like F orrespond à un sous�ensemblede la famille F , ertaines lauses ayant été supprimées pendant les di�érentes mises à jour.3.6.2 ConvergeneNous montrons que Resolution searh onverge vers l'optimum en un nombre �ni d'ité-rations. Dans le as de la résolution d'un problème à n variables, on peut dé�nir la fored'une famille de lauses F notée τ(F ) égale à 2−n fois le nombre de veteurs x ∈ {0, 1}nétant l'extension d'au moins une lause de F . Cette valeur omprise entre 0 et 1 représentele ratio du nombre de solutions oupées de l'espae de reherhe par F sur le nombre totalde solutions. Comme le préise Chvátal, τ(F ) n'augmente pas systématiquement à haqueitération de Resolution searh. Cependant, on peut identi�er une borne inférieure de la forede la famille qui augmente à haque itération. On note ni le nombre de variables ouvertespar C1, C2, . . . , Ci telle que

ni = |
i⋃

k=1

Ck|Cette borne inférieure σ(F ) de τ(F ) pour une famille (C1, C2, . . . , CN ) est dé�nie de lamanière suivante :
σ(F ) =

N∑

i=1

2−ni .Dans la suite, on onsidère σ(F ) omme la fore de la famille F .Théorème 1 Lors de la résolution d'un problème à n variables par Resolution searh, lenombre d'appels à la fontion obstale est au plus égal à 2n.50



3.7. ExemplePreuve Lors de la résolution d'un problème à n variables, toute famille path�like non viderespete l'inégalité suivante :
1 ≤ n1 < n2 < · · · < nN ≤ n (3.12)sa fore, étant dé�nie omme σ(F ) = 2−n1 + 2−n2 + · · · + 2−nN ave 0 < ni ≤ n pour

i ∈ {1, N}, sa valeur est un multiple positif de 2−n. On a don
0 < σ(F ) = λ · 2−n ≤ 1, λ ∈ N (3.13)Nous montrons à présent que σ(F ) roît stritement à haque appel de la fontion obstale.Lors de l'ajout d'une lause S à F , nous distinguons les deux as de �gure :1. S ⊑ u(F ), dans e as S est simplement ajoutée à F don la fore augmente trivia-lement.2. S 6⊑ u(F ), dans e as, (C1, C2, . . . , CN ) est étendue en (C1, C2, . . . , Ck−1, R, . . . , CN )ave éventuellement des suppressions de lauses entre Ck+1 et CN . Puisque la lauseajoutée R est telle que R ⊆

⋃k
i=1(Ci − {wi}), toutes les variables ouvertes par

C1, C2, . . . , Ck−1, R sont ouvertes par C1, C2, . . . , Ck et, de plus, wk n'est pas ouvertepar C1, C2, . . . , Ck−1. On a don l'inégalité
|C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck−1 ∪R| < |C1 ∪C2 ∪ · · · ∪ Ck|et don,

σ(C1, C2, . . . , Ck−1, R) > σ(C1, C2, . . . , Ck)De plus, ertaines lauses de Ck+1, ..., CN ont pu être supprimées durant la mise àjour, don néessairement, la fore de la nouvelle famille est stritement supérieure àla fore de l'anienne famille. �3.7 ExempleDans ette setion, nous donnons un exemple d'exéution de Resolution searh sur leMKP suivant :
(P c) 10x1 + 10x2 + 8x3 + 8x4 + 7x5sujet à 5x1 + 2x2 + 3x3 + 1x4 + 3x5 ≤ 10

2x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4 + x5 ≤ 11

x = T (x0, x1, x2, x3, x4) ∈ {0, 1}5

51



Chapitre 3. Resolution searhNous détaillons le déroulement de Resolution searh pour la résolution du problème
P c. Nous illustrons dans le tableau 3.1 les 17 itérations néessaires à la résolution de eproblème. Nous verrons ensuite le détail de ertaines des itérations. Dans et exemple,la stratégie de branhement onsiste à a�eter la valeur 0 à la première variable libredans l'ordre lexiographique, et la stratégie de remise en ause onsiste à hoisir le littéral
w ∈ R−

⋃k−1
i=1 Ci également dans l'ordre lexiographique. La olonne Itération est le numérode l'itération, la olonne u(F ) représente le veteur u(F ) à l'itération ourante, la olonneExpliation explique le déroulement de la fontion obstale (solution trouvée ou éherenontré), F représente la famille path�like ourante (sans les littéraux wi assoiés auxlauses) et σ(F ) donne la fore de la famille ourante.Tab. 3.1 � Déroulement de Resolution searh pour résoudre le problème P cItération u(F ) S Expliation F σ(F )

1 (∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ) x1x2x3x4x5 orale =0.00 < 0 {x1x2x3x4x5} 0.03125

2 (1, 0, 0, 0, 0, ) x̄1x2x3x4x5 sol. 10 {x2x3x4x5} 0.06250

3 (∗, 1, 0, 0, 0, ) x1x3x4x5 orale =10.00 < 10 {x2x3x4x5, x1x3x4x5} 0.09375

4 (1, 1, 0, 0, 0, ) x̄1x̄2x3x4x5 sol. 20 {x3x4x5} 0.12500

5 (∗, ∗, 1, 0, 0, ) x1x4x5 orale =18.00 < 20 {x3x4x5, x1x4x5} 0.18750

6 (1, ∗, 1, 0, 0, ) x2x4x5 orale =18.00 < 20 {x3x4x5, x1x4x5, x2x4x5} 0.21875

7 (1, 1, 1, 0, 0, ) x̄1x̄2x̄3x4x5 sol. 28 {x4x5} 0.25000

8 (∗, ∗, ∗, 1, 0, ) x1x5 orale =26.00 < 28 {x4x5, x1x5} 0.37500

9 (1, ∗, ∗, 1, 0, ) x2x5 orale =26.00 < 28 {x4x5, x1x5, x2x5} 0.43750

10 (1, 1, ∗, 1, 0, ) x̄1x̄2x̄4 orale = −∞ {x5, x̄1x̄2x̄4} 0.56250

11 (0, 1, ∗, 1, 1, ) x1x3 orale =25.00 < 28 {x5, x̄1x̄2x̄4, x1x3} 0.59375

12 (0, 1, 1, 1, 1, ) x̄2x̄3x̄4 orale = −∞ {x5, x̄2x̄4, x1x3} 0.65625

13 (0, 0, 1, 1, 1, ) x1x2 orale =23.00 < 28 {x5, x̄2x̄4, x1x̄4} 0.68750

14 (1, 0, ∗, 1, 1, ) x̄1x2x̄5 orale =27.67 < 28 {x5, x̄4, x̄1x2x̄5} 0.81250

15 (0, 0, ∗, 0, 1, ) x1x2 orale =15.00 < 28 {x5, x̄4, x2} 0.87500

16 (∗, 1, ∗, 0, 1, ) x1x4 orale =25.00 < 28 {x5, x̄4, x2, x1x4} 0.93750

17 (1, 1, ∗, 0, 1, ) x̄1x4 optimum. {∅} 1.00000À l'itération 1, l'algorithme onsidère le veteur u = (∗, ∗, ∗, ∗, ∗). La fontion obstalehoisit les variables libres dans l'ordre lexiographique et leur a�ete la valeur 0 jusqu'à obte-nir l'obstale u∗ = (0, 0, 0, 0, 0). On obtient don le premier minorant BI = orale(u∗) = 0.L'obstale S = x1x2x3x4x5 est alors ajouté à la famille path�like et on hoisit le litté-ral w1 ∈ S dans l'ordre lexiographique, 'est�à�dire x1. À e stade, la famille path�likeorrespond à
F := C1 = x1x2x3x4x5 (w1 = x1),Le n÷ud de départ assoié à F est u(F ) = (1, 0, 0, 0, 0). À l'itération 2, on a diretementBI = orale(u(F )) = 10 qui devient la nouvelle meilleure borne inférieure onnue. Onajoute alors l'obstale S = x̄1x2x3x4x5 à F . Comme S ⊑ u(F ), une simpli�ation estpossible, on rentre dans le as de l'algorithme mise_a_jour_sans_desente. On a R =

S∇C1 = x2x3x4x5 et omme R ⊑ C1−w1, on remplae C1 par R. On hoisit alors w1 = x252



3.8. Remarque sur l'implémentation des lauseset la famille F devient
F := C1 = x2x3x4x5 (w1 = x2),Dans l'itération 3, on étend le n÷ud u(F ) = (∗, 1, 0, 0, 0) en u∗ = (0, 0, 0, 1, 0). orale(u∗) =

10.00 ≤ 10 et on déduit l'obstale S = x1x3x4x5. Comme S 6⊑ u(F ), on ajoute simplement
S à F qui devient :

F := C1 = x2x3x4x5 (w1 = x2),

C2 = x1x3x4x5 (w2 = x1),À l'itération 4, u(F ) = x̄2x3x4x5 ∪ x̄1x3x4x5 e qui revient, sous forme de veteur, à
u(F ) = (1, 1, 0, 0, 0). On a alors une mise à jour de la borne inférieure BI = orale(u(F )) =

20. On ajoute alors l'obstale S = x̄1x̄2x3x4x5 et omme S ⊑ u(F ) ertaines simpli�ationssont possibles. On a tout d'abord R = S∇C2 = x̄2x3x4x5, puis R = R∇C1 = x3x4x5.Comme R ⊑ C1 − w1, on remplae C1 par R et on hoisit w1 = x3. Puisque x3 ∈ C2, onsupprime C2 de F . Après la mise à jour, F devient :
F := C1 = x3x4x5 (w1 = x3),Par le même proédé, on poursuit jusqu'à l'itération 17 dans laquelle
F := C1 = x5 (w1 = x5),

C2 = x̄4 (w2 = x̄4),

C3 = x2 (w3 = x2),

C4 = x1x4 (w4 = x1),On a alors u(F ) = (1, 1, ∗, 0, 1) et après la phase de desente, orale(1, 1, 0, 0, 1) = 27 ≤ 28.La phase de remontée déduit l'obstale S = x̄1x̄2x̄5. S ⊑ u(F ) don des simpli�ationssont possibles : on a R = S∇C4 = x̄2x4x̄5, R = R∇C3 = x4x̄5 puis R = R∇C2 = x̄5 eten�n R = R∇C1 = ∅. À la �n de ette mise à jour, on a don R = ∅ don 28 est la valeuroptimale de P c.Cet exemple illustre le fait que l'on retrouve le phénomène de trashing dans Resolutionsearh. Lors de l'itération 13, la proédure déduit que S = x1x2 est un obstale et redéouvreette information à l'itération 15. Ce phénomène est dû à la suppression des obstalespendant le proessus de mise à jour de la famille path�like. C'est en quelque sorte le prixà payer pour onserver F path�like et maintenir une omplexité spatiale polynomiale.3.8 Remarque sur l'implémentation des lausesNous proposons une implémentation des lauses qui permet une gestion e�ae desdi�érents opérateurs de résolvante et d'union.53



Chapitre 3. Resolution searhUne lause C peut être représentée par deux veteurs booléens : le premier noté vontient les valeurs des littéraux et le deuxième noté m est un masque tel que m[i℄ = 1 si Ci 6=

∗ et 0 sinon. Une lause Ci est représentée par ses deux veteurs vi et mi. Nous présentons lestables de vérité des deux opérateur pour v et m. L'opérateur de résolvante (C3 = C1∇C2) estreprésenté en �gure 3.1 et l'opérateur d'union (C3 = C1 ∪C2) en �gure 3.2. Ces di�érentesopérations logiques peuvent aisément être traitées grâe au onteneur bitset4 disponibledans les librairies standards des langages C et C++. Ce onteneur permet, de plus, un aèsen temps onstant à haque bit. Ainsi, des opérations entre lauses omme la résolvanteou l'union peuvent être réalisées beauoup plus rapidement qu'ave une struture de typetableau et des boules � for �.Fig. 3.1 � Tables de vérité pour l'opérateur de résolvante
P

P
P

P
P

P
PP

v1m1

v2m2 00 01 11 1000 X 0 1 X01 0 0 X 011 1 X 1 110 X 0 1 Xv3 = v1 · m1 + v2 · m2

P
P

P
P

P
P

PP
v1m1

v2m2 00 01 11 1000 0 1 1 001 1 1 0 111 1 0 1 110 0 1 1 0m3 = (m1 ⊕ m2) + m1 · m2 · (v1 ⊕ v2)Fig. 3.2 � Tables de vérité pour l'opérateur d'union
P

P
P

P
P

P
PP

v1m1

v2m2 00 01 11 1000 X 0 1 X01 0 0 X 011 1 X 1 110 X 0 1 Xv3 = v1 · m1 + v2 · m2

P
P

P
P

P
P

PP
v1m1

v2m2 00 01 11 1000 0 1 1 001 1 1 1 111 1 1 1 110 0 1 1 0m3 = m1 + m23.9 Expérienes numériquesDans ette setion, nous exposons les résultats de plusieurs expérienes numériquesréalisées sur des instanes de MKP. En premier lieu, nous mettons en avant l'impat négatifqu'a la phase de remontée sur la vitesse d'exéution de Resolution searh dans le as del'implémentation originale proposée par Chvátal. Nous proposons ensuite une omparaisonentre l'énumération impliite et Resolution searh sur la résolution des instanes b5.250de la OR-Library.4http ://www.sgi.om/teh/stl/bitset.html. 54



3.9. Expérienes numériques3.9.1 Impat négatif de la phase de remontéeDans le as d'une strite implémentation de l'algorithme tel que dérit dans [14℄, oraleest onsidérée omme une boîte noire qui résout le programme linéaire P̄ (u) pour une a�e-tation partielle u. À haque phase de remontée, on peut alors exéuter jusqu'à n− 1 appelsà l'algorithme du simplexe pour évaluer l'a�etation partielle S ⊑ u∗. Les premières expéri-mentations réalisées ave la phase de remontée ont montré des temps de alul relativementlongs. Le temps de alul onsommé à générer l'obstale S de ette manière, ne vaut pasle temps gagné par la rédution de l'espae de reherhe qui en résulte. A�n de donner unbref aperçu du omportement de Resolution searh ave et sans phase de remontée, nousmontrons dans le tableau 3.2 les résultats obtenus sur 30 instanes de MKP ayant 25 va-riables et 5 ontraintes. Dans e tableau, # orale est le nombre d'appels à orale pourrésoudre l'ensemble des 30 instanes et t(s) est la somme des temps en seonde.Tab. 3.2 � Impat négatif de la phase de remontéeave phase de remontée sans phase de remontée# orale t (s) # orale t (s)6018059 22.9 328898 3.2Chvátal explique qu'il est possible d'améliorer la phase de remontée en ne onsidérantpas orale omme une boîte noire. Il est en e�et possible, par l'intermédiaire des oûtsréduits, de générer des obstales sans faire appel à orale. Nous montrons, dans les setionssuivantes, que ela permet une nette amélioration par rapport à la version originale. Pourl'instant, nous nous ontentons d'une version de Resolution searh sans phase de remontée.3.9.2 Stratégies de branhementNous avons mené une première expérimentation a�n de véri�er l'in�uene des stratégiesde branhement sur Resolution searh. Nous avons omparé les résultats donnés par Reso-lution searh sans phase de remontée ave une énumération impliite pour la résolution desinstanes b5.100 de la OR-Library. Dans le but d'aélérer le temps de résolution, nousavons utilisé la déomposition de l'espae de reherhe en hyperplans ainsi que la prise enompte de la ontrainte des oûts réduits (voir hapitre 2). À la di�érene de l'algorithme duhapitre 2, nous ne donnons pas de minorant de départ. Rappelons que la prise en omptedes oûts réduits permet de générer la ontrainte suivante :
∑

j∈N−

|c̄j |xj +
∑

j∈N+

|c̄j |(1 − xj) ≤ ⌊BS⌋ − BI− 1où c̄ est le veteur des oûts réduits assoiés à la solution optimale de la relaxation ontinuedu problème de valeur BS. N− est l'ensemble des indies des variables hors base à leur borneinférieure et N+ elui des variables hors base à leur borne supérieure.55



Chapitre 3. Resolution searhL'implémentation de Resolution searh et de l'énumération impliite utilise es deuxrésultats. Chaque sous�problème P̄ (k) est résolu au départ a�n de générer la ontrainte desoûts réduits orrespondante. Les di�érents sous�problèmes P (k) pour k = kmin, ..., kmaxsont alors résolus l'un après l'autre dans l'ordre déroissant des bornes v(P̄ (k)). On supposeque la fontion orale(u) intègre la véri�ation de la validité de l'a�etation u ave laontrainte des oûts réduits : si ∑j∈Ω c̄j > gap ave Ω l'ensemble des indies j tels que
uj = 1 − x̄j et xj est hors base, alors orale(u) = −∞.Nous proposons deux stratégies de branhement : la première stratégie notée onv.onsiste à branher sur la variable libre xj de plus grand oût réduit et à la �xer à la valeurentière la plus prohe de sa valeur optimale x̄j ; la deuxième stratégie notée lexio. onsisteà hoisir la première variable libre dans l'ordre lexiographique et à la �xer également à lavaleur entière la plus prohe de sa valeur optimale.Dans le as de Resolution searh, la politique de remise en ause onsiste à hoisir lavariable la plus réemment instaniée. Les résultats obtenus sont exposés dans le tableau3.3. La olonne opt. donne le nombre moyen d'appels à orale néessaire à l'obtention de lavaleur optimale et la olonne preuve donne le nombre moyen d'appels à orale néessaireà la preuve d'optimalité.Tab. 3.3 � In�uene des stratégies de branhement pour Resolution searhInstane énumération impliite Resolution searhonv. lexio. onv. lexio.opt. preuve opt. preuve opt. preuve opt. preuve0-9 110610 211458 267381 369750 110649 211505 267052 36941010-19 97016 200169 228398 355696 97046 200201 228101 33997020-29 24566 70101 50957 88754 24565 70098 50863 88658Le nombre de n÷uds requis par les deux méthodes pour haque stratégie de branhementest sensiblement le même. Telle que nous l'avons implémentée, 'est�à�dire sans phase deremontée et ave la même politique de branhement, Resolution searh se omporte demanière similaire à l'énumération impliite. Le nombre de n÷uds est sensiblement égal et lesstratégies de branhement a�etent tout autant les deux méthodes. L'intérêt de Resolutionsearh réside dans la souplesse qu'elle o�re à l'exploration de l'espae de reherhe. En e�et,jusqu'ii, nous n'avons exploité ni un ritère de remise en ause ni l'identi�ation d'obstalesminimaux.3.9.3 Critère de remise en auseNous proposons une deuxième expérimentation dans laquelle la stratégie de remise enause de Resolution searh est modi�ée. Au lieu de hoisir la dernière variable instaniée,nous hoisissons la variable de plus grand oût réduit dans S. Pour ette expérimentation,nous avons hoisi la politique lexio. 56



3.9. Expérienes numériquesTab. 3.4 � In�uene du ritère de remise en auseInstane ordre hronologique plus grand oût réduitopt. preuve opt. preuve0-9 267052 369410 72669 16270410-19 228101 339970 73970 16423720-29 50863 88658 17621 48611Cet exemple montre que le ritère de remise en ause peut avoir un impat importantsur l'e�aité de Resolution searh. On onstate, dans e as, une nette diminution dunombre moyen d'appels à orale pour l'obtention de la solution optimale et pour la preuved'optimalité. Dans ette expérimentation, 17 valeurs optimales sur 30 ont été trouvées aveun nombre de n÷uds inférieur et 19 preuves d'optimalité sur 30 ont été obtenues ave unnombre de n÷uds inférieur qu'ave la remise en ause suivant l'ordre hronologique.3.9.4 Identi�ation des obstalesNous proposons une première méthode permettant d'identi�er des obstales sans pro-éder à une phase de remontée. Elle onsiste, dans le as où l'éhe est provoqué par laviolation de la ontrainte des oûts réduits, à ne onserver dans S que les instaniations desvariables �xées à l'opposé de leur valeur optimale. En e�et, nous avons vu dans le hapitre2 que la ontrainte des oûts réduits peut être exprimée de la manière suivante :
∑

j∈Ω(u)

c̄j ≤ ⌊BS⌋ − BI− 1ave Ω(u) l'ensemble des indies des variables xj instaniées à l'opposé de leur valeur op-timale (1 - x̄j) dans l'instaniation partielle u. Si ette ontrainte est violée, l'obstale Sontient uniquement les instaniations des variables de Ω(u) au lieu de onsidérer toutes lesinstaniations de u. Le tableau 3.5 donne le nombre moyen d'appels à orale néessairesà l'obtention de la solution optimale et de la preuve d'optimalité dans le as S = u et dansle as S = Ω(u). Tab. 3.5 � In�uene de l'identi�ation d'obstalesInstane S = u S = Ω(u)opt. preuve opt. preuve0-9 72669 162704 69286 14539510-19 73970 164237 71286 15515220-29 17621 48611 17414 45696On onstate de nouveau une amélioration par rapport à une version de Resolution searhsans phase de remontée. 57



Chapitre 3. Resolution searh3.9.5 Comparaison ave l'énumération impliitePour évaluer l'e�aité de Resolution searh en termes de alul de minorants et entermes de temps de preuve d'optimalité, nous avons omparé ses performanes ave la mé-thode de résolution présentée dans le hapitre 2 sur les instanes b5.250 de la OR-Library.Rappelons que la méthode de résolution du hapitre 2 onsiste à aluler un minorant dedépart ave l'heuristique de reherhe loale RLtabou [67℄ puis à résoudre l'instane par uneénumération impliite. Nous avons déoupé nos expérimentations en deux parties :1. Calul de minorants : nous avons omparé Resolution searh ave RLtabou pour lealul de minorants. La olonne BI donne le minorant obtenu par RLtabou, la olonneRLtabou donne le temps de alul en seondes requis par ette méthode pour trouverBI et la olonne rs donne le temps de alul en seondes requis par Resolution searhpour obtenir un minorant au moins aussi bon que BI.2. Temps de preuve : nous avons exéuté Resolution searh et l'énumération impliiteen onsidérant le minorant donné par RLtabou omme minorant de départ. La olonneopt. donne la valeur optimale de l'instane, la olonne enum donne le temps de alulen seondes requis par l'énumération impliite pour résoudre l'instane à partir de BIet la olonne rs donne le temps de alul en seondes requis par Resolution searhpour résoudre l'instane à partir de BI.En e qui onerne le alul de minorants, l'implémentation de Resolution searh pro-posée est nettement plus rapide que l'heuristique de reherhe loale RLtabou. Seulement 5minorants sur les 30 ont été trouvés en un temps plus rapide par RLtabou. Si l'on omparela somme des temps pour toutes les instanes, Resolution searh trouve des minorants aumoins aussi bons que eux trouvés par RLtabou en un temps 40% inférieur. En terme depreuve d'optimalité, Resolution searh se omporte moins bien que l'énumération impliite.En e�et, si l'on ompare la somme des temps de preuve pour toutes les instanes, l'énumé-ration impliite met environ 88% de temps en moins que Resolution searh pour prouverl'optimalité des instanes traitées.3.10 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté et détaillé le méanisme de Resolution searh.Nous avons vu, par des expérimentations, que la phase de remontée telle que dérite dansle papier original dégradait de manière signi�ative les performanes de l'algorithme dansle as d'une implémentation simple pour le MKP. Cependant, les expérimentations nousont montré que si l'on ne prend pas en ompte la phase de remontée, Resolution searhse omporte de manière similaire à l'énumération impliite et qu'elle est tout autant in-�uenée par les stratégies de branhement. Nous avons vu que l'e�aité de la méthodepeut être améliorée si l'on prend en ompte un ritère de remise en ause plus pertinentou enore si l'on herhe à générer des obstales plus petits par l'intermédiaire des oûts58



3.10. Conlusionréduits. Une dernière expérimentation nous a montré que Resolution searh pouvait êtretrès performante pour le alul de minorants mais qu'elle résolvait moins rapidement quel'énumération impliite l'ensemble des instanes b5.250 si un bon minorant de départ estonnu. Nous montrons dans le hapitre suivant qu'il est possible d'améliorer la reherhed'obstales minimaux, mais également qu'il est intéressant d'hybrider les deux méthodesa�n d'exploiter l'habilité de Resolution searh à aluler de bons minorants rapidement etla apaité d'élagage de l'arbre de reherhe de l'énumération impliite.Tab. 3.6 � Résultats obtenus par l'énumération impliite sur les instanes b5.500instane Calul de minorant Preuve d'optimalitéBI rs RLtabou opt rs enumb5.250_0 59312 44 80 59312 5 0b5.250_1 61472 42 79 61472 45 3b5.250_2 62130 9 61 62130 6 1b5.250_3 59453 3 106 59463 389 93b5.250_4 58951 38 95 58951 101 6b5.250_5 60062 0 78 60077 82 28b5.250_6 60396 3 98 60414 91 6b5.250_7 61449 1 101 61472 175 36b5.250_8 61885 0 73 61885 60 3b5.250_9 58959 2 87 58959 5 0b5.250_10 109086 2 96 109109 72 15b5.250_11 109841 117 97 109841 28 2b5.250_12 108508 34 72 108508 55 3b5.250_13 109378 66 98 109383 137 12b5.250_14 110718 43 95 110720 356 21b5.250_15 110256 0 91 110256 100 5b5.250_16 109040 301 79 109040 63 3b5.250_17 109042 308 95 109042 238 14b5.250_18 109971 71 100 109971 89 5b5.250_19 107058 263 90 107058 107 6b5.250_20 149659 0 91 149665 87 5b5.250_21 155940 8 92 155944 60 3b5.250_22 149334 3 95 149334 97 24b5.250_23 152130 49 103 152130 33 2b5.250_24 150353 25 98 150353 70 4b5.250_25 150045 105 73 150045 3 0b5.250_26 148607 3 75 148607 2 0b5.250_27 149772 14 95 149782 133 8b5.250_28 155061 0 91 155075 11 1b5.250_29 154662 35 95 154668 56 4
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Chapitre 4
Coopération entre Resolution searhet l'énumération impliite pour le saà dos multidimensionnel en 0�1

Dans e hapitre, nous présentons un méthode de résolution du MKP ombinant Resolu-tion searh et une variante de l'algorithme d'énumération impliite présenté dans le hapitre2. Cette méthode s'appuie également sur la prise en ompte des oûts réduits à l'optimumde la relaxation ontinue et sur la déomposition de l'espae en hyperplans. La oopérationest axée sur une exploration en trois niveaux de l'arbre de reherhe : les branhes hautessont énumérées par Resolution searh, les branhes médianes par l'énumération impliiteet les branhes basses par l'algorithme de baktraking. Nous montrons que la struturede Resolution searh permet d'explorer partiellement et de manière répétée les di�érentssous-problèmes assoiés aux hyperplans, ei a�n de diversi�er la reherhe. Nous propo-sons également une méthode alternative à la phase de remontée qui utilise des relationsd'impliation entre noeuds de l'arbre de reherhe pour identi�er des obstales minimaux.Nous montrons que ette phase de remontée, baptisée phase de remontée impliite, aélèrele proessus de reherhe dans le as de notre implémentation fondée sur les oûts réduits.Les expérienes numériques prouvent l'e�aité de et algorithme : il a des performanesomparables aux meilleures heuristiques onnues en terme de alul de minorant et ré-sout des instanes de taille moyenne en un temps plus rapide que les meilleures méthodesexates onnues sur es mêmes instanes. De plus, il résout les instanes de grande tailleà 10 ontraintes et 500 variables de la OR-Library. Les valeurs optimales de es instanesétaient inonnues jusqu'à présent. Le travail présenté dans e hapitre a fait l'objet d'unesoumission à une revue internationale [9℄. 61



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�14.1 Prinipe généralD'un point de vue global, les branhements étant réalisés suivant l'ordre déroissantdes oûts réduits, l'arbre de reherhe est exploré suivant trois niveaux : Resolution searhexplore les branhes hautes (variables à fort oût réduit), l'énumération impliite explore lesbranhes médianes (variables à oût réduit moyen) et l'algorithme de baktraking exploreles banhes basses (variables de plus faible oût réduit et variables de base). Les deuxméthodes oopèrent de la manière suivante : Resolution searh fournit des sous�problèmesà l'énumération impliite qui, en les résolvant, permet d'obtenir des obstales de petitetaille utilisés par Resolution searh pour guider l'exploration vers des zones prometteusesde l'espae de reherhe.Fig. 4.1 � Exploration de l'arbre de reherhe en trois niveaux
resolution
search

énumération
implicite

dfs4.2 Contributions apportées à Resolution searhDans ette setion, nous présentons deux modi�ations apportées à Resolution searh.La première est une version à itérations limitées de l'algorithme qui permet d'exploreritérativement haque sous�problème lié à la déomposition par hyperplans et la deuxièmeest une modi�ation de la phase de remontée fondée sur des relations d'impliation entren÷uds de l'arbre de reherhe.4.2.1 Exploration itérative de l'espae de reherheComme nous l'avons mentionné dans le hapitre 2, l'ordre dans lequel les hyperplanssont explorés in�uene fortement l'e�aité de la mise à jour de la borne inférieure. Nousallons voir que la struture de Resolution searh présente un avantage intéressant qui permetde palier à e problème. 62



4.2. Contributions apportées à Resolution searhDans le hapitre 3, nous avons montré que la famille path�like F onstitue un résumédes explorations passées : après haque exéution de la boule prinipale, F nous donnel'état de la reherhe et le n÷ud suivant de l'exploration u(F ). Cette partiularité permetde pouvoir interrompre le proessus de reherhe à un moment donné et de le réupé-rer ultérieurement sans perte d'information. De ette façon, il est possible de résoudre leproblème P en e�etuant de manière répétée un nombre d'itérations limité pour haquesous�problème P (k) jusqu'à e que tous les sous�problèmes soient résolus. L'ordre d'ex-ploration n'a alors plus d'importane ar il n'est pas néessaire qu'un sous�problème soitrésolu pour ommener la résolution du sous�problème suivant. Les algorithmes 4.1 et 4.2illustrent ette façon itérative de résoudre le problème.Algorithme 4.1 � Algortithme Resolution searh itératifIRS(P,Nb_Iter, BI,F){ iter = 0 ;while(iter < Nb_Iter) {try = obstale(P , u(F ),BI,S) ;if(try > BI) BI = try;ajouter S à F et mettre à jour F ;if((∗, ∗, ..., ∗) ∈ F) Break;iter++ ;}} Algorithme 4.2 � Exploration des hyperplansresoudre_MKP() {BI = glouton();Caluler les bornes kmin et kmax ;Définir K = {kmin, ..., kmax} ;for(k = kmin, ..., kmax) CFamily[k℄ = ∅While (K 6= ∅) {Choisir k ∈ K ;Choisir Nb_Iter_k ≥ 1 ;IRS(P (k),Nb_iter_k,BI,CFamily[k℄);if((∗, ∗, ..., ∗) ∈ CFamily[k℄) K = K − {k} ;}}La fontion IRS de l'algorithme 4.1 prend en arguments : un problème P , un nombred'itérations limité Nb_Iter, un minorant BI et une famille path�like F . Cet algorithmeonsiste à e�etuer un nombre Nb_Iter d'itérations de Resolution searh.63



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1La fontion resoudre_MKP() de l'algorithme 4.2 onsiste à résoudre le problème MKPen utilisant ette version iterative de Resolution searh. L'algorithme alule une borneinférieure gloutonne a�n de déduire les bornes kmin et kmax, puis e�etue un ertain nombred'itérations de IRS sur haque sous�problème P (k). La variable CFamily[k℄ orrespond àla famille path�like de IRS pour le problème P (k). Lorsque l'un des problèmes P (k) estrésolu, 'est�à�dire que (∗, ∗, ..., ∗) ∈ CFamily[k℄, il est éliminé de la reherhe. Le problème
P est alors résolu lorsque tous les sous�problèmes P (k) sont éliminés.Ce type d'exploration peut être étendu à une quelonque déomposition P1, P2, ..., Pmdu problème P original. Il peut par exemple être utilisé pour la résolution itérative de sous�problèmes pour lesquels ertaines variables sont �xées. La �gure 4.2 illustre ette approhede résolution. Fig. 4.2 � Exploration itérative des sous�problèmes

P

P1 PmP2 Pm−1

4.2.2 Phase de remontée impliiteDans le papier original de Resolution searh, Chvátal propose de libérer une à une lesvariables préédemment instaniées dans la phase de desente (sauf la dernière) et de véri�erà haque fois la faisabilité de la solution partielle orrespondante en exéutant la fontionorale (f. hapitre 3). Cette phase de remontée orrespond à la portion de ode suivantede l'algorithme 3.4 :while(la pile n'est pas vide){dépiler j ;
Sj = ∗ ;if(orale(S) > BI) Sj = u+

j ;}Nous avons montré par des expérimentations que ette portion de l'algorithme ralentitonsidérablement le proessus de reherhe (f. hapitre 3 setion 3.9.1). Nous proposonsun autre moyen d'identi�er la lause S que nous appelons phase de remontée impliite.64



4.2. Contributions apportées à Resolution searhContrairement à la phase de remontée originale, ette méthode ne herhe pas à libé-rer des variables une fois l'éhe renontré, mais identi�e, lors de la phase de desente, unensemble d'instaniations qui ne seront pas ontenues dans le futur obstale. Cette mé-thode est basée sur des relations d'impliation existantes entre ertains n÷uds de l'arbrede reherhe.Supposons que l'instaniation des variables dans le n÷ud u implique la �xation devariables supplémentaires onstituant le n÷ud v. En d'autres termes, supposons que u⇒ v.Si, pendant la phase de desente, u est étendu en u+ = u ∪ v ∪ w et que u+ viole une ouplusieurs ontraintes du problème, la lause S des a�etations responsables de l'éhe estréduite à u ∪ w.Proposition 4.1 Soit u, v et w des veteurs de {0, 1, ∗}n. Si u⇒ v et si u ∪ v ∪ w est unobstale, alors u ∪ w est un obstale.Preuve Nous allons prouver la proposition par indution sur la longueur de v et parl'absurde. Supposons que v soit de longueur 1 tel que v = {xj}, don u′ = u ∪ {x̄j} estun obstale puisque u ⇒ v et u′′

= u ∪ {xj} ∪ w est un obstale par hypothèse. Alors, larésolvante de u′ et u′′ qui est u′

∇u
′′

= u ∪ w est un obstale. Supposons à présent que laproposition soit vraie pour un veteur v de longueur k, nous allons prouver que la propositionest toujours vraie si v est de longueur k+ 1. Soit v = v
′

∪ {xj}, alors u′

= u∪ v
′

∪ {x̄j} estun obstale et u′′

= u ∪ v
′

∪ {x̄j} ∪ w est également un obstale. Don la résolvante de u′et u′′ qui est u′

∇u
′′

= u∪ v
′

∪w est un obstale et par hypothèse d'indution, u∪w est unobstale. �Bien que la phase de remontée impliite puisse remplaer la phase de remontée originalede Resolution searh, son e�aité dépend du problème résolu et des relations d'impliationqui peuvent être déduites entre les n÷uds de l'arbre de reherhe.Dans le as de la résolution du MKP, nous proposons une implémentation fondée sur lesrelations d'impliation qui peuvent être déduites de la ontrainte des oûts réduits. Dans leas où le n÷ud de départ u(F ) donné à la fontion obstale ontient des instaniationsdes variables à l'opposé de leur valeur optimale, gap est diminuée de la valeur des oûtsréduits orrespondants et ette diminution implique la �xation des variables non instaniéesdans u(F ) ayant un oût réduit supérieur à gap. D'après la proposition 4.1, les variablesainsi �xées à ause de la diminution de gap engendrée par u(F ) ne sont alors pas prisesen ompte dans la lause S. L'algorithme 4.3 détaille l'appliation de la phase de remontéeimpliite dans la fontion obstale.
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Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1Algorithme 4.3 � Fontion obstale ave phase de remontée impliite pour le MKPobstale(P,u,BI,S){
gap = v(P̄ )− BI ;for(j = 1, 2, . . . , n)if(uj = 1 − x̄j) gap = gap− c̄j ;
u+ = u ;S = u+ ;borne = orale(u+) ;if(borne > BI){

//Phase de remontée impliitefor(j = 1, 2, . . . , n)if(uj = ∗ et c̄j > gap) u+

j = x̄j ;
//Phase de desentewhile(u+ 6∈ {0, 1}n) {hoisir un indie j tel que u+

j = ∗ et une valeur v dans {0, 1} ;
u+

j = v ;Sj = v ;borne = orale(u+) ;if(borne ≤ BI) break;}if(borne > BI) BI = borne;}return borne;}Nous avons mené une expérimentation de Resolution searh ave et sans phase de re-montée impliite a�n d'en évaluer l'e�aité. Le tableau 4.1 donne les résultats obtenus surles instanes b5.100 de la OR-Library. La olonne opt. donne le nombre moyen d'appels àorale néessaires à l'obtention de la valeur optimale et la olonne preuve donne le nombremoyen d'appels à orale néessaires à la preuve d'optimalité.Tab. 4.1 � Impat de la phase de remontée impliiteInstane sans averemontée impliite remontée impliiteopt. preuve opt. preuve0-9 69286 145395 55726 11186510-19 71286 155152 57736 12294420-29 17414 45696 13891 39376On onstate une nette diminution du nombre moyen d'appels à orale pour l'obtentionde la valeur optimale mais également pour la preuve d'optimalité. Si l'on ompare la sommedes appels à orale pour l'ensemble des 30 instanes b5.100, on onstate une diminutionde l'ordre de 19, 3% pour l'obtention de la valeur optimale et une diminution de l'ordre de
20, 8% pour l'obtention de la preuve d'optimalité.66



4.3. Desription du proessus d'exploration4.3 Desription du proessus d'explorationDans ette setion, nous dérivons le prinipe d'exploration de la fontion obstale.Nous détaillons l'appliation de la phase de remontée impliite ainsi que l'hybridation avel'algorithme d'énumération impliite.Partant du n÷ud u(F ) fourni par la famille path�like F , obstale remplae pas�à�pasles omposantes ∗ de u(F ) par 0 ou 1 de manière à onstruire le n÷ud u+. Si u+ devientun obstale (alors noté u∗), la proédure herhe une lause minimale S telle que S ⊑ u∗ et
S est un obstale. A�n d'illustrer le déroulement de la fontion obstale, nous onsidéronsle problème P d suivant :

(P d) Maximiser 10x1 + 10x2 + 8x3 + 8x4 + 7x5sujet à 5x1 + 2x2 + 10x3 + 1x4 + 3x5 ≤ 10

2x1 + 11x2 + 2x3 + 10x4 + x5 ≤ 11

x = T (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ {0, 1}5Supposons que l'on herhe à résoudre le problème P d(2) qui orrespond au problème P dave la ontrainte additionnelle (1 · x = 2). La résolution de la relaxation linéaire de P d(2)nous donne une solution optimale x̄ de valeur BS = 19.55 et un veteur de oûts réduits c̄tels que :
x̄ = (1, 0.78, 0.22, 0, 0) et c̄ = (2, 0, 0,−1.78,−0.78)Supposons que nous onnaissions un minorant BI = 16 du problème, alors la ontrainte desoûts réduits s'érit

2(1 − x1) + 1.78x4 + 0.78x5 ≤ 2Au début de la proédure, la relaxation linéaire du problème est résolue pour haque hy-perplan disponible dans le but de fournir l'information néessaire à la génération de laontrainte des oûts réduits.La première étape, appelée Phase de véri�ation, onsiste à véri�er la faisabilité de u(F ).Si une ontrainte est violée, la véri�ation s'arrête et l'a�etation partielle orrespondante,représentant un obstale, est mémorisée dans F sous forme de lause. Simultanément, laontrainte des oûts réduits est véri�ée et la valeur gap est mise à jour : pour haquevariable hors base �xée à l'opposé de sa valeur optimale (1 − x̄j), son oût réduit (c̄j)est soustrait à gap et si gap < 0, l'a�etation partielle ourante est un obstale. Dans eas, S est uniquement omposée des instaniations des variables �xées à l'opposé de leurvaleur optimale dans u(F ). Par exemple, supposons que lors de la résolution de P d(2),
u(F ) = (0, 0, 0, 1, ∗), nous avons gap = −1.78 don u(F ) est un obstale. La solutionpartielle (0, ∗, ∗, 1, ∗) ⊑ (0, 0, 0, 1, ∗) qui viole la ontrainte des oûts réduits est égalementun obstale et dans e as S = x1x̄4 est ajoutée à F .67



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1Nous passons ensuite à la deuxième étape qui onstitue l'appliation de la phase deremontée impliite dérite en setion 4.2.2. Cette phase onsiste à �xer toutes les variableslibres hors base de oût réduit stritement supérieur à gap à leur valeur optimale. Cesvariables doivent en e�et être �xées à leur valeur optimale pour satisfaire la ontraintedes oûts réduits. Fixer es variables à leur valeur optimale n'est don qu'une onséquenedes instaniations des variables dans u(F ). Selon la proposition 4.1, elles peuvent ne pasêtre inluses dans S. Pour illustrer e proessus, supposons que obstale ommene ave
u(F ) = (0, ∗, ∗, ∗, ∗), x1 étant �xé à (1 − x̄1), on a gap = 0. Puisque c̄4 = 1.78 estsupérieur à gap, x4 doit être �xée à x̄4 = 0. Nous avons don u(F ) = (0, ∗, ∗, ∗, ∗) implique
u+ = (0, ∗, ∗, 0, ∗) et x4 = 0 ne sera pas inlue dans S.La phase suivante onstitue la phase de desente (ou waxing phase) telle que dérite dansle papier original [14℄. Cette phase onsiste à assigner des valeurs aux variables libres jusqu'àatteindre un obstale. La stratégie de branhement hoisie onsiste à séletionner la variablelibre de plus grande valeur absolue de oût réduit et à lui assigner sa valeur optimale x̄j .Chaque fois qu'un branhement est réalisé, la réalisabilité de l'a�etation partielle ouranteest véri�ée et en as d'ehe, la phase de desente s'arrête et la lause S orrespondante estajoutée à F . Si nous onsidérons l'exemple préédent, u+ = (0, ∗, ∗, 0, ∗) après la phase deremontée impliite. Puisque x5 est la variable libre de plus grande valeur absolue de oûtréduit (|c̄5| = 0, 78), nous la �xons à sa valeur optimale (u+

5 = 0).Lorsque le nombre de variables libres restant est inférieur ou égal à un paramètre ∆donné, la phase de desente s'arrête et le sous�problème orrespondant est résolu par l'énu-mération impliite. Ce sous�problème inlut les variables libres de faible oût réduit et lesvariables de base. L'énumération impliite explorant entièrement le sous�arbre orrespon-dant aux variables libres, la lause S générée ne ontient auun des branhements réaliséspendant ette phase. Seules les branhement réalisés pendant la phase de véri�ation et /ou la phase de desente sont onsidérées pour la onstrution de la lause S. Dans l'exemplei�dessus, l'énumération des variables restantes x2 et x3 donne les on�gurations suivantes :
u∗ = (0, 0, 0, 0, 0), c · u∗ ≤ BI,
u∗ = (0, 0, 1, 0, 0), c · u∗ ≤ BI,
u∗ = (0, 1, 0, 0, 0), c · u∗ ≤ BI,
u∗ = (0, 1, 1, 0, 0), A · u∗ > b : irréalisable.Puisqu'auune de es on�gurations n'améliore la meilleure solution onnue, la lause

S = x̄1x̄5 est ajoutée à F . Notons que ∆ peut être mise à jour dynamiquement durant lareherhe, selon que l'on veut favoriser la partie Resolution searh ou la partie énumérationimpliite.L'algorithme utilisé pour énumérer les variables du sous�problème onstitué des va-riables de faible oût réduit et des variables de base est similaire à l'énumération impliiteprésentée dans le hapitre 2. 68



4.4. Expérienes numériquesL'unique modi�ation apportée a été de retirer à et algorithme la propagation des oûtsréduits e�etuée à haque n÷ud (f. hapitre 2, setion 2.4.3). En e�et, dans le as de larésolution de es sous�problèmes onstitués essentiellement de variables à faible oût réduit,l'expérimentation nous a montré que ette propagation perd de son e�aité et a tendane àralentir le proessus de reherhe. Comme mentionné préédemment, et algorithme orientela reherhe vers les solutions les plus à même de violer la ontrainte des oûts réduits. Lapolitique de branhements à haque n÷ud u peut se résumer de la manière suivante :1. Résoudre le problème P̄ (k, u) .2. Branher sur la variable libre hors base (xj) de plus grande valeur absolue de oûtréduit (|c̄j |) en la �xant à l'opposé de sa valeur optimale (1 − x̄j).3. Mettre à jour gap = ⌊BS(u)⌋ − BI− 1 par gap = gap − c̄j.4. Fixer toutes les variables hors base de oût réduit stritement supérieur à gap à leurvaleur optimale.A haque n÷ud, la règle de branhement herhe à provoquer la violation de la ontraintedes oûts réduits de manière à élaguer au plus t�t l'arbre de reherhe. Nous avons montrédans le hapitre 2 que ette méthode est e�ae uniquement lorsqu'un bon minorant du pro-blème est onnu. Dans le as de l'hybridation ave Resolution searh, elle orrespond bien àla stratégie générale : utiliser Resolution searh pour explorer l'espae de reherhe de ma-nière pertinente et l'énumération impliite pour résoudre e�aement des sous�problèmesde petite taille.4.4 Expérienes numériquesLes expérienes numériques ont été réalisées sur les instanes du jeu Chu et Beasley de laOR-Library. Les résultats sont omparés ave eux obtenus par l'énumération impliite duhapitre 2 ainsi qu'ave le solveur ommerial CPLEX 9.2. Le paramètre ∆ est inrémentétoutes les 100 itérations partant de 20 jusqu'à 60, et réinitialisé à 20 si la borne inférieureest améliorée. Les résultats obtenus sur les instanes b10.250, b5.500 et b10.500 sontprésentés dans les tableaux 4.2, 4.3 et 4.4. La desription des données par olonne est lasuivante :� Instane est le nom de l'instane.� zopt est la valeur optimale.� opt. est le temps de alul requis en seondes pour obtenir une solution optimale.� preuve est le temps de alul requis en seondes pour prouver l'optimalité de lameilleure solution trouvée.La olonne RSBB orrespond aux résultats obtenus ave l'hybridation de Resolutionsearh et de l'énumération impliite, la olonne enum [69℄ orrespond aux résultats obtenusave l'énumération impliite présentée dans le hapitre 2 et la olonne CPLEX orrespond69



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1aux résultats obtenus par CPLEX 9.2 (ERROR si CPLEX a dépassé la apaité de mé-moire). Les résultats obtenus sur les instanes à 10 ontraintes et 250 variables sont exposésdans le tableau 4.2 et eux obtenus sur les instanes à 5 ontraintes et 500 variables sont ex-posés dans le tableau 4.3. Dans le tableau 4.4, orrespondant aux instanes à 10 ontrainteset 500 variables, la olonne zopt − z donne la di�érene entre la valeur optimale trouvée parnotre algorithme et le meilleur minorant onnu jusqu'à présent : (vv) indique qu'il y a euune amélioration par rapport aux résultats de Vasquez et Vimont [68℄ et (wh) indique qu'ily a eu une amélioration par rapport aux résultats de Wilbaut et Hana� [72℄. Cette méthoderésout l'ensemble des instanes b10.250 et b5.500 plus rapidement que l'énumération im-pliite présentée dans le hapitre 2 et que CPLEX 9.2. De plus, elle résout l'ensemble desinstanes b10.500 dont les valeurs optimales étaient inonnues jusqu'à présent.Tab. 4.2 � Résultats obtenus par l'algorithme hybride sur les instanes b10.250Instane zopt RSBB enum [69℄ CPLEXopt. preuve preuve preuveb10.250_0 59187 1 3326 5126 ERRORb10.250_1 58781 325 1510 43910 4369b10.250_2 58097 2 795 1509 6746b10.250_3 61000 1906 6430 9080 ERRORb10.250_4 58092 738 20749 28789 ERRORb10.250_5 58824 6 747 1099 7394b10.250_6 58704 0 647 1052 8255b10.250_7 58936 3426 58294 87329 ERRORb10.250_8 59387 335 2391 4428 ERRORb10.250_9 59208 0 4446 6902 ERRORb10.250_10 110913 560 3593 4952 ERRORb10.250_11 108717 630 3521 7465 ERRORb10.250_12 108932 4 2141 3382 ERRORb10.250_13 110086 91 9573 15091 ERRORb10.250_14 108485 0 1585 2306 9869b10.250_15 110845 94 4130 5954 ERRORb10.250_16 106077 34 5130 7867 ERRORb10.250_17 106686 816 3362 5538 ERRORb10.250_18 109829 17 2930 4817 ERRORb10.250_19 106723 24 807 1384 5716b10.250_20 151809 353 584 973 4695b10.250_21 148772 0 1559 2284 ERRORb10.250_22 151909 0 292 828 5048b10.250_23 151324 318 563 5489 2234b10.250_24 151966 533 812 932 5727b10.250_25 152109 3 323 818 2826b10.250_26 153131 7 50 239 374b10.250_27 153578 0 3279 8469 ERRORb10.250_28 149160 109 363 1276 1638b10.250_29 149704 0 413 826 248770



4.4. Expérienes numériquesTab. 4.3 � Résultats obtenus par l'algorithme hybride sur les instanes b5.500Instane zopt RSBB enum [69℄ CPLEXopt. preuve preuve preuveb5.500_0 120148 60 109 1331 8001b5.500_1 117879 9 15 1034 855b5.500_2 121131 5 35 1112 4687b5.500_3 120804 14 47 630 6050b5.500_4 122319 5 27 558 1578b5.500_5 122024 45 67 932 3678b5.500_6 119127 4 51 851 6937b5.500_7 120568 7 27 804 2672b5.500_8 121586 48 77 1172 ERRORb5.500_9 120717 1 44 2783 5756b5.500_10 218428 53 63 838 1457b5.500_11 221202 1 11 2146 905b5.500_12 217542 221 232 1634 3728b5.500_13 223560 1 82 1211 5009b5.500_14 218966 8 11 486 485b5.500_15 220530 21 40 814 3122b5.500_16 219989 10 22 593 1211b5.500_17 218215 1 18 811 1096b5.500_18 216976 1 37 697 2373b5.500_19 219719 6 67 969 2522b5.500_20 295828 1 5 767 47b5.500_21 308086 20 44 674 475b5.500_22 299796 1 10 783 187b5.500_23 306480 8 22 620 1182b5.500_24 300342 1 27 610 204b5.500_25 302571 10 16 634 988b5.500_26 301339 5 6 466 366b5.500_27 306454 3 6 558 148b5.500_28 302828 3 18 724 367b5.500_29 299910 59 93 560 478Les résultats obtenus illustrent les points positifs suivants de notre approhe : (i) en dépitdes temps de aluls parfois très élevés, notre algorithme n'a jamais dépassé la apaité demémoire et (ii) les temps de alul requis pour trouver les valeurs optimales son relativementfaibles. En e�et, nous avons omparé les minorant obtenus par notre approhe ave euxobtenus par l'heuristique de Wilbaut et Hana� [72℄ en un temps limité à 2 heures1. Ononsidère qu'une méthode est plus e�ae qu'une autre si un même minorant a été trouvéen un temps plus rapide ou si un meilleur minorant a été trouvé dans le temps imparti.1D'autres heuristiques performantes ont également été proposées par Vasquez et Hao [67℄ et Vasquezet Vimont [68℄ ependant les temps d'obtention des meilleurs minorants sont quelquefois long (entre 300seondes et 25 heures) alors que les résultats publiés par Wilbaut et Hana� sont eux obtenus en 2 heuresde temps de alul. C'est pourquoi nous omparons nos résultats ave ette approhe71



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1Tab. 4.4 � Résultats obtenus par l'algorithme hybride sur les instanes b10.500Instane zopt opt. preuve zopt − zb10.500_0 117821 5525 2041200 +10(vv)b10.500_1 119249 246521 982776 +17(vv)b10.500_2 119215 4200 2764800 0b10.500_3 118829 170695 322744 +4l(wh)b10.500_4 116530 19394 9108000 +16(wh)b10.500_5 119504 8375 676837 0b10.500_6 119827 9892 461009 0b10.500_7 118344 582278 646591 +11(wh)b10.500_8 117815 310868 791701 0b10.500_9 119251 11423 1277833 0b10.500_10 217377 18 1856970 0b10.500_11 219077 2083 1575519 0b10.500_12 217847 18 20129 0b10.500_13 216868 67 376181 0b10.500_14 213873 7345 4975200 +14(vv)b10.500_15 215086 123 158186 0b10.500_16 217940 48419 130088 0b10.500_17 219990 543060 1255820 0b10.500_18 214382 45998 208335 +7(vv)b10.500_19 220899 743 76686 0b10.500_20 304387 23938 29756 0b10.500_21 302379 58 30392 0b10.500_22 302417 241986 380031 +1(vv)b10.500_23 300784 3345 13682 0b10.500_24 304374 683 60619 0b10.500_25 301836 107128 111286 0b10.500_26 304952 169 66919 0b10.500_27 296478 4122 33730 0b10.500_28 301359 29488 140984 0b10.500_29 307089 4324 16085 0Notre méthode est plus e�ae que l'heuristique de Wilbaut et Hana� pour l'ensembledes instanes b5.500 et elle est plus e�ae pour 16 des 30 instanes b10.500.4.5 Amélioration du alul de minorantsNous avons expérimenté une méthode onsistant à renforer la ontrainte des oûtsréduits sur haque hyperplan a�n d'améliorer le alul de minorants. Pour e faire, nousproposons de réduire le membre de droite de la ontrainte des oûts réduits gap = ⌊BS⌋ −BI−1 d'une valeur ρ puis de diminuer ρ suessivement après un ertain nombre d'itérationsjusqu'à obtenir le membre de droite initial. L'intérêt de ette démarhe est que la diminutiondu membre de droite de la ontrainte des oûts réduits favorise la �xation de variables etl'élagage de l'arbre de reherhe. 72



4.6. ConlusionNotons qu'à haque fois que la valeur ρ est modi�ée, les familles path�like de haquehyperplan sont vidées de leur lauses. Cependant, a�n d'éviter la redondane de la reherhe,ertaines lauses sont onservées : pour les 3 hyperplans de plus grande valeur v(P̄ (k)), nousonservons les lauses Ci pour lesquelles orale(Ci) ≤ BI. Expérimentalement, nous avonstesté ette méthode sur les instanes b10.500 de la OR-Library. Nous avons onlu despremières expérimentations qu'initialiser l'éart ρ = 500 puis le diminuer de 50 toutes les
200 seondes donnait des résultats intéressants. Il est probable qu'un autre paramétragedonne de meilleurs résultats mais ette expérimentation a simplement pour but de donnerune première évaluation de ette méthode.Le tableau 4.5 montre les résultats obtenus en omparaison ave l'heuristique de Wil-baut et Hana� [72℄. Dans e tableau 4.5, la olonne BI orrespond au meilleur minoranttrouvé et t(s) est le temps de alul requis pour trouver BI. Les olonnes Wilbaut, Ha-na� [72℄ orrespondent aux résultats trouvés par l'heuristique de Wilbaut et Hana�, RSBBorrespond aux résultats obtenus par la méthode hybride présentée dans e hapitre enlimitant son temps d'exéution à 2 heures et RSBBC orrespond aux résultats obtenus enfaisant varier le membre de droite de la ontrainte des oûts réduits. Les valeurs en grasindiquent une amélioration soit en temps (un même minorant a été trouvé en un tempsplus rapide) soit en valeur (un meilleur minorant a été trouvé dans le temps imparti).Ces résultats montrent les possibilités d'amélioration de ette méthode hybride pour laalul de minorants. Ave ette première méthode, nous avons en e�et obtenu une amélio-ration de 25 instanes sur les 30 instanes b10.500 par rapport à l'heuristique de Wilbautet Hana�.4.6 ConlusionNous avons proposé, dans e hapitre, ertaines ontributions à Resolution searh. Lapremière ontribution onerne une modi�ation de la phase de remontée originale, fondéesur des relations d'impliation qui peuvent être déduites entre ertains n÷uds de l'arbre dereherhe. Cette phase de remontée impliite, permet de proéder à l'identi�ation d'obs-tales minimaux à moindre oût par rapport à la phase de remontée originale. Nous avonsvu expérimentalement qu'elle o�re une rédution sensible du nombre d'appels à oralelors de la résolution d'instanes de MKP. Nous avons également montré que la struture deResolution searh permet d'améliorer la diversi�ation de la reherhe en explorant partiel-lement et de manière répétée plusieurs sous�problèmes du problème original. Nous avonsproposé une méthode hybride qui ombine Resolution searh à un algorithme d'énumé-ration impliite inspiré des travaux du hapitre 2. Cette hybridation onstitue une réelleoopération entre Resolution searh, qui guide la reherhe vers des zones prometteuses del'espae, et l'énumération impliite qui, en résolvant e�aement des sous�problèmes de pe-tite taille, fournit des obstales intéressants à Resolution searh. Les expérimentations ontmontré que la méthode résultante est apable de résoudre les instanes b10.250 et b5.50073



Chapitre 4. Coopération entre Resolution searh et l'énumérationimpliite pour le sa à dos multidimensionnel en 0�1en un temps plus rapide que les meilleures méthodes exates onnues sur es instaneset d'obtenir les preuves d'optimalité des instanes b10.500 qui étaient inonnues jusqu'àprésent. Nous avons vu qu'il était possible, en resserrant la ontrainte des oûts réduits,d'améliorer le alul de minorants de ette méthode. Des expérimentations sur les instanesb10.500 ont montré qu'elle donnait de meilleurs résultats que l'une des heuristiques lesplus performantes onnues. Bien que l'algorithme proposé dans e hapitre soit relative-ment éloigné de l'implémentation originale de Resolution searh proposée par Chvátal, ilmontre que ette méthode onstitue un shéma d'exploration intéressant pour la résolutionde problèmes d'optimisation linéaire à variables binaires.Tab. 4.5 � Amélioration du alul de minorants pour les instanes b10.500Instane Wilbaut, Hana� [72℄ RSBB RSBBCBI t (s) BI t (s) BI t (s)b10.500_0 117809 3086 117809 141 117809 13b10.500_1 119217 2068 119222 5180 119222 4059b10.500_2 119215 5028 119211 410 119211 11b10.500_3 118801 3400 118813 860 118813 26b10.500_4 116514 241 116514 544 116514 36b10.500_5 119490 3130 119504 8375 119504 4556b10.500_6 119794 2810 119827 9862 119790 103b10.500_7 118333 6146 118323 1 118323 3b10.500_8 117781 2200 117779 10 117779 8b10.500_9 119251 4282 119251 11423 119251 147b10.500_10 217377 9 217377 18 217377 4b10.500_11 219077 1727 219077 2083 219077 123b10.500_12 217847 428 217847 18 217847 7b10.500_13 216868 1032 216868 67 216868 7b10.500_14 213853 1707 213861 1127 213861 1067b10.500_15 215086 1317 215086 123 215086 14b10.500_16 217940 4606 217915 1973 217940 2944b10.500_17 219990 5729 219984 73 219984 21b10.500_18 214375 329 214375 196 214382 6014b10.500_19 220886 3174 220899 744 220899 659b10.500_20 304387 5118 304363 40 304387 4041b10.500_21 302379 1462 302379 58 302379 17b10.500_22 302416 85 302416 12 302416 22b10.500_23 300784 2004 300784 3345 300784 40b10.500_24 304374 1561 304374 683 304374 64b10.500_25 301836 5314 301796 13 301836 2648b10.500_26 304952 326 304952 169 304952 26b10.500_27 296472 785 296478 4122 296478 1168b10.500_28 301357 1015 301353 3141 301359 1867b10.500_29 307089 839 307089 4324 307089 17
74



Chapitre 5Appliation de Resolution searh auproblème de plani�ation detehniiens et d'interventions pour lestéléommuniationsNous présentons, dans e hapitre, un travail réalisé dans le adre du 5ème hallenge dela Soiété Française de Reherhe Opérationnelle et d'Aide à la Déision (ROADEF)1. Lesujet, proposé par Frane Téléom, onernait la plani�ation de tehniiens et d'interven-tions dans le domaine des téléommuniations. Nous détaillons, dans une première partie,l'algorithme de reherhe de bornes supérieures que nous avons présenté pour e hallenge etnous exposons ensuite une étude réalisée a posteriori sur l'appliation de Resolution searhà la résolution d'un sous�problème du problème général.L'objetif du problème que l'on note TIST (pour Tehniians and Interventions Shedu-ling Problem for Teleommuniations) est de onevoir des ordonnanements de tehniienset d'interventions dans le but d'aider les déideurs de Frane Téléom dans la réalisation deleurs plannings. Chaque jour, des équipes de tehniiens doivent être formées a�n d'e�etuerdi�érentes tâhes à di�érents lieux géographiques. L'aroissement du nombre de lients etla diversi�ation des servies dus au développement du haut débit omme la voix sur ip oula télévision par Internet rendent la réalisation des plannings de plus en plus omplexe.Les interventions sont aratérisées par des ritères spéi�ques omme une priorité deplani�ation et une durée d'exéution, et ertaines interventions doivent être réalisées avantd'autres. Les interventions sont également omposées de di�érentes tâhes qui néessitentun ertain nombre de tehniiens d'un ertain niveau de ompétene dans un domainedonné. Les tehniiens sont spéialisés dans di�érents domaines ave di�érents niveaux deompétene et haque tehniien a une liste de jours d'indisponibilité. D'autre part, haque1http ://www.g-sop.fr/ChallengeROADEF2007/ ou http ://www.roadef.org/75



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsintervention a un oût donné si elle est sous�traitée par une entreprise extérieure. Le oûttotal de es interventions sous�traitées ne peut dépasser un ertain budget. Le TIST onsisteà ordonnaner un ensemble d'interventions en minimisant une fontion salaire qui attribueune pénalité plus grande aux interventions les plus prioritaires. Ce problème a deux aspetsombinatoires distints : l'ordonnanement des interventions (qui dépend des ontraintesde préédene) et la onstrution des équipes de tehniiens (qui dépend du jour ourant).Dans une première partie, nous dérivons l'algorithme de résolution que nous avons pré-senté lors du hallenge ROADEF'07. Cet algorithme, basé sur la métaheuristique GRASP(Greedy Randomized Adaptive Searh Proedure [? ℄), donne des résultats prometteurset nous a permis d'être lassé 4ème sur 35 équipes partiipantes lors du lassement �nal.Néanmoins, l'un des défauts majeurs de et algorithme onerne le hoix des interventionsà sous�traiter. Ce hoix est e�etué par une heuristique simple onsistant à hoisir dès ledépart un ensemble d'interventions à sous�traiter et à ne plus onsidérer es interventionsdurant la reherhe. Un mauvais hoix de départ peut don pénaliser l'e�aité de l'algo-rithme durant tout le proessus de reherhe. Nous avons réalisé une étude a posteriori sure problème dans le but d'améliorer les résultats préédemment obtenus. Nous présentons,dans la deuxième partie de e hapitre, les di�érentes voies qui ont été explorées pour etteétude et montrons en partiulier que l'utilisation de Resolution searh permet d'obtenir demeilleurs résultats que les autres méthodes testées sur la résolution de e sous�problème.Une partie du travail dérit ii a fait l'objet de publiations [42, 8℄.5.1 Desription du problèmeDans ette setion, nous ommençons par dérire le problème de manière informelle,puis nous présentons les di�érentes notations utilisées pour les données du problème. Nousonluons par une formulation mathématique du TIST dans laquelle les interventions sous�traitées ne sont pas prises en ompte.5.1.1 Desription généraleLe problème traite d'interventions devant être a�etées à des équipes de tehniiens.Les tehniiens sont aratérisés par leurs jours de ongés et leurs niveaux de ompétene,et les interventions par leur priorité, leur temps d'exéution, leur liste de prédéesseurs(interventions qui doivent être traitées avant l'intervention) et le nombre de tehniiensrequis pour haque niveau et domaine de ompétene. L'objetif onsiste à onstruire deséquipes de tehniiens pour haque journée et à a�eter des interventions à es équipes enrespetant toutes les ontraintes de la plani�ation et en minimisant la fontion objetive
28t1 + 14t2 + 4t3 + t4où tk est la date de �n de la dernière intervention de priorité k pour k = 1, 2, 3 et t4 est ladate de �n de l'ordonnanement. 76



5.1. Desription du problèmeUn ordonnanement doit satisfaire une liste de ontraintes pour l'a�etation des tehni-iens et pour l'a�etation des interventions. Nous onsidérons que haque journée de travailest dans l'intervalle de temps [0,Hmax] et qu'il est impératif de respeter et intervalle. Enonséquene, une intervention ne peut être réalisée avant la date 0 ou après la date Hmaxet ne peut être réalisée sur plusieurs jours.Une intervention doit être réalisée par une seule équipe à une unique date, plusieurséquipes ne peuvent se partager la même intervention et auune intervention ne peut êtrea�etée à un tehniien en repos. Une ontrainte forte est que les équipes ne peuventhanger durant la journée, e qui implique que haque tehniien appartient au plus à uneseule équipe haque jour. Cette ontrainte est due au nombre limité de voitures disponibleset au temps que ela prendrait de rapatrier les voitures pour former de nouvelles équipes.Une équipe doit satisfaire les demandes de haque intervention qui lui est assignée. Ainsi,pour haque intervention, nous devons a�eter su�samment de tehniiens quali�és poursatisfaire toutes les demandes. Par exemple, une intervention qui néessite un tehniiende niveau 2 dans le domaine d1 peut être réalisée par un tehniien de niveau 2, 3 ou 4dans le domaine d1, mais ne peut être réalisée par deux tehniiens de niveau 1 dans ledomaine d1. Le nombre requis de tehniiens d'un ertain niveau pour une intervention estumulable puisqu'un tehniien d'un niveau donné est aussi quali�é pour tous les niveauxinférieurs pour le même domaine de ompétene.Finalement, il est possible de sous�traiter ertaines interventions à une entreprise ex-terne. Chaque intervention a un oût spéi�que dans le as où elle serait sous�traitée etle oût total de la sous�traitane ne peut exéder un budget donné. Notons que le modèlemathématique que nous exposons en setion 5.1.2 ne prend pas en ompte les interventionssous�traitées. En e�et, ette partie du problème est réalisée dans une phase de prétraitementdérite en setion 5.2.1.La méthode GRASP onsiste à alterner itérativement une phase de onstrution et unephase d'amélioration. La phase de onstrution génère une solution réalisable en insérantdes interventions suivant un ritère d'insertion, le voisinage de ette solution est ensuiteexploré ave un algorithme de reherhe loale dans la phase d'amélioration jusqu'à equ'un minimum loal soit identi�é. Un des inonvénients de l'implémentation lassiquede la méthode GRASP est qu'elle ne prend pas en ompte l'information fournie par lessolutions préédemment explorées ar haque itération est indépendante de l'autre. Nousproposons une implémentation intégrant l'apprentissage2 dans le but de diriger la reherhevers des solutions de qualité. En e�et, à haque itération, les ritères d'insertion utilisés pouronstruire une solution réalisable sont mis à jour en prenant en ompte les explorationspassées.2Une bibliographie sur d'autres versions de GRASP intégrant l'apprentissage peut être trouvée dansl'artile de Pitsoulis et Resende [57℄. 77



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsNotre approhe est entrée sur trois phases prinipales : une phase de prétraitement quiséletionne un sous�ensemble d'interventions à sous�traiter ; une phase d'initialisation quiherhe à identi�er de bons ritères d'insertion pour la phase de onstrution ; et une phasede reherhe qui utilise GRASP pour trouver la meilleure solution possible.5.1.2 Notations et modèle mathématiqueDans ette setion, nous introduisons un ensemble de notations ainsi que le modèle ma-thématique du problème.Les onstantes du problème sont les suivantes :� Hmax est la durée de temps de haque jour (Hmax = 120 dans le sujet).� T (I) est le temps d'exéution de l'intervention I.� cost(I) est le oût de l'intervention I.� A est le budget alloué pour les interventions sous�traitées.� P (t, j) est égale à 1 si le tehniien t travaille le jour j, 0 sinon.� C(t, i) est le niveau de ompétene du tehniien t dans le domaine i.� R(I, i, n) est le nombre de tehniiens requis de niveau n dans le domaine i pourtraiter l'intervention I.� Pred(I) est la liste des prédeesseurs de I.� Succ(I) est la liste des suesseurs de I.Les variables sont les suivantes :� s(I) est la date de début de l'intervention I.� e(t, j) est le numéro de l'équipe à laquelle est rattahé le tehniien t pour le jour j.L'équipe 0 est une équipe spéi�que omposée des tehniiens ne travaillant pas ejour.� d(I) est le jour où l'intervention I est plani�ée.Une intervention qui néessite, pour le domaine i, au moins un tehniien de niveau 3 et untehniien de niveau 2 aura ses demandes notées : R(I, i, 1) = 2, R(I, i, 2) = 2, R(I, i, 3) = 1et R(I, i, 4) = 0.Pour le modèle mathématique, nous utilisons les onstantes suivantes :� Pr(k, I) égale 1 si la priorité de l'intervention I est k et 0 sinon.� P(I1, I2) égale 1 si l'intervention I1 est un prédéesseur de l'intervention I2 et 0 sinon.et les variables suivantes :� x(I, j, h, ǫ) égale 1 si l'équipe ǫ travaille sur l'intervention I le jour j à la date dedébut h et 0 sinon.� y(j, ǫ, t) égale 1 si le tehniien t est dans l'équipe ǫ le jour j et 0 sinon.� tk, k = 1, 2, 3 est la date de �n de la dernière intervention de priorité k.� t4 est la date de �n de l'ordonnanement.78



5.1. Desription du problèmeCe problème, noté (P ′), peut être modélisé de la manière suivante :Minimiser 28t1 + 14t2 + 4t3 + t4sujet à ∑

j,h,ǫ

x(I, j, h, ǫ) = 1, ∀I, (5.1)
y(j, 0, t) = 1 − P (t, j), ∀j, t, (5.2)
∑

ǫ

y(j, ǫ, t) = 1, ∀j, t, (5.3)
x(I, j, h, 0) = 0, ∀I, j, h, (5.4)
min(h2+T (I2)−1,Hmax)

∑

h1=max(h2−T (I1)+1,0)

x(I1, j, h1, ǫ) + x(I2, j, h2, ǫ) ≤ 1, ∀I1, I2, h2, j, ǫ, (5.5)
∑

j,h,ǫ

(jHmax + h) (x(I1, j, h, ǫ) − x(I2, j, h, ǫ)) + T (I1)x(I1, j, h, ǫ) ≤ 0,

∀I1, I2 | P(I1, I2) = 1, (5.6)
x(I, j, h, ǫ) = 0 ∀I, j, h, ǫ | h+ T (I) > Hmax, (5.7)
∑

h

R(I, i, n)x(I, j, h, ǫ) ≤
∑

t|C(t,i)≥n

y(j, ǫ, t), ∀I, i, n, ǫ, j, (5.8)
∑

j,h,ǫ

(jHmax + h+ T (I))Pr(k, I)x(I, j, h, ǫ) ≤ tk, ∀I, k = 1, 2, 3, (5.9)
∑

j,h,ǫ

(jHmax + h+ T (I)) x(I, j, h, ǫ) ≤ t4, ∀I. (5.10)
La ontrainte (5.1) assure que haque intervention est traitée par une seule équipe à unejournée et à une date �xée. La ontrainte (5.2) garantit que si un tehniien t ne travaillepas le jour j, il est dans l'équipe 0. La ontrainte (5.3) spéi�e qu'un tehniien appartientà une seule équipe haque jour. La ontrainte (5.4) assure qu'auune intervention n'estréalisée par l'équipe 0. La ontrainte (5.5) erti�e que deux interventions réalisées le mêmejour par la même équipe sont e�etuées à des dates di�érentes. La ontrainte (5.6) spéi�eque tous les prédéesseurs d'une intervention donnée doivent être réalisés avant la date dedébut de l'intervention. La ontrainte (5.7) assure que haque jour a une durée limite de

Hmax, nombre maximal de portions de temps par jour. La ontrainte (5.8) spéi�e qu'uneéquipe qui travaille sur l'intervention I satisfait les demandes en nombre de tehniiens parniveau de ompétene. Finalement, la ontrainte (5.9) spéi�e que tk est la date de �n dela dernière intervention de priorité k, k = 1, 2, 3 et la ontrainte (5.10) spéi�e que t4 est ladate de �n de l'ordonnanement. 79



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniations5.2 Méthode de résolutionDans ette setion, nous détaillons les trois phases prinipales de notre approhe : (i) laphase de prétraitement qui onsiste à séletionner un sous�ensemble d'interventions à sous�traiter ; (ii) la phase d'initialisation qui herhe à identi�er de bons ritères d'insertions pourla onstrution des solutions ; et (iii) la phase de reherhe qui s'appuie sur la métaheuris-tique GRASP pour trouver la meilleure solution possible. La terminologie GRASP se réfèreà une lasse de proédures dans laquelle une heuristique gloutonne et une tehnique de re-herhe loale sont employées. La métaheuristique GRASP a été appliquée à de nombreuxproblèmes d'optimisation ombinatoire omme les problèmes d'ordonnanement [75℄, lesproblèmes de routage [1℄, les problèmes de graphes [59℄, les problèmes d'a�etation [23℄,les problèmes de plani�ation [75℄ et. On peut se référer à [? ℄ pour une bibliographie plusomplète sur le sujet.La méthode GRASP onsiste à répéter la proédure suivante jusqu'à satisfaire un ritèred'arrêt (nombre maximum d'itérations, temps CPU �xé, niveau de qualité de la solution...) :1. Générer une solution réalisable ave un algorithme glouton randomisé.2. Appliquer un algorithme de reherhe loale à la solution préédente.3. Mettre à jour la meilleure solution.5.2.1 Heuristique de hoix des interventions à sous�traiterDans le ontexte du hallenge, nous devions trouver une méthode e�ae dans un tempslimité. Pour ela, nous avons opté pour une méthode heuristique qui onsiste à hoisir unensemble d'interventions à sous�traiter au début du proessus. Une fois et ensemble dé-terminé, les interventions sous�traitées ne sont plus prises en ompte durant le proessusde reherhe. Cette heuristique est fondée sur un ritère d'insertion lié à un poids spéi-�que attribué à haque intervention. Ce poids ω(I) est établi à partir d'une borne supé-rieure du nombre minimum de tehniiens néessaires à la réalisation de l'intervention I(minte(I)), et de la durée de elle-i (T (I)). Il est égal au produit de es deux valeurs :
ω(I) = minte(I) × T (I).Soit Ωt l'ensemble des indies des variables représentant les tehniiens et x ∈ {0, 1}|Ωt |un veteur de variables de déision. Dans un premier temps, la valeur minte(I) est aluléeen résolvant de manière heuristique le programme linéaire en nombres entiers suivant :Minimiser ∑

t∈Ωt

xtsujet à ∑

t|C(t,I)≥n,t∈Ωt

xt ≥ R(I, i, n), ∀i, n,

xt ∈ {0, 1}, t ∈ Ωt.L'heuristique utilisée pour résoudre e problème est dérite par l'algorithme 5.1.80



5.2. Méthode de résolutionAlgorithme 5.1 � Calul de la valeur minte(I) pour une intervention Iminte(I){
ǫ := équipe vide;
T := sous�ensemble de tehniiens satisfaisant au moins une demande de I ;for(haque tehniien t dans T) {

sk(t, I) := nombre de niveaux de ompétene de t satisfaisantles demandes de I pour tous les domaines;}réarranger T selon l'ordre déroissant des valeurs sk(t, I) ;while(ǫ ne satisfait pas les demandes de I) {ajouter un nouveau tehniien t ∈ T à ǫ ;mettre à jour T := T − {t} ;}for(haque paire de tehniiens {t,t′} dans ǫ)for(haque tehniien t′′ de T)if({t,t′} peut être remplaé par {t′′} pour satisfaire les ompétenes)remplaer {t,t′} par {t′′} dans ǫ ;return nombre de tehniiens dans ǫ ;}}}Soit ω(I) l'ensemble des indies des interventions et x ∈ {0, 1}|ω(I)| le veteur de va-riables de déision tel que xI = 1 si l'intervention I est sous�traitée et 0 sinon. Nous devonstrouver, ensuite, un sous�ensemble d'interventions Γ à sous�traiter tel que∑xI∈ΓwIxI soitmaximal et le oût total ne dépasse pas le budget total disponible A, e qui orrespond à unproblème de sa à dos ave ontraintes de préédene [44℄. Ce problème, noté PCKP (pourPreedene Constraint Knapsak Problem), peut être formulé de la manière suivante :(PCKP) Maximiser ∑

I∈ΩI

wIxIsujet à ∑

I∈ΩI

cost(I) · xI ≤ A,

xI ≤ xI′ , ∀I, I ′ ∈ ΩI | P(I, I ′) = 1,

xI ∈ {0, 1}, I ∈ ΩI.Il est résolu par un algorithme glouton qui séletionne les interventions de ratio ω(I)/cost(I)maximal, pour lesquelles tous les suesseurs sont sous�traités, tant que le oût total nedépasse pas le budget disponible.
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Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsBien que e hoix de gestion des interventions à sous�traiter ne soit pas optimal, l'ex-périmentation a montré qu'il fournit de meilleurs résultats que d'autres stratégies testéestelles que :� Fixer le maximum de variables pour réduire le problème. Ce qui orrespond à a�eterun poids wI = 1 pour toutes les interventions.� Prendre en ompte la priorité des interventions, 'est�à�dire �xer wI = 28 si I est depriorité 1, wI = 14 si I est de priorité 2 et.5.2.2 Phase de onstrutionDans une implémentation lassique de la métaheuristique GRASP, la phase de onstru-tion onsiste à déterminer un ensemble d'éléments andidats pouvant être ajoutés à la so-lution partielle ourante tout en maintenant la réalisabilité. La séletion de l'élément àinorporer est déterminée selon un poids : les éléments orrespondant aux poids les plusforts sont insérés en priorité. Les poids sont donnés par un algorithme glouton qui évaluel'augmentation de la fontion objetive qu'engendre l'insertion des andidats. Dans notreas, ils sont tout d'abord initialisés à une valeur donnée (liée au oût de la priorité del'intervention dans la fontion objetive) et mis à jour à haque itération en prenant enompte les solutions préédemment renontrées. La méthodologie GRASP lassique onsi-dère une liste restritive de andidats (RCL pour restrited andidate list) omposée des
α % des andidats ayant les poids les plus élevés, α ∈ [0, 100]. Les andidats sont alorshoisis aléatoirement dans la RCL a�n de les insérer dans la solution partielle ourante.Dans notre approhe, la RCL est omposée de toutes les interventions, e qui orrespond à�xer la variable α à la valeur 100. Les interventions sont insérées selon l'ordre déroissantdes poids et sont hoisies aléatoirement en as d'égalité.Séletion d'un andidatInitialement, le poids d'un andidat est �xé à la valeur du oe�ient de sa prioritédans la fontion objetive et nous �xons arbitrairement un poids d'une valeur de 1 pourles interventions de priorité 4. Ainsi, les andidats de priorité 1 (respetivement 2, 3) ontun poids de 28 (resp. 14 ,4) et les andidats de priorité 4 ont un poids de 1. L'algorithmeglouton séletionne le andidat qui a la plus haute valeur de poids. Lorsque deux andidatsont le même poids, le hoix est fait aléatoirement. D'autre part, un andidat ne peut êtreséletionné si au moins l'un de ses prédéesseurs ne l'est pas.L'algorithme glouton herhe à insérer un andidat selon les trois ritères suivants : (1)le jour le plus t�t ; (2a) l'équipe qui néessite le moins de tehniiens supplémentaires pourtraiter l'intervention ; (2b) la date de début au plus t�t. Le proessus est répété jusqu'à eque tous les andidats soient ordonnanés. Nous dérivons maintenant omment l'algorithmetient ompte de es trois ritères. 82



5.2. Méthode de résolutionReherhe du jour au plus t�tLa première étape onsiste à aluler la date de départ au plus t�t de l'intervention I.Elle orrespond à un ouple de valeurs jour et heure notées d(I) et s(I). Pour ela, nousherhons la date de �n au plus tard parmi tous les prédéesseurs de I, s(Imax) + T (Imax)telle que Imax ∈ Pred(I) et Imax est insérée le jour dmax. Si s(Imax)+T (Imax)+T (I) > Hmaxalors d(I) = dmax + 1 sinon d(I) = dmax. Dans tous les as s(I) = s(Imax) + T (Imax).Calul du nombre minimum de tehniiens requis pour un andidatLes ritères (2a) et (2b) dépendent des tehniiens disponibles et des équipes existantesle jour d(I). A�n de respeter le ritère (2a), le nombre de tehniiens néessaire à laonstrution d'une nouvelle équipe doit être onnu. L'algorithme véri�e que les niveaux deompétene requis par l'intervention I sont satisfaits par une équipe donnée ǫ. Si 'est leas, il n'est pas néessaire d'ajouter un tehniien à l'équipe ǫ. Dans le as ontraire, lenombre minimum de tehniiens à ajouter à ǫ est déterminé de manière heuristique à partirdes tehniiens disponibles le jour d(I). Nous notons techsǫ(I) le nombre de tehniiensnéessaires pour assigner I à l'équipe ǫ (ǫ = 0 si une nouvelle équipe doit être réée). Ilreste à aluler la date de début au plus t�t de I pour es équipes.Calul de la date de début au plus t�tL'étape suivante de l'algorithme onsiste à aluler la date au plus t�t sǫ(I) de pla-ni�ation de l'intervention I ave l'équipe ǫ. Dans le as d'une nouvelle équipe, il s'agitsimplement de la valeur s(I). Sinon, pour haune des équipes retenues, on essaie d'insérer
I au plus t�t dans leur planning.Choix entre (2a) et (2b)L'ordre des ritères (2a) et (2b) dépend de la valeur de d(I) obtenue préédemment. Ildépend également de la date de �n de la dernière intervention de même priorité que I pourles priorités 1, 2, 3 et de la date de �n totale pour la priorité 4 (i.e. ti, où i désigne la prioritédu andidat I). Si d(I) × Hmax + s(I) + T (I) < ti alors la ondition (2a) est onsidéréeavant la ondition (2b). Sinon, la ondition (2b) a la priorité. En e�et, si l'insertion de
I ne provoque pas d'augmentation de la date de �n de la dernière intervention de mêmepriorité que I, alors elle n'in�ue pas sur la valeur de la fontion objetive. Dans e as, nousherhons à minimiser le nombre de tehniiens à ajouter avant de minimiser la valeur de
s(I).
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Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsEn résumé, pour favoriser la ondition (2a), l'algorithme hoisit l'équipe ǫ ave la va-leur minimale techsǫ(I) orrespondante. Si plusieurs équipes ont la même valeur, l'équipehoisie est elle pour laquelle la valeur sǫ(I) est minimale. Pour favoriser la ondition (2b),l'algorithme hoisit l'équipe ǫ ave la valeur minimale sǫ(I) et elle ayant la valeur minimale
techsǫ(I) s'il existe au moins deux équipes ave la même valeur sǫ(I).Utilisation d'une permutation des poids dans l'algorithme gloutonDes expérienes préliminaires nous ont montré que le ritère de hoix des interventionspour l'algorithme glouton n'est pas trivial et, en partiulier, qu'il ne orrespond pas toujoursà l'ordre des oe�ients des priorités dans la fontion objetive. Notons w(I) le poids del'intervention I. Supposons que w(I) soit égal au oe�ient de la priorité de I dans lafontion objetive. Cela revient à hoisir les interventions de haute priorité d'abord. La�gure 5.1 représente une solution générée par l'algorithme glouton dans es onditions. Lespoids des interventions sont : 28 pour les interventions de priorité 1 ; 14 pour les interventionsde priorité 2 ; 4 pour les interventions de priorité 3 ; 1 pour elles de priorité 4. Dans ette�gure, haque ligne représente un tehniien : le premier tehniien est représenté par laligne du haut et le dernier tehniien par la ligne du bas. Chaque retangle noir orrespondà un jour de ongés et haque ligne vertiale orrespond à la �n d'une journée. La valeurde la fontion objetive de ette solution est 17820.Fig. 5.1 � Solution ave un objetif de 17820 pour l'instane 8 de l'ensemble data-setA

priorité 1 priorité 2 priorité 3Il est possible d'a�eter les poids aux interventions de manière di�érente. Supposonsque les interventions de priorité 4 aient un poids de 28, elles de priorité 3 un poids de 14,elles de priorité 1 un poids de 4 et elles de priorité 2 un poids de 1. Cette a�etationorrespond à utiliser la permutation (4,3,1,2) des poids. La �gure 5.2 donne une solutiongénérée ave l'algorithme glouton en utilisant es poids. La valeur de l'objetif de ettesolution est 17355. Notons que les poids des interventions ne sont pas utilisés pour évaluerla solution mais uniquement pour guider l'algorithme glouton.84



5.2. Méthode de résolutionFig. 5.2 � Solution ave un objetif de 17355 pour l'instane 8 de l'ensemble data-setA
priorité 1 priorité 2 priorité 3Cet exemple montre que, pour ette instane, il est préférable de �xer un poids fort pourles interventions de priorité 3 et d'utiliser la permutation (4,3,1,2) des poids assoiés auxpriorités. Nous préisons que les permutations (4,3,1,2), (3,2,1,4), (4,3,2,1) et (4,2,1,3) sontéquivalentes pour l'algorithme glouton dans le as de �gure où il n'y a pas d'interventionde priorité 4.Mise à jour des poidsUn des inonvénients potentiels de l'arhiteture GRASP standard est qu'elle ne prendpas en ompte les solutions préédemment visitées. Dans l'implémentation proposée, nousutilisons l'information fournie par les solutions préédentes pour diriger la reherhe versdes zones potentiellement � prometteuses �. Cei est réalisé, à haque itération, en mettantà jour les poids des andidats en onsidérant les aratéristiques des solutions préédentes.Notons wp(I), le poids assoié à l'intervention I selon la permutation p des poids assoiésaux priorités. Par exemple, supposons que p = (3, 2, 1, 4), alors wp(I) = 28 si la prioritéde I est 3, wp(I) = 14 si la priorité de I est 2, et. À la �n de l'exéution de l'algorithmeglouton, les poids des interventions sont mis à jour à partir de l'information fournie par lasolution générée [65℄. Cette mise à jour onsiste à ajouter la valeur wp(I) aux dernièresinterventions de haque priorité et à tous leurs prédéesseurs de manière à plani�er esinterventions plus t�t à l'itération suivante. L'algorithme 5.2 illustre ette proédure.Algorithme 5.2 � Phase de mise à jourmise_a_jour_poids(p){ for(haque priorité prio) {

I := dernière intervention planifiée de priorité prio ;
w(I) = w(I) + wp(I) ;for(haque intervention J ∈ Pred(I))

w(J) = w(J) + wp(I) ;}} 85



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniations5.2.3 Phase d'initialisationL'identi�ation de la permutation qui onduit au meilleur omportement de l'algorithmeglouton est réalisée par la proédure d'éhantillonnage suivante :� Appliquer plusieurs fois l'algorithme glouton pour haune des 24 permutations despoids assoiés aux priorités. Trier les permutations selon la meilleure borne supérieureobtenue.� Répéter la même proédure sur les 12 permutations qui donnent les meilleures valeurs.� Répéter la même proédure sur les 6 permutations qui donnent les meilleures valeurs.Lorsque ette phase est terminée, nous onservons les 2 meilleures permutations. L'al-gorithme GRASP utilisera es deux permutations pour générer toutes les autres solutions :les poids des interventions évoluant depuis es valeurs de départ.5.2.4 Phase d'améliorationDans ette setion, nous dérivons un algorithme de reherhe loale qui explore levoisinage des solutions renontrées en vue d'une amélioration.Après avoir a�eté les interventions aux équipes et déterminé l'ordre dans lequel lesinterventions sont traitées pour haque équipe, nous véri�ons la faisabilité de l'ordonnane-ment. De plus, les dates de début optimales des interventions sont déterminées failement,dans e as, puisque le graphe représentant l'ordre d'exéution des interventions ave lesontraintes de préédene est un arbre aylique diret pondéré [16℄.Nous proposons deux algorithmes de reherhe loale, que nous appelons : phase ri-tial path et phase paking. Nous utilisons un mouvement d'éhange et un mouvementd'insertion, et ne onsidérons que les mouvements réalisables.Lors de la reherhe loale, nous maintenons le nombre minimal de tehniiens a�etéspour les interventions plani�ées. Ainsi, les tehniiens disponibles durant la journée appar-tiennent soit à une équipe vide pour laquelle auune intervention n'est assignée, soit auxéquipes pour lesquelles le nombre de tehniiens est minimal pour les interventions qui leursont assignées.Une opération d'éhange onsiste à intervertir l'a�etation et l'ordre de deux interven-tions et une opération d'insertion supprime une intervention et l'insère à une autre positiontemporelle.Phase ritial pathLe but de la phase ritial path est de réduire les dates de �n de haque priorité et ladate de �n de l'ordonnanement global (i.e., t1, t2, t3 et t4) simultanément.
86



5.2. Méthode de résolutionUn hemin ritique pour une priorité est dé�ni omme étant une séquene maximale
(I1, I2, . . . , Il) d'interventions telles que l'intervention Il donne la date de �n de la prioritéonsidérée, et haque intervention onséutive Ik et Ik+1 (k = 1, . . . , l − 1) satisfait

d(Ik) = d(Ik+1) et s(Ik) + T (Ik) = s(Ik+1)ou
d(Ik) + 1 = d(Ik+1), s(Ik+1) = 0 et s(Ik) + T (Ik) + T (Ik+1) > Hmax.L'intervention Ik+1 ne peut être insérée si l'intervention Ik n'est pas insérée plus t�t. Pardé�nition d'un hemin ritique, l'intervention I1 doit être séquenée plus t�t si nous voulonsréduire la date de �n de la priorité.L'algorithme de reherhe loale herhe un hemin ritique pour haque priorité etessaie de rompre e hemin en insérant l'intervention I1 au plus t�t.Phase pakingDans la phase paking, l'algorithme herhe à insérer les interventions de manière e�aesans dégrader l'objetif.Nous onsidérons une mesure de l'e�aité pour l'équipe ǫ du jour j. Soit Jǫ = {I1, I2, . . . , Il}les interventions qui sont a�etées à l'équipe ǫ. Soit N(Jǫ, i, n) le nombre maximum de teh-niiens requis pour le niveau n et le domaine i pour réaliser les interventions de Jǫ (i.e.,

N(Jǫ, i, n) = maxI∈Jǫ R(I, i, n) ). Soit
Wskill(Jǫ) =

∑

I∈Jǫ

∑

i,n

(N(Jǫ, i, n) −R(I, i, n))T (I)et
Wtime(Jǫ) = Hmax −

∑

I∈Jǫ

T (I),qui représentent respetivement les niveaux de ompétene � gaspillés � et le temps � gas-pillé � pour l'équipe ǫ et les interventions Jǫ. Nous estimons l'e�aité de l'a�etation desinterventions Jǫ à l'équipe ǫ par la fontion
f(Jǫ) = Wskill(Jǫ) + αWtime(Jǫ),où α est �xé à une grande valeur pour prendre en ompte en priorité le temps puis lesniveaux de ompétene.Dans ette phase, la reherhe loale estime la valeur d'une solution en sommant f(Jǫ)pour toutes les équipes de tous les jours, et elle aepte une solution voisine pour unmouvement si la solution est réalisable et qu'elle n'augmente pas les dates de �n de haquepriorité. 87



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniations5.2.5 Shéma général de l'approhe de résolutionL'algorithme 5.3 résume les trois phases exposées dans les setions préédentes. L'heu-ristique de prétraitement qui séletionne les interventions à sous�traiter est représentée parla fontion glouton_sous_traités. Cette fontion retourne un sous�problème dans lequelune partie des variables a été �xée (i.e. ave quelques interventions supprimées). La phased'initialisation onsistant à assigner des poids initiaux aux interventions est dérite par lafontion initialisation_poids. Cette proédure fournit conf1 et conf2, qui orrespondentaux deux on�gurations initiales des poids utilisées dans la proédure GRASP. La phaseGRASP onsiste à répéter l'exéution de l'algorithme glouton ave les deux on�gurationsdes poids séletionnées, puis à mettre à jour la mémoire et �nalement à appliquer la re-herhe loale lorsque la meilleure solution est améliorée. Le proessus s'arrête lorsque letemps pu alloué est dépassé.Algorithme 5.3 � Algorithme généralrésoudre_TIST(PB,MAX_CPU){ meilleure_solution = ⊘ ;
SPB = glouton_sous_traités(PB);
(conf1, conf2) = initialisation_poids(SPB);while(MAX_CPU n'est pas atteint) {solution_1 = onstrution_gloutonne(SPB, conf1) ;solution_2 = onstrution_gloutonne(SPB, conf2) ;Mettre à jour la mémoire;amélioration = mise_a_jour(solution_1,solution_2,meilleure_solution);if(amélioration = true)meilleure_solution = reherhe_loale(SPB, meilleure_solution);}}5.2.6 Calul d'une borne inférieureDans ette setion, nous onsidérons une borne inférieure du problème P ′ où les inter-ventions sous�traitées ont été supprimées, a�n d'évaluer la performane de l'algorithme.Pour aluler la borne inférieure de P ′ nous onsidérons huit problèmes relaxés ave unerestrition sur les interventions hoisies. Sur haun de es huit problèmes, nous alulonsune borne inférieure de la date de �n de l'ordonnanement (appelée makespan). La borneinférieure de P ′ est �nalement alulée en utilisant es valeurs.Nous onsidérons les problèmes suivants :� MSP (1) ave uniquement les interventions de priorité 1 et leurs prédéesseurs.� MSP (2) ave uniquement les interventions de priorité 2 et leurs prédéesseurs.� MSP (3) ave uniquement les interventions de priorité 3 et leurs prédéesseurs.88



5.2. Méthode de résolution� MSP (1, 2) ave uniquement les interventions de priorité 1 et 2 et leurs prédéesseurs.� MSP (2, 3) ave uniquement les interventions de priorité 2 et 3 et leurs prédéesseurs.� MSP (3, 1) ave uniquement les interventions de priorité 3 et 1 et leurs prédéesseurs.� MSP (1, 2, 3) ave les interventions de priorité 1 et 2 et 3 et leurs prédéesseurs.� MSP (1, 2, 3, 4) ave toutes les interventions.Si l'on note T1, T2, T3, T1,2, T2,3, T3,1, T1,2,3 et T1,2,3,4 les bornes inférieures des makes-pans respetifs, la résolution du problème suivant fournit une borne inférieure pour P ′ :Minimiser 28t1 + 14t2 + 4t3 + t4sujet à T1 ≤ t1, T2 ≤ t2, T3 ≤ t3,

T1,2 ≤ max{t1, t2}, T2,3 ≤ max{t2, t3}, T3,1 ≤ max{t3, t1},

T1,2,3 ≤ max{t1, t2, t3},

T1,2,3,4 ≤ t4,où t1, t2 et t3 sont respetivement les dates de �n des priorités 1, 2 et 3, et t4 est la datede �n de l'ordonnanement global. Toute solution réalisable doit satisfaire les ontraintespréédentes.Nous proposons trois bornes inférieures pour haque problème : la borne inférieure parboîtes qui est alulée de manière ombinatoire ; la borne inférieure par a�etation qui estobtenue par la résolution d'un programme linéaire qui est un sous�problème de P ′ ; et en�nla borne triviale qui est dérivée de onditions triviales du problème. Nous hoisissons lameilleure borne inférieure parmi elles-i et la renforçons par une proédure d'amélioration.Borne inférieure par boîtesLa borne inférieure par boîtes, qui est une borne inférieure sur le nombre de joursde l'ordonnanement, est alulée pour haque domaine i et niveau de ompétene n ; laplus grande valeur est onservée. La même méthode a été proposée par Lodi, Martello etVigo [47℄ pour le problème two-dimensional level paking problem.Pour haque domaine i et niveau de ompétene n, nous onsidérons un retangle,assoié à haque intervention I, dont la hauteur est R(I, i, n) et la largeur est T (I).Considérons tous les retangles insérés bout à bout par hauteur déroissante ommedans la �gure 5.3 (a).Ces retangles sont d'abord déoupés en blos de largeur Hmax pour respeter la duréede travail d'une journée. Ces blos ont une largeur égale à Hmax et une hauteur égale au
R(I, i, n) de la première intervention I qui les onstitue. Ils sont ensuite superposés pouren onstituer un unique. Cette opération est illustrée par la �gure 5.3 (b) où Ad(j, i, n) estle nombre de tehniiens qui peuvent travailler le jour j et dont le niveau de ompétenedans le domaine i est n. 89



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsFig. 5.3 � Illustration du alul de la borne inférieure par boîtes

Nous alulons en�n µ∗ = min{µ ∈ Z | H ≤
∑µ

j=1Ad(j, i, n)} qui représente le nombreminimum de jours néessaires pour pouvoir ouvrir la hauteur totale du blo onstruitpréédemment. µ∗ est ainsi une borne inférieure du nombre de jours pour l'ordonnanementsi l'on ne onsidère que le domaine i et le niveau n. La �gure 5.3 (b) illustre une situationoù µ∗ = 2.Borne inférieure par a�etationPour aluler la borne inférieure par a�etation, nous estimons suessivement le nombrede jours µ de l'ordonnanement en résolvant un programme linéaire orrespondant à µ, etnous répétons le proessus jusqu'à e que l'estimation soit orrete.Pour un nombre de jours µ donné (nous estimons alors que le makespan (date de �nde l'ordonnanement) M est dans [µHmax, (µ + 1)Hmax]), le temps de travail disponible
Uµ(t,M) jusqu'au temps M pour haque tehniien t peut être alulé failement (notonsque Uµ(t,M) est représenté par M − lHmax pour l ≤ µ ou 0).Nous onsidérons alors le programme linéaire suivant ALP(µ) :Minimiser M (5.11)sujet à ∑

t|C(t,i)≥n

xI,t ≥ R(I, i, n), ∀I,∀i,∀n (5.12)
∑

I

T (I)xI,t ≤ Uµ(t,M), ∀t, (5.13)
0 ≤ xI,t ≤ 1 ∀I,∀t, (5.14)où xI,t représente l'a�etation de l'intervention I au tehniien t. L'ensemble des solutionsréalisables de ALP(µ) est inlus dans elui de ALP(µ+1) par onséquent la valeur optimalede e problème devient plus petite lorsque µ augmente.
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5.2. Méthode de résolutionSi le problème n'a pas de solutions réalisables ou si la valeur optimale M∗ de ALP(µ)est supérieure à (µ+ 1)Hmax, nous en déduisons que la borne inférieure est plus grande. Sila valeur optimale M∗ de ALP(µ) est inférieure à (µ + 1)Hmax, nous en déduisons que laborne inférieure est plus petite. Le proessus est répété jusqu'à e que l'estimation réussisseet la dernière valeur M∗ s'avère être la borne inférieure par a�etation.Borne inférieure trivialeLa borne inférieure triviale est dérivée des onditions néessaires suivantes : (1) le tempsmaximal d'exéution d'une intervention parmi toutes les interventions est une borne infé-rieure, (2) la somme des temps d'exéution d'une séquene d'interventions liées par desontraintes de préédene est une borne inférieure. La valeur maximale de toutes es sé-quenes peut être alulée en temps linéaire et donne une borne inférieure du problème.Renforement de la borneSahant que le makespan est une ombinaison de T (I) et Hmax, il est possible de ren-forer la borne inférieure ourante. Pour ela, nous alulons tous les makespans possiblespar un algorithme de programmation dynamique pour le jour assoié à la borne inférieure,et nous prenons la valeur la plus petite supérieure ou égale à la borne inférieure donnée.Cette valeur renfore la borne inférieure trouvée.5.2.7 Résultats préliminairesNous présentons dans ette setion les résultats obtenus sur l'ensemble des données four-nies par Frane Téléom pour e hallenge. Il y a trois ensembles de données disponibles,haque ensemble ontenant 10 instanes ave un nombre di�érent d'interventions, de teh-niiens, de domaines de ompétene et de niveaux de ompétene. Le premier ensemble,appelé data-setA, ne onsidère pas le problème des interventions sous�traitées. Il ontientdes instanes (notées Ai) ayant de 5 à 100 interventions, de 5 à 20 tehniiens, de 3 à 5domaines de ompétene et de 2 à 4 niveaux de ompétene. L'ensemble data-setB ontientdes instanes (notées Bi) plus di�iles à résoudre qui prennent en ompte le problème desinterventions sous�traitées. Cet ensemble ontient des instanes ayant de 120 à 800 inter-ventions, de 30 à 150 tehniiens, de 4 à 40 domaines de ompétene et de 3 à 5 niveauxde ompétene. Finalement, l'ensemble data-setX (notées Xi) est l'ensemble d'instanes àpartir desquelles le lassement des équipes partiipant au hallenge a été réalisé. Il ontientdes instanes ayant de 100 à 800 interventions, de 20 à 100 tehniiens, de 6 à 20 domainesde ompétene et de 3 à 7 niveaux de ompétene.Nous exposons, dans le tableau 5.1, les résultats o�iels qui ont été publiés sur le siteWeb du hallenge. L'ordinateur utilisé est un AMD ave un proesseur de 1, 8 GHz et 1 GBde DDR-RAM. Le temps d'exéution est limité à 1200 seondes.91



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsLa desription des données par olonne est la suivante : Pb : nom de l'instane. int. :nombre d'interventions. te. : nombre de tehniiens. dom. : nombre de domaines de om-pétene. lev. : nombre de niveaux de ompétene. La olonne GRASP a trois valeurs : BS :la meilleure valeur de l'objetif trouvée par notre approhe, BI : la valeur de la borne infé-rieure une fois les interventions sous�traitées hoisies et gap : l'éart relatif entre la borneinférieure et la valeur de la fontion objetive. La olonne Meilleur objetif a deux valeurs :BS : la meilleure valeur de l'objetif trouvée parmi tous les partiipants au hallenge etgap : l'éart relatif entre ette meilleure valeur et la valeur que notre méthode a trouvée.Tab. 5.1 � Résultats o�iels obtenus lors du hallengeGRASP Meilleur objetifPb int. te. dom. lev. BS BI gap. BS gapA1 5 5 3 2 2340 2265 3.2 2340 0A2 5 5 3 2 4755 4215 11.35 4755 0A3 20 7 3 2 11880 11310 4.79 11880 0A4 20 7 4 3 13452 10995 18.26 13452 0A5 50 10 3 2 28845 26055 9.67 28845 0A6 50 10 5 4 18870 17775 5.8 18795 0.39A7 100 20 5 4 30840 27405 11.13 30540 0.97A8 100 20 5 4 17355 16166 6.85 16920 2.50A9 100 20 5 4 27692 25618 7.48 27692 0A10 100 15 5 4 40020 35405 11.53 38296 4.3Moyenne 9.01 0.81B1 200 20 4 4 43860 38385 12.48 34395 21.58B2 300 30 5 3 20655 16605 19.6 15870 23.16B3 400 40 4 4 20565 17460 15.09 16020 22.1B4 400 30 40 3 26025 19035 26.85 25305 2.76B5 500 50 7 4 120840 106290 12.04 89700 25.76B6 500 30 8 3 34215 24450 28.54 27615 19.28B7 500 100 10 5 35640 28470 20.11 33300 6.56B8 800 150 10 4 33030 32820 0.63 33030 0B9 120 60 5 5 29550 26310 10.96 28200 4.56B10 120 40 5 5 34920 32790 6.09 34680 0.68Moyenne 15.24 12.64X1 600 60 15 4 181575 140025 22.88 151140 16.76X2 800 100 6 6 7260 6840 5.78 7260 0X3 300 50 20 3 52680 49650 5.75 50040 5.01X4 800 70 15 7 72860 59560 18.25 65400 10.23X5 600 60 15 4 172500 126465 26.68 147000 14.78X6 200 20 6 6 9480 6180 34.81 9480 0X7 300 50 20 3 46680 45000 3.59 33240 28.79X8 100 30 15 7 29070 20590 29.17 23640 18.67X9 500 50 15 4 168420 101985 39.44 134760 19.98X10 500 40 15 4 178560 99705 44.16 137040 23.25Moyenne 23.05 13.74Un total de 17 équipes partiipaient à la phase �nale du hallenge. Notre algorithmea été plaé en première position dans la atégorie Junior et en quatrième position dans lelassement général. 92



5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterLe tableau 5.1 montre que l'éart entre la solution trouvée par notre algorithme et laborne inférieure est important pour ertaines instanes de l'ensemble data-setX. Les expé-rimentations réalisées sur es instanes, après le hallenge, ont montré que notre algorithmen'atteint jamais la phase d'amélioration par la reherhe loale. Nous devons aélérer laphase 2 de notre approhe, qui est en ause ii, soit en allégeant la proédure d'éhantillon-nage dérite en setion 5.2.3 soit en la remplaçant par une méthode déterministe du alulde la permutation optimale.Un autre point mis en évidene par es expérimentations est que le hoix des inter-ventions à sous�traiter est sous�optimal et pénalise notre algorithme GRASP. En e�et,ertaines valeurs de borne inférieure (alulées sur le problème résiduel ne ontenant pasles interventions sous�traitées) sont supérieures à la meilleure solution trouvée parmi tousles partiipants (majorant du problème global). Nous allons voir dans la setion suivanteque l'amélioration de la proédure de hoix de es interventions permet d'améliorer lesperformanes de notre algorithme.5.3 Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterDans ette setion, nous présentons une étude réalisée sur le problème du hoix desinterventions à sous�traiter. Rappelons que le problème onsiste à séletionner un sous�ensemble d'interventions de manière à ne pas dépasser le budget alloué et tel que tous lessuesseurs d'une intervention sous�traitée soient sous�traités. Une question majeure estl'évaluation de la pertinene de sous�traiter une intervention plut�t qu'une autre, et plusgénéralement de sous�traiter un sous�ensemble d'interventions plut�t qu'un autre. Nousprésentons ii quelques pistes qui ont été étudiées sur e problème et, en partiulier, lesexpérimentations faites ave Resolution searh qui nous ont permis d'améliorer les résultatspréédemment obtenus.5.3.1 Résolution exate du sa à dos ave ontraintes de préédeneUne première variante de l'algorithme initial onsiste à remplaer la résolution heuris-tique du problème de sa à dos ave ontraintes de préédene (f. setion 5.2.1) par unerésolution exate en utilisant CPLEX 9.2. Les résultats obtenus par ette version n'ontpas été globalement enourageants. Le tableau 5.2 présente un réapitulatif des résultatsobtenus en omparaison ave la version heuristique utilisant l'algorithme glouton pour sé-letionner les interventions à sous�traiter.Dans e tableau, les olonnes BI donnent les bornes inférieures obtenues ave le sous�ensemble d'interventions sous�traitées donné par l'heuristique gloutonne et elui donné parla résolution exate du PCKP. Les olonnes BS donnent les bornes supérieure orrespon-dantes. Les valeurs en gras indiquent les meilleures bornes supérieures trouvées parmi lesdeux méthodes. 93



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsTab. 5.2 � Résultats obtenus par la résolution exate du PCKPPb Heuristique gloutonne Méthode exate Pb Heuristique gloutonne Méthode exateBI BS BI BS BI BS BI BSB1 38385 43860 38835 44670 X1 140025 181575 140025 181575B2 16605 20655 15930 20640 X2 6480 7260 6840 7260B3 17460 20565 17535 21060 X3 49650 52680 50520 55740B4 19035 26025 18690 26505 X4 59560 72860 59570 71640B5 106290 120840 107670 120630 X5 126465 172500 126465 172500B6 24450 34215 24390 34440 X6 6180 9480 7020 10740B7 28470 35640 28080 35910 X7 45000 46680 45870 46920B8 32820 33030 32820 33030 X8 20590 29070 20410 27840B9 26310 29550 26310 29550 X9 101985 168420 103035 168660B10 32790 34920 34470 36600 X10 99705 178560 100950 176280Pour trois instanes, les sous�ensembles d'interventions sous�traitées sont les mêmes(B9, X1 et X5). Nous pouvons voir qu'en moyenne, les résultats �naux obtenus sontmoins bons du point de vue de la qualité de la borne supérieure �nale. Ces résultats nousonduisent don à herher dans une autre diretion.5.3.2 Énumération et évaluation des sous�ensembles maximauxLa seonde stratégie envisagée vise à énumérer une série de sous�ensembles maximauxd'interventions (au sens du budget) qui peuvent être sous�traitées, et les évaluer de ma-nière à hoisir le � meilleur �. L'évaluation d'un sous�ensemble d'interventions n'est pastriviale. L'approhe envisagée onsiste à utiliser le alul de la borne inférieure (setion5.2.6) sur haque sous�ensemble et à onserver le sous�ensemble générant la plus petiteborne inférieure.Après avoir déterminé les di�érentes omposantes onnexes du graphe formé par lesinterventions de l'instane, une stratégie réursive est mise en plae pour parourir toutesles interventions. Une intervention donnée peut être ajoutée au sous�ensemble ourant sison oût n'exède pas le budget restant et si tous ses suesseurs sont dans le sous�ensembleourant. L'algorithme ommene par onsidérer les interventions � isolées � (i.e. sans pré-déesseur ni suesseur), puis il onsidère haque omposante onnexe en ommençant parles interventions n'ayant pas de suesseurs. L'énumération se base également sur le ritèred'insertion utilisé dans l'approhe heuristique présentée en setion 5.2.1, 'est�à�dire qu'elleva herher à insérer en priorité les interventions ayant un plus grand ratio ω(I) dé�ni par
ω(I) =

minte(I) × T (I)

cost(I)
.La �gure 5.4 illustre la façon dont l'algorithme génère les sous�ensembles maximaux. Onsuppose dans et exemple que le budget alloué est A = 20. Le graphe de gauhe représenteun ensemble d'interventions telles que les valeurs (val1,val2) sont respetivement le ratio

ω(I) et le oût cost(I), tandis que les �èhes représentent les relations de préédene.94



5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterFig. 5.4 � Prinipe de réation des sous�ensembles maximaux par l'énumération
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L'algorithme ommene tout d'abord par insérer l'intervention 1 ar elle n'a ni prédé-esseur ni suesseur. Il insère ensuite l'intervention 4, ar parmi les interventions n'ayantpas de suesseurs, elle orrespond à elle ayant le plus grand ratio ω(I). L'interventionqui vient ensuite est l'intervention 6 ar tous les suesseurs de l'intervention 3 ne sont passous�traités et l'intervention 8 a une valeur ω(I) inférieure. Viennent ensuite les interven-tions 5 et 3 ar l'intervention 2 ne peut être insérée à ause du manque de budget disponible.Lorsqu'un sous�ensemble maximal est identi�é, il est évalué en alulant la borne inférieuresur les interventions non sous�traitées. L'ensemble donnant la plus petite borne inférieureonstitue l'ensemble des interventions sous�traitées pour l'algorithme GRASP. Le tableau5.3 expose les résultats obtenus en exéutant l'énumération durant 600 seondes.Tab. 5.3 � Résultats obtenus par l'énumération des sous�ensembles maximauxPb Glouton Enumération Pb Glouton EnumérationBI BS BI t(s) BS BI BS BI t(s) BSB1 38385 43860 37845 401 43890 X1 140025 181675 135675 402 172920B2 16605 20655 15315 0 20640 X2 6480 7260 6840 0 7260B3 17460 20565 16800 3 19065 X3 49650 52680 45780 125 50520B4 19035 26025 18975 1 27330 X4 59560 72860 59390 1 72570B5 106290 120840 104610 53 117630 X5 126465 172500 124875 271 165960B6 24450 34215 24390 5 33870 X6 6180 9480 6390 452 9600B7 28470 35640 28500 0 36660 X7 45000 46680 44580 265 45480B8 32820 33030 32820 1 33030 X8 20590 29070 18890 5 27120B9 26310 29550 25695∗ 40 27960 X9 101985 168420 100920 16 159600B10 32790 34920 33765 490 35880 X10 99705 178560 98970 342 165660Cette proédure permet d'améliorer 13 valeurs par rapport aux valeurs obtenues avel'heuristique gloutonne. La valeur enadrée orrespond à une amélioration de la meilleureborne supérieure onnue. La valeur de borne inférieure ave une étoile signi�e que tous lesensembles maximaux ont été énumérés et que ette valeur orrespond à l'optimum.95



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsLe alul de la borne inférieure semble être un bon ritère d'évaluation des ensemblesd'interventions à sous�traiter ar, exepté pour l'instane B4, on observe une orrélationentre la borne inférieure et la borne supérieure. La �gure 5.5 expose les di�érentes valeursde la borne supérieure en fontion de la borne inférieure dans les résultats obtenus jusqu'àprésent.Fig. 5.5 � Corrélation entre les bornes inférieures et les bornes supérieures trouvées
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5.3.3 Enumération des sous�ensembles maximaux par Resolution searhLa dernière voie explorée a été l'utilisation de Resolution searh pour déterminer l'en-semble d'interventions à sous�traiter. L'expérimentation menée se fonde sur les mêmes prin-ipes que la méthode d'énumération présentée préédemment : énumérer des sous�ensemblesmaximaux et les évaluer en alulant la borne inférieure du sous�problème assoié. Notreintuition était que Resolution searh permette d'énumérer de manière plus pertinente essous�ensembles et ainsi de générer plus rapidement des sous�ensembles donnant une borneinférieure de qualité.Prinipe d'explorationDans l'implémentation proposée, Resolution searh herhe à générer des ensemblesmaximaux en a�etant des valeurs 0 ou 1 à un veteur u de taille n, n étant le nombred'interventions. 96



5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterSi l'intervention I est sous�traitée, uI = 1, si l'intervention I n'est pas sous�traitée, uI =

0 et si le sort de l'intervention I n'est pas déidé, ui = ∗. Le r�le de la fontion obstale estde trouver un ensemble maximal et d'appeler la fontion orale qui, dans e as, onsisteà aluler la borne inférieure assoiée. L'obstale S représente alors l'ensemble maximalourant et il est ajouté à la famille path�like F de manière à explorer de nouveaux ensemblesdans les itérations futures. De même que pour la méthode d'énumération présentée dans lasetion préédente, Resolution searh explore l'espae des solutions de manière à favoriserl'insertion des interventions isolées et des interventions n'ayant pas de suesseurs dansles omposantes onnexes, tout en prenant en ompte un ritère d'insertion basé sur unpoids attribué à haque intervention. Comme nous l'avons mentionné dans le hapitre 3,Resolution searh prend deux di�érents ritères en onsidération : (i) un ritère d'insertionlors de la phase de desente qui onsiste à déterminer quelle intervention sera insérée et(ii) un ritère de remise en ause lors du hoix du littéral w dans la mise à jour de F quionsiste à déterminer quelle déision sera remise en ause dans les itérations futures. Nousmontrons que l'utilisation de es deux ritères permet d'explorer l'espae des solutions demanière plus adaptée.Critères d'insertion et de remise en auseOn note ψ(I) le poids d'insertion assoié à une intervention I et θ(I) son poids deremise en ause. Dans les deux as (insertion ou remise en ause) les interventions sonthoisies par ordre déroissant des poids assoiés. Lors de la réation des sous�ensembles,on favorise l'insertion des interventions ayant le moins de suesseurs, ar la sous�traitaned'une intervention implique la sous�traitane de tous ses suesseurs e qui peut limiter apriori l'insertion d'autres interventions. De plus, on favorise les interventions ayant un ratio
ω(I) important. Le poids d'insertion ψ(I) peut être dé�ni de la manière suivante :

ψ(I) =
ω(I)

|Succ(I)| + 1A�n de donner une priorité supplémentaire aux interventions isolées, leur poids a une valeurdouble :
ψ(I) = 2 · ω(I) ∀I tel que |Pred(I) = 0| et |Succ(I) = 0|.Lorsqu'un ensemble maximal est identi�é, il est ajouté à la famille F sous forme de lause.Cette lause omporte : des instaniations x̄I signi�ant que l'intervention I fait partie del'ensemble ; des instaniations xI signi�ant que l'intervention I ne doit pas être insérée ;et des variables non instaniées ne faisant pas partie de l'ensemble mais qui pourront êtreinstaniées dans les itérations futures. Durant la mise à jour de F , nous avons vu dans lehapitre 3 qu'il y a deux as à distinguer : soit S 6⊑ F soit S ⊑ F . Dans le premier as,

R = S est simplement ajoutée à F et dans le deuxième as, S est simpli�ée par résolvantessuessives sur ertaines lauses de F pour donner la lause R qui sera insérée dans F .97



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsOn distingue deux as de �gure pour la remise en ause d'une instaniation : soit Iappartient à l'ensemble et x̄I ∈ R, soit I n'appartient pas à l'ensemble et xI ∈ R. Dans lesdeux as on hoisit un littéral w appartenant à R qui sera �xé à sa valeur opposée dans leprohain veteur u(F ). On préfère hoisir un littéral w à valeur 1 dans R (x̄I ∈ R) pour qu'ilsoit �xé à 0 dans u(F ) de manière à supprimer une intervention de l'ensemble plut�t qu'enajouter une nouvelle (ar l'ensemble est déjà maximal). On préfère également un littéralorrespondant à une intervention de faible poids ψ(I) et ayant le moins de prédéesseurs arsi l'intervention est retirée de l'ensemble, tous ses prédéesseurs doivent l'être également.Dans le as où toutes les interventions sont à valeur 0 dans R (x̄I 6∈ R pour tout I), le ritèrede remise en ause est alors diretement lié au ritère d'insertion, ar dans e as, hoisir
w orrespond à insérer l'intervention w dans u(F ). Si l'on prend en ompte les di�érentsritères que l'on vient d'énumérer, le poids de remise en ause θ(I) lié à une intervention Ipeut être dé�ni de la manière suivante :

θ(I) =







1/(ψ(I) + |Pred(I)| + 1) si x̄I ∈ R

−1/ψ(I) si xI ∈ RNous allons illustrer la di�érene de omportement entre l'énumération et Resolutionsearh pour la génération des ensembles maximaux. Comme dans l'exemple préédent, ononsidère que le budget alloué pour la sous�traitane est A = 20. Le shéma de gauhede la �gure 5.6 illustre le hoix fait par l'énumération pour la réation d'un sous�ensemblemaximal tel que dérit préédemment.Fig. 5.6 � Remise en ause du hoix des interventions dans le as de l'énumération
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L'intervention 1 étant isolée, elle est hoisie en priorité, ensuite les interventions 4 et
6 ayant la plus grande valeur ω(I) sont séletionnées et leur prédéesseurs sont insérésjusqu'à e qu'il ne soit plus possible de rajouter d'interventions. Une fois l'ensemble maximal98



5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiter
{1, 3, 4, 5, 6} identi�é, la borne inférieure est alulée puis un autre ensemble est généré ensupprimant ou en insérant des interventions. Le nouvel ensemble généré par l'énumérationest représenté par le shéma de droite. Bien que l'intervention 3 ait un poids ω(I) important,elle est supprimée de l'ensemble maximal ar elle orrespond à la dernière interventioninsérée préédemment. L'intervention 8, qui semble a priori moins intéressante au regard duritère ω(I), est insérée pour donner l'ensemble {1, 4, 5, 6, 8}. On onstate ii que le hoixde supprimer l'intervention 3 n'est pas très judiieux ar, d'une part, ette interventionpossède un ritère ω(I) important et, d'autre part, sa suppression empêhe l'insertion deson prédéesseur, l'intervention 8, représentant elle aussi un poids ω(I) important.Dans le as d'une énumération par Resolution searh, le alul des poids ψ(I) et θ(I)nous donne le tableau 5.4 suivant :Tab. 5.4 � Poids d'insertion et de remise en ause assoiés aux interventions

I 1 2 3 4 5 6 7 8
ψ(I) 2 1,6 2,25 7 2,5 6 2 1
θ(I) 0,33 0,38 0,23 0,1 0,18 0,1 0,33 0,33La �gure 5.7 illustre le omportement de Resolution searh pour la génération desensembles maximaux.Fig. 5.7 � Remise en ause du hoix des interventions dans le as de Resolution searh
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Les valeurs (val1,val2) orrespondent respetivement à ψ(I) et cost(I) dans le shémade gauhe et à θ(I) et cost(I) dans le shéma de droite. Le premier ensemble maximal(shéma de gauhe) orrespond au même ensemble que elui généré par l'énumération.
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Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsLe deuxième ensemble généré (shéma de droite) est di�érent : le ritère θ(I) maximalétant elui de l'intervention 1 (θ(1) = 0, 33 alors que θ(3) = 0, 23), 'est ette interventionqui est supprimée de l'ensemble maximal. L'intervention 2 de valeur ψ(2) = 1, 6 est alorsajoutée à l'ensemble e qui nous donne l'ensemble {2, 3, 4, 5, 6} qui globalement semblemeilleur (selon le ritère ω) que l'ensemble {1, 4, 5, 6, 8} généré par l'énumération.Les ritères ψ ou θ n'étant pas optimaux, il se peut que dans ertains as, l'énuméra-tion donne de meilleurs sous�ensembles que Resolution searh. L'exemple proposé illustreependant bien le fait que Resolution searh permet d'e�etuer une reherhe plus �ne quine antonne pas la remise en ause des hoix à l'ordre inverse d'instaniation et peut sebaser sur d'autres ritères heuristiques.Phase de remontée impliiteNous montrons qu'il est possible, dans la résolution de e problème, d'implémenter laphase de remontée impliite dérite dans le hapitre 4. Reprenons l'exemple préédent en lemodi�ant légèrement : supposons que le poids ψ(3) soit égal à 8 au lieu de 2, 25. La premièreintervention insérée est don l'intervention 3. On peut déduire alors par impliation que lesinterventions 4,5 et 6 doivent également être insérées. Comme nous l'avons démontré dansla proposition 4.1 du hapitre 4, puisque x̄3 ⇒ x̄4x̄5x̄6 alors S = x̄3. L'intervention quisuit est l'intervention 1 de poids ψ(1) = 2 et l'ensemble {1,3,4,5,6} résultant est maximal.L'ensemble maximal généré est alors représenté par la lause S = x̄1x̄3 et la remise en ausene porte que sur x1 ou x3. Il est en e�et inutile d'essayer de supprimer les interventions 4,
5 ou 6 tant que l'intervention 3 est dans l'ensemble. L'appliation de la phase de remontéeimpliite permet ii d'identi�er plus rapidement quels hoix méritent d'être remis en auseou non. La �gure 5.8 illustre le fontionnement de la phase de remontée impliite dans laonstrution d'un ensemble maximal.Fig. 5.8 � Illustration de la phase de remontée impliite
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5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterRésultats expérimentauxLes résultats expérimentaux obtenus en exéutant Resolution searh durant 600 se-ondes sont exposés dans le tableau 5.5. Ces résultats montrent que Resolution searh seomporte mieux de manière générale que l'énumération de type baktraking pour trouverun sous�ensemble générant une borne inférieure de qualité. Dans e tableau, BI orrespondà la meilleure borne inférieure trouvée, t(s) orrespond au temps pu en seondes mis pourtrouver la borne et BS orrespond à la valeur de l'objetif trouvé par l'algorithme GRASPaprès 1200 seondes. La olonne meilleures valeurs orrespond aux meilleures valeurs ob-tenues jusqu'à présent ave l'heuristique gloutonne ou l'énumération et Resolution searhorrespond aux valeurs trouvées par Resolution searh.Tab. 5.5 � Résultats obtenus par Resolution searhPb meilleures valeurs Resolution searh Pb meilleures valeurs Resolution searhBI BS BI t(s) BS BI BS BI t(s) BSB1 37845 43860 36525 172 42180 X1 135675 172920 135675 401 172920B2 15315 20640 15225 0 20340 X2 6480 7260 6840 0 7260B3 16800 19065 16965 0 19410 X3 45780 50520 45360 308 50280B4 18975 26025 18915 1 26265 X4 59390 72570 59380 64 71560B5 104610 117630 106230 113 120030 X5 124875 165960 124875 42 165960B6 24390 33870 24390 0 33390 X6 6180 9480 6180 36 9390B7 28470 35640 27930 286 35280 X7 44580 45480 43320 460 43680B8 32820 33030 32820 0 35760 X8 18890 27120 18830 413 25680B9 25695∗ 27960 25695∗ 5 27960 X9 100920 159600 100920 16 164400B10 32790 34920 32790 0 35040 X10 98970 165660 98010 525 160920Sur les 20 instanes testées, Resolution searh améliore stritement 9 bornes inférieurespar rapport à l'heuristique gloutonne et l'énumération et trouve au total 18 meilleuresbornes inférieures. Les valeurs enadrées orrespondent à une amélioration des meilleuresvaleurs onnues et la valeur ave une étoile orrespond à l'optimum. On remarque que dansle as d'une égalité ave l'énumération, Resolution searh est toujours plus rapide pourtrouver le meilleur ensemble maximal. Dans ertains as, malgré une borne inférieure plusbasse ou égale, les valeurs de la fontion objetive sont moins bonnes. Cei est dû auxraisons suivantes : (i) l'évaluation d'un sous�ensemble par le alul de la borne inférieuren'est pas optimal, il se peut don qu'un ensemble donnant une borne inférieure plus bassedonne une valeur optimale de moins bonne qualité (f. instanes B4 et B5) et (ii) dansertains as, deux sous�ensembles di�érents donnent des bornes de même valeur et donpeuvent amener à une valeur de l'objetif di�érente (f. instanes X9, B6 et B10).Utilisation d'une relaxation du problèmeUne autre méthode expérimentée onsiste à utiliser une relaxation du problème pouridenti�er les poids d'insertion ψ(I). Considérons les variables de déision xI,t = 1 si l'in-tervention I est a�etée au tehniien t, et yI = 1 si l'intervention I est sous�traitée. Onpropose de formuler la relaxation P̃ du problème P de la manière suivante :101



Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniations
(P̃ ) Minimiser ρsujet à ∑

{xI,t | C(t, i) ≥ n} ≥ (1 − yI)R(I, i, n), ∀I,∀i,∀n, (5.15)
∑

I

T (I)xI,t ≤ ρ ·Hmax, ∀t, (5.16)
xI,t + yI ≤ 1, ∀I,∀t, (5.17)
yI ≤ yJ , ∀I ∈ Pred(J), (5.18)
∑

I

cost(I)yI ≤ A, (5.19)
xI,t ≥ 0, ∀I,∀t, (5.20)
yI ≥ 0, ∀I. (5.21)Les ontraintes (5.15) véri�ent le respet des ompétenes requises par l'intervention ; lesontraintes (5.16) assurent que haque tehniien ne travaille pas plus que le temps globalde l'ordonnanement ; les ontraintes (5.17) imposent qu'une intervention est : soit sous�traitée, soit traitée par au moins un tehniien ; les ontraintes (5.18) maintiennent lesrelations de préédene entre les interventions sous�traitées et la ontrainte (5.19) veille aurespet de la ontrainte de budget pour sous�traiter les interventions.Le problème P̃ est une relaxation du problème P original ar les journées et les équipesde tehniiens ne sont plus prises en ompte. La résolution de P̃ nous donne un ordonnan-ement qui minimise le nombre de jours en prenant simplement en ompte l'a�etation destehniiens aux interventions tout en veillant au respet des ontraintes de préédene etau respet de la ontrainte de budget. Nous proposons d'utiliser P̃ pour l'initialisation duritère d'insertion ψ(I). Pour ela, nous onsidérons de manière empirique qu'il est préfé-rable de sous�traiter une intervention I de valeur frationnaire yI > 0 à l'optimum de P̃plut�t qu'une intervention à valeur yI = 0. Notre expérimentation a onsisté à résoudre P̃et à initialiser les poids d'insertion ψ(I) de la manière suivante :

ψ(I) =







M + ω(I)/(|Succ(I)| + 1) si yI > 0

ω(I)/(|Succ(I)| + 1) sinonave M la valeur maximale des ratios ω(I)/(|Succ(I)|+1) parmi toutes les interventions I.Ainsi, les interventions de valeur yI > 0 sont insérées en priorité et seront lassées entre ellesselon l'ordre déroissant des valeurs ψ(I) et les autres interventions sont lassées en derniersuivant l'ordre déroissant des valeurs ψ(I). Les résultats obtenus en exéutant ette versionde l'algorithme pendant 600 seondes sont exposés dans le tableau 5.6. Comme dans lestableaux de résultats préédemment exposées, les valeurs BS orrespondent à la meilleurevaleur de la fontion objetive trouvée en exéutant l'algorithme GRASP pendant 1200seondes. 102



5.3. Étude sur le hoix des interventions à sous�traiterTab. 5.6 � Résultats obtenus par Resolution searh ave prise en ompte de P̃Pb Meilleures valeurs Resolution searh+P̃ Pb Meilleures valeurs Resolution searh+P̃BI BS BI t(s) BS BI BS BI t(s) BSB1 36525 42180 38565 120 44430 X1 135675 172920 135675 93 172920B2 15225 20340 19915 0 20340 X2 6480 7260 6420 0 6840B3 16800 19065 17715 0 27015 X3 45360 50280 44250 0 50160B4 18915 26025 18915 1 26265 X4 59380 71560 58740 416 71800B5 104610 117630 93360 0 104760 X5 124875 165960 124875 282 165960B6 24390 33390 24870 0 34920 X6 6180 9390 6825 46 9465B7 27930 35280 28470 311 36600 X7 43320 43680 44340 360 45240B8 32820 33030 32820 0 33000 X8 18830 25680 19210 100 27300B9 25695 27960 25695 2 27960 X9 100920 159600 100545 23 161640B10 32790 34920 32790 0 35040 X10 98010 160920 92355 190 172800Dans l'ensemble, les résultats ne sont pas meilleurs que eux donnés par la premièreimplémentation de Resolution searh, ependant la prise en ompte de la solution optimalede P̃ nous donne ertaines améliorations importantes. Tout d'abord, on onstate une nettediminution de la borne inférieure trouvée pour l'instane B5 qui passe de 104610 à 93360.De plus, on obtient des améliorations des meilleures solutions onnues pour les instanes B8et X2. On remarque enore une fois que la orrélation entre la valeur de la borne inférieureet elle de la borne supérieure n'est pas toujours véri�ée. On observe, par exemple, uneamélioration de la borne supérieure pour l'instane B8 alors que la valeur de la borneinférieure est la même que pour la version préédente de Resolution Searh (tableau 5.5).Preuves d'optimalitéNous avons mené une dernière expérimentation onsistant à exéuter l'algorithme dereherhe des ensembles maximaux par Resolution searh durant 10 heures. Les objetifsétaient de savoir jusqu'à quel niveau ette préproédure pouvait améliorer les résultats ob-tenus par la méthode GRASP et s'il était possible d'énumérer tous les ensembles maximauxpour d'autres instanes que B9. Nous avons exéuté les deux versions étudiées préédem-ment : la version lassique et la version ave prise en ompte de la solution optimale de
P̃ . Les résultats sont exposés dans le tableau 5.7. La olonne Meilleures valeurs orrespondaux meilleures valeurs obtenues jusqu'à présent, la olonne Resolution searh orrespondaux valeurs obtenus par Resolution searh et la olonne Resolution searh + P̃ aux valeursobtenues par Resolution searh ave prise en ompte de la solution optimale de P̃ (les deuxvariantes ayant été exéutées pendant 10 heures). La olonne hallenge orrespond auxmeilleures valeurs obtenues parmi tous les partiipants au hallenge. Les olonnes BI et BSorrespondent respetivement aux bornes inférieures et supérieures obtenues et la olonnet(s) est le temps d'exéution en seondes néessaire à l'obtention de la borne inférieure.
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Chapitre 5. Appliation de Resolution searh au problème de planifiationde tehniiens et d'interventions pour les téléommuniationsLes valeurs en gras indiquent une amélioration de la borne supérieure par rapport auxmeilleures valeurs obtenues jusqu'à présent et les valeurs enadrées orrespondent aux amé-liorations par rapport aux meilleurs résultats obtenus parmi les partiipants au hallenge.Les valeurs de bornes inférieures ayant une étoile orrespondent aux valeurs optimales.Tab. 5.7 � Résultats obtenus par Resolution searh après 10h de temps de alulsMeilleures valeurs Resolution searh Resolution searh + P̃ hallengeBI BS BI t (s) BS BI t (s) BS BSB1 36525 42180 36240 1066 41730 37455 5441 42630 34395B2 15225 20340 15015 605 18915 15135 21458 18705 15870B3 16800 19065 16770 5403 20565 17715 0 21375 16020B4 18915 26025 18495 4847 26325 18195 4631 25965 25305B5 93360 104760 104310 13654 115260 93360 0 104760 89700B6 24390 33390 24390 0 33390 24855 2304 34545 27615B7 27930 35280 27930 286 35760 28050 10899 35940 33300B8 32820 33000 32820 0 33030 32820 0 33000 33030B9 25695 27960 25695∗ 4 27960 25695∗ 2 27690 28200B10 32790 34920 32790 0 35040 32790 0 35040 34680X1 135675 172920 135675∗ 510 172920 135675∗ 93 172920 151140X2 6480 6840 6420 3435 7050 6270 864 6990 7260X3 45360 50280 43830 1404 50160 43980 1404 50160 50040X4 59380 71560 59060 12764 71640 58740 416 71800 65400X5 124875 165960 124875∗ 282 165960 124875∗ 282 165960 147000X6 6180 9390 6180 36 9390 6825 46 9465 9480X7 43320 43680 42990 26364 43560 41310 31091 41880 33240X8 18830 25680 18190∗ 20571 25740 18190∗ 20205 25800 23640X9 100920 159600 99015∗ 1279 153660 99015∗ 1633 167880 134760X10 98010 160920 96750 27011 175440 91500 33110 168060 137040On onstate une nette amélioration des valeurs de borne inférieure (11 valeurs sur les
20 instanes ont été améliorées). Cependant les bornes supérieures ne suivent pas toujoursette tendane ar seules les instanes B1, B2, B4, X3, X7 et X9 sont stritement améliorées.On onstate de nouveau que l'évaluation des sous�ensembles maximaux par le alul de laborne inférieure n'est pas toujours �able : pour les instanes B3, X2, X4, X8 et X10 uneborne inférieure plus petite donne une borne supérieure plus grande.5.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté un problème de plani�ation de tehniiens etd'interventions pour les téléommuniations. Nous avons proposé une heuristique de réso-lution onstituée de trois phases : (i) la �xation de ertaines variables par la résolutionheuristique d'un problème de sa à dos ave ontraintes de préédene pour le hoix desinterventions à sous�traiter, (ii) l'initialisation de la mémoire (poids attribués aux interven-tions) réalisée par la reherhe de la meilleure permutation des poids assoiés aux prioritésdes interventions et (iii) la proédure GRASP qui herhe à améliorer les solutions initialestout en mettant à jour les poids attribués aux interventions.104



5.4. ConlusionLes expérimentations ont montré que le hoix de l'ensemble d'interventions à sous�traiter peut diretement in�uener la qualité des résultats produits par notre approhe.Nous avons don proposé une étude portant sur di�érentes manières d'identi�er e sous�ensemble et avons en partiulier montré que Resolution searh o�re d'intéressantes pos-sibilités d'exploration. Contrairement à un algorithme d'énumération lassique (de typebaktraking), Resolution searh permet d'énumérer les ensembles maximaux suivant deuxritères : un ritère d'insertion et un ritère de remise en ause. Nous avons proposé di�é-rentes manières d'implémenter es ritères en fontion du nombre minimum de tehniiensrequis et du nombre de prédéesseurs ou de suesseurs des interventions. Les résultats ex-périmentaux montrent lairement l'intérêt de la prise en ompte de es deux ritères pour larésolution de e sous�problème. De manière plus générale, ela montre également les possibi-lités intéressantes qu'o�re Resolution searh pour la résolution de problèmes d'optimisationombinatoire. Une perspetive intéressante serait d'étudier de manière plus approfondiel'a�etation des ritères d'insertion et de remise en ause pour une énumération plus perti-nente de l'espae des solutions. Il serait également intéressant de trouver d'autres manièresd'évaluer la qualité des sous�ensembles maximaux ar l'évaluation de es sous�ensemblespar le alul de la borne inférieure a montré, dans ertains as, qu'il était sous�optimal.
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Chapitre 6Conlusion et perspetivesLes problèmes d'optimisation linéaire à variables binaires permettent de modéliser ungrand nombre de problèmes industriels et leur résolution onstitue un enjeu important.Notre thèse ontribue à améliorer la résolution exate de es problèmes en s'appuyant surl'appliation de Resolution searh à la résolution du problème du sa à dos multidimension-nel en 0�1 (MKP).Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme d'énumération impliites'appuyant sur le prinipe du baktraking pour le MKP. Cet algorithme intègre deuxontraintes additionnelles au modèle initial : la première est générée à partir des oûtsréduits, des valeurs optimales et d'un minorant quelonque du problème ; la deuxième �xe lenombre d'objets à une valeur entière. Nous avons montré que l'utilisation simultanée de esdeux ontraintes permet de �xer davantage de variables à leur valeur optimale et d'améliorerl'élagage de l'arbre de reherhe. Nous avons également vu que la ontrainte sur le nombred'objets permet de générer des ontraintes utiles pour résoudre des sous�problèmes ayantpeu de variables par une énumération e�ae. La stratégie de branhement originale quenous proposons vise à explorer en priorité les a�etations partielles suseptibles de violer laontrainte sur les oûts réduits a�n d'élaguer au plus t�t l'arbre de reherhe. Cet algorithmerésout des instanes di�iles du jeu Chu et Beasley de la OR-Library à 5 ontraintes / 500variables en un temps plus rapide que les algorithmes de l'état de l'art onnus et résoutl'ensemble des instanes à 10 ontraintes / 250 variables pour lesquelles la plupart desvaleurs optimales étaient inonnues jusqu'alors. Nous avons montré ependant que sone�aité est onditionnée par la onnaissane d'un bon minorant et qu'elle est inopérante,même pour des petites instanes (5 ontraintes / 100 variables), si auun minorant n'estonnu.Dans un deuxième temps, nous avons étudié Resolution searh, une méthode de réso-lution entrée sur un shéma d'exploration plus original inspiré des baktrakings intelli-gents. Cette méthode o�re des possibilités d'exploration intéressantes : non seulement ellemémorise les éhes renontrés de manière à limiter le trashing mais elle exploite égale-ment es éhes a�n de guider la reherhe vers des a�etations partielles prometteuses.107



Chapitre 6. Conlusion et perspetivesElle o�re, de plus, la possibilité d'implémenter deux stratégies de branhement distintes :(i) une stratégie d'a�etation qui onsiste à déterminer quelle variable sera instaniée età quelle valeur elle le sera lors de la reherhe de solutions et (ii) une stratégie de remiseen ause qui onsiste à déterminer quelle instaniation sera remise en ause dans les ité-rations futures. Cette aratéristique est intéressante ar, ontrairement à la plupart desalgorithmes d'énumération, Resolution searh ne limite pas la remise en ause des instan-iations passées selon l'ordre hronologique mais permet de prendre en ompte un ritèreheuristique plus adapté au problème traité. Expérimentalement, elle obtient rapidement debons minorants (d'une manière omparable aux meilleures heuristiques onnues). Cepen-dant, l'énumération impliite proposée préédemment résout plus rapidement l'ensembledes instanes testées si un bon minorant de départ lui est fourni.Ces di�érentes observations nous ont amené, dans un troisième temps, à onevoir unalgorithme ombinant Resolution searh ave une énumération impliite inspirée de elleprésentée préédemment. Nous avons tout d'abord proposé une alternative au proessusd'identi�ation des obstales minimaux qui, ontrairement à la méthode originale, proèdeen temps linéaire sans faire de multiples appels suessifs à l'algorithme du simplexe. Nousavons également implémenté une version itérative de Resolution searh qui diversi�e lareherhe en explorant partiellement, et de manière répétée, plusieurs sous�problèmes duproblème initial. Cet algorithme oopératif utilise Resolution searh pour guider l'explora-tion vers des zones prometteuses de l'espae de reherhe et l'énumération impliite pourrésoudre de manière e�ae des sous�problèmes de petite taille. Ce shéma d'explorationprésente une réelle oopération entre les deux méthodes ; Resolution searh fournit dessous�problèmes à résoudre à l'énumération impliite qui, à son tour, favorise l'obtentiond'obstales minimaux pour guider la reherhe. Les résultats obtenus sur les instanes à
5-10 ontraintes / 250 variables et 5 ontraintes / 500 variables du jeu Chu et Beasleyde la OR-Library ont démontré les qualités de ette approhe qui, non seulement, trouvede bons minorants d'une manière omparable aux meilleures heuristiques de la littérature,mais résout également les instanes à l'optimum en un temps plus rapide que les meilleuresméthodes exates onnues. En outre, elle obtient les preuves d'optimalité des 30 instanesà 10 ontraintes / 500 variables. Ces valeurs optimales étaient inonnues jusqu'à présent.Finalement, Resolution searh a été appliqué à un problème de plani�ation de teh-niiens et d'interventions pour les téléommuniations. Nous avons tout d'abord présentéun algorithme de résolution de e problème fondé sur la métaheuristique GRASP. Nousnous sommes ensuite penhés sur l'appliation de Resolution searh à un sous�problèmeonsistant à énumérer et évaluer des sous�ensembles d'interventions. Nous avons proposédes stratégies d'a�etation et de remise en ause spéi�ques qui prennent en ompte dif-férents ritères liés aux interventions. Cela nous a permis d'obtenir de meilleurs résultatsque eux donnés par une méthode d'énumération plus lassique de type baktraking. Cetteappliation montre les possibilités intéressantes qu'o�re Resolution searh pour la résolu-tion de problèmes d'optimisation ombinatoire à variables binaires au delà du adre des108



problèmes d'optimisation linéaire à variables binaires.Plusieurs voies de reherhe seraient intéressantes à poursuivre par la suite. En e quionerne la résolution du MKP par notre approhe hybride, nous envisageons d'étudierles possibilités d'éhange d'information entre haque sous�problème assoié à un nombred'objets �xé. Dans la version atuelle, es sous�problèmes sont résolus de manière indépen-dante et la seule information partagée est le meilleur minorant onnu. Il serait intéressantd'étudier par exemple les possibilités d'éhange d'obstales entre les familles path-like as-soiées à haque sous�problème. Nous envisageons également d'étudier d'autres struturesde mémorisation que la famille path�like. Sa omplexité spatiale en O(n) est obtenue auprix de � l'oubli � d'une grande partie de l'information aquise pendant la reherhe. Unefamille ontenant plus d'obstales permettrait de onserver davantage d'information. En�n,il serait intéressant de poursuivre les travaux initiés par Palpant et al. [53℄ sur l'appliationde Resolution searh aux problèmes de satisfation de ontraintes. On pourrait imaginer parexemple un shéma de oopération Resolution searh / DPLL (algorithme de baktrakingintroduit par Davis, Putnam, Logemann et Loveland [18℄) inspiré du shéma Resolutionsearh / énumération impliite présenté dans e mémoire.
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Titre : Étude de Resolution Searh pour la Programmation Linéaire en Variables BinairesRésumé : Dans ette thèse, nous nous intéressons à la résolution exate de programmes linéairesen variables binaires. L'ensemble de nos travaux s'artiule autour de l'étude de Resolution searh(Chvátal (1997)) pour la résolution du problème du sa à dos multidimensionnel en 0�1. Dans unpremier temps, nous proposons un algorithme d'énumération impliite entré sur une analyse desoûts réduits à l'optimum de la relaxation ontinue ainsi que sur une déomposition de l'espae dereherhe en hyperplans. Nous proposons une stratégie de branhement originale visant à élaguer auplus t�t l'arbre de reherhe. Cette stratégie est e�ae pour résoudre des instanes jugées di�ilesmais rend l'algorithme dépendant de la onnaissane d'une bonne solution de départ. Dans undeuxième temps, nous proposons une méthode de résolution plus autonome ombinant Resolutionsearh ave une énumération impliite inspirée du premier algorithme. Cette oopération permetd'obtenir rapidement de bonnes solutions et prouve les optimums d'instanes de plus grande taille.Finalement, nous présentons une appliation de Resolution Searh à la résolution d'un problème deplani�ation dans le domaine des téléommuniations.Mots lés : Programmation linéaire en variables binaires, Resolution searh, Baktraking in-telligent, Enumération impliite, Sa à dos multidimensionnel en 0-1Title: Study of Resolution Searh for 0�1 Integer Linear ProgrammingAbstrat: In this thesis, we are interested in the exat resolution of 0�1 integer linear program-ming problems. Our work revolves around the study of Resolution searh (Chvátal (1997)) for solvingthe 0�1 multidimensional knapsak problem. As a �rst step, we propose an impliit enumeration al-gorithm based on an analysis of the redued osts at the optimality of the problem's LP�relaxationand on the deomposition of the searh spae in hyperplanes. We propose an original branhingstrategy whih fouses on pruning the searh tree as soon as possible. This strategy is e�etive forsolving di�ult instanes, however, it makes the algorithm depends on to the knowledge of a goodstarting solution. In a seond step, we propose an exat method ombining Resolution searh withan impliit enumeration similar to the �rst algorithm. The resulting ooperation enables to obtaingood solutions rapidly and to prove the optimality of several larger instanes. Finally, we presentan appliation of Resolution Searh to a sheduling problem in the �eld of teleommuniations.Keywords: 0�1 Integer linear programming, Resolution searh, Intelligent baktraking, Impliitenumeration, 0�1 Multidimensional knapsak problemLGI2P, Éole des mines d'Alès


