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Préface

À l’heure où sont mis en œuvre les moyens les plus aboutis pour écraser
les esprits d’informations de plus en plus nombreuses et de moins en

moins pertinentes, le temps de la thèse revêt l’allure d’une bulle de par-
adis. Trois années durant, la liberté de choix, la critique sélective, l’art de
disserter, l’éveil à la raison, se retrouvent à la première personne. La thèse,
c’est le temps où l’on passe aux commandes, on forge enfin nos propres
outils. Peu importe leur utilité – la majorité d’entre eux ne vivront pas
plus loin que ces trois années – ils sont à mon sens la colonne vertébrale
de notre formation.

Qu’il me soit permis, au préambule de mes activités de recherche, de
faire un point, aussi biaisé soit-il, sur les devoirs du chercheur au sein de
la société. En ces temps troublés, ces questions semblent revenir au goût
du jour, preuve qu’elles avaient en quelque sorte disparu précédemment
au profit d’une routine élevée au rang d’axiome.

Ces questions, pourtant, elles nous sont posées chaque jour que nous
sommes confrontés aux autres acteurs de notre vie de citoyen. Parmi elles,
celle, redoutée entre toutes, résumée ainsi : « Vous servez à quoi vous les
chercheurs ? » Autant la justification des investigations dans le domaine
de la biologie moléculaire semble aisée, autant celle des recherches sur
la représentation de graphes sur des surfaces hors du commun requiert
de notre part des trésors d’ingéniosité. Je n’ose pas même imaginer les
turpitudes de certains collègues de sciences sociales ou de lettres.

Alors pourquoi nourrir les bouches de ces chercheurs dont les trou-
vailles iront vite retrouver celles de leurs prédécesseurs au panthéon des
idées inutiles ? Il me semble qu’une société qui apprend est une société qui
progresse, non seulement techniquement, mais aussi socialement. Une cor-
rélation est indéniable entre les connaissances d’un peuple et son niveau
d’acceptation de l’autre. L’ouverture d’esprit est à ce prix, savoir toujours
plus. Au risque de savoir des choses inutiles. Les chercheurs défrichent,
trient le bon grain de l’ivraie.

Le progrès technique est indispensable à notre survie à plus ou moins
court terme. Mais le progrès scientifique au sens large est nécessaire à
notre survie sociale. Sans ce dernier, le premier perd son sens. Voilà les
raisons qui me poussent à plonger avec délice dans les méandres de la
connaissance inconnue.

Cependant, la recherche, jouissant d’une relative liberté par rapport
aux autres secteurs de la vie publique, se doit également de ne pas s’isoler
au prétexte que le vulgum pecus n’y entend rien. Au contraire, le statut
de chercheur doit être intimement lié au dialogue, à la vulgarisation. Ce
va-et-vient permanent entre le milieu scientifique et le reste de la société,
permet d’éviter l’assujetissement dans un sens comme dans l’autre. Non,
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2 Préface

les thèmes de recherche ne doivent pas être choisis par le peuple. Nous
verrions fleurir assez vite des études très utilitaristes tant décriées par les
partisans de cette recherche-démocratie. Pour autant, cela ne dispense pas
le chercheur de rendre des comptes à ses concitoyens.

À chacun de trouver sa façon de faire. Une chose est sûre, cependant,
questionner sa place dans la société devrait être naturel et régulier pour
un rôle aussi stratégique qu’est celui de chercheur. Et ce questionnement
aurait bien plus sa place dans les bilans d’évaluation quadriennaux, que
la pondération des publications selon un classement de journaux mathé-
matisé à outrance.

J’espère ne pas oublier ces lignes au fil de ma carrière.

Grenoble, le 23 mars 2009.



Introduction

Ce mémoire porte sur l’étude de plusieurs problèmes de plongement
de graphe. Un plongement peut être illustré par l’envoi point par

point d’une structure vers une autre structure en prenant soin de préserver
certaines caractéristiques propres au problème étudié.

Nous en faisons l’expérience chaque jour à des degrés plus ou moins
conscients. Lorsque vous étudiez le plan du métro pour vous rendre à la
soutenance d’Untel, vous avez sous les yeux un plongement. La structure
complexe du réseau public a été projetée de façon plus ou moins réaliste
sur une feuille de papier. Les informations importantes ont été préservées :
deux stations sur une même ligne sont reliées sur le plan par une ligne
de couleur. Quittez la ville pour la montagne, vous utiliserez alors une
carte détaillée du massif environnant, il s’agit d’un nouveau plongement
vers une feuille de papier, mais les éléments importants à préserver ont
changé, il s’agit ici que deux points à une même altitude se retrouvent
sur une courbe de niveau cohérente. D’une manière générale, dès que
nous représentons quelque chose, nous utilisons un plongement naturel
qui donne un sens à la représentation considérée.

Bien entendu, et surtout lorsqu’il s’agit d’une représentation visuelle,
des questions d’optimisation se posent. Est-il possible de représenter le
réseau du métro de façon claire, en évitant les croisements inutiles ? Quels
sont ceux que l’on peut représenter sans le moindre croisement ? Ces
problématiques sont le cœur des différents problèmes étudiés dans ce
manuscrit.

Nous nous restreignons ici aux plongements combinatoires d’un
graphe dans un autre et aux plongements topologiques d’un graphe dans
une surface.

Une unité discutable.
Un bref survol de la table des matières de ce mémoire permet de

réaliser que les différents problèmes étudiés n’ont finalement que peu de
lien entre eux. Seule la notion de plongement sous-jacente les rassemble
ici.

En effet, j’ai envisagé ce doctorat comme un premier pied dans le mi-
lieu de la recherche, un premier pied qui nécessite de mettre en place des
collaborations, d’aller vers les autres en apportant son expertise ou ses as-
tuces. J’ai ainsi eu l’occasion de travailler avec de multiples personnes qui
toutes m’ont apporté un regard différent sur notre activité, nos modes de
travail, etc.

Peut-être aurais-je pu ou dû me concentrer sur l’étude des plonge-
ments isométriques qui fut mon premier étrier. Il est de toute façon trop
tard, et je dois confesser que je ne regrette absolument pas la diversité de

3



4 Introduction

ce travail.

Des preuves aux styles variés.
Au fil des chapitres, le lecteur sera confronté à des preuves de styles

différents qui doivent faire partie de notre bagage scientifique.
Le deuxième chapitre présente deux preuves longues utilisant de

nombreux résultats intermédiaires qui finalement s’assemblent comme
un puzzle pour aboutir à la conclusion. Dans le troisième chapitre, la
preuve est astucieuse, courte, et utilise un résultat très puissant qui nous
sauve la mise. Quant au quatrième chapitre, il présente un preuve sim-
ple courte et facilement exposable par des dessins ; le travail est alors
fait en amont pour avoir l’idée judicieuse. Enfin, le cinquième chapitre
révèle le côté parfois laborieux des mathématiques. Deux idées ramènent
l’étude d’un nombre infini de graphes à celle d’un nombre fini. Mal-
heureusement, un nombre fini peut être parfois très grand. Il s’en suit
une longue énumération requérant surtout du temps pour en venir à bout.

Nous présentons ci-après nos contributions et le plan de ce manuscrit.

Premier chapitre
Le premier chapitre présente les définitions usuelles de théorie des

graphes et quelques rudiments de topologie nécessaires à la compréhen-
sion du reste du manuscrit. Les définitions spécifiques à un point parti-
culier des preuves présentées seront ajoutés en temps voulu pour éviter
d’irritants retours répétitifs à ce chapitre.

Second chapitre
Le deuxième chapitre concerne les plongements isométriques de

graphes. En particulier, nous nous intéressons à la recherche de caractéri-
sations structurelles de certains graphes plongeables isométriquements
dans les hypercubes et graphes de Hamming.

En nous appuyant sur les résultats et caractérisations précédents, nous
démontrons qu’une subdivision de clique est isométriquement plongeable
dans un hypercube que si un des sommets de la clique a toutes ses arêtes
incidentes non-subdivisées et que toutes les autres arêtes sont subdivisées
un nombre impair de fois. Étrangement, la plus grosse partie de cette
preuve correspond à l’étude d’un cas qui ne se présente jamais. Nous sup-
posons qu’aucun sommet ne peut être retiré isométriquement du graphe
et par une classification des autres sommets de la clique, nous arrivons à
la conclusion qu’un sommet au moins peut être isométriquement retiré.

Nous généralisons ensuite le résultat aux plongements dans les
graphes de Hamming. Même si cette famille est plus grande, les seules
subdivisions que nous ajoutons sont les cliques non-subdivisées.

Enfin, nous généralisons également une caractérisation structurelle des
subdivisions de roues isométriquement plongeables dans les hypercubes
au cas des graphes de Hamming.

Ce chapitre contient les travaux réalisés avec Sylvain Gravier et Kahina
Meslem [10, 12, 11] ainsi que le résultat obtenu par l’auteur [6].

Troisième chapitre
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Le troisième chapitre traite des plongements topologiques de graphes
dans les surfaces. Plus précisément, nous répondons partiellement à une
question de Matt DeVos, Bojan Mohar et Robert Šamal [28] : une représen-
tation optimale (au sens du nombre de croisements) de deux graphes si-
multanément sur la bouteille de Klein laisse-t-elle les représentations de
ces deux graphes disjointes ?

Cette question admet une réponse triviale dans le plan. Matt DeVos et
coll. ont répondu par l’affirmative dans le cas du plan projectif. Nous pro-
posons une preuve que la bouteille de Klein permet la même conclusion.

Supposons que l’un des graphes soit représenté en bleu et l’autre en
rouge. Après avoir rappelé les quatre familles de courbes essentielles de
la famille de Klein, nous calculons le nombre minimum de courbes de
chacune de ces familles pour toute représentation du graphe bleu et du
graphe rouge. En particulier, ce nombre est atteint lorsque l’on représente
les deux graphes simultanément sur la bouteille de Klein. Il se trouve que
certaines familles de courbes sont orthogonales (deux représentantes de
ces familles se croisent forcément). Nous en déduisons plusieurs bornes
inférieures sur le nombre de croisements bleu-rouge de la représenta-
tion. Nous proposons alors deux transformations des représentations pour
obtenir un nombre de croisements strictement plus petit.

Ce chapitre contient le travail effectué avec Antoine Gerbaud, Roland
Grappe et Frédéric Palesi [9].

Quatrième chapitre et cinquième chapitre
Les deux derniers chapitres abordent des problèmes issus de la théorie

topologique des graphes, en utilisant des outils combinatoires, à la dif-
férence du chapitre précédent. Le quatrième chapitre s’articule autour du
comportement du nombre de croisements des graphes vis-à-vis d’un pro-
duit de graphes introduit récemment par Drago Bokal [15]. Certaines con-
ditions de connexité très fortes permettent de conclure à la superadditivité
du nombre de croisements par rapport à ce produit : le nombre de croise-
ments du produit de deux graphes est alors supérieur à la somme des
nombres de croisements des deux graphes séparément. Nous prouvons
qu’une certaine relaxation de cette condition de connexité n’est pas suff-
isante pour avoir la même conclusion. Nous définissons deux familles de
graphes vérifiant les hypothèses faibles et montrons que la superadditivité
n’est pas assurée.

Ce chapitre est tiré d’un travail réalisé avec Drago Bokal [7].

Le cinquième chapitre porte sur la planarité du produit fort des graphes
multipartis complets avec le graphe composé d’une seule arête. Le nombre
de graphes à étudier est initialement infini. Nous définissons alors des
classes d’équivalence qui nous permettent de n’étudier qu’un représentant
par classe. Ceci nous permet de nous ramener à un nombre fini de cas.
Nous parvenons ainsi à exhiber une liste de sous-graphes interdits pour
assurer la planarité du produit d’un graphe multiparti complet subdivisé
avec le graphe K2.

Ce chapitre contient le travail réalisé avec Paul Dorbec, Sylvain Gravier
et Pranava K. Jha [8]





1Définitions préliminaires

Sommaire
1.1 Graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 L’objet graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.2 Opérations de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.3 Morphismes de graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.4 Subdivisions de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Distances et métriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.1 Espaces métriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Graphes et distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Rudiments de topologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 Des surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.2 Des graphes dans des surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.3 Caractérisation par mineurs exclus . . . . . . . . . . . . . . 18

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Ce chapitre introductif rassemble les définitions usuelles qui seront util-
isées tout au long de ce manuscrit. Nous abordons les notions de

graphe, de métrique, de surface et naturellement de plongement. Les déf-
initions spécifiques à un problème isolé, ou inutiles à la compréhension
générale du domaine seront apportées en temps et en heure.

Pour en savoir plus, le lecteur peut se reporter aux livres suivants :
la théorie des graphes en générale est très bien introduite dans les livres
de Reinhard Diestel [31] ou de J. Adrian Bondy et U. S. R. Murty [20], la
référence concernant les plongements de graphes dans les surfaces est sans
doute le livre de Bojan Mohar et Carsten Thomassen [62], concernant les
métriques dans les graphes et les opérations associées, les livres de Michel
Deza et Monique Laurent [30], et de Wilfried Imrich et Sandi Klavžar [45]
sont très complémentaires.
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1.1 Graphes

1.1.1 L’objet graphe

Un graphe non-orienté G (ou plus simplement graphe) est un couple
d’ensembles finis (V(G), E(G)) où E(G) est constitué de paires (non or-
données) de V(G). Les éléments de V(G) sont appelés sommets de G et
ceux de E(G) arêtes de G. Si aucune confusion n’est possible on note V
et E au lieu de V(G) et E(G). On utilisera la notation simplifiée xy ou yx
pour l’arête {x, y}. Une arête de type xx est appelée boucle de G. Si e = xy
est une arête de G, on dit que x et y sont voisins, ou adjacents dans G et
qu’ils forment les extrémités de e.

Une arête e est dite incidente à un sommet v si v est une extrémité de e.
Le degré d’un sommet v ∈ V, noté d(v) est le nombre d’arêtes incidentes
à v. L’ordre d’un graphe est le cardinal de son ensemble de sommets, noté
|G|.

Sous-graphe. Soit un graphe G = (V, E). Un graphe H = (W, F) est un
sous-graphe de G si W ⊂ V et F ⊂ E. Étant donné un sous-ensemble W
de V, le sous-graphe induit par W, noté G[W], a W comme ensemble de
sommets et son ensemble d’arêtes est composé de toutes les arêtes de G
contenues dans W.

Graphes importants. Nous présentons ensuite quelques graphes simples
connus et fréquemment utilisés dans ce manuscrit :

– le graphe complet (ou clique) Kn a pour ensemble de sommets l’ensem-
ble {v1, . . . , vn} et comme ensemble d’arêtes l’ensemble des paires
possibles vivj pour i 6= j dans {1, . . . n}.

– le stable Sn a pour ensemble de sommets l’ensemble {v1, . . . , vn} et
aucune arête, E = ∅.

– la chaîne Pn a pour ensemble de sommets l’ensemble {v1, . . . , vn}
et comme ensemble d’arêtes l’ensemble des paires vivi+1 pour i =
1, 2, . . . , n− 1.

– le cycle Cn a pour ensemble de sommets l’ensemble {v1, . . . , vn}
et comme ensemble d’arêtes l’ensemble des paires vivi+1 pour
i = 1, 2, . . . , n− 1 ainsi que vnv1.

Graphe biparti. Un graphe G est dit biparti si l’ensemble de ses sommets
V peut être partitionné en deux parties V = V1 ∪V2 de sorte que G[Vi] est
un stable pour i = 1, 2.

Connexité. Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets
(u, v), il existe une chaîne reliant u à v, c’est-à-dire une suite de sommets
adjacents commençant par u et terminant par v.

1.1.2 Opérations de graphes

Union, intersection et joint complet. Étant donnés deux graphes G =
(V, E) et H = (V ′, E′), plusieurs opérations courantes permettent de con-
struire d’autres graphes. Commençons par les plus simples.
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v4

v5 v1

v2

v3

(a) Graphe complet K5

v4

v5 v1

v2

v3

(b) Stable S5

v4

v5 v1

v2

v3

(c) Chaîne P5

v4

v5 v1

v2

v3

(d) Cycle C5

Fig. 1.1 – Exemples de graphes à 5 sommets

L’union des graphes G et H, noté G ∪ H est le graphe défini par
l’ensemble de sommets V ∪ V ′ et l’ensemble d’arêtes E ∪ E′. En partic-
ulier, si V et V ′ sont disjoints, un tel graphe n’est pas connexe. En effet, il
n’existe pas d’arête entre un sommet de V et un sommet de V ′.

L’intersection des graphes G et H, noté G ∩ H est le graphe défini par
l’ensemble de sommets V ∩V ′ et l’ensemble d’arêtes E ∩ E′.

Le joint complet des graphes disjoints G et H est le graphe défini par
l’ensemble de sommets V ∪ V ′ et l’ensemble d’arêtes E ∪ E′ ∪ (V × V ′).
Il s’agit de l’union des graphes G et H augmentée de toutes les arêtes
possibles entre V et V ′.

Nous pouvons alors définir deux autres familles de graphes qui nous
intéresserons par la suite (plus précisément dans le chapitre 2).

Pour tout k ≥ 3, la roue à k rayons est le graphe Wk, joint complet d’un
sommet u et d’un cycle sur k sommets w1w2 . . .wk (voir figure 1.2(a) pour
un exemple).

Pour tout k ≥ 3, l’éventail à k rayons est le graphe Fk, joint complet d’un
sommet u et d’une chaîne sur k sommets w1w2 . . .wk (voir figure 1.2(b)
pour un exemple).

Produit cartésien. Étant donnés deux graphes G = (V, E) et H = (V ′, E′),
le produit cartésien de G avec H, noté G�H est le graphe défini sur l’ensem-
ble de sommets V × V ′ tel que deux sommets (u1, v1) et (u2, v2) sont
voisins si et seulement si

(u1 = u2 et v1v2 ∈ E′) ou (u1u2 ∈ E et v1 = v2).

Grâce à ce produit, nous pouvons définir plusieurs nouvelles familles
de graphes.
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w4

w5 w1

w2

w3

u

(a) Roue W5

w1

w2 w3

w4

u

(b) Éventail F4

Fig. 1.2 – Exemples de roue et d’éventail

La grille de taille m× n est le graphe Pm�Pn. La figure 1.3(a) illustre le
produit de P3 par P4.

Le tore de taille m× n est le graphe Cm�Cn.
L’hypercube de dimension 0, noté Q0 est le graphe K1. L’hypercube de

dimension n ≥ 1, noté Qn est le graphe Qn−1�K2. La figure 1.3(b) illustre
l’hypercube de dimension 4. Nous pouvons remarquer que les hypercubes
sont des graphes bipartis : la preuve tient au fait que le produit d’un
graphe biparti (notons A et B la bipartition des sommets) par K2 (notons
u1 et u2 ses sommets) est aussi biparti (considérer la bipartition A′ =
{(x, u1)|x ∈ A} ∪ {(x, u2)|x ∈ B} et son complémentaire).

(a) La grille 3× 4 (b) L’hypercube Q4

Fig. 1.3 – Une grille et un hypercube

Produit direct. Étant donnés deux graphes G = (V, E) et H = (V ′, E′), le
produit direct de G par H noté G× H est le graphe défini sur l’ensemble
de sommets V ×V ′ tel que deux sommets (u1, v1) et (u2, v2) sont voisins
si et seulement si

u1u2 ∈ E et v1v2 ∈ E′.

Ce produit sera étudié plus en détail dans le chapitre 5.

Produit fort. Il s’agit de l’union des deux produits précédents. On le note
⊠. Étant donnés deux graphes G et H, G⊠ H est le graphe (G�H)∪ (G×
H).

1.1.3 Morphismes de graphe

Morphisme. Dans un cadre général, un morphisme ou homomorphisme est
une application entre deux ensembles qui « préserve » certaines pro-
priétés.
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Soit E un ensemble muni d’une relation binaire S et F un ensemble
muni d’une relation binaire R, alors une application f de E dans F est un
morphisme de (E,S) dans (F,R) si

∀(x, y) ∈ E2, xSy ⇒ f (x)R f (y).

Remarque 1.1 Le terme de plongement est également utilisé. Il a l’avantage
d’être plus expressif.
Morphisme de graphes. Dans le cadre des graphes, la relation considéré
est communément la relation d’adjacence. Soient deux graphes G = (V, E)
et H = (V ′, E′). Une application de V dans V ′ est un morphisme du
graphe G dans le graphe H si

∀(u, v) ∈ V2, uv ∈ E ⇒ f (u) f (v) ∈ E′.

Isomorphisme. Deux graphes G = (V, E) et G′ = (V ′, E′) sont dits isomor-
phes s’il existe une bijection f : V −→ V ′ telle que

∀(u, v) ∈ V2, uv ∈ E ⇔ f (u) f (v) ∈ E′.

Ceci signifie aussi que f est un morphisme et f−1 est un morphisme.
Nous notons G ≃ G′ si G et G′ sont isomorphes.

1.1.4 Subdivisions de graphes

En remplaçant les arêtes d’un graphe G par des chaînes disjointes in-
térieurement, on obtient une subdivision de G. Une subdivision particulière
d’un graphe G, notée S(G) correspond au graphe subdivisé de G obtenu
en remplaçant chaque arête de G par un P3 (chaque arête est subdivisée
une fois). La Figure 1.4 donne un exemple d’une subdivision de roue et
du graphe S(K4).

Étant donné un graphe G et une subdivision G′ de G, nous distin-
guons les sommets de subdivisions qui sont les sommets intérieurs de chaque
chaîne remplaçant une arête de G, et les sommets principaux qui sont les ex-
trémités de ces chaînes. Ce sont les sommets qui étaient déjà des sommets
de G. Un sommet principal est dit universel si tous ses voisins sont des
sommets principaux (aucune des arêtes incidentes n’est subdivisée).

w4

w5 w1

w2

w3

u

(a) W5 subdivisé

w2 w3

u

w1

(b) S(K4)

Fig. 1.4 – Subdivisions de graphes

Étant donné une subdivision G′ d’un graphe G et un sous ensemble
S des sommets principaux, nous notons 〈S〉 le sous-graphe induit par les
sommets de S et les sommets de subdivisions entre des sommets de S.
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De plus, une arête qui n’est pas subdivisée est dite pleine

1.2 Distances et métriques

Nous introduisons ici les notions et définitions relatives aux distances et
aux espaces métriques.

1.2.1 Espaces métriques

Métrique. Soit X un ensemble. Une fonction d : X × X → R+ est appelée
une distance sur X si d est symétrique, c’est-à-dire que d(i, j) = d(j, i) pour
toute paire d’éléments i, j de X, et si d(i, i) = 0 pour tout élément i de X.
De plus, si d satisfait l’inégalité suivante :

d(i, j) ≤ d(i, k) + d(k, j) (1.1)

pour tout triplet d’éléments i, j, k de X, alors d est une semi-métrique sur X.
Enfin, si d(i, j) = 0 implique i = j, d est une métrique sur X. Alors (X, d)
est appelé un espace métrique. L’inégalité (1.1) est communément appelée
l’inégalité triangulaire.

Posons Vn = {1, . . . , n} et En = {(i, j)|1 ≤ i < j ≤ n} pour tout n.
Du fait de la symétrie et de la condition que d(i, i) = 0, une distance sur
Vn peut être vue comme une application de En dans R+. Désormais nous
noterons indistinctement d(i, j) et dij.

Des exemples simples de distance sont obtenus en considérant les dis-
tances constantes : étant donné un réel positif t, dt associe la distance t
entre deux éléments distincts.

Soit un sous-ensemble S ⊂ Vn, la semi-métrique de coupe associée à S
notée δ(S) est telle que δ(S)ij = 1 si i ∈ S et j ∈ Vn \ S, et 0 sinon. Nous
remarquerons que δ(S) n’est pas une métrique en général dès que n est
supérieur à 3.

Pour un espace normé quelconque (E, ‖.‖), une métrique d‖.‖ peut-être
définie comme suit

d‖.‖(x, y) = ‖x− y‖

pour toute paire d’éléments x, y de E. La métrique d‖.‖ est appelée métrique
de norme associée à la norme ‖.‖.

Soit p,m ≥ 1, alors l’espace R
m peut-être vu comme un espace normé

par la norme ℓp. Nous rappelons la définition de la norme ℓp,

ℓp(x1 . . . xm) = (
m

∑
i=1

|xi|p)
1
p .

Plongement isométrique. Soient (X, d) et (X′, d′) deux espaces métriques.
Alors (X, d) est plongeable isométriquement dans (X′, d′) s’il existe une ap-
plication φ (appeléeplongement isométrique) de X vers X′ tel que

d(x, y) = d′(φ(x), φ(y))

pour toute paire d’éléments x, y dans X. On dit aussi que (X, d) est un
sous-espace isométrique de (X′, d′).
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1.2.2 Graphes et distance

Métrique de graphe. Soit un graphe G = (V, E). Pour tout couple de
sommets u, v, notons Puv l’ensemble des chaînes reliant u à v. Ce sont des
suites de sommets adjacents dont le premier élément est u et le dernier
est v. Pour chaque chaîne P de Puv, nous notons l(P) la longueur de cette
chaîne : il s’agit du nombre de sommets de la chaîne réduit de 1. Par
exemple l(P5) = 4. Posons d la fonction suivante :

d

{

V ×V −→ R+

(u, v) 7−→ minP∈Puv l(P).

La fonction d est bien symétrique : pour toute chaîne de u à v, il existe
une chaîne de même longueur de v à u et réciproquement. De plus, il est
clair que d(i, i) = 0 pour tout sommet i de V.

Une plus courte chaîne entre deux sommets i et j ne peut pas être plus
long qu’une plus courte chaîne entre i et un sommet k augmentée d’une
plus courte chaîne entre k et j. L’inégalité triangulaire est vérifiée.

Enfin, si d(i, j) = 0 c’est qu’il existe une chaîne de longueur 0 entre i et
j. Nous en déduisons que i = j.

En conclusion, (V, d) est un espace métrique.

Métriques à valeurs entières. Nous remarquons que les métriques
de graphes prennent leurs valeurs dans N. Est-il possible d’associer un
graphe Gd à toute métrique entière d tel que la métrique associée à Gd soit
exactement d ?

La réponse à cette question est négative, il suffit de considérer la
métrique d2. Elle prend ses valeurs dans {0, 2}, or s’il existe deux sommets
à distance 2 dans un graphe, alors il existe deux sommets à distance 1.

Par contre, étant donnée une métrique d sur Vn, il est possible de
lui associer une subdivision de Kn telle que la restriction aux sommets
principaux de la métrique associée soit égale à d. Il suffit de subdiviser
chaque arête vivj, dij − 1 fois.

Métrique de Hamming Considérons les mots de longueur n sur l’al-
phabet {0, 1}. Nous définissons une distance entre deux mots w1 et w2

comme le nombre de coordonnées sur lesquelles les deux mots diffèrent.
L’hypercube de dimension n correspond cette métrique. Chaque som-

met est un n-uplet de {0, 1} et deux sommets sont adjacents si et seulement
si une seule coordonnée les distingue.

La métrique de Hamming correspond à la généralisation de cette
métrique sur des alphabets plus grands {0, 1 . . . k}. Deux mots sont à dis-
tance d si d coordonnées diffèrent. Cette métrique correspond au graphe
obtenu par le produit cartésien de n graphes Kk.

Un graphe de Hamming est un produit cartésien de graphes complets. La
métrique associée à un graphe de Hamming correspond à une métrique
de Hamming.
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1.3 Rudiments de topologie

Cette section vise à donner les outils nécessaires à la compréhension du
chapitre 3. Il ne s’agit pas ici d’introduire formellement la notion de sur-
face ex nihilo. Pour une approche plus formelle, le lecteur peut se référer
au livre de Bojan Mohar et Carsten Thomassen [62] ou à la thèse de doc-
torat de Nguyen Huy Xuong [63]. Dan Archdeacon [3] a également réalisé
un état de l’art très accessible de la théorie topologique des graphes.

Nous cherchons à représenter un graphe G = (V, E). Nous lui as-
socions un espace topologique, appelé réalisation géométrique de G, les
sommets de G sont des points distincts et les arêtes de G sont des sous-
espaces homéomorphes au segment [0, 1], reliant les sommets correspon-
dants. Considérons un espace topologique X. Un plongement de G dans
X est un homéomorphisme (une bijection continue dont la réciproque est
continue) entre la réalisation géométrique de G et un sous-espace de X.
Par la suite, le terme de sommet représente de façon indéterminée un som-
met de G, son image dans la réalisation géométrique et son image dans la
représentation.

Dans quels espaces peut-on plonger un graphe ? L’idée la plus na-
turelle est de le représenter dans le plan euclidien R

2. Un graphe qui
admet un plongement dans R

2 est un graphe planaire. Ces graphes ont été
l’objet de nombreuses recherches depuis bientôt deux siècles et la conjec-
ture des 4 couleurs de Francis Guthrie en 1852.

Cependant, tous les graphes ne sont pas planaires. Un exemple mini-
mal est le graphe K5. Il est impossible de relier cinq villes par des routes
sans construire au moins un carrefour.

Comment quantifier la non-planarité d’un graphe ? Peut-être en lui
associant le plus petit entier n tel que G admet un plongement dans R

n.
Cette idée est balayée par un constat simple : tous les graphes se plongent
dans R

3. Il suffit de placer les sommets le long de la courbe paramétrée
z(t) = t, x(t) = sin(t), y(t) = cos(t) pour 0 ≤ t ≤ 1. Les arêtes sont alors
représentées par les segments de droite entre ces sommets. Un rapide
calcul montre qu’aucune paire de segment ne se croise.

Nous cherchons alors des espaces topologiques proches de R
2 mais

différents de R
3. Nous utilisons la notion de surface.

1.3.1 Des surfaces

Une surface Σ est une variété de dimension 2 compacte et connexe sans
bord. Nous allons tenter d’expliquer ces quatre caractéristiques.

– variété de dimension 2 sans bord : tout point de Σ possède un voisi-
nage homéomorphe à un ouvert du plan euclidien R

2. Pour une var-
iété de dimension 2 avec bord, les points peuvent avoir un voisinage
homéomorphe à un ouvert du demi-plan euclidien R × R

+.
– compacte : formellement, la compacité signifie que de tout recou-

vrement de la surface Σ par des ouverts, il est possible d’extraire
un sous-recouvrement fini de Σ. Concrètement, cela signifie que la
surface n’a pas d’infini. Par exemple le plan euclidien n’est pas com-
pact.
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– connexe : quels que soient x et y deux point d’une surface Σ, il existe
un chemin continu de points de Σ reliant x et y.

La sphère est l’exemple canonique d’une telle surface.

Classification. Il existe deux façon de construire des surfaces à partir
de la sphère. Nous pouvons lui ajouter n poignées et obtenir la surface Sn,
ou nous pouvons lui ajouter m crosscaps et obtenir la surface S̃m. Ajouter
une poignée consiste à découper deux disques dans la surface et relier les
trous par un cylindre. Ajouter un crosscap consiste à faire un trou dans la
surface et le boucher avec un ruban de Möbius (qui n’a qu’un seul bord).

Par un théorème de Henry R. Brahana [22] établi en 1922, toute sur-
face est homéomorphe à l’une de ces surfaces Sn ou S̃m. En particulier,
la surface obtenue en ajoutant n poignées et m crosscaps à la sphère est
homéomorphe à la surface S̃2n+m.

Orientabilité. Les surfaces Sn sont dites orientables. Cela signifie
qu’elles déterminent deux parties de l’espace, l’intérieur et l’extérieur.
Formellement, il est possible de définir un sens de rotation pour chaque
point de la surface tel qu’il soit cohérent (en se déplaçant sur une courbe
continue fermée, un même point conserve la même orientation). À l’in-
verse, les surfaces S̃m sont dites non-orientables. Il est impossible de définir
un système de rotation cohérent. En particulier, la notion d’intérieur ou
d’extérieur n’a pas de sens.

Nous introduisons ici les surfaces les plus connues. Pour une introduc-
tion plus formelle le lecteur peut lire les travaux de John Stillwell [77] de
1980.

La surface S0 est la sphère.
La surface S1 est le tore. C’est un cylindre recollé par les extrémités.
La surface S̃1 est le plan projectif. On peut le voir comme un disque

fermé dont les points antipodaux sont identifiés comme sur les fig-
ures 1.5(a) et 1.6(a).

La surface S̃2 est la bouteille de Klein, également notée K par la suite.
Nous la représentons comme sur les figures 1.5(b) et 1.6(b). Le disque
hachuré est un crosscap, les points opposés sont identifiés.

Courbes. Une courbe simple sur une surface Σ est un homéomorphisme
γ du segment [0, 1] vers un sous-espace de Σ. Elle est fermée si γ(0) = γ(1).

Une courbe simple fermée est dite contractible si elle est homotope à
un point. C’est-à-dire qu’il est possible de la déformer de façon continue
jusqu’à obtenir un point. Une courbe simple fermée non-contractible est
dite essentielle.

Une courbe γ d’une surface Σ est séparante si Σ \ γ([0, 1]) n’est pas
connexe.

Remarquons qu’une courbe essentielle peut être séparante.

1.3.2 Des graphes dans des surfaces

Tout graphe admet un plongement dans une surface. Il suffit de dessiner
le graphe sur la sphère et pour chaque croisement, ajouter une poignée et
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u1

u2

u3

u4 u5

(a) Le graphe K5 sur le plan projectif.

u1

u2

u3

u4 u5

u6

(b) Le graphe K6 sur la bouteille de
Klein

Fig. 1.5 – Représentations de cliques sur des surfaces

γ

(a) Plan projectif. La courbe γ est fer-
mée et contractible.

γ

(b) Bouteille de Klein. La courbe γ est
essentielle et séparante.

Fig. 1.6 – Représentations du plan projectif et de la bouteille de Klein

dériver une des arêtes concernées.

Genre. Considérons un graphe G, le genre orientable de G est le plus
petit entier n tel que G est plongeable dans Sn. Le genre non-orientable de
G est le plus petit entier m tel que G est plongeable dans la surface S̃m. Le
terme fait référence à la terminologie des topologues qui parle de genre
d’une surface.

Nombre de croisements. Une autre façon de quantifier la non-
planarité d’un graphe consiste à compter le nombre d’infractions néces-
saires pour le représenter sur le plan. Une représentation d’un graphe G
est une application continue (pas forcément injective) de la réalisation
géométrique de G vers une surface Σ. Cela revient à dessiner le graphe
sur la surface Σ en autorisant des croisements entre les images des arêtes.
Une bonne représentation d’un graphe G sur une surface Σ est une représen-
tation telle qu’aucun triplet d’arêtes n’admet un point commun (excepté
leurs extrémités), et qu’aucun sommet n’est sur l’intérieur d’une arête.

Alors un point commun à l’intérieur de deux arêtes est un croisement.
Le nombre de croisements d’un graphe G, noté cr(G) est le nombre mini-
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mum de croisements pris sur toutes les bonnes représentations de G sur
la sphère. Il est bien entendu généralisable à toutes les surfaces. Le nombre
de croisements d’un graphe G sur une surface Σ, noté crΣ(G) est le nom-
bre minimum de croisements pris sur toutes les bonnes représentations de
G sur la surface Σ.

En particulier, si un graphe est de genre orientable n et de genre non-
orientable m, alors crSn(G) = crS̃m(G) = 0.

1.3.3 Caractérisation par mineurs exclus

Un concept central concernant la caractérisation des graphes planaires de
Klaus Wagner [78], est celui de mineur. Étant donné un graphe G = (V, E)
et une arête e de E, une suppression de l’arête e résulte en le graphe G − e
défini par V(G − e) = V et E(G − e) = E \ {e}. De plus, la contraction
de l’arête e = uv consiste à unifier les sommets u et v dans G en un seul
sommet adjacent à tous les voisins de u et les voisins de v, les boucles
possibles sont effacées et les arêtes multiples sont simplifiées en une seule
arête. La suppression d’un sommet u consiste à retirer u de l’ensemble des
sommets ainsi que toutes les arêtes incidentes à u.

Définition 1.1

Un graphe H est un mineur d’un graphe G si et seulement si H
peut être obtenu de G par une suite finie de contractions d’arêtes,
de suppressions d’arêtes et de suppressions de sommets.

Le résultat le plus célèbre dans le domaine des graphes planaires fut
obtenu dans les années 30.

Théorème 1.1 (Kuratowski [52], Wagner [78])

Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas de
mineur isomorphe à K3,3 ou K5.

Conclusion du chapitre 1

Nous sommes à présent armés pour aborder les différents problèmes spé-
cifiques de cette thèse. La notion de graphe est bien entendu présente
dans chacun des chapitres suivants. Les métriques sont abordées dans le
chapitre 2, tandis que la topologie est impliquée dans les chapitres 3, 4 et
5.
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Dans ce chapitre, nous considérons une notion de plongement pure-
ment combinatoire. Il s’agit d’un morphisme entre deux graphes tels

que les distances entre les sommets sont préservées. Ce type de plonge-
ment est appelé isométrique.

Nous présentons de nouveaux résultats concernant la caractérisation
de certains sous-graphes isométriques de l’hypercube et plus générale-
ment des graphes de Hamming. Ces deux types de graphes ont déjà été
largement étudiés et de nombreuses caractérisations sont déjà disponibles.
La plupart d’entre elles sont algorithmiques au sens où elles nécessitent
l’exécution d’opérations constructives ou le calcul d’une relation d’équiv-
alence avant de vérifier la nature du graphe. En revanche, les caractéri-
sations structurelles manquent. Nous proposons ici une caractérisation
structurelle des subdivisions de cliques qui se plongent isométriquement
dans l’hypercube ; le même genre de résultat est donné concernant les
graphes de Hamming et les subdivisions de roue dans les graphes de
Hamming. Ce travail est basé sur les articles [10, 12].
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2.1 Histoire et liminaires

Dans un premier temps, nous établissons la définition formelle d’un
plongement isométrique de graphe.

Définition 2.1

Soient G et H deux graphes. Une application f : V(H) → V(G)
est un plongement isométrique de H dans G si pour toute paire
de sommets u, v de H, dH(u, v) = dG( f (u), f (v)).
Si une telle application existe, on dit que H admet un plonge-
ment isométrique dans G.

Nous pouvons remarquer que la condition de morphisme du plonge-
ment usuel (qui conserve les adjacences) est contenue dans la conserva-
tion des distances. Si uv est une arête dans H alors dH(u, v) = 1. Dès lors,
dG( f (u), f (v)) = 1 et donc f (u) f (v) est une arête de G.

a

b
c

b

c

a

(a) P3 dans C4

a

b

c

d

a

d

b

c

(b) P4 dans C4

Fig. 2.1 – P3 isométriquement plongeable dans C4 et pas P4

Définition 2.2

Un graphe G est un cube partiel s’il admet un plongement
isométrique dans un hypercube.

Nous pouvons remarquer qu’un tel graphe est un sous-graphe d’un
hypercube, il est donc biparti. Il est aussi connexe car d’après la connexité
de l’hypercube, toutes les distances sont finies.

L’étude de tels graphes a été initiée en 1971 par Ronald L. Graham et
Henry O. Pollak [40] et par Dragomir Ž. Djoković [32] en 1973. Il s’agis-
sait de trouver facilement un plus court chemin dans un réseau. Dans le
cas général d’un graphe quelconque, on peut distinguer deux stratégies
extrêmes et peu efficaces. Il est ainsi possible d’errer de façon aléatoire
dans le graphe jusqu’à trouver le sommet-cible. Cette méthode à l’avan-
tage de demander très peu d’espace-mémoire mais a l’immense défaut de
pouvoir durer indéfiniment. Une autre façon de procéder consiste à pren-
dre connaissance de tout le graphe puis de calculer tous les plus courts
chemins. Lors de la donnée du sommet-cible, il suffit alors de suivre les
indications dans notre catalogue. L’avantage est que le traitement est très
rapide. L’inconvénient est la quantité de mémoire requise.
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Le cas des cubes partiels est un peu différent. En effet, ces graphes
peuvent être étiquetés de sorte que depuis n’importe quel sommet, la sim-
ple connaissance des étiquettes du sommet-cible, du sommet courant et
des sommets voisins, suffit pour faire le bon choix. C’est-à-dire que nous
pouvons nous rapprocher strictement de notre but. Cette méthode est à la
fois rapide et requiert peu de mémoire (les étiquettes sont en O(log2(n))
pour les graphes isométriquement plongeables dans Qn). Comme illustré
sur la figure 2.2, pour aller du sommet étiqueté 101100 au sommet 000101,
nous pouvons choisir un des deux sommets étiquetés en gras, sans avoir
besoin de connaitre la structure exacte de la zone grisée.

101100 000101

001100

111100

101000

101110

101101

Fig. 2.2 – Utiliser les étiquettes

2.2 Précédentes caractérisations

Dans un premier temps, nous traitons de deux caractérisations existantes.
Ce sont celles qui nous seront utiles par la suite. Pour un exposé exhaustif,
le lecteur peut se référer au livre de Michel Deza et Monique Laurent [30].
De plus, de récents travaux par David Eppstein [34, 33] et Sandi Klavžar
et Alenka Lipovec [51] sont à mentionner.

Encore plus récemment, Sandi Klavžar et son étudiant Matjaž Kovše
se sont intéressés à différentes sous-classes des cubes partiels que sont les
graphes médians [49, 48].

2.2.1 Une relation d’équivalence sur les arêtes

Définition 2.3

Soit G un graphe et e = uv, f = xy deux arêtes de G. Les arêtes
e et f sont dites en relation θ (noté eθ f ) si,

dG(u, x) + dG(v, y) 6= dG(u, y) + dG(v, x).
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Cette relation fut introduite séparément par Dragomir Ž. Djoković [32]
et Peter Winkler [81]. Elle est de ce fait couramment appelée relation de
Djoković-Winkler.

Exemple 2.1

Soit n un entier pair plus grand que 4. Alors dans Cn, chaque paire
d’arêtes opposées est en relation θ.
Soit n un entier impair plus grand que 3. Alors dans Cn, chaque arête
est en relation θ avec ses deux arêtes opposées.

Remarquons tout d’abord quelques petits résultats utiles.

Proposition 2.1

La relation θ est réflexive et symétrique.

Démonstration. Nous démontrons les deux propriétés séparément.

(a) Réflexivité : Considérons une arête uv dans un graphe G. Alors la
partie gauche de l’inégalité de la définition 2.3 devient dG(u, u) +
dG(v, v) = 0 tandis que la partie droite se transforme en dG(u, v) +
dG(v, u) = 2. En conclusion uvθuv.

(b) Symétrie : elle se déduit de la symétrie de la fonction distance.

Proposition 2.2

Soit G un graphe et P une sous-chaîne isométrique dans G, alors
aucune paire d’arêtes de P n’est en relation θ.

Démonstration. Soit une paire d’arêtes de P, uv et xy. Sans perte de
généralité, nous pouvons considérer que u, v, x, y apparaissent dans cet
ordre le long de P (voir figure 2.3). Posons l = dG(v, x) la distance (qui
peut être nulle) entre v et x. Il suffit alors de retranscrire la formule de la
Définition 2.3 :

dG(u, x) + dG(v, y) = (l + 1) + (l + 1)

= 2l + 2

dG(u, y) + dG(v, x) = l + (l + 2)

= 2l + 2.

Dès lors, les deux arêtes ne sont pas en relation θ.

u
v x y

l
Fig. 2.3 – Une chaîne isométrique

En 1984, Peter Winkler prouve une très belle caractérisation des cubes
partiels dans [81].
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Théorème 2.1 (Winkler [81])

Soit G un graphe connexe. Alors G est un cube partiel si et seule-
ment si G est biparti et θ est transitive sur les arêtes de G.

Cette caractérisation est non seulement esthétique au sens où elle est
formulable en une ligne mais elle est aussi fort utile, entre autre pour les
deux raisons qui suivent :

– savoir qu’un graphe est un cube partiel permet désormais de con-
sidérer la relation θ comme une relation d’équivalence. Cette relation
devient ainsi beaucoup plus aisée à manipuler et nous donne énor-
mément d’informations sur la structure du graphe.

– d’un point de vue algorithmique, en notant m le nombre d’arêtes
et n le nombre de sommets d’un graphe G, il est facile de déduire
de ce théorème un algorithme pour décider si G est un cube partiel.
Cet algorithme s’exécute en temps O(mn). Cette complexité fut en-
suite améliorée pour certaines classes de graphes par Bostjan Brešar,
Wilfried Imrich et Sandi Klavžar [23] en 2003. David Eppstein [35] a
récemment trouvé un algorithme quadratique par rapport au nom-
bre de sommets pour le cas général. Cet algorithme s’exécute donc
en un temps O(n2) quel que soit le nombre d’arêtes du graphe con-
sidéré.

2.2.2 Une opération constructive

Nous introduisons la notion de couverture propre et d’expansion relative
à une telle couverture.

Soit G = (V, E) un graphe connexe. Une couverture propre G1 =
(V1, E1), G2 = (V2, E2) est une paire de sous-graphes isométriques de G
telle que G = G1 ∪ G2 et G0 = G1 ∩ G2 est un graphe non-vide appelé
l’intersection de la couverture. De plus, aucune arête ne relie un sommet
de V1\V2 à un sommet de V2\V1. L’expansion de G relative à la couverture
propre G1,G2 est le graphe G obtenu de la façon suivante. Les graphes G′

i
pour i = 1, 2 sont des copies isomorphes de G1 et G2, et, pour chaque som-
met u dans G0 notons u′i le sommet correspondant dans chacune de ces
copies G′

i . Le graphe G
′ est alors l’union disjointe de G′

1 et G
′
2 à laquelle on

ajoute une arête entre chaque paire de sommets u′1, u
′
2 pour les sommets u

de G0. La figure 2.4 vaut mieux qu’un long discours.
En 1988, Victor Chepoi [25] prouve la caractérisation suivante.

Théorème 2.2 (Chepoi [25])

Les cubes partiels sont exactement les graphes qui sont obtenus
de K1 par des expansions relatives à des couvertures propres suc-
cessives.

L’intérêt principal de cette caractérisation apparaît lorsque nous
sommes amenés à prouver qu’un graphe donné est un cube partiel. Il suf-
fit alors de donner une suite d’expansions à faire pour obtenir le graphe.
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G2

G1

G′
2

G′
1

Fig. 2.4 – Exemple d’expansion : les sous-graphes sont isométriques.

Cela se révèle souvent moins fastidieux que calculer la relation θ puis la
vérification de sa transitivité ou même donner l’image de chaque sommet
puis vérifier l’isométrie du plongement dans l’hypercube considéré.

2.3 Cubes partiels et cliques subdivisées

Dans cette section, nous présentons le premier véritable résultat de cette
thèse.

Théorème 2.3 (B., Gravier, Meslem [10])

Soit G une subdivision de Kn (n ≥ 5), alors G est un cube
partiel si et seulement si G est isomorphe à S(Kn) ou il existe un
sommet dont toutes les arêtes incidentes ne sont pas subdivisées
tandis que les autres arêtes sont subdivisées un nombre impair de
fois.

L’origine de cette étude vient d’une question posée par Victor Chepoi
et Claude Tardif : les cubes partiels sont-ils les graphes bipartis à in-
tervalles convexes (pour toute paire de sommets a et b, l’ensemble des
sommets situés sur une plus courte chaîne entre a et b est convexe).
Une réponse négative fut apportée en 2002 par Boštjan Brešar et Sandi
Klavžar [24] utilisant les subdivisions de roues. Un peu plus tard, Sylvain
Gravier, Sandi Klavžar et Michel Mollard ont décidé de caractériser toutes
les subdivisions de roues qui se plongent isométriquement dans un hyper-
cube [41]. Les graphes peu denses tels que les arbres sont des cas triviaux
de cubes partiels, les subdivisions de roues s’attaquaient à des graphes
de densité moyenne ; notre étude porte sur les graphes les plus denses, à
savoir les graphes complets.

La preuve qui suit s’appuie sur plusieurs résultats antérieurs que nous
rappelons.

Proposition 2.3 (Klavžar, Lipovec [50])

Soit un entier n ≥ 1, S(Kn) est un cube partiel.

Proposition 2.4 (Aïder, Gravier, Meslem [1])
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Soit G une subdivision de Kn (n ≥ 4) tel que chaque arête de Kn sub-
divisée est une chaîne isométrique dans G. Alors G est un cube partiel
si et seulement si G est isomorphe à S(Kn), ou G contient un sommet
universel u et toutes les autres arêtes de Kn ont été subdivisées une
seule fois.

2.3.1 Preuve de la condition suffisante

Nous prouvons ici que les graphes décrits dans le Théorème 2.3 sont des
cubes partiels. Pour ce faire, nous utiliserons la caractérisation des graphes
partiels due à Victor Chepoi (voir Théorème 2.2).

Soit n ≥ 4, et soit G une subdivision de Kn isomorphe à S(Kn), ou telle
qu’il existe un sommet universel u et que toutes les arêtes non-incidentes
à u sont subdivisées une nombre impair de fois. Montrons que c’est un
cube partiel.

Grâce à la Proposition 2.3, le cas où est G est isomorphe à S(Kn) est
réglé. Il ne reste plus qu’à traiter l’autre cas.

Le graphe G contient n sommets principaux que nous pouvons
énumérer de w1 à wn. Sans perte de généralité, nous pouvons consid-
érer que wn est le sommet universel. Pour toute paire d’entiers 1 ≤ i <

j ≤ n− 1, mij représente le nombre de sommets de subdivision ajoutés à
l’arête wiwj. Alors toutes ces quantités sont impaires par hypothèse. De
plus, elles définissent entièrement le graphe G. Nous allons prouver que
G est un cube partiel par récurrence sur la somme ∑1≤i<j≤n−1mij.

Tout d’abord, si mij = 1 pour toute paire i, j, il s’agit du graphe avec un
sommet universel et toutes les autres arêtes subdivisées exactement une
fois. Par la Proposition 2.4, nous savons que ce graphe est un cube partiel.

Considérons une famille de mij telle qu’au moins l’un d’entre eux est
supérieur ou égal à 3. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que m12 ≥ 3. Considérons le graphe G′ subdivision de Kn décrite par la
famille m′

ij égale à la famille mij exception faite de m′
12 = m12 − 2. Par l’hy-

pothèse d’induction, G′ est un cube partiel. Nous allons utiliser une expan-
sion de G′ pour retrouver le graphe G et conclure que c’est un cube partiel.
Notons w′

1,w
′
1,1,w

′
1,2 . . .w

′
1,m′

12
,w′

2, les sommets le long de l’arête subdivisée

w′
1w

′
2. Alors G′ admet une couverture propre : G′

1 la chaîne induite par les
sommets w′

1,w
′
1,1, . . .w

′
1,(m′

12+1)/2+1 et G
′
2 le reste du graphe augmenté des

sommets w′
1 et w′

1,(m′
12+1)/2+1} et des arêtes incidentes correspondantes.

Notons que si m′
12 = 1, alors le sommet w′

1,(m′
12+1)/2+1 représente le som-

met w′
2. Les deux sous-graphes G′

1 et G′
2 sont isométriques dans G et il

n’existe pas d’arête entre G′
1 \ G′

2 et G′
2 \ G′

1. Le graphe obtenu par l’ex-
pansion relative à cette couverture est le graphe G′ dont l’arête w′

1w
′
2 a été

subdivisée deux fois de plus (voir un exemple quand n = 5 et m12 = 5
figure 2.4). C’est exactement le graphe G. Par le Théorème 2.2, G est donc
un cube partiel.

Nous avons démontré la condition suffisante du Théorème 2.3.

Par ailleurs, chaque expansion revient à augmenter de 1 la dimen-
sion de l’hypercube dans lequel le graphe est plongé isométriquement.
Dans [1], Meziane Aïder, Sylvain Gravier et Kahina Meslem prouvent que
le graphe dont tous les mij sont égaux à 1, se plonge isométriquement



2.3. Cubes partiels et cliques subdivisées 27

dans Qn−1. Dès lors, un graphe G défini par une famille mij de nom-
bres impairs se plonge isométriquement dans un hypercube de dimension
n− 1+ ∑1≤i<j≤n−1(mij − 1)/2.

2.3.2 Preuve de la condition nécessaire

Cette partie de la preuve est basée sur une induction par rapport à n,
l’ordre de la clique subdivisée. Nous nous appuyons sur les deux résultats
suivants qui traitent des cas de base.

Théorème 2.4 (Gravier, Klavžar, Mollard [41])

Soit k ≥ 3 et G une subdivision de la roue Wk. Alors G est un
cube partiel si et seulement si G est isomorphe à S(W3) ou les
rayons de la roue ne sont pas subdivisés et les autres arêtes sont
subdivisées un nombre impair de fois chacune.

Obtenu en 2003, le théorème 2.4 contient le cas des subdivisions de K4.
En effet, W3 est isomorphe à K4. Deux ans plus tard, Meziane Aïder et
coll. [1] ont démontré que le théorème 2.3 est vérifié pour les subdivisions
de K5.

Proposition 2.5 (Aïder, Gravier, Meslem [1])

Soit G une subdivision de K5. G est un cube partiel si et seulement si
G est isomorphe à S(K5) ou G admet un sommet universel u et toutes
les arêtes non-incidentes à u sont subdivisées un nombre impair de
fois.

D’utiles outils

Nous présentons ici quelques lemmes très spécifiques que nous utilisons à
plusieurs reprises dans la preuve qui suit. Nous avons choisi de les séparer
pour ne pas entraver plus que de raison la lecture de la preuve.

Proposition 2.6

Soit G une subdivision de Kn plongeable isométriquement dans un
hypercube. Alors une géodésique entre deux sommets principaux de
G passe au plus par un sommet principal supplémentaire.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’une géodésique
entre deux sommets principaux de G, x et y, passe par au moins quatre
sommets principaux (x et y inclus). Considérons les quatre premiers som-
mets de cette xy-géodésique : x, x1, x2, x3. Le sous-graphe de G induit par
ces quatre sommets principaux 〈x, x1, x2, x3〉 est isométrique dans G, c’est
donc un cube partiel. De plus, ce sous-graphe est une subdivision de K4
(voir figure 2.5(a)). Alors par le théorème 2.4, 〈x, x1, x2, x3〉 est isomorphe
à S(K4), ou il contient un sommet universel.

Si le sous-graphe est isomorphe à S(K4), alors la chaîne de x à x3 pas-
sant par x1 et x2 n’est pas une géodésique, ce qui contredit nos hypothèses.
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Si le sous-graphe admet un sommet universel, alors forcément, l’arête
xx2 ou x1x3 est pleine. Dans les deux cas, cela contredit l’hypothèse que la
chaîne passant par x, x1, x2, x3 est une géodésique.

Désormais, étant donnés x, y et z trois sommets principaux d’un cube
partiel G, subdivision d’un graphe complet, nous noterons x → y si la
subdivision de l’arête xy est une géodésique dans G, et x z

−→ y si la chaîne
passant par x, z puis y est une géodésique. Par la proposition 2.6, pour
toute paire de sommets principaux x, y d’un tel graphe, il existe un som-
met principal z tel que x z

−→ y, ou x → y.
Pour les illustrations des preuves qui suivent, nous choisissons la

représentation suivante. Les sommets principaux sont représentés par des
cercles pleins tandis que les sommets de subdivisions sont représentés
par de simples cercles. Une arête pleine entre deux sommets principaux
est représentée par un segment épais tandis qu’une arête subdivisée est
représentée par un segment normal. Les arêtes dont le statut est indéter-
miné sont représentées par des segments pointillés.

Proposition 2.7

Soit G une subdivision de Kn plongeable isométriquement dans un
hypercube, et x, y, v trois sommets principaux de G. Si l’arête xy
n’est pas subdivisée dans G et y → v, alors le sous-graphe 〈x, y, v〉
contient une xv-géodésique.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde ; supposons qu’il existe un autre

sommet principal w différent de x, y ou v tel que x w
−→ v, x 6→ v et x 6

y
−→

v. Notons a la distance entre y et v, et b la distance entre x et v (voir
figure 2.5(b)).

Si b ≥ a + 1, nous aurions x
y
−→ v contredisant nos hypothèses.

Si b ≤ a− 1, la chaîne passant par y, x,w puis v serait une géodésique
passant par 4 sommets principaux, ce qui est impossible en vertu de la
proposition 2.6.

Alors b = a, et nous obtenons un cycle impair de longueur 2a + 1. En
conclusion, G n’est pas biparti ; or c’est un cube partiel, il est donc biparti.
Cette dernière contradiction achève la preuve de la proposition 2.7.

xx1

x2 x3

(a)

vw

x y

a

1

b

(b)

Fig. 2.5 – Illustrations de preuves

Nous pouvons maintenant définir le formalisme suivant. Étant donné
un cube partiel G, subdivision d’un graphe complet, et u un sommet prin-
cipal de G, nous définissons Ku comme l’ensemble des sommets princi-
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paux de G différents de u, x tels que u → x. En outre, nous définissons Lu

les autres sommets principaux de G différents de u. Par la proposition 2.6,
soit a un sommet de Lu, il existe un sommet principal x de Ku tel que
u x
−→ a. Nous noterons K et L lorsque le contexte ne prête pas à confusion.

La figure 2.6 illustre cette partition.

a

K

L

x

u

Fig. 2.6 – Partition des sommets principaux d’un cube partiel

Définition 2.4

Nous définissons des types relatifs à u pour les sommets de Ku,
comme suit (voir aussi figure 2.7) :

• x est de type L s’il existe y dans Ku tel que u x
−→ y.

• x est de type I s’il existe y dans Lu tel que u x
−→ y.

• x est de type C s’il existe y, z dans Ku tels que y x
−→ z.

• x est de type Λ s’il existe y, z dans Lu tels que y x
−→ z.

• x est de type R s’il existe y dans Ku et z dans Lu tels que
y x
−→ z.

u

x y

(a) L

u

x

y

(b) I

xy z

u

(c) C

x

y z

u

(d) Λ

x y

z

u

(e) R

Fig. 2.7 – Les différents types possibles des sommets de Ku

Remarque 2.1

Lorsqu’il est impossible de retirer un sommet isométriquement (pour
tout sommet principal v, G \ v n’est pas isométrique dans G), alors
chaque sommet de Ku est utilisé pour une plus courte chaîne. De
ce fait, tous les sommets de Ku ont au moins l’un des types définis
précédemment.
De plus, dans ce cas, un sommet x de Ku ne peut pas avoir unique-
ment le type L sinon G \ x serait isométrique dans G.

Nous pouvons maintenant énoncer un lemme important de la preuve.
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Lemme 2.1

S’il n’existe pas de sommet principal v tel que G \ v est isométrique
dans G, alors pour tout sommet principal u dans G, aucun sommet
de Ku n’a le type C.

Démonstration. Soit u un sommet principal de G. Raisonnons par l’ab-
surde, et supposons qu’il existe un sommet x dans Ku de type C. Par
définition, il existe deux sommets y, z dans Ku tels que y x

−→ z. Le sous-
graphe 〈u, x, y, z〉 est isométrique dans G. C’est donc un cube partiel, mais
aussi une subdivision de K4. Ce sous-graphe n’est pas isomorphe à S(K4)

car y x
−→ z. Il existe donc un sommet universel parmi u, x, y et z. La rela-

tion y x
−→ z nous permet d’affirmer que y et z ne sont pas universels. De

même, si u est universel, alors les deux arêtes yx et xz sont subdivisées
(un nombre impair de fois), et par conséquent y 6

x
−→ z, contredisant notre

hypothèse. Nous pouvons donc affirmer que x est le sommet universel du
sous-graphe 〈u, x, y, z〉. La définition de Ku nous permet d’ajouter que les
arêtes uz et uy sont subdivisées exactement une fois chacune.

Affirmation 2.1

Pour tout sommet t dans K différent de x, y et z, si y → t, alors
l’arête xt est pleine.

– Soit t un tel sommet, notons a la distance dans G entre y et t. D’une
part, nous pouvons affirmer que a − 2 < dG(u, t) < a + 2, sinon
une ut-géodésique ou une yt-géodésique passerait par quatre som-
mets principaux, c’est impossible par la proposition 2.6. D’autre part,
dG(u, t) 6∈ {a− 1, a+ 1}, sinon cela impliquerait la présence d’un cy-
cle impair dans G qui est un cube partiel. Nous en déduisons que
dG(u, t) = a (voir figure 2.8).

z x y t

u

a

a

Fig. 2.8 – Si t est à distance a de y, alors il est à distance a de u.

Considérons une xt-géodésique. Elle ne passe pas par y, sinon y
serait de type C et l’arête uy serait pleine ; or nous savons que cette
arête est subdivisée exactement une fois. Il s’en suit que dG(x, t) ≤ a.
De plus, une telle géodésique est au moins longue de a− 1, sinon, il
existerait une chaîne plus courte de y à t passant par x, or y → t par
hypothèse. Comme G ne contient pas de cycle impair, dG(x, t) 6= a.
Nous pouvons alors affirmer que dG(x, t) = a − 1. Nous pou-
vons ajouter que x → t. Dans le cas contraire, il existerait une yt-
géodésique passant par quatre sommets principaux, contredisant la
proposition 2.6. Ainsi, le sous-graphe 〈x, y, t, u〉 est isométrique dans
G. C’est donc une cube partiel et une subdivision de K4 qui n’est pas
isomorphe à S(K4) car l’arête xy est pleine. En conclusion, il existe
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un sommet universel qui est forcément le sommet x ; l’arête xt est
donc pleine et l’affirmation 2.1 est prouvée.

Considérons maintenant les types envisageables pour le sommet y.
– Le sommet y n’a pas le type C sinon, l’arête uy serait pleine, or nous

savons qu’elle est subdivisée exactement une fois.
– Supposons que le sommet y a le type I , alors par définition, il ex-

iste un sommet v dans L tel que u
y
−→ v. Par la proposition 2.7, une

xv géodésique est contenue dans le sous-graphe 〈x, y, v〉. Ainsi, le
sous-graphe 〈u, x, y, v〉 est isométrique dans G. C’est donc un cube
partiel, en même temps qu’une subdivision de K4. Comme il con-
tient une arête pleine, il ne peut pas être isomorphe à S(K4). Il pos-
sède donc un sommet universel qui ne peut pas être u ou v puisque

u
y
−→ v. Pour la même raison, x n’est pas universel. Enfin, y n’est

pas universel puisque l’arête uy est subdivisée exactement une fois.
Le sous-graphe 〈u, x, y, v〉 n’est donc pas un cube partiel. Cette con-
tradiction nous permet de conclure que le sommet y n’a pas le type
I .

– Supposons que le sommet y a le type Λ. Alors par définition, il existe

deux sommets v et w dans L tels que v
y
−→ w. Par la proposition 2.7,

une xv-géodésique (respectivement, une xw-géodésique) est con-
tenue dans le sous-graphe 〈x, v, y〉 (respectivement, 〈x,w, y〉). Ainsi,
le sous-graphe 〈x, v,w, y〉 est une subdivision de K4 isométrique
dans G. C’est donc un cube partiel. Il n’est pas isomorphe à S(K4)

car v
y
−→ w. Il admet donc un sommet universel. Ce sommet ne peut

pas être v ou w pour la même raison. Cela ne peut pas être x non
plus, sinon, les arêtes yu et yv seraient subdivisées et nous n’auri-

ons pas v
y
−→ w. Enfin, si le sommet principal est y, alors il existe

une chaîne de longueur 3 entre u est v. La distance entre ces deux
sommets dans G est donc inférieure à 3. Si elle vaut exactement 3, il
existe une uv-géodésique passant par 4 sommets principaux ce qui
est impossible d’après la proposition 2.6. S’il existe une chaîne de
longueur 2 entre u et v, alors G contient un cycle impair, et n’est pas
biparti ce qui contredit nos hypothèse. La distance est alors égale à 1,
contredisant l’appartenance de v à L. Nous pouvons donc conclure
que y n’a pas le type Λ.

– Enfin, supposons que le sommet y a le type R. Par définition, il ex-

iste un sommet v dans L et un sommet t dans K tel que t
y
−→ v.

Ce sommet t est forcément différent de y. Mais il est aussi différent
de z ; dans le cas contraire, une zv-géodésique passerait par quatre
sommets principaux z, x, y puis v. De plus, si ce sommet t est égale-
ment différent de x, nous sommes dans le cas de l’affirmation 2.1
et nous pouvons alors exhiber une tv-géodésique passant par les
quatre sommets principaux t, x, y puis v (voir figure 2.9(a)). Finale-
ment, nous pouvons supposer que t = x. Alors il est impossible que

u
y
−→ v, sinon, y aurait le type I déjà traité. De même la chaîne entre

u et v ne passe pas par z. D’autre part, il est impossible que u x
−→ v

sinon, il existerait une uv-géodésique passant par quatre sommets

principaux u, x, y, v (en effet, x
y
−→ v par hypothèse). Alors il existe



32 Chapitre 2. Plongements isométriques

un sommet s dans K tel que u s
−→ v (voir illustration figure 2.9(b)).

Notons a la distance entre v et y, et b la distance entre u et v. Alors
b ≤ a + 1, sinon il existerait une uv-géodésique passant par y ce
qui contredirait nos conclusions précédentes, y aurait le type I . De
plus, a − 1 ≤ b, sinon il existerait une yv-géodésique passant par
quatre sommets principaux y, u, s, v. Enfin, comme G est biparti, la
seule possibilité est que b = a. Alors dG(x, v) = a + 1 et donc une
xv-géodésique passe par les quatre sommets principaux x, u, s puis
v. En vertu de la proposition 2.6 nous pouvons conclure que y n’a
pas le type R.

z x y t

u

v

(a)

z x y s

u

v

a

b

(b)

Fig. 2.9 – Le sommet x n’a pas le type R

En conclusion, le sommet y n’a aucun des types C, I ,Λ,R. Ceci con-
tredit la remarque 2.1. En conclusion, le sommet x ne peut pas avoir le
type C. Le lemme 2.1 est maintenant prouvé.

Passage à l’induction

Nous basons notre induction sur le nombre de sommets principaux n du
graphe G. Considérons donc un graphe G, subdivision d’un graphe com-
plet Kn, tel que n ≥ 6. Supposons que G est un cube partiel et que le
théorème est vérifié pour toutes les subdivisions de graphes complets Km,
où m < n.

Par la proposition 2.3, le cas d’un graphe G isomorphe à S(Kn) est
vérifié. Nous supposons désormais que G n’est pas isomorphe à S(Kn).

Cas 1. Il existe un sommet principal u dans G tel que G \ u est isométrique.
Le graphe G \ u est alors une subdivision du graphe complet Kn−1. De

plus c’est un sous-graphe isométrique d’un cube partiel. Nous pouvons
donc appliquer notre hypothèse d’induction. Le graphe G \ u est isomor-
phe à S(Kn−1), ou il contient un sommet universel.

Considérons tout d’abord le cas où G \ u est isomorphe à S(Kn−1).
– Supposons que u → v pour tout sommet principal v dans G \ u.
Comme G n’est pas isomorphe à S(Kn), il existe un sommet v dans
G \ u tel que l’arête uv n’est pas subdivisée exactement une fois.
Soient y et z deux sommets principaux de G \ {u, v}. Alors le sous-
graphe 〈u, v, y, z〉 est isométrique dans G. C’est donc un cube partiel
qui n’est pas isomorphe à S(K4) puisque l’arête uv n’est pas subdi-
visée exactement une fois. Il admet donc un sommet universel qui
ne peut être que le sommet u (voir figure 2.10(a)). Ainsi, les arêtes
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uy, uz et uv sont pleines. Ceci est valable pour n’importe quelle paire
de sommets y, z dans G \ u. Finalement, le graphe G admet u comme
sommet universel et le théorème 2.3 est vérifié dans le cas présent.

y z
v

u

y z
v

u

(a)

a b

x

u

(b)

Fig. 2.10 – Cas où G \ u ≃ S(Kn−1)

– À l’inverse, supposons qu’il existe un sommet principal a dans G tel
que u 6→ a. Soit x un sommet principal de G \ u minimisant la dis-
tance dG(u, x). Par cardinalité (n ≥ 6), il existe un sommet principal
b distinct de a, x et u. Comme G \ u est isomorphe à S(Kn−1), nous
pouvons affirmer que u x

−→ a. De plus, u → b ou u x
−→ b. Ces qua-

tre sommets principaux induisent donc un sous-graphe isométrique
dans G. Il s’agit donc d’un cube partiel. Par hypothèse, u 6→ a,
donc l’arête ua est subdivisée au moins trois fois (voir figure 2.10(b)).
Ainsi, le sous-graphe n’a pas de sommet universel et n’est pas iso-
morphe à S(K4). Ce n’est donc pas un graphe partiel. Par cette con-
tradiction, nous pouvons conclure que ce cas n’apparaît pas.

Considérons maintenant le cas où G \ u admet un sommet universel x.
Montrons que x est également un sommet universel de G. Soient y et

z deux sommets principaux de G \ u les plus proches de u et différents
de x. Ils existent par la cardinalité n ≥ 6 des sommets principaux de
G. Alors une uz-géodésique et une uy-géodésique sont contenues dans
le sous-graphe 〈u, x, y, z〉. Il est donc isométrique dans G et c’est un cube
partiel. Comme l’arête xz est pleine, il ne s’agit pas d’une copie isomorphe
à S(K4). Le seul sommet universel possible est alors x. Nous pouvons con-
clure que ux est une arête pleine. Comme G est biparti, les arêtes partant
de u vers d’autres sommets de G \ u sont subdivisées un nombre impair
de fois. Le sommet x est donc universel dans G et le théorème 2.3 est
valable pour ce cas précis.

Cas 2. Pour tout sommet principal u de G, G \ u n’est pas isométrique.
Soit vK un sommet principal de G. Par hypothèse, G \ vK n’est pas

isométrique dans G, donc il existe deux sommets principaux u et vL tels
que u

vK−→ vL, et u 6→ vL. Nous notons désormais K pour Ku et L pour Lu.
Ces deux ensembles sont clairement non-vides puisque vK ∈ K et vL ∈ L.

Lemme 2.2

Aucune paire de sommets x, y dans K n’est telle que les arêtes ux et
xy sont pleines.

Démonstration. Pour une démonstration par l’absurde, supposons qu’une
telle paire existe. Comme y est dans K, l’arête uy est une géodésique.
Comme il existe une chaîne de u à y de longueur 2 passant par x, l’arête



34 Chapitre 2. Plongements isométriques

uy est subdivisée exactement une fois. Considérons alors les types possi-
bles de y. D’après le lemme 2.1, nous savons que y n’a pas le type C.

Le sommet y est de type I : alors il existe un sommet b dans L tel que u
y
−→ b.

La distance entre u et b est ainsi égale à dG(y, b) + 2. Ainsi, la chaîne
passant par u, x, y, b est également une géodésique passant par quatre
sommet principaux. D’après la proposition 2.6, ceci entre en contradiction
avec l’hypothèse selon laquelle G est un cube partiel. Donc y n’a pas le
type I .

u

x y

b c

(a)

u

x y

b c

(b)

Fig. 2.11 – Cas où y est de type Λ

Le sommet y est de type Λ : alors par définition, il existe deux sommets b

et c dans L tels que b
y
−→ c. D’après la proposition 2.7, une xb-géodésique

et une xc-géodésique sont contenues dans le sous-graphe 〈x, y, b, c〉. Ce
sous-graphe est donc isométrique dans G, il s’agit donc d’un cube partiel.

Il n’est pas isomorphe à S(K4) puisque b
y
−→ c. Il doit alors contenir un

sommet universel. Il ne peut pas s’agir de b ou c, car cela aboutirait à
la présence d’un triangle. Si le sommet x est universel, alors les arêtes
yb et yc sont toutes deux subdivisées au moins une fois, contredisant

l’hypothèse selon laquelle b
y
−→ c (voir figure 2.11(a)). Si le sommet y

est universel dans ce sous-graphe (voir figure 2.11(b)), alors la distance
dans G entre u et b est d’au plus 3. Si cette distance vaut 3, il existe une
ub-géodésique passant par u, x, y puis b. Si elle vaut 2, alors, le graphe
G contient une cycle impair, or c’est un graphe biparti. Enfin, si cette
distance vaut 1, nous aurions naturellement u → b et b appartiendrait à
l’ensemble K. Le sommet y ne peut donc pas avoir le type Λ.

Le sommet y est de type R : alors par définition, il existe un sommet t dans

K et un sommet b dans L tels que t
y
−→ b. Nous distinguons alors deux cas.

– Si t est le sommet x, alors nous notons l la distance entre y et b.

Ainsi, dG(x, b) = l + 1 puisque x
y
−→ b. Aucune ub-géodésique ne

passe par x, car elle passerait par quatre sommets principaux. De
même, aucune ub-géodésique ne passe par y, car ce sommet serait
alors du type I déjà traité précédemment. Il existe donc un som-
met z dans K différent de x et y tel que u z

−→ b (voir figure 2.12).
Notons p la distance entre u et b. Alors p > l sinon la chaîne pas-
sant successivement par x, u, z puis b serait une géodésique passant
par quatre sommets principaux. De plus, p ≤ l + 1 sinon la chaîne
passant par u, x, y puis b serait une géodésique passant par quatre
sommets principaux. Ainsi, nous avons forcément l’égalité p = l + 1
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ce qui est également interdit car cela induirait un cycle impair avec
la chaîne de u à b passant par x qui a pour longueur l + 2. La somme
serait 2l + 3. Comme G est un cube partiel, il est biparti et ce cas ne
peut pas survenir.

u

x zy

b

l p

Fig. 2.12 – Illustration de preuve

– Si t n’est pas le sommet x, notons l la distance entre y et t, et p
la distance entre x et t (voir figure 2.13). Étudions alors les valeurs
possibles pour p. De façon certaine, p ≤ l sinon, la chaîne de x à
t passant par y serait une géodésique et y serait de type C ce qui
est interdit d’après le lemme 2.1. De plus, p n’est pas égal à l, cela
induirait un cycle impair de longueur 2l + 1 passant par x, y et t,
or G est biparti. D’autre part, nous savons que p > l − 2 puisque
t → y. Dès lors, nous pouvons affirmer que p = l − 1. Comme p ne
peut pas être nul, nous en déduisons que l ≥ 2, traduisant le fait
que l’arête yt est subdivisée au moins une fois ; et que x → t car s’il
existait une xt-géodésique passant par un autre sommet principal
v, alors il existerait une yt-géodésique passant par quatre sommets
principaux, y, x, v et t.
Ainsi, le sous-graphe 〈y, x, b, t〉 est isométrique dans G. Il ne peut
pas être une copie isomorphe de S(K4) puisque l’arête xy est pleine.
De plus, comme l’arête yt est subdivisée au moins une fois, le seul
sommet universel possible est x. Mais alors le sommet x est de type
C ce qui est impossible d’après le lemme 2.1.

x y t

b

l
p

x y t

b

Fig. 2.13 – Illustration de preuve

Nous pouvons donc conclure que y n’a aucun des types définis plus
haut. D’après la remarque 2.1, c’est une absurdité. Le lemme 2.2 est donc
prouvé.

Proposition 2.8
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Chaque sommet v de L voit exactement un sommet de K.

Démonstration. Soit v un sommet de L. Montrons qu’il existe un unique
sommet x de K tel que v → x.

Existence : il suffit de considérer une uv-géodésique. Elle passe par un
sommet x de K tel que u x

−→ v. A fortiori, v → x.
Unicité : pour une preuve par l’absurde, supposons que v voit deux

sommets xv et yv dans K. Nous pouvons les choisir tels que u
xv−→ v. Con-

sidérons alors un quadruplet (a, u, x, y) tel que u x
−→ a et y → a, minimisant

la somme dG(u, x) + dG(x, a) + dG(a, y).

Affirmation 2.2

Le sous-graphe 〈u, a, x, y〉 est isométrique dans G.

u

yxx′

aa′

Fig. 2.14 – Le sous-graphe 〈u, a, x, y〉 est isométrique

Démonstration. Supposons le contraire, alors il existe un sommet principal

a′ dans G différent de u et a tel que x a′
−→ y. D’après le lemme 2.1, a′ est

un sommet de L sinon il serait de type C. De plus, dG(u, x) + dG(x, a′) +
dG(a′, y) < dG(u, x) + dG(x, a) + dG(a, y). Comme le quadruplet (a, u, x, y)
a été choisi de façon à minimiser cette quantité, cela signifie que le quadru-
plet (a′, u, x, y) n’est pas de cette famille ; donc aucune ua′-géodésique ne
passe par x ou y. Alors il existe un sommet principal x′ dans K différent

de x et y tel que u x′
−→ a′ (voir figure 2.14). Nous avons alors les con-

ditions suivantes : u x′
−→ a′, a′ → y et dG(u, x′) + dG(x′, a′) + dG(a′, y) <

dG(u, x) + dG(x, a) + dG(a, y). Ceci contredit la minimalité de cette quan-
tité pour le quadruplet (a, u, x, y). L’affirmation 2.2 est ainsi prouvée.

Le sous-graphe 〈u, a, x, y〉 est donc un cube partiel. Comme u 6→ a, ce
n’est pas une copie isomorphe de S(K4). Il admet donc un sommet uni-
versel qui peut être x ou y. Si x est universel, alors les arêtes ux et xy sont
pleines. C’est impossible d’après le lemme 2.2. Le même raisonnement
fonctionne si y est le sommet universel. Il est donc impossible pour le
sommet v de voir deux sommets de K.

Ceci clôt la preuve de la proposition 2.8.

Nous poursuivons en prouvant que K est en réalité un singleton.
Supposons au contraire qu’il existe deux sommets distincts x et y dans

K. D’après la remarque 2.1 et le lemme 2.1, chacun doit avoir au moins un
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type parmi R, I et Λ. Pour chacun de ces types, les sommets x et y voient
au moins un sommet de L par définition. Notons a un sommet de L tel que
x → a. Puis considérons une ay-géodésique. D’après la proposition 2.8, a

ne voit pas y. Ainsi il existe un sommet principal b tel que a b
−→ y. Si b est

le sommet x, alors le sous-graphe 〈a, y, u, x〉 est isométrique. Il ne peut pas
être une copie de S(K4) car l’arête subdivisée ua n’est pas une géodésique ;
de plus, x et y ne peuvent pas être des sommets universels d’après le
lemme 2.2. Ainsi, b n’est pas le sommet x. D’après la proposition 2.8, b
est alors un sommet de L et toujours d’après cette proposition, une ub-
géodésique passe par y. Considérons alors un quadruplet (a, b, x, y) tel

que x, y ∈ K, a, b ∈ L, u x
−→ a, u

y
−→ b, a b

−→ y et qui minimise la somme
dG(x, a) + dG(a, b) + dG(b, y).

Affirmation 2.3

Le sous graphe 〈u, a, b, x, y〉 est isométrique dans G.

Démonstration. Supposons que cette subdivision de K5 ne soit pas
isométrique. D’après nos hypothèses, les seules géodésiques qui peu-
vent ne pas être contenue dans le sous-graphe sont les géodésiques

reliant x à y et x à b. Considérons une xy-géodésique telle que x t
−→ y.

Alors t n’est pas un sommet de K sinon il aurait le type C interdit par
le lemme 2.1. De même, t n’est pas un sommet de L car il verrait alors
deux sommets de K, contredisant la proposition 2.8. Alors forcément t
est égal au sommet u et cette xy-géodésique est contenue dans le sous-
graphe 〈u, a, b, x, y〉. Comme nous avons supposé que ce sous-graphe n’est
pas isométrique, cela signifie qu’il ne contient aucune xb-géodésique.
D’après la proposition 2.8, b voit un unique sommet de K. Il s’agit de
y. Par conséquence, une xb-géodésique passe par un sommet a′ dans
L. Toujours d’après la même proposition, a′ voit uniquement x comme
sommet de K. La seule ua′-géodésique possible est donc la chaîne pas-

sant par x. Pour récapituler nous avons u x
−→ a′, u

y
−→ b, b a′

−→ x et
dG(y, b) + dG(b, a′) + dG(a′, x) < dG(x, a) + dG(a, b) + dG(b, y). Nous ex-
hibons ainsi un quadruplet (b, a′, y, x) contredisant la minimalité de la
somme pour le quadruplet précédemment introduit. L’affirmation 2.3 est
donc prouvée.

u

a

a′

b

x y

Fig. 2.15 – Le sous-graphe 〈u, a, b, x, y〉 est isométrique

Ce sous-graphe est donc un cube partiel. Et comme le théorème 2.3
est valable pour les subdivisions de K5, c’est une copie de S(K5) ou il
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admet un sommet universel. Comme l’arête subdivisée ua n’est pas une
géodésique, ce n’est pas une copie isomorphe de S(K5). Il admet donc
un sommet universel. Ce sommet ne peut pas être u qui ne voit pas le
sommet a, ni a ou b qui ne voient pas u, ni x ou y car cela engendrerait
une situation interdite par le lemme 2.2. Nous aboutissons donc à une
absurdité. Nous pouvons ainsi conclure que |K| = 1.

Nous finissons alors de traiter le cas 2, comme K est un singleton, u
ne voit qu’un seul autre sommet principal de G. Le graphe G \ u est donc
isométrique dans G, contredisant notre hypothèse de départ. Le cas 2 est
donc impossible.

Ceci conclut la preuve du théorème 2.3.

2.3.3 Implications diverses

Le théorème 2.3 permet ainsi de caractériser de façon très spécifique
l’ensemble des subdivisions de cliques admettant un plongement
isométrique dans un hypercube.

Entre autres choses, nous pouvons remarquer que nous sommes en
mesure d’exhiber des cubes partiels contenant n’importe quel sous-graphe
induit. Ce corollaire est déjà connu mais mérite d’être cité.

Corollaire 2.1

Soit G un graphe d’ordre n et G′ une subdivision impaire (chaque
arête est subdivisée un nombre impair de fois) de G. Posons K le
graphe obtenu de G′ en ajoutant un sommet u relié à tous les sommets
principaux de G′, alors K est un cube partiel.

Démonstration. Notons D la longueur d’une arête la plus subdivisée dans
G′.

Il suffit de compléter le graphe G′ en une subdivision de Kn en ajoutant
les arêtes manquante et en les subdivisant un grand nombre de fois,
par exemple 2Dn + 1 fois. Les distances entre les sommets ne sont pas
changées. En ajoutant un sommet u universel, nous obtenons une subdivi-
sion de Kn+1 qui est un cube partiel d’après le théorème 2.3. Nous pouvons
alors retirer les arêtes auxiliaires que nous avions rajoutées précédemment,
les distances sont conservées et le graphe K est un cube partiel.

Il est ainsi possible de construire des cubes partiels admettant n’im-
porte quel graphe arbitraire comme mineur. Une caractérisation par
mineur exclu est donc inenvisageable. La propriété d’être un cube partiel
n’étant pas conservé par l’opération de contraction d’arête ou de sommet,
cette remarque n’est pas une réelle surprise.

Deux perspectives naturelles se présentent après cette étude. Nous
pouvons au choix : plonger isométriquement les graphes dans d’autres
types de structure, ou relâcher la condition d’isométrie. Durant ce doc-
torat, nous nous sommes intéressés aux deux pistes mais n’avons eu de
résultats probants que pour la première.
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2.4 Des hypercubes aux graphes de Hamming

Dans la section précédente, nous avons exhibé une caractérisation struc-
turelle des subdivisions de cliques qui se plongent isométriquement dans
un hypercube. Nous nous proposons de voir dans quelle mesure nous
pouvons étendre cette dernière aux plongements isométriques dans les
graphes de Hamming.

Définition 2.5

Un graphe G est un graphe de Hamming partiel s’il admet
un plongement isométrique dans un graphe de Hamming.

Nous allons montrer qu’une subdivision non triviale d’un graphe com-
plet qui se plonge isométriquement dans un graphe de Hamming est for-
cément un cube partiel.

De plus, nous généralisons également le résultat de Sylvain Gravier,
Sandi Klavžar et Michel Mollard [41] sur les subdivisions de roue (voir
théorème 2.4).

2.4.1 Propriétés générales

Nous revenons ici sur les résultats déjà connus qui nous seront utiles pour
les preuves qui suivent.

Dans leur travaux concernant les subdivisions de roues isométrique-
ment plongeables dans les hypercubes [41], Sylvain Gravier et coll. font
usage d’une propriété très utile pour conclure à l’impossibilité d’un tel
plongement.

Proposition 2.9 (Gravier, Klavžar, Mollard [41])

Soit G un graphe et K un sous-graphe isométrique de G, isomorphe
à une subdivision d’un éventail Fk (k ≥ 3) telle qu’un rayon interne
parmi uw2, uw3 . . . uwk−1 est subdivisé au moins une fois. Alors G
n’est pas un cube partiel.

Plus anciennement, Elke Wilkeit a prouvé en 1990 qu’un graphe de
Hamming partiel est biparti si et seulement si c’est un cube partiel.

Théorème 2.5 (Wilkeit [80])

Soit G un graphe de Hamming partiel. Alors G est biparti si et
seulement si G est un cube partiel.

Dans [25], Victor Chepoi introduit en réalité une expansion un peu
plus large que celle définie dans la première section de ce chapitre. Étant
donné un graphe G = (V, E) avec V = {x1, x2 . . . xm}, choisissons une
couverture de l’ensemble V par n ensembles W1,W2 . . .Wn tels que les
conditions (i)-(iii) sont vérifiées pour tout couple d’entiers i, j entre 1 et n :

(i) Wi ∩Wj 6= ∅,
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Fig. 2.16 – Expansion à trois sacs

(ii) il n’y a pas d’arête entre Wi \Wj et Wj \Wi,

(iii) les sous-graphes induits parWi,Wj etWi ∪Wj sont isométriques dans
G.

W1 . . .Wn est appelé une couverture correcte de G. Nous pouvons alors
effectuer une expansion relative à cette couverture. Nous associons à
chaque sommet x de V la suite (i1 . . . ik) de tous les indices ij tels que
x est dans Wij . Le graphe G′ = (V ′, E′) est appelé l’expansion isométrique
de G relativement à la couverture s’il est obtenu de la façon suivante :

– si (i1 . . . ik) est la suite d’indices associée au sommet xj de G, nous le
remplaçons par k sommets distincts dans V ′, xji1 . . . x

j
ik
;

– si l’indice i appartient aux deux suites (ix1 . . . i
x
kx

) et (iy1 . . . i
y
ky

) asso-
ciées aux sommets x et y tels que l’arête xy est dans E, alors nous
ajoutons l’arête xiyi dans E′.

Un exemple est illustré sur la figure 2.16. Nous pouvons remarquer
qu’en limitant la couverture à seulement deux ensembles, nous obtenons
la définition de l’expansion isométrique définie dans la section 1. Il s’agit
donc d’une généralisation qui permet d’énoncer la caractérisation suiv-
ante.

Théorème 2.6 (Chepoi [25])

Un graphe G est un graphe de Hamming partiel si et seulement
si on peut l’obtenir par une succession d’expansions isométriques
à partir du graphe à un seul sommet K1.

Nous utilisons également une notation pratique rapportée par Sergey
V. Shpectorov [74] ; cette notation donne des étiquettes à chaque arête d’un
graphe de Hamming partiel selon la direction qui lui est attribuée dans
un plongement spécifique. Il s’agit en fait des classes d’équivalence de la
relation θ. Il est cependant parfois plus naturel d’utiliser ce formalisme.

Soit G un graphe de Hamming partiel, et φ un plongement isométrique
de G dans un graphe de Hamming H. L’étiquetage naturel de G relative-
ment à φ est obtenu comme suit. Soit e une arête reliant deux sommets
u et v de G, alors la distance dans G entre u et v est égale à 1. Comme
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le plongement est isométrique, la distance entre φ(u) et φ(c) dans H est
la même, ces deux sommets sont donc voisins et diffèrent sur une et une
seule coordonnée i. Nous étiquetons alors l’arête e par dir(e) = i. Par la
suite, xi représente la ième coordonnée d’un sommet x dans un graphe de
Hamming.

Commençons par démontrer quelques propositions faciles.

Proposition 2.10

Étant donné un graphe de Hamming partiel G, un plongement
isométrique φ et l’étiquetage naturel correspondant, si deux arêtes
distinctes e et f de G sont sur une même chaîne géodésique dans G,
alors dir(e) 6= dir( f ).

Démonstration. Il suffit de prouver qu’une géodésique dans un graphe de
Hamming n’utilise pas deux fois la même direction. Pour une preuve par
l’absurde, supposons l’existence d’une telle géodésique passant par les
sommets x1 . . . xp avec dir(x1x2) = dir(xp−1xp) = i. Distinguons alors
deux cas :

• si xi1 = xip, alors il existe une chaîne strictement plus courte passant
par les sommets x1, x′3 . . . x

′
p−2xp où pour chaque j entre 3 et p− 2,

x′ij = xi1 et x
′k
j = xkj pour k 6= i.

• si xi1 6= xip, alors il existe une chaîne strictement plus courte passant
par les sommets x1, x′2 . . . x

′
p−2xp où pour chaque j entre 2 et p− 2,

x′ij = xip et x
′k
j = xkj pour k 6= i.

La chaîne n’est donc pas une géodésique, ceci contredit notre hy-
pothèse.

Proposition 2.11

Étant donné un graphe de Hamming partiel G, un plongement
isométrique φ, l’étiquetage naturel correspondant et un cycle élémen-
taire C dans G, alors une étiquette apparaissant dans C apparaît au
moins deux fois. De plus, si C est isométrique dans G et n’est pas
isomorphe à C3, alors l’étiquette apparaît exactement deux fois et le
cycle est de longueur paire.

Démonstration. Supposons qu’il existe un cycle (x0, x1 . . . xk, x0) tel que
dir(x0x1) = 1 et qu’aucune autre arête n’est portée par la première di-
rection. Alors x10 6= x11, et pour tout arête xixi+1, x1i = x1i+1 (1 ≤ i ≤ k− 1).
De même, x1k = x10, cela implique que x10 = x11 ce qui est une contradiction.

De plus, si le cycle est isométrique, différent de C3, et qu’une étiquette
apparaît trois fois, alors il existe une géodésique passant par deux arêtes
de même étiquette ; c’est interdit par la proposition 2.10. Ainsi, chaque
étiquette apparaît exactement deux fois et le cycle a forcément une taille
paire.

Proposition 2.12

Soit G un graphe de Hamming partiel. Si G n’est pas biparti, alors il
contient un triangle.
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Démonstration. Comme G n’est pas biparti, il contient un cycle im-
pair. Considérons C un cycle impair de taille minimale. Le cycle C est
isométrique dans G sinon, il existerait une chaîne le découpant en deux
cycles plus petit dont un impair. D’après la proposition 2.11, C est de
longueur pair ou isomorphe à C3. Comme C est de longueur impaire par
hypothèse, c’est un triangle.

Proposition 2.13

Soit G une subdivision d’un éventail Fk pour un entier k ≥ 3. Si
G est un graphe de Hamming partiel, alors les rayons internes de
l’éventail ne sont pas subdivisés.

Démonstration. Considérons tous les triangles de G (il peut n’y en avoir au-
cun), ils séparent l’éventail subdivisé en éventails subdivisés isométriques
dans G. Soit i un entier entre 2 et k− 1, si l’arête uwi de Fk est subdivisée,
elle ne fait pas partie d’un triangle de G. Elle est donc une arête interne
d’un des éventails subdivisés. Cet éventail est isométrique dans G, c’est
donc un cube partiel. Comme il ne contient pas de triangle, il est biparti
(proposition 2.12). D’après le théorème 2.5 c’est un cube partiel. Nous pou-
vons alors utiliser la proposition 2.9 et conclure que l’arête uwi n’est pas
subdivisée.

Proposition 2.14

Le graphe K4 − e (voir figure 2.17) n’est pas un graphe de Hamming
partiel.

Démonstration. Par l’absurde, supposons qu’il existe un plongement
isométrique de ce graphe dans un graphe de Hamming. Les images des
sommets x et y (référence à la figure 2.17) diffèrent sur une seule coordon-
née, par exemple la première. On peut donc supposer que x1 = 0 et y1 = 1.
Par conséquent les sommets à distance 1 de x et de y sont également dif-
férent de ces sommets sur cette même coordonnée. Ainsi, les images de z
et de t sont à distance 1 l’une de l’autre, or ces sommets ne sont pas reliés
par une arête. C’est une contradiction.

x

y

tz

Fig. 2.17 – Le graphe K4 − e

Munis de ces outils, nous pouvons aborder le cas des graphes denses,
les subdivisions de graphes complets.
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2.4.2 Subdivisions de graphes complets

Bien que la famille de graphes dans laquelle nous nous autorisons de
plonger isométriquement nos graphes soit bien plus grande que les sim-
ples hypercubes, le gain est minime. Le théorème que nous nous pro-
posons de démontrer est le suivant.

Théorème 2.7 (B., Gravier, Meslem [12])

Soit G une subdivision d’une clique Kn pour n quelconque, G est
un graphe de Hamming partiel si et seulement si G est un cube
partiel ou G est isomorphe à Kn.

Démonstration. La condition suffisante est triviale. Nous nous intéressons
donc à la condition nécessaire.

Si le graphe G est biparti, d’après le théorème 2.5, c’est un cube partiel.
Le théorème 2.7 est donc valide dans ce cas.

Supposons maintenant que le graphe G n’est pas biparti. Nous devons
alors prouver qu’il est isomorphe à Kn. D’après la proposition 2.12, G
contient au moins un triangle.

Considérons alors une clique maximale de G (au sens de l’inclusion)
contenant ce triangle. Nous notons cette clique K. Toutes les arêtes de K
sont forcément portées par la même direction. Ainsi, elles ont toute la
même étiquette que l’on peut supposer égale à 1. Si K est isomorphe à Kn,
alors il s’agit de tout le graphe G et le théorème est valide.

Supposons donc que K n’est pas une copie de Kn. Alors il existe un
sommet principal de G en dehors de K. Notons u un sommet principal de
G le plus proche de K, et x un sommet de K le plus plus proche de u.

S’il existe un sommet y de K distinct de x tel que l’arête uy n’est pas
subdivisée, alors forcément l’arête ux est également pleine. Le sous-graphe
〈u, x, y〉 est donc un triangle. Ainsi, les trois arêtes sont portées par la
même direction et ont la même étiquette. Comme dir(xy) = 1, nous en
déduisons que dir(ux) = 1 et u est donc à distance 1 de tous les sommets
de K. C’est une contradictions puisque K a été choisie maximale.

Nous pouvons alors considérer que pour n’importe quel sommet y de
K distinct de x, l’arête uy est subdivisée au moins une fois.

x u

y w

K
l

≥ l

1 ≥ 1

(a) Géodésique hors de K

x u

y

w

K

l
≥ l

1

(b) Géodésique dans K

Fig. 2.18 – Étude de cas.

Affirmation 2.4
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Pour tout sommet y dans K distinct de x, le sous-graphe 〈u, x, y〉 est
isométrique dans G.

Démonstration. Pour une preuve par l’absurde, supposons qu’un sommet
y existe tel que 〈u, x, y〉 n’est pas isométrique. Comme ux est la chaîne la
plus courte entre u et K, c’est forcément une géodésique. De plus, xy est
une arête pleine. La seule possibilité est donc qu’aucune uy géodésique
n’est contenue dans 〈u, x, y〉. Notons l la distance entre u et x et consid-
érons une uy-géodésique elle doit être de longueur strictement inférieure
à l + 1.

• Cas 1 : si elle passe par un sommet principal w 6∈ K (voir fig-
ure 2.18(a)), comme u est un sommet le plus proche de K, l’arête
wy est au moins de longueur l. De plus, la distance entre u et w est
au moins 1. Cette géodésique est donc de longueur au moins l + 1,
or il existe déjà une chaîne de cette longueur dans 〈u, x, y〉, c’est donc
une contradiction.

• Cas 2 : si elle passe par un sommet w ∈ K (voir figure 2.18(b)),
comme x est un sommet le plus proche de u, l’arête wu est au moins
de longueur l. Ainsi, cette géodésique a une longueur supérieure ou
égale à l + 1 ce qui est encore une contradiction.

L’affirmation 2.4 est donc prouvée.

Considérons maintenant deux sommets de K distincts de x, et
nommons-les y et w. Ils existent puisque |K| ≥ 3. D’après l’étude précé-
dente, les arêtes ux et uw sont subdivisées au moins une fois chacune et
les sous-graphes 〈u, x, y〉 et 〈u, x,w〉 sont isométriques dans G. Ce sont des
cycles, qui ne peuvent pas être de longueur 3. D’après la proposition 2.11

ils sont donc de longueurs paires et les étiquettes apparaissent exactement
deux fois. Considérons alors le sous-graphe 〈u, x, y,w〉 (voir figure 2.19).
Il est clairement isométrique dans G.

x

y

u

w

fe

1

11

11 j
j j

Fig. 2.19 – Le sous-graphe 〈x, y, u,w〉

En considérant le cycle extérieur 〈u, y,w〉, nous pouvons affirmer
d’après la proposition 2.11 qu’il existe une arête étiquetée 1 le long de
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la chaîne entre w et y passant par u. Nous pouvons supposer sans perte
de généralité qu’il s’agit d’une arête entre u et y. Comme le cycle 〈u, x, y〉
est isométrique et contient déjà deux arêtes étiquetées avec la direction 1,
l’étiquette 1 n’apparaît pas une autre fois sur ce cycle. Ainsi, aucune arête
entre u et x n’est étiquetée 1. Concentrons-nous alors sur le cycle 〈u, x,w〉.
Comme l’arête xw est dans la direction 1, il existe une autre arête étiquetée
de le même façon. Cette arête ne peut pas être entre u et x. Il existe donc
une arête entre u et w étiquetée 1.

Notons j l’étiquette de la première arête entre x et u. Dans un cycle
qui est un cube partiel, les arêtes de même étiquette se font face. Ainsi, les
arêtes opposées dans 〈u, x,w〉 et 〈u, x, y〉 sont étiquetées de la même façon.
Notons e et f les sommets opposés à x dans ces deux cycles. N’importe
quelle chaîne entre e et f passe par deux arêtes qui ont la même étiquette.
C’est absurde, car une e f -géodésique n’a pas cette propriété.

Nous concluons alors que ce cas n’a pas lieu d’être. Le graphe complet
maximal est donc exactement Kn. Le théorème 2.7 est prouvé.

Il suffit alors d’utiliser le théorème 2.3 de la section précédente pour
obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 2.2

Soit G une subdivision d’une clique Kn (n > 3). Le graphe G est un
graphe de Hamming partiel si et seulement si il est isomorphe à Kn

ou S(Kn), ou s’il est biparti et admet un sommet universel.

2.4.3 Subdivisions de roues

L’étude des roues est plus technique en ce sens qu’elle requiert l’étude de
cas plus particuliers. Nous pouvons cependant écarter le cas de la roue à 3

rayonsW3 qui est isomorphe à K4 traité précédemment. Concentrons-nous
plutôt sur les subdivisions de roues Wn telles que n ≥ 4. Le théorème est
le suivant.

Théorème 2.8 (B., Gravier, Meslem [12])

Soit W une subdivision de Wn (n ≥ 4). Alors W est un graphe
de Hamming partiel si et seulement si :

(i) les rayons de Wn ne sont pas subdivisés,

(ii) si les autres arêtes sont subdivisées, elle le sont un nombre
impair de fois,

(iii) deux arêtes extérieures non-subdivisées ne sont pas adja-
centes,

(iv) si n = 4, alors W contient au plus un triangle.

Condition nécessaire

Considérons W, une subdivision de Wn (n ≥ 4) isométriquement plonge-
able dans un graphe de Hamming. Si W est un graphe biparti, alors c’est
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un cube partiel d’après le théorème 2.5. Nous pouvons alors utiliser le
théorème 2.4 pour vérifier les conditions (i)-(iv).

Dans le cas où W n’est pas un graphe biparti, nous utilisons le lemme
suivant.

Lemme 2.3

Si deux rayons uwi et uwj de la roue ne sont pas subdivisés avec
|i − j| 6≡ 1(mod k) (ils ne sont pas consécutifs), alors aucun rayon
de la roue n’est subdivisé.

Démonstration. Nous pouvons considérer que i = 1 sans perte de général-
ité, et donc j 6∈ {2, k}. Alors 〈u,w1,w2 . . .wj〉 et 〈u,wi,wi+1 . . .wk,w1〉 sont
deux sous-graphes isométriques. Ce sont donc des graphes de Hamming
partiels. De plus, ce sont tous deux des subdivisions d’éventails. D’après
la proposition 2.13, aucun de leurs rayons internes n’est subdivisé. Nous
concluons qu’aucun rayon de la roue n’est subdivisé.

D’après la proposition 2.12, comme W n’est pas un graphe biparti, il
contient un triangle. Un tel triangle ne peut être obtenu que si trois arêtes
uwi, uwi+1 et wiwi+1 ne sont pas subdivisées. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que ces sommets sont u,w1 et w2. Nous distin-
guons alors deux cas selon le nombre de rayons n.

Cas 1 : n ≥ 5. Considérons une w1w4-géodésique. Elle est
contenue dans un des deux sous-éventails, 〈u,w1,w2,w3,w4〉, ou
〈u,w1,wn,wn−1 . . .w5,w4〉. Dans les deux cas, cela implique que le sous-
éventail considéré est isométrique dans W et donc que c’est un graphe de
Hamming partiel. D’après la proposition 2.13, le rayon uw3 ou le rayon
uw5 n’est pas subdivisé. Ainsi nous obtenons un couple de rayon (uw1
et uw3, ou uw2 et uw5) qui ne sont pas subdivisés. D’après le lemme 2.3,
aucun rayon de W n’est subdivisé. La condition (i) est alors vérifiée.
Cela implique entre autre que n’importe quel cycle 〈u,wi,wi+1〉 (i + 1 est
considéré modulo n) est isométrique dans W. Ce sont donc des graphes
partiels de Hamming qui d’après la proposition 2.11 sont des cycles pairs
ou des triangles. La condition (ii) est ainsi vérifiée. Il est enfin facile de
vérifier que deux triangles ne peuvent partager une arête, ils induiraient
un sous-graphe isométrique isomorphe à K4 − e, contredisant la proposi-
tion 2.14. La condition (iii) est donc prouvée et la condition (iv) n’a pas
besoin d’être prouvée dans le cas où n ≥ 5.

Cas 2 : n = 4. Si une w1w3-géodésique (respectivement w2w4-
géodésique) est contenue dans 〈u,w1,w4,w3〉 (respectivement
〈u,w2,w3,w4〉), la preuve précédente du cas où n ≥ 5 est valide et les
trois conditions (i)-(iii) sont vérifiées.

Le cas restant correspond à celui où l’unique w1w3-géodésique passe
par w2 et l’unique w2w4 géodésique passe par w1. Nous allons prouver que
ce cas est impossible par l’absurde. Supposons donc une telle subdivision
de W4. Nous pouvons considérer un étiquetage naturel des arêtes de W.
Les trois arêtes non-subdivisées uw1, uw2 et w1w2 font partie de la même
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clique et portent donc la même étiquette 1. Intéressons-nous au cycle pas-
sant par w1,w2,w3 puis w4. D’après la proposition 2.11, l’étiquette 1 est
répétée au moins une autre fois sur ce cycle. Mais comme la chaîne de w1
à w3 passant par w2 est une géodésique, elle n’y apparaît pas. De même,
elle n’apparaît pas entre w1 et w4. Ainsi, il existe une arête ab entre w3 et
w4 telle que dir(ab) = 1. En considérant les cycles 〈u,w1,w4〉 et 〈u,w2,w3〉,
nous pouvons affirmer de même qu’il existe deux arêtes cd entre w4 et u,
et e f entre u et w3 telles que dir(cd) = dir(e f ) = 1 (voir figure 2.20(a) pour
les notations).

u

w1 w2

w3w4

ab

c d
e
f

p

q

p− q

r

s

r− s

tt + p− q− r + s
(a) Preuve que les rayons ne sont pas subdivisés
quand n = 4

x

y

j i

j i

i

i

i
j

j

j

(b) Motif interdit

Fig. 2.20 – Étude de la roue à 4 rayons W4

Comme aucune géodésique ne peut passer par deux arêtes de
même étiquette, les cycles 〈u,w1,w4〉, 〈u,w2,w3〉 et 〈w1,w2,w3,w4〉 sont
isométriques dans W. Le cycle extérieur ne peut pas être triangle (il est de
longueur au moins 4). Les deux autres cycles non plus car ils induiraient
avec 〈u,w1,w2〉 une copie de K4 − e isométrique dans W. Alors d’après la
proposition 2.11, ce sont des cycles de longueurs paires et les arêtes de
même étiquette sont opposées. Notons p la distance entre u et e, q la dis-
tance entre f et w3, r la distance entre u et d, s la distance entre c et w4 et t
la distance entre w3 et a (se référer à la figure 2.20(a)). Alors forcément, le
cycle 〈u,w2,w3 est de longueur 2p + 2, de même le cycle 〈u,w1,w4 est de
longueur 2r + 2. Enfin, le cycle extérieur est de longueur 2(t + p− q) + 2.

Considérons une ad-géodésique. Afin de ne pas passer par deux arêtes
étiquetées 1, elle passe par w3,w2 puis u (la chaîne passant de w3 directe-
ment à u est plus long). Elle est donc de longueur r + t + p − q + 1. De
plus, en considérant le cycle 〈u,w1,w4〉, nous savons que 2s + 1 < 2r. La
chaîne de a à d passant par w4 est de longueur

1+ t + p− q− r + s + s + 1 = 1 + t + p− q− r + (2s + 1)

< 1 + t + p− q− r + 2r

< 1 + t + p− q + r.

Cette chaîne est donc plus courte que la géodésique. C’est une contra-
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diction. Le cas considéré n’intervient donc pas, les conditions (i)-(iii) sont
donc toujours vérifiées.

Nous devons encore prouver que la condition (iv) est vérifiée. Pour
une démonstration par l’absurde, supposons que W contient deux trian-
gles. Puisque la condition (ii) est vérifiée, ils sont nécessairement opposés
(voir figure 2.20(b)). Chaque triangle est inclus dans une clique du graphe
de Hamming dans lequel W se plonge. Les étiquettes sont alors i et j re-
spectivement. Les deux cycles passant par u et les chaînes en points de la
figure 2.20(b) sont isométriques dans G. De plus, ce ne sont pas des tri-
angles, ils sont donc de longueurs paires et les étiquettes sont portées par
des couples d’arêtes opposées. Notons x et y les sommets opposés à u. Ils
sont tous deux entourés par des arêtes étiquetées i et j. Il suffit alors de
remarquer que n’importe quelle chaîne entre x et y doit passer par deux
arêtes de même étiquette, ce qui est une absurdité. La condition (iv) est
donc vérifiée.

Nous avons fini de prouver la condition nécessaire.

Condition suffisante

Lemme 2.4

Soit W une subdivision d’une roue Wn dont les rayons ne sont pas
subdivisés telle que W est un graphe de Hamming partiel. Si une des
arêtes extérieures wiwi+1 est subdivisée un nombre impair de fois,
alors le graphe W ′ obtenu en ajoutant deux sommets de subdivision
sur l’arête wiwi+1 est aussi un graphe de Hamming partiel.

Démonstration. Notons wi = x1, x2 . . .w2k+1 = wi+1 les sommets le long de
l’arête subdivisée. Notons G1 le sous-graphe de W induit par les som-
mets x1, x2 . . . xk+2 et G2 le sous-graphe induit par les autres sommets
de W, x1 et xk+2. Comme les rayons de W ne sont pas subdivisés, ces
deux sous-graphes sont isométriques dans W. De plus, leur intersection
est non-vide et il n’y a pas d’arête entre G1 \ G2 et G2 \ G1. Nous pou-
vons alors effectuer une expansion relativement à cette couverture propre.
Nous obtenons alors le graphe W ′ de l’énoncé. D’après le théorème 2.2, le
lemme est prouvé.

D’après ce lemme, il suffit de prouver la condition suffisante pour les
subdivisions de roues telles que les arêtes extérieures sont subdivisées 0

ou 1 fois.
Nous utiliserons le lemme suivant qui traite des éventails.

Lemme 2.5

Soit G un éventail subdivisé vérifiant les propriétés (i)-(iii) :

(i) les rayons ne sont pas subdivisés,

(ii) les arêtes de la chaîne sont subdivisées 0 ou 1 fois,

(iii) aucune paire de triangles ne partage une arête.

Alors G est un graphe de Hamming partiel.
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Démonstration. Le résultat est aisément vérifié pour les subdivisions de F1
et F2.

Pour une démonstration par l’absurde, considérons un contre-exemple
minimal (au sens du nombre de rayons) G à k rayons. Intéressons-nous au
sous-graphe 〈u,wk−1,wk〉 (possible car k > 1).

• Si ce sous-graphe n’est pas un triangle, alors l’arête wk−1wk est
subdivisée une fois. Considérons la subdivision d’éventail G′ =
〈u,w1 . . .wk−1. Comme G a été choisi minimal, G′ est un graphe de
Hamming partiel. Or G est obtenu de G′ par une expansion rela-
tivement à la couverture propre W1 = {u,wk−1} et W2 = V(G′).
D’après le théorème 2.2, G est un graphe de Hamming partiel. C’est
une contradiction.

• Si ce sous-graphe est un triangle. Comme K3 est un graphe de Ham-
ming partiel, nous savons que k > 2. De plus, comme deux triangles
ne peuvent pas être adjacents, l’arête wk−2wk−1 est subdivisée 1 fois.
Le graphe G′ = 〈u,w1 . . .wk−2〉 est un graphe de Hamming par-
tiel car G a été choisi minimal. Posons W1 = {u}, W2 = {u,wk−2}
et W3 = V(G′). C’est une couverture correcte, et l’expansion de G′

relativement à cette couverture résulte en le graphe G. D’après le
théorème 2.6, G est un graphe de Hamming partiel, ce qui contredit
nos hypothèse.

Le lemme est ainsi prouvé.

Considérons W une subdivision d’une roue Wn (n ≥ 4) vérifiant les
conditions (i)-(iv) du théorème 2.8 et telle que les arêtes extérieures sont
subdivisées 0 ou 1 fois. Nous distinguons deux cas.

Un rayon uwi ne fait pas partie d’un triangle. Alors les arêtes
wiwi+1 et wi−1wi sont toutes deux subdivisées une fois. Posons
G = 〈u,wi+1 . . .wn,w1 . . .wi−1〉. C’est un éventail subdivisé. Comme
W vérifie les conditions (i)-(iii) du théorème 2.8, G vérifie les conditions
(i)-(iii) du lemme 2.5. C’est donc un graphe de Hamming partiel. Posons
W1 = {u,wi−1,wi+1} et W2 = V(G). C’est une couverture propre de G. En
appliquant une expansion relativement à cette dernière, nous obtenons le
graphe W. D’après le théorème 2.2, W est un graphe de Hamming partiel.

Tout rayon uwi fait partie d’un triangle. Alors d’après la condition (iv),
n ≥ 5. Considérons un triangle 〈u,wi,wi+1〉. Les arêtes wi−1wi et wi+1wi+2
sont toutes deux subdivisées une fois (sinon deux triangles seraient ad-
jacents). Posons G = 〈u,wi+2 . . .wn,w1 . . .wi−1〉. Similairement au para-
graphe précédent, nous pouvons affirmer en vertu du lemme 2.5 que G est
un graphe de Hamming partiel. Posons W1 = {u,wi−1}, W2 = {u,wi+2}
et W3 = V(G). C’est une couverture correcte de G (comme n ≥ 5, wi−1
et wi+2 ne sont pas voisins dans W de sorte qu’il n’y a pas d’arête entre
W1 \W2 et W2 \W1). L’expansion relative à cette couverture résulte en W.
D’après le théorème 2.6, c’est un graphe de Hamming partiel.

Ceci termine la preuve du théorème 2.8.

2.5 La courte vie d’une conjecture

Il nous est apparu durant nos recherches autour des plongements
isométriques dans les hypercubes qu’un argument central revenait
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régulièrement comme pilier de nos preuves. Il s’agissait du fait qu’au-
cune subdivision de K2,3 ne peut être plongée isométriquement dans un
hypercube. Ce graphe nous semblait donc être un candidat pour une car-
actérisation esthétique des cubes partiels par sous-graphes isométriques
interdits. Pouvait-il être seul ?

Il s’avère que non.

Proposition 2.15 (B. [6])

Il existe un graphe biparti qui ne contient aucune subdivision de K2,3

comme sous-graphe isométrique et qui n’est pas un cube partiel.

Démonstration. Nous allons montrer que le graphe G représenté sur la
figure 2.21 est un tel graphe.

a

e

i

f

d

h

l

g

j k

b c

Fig. 2.21 – Contre-exemple

Le coloriage des sommets en noir et en blanc nous permet d’affirmer
que ce graphe est bien biparti.

Considérons les arêtes e1 = ae, e2 = f j et e3 = dh. En calculant les
distances concernées, entre les extrémités de ces arêtes, nous obtenons les
relations suivantes : e1θe2 et e2θe3 mais e1 n’est pas en θ-relation avec e3.
Ainsi, la relation θ n’est pas transitive. D’après le théorème 2.1, G n’est pas
un cube partiel.

Il suffit alors de prouver que G ne contient pas une subdivision de K2,3
comme sous-graphe isométrique. Si tel était le cas, il existerait 2 sommets
v1 et v2 de degré au moins 3 et trois chaînes intérieurement disjointes les
reliant tels que chacun d’eux soit de longueur au moins 2 et que le tout
forme un sous-graphe isométrique.

Comme ils sont de degré au moins 3, les sommets v1 et v2 doivent
être choisis parmi {b, c, f , g, j, k}. Comme dG(v1, v2) ≥ 2, ils ne peuvent
pas être tous deux choisis dans { f , g}. Par des symétries évidentes, nous
pouvons supposer sans perte de généralité que v1 = j. Il reste alors trois
possibilités pour v2, qui sont g, b et c.

Cas I. Si v2 = g, comme j et g sont tous deux de degré 3, tous leurs
voisins font partie de la subdivision de K2,3 (voir figure 2.22(a)). Cela
donne deux chaînes j f g et jkg. La troisième chaîne doit passer par i et c,
cela implique qu’il passe par b. Ainsi, le sous graphe n’est pas isométrique
car b est à distance 1 de f dans G.

Cas II. Si v2 = b, comme j et b sont tous deux de degré 3, tous leurs
voisins font partie de la subdivision de K2,3 (voir figure 2.22(b)). Cepen-
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Fig. 2.22 – Étude de cas

dant, la clôture isométrique de {a, b, c, f , i, j, k} est {ab, b, c, e, f , g, g, i, j, k}
qui ne peut pas être un sous-graphe d’une subdivision de K2,3.

Cas III. Si v2 = c, comme j et c sont tous deux de degré 3, tous leurs
voisins font partie de la subdivision de K2,3 (voir figure 2.22(c)). Cepen-
dant, la clôture isométrique de {b, c, d, f , g, i, j, k} est lui-même et ne peut
pas être un sous-graphe d’une subdivision de K2,3.

Le graphe G est donc un contre-exemple valide.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons exhibé une caractérisation structurelle des
subdivisions de cliques qui sont des cubes partiels. Nous en avons déduit
une caractérisation similaire pour les graphes de Hamming partiels. Il est
à noter que nous avons obtenu également des résultats sur les subdivi-
sions d’enveloppes dans [11]. Plusieurs perspectives s’ouvrent à partir de
ces résultats. Nous en donnons trois ci-après.

Une caractérisation par motifs interdits. Nous savons qu’un graphe
quelconque peut être un mineur d’un cube partiel. Il semble donc plus ju-
dicieux de s’orienter vers la détermination des sous-graphes isométriques
interdits. Notons F la famille des graphes bipartis qui ne sont pas des
graphes partiels. Notons F̃ l’ensemble des graphes de F minimaux au
sens des sous-graphes isométriques.

L’étude de la troisième partie de ce chapitre nous permet d’affirmer
que K2,3 est un élément de F̃ et qu’il n’est pas le seul.
Perspective 2.1

La famille F̃ est-elle finie ?
Si F̃ est infinie, peut-on en trouver une caractérisation satisfaisante ?
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Une caractérisation en termes de sous-espaces isométriques interdits
a déjà été prouvée par Robert L. Roth et Peter M. Winkler [71] en 1986.
L’interdiction de sous-graphes isométriques est légèrement différente et
pourrait apporter de nouveaux résultats.

Les graphes ℓ1. Dans ses travaux de 1993, Sergey V. Shpectorov [75]
introduit la notion de graphe ℓ1. Il s’agit des graphes G = (V, E) tels que
l’espace métrique (V, dG) est isométriquement plongeable dans (R

n, ℓ1),
où n est un entier, dG la métrique associée au graphe G et ℓ1 la métrique
de R

n telle que ℓ1(x, y) = ∑1≤i≤n |xi − yi|.
Il est clair que les cubes partiels sont des graphes ℓ1. Si G se plonge

isométriquement dans Qn, alors on peut le plonger isométriquement dans
(R

n, ℓ1). Il suffit de placer les sommets de G sur les points dont les co-
ordonnées sont l’étiquette de l’image du sommet dans l’hypercube de di-
mension n.

Ces graphes ont depuis fait l’objet de recherches poussées, entre autre
par Michel Deza, Viatcheslav Grishukhin et Mikhail Shtogrin [29].

En particulier, les demi-cubes sont les graphes G tel qu’il existe un
plongement de G dans un hypercube de dimension n avec

2dG(x, y) = dQn(φ(x), φ(y)).

Ces graphes sont des graphes ℓ1, il suffit de placer les sommets de
G sur les points de R

n dont les coordonnées sont celles de l’image dans
l’hypercube divisées par 2.

Ces graphes semblent paradoxalement être les plus difficiles à carac-
tériser correctement. Dans le cadre de cette thèse, une suite possible serait
de donner une caractérisation des subdivisions de cliques qui sont des
demi-cubes.
Perspective 2.2

Donner une caractérisation intéressante des subdivisions de cliques
qui sont des demi-cubes. Le sens du mot «intéressant» est à choisir et
à justifier.

Le lecteur peut également se référer au livre de Patrice Assouad et
Michel Deza [5].

Distorsion de plongement. Victor Chepoi a récemment porté à mon
attention les travaux menés entre autre par Yuri Rabinovich concernant la
distorsion d’un plongement entre deux espaces métriques [68, 69].

Soit φ un plongement d’un espace métrique (X, dX) dans un espace
métrique (Z, dZ). Le plongement φ a une distorsion D si pour toute paire
(x, y) de X,

1
D
dZ(φ(x), φ(y)) ≤ dX(x, y) ≤ dZ(φ(x), φ(y)).

Si un graphe G n’est pas un cube partiel, il est alors naturel de se
demander quelle est la distorsion minimale d’un plongement de G dans
un hypercube.
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Perspective 2.3

Étudier le comportement de la distorsion des plongements dans les
hypercubes. Il serait intéressant en particulier de :
– trouver des bornes inférieures ou supérieures,
– trouver des algorithmes efficaces minimisant la distorsion
– donner des caractérisation des graphes admettant une distorsion
bornée,

– trouver des familles infinies de graphes admettant une distorsion
minimum arbitrairement grande.

Toutes ces questions peuvent être considérée dans un cadre de général
ou pour certaines familles de graphes comme les cliques subdivisées.
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Ce chapitre s’intéresse à une notion de plongement topologique. La pla-
narité des graphes a donné lieu à une recherche approfondie et floris-

sante depuis de nombreuses années : nous pouvons oser citer la publica-
tion de la formule d’Euler [36] en 1758, ou plus récemment le théorème de
Kuratowski-Wagner [52, 78] dans les années trente. Elle a donné naissance
à deux sous-domaines que sont la théorie des nombres de croisements
et celle des plongements dans les surfaces plus complexes. Cependant,
l’union naturelle de ces deux domaines qu’est l’étude des nombres de
croisements de graphes plongés dans des surfaces complexes est apparue
plus tardivement. Vraisemblablement introduite par Jozef Širáň [76] en
1983, puis étudiée plus avant par Dan Archdeacon, C. Paul Bonnington et
Jozef Širáň [4] en 2001, la notion de séquence de croisements de graphes
a mené Matt DeVos, Bojan Mohar et Robert Šamal [28] à conjecturer que
le nombre minimal de croisements de l’union de deux graphes connexes
sur une surface quelconque est atteint seulement si ces deux graphes sont
représentés de façon disjointe.

Nous nous proposons de confirmer cette conjecture dans le cas où la
surface est la bouteille de Klein. Ce chapitre est basé sur le travail réalisé
avec Antoine Gerbaud, Roland Grappe et Frédéric Palesi [9] au sein du
groupe de travail GraS de l’Institut Fourier.
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3.1 Dessins et plongements

La conjecture de Matt DeVos et coll. [28] peut être formulée comme suit.

Conjecture 3.1 (DeVos, Mohar, Šamal [28])

Soit G l’union disjointe de deux graphes connexes H et K. Pour
une représentation optimale de G sur une surface Σ, les restric-
tions de cette représentation à H et K ne se croisent pas.

Cette conjecture est clairement vérifiée dans le cas du plan (ou la
sphère). En effet, en représentant les deux graphes côte à côte, nous at-
teignons le nombre de croisement crS0(H) + crS0(K). Si nous faisons en
sorte que les représentations restreintes à H et K se croisent au moins
une fois, le nombre de croisements internes de H et K restent malgré tout
supérieur à crS0(H) + crS0(K) auquel on ajoute au moins un croisement
mutuel. Ce n’est donc pas une représentation optimale.

Le cas du plan projectif a été traité dans la publication initiale de Matt
DeVos et coll. [28].

Dans ce chapitre, nous vérifions le cas de la bouteille de Klein.

Théorème 3.1 (B., Gerbaud, Grappe, Palesi [9])

Soit G l’union de deux graphes connexes H et K. Pour une
représentation optimale de G sur la bouteille de Klein, les re-
strictions de cette représentation à H et K ne se croisent pas.

3.1.1 Zoologie de la bouteille de Klein

D’après un résultat de Serge Lawrenceko et Seiya Negami [53], il existe
quatre familles de courbes fermées simples essentielles sur la bouteille de
Klein. Notons a une courbe non-orientable de la bouteille de Klein. Cela
revient à déterminer un des crosscaps de la surface. Il existe alors une
autre courbe non-orientable b qui n’est pas librement homotope à a. Elle
passe par l’autre crosscap. Toute courbe fermée non-orientable est alors
librement homotope à a ou b. Ce sont les deux premières familles. Les
courbes orientables essentielles peuvent être séparées en deux familles
selon qu’elles coupent la bouteille de Klein en deux parties disjointes
(courbes homotopes à e sur la figure 3.1) ou qu’elles la transforme en
un cylindre (courbes homotopes à m sur la figure 3.1).

Pour toute courbe c d’une surface Σ, [c] représente l’ensemble des
courbes librement homotopes à c. Cela signifie qu’elles peuvent être trans-
formées de façon continue en c. Pour chaque couple de courbe (c, d), le
nombre cr([c], [d]) représente le nombre minimum de croisements, avec
multiplicité, pris sur l’ensemble des couples de [c] × [d]. Plus générale-
ment, pour un ensemble de courbes I, cr(c, I) représente le nombre de
croisements entre c et I, cr([c], I) représente le nombre minimum de croise-
ment entre un représentant de [c] et I. Lorsque I est la représentation d’un
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a

b
m

e

Fig. 3.1 – Courbes essentielles fermées de la bouteille de Klein

graphe G, le minimum est considéré pour les courbes de [c] qui ne passent
pas par les sommets de G.

Les quatre familles de courbes essentielles de la bouteille de Klein sont
donc [a], [b], [m] et [e]. Deux familles [c] et [d] sont dites orthogonales si
cr([c], [d]) ≥ 1. Dans le cas contraire, elle sont dites disjointes. Cette défi-
nition diffère légèrement de celle proposée par Feng Luo dans [60]. Soit
Ψ un dessin sur la bouteille de Klein. Les circuits c de Ψ orthogonaux à
[a] et disjoints de [b] sont appelés les a-circuits. Les circuits orthogonaux à
[b] et disjoints de [a] sont appelés b-circuits. Les circuits orthogonaux à [a]
et à [b] sont appelés les m-circuits. Enfin, les circuits orthogonaux à [m] et
disjoints de [a] et [b] sont appelés les e-circuits.

Nous ferons grand usage d’un résultat puissant obtenu par Maurits de
Graaf et Alexander Schrijver [39] en 1997.

Théorème 3.2 (de Graaf, Schrijver [39])

Soit Ψ un plongement d’un graphe eulérien G sur une surface
Σ. Alors Ψ peut-être décomposé en une famille de circuits I telle
que pour toute courbe fermée c de Σ,

cr([c],Ψ) = ∑
d∈I

cr([c], [d]).

Décomposer une représentation Ψ d’un graphe G en une famille I sig-
nifie que chaque arête de G dans Ψ est visitée exactement une fois par un
seul élément de I. Un résultat semblable avait été obtenu précédemment
par Sóstenes Lins [58] pour le plan projectif en 1981, puis généralisé par
Alexander Schrijver [73] pour la bouteille de Klein en 1991 : le nombre
maximum de circuits non-orientables deux à deux arêtes-disjoints est égal
au cardinal minimum d’un ensemble d’arête intersectant tous les circuits
non-orientables de Ψ.
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3.2 Représenter un graphe sur une sous-surface

Dans cette section, étant donnée une représentation d’un graphe G sur une
surface quelconque (de genre non-orientable suffisant), nous définissons
de nouvelles représentations de ce même graphe G sur des surfaces de
genre strictement inférieur. Nous calculons aussi le nombre de croisements
de ces nouvelles représentations.

3.2.1 Retirer un crosscap

Soit Σ une surface non-orientable de genre g et Σ′ la surface non-orientable
de genre g− 1 (Σ′ peut être la sphère si g = 1).

Proposition 3.1

Soit Ψ une représentation de G sur Σ, et c une courbe simple non-
orientable de Σ ne passant pas par l’image d’un sommet de G. Alors
il existe une représentation Ψ′ de G sur Σ′ telle que

cr(Ψ′) = cr(Ψ) +
1
2
cr(Ψ, c) × (cr(Ψ, c) − 1).

Démonstration. Nous découpons la surface Σ le long de la courbe c. Nous
obtenons la surface Σ′ avec un trou. Nous collons alors un disque sur la
frontière de ce trou pour obtenir la surface Σ. Soit Ψ′ la représentation de
G sur Σ′ obtenue en gardant intacte la restriction de Ψ à Σ \ c et en ajoutant
les arêtes passant par c sur le disque D de sorte qu’elles se croisent toutes
une fois deux à deux (voir figure 3.2). Le nombre de croisements de cette
représentation est exactement celui de l’énoncé de la proposition 3.1.

G

(a) G représenté localement
sur un plan projectif

G

(b) G représenté localement
sur le plan

Fig. 3.2 – Retirer un crosscap

Nous rappelons que la surface non-orientable de genre g peut être vue
comme une sphère sur laquelle g crosscaps ont été ajoutés. L’ajout d’un
crosscap à une surface Σ revient à découper un disque ouvert D de la
surface et d’identifier les points opposés de la frontière de D.

Nous sommes alors en mesure de prouver le cas particulier du plan
projectif. Ceci a été fait précédemment par Matt DeVos et coll. [28]. Nous
l’énonçons car la preuve est simple.
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Corollaire 3.1

Soit G l’union disjointe de deux graphes eulériens connexes H et
K. Si G admet une représentation sur le plan projectif telle que les
sous-représentations associées à H et K sont des plongements et que
ces derniers se croisent, alors il existe une représentation de G avec
un nombre de croisements strictement inférieur telle que les sous-
représentations associées à H et K ne se croisent pas.

Démonstration. Notons Ψ une représentation de G sur le plan projectif telle
que ΨH et ΨK sont des plongements qui se croisent (Ψ(H) ∩ Ψ(K) 6= ∅).

Toutes les courbes fermées simples non-orientables du plan projec-
tif sont homotopes deux à deux. Soit c une telle courbe. D’après un
théorème de Sóstenes Lins [58] de 1981, le nombre maximum de cir-
cuits non-orientables arêtes-disjoints de ΨH (respectivement ΨK) est égal
à cr([c],ΨH) (respectivement cr([c],ΨK)). Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que cr([c],ΨH) est inférieur ou égal à cr([c],ΨK).

Deux circuits non-orientables se croisent au moins une fois. Ainsi,
chaque circuit non-orientable de ΨH croise chaque circuit non-orientable
de ΨK, et

cr(Ψ) ≥ cr([c],ΨH) × cr([c],ΨK).

Soit c′ une courbe fermée non-orientable du plan projectif réalisant le
nombre de croisement cr([c],ΨH). D’après la proposition 3.1, il existe une
représentation de H sur le plan euclidien Ψ′

H, telle que

cr(Ψ′
H) =

1
2
cr(c′,ΨH) × (cr(c′,ΨH) − 1)

< cr([c],ΨH)× cr([c],ΨK)

< cr(Ψ).

Notons Ψ′ la représentation de G sur le plan projectif obtenue par
l’union disjointe de Ψ′

H et ΨK. Alors les deux sous-représentations ne se
croisent pas et, comme ΨK est un plongement, les seuls croisements de Ψ′

sont des croisements internes à Ψ′
H . Alors le nombre de croisements de

Ψ′ est strictement inférieur au nombre de croisements de la représentation
initiale Ψ.

3.2.2 Retirer deux crosscaps sur la bouteille de Klein

Proposition 3.2

Soit Ψ une représentation d’un graphe G sur la bouteille de Klein.
Soit a′ une courbe simple homotope à a et m′ une courbe courbe
simple homotope à m telles qu’aucune ne contient l’image par Ψ d’un
sommet de G, et telles qu’elles ne se croisent qu’une fois. Alors il
existe une représentation Ψ′ de G sur le plan euclidien telle que

cr(Ψ′) = cr(Ψ)+ cr(a′,Ψ)× cr(m′,Ψ)+
1
2
cr(m′,Ψ)× (cr(m′,Ψ)− 1).
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Démonstration. Nous coupons la bouteille de Klein selon la courbe m′.
Ainsi, nous déconnectons cr(m′,Ψ) arêtes de G. Par la définition de la
courbe m, la surface résultant de cette découpe est un cylindre. Nous re-
connectons alors les arêtes précédemment découpées de façon à ce qu’elles
restent dans le voisinage de a′, créant de la sorte cr(a′,Ψ) croisements pour
chacune d’entre elles. De plus, nous pouvons représenter ces cr(m′,Ψ)
arêtes de façon à ce qu’elles ne se croisent qu’une seule fois deux à deux.

Finalement nous obtenons une représentation de G sur le cylindre avec
le nombre de croisements voulu. Nous déduisons aisément une représen-
tation Ψ′ de G sur le plan euclidien avec le même nombre de croisements
(voir figure 3.3).

(a) Une représentation de G sur la
bouteille de Klein

(b) Une représentation de G avec le
bon nombre de croisements

Fig. 3.3 – Retirer deux crosscaps : exemple

3.3 Estimer le nombre maximum de circuits arêtes-
disjoints

Dans cette section, nous estimons le nombre de circuits essentiels d’une
représentation Ψ d’un graphe G sur la bouteille de Klein.

3.3.1 Étude des circuits non-orientables

Proposition 3.3

Soit Ψ un plongement d’un graphe eulérien G dans la bouteille de
Klein. Alors le nombre maximum de circuits non-orientables deux à
deux arêtes-disjoints est égal à

min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} .

De plus, il est possible de décomposer Ψ en une famille I de tels
circuits qui atteint ce nombre maximum et qui contient un nombre
de m-circuits égal à

1
2

(cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ) −min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)}) .
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Démonstration. Soit Ψ un plongement d’un graphe eulérien G dans la
bouteille de Klein. Considérons une collection I de circuits non-orientables
deux à deux arêtes-disjoints dans Ψ. Chaque circuit non-orientable croise
a ou b. Ainsi, pour chaque circuit c dans I, cr([a], c) ≥ 1 ou cr([b], c) ≥ 1.
Et donc,

cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ) ≥ ∑
c∈I

(cr([a], [c]) + cr([b], [c])) ≥ |I|.

De la même façon, chaque circuit non-orientable intersecte m. Ainsi,

cr([m],Ψ) ≥ ∑
c∈I

cr([m], [c]) ≥ |I|.

Nous en déduisons que le nombre maximum de circuits
non-orientables deux à deux arêtes-disjoints est plus petit que
min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)}.

Pour compléter la preuve de la proposition 3.3, il reste à décomposer
Ψ en une famille de circuits qui contient

min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)}

circuits non-orientables et

1
2
cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ) −min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)}

m-circuits.
Soit I une collection de circuits donnée par le théorème 3.2. Notons na

le nombre de a-circuits dans I, nb le nombre de b-circuits, nm le nombre
de m-circuits et ne le nombre de e-circuits. Par définition (voir énoncé du
théorème 3.2), les égalités suivantes sont vérifiées :

cr([a],Ψ) = na + nm,
cr([b],Ψ) = nb + nm,
cr([m],Ψ) = na + nb + 2ne.

(3.1)

• Si nm = 0, alors ces égalités se transforment en

cr([a],Ψ) = na,
cr([b],Ψ) = nb,
cr([m],Ψ) = na + nb + 2ne.

Il s’en suit que

min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} = cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ)

qui correspond bien au nombre de circuits non-orientables de I. De
plus

1
2
cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ) −min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} = 0

qui correspond bien au nombre de m-circuits.
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• Si ne = 0, les égalités précédentes deviennent

cr([a],Ψ) = na + nm,
cr([b],Ψ) = nb + nm,
cr([m],Ψ) = na + nb.

Dès lors,

min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} = cr([m],Ψ) = na + nb

qui correspond au nombre de circuits non-orientables de I. De plus

1
2
cr([a],Ψ)+ cr([b],Ψ)−min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} = nm

qui correspond bien au nombre de m-circuits.
Nous pouvons donc supposer que nm et ne sont strictement positifs.

Posons r = min {nm, ne}. Considérons alors r m-circuits distincts m1 . . .mr

et r e-circuits distincts e1 . . . er dans I. Pour tout entier i entre 1 et r, les
circuits mi et ei s’intersectent et peuvent être recomposés (voir figure 3.4)
en une union d’un a-circuit ai et d’un b-circuit bi. Ainsi nous obtenons une
nouvelle famille I ′ de circuits avec na + r a-circuits, nb + r b-circuits, nm − r
m-circuits et ne − r e-circuits. D’après les égalités précédentes,

(na + r) + (nb + r) = min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} ,

et

2(nm− r) = cr([a],Ψ)+ cr([b],Ψ)−min {cr([a],Ψ) + cr([b],Ψ), cr([m],Ψ)} .

I ′ correspond donc à la famille de circuits recherchée.

(a) m + e (b) a + b

Fig. 3.4 – e-circuit + m-circuit = a circuit + b-circuit

3.3.2 Étude des a-circuits

Proposition 3.4
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Soit Ψ un plongement d’un graphe eulérien sur la bouteille de Klein.
alors le nombre maximum de a-circuits arêtes-disjoints est égal à

min {cr([a],Ψ), cr([m],Ψ)} .

Démonstration. Soit Ψ un tel plongement. Considérons alors une famille I
quelconque de a-circuits arêtes-disjoints de Ψ. Chaque a-circuit intersecte
la courbe a. Ainsi,

cr([a],Ψ) ≥ ∑
c∈I

cr([a], c) ≥ |I|.

De même, chaque a-circuit intersecte la courbe m. Nous obtenons donc,

cr([m],Ψ) ≥ ∑
c∈I

cr([m], c) ≥ |I|.

Le nombre maximum de a-circuits arêtes-disjoints est donc bien in-
férieur au minimum de ces deux quantités.

Pour compléter la preuve de la proposition 3.4, il nous faut exhiber
autant de a-circuits dans Ψ. Nous utilisons la même méthode que pour la
proposition 3.3.

Soit I une collection de circuits de Ψ donnée par le théorème 3.2,
na, nb, nm et ne représentent les nombres de circuits de chaque type.

Posons r = min{nm, ne}. Considérons alors r paires constituées cha-
cune d’un m-circuit de I et d’un e-circuit de I. Comme illustré dans la
figure 3.4, chacune de ces paires peut être transformée en une paire for-
mée d’un a-circuit et d’un b-circuit. Cette nouvelle famille I ′ contient na + r
a-circuits, nb + r b-circuits, nm − r m-circuits et ne − r e-circuits.

Posons ensuite s = min{nm − r, nb + r}. Considérons alors s paires
constituées chacune d’un m-circuit de I ′ et d’un b-circuit de I ′. Comme
illustré dans la figure 3.5, chacune de ces paires peut-être transformée
en un a-circuit. Nous obtenons alors une nouvelle famille de circuits I ′′

contenant na + r + s a-circuits, nb + r− s b-circuits, nm − r− s m-circuits et
ne − r e-circuits.

na + r + s = na + r +min{nm − r, nb + r}
= na + min{nm, nb + 2r}
= na + min{nm, nb + 2min{nm, ne}}
= na + min{nm, nb + 2nm, nb + 2ne}
= na + min{nm, nb + 2ne} car nm ≥ 0
= min{na + nm, na + nb + 2ne}
= min {cr([a],Ψ), cr([m],Ψ)} par les égalités (3.1).

Nous obtenons donc le bon nombre de a-circuits.

Bien entendu, la proposition 3.4 peut être énoncée de la même manière
pour les b-circuits.



3.4. Preuve du théorème 65

(a) b + m (b) a

Fig. 3.5 – b-circuit + m-circuit = a circuit

3.4 Preuve du théorème

Dans cette section, nous prouvons le théorème 3.1. Nous commençons par
traiter le cas spécifique des graphes plongeables et eulériens.

Lemme 3.1

Soit le graphe G, union disjointe de deux graphes connexes eulériens
H et K. Si G admet une représentation sur la bouteille de Klein telle
que les sous-représentations associées à H et K sont des plongements
qui se croisent, alors il existe une autre représentation de G sur la
bouteille de Klein avec strictement moins de croisements et telle que
les sous-représentations associées à H et K ne se croisent pas.

Démonstration. Soit Ψ une représentation de G sur la bouteille de Klein
telle que les restrictions ΨH à H et ΨK à K sont des plongements.

Pour prouver le lemme 3.1, il suffit de trouver deux représentations
Ψ′

H et Ψ′
K de H et K sur deux sous-surfaces disjointes de la bouteille de

Klein, telles que la somme des nombres de croisements de Ψ′
H et de Ψ′

K
est strictement inférieure au nombre de croisement de Ψ. En effet, si nous
trouvons de telles représentations, il suffit de considérer Ψ′ la représenta-
tion de G sur la bouteille de Klein obtenue par l’union des représentations
Ψ′

H et Ψ′
K. Le nombre de croisements de Ψ′ est exactement la somme des

nombres de croisements de Ψ′
H et de Ψ′

K, et ces deux restrictions ne se
croisent pas.

Pour des raisons de lisibilité, nous posons ha = cr([a],ΨH), hb =
cr([b],ΨH) et hm = cr([m],ΨH). Les notations ka, kb et km sont définies
de façon similaire pour le sous-graphe K.

D’après la proposition 3.3, il existe une décomposition de ΨH en une
famille de circuits deux à deux arêtes-disjoints composée de min{hm, ha +
hb} circuits non-orientables et (ha + hb −min{hm, ha + hb})/2 m-circuits.
D’après la définition de ka et kb, chacun de ces circuits non-orientable
croise la représentation de ΨK au moins min{ka, kb} fois. De plus, chaque
m-circuit de cette décomposition croise ΨK au moins km fois. Nous en
déduisons une borne inférieure sur le nombre de croisements entre ΨH et
ΨK, et par extension de Ψ.
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cr(Ψ) ≥ min{hm , ha + hb} ×min{ka, kb}
+ 1

2(ha + hb −min{hm, ha + hb}) × km.
(3.2)

En échangeant les rôles de H et K, nous obtenons

cr(Ψ) ≥ min{km, ka + kb} ×min{ha , hb}
+ 1

2(ka + kb −min{km, ka + kb}) × hm.
(3.3)

Par ailleurs, d’après la proposition 3.4, il existe min{ka, km} a-circuits
arêtes-disjoints dans ΨK. Chacun d’eux croise ΨH au moins ha fois, ainsi

cr(Ψ) ≥ min{ka, km} × ha. (3.4)

De façon similaire en considérant les b-circuits, nous avons

cr(Ψ) ≥ min{kb , km} × hb. (3.5)

Cette dernière inégalité peut être obtenue de la même manière en in-
versant les rôles de H et K,

cr(Ψ) ≥ min{hb , hm} × kb. (3.6)

Notons m1 ≤ m2 ≤ m3 ≤ m4 l’ordre des nombre ha, hb, ka et kb. Nous
distinguons alors les cas suivants.

(Cas 1) Si km ≥ m2, alors nous appliquons la transformation de la propo-
sition 3.1 sur le graphe concerné par m1, puis nous appliquons cette même
transformation sur le graphe concerné par m2. Nous obtenons deux nou-
velles représentations Ψ′

H et Ψ′
K sur des sous-surfaces disjointes de la

bouteille de Klein et telles que

cr(Ψ′
H) + cr(Ψ′

K) = 1
2m1 × (m1 − 1) + 1

2m2 × (m2 − 1)
< m2 ×m2.

Quelque soit l’ordre des mi, et comme km ≥ m2, nous pouvons affirmer
que

m2 ×m2 ≤ max {min{ka, km} × ha,min{kb , km} × hb} .

En effet, les mi sont tous utilisés dans cette formule, il suffit de vérifier
qu’au moins un des deux produits est supérieur à m2 ×m2.

Il reste alors à invoquer les inégalités (3.4) et (3.5) pour conclure que

cr(Ψ′
H) + cr(Ψ′

K) < cr(Ψ).

Notons que ce cas 1 est traité de la même façon si hm ≥ 2.
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(Cas 2) Si km < m2 et hm < m2, alors

hm < m1 + m2 ≤ ha + hb.

L’inégalité (3.2) devient donc

cr(Ψ) ≥ hm ×min{ka, kb} +
1
2
(ha + hb − hm) × km. (3.7)

De même, km < m1 + m2 ≤ ka + kb, et nous pouvons supposer que
ha ≤ hb l’inégalité (3.3) se transforme en

cr(Ψ) ≥ km × ha +
1
2
(ka + kb − km) × hm. (3.8)

Supposons sans perte de généralité que km ≥ hm.

(Cas 2.1) Si hm ≤ ka + kb − km, alors d’après la proposition 3.2, il existe
une représentation Ψ′

H de H sur le plan euclidien telle que

cr(Ψ′
H) = hm × ha +

1
2
hm × (hm − 1).

D’après l’inégalité (3.8),

cr(Ψ′
H) + cr(ΨK) = hm × ha + 1

2hm × (hm − 1)
≤ hm × ha + 1

2(ka + kb − km)× (hm − 1)
≤ km × ha + 1

2 (ka + kb − km)× (hm − 1) car km ≥ hm
< km × ha + 1

2 (ka + kb − km)× hm car ka + kb − km > 0
< cr(Ψ) par (3.8).

(Cas 2.2) Si hm > ka + kb − km, alors, sachant que km < m2, nous pouvons
en déduire que

hm + max{ka, kb} ≥ hm + km > ka + kb.

Alors hm > min{ka, kb} = mi. Comme hm < m2, nous en déduisons
que i = 1. Alors forcément, ha, hb ≥ m2 > km

(Cas 2.2.1) Si min{ka, kb} < km/2, alors km ≥ 1 ; nous appliquons la
transformation adéquate décrite dans la proposition 3.2 sur le graphe K.
Nous obtenons une représentation Ψ′

K de ce dernier sur le plan euclidien
telle que

cr(Ψ′
K) = km ×min{ka, kb} +

1
2
km × (km − 1).

Nous concluons grâce aux inégalités suivantes,
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cr(Ψ′
H) + cr(ΨK) = km ×min{ka, kb}

+ 1
2km × (km − 1)

≤ hm ×min{ka, kb}
+(km − hm) ×min{ka, kb}
+ 1

2km × (km − 1)
< hm ×min{ka, kb}

+(km − hm) ×min{ka, kb}
+ 1

2km × km car km ≥ 1
< hm ×min{ka, kb}

+(2km − hm) × 1
2km car min{ka, kb} < km/2

< hm ×min{ka, kb}
+ 1

2(ha + hb − hm)× km car ha, hb ≥ km
< cr(Ψ) d’après (3.7).

(Cas 2.2.2) Si min{ka, kb} ≥ km/2 et m2 < 2km, alors nous transformons
les représentations de H et de K comme indiqué dans la proposition 3.1
en considérant les crosscaps et les graphes impliqués par m1 et m2. Nous
rappelons que min{ka, kb} = m1. Nous obtenons deux représentations Ψ′

H
et Ψ′

K sur deux sous-surfaces disjointes de la bouteille de Klein telles que

cr(Ψ′
H) + cr(Ψ′

K) =
1
2
m1 × (m1 − 1) +

1
2
m2 × (m2 − 1).

Or nous savons que

m1 < hm, m2 > km, m2 ≤ ha et m1 + m2 ≤ ka + kb.

Nous pouvons alors conclure

cr(Ψ′
H) + cr(Ψ′

K) = 1
2m1 × (m1 − 1) + 1

2m2 × (m2 − 1)
<

1
2m1 × (hm − 1) + 1

2m2 × 2km car 2km ≥ m2

<
1
2(m1 + m2 − km) × hm + ha × km

<
1
2(ka + kb − km) × hm + ha × km

< cr(Ψ) d’après (3.8).

(Cas 2.2.3) Si min{ka, kb} ≥ km/2 et m2 ≥ 2km, nous transformons le
graphe K comme dans la proposition 3.2. Nous obtenons une représenta-
tion Ψ′

K de K sur le plan euclidien telle que

cr(Ψ′
K) = km ×min{ka, kb} + 1

2km × (km − 1)
< km ×

(

m1 + 1
2km

)

< km × 2m1
< m1 ×m2.

Nous pouvons supposer que m1 = ka. Ainsi nous savons que m1 <

hm, kb ≥ m2 et bien entendu hb ≥ m2. Nous obtenons alors en utilisant
l’inégalité 3.6,

cr(Ψ′
K) < m1 ×m2

< min(hb, hm)× kb
< cr(Ψ).
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Ceci conclut la preuve du lemme 3.1.

Il ne reste plus qu’à généraliser ce lemme au cas général pour obtenir
le théorème.

Preuve du théorème 3.1. Soit G l’union disjointe de deux graphes con-
nexes H et K. Soit Ψ une représentation optimale de G sur la bouteille de
Klein.

Pour une démonstrations par l’absurde, supposons que les restrictions
de Ψ à H et K se croisent.

Tout d’abord, supposons que les restrictions de Ψ à H et K sont
des plongements. Doublons chaque arête de G et notons G′, H′ et K′

les graphes eulériens ainsi obtenus. La représentation Ψ′ possède 4cr(Ψ)
croisements. Comme G′, H′, et K′ sont eulériens, nous pouvons appliquer
le lemme 3.1 et obtenir une représentation Ψ′′ de G′ admettant stricte-
ment moins de 4cr(Ψ) croisements, et telle que les restrictions à H′ et K′

ne se croisent pas. De plus, nous pouvons supposer que chaque arête et
sa parallèle sont représentées suffisamment proches l’une de l’autre pour
avoir les mêmes croisements. Ainsi, chaque couple de paire d’arêtes par-
allèles se croise 0 ou 4 fois. En retirant une arête de chacune de ces paires,
nous obtenons une nouvelle représentation de G avec strictement moins
de cr(Ψ) croisements et telle que les restrictions à H et K ne se croisent
pas. C’est absurde car Ψ est optimale par hypothèse.

Enfin, si les restrictions de Ψ à H et K ne sont pas des plongements
(alors il existe des croisements internes), nous pouvons considérer les
graphes H′′ et K′′ obtenus en ajoutant un sommet à chaque croisement de
Ψ. Nous avons alors des plongements dans la bouteille de Klein. Le para-
graphe précédent nous permet de trouver une meilleure représentation de
H′′ et K′′. Nous remplaçons alors les sommets ajoutés par les croisements
initiaux et le théorème 3.1 est prouvé.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons abordé la notion de plongement d’un graphe
d’un point de vue topologique. De plus, nous avons utilisé les outils
de la topologie des surfaces pour répondre partiellement à une question
soulevée par Matt DeVos et coll. [28].

Malheureusement, notre approche fait un usage très important du fait
qu’un circuit essentiel de la bouteille de Klein appartient à une des quatre
familles présentées. Dès que l’on passe au tore, le nombre de ces familles
devient infini (il est alors en bijections avec N

2, selon le nombre de tours
effectués sur l’axe des abscisses et le nombre de tours effectués sur l’axe
des ordonnées). Une idée neuve s’impose donc. Il est à noter que le groupe
de Simon Fraser University a prouvé le cas spécifique du tore récemment.
À notre connaissance, les autres surfaces demeurent des problèmes ou-
verts. Nous rappelons donc la question principale de ce chapitre toujours
à l’ordre du jour.
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Problème 3.1

Soit G le graphe union de deux graphes connexes G1 et G2 et Σ

une surface (différente de S0, S1, S̃1 et S̃2). Est-il vrai que toute
représentation optimale de G sur Σ laisse les sous-représentations
de G1 et G2 disjointes ?
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Ce chapitre et le suivant abordent des problèmes de plongement
topologique avec des outils combinatoires. Après avoir déterminer

les opérations importantes en étudiant le problème, nous pouvons nous
abstraire de l’aspect topologique pour nous concentrer sur les effets
génériques de nos opérations.

Dans ce chapitre, nous traitons plus précisément le cas du produit
zippé de deux graphes. Ce produit a été introduit par Drago Bokal [15, 16]
très récemment et a permis de nombreuses avancées dans le domaine des
nombres de croisements de graphes.

Sous certaines conditions, ce produit se révèle super-additif relative-
ment au nombre de croisements. C’est-à-dire que le nombre de croise-
ments du produit de deux graphes est supérieur à la somme des nombres
de croisements de chaque graphe.

Nous cherchons ici à voir dans quelle mesure ces conditions sont
nécessaires. Les questions en suspens sont répertoriées à la fin du chapitre.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Drago Bokal [7] et initié par
une conversation matinale lors de mon séjour à Montréal.
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4.1 Position du problème

Le nombre de croisements dans le plan de graphes a fait l’objet de nom-
breuses études durant les trente dernières années, et demeure un prob-
lème notoire de la théorie des graphes. En 1983, Michael R. Garey et David
S. Johnson [38] ont prouvé que déterminer le nombre de croisements d’un
graphe quelconque est un problème NP -complet. Alors que l’objectif des
premières études était de déterminer le nombre de croisements de cer-
taines familles graphes, l’intérêt se porte désormais sur les aspects struc-
turels de ce problème, comme l’étude de variantes du nombre de croise-
ments [18, 27, 61, 66, 65, 67], celle des graphes critiques pour les nombres
de croisements [43, 70, 72], ou encore les propriétés des représentations
avec un nombre de croisements borné pour chaque arête [64].

Très tôt dans le développement de la théorie des nombres de croise-
ments, Frank T. Leighton s’est rendu compte de l’importance des coupes
de graphes pour déterminer le nombre de croisements d’un graphe. En
combinant ces coupes avec le théorème du séparateur planaire de Lipton-
Tarjan [59], il a pu fournir des bornes supérieures (voir son article coécrit
avec Sandeep N. Bhatt [14] en 1984), tandis qu’en utilisant la méthode
de bissection [55, 56], il a obtenu des bornes inférieures en s’appuyant
sur la structure de ces coupes. Certains résultats ont été obtenus indépen-
damment par Miklós Ajtai, Vašek Chvátal, Monroe M. Newborn et Endre
Szemerédi en 1982 [2].

Supérieures ou inférieures, les bornes obtenues grâce aux coupes dans
les graphes sont certes très générales (les méthodes s’appliquent à tous les
graphes), mais aucune d’entre elles n’est suffisamment serrée pour don-
ner lieu à des résultats exacts. Ce problème a été partiellement comblé
par l’introduction du produit zippé par Drago Bokal [15, 16] en 2007 ;
ce produit a permis d’obtenir des résultats exacts concernant le nombre
de croisements de plusieurs familles de graphes à deux paramètres, la
famille la plus générale étant le produit cartésien de n’importe quel ar-
bre sous-cubique avec n’importe quelle étoile K1,n. Cette famille contient
comme sous-ensemble le produit d’un chemin quelconque avec une étoile,
le résultat démontre ainsi une ancienne conjecture de Stanislav Jendroĺ et
Mária Ščerbová [46] formulée en 1982. Par ailleurs ce nouveau produit
combinatoire s’est révélé utile dans d’autres travaux concernant les nom-
bres de croisements [57, 79], ou les graphes critiques [17, 44]. Il est naturel
d’étudier le comportement d’une telle opération par rapport aux invari-
ants de graphe.

L’approche du produit zippé suppose une condition technique sur les
graphes multipliés : l’existence de deux fibres dans chaque graphe (nous
donnerons une définition formelle par la suite). Dans cette section, nous
nous intéressons à une possible relaxation de cette condition et prouvons
que l’existence d’une seule fibre par graphe ne suffit pas pour conclure
sur la superadditivité du nombre de croisements par rapport au produit
zippé.

De plus, nous sommes en mesure d’établir une différence quelconque
entre les deux quantités, cette différence peut croître quadratiquement
avec le nombre d’arêtes impliquées dans le produit.

Dans un premier temps, nous définissons formellement la notion de
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produit zippé et de fibre dans un graphe, et nous rappelons les résultats
connus. Ensuite, nous exhibons deux familles de graphes qui nous perme-
ttent d’atteindre cette différence quadratique. Enfin, nous montrons une
contradiction entre notre résultat et certains arguments employés par Mar-
cus Chimani, Carsten Gutwenger et Petra Mutzel [26]. Cette contradiction
n’infirme pas leur résultat mais rend leur preuve incorrecte.

4.2 Définitions : produit zippé et fibres

Produit zippé. Nous commençons par définir le produit zippé de deux
graphes. Soient G1 et G2 deux graphes et deux sommets v1 de G1 et v2 de
G2 de même degré d. Notons Ni = NGi(vi) le voisinage du sommet vi dans
le graphe Gi pour i = 1, 2. Soit σ : N1 → N2 une bijection. Nous appelons σ

une zip-fonction des graphes G1 et G2 aux sommets v1 et v2. Le produit zippé
de G1 et G2 relativement à σ est le graphe G1 ⊙σ G2 obtenu comme l’union
disjointe des graphes G1 − v1 et G2 − v2 à laquelle on ajoute les arêtes
uσ(u) pour tous les sommets u de N1 (voir un exemple figure 4.1. Nous
notons G1 v1⊙v2 G2 l’ensemble des graphes que l’ont peut obtenir pour
toutes les bijections entre N1 et N2. Par un abus de notation, nous notons
parfois de la même façon un représentant de cette famille, en omettant de
spécifier la bijection σ considérée.

v1 v2

(a) Les graphes G1 et G2 (b) Un produit G1 v1⊙v2 G2

Fig. 4.1 – Un exemple de produit zippé

Fibre. Soit v un sommet de degré d dans un graphe G. Une fibre de v
est un ensemble B de d chemins arêtes-disjoints reliant v à un sommet u
de V(G) − v. Le sommet v est la source de la fibre et le sommet u en est
le puits. Les autres sommets des chemins de B sont les sommets internes de
la fibre. Notons Ĕ(B) = E(B) ∩ E(G − v) l’ensemble des arêtes de B qui
ne sont pas incidentes à v. Ce sont les arêtes distantes de B. Deux fibres B1
et B2 d’un même sommet v sont dites cohérentes si leurs arêtes distantes
forment deux ensemble disjoints.

Drago Bokal [16] a prouvé le résultat suivant en 2007.

Théorème 4.1 (Bokal [16])

Soient deux graphes G1 et G2, et deux sommets v1 de G1 et v2 de
G2, tous deux de degré d. Notons Ni = NGi(vi). Si vi admet deux
fibres cohérentes dans Gi pour i = 1, 2, alors cr(G1 ⊙σ G2) ≥
cr(G1) + cr(G2) pour toute bijections σ : N1 → N2.

Remarquons que le produit zippé est défini sur des graphes qui n’ont
pas d’arête multiple. Il est aisé de généraliser les définitions et résultats
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v
u1

u2

Fig. 4.2 – Exemple de fibres cohérentes

précédents au cas des arêtes multiples : en subdivisant une fois chaque
instance d’une arête multiple, le nombre de croisement d’un graphe est in-
changé. Le résultat peut ainsi s’appliquer. Il suffit alors de lisser les arêtes
précédemment subdivisée pour obtenir le résultat désiré.

4.3 Une seule fibre ne suffit pas

Dans cette partie, nous montrons que la condition du théorème 4.1 d’avoir
deux fibres cohérentes dans chaque graphe ne peut pas être réduite à une
seule fibre par graphe. Nous exhibons des paires de graphes ne respec-
tant pas la conclusion du théorème 4.1, le degré des sommets zippés est
arbitrairement grand.

4.3.1 Deux familles de graphes

Dans cette partie, nous définissons deux familles de graphes dont le nom-
bre de croisement est déterminé. Dans chacun de ces graphes, un sommet
spécifique admet une fibre (et une seule).

Définition 4.1

Soit k un entier non nul et r un entier plus petit que 4. Con-
sidérons le graphe K2,4 muni de la bipartition ai, i = 1, 2 et bj,
j = 1, 2, 3, 4.
Nous définissons le graphe Hk,r obtenu à partir de K2,4 par les
étapes suivantes :

1. ajouter un cycle C = b1b2b3b4,

2. subdiviser l’arête a1bi avec un sommet xi, i = 1, 3,

3. ajouter l’arête x1x3,

4. remplacer chaque arête par k arêtes parallèles,

5. ajouter r arêtes supplémentaires à la multi-arête aib4, i =
1, 2.
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La figure 4.3 représente le graphe H3,1.

a2

a1

b1b4
b2b3

x1x3

Fig. 4.3 – Le graphe H3,1

Lemme 4.1

Pour k ≥ 1 et r ∈ {0, 1, 2, 3}, cr(Hk,r) = k2.

Démonstration. On peut trouver aisément un K3,3 comme mineur du
graphe H1,0 : [a1][b1][b3, x3](x1)(b4)(b2). Ainsi, cr(H1,0) ≥ 1.

De plus, le dessin de la figure 4.3 induit une façon naturelle de
représenter le graphe H1,0 qui ne nécessite qu’un seul croisement. Nous
pouvons donc conclure que cr(H1,0) = 1.

En multipliant les ares k fois, nous obtenons sans problème le nombre
de croisement suivant : cr(Hk,0) = k2cr(H1,0) = k2. Comme Hk,0 est un
sous-graphe de Hk,r, nous pouvons écrire cr(Hk,r) ≥ cr(Hk,0).

Enfin, toujours en se référant à la figure 4.3, il est aisé de modifier
une représentation optimale de Hk,0 en une représentation de Hk,r avec le
même nombre de croisements.

En conclusion, cr(Hk,r) = cr(Hk,0) = k2.

Nous définissons maintenant la deuxième famille de graphes utiles à
notre démonstration.

Définition 4.2

Soit k un entier non nul et r un entier plus petit que 4. Con-
sidérons le graphe K2,4 muni de la bipartition ai, i = 1, 2 et bj,
j = 1, 2, 3, 4.
Nous définissons le graphe Gk,r obtenu à partir de K2,4 par les
étapes suivantes :

1. ajouter un cycle C = b1b2b3b4,

2. subdiviser l’arête a1bi deux fois avec les sommets xi, yi, i =
1, 3,
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a2

a1

b1b4
b2b3

x1x3

y1y3

Fig. 4.4 – Le graphe G3,1

3. ajouter les arêtes x1y3 et x3y1,

4. remplacer chaque arête par k arêtes parallèles,

5. ajouter r arêtes supplémentaires à la multi-arête aib4, i =
1, 2.

La figure 4.4 représente le graphe G3,1.

Lemme 4.2

Pour k ≥ 1 et r ∈ {0, 1, 2, 3}, cr(Gk,r) = 2k2.

Démonstration. On peut trouver un K4,3 comme mineur du graphe G1,0 :
[a1, b4][b1, y1][b3, y3](x1)(x3)(b2)(a1). Or cr(K3,4) = 2 (voir les récents
travaux de Drago Bokal, Bogdan Oporowski, Bruce Richter et Gelasio
Salazar [19] sur les graphes 2-critiques). Ainsi, cr(G1,0) ≥ 2.

Le dessin de la figure 4.4 induit une représentation naturelle de G1,0
qui atteint ce nombre de croisement, et donc cr(G1,0) = 2.

Par construction, en multipliant les arêtes par k, nous obtenons
cr(Gk,0) = k2cr(G1,0) = 2k2. De plus, la représentation de Gk,0 de la fig-
ure 4.4 peut être facilement modifiée en une représentation de Gk,r avec
le même nombre de croisements. Comme Gk,r contient Gk,0 comme sous-
graphe, nous pouvons conclure que cr(Gk,r) = cr(Gk,0) = 2k2.

4.3.2 Un écart quadratique

Proposition 4.1

Soient deux graphes G1 et G2, et deux sommets v1 de G1 et v2 de G2,
tous deux de degré d et tels que chacun admet une fibre Bi dans Gi
(i = 1, 2). Soit une bijection σ entre les voisinages de v1 et v2.
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S’il existe une représentation optimale D de G1 ⊙σ G2 telle qu’au-
cune arête de G1− v1 ne croise une arête de G2 − v2, alors cr(G1 ⊙σ

G2) ≥ cr(G1) + cr(G2).

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les
deux graphes G1 et G2 sont connexes (seules les composantes contenant
v1 et v2 sont importantes). En raison de la présence des fibres, les graphes
G1 − v1 et G2 − v2 sont également connexes.

Notons Di (pour i = 1, 2), la représentation obtenue de la restriction de
D au graphe (Gi − vi) ∪ B3−i dans laquelle nous contractons chaque face
dont la frontière contient seulement des arêtes de B3−i. Alors Di est une
représentation de Gi ; les zones contractées représentant le sommet vi.

Chaque croisement de Di est issu d’un croisement dans D. De plus,
par hypothèse, aucun croisement de D n’apparaît à la fois dans D1 et D2.
Nous pouvons alors conclure cr(G1 ⊙σ G2) = cr(D) ≥ cr(D1) + cr(D2) ≥
cr(G1) + cr(G2).

Le théorème suivant établit que dans le cas général, une fibre pour
chaque sommet utilisé dans le produit zippé ne suffit pas pour préserver
le nombre de croisements :

Théorème 4.2 (B., Bokal [7])

Pour tout n ≥ 4, il existe deux graphes G1 et G2 tels que chacun
de ces graphes Gi contient un sommet vi qui admet une fibre dans
Gi, avec dGi(vi) = n, et tels qu’il existe un représentant G de
G1 v1⊙v2 G2 satisfaisant cr(G) < cr(G1) + cr(G2).

Démonstration. Notons n = 4k + r la division euclidienne de n par 4.
Posons alors G1 = Hk,r et G2 = Gk,r. Les sommets v1 et v2 sont les som-
mets a1 des définitions respectives des graphes Hk,r et Gk,r. Nous pouvons
d’ores et déjà vérifier aisément que ces deux sommets sont de degré n
dans leurs graphes respectifs.

De plus, d’après les lemmes 4.1et 4.2, nous connaissons les nombres
de croisements de G1 et G2, cr(G1) = k2 et cr(G2) = 2k2.

Le graphe G représenté sur la figure 4.5(a) est clairement un représen-
tant de G1 v1⊙v2 G2 (pour améliorer la lisibilité nous nous sommes re-
streints au cas où k = 1 et r = 1). Sa représentation illustrée sur la fig-
ure 4.5(b) nous montre que cr(G) ≤ 2k2 < 3k2 = cr(G1) + cr(G2).

En utilisant le théorème 4.2 et la proposition 4.1, nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 4.1

Pour tout n ≥ 4, il existe deux graphes G1 et G2 tels que chacun de
ces graphes Gi contient un sommet vi qui admet une fibre dans Gi,
avec dGi(vi) = n, et un représentant G de G1 v1⊙v2 G2 tel que pour
toute représentation optimale de G, une arête de G1 − v1 croise une
arête de G2 − v2.
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(a) Le produit G1,1 ⊙ H1,1 (b) Une meilleure représen-
tation

Fig. 4.5 – Le produit G1,1 ⊙ H1,1

Nous qualifions deux graphes G1 et G2 de n-compatibles si chacun d’eux
contient un sommet vi de degré n qui admet une fibre Bi. Nous définissons
alors

g(n) = max
G1,G2

[cr(G1) + cr(G2) − cr(G)],

où le maximum est pris sur l’ensemble des paires G1, G2 n-compatibles
et tous les graphes G de G1 v1⊙v2 G2.

La preuve du théorème 4.2 implique le corollaire suivant :

Corollaire 4.2

Soit g la fonction définie ci-dessus, alors g(n) = Ω(n2).

Conclusion du chapitre

Nous disposons donc d’une borne inférieure sur l’écart possible entre les
nombres de croisements des graphes impliqués dans le produit zippé et
celui du graphe produit, en fonction du nombre d’arêtes impliquées dans
le produit.

À l’inverse, nous ne connaissons pas de borne supérieure. En effet, les
arêtes des fibres peuvent se croiser de façon arbitraire dans une représen-
tation optimale du produit, et les représentations optimales des graphes
initiaux peuvent avoir une structure complètement différente des sous-
représentations induites par la représentation du produit.

Nous pouvons synthétiser cette question comme suit :
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Problème 4.1

Trouver une borne supérieure pour g(n). En particulier, est-il
vrai que g(n) = O(n2) ?

Le théorème 4.1 établit que si les sommets impliqués dans le produit
zippés admettent deux fibres cohérentes, alors le nombre de croisement
est préservé. Inversement, le théorème 4.2 montre que si leur degré est au
moins 4, une seule fibre par sommet ne suffit pas. On remarque facilement
que si n = 1, alors cr(G1 v1⊙v2 G2) = cr(G1) + cr(G2). Pour n = 2, Jesús
Leaños et Gelasio Salazar [54] sont parvenus au même résultat en 2008.
Nous proposons donc deux problèmes ouverts.

Problème 4.2

Soit G1 et G2 deux graphes avec deux sommets v1 et v2 de de-
gré 3, et admettant chacun une fibre. Est-il vrai que cr(G1 v1⊙v2
G2) ≥ cr(G1) + cr(G2) ?

Problème 4.3

Soit G1 et G2 deux graphes avec deux sommets v1 et v2 de degré
d tels que v1 admet deux fibres cohérentes dans G1 et v2 admet
une seule fibre dans G2. Est-il vrai que

cr(G1 v1⊙v2 G2) ≥ cr(G1) + cr(G2).

Marcus Chimani, Carsten Gutwenger et Petra Mutzel affirment dans
[26] avoir prouvé que si C ⊆ E(G) est une s, t-coupe minimum de G− C,
alors il existe une représentation optimale de G telle qu’aucune arête de Gs

ne croise une arête de Gt. Comme C est minimum, G peut être vu comme
le produit zippé des graphes Gx

s et Gy
t respectivement obtenus de Gs et

Gt par l’ajout d’un sommet x ou y connectés aux extrémités des arêtes de
C. D’après le théorème de Menger, il existe une fibre pour x et y dans
ces graphes. Ceci contredit le corollaire 4.1. Après un examen rigoureux,
nous avons réalisé que ce résultat dépend d’une preuve qui contient des
arguments invalides. Le corollaire 4.1 se trouve être un contre-exemple du
résultat sus-mentionné.

Cependant, le travail incriminé [26] contient plusieurs idées originales
qui pourraient mener à une réponse aux problèmes 4.2 ou 4.3. De plus,
notre contre-exemple indique seulement que la preuve du résultat princi-
pale de Marcus Chimani et coll. est invalide. Les résultats principaux de
leurs travaux ne sont pas infirmés pour autant. Ils partagent en quelque
sorte, le sort de certains anciens résultats dans le domaine des nombres de
croisements comme la conjecture de Zarankiewicz [42, 82]. Par souci de
complétude, nous énonçons ce nouveau problème ouvert.

Une planarisation d’un graphe G est un graphe obtenu à partir d’une
représentation de G en remplaçant chaque croisement par un sommet.
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Une planarisation croisements-minimum est une planarisation obtenue à par-
tir d’une représentation. En particulier, c’est une planarisation d’ordre
minimum.

Problème 4.4 (Chimani, Gutwenger, Mutzel [26])

Soit G un graphe connexe, s et t deux sommets distincts dans
G. Alors il existe une planarisation croisements-minimum P de
G, telle que la taille d’une s, t-coupe minimum dans P est égale
à la taille d’une s, t-coupe minimum dans G. De plus, toute pla-
narisation croisements-minimum de G peut être transformée en
une telle planarisation croisements-minimum de G en un temps
linéaire.

Le produit zippé peut aussi être étudié et pose des questions
auxquelles il est sans doute possible de répondre facilement. Les graphes
obtenus par un produit zippé ont toujours une coupe qui est aussi un cou-
plage. Que peut-on dire des éléments de base de cette opération, qui ne
peuvent pas être obtenus par un produit zippé de deux graphes ?
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Ce chapitre, traite également d’un problème essentiellement
topologique avec des outils combinatoires. Pour toute opération

sur les graphes, il est intéressant d’étudier le comportement de certaines
caractéristiques vis-à-vis de celle-ci.

Dans le cas du produit direct de deux graphes, la planarité a été
étudiée partiellement par M. Farzan et Derek A. Waller [37] en 1977. Le
cas le plus difficile est le produit par le graphe à une seule arête.

Nous apportons une réponse, également partielle, à cette question en
étudiant le produit de toute subdivision d’un graphe multiparti complet
avec K2. La question d’un graphe quelconque multiplié par K2 reste ou-
verte.

Ce travail est issu d’une collaboration menée à l’Institut Fourier avec
Paul Dorbec, Sylvain Gravier et Pranava K. Jha [8].
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5.1 Position du problème

Sans forcément pousser jusqu’à l’étude du nombre de croisements du pro-
duit de deux graphes, il est naturel de se demander dans quel mesure un
tel produit est planaire ou non. Selon les produits considérés, la question
a été l’objet d’attentions par différents groupes de recherche. Par exemple,
Mehdi Behzad et Ebadollah S. Mahmoodian [13] ont donné en 1969 une
caractérisation complète pour la planarité du produit cartésien de deux
graphes. Plus tard, Pranava K. Jha et Giora Slutzki [47] ont donné en 1993

une caractérisation analogue pour le produit fort de deux graphes.
Le problème correspondant autour du produit direct semble être plus

délicat à traiter. La figure 5.1 donne un exemple du produit direct de
K3 par K4. Le résultat n’est clairement pas planaire. En 1977, M. Farzan
et Derek A. Waller [37] ont donné une caractérisation partielle. De façon
assez peu intuitive, les cas les plus difficiles se trouvent être le produit
d’un graphe quelconque G avec le graphe à une seule arête K2.

(a) K3 et K4 sont planaires

(b) Le produit n’est pas planaire

Fig. 5.1 – Un produit non-planaire

Une question naturelle concernant un produit est de savoir si un
graphe G est un mineur de son produit avec K2. La réponse est triv-
iale pour les produits cartésien et fort, puisque G est forcément un sous-
graphe du produit. Dans leurs travaux de 1993, Pranava K. Jha et Giora
Slutzki [47] ont conjecturé le résultat suivant.
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Conjecture 5.1 (Jha, Slutzki [47])

Pour tout graphe G, G est un mineur du graphe produit G×K2.

Cette conjecture fut infirmée 5 ans plus tard par Anne Bottreau et Yves
Métivier [21]. Plus précisément, ils ont exhibé un contre-exemple obtenu
de K3,3 par des subdivisions d’arêtes. En tant que subdivision de K3,3, ce
graphe G (voir figure 5.2) n’est pas planaire, mais son produit avec K2

l’est. En particulier, G× K2 ne peut pas contenir un graphe non-planaire
comme mineur. Nous mentionnons aussi un autre graphe H subdivision
de K5 satisfaisant la même propriété (voir figure 5.3). Ces deux exemples
renforcent l’idée que le comportement du produit direct n’est pas aisé à
comprendre.

Nous allons par la suite étudier le produit de K2 avec les subdivisions
des graphes multiparti complets.

Un graphe r-parti complet Kp1,p2...pr est un graphe dont l’ensemble des
sommets est V = V1∪V2 ∪ . . .∪Vr ou chaque ensemble Vi est un ensemble
de cardinal pi pour 1 ≤ i ≤ r, tel que deux sommets de V sont adjacents
si et seulement si ils appartiennent à deux ensembles Vi et Vj différents
(i 6= j). Les ensembles Vi sont disjoints ; en particulier, le graphe Kp1,p2...pr
possède p1 + p2 + . . . + pr sommets.

Soit G un graphe et notons G′ le graphe obtenu en supprimant tous les
sommets de degré 1 dans G. Alors G′ est appelé la 1-contraction de G. Nous
pouvons ainsi énoncer le résultat de M. Farzan et Derek A. Waller [37] sur
la planarité du produit direct.

Théorème 5.1 (Farzan, Waller [37])

Soient G et H deux graphes connexes avec plus de 4 sommets
chacun. Alors G × H est planaire si et seulement si l’une des
conditions suivantes est vérifiée :

(a) G ou H est une chaîne et la 1-contraction de l’autre graphe
est une chaîne ou un cycle.

(b) G ou H est un cycle et la 1-contraction de l’autre graphe
est une chaîne.

De plus,
– Les graphes G× K4 et G× (K4 − e) sont planaires si et seule-

ment si G est isomorphe à K2,
– G× (K3 + x) est planaire si et seulement si G est une chaîne,
– G×K1,3 est planaire si et seulement si G est une chaîne ou un

cycle,
– G× C4 est planaire si et seulement si G est un arbre.
– G× C3 est planaire si et seulement si la 1-contraction de G est

une chaîne.
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Fig. 5.2 – Un graphe G non-planaire, G× K2 est planaire
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Fig. 5.3 – Un graphe H non-planaire, H × K2 est planaire
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5.2 Définitions utiles

Dans tout le reste de cette section, nous étudions le produit direct d’un
graphe avec K2. Nous notons a et b les sommets de K2, et si u est un
sommet d’un graphe G, ua et ub représentent respectivement les sommets
(u, a) et (u, b) du graphe G× K2.
Remarque 5.1

Dans le graphe G× K2, il n’y pas d’arête entre un sommet ua et un
sommet va. De façon similaire aucune arête ne relie un sommet ub
avec un sommet vb. Nous avons donc deux stables A = {ua|u ∈
V(G)} et B = {ub|u ∈ V(G)} et le graphe est biparti.

Lemme 5.1

Soit G un graphe et G′ un graphe obtenu en subdivisant deux fois
une arête de G. Alors G× K2 est planaire si et seulement si G′ × K2

est planaire.

Démonstration. La preuve de ce lemme est illustrée dans la figure 5.4. No-
tons uv l’arête de G deux fois subdivisée. À partir d’une représentation
planaire de G × K2, nous obtenons aisément une représentation planaire
de G′ × K2 en subdivisant deux fois les arcs représentant les arêtes uavb et
ubva.

La réciproque se montre de la même façon en effaçant les images des
sommets de subdivision.

u vG

ua

vaub

vb
G× K2

(a) Graphe G

u vx y G′

ua

va

xb ya

ub

vb

xa yb

G′ × K2

(b) Graphe G′

Fig. 5.4 – G× K2 planaire ⇔ G′ × K2 planaire

Par ce lemme, pour toute subdivision d’un graphe G, nous pouvons
nous contenter de considérer la parité du nombre de subdivisions par
arête. Désormais, nous considérons des subdivisions telles que les arêtes
sont subdivisées 1 fois ou 0 fois. Nous les appelons des subdivisions 0-1.

Soit G′ une subdivision 0-1 d’un graphe G. Nous utilisons le vocabu-
laire de sommet principal, sommet de subdivision, et d’arête subdivisée
ou pleine défini dans le chapitre 1. De plus, nous dirons que deux som-
mets principaux de G′ sont directement adjacents si l’arête qui les relie est
pleine, indirectement adjacents si l’arête qui les relie est subdivisée. Nous
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G′

Fig. 5.5 – Utilisation du lemme 5.1 pour simplifier K1,1,4 en C3.

utilisons la même nomenclature pour les sommets et arêtes d’un graphe
G′ × K2.

Pour bien appréhender la suite du traitement de ce problème, il est
primordial de remarquer ce qui suit.
Remarque 5.2

Dans le graphe G′ × K2, une arête pleine relie deux sommets prin-
cipaux ua et vb, tandis qu’une arête subdivisée relie deux sommets
principaux ua et va, ou ub et vb (le sommet de subdivision étant alors
xb ou xa).

Proposition 5.1

Soit n un entier et G une subdivision 0-1 de K1,n, K1,1,n ou K2,n.
Alors G× K2 est un graphe planaire.

Démonstration. Le graphe K1,n est un arbre, ainsi, toutes ses subdivisions
sont également des arbres. Ce sont en particulier des graphes planaires
bipartis. Le produit d’un graphe G biparti par K2 correspond à deux copies
disjointes de G. Nous obtenons donc dans ce cas deux copies d’un arbre.
Il s’agit bien d’un graphe planaire.

Soit G une subdivision 0-1 de K2,n (respectivement K1,1,n). Le graphe
G peut être vu comme deux sommets reliés par n (respectivement n + 1)
chemins disjoints. La figure 5.5 montre comment l’utilisation du lemme 5.1
permet de conclure que la planarité du graphe G × K2 est équivalente à
la planarité du graphe C3 × K2. Ce dernier graphe n’est autre que le cycle
de longueur 6 C6. C’est un graphe planaire, ceci conclut la preuve de la
proposition 5.1.

Nous introduisons maintenant une opération de commutation sur les
subdivisions 0-1 visant à simplifier l’étude qui suit.

Définition 5.1

Étant donnés une subdivision 0-1 G′ d’un graphe G et u un
sommet principal de G′, le commuté de G′ par rapport à u noté
S(G′, u), est le graphe obtenu de G′ en changeant le statut de
toutes les arêtes incidentes à u : les arêtes pleines deviennent
subdivisées et les arêtes subdivisées deviennent pleines.

La commutation d’une subdivision 0-1 d’un graphe n’affecte pas la
planarité du produit avec K2.
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u

v1 vk w1 wl

x1 xl

(a) G

−→

ua

v1b vkb w1
a wl

a

x1b xlb

ub

v1a vka w1
b wl

b

x1a xla

(b) G× K2

u

v1 vk w1 wl

y1 yk

(c) G′

−→

ub

v1b vkb w1
a wl

a

y1a yka

ua

v1a vka w1
b wl

b

y1b ykb

(d) G′ × K2

Fig. 5.6 – Illustration de preuve

Proposition 5.2

Soit G′ une subdivision 0-1 d’un graphe G. Soit u un sommet princi-
pal de G′. Alors S(G′, u)×K2 est planaire si et seulement si G′×K2

est planaire.

Démonstration. Notons v1 . . . vk les sommets principaux de G′ directement
adjacents à u et w1 . . .wl les sommets principaux de G′ indirectement ad-
jacents à u. Alors dans le graphe S(G′, u), le nouveau sommet u est di-
rectement adjacent aux sommets w1 . . .wl et indirectement adjacent aux
sommets v1 . . . vk.

Une représentation planaire de S(G′, u) × K2 peut alors être obtenue
à partir d’une représentation planaire de G′ × K2. Il suffit d’échanger les
rôles de ua et ub comme illustré par la figure 5.6. Les sommets de sub-
divisions sont modifiés de façon concordante. La planarité est clairement
conservée.

Comme l’opération de commutation par rapport à un sommet u est
une involution (la composée de deux telles commutations est l’identité),
la réciproque de l’équivalence est prouvée.

Par la suite, deux subdivisions 0-1 G′ et G† d’un graphe G qui peuvent
être obtenues l’une de l’autre par une suite de commutations seront ap-
pelées S-équivalentes. Il est aisé de vérifier que la relation de S-équivalence
est une relation d’équivalence. De plus, d’après la proposition 5.2, les élé-
ments d’une classe d’équivalence se comportent de la même façon vis-à-
vis de la planarité du produit avec K2. Il suffit donc de répondre pour un
représentant de chaque classe.

Nous allons être amenés à représenter des graphes très denses. Afin
d’éviter des figures trop lourdes, nous utiliserons les normes suivantes qui
bien qu’incongrues au départ, améliorent la lisibilité du manuscrit. Les
arêtes non-subdivisées ne sont pas représentées. Les arêtes subdivisées
sont représentées par des traits pleins. Les non-arêtes sont représentées
par des traits pointillés.

Les seules exceptions à cette règle sont les représentations planaires de
la figure 5.7. Dans cette figure, les graphes de gauches respectent la con-
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vention précédente tandis que les représentations planaires des produits
avec K2 sont des représentations usuelles des graphes considérés.

5.3 Motifs maximaux planaires

Dans cette partie, nous proposons une liste de graphes le plus dense pos-
sible dont le produit avec K2 reste planaire (voir figure 5.7). Dans la preuve
du théorème principal, nous ferons souvent référence à ces graphes pour
prouver la planarité du produit de certains graphes avec K2.

Lemme 5.2

Les graphes A1 à A7 admettent une représentation planaire de leurs
produits avec K2.

Afin de prouver la planarité de toutes ces configurations, nous pro-
posons dans la figure 5.7 une représentation planaire de chacun de ces
produits.

Par souci de lisibilité, nous avons ajouté quelques simplifications que
nous détaillons ici. Le sommet 7b n’a pas été représenté pour les graphes
A1 × K2, A2 × K2 et A3 × K2. De plus, pour toutes les représentations de
Ai × K2 (sauf celle de A4 × K2 représentée entièrement), nous avons omis
de représenter les arêtes sur la face extérieure de notre représentation.
Toutes les arêtes contenues à l’intérieur de la face intérieure doivent ainsi
être recopiée en échangeant les rôles de a et b sur la face extérieure de
façon symétrique. Nous obtenons ainsi des représentations planaires pour
chacun de ces produits.

Le graphe A4 × K2 est entièrement représenté car il n’admet pas de
telle symétrie.

5.4 Motifs minimaux non-planaires

La figure 5.8 dresse une liste de subdivisions 0-1 de graphes, dont le pro-
duit avec K2 n’est pas planaire. Ainsi, n’importe quelle subdivision 0-1
de graphe qui contient l’un de ces motifs comme sous-graphe partiel, est
forcément non-planaire.

Afin de prouver la non-planarité de chacun de ces produits nous pré-
cisons les sommets que nous contractons pour obtenir un graphe isomor-
phe à K5 ou K3,3 comme mineur.

Nous rappelons que les arêtes pleines ne sont pas représentées, les
arêtes subdivisées sont représentées par un trait plein, et les non-arêtes
sont représentées par un trait pointillé.

Preuves
– B1 : (1b)(5b)(4b)[2a][3a][1a, 2b, 3b, 4a, 5a] induit un mineur K3,3.
– B2 : (1a)(2a)(3a)(4b)(5a, 3b, 4a, 5b) induit un mineur K5.
– B3 : c’est un graphe biparti. Son produit avec K2 correspond donc à

deux copies isomorphe de lui-même. Comme B3 n’est pas planaire,
son produit avec K2 ne l’est pas non plus.

– B4 : c’est aussi un graphe biparti. Comme il n’est pas planaire, son
produit avec K2 ne l’est pas non plus.
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Fig. 5.7 – Des graphes denses dont le produit avec K2 est planaire
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Fig. 5.8 – Motifs non-planaires

– B5 : (2a)(4a)(6a)[3b][5b ][1a, 1b, 2b, 3a, 4b, 5a, 6b] induit un mineur K3,3.
– B6 : (1a)(3a)(6a)[2b][5b ][2a, 3b, 5a, 4b, 6b] induit un mineur K3,3.
– B7 : (1b)(2b)(3a, 4a)(6a, 5b)(1a, 2a, 3b, 4b, 6b, 5a) induit un mineur K5.
– B8 : (4a, 5a)(3b, 2a)(6b, 1a)(1b, 6a, 5b)(2b, 3a, 4b) induit un mineur K5.
– B9 : (1b)(5b)(4b)[7a][4a, 7b, 5a][2a, 1a, 6b, 3a, 2b] induit un mineur K3,3.
– B10 : (1a, 4a, 5b, 6b)(1a)(2a, 3b)(8b, 7b)(4b, 5a, 6a) induit un mineur K5.

5.5 Théorème principal : une énumération fastidieuse

Théorème 5.2 (B., Dorbec, Gravier, Jha [8])

Soit G une subdivision d’un graphe multiparti complet. Notons
G′ sa subdivision 0-1 correspondante. Alors G× K2 est planaire
si et seulement si G′ ne contient pas de sous-graphe partiel S-
équivalent à l’un des graphes Bi (1 ≤ i ≤ 10).

Afin de prouver ce théorème, nous allons énumérer tous les graphes mul-
tipartis complets à moins de 8 sommets, et leurs subdivisions 0-1. Pour
réduire l’ampleur de ce travail, nous disposons de la proposition 5.2 qui
nous permet de ne considérer qu’un seul représentant de chaque classe
d’équivalence pour la relation de S-équivalence.

Chacun des cas étudiés est traité dans une figure. Le légende de ces
figures nous renseigne sur la planarité ou non du produit du graphe
considéré avec K2. La numérotation des sommets nous renseigne sur le
morphisme qui nous permet de conclure. Certains sommets sont entourés
d’un cercle, ils servent aux opérations de commutation pour vérifier le
morphisme.

Nous avons trois types de légende.
– P(biparti) : dans ce cas, le graphe est biparti et son produit avec

K2 correspond à deux copies isomorphes de lui-même. Comme le
graphe est planaire, son produit l’est également.
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– P(Ai) : dans ce cas, le produit avec K2 est planaire. La numérota-
tion des sommets indique un morphisme des sommets principaux
de la subdivision 0-1 considérée vers le graphe Ai. En tant que sous-
graphe partiel de Ai, le graphe considéré admet bien une représen-
tation planaire de son produit avec K2.

– NP(Bi) : dans ce cas, le produit avec K2 n’est pas planaire. La
numérotation des sommets indique un morphisme de Bi vers la sub-
division 0-1 étudiée.

Dans les deux derniers cas, certains sommets cerclés doivent être com-
mutés car le morphisme concerne une subdivision S-équivalente.

5.5.1 Subdivisions avec moins de 4 sommets principaux

Nous commençons par prouver que toutes les subdivisions 0-1 de K4 ad-
mettent une représentation planaire de leurs produits avec K2.

Considérons une telle subdivision. Pour chaque sommet principal,
nous pouvons commuter les sommets qui ont plus de deux arêtes subdi-
visées incidentes. Ceci fait décroître le nombre total d’arêtes subdivisées.
Ainsi toute classe d’équivalence contient un représentant dont tous les
sommets principaux sont incidents à au plus une arête subdivisée.

Toute subdivision 0-1 de K4 peut alors être réduite à une des 3 subdi-
visions étudiées dans la figure 5.9.

1 4

65

(a) P (A5)

7 1

46

(b) P (A3)

1 5

63

(c) P (A7)

Fig. 5.9 – Étude des subdivisions de K4

Comme toutes les subdivisions 0-1 de K4 ont leurs produits avec K2

planaires, cette propriété est également vérifiée pour toute subdivision 0-1
d’un graphe d’ordre plus petit ou égal à 4.

Lorsque le contexte le permet, nous parlerons de subdivision et de
subdivision 0-1 indifféremment.

5.5.2 Subdivisions avec 5 sommets principaux

D’après la proposition 5.1, les subdivisions de K1,4, K2,3 et K1,1,3 ont toutes
leurs produits avec K2 planaires.

Il reste à étudier les subdivisions de K1,2,2, K1,1,1,2 et K5.

Subdivisions de K1,2,2. Commençons par l’étude des subdivisions de
K1,2,2. Toute subdivision de ce graphe est S-équivalente à une subdivision
dont les sommet de degré 3 sont incidents à au plus une arête subdivisée.
Un telle subdivision peut alors se réduire à une subdivision dont le som-
met principal de degré 4 est incident à au plus deux arêtes subdivisées, et
dont les sommets de degré 3 sont toujours incidents à au plus une arête
subdivisée.



5.5. Théorème principal : une énumération fastidieuse 95

1

2

3

4

5
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(c) P (A2)
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(d) P (A5)

1

2

5

6

3

(e) P (A5)

2

1

7

3

5

(f) P (A2)

2

1

4

6

3

(g) P (A1)

1

2

6

5

3

(h) P (A7)

Fig. 5.10 – Étude des subdivisions de K1,2,2

Ces subdivisions sont énumérées dans la figure 5.10. Remarquons que
par exemple dans le cas 5.10(b), la non-arête entre les sommets 4 et 5 est
envoyée sur une arête de A5. Ceci ne va pas à l’encontre de la preuve car
il suffit de trouver un morphisme du graphe vers A5.

Enfin nous rappelons une fois de plus que les sommets encerclés
doivent être commutés pour obtenir le morphisme satisfaisant.

Nous pouvons remarquer que la subdivision de la figure 5.10(c) est
S-équivalente à celle de la figure 5.10(g) : il suffit de commuter les som-
mets numérotés 3 et 6 par exemple. De la même façon, les subdivisions
illustrées par les figures 5.10(h) et 5.10(e) sont S-équivalentes : il suffit de
commuter les sommets 1 et 3. Nous en déduisons la remarque suivante.
Remarque 5.3

Toutes les classes d’équivalences des subdivisions de K1,2,2 ont un
représentant parmi les subdivisions illustrées par les figures 5.10(a),
5.10(b), 5.10(d), 5.10(e), 5.10(f) et 5.10(g).

Subdivisions de K1,1,1,2. Nous nous intéressons maintenant aux subdivi-
sions de K1,1,1,2. Nous nous référons à la figure 5.11(a) pour les noms des
sommets. Nous pouvons supposer que le sous-graphe induit par a, b et c a
au plus une arête subdivisée : sinon, nous pouvons commuter un sommet
incident à 2 arêtes subdivisées.

De plus, nous pouvons commuter les sommets d et e de sorte qu’ils ont
au plus une arête incidente subdivisée. Ainsi, il nous suffit d’énumérer les
subdivisions de la figure 5.11.

Remarquons que pour les cas (b) et (c), aucune arête ne relie les som-
mets 2 et 3 dans B1. Comme nous cherchons à démontrer la non-planarité,
il suffit d’exhiber un morphisme de B1 dans le graphe considéré. Le statut
des non-arêtes de B1 importe peu.

Subdivisions de K5. Nous pouvons maintenant étudier les subdivisions
de K5. Le même argument de commutation nous permet de considérer
uniquement les subdivisions telles que chaque sommet est incident à au
plus 2 arêtes subdivisées. Nous en déduisons l’énumération de la fig-
ure 5.12.
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a b c d

e

(a) K1,1,1,2

1 2 3 4

5
(b) NP (B1)

2 3 1 4

5
(c) NP (B1)

1 4 6 2

5
(d) P (A5)

6 4 2 7

1
(e) P (A1)

1 2

3

4

5
(f) P (A6)

5 3 1 2

6
(g) P (A6)

7 1 2 3

5
(h) P (A3)

(i) P(biparti)

5 1 3 6

2
(j) P (A7)

1 2
3

4

5
(k) NP (B1)

7 1
4

3

5
(l) P (A3)

Fig. 5.11 – Étude de K1,1,1,2
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(g) NP (B2)

5

1

2

3

4

(h) NP (B1)

4

3

1

5

2

(i) P (A6)

4

2

1

3

5

(j) NP (B3)

1

3

7

4

6

(k) P (A3)

Fig. 5.12 – Étude de K5
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(a) NP (B4)
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(b) NP (B5)
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(c) P (A1)
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6

(d) P (A1)

Fig. 5.13 – Étude de K3,3

5.5.3 Subdivisions avec 6 sommets principaux

D’après la proposition 5.1, les subdivisions de K1,5, K2,4, et K1,1,4 admettent
une représentation planaire de leurs produits avec K2.

Subdivisions de K3,3. Concernant les subdivisions du graphe K3,3, nous
pouvons toujours nous ramener, par une suite de commutations des som-
mets incidents à deux arêtes subdivisées, à une subdivision telle que
chaque sommet est incident à au plus une arête subdivisée. L’énuméra-
tion de la figure 5.13 est donc complète.

Comme la subdivision de la figure 5.13(d) est S-équivalente à celle de
la figure 5.13(c) par les commutations des sommets indiqués, nous pou-
vons faire la remarque suivante.
Remarque 5.4

Étant donnée une subdivision de K3,3, son produit avec K2 est
planaire si et seulement si elle est S-équivalente à la subdivision de la
figure 5.13(c).

Subdivisions de K1,2,3. Le graphe K1,2,3 contient K3,3 comme sous-
graphe, comme illustré sur la figure 5.14(a). La bipartition considérée est
{a, b, c} et {d, e, f}.

D’après la remarque 5.4, toute subdivision dont la sous-subdivision in-
duite de ce K3,3 n’est pas S-équivalente à la subdivision de la figure 5.13(c),
n’admet pas de représentation planaire de son produit avec K2. Nous con-
sidérons donc uniquement les subdivisions dérivées de la figure 5.14(b) où
les arcs en points ac et ab représentent des arêtes au statut indéterminé.

L’énumération de ces configurations est réalisée sur la figure 5.14. Elles
ont toutes leurs produits avec K2 planaires.

Subdivisions de K2,2,2. Considérons le graphe K2,2,2 représenté sur la
figure 5.15.

Le sous-graphe induit par les sommets {a, b, c, d, e} est isomorphe à
K1,2,2. Si la sous-subdivision correspondante n’est pas planaire lorsqu’elle
est multipliée par K2, alors la subdivision complète subit le même sort.

Nous pouvons donc nous restreindre aux subdivisions de K2,2,2 telles
que cette sous-subdivision fait partie des configurations dont le produit
avec K2 est planaire : il s’agit des subdivisions illustrées sur les figures
5.10(b), 5.10(d), 5.10(e), 5.10(f) et 5.10(g). Les autres configurations satis-
faisantes sont S-équivalentes à l’une d’entre elles d’après la remarque 5.3.
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(a) K1,2,3
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(c) P (A1)
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(d) P (A2)
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5

1
4
6

(e) P (A2)

Fig. 5.14 – Étude de K1,2,3

a

b

f

d

ec

Fig. 5.15 – Le graphe K2,2,2

De plus, nous pouvons supposer que le sommet restant f est incident
à au plus deux arêtes subdivisées (toujours par l’argument de commuta-
tion). Et s’il est incident à exactement deux arêtes subdivisées, nous pou-
vons le supposer adjacent au sommet d par une ou zéro commutation.

Une fois ces simplifications admises, les configurations restantes sont
celles des figures 5.16 à 5.20.

Subdivisions de K1,1,1,3. Pour l’étude de K1,1,1,3, nous remarquons que ce
graphe contient K3, 3 comme sous graphe induit : il suffit de considérer la
bipartition {a, b, c} et {d, e, f} de la figure 5.21(a).

Comme pour l’étude de K2,2,2, nous pouvons utiliser la remarque 5.4
pour se restreindre à l’énumération de la figure 5.21.

Subdivisions de K1,1,2,2. Soit une subdivision de K1,1,2,2 dont le produit
avec K2 est planaire. Comme elle contient une sous-subdivision isomorphe
à une subdivision de K3,3, il existe une suite de commutations qui mène à
l’une des subdivisions des figures 5.22(a) et 5.22(b).

Les énumérations correspondantes se trouvent respectivement aux fig-
ures 5.23 et 5.24.

4 5
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21
(a) NP (B1)
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2 1
(b) NP (B1)
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4
(c) NP (B6)
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4

3
(d) P (A1)

5 2

3

6

4

1
(e) NP (B7)

1 4

3

5

6

2
(f) NP (B8)

Fig. 5.16 – Étude de K2,2,2 : sous-subdivision isomorphe à 5.10(b)
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(g) P (A5)

Fig. 5.17 – Étude de K2,2,2 : sous-subdivision isomorphe à 5.10(d)
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Fig. 5.18 – Étude de K2,2,2 : sous-subdivision isomorphe à 5.10(e)
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Fig. 5.19 – Étude de K2,2,2 : sous-subdivision isomorphe à 5.10(f)
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Fig. 5.20 – Étude de K2,2,2 : sous-subdivision isomorphe à 5.10(g)
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(e) P (A1)

Fig. 5.21 – Étude de K1,1,1,3
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Fig. 5.22 – K1,1,2,2 contient K3,3
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(e) NP (B8)
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4 2

(f) NP (B7)
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4 3

(g) NP (B6)

Fig. 5.23 – Étude de K1,1,2,2 : premier cas
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Fig. 5.24 – Étude de K1,1,2,2 : deuxième cas

Subdivisions de K1,1,1,1,2. Le graphe K1,1,1,1,2 admet K1,1,2,2 comme sous-
graphe induit. Toute subdivision de K1,1,2,2 admettant une représentation
planaire de son produit avec K2 est S-équivalent à l’une des subdivisions
illustrées sur les figures 5.23(c), 5.24(c) et 5.24(d).

Il suffit donc de décider du statut de l’arête manquante (subdivisée ou
non) pour énumérer toutes les configurations dont le produit avec K2 peut
être planaire. Ceci est effectué sur la figure 5.25.

Subdivisions de K6. Le graphe complet à 6 sommets contient en partic-
ulier un sous-graphe partiel isomorphe à K1,1,1,1,2. Ainsi toute subdivision
de K6 dont le produit avec K2 est planaire admet une suite de commu-
tations la réduisant à l’une des subdivisions des figures 5.25(a) et 5.25(b)
augmentée d’une arête subdivisée ou nom.

L’énumération est réalisée dans la figure 5.26.

5.5.4 Subdivisions avec 7 sommets principaux

D’après la proposition 5.1, les subdivisions des graphes K1,6, K2,5 et K1,1,5
ont toutes leurs produits avec K2 planaires.

Subdivisions de K3,4. Afin d’étudier les subdivisions de K3,4, nous pou-
vons remarquer que ce graphe contient K3,3 comme sous-graphe. D’après
la remarque 5.4, la sous-subdivision correspondante peut être réduite à
celle de la figure 5.13(c).

De plus, le quatrième sommet du stable d’ordre 4 peut être commuté
de sorte qu’il est incident à au plus une arête subdivisée. Nous obtenons
l’énumération de la figure 5.27.

Subdivisions de K1,2,4. Nous considérons la sous-subdivision de K3,4 qui
doit admettre une représentation planaire de son produit avec K2. Elle est
donc S-équivalente à la subdivision de la figure 5.27(a).

Nous énumérons alors les graphes de la figure 5.28.
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Fig. 5.25 – Étude de K1,1,1,1,2
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Fig. 5.26 – Étude de K6
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Fig. 5.27 – Étude de K3,4
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Fig. 5.28 – Étude de K1,2,4
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Fig. 5.29 – Étude de K1,3,3

Subdivisions de K1,3,3. Le graphe K1,3,3 contient K3,3 comme sous-
graphe. Ainsi, nous pouvons énumérer les classes à partir de la fig-
ure 5.13(c). De plus, le sommet supplémentaire peut être commuté de
sorte qu’il soit incident à au plus 3 arêtes subdivisées.

L’étude de ces subdivisions est résumée sur la figure 5.29.

Subdivisions de K2,2,3. Considérons le sous-graphe K3,4 de K2,2,3. Une
subdivision de K2,2,3 dont le produit avec K2 est planaire est alors S-
équivalente à une configuration compatible avec celle de la figure 5.30(a).
Les arêtes au statut indéterminé sont représentées par des arcs en points.

Si nous fixons zéro ou une arête inconnue comme subdivisée, nous
obtenons B9 comme sous-graphe. Le produit avec K2 est alors non-
planaire. Nous pouvons supposer qu’au moins deux d’entre elles sont
subdivisées.

Si elles sont exactement au nombre de deux et qu’une d’entre elle est
l’arête d f ou b f , alors nous pouvons aussi retrouver la subdivision B9

comme sous-structure.
En conclusion, l’énumération de la figure 5.30 est complète.

Subdivisions de K1,1,1,4. Nous trouvons encore K3,4 comme sous-graphe.
Il suffit donc d’énumérer les subdivisions qui généralisent celle de la fig-
ure 5.27(a). Ceci est fait à la figure 5.31.

Subdivisions de K1,1,2,3. Dans ce cas, nous nous appuyons sur la seule
classe de subdivisions de K2,2,3 qui admet un produit avec K2 planaire,
représentée sur la figure 5.30(b). Il suffit ensuite de déterminer le statut
de l’arête supplémentaire. Notons que cette arête supplémentaire a deux
positions possibles. Nous obtenons alors quatre cas à étudier.

L’étude est effectuée sur la figure 5.32.
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a b

c d

e f

g

(a)

2 1

4 3

6 5

7

(b) P (A2)

1 2

3 4

5 6

7

(c) NP (B9)

3 2

1 4

5 7

6

(d) NP (B9)

3 2

1 4

5 7

6

(e) NP (B9)

Fig. 5.30 – Étude de K2,2,3

1 2

3 4

5 6

7

(a) P (A2)

2 3

4 1

6 7

5

(b) P (A1)

1 6

3 7

5 2

4

(c) P (A2)

2 1

4 3

6 5

7

(d) P (A1)

Fig. 5.31 – Étude de K1,1,1,4

3

2 1

4 6

5

(a) NP (B5)

2 1

4 3

6 5

7

(b) P (A2)

2 1

4 3

6 5

7

(c) P (A2)

1 3

4

5 2

6

(d) NP (B5)

Fig. 5.32 – Étude de K1,1,2,3
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a b

c d

e f

g

(a)

4 2

6

3 5

1

(b) NP (B5)

3

1 5

4 2

6

(c) NP (B5)

3

1 5

4 2

6

(d) NP (B5)

a b

c d

e f

g

(e)

1 3

2

5

4 6

(f) NP (B5)

6 3

1

5 4

2

(g) NP (B5)

1 3

5

4 2

6

(h) NP (B5)

1 3

5

4 2

6

(i) NP (B5)

Fig. 5.33 – Étude de K1,2,2,2

Subdivisions de K1,2,2,2. Nous nous appuyons également sur la seule
configuration possible pour la sous-subdivision de K2,2,3. Deux non-arêtes
sont alors fixées. La troisième non-arête du graphe K1,2,2,2 peut correspon-
dre à chacune des arêtes du stable de taille 3 dans K2,2,3. Par des considéra-
tions de symétrie, nous nous ramenons aux deux configurations possibles
des figures 5.33(a) et 5.33(e).

Nous pouvons alors énumérer les subdivisions de la figure 5.33. Nous
concluons que toute subdivision de K1,2,2,2 a son produit avec K2 non
planaire.

Subdivisions de K1,1,1,1,3. En partant des configurations possibles pour
la sous-subdivision de K1,1,2,3 illustrées sur les figures 5.32(b) et 5.32(c),
nous nous restreignons à l’étude des trois configurations de la figure 5.34.

Autres subdivisions à 7 sommets principaux Toute subdivision de
K1,1,1,2,2, K1,1,1,1,1,2 ou K7 admet une sous-subdivision de K1,2,2,2 dont le
produit avec K2 n’est pas planaire. A fortiori, son produit avec K2 n’est
pas planaire non plus.
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2 1

4 3

6 5

7

(a) P (A2)

1 3

4

5 2

6

(b) NP (B5)

4

1 2

3 5

6

(c) NP (B5)

Fig. 5.34 – Étude de K1,1,1,1,3

1 2

3

4

5

6

(a) NP (B5)

1 6

3

4

5

2

(b) NP (B5)

Fig. 5.35 – Étude de K3,5

5.5.5 Subdivisions avec 8 sommets principaux

D’après la proposition 5.1, les subdivisions de K1,7, K2,6 ou K1,1,6 ont toutes
leurs produits avec K2 planaires.

Subdivisions de K3,5. Nous nous intéressons à la subdivision de K3,4
incluse dans toute subdivision de K3,5. De plus, le sommet supplémentaire
du stable de taille 5 peut être commuté de sort qu’il soit adjacent à au
plus une arête subdivisée. Nous énumérons les graphes sur la figure 5.35.
Aucune n’admet un produit avec K2 planaire.

Subdivisions de K4,4. Pour l’étude de K4,4, nous nous appuyons égale-
ment sur le sous-graphe K3,4. Le sommet ajouté peut être commuté de
sorte qu’il soit incident à au plus deux arêtes subdivisées.

L’énumération se trouve sur la figure 5.36. Nous remarquons qu’au-
cune subdivision de K4,4 n’a son produit avec K2 planaire.

Autres subdivisions avec 8 sommets principaux. Tous les autres
graphes multipartis complets à 8 sommets contiennent K3,5 ou K4,4.
Alors aucune subdivision de ces graphes ne peut avoir son produit avec
K2 planaire.

Les seuls graphes multipartis complets à 8 sommets dont certaines
subdivisions ont leurs produits avec K2 planaires sont les graphes K1,7,
K2,6 et K1,1,6.
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1 2

3

4

5 6

(a) NP (B5)

1 2

3 4

5 6

7 8

(b) NP (B10)

1 6

3 4

5 2

(c) NP (B5)

1

3 2

4

5 6

(d) NP (B5)

4

3 2

1

5 6

(e) NP (B5)

Fig. 5.36 – Étude de K4,4

5.5.6 Subdivisions avec plus de 9 sommets principaux

D’après la proposition 5.1, le cas des graphes K1,n−1, K2,n−2 et K1,1,n−2 est
déjà réglé.

Considérons une subdivision 0-1 de Kn1,n2...nk . Nous pouvons supposer
que k ≥ 2 sinon le graphe n’a pas d’arête. Supposons que les ni sont
ordonnés du plus petit au plus grand.

S’il existe un sous ensemble S ⊂ {1 . . . n} tel que ∑i∈S ni = 3 ou 4,
nous pouvons exhiber un sous-graphe partiel isomorphe à K4,4 ou K3,5 car
∑i ni ≥ 9. Ces deux graphes n’admettent pas de subdivision de le produit
avec K2 est planaire. Nous pouvons donc conclure dans ce cas qu’aucune
subdivision de Kn1,n2 ...nk n’admet de représentation planaire de son produit
avec K2.

Supposons alors qu’il n’y a pas de tel sous-ensemble S. Alors forcé-
ment n1 ≥ 5, ou n1 = 2 et n2 ≥ 5, ou n1 = n2 = 1 et n3 ≥ 5.

Si n1 ≥ 5, alors n2 ≥ n1 ≥ 5 et nous obtenons un sous graphe isomor-
phe à K3,5.

Si n1 = 2 et n2 ≥ 5, alors k ≥ 3 puisque K2,n−2 a été étudié plus haut.
Ainsi, n3 ≥ n2 ≥ 5 et nous trouvons encore un sous-graphe isomorphe à
K3,5.

Enfin, si n1 = n2 = 1 et n3 ≥ 5, alors k ≥ 4 puisque K1,1,n−2 a été étudié
plus haut. Ainsi, n4 ≥ n3 ≥ 5 et nous trouvons encore un sous-graphe
isomorphe à K3,5.

Dans ces trois derniers cas, aucune subdivision ne peut donc avoir son
produit avec K2 planaire.

Pour clore la preuve du théorème 5.2 il suffit de réaliser que toutes les
preuves de non-planarité se repose sur l’exhibition d’un morphisme entre
un graphe Bi et le graphe considéré.
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Conclusion du chapitre

Dans ce dernier chapitre, nous avons pu donner une caractérisation des
subdivisions de graphes multipartis dont le produit direct avec K2 est
planaire.

Dès lors, il ne reste plus qu’une question à élucider pour faire le tour
de la question de la planarité du produit direct de deux graphes. C’est la
suivante.

Problème 5.1

Donner une caractérisation des graphes G dont le produit direct
avec K2 est planaire.

Des considérations esthétiques nous amènent à présenter les seules
subdivisions de K6 dont le produit direct avec K2 est planaire. En respec-
tant les règles de représentation, nous faisons apparaitre la roue à 5 som-
mets, son complémentaire (C5 ∪ K1), le graphe de Hajós et son complé-
mentaire.

Fig. 5.37 – Zoologie des subdivisions planaires de K6
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Au terme de ce manuscrit, nous rassemblons les résultats obtenus et
les ouvertures possibles en une synthèse accessible.

Dans le deuxième chapitre, nous nous sommes intéressés aux plonge-
ments de graphes subdivisés dans les hypercubes et les graphes de Ham-
ming. Nous avons étendu l’étude déjà menée pour les subdivisions de
roues dans les hypercubes, en généralisant un résultat obtenu pour les
subdivisions de K5 aux subdivisions de n’importe quelle clique Kn.

Théorème (B., Gravier, Meslem [10])

Soit G une subdivision de Kn (n ≥ 5), alors G est un cube
partiel si et seulement si G est isomorphe à S(Kn) ou il existe un
sommet dont toutes les arêtes incidentes ne sont pas subdivisées
tandis que les autres arêtes sont subdivisées un nombre impair de
fois.

Nous avons ensuite étudié les plongements isométriques dans les
graphes de Hamming et obtenus des résultats similaires pour les sub-
divisions de roues et de cliques.

Théorème (B., Gravier, Meslem [12])

Soit G une subdivision d’une clique Kn pour n quelconque, G est
un graphe de Hamming partiel si et seulement si G est un cube
partiel ou G est isomorphe à Kn.

Théorème (B., Gravier, Meslem [12])

Soit W une subdivision de Wn (n ≥ 4). Alors W est un graphe
de Hamming partiel si et seulement si :

(i) les rayons de Wn ne sont pas subdivisés,

(ii) si les autres arêtes sont subdivisées, elle le sont un nombre
impair de fois,

(iii) deux arêtes extérieures non-subdivisées ne sont pas adja-
centes,

(iv) si n = 4, alors W contient au plus un triangle.

109
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Il semble judicieux de s’intéresser ensuite aux graphes plongeables à
un coefficient 2 dans les hypercubes. Ce problème est toujours ouvert.
Perspective

Donner une caractérisation structurelle des subdivisions de cliques
qui se plongent isométriquement dans un demi-cube.

Il est également possible de garder le coefficient 1 de l’isométricité et
d’aborder la question de la distorsion d’un graphe plongé dans un autre.
Perspective

Étudier le comportement de la distorsion des plongements dans les
hypercubes. Il serait intéressant en particulier de :
– trouver des bornes inférieures ou supérieures,
– trouver des algorithmes efficaces minimisant la distorsion
– donner des caractérisation des graphes admettant une distorsion

bornée,
– trouver des familles infinies de graphes admettant une distorsion

minimum arbitrairement grande.

Dans le troisième chapitre, nous avons répondu positivement à un cas
d’une question de Matt DeVos et coll.

Théorème (B., Gerbaud, Grappe, Palesi [9])

Soit G l’union de deux graphes connexes H et K. Pour une
représentation optimale de G sur la bouteille de Klein, les re-
strictions de cette représentation à H et K ne se croisent pas.

Un long chemin reste à parcourir pour généraliser (ou infirmer) ce
résultat.

Problème

Soit G le graphe union disjointe de deux graphes connexes G1
et G2 et Σ une surface (différente de S0, S1, S̃1 et S̃2). Est-il
vrai que toute représentation optimale de G sur Σ laisse les sous-
représentations de G1 et G2 disjointes ?

Dans le quatrième chapitre, nous avons partiellement montré la néces-
sité d’une condition de connexité locale pour assurer la superadditivité du
nombre de croisements par rapport au produit zippé.

Théorème (B., Bokal [7])
Pour tout n ≥ 4, il existe deux graphes G1 et G2 tels que chacun
de ces graphes Gi contient un sommet vi qui admet une fibre dans
Gi, avec dGi(vi) = n, et tels qu’il existe un représentant G de
G1 v1⊙v2 G2 satisfaisant cr(G) < cr(G1) + cr(G2).
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La suite naturelle à ce résultat serait de répondre si une fibre d’un côté
et deux fibres cohérentes de l’autre sont suffisantes ou non.

Problème

Soit G1 et G2 deux graphes avec deux sommets v1 et v2 de degré d
tels que v1 admet deux fibres cohérentes dans G1 et v2 admet une
seule fibre dans G2. Est-il vrai que cr(G1 v1⊙v2 G2) ≥ cr(G1) +
cr(G2) ?

Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons déterminé quelles sub-
divisions de graphes multipartis complets admettent une représentation
planaire de leur produit direct avec K2.

La question de la planarité du produit direct d’un graphe quelconque
avec K2 reste ouverte.
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[44] Petr Hliněný : New infinite families of almost-planar crossing-
critical graphs. Electron. J. Combin., 15(1):Research Paper 102, 12, 2008.

[45] Wilfried Imrich et Sandi Klavžar : Product Graphs : Structure and
Recognition. Wiley, New-York, 2000.



116 Bibliographie
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Titre Autour de problèmes de plongements de graphes

Résumé Cette thèse s’articule autour de la notion de plongement de
graphe. Un plongement de graphe consiste à envoyer les sommets d’un
graphe dans une autre structure par une application qui conserve cer-
taines propriétés à déterminer. Nous pouvons distinguer deux grandes
familles de plongements. D’une part les plongements purement combina-
toires qui envoient les éléments d’un graphe G dans un autre graphe H. La
propriété la plus naturelle à conserver est la notion d’adjacence entre les
sommets. Nous nous intéressons à la conservation d’une propriété sup-
plémentaire : la distance entre les sommets. Nous caractérisons plusieurs
familles de graphes se plongeant de cette façon dans les hypercubes ou
les graphes de Hamming.
Les plongements topologiques visent à représenter un graphe G sur une
surface quelconque. Les sommets sont envoyés vers des points d’une
surface et les arêtes vers des courbes continues entre ces points. Com-
ment représenter un graphe afin de minimiser le nombre de croisements
d’arêtes ? Nous nous posons ces questions à travers l’étude de la planarité
et des nombres de croisements de certains graphes.

Mots-clés métriques de graphes, plongement topologique, nombre de
croisements

Title On some problems of graphs embeddings

Abstract This Ph.D. manuscript is built around the notion of graph em-
bedding. An embedding of a graph G is an application mapping the vertices
of G to elements of another structure, and preserving some properties of
G. There are two types of embeddings. The combinatorial embeddings map
the vertices of a graph G to the vertices of a graph H. The usual prop-
erty that is preserved is the adjacency between vertices. In this thesis, we
consider the isometric embeddings, preserving in addition the distances
between vertices. We give some structural characterizations for families of
graphs isometrically embeddable in hypercubes or Hamming graphs.
The topological embeddings aim at drawing a graph G on some surface.
Vertices are mapped to distinct points of the surface and the edges are
represented by continuous curves linking these points. Is it possible to
draw a graph G so that the edges do not cross eachother ? If not, what is
the minimum number of crossings of a drawing of G ? We deal with these
questions on different surfaces, or in relation with some graph operations
as direct product or zip product.

Keywords distances in graphs, topological embeddings, crossing num-
ber


	Table des matières
	Liste des figures
	Préface
	Introduction
	Définitions préliminaires
	Graphes
	L'objet graphe
	Opérations de graphes
	Morphismes de graphe
	Subdivisions de graphes

	Distances et métriques
	Espaces métriques
	Graphes et distance

	Rudiments de topologie
	Des surfaces
	Des graphes dans des surfaces
	Caractérisation par mineurs exclus

	Conclusion

	Plongements isométriques
	Histoire et liminaires
	Précédentes caractérisations
	Une relation d'équivalence sur les arêtes
	Une opération constructive

	Cubes partiels et cliques subdivisées
	Preuve de la condition suffisante
	Preuve de la condition nécessaire
	Implications diverses

	Des hypercubes aux graphes de Hamming
	Propriétés générales
	Subdivisions de graphes complets
	Subdivisions de roues

	La courte vie d'une conjecture
	Conclusion

	Plongements topologiques
	Dessins et plongements
	Zoologie de la bouteille de Klein

	Représenter un graphe sur une sous-surface
	Retirer un crosscap
	Retirer deux crosscaps sur la bouteille de Klein

	Estimer le nombre maximum de circuits arêtes-disjoints
	Étude des circuits non-orientables
	Étude des a-circuits

	Preuve du théorème
	Conclusion

	Nombre de croisements et produit zippé
	Position du problème
	Définitions : produit zippé et fibres
	Une seule fibre ne suffit pas
	Deux familles de graphes
	Un écart quadratique

	Conclusion

	Planarité du produit direct avec K2
	Position du problème
	Définitions utiles
	Motifs maximaux planaires
	Motifs minimaux non-planaires
	Théorème principal : une énumération fastidieuse
	Subdivisions avec moins de 4 sommets principaux
	Subdivisions avec 5 sommets principaux
	Subdivisions avec 6 sommets principaux
	Subdivisions avec 7 sommets principaux
	Subdivisions avec 8 sommets principaux
	Subdivisions avec plus de 9 sommets principaux

	Conclusion

	Conclusion générale
	Bibliographie

