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Résumé:

Nous nous intéressons au cas de structures poutres vibrantes soumises a des
précharges. Ces précharges influent sur les fréquences propres. Elles induisent un
comportement non linéaire de la structure. L'attention est portée en particulier sur les
poutres pré chargées en rotation uniforme. Celles ci subissent aors les effets des forces
dinertie centrifuge et aérodynamiques. Les effets rigidifiants augmentent la raideur en
flexion des poutres et décalent les modes propres. |l apparait alors une matrice de
raideur geométrique, et une matrice de raideur cinétique dans le cas des poutres en
rotation. Nous utilisons une méhode développée par D. GA y permettant une
modélisation unidimensionnelle d'une structure réelle composite tridimensionnelle.
Cette méthode sappuie sur le concept d'homogénéisation avec prise en compte des
effets de gauchissement. Des parametres intégraux de déplacements et de rotation
"moyens’ de la section permettent alors la constitution d'un élément fini de poutre. Nous
avons rédigé et mis au point le code de calculs correspondant, qui permet d'effectuer des
calculs de fréquences et modes de poutres composites a ligne moyenne rectiligne avec
des conditions aux limites variées en déplacements et en efforts. Mm de valider les
outils informatiques dével oppés, nous avons réalise des vérifications expérimental es sur
des poutres soumises a des précontraintes de traction et de flexion pure. Ces essais,
meneés conjointement aux cal culs numériques ont montré une bonne corrélation.

MOTSCLES: Poutre composite, vibrations, précontraintes,

méthode é éments finis, calculs non linéaires,
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INTRODUCTION



De nombreux travaux ont été menés sur la dynamique des systemes tournants,
souvent essentiels dans un mécanisme (pales d'hélicopteres, d'avions, d'éoliennes, aubes
de turbine, rotors...). L'utilisation de I'outil informatique et des codes de calculs par
éléments finis en particulier a permis une grande avancée dans la finesse des modeles
offerts au concepteur. Le rendement, la durée de vie, et plus généralement les
performances de ces systémes nécessitent des calculs de plus en plus précis.

En nous appuyant sur la méhode des ééments finis, nous nous proposons de
résoudre le probleme dynamique de recherche des fréguences et modes propres de
poutres en rotation uniforme. Cette rotation induit un champ d'efforts centrifuges que
nous prenons en compte par l'intermédiaire d'un vecteur d'efforts centrifuges et d'une
matrice d'effort cinétiqgue. Les efforts appliqgués a la structure modifient son
comportement (effets raidisseurs). La prise en compte de cette modification se fait par
I'intermédiaire d'une matrice de raideur additionnelle, la matrice de raideur géométrique.

Les objectifs de notre travail sont les suivants:

- Mettre au point un logiciel de calculs de poutres composites en rotation autour
d'un axe fixe, sur micro ordinateur Type IBM PC en sappuyant sur la modéisation de
poutre et le concept d'homogenéisation introduites par D. Gay et développés par M.
Carrier et JM. Cieaux.

- Pouvoir effectuer les calculs simplement, rapidement en introduisant des
conditions aux limites en déplacements et en efforts en tout noeud de la structure.

- Valider par expérimentations, les éléments dével oppés.

Notre travail sarticule autour de trois parties. Dans une premiére partie nous
mettons en place les concepts théoriques nécessaires. Dans une seconde partie
numérigue nous mettons en application sur ordinateur les notions développées dans la
premiére partie d'une maniéere formelle puis numérique. La derniére partie est une partie
expérimentale qui vise avalider les outils construits dans I'étude numérique.



|ere Partie ETUDE THEORIQUE
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[.1 Introduction:

Les poutres sont les structures qui ont été le plus étudiées, et ont bénéficié, a ce
titre, de nombreuses contributions. Nous ne pouvons toutes les citer ici. Nous nous
restreindrons a celles sur lequel notre travail sest appuyé.

Les études statiques des poutres homogénes ont d'abord permis de construire des
modéles de plus en plus fins [TIM61] notamment en ce qui concerne les contraintes. La
prise en compte des cisaillements en particulier dans les profilés minces et les sections
ouvertes (ref. [Cow66]) sest révélé d'une grande importance dans |e domaine statique.

D. Gay a repris la théorie classique des poutres avec une prise en compte des
gauchissements en I'éendant au domaine dynamique. Le comportement du milieu
tridimensionnel a pu ére réduit & un milieu monodimensionnel en utilisant des
paramétres intégraux de déplacements et de rotations. A. Potiron [PoT85] a étudié les
phénoménes de torsion non uniforme de poutres homogénes (d'abord rectilignes, puis
vriées) par une approche cinématique d'un élément fini & sept degrés de liberté par
noeuds (le septieme est le paramétre de torsion non uniforme). L'extension aux
matériaux composites a été permise par les travaux de JM. Cieaux [CIES8] et M.
Carrier [CARS88]. J.M. Cieaux a étendu la méthode des parameétres intégraux a I'étude
des sections composites ainsi que I'emploi des coefficients de cisaillement "statiques' au
domaine dynamique. Dans |e domaine dynamique, les travaux de M. Carrier ont conduit
aune formulation par é éments finis de poutres a sections quelconques dans le cadre de
latorsion uniforme. || a mis au point un élément fini de poutre a six degrés de libertés
par noeud (trois déplacements et trois rotations). Notre travail se base sur cette
formulation, nous en faisons I'extension au cas des poutres précontraintes. D'autre part,
la formulation propre aux poutres en rotation nous impose de prendre en compte les
effets des forces centrifuges sur les vibrations des poutres. Parall@ement, T. Nouri
[Nou93] nous permet, par son travail d'éudier des poutres de sections quelcongues.

11



|.2 Etude dynamique
Introduction:

Notre objectif est de déterminer les fréquences propres et les modes propres
associés d'une poutre en rotation uniforme autour d'un axe fixe. Nous utilisons une
modélisation par éléments finis de poutre. Nous allons écrire I'équilibre dynamique de la
structure en rotation en supposant de prime abord que les seuls efforts subis par la
structure sont d'origine centrifuge. C'est a dire que nous étudions la poutre en rotation
"dans le vide". Nous nous réservons néanmoins la possibilité de rajouter des efforts ou
des moments (par exemple aérodynamiques) au vecteur de forces centrifuges, avec pour
seule restriction le fait qu'ils doivent rester constants (ou étre considérés comme tels
relativement aux fréquences et a la vitesse de rotation). L'intégration d'efforts variant
dans le temps (du type aéroél astiques) nécessite une modélisation particuliere.

Nous supposerons que |'axe de rotation de la poutre est perpendiculaire a son axe
longitudinal. Nous prenons la structure au repos telle que les angles de battement et de
trainée soient nuls comme indiqué sur lafigure 1.1. Toutefois, I'application d'efforts peut
impliquer un déplacement de la structure en dehors du plan de rotation.

» g2

état vibratoire

structure non sollicitée

A

Figurel.1 Poutre vibrante en rotation - définition des reperes
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1.2.1 Formulation variationnelle

L'étude se feraa partir de I'application du principe deHAMILTON :

[.2.1.1 Principe de Hamilton:

Nous désignerons par T |'énergie cinétique de la poutre en mouvement et V
I'énergie potentielle.

Enoncé du principe:

Le mouvement d'un systeme éastique conservatif entre deux instants t, et t; est tel que
t

la fonctionnelle d'énergie ou "Hamiltonien" %:Jl(T-V).dt demeure stationnaire. C'est a
to
t
dire: & = j (dT-8V).dt =0 (1.1)
to
pour toute variation de déplacement du non nulle associée aux conditionsinitiales :
du = 0 pour tout t =ty ou t; al'endroit ou I'on impose des conditions aux limites
cinématiques.
ou = 0 sur Su, pour tout instant t .Ou Su est la portion de la surface ou I'on
impose des déplacements.

Nous prenons comme référence le repére Rp(O,X,y,2) lié ala poutre en rotation
(Cf. figure 1.1). Nous noterons par l'indice "0" tous les termes qui se rapportent a la
configuration considérée comme non déformée en rotation par rapport a un repére de
référence Rg(0,91,02,93), notée (Sp).

Nous nous proposons de calculer les variations T et dV de la structure en vibration et
en rotation relativement a (Sp).
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[.2.1.2 Variation d'énergie cinétique (oT)

Nous exprimons I'énergie cinétique d'un éément de volume dv pris autour d'un
point M de la structure par rapport a Rg:

d OMyd OM
20T = p@T v (1.2)
d OM dOM
Pour toute la structure: 2.T = 4] % % . %d (1.3)
V structure
d OM dOM
D'oll 23T = F}] N v
V structure
dOM[ d OM
- 5T = #p% D T (1.4)
Vstructure

Nous notons M, la position du point M correspondant a la structure au
repos. On aalors (Cf. figurel.1):

D'oll OM = OM+M M, et

dOM _ dOM, dMM OM
dt -~ dt ‘[Q“OMJ’%dt ﬁ?

Ou £ représente le pseudo vecteur rotation de Rp(O,x,y,z) relativement a
Ry(0.91,92.93)-

MM M M
SR s e
M M
on aaussi dOM =([@)AOM,+(@Q )AMM + ﬁ—“ ot @Q

On pose [Q] = (R )a la matrice du tenseur antisymétrique associé a la
rotation(d). On a

@’ avantage d' utiliser (2] plutét que [ est que laforme matricielle est plus pratique & utiliser.
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[19x[] [0 -Qz Qy[]
[@ =[1Qy[ 10 [Q]=[Rz 0 -Qx[]
Lozl [y Ox ol

On pourraains écrire (@ ~u=[Q]{u}

On déduit de ce qui précede:

5 %%% = -0 M M) [Q] +& %Mdtamﬁl?o

e 9™ - [0 oM} + 5%‘%#@;[9] {M M}

Ce qui donne pour le calcul de dT (Cf. (1.4)):

5T = F}j s M QK oM +p [Qu M} +p My

\%
t M M
- 5oy’ FPIQI{OM -0 11 M M) +pI) G
\%
OT1 et dT2 désignant les deux intégrales ci-dessus, on pose
OT =9dT1-0T2

Pour se ramener au principe de Hamilton, on doit calculer

t1 11 11
[oTdt=[oTydt- [oTodt
t0 t0 t0

a) Calcul dedT1:

(1.5)

(1.6)

(1.7)

@ €] est antisymétrique

15



j 5T1 dt—éﬁj %‘;;Mﬁ @)[Q]{OMOHp[Q]{ MOM}+pd—'\(’]'|t°M@dv§n (1.8)
v O

t0

Les variables de temps et d'espace étant indépendantes:

a ]
[sTic= %é%ﬁ'ﬂdgmﬁ @aml{omo}mm]{MOM}+pd—“Qt°M@dt%v

\Y

= [(X)dv (1.9)

\Y

On calcule l'intégrale X par parties en posant ..’ et v telles que ci-dessous :

:gzag%gm@au = [prQ1tom +p 1) MM} +p [ G

Onaans w=0MM} et

‘*‘at %[91% hc/zlltM% gzgﬂtZM% (1.10)

t1

u b 0o
etXZ[wau]toF (—)dt j (8T3-8T4) dt

t0

we) O o
i )) dV %w(_)dt_&rfi oT4

D'oudTl= &g

Vstructure 10

Avec 6T3= q] d—M"Ma@ 2d

Vstructure

M p 0. gy

9 MM |v|
et 5T4= 435{MOM}tEo.ﬁ— 009 Ed

V structure

16



Lavariation 8/ (Cf. (1.1)) peut alors sécrire:

tl t1l tl
oK = j [8T-8V]dt = j [-0T2-8T4-&]dt + j [6T3]dt
to

t0 to
avec les conditionsinitidles: 3{ MM}, = { M M} ,,={ O}

Nous en déduisons :

tl Du@ wo)d D tl
(15735t = D&%%Edtmdv: J o] av
i J DJO 0

Vv

Avec 1, tel que défini en (1.10), et les conditions initiales (1.12), on

obtient :

]1[5T3]dt = [0dv=0

to \

De cefait, I'étude de la stationnarité ded) seraménea:

t1

j [-0T2-8T4-&]dt =0
to
En remarquant que

dt2

5-|-1:-5T4:-F}jﬁ{éMOM}t%).dz_MQM"‘p-[Q]'d'\gtM%dt

Vv

et avec (1.7), on peut écrire laforme définitive de dT:

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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M

oT =-bp{ MMM}y %dtz 2[Q]

[l
[Q12{ M oM} +[Q]%{ OM g} v (1.14)
0

[.2.1.3 Variation d'énergie potentielle (dV)

En désignant par {€,}.le tenseur des déformations de Green-Lagrange et { O} le
tenseur des contraintes de Cauchy.

Expression de la quantité élémentaire d'énergie potentielle :

H

av = —{ g {0} dv = 1 Str E[egl] [0] Odv

1k
Dol V =5 E ggit{0} de (1.15)

&
|

L es composantes de €, secrivant:

03 N
% 2 a X 2 ax 0[]
L
- L . 1Qu  Oul
Nous distinguerons le terme linéaire classique &j=5 " +&Eet le terme non

Ilnealreem —%gz %“ %(“E

D'ou lanotation { €y} ={ €} +{ €y}

18




Calculons la variation d'énergie potentielle OV :

& i i
(.15) O 8V = 6E{eg|}t.{o} Edv (1.16)

7

Vv

Laloi de comportement du matériau au point considéré sécrivant

{0} =[D] {&y} (1.17)

Ona

H H B
0{ey}t{0} U= 00{ ey} [DI{ €y} O

- OU{e }u{o} O=00{g . U[D] {&;} +{€,[DIdI{e,}. O
H B E E E
Du fait de lasymétrie de [D] (Cf. 8 Erreur! Source du renvoi introuvable.),

[ E =
OV = 50 U{gg}u{o} Udv
B E

7

\

Nous obtenons, alors laforme générale de la variation d'énergie potentielle,

oV = &gtr (O[€q]t :
gll*[0]) Edv (1.18)

TE

\Y

[.2.2 Modélisation dynamique

En utilisant les développements (1.14) et (1.18), nous obtenons le principe de
Hamilton sous laforme :
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2 d
Dt Benyy [ 2190 TG HOIHMoMHQIH OMg) B -

\Y

5 5
Citr( (Bleg]) [01) Odv =0 (1.19)
s =

< —O0—

Larelation (1.19) traduit un comportement dynamique dans lequel apparaissent
des termes de déformations non linéaires. Si nous conservons cette relation en vue d'une
exploitation ultérieure par la méthode des ééments finis, nous devrons traiter un
systéme dynamique non linéaire avec une matrice de raideur dont les termes varient en
fonction des déplacements comme décrit dans I'organigramme suivant (figurel.2).

Initialisation deqO

VP

Calcul de Ki=K(qi)

v

Calcul gi solution de
Kig =w?M qi

Solution: gk et wk

Figurel.2 Itérations pour une solution propre.

Suivant cet organigramme, on modifie, a chagque itération donnant une solution
en déplacements, la matrice de raideur. Puis on recherche la nouvelle solution avec la
nouvelle matrice de raideur, jusqu'a convergence du processus (solution stable).

L'utilisation informatique d'un tel algorithme est tres colteuse en temps de
calculs. De plus son utilisation n'est sans doute pas indispensable dans notre cas (petits
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déplacements, petites déformations) comme elle I'est dans le cas de systémes fortement
non linéaires (problemes de plasticité par exemple).

Une autre méthode proposée par Laurenson [LAU76] puis Simon ([SIM81.1],
[SIM81.2]), permet de tenir compte du fait qu'en réalité les vibrations sont des
déplacements de faible amplitude autour d'une position d'équilibre.

Cette méthode permet de scinder |'étude générale en deux étapes successives. La
premiére étape permet de déterminer la position d'équilibre. La seconde consiste a
résoudre le systéme dynamique autour de cette position d'équilibre.

On définit alors quatre configurations géométriques successives a partir du
repere galiléen Ry(0,91,92,93) précisées sur lafigurel.3.

93
Y.
— état quasi-statique
- = - : = 2
7. 3
‘ \ L état vibratoire
9, & —7 ]
Qt structure non sollicitée

en rotation

structure au repos X

Figure 1.3 Schéma de modélisation dynamique

- Configuration FIXE : La structure est au repos, fixe dans le repére galiléen
Rg(0,91,92,93), et libre de toutes contraintes.

- Configuration INITIALE : La structure considérée comme indéformable (Cf. §
1.2.1.1) est en rotation uniforme autour d'un axe fixe (en I'occurrence (O, g3)). On note
(SO) la configuration correspondante et sera repérée par I'indice 0. On peut auss lui
attacher le repere Rp(O,x,y,z) se déduisant de Ry par rotation autour de g3 = z.
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- Configuration QUASI-STATIQUE : La structure est déformée, mais FIXE par
rapport au un repére lié a Rp. Elle subit les efforts centrifuges (et d'autre nature,
comme par exemple les efforts aérodynamiques). Cet état est |'état précontraint, on note
(S1) laconfiguration correspondante qui sera repérée par l'indice 1.

- Configuration VIBRANTE: La structure vibre, en effectuant de petits mouvements
autour de la position (S1). La configuration instantanée correspondante sera notée (S2)
et serarepérée par |'indice 2.

On note (S) un éat intermediaire de la structure entre les éats (Sp) et (S)
(respectivement état initia et final).
El=

Si M 0yO est un point courant de la structure (S), alors Mg, M4, et M, sont les points
z

correspondants dans les configurations respectives initide (Sg), quasi-statique(Sq) et
vibrante(Sp).

Remarque: - Le point M coincide avec les positions Mg, M1 ou M2 dans les
configurations ci-avant définies.

d{MM,}

- Nous avons les termes O{ M M}t et ot au lieu des termes respectifs

SiMM y et UMMt oo SMME_ (o) o4 5rom ) = 10}

A lamodélisation définie ci-dessus, nous associons les hypothéses suivantes:
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Hypotheses:

-H1- Les déformations amenant de (Sg) a (Sq) (déformée quasi-statique) sont
petites (termes linéaires).

-H2- Les déplacements M gM ; sont petits.

-H3- L'éat précontraint quasi-statique (S1) correspond a des contraintes élevées
(notées O M 1) par rapport aux variations de contraintes dues au mouvement
autour de I'état précontraint (notées Oy M 2)

Conséguences:
- Les hypothéses H1 et H2, conduisent aécrire§[€, (MM )] = [O]

- L'hypothese H3, on déduit :
a) que la variation 9[€ (MM ,)][0(M;M,)] est plus petite d'un ordre
supérieur alavariation d'énergie §[€ (M ;M ,)][G(M M )].
b) que la variation O[E(M M )][O(M,M,)] est plus petite d'un ordre
supérieur alavariation d'énergie [E(M M )] [G(M M )].

Alors la variation totale d'énergie potentielle (de "0" a "2") sécrit a partir de
(1.18) :

(0 S0
O o

[egmMoMz)]t[o(MoMz)]%dv (1.20)

On introduit les notations suivantes, non conventionnelles mais adaptées aux
calculs qui suivent:

&= 8(MiMj)
0;= G(MiMj)
8nI12: €,(M;M))

0€,,= EOM M)
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ete € )=€,(OM,M,)

= (1
nigop ~ “nlz12

Les tenseurs des déformations et des contraintes pris entre les états "0" et "2"
sécrivent aors:

€y, ~ EntE€tEN, € Ogp=0yt Oy

al

(1.20) se réecrit dors:

O
5=l D(Ent { O} (€0} {0} H Enigy } {0} +
U

Y
0
(Bt {0 +0(€,} {0} +3(€,) 1 {0,) v (1.21)
O
Les hypothéses H1, H2, H3 dans (I.21) donnent:
& E t t t E
oV = ? 5[8512] [Oc] (€51 [0-01]+[6€nllz] [O0d] Edv (1.22)
v

[.2.2.1 Détermination du déplacement quasi-statique

Cette étape du calcul seffectue comme un calcul classique en statique, a partir de
lavariation:
t1l

Oy = [(BTo0Vyy) At =0 (1.23)

t0

<—O0—

5
avec : 3V, Etr( [£(BM M )]t [G(MM))]) Edv (1.24)

(@ Car H2 induit €y 017°
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et '5T01=$ (M M}) EQ]Z{MOMH[QF{OMO}EW (1.25)

Le déplacement quasi statique M oM ; sera solution de I'équation

& :
6%01: égr([e(éMoM 1)]t [G(MOM 1)]) +P (6{M0M 1} ) EQ]Z{MOM 1} +[Q]Z{OM0} Ed\'
I

Vv

Nous reprendrons cette équation plus en détail pour une formulation par
éléments finis au paragraphe §1.2.3.

[.2.2.2 Détermination de la configur ation de mouvement

Reprenons le principe de Hamilton, appliqué a la résolution du probleme
dynamique. Il sécrit maintenant:

t1l t1
6%02 = 6%01 + 6%12 = J.(5T01'6V01) at + J(6T12'5V12) dt
to to
En reprenant I'expression générale de O/ et celle de &/, nous allons rechercher le

déplacement solution de |'équation:

t1l

O/}, = [(BT,-0V,) .t (1.27)
t0

a) Liaison avec I'état quasi-statique

On connait MgM 1 le déplacement solution du systeme quasi-statique qui,
comme vu précédemment, satisfait ala condition d'extremum (1.26).

En considérant dans (1.26) pour déplacement virtuel le déplacement OM M., , il
vient :

25



LB O as
Citr [£(BM M )]t [O(M M )] Edv +
? g O aE
\
LE : HE
" 595{ MM} AQIH MM 1} +{Q]4 OMo} Hgdv =0 (1.28)
\Y

Reprenons |'expression générale de &7,
Oy = Oy + Oy, & O 1y= Oy - Oy

avec les expressions des énergies cinétique (1.14) et potentielle (1.22), nous
obtenons,

§i12=- qu{ Stmgmyy s 2 [Ty orat Mgy +{015 OM ) -

k= hE D : a:
5 Otr(([€5]) [0l +[8€y ' [T)) de Dt HE(MoM ] [OMM )T -
B 78 d aE

\%

Vv

hE t H

Op AMM} AQIAMM 1} +[Q]H{ OM o} ~Clav (1.29)
PO an
v

En introduisant la définition du déplacement quasi-statique (1.26) dans
(1.29), nous obtenons:

P om0 G a1 OM MM M

Vv

tr%[ﬁ@\/' MI [O(M,M)]+EQBM M) [O(MM)] +

[38,(MM )] oMM )] v =0 (130

et en utilisant (1.26) et (1.30), on obtient I'équation permettant de déterminer les modes et
fréquences propres de la structure sous sa forme finale:
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t1l

o, = J (0T ,-0Vy,) .dt
0

=- i p oty G 2100, G Mg

V
trEE(OM M )T [0 M )1+3E,(M M )T [0(MM )] FEd =0 131)

b) Variation d'énergie cinétique:

On reprend I'expression générale (1.14) a laquelle on applique le déplacement
O{M M} pour obtenir

5T12=-%3§3é5{M1M3t§%M2 +20 MM apamm %ﬁv (132)

)Y

¢) Variation d'énergie potentielle:

Soit OV = &V, + OV, (On a séparé les variations d'énergie potentielle quasi-
statique et finale), avec comme nous I'avons dgavu (relation (1.24))

&D 0 LE E
OV, = Or([EOM M )]t [O(MM)]) Ddv ou v, = 5 QEB} { Ty} Hav

JO 0 I'E :

v Y

et, d'apresles hypotheses H1, H2 et H3 du paragraphe 1.2.2:

OV, = %trg[s(él\/l M)l [0(M M )] +[6g,(M M) [6(MM )] gdv (1.33)

AV

gue I'on peut aussi réécrire, avec les conventions du paragraphe 1.2.2:
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Vip= | {E@)}t {01} dv+| {Ben(12)}t {0py} dv (.33 bis)
\Y \Y

1.2.3 Discrétisation

La méthode des éléments finis consiste a discrétiser une forme complexe en sous
domaines élémentaires de forme simple pour lesgquels il est possible dutiliser la
mécanique des milieux continus.

L'éancement des structures que nous étudions nous permet de les assimiler a des
poutres. L'éément de référence que nous utilisons est donc un éément de poutre. Les
formes variationnelles obtenues au paragraphe 8§ 1.2.1 doivent étre discrétisees de
maniere transformer les deux problémes (quasi-statique puis dynamigue) continus en
deux problémes discrets que nous pourrons alors résoudre sous sa forme matricielle par
voie numérique.

Un ensemble de noeuds étant défini sur la structure, désigné par la colonne {q}
(vecteur des déplacements nodaux), on sait que le champ des déplacements en tout point
améne ala définition:

- du champ des déplacements en tout point par l'intermédiaire d'une matrice

-
d'interpolations notée [N] telleque: MM 4 =[N] {q} (1.34)
- du champ linéaire des déformations sous laforme: {€} = [By] {q} (1.35)

[By] est une matrice de dimensions 6x12 (si {€} contient 6 composantes) construite a
partir des dérivées de la matrice [N].

La forme quadratique des déformations non linéaires en fonction des
déplacements (Cf. §1.2.1.3) nous permet d'écrire:

{en} ={a}! [Bn] {a} (1.36)

(Oulamatrice [Byy] est dedimensions 12 x 6 x 12 si {&,} a6 composantes).
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Nous allons, dans les paragraphes qui suivent, reprendre les expressions des
paragraphes § 1.2.2.1 et 8§ 1.2.2.2 pour les traduire en termes d'édéments finis par
I'intermédiaire des définitions ci dessus.

[.2.3.1 Etat quasi-statique:
a) Energie potentielle

Avec (1.34) et (1.35), (1.24) se réécrit dors:

0 O
h Es@omt {om}%m = é B{a} (BI(DI[BI{q} Hdv
? J 0 O
v \
& O
V= &q}t? HB1{D][B] de {q} (137)
]
V

Dans la variation (1.37) on fait apparditre la matrice de raideur élastique de la
structure telle que &V = O{ q}{[KE]{ q}

[0
il vient,  [Kg] = ?%B][D][Be]mdv
[l
\

Par la suite, le champ de déplacements sera celui défini dans [CAR88]. Nous
conserverons ainsi la matrice de raideur éémentaire qui avait été déterminée par M.
Carrier.

29



b) Energie cinétique

Soit {P,} le vecteur représentant la position de la structure dans la configuration
tournante "S,". Nous confondons sa ligne moyenne avec I'axe x (vecteur du repere
tournant R,) dont une extrémité est I'origine du repere galileen R, comme indique figure
(1.4) (la structure y est schématisée par sa ligne moyenne, en rédlité, Py a trois
composantes dans R, ).

z 93

g2

gl

Figure |.4 Représentation du vecteur position

On obtient a partir de (1.25) larelation

LB [ B :
- OT, pEB{M Mt [Q]{ OM o} de ?pEB{MOM}t[Q]Z{MOM} Edv

1

& O O & 0 O
= 3{a}'E PHNITQIP,] v + &{a} = pENITQIZN] av {a)
? 0 0 ? 0 0

Les expressions intégrées ne sont pas fonction des déplacements de la structure,
nous pouvons utiliser une terminologie d'ééments finis. Et on note:

- 8T, =8{ g} {Kcl{q} + &{q}{fc}

ou {fc} représente le vecteur des forces centrifuges nodales appliquées a la
structure, et [Kc] la matrice qui met en évidence I'action des forces centrifuges dans le
déplacement de la structure relatif a la position indéformée (forces suiveuses). Cette
matrice est homogene a une matrice de raideur et nous la nommerons matrice de raideur
cinétique.
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Nous en déduisons |es expressions:

O 0
{fc} =- % PHNITQI Po} v (1.38)
U [l
\
| B
et [Kc] = ? PENITQIZN] Hv (1.39)
U [l

Vv

Larésolution du systeme quasi-statique (1.23) une fois discrétisé peut sécrire sous
laforme suivante :

Oy =0 = é{q}tEKE]ﬂKc]Eq} = &{q}{f} pour toute variation &{ g}

onendéduit O/, =0 = EKE]’f[KC]Eq}:{fC} (1.40)

Lasolution {q,,} de ce systéme matriciel est le vecteur des déplacements nodaux
quasi-statiques de la structure. Cette solution servira de position de référence pour
|'étape suivante.

Remarqgue: Si I'on désire effectuer ce calcul en prenant en compte d'autres efforts
(aérodynamiques par exemple), on déterminera, par une approche analogue le vecteur
forces nodal es correspondant, {f_}, et on I'gjoutera au vecteur forces centrifuges {F} .

(1) Bien entendu on fait encore I'hypothése que le travail de ces forces dans le déplacement {M Mo} est

négligeable devant a celui des forces exercée dans le déplacement { MM} .
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[.2.3.2 Configuration en mouvement
a) Energie potentielle:
On rappelle son expression (équation (1.33))

= g
oV, = %E{ 0e {0, +{ 08,1, {0y} Edv gue I'on transforme al'aide des définitions

Vv
d'éément fini (1.34), (1.35) et (1.36):

- F ES(QZ)}t {0} Hdv est al'origine de lamatrice de raideur élastique [KE] (on utilisera

Vv
laméme matrice qu'entre |'état (0) et (1)).

LE

- ?  O€,(12)}t{0,,} Udv correspond au travail des forces intérieures dues a
B E

Y
I'action de la précontrainte {O,} quasi-statique. Ce terme permet de traduire une
modification de la raideur de la structure, que I'on appellera par la suite raideur
géomeétrique que I'on note [KG(qg;)] (sa forme est donnée au 8 Erreur! Source du
renvoi introuvable.)

Alors, (1.33) devient OV = d{qy,}! @K E]+[KG(QO1)]Eq12} (1.41)

b) Energie cinétique

On reprend I'expression de la variation d'énergie cinétique prise entre les états
quasi statique et final (équation (1.32)). Expression dans laguelle, on introduit la
définition de la matrice dinterpolations (1.34) selon la procédure utilisée au paragraphe
1.2.3.
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=
e oM M M2 Py
t O 0
V

b g L -
o -8T,= &q}t? p&N]t[Q]Z[N] v () &q}t? PHNITQIZN] v {a)

O O
\ \/
FLNE N L

+3{a) ?p NI o {6) (1.42)

Vv

Dans (1.42), nous observonstrois termes :

U 0
-1- 5{q}t& p&N]t[Q]Z[N]EdV{Q} est la variation d'énergie cinétique

?D 0

Vv

correspondant au travail des forces centrifuges agissant sur (S1) (appelées
aussi forces suiveuses ). De ce terme on tirera[K ] lamatrice de "rigidité

centrifuge”.
& O
(1.42) bis |2 o{qg}t p&N]t[Q]Z[N]EdV{Q} est le terme correspondant au travail
H 0
v

des quantités d'accélérations de Coriolis. De ce terme, on tire la matrice
de couplage gyroscopique notée [C].

-3- 9 q}%pEN]t[N] Edv {q} est leterme de variation d'énergie cinétique

Vv

dont on tirerala matrice de masse [M].

Soit, laforme discrétisée de OT,,:
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28T, = &q}t@Kc]{q} +[C] {g}+[M] {G}E (1.43)

La matrice de couplage provenant de l'accélération de Coriolis, notée [C], est
antisymétrique. Cette matrice dépend de l'orientation de la structure relativement au
vecteur rotation. Son influence sera d'autant plus importante que la poutre sera éloignée
de I'axe orthogonal a Q (en termes d'angles d'Euler, plus la précession et la nutation de
la poutre sont importants plus le couplage gyroscopique sera grand). De plus, il apparait
dans des travaux effectués al'O.N.E.R.A. ([SIM81.1],[GEO85]) que l'influence de cette
accélération se fait sentir pour des courbures conséguentes (pales d'hélices rapides). Une
vitesse de rotation élevée est aussi un facteur influent sur les effets gyroscopiques (le cas
de rotors [DEL90], des aubes de turbines [FER82], et des pales est abondamment traité
dans la littérature). Mais, notre étude se limite a celle des poutres en rotation dans un
plan perpendiculaire & son axe de rotation. Nous réduisons notre domaine
dinvestigations a de "faibles' vitesses de rotation (relativement aux fréguences
calculées). Nous faisons I'hypothese que dans le domaine dans lequel seffectue notre
étude, le couplage gyroscopique a une influence négligeable. Nous allons effectuer les
calculs sans tenir compte de [C].

d'od OH,,=0 = EK]'*'[KC]"'[KG(qm)]E{QH} +[MI{ q,,} = {0} (1.44)

Des solutions (A, {q,,},), du systéme (1.44), on déduira les fréquences et modes
propres de vibration de la structure relativement a la position quasi-statique.




|.3 Etude del'éément de poutre
Introduction:

L'éude statique et dynamique de la structure élancée par des ééments finis de
poutres composites est rendue possible grace Il'utilisation des caractéristiques
homogénéisées. Nous alons ici définir I'éément de poutre a travers le champ de
déplacements, des paramétres "moyens’ de déplacements et de rotation de la section
courante et des fonctions de gauchissements nécessaires pour une prise en compte des
effets dis a la torsion et a la flexion dans les sections multimatériaux fortement
anisotropes. L'influence des phénomenes de gauchissements des sections est intégré
dans la formulation élément finis par l'intermédiaire de coefficients de cisaillement
(pour les gauchissement dis alaflexion) et de larigidité de torsion.

Les sections étudiées sont de géométries quel conques et composées de plusieurs
matériaux orthotropes. Néanmoins, la modédisation "poutre” d'une structure
(modérément) élancée n'est pas toujours fiable. On en touche les limites quand des
modes de vibration de "plaque" apparaissent a basse fréguence. M. Hayyane Filali, et A.
Venkatesh [HAY92] ont évalué I'influence du remplissage d'une poutre caisson (tests
numeériques et expérimentaux de caisson avec et sans matériau de remplissage) sur ses
fréguences et formes propres (comportement "de poutre" avec matériau de remplissage
et de "plagues assemblées’ sans mousse). Une autre illustration en est donnée dans le
cas d'une poutre composite en forme de "U" traité par P. Amat et J.M. Cieaux [AMA92]
met en évidence des fréguences (faibles) de "plague” de la poutre qui ne peuvent étre
détectées par une modélisation poutre.

[.3.1 Homogénéisation
1.3.1.1 Rappels

Une poutre composite sera constituée de différents matériaux (appelés phases)
assemblés entre eux en respectant les hypothéses du collage parfait. Les phases sont
cylindriques, de génératrices paralléles a la ligne moyenne de la poutre. Les matériaux
congtitutifs des phases sont supposés orthotropes.

Un matériau orthotrope possede deux plans orthogonaux de symétrie du
comportement mécanique.
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La loi de comportement traduisant les relations contraintes déformations peut
sécrire sous forme matricielle (notation ingénieur) a l'aide des neuf constantes
élastiques du matériau.

Lorsgu'on écrit ces relations dans les axes d'orthotropie (repérés par lesindices 1,
2, et 3) définis au moyen du triedre construit sur les deux plans de symétrie orthogonaux
et leur intersection, on obtient:

Bi Va Vao 0 0 S

DEl E, = 0
BEHB oVe 1 _Ve 0 0 0 DEUlg
O &,0 B E E, B, BD%D
0700w va & o 4 o300
Hé=H 0 E E E 08 (1.45)
0 "O=g 1 nd O
[(BY %[ 0o 0 0 o 0 0 .0
E2y135 D “ 1 DEPBB

0o 0 0 0 —_— o U
bob i s Bk

0o 0 0 0 0 — 0

0 G, O

Avec 07=073, 0,=09y, 03=033, 04=Tp3, O5=T13, O=T12

etou E; sont les modules d'éasticité longitudinale.
Gjj sont les modules de glissement dans les plans ]
vjj sont les coefficients de Poisson

. L ~ Vi _Vjj
La symétrie du comportement du matériau entraine : —'4E_ = —“E_
1 |

1.3.1.2 Utilisation des composites dans les poutres

Hypothése

‘-H 4- Nous limiterons notre étude a des phases orthotropes, I'un des axes d'orthotropie
‘étant paraléle a I'axe longitudinal de la poutre, les deux autres directions pouvant
‘évoluer dansle plan de la section.

En effet, dans la majorité des cas industriels, les différents matériaux employeés
dans la construction des poutres composites ont pour propriété davoir un axe
d'orthotropie paraléle a celui de la poutre. Les raisons résident dans les problemes
d'éaboration (symétrie miroir imposée pour éviter les déformations dues aux contraintes
thermiques), leur agencement par rapport a I'édancement de la poutre (les matériaux de
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remplissage tels que le Nid d'Abeilles se placent le plus souvent perpendiculairement a
I'axe de la poutre), et leur comportement. En effet, dans le cas plus général ou les axes
d'orthotropie n'ont pas de direction imposée, il apparait des couplages particuliers encore
mal maltrisés des phénomenes de flexion torsion et de traction, en cours d'étude
[EST93].

Nous laissons libre I'orientation des deux autres axes d'orthotropie dans le plan
de la section.

1.3.1.3 Principe de|'homogénéisation

Cette derniere repose sur I'utilisation de parameétres intégraux pour définir le
champ de déplacements. Cette notion introduite par COwWPER, GAY et POTIRON
([Cow66],[GAY79],[POT85]), pour les poutres homogenes isotropes classiques a été
ensuite étendue aux poutres composites par GAY, CARRIER, Et Cieaux ([GAY81]
,[CAR88] ,[CIES8S]).

A partir de laformulation du champ de déplacements, on peut définir une section
équivalente a la section multiphases réelle, avec des caractéristiques dites
homogénéi sées (rigidités a I'extension, la flexion, ou la torsion, densité linéique) et des
paramétres géométriques équivalents (le centre éastique et les axes principaux, le centre
detorsion et |e centre de masse).

En pratique, ces caractéristiques sont obtenues par un calcul numérique
spécifique, sur un maillage de la section [Nou93.2]. Elles sont nécessaires dans un
second temps pour servir de données d'entrée pour la discrétisation de la poutre par
éléments finis monodimensionnels, afin de mettre en oeuvre les principes exposés au
chapitre précédent.

Lafigurel.6 montre les étapes de la procédure:
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Structure rédlle

z

HOMOGENEISATION

~

Maillage bidimensionnel de la section composite
+ C : centre detorsion

+ P Centre dastique

+ G : centre de masse

Structure monodimensionnellea 6 D.D.L. par noeud :

A y4
y
X
Figure 1.6 Les éapes du calcul
Sur lafigure 1.7, nous pouvons observer le cas d’'une section de pale avec quatre phases
orthotropes.
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Figure 1.7 Cas d'une section de pale composite a phases orthotropes

Le repere élastique est défini par le centre élastique P et les axes principaux y et
z Le point C représente le centre de torsion de la section, et G le centre de masse. Les
axes 1, 2 et 3 représentent les axes locaux d'orthotropie de la phase courante (ici la
"peau” delapale).

Les centres élastiques, de torsion et de masse sont en général distincts.

Pour chaque phase i Cf. figure 1.7 nous devons définir les caractéristiques
suivantes:

Module de Y oung longitudinal : E;
Modules de glissement G et Gig
Lamasse volumique p

Une rotation autour de I'axe x (avec lequel est confondu I'axe 1 d'orthotropie) de
la matrice des relations de comportement est nécessaire pour pouvoir analyser le pli
dans le repére élastique.

Figure |.8 Rotation des repéres locaux

Nous en déduisons en (1.46) les relations de comportement dans le nouveau

repére. Les termes C1; Cq» et Cy, sont obtenus en fonction de a et de G13 et G2 par
lesrelations:

HC1y=Cos a? GotSino? Gyg
[C1,=C,1=Cosa Sin a(G;»-Gy3)
BC,,=Cosa? G;+Sina? Gy,
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ijxﬁ gl 0 0 @XX
0 C12C11 £,y Oque I'on écrit { o} =[D]{ €} (1.46)
Q EO C12C225@ =

[D] ainsi définie représente la matrice des relations contraintes déformations.

[.3.2 Formulation del'éément fini
Rappels sur les poutres
Hypotheses
Nous faisons les hypotheses suivantes [GAY79], [CARSS] :
-H5-  Lasurfacelatérale est libre I'efforts. AlorsOy, et 0, sont négliges devant Oy, .

-H6- On néglige la variation de déformation de deux sections droites infiniment
voisines pour calculer les contraintes normale O,, et tangentielle T .

-H7- Lesforces de volume sont négligées? .

-H8- On suppose que latorsion de la poutre est uniforme.

Parametr es intégraux

Au point courant M de I'@ément, on défini le vecteur déplacement U,, par ses
trois composantes (Ux,Uy,Uz)dans le repére élastique.

() En fait, elles existent (forces centrifuges) mais nous les assimilons & des forces ponctuelles extérieures

(Cf. Erreur! Source du renvoi introuvable.).
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Figure 1.9 Parametres intégraux - déplacements
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D
X

V%

N

Structure rédle

On définit, a I'abscisse x courante de I'éément de poutre trois paramétres de
déplacement (u, v et w) paralléles aux axes x, y et z et trois paramétres de rotation (By,
By et 8,) autour de ces axes. L'ensemble de ces paramétres permet de constituer un
déplacement moyen de la section courante.

Ces paramétres sécrivent sous la forme suivante:

EJ (x,t)= % [ Ei-Ux(x.y.z).dS
D

[Vt = <Cls> [ Gi.Uy(xy.z1).dS

|:| D

DN(X,'[) = % jGi.UZ(x,y,z,t).dS (1.47)
D
|jx(x,t) = Wl\b I Ej.(y.Uz(x,y,z,1)-z.Uy(x,y,z,1)).dS
D
|ly(x,t) = ?t I Ej.z.Ux(x,y,z,t).dS
Y'b
E;Z(x,t) = ?1'? IEi y.Ux(X,y,z,1).dS
D

AVEC,
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<E;S> = | E4;.dS est le module d'élongation longitudinale
1 1i

<CS>=/<Cy;S> <C,,$>-<C;,5>? le module de résistance au cisaillement,
avec <CijS> LC”dS

<Ejly>= LEli.zz.dS E

PN . (1.48)
<Ejl>= rLEli-yz-dS [ ]es modules derigidité alaflexion

o <HP = (1570 Car 2 C) ¥ 4 Cia -2 CufBSH.
D
+ j (C,;22+C,,y2-2C,yz)dS, lemodule derigidité alatorsion
D

Les expressions données dans (1.48) sont des caractéristiques homogénéi sées sur
la section.

2
De H8, on déduit: _X_G( ) =0,o0u encore—x—( ) Cte
0x2 0x

[.3.2.1 Champ de déplacements

Il sécrit a partir de la définition des paramétres intégraux définis par (1.47) ci
apres (réf. [GAY 79] [CARSS)).

U,(6y,Z1) = u(x.t) - y ,(x.)+2 B,(x+@ty.2) @3(;—0 1N, (xy.2)

U,(x.y.zt) = v(x,t) - Z0,(x,)+ N, (xy.z1)
U,(xy.z8) =w(xt) +y B,(xt)+ N, (xy.z1)

En écrivant ce champ sous forme matricielle,
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Ou O
O, O
M, O 0Y 0 ﬁ(ﬂ(yl) 96,(x.1) , n, (x,y,z,t)D
E_JXD COw 2 H
Uy, = yD=[G]E€ 0+ O 1, (X,Y,2,1) 0 (1.50)
HJZH mxg E ,72 (X!yyzit) E
0’0
P.0

on met en évidence la matrice, notée [G], de relations entre les déplacements du
point courant et les paramétres intégravx,

HlOOOz-yH
[G]=010-z00 (1.51)
OOlyOOE

5

Ce champ de déplacements fait apparaitre un déplacement de corps rigide
exprimé par l'intermédiaire de [G] et des paramétres intégraux, auquel se superpose un
vecteur gauchissement. Ce vecteur comprend un gauchissement de torsion ¢(y,z) et des
gauchissements dis aux moments de flexion et aux efforts tranchants n,(X.y,zt),

r]y(x’y’z’t)’ et nz(x’y’z’t)'

Avec, par définition des paramétres intégraux,

[n.ds=0 [Einds=0  [Eyyn,ds=0

rLEli zn,dS=0 J)Eli(b Ny dS=0 rLEli (ynszny)dS=0

Repére élastique
Il est défini (Cf. figurel.7) par lesrelations (1.53)

H[E yds=0

Définition du centre élastique : _
A, & zdS=0 (1.53)

Définition des axes principaux ID E yzdS=0

Centredetorsion
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Si on sollicite une poutre par un moment de torsion pur, chagque section effectue
une rotation autour d'un point fixe que I'on appelle centre de torsion [GAY79], [POT85],
[CARS88]. Nous repérons ce point particulier noté C, (Cf. figure 1.7)de la section droite
dans le repere élastique par ses coordonnéesp et g qui sont définies par:

@ = % [E1z®(y,2)ds
D

1 (1.54)
g =1, [E1y ®(y,2) dS
D
avec ®(y,z) =¢(y,2)+y o-zp
Torseur desforces de cohésion
Rappel Relations de comportement:
1+v v
[0] == [2] - g r{=]01] (1)

Nous pouvons écrire les é éments de réduction du torseur des forces de cohésion
au centre élastique de la section:

Nx :j Oxx dS My = I (Y Oxz -z Oxy)dS
D D
Ty:I Oyy dS My:jZO'XXdS
D D
(1.55)
D D
Relation de bimoment: B= [¢OxdS
D

Ou  Nx est I'effort normal,
Ty l'effort tranchant suivant ladirection'y,
Tz I'effort tranchant suivant la direction z,
Mx, le moment de torsion,
My le moment de flexion par rapport al'axey,
et Mz le moment de flexion par rapport al'axe z.




Relations d'équilibre

Nous écrivons les relations d'équilibre dynamique sous la forme vectorielle
générae:

- R 2|
X +f =pa—2M (1.56)

Forme dans laquelle f sont les forces de volume appliquées a la poutre. Des
intégrations appropriées sur le domaine de la section droite effectuées a partir de cette
relation permettant d'écrire

N 02u
+px =<pS ot2
02V
X +py =<pS> Fa
T 02w
%ﬂoz =<pS>
1.56) [ 1.57
(1.56) —MX+m ol 90, (1.57)
Da X X X~ ot2

M 0
. _ 0%y
ax Tz tmy=<ply>~53

M ) 520,
@a x TTy tMz=<plz> 50

L es hypothéses H5,H6,H7 et H8, laloi de comportement (Cf. équation (1.46)) et
les relations d'équilibre (Cf. (1.57)) conduisent (Cf. réf. [CAR88]) aux relations de
comportement ci dessous:

-l

EfnyyJ’kaTZ:<C$g%'eZ' aa—?(x

[y, Tyt kpp T, = <CS> g}‘)’("wy +p axﬁ (1.58)
Ijn <HJ>ae -qTy+pT,

|]/Iy=<E1Iy>ﬂy

00
- Yz
@A <E1I>ax

Dans (1.58), apparaissent les termes kyy, kyz, kzy et kzz. Ces termes sont les
coefficients (statiques ou dynamiques Cf. [CIE88]) de cisaillement de la section.
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L'élément fini de poutre (Cf. figurel.10), de longueur [, est composé de deux

noeuds possédant chacun six degrés de liberté. Les noeuds sont |es centres élastiques
des faces extrémes, et les axes sont |les axes principaux d'inertie. Les degrés de liberté
sont les déplacements et |es rotations des noeuds.

Structure rédlle

Figure1.10 Modélisation de |'élément fini de poutre

1.3.2.2 Matriced'inter polation des paramétres intégraux

Elle lie les parameétres intégraux de déplacements et de rotations aux inconnues
nodales (déplacements nodaux) (Cf. figure 1.6). Elle est notée [A] et vé&rifie larelation
(1.59).

[T LA

o
o

s

[]

yi[ ]
%ﬂ ] (1.59)

[V []

[]

u
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D'apres les définitions du paragraphe (Erreur! Source du renvoi introuvable.)
et celle du champ de déplacement (équation (1.51)), nous pouvons écrire la matrice
d'interpolation des déplacements:

[N] =[G] [A] (1.60)

En introduisant les deux termes suivants pour en faciliter I'écriture:

2 12ky <Eyly>! 2 12kyy <Eil>!
M=+ < & =77 s )

nous donnons ci-apres l'expression de la matrice dinterpolation des paramétres
intégraux sous forme transposée pour des raisons de typographie.
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Matrice d'interpolation
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1.3.2.3 Choix del’inter polation de u

Nous définissons, dans cette partie, une discrétisation adaptée a I'introduction
des forces centrifuges.

AZ
< Yo - /

Figurel.11 Modéle de poutre en rotation

On sintéresse a l'expression de I'effort normal dans le cas d'une poutre en
rotation autour d'un axe fixe orthogonal a son axe.

L'équilibre dynamique local sécrit (1.57):

IN(X,t _ d2u
ax t p(x) = <pS> e (1.62)

Or, nous examinons, ici, I'équilibre relatif de la poutre sous I'action des forces
centrifuges. L'éguation (1.62) prend alors laforme de I'équilibre statique local :

M’:j'xﬁ +p(x) =0 (1.63)

{
Avec p(X) :J/- PQ2xdv= ﬁ[jg) pQ,2x dS%JIx =-<pS> Q.2 x dx
U

0
il vient N(x) = <pS>.%2.[L -x’] (1.64)
_NX)
Or  £.(x)= (ES)

2
On en déduit U,(x) = (p5) @* X — (1.65)
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Il est clair d'apres (1.65) que le champ de déplacements longitudinaux optimal de
la poutre est alors un polyndme de degré trois en x.

Le choix dun tel champ complique les expressions des matrices que nous
exploitons, nous examinons ci aprés la possibilité de conserver un polyndme en x au
premier degré tout en minimisant I'erreur inhérente a ce choix.

On définit (Cf. figure 1.11) I'abscisse du premier noeud de I'éément k par rapport
aux longueurs desi éléments qui le précédent:

k
XK= Z gi
i=1

2

Q
al'abscisse x, I'effort normal sécrit N(xy) = <pS> 75 [L*X7]

Ecrivons les relations al'aide des notations adimensi onnell es suivantes:
I'abscisserelative  &i=xy/L

lalongueur relative Ap=l}/L (1.66)

k

0 &= Ak
i=1

k
On obtient () =Cy [1-6] = Cy 3-03 A0

<1 oo

Q2|2
avec C1=<pS> 2

La répartition de I'effort normal consécutif & un champ defforts centrifuges est
représenté de maniére adimensionnelle sur lafigurel.12.
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N moyen
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x/L

Effort normal

Figure .12 Répartition de |'effort normal centrifuge

Définition decritéres

Il nous faut alors choisir un "découpage” judicieux correspondant "au mieux" a
cette répartition.

Dans ce but, nous avons défini les critéres suivants:

Critére Ci : On simpose une variation relative maximale de I'effort
normal par éément k. A cette fin, on définit un paramétre €, que I'on cherchera
aminimiser pour chaque élément, tel que :

k=g (1.67)

Ou

N, est I'effort normal moyen dans I'éément k

et ANy est lavariation d'effort normal dans I'éément k.

Critere Ci1 : Si la valeur moyenne de I'effort normal dans un éément
(N, ) est faible devant celle de I'ensemble des ééments de la poutre (Ngg), nous
pourrons négliger I'influence de I'erreur commise sur cet élément. Nous avons
défini pour utiliser ce critere, un second parameétre A, tel que:

ol



(1.68)

k

N,
K = 82
Néq

Nous exprimons dans la figure 1.13, les critéres Cl et Cll dans le cas d'une
discrétisation équidistante des noeuds (cas d'une poutre a 20 éléments).

oF

15

O: \
! >4

0 5 10 15 20

Figure 1.13 Cas du maillage équidistant - Criteres Ci et Cli

Les entités exprimées sur la figure 1.12 sont adimensionnelles. La plus grande
variation de I'effort normal sobserve la ou ce dernier est le plus faible. Les critéres Ci et
Cii sont ainsi concurrents. Nous écrivons aors un critere globa qui se substitue aux
deux premiers. || Sexprime ains :

CritereCill = &85 <Eg

. AN . . —
ol &5 = K. avec un nouveau paramétre g5 & minimiser et uniformiser autant que
éq

possible sur la structure.

Le sens physique de ce nouveau critére est le suivant: On veut que |'écart d'effort
normal dans chaque élément relativement a l'effort normal moyen soit minimal (et aussi
"uniforme” que possible).

Déter mination du nombre minimal d'ééments
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Afin de respecter le critere Ciii, nous alons, dans un premier temps, rechercher
larépartition optimale des noeuds de la poutre.

Exprimons I'écart d'effort normal sur un éément k:

Nel
Soit Nel le nombre d'éléments de poutreon aaors ) Aj=1 (1.69)
i=1
2 2 2
e ANy = [N 1-Nl=Cq [1-8k-(1-€, )IFCy [, €, | (1.70)

Calcul de Neg:

Soit W(N) le travail total de l'effort normal dans la poutre.

L
W(N) :% %%sxx.oxx.dx E]S: 2<é$ | N2(x) dx
0
D

L
<pS>? Q4 _1<pS>? Q4L>
{)(Lz-xz)2 dx = 15 <ES>

1
=5 Ux(L) Negq
_ <pS>2Q213
Or le déplacement (Cf. 1.65) en bout de poutre sécrit : Ux(L)= 3 <ES>

2< Q212 4
Doti  Neq= £P20°L" 2y
15 5
Nous exprimons dans le critére Cill en fonction de I'abscisse adimensionnelle :
_ON, 4.2 2
83k - E - 5 |Ek_ak+l|

2 2
Nous en déduisons Ek+1: 5 €3k +Ek avec =0

[4 2 4 : A4
et &+1="\ /5 Eak +Ek = \/5¢3 \Jk+2 S gg,= &5 est constant sur tous les ééments

(ce que nous voulons obtenir).

D'ou laforme de la discrétisation: | &y = Ctexk+1 | (1.72)
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Cherchons le nombre minimal d'ééments Ne pour une erreur €5 donnée.

On utilise (1.69) et (1.71) avec (1.66), pour obtenir

1= &=\ | ges \[Ne+1 (1.72)

Nous en déduisons une relation entre le nombre d'ééments et I'erreur moyenne
sur I'effort normal (pondérée par sa contribution énergétique en traction) de chaque
élément, que nous exprimons dans la figure (1.14).

1
\
0.2 \‘\\
\\\ e
01 ~_"
N
0.05
AN
0.0 N
\\\
1 2 5 10. 20. 50. 100.
Nombre d'é éments

Figurel.14 Critére Ciil en fonction du nombre d'é éments

On observe que pour 10 éléments, €3 est de I'ordre de 11% pour 15, 8 % et pour
20 éléments de I'ordre de 6 % ce qui nous parait acceptable. Dans le cas d'une poutre en
rotation, nous disposons les éléments de maniére a respecter le critere Cjj dans les
données du code de calcul.

Laforme de la discrétisation obtenue sur une poutre a 20 é éments respectant le
critére Ciil donne la une répartition adimensionnelle comme indiqué sur lafigurel.15.
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Figure 1.15 Répartition des noeuds par le critere Ciii

Ce "maillage" n'est pas entierement satisfaisant pour un calcul de modes propres

car les longueurs des premiers éléments sont trop grandes par rapport a celles des
derniers. Nous avons fait le choix, pour compenser cet inconvénient, de raouter

quelques éléments (3 éléments) et de réduire la taille des premiers. La figure 1.16 en

montre le principe.
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Figure .16 Répartition finale des noeuds

Le nombre d'ééments est maintenant passe a 23 mais le rapport entre les
longueurs d'éléments a diminué (surtout pour le premier et le second).
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Conclusion

La modéisation dynamique nous a amené, dans |'optique d'une transcription
informatique, a scinder I'étude en deux parties successives. La premiére définit un
déplacement de structure précontrainte, et la seconde les solutions propres du systéme
sans second membre avec la prise en compte de la précontrainte par I'intermédiaire d'une
matrice de raideur supplémentaire.

La modélisation poutre de la structure composite considérée est intégrée par
['utilisation de parametres intégraux et de caractéristiques homogénéisées. Cette
modélisation ameéne la définition d'un éément de poutre composite a six degré de liberté
par noeud avec prise en compte des phénomenes de gauchissements de torsion et de
flexion.

Les ééments théoriques mis en place seront traduits sous forme numérique dans
la deuxieme partie de I'étude.

S7
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Dans cette partie, nous nous proposons de mettre en oeuvre les outils
informatiques nécessaires a l'exploitation numérique de la théorie de la premiere partie.

Nous alons d'abord construire les matrices élémentaires sur les bases du modele
élément fini de poutre développé au paragraphe 1.3. Puis, nous intégrerons sous forme
d'agorithmes les différentes étapes du calcul quasi-statique puis dynamique.

Enfin, dans un but de validation des algorithmes et matrices développés, nous
fai sons quel ques applications numériques avec comparai sons.

1.1 Détermination des matrices éémentaires

La détermination des matrices et vecteurs éémentaires sera effectuée par voie
analytique. Les calculs analytiques peuvent se faire manuellement, dans le cas de la
matrice de raideur cinétique et de la matrice de raideur géométrique, il est difficile, et
source de nombreuses erreurs, compte tenu de la taille des termes. Aussi nous avons
utilise des moyens de calcul formels sur ordinateurs. Nous avons d'abord utilisé le
logiciel REDUCE au Centre Inter universitaire de Calculs de Toulouse (mini-ordinateur,
systéme CDCNet puis multiprocesseurs DEC) dont la puissance est certaine. Les
performances sont cependant tres limitées par le peu de convividité du systéme
(consoles Wyse, affichage texte sous systéme NOS-VE). La création par WOLFRAM
Research [WOL91] d'une "Version PC" du logiciel MATHEMATICA sous l'interface
graphigue Windows a permis de combler ces lacunes. Nous avons donc repris
I'ensemble de nos travaux sur calculs formels au moyen de ce nouveau produit. De plus,
ceci nous a permis d'utiliser le méme environnement pour la construction des matrices
formelles et la programmation. L'intégration des éléments formels dans les sous
programmes sest effectuée de maniére plus souple et avec un nombre de manipulations
plus réduit.

[1.1.1 Matricederaideur élastique

Cette matrice a été calculée pour des matériaux composites a phases orthotropes par
M. Carrier [CAR88] a partir des équations de comportement (Cf. équation (58)) et
d'interpolation (Cf. 59), en identifiant terme aterme larelation

[KEl{a}={F}
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Les termes sont alors obtenus en bloguant tous les déplacements nodaux
€élémentaires sauf un.

La matrice de raideur est donnée dans I'annexe A1.

Elle fait apparditre des couplages flexion-torsion dds a la non coincidence des
centres élastique et de torsion.

I11.1.2 Matrice de masse

La matrice de masse dun éément fini de poutre peut étre déterminée de
plusieurs maniéres, nous en détaillons trois principales ci aprés, puis nous choisirons la
méthode qui nous semble la plus appropriée a notre calcul.

Nous ferons I'hypothese commune pour toutes ces méthodes que l'inertie de
gauchissement est négligeable. Cette hypothese est validée par les travaux de Cieaux
[CIE88] et Potiron [POT85]. Cette hypothése sera aussi utilisée pour le calcul du
vecteur forces centrifuges et de la matrice de raideur cinétique.

Ceci revient a considérer un champ de déplacement de corps rigide, ou seuls
interviennent |es parametres intégraux.

-1- Matrice de masse concentr ée:

On fait I'hypothése que les inerties de la poutre sont concentrées au niveau des
noeuds de I'dément. La matrice ains déterminée ne dépend pas des fonctions
dinterpolation, son écriture est simplifiée. On parle aors de matrice de masse
concentrée. Son expression matricielle est diagonale dans le cas ou le centre de torsion
est confondu avec le centre éastique (cas des poutres a symétries). Elle surestime
I'énergie cinétique [POT85]. Carrier [CAR88] a calculé celle-ci dans le cas plus général
des poutres composites a sections quelconques, il en ressort des termes non diagonaux
consécutifs al'absence de symétries du cas général.

M éthode de détermination:

On intégre I'énergie cinétique sur un demi élément. Carrier [CAR88] l'a
déterminée par identification avec |'énergie cinétique de |'é ément de poutre.
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On obtient alors une demi-matrice de masse que I’'on reproduit sur |’autre noeud
pour obtenir la matrice de masse de |'él ément

[ o J§
4 o][mi1l

[M] =

-2- Matricede masse" linéaire" :

Potiron [POT85] a mis en évidence une matrice de masse a partir de fonctions
d'interpolations linéaires qui constitue un compromis entre les matrices concentrées et
cohérentes. On considére du point de vue des inerties que les déplacements au point
courant sont des fonctions linéaires des déplacements nodaux.

M éthode de détermination:

On effectue une intégration sur la longueur de I'éément puis on recherche les
termes variant dans la section auxquels on substitue des caractéristiques homogénéi sees.

-3- Matrice de masse cohérente:

Les déplacements du point courant de I'éément de masse sont interpolés de la
méme maniere que dans le cas de I'@dément de raideur. Son comportement est le plus
fidele des trois modeles de matrices présentés ici, sa représentation est aussi la plus
lourde. En effet on fait intervenir ici les relations de comportement et les relations
d'équilibre par l'intermédiaire de la matrice d'interpolation.

M éthode de détermination:

On exploite directement la définition de la matrice de masse (Cf. § Erreur!
Sour ce du renvoi introuvable. éguation Erreur! Source du renvoi introuvable.), et
des fonctions d'interpolations (Cf. éguation 59). On effectue les produits matriciels puis,
une intégration sur la longueur de I'dément. Enfin, on recherche dans la forme
matricielle obtenue les termes variant dans la section auxquels on substitue des
caractéristiques homogeénéi sées. Nous avons calculé celle-ci par intégration formelle sur
ordinateur. Son écriture est lourde.

Les méthodes citées ci dessus sont résuméesdans letableau T 2.1.
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Type de matrice Modéle Exemple d'interpolation
correspondante
Element de masse
équivalent au modde
Concentrée )
8= 8,1+P 622
Linéaire
8, = fonctions
) dinterpolations en vy, Vo,
Cohérente Bxy, B, B2, et Bz, Cf. (59)

Tableau 2.1 Méthodes de calcul de [M]

Conclusion et choix:

Le comportement dynamique d'une poutre ne varie pas de fagon trés sensible
avec le choix d'une des méthodes citées ci-dessus. Néanmoins, il apparait que le choix
de la matrice de masse simplifiée fait par Carrier [CAR88] est celui qui permet le
meilleur conditionnement numeérique sans trop atérer la qualité des résultats dans le cas
ou le nombre d'ééments n'est pas trop réduit (nous effectuons les calculs avec une
vingtaine d'éléments en moyenne). Son expression est donnée dans (2.1).

& oS> 0 0 0 <pAy > -<pA, > 0 0 0 0 0 0 [l

B < S > 0 - < pAy > 0 0 0 0 0 0 0 0 E

0 < pS > < pA; > 0 0 0 0 0 0 0 0 0

O < plp > 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 <py> -<py> 0 0 0 0 0 0 O

[M]_lD <pl, > 0 0 0 0 0 o O

_28 <S> 0 0 0 <pAy> —<pAZ>E

0 <S> 0 —<pAy> 0 0 0

0 Symétrie <pS> <pA, > 0 0 O

B < plp > 0 0 E

<py,> -<p, >

O y 20

0 <pz>
Expression de la matrice de masse simplifiée (2.1)
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Cette expression fait apparaitre sur sa diagonde les caractéristiques
homogénéi sées massiques suivantes :

<p9=£p ds, <ply>:Lp 22 ds, <plz>=Lp 22 ds,
<plyz>:£p yzdS et <plp> = <ply> + <pl> (2.2)

Ainsi gque des termes de couplages (termes non diagonaux) qui Sannulent quand
la section comporte des symétries:

<p'yz>=rgp yzds, <pAy>:er zds,

et <pAZ>:er y dS (2.2) bis

I1.1.3 Vecteur desforces centrifuges

Nous considérons que la structure (dont les centres élastiques sont alignés) est en
rotation autour d'un axe perpendiculaire alaligne moyenneinitiae.

On rappelle I'expression de {fc} (38) :
O

0
{fc} =- % p@Nlt{Q}z{ Po} Edv
\'/

ENS
SOitaveC{Po}=é$Z/E et [N]=[G][A] (&q.34)

& Q.7 x
8T(f)=&{a} H[AI1G] O- Q, yCtv
E E

0
%

On posera, pour vecteur des forces centrifuges:
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2
X

{f}=- 5[A]I[G]t 00,2 yiy 2.3)
[ 30 8

0
%

e O

avecdv=dsdx,  {f} =- [ ][ JIAI1G] g%f yédx [ s

0

D

Le vecteur {fc} est calculé dans un éément avec les coordonnées (x,y,z) du point
courant prises dans le repéere R,

On effectue I'intégration formelle sur la longueur de I'élément avec [; < x <{;+(
comme défini sur lafigure 2.17.

Figure2.17 éément en rotation

On obtient apres calculs, le vecteur suivant, a douze composantes, qui sont
fonctions des caractéristiques homogénéisées, de la longueur de I'édément et de son
éloignement de |'axe de rotation (Cf. figure 2.17).

?-61,2

6

Fc(1) = Q%<pS>

12 <cs> [ +6 <eiz> Kyy (+12 <e1z> K, 11
— N3 2 \'A'A
Fc(2)= Q <paz> E <o T,

1<gs> P 1143 <Gs> L 1,2+4 <Gs> efﬁ
* 12 s T,

B-6112-1213

— 2
FC(S)— Qz [ <pAYy> o4 rl



_~2H p (21,2 P <pAy> LL,3 P <pAy> [ ( <pAz> <Elz> KYY 2 (] <pAz>
FC(4) —QZ%‘ <pAy> o4 I_l T2 rl T rl - 5 oo rz

<Elz> KyY [{, Q <pAz> B 1, Q <pAz> 21,2 (] <pAz>
<Gs> T, 12T, 4T,

- 11 g <pAz>

”13 ( <pAz> { <plyz>
T 2 ——H| 1 <plyz>

81 12-19-48 T 1 1124613172412 (21,3
48T

Fc(5) = Qg <pAy>

2 243 101+3 112
Fc(6) = Q, <pAz>H—é-—]—

, S<Elzky 13+12 <Elz> kyy (2 1 +<GS> (4 11+3 <GS> 13 1,2+4 <GS> 12 143
24<GS>T5

2 1243 011+31,2
Fo(7) = Q5 <pS————

3

6 <Elz> kyy (+12 <Elz> kyy {1 +<GS> 2 1+3 <GS>  112+4 <GS> {43
12<GS> Ty

2
Fc(8) = 4 Q; <pAz>

B+61172+12443

Fc(9) =t Q, <pAy> — T —
4 p <pAy> 12112 <pAy> 143 p<pAy>
FC(lO)Q p <pAYy 1° P <pAYy 1ppy
AT 4N 2T

Lq<pAz> <Elz>kyy!2 q<pAz>
2 T 2<GS T,

+i19 <pAZ>+

<Elz>kyyilq q <pAz> 3 11 q<pAz> 12 £12 q <pAz> H13 q <pAz> (<plyz> |
<GS,  © 12r, © 4ar,  3r, 2 4z

16 T 1 (2-D+48 T 1 111 +48 T 1 112+613112+1212 1,3
48T,

Fc(11) = Qg <pAy>

12431 £1+112 6 <Elz> kyy (3+12 <Elz> kyy 12 11 +<GS> 4 11+3 <GS> 13 112+4 <GS> 12 lfﬁ

2
Fe(12) = Qg <pAz> ﬁ 6 24<GST,
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Remarque:

Lorsgu'on écrit les expressions précédentes dans le cas d'une discrétisation
équidistante, il apparait ala place de la variable d'éoignement {;, une variable n qui est

le numéro de I'élément , le premier éément étant celui qui est relié al'axe de rotation.

[1.1.4 Matricederaideur cinétique

Dans I'expression de la variation d'énergie cinétique de I'état initial a I'état quasi-
statique il était apparu une matrice que nous avions appelée raideur centrifuge, dont on
rappelle I'expression (Cf. relation (39))

& O
[Kc] = ?pSN t[Q]Z[N]de
U
\Y

Lamatrice [N] (Cf. 8 Erreur! Source du renvoi introuvable.) est la matrice qui
lie les déplacements du point courant projetés sur les trois axes de |'éément aux
déplacements nodaux généralisés. D'aprés (Erreur! Source du renvoi introuvable.) et
(2.51) [Kc] prendralaforme suivante :

0

0
[Kc] = ﬁpgA]t[G]t[Q]z[G] [A] Edv (2.4)
? 0 0
V

L'expression (2.4) rappelle celle de matrice de masse. D'autant plus que I'on a (Cf.
8 Erreur! Source du renvoi introuvable.):

(10 -Qz 0[] 0 -10 L0 0]
[Ql= [z o oBQz 1 000 [Q]=-QzE0 10
Mo 70 0 od H0 0 0H

Le calcul consiste a intégrer sur la section le produit de matrices
[AJ[G]{Q]9G][A] et utiliser les termes homogénéisés qui y apparaissent puis d'en
effectuer I'intégration sur lalongueur de I'@ément considéré. Le résultat est écrit dans un
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fichier, et fournit une matrice fonction du vecteur rotation que nous pourrons réutiliser
sans, par la suite, refaire lesintégrations pour différentes vitesses de rotation.

Démar che:

-1- On construit le produit des matrices symboliques [QQ][G][A] pour obtenir une
forme matricielle de dimensions 3 x 12 que I'on multiplie par I'opposée de sa transposée.
On aaors obtenu une matrice de raideur cinétique relative a un volume élémentaire pris

K K
autour du point courant de I'édément. On note cette forme matricielle % % =
[AI[GI{QJAG][A]

{
H 4 H . M —_— &
-2- On effectue I'intégration: ds = 4] dv dx

0

-3- On doit effectuer I'intégration sur le domaine de la section droite. Les seuls
termes qui varient dans la section sont la densité p(y,2) et les coordonnéesy et z du point
courant dans le repere dastique. Plutét que dintégrer, on recherche ces termes, et on
leur substitue les caractéristiques homogénéisées correspondantes. On ordonne aors la
forme obtenue en fonction des puissances de y et z pour introduire les coefficients
homogénéisés. L e tableau 2.2 résume toutes les configurations possibles.

7 \Y YO v1 V2
Z0 <pS> <pAz> | <plz>
Z1 <pAz> <plyz> -
Z2 <ply> - -

d[Kc]

Tableau 2.2 recherche des termes homogeénéisés dans S

La lourdeur des termes de cette matrice ne nous permet pas de I'écrire ici. Elle
figure al'annexe A2 dans son intégralité.

Remarque: matrice deraideur cinéique smplifiée:
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Appliquons au calcul de la matrice de raideur cinétique le principe utilisé pour la
calcul de lamatrice de masse simplifiée (Cf. 8 2.1.2).

On fait I'approximation que les déplacements nodaux sont concentrés sur une
demi longueur de poutre. On peut aors parler de matrice de raideur cinétique
concentree.

On note [Kcgly la matrice de raideur cinétique simplifiée @éementaire, et
[K cs]%éément la matrice correspondante cal culée sur un noeud.

On écrit aors I'expression matricielle :
[ !
. []

2
[KCs]ler%élément=|:| DJﬁ% deS
L1, L]

D
0+ 0O
et [Kcs]ze%éaément:&DJﬂ%ldx [ds (2.5)
7, " O
Lh+s L
D

avec L884 - o (Gl Q1G] (2.6)

[G]Q]4G] ne dépendant pas de x (Cf. équation (51)), les intégrales (2.5) vont
sécrire;

gl 1]

2
j dx
[1

[K Cd1er 2aement =[G] [ Q]G] S

.
PO
[l

o—] [F—

!
= <pS> > [GIQ]4C] = [Kcs;lze%élément

Les matrices ains obtenues ne contiennent plus, aprés intégration, le terme !, qui

référence la distance de |I'élément considéré a l'axe de rotation de la structure.

68



<pS> 0 0 0 <pA> | —<pA>
0

<pS> | 0 | -<pA> 0
[ ) 0 0 0 0
[keg] %élémentzz Q7
Symétrie <pl > 0 0
L_<pl> | -<pl,>
<pl,>

Equation (2.7) Demi-matrice de raideur cinétique simplifiée.

Nous pouvons observer que les termes de la matrice ci-dessus sapparentent a des
termes de |a matrice de masse élémentaire multipliés par Q,2.

Nous déduisons de (2.7) I'écriture de [K c4]: [Kcg = %%: SK(C):E
Soit

<s>| 0 [ 0| o |<pAp|-<pAp| O o 0 o0 0 0

<S> | 0| -<pA>| O 0 0 0 0 o 0 0

o| o 0 0 0 0o 0 o0 0 0

<ply> | 0 0 0 0 0 o 0 0

<ply> | —<ply>| 0 0o 0 o 0 0

[Keg =%sz <pl> 0 o 0 0 0 0
> | 0 |o| 0 | <pAp |-<pAp

<pS> | 0 -<pAy> 0 0

Symétrie o| o 0 0

<p|y> 0 0
<p|y> —<p|yz>
<pl>

Equation (2.8) Matrice de raideur cinétique simplifiée
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Choix d'un type de matrice deraideur cinétique.

La matrice de raideur cinétique obtenue par la méthode des masses concentrées
ne nous paralt pas étre satisfaisante car le terme d'éoignement [, n'intervient pas dans
son écriture. Aussi, malgré sa lourdeur d'écriture, c'est matrice de raideur cinétique
cohérente que nous avons implantée dans notre code de calcul.

[1.1.5 Matrice deraideur géométrique

11.1.5.1 Rappe!:

La matrice de raideur géométrique a été obtenue au paragraphe Erreur! Source
du renvoi introuvable.. On rappelle qu'elle a pour origine la variation:

E H
oV, :& E{Bsﬂj}t {0”} Edv ou {c”} représente le champ des contraintes induites par la

y

v
déformée quasi-statique et {d¢} la partie non linéaire du tenseur des déformations de

GREEN-LAGRANGE dans le champ de déplacements pris entre |'état quasi-statique et |'état
vibratoire.

Les contraintes transverses étant supposées négligeables, (Cf. §Erreur! Source
du renvoi introuvable., hypothéses H5 et H6: 0 = ¢” =¢"=0), on obtient {o,} =
o0 yy zz yz
0 o0
[0y O (2.9)

o1[]
x [

Lestermesde{e,} correspondants se réduisent alors &

12

ESnI
{e9=0Oy O (2.9) bis
Qynlgg
. |-|;_|a 12 01 12 o1 12 o1 a
[l vient : OV, = LBenl,,.0,+dWl, .0, +OWl,,.0,, Ldv
= §
v

Que I'on réécrit:
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3V, :ﬁasm;,cy;’; dv +ﬁ Sy 2.0 dv +&6w;§.0§§ dv = 3Vnl,+3Vnl +3dvnl,,

J T

\% \% \'

Compte tenu du champ des déplacements utilisé (Cf. § Erreur! Source du
renvoi introuvable.)), et en négligeant les contributions des gauchissements des
sections, il vient:

u_Ou, Ou, Ou

Ou,,0u, 0Ou,0u, Ou,du _0u,0u,

Youo=0x 0, "0 0 0: 0, 0x 0

_.fu 06 08 @, %0
- Daxyax ox[J * % yaxDX

du, du, _0du, du

0u,,0u, 0u,0u, Odu,du _0u,du,
0z

Vi, =75, 9z o, 3 0z 0. 0z

_Ea_u @Hza—e“ge Ed z@*Ee
“mox Y ox  Zoxp) % oxJ *

Nous avons établi les relations exprimant les déplacements généralisés du point
courant en fonction des déplacements nodaux { g} (Cf. 8 2.1 et relation (Erreur! Source
du renvoi introuvable))), donc nous pouvons caculer, de maniere explicite, les
déformations non linéaires en fonction des déplacements nodaux {q} dans un éément.

En posant & denl .0, dv = dvnl

J

Vv

Xi ,i=x,y ouz

et, en écrivant 6Enlxi sous la forme suivante:

g, =o{q}(zi{aq}
71



on obtient: ovnl, = E'){q}tD [Z] o, dV%Q}
DV

Expression dans laguelle [Z;] représente la relation matricielle permettant
d'écrire les déformations non linéaires €y, en fonction des déplacements nodaux {q} .

Nous en déduisons :

[KG] = % EZX] 0, +H[2Zy] 024 GEEN
v

Nous pouvons ainsi décomposer [KG] en trois matrices:

[Ka] =[KeX] + [Kay] +[KGZ]

[1.1.5.2 Procédur e de calcul de [KG] gémentaire

On établit, ici, la méthode utilisée pour construire la matrice de raideur
géométrique éémentaire. Cette méthode consiste a construire des expressions

matricielles issues du produit denl;.0,;, a partir des expressions de [A] et [G] insérées
dans le logiciel de calculs symboliques Mathematicall. Nous détaillons la procédure ci

apres.
Nous noterons par un indice"q" les expressions facteur de {qy;} ou {Qq1o}.

“ Par exemple: €,,={€,,q}.{a} ol {€,q} est un vecteur et €,, un scalaire. L'expression
“ avec l'indice "q" posséde donc une dimension de plus.

I1.1.5.2.a Calcul de o, a partir des déplacements quasi-statiques.

o, est caculé en fonction de {q,} , d'aprés les définitions du paragraphe
Erreur! Source du renvoi introuvable., on peut écrire:

{o"}=[D][B{a}.
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{0a }=E4 [B(DK o}

o O
oz =€ [B1+ColBB3N{ o).
- O (2.11)

H 0
% 0, } =%312 [By(2)]+C[By(3)] g ol
1 0

que I'on écrit, avec (2.9):

Pour connditre les contraintes quasi-statiques en fonction des déplacements

nodaux, il ne nous reste plus qu'a exprimer les déformations linéaires en fonction des
déplacements nodaux.

Expressions des déformations linéaires.

_ou,_du 08, 08, on,
& T ox - oax”Y ox +Za oX

u  du L J&ae ,on, (212
Yig HG_K a_yﬁ % 6yﬁ

x ay X
u a9, 96, %
%K ﬁ % th,+ 0z " 0X azﬁ

On écrit { €} en fonction des 12 inconnues nodal es élémentaires:

Hypothése:

‘ H8- Dans la suite, nous supposerons que la précontrainte de la structure due a la
‘traction et alaflexion est prépondérante.

Cette hypothese restreint |a précontrainte & la seule composante o,

Dés lors, nous alons considérer que la raideur géométrique de la structure est

équivalente a la raideur géométrique due a la précontrainte en o,. Seules les
déformations correspondantes seront étudiées.
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.0 1
g.d 11 g
9.3 W1
@ m3X1D
q.8 [T 91 ]
o _ _Eq. | DZ1 ] 213
onauraains : Ex={€ant {a}= q @ ) (2.13)

{€ayy} est lapremiéreligne de [By]. Lestermes €qyy(i) sont donc des dérivées de
[N].

£ = e e Ux = U(1) = (GITAD(W{ o}

|avec ([G][A])(1) lerelignede[G][A].

G][A 1@

On en déduit: {Eqyy} = X

1
]
E 4+2X
Yoor,
|:| [-2x
|:| Zoor,
r,aqy+r,pz

Dez) 2r, T,

P+2F

|:| z 4r1z
|:| 4T,-P+20X
Yo ar,
Soit encore: {0y} = [ ] 1

[] 1)
0 L. O

L]

L]

IIIIIIEII:II:II:I]:I

Y ar,
|:| -€+22x
|:| 2ar,
|]“2) qzyr+F2pZD
|:| ARRALIRS D

41,1

E 4T,-P+2PX %
YA,
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11.1.5.2.b Calcul de denly .

A partir de sa définition (2.10), nous construisons la partie non linéaire du
tenseur des déformations sous forme matricielle en fonction des déplacements nodaux.
On note €|y, lamatricetelle que

Enlxx = {UV,W,0x,8y,871t [Enlpxc] {UV,W,8y,8y,65}

aors,
u % w Ox oy 0z
10.2 z0.0 y9.0
102 0 0 0 20.0.  y0.0.
" 2 Ox2 2 9x Ox 2 9x Ox
102 z0.0
0 A 0 == 0 0
Y 2 9x2 2 9x Ox
& = 0 0 102 y0.0. 0 0
nipxx v 2 9x2 2 9x Ox
Ox 0 _Zii y0.0. y*z02 0 0
20x0x  20x0x 2 Oxe
d. 0. 220.2 z0. 0.
py| £&2 0 0 0 £9° yz@. 9
Y 2 9x Ox 2 9x2 2 Ox 0x
0z _Xii 0 0 0 _ﬂa_i y20:2
2 9x Ox 2 Ox 0x 2 9x2

Nous alons procéder de la méme maniére que pour la partie linéaire du tenseur
déformations.

Enlxx = { A [A]" €nipxx [A] {0} (2.16)
On note €n| gy lamatrice telle que Enlxx = { A Enlgux { A} (2.17)

Nous avons calculé les matrices En| gy Enlgxy €t Enlgx. reliant les déformations
non linéaires aux déplacements nodaux. L'ensemble des expressions de &gy (Partie
symétrique seulement) est donnée dans |'annexe A3.

11.1.5.2.c Expression du produit d¢nl,..0,,
Benl g (i) E £y K)
Ce qui donne, dans

12 01 _ 12 01
O€Nly;.Oyy = OENl o E €
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12 12 12
=Y Y Y (Senla(i) E €6 k) (2.18)
i=1j=1k=1

Les expressions vectorielles de 0g,, et matricielle de enlg,, étant établies, nous

d[Kaq]

pouvons construire dv conformément al'écriture ci dessous.

d KG 12 01
Jd%l = Snqux D qux (219)

Expression dans laquelle le signe [J représente le produit tensoriel. Ainsi, a partir
de I'expression matricielle a deux composantes de Snlq;i et de celle a une composante de

d[Ka(q]

Oy » ON Crée une matrice ™ = atrois composantes.

L'ensemble constitue une super matrice dont les termes sont repérés par 3 indices, et qui
est schématisée sur lafigure 2.18.

ot él/'

A 3
v | i
?Li[r«sq(vzn
{qﬁ 4 dv
4 €l >

Figure 2.18 Ensemble caractérisant la dérivée de la raideur géométrique élémentaire.

d[Ka(q]

Comme l'indique la figure 2.18, les deux premieres composantes de dv

seront liées aux inconnues nodales (comme la matrice de raideur élastique), la troisiéme
dépendant du déplacement quas statique {qgy} (connu a cette étape du calcul
numerique).
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Remar que:
Nous avons les relations suivantes pour les déformations linéaires :

pour U~ €qx(7) = - Epx(1) OU €0,y (i) représente le i éme terme du

pOUI‘ V. qux(8) = - quX(Z)
Er)our W Egxx(9) = - Eqx(3) vecteur Eqyy

pour BX : £gxx(10) = - Eqxx(4)
et, pour les déformations non linéaires les relations similaires:

pour u > enlgx(7) = - Enfgpx(1) OU €0y (i) représente lai émeligne dela
pour v : enlgxx(8) = - Enlgxx(2)
%our W enlgxx(9) = - Enlgxx(3)
our BX : enlgxx(10) = - Enlgxx(4)

matrice Eqy -

Ceci nous permet de ne pas exprimer les termes des 12 submatrices contenant les
indices 7,8,9, ou 10. Nous utilisons seulement 8 submatrices avec des termes communs
comme l'indique la figure 2.19. Les termes et les submatrices hachurés sont obtenus en
changeant e signe des termes non hachurés correspondants.

T3 456 T B 91011 12—

&}

D
‘L |
1"6:..“ LQL
<, |
@ L

&

I 9

11 11

Figure 2.19 Symétries et antisymeétries dans I'ecriture de termes de [ KG] ggmentaire

[1.1.5.2.d Intégration sur lalongueur
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On a obtenu a I'éape précédente une raideur géométrique sur un volume de
dimensions dx,dy,dz autour du point courant M d'un éément de poutre. Nous devons
I'intégrer sur le volume éémentaire. Nous procédons en deux étapes. La premiére est
une intégration sur lalongueur de I'éément, comme I'exprime |'équation (2.20).

dKGq iﬁj KGq (2.20)

La seconde consiste a intégrer sur la section (qui ici est une section générique
non définie explicitement).

[1.1.5.2.eIntégration sur la section; Extraction destermes homogénéisés.

d[Kaq]

La matrice S possédant pratiquement sa forme finale, il ne nous reste plus

gu'aen extraire les termes homogénéisés par identification avec les puissances dey et de
z, d'une part et des caractéristiques élastiques d'autre part. En outre, dans la matrice

d[Kaq]

as apparaissent des termes en yn.zMtelsque m+n < 3.

Le tableau ci dessous résume les diverses combinaisons possibles figurant dans
(2.18) organisées en puissances de y et z avec les caractéristiques mécaniques
correspondantes des phases.

N yo y! y? y3
20 E1, C1, Cxp E1, Cp1, Coo, Ey, Cpo E,
Cx
2 E1, Ci1, G120 Cp | By, Cpy, Copo, E 0
Cx
z2 E;, Cio E; 0 0
z3 E; 0 0 0
I . " d[Kaq] ,
Tableau 2.3 Organisation des coefficients des polynémes dey et z dansigqlel

Processus:
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- On identifie les termes homogénéisés dans le repére élastique. C'est ainsi que
I'on élimine les termes en E; en y0z1, y170 et y.z car leurs intégrales sur la section sont
nulles (Cf. Erreur! Source du renvoi introuvable.).

[Eizds=0, [EjydsOet [Eyzds=0
D D D

On obtient les constantes homogénéi sées résumées dans le tableau 2.4.

y y0 ¥il y2 y3
v
20 | <C11S>,<C22S>| <Cp1A>, <Eql,> et
et <E1 S <C1oAZ> et <Cqpol> <E1B,>
<C22Az>
z1 <Cq1Ay>, <Cyolyz> et 0
<C12Ay> et <C22lyz> <E1By>
<CoAy>
72 <Eqly> et <E1Bz> 0 0
<Cl2ly>

Tableau 2.4 : Termes homogeénéisés de [Kc(]

Nous avons, a cette étape finale, construit la matrice de raideur géométrique dont
les termes seront introduits dans le code de calcul (apres quelques manipulations afin
d'en permettre la compilation).

11.1.5.3 Assemblage des raideur s géométriques:
M écanisme de |'assembl age des raideurs géométriques élémentaires:

La figure 2.20 illustre le mécanisme de I'assemblage des raideurs géométriques
regroupées suivant le schéma précédent:

Chague éément est caractérisé par un "cube", tel que représenté sur la figure
2.18. Certains termes des "cubes' éémentaires successifs viennent se cumuler selon le
principe classiqgue dassemblage des termes de rigidité. Lorsqu'on représente
graphiquement |les emplacements ou |'on observe ces additions, on obtient I'assemblage
symbolisé sur la figure 2.20: chague nouveau cube élémentaire simbrique sur un quart
supérieur gauche au quart inférieur droit du "cube" éémentaire précédent.
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Figure 2.20 Matrice de raideur géométrique assembl ée:

On aoute & la matrice de raideur la contribution en raideur géométrique d'un
élément. En rédité, pour des raisons évidentes de place mémoire, |'algorithme
d'assemblage est différent. On peut |e résumer comme suit:
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Construction du "cube"

élémentaire [KGq|]
<
itérations sur
[KG] = [KGq] {q01} le nombre
dém. k dém ) démk d édéments

i

[Ke] =[Kg] +Kg]

Globale Globde démk

\ 4
obtention de [KG]eiobae

Figure 2.21 Assemblage simplifié de [ Kg]

Ainsi, navons construit qu'une matrice [KG] a deux composantes a partir de la
matrice "cube" élémentaire et du vecteur déplacements quasi-statique éémentaire
correspondant comme indiqué sur lafigure 2.22.
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{ q01} élémentaire

élément k

{a.}

Figure 2.22 éément k [ KGO] gementaire 8VEC {0y} COrrespondant

Remar ques:

-Dans la procédure d'assemblage, il est nécessaire de reconstruire les matrices
élémentaires pour chaque élément (Cest a dire, exécuter les sous programmes qui
contiennent les termes sous forme symbolique) dans le cas ou les éléments n'ont pas
tous la méme longueur. Il peut aors étre intéressant de leur associer une dimension qui
serafonction de lalongueur élémentaire?.

Nous ne I'avons pas fait ici car le nombre relativement faible d'ééments traités
(entre 20 et 50) ne justifiait pas la recherche d'une économie de temps.

I11.1.6 Conclusion:

La construction de chague matrice éémentaire sur la base de la matrice
dinterpolation a é&é permise par l'usage de logiciels de caculs formels. Dans la
perspective d'éudes de sensibilité, nous avons construit ,par la méme voie, les dérivées

(1) Cette méthode peut sétendre & d'autres applications, pour isoler un paramétre d'une forme matricielle

(casdelasensihilité), on lui construit une dimension propre.
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des matrices élémentaires relativement a leurs paramétres. L'usage du calcul formel
informatique permet de saffranchir de calculs longs et des erreurs qui en découlent(?).
Néanmoins, |'optique étant I'intégration des expressions dans un code de calculs, il hous
faut réduire ,autant que possible, leur nombre et leur taille. C'est surtout dans cette
direction que doivent se porter les efforts (le logiciel ne sachant pas encore optimiser les
écritures : reconnaissance de termes répétés, factorisations "intelligentes'...) pour éviter
de trop nombreuses manipulations lors de la traduction des expressions mathématiques
en langage informatique. Nous touchons ici, avec la taille des expressions, un point
faible des compilateurs (qui peut poser bien des problémes au programmeur).

Nous avons pu, mettre en place la raideur cinétique, et la raideur géométrique
d'une poutre composite de section quelcongue a phases orthotropes. Nous nous sommes
limités en ce qui concerne la programmation au cas ou la précontrainte n'implique que
des contraintes axiales mais le principe de I'étude est conservé si I'on désire tenir compte
des gauchissements. La démarche est alors similaire a celle que nous avons employée.

@ Lorsgu'on manipule les expressions sur ordinateur, les erreurs sont aussi possibles mais nous utilisons

des procédures de vérifications qui réduisent considérablement ce risque.
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1.2 Algorithmes
I1.2.1 Introduction

Nous reprenons, ici, les éapes de la modélisation effectuée dans la premiére
partie de ce rapport.

L'implantation du code de calcul correspondant est réalisé sur ordinateur du type
PC sous I'environnement Microsoft DOS. Nous devons donc respecter certaines regles
de programmation (le systéme n'est pas aussi protégeé et évolué gque le systeme UNIX par
exemple et il est aisé de le bloguer), et tenir compte des limitations matérielles et
logicielles (compilateurs, systeme MS_DOS) dans nos choix. En revanche, la portabilité
du code sera possible sur tout systéme possédant un compilateur Pascal standard (apres
quel ques modifications |égeres d'en téte de fichiers).

Notre algorithme de résolution comporte deux étapes principales. La premiére
consiste a résoudre le systéme quasi-statique et la seconde le systéme dynamique.
L'organigramme représenté sur le tableau 2.5 en schématise les séquences.

@ Lecture des données

@ Déermination des matrices
élémentaires de raideur élastique, et
centrifuge, et vecteur de forces nodales:

[Kle [Kcle, et{Fc}e

@bis Assemblage de ces matrices
pour toute la structure:

[K], [Kc] et {Fc}

® Résolution du systeme

([K]+[Kc])}{a} = {Fc}

Les solutions sont les degrés de liberté
al'état quasi statique : {q01}




@ Deétermination de [K G]g a partir des données de @,
on obtient [KGq]e puis on effectue calcul de [KG] en
fonction de { q,,}:

[KG]=[KGQ]ef g,

® Détermination de la matrice de masse
édémentaire[M]e

® bis assemblage pour toute la structure :
[M]

® Résolution du systeme matriciel:
(IK]+H[Kc]+[Ka]){a}+[M]{q}={0} Calcul des formes
1
i et desfré ropres——
propres { gy}, et des fréquences propres— Niy

(si A, est la valeur propre correspondante) de la structure
vibrante (s2) par rapport ala position quasi-statique (S1)

Tableau 2.5 Algorithme général dans le cas d'une poutre en rotation

Nous alons détailler ci apres les étapes du calcul ci dessus avec les choix
d'algorithmes de résol ution correspondants.

I1.2.2 Résolution du probléme quasi statique

Nous devons rechercher le déplacement quasi statique de la structure
précontrainte, solution du probléme linéaire posé au paragraphe Erreur! Source du
renvoi introuvable. (équation (Erreur! Source du renvoi introuvable.)).

[l est du type
[KrK{a}={f} (2.21)
avec [K1]=[KE]+[KCc]

[KT] est une matrice symétrique définie positive, {q} vecteur de déplacements
nodaux et {f} vecteur de charges nodales.
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Nous devons donc pouvoir appliquer tous les types de conditions aux limites
pour modéliser tout type de chargement et de blocages de déplacements.

La méthode numérique choisie pour introduire les déplacements imposés est
celle de la pénalisation. Elle permet un meilleur conditionnement que celui qui
correspond a la résolution du sous systeme des déplacement libres. Apres différents
tests, un facteur de pénalisation égal & 10° paréit étre un bon compromis.

Nous pouvons mettre en oeuvre tout ensemble de conditions aux limites en
déplacements et en efforts sur chaque DDL de la poutre. De plus I'algorithme utilisé
convergeant systématiquement vers une solution, nous pouvons rechercher des solutions
de poutres précontraintes sans imposer de conditions en déplacements. La figure 2.23
illustre le cas d'une poutre en traction pure sans conditions en déplacements et la figure
2.24 le cas d'une poutre en flexion pure (les déformées sont représentées en pointillés).

Projection des déplacements axiaux

E S

Figure 2.23 Poutre en traction pure libre en déplacements

Figure 2.24 Poutre en flexion pure libre en déplacements
Remar ques:

Si nous ne définissons ni de conditions en déplacement ni en efforts, solution au
déplacement d'ensemble seranulle.

Il est possible de créer un maillage irrégulier, il suffit dinscrire la longueur de
chaque élément dans le fichier de données.

Restrictions:
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- Pour l'instant, on sest limité & des poutres composites définies par une seule
section. Le cas de poutres définies par des troncons successifs de sections différentes
pourra étre étudié grace a des modifications sur la lecture des données et la procédure
d'assemblage.

- Les poutres ont pour ligne moyenne é astique une droite orthogonale a l'axe de
rotation.

Description del’algorithme

Les algorithmes de résolution de systemes linéaires sont a la base de tout code de
cacul par éléments finis et, a ce titre ont bénéficié de nombreuses contributions avec
['utilisation intensive de I'outil informatique ([LAS87]). Aux méthodes conventionnelles
basées sur la décomposition de Gauss ont succédé les méthodes itératives. Ces dernieres
permettent aujourd’hui une rapidité de traitement qui est bien supérieure. Néanmoins,
leur mise en oeuvre est plus délicate et nécessite un bon conditionnement du systeme a
traiter si I'on veut obtenir des résultats de maniére rapide et précise.

Nous avons implanté l'algorithme du gradient conjugué mis au point par
T. Nouri [NOU93.2] dont nous décrivons le principe ci apres, a partir de I'expression
(2.22):

S KT} = {1} {q} ~ F{a} [KT]{q-{fH{a} =0
On définit alors une fonctionnelle J(q) telle que
Xob= 3 {a* [KTI {a} - {f}{a},

fonctionnelle que I'on chercheraa minimiser.

Sans rentrer dans le détail de cet algorithme, nous signalons quiil est de forme
itérative, qu'il nécessite un préconditionnement pour une convergence rapide. Pour une
matrice normaement conditionnée de dimension N, il converge en N itérations. Nous
avons chois cet algorithme car il permet de conserver intacte la matrice de raideur.
Nous verrons dans la partie qui suit, I'intérét que nous avons a conserver la matrice de
raideur intacte.

11.2.3 Résolution du probléme dynamique
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Nous désirons rechercher les valeurs propres et les modes propres du systeme
(Cf. équation Erreur! Source du renvoi introuvable.) qui se ramene acelle de

[Ky{a}=w?[M]{q} (2.22)

Ou [K+] est lamatrice de raideur totale qui a pour valeur:

[K7]=[K]+[KC]+[KG(qgy)]

La méthode de calcul numérique de [KG(qg;)] a éé déaillée au paragraphe
Erreur! Source du renvoi introuvable. , nous n'y reviendrons pas.

[1.2.3.1 Choix d'un algorithme derésolution:

L'éguation (2.22) est un systéme matriciel de recherche de valeurs propres et de
vecteurs propres, nous nous proposons, dans cette partie de choisir un algorithme de
résolution adéguat a nos problemes.

De nombreux algorithmes de résolution matricielle sont disponibles dans la
littérature d'analyse numérique [LAS87]. 1l nous faut faire un choix en fonction de
différents criteres bien déaillés dans [GER93.2]. Parmi ces criteres ressortent
principalement la taille du probleme a traiter (nombre de DDL), le nombre de
fréquences désirées et la préservation du caractere creux des matrices.

Pour le mécanicien, le nombre de fréguences propres représentatif de la rédité
est limité. Nous nous sommes dirigés vers une méthode de résolution numérique qui
permet de calculer les fréguences propres par ordre croissant en nombre limité. 1l sagit
d'une méthode itérative basée sur le principe dit de la puissance.

Son principe peut étre illustré comme suit: le systeme (2.22) peut étre réécrit
sous laforme:

“{d =k IMI{d ouencore

A{a} =[Dl{a} (2.23)
On est alors ramené a l'étude des valeurs propres de la matrice

[D]=[K1]-i{M] ou matrice de flexibilité dynamique. A; est la valeur propre associée au
vecteur propre {q;} .

OnadoncA; = iz avec les valeurs propresA; ranges par ordre décroissants.
W,
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Alors, x éant un vecteur quelconque, nous avons (Cf. [LAS87]):

1
D*xEF 1
HTQ@ ix @ % =M (2.24)

Lorsgu'on applique la méthode de la puissance a (2.23), on obtient les valeurs
propres par ordre décroissantes car I'opération itérative donne la plus grande valeur
propre. Cette méthode appelée puissance inverse est détaillée dans de nombreux
ouvrages ([LAS87], [IMB84], [GER93]).

Néanmoins, le calcul de [D] est long, et on perd le caractére bande des matrices
[K+] et [M]. Or notre méthode de stockage tire profit de la forme bande symétrique des
matrices [Ky] et [M]. Dans le but de minimiser I'espace mémoire relativement au
nombre de DDL de la structure, nous avons opté pour une variante de la méthode de la
puissance inverse dans laguelle [K1] et [M] gardent leur forme originale. Nous
détaillons la procédure dans le paragraphe suivant.

11.2.3.2 Méthode de la puissance inver se:

C'est |la méthode gue nous avons adoptée. L'algorithme correspondant est résumé
dans les tableaux (2.6) et (2.7) qui suivent.

La méthode de la puissance inverse sappuie sur le principe de I'édévation en
puissances suivant:
n-1

[DI" X 1=[1Ai Xo (2.25)
i=1

Ou Xg est un vecteur quelconque (nous le prenons tel que tous ses termes soient
identiques et normé par rapport ala matrice de masse).
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Calcul de la matrice de raideur décalée
dans e cas de conditions libre-libre
Ko=KT+ o.M

Déflation orthogonale
pour permettre le calcul
d'un nouveau mode

A

Itérations inverses:
Résolution en 2 parties ¢

-1- yp=M zp

-2- Kpzp+1=yp

v

Tests de convergence
r les valeurs propres et les
Vecteurs propre

Normalisation
de Xk par

rapport a[M]

k = nombre de

NON
— S~ fréquences désirées

Mise en Forme des résultats
(vecteurs propres normes)

Dé&aillé dans
lasuite

Tableau 2.6 Algorithme de résolution par la méthode de la puissance inverse

Cet algorithme présente | es caractéristiques classiques suivantes:

a)- Résolution du systemelinéaire par la méthode du gradient conjugué:
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Systéme apreés déflation

o
Yp=M Zp

Donne Yp

Résolution par le gradient
conjugué:

KpZpt1=Yp p:p"'j

DonneZp+1

Calcul dela valeur propre
par le quotient de RAYLEIGH
_ Zpt1Yp
A prl Zp+1 Yp+l

Tests de convergence
sur lesvaleurs propres et les
Vecteurs propres

Non—

Oui
\ 2

Solution propre Ak et Xk

Recherche d’'un mode supérieu
ou fin des calculs

Tableau 2.7 Itérations avec résolution par le gradient conjugué

La méthode de résolution du gradient conjugué est identique a celle qui a été
utilisée pour la recherche de la solution quasi statique (Cf. 8§ 11.2.2). Le tableau 2.7
rappelle la démarche correspondante.

b)- Calcul delavaleur proprepar le quotient de RAYLEIGH:

X' [K]x

X' [M]x
I'algorithme, on n'effectue pas les produits matrice-vecteur, mais on utilise les vecteurs

"tampon” Yp , Zp, Y. €t Z,,4 del'itération inverse. A l'itération p, nous calculons la
t
i Zp+1 K Zp+1

Zoy M Zpy

On se sert du rapport pour calculer la valeur propre courante. Dans
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En fait nous calculons Y .1 =M Z,,; dés que nous connaissons Z,, , alorsavec Y, =M

Z, , on obtient la valeur du quotient de RAYLEIGH donnée dans le tableau 2.7: A,yq =
t
z..Y
Z1 Ypu

c)- Déflation orthogonale pour éliminer les modes dé a calculés:

Apres avoir résolu K g, = Ay M gy, (donc avoir trouvé A, et gy), on désire
rechercher lavaleur propre suivante A1 €t le vecteur propre correspondant 1.

Il est alors nécessaire deffectuer une projection orthogonale par rapport au
vecteur propre gy afin d'éliminer la solution précédente du nouveau systéme ainsi défini.
L'un des intéréts de cette méthode est que la déflation se fait par rapport a un vecteur
propre. Il est possible de résoudre un systeme possédant des valeurs propres voisines et
mémes multiples (au prix d'une convergence affectée comme nous avons pu le constater
dans le cas de poutres dont les caractéristiques sont identiques dans les deux plans
principaux). La procédure correspondante est résumée dans I'Annexe n°7.

d)- Elimination des modesrigides:

Dans la cas ou la structure admet des conditions aux limites de type libre-libre,
nous pouvons imposer un décalage spectral (ou de WIELANDT) sur la matrice de raideur
afin de d'@iminer son caractére singulier.

EKij (e<<1) ||\</|I:
EMij : N

N

Figure 2.25 Traitement d’ une structure libre-libre

On peut également, dans ce cas, relier les extrémités libres a des éléments
extrémes encastrés et liés de maniere rigide a la poutre (figure 2.25). Leur termes de
raideur et d'inerties sont pris de maniere a étre tres faibles devant ceux de la poutre (en
pratique, de I'ordres du milliéme). Ils symbolisent des ressorts de grande souplesse et de
faible inertie supprimant les modes rigides sans perturber de facon sensible le
comportement dynamique de la poutre. La figure 2.26 montre les deux premiers modes
propres de flexion d'une poutre avec deux éléments souples de part et dautre des
€éléments de poutre.
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2° Mode deflexion

\--

ler Mode de flexion
— | poutre

--------- cables

Figure 2.26 Modes de flexion cal cul és avec cables

Remarques:

Cet agorithme présente I'inconvénient majeur de diverger si I'on demande un
trop grand nombre de modes par rapport ala précision choisie. La déflation par rapport a
un mode n'est efficace que s elle est suffisamment précise et cette précision est trés
colteuse en temps de calculs. Il est conseillé de ne pas dépasser plus de vingt solutions
propres (Les précisions obtenues sont relevées pour chaque fréguence et mode).

Afin d'aider I'utilisateur a reconnaitre le déplacement prépondérant dans chague
mode (traction-compression, flexion dans le plan (x,y), flexion dans le plan (x,z),
torsion ), nous repérons les termes prépondérants dans le vecteur propre et nous notons
le type de degré de liberté correspondant (u, v, w, &, &, ou &). Sil sagit de u, nous
sommes en présence dun mode de traction-compression, , v ou &.un mode
(prépondérant) de flexion dans le plan (x,y), etc. . Le mode propre solution est normée
avec des termes extrémes compris -1 et 1. Dans un mode propre, les rotations sont
toujours plus élevées que les déplacements correspondants. Nous nous intéressons
particuliérement a elles (Par exemple: dans le cas d'un mode de flexion dans le plan
(X,y), le maximum correspond & 6, et pasav).

Avantage de I'itération inverse : Si deux modes ou davantage ont la méme
fréquence propre, le calcul va fournir les valeurs identiques, les unes apres les autres, la
déflation ne se faisant que sur les vecteurs, donc les modes (le test le plus simple, celui
d'une poutre a caractéristiques identiques dans ses deux plans de flexion: <Ely> = <El>
..., donnera un mode de flexion dans chaque plan, pour une méme fréguence).
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[1.2.4 Mise en place informatique
[1.2.4.1 Aspect préprocesseur: entrée des données:

Nous avons réalisé une interface graphique sous environnement Windows pour
saisir les données et faire la liaison avec le logiciel d'homogénéisation de T. NOURI

(réf. [INOU93.2]).

Cette interface graphique regroupe les fonctions symbolisées dans la figure2.27.

Définition de
la geomgtp eet Cancament SaJ,s edes cpnnees
des matériaux Eléments Finis:
= -Cond. aux Limites
E -Efforts
g . -Déplacements
-Discrétisation
. . Lancement
H omogénél sdion Interface Lancement Céelcul S
Données +donnéés dynamiques

Figure 2.27 Fonctionnalités de I'interface

On définit I'ensemble des données nécessaires au calcul dynamique a travers
I'interface. La récupération graphique des résultats (modes propres) se fait par
I'intermédiaire du logiciel "Graph-In-The-Box"" qui lit les vecteurs depuis un fichier

texte.

11.2.4.2 Aspect stockage et utilisation des matrices

Position du probléeme:

La méthode des éléments finis nous amene a résoudre des systémes matriciels de
taille de plus en plus élevée. Les matrices utilisées sont de type carré a valeurs réelles.
L'approche conventionnelle consiste a les considérer comme variables statiques (leur
durée de vie éant aors celle du fonctionnement du programme). Leur stockage en
mémoire (vive ou disque) ainsi que leur utilisation pendant le processus pose les

problémes suivants:

-1- Ladurée de validité de lamatrice est celle de I'utilisation du solveur alors que
I'on en a pas forcément besoin tout le temps.

-2- On ne prend pas en compte le caractére symétrique.
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-3- On netient pas compte du caractére creux.

-4- Sur micro ordinateur (famille Intel 86) nous sommes le plus souvent (selon le
compilateur utilisé) limités a des tailles de problemes de 89 DDL.

-5- Nous devons déclarer lataille des tableaux dans le programme.

La rigidité de cette méthode est mal adaptée a I'utilisation de codes de calculs
dééments finis qui traitent des problemes de toutes tailles, de toutes sortes, ou le plus
souvent, les matrices sont symeétriques et ou on les utilise pendant une durée limitée.

Nous avons recherché un moyen de stockage nous permettant de nous adapter le
plus possible a cette souplesse. Des essais avec différentes méhodes de stockage
dynamique (pointeurs de matrices, matrices stockées en vecteurs) nous ont fait amené au
principe dit des listes chainées.

Principe deslistes chainées

On fait appel ala notion de pointeur ([WIR89]), qui est une variable adresse-
mémoire de l'ordinateur. A |'adresse concernée est positionnée une variable (de type,
donc de taille, indifférent). Son allocation (création de |'espace mémoire) et sa
"désallocation” (suppression de ce dernier) sont possibles atout instant.

Une liste chainée est une succession d'ééments de méme type auxquels on
accede de maniere séquentielle. Chague élément est un pointeur (que I'on peut créer et
détruire). Ces éléments seront appelés des noeuds. La maniére de les lier est simple,
chacun contient |'adresse du noeud suivant, jusqu'au dernier qui pointe sur un éément
dénommé nul. Ceci constitue une liste a simple chainage(du premier éément au
dernier), il en existe de plus complexes, a double chainage (du début a la fin et
réciproguement) ou plus (on peut se déplacer de bas en haut dans le cas d'une matrice).
Il faut toutefois limiter le nombre d'ééments associés au noeud courant afin de ne pas
étre pénalisé en encombrement mémoire. C'est pourquoi, a chaque noeud de ligne, nous
associons les informations suivantes (Cf. tableau 2.8) :
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- Numéro de ligne (max. = 64000 : 4 Octets)

- Numéro de colonne (max. = 64000 : 4 Octets)

- Valeur de I'élément (réel double précision : 8 Octets)

- Adresse du noeud suivant (contenue sur 4 Octets)

Autotal nous avons utilisé 2,5 foisla place qu'aurait prisun réel.

Structure d’un noeud de liste de ligne

Structure d’un noeud de liste secondaire

= B REEL Adressedu noeud de Adresse de| Adresse du noeud de
3|2 listedeligne suivant laligne liste secondaire suivant
Tableau 2.8 Représentation des noeuds de liste
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Afin d'optimiser la rapidité de déplacement dans la matrice et de ne pas trop
alourdir sa manipulation, nous avons choisi d'en manipuler les éléments par ligne. Puis
nous avons lié ces lignes entre elles. Le principe en est illustré sur la figure 2.28 pour
une matrice 10 x 10 symétrique.

, . 10 Li
1 Liste secondaire 0 .stes
deligne
Adresse du noeud
suivant , - NN N
\ugnel Nul
N
Ligne Nul
m ) E = ERNORNON = [0) 0 _
- O - O = O O O Ligne3
33 34 [ 35 O O O O O Honedt
4.4 W4 6] 0 8 O 0 Ligne5
E £ 8
O O O ’7 Ligne6
6,6 (46,7 O O 6.1
& BE O 71 Ligne7
Symétrie il ool el
ol O
Ligne9
10,1
Ligne10
Adressedu premier

noeud delaligne 9 Nul

Figure 2.28 Exemple de stockage pour une matrice 10 x 10

Nous pouvons noter que chague noeud de la liste secondaire doit exister
contrairement a ceux des listes de ligne.

Le fait que les termes nuls ne soient pas affectés a un noeud ne géene en aucun
cas le bon fonctionnement des algorithmes.

Nous gérons les vecteurs selon le méme principe.

Pour créer, modifier, ou supprimer des noeuds (de tout type de liste), des
procédures spécifiques de gestion de listes ont été écrites.

De cette maniére, nous pouvons créer une matrice, I'utiliser ou la modifier,
(modifier, gouter ou enlever des noeuds) a notre guise puis la supprimer quand nous
n'en avons plus besoin.
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On peut résumer comme suit les avantages de cette procédure:
- Gestion dynamique optimale de lamémoire.

- Portabilité totale: La méthode ne dépend ni d'un compilateur, ni du type
de machine utilisée.

- Les procédures sont souvent plus rapides que dans le cas de I'utilisation
classique de matrices.

On peut citer pour inconvénients:

- Alourdissement conséquent des procédures de manipulation de matrices (pour
exemple, un produit matriciel passe de moins de dix lignes a une centaine).

- Si lamatrice est pleine, on 'y perd un peu par rapport a une utilisation classique
de matrices. Mais le probléme ne sest pas posé dans le cadre de notre travail.

En fait, ces inconvénients ne concernent que le programmeur, au moment du
développement du logiciel.
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I1.3 Résultats numériques.

[1.3.1 Test de convergence

Nous avons éudié la convergence de I'algorithme en faisant varier le nombre
d'éléments et en observant la variation relative des fréguences propres.

fi -l . [ 2 .
Elle sexprime: E% = —'ﬁ—L x 100 avec i nombre d'ééments et j n° du mode.
|

Dans la figure 2.29 nous résumons |'étude de convergence effectuée dans le cas
de la poutre en U étudiée par Cieaux et Amat [AMA90]. Le nombre d'ééments varie
entre 12 et 30 éléments. Seules les fréquences des modes 1 2 et 3 y sont représentées.

E%

15

\\
1 %
\\\

AN
0,5 \\\
\\
0 \\\\s\‘ B
—>>
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Nombre d'd éments

Figure 2.29 Etude de convergence

11.3.2 Comparaison avec des poutres non précontraintes:

M. Hayyane Filali et A. Venkatesh [HAY 92] ont effectué une étude de vibrations
de poutre composite de forme "caisson” de carbone-epoxy autour d'une ame en
polystyrene Cf. fig. 2.30.
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Figure 2.30 Géométrie de la poutre

Longueur: 0,350 m
L es caractéristiques des matériaux sont
- Pour les couches de carbone epoxy:
EL=ET=36,135 GPa, GLT= 3,374 GPaet VTL = VLT = 0,05
dedensité p = 1375 Kg m3

Les couches sont orientées parallélement aux bords du caisson. C'est a dire que
I'axe des x de la poutre correspond al'axe L (ou T vu la répartition équilibrée O°/90°) du
stratifié.

- Pour lamousse de polystyrene:

E=12 MPa, V=04 et p =28 Kgm3

Un maillage de la section (Cf. [NOU93.2]) a permis d'obtenir les caractéristiques
homogénéisées de la section. Le maillage et les caractéristiques sont donnés dans la
figure 2.31.
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Figure 2.31 Demi section de poutre pleine Réf. [HAY92]

Nous avons traité, atitre d'exemple, les cas cités (et traités) par [HAY92] de la

poutre caisson avec puis, sans matériau de remplissage. Notre calcul ne fait apparaitre
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des fréquences de "poutre” que nous comparons a celles obtenues dans [HAY 92]. Les

résultats sont notés dans le tableau 2.9.

Nos résultats Caculsde Mesures de
avec [HAY 92]® [HAY92]
35 ééments
ler mode (flexion) 893 (Hz) 945 973
2e mode (flexion) 1490 1507 1596
3e mode (torsion) 1645 1593 1625

Tableau 2.9 Poutre avec ame polystyréne

On observe que nos résultats sont satisfaisants relativement aux mesures
effectués dans [HAY 92] surtout notamment pour le troisiéme mode qui est un mode de
torsion.

Il nous a paru intéressant de suivre la démarche de réf. [HAY92] en ce qui
concerne les limites de la modélisation poutre. Nous avons repris les caractéristiques du
matériau de remplissage (mousse polystyrene) dont nous avons annulé les
caractéristiques afin d'étudier le cas du caisson creux.

Nous avons alors obtenu | es caractéristiques homogénéi sées suivantes:
<E;S>=32106N

<E,ly>= 557 Nm2  <Elz>=227Nm?,

() Les calculs effectués par [HAY 92] ont été effectués sur |e code de calculs I-DEAS par I'intermédiaire
d'éléments surfaciques quadratiques dégénérés a 8 noeuds et 3DDL/noeud pour le stratifié et d'éléments

brique a 20 noeud et 3DDL/noeud. Soit un total de plus de 1200 DDL pour I'ensemble de la structure.
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<CS>=2,99 10> N <CAy>=-0,64 Nm <CAz>=0Nm

<HJ>= 43,2 Nm?

.y . kyy=6,4
Coefficients de cisaillement: 5223:1 7

0
0

Coordonnées du centre de torsion: %

Termes de masse:
<pS>=0,1225 Kg mri<pAy>= 0 Kg <pAz>= 0 Kg
<ply>=8,7 106 Kgm <plz>=2,14 106 Kgm

<plp>=310°Kgm <plyz>=-1,71106Kgm

Le tableau de fréquences ci dessous regroupe nos résultats avec ceux de
[HAY92].

Nos résultats Caculsde Mesures de
avec [HAY92] [HAY92]
35 ééments
ler mode 879 (H2) 856 828
2e mode 1372 904 943
3e mode 1574 941 988

Tableau 2.10 Poutre sans ame polystyréne

Les deux premiers modes sont des modes "mixtes' avec une déformeée
d'ensemble selon la ligne moyenne a laguelle se superpose un vrillage de la section. Le
troisieme mode est un mode de "plaque' pur, avec une déformée de la section
prépondérante.
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Pour le premier mode, le résultat est satisfaisant. Par contre on peut observer que
les modes de "plague" obtenues par [HAY 92] n'apparai ssent pas dans nos résultats.

Le type de structure traité dans cet exemple ne correspond plus tout a fait a la
définition des poutres. Exemple montre un cas limite de modélisation de type "poutre”.

[1.3.3 Vibrations de poutres précontraintes.

Les calculs concernant les poutres testées expérimentalement sont reportés dans
la partie expérimentation, aux fins de corrélation avec les mesures.

La poutre que nous dont nous éudions ici, le comportement est une des poutres
que nous avons expérimenté. Le détail des caractéristiques est donné au paragraphe
Erreur! Source du renvoi introuvable.. Nous I'appelons "poutre ® " , il Sagit d'une
poutre en AU4G de section 5,2mm x 40,5 mm sur une longueur de 0,64 m.
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poutre®:
Termesderaideur: ES=1568106N  Ely,=2218 N mr2
Elz = 35,34 N m2 GS=6,031105N  GJ=50,79N m2
Coefficients de cisaillement: kyy = kzz=1,2
Coordonnées du centre de torsion:  p=0 et g=0
Termesdemasse.  pS=0,5907 Kgm3 pAy=0Kg pAz=0Kg

ply= 8,355 10> Kg m3 plz=1,33106 Kgm-3 plyz= 0 Kgm3
plp=8,48 105 Kgm3

Nous nous limiterons, pour I'instant, al'éude numérique des poutres préchargées
par une rotation uniforme.

Poutre en rotation

Lorsque nous modélisons le vecteur nodal forces centrifuges, nous considérons
que les efforts sont des forces extérieures appliquées aux noeuds. L'imprécision sur
I'application de la charge est alors compensée par la densité du maillage et la répartition
des noeuds.

LAURENSON [LAU76] donne les deux premiers modes de vibrations
(battement et trainée)® pour une poutre console en rotation.

Il donne les matrices suivantes :

(1) On appelle battement le mouvement de flexion de la poutre dans le plan qui contient son axe de

rotation et trainée celui qui lui est orthogonal.
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o, 0

[M] = é (i) %[KE]: 2AS 0)52, est la premiére fréquence propre dans le plan (x,2)
How, H™ 0
2
(trainée) et Wz, la premiere fréquence propre dans le plan (x,y) (battement).

10 0 e _ ,
[Kc] = Q, %O 0% et [KG]= Q, ﬁg A ﬁ avec A=1,59 | t123s eest la distance

separant 'origine de la poutre de son axe de rotation et L salongueur.
On résoud alors le systeme a deux équations:

~6? [M] x + ([KE]+[KC]+[K&]) x = 0 (2.27)

2 2 +H 59°4+0,23H0° 0 ]
et on obtient E’oé OZH— %)ZO @ L % z

wH ] 0 o ;+1.59 f+1,23§9§% (229

. . 2 2 . . ~ s
Soient les deux solutions w, et w, qui sont les pulsations propres de trainée et de

battement de la poutre console en rotation.

Nous donnons, ci apres les évolutions des fréquences propres dans quatre cas
classiques de conditions aux limites en déplacements. Nous comparons nos résultats
numeriques avec les valeur théoriques donnés par LAURENSON.

a) Extrémité encastrée

z

S

Figure 2.32 Poutre console en rotation.
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Poutre @ : m
0 LAURENSON 1ére
lere Fréquence
(rd/s) Frég.(H2)
0 - 10,56
100 20,6 19,2
200 36,8 34,8
300 54 51,6
400 71,4 68,7
500 88,9 85,2

Tableau 2.11 Comparaison avec [ LAU76] pour le premier mode de flexion

Il est intéressant d'observer les évolutions du premier mode avec la vitesse de

rotation dans lafigure (2.33).

Q=0

Q=100

Q=200
Q=300

Figure 2.33 évolution du premier mode de flexion avec
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Les évolutions des fréquences observées sont cohérentes avec ce que I'on
a déja constaté pour ce qui concerne les précharges de tension uniformes. D'autre part,
dans des travaux qui concernent des poutres composites suspendues soumises a
I'accél ération de la pesanteur (Cf. réf. [ABR93]), il apparait les effets suivants:

- L'influence des effets de la gravitation est plus importante sur les fréquences les
plus faibles.

- Lesformes propres sont "étirées" avec l'intensité de I'accél ération subie.

Nous avons observé les mémes phénomenes dans le cas des poutres soumises a
un champ d'efforts centrifuges.

Les résultats présentés n'ont pu étre validés par I'expérience, compte tenu de la
difficulté et de I'importance de |'aspect expérimental correspondant.

11.3.4 Extension al'éude de stabilité

Les études de stabilité complétent les études statiques et dynamiques dans les
différentes phases de conception des structures. Les poutres étant des structures de
formes élancées, elles sont susceptibles de flamber dans certains cas de charge, quand
les efforts appliqués atteignent des valeurs critiques relativement aleur rigidités.

La construction de la matrice de raideur géométrique nous ouvre le champ
dinvestigation des éudes de stabilité de structures é ancées assimilables a des poutres.

Les applications industrielles de ces études intéressent de nombreux secteurs de
construction mécanique et de génie civil [ULM93].

Nous n'expliciterons pas, ici, la formulation théorique correspondante. Nous
partirons de la mise en éguation sous la forme matricielle de recherche des valeurs
propres de |'équation (2.29) (Cf. [ZIE73]).

([KE]-A[KG]){a}={C} (2.29)

Nous le scindons en deux parties en faisant les mémes hypothéses que pour le
calcul dynamique. Nous obtenons alors la formulation suivante:

-1 Recherche de I'état quasi-statique:

[KEN o} ={ F} (2.30)

-2 Création de la matrice de raideur géométrique et résolution de
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([KE]-A[KG(Ge)]){ A2} ={ O} @ (2.31)

Les solutions A; sont les coefficients multiplicatifs de { F} qui donnent alors les
charges critiques associées aux modes {q1o} .

Les calculs spécifiques (recherche des valeurs propres de (2.31)) de flambement
de poutres ne donnent pas entierement satisfaction (probleme de stabilité de
I'algorithme). Néanmoins, en utilisant le code dynamique avec des modélisations
correspondant aux cas ci dessus, on observe une diminution des fréquences avec le
module de I'effort de compression jusqu'a annulations de celles ci pour les valeurs des
charges critiques. Nous avons donc appliqué des précharges de flambement d'intensité
croissantes en observant I'évolution correspondante des fréquences. Nous avons étudié
dans les paragraphes qui suivent, les cas de flambement par compression et déversement
latéral.

11.3.4.1 Etude du flambage par compression.

Le flambage par compression se produit dans le plan ou larigidité de flexion est
la plus grande pour une valeur de I'effort rendant instable la raideur de la structure.

Exemples de conditions aux limites en déplacements.

| “::::l:\\\\ X e |
1 T i X 7 A D N ¥, X

1) Poutre console 2) Poutre sur appuis simples

Figure 2.34 Flambage par compression

Nous donnons la valeur de la charge critique du premier mode de flambage pour
la poutre ® dans un cas de conditions aux limites en déplacements du type bi - appuyé.
Dans lafigure 2.35 nous montrons comment nous obtenons cette charge critique a partir
du programme de calcul de poutres préchargées. Lorsque nous avons préchargé la

() Les équations quasi-statique et de recherche des valeurs propres nécéssitent peu de développements
informatiques supplémentaires par rapport au probléme que nous traitons déa, la démarche étant

similaire.
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structure avec une force dont I'intensité correspond a la charge critique de flambage du
mode considéré, celui ci "vibre" aors aune fréguence nulle.

2° et 3° modes (Hz) ler mode (Hz)
300 F : : : : : : : : : : ] 30
S s e e N N S T N S
250 :...g..z.. ..i .......... g .......... . .......... : .......... E, ......... E. ......... E...E__ 25
200 :., .......... .......... ......... .......... .......... .. ......... \ ......... . ._- 20
o : : : _lermode : -
150 [t s b R TR s R B
[ : 2° mode : : : -
100 _ .......... .......... .......... .......... e e _ 10
50 __,, .......... .......... .......... .......... .......... s ......... ‘ ......... . ,__ 5
™ 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 i 1 1 1 :
0 0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Charge axide (N)

Figure 2.35 Evolution des fréquences avec I'intensité de la précharge.

Dans la figure 2.35 on observe que les fréguences diminuent jusqu'a sannuler
pour les valeurs correspondantes des charges critiques. On a effectué des incréments de

charges successifs. Par interpolation, on obtient une valeur de charge critique de 920 N
TE Elz
L2

pour une valeur théorique donnée par laformule du flambement dEULER : Fcr =

23534

=062 " 851 N Soit une erreur de 8%.

11.3.4.2 Etude du flambage par déversement latéral.

Le flambage par déversement latéral Sétudie sur le méme principe que le
flambage par compression, a ceci pres que les modes propres sont des couplages
flexion-torsion. Pour qu'il y ait flambement par déversement, il faut respecter certaines
conditions géométriques, de chargement, et de conditions aux limites en déplacements.
Les cas d'étude les plus courants sont représentés sur la figure 2.36 pour une poutre
console et sur lafigure 2.37 pour une poutre sur appuis simples.
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« flambement latéral
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Y/ e Figure 2.37 Poutre sur appuis simples

Nous avons testé la poutre @ dans le cas 1) de la figure 2.36. La précharge de
flambage obtenue (par 1a méhode itérative des chargements) sur une poutre modélisée

par 30 élémentsest : Fz=385N

Lavaleur théorique correspondante donnée par [LAR87] est

\Elz GJ: 4,0133[35,34 50,79: 415 N

FCTH = 4,013 L2 0,642

Soit une erreur d'environ 7% .

Remarque: Comme dans le cas du flambage par compression, il ne nous a pas
€té possible a ce jour de mettre au point les procédures de calculs spécifiques au

flambage.

Conclusion :
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Les résultats obtenus, faute d'avoir pu étre validés par expérimentations donne
une bonne corrélation avec les vaeurs théoriques correspondantes. Nous pouvons
conclure que la matrice de raideur géométrique mise en place dans cette partie est en
partie validée.

112



[I1€ PARTIE ETUDE EXPERIMENTALE
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[11.1 Basesdel'éude
[11.1.1 Objectifs

Comme déja signalé, les principales sollicitations subies par les poutres en
rotation autour d'un axe orthogonal a leur génératrice sont des efforts normaux
consécutifs au champ defforts dinertie centrifuge et des moments de flexion
(induits par des efforts aérodynamiques de portance et de trainée dans le cas des
pales). 1l nous a paru important de pouvoir mettre en évidence
expérimentalement l'influence de ces sollicitations de précontrainte sur le
comportement dynamique des poutres.

Ne pouvant envisager une étude expérimentale sur un véritable rotor muni
de pales, nous avons cherché a valider notre code avec des essais plus simples.
Nous avons donc mis en oeuvre deux types d'expérimentation en soumettant des
poutres a des précontraintes de traction puis de flexion pure.

Les problemes posés par ces essais sont multiples. On sait par exemple que
les fixations rigides introduisent des effets parasites difficiles a appréhender
(amortissements, souplesses, ...). Nous nous sommes efforcés de nous en
affranchir en conservant des extrémités quasi-libres.

Pour cela, il nous a falu rechercher des solutions technologiques
permettant de nous rapprocher autant que possible de ces conditions. Nous
décrivons ci apreés, les essais réalisés.

[11.1.2 Choix des éprouvettes
Nous avons choisi d'étudier trois types d'éprouvettes:

- Homogene,
- Composite a phases homogeénes,
- Composite a phases orthotropes.

Elles ont des dimensions semblables et des rigidités de méme ordre, tant pour
une homogeénéité au sens du montage (encombrements, efforts a mettre en oeuvre) que
pour mieux comparer les influences respectives du degré d'hétérogénéité de la section de
poutre.
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Poutre ® homogeéne isotr ope:

En AU4G (2024), de longueur 0,64m, obtenue par découpage a la guillotine d'une

plaque laminée dont on définit la section sur lafigure111.38.

40,5 mm

>

5,2 mm

Figure I11.38 Poutre ® homogeéne

Caractéristiques él astiques mesurées sur machine de traction:
E=73,2Gpa etv =0,3
soit une valeur G=28,15 GPa
Apres pesée sur balance de précision: p = 2757 kg/m3
Caractéristiques de la section:
Termesderaideur:
ES=1,568 106 N Ely = 2218 N m2
Elz=35,34 N m?2

EBy =0 EBz=0
EByz=0 EBzy =0
GS=6,031106N GAy=0 GAz=0

avec J= % gg %6 -3,36 E@ﬁ%ﬁﬁ (Cf. R&. [YOUS9])

eth=52103met,b=405103m, onobtient  GJ=49,11 N m2

Coefficientsde cisaillement: kyy =kzz=1,2
Coordonnées du centredetorsion: p=0et g=0
Termes de masse:

pS=0,5907 Kg m-3 pAy=0 pAz=0

ply= 8,355 105 Kg m3 plz=1,33106 Kgm3
plyz= 0 Kg m3 plp=8,48 105 Kgm3
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Poutre @ composite a phases homogénes:

Afin d'éviter de coller plusieurs phases isotropes entre elles par un film de
colle, nous avons choisi de coller deux plagues d'alliage d'auminium (2024 épai sseur
0,8 mm) par l'intermédiaire d'un film épais de résine époxyde. Aprés plusieurs essais,
nous avons choisi la méthode du remplissage dans un moule puis polymérisation (les
usinages provoguant le délaminage). Nous avons obtenu un sandwich 2024/Epoxyde
de longueur 0,61 m dont la figure 111.39 montre la section et le maillage en vue
d'obtenir les caractéristiques homogénéi sées.

mm Epoxyde
40,2 POXY! \y

/

3,3mm$4.9 mm p K
CciG

Aluminium Maillage d'un quart de section.

Géométrie (223 noeuds, 343 triangles)

2
s
o=
A S
e
PAWANES
WAV
S
MR
XA
TAVA RS
P
TAVARS
=
A
A=
AV
Y=
Q=
AV,
WAV S
avals S
QLR=
SVAN
AWAN
TAVAR
AVANES
AVA B
PAVAN =
VAV =
S
SRK7
\ A

Figurelll.39 Poutre @

Caractéristiques mesureées.
Equ= 73,2Gpa, vy, =03, pgy = 2775 kg/m3
soit G4, = 28,15 GPa
Eepox = 9,840 Gpa, Vegnox = 0,33, Pepnox = 1631 kg/m3
SOit Ggpox = 2,196 GPa
Caractéristiques de section droite homogeénéi sées:
Termes de raideur:

<ES>=543 105N <Ely>=421 Nm?  <Elz>=20,74 Nm=

<EBy>= 0 Nm3 <EBz>= 0 Nm'
<EByz>= 0 Nm=3 <EBzy>= 0 Nm=3
<CS>=2,10105N <GAy>=0 <GAz>=0
<GJ>= 108 Nm2

.y . Ckyy= 4,76
Coefficients de cisaillement: 5(32/:: 12

: =0
Coordonnées du centre de torsion: % -0
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Termes de masse:
<pS>=0,59 kg m1 <pAy>=0kg <pAz>=0kg
<ply>=5,284 10°kgm <plz>=9,59 10" kg m

<plp>=5,28410°kgm <plyz>=0kgm

- Larésine epoxyde CW 2215 de CIBA GEIGY a été choisie pour son adhérence
optimale avec |'aluminium.

Poutre ® composite a phases orthotropes:

C'est un sandwich dtratifié Verre-phénolique/NIDA Nomex de longueur 0,535m (Cf.
figurel11.40) :

39,5 mm
< > A
Stratifié verre / phénolique Maillage d'un quart de section
Géométrie de la section (431 noeuds, 764 triangles)

Figure111.40 Section de la poutre @

Le NIDA et le stratifié sont disposés comme indiqué sur lafigurelll.41:
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Stratifié 0°/90°
équilibré

Nid d'abeilles

~L

Figure111.41 Trongon de la poutre @

Caractéristiques:

Le NIDA est un matériau dont les caractéristiques sont difficiles a mesurer. Les
caractéristiques du NIDA Nomex sont celles du fabricant, et celles des peaux ont été
mesurées sur des éprouvettes réalisées en méme en méme temps que la poutre. Les
caractéristiques homogénéi sées ont été recal ées par les mesures effectuées sur la poutre
sur banc de traction en traction uniforme et en flexion pure (mesures par jauges
d'extensométrie).

Caractéristiques:
Egtra @ = 17159 Gpa, Vg = 0.14, Pgrg = 1725 kg/m3
Ggrat = 3090 GPa
Enipa =1 Gpa (prisarbitrairement)
PNIDA = 64 kg/m3
Gionipa = 93,8 GPaet Gignpa =29 GPa

Caractéristiques homogénéi sees.

50%
50%
(D) Les couches sont réparties de maniére symétriques a 0° et 90° : 6—3
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Termes de raideur:

<ES>=1910°N <Ely>= 2468Nm2  <Elz>= 46,8INm?,
<EBy>= 0 Nm3 <EBz>= 0 Nm?

<EByz>= 0 Nm3 <EBzy>= 0 Nm3

<CS>=3,55 106 N <CAy>=ONm  <CAz>=0Nm
<HJI>= 0,5526 Nm?2

Coefficients de cisaillement: @’ﬁlﬂz 48

: =0
Coordonnées du centre de torsion: % -0

Termes de masse:
<pS>=0,2123 Kg mi<pAy>= 0 Kg <pAz>=0Kg
<ply>=2,76 10°Kgm <plz>=4,83106 Kgm

<plp>=2,76 10> Kgm <plyz>=0Kgm

[11.2 Précontrainte detraction

Nous avons réalise une traction préalable au moyen de cébles afin de conserver
les extrémités des poutres testées (relativement) libres en déplacements tout en leur
appliquant des précharges de traction. Nous avons étudié un montage ains que des
matériaux nous permettant de respecter cette condition. La démarche est détaillée ci

apres.
[11.2.1 Choix d'un matériau pour les sandows

Pour une poutre donnée (masse linéique (pS), rigidité de traction (ES),
rigidité de flexion dans le plan sollicité <Ely0uz>, inerties correspondantes
<pl you Z>), nous avons recherché un matériau adapté pour résister alatraction qui

remplisse les criteres résumés dans le tableau 111.1 :
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Critéres

Conséquences

® Minimiser lesinerties;

[ g -
+ Masselinéiqueminimale

Ef Section minimale _
+ Epaisseur minimaledansleplan deflexion

H delapoutre

@ Maximiser les
souplesses:

3 Modulede Y oung minimal

HSection minimale

Er Epai sseur minimaledans|eplan deflexion
H delapoutre

® Maximiser larésistance
en traction:

3 Résistance pratique al’extension maximal €
O . .
[t Section maximale

Tableau I11.1 Critéres pour le choix de sandows
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Nous avons aors examiné les caractéristiqgues de plusieurs matériaux

susceptibles de répondre a ces critéres. Leurs propriétés figurent dans le tableau 111.2:

Dénomination

du Matériau
Fil d acier 7850 200 25,6 2 990 126
Aluminium 2024 2800 75 27 450 161
(AU4G)

Titane TAGV 4400 105 23,8 1200 273
VereR 2500 86 34,4 3200 1280
VereE 2600 70 26,9 45 3400 1308

Bore 2600 400 153,8 3400 1308

Kevlar 49 1450 120 82,7 19 2900 2000
Kevlar 29 1440 60 41,7 3,6 2900 2014
Kevlar 119 1440 45 31,2 4,5 2900 2014
Graphite HT-300 1760 235 133,55 15 3530 2006
Graphite HR 1750 230 1314 3200 1829
Graphite HM 1800 390 216,7 2500 1389
NYLONHT (T-728) | 1140 5,6 49 18 990 868

Tableau I11.2 Matériaux possibles pour les sandows

Au vu des performances des matériaux de cette liste, nous avons retenu au
terme d'un premier tri, le NYLON et les Kevlars. Nous attribuons beaucoup
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d'importance aux inerties en jeu dans le systeme (la prise en compte des cables
dans le calcul dynamique est possible mais doit étre limitée). Pour un effort de
précontrainte donné, nous désirons une inertie massique et des rigidités
minimales (Cf. tableau 111.1). Le NYLON nous imposerait des inerties au moins
deux fois plus importantes que le Kevlar 119 ou 29 a résistances a la traction
égales.

Le matériau retenu pourrait étre le Kevlar 119. Mais aprés avoir contacté
plusieurs fournisseurs (Brochier, Excel-Genin, Du Pont de Nemours pour les
plus importants), il ne nous a pas été possible de nous en procurer (Du Pont de
Nemours fabrique la fibre mais les fabricants de cables et drisses n'utilisent pas
cette fibre a ce jour). Nous avons donc opté pour le Kevlar 29 en fibres longues.
Afin de pouvoir effectuer les essais en toute sécurité et de connaitre les limites
d'utilisation du montage nous avons procédé a la caractérisation du systeme de
mi Se sous tension.

Nous avons effectué un contréle de leur densité linéique p (en pesant sur une
balance de précision une longueur égale a un metre), de leur module de YOUNG
longitudinal E ainsi que leur limite élastique og (en ayant pris soin d'enrouler les deux
extrémités sur des axes afin de transmettre les efforts de maniére progressive) sur des
brins non polymérisés de 20 cm de longueur libre.

Résultats: E=65GPa, pS=6,943104kg/m, og= 2000 MPa (+10%)

Nous avons ensuite caractérisé le comportement dynamique des cébles sous
tension afin de pouvoir ultérieurement faire le tri entre les fréquences propres de la
poutre testée et celles des cébles. Pour effectuer les essais, nous avons glissé huit brins
de part et d'autre d'une plague trouée de masse 33,6 g (Cf. figure 111.42). Les résultats
des mesures sont donnés dans la tableau 111.3 et les évolutions correspondantes dans la
figurell1.43.

Capteur d'efforts

16m

Figurelll.42
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Effort de | alongement % 1ere oeme 3eme
traction (N) Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Frég.(H2)
0 0 0 0 0
250 1,02 11,3 36 81
500 2,04 15,5 44 108
1000 4,09 22 56 157
1500 6,1 27 67 188
2000 8,2 32 76 213
Tableau 111.3 Mesures de vibration des cables.
(Hz)
200 f
| Freg.n°3
150 f
100 j
- Freg. n°2
50 Freg. n°1
T T T T T T I A T I I I N I M I N A O O
0

0O 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 (N)

Figure I11.43 Evolution des fréquences avec |'effort de tension
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111.2.2 Banc d’ essais

Le dispositif de mise sous tension est représenté sur lafigurelll.44
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Verin double effet

A
e Cébles
. . Poutre a tester

Capacites.
Efforts: £+ 50 k N 1
Course: £ 50 mm -1 —-

. e

-, e

j | Pot vibrant

"

= — |

|

| |

| |

]

[ ]

[ |

[ |

Figurelll.44 Banc d’ essais en traction :

Lalongueur utile (maximum 1,7 m) est réglable par déplacement du
mors mobile (inférieur) par palier de 10 cm et réglage fin de sa position par
systéme vis-écrou.

Le pilotage est analogique par chaine électronique JACOTET non
représentée. On peut asservir le vérin hydraulique en déplacements ou en
efforts.

L e groupe de puissance n'est pas représente.
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Nous avons préféré piloter la mise sous tension en déplacements et mesurer
I'effort correspondant car la précision est meilleure. De plus la souplesse des cébles était
al'origine de résonances dans |'asservissement al'effort.

Nous avons couplé a la mesure de I'effort sur le banc, une mesure par jauges
d'extensométrie fixées sur deux flancs opposés des poutres testées afin d'avoir une
connaissance précise des efforts appliqués. De plus, ceci permet de vérifier que la
précontrainte en traction n'engendre pas de couple, et que la précontrainte en flexion
ultérieure n'engendre pas de traction parasite.

- Problémes pratiques posés par |'utilisation de cables en Kevlar :

- Nous devons minimiser les masses de cables donc nous
chercherons a utiliser le plus possible les fibres sans matrice

- Le Kevlar atendance a glisser sur lui méme et sur tout support.

- Lesfibres se détériorent rapidement par frottement.

- Fixations sur la machine

Nous avons testé plusieurs systemes de fixations des cables sur les axes:

- Liaison par superposition et collage du cable sur lui méme: laforce de rupture du céble
maximal e obtenue est de I'ordre de 1000 N pour une section de 0,5 mm?2. La contrainte
de rupture est voisine de 2000 MPa. Ce type de liaison sert de référence mais ne peut
étre mis en oeuvre dans les essais dynamiques, la longueur de collage modifiant
localement la raideur en traction du cadble et imposant de fait des glissements qui
entrainaient laruine de ce dernier.

- Liaison par noeud: Pour n'importe quel type de hoeud, nous avons observé une rupture
aun effort del'ordre de 250 N 4350 N.

- Liaison par enroulement sur axes puis fixation par noeud (Cf. figure 111.45). Cest la
solution qui sest imposee avec une charge de rupture de I'ordre de 800 N soit une
contrainte de rupture de 1600 MPa. Les efforts passant de maniere progressive par
frottement entre le céble et I'axe (bloqué en rotation), le noeud ne supporte plus que des
efforts de faible intensité.

Figure 111.45 Fixation des cables aux axes
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Figure I11.46 Solution technologique de précontrainte en traction

Nous avons perce des trous, pour le passage des cébles, dans les extrémités
de poutre, dont les bords ont été arrondis pour permettre un bon glissement. Le
montage est représenté sur lafigurelll.46.

111.2.3 Résultats

Les fréquences mesurées au moyen de ce dispositif sont consignées dans les
tableaux (111.6), (111.5) et (111.6), lorsque la tension préalable de la poutre varie. Ony a
fait également figurer les résultats numérigques correspondants.
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Poutre @ : Mesures Calculs(écart %)
M
Effort (N) lere 3eme S5eme lere 3eme 5eme
Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) | Frég.(Hz)
0 69 363 896 69,6 (1) | 376(3,4) | 932(3,9)
258 74 373 902 79(6,8) | 383(2,7) | 938 (4)
478 87 375 900 86,1 (1) | 389(3,7) | 943(4,8)
758 94 379 915 94,3(0,3) | 396 (4,5 | 950(3,8)
894 100 385 920 98 (2) 400 (3,9) | 953 (3,6)
Tableau 111.4 Poutre @
poutre @ Mesures Calculs (écart %)
Effort (N) lere 3eme 5eme lere 3eme S5eme
Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz)
0 70,8 378 924 69,1 (2,4) | 372(1,6) | 917 (0,8)
258 86,6 393 924 83,4(3,7) | 383(2,5) | 926 (0,2
478 98 392 937 93,7(44) | 392(0) | 934(0,3)
796 113 406 952 107 (5,3) | 405(0,2) | 946 (0,6)
894 117 411 958 110(6) | 409(0,5) | 949 (0,9)

Tableau I11.5 Poutre @
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Poutre ® : Mesures Calculs (écart %)
Effort (N) lere 3eme S5eme lere 3eme 5eme

Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) | Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) Fréq.(H2) Fréq.(Hz)

0 186 774 1461 197 (5,9) 731(56) | 1343(8,1)

258 199 781 1475 210 (5,5) 744 (47) | 1362(7.7)
478 211 787 1503 221 (4,7) 756 (3,9) | 1379(8,2)
576 217 792 1495 226 (4,1) 762 (3,8) | 1387(7.2)
698 224 802 1505 232 (3,6) 769 (4,1) 1396 (7,2)

Tableau I11.6 Poutre @

[11.2.4 Analyse-conclusion

Seules les fréquences impaires (modes symétriques) figurent dans les tableaux
précédents, car le pot vibrant placé a mi longueur n'excite que ce type de mode).

Les résultats obtenus par le calcul sont cohérents avec les mesures pour les trois
poutres testées. |1 ressort les grandes lignes suivantes:

- On vérifie bien le principe connu gque la précontrainte de traction augmente les
fréguences de flexion.

- Cette évolution est plus sensible sur les basses fréguences.

- Les écarts relevés entre les calculs et les essais pour ces trois types de sections
ne dépassent pas 8% et montrent un précision acceptable des résultats donnés par le
code de calculs. La moyenne des écarts se situe autour de 3%.

[11.3 Précontrainte deflexion

Nous avons examiné I'influence que peut avoir une précontrainte de flexion pure
sur les vibrations d'une poutre.

Le principe du montage précédent a été conserve. Nous avons aors recherché
une solution nous permettant d'exercer des couples purs aux extrémités des poutres a
I'aide des cables de Kevlar.

Le schéma de principe est représenté sur lafigurelll.47:
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W

Figure 111.47 Modé e d'application de couples

La réalisation effective de ce chargement a été obtenue par le biais du montage
représenté sur lafigure111.48.
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Figure111.48 Flexion pure, libre-libre

La poutre est bien soumise a deux couples purs de flexion en ses extrémités par
I'intermédiaire des cables et des poulies rattachées aux mors de la machine de traction

inerties de rotation dans le systeme dynamique. Nous |'avons remplacé par les axes
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(fixes) supportant les mors. Nous effectuons la montée en charge progressivement de
maniere a ce que les cables puissent glisser doucement sur les axes. En actionnant le pot
vibrant quelques secondes avant deffectuer les mesures pour assurer un meilleur
équilibrage des tensions. Le dispositif de fixation des cables sur la poutre est représenté

sur lafigurel11.49.

Piece de forme
en AU4G

Fixation des
cables par
collage

Figure 111.49 Dispositif de mise en flexion pure

111.3.1 Résultats
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Poutre @ : Mesures Calculs(écart %)
Couple lere 3eme 5eme lere 3eme 5eme
(mN) Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréqg.(Hz) Fréq.(Hz) Fréq.(Hz)
0 60,2 312 829 59 (2) 368 (18) 829 (0)
2,2 62,2 333 828 60,5 (2,7) 369 (11) 830 (0,2)
5,7 63 326 830 64,5 (2,4) 373 (14) 831(0,1)
7,7 63 329 830 68,9 (9,4 378 (15) 834 (0,5)
9,3 65 335 831 70,9 (9,1) 381 (14) 838 (0,8)
Tableau I11.7
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poutre @ : Mesures Calculs (écart %)
Couple lere 3eme 5eme lere 3eme 5eme
(mN) Fréq.(Hz) | Frég.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Fréq.(Hz) | Frég.(Hz)
0 455 333 836 47(33) | 303(9) | 845(1,1)
2,1 62 350 849 62(0) | 310(11) | 850(0,1)
5,5 67 345 849 | 715(67) | 316(84) | 856(08)
7.5 71,4 349 853 | 762(67) | 321(8) | 859(0,7)
9 76,2 348 851 | 80,4(55) | 325(66) | 862(L2)
Tableau 111.8
Poutre @ : Mesures Calculs (écart %)
InNERRRan|
Couple lere 3eme 5eme lere 3eme 5eme
Frég.(Hz2) | T2 | FreqH2) | FréaHz) | Fréq(Hz) | Fréq.(Ha)
(mN)
0 122 653 1316 | 129(57) | 621(49) | 1210(8)
2,6 142 667 1333 | 136(42) | 628(58) | 1218(8,6)
45 141 666 1330 | 141(0) | 633(5) | 1225(7,9)
6,1 151 663 1343 | 144(46) | 637(46) | 1230(84)
9,1 159 678 1347 | 149(63) | 643(5,2) | 1238(8,1)
Tableau 111.9

[11.3.2 Analyse-conclusion

L'analyse des résultats de la précontrainte de flexion est plus délicate de dans le
cas de latraction. En effet, les évolutions des fréquences est beaucoup moins sensible (s
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I'on se référe a I'état de contrainte de la poutre considérée) que dans le cas de la
précontrainte de traction ou les tensions se comportent comme des forces de rappel.

De plus, lamodéisation des cébles n'est pas auss fidéle qu'elle I'&ait dans le cas
précédent. Ici, les cébles ne sont pas coplanaires, mais superposes et suffisamment
distants pour engendrer une raideur de flexion. Avec la tension, la raideur des sandows
augmente. Il en résulte une influence sur les résultats expérimentaux d'autant plus
importante que l'influence de la précharge de flexion est faible (relativement a la
traction).

Néanmoins, I'évolution du spectre des fréquences calculées reste cohérent avec
les mesures.

Conclusion

Les résultats numériques et expérimentaux reflétent bien l'influence des
précharges de traction et de flexion sur le comportement dynamique des poutres. On a
pu constater, notamment pour la précharge de traction, que cette influence pouvait étre
importante. Une bonne corréation calculs-expérience est obtenue dans le cas de la
précontrainte de traction. Dans celui de la flexion, I'influence ma maitrisée des cébles
nous impose une réserve dans nos conclusions. Néanmoins, il apparait nettement que les
résultats du calcul évoluent dans le méme sens que les mesures
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES
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Conclusion

L'objectif de notre travail consistait en I'étude du comportement vibratoire des
poutres composites préchargées par |a méthode des éléments finis.

Nous avons effectué une modélisation dynamique nous permettant de réduire le
probléme dynamique non linéaire a la résolution de deux problemes linéaires successif.
Le premier consiste a faire un calcul de type statique dont la solution est la position
d'équilibre de la structure soumise ala précharge. Le second est un probléme dynamique
avec prise en compte de la précharge par l'intermédiaire d'une matrice de raideur
géométrique.

La méthode des paramétres intégraux, étendue aux poutres composites a phases
orthotropes permet la mise en oeuvre d'ééments finis de poutre. Ceux ci possédent six
degrés de libertés par noeud avec prise en compte des effets de gauchissements. La
matrice dinterpolation et le champ des déplacements nous ont servi de base pour
déterminer les matrices éémentaires de raideur cinétique, de raideur géométrique ainsi
gue le vecteur de forces centrifuges. On a fait aors apparaitre des termes dits
homogénéisés car ils intégrent la section dans sa globalité. La réduction du probléme de

la structure réelle tridimensionnelle & un probléme monodimensionnel est ains
effective.

Nous avons éudié les constructions des matrices éémentaires. Puis les
algorithmes utilisés pour mettre en oeuvre la théorie des structures poutre préchargées
telle qu'elle a été définie dans la premiére partie.

Nous avons pu aors développer un code de calculs de poutres composites
préchargées. Ce code, implanté sur micro-ordinateur donne les fréguences et les modes
correspondants de structures soumises a des charges ponctuelles ou (et) centrifuges.

Il a été procédé a des calculs de vérifications dans le cas de poutres libre libre, de
poutre console en rotation uniforme autour d'un axe fixe, et de poutres en flambement
afin de valider notre travail par des résultats anaytiques. Ces résultats ont donné
satisfaction.

Nous avons procédé a une étude expérimentale de poutres préchargées par des
efforts statiques de traction puis de flexion en conditions libre-libre en déplacements.
Nous avons aors testé trois poutres, la premiere en matériau homogene, la seconde
composite a congtituants homogenes, et la troiséme composite a constituants
orthotropes. Une bonne corréation a été obtenue dans le cas de la traction, avec dans
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celui de la flexion, une influence moindre (relativement a I'éat de contrainte de la
poutre) et des comportements de cables encore mal cernés.

L'ensemble des travaux effectués montre l'influence des précharges sur le
comportement dynamique des structures élancées assimilables a des poutres.

Per spectives

Les efforts aérodynamiques appliqués sur une pale en rotation peuvent étre
intégrés sous la forme d'un chargement nodal. 1l est envisageable de les calculer en
fonction de la géométrie et de la vitesse de rotation du rotor afin de pouvoir les intégrer
directement dans |e code.

L'intégration des effets gyroscopiques sera possible avec une modification de
I'algorithme de résolution dynamique. Il nous faudra aors résoudre le probleme
complexe par l'intermédiaire d'un changement de variables (Cf. [OM S91]).

Les éudes de flambement des poutres composites suscitent un vif intérét dans le
domaine du génie civil (poutres en béton armé). La construction de la matrice de raideur
géométrique permet d'ores et déja d'obtenir par des incréments de charges les charges
critiques de flambement de poutres. Un code spécifique est en cours de dével oppement.

Nous avons mis en place la partie théorique concernant les éudes de sensibilité.
L'intégration dans un code de calculs est prévue, et les dérivées des matrices
élémentaires nécessaires au calcul sont établies. Les algorithmes de résolution sont
établis a ce jour. La réalisation de codes de calculs de sensibilité se fera sur les mémes
principes de programmation que ceux utilisés par |e code de calculs dynamique actuel.

Il nous sera possible de faire varier des paramétres afin de mettre en évidence
leur influence sur le comportement dynamique des poutres. Nous pourrons aors
entamer une étude permettant de remonter aux caractéristiques d'une poutre en fonction
des mesures des fréquences.

Ces études de sensibilité correspondent a une modification globale de la
structure. Des études de sensibilité au niveau de I'éément pourront permettre de mettre
en évidence l'influence d'une modification locale sur le comportement dynamique de la
structure entiere. Nous pensons ici a l'gjout de masses et dinerties (masses
additionnelles sur des pales par exemple) et aux modifications des raideurs (souplesse
des encastrements, rigidification locale).
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ANNEXE |

Matrice deraideur éémentaire (Cf. paragraphe11.1.1)
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ANNEXE Il
M atrice de masse élémentair e cohérente (Cf. paragraphe 11.1.2)
Mel(1,1)=! <pS>/3
Mel(1,2)=-(° <pAz>)/(24T )
Mel(1,3)=; <pAy>/(24T )
Mel(1,4)=; (I, p <pAy>+T, q<pAz>)/(24T T )
Mel(1,5)= <pAy>/3 - * <pAy>/(48T )
Mel(1,6)=-( (16 T, + ) <pAz>)/(48T )
Mel(1,7)= <pS>/6
Mel(1,8)=5 <pAz>/(24T )
Mel(1,9)=-(® <pAy>)/(24T )
Mel(1,10)=-( (T, p <pAy>+T, q<pAz>))/(24T,T)
Mel(1,11)= <pAy>/6 - 1 <pAy>/(48T )

Mel(1,12)=-( (8T, + ) <pAz>)/(48T )

Mel(2,2)= <plz>/(120 ' 2) + [ <pS> +<Elz> kyy 2 <pS>/(<GS> I',) + <Elz>2 kyy? 2
<pS>/(3 <GS>2 [ A)+4+ <pS>/(12 T,) + 7 <Elz> kyy 5 <pS>/(120 <GS> 2 +13
<pS>/(5040T 2)

Mel(2,3)=-( <plyz>)/(120T, "))

Mel(2,4)=-(0 <pAy>)/2 - <Elz> kyy 2 <pAy>/(6 <GS>T,) - 1* <pAy>/(80T,) - 5 p
<plyz>/(120 T, T,) - 5 q <plz>/(120 I 2) - [ q <pS>/2 - 5 <Elz> kyy 2 q <pS>/(6 <GS>
) - <Elz>2 kyy? 7 q <pS>/(3 <GS>2T 2) - 17 1+ q <pS>/(240 T',) - 7 <Elz> kyy 5 q
<pS>/(120 <GS> T 2) - 1317 q <pS>/(5040 T )

Mel(2,5)=3 (-10 T, + ) <plyz>/(240T, )
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Mel(2,6)=2 (420 <GS>2 T, | <plz> + 42 <GS>21 <plz> + 3360 <GS>2 I 2 <pS> + 4620
<Elz> <GS> T, kyy | <pS> + 1680 <Elz>2 kyy2 2 <pS> + 392 <GS>2 T, 2 <pS> +
294 <Elz> <GS> kyy <pS> + 13 <GS>2 5 <pS>)/(10080 <GS>2 I 2)

Mel(2,7)=-(7 <pAz>)/(24T )

Mel(2,8)=-(7 (42 <GS>2 1 <plz> + 2520 <Elz><GS> T, kyy <pS> + 1680 <Elz>2 kyy?
<pS> + 210 <GS>2 T, # <pS> + 294 <Elz> <GS> kyy £ <pS> + 13 <GS>2 f5
<pS>))/(5040 <GS>2T )

Mel(2,9)= <plyz>/(120T, T,)

Mel(2,10)=-(l <pAy>)/2 - <Elz> kyy 2 <pAy>/(3<GS>T,) - 71* <pAy>/(240T,)) +5p
<plyz>/(120 T, ) + 5q<plz>/(120T 2 + [ q <pS>/2 + 5 <Elz> kyy 12 q <pS>/(6
<GS>T),) + <Elz>2kyy?2 q<pS>/(3<GS>2T 2) + 1714 q<pS>/(240T,) + 7 <Elz> kyy
5 q<pS>/(120 <GS>T 2) + 1317 q<pS>/(5040T ?)

Mel(2,11)= (-10 T, + &) <plyz>/(240T, )

Mel(2,12)= (420 <GS>2 T, [ <plz> + 42 <GS>2 (4 <plz> + 1680 <GS>2 I 2 <pS> + 3780
<Elz> <GS>T, kyy{ <pS> + 1680 <Elz>2 kyy? 2 <pS> + 322 <GS>2T, (2 <pS> + 294
<Elz> <GS> kyy 1 <pS> + 13 <GS>2 s <pS>)/(10080 <GS>2T 2)

Mel(3,3)= <ply>/(120 T ?) + [ <pS> - <Ely> kzz 1> <pS>/(<GS>T",) + <Ely>2? kzz2 3
<PS>/(3<GS>2 T2 - 1 <pS>/(12 ') + 7 <Ely> kzz # <pS>/(120 <GS> T2 + 13
<pS>/(5040T )

Mel(3,4)=/ <pAz>/2 - <Ely> kzz 1> <pAz>/(6 <GS> ') - ©“ <pAz>/(80T) + & p
<ply>/(120T 2 + 5q<plyz>/(120T,T,) +[ p <pS>/2 - 5 <Ely> kzz 1> p <pS>/(6 <GS>
) + <Ely>2 kzz2 3 p <pS>/(3 <GS>2T 2 - 1714 p <pS>/(240T ) + 7 <Ely> kzz 5 p
<pS>/(120 <GS>T 2) + 1317 p <pS>/(5040T 2)

Mel(3,5)=2 (420 <GS>2 I [ <ply> - 42 <GS>2* <ply> - 3360 <GS>2 "2 <pS> + 4620
<Ely><GS>T, kzz! <pS>- 1680 <Ely>2kzz22 <pS>+ 392 <GS>2T, 2 <pS> - 294
<Ely> <GS> kzz* <pS>- 13 <GS>? 5 <pS>)/(10080 <GS>* T ?)

Mel(3,6)=-(¢ (10T, + &) <plyz>)/(240T ,T)
Mel(3,7)=5 <pAy>/(24T )

Mel(3,8)=s <plyz>/(120T, )

152



Mel(3,9)=2 (-42 <GS>2 2 <ply> + 2520 <Ely> <GS> ', kzz <pS> - 1680 <Ely>2 kzz2 |
<pS> + 210 <GS>2 I, 2 <pS> - 294 <Ely> <GS> kzz 2 <pS> - 13 <GS>2 f5
<pS>)/(5040 <GS>2T 2

Mel(3,10)=) <pAz>/2 - <Ely> kzz 1> <pAz>/(3 <GS>T) - 7 1* <pAz>/(240T) -5 p
<ply>/(120T 2 - 5q<plyz>/(120T,T,) - [ p <pS>/2 + 5 <Ely> kzz 2 p <pS>/(6 <GS>
) - <BEly>2kzz2 2 p <pS>/(3 <GS>2T 2) + 1714 p <pS>/(240 T ) - 7 <Ely> kzz 5 p
<pS>/(120 <GS>T 2) - 1317 p <pS>/(5040T 9

Mel(3,11)= (420 <GS>2 T, [ <ply> - 42 <GS>2 4 <ply> - 1680 <GS>2I" 2 <pS> + 3780
<Ely> <GS> T, kzz [ <pS> - 1680 <Ely>2 kzz2 (> <pS> + 322 <GS>2 I, 1# <pS> - 294
<Ely> <GS> kzz* <pS> - 13 <GS>2 (s <pS>)/(10080 <GS>2 T 2)

Mel(3,12)=-(¢ (10 T, + &) <plyz>)/(240T, "))

Mel(4,4)= g <pAy>/3 + <Elz> kyy 12 q <pAy>/(3<GS>T,) + 14 q <pAy>/(40T,) +[p
<pAz>/3 - <Ely> kzz 12 p <pAz>/(3 <GS>T) - t* p <pAz>/(40 ")) + [ <ply>/3 + (5 p?
<ply>/(120 T2 + 5 p q <plyz>/(60 ', T,) + [ <plz>/3 + 5 @ <plz>/(120 ' 2) + { p?
<pS>/3 - 2 <Ely> kzz 2 p? <pS>/(3 <GS>I',) + <Ely>? kzz? # p? <pS>/(3 <GS>2T ?) - 7
iR <pS>/(120 ) + 7 <Ely> kzz 15 p? <pS>/(120 <GS> T 2) + 1317 p2 <pS>/(5040 T 2) +
[ o <pS>/3 + 2 <Elz> kyy 12 2 <pS>/(3 <GS>T',) + <Elz>2 kyy? 12 2 <pS>/(3 <GS>2
[2) + 76 q <pS>/(120 T) + 7 <Elz> kyy 5 @2 <pS>/(120 <GS> 7 + 13 17 ?
<pS>/(5040T 2)

Mel(4,5)=-(2 <pAz>)/8 + <Ely> kzz s <pAz>/(12 <GS>T ) + 5 <pAz>/(160T) + 2 p
<ply>/(24T ) - e p<ply>/(240T ) + 2 q<plyz>/(24T,) - 6 q<plyz>/(240T, ")) -5¢2p
<pS>/24 + 3<Ely> kzz 2 p <pS>/(8 <GS>T')) - <Ely>2kzz? 4 p <pS>/(6 <GS>2T 2) +
47 15 p <pS>/(1440 T ) - 7 <Ely> kzz i* p <pS>/(240 <GS> T 2) - 13 i# p <pS>/(10080
r?

Mel(4,6)=-( <pAy>)/8 - <Elz> kyy 2 <pAy>/(12 <GS>T,) - 15 <pAy>/(160T,) - 2 p
<plyz>/(24T ) - e p<plyz>/(240 T, T,) -2 q<plz>/(24T,) - 16 q<plz>/(240T 2 -5 ¢
<pS>/24 - 3 <Elz> kyy B q <pS>/(8 <GS>I',) - <Elz>2 kyy? i* q <pS>/(6 <GS>2T ) -
47 15 q <pS>/(1440 T ) - 7 <Elz> kyy 15 q <pS>/(240 <GS> T ?) - 13 i# q <pS>/(10080
r?

Mel(4,7)=; (T, p <pAy>+T, q<pAz>)/(24T,T)
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Mel(4,8)=<Elz> kyy 2 <pAy>/(6 <GS>T,) + i* <pAy>/(80T,) + 5 p <plyz>/(120T,T,)
+5q<plz>/(120 T 2 + <Elz> kyy 2 q <pS>/(3 <GS> I',) + <Elz>2 kyy? # q <pS>/(3
<GS>2T2) + 71q<pS>/(240T,) + 7 <Elz> kyy # q <pS>/(120 <GS>T 2 + 13 q
<pS>/(5040T 2)

Mel(4,9)=<Ely> kzz 2 <pAz>/(6 <GS>T ) + 1 <pAz>/(80T,) - B p<ply>/(120T 2 - q
<plyz>/(120 ', I',) + <Ely> kzz 12 p <pS>/(3 <GS> ")) - <Ely>? kzz? 3 p <pS>/(3
<GS>2 2+ 76p<pS>/(240T)) - 7 <Ely> kzz 1> p <pS>/(120 <GS> T2 - 131" p
<pS>/(5040T )

Mel(4,10)=) q <pAy>/6 + <Elz> kyy 2 g <pAy>/(6 <GS>T,) +“ q <pAy>/(60T,) +{p
<pAz>/6 - <Ely> kzz 2 p <pAz>/(6 <GS>T)) - 1 p <pAz>/(60 ")) + { <ply>/6 - {5 p?
<ply>/(120T ?) -5 pq <plyz>/(60 T, I",) +{ <plz>/6 - 1> ? <plz>/(120T 2) - [ p2 <pS>/3
+ 2 <Ely> kzz 2 p? <pS>/(3 <GS>T,) - <Ely>2 kzz? 3 p? <pS>/ (3 <GS>2T 2) + 7 14 p?
<pS>/(120T)) - 7 <Ely> kzz 5 p? <pS>/(120 <GS>T 2) - 1317 p2 <pS>/(5040 T ?) - | ?
<pS>/3 - 2 <Elz> kyy 2 (f <pS>/(3 <GS>T',) - <Elz>2 kyy? 2 @2 <pS>/ (3<GS>2T 2) - 7
P <pS>/(120T,) - 7 <Elz> kyy s 07 <pS>/(120 <GS> T 2) - 1317 g2 <pS>/(5040T 2)

Mel(4,11)=-(2 <pAz>)/24 + <Ely> kzz i <pAz>/(12 <GS>T,) + 5 <pAz>/(160T ) +
p <ply>/(24T ) - e p<ply>/(240T 2) + B q<plyz>/(24T ) - 8 q<plyz>/(240T,T,) -2p
<pS>/8 + 7 <Ely> kzz 1# p <pS>/(24 <GS>T')) - <Ely>2kzz? 4 p <pS>/(6 <GS>2T 2) +
3755 p<pS>/(1440T ) - 7 <Ely> kzz i* p <pS>/(240 <GS>T ) - 138 p <pS>/(10080
r?

Mel(4,12)=-(12 <pAy>)/24 - <Elz> kyy ¢ <pAy>/(12 <GS>T ) - 1> <pAy>/(160T)) - ¢ p
<plyz>/(24T)) -6 p<plyz>/(240 ', ")) -2 q <plz>/(24T,) - £ q<plz>/(240T 2) - 2 q
<pS>/8 - 7 <Elz> kyy 2 q <pS>/(24 <GS>T,) - <Elz>2 kyy? i* q <pS>/(6 <GS>2T ) -
375 <pS>/(1440 T ) - 7 <Elz> kyy I q <pS>/(240 <GS> T 2) - 13 ¢ g <pS>/(10080
r?

Mel(5,5)= <ply>/3 - 1 <ply>/(24 T )) + 7 <ply>/(480 T ?) + 2 2 <pS>/15 - 5 <Ely> kzz *
<pS>/(24 <GS> ) + <Ely>2 kzz2 15 <pS>/(12 <GS>> ' 2) - 1316 <pS>/(720 ') + 7
<Ely> kzz{" <pS>/(480 <GS> T ?) + 1312 <pS>/(20160 I" 2)

Mel(5,6)= (-160 T, ,- 10T =+ 10T, 5 +5) <plyz>/(480T, T )
Mel(5,7)= <pAy>/6 - * <pAy>/(48T )

Mel(5,8)=F (10T, - ) <plyz>/(240T, )
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Mel(5,9)=r (-420 <GS>2 I, <ply> + 42 <GS>2 2 <ply> - 2100 <Ely> <GS> T, kzz <pS>
+ 1680 <Ely>2 kzz2 [ <pS> - 182 <GS>2 T, 12 <pS> + 294 <Ely> <GS> kzz s <pS> + 13
<GS>2 5 <pS>)/(10080 <GS>2T 2

Mel(5,10)=-5 2 <pAz>/24 + <Ely> kzz 12 <pAz>/(6 <GS>T,) + 715 <pAz>/(480T ) - B p
<ply>/(24T ) + e p<ply>/(240T ?) - 3 q <plyz>/(24T,) + 15 q <plyz>/(240T,T',)) +5¢2p
<pS>/24 - 3 <Ely> kzz 3 p <pS>/(8 <GS> ")) + <Ely>2 kzz2 i p <pS>/(6 <GS>2 T ?) -
47 15 p <pS>/(1440 T ) + 7 <Ely> kzz it p <pS>/(240 <GS> T 2) + 13 ¢ p <pS>/(10080
r?

Mel(5,11)=) <ply>/6 - i+ <ply>/(24 T )) + 7 <ply>/(480 T ?) + 32 <pS>/40 - <Ely> kzz *
<pS>/(6 <GS>T)) + <Ely>? kzz2 15 <pS>/(12 <GS>2T 2) - 715 <pS>/(480 ")) + 7 <Ely>
kzz " <pS>/(480 <GS> T 2) + 1312 <pS>/(20160 T 2)

Mel(5,12)=/ (-80T,I,-10T, #+ 10T, +5) <plyz>/(480T,T,)

Mel(6,6)= <plz>/3 + 1+ <plz>/(24 T ) + 7 <plz>/(480 T 2) + 22 <pS>/15 + 5 <Elz> kyy
<pS>/(24 <GS> T',) + <Elz>2 kyy? 5 <pS>/(12 <GS>2 T 2) + 13158 <pS>/(720T,)) + 7
<Elz> kyy 7 <pS>/(480 <GS> I ?) + 131° <pS>/(20160 T ,?)

Mel(6,7)=-( (8T, + ) <pAz>)/(48T )

Méel(6,8)=-( (420 <GS>2 I', <plz> + 42 <GS>2 ¢ <plz> + 2100 <Elz> <GS> I, kyy
<pS> + 1680 <Elz>2 kyy? [ <pS> + 182 <GS>2 I, 2 <pS> + 294 <Elz> <GS> kyy
<pS> + 13 <GS>2 (5 <pS>))/(10080 <GS>2 T 2)

Mel(6,9)=3 (10T, + ) <plyz>/(240T ,T)

Mel(6,10)=-5 2 <pAy>/24 - <Elz> kyy i <pAy>/(6 <GS>T,) - 75 <pAy>/(480T,) + 2 p
<plyz>/(24T)) + 1 p<plyz>/(240T, T, + 2 q<plz>/(24T,) + 156 q <plz>/(240T 2) + 5
q <pS>/24 + 3 <Elz> kyy 2 q <pS>/(8 <GS>I',) + <Elz>2 kyy? 1* q <pS>/(6 <GS>2 T )2)
+ 4759 <pS>/(1440T ) + 7 <Elz> kyy e q <pS>/(240 <GS> T ?) + 138 g <pS>/(10080
r?

Mel(6,11)=/ (-80T,I,- 10T, #+ 10T, +5) <plyz>/(480T,T,)

Mel(6,12)=) <plz>/6 + 14 <plz>/(24 T ,) + 7 <plz>/(480 T 2) + 32 <pS>/40 + <Elz> kyy
<pS>/(6 <GS>T ) + <Elz>2 kyy? 5 <pS>/(12 <GS>2 T 2) + 716 <pS>/(480T",) + 7 <Elz>
Kyy 7 <pS>/(480 <GS>T 2) + 1312 <pS>/(20160 I 2)
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Mel(7,7)= <pS>/3

Mel(7,8)=; <pAz>/(24T )

Mel(7,9)=-( <pAy>)/(24T )

Mel(7,10)=-( (T, p <pAy>+T, q<pAz>))/(24T T)
Mel(7,11)= <pAy>/3 - * <pAy>/(48T )

Mel(7,12)=-(. (16 T, + &) <pAz>)/(48T)

Mel(8,8)=2 (42 <GS>2 2 <plz> + 1680 <Elz>2 kyy? <pS> + 294 <Elz> <GS> kyy 2
<pS> + 13 <GS>2 14 <pS>)/(5040 <GS>2T )

Mel(8,9)=-(s <plyz>)/(120T, "))

Mel(8,10)=<Elz> kyy 2 <pAy>/(3<GS>T,) + 7 1* <pAy>/(240T,) - 5 p <plyz>/(120 T,
) -5q<plz>/(120 T 2 - <Elz> kyy 2 q <pS>/(3 <GS>T,) - <Elz>2 kyy? # q <pS>/(3
<GS>2T2) -71q<pS>/(240T,) - 7 <Elz> kyy 5 q <pS>/(120 <GS> T2 - 131" q
<pS>/(5040T 2)

Mel(8,11)=5 (10T, - ) <plyz>/(240T, )

Mel(8,12)=-(2 (420 <GS>2 I, <plz> + 42 <GS>2 8 <plz> + 1260 <Elz> <GS> I, kyy
<pS> + 1680 <Elz>2 kyy? [ <pS> + 112 <GS>2 T, 2 <pS> + 294 <Elz> <GS> kyy @

<pS> + 13 <GS>2 15 <pS>))/(10080 <GS>2 T 2)

Mel(9,9)= (42 <GS>2 2 <ply> + 1680 <Ely>2 kzz2 <pS> + 294 <Ely> <GS> kzz 1>
<pPS> + 13 <GS>2 14 <pS>)/(5040 <GS>2T ?)

Mel(9,10)=<Ely> kzz 2 <pAz>/(3<GS>T)) + 7 1* <pAz>/(240T ) + 5 p <ply>/(120T ;2
+5q <plyz>/(120 ', ',) - <Ely> kzz 2 p <pS>/(3 <GS> I )) + <Ely>2 kzz2 (> p <pS>/(3
<GS>2[2) -7mp<pS>(240T) + 7 <Ely> kzz 15 p <pS>/(120 <GS> T2 + 131" p
<pS>/(5040T )
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Mel(9,11)=2 (-420 <GS>2 I, <ply> + 42 <GS>2 3 <ply> - 1260 <Ely> <GS> I'| kzz
<pS> + 1680 <Ely>2 kzz2| <pS> - 112 <GS>2T", 2 <pS> + 294 <Ely> <GS> kzz 12 <pS>
+ 13 <GS>2 5 <pS>)/(10080 <GS>2 T 2)

Mel(9,12)=7 (10T, + ) <plyz>/(240T ,T)

Mel(10,10)=-2 { q <pAy>/3 - 2 <Elz> kyy 12 g <pAy>/(3 <GS>T",) - 7 i* g <pAy>/(120
M) -20p<pAz>/3 +2<Ely>kzz? p <pAz>/(3<GS>T) + 7 p <pAz>/(120T ) +I
<ply>/3 + 5 P2 <ply>/(120T 2 + 5 p q <plyz>/(60 ", I',) + [ <plz>/3 + 5 q? <plz>/(120
2 + [ p? <pS>/3 - 2 <Ely> kzz 12 p2 <pS>/(3 <GS> I',) + <Ely>2 kzz2 iz p? <pS>/(3
<GS>?TP) - 712 <pS>/(120 T ) + 7 <Ely> kzz 15 p? <pS>/(120 <GS> I 2) + 13 17 p?
<pS>/(5040T ) +[ g2 <pS>/3 + 2 <Elz> kyy 2 @2 <pS>/(3 <GS>T,) + <Elz>2 kyy? 5 @2
<PS>/(3<GS>2T 2) + 71 2 <pS>/(120 T,)) + 7 <Elz> kyy # @2 <pS>/(120 <GS> T 2) +
1317 g2 <pS>/(5040 T 2)

Mel(10,11)=-(2 <pAz>)/8 + <Ely> kzz # <pAz>/(6 <GS>T,) + 715 <pAz>/(480T ) - B p
<ply>/(24T ) + 15 p<ply>/(240T ?) - B q <plyz>/(24 T ) + 15 q <plyz>/(240T',T,) + 2 p
<pS>/8 - 7 <Ely> kzz ? p <pS>/(24 <GS>T ) + <Ely>? kzz? 1 p <pS>/(6 <GS>2T ) -
3715 p<pS>/(1440T ) + 7 <Ely> kzz i* p <pS>/(240 <GS> T 2) + 13 & p <pS>/(10080
r?

Mel(10,12)=-(2 <pAy>)/8 - <Elz> kyy 2 <pAy>/(6 <GS>T,) - 75 <pAy>/(480T,) + 2 p
<plyz>/(24T)) + s p<plyz>/(240 T, T,) + 2 q<plz>/(24T,) + 15 q<plz>/(240T ?) + 2 q
<pS>/8 + 7 <Elz> kyy # q <pS>/(24 <GS>T,)) + <Elz>2 kyy? i+ q <pS>/(6 <GS>2T 2) +
3715 q<pS>/(1440T,) + 7 <Elz> kyy ¢ q <pS>/(240 <GS> T 2) + 13 (& q <pS>/(10080
r?

Mel(11,11)=) <ply>/3 - i+ <ply>/(24 T )) + 17 <ply>/(480 I ?) + # <pS>/20 - <Ely> kzz *
<pS>/(8 <GS>T ) + <Ely>? kzz2 5 <pS>/(12 <GS>2T 2) - 15 <pS>/(90 T")) + 7 <Ely> kzz
7 <pS>/(480 <GS>T 2) + 1310 <pS>/(20160 T 2)

Mel(11,12)= (-160 [, I, - 10 T, = + 10T, 2 + ) <plyz>/(480T T )

Mel(12,12)=) <plz>/3 + 1* <plz>/(24 T ,) + 17 <plz>/(480 I ) + (2 <pS>/20 + <Elz> kyy
<pS>/(8 <GS>T',) + <Elz>2 kyy? 5 <pS>/(12 <GS>2T 2) + 15 <pS>/(90 T",) + 7 <Elz>
Kyy 7 <pS>/(480 <GS>T 2) + 1312 <pS>/(20160 I 2)
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ANNEXE 111

Matrice deraideur cinétique cohérente (Cf. paragraphe11.1.4)

Kc(1,1)=0

Kc(1,2)=(-120 GST (- 40 Elzkyy (2 - 3GS(* + 240 GST, [, + 240 Elzkyy(,? + 10 GS{?{;? + 20 GS{{;3- 40 GS
[,%/ (240 GST )

Kc(1,3)=0

Kc(1,4)= (40GST (2 q+40Elzkyy (3q+3GS(®q-240GST,(,2q- 240 Elzkyy [(,2q- 10 GS{3{;? q - 20 GS(?
,2q+40GS(!{,*q+80GST,[?pAy - 240 GST, ([, pAy + 240 GST ,{,? pAy)/(240 GST ()

Kc(1,5)=0

Kc(1,6)= (20 GST ,(3- 40 Elzkyy {*- 3GS(6- 120 GST ,((,2 + 240 Elz kyy {?{;? + 10 GS{*(,2- 240 GS T, (3 +
20 GS[31,3 - 40 GS[?(,*)/(480 GST , ()

Kc(1,7)=0

Kc(1,8)= (40 Elz kyy (2 + 3 GS[* - 240 Elz kyy {;,? - 10 GS[?(,% - 20 GS[(,3 + 40 GS[,%/(240 GST )

Ke(1,9)=0

Kc(1,10)= (-40 GST,(?q- 40 Elzkyy > q- 3GS[> q+ 240 GST,(,2 q + 240 Elzkyy [ [, g+ 10 GS(3[,2 q + 20
GS(20,2q-40GS((*q+40GST,{? pAy - 240 GST ,(,2 pAy)/ (240 GST , ()

Kc(1,11)= 0

Kc(1,12)=(-20 GST,(3- 40 Elzkyy [* - 3GS{6 + 120 GST, ([, + 240 Elz kyy [?[,2 + 10 GS(4[,2 + 240 GST , {,3
+20 GS{3(;3- 40 GS(?(,*4)/(480 GST , )}

Kc(2,2)=0

Kc(2,3)= ([ (24 GST (2 + 12 Elzkyy [+ GS[°- 144 GST,[,2- 72 Elzkyy {[,?- 6 GS[3(,%-144 Elzkyy ;3 - 4 GS
(20,3 +24 GS{,5 pAy)/(288 GST T',)

Kc(2,4)= (120 GST 23 ppAy + 60 Elz I, kyy (* p pAy + 5 GST, {8 p pAy - 720 GST ,2[{,2 p pAy - 360 Elz T,
kyy(?(,;2p pAy - 30 GST ,(*(,2 p pAy - 720 Elz T, kyy[[,;3 p pAy - 20 GST,(3(;3p pAy + 120 GST , [, p
PAY +420GST  T,(3qpAz+ 420ElzT | kyyl*qpAz+37GST, (6 qpAz+ 1440GST, (%[, qpAz +
1440 Elz T kyy (3, q pAz+ 120 GST {5, q pAZz+ 1800 GS T, I, ((,2 q pAz + 1800 Elz ', kyy ;% q pAz +
90GSTI,(*,2qpAz+T720GST I, qpAz+720ElzT  kyyll;®> qpAz-100GST,(3(,3qpAz-240GST,
(20*qpAz-120GST {,5qpAz+180GST, I, {3 plyz- 1080 GST | I,((,2 plyz-720GST | T ,(,3 plyz)/
(1440GST,T,)

Kc(2,5)= ((1440GST | I, {+ 480 Elz [  kyy(?+ 36 GST, {4- 120 GST,[*- 60 Elzkyy [°- 5GS(” - 2880 GS T,
Myl -2880Elz I kyy(,2- 120 GST(2(,2+ 720 GST,{?{;? + 360 Elz kyy [3(,2 + 30 GS{5(,2- 240 GS T, [{,3
+ 720 Elzkyy (?[,3 + 20 GS[41,3 +

480 GST, [,4- 120 GS21,5) pAy)/(2880 GS T, I',)

Kc(2,6)= ((-240 GST ,2[-80Elz T, kyy(?+28 GST,[*- 80 Elzkyy [°- 7 GS{” + 480 GST ,2[, + 240 GST, (31, -
240 Elzkyy (*l, - 20 GSI(8(, + 480 Elz I, kyy[,2 + 560 GS T, (?(,2 - 240 Elz kyy {3(;? - 10 GS(®(,2 + 400 GS
M0l 3+20GS(4(3+40GST, (% + 40 GS(3(,%) pAz)/(480 GST ,?)

Kc(2,7)= (120 GST, [+ 80 Elzkyy 2+ 7 GS[4 + 240 GST, [, + 240 Elz kyy [, + 20 GS[31, + 240 Elz kyy [, + 10
GS[2(,2-20 GS([,3- 40 GS[,%)/(240 GST )
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Kc(2,8)= ( (120 GST, (2 + 900 Elz kyy (3 + 79 GS{° + 2880 Elz kyy [2[, + 240 GS{*(, - 720 GST ,(,2 + 3240 Elz
kyy[(,2+ 150 GS(3(,2 + 720 Elz kyy [, - 220 GS[?{,3 - 480 GS((,* - 120 GS!,5) pAZ)/(2880 GST ,?)

Kc(2,9)= (( (-24 GST,{?- 12 Elzkyy (3- GS{>+ 144 GST ,[,2+ 72 Elzkyy ([, + 6 GS[3(,2 + 144 Elzkyy [, + 4
GS{?(,3- 24 GS[,% pAy)/(288GST, I',)

Kc(2,10)= (-120 GST,2(3p pAy - 60 Elz T, kyy (* p pAy - 5GST, (6 p pAy + 720 GST ,2 (2 p pAy + 360 Elz T,
kyy[20,% p pAy + 30 GST, (41,2 p pAy + 720 Elz T, kyy( (3 ppAy + 20 GST, {3{,3p pAy - 120 GST, ([, p
PAy -540GST I, (3qpAz-480ElzT kyy(*qpAz-42GST (6 qpAz- 1440 GST, I, (%[, q pAz- 1440
Elzr kyyBl, qpAz-120GST(°l, qpAz- 1080 GST I',([,? q pAz- 1440 Elz T, kyy(?(,2 q pAz - 60 GS
rl42qpAz-720GST, T, 03 qpAz+120GST, 3,3 q pAz+ 240 GST | [?[,* q pAZ+ 420 GST | I, (3
plyz + 1440 GST, I, [2(, plyz + 1800 GST, I, ({2 plyz + 720 GST | I, {,3 plyz)/(1440 GST ; T ,?)

Kc(2,11)= (1440 GST I, L+ 960 Elz T kyy(?+ 84 GSI | (*- 120 GST,{*- 60 Elz kyy °- 5 GS{” + 2880 GS ",
Mol +2880ElzI kyyll, +240 GST [3(, + 2880 Elz I['| kyy [, + 120 GST, (?(,% + 720 GST, (?{, + 360
Elzkyy(3(,2+30GS{>(,2- 240 GST, [[,3+ 720 Elz kyy (?(;3 + 20 GS[*{,3 - 480 GS T, [, - 120 GS(?{,)
PAY)/(2880 GST ; T',)

Kc(2,12)= ((-240 GST ,2[- 160 Elz T, kyy (> - 88 GST ,(*- 80 Elzkyy {°- 7 GSI” - 480 GST ,2(, - 480 Elz I, kyy
[,-280GST, (3, - 240 Elzkyy (*(, - 20 GS{6(, - 480 Elz I, kyy[,? - 320 GST ,[2(,2 - 240 Elz kyy (3(,2 - 10
GSI5(,2-320GST, (3 + 20 GS{*{;3- 40 GST,{;* + 40 GS[3(,%) pA2)/(480 GST ,2)

Kc(3,3)=0

Kc(34)= (12GST, (3 qpAy + 12 Elzkyy [* q pAy + GSI8 q pAy - 72GST, ([, q pAy - 72 Elzkyy ([, q pAy - 6
GS!4l,2qpAy - 144 GST, (3 qpAy - 144 Elzkyy [ (3 q pAy - 4 GS[3[,2 q pAy + 24 GS[{,° q pAy + 12 GS
M, ply-72GST, ({2 ply + 144 GST, (3 ply)/(288 GST; I',)

Kc(3,5)=0

Kc(3,6)= ((36 GST,[4- 60 Elzkyy (> - 5GS{” - 360 GST, (?(,2 + 360 Elz kyy (3,2 + 30 GS[5(,2- 720 GS T, [ ;3
+ 720 Elz kyy (20,3 + 20 GS{*(,3 - 720 GS T, [,*- 120 GS(?(,5) pAy)/(2880 GST; I',)

Ke(3,7)=0

Kc(3,8)= ([ (12 Elzkyy 3+ GSI®- 72 Elzkyy {[,%- 6 GS[3(, - 144 Elzkyy [,3 - 4 GS[?[,3 + 24 GSI,") pAy)/(288
GSI Iy

Kc(3,9)=0

Kc(3,10)= (-12 GST, (3 q pAy - 12 Elzkyy {* q pAy - GS{® g pAy + 72 GST ,[{,2 q pAy + 72 Elzkyy (?[,? q pAy +
6 GS[*[,2 q pAy + 144 GST ,[,° q pAy + 144 Elzkyy [(,® q pAy + 4 GS[3(,2 q pAy - 24 GS[{,° q pAy + 12
GSI,Bply-72GST,({,2ply - 144 GST,(;3 ply)/(288 GST, I',)

Kc(3,11)=0

Kc(3,12)= ((-36 GST,{4- 60 Elzkyy [° - 5 GS[7 + 360 GS T, (?(,2 + 360 Elz kyy {3{,2 + 30 GS(®(,;2+ 720 GS T , [
[,3+ 720 Elzkyy (3 + 20 GS{*[,3+ 720 GST, (;* - 120 GS{?{,5) pAy)/(2880 GS T I',)

Kc(4,4)=0

Kc(4,5)= (-480 GST I, (2 qpAy - 480 Elz T, kyy (3 q pAy - 36 GST, [° q pAy + 60 GST, (° g pAy + 60 Elz kyy
(6qpAy +5GS(8q pAy + 2880 GST, I',(,2q pAy + 2880 Elz | kyy (% q pAy + 120 GST, (3,2 q pAy -
360 GST, 30,2 q pAy - 360 Elz kyy [*{,2 q pAy - 30 GS[6(,? q pAy + 240 GST , [?(,3q pAy - 720 GST, (?(,3
q pAy - 720 Elzkyy (30,2 q pAy - 20 GS{5(;3 q pAy - 480 GST ; L[,* q pAy + 120 GS{3{,5 q pAy - 960 GST |
r,2ply+60GSTI,[>ply +2880GST, I,l{, ply-2880GST,I,{,2ply-360GSr,(3(,?ply+ 720 GST,(?
{3 ply)/(2880GST; T, ()

Kc(4,6)= (36 GST,2[5ppAy - 60 Elz T, kyy (8 ppAy - 5GST, [ p pAy - 360 GST ,2(3{,2ppAy + 360 ElzT,
kyy (2 p pAy + 30 GST, (60,2 p pAy - 720 GST ,2 (2,3 p pAy + 720 Elz T, kyy (3(,;3 p pAy + 20 GST, (5(,3
p pAy - 720 GST ,2([,* p pAy - 120 GST, (3{,Sp pAy + 480 GST, ' ,2[> q pAz + 480 Elz I, [, kyy (3 q pAz +
9% GST, M,5qpAz+60Elzl kyy®qpAz+5GST,qpAz-2880GST, I,2(,2qpAz-2880Elzl, T,
kyyll;2qpAz-480 GST, I,(30,%2qpAz-360ElzT, kyy!*(;2qpAz-30GST,(8(,2qpAz-960GST,I,?
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[3qpAz-T720ElzT kyy(3(3qpAz-20GST,5(3qpAz+480GST, I, ll,*qpAz+120GST, 3,5q
PAZ+960 GST, I',2(2 plyz+60GST | I, [° plyz- 2880 GST, I',2({, plyz+ 2880 GST, I',2(,? plyz - 360
GSI,I,312plyz+720GST T, (2(,3 plyz)/(2880 GST , I ,2{)

Kc(4,7)=(-80GST,[?q-80Elzkyy(3q-7GSI®q-240GST,ll, q- 240 Elzkyy [?[, q- 20 GS{*{; q - 240 GS
r,l2q-240Elzkyy((;>q-10GS{3(,2q+20GS{?(;3q+40GS!{;*q- 40 GST (2 pAy + 240 GST , (,?
PAY)/(240 GST ()

Kc(4,8)= (24 Elz T, kyy [ p pAy + 2 GST, (6 ppAy - 144 Elz T, kyy (2 (,2 p pAy -12 GST, (4,2 p pAy - 288 Elz
rokyyll,®ppAy-8GST, 33 ppAy +48GST,[l,5ppAy-12GST, I,3qpAz-12EIzT, kyy (4 qpAz-
GSI,8qpAz+72GST I,ll,2qpAz+72ElzT kyy[?(,>qpAz+6GST (*[,2qpAz+144GST; ,l,3q
PAZ+ 144 ElzT  kyyll3qpAz+4GST (31,3qpAz-24GST[[,5qpAz-12GST, I, {3 plyz+72GST,
M,ll2plyz-144GST, T, (3 plyz)/(576 GST, I',?)

Kc(4,9)= (12GST,[3qpAy + 12 Elzkyy(* q pAy + GS{® q pAy - 72GST ,([,2 q pAy - 72 Elzkyy ?[,? q pAy - 6
GS{*,2qpAy - 144 GST, (3 qpAy - 144 Elzkyy [ [;3 q pAy - 4 GS[3(;3 q pAy + 24 GS[[,5 q pAy + 12 GS
r,03ply-72GST,ll2ply + 144 GST,[,3 ply)/(288 GST, I',)

Kc(4,10)= (12GST, I, (3 g? pAz+ 12 Elz T, kyy(* o? pAz + GST (6 q? pAz- 72 GST, I, ({2 ¢? pAZ- 72 ElzT
kyy (20, 0? pAz-6 GST (41,207 pAZ- 144 GST T, (> 0? pAz- 144 Elz T kyy(l,3 q? pAZ- 4 GST, (30,3 ¢?
PAZ+24GST 11,502 pAz+24 GST 23 pply - 144 GST 2 ({2 pply + 12GST T, (3qplyz-72GST T ,!
l,2qplyz+144GST T,[,3qply2)/(288 GST, T ,?)

Kc(4,11)= (-960 GST, ', (> q pAy - 960 Elz T, kyy {2 q pAy - 84 GST, (5 q pAy + 60 GST, [° g pAy + 60 Elz kyy
8 qpAy +5GS[8qpAy - 2880 GST, I, !, q pAy - 2880 Elz 'y kyy[?{; q pAy - 240 GST , [*{, q pAy - 2880
GSI,,l2qpAy - 2880 Elz T kyy((,2qpAy - 120 GST, (3(,2 q pAy - 360 GST, {3(,2 q pAy - 360 Elz kyy
(40,2 q pAy - 30 GS®(,2q pAy + 240 GST , [2[,2 q pAy - 720 GST ,(?{,3 q pAy - 720 Elz kyy [3(,3 q pAy - 20
GSI50,2 qpAy +480 GST [{,* g pAy + 120 GS[3(,5 q pAy - 480 GST | I, {2 ply + 60 GST, (° ply + 2880 GS
rr,02ply-360GST, (30,2 ply + 720 GST, {2(,3 ply)/(2880 GS T, I', ()

Kc(4,12)= (-36 GST 2 {5 p pAy - 60 Elz I, kyy (6 p pAy - 5 GST , (8 p pAy + 360 GST,2(3(,2 p pAy + 360 Elz T,
kyy 40,2 p pAy + 30 GST, (80,2 p pAy + 720 GST ,2[?[ 3 p pAy + 720 Elz I, kyy (3(,2 p pAy + 20 GS T, [(,3
P PAY + 720 GST 2L [, # p pAy - 120 GST,(3(,5 p pAy + 960 GST; I',2[2 q pAz + 960 Elz T, I, kyy 3 q pAz
+144GST, T,{5qpAz+60Elzl kyybqpAz+5GST (8qpAz+2880GST, IN,2ll; qpAz+2880ElzT,
Mo kyy(2l; qpAz+240GST T ,[*4l, qpAz+2880 GST, I',2[,2qpAz+ 2880 Elz T, I, kyyl(,% q pAz- 240
GSI,I,3,2qpAz-360ElzT, kyy(*(,>qpAz-30GST,(8(,2qpAz-960GST, I,(?[;3qpAz- 720 Elz
rokyy®3qpAz-20GST,[50,3qpAz-480GST, I,l{;*qpAz+120GST,(3(,5qpAz+480 GST, I ,2{?
plyz+60GST I,{5plyz-2880 GSI I',2{,2 plyz-360 GST, I',(3(,% plyz+ 720 GST, I',[2(,3 plyz)/(2880
GSI, I,20)

Ke(5,5)=0

Kc(5,6)= ((240GST | T,(3-480ElzT, kyy!*-36 GST|(6-36 GST,(6+ 60 Elzkyy!’+5GS(°-1440GSTI, T,
00,2+ 2880 Elz T kyy(2(,2+ 120 GST, [#(,2+ 360 GST, (4,2 - 360 Elz kyy {°{,%- 30 GS(7{,2- 2880 GS T,
r,03+240GST 33+ 720GST,[3(,3- 720 Elzkyy [*(,;3- 20 GS(6[,3- 480 GST | [2[,*+ 720 GS T, (2 [,* +
120 GS(4(,5) pAy)/(5760 GST , T, ()

Ke(5,7)=0

Kc(5,8)= (480 Elz | kyy(?+36 GST, {*- 60 Elzkyy[°-5GSI[”- 2880 Elz I, kyy(,2- 120 GS T, [?(,% + 360 Elz
kyy (30,2 +30GS(®(,2- 240 GST ; ({3 + 720 Elz kyy [2[;3 + 20 GS{*{;3 + 480 GS T ; [;* - 120 GS(?{,5)
PAY)/(2880 GST , T,)

Kc(5,9)=0

Kc(5,10)= (-480 GST | ', {? q pAy - 480 Elz T, kyy (3 q pAy - 36 GST, [5 q pAy + 60 GST, [° q pAy + 60 Elz kyy
(6qpAy +5GS(8qpAy + 2880 GST, I',(,2q pAy + 2880 Elz | kyy (% q pAy + 120 GST, (3,2 q pAy -
360 GST, 30,2 q pAy - 360 Elz kyy [4{,2 q pAy - 30 GSI6[,? q pAy + 240 GST, [?(,3q pAy - 720 GST, (?(,3
q pAy - 720 Elzkyy (30,3 q pAy - 20 GS{5(;3 q pAy - 480 GST ; L(,* q pAy + 120 GS(3(,5 q pAy + 480 GST,
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M,02ply-60GST, " ply-2880GST, I',[,2ply +360 GST,(3(,2ply + 720 GST ,(2(,3 ply)/(2880 GST, T,
D

Kc(5,11)=0

Kc(5,12)= ((-240 GST I, {3- 480 Elz T kyy(*- 36 GST; {6+ 36 GST, (6 + 60 Elzkyy {” + 5 GS[® + 1440 GST
o002 +2880 Elz I, kyy(?[,2+ 120 GST, [*(,%- 360 GST ,(*(, - 360 Elz kyy (5[, - 30 GS(" [, + 2880 GS
MM, 3+240GST (3(3-720GST, 3 3- 720 Elzkyy [*{;3- 20 GS(®{,3- 480 GS I ([} - 720GST,?
[,%+ 120 GS{4(,5) pAy)/(5760 GST, I, )

Kc(6,6)= 0

Kc(6,7)= (-60 GST, (3 + 80 Elzkyy (*+ 7 GSI6- 240 GST,(?(, + 240 Elz kyy (3[, + 20 GS[5[, - 360 GS T, {{;? +
240 Elzkyy [?[,% + 10 GS[*#(,%- 240 GST , ;3 - 20 GS[3{,3 - 40 GS{?(,*)/(480 GST , {)

Kc(6,8)= ((-960 Elz I, kyy (2 - 108 GST ,[*- 60 Elz kyy [° - 5 GSI” + 5760 Elz I, kyy ;2 + 600 GS T, (2{,2 + 360
Elzkyy(3(,2+ 30 GS(®(,2+ 1200 GS T, [[,3 + 720 Elz kyy [?(,3 + 20 GS(#(,3 - 240 GST, (,*- 120 GS (2,
PAZ)/(5760 GST ,?)

Kc(6,9)= (36 GST ,(*- 60 Elzkyy [°- 5 GS(” - 360 GS T, (?(,2 + 360 Elz kyy (3,2 + 30 GS{®(,2- 720 GS T, [ {,3
+ 720 Elzkyy (2(,3 + 20 GS{4[,3- 720 GS T, [,* - 120 GS{?{,5) pAy)/(2880 GST, I',)

Kc(6,10)= (36 GST, {5 p pAy - 60 Elz kyy (6 p pAy - 5 GS{8 p pAy - 360 GS T, (3(,2 p pAy + 360 Elz kyy (4,2 p
PAy + 30 GS[8(,2 p pAy - 720 GST ,[2(,3 p pAy + 720 Elz kyy (3(,3 p pAy + 20 GS[®[,3 p pAy - 720 GST , !
l*ppAy - 120 GS[3(,5 p pAy + 480 GST, ', (2 q pAZz + 480 Elz | kyy (3 q pAz + 132 GST, (5 q pAz - 2880
GSI,I,l,2qpAz-2880Elz I, kyyll,>qpAz-840GST,[3(,2qpAz- 1680 GST, ?[,%qpAz-240GST [
l*qpAz-480GST I,(?plyz-60 GST, 5 plyz+2880 GST, I',(,? plyz + 360 GST, [3(,2 plyz + 720 GST
(20,3 plyz)/(2880 GST I, 0)

Kc(6,11)= ((-720GST I, {3+ 960 Elz T, kyy {4+ 84 GST | 6+ 36 GST,(6- 60 Elzkyy (" - 5 GS[®- 2880 GS T ;
r,020, +2880Elz I  kyy(3(, + 240 GST | [°], - 4320GST | I,((,%+ 2880 Elz ' kyy (%[, + 120 GST | [*{,2-
360 GST, (4,2 + 360 Elzkyy (5[, + 30 GS{{,2- 2880 GS T, I',(,;3- 240 GST (3(;3- 720 GST, (3{;3 + 720
Elzkyy(4(,3+20GS(®(,3- 480 GST | (?[,#- 720 GST, ([, - 120 GS{*(,5) pAy)/(5760 GS T, I', ()

Kc(6,12)= (40 GST (2 - 20 Elzkyy {3+ GS[® + 120 GST, [ {; - 120 Elz kyy {?(, - 10 GS[*(, + 120 GST,{,? - 240
Elzkyy((,%2- 40 GS[3(,2- 60 GS(?(,3 - 20 GS!(,*) pAZ)/(240 GST ,)

Kc(7,7)=0

Kc(7,8)= (B0 Elz kyy (2 + 7 GS[* + 240 Elz kyy [, + 20 GS(3(, + 240 Elz kyy {,? + 10 GS{?{,2- 20 GS[(,3- 40 GS
[,%/(240GST )

Kc(7,9)= 0

Kc(7,10)= (-80 GST (2 q- 80 Elzkyy (3 q- 7 GS[5q- 240 GST , ([, q- 240 Elzkyy (?{, g - 20 GS{*(, q - 240 GS
r,0,2q-240Elzkyy((,?q-10GS[3(,2q+20GS[?[,3q+40GS((,*q+80 GST, (2 pAy + 240 GST, ([,
PAY + 240 GST, (2 pAy)/(240 GST ()

Kc(7,11)= 0

Kc(7,12)=(-60 GST,(3- 80 Elzkyy [* - 7 GS{6 - 240 GST ,[2{, - 240 Elz kyy (3, - 20 GS(®(, - 360 GS T, { [, -
240 Elzkyy (20, - 10 GS{4{;2 - 240 GST, ;3 + 20 GS(3(;3 + 40 GS(?{,4)/(480 GS T, ()

Kc(8,8)=0

Kc(8,9)= (l (12Elzkyy 3+ GSI[®- 72 Elzkyy ([,?- 6 GS[3(,? - 144 Elzkyy [, - 4 GS{?[,3 + 24 GS[,%) pAy)/(288
GSI, Iy
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Kc(8,10)= (24 Elz I, kyy[*p pAy + 2GS, (8 p pAy - 144 Elz T, kyy[?[,? p pAy - 12 GST ,(*{,2 p pAy - 288 Elz
r,kyyll,®ppAy-8GST, 33 ppAy +48GST, [l 5ppAy-12GST, I,3qpAz+12EIzT, kyy!*q pAz
+GST,6qpAz+T72GST, I,l1,2qpAz-72ElzT kyy(?{,>qpAz- 6 GST,[*{,2qpAz+144GST T,[;3
qpAz-144EIzT  kyyll,2qpAz-4GST [3(3qpAz+24GST,[l,5qpAz+12GST, I,3plyz-72GST,
M,ll2plyz-144GST, T, (3 plyz)/(576 GST, I',?)

Kc(8,11)= ((-960 Elz | kyy(?- 84 GST, [*+ 60 Elzkyy (> + 5 GSI[’ - 2880 Elz I, kyy ([, - 240 GST , [3{, - 2880
Elzl kyy(,?- 120 GST, {2(,2- 360 Elz kyy [3(,2- 30 GS{>{,2 + 240 GST, [{,3 - 720 Elz kyy {?(,3 - 20 GS(*
[,3+480GST, [,*+ 120 GS{?(,5) pAy)/(2880 GS T, I',)

Kc(8,12)= (1920 Elz I, kyy > + 132 GST, {4+ 60 Elzkyy (5 + 5 GS{” + 5760 Elz T , kyy {{; + 480 GS T, {3(, +
5760 Elz I, kyy[,?+ 600 GST,(?(, - 360 Elz kyy (3[,2- 30 GS[°(,? + 240 GS T, [ {,3 - 720 Elz kyy [?{,3- 20
GS(#1,3- 240 GST ,[,*+ 120 GS{?{,5) pA2)/(5760 GST ,2)}

Kc(9,9)=0

Kc(9,10)= (12 GST, (3 q pAy + 12 Elz kyy [* q pAy + GS{® q pAy - 72 GST ,[(,2 q pAy - 72 Elzkyy ?[,2 q pAy -
6 GS{4(,2 q pAy - 144 GST,(,3q pAy - 144 Elzkyy ({3 q pAy - 4 GS[3(,3 q pAy + 24 GS[(,° q pAy - 12GS
r,3ply+72GST,ll,2ply +144GST, (3 ply)/(288 GST, I',)

Kc(9,11)= 0

Kc(9,12)= (36 GST ,(*+ 60 Elz kyy [° + 5 GSI” - 360 GS T, (?(,2 - 360 Elz kyy (3(,2- 30 GS(5(,2- 720 GS T, ({3
- 720 Elzkyy (2(,3- 20 GS{4{;3- 720 GS T, [,* + 120 GS(?(,5) pAy)/(2880 GST; I',)

Kc(10,10)= 0

Kc(10,11)= (960 GS T, I, {2 q pAy + 960 Elz I kyy (3 q pAy + 84 GST , {5 q pAy - 60 GST, (> q pAy - 60 Elz kyy
8qpAy-5GSIBqpAy +2880 GST, I, [l q pAy + 2880 Elz | kyy[?[; q pAy + 240 GST , [*{, q pAy +
2880 GST; I',(2qpAy + 2880 Elz | kyy ([, qpAy + 120 GST, {3(,% q pAy + 360 GS T, 3(,2 q pAy + 360
Elzkyy(4(,2qpAy + 30 GSI8(,2 q pAy - 240 GST, [?(,3q pAy + 720 GST, [?(,;3q pAy + 720 Elzkyy (3[,3 q
PAy +20 GSI5(,3 qpAy - 480 GST [ {,* g pAy - 120 GS[3[,5q pAy - 960 GST | ', (2 ply + 60 GS T, (3 ply -
2880GS T, I,ll, ply-2880GST, I,[2ply-360GST,(3(,%ply-720 GST,(?(,3 ply)/(2880 GST, I', ()

Kc(10,12)= (36 GST,(° p pAy + 60 Elz kyy (® p pAy + 5 GS{8 p pAy - 360 GST , (3(,2 p pAy - 360 Elz kyy (*{,2 p
PAY - 30 GSI81,2 p pAy - 720 GST , (2,3 p pAy - 720 Elz kyy (3(,3 p pAy - 20 GS{>(,2 p pAy - 720 GST , [ [,
p pAy + 120 GS[3(,5 p pAy - 960 GST, ', (> q pAz- 960 Elz I, kyy (3 q pAz - 108 GST , [5 q pAz - 2880 GS
riT,0l qpAz-2880Elz T kyy(?l, qpAz-240GST,(*l, qpAz-2880GSTI, I,{,>qpAz-2880ElzT,
kyy({,2qpAz-120GST,(3(,2qpAz+240 GST 2,3 qpAz-240GST, Ll;*qpAz+960 GST, I, (2 plyz +
60 GST, (°plyz+2880GST | I',{{; plyz+2880GST, I',(,2plyz-360GSI,[3(,?plyz- 720 GST, [?{,3
plyz)/(2880 GST, I, ()

Kc(11,11)=0

Kc(11,12)= ((-720GST, I, (3- 960 Elz I, kyy (-84 GST, {6+ 36 GST, {6+ 60 Elzkyy(” +5GS[®- 2880 GST
M,020, - 2880 Elz I kyy (3l - 240 GST, (5[, - 4320 GS T, I',{(,?- 2880 Elz ', kyy(?(,2- 120 GST; {4{;? -
360 GST, (4,2 - 360 Elzkyy (5,2 - 30 GS[7(,2- 2880 GST, [ ,{,3+ 240 GS T, [3(,3- 720 GS T, (3(;3- 720
Elzkyy(#(;3- 20 GS{8{;3+ 480 GST, (2[;4- 720 GST ,(2[,* + 120 GS(*(,5) pAy)/(5760 GST , I, ()

Kc(12,12)= 0
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ANNEXE IV
Expression des déformations non linéaires

Nous exprimons ici la partie non linéaire du tenseur des déformations de Green
Lagrange en fonction des inconnues nodales (Cf. 11.1.5.2). Seule la partie diagonale
supérieure de lamatrice est représentée ici compte tenu de la symétrie de €]

€nl,, (LD=1(217)

€nl,, (1L2=( - 2X) yI(4T )

Enl,, (LI=(+2X) Z(4T))

£n|xx(1,4):(-€ +2X) (T qy+T,p2)/(AT T,
£n|xx(1,5):(4 ro+B-22x)z@8r,?
€n|xx(1,6)=(-4 M+03-22x)y/I(8T,17?)

Enl,, (L7)=1/(27)

Enl,., (LO=( +2X) y/(8T ;)

Enl,, (LO=(-2x) Z(4T )

£n|xx(1,10):(€ -2X) (T, qy+T,p2/(4T,T,0)
Enly, (LID=(-4T + (3-2Px)z(8T,[?
£n|xx(1,12)=(4 ry+3-202x)yi(8T, 7

Enl,, (22)=(4 Elz?ky,? +4ElZGSkyy{x- 4ElzGSkyyx?+GS?[2x2- 2GS?[x3 + G x* + GS?[2y2 - GS?{ x

y2+ 4GS X2 y?)/(8 GS* T 2)
£n|xx(2,3)=-(-€ +2X)2y 2)/(8 T,)

sn|xx(2,4):-(E|22 kyy? Q)/(2 GS?T,2) - Elz kyy /(2 GST,{) - qx/(4T) - Elzkyy [ qx/(2GST,?) + Elzkyy q
X2(2GSTA) +qx(4T,0) -2 gxA@ T2 +lax3(4r,2) -ax¥(8T2) -2 qy(8T 2+l qxy(2T,2)
ax?y2(2T2) +Elzkyy Z(2GST,{) +x ZI(4T,) - X2 24T, ) -Ppyz(8T, ) +Ipxyz(2T,T,)-p

x2Z(2T,Ty)
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€n|xx(2,5)=(-€ +2X) (-4T,-B+22x)yz/(16T, 1)

€n|XX(2,6):EIz kyy/(2 GST,) + Elz2 k)2 l/(4 GS* T ,2) - Elz kyy x/(2 GST /) +{ x/(4T,) + Elz kyy {2 x/(4 GST ,?)
-x2(2T,) - Elzkyy [x%/(8 GST ,2) - Elzkyy [ x2/(8 GST, ) + {3 x%(16 T ,2) + x3/(4 T, {) - (2 x3/(16 T ,2)
X316 T, ) +IxH(A6 T, ) - y2(AT ) +(3y2(16 T ,2) +x y2(2 T, [) - 2 x y2(4 T ,2) + [ x2 y2/(4T ,2)

gnlxx(zj):(-e +2X) y/(4T,10)

Enl, (28)=(-8 Elz? kyy? - 8 EIz GSkyy [ x + 8 Elz GSkyy x?- 2GS [2x2 + 4 GS? [ x3 - 2 GS? x4 - GS?[2y2 + 4
GS?Ixy?- 4GS x?y?)/(16 GS? T ,2)

£n|xx(2,9)=(-€ +2x)2yz/(8 T,)

€n|XX(2,10):EI22 kyy? 0/(2 GST ,2) + Elzkyy g/(2 GST,[) + qx/(4T,) + Elzkyy ! qx/(2 GST ,?) - Elz kyy qx%(2
GST ) -qx(AT, ) +12ax2(8T,2) -Lax3Aar,2) +ax¥@r2)+Paqyd@r)-laxy42r,2)+q
X2y2(2T 2) - Elzkyy Z/(2GST ) -x /(4T ) + X2 ZI(4T,[) +Ppy z/(8T T, -l pxyz/(2T T,) + px?

yz(@2r,r,)
€n|xx(2,11)=(-€ +2X) (4T, -13+2[2x) yz/(16 T, T,)

Enl,, (212)=(4 Elz?ky?(? +8EIZGST, kyy x + 4 EIz GSkyy [3x + 4GS T, [ x? - 4 Elz GSkyy [? x? + GS? {4 x2 -
4GS ,x3-2GPBx3+ G x4+ 4GS, y? + GS?[*y? - 8GSP I, x y? - 4 GS? (3 x y? + 4 GS? [
X2 y?)/(16 GS? T )

en|xx(3,3)=(4 Elz2k,2 +4Ely GSkzz|x - 4Ely GSkzz x2 + GS? {2 x2 - 2 GS? [ x3 + GS? x* + GS2[2 72 - 4 GS?{ x

2+ 4GS X2 228 GST ?)

£n|XX(3,4)=EI22 k2 pl(2 GS? T2 - Ely kzz p/(2 GST () - px/(4 T) + Ely kzz! p x/(2 GST ,?) - Ely kzz p x?/(2
GST A +px2@Ar )+P2px@r,?-lpx34r,®+px¥(8r,2+Elykzy/(2GSTl)+xy/l(4r) -
X2yl(4T ) +2qyz@r r)-laxyzrry)+ax?yz(2r,ry)+P2pz4@8r?-lpxz4@2r?+

px222(2T 2

€n|xx(3,5)=(8 Ely GST, kzz{- 4 Elz?k,,2[?- 8 Ely GST kzzx + 4GS? '} [2x - 4 Ely GSkzz[3x - 8 GS* I} [ x?
+4ElyGSkzz[2x?- G4 x2 + 4GS x3+ 2GS [3x3- G2 (2 x*- 4 GS? T, [ 22- GS* (4 22 + 8 GS?
Fix22+4GS[3x 22- 4 GS? {2 x2 72)/(16 GS? T2 ()

Snlxx(3’6)=(€ -2X) (4T,-P+22x)y z/(16 T, T, 1)
Enly, (37)=(-2X) /(4T 1)

Enly (BE=(L+ 27y 26T, 1)
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Enl,, (3:9)=(-4 Elz2k,2- 4Ely GSkzz{x + 4 Ely GSkzz X2 - GS? (2 x2 + 2 GS2[ x3 - GS? x*-GS2[2 22 + 4 GS2 | x
72-4GS?x2 29)/(8 GS? T ,?)
€n|XX(3,10):-(EI22 ky,? P)I(2 GS? T2 + Ely kzz pl(2 GS T [) + px/(4 T;) - Ely kzz [ p x/(2 GST ,?) + Ely kzz p

X2(2GST 2 -pxA(AT,l)-Ppx2@T 2 +lpx34r,?)-px¥(8T? -Elykzzy/(2GST,{) - x yl(4
r)+x2ylar)-Payz@riry)+laxyz@ryry)-ax2yzi(2r,r,)-2pz2(@r? +ipxz@

rA-px2z2(2T,?)

Enl, (311)=(-4 Elz2k,?{?+8Ely GST  kzzx - 4 Ely GSkzz[3x + 4 GS? I [ x? + 4 Ely GSkzz [? x? - GS? [# x? -
4GS x3+2GS?Bx3 -G P x4 +4GST [ 22- G4 22-8GSP T x 22+ 4GP x72- 4GS
[2x2 72)/(16 GS? T ;1)

€1, (B12)=(1 +2%) (4T, + - 212X) y Z(16 T, T, )
£n|XX(4,4)=E|22 k2p% (2GS?T 2 +p?(21?) - Ely kzz p?(GST, f) + ElIZ% kyy? 0%(2 GS? T )2) +

0?/(2(?) + Elzkyy 0?/(GST,{) - P> X/(2T}) + Ely kzz [ p? /(2 GST 2 + q? x/(2 ) + Elz kyy [ ¢? x/(2 GST ,?) -
Ely kzz pP? x%(2 GST ?) + p?x2(2 T, [) + {2 p? x2(8 T ,2) - Elz kyy o? x?/(2 GST ,2) - q? x2/(2 T, [) +

Pa?x2BT,2)-lp>x34T 2 -l g?x3ATr,2) +p>x4(8T,2) +

P xHBT2) -pyll2+Elykzzpy/(GST ) +pxyl(2T,) - px2yl(2T ) +y2(2) +2 o2 y(8T,2) - [ o2 x y2(2
A+ x2y%@2r,2) -qzl?-Elzkyy qzZ(GST,{) - qx Z/(2T ) + qx2 22T, ) +PPpqyz/(4r ) -l
Paxyzi(F T +pax?yzi(T T,)+2z%(2[2) +Pp?22(8T 2 - [ p?x 22/(2T ;2 + p? x2 Z2/(2 T ?)

£n|xx(4,5):3 Ely kzz p/(4 GST ) - pl(21) - E1Z2 k20 pl/(4 GS? T2 + px/(2?) - Ely kzz px/(2 GST {) + 3 p x/(8
r)-ElykzzPpx/(4GST2)-5px(8T,) +Elykzzlpx?(4 GST,?) -3 px2(16 T2 +px3(4T () +
Ppx3@Br2-lpx¥(16T,2) -Elykzzy/(4 GST ) +y/(2[) - x y/(2[?) -Ix y/(8T ) +x2yl(8T ) - qy z/(4
r)-Bayz(16r ry)+axyz@ry)+2axyz@r,r)-lax?yz(@4r,ry)-pz4r,) -=2pz2(16
rA+pxz2@rl)+Ppxz44r?-lpx2224r?

€n|xx(4,6):-3 Elzkyy 9/(4 GST,) - 0/(21) - EIz2 k2 [ 0/(4 GS? T ,2) + qx/(2[?) + Elzkyy q X/(2 GS T, () - 3[ g
XI(8T,) - Elzkyy > qx/(4 GST,2) +qx%(8T,) +qx?(2T,) +Elzkyy [ qx%(8GST,?) +Elzkyylq
X2(8GST,T,)-Bax(16T,2) - qx3(4T,0) +{2qx3(16T,2) +gx3(16 T, T,) -l qx¥(16 T,T,) +

ay(ar,)-Bay(16T,2) - qxy2(2 T, +2qxy?(4T,2) -Lax?y(4T,2) + Elzkyy Z/(4 GST ) +

220 -x22P) +Ix2(B8T,)-x22@BT,) +pyz(4T ) -Bpyz(16T,T)-pxyz@2r ) +Ppxyz(@4r,ry)-i

px2yzI(4T T ,)

£n|xx(4,7)=(€ -2x) (ML qy+T,p2)/(4T,T,0)
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€n|XX(4,8)=EI22 ky? 0/(2 GS?T,?) + Elz kyy 0/(2 GST,{) + g x/(4T,) + Elzkyy [ qx/(2 GST,?) - Elz kyy q x%(2
GST,2) -qxi(@Ar, ) +2axi@rA) -laxdar) +ax¥Er2) +2qy16r,2) -laxyd4r,2) +
X2Y2(4T,2) - Elzkyy Z/(2 GST ) - X Z/(4T ) + X2 (AT, () + Ppy ZI(16 T, T,) -l pxy Z(4T,T,) +p

X2y zI(4T T,)

sn|xx(4,9):-(E|22 k2 p)I(2 GS? T,?) + Ely kzz p/(2 GS T [) + pXx/(4T,) - Ely kzz [ p x/(2 GS T ;?) + Ely kzz p
X2(2GST 2 -pxA(AT,l)-Ppx2@T 2 +lpx3(4r,?-px¥8T? -Elykzzy/(2GST,{) - x yl(4
r)+x2ylar)-Payz@riry)y+laxyz@ryry)-ax2yz(2r,r,)-2pz2(@r? +ipxzi@

rA-px2z2(2T,?)
€n|XX(4,10)=-(EI22 kz? pP2)I(2 GS?T,?) - p%(2(?) + Ely kzz p%/(GST , [) - E1Z? kyy? q?/(2 GS? T 2) -

0?27 - Elzkyy ?/(GS T, {) + p?> X/(2 T ;) - Ely kzz{ p? /(2 GST ;) - o2 /(2T ) - Elz kyy [ 0? X/(2 GS T ,2) +
Ely kzz pP? x%(2GST ) - p?x2(2 T, ) - 2 p? x2/(8 T ) + Elz kyy o? x%/(2 GST ,2) + q? x2/(2 T, [) -

Pa?xBT2) +Ip?x3A4T 2+l a?x3(A4T2) - p?xH(@BT 2 - ?x¥(8T,2) +pyll?- Ely kzz p y/(GST [) - px
yIRT)+px2yl(2T 0)-y2(2[2) -2 ?yd(8T 2) +{ a? x y2(2T,2) - a2 x2y2(2T ,2) + q zll? + Elzkyy q
Z(GST,)+axz@2T)-qx2z@2T,0)-Ppayz(@dr,Ty)y+ipaxyz(T,I,)-pax?yz(F I, -
222 - PP 28T A+l p?x22(2T ) - p?x2 22T ,?)

£n|XX(4,11):EIy kzz pl/(4 GST,) - EIZ2 k.2 [ pl(4 GS? T2 - px/(2(?) + Ely kzz px/(2 GS T [) + [ p x/(8 T ) -Ely
kzz[2px/(4GST 2 +px2(8T,) +Elykzzl px%(4GST,?) - B px2(16 T2 - px3(4 T, ) + 2 px3(8
rA-lpx¥(16T 2 - Ely kzzy/(4GST ) +xyl(2(?) - Ix y/(8T ) +x2y/(8T ) +qy Z/(4T ) -

Bayz(16r ) -axyzZ@ry)+Paxyz(@r,r)-lax?yz@r r,)+pz24r)-2pz%(16r,2 px
12T ) +Ppxz2(4T 2 -lpx? 24T ?)

€n|XX(4,12):-(EIz kyy a)/(4 GST ) - Elz% kyy? [ /(4 GS? T ,2) - qx/(212) - Elz kyy qx/(2 GST,{) - [ qx/(8T,) - Elz
kyy 2 qx/((4GST,2) - qx2(8T,) + Elzkyy [ qx?(4 GST ) - 3 qx(16 ,2) + qx3/(4 T, ) + {2 qx3(8
A -lax¥(16 T2 -qy?(4r,)-Bayd(16T,2) +axy(2T,0) +PaxyH(4r,2) -lax?y(4T,2) +
Elzkyy Z/(4GST,) +x 2/(2(?) +{xZI(8T,) -x?ZI(8T,) -py Z/(4T,) - Bpy /(16 T, ) +pxy z(2T,
D+Ppxyzi(4T T)-lpxPyz(4T,T,)

£n|xx(5,5):1/2 - Ely kzz /(2 GST ;) + ElZ2 k,,? [2/(8 GS? T',?) + Ely kzz x/(2 GS ;) - X/l - [ x/(4 T ;) + Ely kzz [3
XI(8 GST 2 +x%(2[2) +{x%(2T ) - Ely kzz[? x?/(8 GST ) + (4 x2/(32T ) - x3(4T ) - [3x3(16 T 2) +
Px432T 2 + 222 +{221(4T ) +1422(32T2) - x 22/(2T ;) - (B x 228 T 2) +{2x2 22/(8 T ?)

Enl o BOAT, +2-22%) (4T, +3-22x) y 2327, T, )
Enly, (5 N=2/(2 [2)-1zI(8T ) +x2Z(4T,)

Snlxx(5’8):('€ +2X) (4T +B-202x)y2/(32T, T,1)
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Enl,, (5.9)=(-BEly GST kzz| + 4 EIZ? k;,** + 8 Bly GST  kzzx - 4 GS* [y [P x + 4 Ely GSkzz P x + 8 GS Iy |
X2 - 4Ely GSkzz > x? + G4 x2- 4GS T x3- 2GS B x3+ G P x4+ 4GS [ 22 + G {4 72 - 8
GSPTI;x22- 4GS [3x 22 + 4 GS?{? x2 22)/(16 GS T 2()

€n|xx(5,10)=-3 Ely kzz p/(4 GST ;) + pl(2{) + EIZ? k2 [ pl(4 GS? T ,2) - px/(2[?) + Ely kzz px/(2 GS T [) - 3[ p
X/I(8T ) +Elykzz2px/(4GST 2 +5px2/(8T,) - Elykzz! px2(4 GST ) +{3px2(16 T ) - px3/(4 T,
D-Ppx3BrA+lpxH16T 2 +Elykzzy/(4 GST ) -yi(2l) +xyl(2[2) +[x y/(8T ;) - x2y/(8T ) +q
yZ@Ar,)+Bayz(16T,I,)-axyzZ@T,0)-PaxyzZ@r ry)+lax2yz(@4r,r)+pz4r) +3
pZ2(16T ) -px 22T ) -Ppx 24T A +px222(4T )

€n|XX(5,11)=(-8 Ely GST  kzz 3+ 4 EIZ2 k2 [+ 16 GS? T 2[x - 4 GS? | [*x + 4 Ely GSkzz [> x - 16 GS? I 2 x?
+4GSPT,Bx2-4ElyGSkzzl*x? + G (6 x2- 2GS 5 x3 + GS? (4 x4 - 16 GS? 2 22 + GS? (6 72 - 4
GS? {5 x 22 + 4 G [* x? 22)/(32 GS? T ,2[?)

Enl o (B1D=(AT, +13-22) (4T, + B- 22X y 21327, T, )

€n|xx(6,6):l/2 +Elzkyy [/(2 GST,) + Elz2 k2 [2/(8 GS? T )) - Elz kyy /(2 GST ) - X/l + [2 x/(4 T ,) + Elz kyy [3
XI(8 GST ) +x%(2{2) - [ x2/(4T,) - [ x2/(4T,) - Elzkyy (> x2/(8 GST, ) +#x2/(32T,2) +x3/(4T,) - [3
X3(16 T, Ty) + (2 x4(32T2) +y2(2(2) - [ y2(4 T ) + {4 y2(32T 2 + x y2(2T,) - 3 x yA(8 T ,2) + [2 x2

y2(8 T ,2)

Enl (BD=YI217) -1yl ) +xyI(4T)

£n|XX(6,8):-(EIz kyy)/(2 GST,) - ElZ2 ky? /(4 GS? T ,2) + Elz kyy x/(2 GS T, () - [ X/(4 T,) - Elz kyy (2 x/(4 GS
M2 +Xx2(2T,) + Elzkyy [ x2/(8 GST,?) + Elzkyy | xX/(8 GST, I,) - (3 x%(16 T,2) - x¥(4 T, {) + [
X3(16 T,2) + (2 X316 T, T,) - xH(16 T, ) +y2(8T,) - (By2(32T,2) - X y(4 T, ) + (2 x y2(8T ) -

x2y2(8T ,2)

S“'xx(6’9):('€ +2X) (4T,-B+202X) y 2/(16 T, T,1)
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€n|xx(6,10):3 Elzkyy /(4 GST,) + g/(2) + Elz2 ky,? [ 0f(4 GS? T ,2) - qx/(2(?) - Elzkyy qx/(2 GS T, /) +3(q
X/(8T,) +Elzkyy 2 qx/(4 GST,2) - qx2(8T,) - qx?(2T,) - Elzkyy ! qx%(8 GST,?) - Elzkyy [ q x%/(8
GST,T)+Bax(16T2) +qx3(4T,0) -2 gx3(16T,2) -2 qx3(16 T, ) +{qx¥(16 T, T,) - q y/(4
M) +3aqy2(16T,2) +axy(2T, ) -2 axys(4T,2) +1qx2y2(4T %) - Elzkyy Z/(4 GST ) - ZI(2[) + x
22> -IxZBT)+x22(@BT,)-pyz(4T)+Bpyz(16 T, ) +pxyz(2T, ) -Ppxyz(@4r,ry)+
lpx2yzI(4T,T))

Enl o (BAD=(AT - P +202) (4T,- P+ 22 y 2327, T, )

£n|xx(6,12):EIz kyy l/(4 GST ) + Elz% kyy? (2/(8 GS T ,2) + x/(21) +[2x/(8T ,) + Elzkyy [3x/(8 GST ,2) - x?/(2(?) -
[X2(8T,) - Elz kyy [2 x?/(16 GST ,?) - Elz kyy (> X?/(16 GST, I,) + {4 x%(32T,2) - x3/(8T ) +x3/(8T ) -
Bx3(32T,2) - Bx3(32T,T,) +2x4(3B2T,T,) - y2(22) +{*y%(32T,2) - 3 x y2(8 T2 +[?x2 y%(8

r?2

Enl,, (77)=1(217)

Enl,., (78)=(- 2%) y/(8T )

€nl,, (TO=(1+2x) (4T )

£n|xx(7,10)=(-€ +2X) (T qy+T,p2)/(AT T,
Enl,, (7122 2)-1zI(8T)) +x2Z(4T )

Enl,, (7:12)=-y/(2 (2 -LyI8T,)+xYyl(4T,)

smxx(g,s):(ls Elz?ky,? + 16 EIZGSkyy [ x - 16 EIz GSkyy x2 + 4 GS?[2x2 - 8 GS? [ x3 + 4 GS? x* + GS2[2y2 - 4
GS?Ixy? +4 GS? X2 y?)/(32 GS* T ,2)

£n|xx(8,9)=-(-€ +2X)2y Z/(16 T, )

£n|XX(8,10):-(EI22 kyy? Q)/(2 GS?T,2) - Elz kyy /(2 GST,[) - qx/(4T) - Elzkyy [ g x/(2 GST,?) + Elz kyy q
X2(2GST2) +qx(4T,0)-Paxi@6r2) +lqx34r,2)-axH@r,2)-2qy4(16T,2) +qxy(4
M2 -ax2y(4T,2) +Elzkyy Z(2GST ) +x Z(4T,) - X2 24T, ) -Ppy /(16 T, T ) +lpxyz/(4T,

T)-px2yz(ar,r,)
Snlxx(S’ll):(e -2X) (4T -B+22x)y 2 (32T, T,0)

€n|XX(8,12)=(-8 Elz?ky2(2- 16 EIZGST , kyy X - 8 EIz GSkyy [3x - 8 GS? I, [ x2 + 8 Elz GS kyy [? x? - 2 GS? [*
X2+8GST,x3+4GSBx3-2GS2x4-4GS?T,{y?- G 4y? +8GS? T, xy? +4GS? (3 xy?- 4
GS? 12 x2y?)/(32 GS? T 2 )
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en|xx(9,9)=(4 Elz2k,2 + 4 Ely GSkzz|x - 4 Ely GSkzz x2 + GS? 2 x2 - 2 GS? [ x3 + GS? x* + GS2[2 72 - 4 GS?{ x

2+ 4GS X2 298 GST ?)

€n|XX(9,10):EI22 ky,? pl(2 GS? T ,?) - Ely kzz pl(2 GST | [) - px/(4 T;) + Ely kzz [ p x/(2 GST,?) - Ely kzz p x?/(2
GST A +px2@Ar )+Ppx@r,?-lpx34r,®+px¥(8r,?+Elykzy/(2GSTl)+xy/l(4r) -
X2yl(4T ) +2qyz@r r)-laxyzrry)+ax?yz(2r,r)+P2pz4@8r?-lpxz4@2r?+

px222(2T 2

€nl. (911)=(4 EIZ?Kk,,?[? - 8Ely GST ; kzzx + 4 Ely GSkzz {3 x - 4 GS? | [ X2 - 4 Ely GSkzz[? x? + GS? [* x? +
XX
4GS x3-2GRx3+ G x4- 4GS T[22+ G422 +8GSP I x 22 - 4GP 3 x 22 + 4 GS? [
x2 22)/(16 GS? T ;21)

€n|xx(9,12)=(-€ +2x) (4T~ B+2[2x)yz(16 riryh

sn|xx(1o,10)=E|22 kz? P?(2 GS?T,2) + p(21?) - Ely kzz p/(GS T, {) + Elz? kyy? g%(2 GS T ,2) + g%/(2[?) + Elz
kyy 0?/(GST ,{) - p?x/(2T ;) + Ely kzz{ p? x/(2 GST ?) + ¢ x/(2T,) + Elzkyy | ¢? X/(2 GST ,?) - Ely kzz
P2 x2(2GST 2 +p?x2(2T ) + 2 p? x2(8 T2 - Elz kyy 2 x4(2 GST ) - q? x2/(2 T, [) + 2 ¢? x?/(8
A -0p?x3Aar 2 -l x3A4r,2)+p?xH@B T2 +2x¥@BT,2)-pyl?+Elykzzpy/(GST{)+px
YIRT)-px2yl2T ) +y2(202) + 2 q?y2(8T,2) -l a?x y2(2T 2) + g2 x2y2(2 T ,2) - q 22 - Elzkyy q
Z(GST,0)-qxz2Ty)+qx2 @2, +Ppqyzi(dT T)-lpaxyz(T, ) +pax?yz(,I,)+
2202 +2p? 28T 2 - L p?x 22(2 T 2 + p? x2 22I(2 T ?)

Enl,, (10.11)=-(Ely kzz p)/(4 GST ) + ElZ2k,,? [ pl(4 GS?T,?) + px/(2[?) - Ely kzz px/(2GST ) - px/(8T ) +
Ely kzz (2 px/(4 GST,?) - px3(8T ) - Ely kzz{ px2(4 GST A + B px(16 T2 + px3(4r ) -p
x3(8T,2) +{pxH(16T,2) + Ely kzzy/((4 GST,) - xy/(2[?) +{x y/(8T ) - X2 y/(8T ) -qy Z(4T ) +{3q
yZ(16T T)+axyz@r,l)-Paxyz@r,r)+lax2yz(@4r ry)-pz24r,) +Bpz2(16r 2 +p
x 2221 ) -Ppxz2(A4r ) +ipx222(4T?)

£n|XX(10,12)=EIz kyy 9/(4 GST,) + Elz? k2 [ /(4 GS? T ,2) + qx/(2[3) + Elzkyy qx/(2 GST,[) + qx/(8T ) +
Elzkyy (2 qx/(4 GST,2) +qx2(8T,) - Elzkyy ! qx%(4GST,2) + B qx(16 ) - qx3(4T,l)-q
X3(BT 2 +{ax¥(16 T2 +qy(4T,) +Bqy(16 T,2) - ax y4(2 T, -2 ax y(4T,2) + L qx? y2(4
M2 -Elzkyy ZI(4GST,) -x Z/(2[%) - [ x Z(8T ) +x2 /(8T ,) +pyZ(4T) +Bpyz(16T,T,)-pxy
22T ) -Ppxyz(ar T)+lpxPyz(4T,T,)

sn|xx(11,11)=E|22 ky,? (2 (8 GS?T}?) - Ely kzz x/(2 GST ) + Ely kzz 3 x/(8 GST ;2) + x%/(2{?) - [ x2/(4 T ) - Ely
kzz {2 x%(8 GST,2) +{4x2(32 T 2) +x3(4T ) - 3x3(16 T 2) + 2 x4(32 T2 + 22212 - L 22/(4 T ) + [
2327 2 +x22(2T ) -Bx 22(8T 2 +{2x2 22(8T 2

€nl,, (1112=(4 T, -B+202) (4T, - P+ 22Xy 2327, T, )
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sn|xx(12,12)=E|22 kyy? 21(8 GS? T ,2) + Elz kyy x/(2 GST ) + Elzkyy (3 x/(8 GST ) + x%(2[%) + [ x%(4T,) - Elz
kyy (2 x2/(8 GST,2) +[4x2/(32 T ,2) - X3/(4 T ) - B x3(16 T ,2) + (2 x4(32 T ,2) + y2(2 2 + [ y2(4 T ) + {4
y2(32T ) -xy2(2T ) - Bx y2(8T 2) +[2x?y?/(8T ,?)
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ANNEXE V
Matrice deraideur géométrique K Gx (Cf. paragraphe 11.1.5)

Nous exprimons ci dessous, la matrice de raideur géométrique (seuls les termes
diagonaux supérieurs sont représentés, nous tenons compte des termes identiques).

KG(1,1,1)=-<ES>/(2 {?)
KG(1,1,2)=0
KG(1,1,3)=0
KG(1,1,4)=0
KG(1,1,5)=0
KG(1,1,6)=0
KG(1,1,7)=<ES>/(2 {?)
KG(1,1,8)=0
KG(1,1,9)=0
KG(1,1,10)=0
KG(1,1,11)=0
KG(1,1,12)=0
KG(1,2,2)=-(120 <Elz>? <ES> kyy*+10 <Elz> <GS>* {?+20 <Elz> <ES> <GS> kyy [>+<ES> <GS>?[)/(240 <GS>* T ,2)
KG(1,2,3)=0

KG(1,2,4)=(120 <Elz> <ES> <GS> I, kyy+120 <Elz>? <ES> kyy? [+10 <ES> <GS>? I', [?+10 <Elz> <GS>? [3+20 <Elz>

<ES> <GS> kyy [3+<ES> <GS>* [%) /(240 <GS>* T ,2 )

KG(1,2,5)=0

KG(1,2,6)=-(120 <Elz> <ES> <GS> I', kyy+120 <Elz>? <ES> kyy? [+10 <ES> <GS>? I, [>+10 <Elz> <GS>? [3+20 <Elz>

<ES> <GS> kyy [3+<ES> <GS>? [%)/(480 <GS> I ,?)
KG(1,2,7)=-KG(1,2,1)
KG(1,2,8)=-KG(1,2,2)
KG(1,2,9)=0

KG(1,2,10)=-KG(1,2,4)
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KG(1,2,11)=0

KG(1,2,12)=-(120 <Elz> <ES> <GS> I', kyy+120 <Elz>? <ES> kyy? [+10 <ES> <GS>? I, (>+10 <Elz> <GS>? [3+20 <Elz>

<ES> <GS> kyy [3+<ES> <GS>? [%)/(480 <GS> I ,?)

KG(1,3,3)=-(120 <Elz>? <ES> kzz*+10 <Ely> <GS>? [2+20 <Ely> <ES> <GS> kzz[>+<ES> <GS>?[)/(240 <GS>* T ,?)

KG(1,3,4)=(120 <Ely> <ES> <GS> I; kzz-120 <Elz>? <ES> kzZ* [+10 <ES> <GS>? I, [?-10 <Ely> <GS>? [3-20 <Ely>

<ES> <GS> kzz[B-<ES> <GS>? [5) p/(240 <GS>? r12 h

KG(1,3,5)=(-120 <Ely> <ES> <GS> I' | kzz+120 <Elz>? <ES> kz2? [-10 <ES> <GS>? I, [?+10 <Ely> <GS>? {3+20 <Ely>

<ES> <GS> kzz [P+<ES> <GS>* [%)/(480 <GS>* T ;2
KG(1,3,6)=0
KG(1,3,7)=0
KG(1,3,8)=0
KG(1,3,9)=-KG(1,3,3)
KG(1,3,10)=-KG(1,3,4)

KG(1,3,11)=(-120 <Ely> <ES> <GS> I, kzz+120 <Elz>? <ES> kzz? [-10 <ES> <GS>? I'; [?+10 <Ely> <GS>? (3+20 <Ely>

<ES> <GS> kzz[P+<ES> <GS>? %)/(480 <GS> T )

KG(1,3,12)=0

KG(1,4,4)=-<Ely>/(2 [?)-<Elz>/(2 [?)-<Elz>? <ES> kzz? p¥/(2 <GS>? T ,?)-<ES> /(2 [?)+<Ely> <ES> kzz p?/(<GS> T,
D+<ES> | pA/(12 T ))-<Ely> {2 p?l(24 T 2)-<Ely> <ES> kzz [? p?/(12 <GS> T,2)-<ES> [* p?/(240 T ,2)-<Elz>?
<ES> kyy? q?/(2 <GS>? T ,2)-<ES> ?/(2 [?)-<Elz> <ES> kyy (P/(<GS> T, [)-<ES> [ q¥/(12 T ,)-<Elz> [? ¢?/(24
I ,2)-<Elz> <ES> kyy {2 q7/(12 <GS> I ,2)-<ES> I* q%/(240 T ,?)

KG(1,4,5)=(120 <ES> <GS>? I,%-240 <Ely> <ES> <GS> ', kzz [+120 <Elz>? <ES> kzZ* [?-20 <ES> <GS>? ', (3+10

<Ely> <GS>* [*+20 <Ely> <ES> <GS> kzz [*+<ES> <GS>? ) p/(480 <GS>* T ,2{)

KG(1,4,6)=(120 <ES> <GS>? I',2+240 <Elz> <ES> <GS> I, kyy [+120 <Elz>? <ES> kyy? [>+20 <ES> <GS>? I',, {3+10

<Elz> <GS>? {*+20 <Elz> <ES> <GS> kyy [*+<ES> <GS>2[°) /(480 <GS>2 T ,2 )
KG(1,4,7)=-KG(1,1,4)
KG(1,4,8)=-KG(1,2,4)
KG(1,4,9)=-KG(1,3,4)

KG(1,4,10)=-KG(1,4.4)
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KG(1,4,11)=(120 <ES> <GS>? I ;2-240 <Ely> <ES> <GS> I, kzz [+120 <Elz>? <ES> kzZ? [?-20 <ES> <GS>? I'; (3+10

<Ely> <GS>* [*+20 <Ely> <ES> <GS> kzz [*+<ES> <GS>? ) p/(480 <GS>* T ,2{)

KG(1,4,12)=(120 <ES> <GS>? I ,>+240 <Elz> <ES> <GS> I, kyy [+120 <Elz>? <ES> kyy? [2+20 <ES> <GS>? I, {3+10

<Elz> <GS>? [*+20 <Elz> <ES> <GS> kyy [*+<ES> <GS>? ) /(480 <GS>* I, )

KG(1,5,5)=-<ES>/6-<Ely>/(2 [P)+<Ely> <ES> kzz l/(4 <GS> I |)-<Elz>? <ES> kzZ? [2/(8 <GS>? I ;2)+<ES> (3/(48 T )-

<Ely>[4(96 I ,?)-<Ely> <ES> kzz[*/(48 <GS> I }2)-<ES> [¥/(960 T ;)
KG(L5,6)=0
KG(L5,7)=0
KG(L,5,8)=0
KG(1,5,9)=-KG(1,3,5)
KG(L,5,10)=-K G(1,4,5)

KG(1,5,11)=-<ES>/12+<Ely>/(2 {?)+<Ely> <ES> kzz /(4 <GS> I',)-<Elz>? <ES> kzZ? [2/(8 <GS>? I ) +<ES> {3/(48 T )-

<Ely>[4(96 I ,?)-<Ely> <ES> kzz[*/(48 <GS> I }2)-<ES> [¥/(960 T ;)

KG(1,5,12)=0

KG(1,6,6)=-<ES>/6-<Elz>/(2 [?)-<Elz> <ES> kyy /(4 <GS> I,)-<Elz>? <ES> kyy? [?/(8 <GS>? I ,2)-<ES> (3/(48 T ,)-
<Elz>[*(96 T ,2)-<Elz> <ES> kyy [*/(48 <GS> I ,2)-<ES> [/(960 T ,?)

KG(1,6,7)=0
KG(1,6,8)=-KG(1,2,6)
KG(1,6,9)=0
KG(1,6,10)=-KG(1,4,6)
KG(1,6,11)=0

KG(1,6,12)=-<ES>/12+<Elz>/(2 [?)-<Elz> <ES> kyy /(4 <GS> I",)-<Elz>? <ES> kyy? [?/(8 <GS>? I ,2)-<ES> [3/(48 T ,)-
<Elz>["(96 T ,2)-<Elz> <ES> kyy [*/(48 <GS> T ,2)-<ES> [/(960 T ,?)

KG(1,7,)=-KG(L1,)

KG(1,8)=-KG(12,)
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KG(L9, )=KG(13,)

KG(1,10, )=-KG(1.4,)

KG(11,1,11)=-<ES>/6-<Ely>/(2 [P)+<Ely> <ES> kzz l/(4 <GS> I",)-<Elz>? <ES> kzZ? {?/(8 <GS>? I |2)+<ES> [3/(48 T )-

<Ely>[4(96 I ,?)-<Ely> <ES> kzz[*/(48 <GS> I }2)-<ES> [¥/(960 T ;)

KG(11,1,12)=0

KG(1,12,12)=-<ES>/6-<Elz>/(2 [?)-<Elz> <ES> kyy /(4 <GS> I',)-<Elz>? <ES> kyy? [?/(8 <GS>? I ,)-<ES> [3/(48 T ,)-
<Elz>["(96 T ,2)-<Elz> <ES> kyy [*/(48 <GS> T ,2)-<ES> [/(960 T ,?)

KG(2,1,1)=0
KG(2,1,2)=-(<Elz>(?)/(24 T ,?)
KG(2,1,3)=0
KG(2,1,4)=<Elz>2 gJ(24T 2
KG(2,1,5)=0
KG(2,1,6)=-(<Elz>{)/(48 T ,?)
KG(2,1,7)=0
KG(2,1,8)=-KG(2,1,2)
KG(2,1,9)=0
KG(2,1,10)=-KG(2,1,4)
KG(2,1,11)=0

KG(2,1,12)=-(<Elz>[3)/(48 T ,)

KG(2,2,2)=0
KG(2,2,3)=0
KG(2,2,4)=0

KG(2,2,5)=-(<EBzy>[2)/(24 T ,?)
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KG(2,2,6)=<EBz> [?/(24T ,?)
KG(2,2,7)=-KG(2,12)
KG(2,2,8)=0

KG(2,2,9)=0

KG(2,2,10)=0
KG(2,2,11)=<EBzy> [2/(24 rzz)

KG(2,2,12)=-(<EBz> ?)/(24 T ,2)

KG(2:3,3)=0
KG(2,3,4)=0
KG(2,35)=<EByz>(2(24 T, T,)
KG(2,3,6)=-(<EBzy> /(24T , T,)
KG(23,7)=0

KG(2,3,8)=0

KG(2,3.9)=0

KG(2,3,10)=0
KG(2,311)=-(<EByz>[?)/(24T | T )

KG(2,312)=<EBzy> /(24T T )

KG(2,4,4)=0

KG(2,4,5)=L (-(<Elz> [, [ p)+<EByz> T, L p+<EBzy> T L G)/
(24T,T,9

KG(2,4,6)=-(? (<EBzy> I, p+<EBz> I, G))/(24 T, T,2)
KG(2,4,7)=-KG(2,1,4)

KG(2,4,8)=0

KG(2,4,9)=0

KG(2,4,10)=0

KG(24,10)=L (<Elz> T [ ;-<EByz> T, p-<EBzy>T; LQ)/(24 T, T)9)

KG(2,4,12)={? (<EBzy> I, p+<EBz> T, Q)/(24 T, T ,?)
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KG(2,5,5)=-(<EByz>[3)/(24 T, T',)
KG(2,5,6)=<EBzy> (-I',+I",) (3/(48 T, T ,?)
KG(2,5,7)=0

KG(2,5,8)=-KG(2,2,5)
KG(2,5,9)=-KG(2,35)
KG(2,5,10)=-KG(2,4,5)

KG(2,5,11)=0

KG(2,5,12)=-(<EBzy> (I'+1",) 3)/(48 T, I ,2)

KG(2,6,6)=<EBz>[3(24T ,?)
KG(2,6,7)=-KG(2,1,6)
KG(2,6,8)=--KG(2,2,6)
KG(2,6,9)=-KG(2:3,6)
KG(2,6,10)=-KG(2,4,6)

KG(2,6,11)=<EBzy> (I +T",) (3/(48 T, I',2)

KG(2,6,12)=0

KG(2,7,)=-KG(21,)

KG(2,8,)=-KG(22,)

KG(2,9,)=-KG(23,)

KG(2,10, )=-KG(24,)

KG(2,11,11)=<EByz> {3/(24 rry)

KG(2,11,12)=<EBzy> (I',-T,) /(48 T, T ,2)
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KG(2,12,12)=-(<EBz> [3)/(24 T ,2)

KG(3,1,1)=0
KG(3,1,2)=0
KG(3,1,3)=-(<Ely>)/(24T ;)
KG(3,1,4)=-(<Ely>[2 p)/(24 T 2
KG(3,1,5)=<Ely>[3/(48 T ,?)
KG(3,1,6)=0

KG(3,1,7)=0

KG(3,1,8)=0
KG(3,1,9)=-KG(3,1,3)
KG(3,1,10)=-KG(3,1,4)
KG(3,1,11)=<Ely>{3/(48T ,?)

KG(3,1,12)=0

KG(3,2,.2)=0
KG(3,2,3)=0

KG(3,2,4)=0
KG(3,2,5)=<EByz>(2(24 T, T,)
KG(3,2,6)=-(<EBzy> /(24T , T,)
KG(3,2,7)=0

KG(3,2,8)=0

KG(3,2.9)=0

KG(3,2,10)=0
KG(3,2,11)=-(<EByz>[?)/(24T, T )

KG(3,2,12)=<EBzy> [2/(24 rry)
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KG(3,3,3)=0

KG(3,3,4)=0
KG(3,3,5)=-(<EBy>9)/(24 T ,?)
KG(3,3,6)=<EByz>{?%/(24T ,2)
KG(33,7)=-KG(3,13)
KG(3,3,8)=0

KG(3,3,9)=0

KG(3,3,10)=0
KG(3,3,11)=<EBy> [?/(24 T ,?)

KG(3,3,12)=-(<EByz>{?)/(24T ;2

KG(3,4,4)=0

KG(3,4,5)=-(12 (<EBy> I, p+<EByz> I, ))/(24 T ,2T,)

KG(3,4,6)=L (<Ely> T, [ +<EByz> T, [ p+<EBzy> I, L Q)/(24 T 2T ,)
KG(3,4,7)=-KG(3,1,4)

KG(3,4,8)=0

KG(3,4,9)=0

KG(3,4,10)=0

KG(3,4,11)=17 (<EBy> I, p+<EByz> 1 0)/(24 T ;7 T5)

KG(3,4,12)=-( (<Ely>T, [ ,+<EByz> T, [ p+<EBzy>T, [ Q))/(24 T 2T ,)

KG(3,5,5)=<EBy> /(24T ;2
KG(3,5,6)=<EByz> (I -T",) (3/(48 T ;2 T,)
KG(3,5,7)=-KG(3,1,5)
KG(3,5,8)=-KG(3,2,5)
KG(3,5,9)=-KG(3,35)
KG(3,5,10)=-KG(3,4,5)

KG(3,5,11)=0

KG(3,5,12)=<EByz> (I +1",) (3/(48 T 2T ,)
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KG(3,6,6)=-(<EBzy>3)/(24T | T,)
KG(3,6,7)=0
KG(3,6,8)=-KG(3.2,6)
KG(3,6,9)=-KG(3,36)
KG(3,6,10)=-KG(3.4,6)

KG(3,6,11)=-(<EByz> (" +I",) (3)/(48T 2T )

KG(3,6,12)=0

KG(37,)=-KG@E1,)

KG(3:8,)=-KG(32,)

KG(3,9, )=KG(33,)

KG(3,10, )=-KG(34, )

KG(3,11,11)=-(<EBy> [3)/(24 T ;9

KG(3,11,12)=<EByz> (-I ;+I ) (3/(48 T 2T )

KG(3,12,12)=<EBzy> [3/(24 rry)

KG(4,1,1)=0
KG(4,1,2)=<Elz> /(24T ,%)

KG(4,1,3)=-(<Ely>2 p)/(24 T 2
KG(4,1,4)=-(<Ely>? p?)/(24 T ?)-<Elz> [ (24T )
KG(4,1,5)=<Ely>{3 p/(48T ;)

KG(4,1,6)=<El1z>{® ¢/(48 T ,?)
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KG(4,1,7)=0
KG(4,1,8)=-KG(4,1,2)
KG(4,1,9)=-KG(4,1,3)
KG(4,1,10)=-KG(4,1,4)
KG(4,1,11)=<Ely>{3p/(48 T ,?)

KG(4,1,12)=<Elz>[3 g/(48 T ,?)

KG(4,2,2)=0

KG(4,2,3)=0

KG(4,2,4)=0

KG(4,2,5)=I2 (<EByz> I, p+<EBzy> T, 0)/(24 T, T2
KG(4,2,6)=-(2 (<EBzy> I, p+<EBz> ', G))/(24 T, T',2)
KG(4,2,7)=-KG(4,1,2)

KG(4,2,8)=0

KG(4,2,9)=0

KG(4,2,10)=0

KG(4,2,11)=-( (<EByz> I, p+<EBzy> [, )/(24 T, T2

KG(4,2,12)=l? (<EBzy>T , p+<EBz> T, 0)/(24 T, [ ,?)

KG(4,3,3)=0
KG(4,3,4)=0

KG(4,35)=-(? (<EBy> I, p+<EByz> T, 0))/(24 T, T ,)
KG(4,3,6)=I2 (<EByz> I, p+<EBzy> T, 0)/(24 T 2T )
KG(4,3,7)=-KG(4,1,3)

KG(4,3,8)=0

KG(4,3,9)=0

KG(4,3,10)=0

KG(4,3,11)=I2 (<EBy> I, p+<EByz> [, 0)/(24 T 2T )

KG(4,3,12)=-(? (<EByz> T, p+<EBzy> ", 0))/(24 T T )
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KG(4,4,4)=0

KG(4,45)= (-(<EBy> I 2 pA)+<Elz>T,2 T, -2 <EByz> [y T, L p o-<EBzy> T 2L P)/(24 T 2T 2)

KG(4,4,6)=L (<Ely> T, [ ,2 p+<EByz> I ,2 [ p™+2 <EBzy> T, I, L p q+<EBz> 2L g?)/(24T 2T ,?)

KG(4,4,7)=-KG(4,1,4)
KG(4,4,8)=0
KG(4,4,9)=0

KG(4,4,10)=0

KG(4,4,11)=! (<EBy> |—22£ p-<Elz> |—12 I, q+2 <EByz>T, I, p q+<EBzy> r12€ P24 |'12 |'22)

KG(4:4,12)=-(l (<Ely>T | T, p+<EByz> [ 2L p+2 <EBzy> T, T, L p q+<EBz> T 2L )/(24 T 2T )

KG(4,55)=13 (<EBy> T, p+<EByz> ', Q)/(24T 2T 5)
KG(4,5,6)=(T -T )  (<EByz> T, p+<EBzy>T; 0)/(48 T 2T ,?)
KG(4,5,7)=-KG(4,1,5)

KG(4,5,8)=-KG(4,2,5)

KG(4,5,9)=-KG(4,35)

KG(4,5,10)=-KG(4,4,5)

KG(4,5,11)=0

KG(4,512)=(T +1") I (<EByz> T, p+<EBzy> T, 0)/(48 T 2T ;)

KG(4,6,6)=-(3 (<EBzy> I, p+<EBz> ', 0))/(24 T, T',2)
KG(4,6,7)=-KG(4,1,6)
KG(4,6,8)=-KG(4,2,6)
KG(4,6,9)=-KG(4,3,5)

KG(4,6,10)=-KG(4,4,6)

KG(4,6,11)=-((I ;#T,) {® (<EByz> T, p+<EBzy>T, q))/(48 T 2T ,?)

KG(4,6,12)=0

KG(4,7,)=-KG(4,1,)
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KG(4,8,)=-KG(4,2,)

KG(4,9, )=-KG(4,3,)

KG(4,10, )=-KG(4,4,)

KG(4,11,11)=-( (<EBy> I, p+<EByz> T, ))/(24 T ,°T,)

KG(4,11,12)=(- +T,) (3 (<EByz> I, p+<EBzy> I, 0)/(48 T > T ,2)

KG(4,12,12)=(3 (<EBzy> I, p+<EBz> I, Q)/(24 T, T ,?)

KG(5,1,1)=0

KG(5,1,2)=0

KG(5,1,3)=<Ely>{3/(48T ;%)
KG(5,1,4)=<Ely>{3 p/(48T ,?)
KG(5,1,5)=-<Ely>/(2 [?)-<Ely>{*/(96 T ,?)
KG(5,1,6)=0

KG(5,1,7)=0

KG(5,1,8)=0

KG(5,1,9)=-KG(5,1,3)
KG(5,1,10)=-KG(5,1,4)
KG(5,1,11)=<Ely>/(2 {?)-<Ely> /(96 I ;%)

KG(5,1,12)=0

KG(5,2,2)=-(<EBzy> [2)/(24 T ,?)

KG(5,2,3)=<EByz>[2/(24T | T )

KG(5,2,4)=-(<Ely> <Elz> kyy)/(2 <GS> I, [)-<Ely> /(24 I ,)+<EByz>[? p/(24 T, I ,)+<EBzy>[? g/(24 T ,?)
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KG(5,2,5)=-(<EByz> /(24 T, T,)
KG(5,2,6)=<EBzy> (- ;+T",) [3/(48 T, T ,2)
KG(5,2,7)=0

KG(5,2,8)=-KG(52.2)
KG(5,2,9)=-KG(52.3)
KG(5,2,10)=-KG(5,2,4)

KG(5,2,11)=0

KG(5,2,12)=-(<EBzy> (I'+1",) 3)/(48 T, I ,2)

KG(5,3,3)=-(<EBy> 9)/(24 T ,?)

KG(5,34)=-(? (<EBy> I, p+<EByz> T, 0))/(24 T, T ,)
KG(5,3,5)=<EBy>[3/(24T ;2

KG(5,3,6)=<EByz> (I -T",) (3/(48 T ;2 T,)
KG(5,3,7)=-KG(5,1,3)

KG(5,3,8)=-KG(5.2,3)

KG(5,3,9)=-KG(53,3)

KG(5,3,10)=-KG(5,34)

KG(5,3,11)=0

KG(5,3,12)=<EByz> (T ;+I',) [B/(48 T 2T )

KG(5,4,4)=-<EBy>/(2 [%)-<EBzy>/(2 [?)-<EBy> [? p?/(24 T 2)+<Ely> q/t>+<Ely> <Elz> kyy q/(<GS> ', [)+<Ely> [ q/(12
I,)-<EByz>[? p /(12 T, I',)-<EBzy>[? /(24T ,2)

KG(5,4,5)=13 (<EBy> I, p+<EByz> I, Q)/(24 T ;2T ,)

KG(5,4,6)=-(<Ely> <Elz> kyy)/(4 <GS> I ,)-<Ely>/(4 {)-<Ely> [2/(48 I ))-<Ely> [?/(48 I ,)-<EByz> [3 p/(48 I ,?)+<EByz>
{3 p/(48 T, [ ,)+<EBzy>{3 /(48 T ,2)-<EBzy>{® (48T, ')

KG(5,4,7)=-KG(5,14)
KG(5,4,8)=-KG(5,2,4)
KG(5,4,9)=-KG(5,3.4)

KG(5,4,10)=-KG(5,4,4)
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KG(5,4,11)=0

KG(54,12)=-(<Ely> <Elz> kyy)/(4 <GS> T,)-<Ely>/(4 [)+<Ely> (?/(48 I))-<Ely> {?/(48 I ,)+<EByz> {* p/(48

I ,2)+<EByz>[3 p/(48 T | I ,)+<EBzy> (3 /(48 T ,2)+<EBzy>{3 /(48 T, I',)

KG(5,5,5)=-<EBy>/(2 {?)-<EBy> /(32 T ;?)
KG(5,5,6)=<EByz> (48 T 2T ;-2 | (4T, {9/(96 T 2T, ()
KG(5,5,7)=-KG(5,1,5)

KG(5,5,8)=-KG(5,2,5)

KG(5,5,9)=-KG(5,3,5)

KG(5,5,10)=-KG(5,4,5)

KG(5,5,11)=<EBy>/(2 {?)-<EBy>[*(96 T ,?)

KG(5,5,12)=-(<EByz> (48 T2 T ;+2 T | [+T , {))/(96 T2 T, {?)

KG(5,6,6)=<EBzy> (-48 ', I ,2-I'; (42T, {)/(96 ', T ,2?)
KG(5,6,7)=0

KG(5,6,8)=-KG(5,2,6)

KG(5,6,9)=-KG(5,3,6)

KG(5,6,10)=-KG(5,4,6)

KG(5,6,11)=-<EByz>/(2 {?)+<EByz> [/(96 I ;%)

KG(5,6,12)=<EBzy>/(2[?)-<EBzy> /(96 I ,2)

KG(57,)=-KG(5,1,)

KG(5,8, )=-KG(52,)

KG(5,9, )=KG(53,)

KG(5,10, )=-KG(5,4, )
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KG(5,11,11)=-<EBy>/(2 [?)+<EBy>[%(96 T ,?)

KG(5,11,12)=<EByz>/(2 {?)-<EByz> /(96 I ;2)

KG(5,12,12)=-(<EBzy> (48 T | [ 2+ | (542, [9)/(96 | T ,2[?)

KG(6,1,1)=0
KG(6,1,2)=-(<ElIz>[3)/(48 T ,2)
KG(6,1,3)=0
KG(6,1,4)=<Elz> {3 /(48 T ,?)
KG(6,1,5)=0
KG(6,1,6)=-<Elz>/(2 [3)-<Elz> [*/(96 T ,?)
KG(6,1,7)=0
KG(6,1,8)=-KG(6,1,2)
KG(6,1,9)=0
KG(6,1,10)=-KG(6,1,4)
KG(6,1,11)=0

KG(6,1,12)=<Elz>/(2 {?)-<Elz>*/(96 T ,2)

KG(6,2,2)=<EBz>[?/(24 T ,?)
KG(6,2,3)=-(<EBzy>(d)/(24 T, T,)

KG(6,2,4)=-(? (<EBzy> I, p+<EBz> T, Q))/(24 T ; ' ,?)
KG(6,2,5)=<EBzy> (-I'+I",) (3/(48 T, T ,?)
KG(6,2,6)=<EBz>[3/(24 T ,?)

KG(6,2,7)=-KG(6,1,2)

KG(6,2,8)=--KG(6,2,2)

KG(6,2,9)=-KG(6,2,3)

KG(6,2,10)=-KG(6,2,4)
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KG(6,2,11)=<EBzy> (I +I",) (3/(48 T, I',2)

KG(6,2,12)=0

KG(6,3,3)=<EByz>[2/(24 T ,?)

KG(6,3,4)=<Ely> <Elz> kzzl(2 <GS> I, [)+<Elz> /(24 T )+<EByz> 2 p/(24 I ;)+<EBzy> {2 /(24 T, T,)
KG(6,3,5)=<EByz> (I'-T,) [3/(48 2T ,)

KG(6,3,6)=-(<EBzy>[3)/(24 T, T,)

KG(6,3,7)=0

KG(6,3,8)=-KG(6,2,3)

KG(6,3,9)=-KG(6,3,3)

KG(6,3,10)=-KG(6,3.4)

KG(6,3,11)=-(<EByz> (" +I",) (3)/(48 T 2T )

KG(6,3,12)=0

KG(6,4,4)=<EByz>/(2 [)+<EBz>/(2 [?)-<Elz> pll?+<Ely> <Elz> kzz pl/(<GS> I, {)+<Elz> [ p/(12 T ,)+<EByz> [? p?/(24
I,2)+<EBzy>[? p /(12 T, [ ,)+<EBz> {2 q¥/(24 T ,?)

KG(6,4,5)=-(<Ely> <Elz> kz2)/(4 <GS> T ,)+<Elz>/(4 [)-<Elz> (?/(48 T ,)-<Elz> [/(48 I ,)-<EByz> [3 p/(48 I |?)+<EByz>
{3 p/(48 T, I ,)+<EBzy>{3 /(48 T ,2)-<EBzy>{* (48T, ')

KG(6,4,6)=-( (<EBzy> I, p+<EBz> [, ))/(24 T, T2
KG(6,4,7)=-KG(6,1,4)

KG(6,4,8)=-KG(6:2.4)

KG(6,4,9)=-KG(6:34)

KG(6,4,10)=-KG(6,4,4)

KG(6,4,11)=-(<Ely> <Elz> kzz)/(4 <GS> I,)+<Elz>/(4 [)-<Elz> {?/(48 T ))+<Elz> [?/(48 T ,)-<EByz> [* p/(48 T ;?)-
<EByz>[3 p/(48 T, I,)-<EBzy> {3 /(48 I ,2)-<EBzy>{> (48T T',)

KG(6,4,12)=0

KG(6,5,5)=<EByz> (48 T2 T -2 ) [+T, {)/(96 T2 T, ?)
KG(6,5,6)=<EBzy> (-48 T | I, [+2 T, (9)/(96 T, T2 [?)

KG(6,5,7)=0
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KG(6,5,8)=-KG(6,2,5)

KG(6,5,9)=-KG(6,3,5)

KG(6,5,10)=-KG(6,4,5)
KG(6,5,11)=-<EByz>/(2 {?)+<EByz> [/(96 I %)

KG(6,5,12)=<EBzy>/(2[?)-<EBzy> /(96 I ,2)

KG(6,6,6)=<EBz>/(2{?)+<EBz> /(32T ,2)

KG(6,6,7)=-KG(6,1,6)

K G(6,6,8)=-KG(6,2,6)

K G(6,6,9)=-KG(6,3,6)

K G(6,6,10)=-KG(6,4,6)

KG(6,6,11)=<EBzy> (48 | [ ,2+ | [5+2 T, [9)/(96 I, [ ,2[?)

KG(6,6,12)=-<EBz>/(2 [?)+<EBZz> (96 T ,?)

KG(6,7,)=-KG(6,1,)

KG(6,8, )=-KG(62, )

KG(6,9, )=-KG(6,3,)

KG(6,10, )=-KG(6,4, )

KG(6,11,11)=<EByz> (48 T ;2 ,1+2 [ [+, ()/(96 T2 T, 2)

KG(6,11,12)=-<EBzy>/(2 [?)+<EBzy> /(96 I ,2)

KG(6,12,12)=<EBz>/(2 [?)-<EBz> {*/(96 I ,2)

KG(7,,)=-KG(1,,)
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KG(, ,)=-KG(2,,)

KG(9,,)=KG(@3,,)

KG(10,,)=-KG(4, ,)

KG(11,1,1)=0

KG(11,1,2)=0

KG(11,1,3)=<Ely>{%/(48T ,2)
KG(11,1,4)=<Ely>{3p/(48T ,?)
KG(11,1,5)=<Ely>/(2 {?)-<Ely> /(96 I ;%)
KG(11,1,6)=0

KG(11,1,7)=0

KG(11,1,8)=0

KG(11,1,9)=-KG(11,1,3)
KG(11,1,10)=-KG(11,1,4)
KG(11,1,11)=-<Ely>/(2 {?)-<Ely> /(96 I 2

KG(11,1,12)=0

KG(11,2,2)=<EBzy>?/(24 T ,?)

KG(11,2,3)=-(<EByz> 2)/(24 T, T,)

KG(11,2,4)=<Ely> <Elz> kyy/(2 <GS> ', [) +<Ely> /(24 T ))-<EByz> 2 pl(24 T, I,)-<EBzy> {2 (24 T ,?)
KG(11,2,5)=0

KG(11,2,6)=<EBzy> (T 1+1") (¥/(48 T, T ,?)

KG(11,2,7)=0

KG(11,2,8)=-KG(11,2,2)

KG(11,2,9)=-KG(11,2,3)

KG(11,2,10)=-KG(11,2,4)
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KG(11,2,11)=<EByz>[3/(24 T, T,)

KG(11,2,12)=<EBzy> (I',-T,) [/(48 T, T ,2)

KG(11,3,3)=<EBy>{?/(24T ;2

KG(11,3,4)={? (<EBy> I, p+<EByz> T, 0)/(24 T 2T ,)
KG(11,3,5)=0

KG(11,3,6)=-(<EByz> (" +1",) (3)/(48T 2T )
KG(11,3,7)=-KG(11,1,3)

KG(11,3,8)=-KG(11,2,3)

KG(11,3,9)=-KG(11,3,3)

KG(11,3,10)=-KG(11,3,4)

KG(11,3,11)=-(<EBy> [3)/(24 T ;9

KG(11,3,12)=<EByz> (-I ;+I ) (3/(48 T 2T )

KG(11,4,4)=<EBy>/(2 [?)+<EBzy>/(2 [?)+<EBy> [? p?/(24 T ,?)-<Ely> g/l?-<Ely> <Elz> kyy ¢/(<GS> I', [)-<Ely> [ q/(12
I,)+<EByz>[? p /(12 T, [ ,)+<EBzy>{? q?/(24 T ,?)

KG(11,4,5)=0

KG(11,4,6)=<Ely> <Elz> kyy/(4 <GS> I ,)+<Ely>/(4 {)-<Ely> {?/(48 I ,)+<Ely> {?/(48 I ,)-<EByz> [* p/(48 I ,?)-<EByz>
(3p/(48 T, T,)-<EBzy>(® (48 T ,2)-<EBzy>{3 /(48T T',)

KG(11,4,7)=-KG(11,1,4)

KG(11,4,8)=-KG(11,2,4)

KG(11,4,9)=-KG(11,34)

KG(11,4,10)=-K G(11,4,4)

KG(11,4,11)=-( (<EBy> I, p+<EByz> T, Q))/(24 T 2T )

KG(11,4,12)=<Ely> <Elz> kyy/(4 <GS> T ,)+<Ely>/(4 {)+<Ely> [?/(48 T ,)+<Ely> [%/(48 T ,)+<EByz> [3 p/(48 I ?)-
<EByz>[3 p/(48 T, I,)-<EBzy> {3 /(48 I ,)+<EBzy>{® (48T, ')

KG(11,5,5)=<EBy>/(2 {?)-<EBy>[*(96 T ,?)
KG(11,5,6)=-<EByz>/(2 {?)+<EByz> [/(96 I ;%)

KG(11,5,7)=-KG(11,1,5)
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KG(11,5,8)=0

KG(11,5,9)=0

KG(11,5,10)=0

KG(11,5,11)=-<EBy>/(2 [?)+<EBy>[%(96 T ,?)

KG(11,5,12)=<EByz>/(2 {?)-<EByz> /(96 I ;2)

KG(11,6,6)=<EBzy> (48 | [ ,2+ | [5+2 T, [9)/(96 I, ' ,2[?)
KG(11,6,7)=0

KG(11,6,8)=-KG(11,2,6)

KG(11,6,9)=-KG(11,3,6)

KG(11,6,10)=-KG(11,4,6)

KG(11,6,11)=<EByz> (48T ;2,2 5+, (0)/(96 T2 T, 2)

KG(11,6,12)=-<EBzy>/(2 [?)+<EBzy>{*/(96 I ,2)

KG(11,7,)=-KG(11,1,)

KG(11,8, )=-KG(11,2,)

KG(11,9, )=-KG(11,3,)

KG(11,10, )=-KG(11,4,)

KG(11,10,11)={3 (<EBy> I', p+<EByz> T, 0)/(24 T 2T ,)

KG(11,10,12)=-(<Ely> <Elz> kyy)/(4 <GS> I,)-<Ely>/(4 [)-<Ely> (?/(48 T,)-<Ely> [?/(48 T ,)-<EByz> [ p/(48
I ,2)+<EByz>[3 p/(48 T, I ,)+<EBzy> {3 /(48 I ,2)-<EBzy> {3 (48T, ')

KG(11,11,11)=<EBy>/(2 ()+<EBy> [/(32 T ;?)

KG(11,11,12)=<EByz> (-48 T |2 T ,+2 | [T, {)/(96 [ 2T, {?)
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KG(11,12,12)=<EBzy> (48 ', [ ,24T {:-2 T, {9/(96 I, T ,2[?)

KG(12,1,1)=0
KG(12,1,2)=-(<Elz> [3)/(48 T ,)
KG(12,1,3)=0
KG(12,1,4)=<Elz>[3 g/(48 T ,?)
KG(12,1,5)=0
KG(12,1,6)=<Elz>/(2 {?)-<Elz>*/(96 T ,2)
KG(12,1,7)=0
KG(12,1,8)=-KG(12,1,2)
KG(12,1,9)=0
KG(12,1,10)=-KG(12,1,4)
KG(12,1,11)=0

KG(12,1,12)=-<Elz>/(2 [?)-<EIz> /(96 T ,?)

KG(12,2,2)=-(<EBz> R)/(24T ,2)

KG(12,2,3)=<EBzy> /(24T , T,

KG(12,24)=I? (<EBzy> T, p+<EBz> T, Q)/(24T | T,9)
KG(12,2,5)=-(<EBzy> (T T ,) B)/(48 T, T ,2)
KG(12,2,6)=0

KG(12,2,7)=-KG(12,1,2)

KG(12,2,8)=-KG(12,2,2)

KG(12,2,9)=-KG(12,2,3)

KG(12,2,10)=-K G(12,2,4)

KG(12,2,11)=<EBzy> (I -T ) (¥(48 T, T ,2)

KG(12,2,12)=-(<EBz> [3)/(24 T ,2)

KG(12,3,3)=-(<EByz>{?)/(24T ;2
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KG(12,3,4)=-(<Ely> <Elz> kz2)/(2 <GS> I, [)-<Elz> /(24 T ,)-<EByz> [2 pl(24 T ;)-<EBzy> 2 /(24 T | ')
KG(12,35)=<EByz> (I 1+I',) [3/(48 T 12T )

KG(12,3,6)=0

KG(12,3,7)=0

KG(12,3,8)=-KG(12,2,3)

KG(12,3,9)=-KG(12,3,3)

KG(12,3,10)=-KG(12,3,4)

KG(12,3,11)=<EByz> (- ;+1",) (3(48 T 2T )

KG(12,3,12)=<EBzy> [3/(24 rry)

KG(12,4,4)=-<EByz>/(2 [?)-<EBz>/(2 [?)+<Elz> pil>-<Ely> <Elz> kzz pl/(<GS> T, [)-<Elz> [ p/(12 I',)-<EByz> [? p?/(24
I,9)-<EBzy>{? p /(12 T, I ,)-<EBz> {7 ¢?/(24 T ,?)

KG(12,4,5)=<Ely> <Elz> kzz/(4 <GS> I",)-<Elz>/(4 [)+<Elz> [%/(48 I |)-<Elz> [%/(48 I ,)+<EByz> {* p/(48 I ,?)+<EByz>
(3 p/(48 T | [ ,)+<EBzy> {3 /(48 T ,2)+<EBzy>{3 /(48 T, I,)

KG(12,4,6)=0
KG(12,4,7)=-KG(12,1,4)
KG(12,4,8)=-KG(12,2,4)
KG(12,4,9)=-KG(12,3,4)
KG(12,4,10)=-K G(12,4,4)

KG(12,4,11)=<Ely> <Elz> kzzl(4 <GS> I",)-<Elz>/(4 [)+<Elz> /(48 T ,)+<Elz> {?/(48 I ,)+<EByz> 3 p/(48 I ,?)-<EByz>
{3p/(48 T, T,)-<EBzy>{® (48 T ,)+<EBzy>{* (48T, ')

KG(12,4,12)=(3 (<EBzy> I, p+<EBz> I, Q)/(24 T, T ,?)

KG(12,5,5)=-(<EByz> (48 T2 T ;+2 T | [+T , {))/(96 T2 T, {?)
KG(12,5,6)=<EBzy>/(2?)-<EBzy> /(96 I ,2)

KG(12,5,7)=0

KG(12,5,8)=-KG(12,2,5)

KG(12,5,9)=-KG(12,3,5)

KG(12,5,10)=-KG(12,4,5)

KG(12,5,11)=<EByz>/(2 {?)-<EByz> /(96 T ;2)
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KG(12,5,12)=-(<EBzy> (48 T | [ ,2+I | (542, [9)/(96 I, T ,2[?)

KG(12,6,6)=-<EBz>/(2 [?)+<EBz> [4/(96 T ,2)
KG(12,6,7)=-KG(12,1,6)

KG(12,6,8)=0

KG(12,6,9)=0

KG(12,6,10)=0

KG(12,6,11)=-<EBzy>/(2 (?)+<EBzy>{*/(96 I ,2)

KG(12,6,12)=<EBz>/(2 [?)-<EBz> /(96 I ,2)

KG(12,7,)=-KG(12,1,)

KG(12,8,)=-KG(12,2,)

KG(12,9, )=-KG(12,3))

KG(12,10, )=-KG(12,4,)

KG(12,11,11)=<EByz> (-48 T, T ,+2 | [T, {)/(96 T 2T, {?)

KG(12,11,12)=<EBzy> (48 ', [ ,24T (:-2 T, {9/(96 | T ,2[?)

KG(12,12,12)=-<EBz>/(2 {?)-<EBz> /(32 T ,?)
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ANNEXE VI

Chained'excitation et d'acquisition (Cf. paragraphe 111.2.2)

Elle est schématisée sur lafigure 1

¥ 7

Pont d'extensométrie

Signal filtré
Amplificateur
de charge

Oscilloscope

\

Matériel utilisé

/ Capteur d'efforts
Poutre & expérimenter / Pot vi brantl §

- SN

Jauges d'extensométrie

N

Biti du bang d'essais

Signal de
consigne

Figure 50 appareillage de mesure
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- Générateur de fréquences.GENTRAD 368A (de 1 Hz a 200 kHz)
- Fréquencemetre GENTRAD F346 (del Hz a 600 MHz)

- Oscilloscope HAMEG 205-3

- Amplificateur de signal pour le pot vibrant B&K 2706

- Pot vibrant B&K 4809

- Capteur d'efforts B&K 8200 (3,5 g de masse effective, solidaire de la
structure).

-Amplificateur de charge B& K 2635
- Filtre suiveur B&K 1623

- Pont de mesure d'extensométrie P370 ViISHAY MICROMESURES.

b) Principe

Un générateur de fonctions donne le signal de tension sinusoidale
(réglable en amplitude et en fréguence) qui va exiter la pot vibrant via son
amplificateur-atténuateur. Interposé entre le pot en la poutre, le capteur d'efforts
est monté de telle sorte que la masse supendue a la poutre soit de 3,5 g et puisse
étre considérée comme négligeable. Paralléement, nous injectons le signal
comme consigne dans le filtre suiveur. Le capteur piézo-électrique d'efforts
restitue a son amplificateur de charge, sous la forme dimpulsions, un signal
proportionnel aux efforts de traction compression qu'il subit.

On filtre alors ce signa avec une bande passante de 6% autour du signa
consigne dans le filtre suiveur. On visuaise le signa filtré sur oscilloscope.
Lorsgu'on se trouve a la résonance, I'amplitude du signal est réduite & son
minimum car on se trouve sur un noeud de vibrations.

L'utilisation du filre suiveur est indispensable pour éviter les problemes de
bruit de fond (électriques, mécaniques H.F.) et d'onde porteuse (onde B.F.).
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ANNEXE VII
Procédur e de projection orthogonale (Cf. paragraphe 11.2.3.2.¢)
L es vecteurs propres sont normés relativement a la matrice de masse :

et ||; = ;M g;=1 pour tous les modes g;.

t
or W2 M gi=K i 0 MLK gj = w2 q; Hi M aiff

N modes N modes N modes
-1 t t
0 Y (Mikay = Y ReragMado Mik= ) RazaigiM
i=1 i=1 i=1

Lorsgu'on a calculé k solutions propres (A;, g;), on désire calculer une k+1 iéme
solution par projection orthogonale du systeme, compte tenu de |'othogonalité des
modes propres:

o K =0siz,

on construit un opérateur de projection orthogonale par rapport au mode propre q, , Py
t
S ax g M
qui sécrit: P =1 - T
ax M q

Alors, dans l'itération p du calcul du vecteur gy, on ale vecteur Xy, tel que:

Lim (ka): Ak
p- oo
On se sert aors des vecteurs gk modes propres solutions déja calculés et
on réduit les opérations a des simples produits scalaires.

k_l k'l
Alors Xk, prend pour valeur 3 Pj Xj, = Zqi q} M Xkp
i=1 i=1

Le vecteur ditération Xy, est alors orthogonnal a tous les modes propres
préalablement calculés. La procédure d'orthogonalisation ne nécessite que des produits
scalaires.
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