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Introduction générale

Contexte général

L’estimation ou la prédiction de 1’état d’un systeme sont des problémes cruciaux dans beau-
coup de domaines, particulierement dans les domaines de la météorologie-océanographie et de la
télécommunication.

En météorologie et en océanographie, on possede des observations de différentes natures :
radio-sondages, stations météorologiques, bouées océaniques, images satellites, etc ... Ces ob-
servations sont en général incomplétes, intermittentes et non équi-distribuées, alors que pour la
plupart des applications, il est utile d’avoir des données sur une grille régulieére en temps et en
espace. Ces données peuvent étre utilisées pour initialiser les modeles de prévision ou servir aux
autres domaines de recherche.

Dans le domaine de la télécommunication, un des axes de recherche essentiel est le débruitage
des observations qui sont sous la forme de signaux ou d’images. Ces observations contiennent sou-
vent énormément de perturbations dues aux bruits ou aux erreurs de mesure. On souhaite alors
réduire 1’espace des solutions, obtenir de meilleurs données, éliminer 1’effet du bruit, . ..

Les phénomenes dont on parle ci-dessus ont une évolution spatio-temporelle dont il faut te-
nir compte. Comme 1’information apportée par les observations est en général incomplete ou
imprécise, il faut ajouter une autre source d’information : un modele dynamique qui modélise
I’évolution physique spatio-temporelle de 1’état d’intérét. La question se pose alors naturellement
de comment combiner les différentes sources d’information : les observations et le modele dyna-
mique.

Les méthodes d’assimilation de données ont ainsi été proposées. Leur objectif est de combi-
ner les données observées et le modele dynamique pour estimer le plus précisément possible 1’état
du systeme d’intérét pour tout temps et toute position.
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Méthodologies

Il y a deux facons d’approcher le probleme de 1’assimilation de données :

(1) Une approche déterministe ot I’estimateur est issu de la théorie du contr6le optimal.
(2) Une approche bayésienne ot I’estimateur est issu de la théorie de I’estimation bayésienne.

La premiere approche [2, 3] est celle qui est la plus utilisée par les météorologues et les
océanographes, notamment car elle conduit a des algorithmes dont le cofit de calcul est relative-
ment faible malgré la dimension de 1’état des systemes météorologiques ou océanographiques,
qui peut étre I’ordre de 10°. Pourtant, cette approche posséde les inconvénients suivants : sa mise
en oeuvre peut étre compliquée, et cette approche ne permet pas d’estimer la distribution de pro-
babilité de 1’état car elle propose une solution déterministe.

La deuxieme approche [12, 11] est tres utilisée et étudiée dans la communauté du traitement
du signal. Cette approche permet de prendre complétement en compte la nature aléatoire de 1’état
et ainsi de fournir des erreurs d’estimation, mais elle demande un cofit de calcul assez important
pour atteindre de bonnes estimations.

L’équivalence des deux approches a été montrée dans le cas du modele linéaire gaussien. Mais
dans le cas général, il n’est pas toujours facile de dire quelle approche est la meilleure. En effet, les
deux approches sont étudiées par deux communautés dont les applications sont tres différentes,
elles sont donc développées de deux point de vues différents et il y a peu de communication entre
les communautés. Cependant, depuis une dizaine d’années, de plus en plus de travaux réalisent
des comparaisons expérimentales entre ces méthodes, et cherchent a mieux comprendre les pro-
priétés et performances des différentes méthodes [31, 14].

Dans ce contexte, on trouve un grand intérét des chercheurs et aussi des praticiens autour de
deux méthodes séquentielles d’assimilation de données : le filtre particulaire et le filtre de Kalman
d’ensemble.

Les méthodes de Monte-Carlo ont été introduites dans les années 50, et les méthodes séquentielles
de filtrage particulaire au début des années 90. Le filtre particulaire est devenu populaire pendant
ces dernieres années en statistique et dans les domaines concernés. Par exemple, il a été uti-
lisé pour résoudre le probleme d’inférence séquentielle bayésienne dans traitement du signal et
robotique [34], en analyse d’écoulements fluides a partir de séquences d’images [6]. Le filtre par-
ticulaire est proposé comme une approximation séquentielle de type Monte Carlo de 1’estimateur
bayésien. Il utilise un ensemble de particules pour représenter la distribution de 1’état a estimer.
La convergence de I’estimateur du filtre particulaire vers I’estimateur bayésien a bien été étudiée
dans la littérature des dernieres années [4, 5, 9, 26].



Le filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) a été proposé au début des années 90 [18] et il est
utilisé dans de nombreuses applications de météorologie, d’océanographie et d’écologie. Le filtre
de Kalman d’ensemble a été proposé initialement comme une approximation empirique du filtre
de Kalman dans le cas d’un systéme linéaire gaussien. Ce filtre a ensuite été étendu pour le modele
non linéaire gaussien, et les résultats pratiques ainsi que les recherches expérimentales montrent
une bonne performance du filtre de Kalman d’ensemble [33, 15], qui a donc rapidement attiré
I’attention des autres communautés.

Le filtre de Kalman d’ensemble se base sur des estimateurs empiriques obtenus a partir
d’éléments d’ensemble, et son mécanisme est intuitivement semblable a celui du filtre particu-
laire. Bien que les résultats expérimentaux nous montrent sa bonne performance, il existe peu
d’études théoriques completes. Il est donc nécessaire d’éclaircir quelques points théoriques du
filtre de Kalman d’ensemble, notamment la relation avec I’estimateur bayésien et sa performance
par rapport a celle du filtre particulaire.

Contributions de la these

La premicre partie de la these consiste en une étude bibliographique. Nous avons réalisé une
syntheése des méthodes d’assimilation classiques, et des avancées les plus connues des deux ap-
proches. Une présentation unifiée des différentes méthodes est proposée en se basant sur des
formes de modeles similaires et un méme systeme de notations. Des liens possibles entre les
méthodes sont également étudiés, particulierement entre les deux approches différentes de 1’assi-
milation de données.

La contribution principale de la thése est une étude théorique sur les propriétés asymptotiques
du filtre de Kalman d’ensemble. Dans le cas du modele linéaire gaussien, nous avons montré que
I’estimateur du filtre de Kalman d’ensemble converge vers I’ estimateur bayésien. Mais ce n’est pas
vrai dans le cas général. Pour le modele non linéaire gaussien, nous avons montré que 1’estimateur
du filtre de Kalman d’ensemble converge vers une limite qui differe de I’estimateur bayésien. Ce
résultat peut &tre vu comme un point négatif du filtre de Kalman d’ensemble a 1I’asymptotique, car
il a été montré que I’estimateur bayésien est I’estimateur dont I’erreur en moyenne quadratique est
minimisée parmi tous les autres estimateurs. Avec ce résultat nous voulons aussi attirer 1’attention
des praticiens sur le point suivant : dans le cas ol on s’intéresse a la distribution de probabilité
de I’état, I'utilisation des éléments du filtre de Kalman d’ensemble pour construire I’estimateur
empirique de la distribution peut ne pas étre pertinent.

Les résultats ci-dessus nous aident a comprendre les comportements asymptotiques du filtre de
Kalman d’ensemble. Pourtant, dans les applications, la limitation des temps de calculs numériques
ne permet pas d’utiliser un grand nombre de particules pour les méthodes d’assimilation de
données, dans le cas du filtre particulaire ou du filtre de Kalman d’ensemble. Nous avons donc
réalisé des simulations du filtre de Kalman d’ensemble, du filtre particulaire et des autres méthodes
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sur les modeles de test, en faisant varier le nombre de particules. Ces résultats de simulations nous
permettent de voir ce qu’on atteint en pratique.

Description du document

Ce document est organisé en trois parties selon le plan suivant.

Partie | : Assimilation de données : les approches existantes.

La premiere partie dresse un panorama des méthodes d’assimilation de données existantes et
les plus connues. Elle comporte trois chapitres. Le chapitre 1 donne une introduction sur 1’assi-
milation de données, et fixe les notations et les hypotheses utilisées dans le document. Le cha-
pitre 2 présente 1’interpolation statistique, la classe des méthodes d’assimilation la plus classique.
Le chapitre 3 décrit les méthodes d’assimilation de données variationnelles qui relevent de la
théorie du contrdle optimal. Enfin, dans le chapitre 4, nous présentons les méthodes d’assimila-
tion séquentielles qui relevent de la théorie bayésienne.

Partie Il : Propriétés asymptotiques du filtre de Kalman d’ensemble.

Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus sur les propriétés asymptotiques du
filtre de Kalman d’ensemble. La partie est découpée en trois chapitres.
Le premier chapitre présente le filtre de Kalman d’ensemble. Dans le chapitre 2, nous démontrons
la convergence du filtre de Kalman d’ensemble. Dans le chapitre 3, nous présentons une extension
du filtre de Kalman d’ensemble : le filtre de Kalman d’ensemble pondéré, et faisons quelques
commentaires sur ce filtre.

Partie lll : Résultats de simulations

Dans cette partie nous présentons les résultats de simulations de différentes méthodes d’as-
similation de données (le filtre de Kalman, le filtre de Kalman d’ensemble, le filtre de Kalman
d’ensemble pondéré et le filtre particulaire) sur les modeles de test (un modele linéaire simple et
le modele de Lorenz).

Enfin, la conclusion générale présente une synthése de ces études et quelques perspectives
liées a ces travaux.



Premiere partie

Assimilation de données : les approches
existantes






Chapitre 1

Introduction

1.1 Assimilation de données

L’état d’un systeme physique ne peut en général qu’étre approché par une estimation qui est
obtenue apres une procédure d’analyse des informations disponibles sur I’état. Les informations
sont souvent les observations. Si on utilise en plus un modele numérique pour 1’évolution de
I’état, I’'information est augmentée. La procédure qui consiste a combiner les données observées
et le modele numérique pour estimer 1’état d’un systeme est appelée assimilation de données.

1.2 Notations et hypothéses

1.2.1 Modeéle de Markov caché

En physique statistique, les modeles markoviens sont tres présents pour décrire 1’évolution
physique d’un systeme. Nous considérons alors dans le cadre de ce rapport un modele de Markov
caché qui décrit I’évolution physique de 1’état en fonction du temps, dont la définition est comme
suit.

On appelle { Xy, k € N} (noté {X;}) un processus aléatoire a temps discret, ou Xy désigne a I’ins-
tant k le vecteur d’état qui est caché, ¢’est-a-dire non observable. Ce qui est observé est {Yy, k € N}
(noté {Y%}), un processus aléatoire ou Y; désigne 1’observation a I’instant k.

Les vecteurs aléatoires Xj, Yy sont définis sur un espace probabilisé (Q, ¥, P) et a valeurs dans
R™ et R? respectivement. En pratique, ce qu’on observe est toujours moins informatif que ce qu’on
veut estimer, on suppose ainsi que d < m.

Le processus défini par le couple {X, Y;} est appelé modele a chaine de Markov cachée dans
le cas discret, et modele a espace d’état dans le cas continu, si les processus {X} et {Y}} vérifient
les propriétés markoviennes suivantes :
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o {X;} est une chalne de Markov, c’est a dire que I’état présent X; ne dépend que de 1’état du
passé immédiat X;_1, avec la densité de transition

POXKX0s oy Xk=1 V15 -+ 5 Yi=1) = p(xlxi—1) = P[Xyx = xilXp—1 = X1

e Conditionnellement aux états cachés Xj, ..., Xy, les observations Y, ..., Y; sont mutuel-
lement indépendantes, et pour tout k = 1,..., K, Yy ne dépend que de Xy, avec la densité
d’émission

POKIX0s - s Xks V1 -5 Vi-1) = pOlxi) = P[Yx = yil Xk = xi].

Le modele de Markov caché peut étre présenté par le graphe ci-dessous. L’intervalle de temps
[0, K] sera appelé intervalle d’assimilation. Les fleches indiquent la dépendance entre les va-
riables.

Xo —= - —— Xi X Xk (L.1)
Yii Yy Yk

1.2.2 Modéle d’état et d’observation
Les relations du graphe (1.1) peuvent étre modélisées par le systeéme discret suivant

Xy
Yy

fiXi—1) + Wy, (1.2)
hk(Xk) + Vk, (1.3)

ou f; est la fonction du modele qui décrit I’évolution de 1’état entre deux instants consécutifs, /iy
est I’opérateur d’observation qui relie 1I’observation Y; avec I’état caché X;. W; et V; désignent
respectivement I’erreur du modele et ’erreur d’observation a I’instant k, ce sont des variables
aléatoires définies sur I’espace probabilisé (Q, 7, P) et a valeurs dans R” et R? respectivement.

Les équations (1.2-1.3) forment un modele de Markov caché dans le cas général, ol les fonc-
tions ne sont pas nécessairement linéaires et les bruits ne sont pas nécessairement gaussiens.
Un modele sera donc appelé linéaire gaussien si les fonctions du modele et d’observation sont
linéaires et les bruits Wy et V; sont de lois gaussiennes. Sinon, les hypotheses des fonctions et des
bruits seront précisées.

Cas du modéle d’état continu et des observations discrétes

Dans les applications, notamment en météorologie et en océanographie, le modele numérique
est souvent décrit par une équation différentielle déterministe ou stochastique, et les observations
sont disponibles a des instants discrets #;. Par exemple, dans le cas de 1’équation différentielle
stochastique, nous avons

dX;
Y

g(X,) dt + o dB, (1.4)
h(Xy,) + Vi, (1.5)
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ol B; est un mouvement brownien et o~ est un scalaire. Pour les calculs numériques, il est souvent
nécessaire de discrétiser I’équation différentielle du modele. Un des schémas numériques simples
est le schéma d’Euler

Xi = Xi-1 + g(Xi-1) At + 0 (B, — Bi-1). (1.6)

ou Ar désigne le pas de discrétisation, et les incréments (B; — B;_1) sont des bruits gaussiens
indépendants de moyenne O et de variance At.

On peut toujours transformer cette équation numérique sous la forme d’un systéme discret
(1.2-1.3) en posant

Xe = go...0g0g(Xe—1)+ Wi = fiXek—1) + W,
Y h(Xi) + Vi,

e At est choisi tel que (#; — ;1) est un nombre entier de At.
[ ] Xk = th.

e g(u) = u+ At g(u) + o g pour tout u € R™ et avec ¢ un bruit gaussien de moyenne O et de
variance At.

® fiXi-1)=go...0g08gXi-1)

o W, désigne I'erreur du modele discret a I’instant #; qui comporte maintenant 1’erreur de
modélisation et I’erreur de discrétisation.

Dans le cas de I’équation différentielle déterministe, la discrétisation est réalisée de la méme
facon sans le terme o-dB; dans I’équation (1.4).

Nous allons présenter les méthodes d’assimilation de données en se basant sur le systeme
discret (1.2-1.3), sauf les méthodes variationnelles de données qui seront traitées pour le modele
discrétisé (1.6).

1.2.3 Les hypothéses

Nous notons

e 1p(dxp) : la distribution de 1’état initial Xy, de moyenne ¥y (sera appelée la condition ini-
tiale) et de covariance Q. Cette loi admet une densité notée po(xp), ¢’ est-a-dire

Ho(dxo) = po(xo) dxo.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

° pltv(dw) : la distribution de Wy, de moyenne m,tv et de covariance Q. Cette loi admet une
densité notée pl‘év(w), c’est-a-dire

py (@dw) = p(w) dw.

° p,‘(’(dv) : la distribution de Vj, de moyenne ml‘j et de covariance Rj. Cette loi admet une
densité notée p}{’(v), c’est-a-dire

py(dv) = p) (v) dv.

Remarque 1.2.1. Par définition, nous avons

POl = pY o= fFae1)) et pOulx) = py e — h(x).

En pratique, po(dxop), pZV(w)dw et p,‘(/(v)dv sont généralement inconnues. Pourtant, supposons
qu’au moins, pour toutk =1,..., K

e On peut déterminer, ou approcher, les matrices de covariance Qg, Oy et Ry.

e On peut modéliser le systeme tel que W; et V; sont des bruits blancs, indépendants entre
eux et indépendants de 1’état initial Xy. Nous avons donc

m) =E[W] =0, Vk m] =E[Vi]=0, Vk
E[W,W)] =0, Vk,I E[ViVi1 =0, Vk,I
E [WiXol =0, Vk E [ViXo]l = 0 Vk.

Le fait d’estimer la moyenne, la covariance, et méme la densité de distribution des erreurs,
est un probleme difficile. Pourtant il existe des méthodes permettant de modéliser ces erreurs et

ces méthodes peuvent étre consultées dans [3] et [7]. Nous considérons alors que les hypotheses
ci-dessus peuvent étre satisfaites.

Pourtant, chaque méthode d’assimilation de données requiert différentes hypotheses supplémentaires,
qui seront précisées lors de la présentation.

1.3 Inférence
L’inférence dans les modeles a espace d’état couvre, en général, les 3 problemes principaux
e Prédiction : On estime 1’état X; en sachant les observations Y., = {Y,

o Filtrage : On estime ’état X; sachant les observations Y., ot [ = k.
o Lissage : On estime 1’état X; sachant les observations Y;.;, ou [ < k.

.Yl oul > k.
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Dans le cadre de ce rapport, nous nous concentrons seulement sur le probleme de filtrage,
ol on estime 1’état X a I’instant présent k sachant toutes les observations disponibles jusqu’a cet
instant : Yj.x.

Il existe plusieurs méthodes pour résoudre le probléme. On peut les classer en trois familles :
I’interpolation statistique, I’assimilation de données variationnelle et I’assimilation de données
séquentielle.

Interpolation statistique

C’est une classe de méthodes d’assimilation classiques. L’ interpolation statistique est représentée
par I’estimateur linéaire sans biais de variance minimale (Best linear unbiaised estimator - BLUE),
qui est une combinaison linéaire de I’observation et d’une estimation a priori (dite aussi solution
de référence ou prédiction) fournie par le modele numérique. En supposant que 1’estimation a
priori et les observations sont non biaisées, 1’estimateur BLUE est aussi non biaisé et la cova-
riance de I’erreur d’estimation est minimisée. Pourtant, en pratique, I’estimateur BLUE n’est en
général pas applicable pour un état de grande dimension, a cause de problémes de calcul.

Assimilation de données variationnelle

Les méthodes d’assimilation variationnelle relévent de la théorie du controle optimal, oli on
cherche une estimation qui minimise une fonction cofit J donnée. Ces méthodes peuvent étre
classées en deux groupes :

e Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique forte ot le modele dynamique
est supposé étre parfait. Ce groupe se divise en deux méthodes : assimilation variationnelle
tri-dimensionnelle (3D-Var) et assimilation variationnelle quadri-dimensionnelle (4D-Var).
La méthode 3D-Var donne une solution équivalente a I’estimateur BLUE, en cherchant a
minimiser une fonction cofit définie sur I’espace d’état et indépendante du temps k. Tandis
que la méthode 4D-Var cherche a minimiser une fonction cofit définie sur I’espace d’état
augmenté de la dimension temporelle. Ces deux méthodes sont beaucoup utilisées dans des
grands centres de prévision, pourtant I’hypotheése de modele parfait est rarement satisfaite
en pratique.

¢ Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique faible ot on tient compte de 1’er-
reur du modele dans la procédure d’assimilation de données. Pour un modele dynamique
linéaire, la minimisation peut étre résolue par la méthode du représentant. Pourtant, cette
méthode requiert des calculs coliteux dus a I’évaluation des équations “forward” et “back-
ward”. Pour un modele fortement non linéaire, la minimisation est délicate et il faut ap-
procher le minimum par une méthode de descente du gradient ou par d’autres algorithmes
d’optimisation.
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Assimilation de données séquentielle

Tandis que I’assimilation de données variationnelle est utilisée principalement dans la com-
munauté des océanographes et météorologues, I’assimilation de données séquentielle est étudiée
intensivement dans la communauté du traitement du signal.

L’assimilation séquentielle estime 1’état successivement dans le temps, de la maniére sui-
vante : ’estimation a I’instant précédent (k — 1) est utilisée pour construire une estimation a priori
(prédiction) de I’état a I’instant présent k grace au modele numérique. Cette prédiction est ensuite
couplée avec I’observation Y} recueillie a 1’instant k£ pour produire une estimation a posteriori de
I’état a cet instant. La procédure est poursuivie de maniere itérative dans I’intervalle d’assimila-
tion.

Relevant de I’estimateur de Bayes, 1’objectif de 1’assimilation séquentielle est de chercher
I’estimateur de Bayes de X sachant les observations Y;.;. Les équations analytiques de 1’estima-
tion sont faciles a obtenir et sont appelées filtre bayésien optimal, mais il n’est pas possible les
résoudre dans le cas général, sauf dans le cas du modele linéaire gaussien ou elles se ramenent
au filtre de Kalman. Dans le cas des modeles non linéaires, il faut recourir a des approximations,
et le filtre particulaire s’écrit comme une approximation de type Monte Carlo du filtre bayésien
optimal.

Dans les techniques d’assimilation séquentielle, on retrouve aussi un filtre qui retient lar-
gement [’attention des praticiens : le filtre de Kalman d’ensemble (Ensemble Kalman Filter -
EnKF). Ce filtre a été proposé initialement comme une approximation du filtre de Kalman pour
le modele linéaire gaussien. Il a été ensuite étendu pour le modele non linéaire gaussien avec une
performance remarquable par rapport aux autres méthodes. Cette performance a été beaucoup
étudiée par des expérimentations jusqu’a maintenant. Pourtant, il n’existe pas a notre connais-
sance d’étude théorique complete sur ’EnKF. Etudier les propriétés de I’'EnKF du point de vue
théorique est ainsi la contribution principale de la these et les résultats seront présentés dans la
partie 2.

Dans ce rapport nous nous concentrons particulierement sur les méthodes d’assimilation de
données séquentielles, notamment sur le filtre de Kalman d’ensemble, ses propriétés asympto-
tiques et la comparaison avec le filtre particulaire. En conséquence, les autres méthodes d’assi-
milation classiques comme : schéma d’analyse de Cressman, méthode de correction successive,
interpolation optimale, ...ne seront pas présentées dans cette partie et les méthodes variation-
nelles seront présentées de maniere concise. Le détail de ces méthodes peut €tre trouvé dans les
cours de Bouttier et Courtier [3], de Daget [7], de Elias Valur Holm [20], dans les livres de Daley
[8] et de Kalnay [23].
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1.4 Plan de la partie

Nous présentons dans le chapitre 2 I’interpolation statistique représenté par I’estimateur BLUE
et nous commentons cet estimateur.

Ensuite, dans le chapitre 3, les méthodes d’assimilation variationnelles sous contrainte dyna-
mique forte et faible seront présentées avec les approximations correspondantes.

Dans le chapitre 4, nous présentons 1’assimilation séquentielle de données avec le filtre bayésien
optimal pour le cas général, le filtre de Kalman pour le modele linéaire gaussien, le filtre particu-
laire comme une approximation de type Monte Carlo, et le filtre de Kalman d’ensemble comme
une extension du filtre de Kalman pour le modele non linéaire gaussien.

Nous présentons ensuite dans le chapitre 5 1a borne de Cramer-Rao pour le filtrage non linéaire
discret qui est considérée comme la borne inférieure des erreurs en moyenne quadratique des es-

timateurs.

Nous terminons cette partie par quelques conclusions.






Chapitre 2

Interpolation statistique

L’interpolation statistique correspond a I’estimateur linéaire non biaisé de variance mini-
male BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). Cette méthode était utilisée a ECMWF (European
Centre for Medium Weather Forecasts) jusqu’en 1996, puis elle a été remplacée par les méthodes
variationnelles qui sont plus efficaces pour les modeles complexes [32].

2.1 Notations et hypothéses

Considérons un instant k fixé dans 1’intervalle d’assimilation [0, K]. Notons
o X : le vrai vecteur d’état a I’instant k, qui est inconnu.

° X,{ : une prédiction de Xj, fournie par le modele numérique. C’est la meilleure estimation
de I’état en I’absence d’autres informations.

e Y : Vecteur d’observation de 1’état X; a I’instant k.

L’ objectif est de corriger la prédiction X,{ quand I’observation Y} est disponible, de facon a
obtenir une estimation dont I’erreur en moyenne quadratique est minimale. Nous faisons les hy-
pothéses suivantes

e La prédiction X/: est non biaisée, nous avons donc

E[X] - Xi] = 0.
e La covariance de I’erreur de prédiction P/ , définie par
Pl =E [(Xx - X)X - X])"]
est définie positive et déterminable.

15
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e [’observation est reliée a I’état par un opérateur linéaire Hy,
Y = Hi X + Vi

ou Vj est un bruit blanc de matrice de covariance Ry connue et définie positive.

e [’erreur de prédiction et I’erreur d’observation sont mutuellement indépendantes. Ainsi, en

f

notant ¢, = Xy — X,{ comme 1’erreur de prédiction, nous avons

E el Vi]1=0.

2.2 Estimateur BLUE

Etant données une prédiction X]{ et une observation Yy, I’estimateur lin€aire sans biais de va-
riance minimale (Best Linear Unbiased Estimator - BLUE) est un estimateur linéaire en fonction
de la prédiction X]{ et de I’innovation (Y} — HkX]{ )

X¢ = X] + MY — HiX), 2.1)

ol la matrice M; € R"™ est choisie pour que la trace de la matrice de covariance de 1’erreur
d’estimation, définie par
Py =E [(Xk — X)Xk — X))

soit minimale.
On obtient

a

X

a

Py

X[ + KV - HiX)),
(I - K;HoP]. (2.2)

Ky = P/H*(HPLH; + Ry)™

est appelé gain optimal.

2.3 Propriétés de I'estimateur BLUE

Estimateur non biaisé de variance minimale

X! défini par (2.1) est un estimateur non biaisé de X; quel que soit le choix de la matrice M.
En effet, nous avons,

E [X; — X{]

E [Xx — X]1+ My (B [Yi - HiX]])
E [X — X/ 1+ My (B [Hi(Xe — X)) + Vi])
E [Xi — X]1+ My (HiE [X — X/ 1+ E V).
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Parce que X,’: est un estimateur sans biais de X, et I’erreur d’observation Vj est un bruit blanc,
nous avons donc E [ X — X]f] =0, X,‘(‘ est alors un estimateur non biaisé de Xj.

La covariance de I’erreur d’estimation Py définie dans (2.2) est optimale, au sens ou elle est
la matrice de trace minimale parmi toutes les matrices My € R™4 (voir [3], partie 4.2 pour la
démonstration).

Equivalence avec la solution d’un probléme d’optimisation

L’estimateur BLUE est aussi la solution d’un probléme d’optimisation

X{ = argmin J(x)
X

J) 2 (= XD (P x = X)) + (Ve = Hoo 'R (i — Hyx). 2.3)

En effet, 1a solution qui minimise la fonction cotit J(x) est (d’apres [3])

argmin J(x) = X/ + [(P))™" + KR\ H ' HIR (Y, — H X))

e k k ke Kk k

D’apres la formule de Sherman-Morrison-Woodbury (annexe 10.2.3), nous avons

(P~ + H{R'H " H{R" = P{H;(HP[H; + R)™" = Ki
Alors,

argmin J(x) = X/ + Ke(Ye — HiX)) = X{.
X
2.4 Commentaires

L’avantage de I’estimateur BLUE est que pour le construire, il suffit de connaitre les deux pre-
miers moments des erreurs de prédiction et d’observation. Or les erreurs sont de moyenne zéro, il
suffit donc de connaitre les matrices de covariance P{ et Ry.

L’estimateur BLUE a les inconvénients suivants

e En pratique, il est difficile de déterminer exactement la covariance de prédiction P{ . Dans
les applications, la prédiction X]{ est généralement obtenue en laissant évoluer le modele
numérique a partir d’une estimation X;'_, de I’état a I'instant précédent, par exemple

X! = X2 ) + Wy 2.4)

En sachant la covariance de I"erreur d’estimation P;_, de X', etla covariance de I"erreur du
modele Oy, il est en général impossible d’évaluer numériquement la covariance de I’erreur
de prédiction P/, sauf dans le cas d’un modele numérique linéaire. En effet, en remplacant
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la fonction non linéaire f; par une fonction linéaire F; € R™ ™ dans (2.4), la matrice de
covariance de prédiction P£ est déterminée exactement par

Pl = FyP{_ F; + Ok

En pratique, I’opérateur d’observation n’est pas toujours linéaire. Il est possible de linéariser
I’opérateur Hy, cependant ceci entraine des erreurs et I’estimateur n’est plus optimal.

Calculer le gain optimal K est en général impossible dans le cas d’un vecteur d’état de
grande dimension. Par exemple, pour les modeles météorologiques, la dimension du vecteur
d’état est de 1’ordre de m = 107, et la dimension du vecteur d’observation est de 1’ordre de
d=10°[3]. Orle gain optimal est défini par

Ky = P/H*(HPLH} + Ry

Pour le calculer, il faut d’une part stocker les matrices de dimension tres grande, d’autre
part inverser la matrice (HkP£ H} + Ry) de dimension d X d et puis évaluer les produits des
matrices. Sur un intervalle d’assimilation, le calcul est alors trés coiliteux.

Pour diminuer les temps de calcul, une méthode, appelée interpolation optimale, est utilisée,
ou chaque composante du gain optimal est calculée en utilisant seulement les observations locales
qui sont importantes pour construire I’estimateur (voir [3] pour plus de détails sur cette méthode).

Une autre facon de réduire le coiit de calcul est d’éviter d’évaluer le gain optimal K. Une
méthode appelée assimilation variationnelle tri-dimensionnelle (3D-Var) est proposée, qui donne
une solution équivalente a celle de I’estimateur BLUE, et qui consiste a chercher le minimum de

la fonction colit J(x) définie dans (2.3), et plus loin dans (3.4).



Chapitre 3

Assimilation variationnelle de
donneées

Les méthodes d’assimilation variationnelle de données, proposées par Sasaki [36, 37] dans les
années cinquante, sont beaucoup utilisées dans les grands centres de prévisions météorologiques.

Ces méthodes relevent de la théorie de 1’optimisation, et consistent a chercher le minimum
d’une fonction cofit donnée. Nous séparons les méthodes variationnelles en deux classes : 1’assi-
milation variationnelle sous contrainte dynamique forte, ot le modele est supposé étre parfait, et
I’assimilation variationnelle sous contrainte dynamique faible, ou on tient compte de I’erreur du
modele lors de I’assimilation.

Les méthodes variationnelles (sauf la méthode 3D-Var) sont écrites a1’ origine pour un systeme
dynamique en temps continu de la forme (1.4) (voir [18] par exemple). Tandis que la méthode
séquentielle qui sera présentée plus loin est basée sur un systeme dynamique a temps discret de
la forme (1.2). De fagon a pouvoir comparer les différentes méthodes d’assimilation, nous choi-
sissons de présenter les méthodes variationnelles pour un systeme discrétisé en se basant sur un
article de Uboldi et Kamachi [41]. De plus, comme nous I’avons indiqué dans la section 1.2.2, on
effectue toujours les calculs numériques sur le modele dynamique discrétisé, méme s’il est écrit a
I’origine a temps continu.

Nous considérons donc le systeme suivant

Xo = Yo+A (3.1)
X: = filXis) + Wy, te[l:T] 3.2)
Yo = HkXt(k) + Vi, ke [1 : K. (33)

e Xy représente I’état initial. C’est une variable aléatoire de moyenne ¥y et de covariance Qy.
A représente |’erreur de I’état initial, de moyenne 0 et de matrice de covariance Q.

19
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o W, est ’erreur du modele a I’instant ¢ correspondant au pas de discrétisation utilisé, de
moyenne 0 et de covariance Q;.

e Y, est I’observation a I’instant #, avec I’erreur d’observation V; de moyenne O et de cova-
riance Ry

Supposons que les matrices de covariance Qy, Q;, Ry sont connues, définies positives et inver-
sibles, I’opérateur d’observation Hj est linéaire, les erreurs du modele et d’observation sont des
bruits blancs, indépendants entre eux et indépendant de 1’état initial Xo, nous avons donc

E[W] =0, V¢ E[Vk] =0, Vk
E[W,W,]=0, Vi1 E[Vivi] =0, Vk,I
E [W:Xo] =0, Vit E [ViXo]l =0 Vk.

3.1 Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique forte

Le modele est supposé étre parfait, I’erreur W; du modele est donc supprimée de I’équation
(3.2).

3.1.1 Assimilation variationnelle tri-dimensionnelle (3D-Var)

Considérons un instant ¢ quelconque dans I’intervalle d’assimilation, choisi normalement au
milieu de I’intervalle. Supposons que ¢ = #(k), c’est-a-dire qu’on posseéde une observation Y; a
I’instant 7. En sachant a cet instant une prédiction X]{ = x]’: de covariance d’erreur de prédiction
P{ et une observation Y; = yi, la méthode 3D-Var consiste a chercher le minimum de la fonction
colit

Jx) = (x = x))* P = x)) + G — Hex) Ry vk — Hyx). (3.4)

Le minimum est alors non seulement proche de la prédiction x]’: mais aussi proche de I’ obser-
vation y; (au sens ou I'innovation y; — Hyx doit étre petite). Les covariances (P{ )y Let R,;l jouent
le role de pondérations et permettent de donner plus ou moins de confiance aux deux sources
d’information. Ce minimum est aussi équivalent a une réalisation de 1’estimateur BLUE d’apres
la section 2.3, pour des valeurs fixées de X'[ et de Y. Cette estimation a I’instant ¢ est considérée

comme une estimation de 1’état dans 1’intervalle d’assimilation total.

La fonction cofit J(x) a une forme quadratique en fonction de x car I’opérateur d’observation
H est supposé linéaire. S’il est non linéaire, a cette étape on le linéarise [20]. En plus, les coeffi-
cients de la forme quadratique sont des matrices définies positives, alors la minimisation peut se
faire a I’aide de la descente du gradient, dont le principe est peut étre décrit comme suit :

e Commencer avec une valeur initiale xp). On choit souvent x) = ¥ en pratique.
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e Considérer une séquence x(), X(1), . - . telle que

Xn+1) = Xy — Yn I (X)), Yn = 0,

ol y, > 0 est un nombre suffisamment petit a choisir et " (x(,)) est le gradient de la fonction
j en X)
J'(x) = (P x = x]) = H{R; (¢ — Hyx).
e Nous avons

T (x0) = T (xqy) =2 T (x@) = ...

et alors espérer que x(, converge vers le minimum cherché. L’approximation est arrétée
apres un nombre d’itération fini [3].

Sit # t(k), c’est-a-dire qu’on n’a pas d’observation a I'instant ¢, il faut interpoler les obser-
vations locales. En pratique, les instants d’observations ne se confondent pas toujours avec les
instants d’estimation ou de prédiction. Par exemple, les observations satellites sont en général
asynchrones et intermittentes. Dans ce cas on utilise la méthode d’assimilation variationnelle
quadri-dimensionnelle, ou la fonction coflit 2 minimiser est définie sur tout I’intervalle d’assi-
milation et toutes les observations dans cet intervalle seront utilisées.

3.1.2 Assimilation variationnelle quadri-dimensionnelle (4D-Var)

En sachant une condition initiale W et une suite d’observation Y|.x = y;.x dans ’intervalle
de temps [0 : T'], et en supposant que le modele est parfait, c’est-a-dire que 1’erreur W; du modele
dans 3.2 est supprimée, la méthode 4D-Var consiste a chercher le minimum de la fonction cofit
suivante

K
J(x = xo.r) = (¥ = ¥0)"(Q0)™" (xo = Wo) + >k = Hix) Ry (v = Hix). (3.5)
k=1
sous la contrainte que la suite d’estimation xg.7 doit vérifier I’équation du modele dynamique

Yi,x = fio fizi0...0 fi(xg)

t fois

ou fi,t = 1,...,T, est I’équation du modele dynamique. Il suffit donc de minimiser la fonction
colt en fonction de xj.

Si f; est non linéaire, la fonction colit est non linéaire en fonction de xg et la minimisation
devient délicate. Pour faciliter la minimisation, on linéarise la fonction f; pour avoir la fonction
colit 7 (x) de la forme quadratique par rapport a xg. La minimisation peut ensuite étre effectuée en
utilisant la descente du gradient ou du gradient conjugué, mais 1’évaluation du gradient J’(x) est
maintenant plus compliquée a cause de la dimension du second terme de (3.5). La minimisation
peut étre effectuée en utilisant un algorithme plus efficace ot on évalue des équations “forward”
et “backward”. Cette méthode peut étre consultée dans [3] et [20].
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3.2 Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique faible

Supposons que le modele dynamique n’est pas parfait et comporte une erreur W; pour chaque
instant ¢ qui est un bruit blanc de covariance Q.

3.2.1 Cas du modeéle linéaire

On considére un modele dynamique linéaire en remplacant la fonction non linéaire f; dans
(3.2) par une fonction linéaire Fy

X[ = Fk Xt—l + Wt'

Fonction colit

Sachant une suite d’observations Y;.x = y;.x et une condition initiale ¥y, la fonction cofit est
définie par

T

Jx=xpr) = Z(xt — Frx-)" Q7 (¢ = Fi xi21)

t=1

+(xo — Po)* Oy (x0 — o)

K
+ Z(Yk — Hixwy) Ry ke — Hixir)-
=1

a

_ ya
or = X

Le probléme consiste donc a chercher la trajectoire x; 0» - - +» X7 qui minimise globalement

la fonction cofit 7, autrement dit a chercher
Xg.p = arg mxin J ).

En remarquant que la fonction coiit 7 (x) a une forme quadratique avec des coefficients qui
sont des matrices de covariance définies positives, alors I’extremum qui rend le gradient nul est le
minimum de la fonction cofit. Ainsi le minimum x de J vérifie I’équation suivante

J(x +6x) — J(x) = 0(6x*) quand 6x — 0.



3.2. ASSIMILATION VARIATIONNELLE SOUS CONTRAINTE DYNAMIQUE FAIBLE 23

Nous avons

T
Ja+6x) = Y 0= Fuluo +06x1) +0%)" Q7 (4 = Fily +6%-1) +6x)

=1
+(x0 — Wo + 6x0)" Qp' (x0 — Po + 6x0)

K
+ Z(Yk — Hixugoy — Hi%uao) Ry ok — HixXegoy — HidXy(r)
=1

T
= > 0= Fixet = Fiox +6x)" Q7' (o = Fixt = Fi 6%y + 6x,)
t=1

+(x0 — Wo + 6x0)" Qp' (x0 — Wo + 6x0)

K
+ Z(Yk — Hyxygoy — Hexiua) R ok — Hixigoy — HidXyr)
=1

T
= JW+2 D (6%~ Frox 1) Q' (v = Fixi1)
=1
+2 (6x0)" Q' (x0 — Po)

K

-2 Z(Hkéxz(k))* R vk = Hixego)
k=1

+O(6x%).
Le minimum de la fonction coft est donc solution de

T
D 0% = Frsx)” Ot (= Fixir)
=1
+ (6x0)" Oy (x0 = Wo)

K
- Z(Hk(Sxt(k))* R ok — Hixugo) = 0. (3.6)
=1

Equations d’Euler-Lagrange

Pour résoudre 1’équation (3.6), on introduit la variable adjointe A

A1) = 07" (% = Fi xi-1). 3.7)
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En insérant cette variable adjointe dans (3.6), le premier terme de cette équation devient

T

D 0% = Fi6x1)° A1)
=1
T

T
= D 6% A0 - > (6x0)” Fi A)
t=1

t=1
T-1

= Z(éxt)* A - F} At + 1))
t=1

+ Gxr) A(T)
— (6x0)* F A(1). (3.8)

Le troisieme terme de (3.6) peut étre écrit sous la forme

T-1 K
D @x)" 8t - 1) Hy Ry (6 = Hicxige) (3.9)
=1 k=1

ou d(t — t;) désigne la mesure de Dirac au point zéro.

En insérant (3.8) et (3.9) dans (3.6), on obtient

T-1 K
D 6x)" [A@) = Fy A+ 1) = > 6 = 1) Hy Ry G = Hexgp)]
=1 k=1

+ (0x0)* [0y (xo — Wo) — F; A(1)]
+ (6x7)* AT) = 0.

Du fait que dxo.7 dans 1’équation ci-dessus est arbitraire, et en multipliant (3.7) par Q, a
gauche, nous obtenons donc les équations d’Euler-Lagrange pour x; et A(t)

Xr = Frxer + 0 A, (3.10)
xo = Yo+ Qo A0),

AN = Fp A+ 1)+ X, 60— 1) Hy Ry 0k = Hicxo), 3.11)
AT) = 0. '

Les équations d’Euler-Lagrange comportent une équation “forward” pour x; et une équation
“backward” pour la variable adjointe A(f). La méthode du représentant [2] peut étre utilisée pour
découper et résoudre ces équations de maniere exacte.

Méthode du représentant

La méthode du représentant propose d’écrire les solutions de (3.10 - 3.11) sous la forme

x| +7'(0) b, (3.12)
s () b. (3.13)

a
Xt

A®)
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ou x[ est la solution de

= (3.14)

—_—N—
S
|
Ly
B

et r(f) € REX" (1) e REX" p e RXK,

La trajectoire xg,T qui sera appelée solution de référence peut étre calculée a ’avance sans
difficulté. La solution a chercher ici est supposée étre une combinaison linéaire de la solution de
référence avec un terme qui dépend du temps que 1’on appelle le représentant 7*(¢).

Le probléeme maintenant est de déterminer b, r(¢) et s(¢) tels que x! et A(¢) définis par (3.12 -
3.13) vérifient les équations d’Euler-Lagrange.

En substituant (3.12 - 3.13) dans (3.10 - 3.11), on obtient

rb=F,r@t-1)b+ Q, s*(t) b,
r(0) b = Qo 57(0) b,

{ SO b=F; "+ 1) b+ T, 80— 10) Hy R (= H ) — Hi r*(1(0)) b),

s*(T)=0.

En définissant
H; 6(r — 1(1))

a(t) =
H; 6(t — 1(K))
et en choisissant b tel que
b=R"[(y-y)-5b] (3.15)
avec les définitions suivantes
R;' ... 0 Hy r*(t(1))
Rl=| t - S = :
0 ... R Hi r*(1(K))
i H, xzfu)
y= Y=
YK Hy x,)E,Q

nous avons

s'Hb = Fps"t+1)b+a’(t)b.
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On peut réécrire cette équation ainsi que celle de r(¢) en simplifiant par b, les produits de-
viennent alors des produits de Kronecker

Fres@+ )= Fis'a+1) ... FysK@+1) |

Feor-D=| Ferle-1) ... Forke-1 |

{r(t)} et {s(¢)} sont alors solutions du systeme

r(®) = Fr@r(t—1) + Ors(), (3.16)
r(0) = Qo ® 5(0),
1 =F; r+1 t
s(t) =F;®st+1)+a), (3.17)
s(T) = 0.
Ce systeme peut €tre résolu d’abord pour s(¢) (backward) et puis pour r(¢) (forward).
On cherche le vecteur b en analysant 1’équation (3.15)
b=R'[y-y)-Sb=R"'(-y)-R'Sb
qui est équivalente a
b=U+R 'S 'R (y-y))
ou bien
b=R+S)" -y
avec
R ... O
R=|: .o
0 ... Rg
Revenons a (3.12), nous avons
a _ xf * -1 _of
xpo= x5 +r@MER+S) -y, (3.18)

En résumé, la méthode du représentant pour un systéme linéaire discret peut étre écrite sui-
vant le schéma de la table 3.1.

La méthode du représentant fournit le minimum de la fonction colit J(x) en résolvant les
équations d’Euler-Lagrange, et la solution est unique. Il a été démontré dans [2] qu’en prenant
une solution de la forme

To=x] + () b+ gD,

ou g(¢) est une fonction arbitraire qui est orthogonale a I’espace des représentants r(f), alors g(t)
doit étre égale a zéro.
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.....

- Evaluer a(f), R, S, v, y' comme dans les définitions.
- Calculer {r(t)};=1....1 et {s(t)}=1,..7 selon (3.16 - 3.17).
- Calculer {x{'};=

,,,,,

TaB. 3.1: Méthode du représentant pour le modele linéaire

3.2.2 Cas du modeéle non linéaire

La méthode du représentant est une méthode efficace dans le cas du modele linéaire. Pour un
modele non linéaire, les équations d’Euler-Lagrange obtenues forment un systéme dont I’équation
“forward” de 1’état est non linéaire. La résolution des équations d’Euler-Lagrange devient délicate.

Pourtant, la méthode du représentant est aussi applicable pour approcher le minimum sur un
modele non linéaire dans deux cas

— Sile modele non linéaire peut étre écrit sous la forme d’une séquence convergente d’itérations
linéaires. On définit alors une séquence convergente d’équations “forward” linéaires et on
utilise la méthode du représentant pour résoudre chaque itération de maniere exacte. Cette
approximation est présentée par Bennett dans [1].

— Si le minimum de la fonction cofit n’est pas trop éloigné de la solution de référence définie
dans (3.14). C’est a dire que le modele dynamique doit avoir une erreur faible et que les
observations soient proches de la solution de référence. Dans ce cas, on peut linéariser les
équations d’Euler-Lagrange autour la solution de référence pour approcher le minimum de
la fonction coft. Cette méthode est introduite par Uboldi et Kamachi dans [41].

Dans le cas général, le probléme peut aussi €tre résolu en utilisant la descente du gradient par
exemple, ou d’autres algorithmes d’optimisation [14]. Une bonne syntheése de ces méthodes peut
étre trouvée dans [18].

3.3 Matrice de covariance de I’erreur d’estimation

Dans I’interpolation statistique, la matrice de covariance de I’erreur de I’estimateur BLUE est
donnée par

P¢ = (I - K;HP,

avec le gain optimal
Ky = P/H;(HPH; + R)™".
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Pour les méthodes variationnelles, la matrice de covariance de ’erreur d’estimation d’une
trajectoire de 1’état dans I’intervalle d’assimilation, notée par P¢ est déterminée par I’inverse de la
moitié du Hessien de la fonction cofit.

1
P = (zj//)fl .

Une démonstration est donnée dans [3].

3.4 Commentaires

Les méthodes variationnelles sont tres utilisées dans les grands centres de météorologie.
Comme elles prennent en compte toutes les observations dans I’intervalle d’assimilation et four-
nissent I’estimation de la trajectoire de 1’état dans I’intervalle d’assimilation, elles permettent
aussi de résoudre les problémes de lissage et de prédiction.

Sous certaines hypothéses, les méthodes variationnelles donnent des solutions équivalentes
aux autres méthodes. La méthode 3D-Var donne une solution équivalente a I’estimateur BLUE
sans évaluer le gain optimal K qui requiert des calculs coliteux. Dans le cas ou les erreurs sont
supposées suivre des lois gaussiennes, I’argmin de la fonction de colit correspond a 1’estimateur
du maximum de vraisemblance. On peut aussi montrer que la méthode 4D-var donne une estima-
tion équivalente avec celle du filtre de Kalman a I’instant final de I’intervalle d’assimilation [3].

Les méthodes variationnelles ont aussi certains inconvénients. Si la fonction du modele et
I’opérateur d’observation sont non linéaires, la fonction cofit a une forme complexe et possede des
minima locaux. Les méthodes variationnelles résolvent ce probléeme en utilisation la linéarisation
pour écrire la fonction coiit sous forme quadratique. Ceci peut entrainer des erreurs ou une di-
vergence inattendue. En plus, la linéarisation demande une écriture des gradients ce qui peut étre
difficile a cause de la grande dimension de I’état et de la complexité de 1’équation du modele dyna-
mique. Méme dans le cas d’un modele linéaire, la méthode du représentant, ainsi que la méthode
4D-var nécessitent déja des calculs assez coliteux, parce qu’il faut évaluer en méme temps les
équations “forward” et “backward” dans I’intervalle d’assimilation.

Les méthodes 3D-var et 4D-var reposent sur I’hypotheése d’un modele parfait, grace a cette
hypothese la dimension du probléme d’optimisation est largement diminuée. Pourtant, cette hy-
pothese est rarement satisfaite en pratique.

Un autre inconvénient des méthodes variationnelles est que, comme elles proposent les solu-
tions déterministes a partir du probleme d’optimisation, on n’obtient pas des informations sur la
distribution de probabilité de 1’état.



Chapitre 4

Assimilation séquentielle de donneées

Dans ce chapitre nous présentons les méthodes d’assimilation séquentielle de données. L’es-
timation est calculée récursivement dans 1’intervalle d’assimilation, en se basant sur 1’estimation
bayésienne de X sachant la suite d’observation Y4 = {Y1,..., Yx}.

L’approche bayésienne et le filtre bayésien optimal sont présentés dans les sections 4.1 et 4.2.
Dans la section 4.3, le filtre de Kalman est présenté comme un cas particulier du filtre bayésien
optimal pour des systemes linéaires et gaussiens. Pour des systemes non linéaires et (ou) non
gaussiens, le filtre particulaire est proposé comme une approximation de type Monte Carlo du
filtre bayésien optimal, et sera présentée dans la section 4.4. Dans la section 4.5, nous présentons
les extensions du filtre de Kalman pour des systemes non linéaires et gaussiens comme le filtre de
Kalman étendu et le filtre de Kalman d’ensemble.

4.1 Approche bayésienne

L’approche bayésienne calcule la loi conditionnelle de la variable aléatoire X; sachant les
observations Y;.t. On la note

uy(dxy) = PX; € dog| Y]

On définit également ,u{ (dxy) laloi de la variable aléatoire X} sachant les observations passées

Yika
el (dx) = P[Xk € dxgl Vi 1.

Supposons que ,u{ ety admettent des densités de probabilit€ notées respectivement p(xg[y1:x-1)

et pOxelyix)-

L’estimateur bayésien de X; sachant Y. est ainsi la moyenne conditionnelle

X{ =E [Xi|Y14] £ f x i (dxy) = f X p(xXelyrx)dx.
R”l Rm

29
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4.2 Filtre bayésien optimal
4.2.1 Les équations

Le filtre bayésien optimal calcule la densité de probabilité p(xk|y;.x) de facon récursive.

Supposons que, a 'instant k — 1, p(xx_1|y1:k-1) est disponible. Alors p(xk[y1.x) est calculée a
travers deux étapes

e Etape de prédiction : la densité a priori p(xg|yi.«_1) est calculée par I’équation de Chapman-
Kolmogorov

p(xrly1k-1) = fp(xk|xk—l)p(xk—lb’l:k—l) dxg—1, “4.1)

ou p(xg|xg—1) est la densité de transition de la chaine de Markov { X} définie dans le chapitre
1.

e Etape de correction : ’observation Y; = yj est prise en compte pour corriger la densité a
priori grace a la formule de Bayes

POklxe) pCelyiik-1)
POKlY1k-1)

Pxilyix) = 4.2)

ou p(yklxx) est la densité d’émission définie dans le chapitre 1, et le dénominateur est une
constante de normalisation qui peut s’écrire sous la forme

POky1k-1) = fp()’k|xk) D(xly1:k-1) dxg.

Ce schéma de récurrence est initialisé avec p(xp), la densité de probabilité de 1’état initial X,
qui est supposée connue.

4.2.2 Commentaires

e [’estimation bayésienne, ou la moyenne conditionnelle
my = E [Xil Y1l

est I'estimateur du minimum de variance parmi tous les estimateurs de X; sachant Yi.x.
C’est-a-dire que, si X est un estimateur quelconque de X; sachant les observations Y.,
alors nous avons
v 2 2
E [IXx = Xil"1 = E [Im — XiI"]

(voir [25] par exemple pour la démonstration).
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o (4.1-4.2)forment les équations du filtre bayésien optimal. Elles sont faciles a écrire, mais il
est en général impossible de les résoudre, sauf dans le cas particulier des systemes linéaires
gaussiens, ou elles se ramenent aux équations connues du filtre de Kalman, ou dans le
cas d’un espace d’état de dimension fini ou la distribution conditionnelle est calculée par
I’équation “forward” de Baum. Dans le cas des systémes non linéaires et(ou) non gaus-
siens, on a recours a des approximations numériques de type Monte Carlo, appelées filtres
particulaires.

4.3 Filtre de Kalman

Supposons que les hypotheses suivantes soient satisfaites

Létat initial suit une loi gaussienne, c’est-a-dire que po(dxp) = N(Wo, Qo).
W}, suit une loi gaussienne, c’est-a-dire que pZV(dw) = N, Op).

Vi suit une loi gaussienne, c’est-a-dire que p,‘{/(dv) = N, Ry).

Jfx(Xg-1) est une fonction linéaire de Xj_;.

hi(Xy) est un opérateur linéaire de Xj.

Le systéme dynamique (1.2 - 1.3) devient un systeme linéaire gaussien de la forme

Xy = FiXp—1 + W,
Yo = H X +V,

ou F et Hy sont les matrices de dimensions mXxm et d Xm respectivement, désignent les opérateurs
linéaires.

Proposition 4.3.1. Pourtoutk = 1,..., K, si p(xg—1|[y1:k-1) est une densité gaussienne de moyenne

a

1’ alors

mj_, et de covariance P

o p(xk|y1:k-1) est une densité gaussienne de moyenne et de covariance

ml = Funl_, 4.3)
Pl = FuP{ F;+ 0O (4.4)

o p(xi|yix) est une densité gaussienne de moyenne et de covariance

ml + Ki(yi = Hym)), (4.5)
(I - KxHpPY, (4.6)

a
ny

Py

ou Ky = P{HZ(HkPiHZ + Ry, est appelé gain de Kalman.
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La démonstration de Proposition 4.3.1 est détaillée dans [25].

Remarque 4.3.1. Les matrices de covariance P;: et P} sont par définition

Pl =B [(Xc - m))(Xe - m)[Yige1] et PY =B [(Xe — m)(Xs — m)|Yiel.

Cependant, ces matrices de covariance ne dépendent pas des observations Y1.; (voir [25] Re-

marque 1.6), nous pouvons donc écrire

Pl = E[(Xe —m)Xe —m)] et P =E[(Xx — m)(Xx — m).

Commentaires

o (4.3-4.4-4.5-4.6) forment les équations du filtre de Kalman. Elles décrivent 1’évolution de

la moyenne et de la covariance des distributions gaussiennes pyx—1 et y respectivement
(dans le cadre gaussien, il suffit d’évaluer la moyenne et la covariance pour caractériser
complétement les distributions de X;|Y).x—1 et de Xi|Y1.x).

Dans le cas ol la dimension du vecteur d’état est grande (m = 10° pour les modeles phy-
siques de 1’océan par exemple), la mise en oeuvre numérique du filtre de Kalman peut étre
impossible. En effet, P{ et P{ sont des matrices de grande dimension mxm, pour les stocker
et les évaluer, il faut avoir un ordinateur équipé d’une mémoire importante. En plus, pour
calculer le gain de Kalman Kj, il est nécessaire effectuer les produits de grandes matrices,
cela est encore une fois presque impossible.

Considérons I’estimateur BLUE du systéme linéaire gaussien avec la prédiction X,{ choisie
comme suit

X,{ =FX., ou X/, =mi =E[Xi1|Yix1].

X{_, est un estimateur non biaisé¢ de X;—; et le modele dynamique est non biaisé, X,{ est
donc un estimateur non biaisé de X;. L’estimateur BLUE avec la covariance de 1’erreur
d’estimation sont alors calculés respectivement par

Xi
Py

X/ + Ku(Yi — HiX))
(I - K;H)P]

ot Kj est le gain optimal. Alors, I"estimateur BLUE X;’ est aussi la moyenne conditionnelle
mj;, la covariance Py est la covariance conditionnelle et le gain optimal est le gain de Kal-
man, qui sont définis dans (4.3-4.4-4.5-4.6) pour le filtre de Kalman. Autrement dit, dans le
cas linéaire gaussien, I’estimateur bayésien est aussi I’estimateur BLUE.



4.4. FILTRE PARTICULAIRE 33

4.4 Filtre particulaire

Le filtre particulaire est une approximation de Monte Carlo du filtre bayésien optimal.

Considérons le systeme dynamique suivant

Xy JiXi—1) + Wy, 4.7
Yi = h(Xe)+ Vi, (4.8)

ou fi et hy sont des fonctions pas nécessairement linéaires, Wy, et Vi sont les erreurs du modele et
de I’observation respectivement, pas nécessairement gaussiennes. La loi initiale n’est pas nécessairement
gaussienne. Mais supposons que les hypotheses suivantes soient satisfaites

o [l est facile de simuler un vecteur aléatoire selon la loi pp(dxg) de Xp.

e ]l est facile de simuler un vecteur aléatoire selon la loi pZV(dw) de W,.

o Il est facile d’évaluer la densité pZ(v) de Vi pour tout v € R4.

L’idée du filtre particulaire est d’approcher la distribution y§ par la distribution empirique

pondérée ,ukN d’un ensemble des particules X!, ... ,X,ZCV muni des poids d’importance a),i, cees wkN
correspondants :
N N
N . .
My =y = Zw}c 6X£ avec Zw}( =1, 4.9)
=1 i=1

Les poids w;'c sont choisis en utilisant le principe d’échantillonnage d’importance : si les X("): "
sont simulés selon une densité d’importance g(xo.x[y1:x), alors

- X Vi
OCp( k1K)

1
q(xd Iyix)
Si la densité d’importance g(xo.x|y1:x) est choisie telle que
q(xo:xlyr) = g(xilxe — 1, yi) g(xos-11y1:4-1),
alors les poids d’importance peuvent étre calculés de facon récursive dans le temps [35]

o PO p(xglx )
Wy X Wy_, T
q(x|x;_y> yi)

(4.10)

On obtient ainsi 1’algorithme SIS (Sequential Importance Sampling) ou les particules sont
soumises a un mécanisme d’évolution en deux étapes :
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o Etape de prédiction : les particules explorent I’espace d’état de facon indépendante selon la
densité d’importance q(xklxjc_1 , Vi)

Xi ~ q(xilx},_;,yi)-

e Etape de sélection : lorsqu’une observation est disponible, on affecte a chaque particule un
poids d’importance selon (4.10). La distribution yy est approchée par (4.9) et la moyenne
conditionnelle est approchée par

N
a . . Na _ i yi
m; = m, = E Wy X
i=1

Phénomeéne de dégénérescence des poids

Un probleme lié a I’algorithme SIS est le phénomene de dégénérescence des poids, ol apres
quelques itérations, la plupart des particules peuvent étre éloignées de 1’observation et sont donc
couplées a des poids négligeables. Cela a été montré expérimentalement par Van Leeuwen et
Evensen dans [42], ou ils ont aussi indiqué que pour contrdler la dégénérescence des poids il faut
utiliser un grand nombre de particules (10%). Doucet [12] a montré théoriquement que, si la den-
sité d’importance est mal choisie, apres quelques itérations, la variance des poids d’importance ne
peut qu’augmenter.

Deux solutions ont été proposées [35]

e Redistribuer les particules : une estimation de la mesure de dégénérescence des poids est

proposée
1

S SV
Z,‘:l(wpz

Quand N,y est inférieur a un seuil N7 choisi, ¢’est-a-dire qu’une dégénérescence signifi-

Negr

cative est observée, les particules sont redistribuées de facon a éliminer les particules dont
les poids sont faibles et a dupliquer les particules dont les poids sont importants. Les algo-
rithmes de redistribution des particules sont nombreux (voir par exemple dans [24], [35]).

o Choisir une densité d’importance optimale : q(xklxjc_l, yx) est choisie telle que la variance
des poids d’importance soit minimale. Doucet [12] a montré que

Q(xklx;c_p yk)opt = P(Xk|xf.{_1, Vi)

Pourtant, il est impossible d’évaluer cette densité d’importance optimale dans le cas général.
Cependant, on sait I’écrire dans le cas ol Xy est a valeurs dans un espace fini, et dans le
cas ou les erreurs du modele et d’observation sont de loi gaussienne et ou la fonction d’ob-
servation est linéaire (mais la fonction du modele peut étre non linéaire). Dans le cas du
modele gaussien, la densité d’importance est aussi gaussienne [35].
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Initialisation : pouri=1,...,N

- générer X3 ~ po(dxo).
i _ 1

"Wy = N

A tout instant k > 1

Prédiction :pouri=1,...,N

- générer W,i ~ p/zv(dw)

- calculer X,J:’l = fk(X,‘:’_il) + W}

Sélection :pouri=1,...,N

- caleuler wf o wh | g (v — hk(X/{’l)).

SiNess < Nr,alorspouri=1,...,N
‘2 a,i N j ]

- genere]r X~ ijl wkéx,{’f'

i1
W =N

Tas. 4.1: Algorithme bootstrap

Nous allons présenter ensuite les deux algorithmes les plus utilisés dans la pratique : I’algo-
rithme bootstrap et I’algorithme SIR optimal (sera appelé ici algorithme SIR pour simplification).
4.4.1 Algorithme bootstrap

Si on choisit la densité d’importance

q(xlxx — 1, y1) = p(xlxk-1),
c’est a dire que dans 1’étape de prédiction, les particules explorent I’espace d’état selon I’équation
du modele (1.2), sans tenir compte de I’observation a cet instant.
Dans I’étape de correction, de (4.10), les poids d’importance sont calculés par

i

Wy o« Wiy PO,

Quand une dégénérescence des poids est observée, une redistribution des particules est ef-
fectuée et les poids des nouvelles particules sont remis a 1/N. L’algorithme bootstrap est détaillé
dans la table 4.1.

Commentaires

e Ce choix de densité d’importance est trés commun a cause de sa facilité d’implémentation,
car il suffit dans 1’étape de prédiction propager les particules selon le modéle dynamique.



36 CHAPITRE 4. ASSIMILATION SEQUENTIELLE DE DONNEES

Initialisation : pouri=1,...,N
- générer x" ~ po(dx).
i _ 1
- Wy = -
A tout instant k > 1
Prédiction :pouri=1,...,N
- calculer % = (Q;' + H{R;'Hy)™!
- caleuler my = Z(Q; fi(Xi—1) + HiR; i)
- générer xfk” ~ N(mi, %)
Sélection :pouri=1,...,N
- caleuler wj o wi_, p(yelx;_)
SiNefs < Nr,alorspouri=1,...,N
£ 4 a,i N J )
- générer X" ~ 3 =1 wk5x£,_/.

i 1
W =N

TaB. 4.2: Algorithme SIR

4.4.2 Algorithme SIR optimal

L’algorithme SIR, plus précisément I’algorithme SIR optimal (Optimal sequential importance
resampling), est écrit pour les modeles dont les bruits sont gaussiens et I’opérateur d’observa-
tion est linéaire, ol la densité d’importance optimale p(xx|xx_1, yx) est bien déterminée. En effet,
considérons le systeéme dynamique (4.7 - 4.8)

Xk = [filXi—1) + Wy,
Yk = Hk Xk+Vk,

ou Wy et V. sont les bruits blancs gaussiens de covariance Qy et Ry respectivement, et I’opérateur
d’observation Hj, est linéaire. Nous avons, d’apres la formule de Bayes

POrlx) pCeilxk-1)
Pkl Xi-1)

Si les bruits sont gaussiens, il est clair que les densités dans la fraction ci-dessus sont toutes

Pkl Xp—1,yk) =

gaussiennes, la densité d’importance optimale p(xy|xi—1, yx) est donc gaussienne, avec la moyenne
my, et la covariance X [35] :

Je(Xi—1) + L k — Hy fie(X—1)) 4.11)
(I — LyHy) Ok 4.12)

my
2

avece
Ly = QuHj (HrQkH; + Ro)™ = Ki(Qp)
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Dans I’étape de prédiction, les particules sont simulées selon la densité d’importance p(xx|xx—1, Vk)-
On propage les particules en tenant compte non seulement du modele dynamique mais aussi de
I’observation disponible a cet instant.

Dans I’étape de correction, selon I’équation (4.10), les poids d’importance sont calculés par
i

Wy &« w;{_l P(yk|x§<_1)

ol p(yklec_l) est une densité gaussienne de moyenne Hy fy(Xi—1) et de covariance (HQiH™* + Ry).
Quand une dégénérescence des poids est observée, une redistribution des particules est ef-

fectuée et les poids des nouvelles particules sont remis a 1/N. L’algorithme SIR est détaillé dans

Tableau 4.2.

4.4.3 La convergence du filtre particulaire

La convergence du filtre particulaire a été étudiée de facon trés détaillée par Del Moral [9], et
une présentation plus accessible est donnée par Crisan et Doucet dans [4] et [5]. Des estimations
d’erreur uniformes en temps ont été obtenues par Del Moral et Guionnet dans [10] et par Legland
et Oudjane dans [26]. Ces résultats portent sur la convergence de la mesure empirique ,ukN du filtre
particulaire vers la mesure théorique 1 du filtre bayésien optimal, sous les différentes hypotheses.

Avant de présenter ces résultats de convergence, nous introduisons les notations suivantes

e [e noyau de transition de la chaine de Markov {X;}, noté K(dxg|x¢—1), est défini par
K(dxg|xi-1) = P[Xy € doxge|Xp—1 = x4-1]

Le noyau K est dit Feller s’il vérifie que, pour toute fonction ¢ continue bornée définie sur
R™, K¢ est aussi une fonction continue bornée

Yy € Cp(R™) = Ky € Cp(R™)

ol Kp(x) = [ K(dz|x)e(2).

o Si u est une mesure, ¢ est une fonction, et K est un noyau de transition markovien, on note

Il>

(1, ¢) f e(x)u(dx),

>

HK(A) f p(dx)K(Alx).

e Soit P(R™) I’ensemble des mesures de probabilités sur I’espace euclidien R™, sur lequel on
définit une topologie faible. Dans P(R™), une séquence de mesures de probabilité {¢" }y=1-co
converge (faiblement) vers la mesure u si, pour toute fonction ¢ € Cp(R™)

A}ggowN,w) = (u, ¢),
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Résultats de Crisan et Doucet [5]

La convergence de la mesure empirique ,ukN vers la mesure théorique yy est étudiée en deux
sens : convergence presque siire et convergence en moyenne quadratique.

Théoreme 4.4.1 (Convergence presque siire). Si le noyau de transition K est Feller et si la densité
d’émission p(yi|.) est continue bornée et strictement positive, alors

lim (', 0) = (- 0),
pour toute ¢ € Cp(R™).

Théoreme 4.4.2 (Convergence en moyenne quadratique). Si p(yi|.) est bornée, alors pour tout

k=1,...,K, il existe une constante cy indépendante de N telle que, pour toute ¢ € Cp(R™)
N a2 llpl>
E [(G > 0) = (g )71 < kN

ou l’espérance est prise sur des réalisations de I’algorithme des filtres.

(Voir [4] et [5] pour les démonstrations.)

Ces résultats de convergence sont vrais pour la classe des fonctions-tests ¢ bornées. Une
restriction est qu’ils n’entrainent pas la convergence des moments empiriques (notamment de la
moyenne et de la covariance empirique) des particules vers les moments théoriques de la variable
aléatoire conditionnelle (X|Y;.x). Un résultat de convergence pour la classe des fonctions-tests

N,

non bornées, notamment de convergence de la moyenne empirique m,; ““ vers la moyenne condi-

tionnelle mz a été montrée par Hu et al. [21] en 2007.

Dans la convergence en moyenne quadratique, le coefficient ¢; dépend du temps k et peut
augmenter dans le temps a une vitesse exponentielle (voir [11] - Partie III, chapitre 4). Avec ce
résultat de convergence, pour assurer une bonne estimation au temps k, il faut alors augmenter a
une vitesse exponentielle le nombre de particules dans le temps, ceci entraine alors des simula-
tions et des calculs coliteux.

Les deux résultats suivants donnent une convergence uniforme de la mesure empirique vers
la mesure théorique, ou le coefficient ¢; ne dépend pas du temps k, en ajoutant une hypothese
de mélange qui porte sur le noyau de transition du modele dynamique. Pourtant, en pratique, les
hypotheses de la convergence uniforme ne sont pas satisfaites dans de nombreux cas importants.

Résultat de Del Moral et Guionnet [10]

Ce résultat est basée sur ’hypothese que le noyau de transition de la chaine de Markov cachée
{Xx} est mélangeant, qui implique que {X;} est ergodique. Dans ce cas nous avons
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Théoreme 4.4.3. Il existe une constante c¢ indépendante de k telle que, pour tout k > 0 et pour
toute ¢ € Cp(R™)

N o o el
E [((:uk "p) - (ﬂka ‘70)) 1< Cw.

on)<a<l
Résultat de Le Gland et Oudjane [26]

Le résultat de Le Gland et Oudjane est basé sur une hypothese plus générale que celle de
Del Moral et Guionnet. Au lieu de considérer le noyau de transition K(dxg|xz—1), on considere le
noyau

R(dxplxk-1) = p(yilxi) K (dxglxg—1).

et on suppose qu’il existe € et une mesure positive A tels que
€A(dxy) < R(dxelxe—1) < € ' Adxp),
pour tout x,_; € R™, et que

sup,, egm P(Vklxk) -
- Y
lnfyep(Rm)(/JK, P()’k|))

Nous avons alors 5
llpl|

E [((1),¢) — (Wi, 9))*] < =

4.4.4 Commentaires

o [ es filtres particulaires s’appliquent a des systemes généraux. Ils ne requierent pas la linéarité
de I’équation d’état, ni de I’opérateur d’observation, et les bruits ne sont pas nécessairement
gaussiens. La linéarisation du systeme n’est pas non plus nécessaire.

o Les filtres particulaires sont des approximations du type Monte Carlo du filtre bayésien op-
timal dont la convergence vers le filtre bayésien optimal, quand le nombre de particules tend
vers I’infini, a été montré théoriquement dans la littérature. La moyenne empirique des par-
ticules, sous certaines hypotheses, converge vers la moyenne conditionnelle de (Xi|Y1.x),
qui est ’estimateur du minimum de variance parmi tous les estimateurs de X, d’apres le
résultat de Hu et al. [21].

e Dans tous les résultats de convergence, la vitesse de convergence est 1/ VN, et le coefficient
¢ dans la convergence en moyenne quadratique ne dépend pas du nombre N de particules.

o En utilisant le filtre particulaire, avec un nombre de particules suffisamment grand, on peut
considérer qu’on obtient une bonne estimation de la distribution de I’état sachant des ob-
servations. Cette estimation peut éventuellement servir de référence.
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e [’inconvénient principal du filtre particulaire est qu’il faut simuler un assez grand nombre
de particules, pour éviter le phénomene de dégénérescence des poids et pour assurer aussi
la convergence de I’estimateur dans le cas général, d’apres le résultat de convergence de
Crisan et Doucet [4].

4.5 Les extensions du filtre de Kalman

4.5.1 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu est décrit dans Jazwinski [22], pour les systemes non linéaires avec
des bruits gaussiens de la forme

X
Yy

Ji(Xi—1) + Wy, 4.13)
hi(Xy) + Vi, 4.14)

ou f; et hy sont les fonctions pas nécessairement linéaires mais dérivables, Wy et Vi sont les bruits
blancs gaussiens, de covariances respectives Oy et Ry.

L’idée est de linéariser la fonction f; autour d’un estimateur de X;_; et la fonction /; autour
d’un estimateur de X; pour obtenir un systeme linéaire gaussien. Les estimateurs utilisés ici sont
I'estimateur corrigé X}/ | pour X;_; et I’estimateur prédit X]’: pour Xj, c’est-a-dire

Si(Xi-1)
hi(X5)

fk(X]?_l) + fk/(X]?_l)(Xk—l - X]L(l_l)
(X)) + B (X)D(Xi — X))

X

X

Le systéme (4.13 - 4.14) est alors approché par

Xk Fr(Xi-1 = Xi_ ) + fil X)) + W,
Yo = HiXi— X))+ (X)) + Vi,

avec Fy = fl(X]_)) et Hy = h,’((X,{ ). En appliquant le filtre de Kalman (4.3-4.4-4.5-4.6) a ce
nouveau systéme, on obtient le résultat suivant

m{ = fk(mz_])v

Pl = FPO_Fi+ 0,

md = ml +Kx — he(m))),
P{ = (I-KHyPl,
Ki = P/H{(HP[H; +Ry)™.
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Commentaires

e Quand le systeme est non linéaire, les densités a priori et a posteriori ne sont pas gaus-
siennes. Alors, les solutions obtenues par le filtre de Kalman étendu ne sont plus optimales,
comme on I’a connu, la moyenne conditionnelle est un estimateur optimal, au sens de 1’er-
reur en moyenne quadratique minimale, seulement dans le cadre du modele linéaire gaus-
sien.

e Parce que les densités a priori et a posteriori ne sont pas gaussiennes, alors les deux premiers
moments (moyenne et covariance) calculés ne permettent pas de caractériser completement
la distribution de filtrage.

o Evensen dans une application du filtre de Kalman étendu sur un modele simulant la circula-
tion de I’océan [13], a identifié que : quand le systéme entre dans un régime instable (cas ou
la fonction f est fortement non linéaire), il y a un accroissement non borné de la covariance
des estimateurs. Miller et al. [30] ont aussi montré une mauvaise performance du filtre de
Kalman étendu sur le modele de Lorenz quand les observations sont trop clairsemées ou
ont des bruits trop forts. Le filtre donne alors les résultats divergents dus a la linéarisation
des fonctions du systéme.

e Un autre inconvénient du filtre de Kalman étendu, qui est aussi celui du filtre de Kalman,
est que la mise en oeuvre numérique est impossible dans le cas de vecteurs d’état de grande
dimension, car il faut toujours évaluer le gain de Kalman qui a une forme de produit de
matrices de grande taille.

4.5.2 Filtre de Kalman d’ensemble

Le filtre de Kalman d’ensemble a été proposé par Geir Evensen en 1994 [15] pour résoudre
le probleme de calcul du filtre de Kalman dans le cas du systeme linéaire gaussien. Il a été en-
suite étendu pour le modele non linéaire gaussien, ol sa performance remarquable par rapport aux
autres méthodes a été montrée par des expérimentations. En possédant des formulations simples
et une implémentation facile, 'EnKF est maintenant utilisé largement dans la communauté de
I’océanographie et de la météorologie (voir par exemple [18]).

L’EnKEF est basé sur un systéme non linéaire, il ne requiere pas la linéarité du modele, mais il
requiere la linéarité de I’opérateur d’observation pour former les formulations. Pourtant, d’apres
Evensen, on peut aussi utiliser I’EnKF pour un systeme dont I’opérateur d’observation est non
linéaire, sans utiliser la linéarisation comme les autres méthodes d’assimilation de données (voir
Section 6.2 du rapport pour de plus amples détails).

L’EnKF est proposé initialement comme une approximation du filtre de Kalman dans le cas
du modele linéaire gaussien, ou il utilise un ensemble d’éléments dont il construit des estimations
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empiriques. Pourtant il n’existe pas a notre connaissance d’étude complete sur la convergence de
I’EnKF vers le filtre de Kalman. Nous pouvons faire la méme remarque pour le cas non linéaire :
est-ce que le filtre de Kalman d’ensemble converge vers le filtre bayésien optimal comme le filtre
particulaire ? Une étude théorique et expérimentale sur les propriétés du filtre de Kalman d’en-
semble sera présentée dans la partie 2.



Conclusions

Nous avons présenté dans cette partie les principales méthodes d’assimilation de données
basées sur un systeme discret. On peut les classer en trois familles : I’interpolation classique, 1’as-
similation de données variationnelle et I’assimilation de données séquentielle.

L’interpolation classique appartient a une classe de méthodes simples. Cependant elle ne peut
pas étre utilisée en pratique en grande dimension a cause du cofit de calcul.

Les méthodes variationnelles sont préférées dans ce cas, car dans I'intervalle d’assimilation,
elles peuvent estimer en une fois 1I’état en temps et en espace en résolvant le probleme d’optimi-
sation. Pourtant, les méthodes variationnelles requicrent des écritures et des calculs complexes.
En plus, comme la solution est déterministe, on n’obtient pas d’information sur la distribution de
probabilité de I’état.

Les méthodes séquentielles relevant de I’estimateur bayésien nous permettent d’avoir une
inférence complete sur la distribution de probabilité de I’état. La solution optimale peut &tre écrite
dans le cas général sous forme analytique. Mais on ne peut pas la calculer numériquement, sauf
dans le cas linéaire gaussien ol elle se ramene aux équations du filtre de Kalman. Dans le cas
général, la solution est approchée par les estimateurs du type Monte Carlo (filtre particulaire).

L’estimateur du filtre de Kalman dans le cas du modele linéaire gaussien n’est autre que I’es-
timateur de I’interpolation classique. Le cofit de calcul en pratique dd a la grande dimension est
toujours le grand probléme, car il faut toujours évaluer le gain de Kalman. Les estimateurs du type
Monte Carlo dans le cas général sont plus appréciés. La mise en oeuvre du filtre particulaire est
assez simple, et la convergence de son estimateur vers 1’estimateur optimal a été montrée. L’in-
convénient du filtre particulaire est qu’il faut utiliser un grand nombre de particules pour éviter le
phénomene de dégénérescence de poids des particules et pour assurer la convergence de 1’estima-
teur. Cela demande aussi des calculs cofiteux en grande dimension.

Le filtre de Kalman d’ensemble a été proposé initialement comme une approximation du filtre
de Kalman, ensuite il a été étendu au cas du modele non linéaire gaussien. Son mécanisme est
intuitivement semblable a celui du filtre particulaire : on fait évoluer un ensemble d’éléments et
des estimateurs empiriques sont calculés a partir de ces éléments. L’ intérét de I’EnKF est qu’il es-

43
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time bien I’état en utilisant un nombre de particules assez faible par rapport au filtre particulaire.
En plus il donne aussi de bons résultats par rapport aux autres méthodes comme les méthodes
variationnelles en grande dimension, grace a son mécanisme de calcul. Pourtant ces conclusions
sont tirés seulement a partir des expérimentations, il existe peu de recherche théorique sur les
propriétés asymptotiques du filtre de Kalman d’ensemble.

Nous proposons ainsi une étude sur les propriétés asymptotiques du filtre de Kalman d’en-
semble dans la partie 2.



Deuxieme partie

Les propriétés asymptotiques du filtre
de Kalman d’ensemble
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Chapitre 5

Introduction

Dans ce chapitre nous présentons d’abord 1’algorithme du filtre de Kalman d’ensemble. En-
suite, la motivation d’utilisation de I’EnKF en pratique sera précisée. Enfin nous présentons nos
objectifs d’études pour les chapitres qui suivent.

5.1 Lalgorithme du filtre de Kalman d’ensemble

Considérons le systeme non linéaire gaussien

Xk JeXi—1) + Wy, (5.1)
Yo = H X+ Vi, (5.2)

ol W; et Vi sont des bruits blancs gaussiens, de covariances respectives O et Ry. L’ opérateur
d’observation Hj est linéaire et la fonction f; n’est pas nécessairement linéaire. La loi initiale
Ho(dxg) n’est pas nécessairement gaussienne.

L’ EnKF estime 1’état X; en utilisant un ensemble de N éléments XZ’], ... ,XZ’N . Dans I’inter-
valle d’assimilation [0, K], les estimations sont calculées d’une maniéere récursive :

— ATinstant O : on simule N éléments selon la distribution initiale
1 N
Xy s, Xy ~ po(dxo).
— AVlinstantk > 1:pourtouti=1,---,N,

e prédiction : les éléments explorent I’espace d’état selon I’équation du modele dynamique,
comme dans le filtre de Kalman mais avec des bruits ajoutés a I’équation et on applique
cette procédure pour chaque élément,

X[ = X))+ WL ou Wi~ N, Q). (5.3)
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Initialisation pouri=1,...,N
- générer x ~ N(O, Py).

A tout instant k > 1
Prédiction - pouri=1,...,N
- générer w ~ N, Or)
-x fk(xk D)+ wi
cm L yN
- PN T z 1L = maf = m)]
Correctzon pouri =1,...,N
- generer v ~ N(O, Ry)
'RN N Z l(vk)(vk)*
-Kk(PkN) = PNH;(HPYH; + R\)™!
X =l Kyl — Hixl ' + v

TaB. 5.1: Algorithme EnKF

La moyenne et la matrice de covariance empiriques de ces éléments sont calculées

N 1 EN: fi

mk = N L X ,

N 1 ZN Fi_ Ny oyl Ny

Pk = m izl(Xk —mk )(Xk —mk) . (54)

correction : quand I’ observation yj est disponible, chaque élément est corrigé indépendamment
des autres selon I’équation qui est semblable a I’équation de correction du filtre de Kal-
man.

X4 = X1+ Ke(PY) o — HiX[' + VD), (5.5)
mais avec le gain de Kalman empirique défini par
Ku(PY) = PYH{(HPYH; + RY)™. (5.6)

ou RkN est la matrice de covariance empririque des V,i

N
1 , ,
N _ i 7\*
Re =81 Zi:l(vk)(vk)

L’espérance de X;|Y|.x est estimée par la moyenne empirique des éléments d’ensemble

my; ~mk = ZXC”,
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et la distribution est approchée par la mesure empirique des éléments
1 &
N _ _
M) ~ N ) = Z: ().
=

Lalgorithme du filtre EnKF est présenté dans la table 5.1

Remarque 5.1.1. On peut formuler le filtre SIR selon une écriture similaire a celle du filtre de
Kalman et de I’EnKF. En effet, dans le premier pas de [’étape de prédiction, on peut laisser les
particules explorer ’espace d’état selon I’équation du modele (1.2) et on les note par X,{’l

X}{J _ fk(XZ;il) + W,i ol W,i ~ N, Q)

Dans le second pas de [’étape de prédiction, ces particules sont propagées selon 1’équation sui-
vante et notés X,

X0 = X[+ Ki( Q) Gk = HiX['+ Vi) o Vi~ N(O,Ry),
et le gain de Kalman défini par
Ki(Qx) = QcH;; (HQcH; + Ri) ™.
En combinant les deux pas, nous avons

XM = flXE) + Wi+ Ki(Qn) 0k — Hi (X)) + Wi + Vi)
(I = K(QOH) X)) + Ke(Q) yi + (I = K(QHi )W, + Ki(Qp) V.

Alors, en sachant X", et Yy, les particules X;"" sont i.i.d d’une loi gaussienne de moyenne

mi = (I = Kl(QOHy) filX{' ) + Ki(Qo) v

et de covariance

k= (I = Ki(QHy) Ok (I — Ki(Qu)Hy)™ + Ki(Or) Ri (Ki(Qi)* = Ok — Ki(Qx) Hy Ok

En utilisant le formule de Sherman-Morrison-Woodbury (voir annexe A), on peut montrer que
cette moyenne et cette covariance sont égales respectivement a la moyenne et a la covariance
données dans (4.12-4.11). Alors, au lieu de simuler directement un ensemble des particules selon
la loi gaussienne dont la moyenne et la covariance données par (4.12-4.11), on peut propager les
particules selon le schéma a deux pas comme ci-dessus, qui est similaire aux équations du filtre
de Kalman, et aussi du filtre de Kalman d’ensemble qu’on verra plus loin. Une différence a noter
est que pour finir le filtre SIR, il faut effectuer en plus une étape de correction (pondération) ot
les poids d’importance a)}; sont mis a jour selon I’équation

j j 1 a,i \\* * - a,i
wp = Wi CXP{—E()’k — Hi fil X)) (HQkHy + Ro) ™ Ok = Hi il X))

Quand une dégénérescence des poids est observée, la redistribution des particules est nécessaire
et les poids des nouvelles particules sont remis a 1/N.
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5.2 Motivation de l'utilisation du filtre de Kalman d’ensemble

Le filtre de Kalman d’ensemble posseéde une formulation simple et une implémentation facile.
Il résout les deux problemes liés au filtre de Kalman étendu : la divergence due a la linéarisation de
la fonction du modele et de 1’opérateur d’observation, et le cofit d’évaluation du gain de Kalman.

L’EnKF ne linéarise pas la fonction du modele, cela évite donc le probleme de divergence
du filtre de Kalman étendu. Plus précisément, dans le filtre de Kalman étendu, la covariance de
prédiction P{ est approchée en linéarisant la fonction f; du modele. Tandis que dans I’EnKF,
la densité de probabilité est représentée par I’ensemble des éléments, la covariance P{ est donc
approchée par la covariance empirique des éléments. Quand le nombre d’éléments N tend vers
infini, intuitivement, I’erreur d’approximation diminue 2 la vitesse 1/ VN. En propageant les
éléments XZ’_il représentant la distribution de X;' | selon I’équation (5.3), avec les bruits ajoutés
W,i simulés selon la loi de Wy, les éléments prédits X]J: ' obtenus représentent la densité de proba-

bilité de I’estimation prédite X/:.

Pour le cofit de calcul, considérons d’abord le cas du modele linéaire gaussien en remplagant
la fonction non linéaire f; dans (5.1) par une fonction linéaire F. Supposons que la dimension m
du vecteur d’état a estimer est beaucoup plus grande que le nombre d’éléments d’ensemble N et
que la dimension d de 1’observation .

Dans le cas du modele linéaire gaussien, en supposant que la loi initiale po(dxp) est gaussienne,
la distribution de probabilité conditionnelle de I’état caché X; sachant les observations Yj.; =
(Y1,...,Y;) est donc gaussienne, de moyenne et de covariance déterminées par les équations du
filtre de Kalman, rappelées ici

e prédiction
X =FX{, et Pl =FP Fi+ 0O

e correction
X¢ =X+ Kee — HiX]) et P = - KeHpP)]

ou le gain de Kalman est défini par: Kj = PgH:(HkPiH,’C‘ + RN

Si m est grand, 1’évaluation des matrices de covariance P/, P} ainsi que celle du gain de
Kalman Kj est presque impossible. L’idée de I’EnKF est d’évaluer la matrice de covariance empi-
rique d’un ensemble d’éléments, qui est facile a calculer, au lieu d’évaluer la matrice de covariance
exacte en calculant les produits des matrices. Ici, la covariance P{ est remplacée par la covariance
empirique PkN définie dans (5.4) et le gain de Kalman K} est donc remplacé par le gain de Kalman
empirique Kk(P;Cv ) défini dans (5.6).

Le probleme de calcul est donc résolu de la maniere suivante : en pratique, la matrice de
covariance empirique PkN n’est jamais calculée ou stockée, méme pour évaluer le gain de Kalman
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empirique qui est utilisé pour calculer les éléments Xg’i. En effet, le gain de Kalman empirique est
défini par

Ki(PY) = PYH;(H PYH; + Rp) ™.

Pour le calculer, au lieu d’évaluer PkN , on évalue le produit PkN H ,’; Hj. est un opérateur linéaire
de dimension d X m, HZ est donc une matrice de d colonnes des vecteurs (1, ..., hy) de dimension
m. Pour évaluer le produit PkN H} on évalue N X d produits scalaires, parce que :

N
PYH, = |y K = mD = my | H
i=1
R fi
S N S N\* 7%
= o1 DL = my [ my Hy|
i=1
R ; ; ;
= 1 Z(X,{” —m [ = my X = m)h).
i=1
11 suffit donc de stocker dans la mémoire de 1’ordinateur N vecteurs (X,{ - mkN ),i=1,...,N,
et d vecteurs hy, ..., hy de dimension m pour évaluer le calcul.

Pour les modeles non linéaires gaussiens, pour la méme raison, I’EnKF diminue le colt de
calcul par rapport a celui du filtre de Kalman étendu.
Opérateur d’observation non linéaire

Les équations de I’EnKF sont basées sur I’hypothese linéaire de 1’opérateur d’observation
Hy. Pourtant, ’EnKF est aussi utilisé pour les systtmes dont I’opérateur d’observation est non
linéaire, sans utiliser la linéarisation, de la maniére suivante [17] :

Considérons 1’équation d’observation

Yie = hi(Xio) + Vi

oll i est une fonction non linéaire de R™ a R?. En notant,
— , 1 & .
Bo= XY =R on Y = =) mx!h,
L= (X)) - I} p N;k(k)

les éléments de correction sont calculées par
X' = X"+ Ki(PY) O = (X + V),

ot le gain de Kalman empirique est calculé, sans évaluer la matrice de covariance empirique PP,

par
-1

N N
1 i Ty 1 T Ty
Ku(PY) = | 55 > (XL = m) () H—N_ 1 D )+ RY
i=1 i=1
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Avec ce schéma, I’EnKF est donc applicable pour les systemes dont 1’opérateur d’observation est
non linéaire.

5.3 Objectifs

Il existe beaucoup d’études de simulation sur la performance de I’EnKF, mais il n’existe pas
une étude théorique complete sur ses propriétés asymptotiques, nous posons donc les objectifs
suivants a étudier

e La convergence de ’EnKF vers le filtre de Kalman dans le cas linéaire gaussien quand le
nombre d’éléments N tend vers I’infini.

~ .. N

e La convergence presque siire et la convergence dans L” de la mesure empirique :“Z dans

le cas général, vers une mesure théorique qui sera précisée, quand le nombre d’éléments N
tend vers I'infini.



Chapitre 6

Convergence du filtre de Kalman
d’ensemble

6.1 EnKF comme un systéeme d’éléments en interaction de champ
moyen

Dans I’équation de prédiction de ’EnKF
X[ = fulX )+ Wi, 6.1)
les W;; sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) selon la loi pZV(dw). En supposant que
les éléments corrigés a I’instant k—1, XZ_Z |» sont aussi i.i.d., les éléments prédits X/: ' sont alors i.i.d.
D’apres I’équation de correction
X4 = X+ K (PYYow — HiX[' + Vi), (6.2)

ou les Vli sont i.i.d. de loi plfv(dw), nous constatons que chaque élément XZ’i est calculé en fonction
de I’ensemble des éléments prédits X,{’l. Cette dépendance est au sens en interaction de champ
moyen, c’est-a-dire a travers la mesure empirique

Ng_ 1 )
Hy _ﬁzéx,{”’

ou plus précisément, a travers la covariance empirique
1 &
N _ fii Ny y /i Ny*
Pk = mZ(Xk —mk)(Xk —mk) .
i=1

Intuitivement, quand le nombre d’éléments N tend vers I’infini, la loi des grands nombres
donne la convergence de P]/(V vers une covariance déterministe, et en reportant dans (6.2), on voit
que les X;* sont alors i.i.d a la limite. L’indépendance des éléments X;”' a I'instant k — 1 entraine
donc I’indépendance des éléments X,{ A linstant k, et la procédure peut étre répétée de maniére

53
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N

récursive, sachant que les Xg’i a I’instant initial sont i.i.d. de loi wo(dxp).

Ce phénomene est connu comme la propagation de chaos [29, 38]. Pour étudier le comporte-
ment asymptotique des mesures empiriques des éléments

1 & 1 &
N.f _ B Na _ g
M= N iél 6)([" et N i; 5Xk, ,

I’'idée [38] est de considérer un nouveau systeme d’éléments i.i.d., notés par )_(]{’i et )_(Z’i, dont
I’évolution est comme celle des éléments de I’EnKF, mais on remplace la matrice de cova-
riance empirique Pliv par la matrice de covariance exacte, notée Py. C’est-a-dire que : pour tout
i=1,...,N

a,i _ vya,i
— X0 = x4

— pour tout k > 1

X/ FlXE) + W (6.3)
X = X4 KPPk — HiX[' + Vi) (6.4)
oll P; désigne la matrice de covariance des vecteurs aléatoires i.i.d )_(]{’i, par définition
ml =E[X" et P=E[X] -m)&X -m)).
Pour la démonstration qui suit, la moyenne et la matrice de covariance empirique des
éléments )_(I{’i sont aussi introduites, définies par

N N
1 O ofi v 1 yy yy
=N _ 1 N _ fib _ =N\ fid _ = Nys
) _NE X' et Py —NE(Xkl—mk)(Xkl—mk) :
i=1 i=1

respectivement. Nous remarquons que les bruits W,i et V,i sont exactement les bruits simulés
dans I’EnKF.

En résumé, d’une maniere intuitive, les éléments X]{’i et Xl’:’i sont proches des éléments i.i.d.
)_(]{’i et )_(Z’i respectivement. Le comportement asymptotique des éléments i.i.d X,{’i et )_(Z’i est plus
facile a étudier, grice a leur indépendance, mais la covariance P est en général inconnue, donc
les éléments et les distributions sont aussi inconnus. A I'inverse, les éléments de I’EnKF sont
dépendants, mais la covariance empirique est calculable, les éléments sont alors déterminables.

Les éléments )_(,{ et )_([’l sont alors les copies indépendantes du processus aléatoire suivant

[ X)) + Wy
X[ + Ku(PoOx — HiX] + Vi) .

v/
X
X

Nous notons ﬁi et i respectivement la distribution de )_(,{ et )_(/f. On espere alors qu’elles
soient respectivement la limite des distributions empiriques des éléments de I’EnKF, étant notées
respectivement par ,u,iv’f et ,ukN “
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6.2 Résumé de la démonstration

Notre objectif est de montrer la convergence presque siire et la convergence dans L” des me-
sures empiriques ,ukN’f et ,uj{v ““ vers les mesures théoriques correspondantes, ﬁi et i1y Le résultat de
convergence est basée sur les deux hypotheses de la fonction du modele dynamique. L hypothése
A est que la fonction f; du modele est globalement lipschitzienne, et I’hypothese B est que la
fonction f; est localement lipschitzienne avec un accroissement au plus polynomial a I’infini.

L’ordre de la démonstration est le suivant :

e Section 6.3 : Enoncé des hypothéses A et B.

e Section 6.4 : Sous les deux hypotheses A et B, nous montrons 1’existence des moments des
mesures théoriques [1{ et ay.

e Section 6.5 : Nous étudions I’application P — Kj(P) du gain de Kalman et nous montrons
que, si la matrice de covariance de I’erreur d’observation est inversible, le gain de Kalman
a un accroissement au plus linéaire, en plus, il est continu et localement lipschitzienne.

e Section 6.6 : Nous étudions la contiguité des matrices de covariance empiriques Pf(v et PkN .

e Section 6.7 : Nous montrons la convergence de la matrice de covariance empirique 132’ vers
la matrice de covariance théorique Py.

e Section 6.8 : Nous montrons la contiguité entre les éléments EnKF et les éléments i.i.d
indiqués, presque slirement et dans L, quand le nombre d’éléments N tend vers I’infini.

e Section 6.9 : Nous montrons la convergence presque slire et la convergence dans L” des

f f

.. N. . L. _ _
mesures empiriques 1, et ,uiv *“ de ’EnKF vers les mesures théoriques et .

6.3 Hypotheses sur le modeéele dynamique

Deux hypotheses différentes sont introduites pour la fonction f; du modele. L’hypothese A est
suffisante pour le modele linéaire, I’hypothese B est destinée aux cas plus généraux, y compris le
modele de Lorenz discrétisé en temps.

Hypothése A La fonction f; est continue et globalement lipschitzienne, c’est-a-dire, il existe
une constante L > 0 telle que

i) = i) < L|x = x|,

pour tout x, x’ € R™.

Hypothése B La fonction f; est continue et localement lipschitzienne avec un accroissement au
plus polynomial a I’infini, c’est-a-dire, il existe une constante L > 0 telle que

fi(x) = il < Llx = x| (1 + |x* + [X]°) (6.5)

pour tout x, x’ € R™ et avec s > 0.

Remarque 6.3.1. L’hypothése A est un cas spécial de I’hypothése B, avec s = 0.
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Remarque 6.3.2. Sous [’hypothése A, la fonction fi a un accroissement au plus linéaire a l’infini,
c’est-a-dire
[feCOl < M (1 +1x]),

pour tout x € R™ et avec une autre constante M.

Preuve. En écrivant |fi(x)] = |fi(x) — f(0) + fi(0)| , nous avons
/Ol < 1fie(x) = fi(O)] + 1 fi(O)] < L x| + /(O ,
En posant M = max (|/(0)|, L), nous avons
eI <M (1+1x). O

Remarque 6.3.3. Sous [’hypothese B, la fonction fi du modéle a un accroissement au plus poly-
nomial a U'infini, c’est-a-dire
ol < M (1 + 120,

pour tout x € R™, s > 0, et avec une autre constante M.

Preuve. En écrivant |fi(x)| = |fr(x) — fx(0) + fx(0)| , nous avons

O] < i) = /O] + O] < L (1 + ™) + 1 /&(0)] .

D’autre part,
Ix| < max (1, |x]**") < 1+ x*".

Alors,
@Ol < L(1+2 ") +1£(0)] .

En posant M/2 = max (|f;(0)|, L), nous avons
A@I<M A+, o

Remarque 6.3.4. Sous [’hypothése B, nous pouvons aussi écrire I’inégalité (6.5) sous la forme
suivante
i) = i)l < M 1x = x| (14 xf*) + M =21

Preuve. Nous avons,
X1 < (o + 12 =) <257 x)f + 2571 X = x|*  (voir annexe 10.2.3) ,

alors,
i) = O < Llx = 2] (1 + |xf* + 2571 xf* + 2571 |/ = x1%).

En posant M = L (1 +2*7!) , on obtient

i) = O <M x =X A+ X))+ M [x- X" o
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Nous introduisons les notations suivantes pour les moments des éléments )_(I{” et )_(Z”.

mp! = @ X[ = ( fR L ACRIS
et
W = I = [ o)
et aussi pour les moments des différences entre I’observation et des particules perturbées
Pl = E Y- H X+ Vi)l
Remarque 6.3.5. Nous avons l’inégalité suivante

FP< (| 1= Hoxd? @l (d0)VP + B IVEDYP <1Vl + HRll M2 + ¢y Ao (Re)
Rﬁl
ou Amax(Ry) désigne la plus grande valeur propre de la matrice de covariance de I’erreur d’ob-
servation Ry.

Preuve. En utilisant I’inégalité de Minkowski (annexe B1) et I'inégalité de 1’annexe B2, nous
avons ce qu’il faut démontrer. O

6.4 Existence des moments

Nous avons les résultats suivants sur 1’existence des moments de )_(1{” et de XZ”.

Proposition 6.4.1. Si I’hypthese A est satisfaite, et si la distribution initiale uy admet des moments
finis d’ordre p > 2, alors pour tout k € N*, les distributions [1{ et fi admettent des moments finis
de méme ordre p, et notamment la matrice de covariance Py, est finie.

Si ’hypothese B est satisfaite, et si la distribution initiale uy admet des moments de tout ordre,

f
k

notamment la matrice de covariance Py, est finie.

alors pour tout k € N*, les distributions [, et i} admettent des moments finis de tout ordre, et

Preuve. 1l s’agit de montrer que, pour toutk =1,2,...,
Mf’f <oo et Mf’a < o0

pour tout p > 2 si I’hypothese A est vraie et pour tout p si I’hypothese B est vraie.

La proposition sera démontrée par récurrence. Supposons que la proposition est vraie pour
k—1.
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Sous I’hypothese A, nous avons

|X‘[’i| <M+ |)_(]i’f1|) +|Wj|, ot on a utilisé la remarque 6.3.2 .

L’inégalité de Minkowski (voir annexe 10.2.3) donne
EIXPH)YP < M (1 + (E (X4 P/ E|WiP /P
(EIX1P)"P <M A+ (EIXP))+ (E[WP)7P,

donc
M < M (1+ MP) + cp AE(00) <.

Alors que sous I’hypothese B
|X,{’i| <M1+ |Xli’f1|”1) +|Wj] ol on a utilisé la remarque 6.3.3 .
L’inégalité de Minkowski donne
(E X177 < M (1+ (B X PE)Ury + (B IWP)P,

donc
M < M (L 1) + e Q) < oo,

ol Amax(Qk) désigne la plus grande valeur propre de la matrice de covariance Q.

Notamment, la covariance Py est finie, en effet, pour tout u € R™
5 2 - 2 2 -
W Pus |t ) < fR o ()

donc

*

_ u* Pyu
1Pl = sup

< f i ] (dx) = (M) < oo
u#0 |M| m

Pour les moments des )_(Z’i, nous avons toujours
X < XD+ IK(PIl Yy — H X[+ Vi
En utilisant ’'inégalité de Minkowski,
(BIXE)P < (BIXLP)YP + IIKPOIl (B 1Yk = He X[+ VilP)'P
donc

M < MPT 4 K (PNl 7P < MPT + K (Pl (1Yl + 1HRl M2 + ¢ A (Ri)) < o0,

ou Amax (Ry) désigne la plus grande valeur propre de la matrice de covariance Ry. O

Introduisons les notations des moments empiriques que nous utiliserons dans les sections

suivantes
N

N
~ N.p. 1 Y _ N.p. 1 .y
Mk p.f — (N Z IX]{I|P)1/I7 et Mk p.a - (N Z |XZl|p)1/P ,
i=1 i=1
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et aussi pour les résidus

N
1 o
Rl =y > Yi— H X[+ VD)7
i=1

Or les éléments X/ et X' sont 1.1.d., d’apres la loi des grands nombres, nous avons, si le moment
_ k & p g
M,f st fini, alors
rN.D, D =N, -
Mkpf—>M]ff and rkp—>rkp,

presque sirement quand N 1 co. Et si le moment M} est fini, alors

presque stirement quand N T co.

6.5 Continuité lipschitzienne locale du gain de Kalman
Dans cette partie nous étudions 1’application P — Ki(P) de R"™ " a R™*? et définie par
Ki(P) = PH} (HPH} + Ry)™!

ou Hj et Ry sont respectivement 1’opérateur d’observation et la matrice de covariance de 1’erreur
d’observation a I’instant k.

Nous avons le résultat suivant : si la matrice de covariance Ry est inversible, alors la fonc-
tion P — Ki(P) a un accroissement au plus linéaire. En plus, elle est continue et localement
lipschitzienne.

Proposition 6.5.1. Si la matrice de covariance Ry, est inversible, alors

I Hll

IKk(P)I| < m

Pl

et
[ Hll

IKi(P) — Kp(P)I| < Il = Ke(P") Hyll (RO

PP, (6.6)
pour toutes matrices de covariance P et P’.
Preuve. Nous avons

IKi(P)|| = |IPH} (HyPH; + Ry)™" || < 1Pl |Hill |(Hx PH; + Ry) ™|

ol nous avons, avec la norme de matrice associée a la norme euclidienne, ||H/|| = [|Hl| -
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Or HPH, +Ry. est une matrice symétrique, il existe donc une matrice orthogonale O et une ma-
trice diagonale D telles que HyPyH, +R; = O D O, ce qui entraine (HPH; +R)'=0D'0* =
oD '20* OD™ 20" =T* T, avec T = O D™'/? O* par définition, et

. _ u* (HyPH; + Ry u T ul? v]?
I((HxPH}, + Ry) 1|| = sup k2 = sup 5~ =sup o
u#0 |M| u#0 |M| v#£0 | VI

Ona 77! =0DY?0* alors

T =v 0D'"? 0" 0D 0" v=v"ODO* v=v" (Hy P H] +Ry) v,

et
_ vI? v[? 1
((HxPH; + Ry) ™' = su . <sup — = .
¢ b V' (HPH, + ROV gt v Re v Amin(Re)
Alors
| Hkl
IKe(P)I| < ——— |IP|| .
/lmin(Rk)
Pour toutes matrices de covariance P et P/, nous avons
Ki(P)—Ki(P)) = PH; (HyPH;+R)™" —P Hj (Hy P H + Ry
= PH;(H PH;+R)™" - P H; (H PH; +R)™"
+ P Hy (He PH; + R — (He P Hf + R)™)
= (P-P)H; (H PH; +R)™"
~ P Hy (Hy P H; + R)™" Hy (P~ P') H (Hy P H; +Ry)™
= (P-P)H; (H PH; +R)™
— Ki(P') Hy (P~ P) H; (Hy P H; + Ry)™'
= (I-K«(P)Hy) (P-P)H; (Hy PH; +R)™",
alors

I Hll

IKi(P) = Ke(POll < M~ Ki(P') Hill 2— 0

IP-P]. O



6.6. CONTIGUITE DES MATRICES DE COVARIANCE EMPIRIQUE 61

6.6 Contiguité des matrices de covariance empirique

L’ objectif de cette partie est d’étudier la contiguité entre la matrice de covariance empirique
des éléments prédits X/: " de I’'EnKF, étant notée par PV, et la matrice de covariance empirique des
éléments prédits i.i.d. X/*, étant notée par PY. Nous avons

N
1 , ,
N _ 1 N 1 N\*
P = NZI(Xkl_mk)(Xkl_mk)
=
NPTy
= 5 XL = ey
i=1

IR RIS oy

5l NASS Sl NS

:NEXk(Xk)_(Ngxk)(ﬁ§Xk)’
i=1 i=1 i=1

et de la méme facon,
N

N N
_ 1 o fi ofi 1 orio 1 —fi
N _ NS aRN fi friy
P2 2R - G LG 28
i=1 i=1 i=1

Utilisant I’égalité a® — b* = (a — b)* + 2b(a — b) donne, pour tout u € R™

u (P —P)u=

1 O P U B
= N X}{JF—N Dl X,{’l|2—|ﬁ D X,{”|2+|N Dw X[P
i=1 i=1 i=1 i=1
1, i ofie 1, Sfis o fi ofi
=5 ;m X =X 42 ;w XL @ (' - XL
1 -, fi ofie 1 -, ofis 1 5 fi ol
-5 Z}u X = X[ -2(5 Zu LS Z}u & - %Ly,
donc
* N DN
1Py -BY| = igg—m (P’]mzp")ul
1 & . 1Y
< < Z} IX( - X[ 2 Z] XX = XL
e i X - XD 42 (- i ) (+ i DAR A
N i=1 ¢ ¢ N i=1 ¢ N i=1 ¢ ¢
< 2li|xf,i_)—(f,i|2+4(li|)‘(.ﬂi|2)l/2 (lilxﬁi_)—(ﬁilz)l/z
- N i=1 ¢ ‘ N i=1 ¢ N i=1 ‘ ¢ ’
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ou on a utilisé I’'inégalité de Cauchy-Schwarz. En notant

N
N,p, 1 K Sfiipy L
A= DI =Xy
i=1
avec p > 1, nous avons
- N2.f - N2.f AN2,

|PY = BY|| < 2 1A% P+ 4 012 A (6.7)

ol la notation

N
_ 1 _ri
N,2, >
M, f:(ﬁ > X2,
i=1

a été définie dans la section 6.4.

6.7 Convergence de la matrice de covariance empirique Pj("

Nous étudions ensuite la convergence de la matrice de covariance empirique I_’kN vers la matrice
de covariance théorique Py.

Proposition 6.7.1.
€£\] = ”I_’kN —Pk” — 0 p.squand N tend vers l'infini,

et

lim sup \/N{E |€],<\,|p}1i < oo. pourtous p > 1.
NToo

Preuve. Par définition

N
_ 1 . .
N _ fi  -N fii = Nyx
Py = N i:EI(Xk —my) (Xk —my;)

N
1 e
= D& == =) (K[ = = ()
i=1
1 & . Y 1 &
= ¥ Z( i) <X{”—mk)*—<ﬁ DXL =) () = )

Il
—_

! i=1
1 &,
= () = i) ( DRI =i+ () = i - )"
i=1
1 &Y . .
¥ 2K ) KL =)’ = @ = oG )"
i=1

donc, pour tout u € R™

N N

* /D D S 1 ool ~ o fil —\% D * 1 v/ ”

w (PY —Pu=u (¥ > (X[ = i) KL = ) = Py = u (& > K=ol
i=1 i=1
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et
lu* (PY — Py) ul

N &
~ B~ By i
u#0 |

_ 2
—mkl .

IA

||— Z(Xf — i) (XL = i) —Pk||+
i=1 =

|M2

On remarque que pour toute matrice symétrique M € R™"

m m

2
W Mul =1 )" u; Mjpuyl < max DMl < lul Z M1

Jii'=1 Jij'=1 Jij'=1

ol u; est la jietme composante du vecteur u, M;; est I’élément a la jieme ligne et a la j* iéme
colonne de la matrice M. Donc,

IMl] = Z M
u* ]j/ 1
En affectant
1 Y . ,
M= > K =) K[ = i) = P,
i=1
on a
My = Z([Xf 1= [ ) (X = Dl ) = [Pl
donc

_ LR o
< 3 Z( =l ARG = el ) = [Pl + )15 D 1K= el

b=l N =i

En utilisant la loi forte des grands nombres pour les vecteurs aléatoires X,i qui sont i.i.d de

moyenne 77, et de covariance Py, nous avons €’

. converge vers 0 presque siirement quand N tend

vers 1’infini. Nous avons aussi

Ele'P)7 Z El Z E (X)) = Uiud )Xy = Uil ) = [Pel )P

=1
m 1 N
_ Yil1. _ 77, 1.12P\1/P
+;<E|N;[xk1, [ PP,

en utilisant I’inégalité de Minkowski. En utilisant ensuite I’inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund,
nous avons pour tout ordre p > 2,
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m
C s . Y - —
(Ele,ivl”)”” < —’]’v g (E|(X,i’f’f—m;) X’ ’f—m;)—Pi’f |Pyl/p

=1

+ @ zm:(E |)‘(’¥J'vf _ —f|217)1/p
N 2 h i )

Or les moments d’ordre p > 2 des éléments )_(]{” sont finis, nous avons donc

limsup VN{E [€}1P}7 < 0. O
NToo

6.8 Contiguité des éléments

Dans cette partie nous étudions la contiguité entre les éléments EnKF et les éléments i.i.d. a
la limite. Nous avons, de (6.1-6.3), sous I’hypothese A

X[ = X[ < LIXY - XL (6.8)
alors que sous I’hypothese B
IXP R < LIXS - RE) (14 1R 1) + LIXS - X et (6.9)
Pour les éléments de correction, de (6.2-6.4) nous avons, sous les deux hypotheses

XX = X[ Ke(PY) (Y- Hi X[+ V) = X — Ki(Py) (Y — Hi X[+ VD)
_ ; fi _ ghi N : fi _ ghi
= (= K(Pp) Hy) (X" = X;7) = (K(P) = Ki(Pr)) Hi (X7 = X;7)

+ (Ki(PY) = Ku(PY) (Yi - Hy X+ V),
donc

XY~ X < |- Ke(Py) Hll IX] — X
N = fi i
+ IKe(PY) = Ki(POI H X — X)) (6.10)

+ IK(PY) = Ki(Poll 1Ye — H X[ + V.

Nous introduisons maintenant les notations suivantes

N N
Nop. 1 g Y Nop, 1 i S
N =g DX e A= S X
i=1

i=1
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qui sont les mesures de la contiguité d’ordre p des éléments EnKF et des éléments i.i.d. a la limite.
Sous I’hypothese A, d’apres (6.8)

N N

1 i ofi 1 i i

(5 DI AR A O <L(y DX =X e,
i=1 i=1

autrement dit

N,p.f N,p,a
AP < LAY, (6.11)

alors que sous I’hypothese B, d’apres (6.9), en utilisant ’inégalité de Minkowski, nous avons

N N

1 P —fi 1 . _. .

(5 DX -xmr < Ly DX =X (1R NP
i=1 i=1

N
1 a,i vi.a p(s+1)y\1/
+L(5 ;le_l — Xl pGrylip,

Pour le premier terme de cette inégalité, en utilisant 1’inégalité de Holder et ensuite 1’inégalité de
Minkowski, on obtient

N
1 . . .
(5 21X =X L+ 1K 1) e
i=1
N 1 N
a,i vi,a 1/ i,a N1/ pr
<(—= ;m_l—xk_lv”) S ;<1+|xk_1m’”> rr

N N
S 1 _. , ,

DX = KPP A (5 ) IKE POV

i=1 i=1

ou r, 7’ sont tels que 1/r + 1/r" = 1. On obtient alors

AVPT < L ANPT (14 (M2 4 L AR ST 6.12)
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Pour les éléments de correction, de (6.10) et (6.6), sous les deux hypotheses

X - X <1 = Ke(Py) Hill 1X] - X
+ 1Kk (PY) = Ke(POI IH X = X
+ 1Kk (PY) = Ke(POIl [Ye — Hi X[ + V]
< 1 - Ki(Py) Hill IX] ~ X

. I Hll? N B fi  ofi
+ I = Ki(Pr) Hill ———— 1P, — Pill 1X," — X7
/lmin(Rk) k k k
. [ H | N B Sfi | i
+ ||l = K (Py) Hy|| ——— ||P, — P|| Y — H X2 + V!
Il 1 (Pr) Hl 1RO I1P, Kl |Ye — Hi X;, il

< GO = XL 1IPY = Pull (X = X1+ 1Y = He X+ VD)
ou on a utilisé la propriété localement lipschitzienne du gain de Kalman (Proposition 6.5.1), et

IH P

C =||I—K(P)H|| max(1, ,
¢ R Amin(Re)” Amin(Re)

)

est une constante. En utilisant I’inégalité de Minkowski, on obtient

N N
1 S 1 S,
(N E |XZ” _ Xz,zlp)l/p < G ((ﬁ E : IX’{,: _ X}{,z|p)1/11
i=1 i=1
1 N
N _ b _ fi _ wfipy1/p
+ 1P} — Pyl (N i; X" = X.71")

N
_ 1 _ s .
HIPY = Pl (55 ) W= Hi X[+ VD) P)
i=1

autrement dit

N,p, N,p, 5 N,p, _N,
AYP < Cp (AY P+ IPY = Pill (AP + 7))

En utilisant I’'inégalité triangulaire et de (6.7), nous avons

_ — - = N,2, —N,2, N,2,
IPY — Pell < IPY = Pl + 1PY — Pell < 2 1A P + 402> AV 4+ €Y

alors
AV < O (AP + QIAYHT R+ 4 b AP 4 ey (AP 4+ YY) (6.13)
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6.8.1 Contiguité presque slre des éléments

Nous rappelons les définitions
P 1 D e
Aiv’p’f — (N Z |X]{’l _ X]J:le)l/P et AN-Pa _ ( Z |XZJ _ XZ,llp)l/P )
i=1 '

Proposition 6.8.1. Si I’hypthese A est satisfaite, et si la distribution initiale uy admet des moments
finis d’ordre p > 2, alors

AYPT—0 e AP0,

pour le méme ordre p, presque siirement quand N T oo.

Si ’hypothese B est satisfaite, et si la distribution initiale uy admet des moments de tout ordre,

alors

Aiv’p S50 et AkN’p 450,

pour tout ordre p, presque sirement quand N T oo.

Preuve. A D’instant O
1

AN,p,a — (N
i

0

M=

IX; - X )r=0.

Il
—_

a

Supposons que, sous I’hypothese A, AkN_’[i’
N,p.a
k-1

— 0 presque slirement quand N T oo pour tout
ordre p > 2, et sous I’hypothese B, A — 0 presque stirement quand N T co pour tout ordre p.

Sous I’hypothese A, de (6.11) nous avons
N.p.f N.p.a
AT S LA

Alors, AkN AU presque stirement quand N T oco. Alors que sous I’hypothése B, nous avons
I’inégalité (6.12)
AVPT < LAY (1 4 (B PT P + L AR ST

SN pr, spr, - Sspra :
Or M\P"" — M; " presque stirement quand N T co, avec le moment ;" qui est fini

(proposition 6.4.1), alors par la récurrence, Aﬁ{v’p R presque siirement quand N T co.

Dans les deux cas, nous avons ’inégalité (6.13),

AYPE < C (AT + QIAYH R+ 4P AP €y (AT + )

- N2, -2.f _ _N, - N .2,
Or M, NN M; I et Fr P — r,f presque siirement quand N T co, avec les moments finis M, f

et ?]f , et parce que e}{v — 0 presque stGrement quand N T co (proposition 6.7.1), alors par la

. N.p, .
récurrence, A, " — 0 presque stirement quand N T co. i
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6.8.2 Contiguité dans L” des éléments

Nous rappelons les définitions

N N
Nop.f 1 i ohipal AN i gaipnl
Akpf:(NZ|X/{1_X/{l|p)/p et pa: ZXaI_XZl|p)/P’
=1 i=1
et introduisons les nouvelles notations

N.p.f _ fii _ wfip N1/ N.pa _ ai  waipl/
D, =(EIX;” - X, [PyP et D, =(EIX," - X, |PHy7e,

qui dépendent de N parce que la distribution d’un élément EnKF dépend du nombre N d’éléments.
Rappelons aussi les notations suivantes pour les moments empiriques

N
- N.p, 1 o fii N
M, pf — (N le{llp )l/p et s _ al|p )l/p

|M2

et pour les moments théoriques

M= (BIXPP)YP et iD= (BRI
Le lemme suivant établit les relations entre ces quantités.
Lemme 6.8.1.

(E |AstP»f|q )l/q < Div»l’\/qsf et (E |AkN,Pﬂ|q )l/q < DkN,PV‘]ﬂ

’

et
(E |M]1cV7p,f|q yWa < M]qu’f ot (E |Mllcv,p,a|q Yy < vaq’a ’

ot pV q = max(p,q).

Preuve. Dans cette démonstration , nous remplagons temporairement 1’indice de prédiction / et
I’indice d’analyse ¢ par un point ®. Nous avons, si g = p

N
1 . _. .
N,p,e 0 0 0 N,p,e
E |AMP " =E( § IX2* - X7 =B |X;* - X217 =D,
i=1
parce que (xbe, X,i") ont une méme distribution jointe pour touti = 1,--- , N, donc

(B Ay 1P)! P = DPe

Si g > p, alors Iapplication x — x?/P est convexe, et d’apres 1’inégalité de Jensen nous avons

N
A =G ) K =X |P)q“’<<— Z'X’ SR ADEL R
i=1

ce qul entraine
N,p,e q q N,q,u q q N,q,'
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Si ¢ < p, alors I’application x > x2/ est concave, et d’aprés 1’inégalité de Jensen nous avons
N,p,e N,p,e N,p,e N,p,e
E A1 = E (AP DIP < (BIASP)IP = 1D
donc
N,p.eig\1/q N,p,®
(EAT1)7 <D
De la méme fagon, sig = p

N
v L 1 ol,e ol,e —rD,®
BIMP =E (5 DI P) = BIKEP = 1P,

i=1
parce que les )_(,i" ont la méme distribution pour touti = 1,--- , N, donc
VD, 1 V2
(E M7 1PHP = M7

Pour les cas ol g > p et g < p, la démonstration est répétée avec les méme arguments de convexité
et de concavité. O

Proposition 6.8.2. Sous I’hypothese B, et si la distribution initiale uy admet des moments finis de
tout ordre p,

sup VN chv’p < oo et sup VN DkN’p “ <00,
Nzl Nzl

pour tout ordre p.

Preuve. A D'instant O,
D)7 = (B IXi* - X" P = 0.

Supposons que

sup VN DkN_’q’f < o0 et sup VN Dkai’“ < oo,
N>l N=1

pour tout ordre p. Sous I’hypothése A, nous avons I’inégalité (6.11),

N,p.f N,p,a
AYPT < LAY

donc
(EIATP)NP < L (BIARP)P
Autrement dit,
DY < LDy
Ainsi par la récurrence, nous avons VN DkN’p /" est bornée uniformément selon N. Alors que
sous I’hypothese B, nous avons I’inégalité (6.12)

AVPT < L ANPT (14 [MYSP TS 4 L AR STt
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En utilisant 1’inégalité de Minkowski, on obtient,

(EIAYPI)P < LB AP (L4 1P )P 4+ L (B A D eplesiy e,

et en utilisant ’inégalité de Holder puis I'inégalité de Minkowski pour le premier terme nous
avons,

(E (AN (14 RSP Py )P

N’ X -N’ ” ’ ’
< (B APV (B (1 + My rytier

< (B AP PP (1 (BB e e
ou r, 7’ sont tels que 1/r + 1/r" = 1. Nous obtenons alors,

DkN,p,f < L DkNizir,a 1+ |szlr ,als) + L |DkN_,1;(S+1),a|s+1 )

Puisque le moment Mlzf lr “ est fini (proposition 6.7.1), alors par la récurrence, VN DkN”7 I est

borné uniformément selon N.
Sous les deux hypotheses, nous avons I’inégalité (6.13)

N,p,a
Ak

IA

N.p.f N.2.f N2, N.2.f N,p.f , =N,
Cr AV + QIANH P + 4 MY AV 4 &y (AP + 7Py

IA

Cr AP + 20 AV AV + 20Ty (AP + 7P

+Cr e (AT + 7Py
En utilisant I’inégalité de Minkowski nous avons

(EAYPP)P < (B IAYPTPHM P
+2Ck (B (AYPT P IAY 4 2 KT P AN 4 7oy L
Np.f | =N,
+ C (E (P 1877 + 7PN
En utilisant I’'inégalité de Holder et puis I’inégalité de Minkowski pour le deuxiéme et le troisieme
terme on obtient
N2.f\p  AN2.f = N2.fp (AN | =N,
(E (AP 1P 1A w2 b2 | AP 4 0P oy e
< (BIAVH pryirr (g AN o N2y (B AN ey e

< (E |A1/€V’2’flpr)l/pr ((E |A;€V,2,f|pr’ )l/pr’ +2(E IM]/(V,Z,fV)r/ )1/pr’)

(B IAYPI Py 4 (B Ry ey
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our,r,r" sonttelsque 1/r+ 1/r +1/r" =1, et

(B (11" 1A + 7P P
<(E |€]1<V|Pq yra (g |AkN*P’f + ,:II(V’P|P11’ yird

< (Bl )P (BIASTPO P 4 (BRIPOIPD
ol ¢,q’" sont tels que 1/g + 1/4’ = 1. Nous obtenons donc

DQ’»P,“ < G DstP»f + 2Ck DkN,ZV(Pr),f (DkNaZV(P”/)vf + ZMzV(P”/)af) (Dkva””vf + 7.]1:””)

+Ci (B! P 1 (DI 4 7y

ou on a utilisé le lemme 6.8.1. Parce que les quantités M]%V(p "-f , F]’Z " et ?lf 7 sont finies, et que

VN e,jcv est bornée uniformément selon N dans L”? (proposition 6.7.1), alors par la récurrence,
N.p, (o c
nous avons VN D)/ P4 est borné uniformément selon N. m|

6.9 Convergence du filtre de Kalman d’ensemble

Nous rappelons ici la notation des mesures empiriques des éléments EnKF

N _ ] ) Na _ 1 |
/lk - N Z 6X]{,z et /lk - N Z 6XZ’I'

Dans les deux sections suivantes nous allons démontrer la convergence presque sire et la conver-

f

. . N,
gence dans L des mesure empiriques 4, et ukN 4,

6.9.1 Convergence presque slre de la mesure empirique

Théoreme 6.9.1. Soit ¢ une fonction continue et localement lipschitzienne avec un accroissement
au plus polynomial a infini, c’est-a-dire qu’il existe une constante L telle que

p(x) = () < Llx = x| (L + 17 + [X|7)

pour tout x,x’ € R™ et avec o > 0.
Sous I’hypothese A, et si la distribution initiale uy admet des moments finis d’ordre p avec un
certain p > max(2,o + 1), alors

1 & ; . 1 X g y
N ;W{’)—’ fR COLACURNE ;¢<Xk’>—> fR 9 ()

presque stirement quand N T oo.
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Sous I’hypothése B, et si la distribution initiale uy admet des moments finis de tout ordre, alors

! N o i 1 S a,i —_a
N 2000 — JLooman @ g 29K — | ow can.

presque siirement quand N T oo.

Preuve. Dans cette partie de démonstration, nous remplacons temporairement les indices de
prédiction / et d’analyse ¢ par un point *. Nous avons

(0l < M (1 + 27+,

pour tout x € R™ d’apres la remarque 6.3.3. Alors,
¢l AR dn) < M L+ [ 17 f(dn) = M (1+ |17 < oo,
R™ R™

d’apres la proposition 6.4.1. En utilisant la loi des grands nombres pour les éléments i.i.d. )_(]i",

nous avons

1 &
— X — i;(dx) , 6.14
v ;fﬁ( e RO (6.14)

presque sirement quand N T oo.
D’autre part,
¢ = O < L= x| (1+1xI7) + L = 2|7

pour tout x, x" € R”, avec une autre constante L. En utilisant I’inégalité triangulaire, alors
1 ¥ . .
15 2O = sX))]
i=1

1
<

=]

N . .
Dl - (X
i=1

IA

N N
1 is  wie Cie o 1 is  ieo+l
L~ ;p(k - XA+ L ;p(k — Xt

Utilisons maintenant 1’inégalité de Holder et puis 1’inégalité de Minkowski pour le premier terme,
on obtient

N
1 ie vi,e l,e
DI AR ARl
i=1

1

IA
=4

N N

o aie 1 e

(5 LXK (5 Y ARy O
i=1 i=1

N
o oie 1 e
X=X A (5 D IEETN

i=1

IA
Z| =
M=
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ou r, " sont tels que 1/r + 1/r" = 1. Nous avons alors

N
DX —dENI < LAK® A+ BT + LAY L (6.15)

|1
N =S

P AR A drement quand N la limite #7""* qui est fini
arce que M, — M, " ° presque stirement quand N T oo, avec la limite M, " ** qui est finie,
alors d’apres la proposition 6.8.1, nous avons

1 u i,@ i@
I ;(gb(xk )= XN — 0, (6.16)

presque sirement quand N T oo.
En combinant (6.14) et (6.16), et en écrivant

1 u i,® —e
N Zl BX) - fR 90 ()

! N i vi,e 1 N e .
-5 ;(qﬁ(Xk’ )= oK + (5 ;Wk’ ) - fR 600 1))
nous avons ce qu’il faut démontrer. D

6.9.2 L’-convergence et vitesse de convergence

Théoreme 6.9.2. Soit ¢ une fonction continue et localement lipschitzienne avec un accroissement
au plus polynomial a infini, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante L telle que

p(x) = () < Llx = x| (L + 17 + [X[7)

pour tout x,x’ € R™ et avec o > 0.
Sous I’hypothése B, et si la distribution initiale uy admet des moments finis de tout ordre p,

alors
15 g i
Isvg) WUE'N ;¢(Xk )—Lde(x)uk(dx)W)l/P < oo,
et
1 3 a,i —a 1/
wp W R15; D000 [ o o) <o,

pour tout ordre p.

Preuve. Dans cette partie de démonstration, nous remplacons temporairement les indices de
prédiction / et d’analyse ¢ par un point *. Nous avons

lp(x) < M (1 + |67y,
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pour tout x € R™ d’apres la remarque 6.3.3. En utilisant ’inégalité de Minkowski et d’apres la
proposition 6.4.1, on obtient

IA

( fR lgl 5 (dx))'P M ( fR a + X7 fir(dx)) )P

IA

MA+C | P Eedxt/r)
Rm

M (1 + |7 < oo
En utilisant I’'inégalité de Marcinkiewicz—Zygmund, nous avons
1 < Sie _e pl/p - Cp i —® py\l/p
(Bly 205{0 [ o maor)' < - Z ik [ o aaor)”.
autrement dit,

N>1

1 &
sup VIV (B D081~ [ ot i) <o (6.17)
i=1

En utilisant I’'inégalité de Minkowski et d’apres (6.15), nous avons

(U _; N
(Bl D @G =oM< LAY (A + 11771y P
i=1

+ L (B Aol Dylie,

En utilisant I’inégalité de Holder et puis 1’inégalité de Minkowski pour le premier terme, on ob-
tient

(B (AY"1P (1 + M7y )P
< (E |A2V,r,o|pr)l/pr (E (1 + |Ml]€V,0'r’,o|a')pr’ )l/pr/

< (BN POYPT (14 (BT
ou r, " sont tels que 1/r + 1/r" = 1. Nous avons alors
1 &
e i,e N,pre — /. N, 1
(Bly 200N = o&mMINIP < LDI™ (14 i7" + LIDY 7t
i=1
ol on a utilisé le lemme 6.8.1.

Parce que le moment M;:p "* est fini, alors d’aprés la proposition 6.8.2, on a

1 al /@ i.e
sup VN (B |+ > (604" = oK) )P < oo (6.18)
i=1

N>1
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En combinant (6.17) et (6.18), et en écrivant
| &
- iey ~e pAl/p
(Bly Zl HXy") fR 40 0l

1% . 1<%
<(BEly DX - (X)) |P>”P+(E|N Do - fR () mr(dx) )P
i=1 i=1

nous avons ce qu’il faut démontrer. O






Chapitre 7

Relation avec le filtre bayésien
optimal

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, quand le nombre d’éléments d’ensemble
tend vers I’infini, chaque élément d’ensemble de I’EnKF tend vers une copie indépendante du
processus aléatoire

X = ful®L) + W,
X = X+ KPOOw - Hi X + Vo),
ot Wi ~ N(0, Qr), Vi ~ N(0, Ry) et X3 ~ N(0, Po).

: < : N, N,
Nous avons aussi montré la convergence des mesures empiriques i, I et H, “ de ’'EnKF vers

{ et iy des vecteurs aléatoires )_(1’: et )_(g correspondantes. L’ objectif maintenant est

les mesures [
alors de comparer ces limites avec les mesures correspondantes du filtre bayésien optimal, qui se

réduit dans le cas du modele linéaire gaussien au filtre de Kalman.

7.1 Relation avec le filtre bayésien optimal

Soit ¢ une fonction bornée mesurable, nous avons

o) =51 = [ [ i+ m @ plan).

m Rm
(7.1)
ou pZV(dw) désigne la distribution gaussienne du vecteur aléatoire Wj. Cette expression permet

f

e _
d’€crire la mesure fi;

en fonction de la mesure ff .

Sous les deux hypotheses A et B, la mesure ﬂ{ a le moment d’ordre deux fini, la matrice de
covariance Py est alors finie. Nous avons, pour toute fonction ¢ bornée mesurable,

| $) @) = B [$(XeD] = f fR ¢+ Ki(P) (Y = Hyx+v) il(d) g () v,
(7.2)

77



78 CHAPITRE 7. RELATION AVEC LE FILTRE BAYESIEN OPTIMAL

ou ql‘c/(v) est la densité gaussienne de I'erreur d’observation V;. Nous avons ainsi une expression

de la mesure fi} en fonction de la mesure [1{ .

D’autre part, nous avons a I’instant initial

fR () fig(dx) = E [p(X5)] = IR _¢(x) po(dx) ,

pour toute fonction bornée mesurable ¢, ce qui implique fig = uo.

Pour le filtre bayésien optimal, nous avons les équations suivantes qui décrivent I’évolution de
e apd etde g apd:
f $(x) e (dx') = E [¢(Xp) | You-1] = f G(fi(x) +w) i (dx) p} (dw) ,
Rm

m Rm
(7.3)

et

f W) g (Ve — Hix) 1 (dx')

fR ) pi(dx') = E [$(X0) | You] = =

, (7.4)
fR g (Yo~ Hyx') 1 (dx')

pour toute fonction mesurable bornée ¢. Et a I’instant initial,

L () Ho(dx) = E [¢p(Xo)] = jl; _¢(x) po(dx) ,

ce qui implique pg = Ho.

Nous avons alors fig = ug, et si g | = ui_,, de (7.1) et (7.3), il est nécessaire que ;1{ = ,u{.

f

Pourtant, en général [1{ =W

n’implique pas i1} = uyf, en regardant la différence entre (7.2) et (7.4).

f

Autrement dit, les distributions /i, et fi} a la limite de I’'EnKF différent des distributions 1,

and g définies par le filtre bayésien optimal.

7.2 Relation avec le filtre de Kalman

Dans le cas du systeme linéaire gaussien, en remplacant la fonction nonlinéaire f; par la
fonction linéaire Fy, il est clair que )_(,{ et )_(Z suivent des lois gaussiennes de moyennes et de
matrices de covariance suivantes
’h{ = Femj_y,

Py = FrP{_| F+ O,
mg = il + KPP ~ Hi i),
P = (I-Ki(PHPy,
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qui sont exactement les moyennes et les covariances conditionnelles fournies par le filtre de Kal-

f
k

riance sont fournies par les équations ci-dessus. En plus, si gf | = uf_,, alors ﬂ{_l = ,ug_ - Etsi

man. Autrement dit, les mesures /1, et f; sont les lois gaussiennes dont la moyenne et la cova-

[[,f_l = ,u']’:_l, alors Py = P']f, donc Ki(Py) = Ky, ce qui entraine af = uf .

Alors, dans le cas du modele linéaire gaussien, la mesure définie a la limite du filtre de Kalman
d’ensemble coincide avec celle définie par le filtre de Kalman. Nous pouvons aussi montrer la
convergence de la moyenne empirique des éléments EnKF vers la moyenne conditionnelle du
filtre de Kalman. En effet, nous avons

m{ =B (XilY1) = m{ = E (XP).

11 suffit donc de démontrer la convergence de la moyenne empirique des éléments EnKF vers la
moyenne mathématique /mj = E ()_(Z). Nous avons

N N N N
1 : 1 A T 1,
\WEWZXZ”—M,(I < WEINZXZ”—NZXZ“H \/NE|NZX;“—mk|
i=1 i=1 i=1 i=1
S 1 &
< VNEIXY-X+ VNE NZ|X;“—mk|]<oo

i=1

en utilisant la proposition 6.8.1 pour le premier terme et I’inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund
pour le second terme, et en supposant que I’hypothese B soit satisfaite et que la distribution initiale
Ho(dxp) admet les moments finis d’ordre p > 1. Alors, la moyenne empirique des éléments EnKF
converge vers la moyenne conditionnelle du filtre de Kalman avec la vitesse 1/ VN.

7.3 Filtre de Kalman d’ensemble pondéré (WEnKF)

Nous avons montré que

e Pour le systeme linéaire gaussien, la moyenne empirique des éléments EnKF converge vers
la moyenne conditionnelle du filtre de Kalman.

e Pour le systtme non linéaire gaussien, la distribution empirique des éléments EnKF ne
converge pas vers la distribution du filtre bayésien optimal. Cela peut étre vu comme un
résultat négatif du filtre de Kalman d’ensemble.

L’idée naturelle est qu’il est nécessaire de modifier le filtre de Kalman d’ensemble pour que
sa distribution empirique des éléments converge vers la distribution du filtre bayésien optimal.
Papadakis [31] a proposé en 2007 une version modifiée de I’EnKF pour réaliser cette idée, qui
s’appelle le filtre de Kalman d’ensemble pondéré (Weighted Ensemble Kalman Filter-WEnKF).

Le WEnKEF reprend le principe d’échantillonnage du filtre particulaire : dans 1’étape de prédiction,
si les éléments d’ensemble explorent selon une loi de propagation q(xkle(_ 1> Yk), alors dans I’étape
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de correction, chaque élément doit €tre pondéré avec un poids défini itérativement par :

k‘“

i i P(Yk|xz) p(-x;(lx;;_l) N
W), < Wy_, —
C](xk|xk_1,)’k) i=1

Les éléments EnKF sont propagés selon les deux équations (5.3) et (5.5) que nous pouvons
réécrire sous la forme

o FeXE )+ Wi+ Ki(PY) [y — Hy (fuX ) + W) + Vi

[ = Ke(PY) Hi] fiX{' ) + Ke(PY) yi + Ke(PY) Vi + [ = Ke(PY)Hi] W}

_ i i
= Mt

w = I = Ku(PY) Hil X)) + Ki(PY) i (7.5)
et
¥, = Ki(PY) Vi + [1 = Ke(PY)H ] Wy, . (7.6)
y}; est une variable aléatoire gaussienne centrée, de matrice de covariance

Py, = Ke(PY) Ric [K((POT" + U = K(PY)HK] QO 1 — Kie(POHLT™
(7.7)
Autrement dit, les éléments EnKF sont propagés selon une loi gaussienne de moyenne y;; et de

covariance P, . D’apes le principe d’échantillonnage, chaque élément EnKF doit étre affecté un
poids défini par

i i
w; < W

(7.8)

;‘T.N

POKIXE) p(XPIxE ) i
—1 : -
N(X,‘(” —,u;{; 0, Pyk) =

Parce que les éléments sont a présent pondérés, la moyenne et la covariance empirique des
éléments pour le pas de temps suivant sont modifiées

Lo Ol —m ) ol -
m WX et py o= k Nkt k+1 k+1 M (7.9)
k+1 — Z k k+1 k+1 — 1— Zﬁil(wk)z

Convergence du filtre WEnKF

En principe, le filtre WEnKF converge vers le filtre bayésien optimal selon le principe d’échantillonnage
d’importance. Pourtant, il y a une remarque suivante de notre part : d’apres les équations (7.5) et
(7.6), la moyenne ,uj( et la matrice de covariance P,, dépendent de la covariance empirique PkN des
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éléments prédits X]{ ", qui est aléatoire. C’est-a-dire que, la loi de propagation des éléments EnKF
n’est pas vraiment gaussienne de moyenne ,u;'c et de covariance P,, indiquées.

Pourtant, grice aux résultats obtenus sur la convergence de I’EnKF, quand N tend vers 1’in-
fini, les éléments EnKF sont contigiis aux éléments indépendants et la covariance empirique
PkN converge vers la covariance déterministe Py. Ainsi, intuitivement, les éléments XZ’i sont les
éléments i.i.d de loi gaussienne a I’asymptotique, on peut donc affecter les poids aux éléments par
les formulations indiquées et I’estimateur peut &tre calculé par le principe d’échantillonnage.

La convergence du filtre de Kalman d’ensemble pondéré n’est pas encore justifiée et nécessite
encore une démonstration.

7.4 Comparaison des distributions a posteriori dans le cas ou la
distribution a priori est un mélange de lois gaussiennes

Dans cette section, nous comparons les distributions a posteriori de la limite du filtre de Kal-
man d’ensemble et du filtre bayésien optimal, dans le cas ou la distribution a priori est un mélange
de lois gaussiennes. Le modele est considéré a un pas de temps, 1’état initial Xy prend un nombre
fini de valeurs et sa distribution est un mélange fini de masses de Dirac. Cette discussion servira
notamment a comparer la distribution des particules du filtre de Kalman d’ensemble a la limite

et du filtre particulaire a un pas de temps, en fixant les valeurs des particules de I'instant précédent.

Considérons le modele a un pas de temps suivant :
X1 = f(Xo)+ W et y=HX +Vi,

ou les bruits additifs W; et V; sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne
nulle et de matrices de covariances Q et R respectivement (R étant inversible), et ou I’état initial
Xo peut prendre un nombre fini de valeurs, i.e. sa distribution

Ho = Z pg 6x6 avec des poids positifs, et Z pg =1,
i€l i€l

est un mélange fini de masses de Dirac.

7.4.1 Distributions théoriques
Distribution a priori

La distribution a priori, i.e. la distribution de probabilité du premier état X;, est un mélange fini
de lois gaussiennes, un cas particulier de distribution multimodale, avec des poids p’i = pé, des
moyennes xil = f (xf)) transportées par I’application f, et des matrices de covariances égales a Q,
ie.

w= > piTex,0),

iel
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ol on note I'(-,m, X) la distribution gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance X. En
effet, par définition

1@ = E[6XD)] = E[$(f(Xo) + W))]

[ [ e+ motdo . 0.0)

2. fR C9(f(x) +w) Tdw,0.Q)

iel
- S f 6(0) T(dx, f(3)), ) .
icl R

f
1’

f
17

m{=mexu{<dx>=Zpi mexr(dx,xﬁ,Q>=Zpi X,

iel iel

La moyenne a priori m, i.e. la moyenne de la distribution a priori yu, , est définie par

et la matrice de covariance a priori P/, i.e. la matrice de covariance de la distribution a priori ,u{ ,
est définie par

Pl= [ mhimmly @ = Tk [ aomde-ml) Tan 0.

iel R

et en remarquant que
fR (x—m]) (x = m])" T(dx, xi, Q)
) fR (= X)) (v = )" T, 4, Q) + fR (x} = m]) (] = m])" T(dx. 2}, Q)

+ R(x—xq)(xq—m{)*r(dx,xg,Q)+fIR(xﬁ—m{)(x—x’;)*r(dx,xg,Q)

= 0+ () —m]) (x} = m])",

comme les produits croisés
Rm()c - xil) ()cil - m{)* I'(dx, xil, 0) and me(x’i - m{) (x - xil ) T'(dx, xil, ),
sont nuls, alors

Pl =Y P10+ —m)( =m) 1= 0+ ) pl (x —m)) () —m])" .

i€l i€l
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Distribution a posteriori : limite de ’EnKF quand le nombre particules tend vers I'infini

Par définition
2 = f f o(x+ K(Py) (v — Hx - v) i (d) T(dv, 0.R)

ou Py = P{- and /1{ = u{' comme défini précédemment. De maniere équivalente, en utilisant des

fonctions caractéristiques

fm expliu” x} j(dx) fm jl;d expliu® (x + K(P1) (y1 — Hx —v))} ,ul(dx) I'(dv,0,R)

expliu’ K(Pyyi) | expliu’ (1= K(Py) H) x) ) (d)

f exp{—iu* K(Py)v} I'(dv,0,R)
R4
_ 1 _ _
= expl{iu” K(P1)y1} CXP{—EM* K(P1)RK*(Py) u}
f expliu’ (I - K(P\) H) x} ﬁ{(dx),

et comme p{ = y{ ,ona

fexp{lu - K(Pl)H)x}p(a’x)—Zp1 f expliu” (I — K(P1) H) x} I'(dx, xl,Q)

iel

et en remarquant que
f expliu* (I - K(Py) H) x} T(dx, ¥\, Q)
. _ o1 . . .
= expliu* (I - K(P1) H) x| — 5“* (I - K(P1)H) QI - K(Py) H)" u}

. _ . 1 - -
=expliu” (I - K(Py) H) x} eXp{—Eu* (I-K(P\)H)Q( - K(Py)H)" u},
ainsi

_ 1 _ _
jl;mexp{iu*)é}ﬁ‘f(dx) = expliu” K(P1)y1} eXP{_Eu*K(PI)RK*(PI)”}
1 _ _
CXP{—EM* (I - K(P1)H) QI - K(Py) H)" u}

Z Pl expliu (I— K(Py)H) x\} .

iel
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Ceci signifie que

A=) P TGP,

i€l

avec xa’“ = x|+ K(P))(yi —Hx}) et

p K(P)RK"(P1)+ (I - K(P1)H)Q(I - K(P1) H)"

K(P1)RK*(P1)+ (I - K(P1)H) P, (I - K(P\) H)"

- -KP)H)(P1 - 0)I - K(P)H)",

et en remarquant que

et

K(PHRK'(P1)+ (U ~K(POH)P1(I-K(P)H) = (I-KP)H) P,

(- KP)H)(P1 - Q) (U -KP)HY = Y phul (),

iel

ou ul = (I — K(P) H) (x, —m]), ainsi

P = (I-KP)H)P = phul @)

iel

Distribution a posteriori : filtre Bayésien

Par définition

fR () 01~ Hx.R) 1] (dx)

f $(x) p1(dx) =
8 f qn - HxR) 1] (dx)

On remarque que

et

g0 = Hx,R) p{(dx)dy = Y p gy = H x,R) T(dx, x}, Q) dy

iel

q(y — Hx,R) T(dx, X}, Q)dy ,

représente la distribution de probabilité jointe de X et Y dans le modele linéaire gaussien

Y=HX+V

ou X et V sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes , de moyenne x’i et zero, et de

matrices de covariance Q et R, respectivement. De maniere équivalente, on peut exprimer cette
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densité de probabilité jointe comme le produit de la densité de probabilité conditionnelle de X
sachant Y, et la densité de probabilité de Y, i.e.

q(y — Hx,R) T(dx, X\, Q)dy = T(dx, X} (y), P1) q(y - Hx\, H Q H* + R)dy

ol X](y) = X\ + K(Q)(y — Hx') et Py = (I - K(Q) H) Q. En conséquence
f ¢(x) g(y1 — H x,R) ] (dx) = Z P g1 —Hx;,HQH" +R) f ¢(x) T(dx, ], P1)
R iel R
ol 35{ = }\f(yl) = x’i + K(Q) (y; - Hx’i), et en particulier pour ¢ = 1
f _ i i s
[ati =t @0 = Y bl o - HHQH R,
R icl

ainsi

¢(x) g — H x, R) ] (dx)

f $(x) w1 (dx) R
o f q(y1 — H x, R) t/ (dx)

Zpi qon —Hx\,HQH" +R) f ¢(x) T(dx, %}, Py)
Rm

iel

> Pl a1 —HX, HQH +R)

iel

D7 fR _¢(0) Tdx, X1, 1)

iel

ou de facon équivalente
wi= Y PiTGELPY,
i€l
ol les poids a posteriori sont définis par

. Piqoi—HX,HQH"+R)
1= : - , .
>0l an - Hxj, HQH" +R)

iel

Filtre de Kalman d’ensemble pondéré

Par construction

w _ Ziel PBQ(}’I - h)C, R)r(x9 Xf), Q) a
uy () = fRd #(x) T(x, m‘l’(x;(), P) Hi(dx)

ou m{(x}) = (1 = K(P)H)x{ + K(P1) y1 car

| s mi@n 600 Y gl ator = 0 T 4, 0)

iel
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op o H1(x)
My (@) fR" ¢(x)r((1 — K(P))H)v — K(P1)w,0, P)

Ici, I'(., m (), P) représente I’approximation gaussienne de uf et u}’ peut donc étre considérée

ui(dx) I'(dv,0,R) I'(dw, 0, Q).

comme une approximation de y;.

7.4.2 Distributions des particules des filtres a un instant fixé
Considérons le modele non linéaire gaussien suivant
Xi = fXp—)+ W, et Yr=HXp+Vy

ou les bruits Wy, et V; sont des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne de moyenne
nulle et de matrice de covariances Qy et R; respectivement (R, étant inversible), et ou la distribu-
tion de I’état initial X, est approchée par un mélange de masses de Dirac

Ho = Z Pf) 0 x6 avec pg =1/N pour tout i .
i=1

Considérons I'instant k > 1. En fixant les valeurs des particules a I’instant k — 1, X‘” Z’l,

d’apres la section précédente, nous avons :

Distribution des particules de la limite du filtre de Kalman d’ensemble

Distribution a priori : la distribution a priori des particules a I’instant &, selon le filtre de
Kalman d’ensemble a la limite, est un mélange fini de lois gaussiennes, avec des poids identiques
pf{ = 1/N, des moyennes x,f” =f (xaf ,) et des matrices de covariances Q.

ml = anﬁw

Distribution a posteriori : la distribution a posteriori des particules de la limite du filtre de
Kalman d’ensemble est un mélange de loi gaussiennes

N
1
ﬁkN’a = NZF( Xk ,Pk)

avec x*' = x[' + K(Py) (Y — H x") et Py = K(Py) Re K*(Py) + (I - K(Py) H) Ox (I - K(Py) H)",
ol Py est la matrice de covariance a I'instant k de la distribution a priori pk du filtre de Kalman
d’ensemble a la limite.

Distribution des particules du filtre bootstrap

Distribution a priori : la distribution a priori des particules a I’instant &, selon le filtre boots-
trap, est un mélange fini de lois gaussiennes, avec des poids prenant des valeurs différentes
pf{ = f);'(_ |» des moyennes x{” = f (fo ,) et des matrices de covariances QOy.

N
= > PTG, 00
i=1
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Distribution a posteriori : la distribution a posteriori des particules du filtre bootstrap est un

mélange de lois gaussiennes
N
N, N i
uy =" P Tl 00,
i=1
ol les poids a posteriori sont définis par

Pl a0 — HX,’:’i,Rk)
SN pi Ok — Hxl",Ry)

Al

Distribution des particules du filtre SIR

Distribution a priori : 1a distribution a priori des particules a I’instant k, selon le filtre SIR, est
un mélange fini de lois gaussiennes, avec des poids prenant des valeurs différentes pj'c = ﬁ;{_l

N
DA CE AN AR
i=1

oux[’ = f ) +K(Qo) (Yi—H f(x ) et Py = K(Qu) Rk K*(Q0)+(I-K(Qp) H) Ok (I~ 0p) HY".

Distribution a posteriori : la distribution a posteriori des particules du filtre SIR est un mélange

de lois gaussiennes
N
N, v y
K= BTG P,
i=1
ol les poids a posteriori sont définis par

Al

P}, g0k — Hx,f’i, HQiH* + Ry)
¥, Pl qGx — Hxl', HOH" + Ry)

Distribution des particules du filtre WEnKF

Distribution a priori : 1a distribution a priori des particules a I’instant k, selon le filtre WEnKEF,
est un mélange fini de lois gaussiennes, avec des poids prenant de valeurs différentes p";C = ﬁ;'(_l

N
N, f j 0
ukf = E pzf(-,x,f Py .
i=1

ot x/" = fO )+ K(Py) (Y~ H (x4 ) et Py = K(Py) Ry K*(Pi)+ (I~ K(Py) H) Py (I- Py) HY".

Distribution a posteriori : la distribution a posteriori des particules du filtre WEnKF est un

mélange de lois gaussiennes

N
DN A ICE AN
i=1
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oll les poids a posteriori sont définis par

i
si_ Pk
pk_ZN i ol

i=1 Pr @y

PO p(xIxd )

avec W = :
k . .
T, I, Py



Conclusions

Nous avons montré théoriquement que, quand le nombre d’éléments N tend vers I’infini, les
éléments du filtre de Kalman d’ensemble, qui sont initialement dépendants, convergent vers les
éléments d’ensemble indépendants et identiquement distribués selon une loi qui differe de la loi a
posteriori du filtre bayésien optimal dans le cas général. Dans le cas du modele linéaire gaussien,
cette loi asymptotique est gaussienne et n’est autre que la loi a posteriori du filtre de Kalman.
Nous démontrons la convergence presque siire et dans L de la mesure empirique des particules
du filtre de Kalman d’ensemble, avec la vitesse de convergence usuelle 1/ VN.

Ce résultat peut étre vu comme un inconvénient du filtre de Kalman d’ensemble par rapport au
filtre particulaire, dans le cas ou on utilise ses éléments pour estimer la distribution de probabilité
de I’état. Pourtant, dans le cas ot on utilise peu de particules, comme le filtre particulaire ne donne
pas une bonne estimation quand les particules ne sont pas suffisantes pour bien représenter la dis-
tribution a posteriori bayésienne, I’EnKF peut fournir un meilleur estimateur. Cela peut expliquer
la performance de I’EnKF obtenue par expérimentation.

Un papier de Jan Mandel et al. [28] paru en janvier 2009 démontre théoriquement la conver-
gence du filtre de Kalman d’ensemble vers le filtre de Kalman dans le cas du modele linéaire
gaussien. L’idée de la preuve est relativement similaire a la notre : le gain de Kalman empirique
de ’EnKF est borné par une constante qui ne dépend pas du nombre d’éléments N. Les éléments
dépendants de I’EnKF sont ainsi échangeables avec les éléments indépendants et identiquement
distribués selon la distribution a posteriori du filtre de Kalman, et la contiguité des éléments est
montrée dans L”. Et la démonstration dans nos travaux est plus générale au point ol nous avons
montré la convergence de I’EnKF pour la classe des modeles non linéaires gaussien dont la fonc-
tion du modele est continue et localement lipschitzienne avec un accroissement au plus polyno-
mial a I’infini.

Nous présentons dans la partie suivante quelques résultats de simulations afin de discuter la
performance du filtre particulaire et du filtre de Kalman d’ensemble en pratique.
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Troisieme partie

Simulations
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Chapitre 8

Introduction

Dans cette partie nous proposons de valider par simulation des méthodes d’assimilation de
données séquentielles dans des cas test.

8.1 Objectifs

Les objectifs sont les suivants :

1. Comparer les performances des filtres dans le cadre ou I’on utilise “peu de particu-
les”. Dans les applications, le coit des calculs numériques ne permet pas d’utiliser un grand
nombre de particules pour les méthodes d’assimilation®. Notre objectif est donc de com-
parer la performance des filtres quand on dispose de peu de particules. Ces résultats de
simulations vont nous permettre de voir quelle qualité d’estimation on atteint en pratique.

2. Comparer les performances des filtres dans le cadre asymptotique. L’étude théorique
sur les propriétés asymptotiques de I’EnKF montre que : dans le cas du modele linéaire
gaussien, I’EnKF et le filtre particulaire convergent avec la méme vitesse vers le filtre
bayésien optimal quand le nombre N des particules tend vers 1’infini. Dans le cas général
(modele non linéaire gaussien), I’EnKF converge vers une limite qui différe du filtre bayésien
optimal. Par des simulations, nous voulons illustrer cette différence en comparant la perfor-
mance des filtres, quand on utilise un nombre suffisamment grand de particules.

8.2 Les modeles de test

Nous choisissons deux modeles de test : un modele linéaire gaussien simple et le modele de
Lorenz qui appartient a une classe de modeles non linéaires chaotiques.

*Par exemple pour les modeles physiques de I’océan, la dimension du vecteur d’état peut étre de I’ordre de m = 10°.
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8.2.1 Modele linéaire gaussien simple

Nous proposons le modele suivant

Xo ~ N(0, Qo)
Xi =X+ Wy

ou W; représente I’erreur du modele. L’état X, est défini dans I’espace réel R et on va I’estimer a
partir des observations Y., reliées a I’état par 1I’équation

Y[ = X[ + Vt’
ou V; représente I’erreur d’observation. Nous supposons,
Wi~ N(@©,0) et V,~N(O,R)

ou les variances Qyp, Q et R sont connues, et la matrice R est inversible.

8.2.2 Modeéle de Lorenz

L’ oscillateur (8.1) introduit par Lorenz en 1963 [27] est un modele numérique qui représente
un écoulement de fluide particulier. La figure 8.1 donne une visualisation a priori de la trajectoire
du modele de Lorenz. Le systeme de Lorenz s’écrit en temps continu comme suit

X =0y — x) + Wy
Vi = PXe = Vi — Xz + Wy (8.1)
2 = Xy — Bz + Wy

ou X, désigne la dérivée de x par rapport au temps . [x;, y;, z¢] € R3 représente le vecteur d’état a
I’instant #. On choisit habituellement pour les coefficients : o = 10, p = 28 et 8 = 8/3. Les bruits
{wy = [w,w), w?]}, sont i.i.d. et tels que

b
pour tout a, b, f widt = (b — a)W
a
avec W € R? un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance Q.

Discrétisation du modele de Lorenz : Pour appliquer les filtres, il est nécessaire de discrétiser
le systeme (8.1). Pour cela différents schémas numériques peuvent €tre utilisés. Ici, nous avons
choisi un schéma d’Euler pour sa simplicité mais aussi parce que ce schéma se parallélise faci-
lement ce qui permet de réduire les cofits de calcul. Un point délicat dans la discrétisation est la
prise en compte des bruits aléatoires {w,}.

Nous choisissons de résoudre 1’équation de Lorenz ordinaire (i.e. sans bruit) entre deux temps
d’observation successifs #; = kAt et fz.1 = (k + 1)At avec un pas de temps AT < At et d’ajouter,
a chaque temps #;, un bruit gaussien a la solution numérique. Ce bruit gaussien est centré et de
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Fic. 8.1: Une trajectoire du modele de Lorenz résolue par le schéma d’Euler dans I’intervalle de
temps [0; 20], avec le pas de temps 0.005.

covariance Q(Af)?.

Le modele de Lorenz constitue un cas test intéressant car c’est un oscillateur chaotique et
fortement non linéaire. Il est souvent utilisé dans la littérature pour tester les méthodes d’assimila-
tion de données. Pour un historique complet de I’utilisation du modele de Lorenz en assimilation
de données séquentielles, on peut se reporter a [16]. Les articles les plus marquants sont [30] qui
compare les propriétés du filtre de Kalman étendu et de la méthode variationnelle, [16] qui reprend
le méme exemple pour évaluer les performances du filtre de Kalman d’ensemble (EnKF), du lis-
seur de Kalman d’ensemble et d’une méthode d’optimisation, [33] qui compare le filtre bootstrap,
le filtre EnKeF, le filtre EnKF du second ordre et le filtre singular evolutive interpolated Kalman
(SEIK) pour reconstruire la trajectoire d’état du systéme de Lorenz dans R quand on ne dispose
que d’une observation bruitée dans R, et dans [40], nous avons comparé le filtre de Kalman d’en-
semble, le filtre bootstrap et le filtre SIR avec les différents scénarios pour le rapport de I’erreur
du modele sur I’erreur d’observation.

Ici, nous proposons de comparer le filtre EnKF avec le filtre particulaire (algorithme SIR) et le
filtre de Kalman d’ensemble pondéré (WEnKF) avec deux scénarios : quand toutes les trois com-
posantes de 1’état sont observées et quand une seule composante x est observée. Nous considérons
aussi dans des simulations les différents scénarios pour le rapport entre I’erreur du modele et I’er-
reur d’observation.
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8.3 Les criteres de comparaison

Comparer les estimateurs de la moyenne et (ou) de la variance de (X;|Y1.x)

Dans le cas du modele linéaire, on peut calculer exactement la moyenne et la covariance de
(Xx|Y1:x), en utilisant le filtre de Kalman, et ce sont les solutions optimales au sens de I’erreur
en moyenne quadratique. L’EnKF et le filtre particulaire approchent cette moyenne et cette co-
variance par la moyenne et la variance empirique obtenues a partir des particules. Nous allons
comparer ces estimateurs empiriques aux estimateurs du filtre de Kalman.

Pour le modele de Lorenz, on est dans le cadre non linéaire, la loi a posteriori n’est plus
gaussienne, les deux premiers moments ne suffisent pas a caractériser la loi a posteriori. Nous
considérons dans ce cas seulement I’estimation de la moyenne. Comme dans le cas non linéaire,
on ne peut pas évaluer exactement la valeur de la moyenne de (Xg|Y1.1), les estimations empiriques
de la moyenne a partir des particules vont ainsi étre comparées a une solution de référence, qui
est simulée et considérée comme une vraie trajectoire de 1’état a estimer.

Comparer les distributions a posteriori des particules

Dans le cas du modele linéaire, on sait que la loi a posteriori de (Xi|Y1.x) est gaussienne de
moyenne et de variance fournies par le filtre de Kalman. Nous vérifions la normalité de la distri-
bution des particules et puis nous la comparons avec la loi gaussienne de la solution du filtre de
Kalman.

Dans le cas du modele de Lorenz, nous comparons les distributions empiriques bivariées des
particules a celles du filtre bootstrap a 20000 particules, qui sont considérées comme de bonnes
approximations des marges de la loi a posteriori de (Xi|Y7:x).

Comparer les erreurs en moyennes quadratiques des estimateurs

Les erreurs en moyenne quadratique des estimateurs vont étre comparées entre elles. Pour le
modele de Lorenz, la borne de Cramer-Rao sera calculée. C’est une borne inférieure des erreurs
en moyenne quadratique des estimateurs.



Chapitre 9

Modele lineaire gaussien

9.1 Description des simulations

Xo ~ N (0, Qo)
Xi = Xp—1 + Wi 9.1)
Ye =X, +V

Nous considérons la solution du modele linéaire gaussien (9.1) sur I’intervalle de temps [0, 1]
avec le pas de temps 0.04. La vraie trajectoire est supposée d’étre déterministe et égale a 0 pour
tout temps k = 1 : 25. L’observation est donc générée a chaque pas de temps, selon la loi gaus-
sienne N(0, R). La condition initiale xq est égale a 0.

Les covariances de 1’état initial Qgp, de 1’erreur du modele Q et de 1’erreur d’observation R
prennent les valeurs reportées dans la table 9.1. Nous choisissons de considérer le probléme avec
les 3 scénarios différents :

e Scénario A1l : on a une faible confiance dans le modele dynamique.

e Scénario A2 : on a une faible confiance dans les observations recueillies.

e Scénario A3 : on a une faible confiance dans le modele dynamique et aussi dans les obser-

vations.

On estime 1’état X a partir des observations Yi.; en utilisant le filtre de Kalman, le filtre de
Kalman d’ensemble et le filtre particulaire (algorithme SIR).

Scénario Q¢ O R
Al I 251 1
A2 I I 251
A3 I 251 251

Tas. 9.1: Les variances des erreurs du modele linéaire gaussien selon les scénarios de simulation,
I = 0.25; Qg : variance de I’état initial ; Q : variance de I’erreur du modele ; R variance de I’erreur
d’observation.
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9.2 Résultat et interprétation

9.2.1 Comparaison des estimateurs de la moyenne et de la variance condi-
tionnelles

Pour étudier la dispersion des estimateurs de la moyenne et de la variance, nous calculons 100
fois les estimateurs en répétant les algorithmes des filtres pour une observation fixée. Des boites
a moustache sont utilisées pour représenter la dispersion des estimateurs. Les filtres EnKF et SIR
sont évalués avec 50, 200 et 1000 éléments ou particules.

Filtre particulaire

50 particules

200 particules

1000 particules

F1c. 9.1: Modgele linéaire gaussien - Scénario A1 (Q=251I, R=I) - Dispersion des estimateurs de la
moyenne conditionnelle pour I’EnKEF et le filtre particulaire en fonction du temps ; - - - : solution
de référence ; — : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman ; o : observation.

Les figures 9.1, 9.2 et 9.3 représentent la dispersion des estimateurs de la moyenne condition-
nelle de (Xi|Y1.x) pour 25 pas de temps et pour les 3 scénarios Al, A2 et A3. Nous constatons
que les estimateurs des deux filtres, EnKF et filtre particulaire, sont centrés autour de la moyenne
conditionnelle du filtre de Kalman dans les 3 scénarios. Les estimateurs peuvent étre considérés
comme non biaisés. La variance des estimateurs diminue quand on augmente le nombre de par-
ticules. Pourtant, les variances des estimateurs des deux filtres sont 1égerement différentes, parti-
culierement dans le scénario A2 ot le rapport de I’erreur d’observation sur I’erreur du modele est
fort, la variance de I’estimateur de ’EnKF est relativement plus faible que celle de I’estimateur
SIR. Avec peu de particules (50 particules), I’estimateur EnKF posséde une dispersion plus faible
que celle du filtre particulaire dans les 3 scénarios.
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Filtre particulaire
T

50 particules

200 particules

1000 particules

Fic. 9.2: Modele linéaire gaussien - Scénario A2 (Q=I, R=25I) - Dispersion des estimateurs de la

moyenne conditionnelle pour I’EnKF et le filtre particulaire en fonction du temps ; - - - : solution
de référence ; — : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman ; o : observation.
EnKF Filtre particulaire

50 particules

200 particules

1000 particules

Fic. 9.3: Modele linéaire gaussien - Scénario A3 (Q=R=25]) - Dispersion des estimateurs de la
moyenne conditionnelle pour I’EnKF et le filtre particulaire en fonction du temps ; - - - : solution
de référence ; — : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman ; o : observation.
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EnKF Filtre particulaire

50 particules

200 particules

1000 particules

01 01

FiG. 9.4: Modgele linéaire gaussien - Scénario A1 (Q=251I, R=I) - Dispersion des estimateurs de la
variance conditionnelle pour ’EnKF (a gauche) et le filtre particulaire (a droite) en fonction du
temps, avec 50, 200 et 1000 particules ; — : variance conditionnelle du filtre de Kalman.

Les figures 9.4, 9.5 et 9.6 représentent la dispersion des estimateurs de la variance condition-
nelle de (Xi|Y1.x) pour 25 pas de temps et pour les 3 scénarios Al, A2 et A3. L’estimateur du filtre
de Kalman est représenté par le trait plein en noir. Les figures du haut sont obtenues avec 50 par-
ticules pour chaque filtre, celles du milieu avec 200 particules et celles du bas avec 1000 particules.

Dans la plupart des cas, avec 1000 particules, les estimateurs de la variance sont relativement
bien centrés autour de la variance conditionnelle du filtre de Kalman. Mais avec peu de particules,
I’estimateur du filtre particulaire est légerement plus biaisé que celui de I’EnKF. Et pour les 3
scénarios, la variance d’estimation de I’EnKF est toujours plus faible que celle du filtre particu-
laire.

Avec le modele linéaire gaussien proposé, dans le cas ou on utilise peu de particules, I’EnKF
fournit alors des estimateurs de la moyenne et de la variance conditionnelle qui sont meilleurs que
ceux du filtre particulaire, au sens de I’erreur par rapport a la moyenne et a la variance condition-
nelles du filtre de Kalman. Avec plus de particules (ici 1000), ils ont des performances qui sont
relativement semblables.

Dans le cas ol le nombre de particules est faible, la performance de I’EnKF peut étre ex-
pliquée comme suit : le filtre particulaire déplace et puis redistribue les particules selon la distri-
bution pondérée pour approcher la distribution bayésienne. Dans 1’étape de redistribution, seules
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EnKF Filtre particulaire

15 1.5

+ +
¢+i++ ++ S
-t -+ .-_¢¢$-++_
-|I|vTT1I‘|]|I||‘ N

50 particules

200 particules

1000 particules

FiG. 9.5: Modgele linéaire gaussien - Scénario A2 (Q=I, R=25I) - Dispersion des estimateurs de la
variance conditionnelle pour I’EnKF (a gauche) et le filtre particulaire (a droite) en fonction du

temps, avec 50, 200 et 1000 particules ; — : variance conditionnelle du filtre de Kalman.
EnKF Filtre particulaire
3 - L+ ' ++++
MRS = S SR
| |

.7 | Foy T
'H?IT'I' frrrn g

50 particules

200 particules

w

N

1000 particules

-

Fic. 9.6: Modele linéaire gaussien - Scénario A3 (Q=R=25]) - Dispersion des estimateurs de la
variance conditionnelle pour I’EnKF (a gauche) et le filtre particulaire (a droite) en fonction du
temps, avec 50, 200 et 1000 particules ; — : variance conditionnelle du filtre de Kalman.
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EnKF Filtre particulaire
T T T T T T T T
correction “HHHEHE E +  #0+
prédiction |- + H+ + H + £ B
k=14f +HE + A +
. . L . . L . L . . . L
-2 -15 -1 -05 o] 0.5 -2 -15 -1 -05 0 0.5

Fic. 9.7: Modele linéaire gaussien - Evolution des particules des filtres EnKF et SIR, avec 10
particules, de I'instant k = 14 a I'instant k = 15; + : EnKF; + : filtre particulaire ; o : observation ;
* : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman ; — : poids des particules.

les particules dont le poids est important sont dupliquées, et les particules dont le poids est faible
sont supprimées. Comme le nombre de particules est faible, les particules redistribuées ne sont pas
suffisantes pour bien représenter la distribution. Alors que le filtre de Kalman d’ensemble déplace
chaque particule vers 1’observation, elles ne sont pas supprimées ou dupliquées, et prennent des
valeurs différentes, elles représentent donc en général mieux la distribution a posteriori.

A titre d’exemple, nous avons simulé les deux filtres avec seulement 10 particules et nous
représentons dans la figure 9.7 la distribution des particules EnKF et SIR a 3 étapes, a I’instant
k = 14, a I’étape de prédiction et a I’étape de correction (k=15). Le cercle vert représente 1’ob-
servation et I’étoile rouge représente la moyenne conditionnelle du filtre de Kalman. On constate
qu’a I’étape de prédiction, les particules explorent I’espace d’état selon I’équation du modele
pour I’EnKF et selon la fonction d’importance optimale pour le filtre particulaire. Les particules
du filtre particulaire sont ensuite pondérées et dans la figure le poids de chaque particule est
représenté par la droite rouge dont la hauteur proportionne au poids. Les poids des particules,
dans ce cas, sont proches les uns des autres, ce phénomene peut étre expliqué par I’ utilisation de
la densité d’importance optimale a I’étape de prédiction qui conduit une variation des poids mi-
nimisée. Pourtant, a I’étape de correction, seulement 5 particules sont gardées. En fait, le nombre
de particules du filtre particulaire est toujours 10 mais avec seulement 5 valeurs différentes. Cette
“mauvaise” redistribution conduit une mauvaise estimation de la moyenne conditionnelle. Alors
que pour I’EnKEF, les particules sont toutes déplacées vers I’observation, et la moyenne empirique
des particules approche bien la moyenne conditionnelle du filtre de Kalman. Dans ce cas, il faut
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considérer deux solutions pour le filtre SIR : soit on ne fait pas I’étape de redistribution et rem-
place les estimateurs empiriques par les estimateurs empiriques pondérés, soit on augmente le
nombre de particules pour avoir une meilleure distribution a posteriori des particules.

Si on utilise un nombre de particules suffisamment grand, les particules du filtre particulaire
explorent mieux I’espace d’état et proposent donc de bons estimateurs pour la moyenne et la
variance conditionnelle. On voit dans les figures 9.1 a 9.6 que dans ce cas, la performance des
estimateurs de ’EnKF et du filtre particulaire est semblable, car les estimateurs des deux filtres
convergent vers les mémes limites (moyenne et variance conditionnelle du filtre de Kalman) quand
le nombre de particules tend vers I’infini.

9.2.2 Comparaison des distributions a posteriori

Nous tracons les histogrammes des particules que nous comparons a la loi gaussienne du filtre
de Kalman. Le test de normalité de Jarque-Bera (voir annexe 10.2.3) sur les particules des filtres
sont aussi réalisés. Les estimateurs sont évalués 50 fois et les moyennes des degrés de significa-
tion (p-value) des tests sont calculées. Nous considérons dans cette simulation des nombres de
particules de 50, 200 et 1000.

50 particules 200 particules 1000 particules
1 1 _ 1
08 0.8 N 0.8 f
w 06 0.6 0.6
4
| =4
w
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 o
-2 4] 2 -2 0 2 -2 0 2
1 M 1 1
o 0.8 0.8
s b
2 06 0.8 ]
5 :
[N -l
L o4 04 1
& 5
0.2 - 0.2 I
0 0 -
-2 1] 2 -2 4] 2 -2 Q 2

Fic. 9.8: Modele linéaire gaussien - Scénario Al (Q=25I, R=I) - Histogramme des particules a
I’instant k = 15 pour ’EnKEF et le filtre particulaire avec 50, 200 et 1000 particules ; — : loi a
posteriori du filtre de Kalman; - - - : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman.

Les figures 9.8, 9.9 et 9.10 représentent la loi a posteriori gaussienne du filtre de Kalman et
I’histogramme des particules de I’EnKF et du filtre particulaire a I'instant £k = 15 avec 50, 200
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50 particules 200 particules 1000 particules
1 1 1
0.8 0.8 0.8
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Fic. 9.9: Modele linéaire gaussien - Scénario A2 (Q=I, R=25]) - Histogramme des particules a
I'instant k = 15 pour I’EnKF et le filtre particulaire avec 50, 200 et 1000 particules; — : loi a

posteriori du filtre de Kalman; - - - : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman.
50 particules 200 particules 1000 particules
1 1 1
0.8 0.8 0.8
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Fic. 9.10: Modele linéaire gaussien - Scénario A3 (Q=R=25I)- Histogramme des particules a
I’instant £ = 15 pour 'EnKF et le filtre particulaire avec 50, 200 et 1000 particules; — : loi a
posteriori du filtre de Kalman; - - - : moyenne conditionnelle du filtre de Kalman.
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Al A2 A3
EnKF PF | EnKF PF | EnKF  PF

6 050 039 049 040 | 045 033
7 0.53 030 | 048 034 | 058 031
8 0.53 038 | 056 0.35 0.51 0.36
9 044 029 | 045 034 ] 055 042
10| 057 040 | 047 028 | 042 0.29
11 053 035| 051 030| 052 0.36
12| 055 025] 051 035 046 0.32
13 0.53 032| 050 035 047 0.39
14| 043 034 | 046 0.33 042 0.30
15 048 041 0.50 0.33 045 0.35

TaB. 9.2: Modele linéaire gaussien - moyenne des degrés de signification du test de normalité de
la distribution de 1000 particules de ’EnKF et du filtre particulaire, avec 50 répétitions, du pas de
temps 6°™ au pas de temps 15°™¢. Test utilisé : Test de Jarque-Bera.

et 1000 particules (nous avons vérifié que pour d’autres temps nous obtenons le méme type de
résultats). La moyenne conditionnelle du filtre de Kalman est représentée par la droite en tirets
rouge. On observe que la distribution des particules de I’EnKF et du filtre particulaire approche de
mieux en mieux la loi gaussienne quand le nombre de particules N augmente. La table 9.2 donne
les degrés de signification du test de normalité des particules de I’EnKF et du filtre particulaire
a 1000 particules. Si on accepte un risque de se tromper a 5%, les degrés de signification du test
sont alors assez élevés et on accepte donc I’hypothese de conformité a la loi gaussienne de la dis-
tribution des particules des deux filtres EnKF et SIR. Cela concorde avec les résultats théoriques
que nous avons obtenus.

Nous faisons une autre remarque sur la variance de la distribution a posteriori. Si le rapport
de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est fort, la variance de (X;|Y;.x) est relativement
faible (figure 9.8). Si le rapport de I’erreur d’observation sur I’erreur du modele est fort, la variance
de (X|Y1x) augmente (figure 9.9). Cette variance est plus élevée si les variances de I’erreur du
modele et de I’erreur d’ observation sont toutes les deux élevées (figure 9.10). La qualité du modele
dynamique et de I’ observation influe donc sur la qualité des estimateurs. Une observation de bonne
qualité conduit un meilleur estimateur qu’un modele de bonne qualité.
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9.2.3 Comparaison des erreurs en moyenne quadratique des estimateurs

Comme I’état X est supposé déterministe, I’erreur en moyenne quadratique d’un estimateur
)A(k(y) est définie par

E (X — ) = fR JRAORENACEN

ou pz(dylxk) est la distribution du vecteur d’observation y a I’instant k sachant le vrai état x;. Dans
la simulation, cette erreur va étre estimée par

500

- 1 .
B (X~ ~ g5 ) @00 )
i=1

Nous répétons ainsi le calcul des estimateurs 500 fois correspondant a 500 observations
générées selon la loi gaussienne N(0, R). Dans cette simulation, nous utilisons successivement
50, 200 et 1000 particules pour chaque estimateur.

Les figures 9.11, 9.12 et 9.13 représentent 1’erreur en moyenne quadratique des estimateurs
de la moyenne conditionnelle en fonction du temps, avec 50, 200 et 1000 particules.

Dans les 3 scénarios, avec peu de particules, I’EnKF conduit a une erreur en moyenne qua-
dratique 1égerement plus faible que celle du filtre particulaire. Pourtant, avec 1000 particules, les
erreurs en moyenne quadratique des deux estimateurs sont proches. On retrouve bien le résultat
théorique selon lequel les deux estimateurs convergent vers la moyenne conditionnelle du filtre
de Kalman quand le nombre de particules tend vers I’infini dans le cas du modele linéaire gaussien.

Dans la figure 9.14, I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs au 15¢me instant d’ob-
servation est représentée en fonction du nombre des particules, de 10 a 5000. Les erreurs en
moyenne quadratique des deux estimateurs décroissent vers une méme valeur quand le nombre de
particules augmente, et I’EnKF est toujours plus performant que le filtre particulaire dans le cas
ou on utilise peu de particules.
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0.25
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0.15
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50 particules
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1000 particules

5 10 15 20 25

Fic. 9.11: Modele linéaire gaussien - Scénario A1 (Q=251I, R=I) - Erreur en moyenne quadratique
des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du temps; -*- : EnKF; - - + : filtre
particulaire.

05 b
04
0.3
0.2
0.1

50 particules

200 particules

1000 particules

5 10 15 20 25

Fic. 9.12: Modele linéaire gaussien - Scénario A2 (Q=I, R=25I) - Erreur en moyenne quadratique
des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du temps; -*- : EnKF; - - + : filtre
particulaire.
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Fic. 9.13: Modele linéaire gaussien - Scénario A3 (Q=R=25]) - Erreur en moyenne quadratique
des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du temps; -*- : EnKF; - - + : filtre
particulaire.
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Fic. 9.14: Modele linéaire gaussien - Erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la
moyenne conditionnelle en fonction du nombre de particules (de 10 a 5000), a I’instant k=15
pour les 3 scénarios Al (Q=25I, R=I), A2 (Q=I, R=251), A3 (Q=R=25]); -*- : EnKF; - - + : filtre
particulaire



Chapitre 10

Modele de Lorenz

10.1 Description des simulations

Les simulations sont réalisées dans 1’intervalle de temps [0,20]. Le modele de Lorenz est
discrétisé selon le schéma d’Euler avec un pas de temps At = 0.005. On génére 40 observa-
tions réparties régulicrement dans 1’intervalle de temps [0,20], i.e. tous les 100 pas de temps de
discrétisation du modele de Lorenz, ce qui correspond au pas de temps Ar = 0.5. L’état a I’instant
initial est choisi suivant la loi gaussienne N (xp, Qp) ou

xo = (1.508870,-1.531271,25.46091).

Les covariances de 1’état initial Qgp, de I’erreur du modele Q et de I’erreur d’observation R
varient selon les scénarios de la table 10.1.

Les observations sont simulées de la facon suivante : nous simulons une trajectoire de référence
selon le modele de Lorenz ordinaire et ajoutons a chaque instant d’observation un bruit gaussien
de moyenne 0 et de covariance Q(Ar)?. Cette trajectoire est considérée comme une réalisation de
la vraie trajectoire de 1’état a estimer. Une suite d’observations est simulée en ajoutant des bruits
gaussiens de moyenne O et de covariance R a cette trajectoire de référence. Les observations sont
simulées selon 2 scénarios :

e Scénario B1 : on posséde une observation compléte de 1’état, le vecteur d’observation est

donc de dimension 3 et les trois composantes x, y, z sont observées.

e Scénario B2 : on possede une observation partielle de 1’état, le vecteur d’observation est

donc de dimension 1 et une seule composante x de 1’état est observée. L’ objectif est de
comparer la capacité des filtres a estimer ou prédire les composantes non observées.

10.2 Résultat et interprétation

10.2.1 Comparaison des estimateurs de la moyenne conditionnelle

Les figures 10.1 et 10.2 représentent une réalisation de 1’estimateur de la moyenne condi-
tionnelle, du filtre particulaire et de I’"EnKF, pour les scénarios B1 et B2. L’estimateur EnKF est

109
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Scénario Qg Q@ R
Al I 251 1
A2 I I 251
A3 I 251 251

Tas. 10.1: Les variances des erreurs du modele et de 1’observation selon les scénarios de simula-
tion pour le modele de Lorenz, I = 1; Qp : variance de I’erreur de I’état initial ; Q : variance de
I’erreur du modele ; R variance de ’erreur d’observation.

Fic. 10.1: Modele de Lorenz - Scénario B1 (trois composantes observées) - Les estimateurs de la
moyenne conditionnelle en fonction du temps ; 50 particules ; — : EnKF; — : filtre particulaire ;
+ : solution de référence ; o : observation.

représenté par le trait plein en bleu et celui du filtre particulaire par le trait plein en rouge. La
solution de référence a chaque instant d’observation est représentée par une croix noire, et les
observations par des cercles verts. Nous présentons séparément les estimateurs des trois compo-
santes x, y et z en fonction du temps ?.

On remarque dans le scénario B1 (figure 10.1), ou les 3 composantes sont observées, qu’on
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Fic. 10.2: Modele de Lorenz - Scénario B2 (une composante observée) - Les estimateurs de la
moyenne conditionnelle en fonction du temps ; 50 particules ; — : EnKF ; — : filtre particulaire ;
+ : solution de référence ; o : observation.

obtient en général de bonnes estimations pour les 3 composantes de 1’état, les estimations sont
relativement proches de la solution de référence. Dans le scénario A1, ’EnKF et le filtre particu-
laire ont la méme performance, on ne voit pas la différence entre les estimations. Dans le scénario
A2, aux instants d’observation, le filtre particulaire fournit plus souvent de bonnes estimations
que I’EnKF. Par exemple, a I’instant de la 9¢me observation pour la composante x, on voit que
I’estimation du filtre particulaire approche la solution de référence, alors que celle de ’EnKF a
tendance a étre plus proche de 1’observation, ceci est dii au mécanisme d’évolution des particules
de 'EnKF : on déplace les particules selon le modele de prédiction et puis vers 1’observation.
Comme |’observation a une forte erreur, I’EnKF tend a proposer de mauvaises estimations. Alors
que pour le filtre particulaire, si I’erreur d’observation est trés grande, toutes les particules doivent
avoir a peu pres les mémes poids. Ainsi le filtre particulaire est peu influencé par 1’observation
dans ce cas. On voit encore ce phénomene a la 3eme observation pour la composante y, et aux
autres instants o I’observation est fortement éloignée de la solution de référence. A I’inverse, aux
instants ol 1’observation est proche de la solution de référence, I’EnKF est meilleur que le filtre
particulaire. Dans ce cas, I’EnKF a bien déplacé les particules vers 1’observation qui n’est pas tres
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¢éloignée de la solution de référence, alors que le filtre particulaire propose une mauvaise moyenne
pondérée, car le nombre de particules est insuffisant pour bien échantillonner le régime complexe
du systeme a cet instant. On peut faire les mémes remarques pour le scénario A3.

Dans la figure 10.2 du scénario B2 (une seule composante est observée), on voit que pour les
composantes non observées, dans les scénarios Al et A3 (I’erreur du modele est supérieure ou
égale a ’erreur d’observation), ’EnKF donne de meilleures estimations que le filtre particulaire.
Dans le scénario A2 (I’erreur d’observation est importante), on observe I’inverse, les estimations
du filtre particulaire pour y et z sont meilleures que celles de I’EnKF. On voit encore une fois que,
si ’erreur d’observation est importante, I’EnKF propose de mauvaises estimations, surtout pour
les composantes non observées.

10.2.2 Comparaison des distributions a posteriori

Nous présentons dans les figures 10.3 a 10.10 les distributions jointes bivariées de (x,y) et de
(v,z) des particules du filtre bootstrap, de I’EnKF, du WEnKF et du filtre particulaire (SIR) pour
les différents scénarios. Les filtres sont évalués avec 1000 particules sauf le filtre bootstrap qui
est évalué avec 20000 particules et la distribution des particules bootstrap est considérée comme
une distribution de référence, qui doit étre proche de la distribution a posteriori du filtre bayésien
optimal. Chaque ligne dans les figures représente la distribution jointe bivariée aux 10 instants
d’observation consécutifs, de I'instant k = 16 a 'instant k = 25.

Pour le scénario B1A1 (figures 10.3 et 10.4), ou I’erreur du modele est supérieure a 1’erreur
d’observation, on observe que la distribution de référence, de I’EnKF et du filtre SIR approchent
des lois gaussiennes. Ceci peut étre expliqué comme suit.

La distribution de référence, qui est en fait la distribution des particules du filtre bootstrap,
d’apres la section 7.4.2, est un mélange de lois gaussiennes de moyennes f (fo |) et de covariances

Ok
N . .
u =Y W TCL ), Qo).
i=1

Wl o< wh_; pOrlx).

Comme les variances Oy sont grandes, le mélange de lois gaussiennes est presque uni modal et
proche d’une loi gaussienne de grande variance. Les particules échantillonnées selon le principe
d’échantillonnage d’importance, dont le poids est proportionnel a la densité p(yklx;:’i), sont dis-
tribuées selon une loi tres proche de la loi gaussiennes centrée sur I’observation y, et de covariance
R;.
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Fic. 10.3: Modele de Lorenz - distribution jointe (x,y) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A1 (3 composantes observées, Q=25I, R=I).
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Fic. 10.4: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A1 (3 composantes observées, Q=25I, R=I).
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Fic. 10.5: Modele de Lorenz - distribution jointe (x,y) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A1 (une composantes observée, Q=25I, R=I).
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Fic. 10.6: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A1 (une composantes observée, Q=25I, R=I).
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Pour le filtre de Kalman d’ensemble et le filtre SIR, d’apres la section 7.4.2, le gain du filtre
de Kalman d’ensemble a la limite est défini par

K(Py) = PH*(HPH* + Ry)™',

et celui du filtre SIR par
K(Qk) = OQxH*(HQWH* + Ry ™.

Sachant XZ_’ | = xz_’ |» chaque particule de I’'EnKF suit la loi gaussienne de moyenne et de cova-
riance

my, = [I-K®PYH] f&5 )+ K(Po) yi
[1 - K(P)H) Ok [I - K(PYHT" + K(Py) Ry [K(PY)T".

M
~
I

Sachant )N(Zfl = chi |» chaque particule du filtre SIR suit la loi gaussienne de moyenne et de
covariance

[ - K(QOH] fE )+ K(Qi) Y
[1 - K(QH] O« [I — K(QH]" + K(Q) R [K(Q0)]".

i
my

2

Quand le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand, les gains K(Py) et
K(Qy) sont trés proches de la matrice d’identité /. Les matrices [/ — K(Py)H] et [I — K(Qx)H] sont
donc presque nulles. L’effet du modele dynamique sur les particules est faible, et la distribution
de chaque particule de I'EnKF et du filtre SIR est trés proche de la loi gaussienne de moyenne yj
et de covariance Ry. Ainsi, dans les cas extrémes, ot le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur
d’observation est grand, les deux filtres EnKF et SIR conduisent a la méme distribution a poste-
riori, qui n’est autre que la distribution des particules du filtre bootstrap dans ce cas.

Dans les figures 10.5 et 10.6, qui correspondent au scénario B2A1 (seule la composante x est
observée et le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand), on constate que
la distribution de référence est complexe, notamment pour les composantes non observées y et
z (figure 10.6). Les particules du filtre SIR reconstruisent bien la distribution de référence, alors
que celles de I'EnKF se déplacent toutes vers 1’observation en fonction du gain calculé, elles sont
ainsi distribuées selon une loi proche d’une loi gaussienne. Dans ce cas, on voit la différence entre
la distribution des particules de I’'EnKF et la distribution a posteriori bayésienne.

Dans les scénarios B1A3 (figure 10.23) et B2A3 (figure 10.25), ou I’erreur du modele est du
méme ordre que I’erreur d’observation, I’EnKF reconstruit aussi bien la distribution de référence
que le filtre SIR si la distribution de référence approche une loi gaussienne (a la plupart des ins-
tants), et il la reconstruit moins bien si la distribution de référence s’éloigne d’une loi gaussienne,
voir par exemple a I’instant k = 14-distribution jointe (x, y) et a 'instant k = 7-distribution jointe
(y, z) du scénario B1A3.
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Fic. 10.7: Modele de Lorenz - distribution jointe (x,y) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A3 (3 composantes observées, Q=R=25I).
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Fic. 10.8: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A3 (3 composantes observées, Q=R=25I).
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Fic. 10.9: Modele de Lorenz - distribution jointe (x,y) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A3 (une composante observée, Q=R=25I).
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Fic. 10.10: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A3 (une composante observée, Q=R=25I).
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Nous faisons les remarques suivantes pour les scénarios B1A2 et B2A2, ol I’erreur d’obser-
vation est plus importante que 1’erreur du modele. Dans les figures 10.11, 10.12, 10.13 et 10.14,
on observe que la distribution de référence differe fortement de la loi gaussienne. Comme 1’ obser-
vation a une grande erreur, le filtre bayésien optimal conduit & une distribution a posteriori guidée
par le comportement du modele dynamique, qui a une erreur plus faible. On observe ainsi que la
distribution de référence a une forme ressemblant a la trajectoire du modele dynamique. Comme
le modele est fortement non linéaire, la distribution des particules devient complexe.

Le filtre particulaire dans ce cas estime mieux la distribution de référence grace a son mécanisme
d’échantillonnage d’importance, alors que pour le filtre de Kalman d’ensemble, a cause de son
mécanisme qui consiste a déplacer toutes les particules vers 1’observation selon le gain calculé, la
distribution des particules approche toujours une loi gaussienne.

Ce qu’on observe dans ces cas correspond aux résultats théoriques obtenus : la distribution
des particules du filtre particulaire converge vers la distribution du filtre bayésien optimal, alors
que la distribution du filtre de Kalman d’ensemble converge vers une distribution de probabilité
différente.

Nous avons aussi présenté dans les figures la distribution des particules du filtre de Kalman
d’ensemble pondéré (WEnKF). On voit que, dans tous les scénarios, la distribution de particules
du WEnKF est proche de celle du filtre bootstrap. Mais on observe aussi un important phénomene
de dégénérescence des poids des particules WEnKF qui conduit une performance plus faible que
le filtre particulaire avec le méme nombre de particules dans les cas ou la distribution de référence
est complexe (figures 10.11, 10.12, 10.13 et 10.14). On peut expliquer ce phénomene comme suit,
dans le cas du modele non linéaire gaussien, le filtre SIR utilise la densité d’importance optimale,
qui minimise la variance des poids des particules. Le WEnKF utilise la densité d’importance
définie par les équations du filtre de Kalman d’ensemble, la dispersion des poids peut étre ainsi
plus élevée, qui conduit au fait que apres quelques instants, certaines particules sont éliminées et
le WEnKF n’est plus capable de reconstruire la distribution bayésienne.

A l’inverse, dans le cas ou la distribution de référence approche une loi gaussienne (le cas
ot le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand par exemple), le WEnKF
approche aussi bien la distribution de référence que le filtre EnKF et le filtre SIR.

10.2.3 Comparaison des erreurs en moyenne quadratique des estimateurs

Comme 1’état X est aléatoire, I’erreur en moyenne quadratique d’un estimateur X;(y) est
définie par

B[Ry - Xif? = f ] fR ) = 00 = 0 P P



10.2. RESULTAT ET INTERPRETATION 119

Référence
Wy,

EnKF
"’*
."_' a
!
e

WERKF
-
e,
»n
PO,
o 8

SIR

{}J (/!ﬂ.;‘;;l‘.

FiG. 10.11: Modele de Lorenz - distribution jointe (X,y) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A2 (3 composantes observées, Q=I, R=25I).
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Fic. 10.12: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B1A2 (3 composantes observées, Q=I, R=25I).
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Fic. 10.13: Modele de Lorenz - distribution jointe (x,y) des filtres avec 1000 particules, de I’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A2 (une composante observée, Q=I, R=251).
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F1c. 10.14: Modele de Lorenz - distribution jointe (y,z) des filtres avec 1000 particules, de 1’instant
k=6 a I’instant k=15, scénario B2A2 (une composante observée, Q=I, R=251).
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ol pi(dylx) est la distribution a I'instant k de 1’observation y sachant le vrai état x, et p;(dx) est la
distribution du vrai état X a I’instant k. Dans notre simulation, cette erreur va étre estimée par

1000

E X = Xl » o5 D G0N = x) @0 - %)
i=1

1000

Nous répétons ainsi la simulation 1000 fois, chaque fois, une trajectoire de référence {xf{} est
simulée, une suite d’observation y* correspondante est générée selon la loi N'(H x;'c, R) et les esti-
mateurs X (') sont évalués. Dans cette simulation, le nombre de particules varie de 50 & 10%.

Le choix de 1000 répétitions dans I’estimation de 1’erreur en moyenne quadratique vient du
fait que le vrai état X est un processus aléatoire. L’espérance mathématique dans la définition
de I’erreur en moyenne quadratique est prise par rapport a 1’observation Y et au vrai état X;. Il
faut utiliser un assez grand nombre de répétitions pour que 1’estimateur empirique de 1’erreur en
moyenne quadratique converge.

L’erreur en moyenne quadratique des estimateurs est comparée a la borne de Cramer Rao, qui
est une borne inférieure pour tous les estimateurs de E (Xi|Y;.x). Le calcul de la borne de Cramer
Rao pour le modele de Lorenz est décrit dans 1’annexe.

Les figures 10.15 a 10.25 représentent la racine de I’erreur en moyenne quadratique des esti-
mateurs de la moyenne conditionnelle, des filtres EnKF, WEnKF et le filtre SIR, pour les différents
scénarios. Pour chaque scénario, nous présentons dans une figure I’erreur en moyenne quadratique
des estimateurs en fonction du temps pour trois nombres de particules (50, 200 et 1000 particules)
et dans l'autre figure cette erreur en moyenne quadratique a I’instant £ = 10 en fonction du
nombre de particules, qui varie de 50 a 10000. Nous avons vérifié aux autres instants qu’on ob-
tient les mémes comportements des erreurs en moyenne quadratique. Nous faisons les remarques
suivantes.

Avec un nombre faible de particules, dans tous les scénarios, I’erreur en moyenne quadratique
de I’EnKEF est toujours plus faible que celle du filtre SIR et du filtre WEnKEF, I’EnKF est donc plus
performant que le filtre particulaire dans ce cas. On peut expliquer ce phénomene par le fait que,
avec un nombre faible de particules, les particules du filtre SIR et du WEnKF ne sont pas suffi-
santes pour bien représenter la distribution a posteriori du filtre bayésien optimal, ceci entraine un
mauvais estimateur de la moyenne conditionnelle. Le nombre de particules du SIR et du WEnKF
peut étre encore diminué a cause de 1’étape de redistribution ou certaines particules dont le poids
est faible sont supprimées.

Dans le scénario B1A1 (figures 10.15 et 10.16), ou les trois composantes sont observées et
le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand, la distribution a priori des
particules du filtre SIR, qui est un mélange de lois gaussiennes, approche une loi gaussienne
centrée sur y; et de covariance Ry. Ensuite, d’apres la section 4.4.2, les poids des particules du
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filtre SIR sont calculés par
Py o< pj aOvk — Hx", HOLH" + Ry)

Quand le rapport de Qy sur Ry est grand, et les particules de prédiction x,’:l sont centrées sur yy et
de covariance Ry, les particules de prédiction sont affectées de poids a peu pres identiques les uns
aux autres. Ainsi, dans le cas ol on utilise peu de particules, et si le rapport de I’erreur du modele
sur I’erreur d’observation est grand, il est préférable de ne pas réaliser 1’étape de redistribution,

pour ne pas faire diminuer le nombre de particules qui est déja faible.

Dans le scénario B2A1 (figures 10.17 et 10.18), ou une seule composante est observée et le
rapport de ’erreur du modele sur ’erreur d’observation est grand, on constate que 1’écart entre
I’erreur en moyenne quadratique du filtre SIR (et du filtre WEnKF) et celle de ’EnKF est rela-
tivement faible (entre 8.8 et 10 avec 50 particules). Cet écart diminue rapidement et 1’erreur en
moyenne quadratique du filtre SIR est plus faible que celle de I’EnKF si le nombre de particules est
supérieur a 100 (a peu pres 200 pour le WEnKF). Dans ce cas, comme la distribution bayésienne
s’éloigne d’une loi gaussienne et devient complexe, les particules de I’EnKF approchent mal la
distribution bayésienne, 1’estimateur de la moyenne est aussi moins bon. Alors que le filtre SIR et
le filtre WEnKF fournissent de meilleurs estimateurs car la distribution de leurs particules estime
mieux la distribution bayésienne. Nous faisons les mémes remarques pour les scénarios B1A2,
B2A2 et B2A3, ou la distribution bayésienne est fortement complexe.

Asymptotiquement, quand on utilise un trés grand nombre de particules (ici 10000), dans
tous les scénarios sauf le B1A1, ’erreur en moyenne quadratique du filtre SIR et du WEnKF
est toujours inférieure a celle de ’EnKF. Ceci correspond au résultat théorique que nous avons
obtenu : I’estimateur du filtre particulaire en général converge vers la moyenne conditionnelle
de (Xi|Y1x) dont I’erreur en moyenne quadratique est minimisée par rapport aux autres estima-
teurs de (Xi|Y1.x). Comme le filtre de Kalman d’ensemble ne converge pas vers le filtre bayésien
optimal, son estimateur de la moyenne conduit a une erreur en moyenne quadratique plus im-
portante asymptotiquement. Pourtant, dans le scénario B1A1 (voir figures 10.15 et 10.16), ou les
trois composantes sont observées et le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est
grand, comme la distribution des particules de I’EnKF, du WEnKEF et du filtre SIR approchent la
méme distribution bayésienne qui est proche de la loi gaussienne de moyenne y; et de covariance
Ry, les estimateurs de la moyenne sont ainsi identiques. On voit ainsi qu’asymptotiquement, que
les erreurs en moyenne quadratique des estimateurs diminuent vers la méme valeur, et qu’elles
atteignent la borne de Cramer-Rao dans ce cas.

On voit aussi dans les figures que le filtre WEnKF est toujours moins performant que le filtre
SIR au niveau de I’erreur en moyenne quadratique de 1’estimateur de la moyenne conditionnelle.
Comme nous 1’avons expliqué dans la partie de comparaison des distributions a posteriori, le
WEnKEF est réalisé avec une densité d’importance qui conduit une dispersion importante des poids
des particules. La population de particules a tendance a s’appauvrir dans le temps et le WEnKF
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propose donc de mauvaises estimations de la moyenne par rapport au filtre SIR. On observe dans
la plupart des cas qu’il faut un trés grand nombre de particules pour que I’erreur en moyenne

quadratique du filtre WEnKF atteigne celle du filtre SIR.
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Fic. 10.15: Modele de Lorenz - Scénario B1A1 (trois composantes observées, Q=25I, R=I) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du temps ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.
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Fic. 10.16: Modele de Lorenz - Scénario B1A1 (trois composantes observées, Q=25I, R=I) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du nombre de particules ; a I’instant k = 10 ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR ; - - - : borne de
Cramer-Rao.
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Fic. 10.17: Modele de Lorenz - Scénario B2A1 (une composante observée, Q=25I, R=I) - Racine
de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du
temps ; -*- : EnKF; -4+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.
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Fic. 10.18: Modele de Lorenz - Scénario B2A1 (une composante observée, Q=251I, R=I) - Racine
de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du
nombre de particules ; a I’instant k = 10; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de
Cramer-Rao.
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Fic. 10.19: Modele de Lorenz - Scénario B1A2 (trois composantes observées, Q=I, R=25]) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du temps ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.

RMSE

1 1 1 1 1 1 1 1
50 100 200 400 600 800 1000 1500 2000 5000 10000
Nombre de particules

Fic. 10.20: Modele de Lorenz - Scénario B1A2 (trois composantes observées, Q=I, R=251) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du nombre de particules ; a I’instant k = 10 ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de
Cramer-Rao.
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50 particules

200 particules

1000 particules

Fic. 10.21: Mode¢le de Lorenz - Scénario B2A2 (une composante observée, Q=I, R=25I) - Racine
de 'erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du
temps ; -*- : EnKF; -4+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.

RMSE

1 Il Il Il 1 1
50 100 200 400 600 800 1000 1500 2000 5000 10000
Nombre de particules

Fic. 10.22: Modele de Lorenz - Scénario B2A2 (une composante observée, Q=I, R=25I) - Racine
de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction du
nombre de particules ; a I’instant k = 10; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de
Cramer-Rao.
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50 particules

200 particules

1000 particules

Fic. 10.23: Modele de Lorenz - Scénario B1A3 (trois composantes observées, Q=25I, R=25I)
- Racine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en
fonction du temps ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.

RMSE

35 1 I I I I 1
30 100 200 400 600 800 1000 1500 2000 5000 10000

Nombre de particules

Fic. 10.24: Modele de Lorenz - Scénario B1A3 (trois composantes observées, Q=251, R=25I)
- Racine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en
fonction du nombre de particules ; a I'instant kK = 10 ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -0- : SIR; - - - :
borne de Cramer-Rao.
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o N

50 particules

200 particules

1000 particules

Fic. 10.25: Modele de Lorenz - Scénario B2A3 (une composante observée, Q=25I, R=25I) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du temps ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR; - - - : borne de Cramer-Rao.

RMSE

1 Il Il Il 1 1
50 100 200 400 600 800 1000 1500 2000 5000 10000
Nombre de particules

Fic. 10.26: Modele de Lorenz - Scénario B2A3 (une composante observée, Q=25I, R=25I) - Ra-
cine de I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne conditionnelle en fonction
du nombre de particules ; a I’instant k = 10 ; -*- : EnKF; -+- : WEnKF; -o- : SIR ; - - - : borne de
Cramer-Rao.






Conclusions

Nous avons réalisé dans cette partie des simulations numériques des méthodes d’assimilation
séquentielle de données sur les modeles de test. L’ objectif principal est de comparer la perfor-
mance du filtre de Kalman d’ensemble et du filtre particulaire, pour les différents scénarios du
modele.

Dans le cas du modele linéaire simple, si on utilise peu de particules pour calculer les estima-
teurs, le filtre de Kalman d’ensemble est plus performant que le filtre particulaire. La variance et
I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs de la moyenne et de la variance conditionnelles
du filtre de Kalman d’ensemble est plus faible que celle des estimateurs du filtre particulaire. A
I’asymptotique (quand le nombre de particules tend vers I’infini), le filtre de Kalman d’ensemble
et le filtre particulaire ont des performances similaires, car ces deux estimateurs convergent vers
la moyenne et la variance conditionnelles du filtre de Kalman. La variance et I’erreur en moyenne
quadratique des estimateurs a 1’asymptotique sont identiques, et la distribution des particules du
filtre de Kalman d’ensemble et de ceux du filtre particulaire conforme a la distribution gaussienne
du filtre de Kalman.

Dans le cas du modele non linéaire gaussien de Lorenz, la performance des filtres dépend du
scénario.

Si on considere I’erreur en moyenne quadratique de I’estimateur de la moyenne condition-
nelle, avec peu de particules, le filtre de Kalman d’ensemble est plus performant que le filtre par-
ticulaire en général. Mais a 1’asymptotique, le filtre particulaire conduit a une erreur en moyenne
quadratique moindre. L’erreur en moyenne quadratique de I’estimateur de I’EnKF n’atteint celle
de I’estimateur du filtre SIR que dans le cas ol on a une trés bonne confiance dans 1’observation
(toutes les composantes de 1’état sont observées et le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur
d’observation est grand).

Si on considere la distribution a posteriori des particules des filtres, le filtre particulaire ap-
proche mieux la distribution bayésienne que le filtre de Kalman d’ensemble. La distribution des
particules du filtre de Kalman d’ensemble approche toujours une loi gaussienne a cause de son
mécanisme d’évolution des particules, elle approche bien la distribution bayésienne seulement
dans le cas ou la distribution bayésienne est proche d’une loi gaussienne. Dans nos simulations,
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Observation complete Erreur du modele
fort faible
Erreur d’observation fort EnKF SIR
faible SIR | EnKF/SIR

Observation incomplete Erreur du modele
fort faible

Erreur d’observation fort SIR SIR
faible SIR SIR

Tas. 10.2: Propositions d’utilisation de ’EnKF et du filtre SIR selon le rapport entre 1’erreur du
modele et ’erreur d’observation, dans le cas ou on utilise un nombre faible d’éléments d’en-
semble, pour le modele non linéaire gaussien a faible dimension.

on retrouve ce cas si le rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand et toutes
les composantes de 1’état sont observées.

Par des simulations, on voit aussi que le filtre de Kalman d’ensemble pondéré converge vers
le filtre bayésien a 1I’asymptotique. Pourtant, il est en général moins performant que le filtre SIR
et il nécessite souvent un tres grand nombre de particules pour atteindre la performance du filtre
de SIR.

Les résultats de simulation obtenus confirment aussi ce que nous avons démontré sur la
convergence du filtre de Kalman d’ensemble : I’estimateur du filtre de Kalman d’ensemble et du
filtre particulaire convergent vers 1’estimateur du filtre de Kalman dans le cas du modele linéaire
gaussien. Dans le cas du modele non linéaire gaussien, les deux estimateurs convergent vers les
deux limites différentes.

En résumé, nous proposons dans la table 10.2 des préconisations de choix entre le filtre de
Kalman d’ensemble et le filtre SIR dans le cas ou on utilise un nombre faible de particules, pour
le modele non linéaire gaussien a faible dimension. Ces propositions correspondent aux différents
scénarios de I’erreur d’observation et de I’erreur du modele. Dans le cas ot il est possible d’utiliser
un grand nombre de particules, le filtre SIR est toujours le meilleur choix.



Conclusion générale et perspectives

Syntheése des travaux
Méthodes variationnelles et séquentielles de données

Les méthodes d’assimilation de données peuvent étre classées en trois familles : 1’interpola-
tion classique, 1’assimilation de données variationnelle et 1’assimilation de données séquentielle.

L’interpolation classique est une méthode simple mais elle est délicate a utiliser en pratique en
grande dimension a cause du coiit de calcul. Les méthodes variationnelles relevent de la théorie du
contrdle optimal. Elles peuvent estimer en une fois 1’état en temps et en espace. Le cofit de calcul
en grande dimension est faible par rapport aux méthodes séquentielles. Cependant, les méthodes
variationnelles requierent des écritures et des calculs complexes. De plus, comme la solution est
déterministe, on n’obtient pas d’information sur la distribution de probabilité de 1’état.

Les méthodes séquentielles relevant de I’estimateur bayésien fournissent une inférence complete
sur la distribution de probabilité de 1’état. La solution optimale peut étre écrite dans le cas général
sous forme analytique. Mais on ne peut pas la calculer numériquement, sauf dans le cas linéaire
gaussien ou elle se ramene aux équations du filtre de Kalman. Dans le cas général, la solution est
approchée par des estimateurs de type Monte Carlo (filtre particulaire).

Filtre de Kalman d’ensemble et les propriétés asymptotiques

Le filtre de Kalman d’ensemble a été proposé initialement comme une approximation du
filtre de Kalman, il a ensuite été étendu au cas du modele non linéaire gaussien. Son mécanisme
d’évolution des particules est intuitivement semblable a celui du filtre particulaire. Il existe tres
peu de résultats théoriques sur les propriétés asymptotiques du filtre de Kalman d’ensemble, alors
qu’il est connu que le filtre particulaire converge vers le filtre bayésien optimal quand le nombre
de particules tend vers I’infini.

Nous avons montré théoriquement que, quand le nombre d’éléments N tend vers I'infini, les
éléments du filtre de Kalman d’ensemble, qui sont initialement dépendants, convergent vers des
éléments indépendants et identiquement distribués selon une loi qui differe de la loi a posteriori
du filtre bayésien optimal dans le cas général. Dans le cas du modele linéaire gaussien, cette
loi asymptotique est gaussienne et n’est autre que la loi a posteriori du filtre de Kalman. Nous
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démontrons la convergence presque siire et dans L” de la mesure empirique des particules du
filtre de Kalman d’ensemble, avec la vitesse de convergence usuelle 1/ VN.

Un papier de Jan Mandel et al. [28] paru en janvier 2009 démontre théoriquement la conver-
gence du filtre de Kalman d’ensemble vers le filtre de Kalman dans le cas du modele linéaire
gaussien. L’idée de la preuve est relativement similaire a la notre : le gain de Kalman empirique
de ’EnKF est borné par une constante qui ne dépend pas du nombre d’éléments N. Les éléments
dépendants de ’EnKF sont ainsi échangeables avec les éléments indépendants et identiquement
distribués selon la distribution a posteriori du filtre de Kalman, et la contiguité des éléments est
montrée dans LP. Et la démonstration dans nos travaux est plus générale au point oll nous avons
montré la convergence de I’EnKF pour la classe des modeles non linéaires gaussien dont la fonc-
tion du modele est continue et localement lipschitzienne avec un accroissement au plus polyno-
mial a I'infini.

Comparaison entre le filtre de Kalman d’ensemble et le filtre particulaire par des simu-
lations

Nous avons réalisé des simulations sur deux modeles de test : un modele linéaire gaussien
simple et le modele de Lorenz qui appartient a une classe de modeles non linéaires gaussiens.

Pour le modele linéaire gaussien, si on utilise peu de particules, le filtre de Kalman d’ensemble
est plus performant que le filtre particulaire, au sens ou la variance de I’estimateur et de 1’erreur
en moyenne quadratique sont plus faibles. Si le nombre de particules est suffisamment grand, le
filtre de Kalman d’ensemble et le filtre particulaire ont une performance semblable, car les deux
estimateurs convergent vers la moyenne et la variance conditionnelles du filtre de Kalman.

Dans le cas du modele de Lorenz, au niveau de I’erreur en moyenne quadratique de I’estima-
teur de la moyenne, si on utilise peu de particules, le filtre de Kalman d’ensemble est toujours
plus performant que le filtre particulaire. Si on utilise un grand nombre de particules, I’estimateur
du filtre particulaire conduit a une erreur en moyenne quadratique plus faible que celle du filtre de
Kalman d’ensemble. L’erreur en moyenne quadratique de 1’estimateur du filtre de Kalman d’en-
semble atteint celle du filtre particulaire et la borne de Cramer-Rao, si on est dans le cas ou le
rapport de I’erreur du modele sur I’erreur d’observation est grand et toutes les composantes de
I’état sont observées. Au niveau de la distribution a posteriori, la distribution des particules du
filtre de Kalman d’ensemble a tendance a approcher une loi gaussienne, alors que celle des par-
ticules du filtre particulaire approche bien la distribution bayésienne a posteriori. Les deux filtres
conduisent a des distributions proches seulement dans le cas ol la distribution bayésienne a pos-
teriori est proche d’une loi gaussienne.

Comme le filtre particulaire requiert un grand nombre de particules pour pouvoir fournir un
bon estimateur et éviter le phénomene de dégénérescence de poids des particules, ’EnKF peut
fournir un meilleur estimateur si on utilise peu de particules et si la distribution bayésienne opti-
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male est proche d’une loi gaussienne. Cela explique le succes rencontré par le filtre de Kalman
d’ensemble dans les applications opérationnelles.

Perspectives

Les perspectives immédiates de ces travaux de thése portent sur un certain nombre de points.

Etude de la convergence du filtre de Kalman d’ensemble

Dans nos travaux, la convergence du filtre de Kalman d’ensemble est montrée sous I’hypothese
que la fonction du modele est continue et localement lipschitzienne avec un accroissement au plus
polynomial a I’infini. Cette hypothese pourrait étre encore relaxée et il serait intéressant d’obtenir
une démonstration pour les cas plus généraux.

Etude du filtre de Kalman d’ensemble pondéré (WEnKF)

L’idée du WEnKEF est de modifier le filtre de Kalman d’ensemble de telle sorte que son esti-
mateur converge vers I’estimateur bayésien quand le nombre de particules tend vers 1’infini. On
ajoute donc une étape de pondération des particules et les particules sont redistribuées selon un
principe d’échantillonnage d’importance.

L’algorithme du filtre WEnKF avec la formulation des poids des particules est disponible dans
la thése de Papadakis [31]. Pourtant, d’apres notre remarque de la section 7.3, cette formulation
de calcul de poids des particules n’est qu’une approximation de la formulation exacte. Une étude
théorique sera nécessaire pour confirmer la convergence du WEnKF vers le filtre bayésien opti-
mal. Cette étude sera rédigée dans le cadre du projet PREVASSEMBLE (programme Conception
et Simulation, ANR, coordinateur : Olivier Talagrand).

Pourtant, grace aux résultats de simulation sur le modele de Lorenz, on constate que le filtre
de Kalman d’ensemble pondéré converge bien vers le filtre bayésien optimal.

D’un point de vue pratique, comme le filtre WEnKF utilise les équations du filtre de Kalman
d’ensemble pour I’étape de prédiction, il peut Etre utilisé pour les modeles a grande dimension.
Pourtant, a partir des résultats de simulation de la theése, on voit que le filtre WEnKF a encore une
performance limitée par un probleme de dégénérescence rapide des poids. L’algorithme du filtre
WENKEF pourrait étre amélioré par I’ utilisation d’autres techniques de redistribution et en faisant
varier le nombre d’éléments d’ensemble. Mais ceci dépasse le cadre de cette these.

Mise en oeuvre des comparaisons sur les modéles réels en grande dimension

Nous avons effectué des comparaisons des estimateurs sur des modeles de test simples a faible
dimension, et les résultats tirés ne peuvent pas étre généralisés pour les modeles réels, surtout pour
des modeles de grande dimension. Comme nous avons remarqué au début de ces travaux, un des
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points délicats dans I’assimilation de données est le probleme de grande dimension du vecteur
d’état, qui conduit a des calculs coliteux. La performance du filtre de Kalman d’ensemble par
rapport au filtre particulaire en grande dimension n’est pas encore étudiée, a notre connaissance,
dans Ia littérature et une telle étude pourrait étre utile dans le futur.



Annexes

137






Formule de
Sherman-Morrison-Woodbury

Si les matrices P et R sont inversibles, alors
PH*(HPH* +R)' = (P' + H'R"'H) 'H*R".
Démonstration. On vérifie d’abord
[P - PH*(HPH* + R)"'HP)(P"' + H'R"'H) = I.
En effet,
[P - PH*(HPH* + R)"'HP\(P"' + H'R"'H)
= I+ PH'R'H-PH*(HPH*+R)"'H - PH*(HPH* + Ry '"HPH*R'H
= I+ PH'R'H-PH*(HPH* +R)'H
—PH*(HPH* + "' (HPH* + R—- R)R"'H
= I+ PH'R'H-PH*(HPH* +R)'H

—-PH*R™'H + PH*(HPH* + R)"'H
I.

Nous avons donc,
(P'+H'R'H)' = [P- PH"(HPH* + R)"'HP].
et alors,
(P'+ H'R'H)'H*R™!
= [P-PH*(HPH* + R)"'HPJH*R™!
= PH'[I-(HPH" +R)""(HPH" + R - R))R!

= PH'[I-I1+(HPH*+R)'RIR™!
= PH*(HPH* +R)™
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Les inégalités

Annexe B1 : Inégalité de Minkowski

Soit (S, u) un espace mesuré€ et soit p € [1, +oo[. Alors pour tout (f,g) € Ly(S )2, oll Ly(S )2
est ’espaces de fonctions définies sur S dont la puissance p-ieme de la fonction est intégrable, au
sens de Lebesgue, on a

If +gllp < I1f1lp +1lgllp

(e (s s

c’est-a-dire

Annexe B2

Soit U € R™ un vecteur aléatoire gaussien centré, de matrice de covariance X, et soit p > 1.
Alors,

EUP)P < cp A (D),

ol ¢ est une constante et /lrln/fx(Z) désigne la plus grande valeur propre de la matrice X.

Preuve. Comme X est une matrice symétrique semi-définie positive, il existe une matrice ortho-
gonale O et une matrice diagonale D avec des coeflicients diagonaux positifs ou nuls, telles que
X = ODO*. On vérifie que si X est un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance
identité, alors le vecteur aléatoire U = £!/2X, ou /2 = OD'/?0*, est gaussien centré, de matrice
de covariance X. Alors,

UP = U"U = X"2X < dnax(D) X

de sorte que

E U =E(UPY"? < Bla (D EIXP < b AL (®)
d’ou
EIUP)'? < ¢p A () -
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Annexe B3 : Inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund [19]

Suppose que X, X1, Xp, ..., X, soient des variables aléatoires indépendantes centrées et E | X|” <
oo Vp > 1.Enposant S, = 7 | X;, n > 1, alors il existe une constante B), telle que

n
EIS. < B, E() X,
i=1
En divisant par n”, on obtient

1 B 1 <&
T I A= 2\p/2
ElnSnl snp/zE(n ;:1 XA,

et
1 BI/P
E=-S 7P < L (EXP)P <o Vp>2,
n Vi
1 1/2
EI=S 17 < 2 (EXP <o 1<Vp<2.
n Vi



Borne de Cramer-Rao pour le filtrage
non linéaire discret

Pour évaluer les performances des filtres, dans les cas d’école ou le systeme (1.2-1.3) est
parfaitement connu, il est classique de comparer les erreurs en moyenne quadratique des estima-
teurs de 1’état induit par chacun des filtres. Il est alors intéressant de comparer ces erreurs a la
borne de Cramer-Rao (CR) qui est une borne inférieure pour I’erreur en moyenne quadratique des
estimateurs.

Cas général

Considérons le systeme (1.2-1.3). Si )?k est un estimateur du vecteur d’état X; sachant les
observations Y., alors la matrice de covariance de 1’estimateur X; admet une borne inférieure
-1
Iy

E [(X; — X0)(Xx — X1 = J;! (1)

La matrice J; est la matrice d’information, de dimension m X m. Elle peut étre calculée de maniere
récursive comme suit [39]

Jert = D = D} (Ui + D) D @
ou
D' = -E{V,[Vy log p(xes1lx)])
D = —E{V,[Vy,, log p(xps1lx)]"}

—E {Vy, [V, log p(xi+1lx)]17}
~E (Vi [Va, 10g pOis1 1k D17}

S
T
[\8)
Il

ou E {.} représente 1’espérance en fonction de xi, Xg+1 €t yr+1. Vy, est la dérivée partielle d’ordre
1 en fonction de xi. Le schéma (2) démarre avec la matrice d’information initiale

Jo = E{[Vy, log po(x0)1[Vy, log po(x0)]*}

ou E {.} représente 1’espérance en fonction de xp.
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Cas d’un modele a bruit gaussien

Lorsque les bruits Wy, Vj et I’état initial Xy du systéme (1.2-1.3) sont de loi gaussienne, c’est-
a-dire
po(dxo) = N(0,Q0),  py (dw) = N(0,Qn) et g](dv) = N(O,Ry)

avec Qg, Oy et R, inversibles, alors 1I’écriture de D}(] , D%l , D]%Q et Jo se simplifie et on obtient [34]

Jo = Q'

D' = E{Fy, 0 Fue) 3)
D = -E{F, )0, “4)
Diz = Ol +EB{H; R} His1)

ou Fryp = fk’ +1(Xk) est la matrice jacobienne de fi(xx) évaluée au point x; = Xy et ou Hyy =
h,., | (Xk+1) est la matrice jacobienne de hy1(xx+1) €valuée au point xgy1 = Xgi 1.

Calcul de la borne de Cramer-Rao

En pratique, calculer la borne de Cramer-Rao revient a évaluer les espérances dans (3) et
(4). Une approximation Monte Carlo est nécessaire dans le cas d’un modele f; non linéaire. Des
réalisations du vecteur d’état sont simulées et notées {x;;,i =1,..., M}, puis les espérances dans
(3) et (4) sont approchées par les moyennes empiriques

M
1 . .
11 * ~—1
D' =~ M;(F,g) 0;'Fi
1 M
12 i =1
D? =~ MZ(F,’() 0;
i=1

avec Fi = [V, f*(x})]" le jacobien de fi(x) évalué en x;.

De la mé&me facon, la matrice de covariance de 1’estimateur X; dans 1’équation (1) est estimée
empiriquement 2 partir de M réalisations X, et x| :

_ _ 1y
B[k~ X0k =~ X' = - > @ = 50 — 3
i=1

Pour comparer, I’erreur en moyenne quadratique des estimateurs avec la borne de Cramer-
Rao, on est amené a comparer deux matrices. Pour simplification, on choisit de comparer les
traces des matrices

CX) £ E X — Xil*] = E [(X; — X0)" (Xi — X)) = Tr(J; Y (5)

ou Tr(.) désigne 1’opération trace de la matrice.
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Borne de Cramer-Rao et les estimateurs

D’apres Section 4.2.2, I’estimateur bayésien mz = E [Xi|Y1.1] est I’estimateur du minimum
de variance parmi tous les estimateurs de X; sachant Y., nous avons donc, pour un estimateur
quelconque Xk

C(Xp) = C(mf) = Te(J; ).

La moyenne empirique mkN ““ du filtre particulaire est une estimation de la moyenne condition-
nelle mz nous avons donc
C(m™) > C(m{) > Tr(Jh).

Dans le cas linéaire gaussien, en notant X' I’estimateur BLUE défini par (2.1), d’apres Section
4.3 nous avons
C(X{) = C(mf) > Tr(J; ).






Test de normalité de Jarque-Bera

Le test de Jarque-Bera est un test d’hypotheése qui cherche a déterminer si des données suivent
une loi normale. La statistique de test est définie par :

(K - 3)2)

JB="(s%+
- 4

6

ou n est le nombre d’observations, S est I’estimateur du coeflicient d’asymétrie et K est 1’estima-
teur du kurtosis, qui sont définis par

¢ - _anZh-¥’
T Llen )32

(; Z,‘:](xi - X) )

Lym (i —%

(tsn, - 22)

Sous I’hypothese nulle que les données suivent une loi normale, la statistique JB suit asymp-
totiquement une loi du y? a 2 degrés de liberté.
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Résumé

Cette these porte sur les méthodes d’assimilation de données, qui consistent a combiner des infor-
mations provenant d’un modele dynamique avec des observations. Nous présentons des méthodes
d’assimilation les plus connues : I’interpolation statistique, les méthodes variationnelles d’assimi-
lation de données et les méthodes séquentielles d’assimilation de données. Nous nous intéressons
particulierement au filtre de Kalman d’ensemble qui est de plus en plus utilisé dans les applica-
tions océanographiques. Le filtre de Kalman d’ensemble a été proposé initialement comme une
approximation du filtre de Kalman pour les modeles linéaires gaussiens de grande dimension, il a
ensuite été étendu au cas du modele non linéaire gaussien. Il existe tres peu de résultats théoriques
sur les propriétés asymptotiques du filtre de Kalman d’ensemble, alors qu’il est connu que le filtre
particulaire converge vers le filtre bayésien optimal quand le nombre de particules tend vers I’in-
fini. Nous démontrons dans cette these que, quand le nombre d’éléments tend vers I’infini, dans le
cas ou la fonction du modele dynamique est continue et localement lipschitzienne avec un accrois-
sement au plus polynomial a I’infini, les éléments du filtre de Kalman d’ensemble convergent vers
les éléments indépendants et identiquement distribués selon une loi qui differe de la loi a poste-
riori du filtre bayésien optimal dans le cas général. Dans le cas du modele linéaire gaussien, cette
loi asymptotique n’est autre que la loi a posteriori du filtre de Kalman. Nous présentons aussi
des résultats de simulations du filtre de Kalman d’ensemble et du filtre particulaire sur un modele
linéaire gaussien simple et sur le modele de Lorenz afin de comparer la performance des deux
filtres a I’asymptotique et aussi dans le cas ol le nombre d’éléments d’ensemble est faible.
Mots-clés : assimilation de données, filtre de Kalman d’ensemble, filtre particulaire, convergence
du filtre de Kalman d’ensemble, systeme d’éléments en interaction de champs moyen.

Abstract

This thesis is concerned with the data assimilation methods which combine the dynamical model
with the observations. We present the well-known methods : statistical interpolation, variational
data assimilation methods and sequential data assimilation methods. We particularly interested in
the Ensemble Kalman Filter (EnKF) which is more and more used in the oceanographic applica-
tions. The Ensemble Kalman Filter has been initially proposed as approximation of the Kalman
filter in the case of linear Gaussian model of huge dimension, it has been then extended for the
nonlinear Gaussian models. Very little is known about its asymptotic behaviour, whereas the par-
ticle filters have a well understood convergence to the Bayesian filter. We prove the convergence
of the EnKF, as the number of ensemble elements increases to infinity. In the linear case, the limit
of the empirical distribution of the ensemble elements is the usual (Gaussian distribution associa-
ted with the) Kalman filter. In the more general case where the state equation is locally Lipschitz
continuous with at most polynomial growth at infinity, this limit differs from the usual Bayesian
filter. We present the simulation results on a simple linear Gaussian model and on the Lorenz
model, where we compare the performance of the EnKF et the particle filter, as the number of
ensemble elements is small and as it increases to infinity.

Keywords : data assimilation, Ensemble Kalman Filter, particle filter, convergence of the En-
semble Kalman Filter, particle system with mean-field interactions.



