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Introduction générale

Cette these est consacrée a 1’étude de problemes de transmission d’ondes électroma-
gnétiques dans des matériaux a fort contraste, comme par exemple un corps fortement
conducteur entouré d’un matériau diélectrique isolant. On va analyser finement le phéno-
mene de I’effet de peau a1’aide de I’analyse multi-échelle et de la simulation numérique.
D’autre part, on présente aussi des conditions de transmission approchées pour un proble-
me de membrane mince posé dans une cellule biologique.

A. Présentation des problemes

Le probleme de ’effet de peau

Le probleme mathématique considéré est basé sur les équations de Maxwell tridi-
mensionnelles en régime harmonique. Il est posé dans un domaine constitué d’un sous-
domaine conducteur entouré d’un domaine isolant. Un petit parametre o est introduit,
inversement proportionnel a la racine carrée de la conductivité électrique du matériau
conducteur. Précisément, si 0 désigne la conductivité électrique du conducteur,w > 0 la
pulsation du signal, et gy la permittivité électrique du vide, on a

5= )22
o
Alors dans le corps conducteur on a 0 < § < 1, tandis que dans I’isolant le parametre
sera absent. Une étude en champ électrique E; de ces équations nous amene a considérer
le probléme de transmission ci-dessous posé dans un domaine ) = Qg U X U ;s de R3,
voir la Figure 1 :

( rotrot ES — k2Ef = uF*s dans €
rotrot E§! — k%(1 + 5)EyY = uF™ dans Qg
(1) EsY x n = ESxn sur X
rot E? x n = 1otEf xn  sur ¥
| rot EX x n =0 sur 0N
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Ici Eiss et Egd sont les restrictions de E5 aux sous-domaines €2 et {24 respectivement, « et
1 sont des nombres réels strictement positifs. D’un point de vue physique,  représente le
nombre d’onde et y la quantité /£q/ 1o, Ol f1g est la perméabilité magnétique dans 1’air.
Enfin, n désigne la normale entrante pour {24 et sortante pour (. Les deux premieres
équations aux dérivées partielles régissent le comportement du champ électrique dans les
sous-domaines isolant et conducteur. Les deux équations suivantes posées sur l’interface
3’ sont les conditions de transmission du champ électrique tandis que les deux dernieres
sont les conditions de bord. La derniere condition modélise une hypothese de type isolant
parfait sur le bord du domaine. Par la suite, nous considérerons aussi une condition de
type conducteur parfait.

o002

Figure 1 : Le domaine €

D’un point de vue physique, il est bien connu que dans un tel cadre, on constate une
décroissance tres forte de 1I’amplitude du champ électrique dans le conducteur pres de sa
surface 3. Ce phénomene physique est bien connu, il s’agit de 1’effet de peau.

On retrouve une littérature abondante au sujet de ce phénomene. Sur les études phy-
siques, on peut citer par exemple, [1 1], [49], [68]. Sur le plan mathématique, on releve
les références suivantes [33], [62],[42], [43], [61], [6].

Notre travail consistera a mettre en évidence 1’influence du petit parametre 0 sur la
solution E; du probleme (1).

Le probleme d’une membrane mince

L’objet de ce probleme est I’étude du comportement asymptotique du champ électro-
magnétique dans une cellule biologique lorsque 1’épaisseur € de sa membrane tend vers
0. La cellule est composée d’un cytoplasme O. entouré d’une fine membrane O;, et
plongée dans un milieu ambiant O, voir la Figure 2 ci-dessous.
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Figure 2 : Géométrie de la cellule

Le probleme mathématique considéré est basé sur les équations de Maxwell tridimen-
sionnelles en régime harmonique et posé dans un domaine O indépendant de ¢ :

O=0U05UQ0..

Une étude en champ électrique E. de ces équations nous amene a considérer le probleme
de transmission ci-dessous posé dans le domaine O de R? :

0 (idEa) —¢E.=J dansO, E.xn=0 sur0O.
ie

Ici, les opérateurs 0 et d sont respectivement la codifférentielle et la différentielle extérieure
sur O. De plus, E. est une 1 forme sur O et J est une source de courant a support dans un
domaine extérieur fixe O% telle que 6J = 0 dans O. Enfin, y. et g. sont deux fonctions
constantes par morceaux définies dans O par

te dans OF ¢e dans OF
Ve e O, p(r)=< pm dans O et ¢.(x) =1 gnm dans OF
fte dans O gc dans O,
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ou [le, 4m €t p1c sont des constantes positives et ge, gm, ¢c sont des nombres complexes.
On suppose de plus qu’il existe des constantes c;, co > 0 telles que pour tout z € O,

o < —Im(g.(2)) <2, 0 < Re(g:(2)) < 2

Le probleme mathématique consistera a calculer des conditions de transmission sur
le bord du cytoplasme I" équivalentes a la couche mince O;, . Ce travail consiste a étendre
les travaux [55, 57, 56, 12] aux équations de Maxwell en régime harmonique.

B. Principaux résultats

Nous avons traité les questions relatives a I’existence et 1’unicité d’une solution du
probleme (1). En introduisant une formulation variationnelle dans un cadre fonctionnel
adapté, on démontre 1’existence et I’unicité de E; dans 1’espace X1(€2,0) des fonctions
vectorielles dont le rotationnel de Ej et la divergence de £(J)E;s ou

£(0) = %(1@5 +(1+ 5%) lo,)

sont de carré intégrable, et satisfont la condition Es - n = 0 sur le bord du domaine (2,
voir [13], [50]. Il s’agit maintenant de décrire le comportement de E; en fonction de 9,
pour ¢ tres petit. Pour cela, on va effectuer un développement asymptotique multi-échelle
de E;, ce qui nécessite 1’utilisation du calcul tensoriel dans un systeme de coordonnées
adaptées.

Utilisation du calcul tensoriel (chapitres 3 & 4)

On se place dans I’hypothese ou le bord > du domaine 24 est régulier. On utilise
une technique de paramétrisation normale, voir [25, 26, 27], pour exprimer les équations
posées dans le domaine 2.y dans un systeme de coordonnées normales (y,,, h) définies
dans un voisinage tubulaire O de I’interface 3, voir la Figure 3.
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Figure 3 — Un voisinage tubulaire O de ¥

L’opérateur rotationnel en paramétrisation normale admet la décomposition suivante
en composantes contravariantes

(5) (V X E)a = 635“(8§Eﬁ — 85E3) sur Eh
(V xE)?=eDhEj, sur Y

ou €7 est le tenseur de Levi-Civita et D" est la dérivée covariante sur la variété 3,
surface moyenne de hauteur i par rapport a > dans le conducteur, voir la Figure 3. Le
calcul tensoriel permet d’expliciter I’opérateur du second ordre associé au probleme (1)
en paramétrisation normale. De plus, la condition de transmission d’ordre 1 a I’interface
Y. dans le probleme (1) s’écrit en paramétrisation normale

(OME — 0,E%)dy™ = rot E® xn sur .

On effectue le changement de variable suivant de la coordonnée normale / dans le voi-
sinage tubulaire O

puis, on explicite le role du petit parametre ¢ dans les équations posées dans le domaine
conducteur en développant les équations en série selon les puissances de 9.

Analyse asymptotique multi-échelle (chapitres 5 & 6)

A partir du développement de 1’opérateur associé au probleme (1) en puissance de
0, on calcule au chapitre 5 un développement asymptotique double-échelle du champ
électrique E;s. Puisque I'interface > est une surface de classe C*, ce développement
asymptotique est constitué par une série de termes standards dans le domaine isolant et
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par une série de termes profils exponentiellement décroissants dans le domaine conduc-
teur. Le champ électrique Es admet le développement asymptotique suivant

(6) ES ~ ES + 0EF + 0°E5 4 ---  dans ()
et

h h h
_) + 5W§d(yaa _) + 52W;d(yom =

cd ~ cd
(7) E(S (x) - WO (yOH 5 6 6

)+ si xeO

ou les Wjd s’expriment dans les coordonnées (y,, Y3). Pour s > 2 et une donnée F €
H* 2(Q) telle que F = 0 dans (4, et sous I’hypothése spectrale 2.24 sur &, on construit
successivement les termes indépendants de o

WS e H 772 (5,C®(1)) et EF € H™7(€)

pourtout j = 0,--- , [s] — 2. Le terme W§® = 0 et E{ vérifie les EDP suivantes
rotrot E§ — k?E5 = pF*®  dans ()
ES xn = 0 sur X
rot E§ x n =0 sur  Of)

De plus, pour tout j = 1,-- -, |s| — 2, il existe un opérateur tangentiel T;

T oo H(Qm) — HTTTE(Y)
E; ~— EIxn|g

tel que
EF — R* 0 T, (Ef)
ol R’ est un opérateur défini par

RE © H7:(X) — {E®e H(Q)| divE® =0}
G N Eis

et continu pour tout réel ¢ > 2, ou E® est I’unique solution au sens des distributions des

EDP suivantes . .
rotrot E® — k2E* = 0 dans (s

E* xn = G sur
rot E® x n = 0 sur  0f)
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En particulier, on a
T1(E5) = —1(rot E§ x n) x n

T(Ep)

L {0 (ot B x m), dy? — 562 rot B x n} — rot R o T, (EF) x n| xn

De plus, on a explicité les premiers termes du développement dans le conducteur, le
premier terme non-nul étant la composante surfacique de W‘id. Dans un systeme de
coordonnées normales, on note W, ; les composantes surfaciques de W, vu comme
un champ de 1-formes, et w; sa composante normale de sorte que W; = (W, ;, w;). On
a

W, (yﬁv }/3) =0,

Wa,l(yﬁa YE’)) - _joz,O (yﬁ) e_)\YS
Wy, Y3) = [N o = Mo} = o + V{85 oo = Hojuo}| (ys) %,

wa(ys, Ya) = —A"'Daji (ys) e M,
ou\=~ke  Jak(ys) == AN (rot Ef x n)4(ys, 0) pour k = 0, 1, b7 est un terme de
courbure de I’interface >, H = %bg est la courbure moyenne de X et D, est la dérivée
covariante sur Y. La composante surfacique du terme d’ordre 3 est aussi calculée. Enfin,
pour tout j > 3, les termes W5, et wS? ont la structure suivante

et w =0,

—im/4

W;c,ij(yﬁa Y3) = [ag,j(yﬁ) + Y:ria’(lx,j<y5) +teet }@j_lagl,_jl (yﬁ)] e M8

chd(yﬁ’ 1%) — |:C_(7]<y6) + }%q}(yﬁ) 4+ oo+ }@;7*2037*2(:%8)] ef)\YS )

Une synthese précise du développement asymptotique est énoncée au paragraphe 5.3.5.
On calcule au chapitre 6 un développement asymptotique du champ magnétique Hj
a partir de la loi de Faraday. On effectue pour cela le développement de 1’opérateur rota-
tionnel en paramétrisation normale (5), et on substitue le développement asymptotique
du champ électrique (6)-(7). Sous 1’hypothese spectrale 2.24, les termes HijS et H;d sont
déterminés de facon unique, voir le paragraphe 6.5 pour des résultats précis. On a

HS ~ Hj + 6HF + 6?Hs + -+ dans €

et
HSY (x) ~ HS (x;0) + SHSY (x; 6) 4+ 6°HS (x;0) + -+ si x € Qg

h
d d
H}"(x;0) = V5" (va, 5)
Pour tout 5 > 0, les termes V;d (Yo, Y3) admettent la décomposition suivante en compo-
santes surfacique et normale

si xe0.

VS (ys, Ya) = V&, (y, Ya)dy® + v5° (ys, Ya)n
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Pour tout 5 > 0, les termes vjc-d , H'jS et V;d sont déterminés successivement. Les termes
VS et v5? ont la structure suivante

VI (s ¥5) = [AD, ) 4 oL ) - 4 VAL ()] e

0 8) = () + i)+ ¥ )
On a explicité les deux premiers termes V§° et V5. Pour tout Y3 > 0, on a
ng (yﬁa }/E’)) = Hij’o (yﬁa 0) e_>‘Y3

o HZ ; = (n x Hf) x nest la composante tangentielle du terme H{, et

15, Y5) = | (HE 1)l 0) 4 Y (M (HE o) = B(HE ), ) (0 0)] €

et
vf (g5, Ya) = A" Da(H3) (95, 0) e M

Pour vérifier ces caluls, on a effectué un développement asymptotique du champ magnétique
en résolvant les équations obtenues apres élimination du champ électrique dans les
équations de Maxwell. Les résultats des calculs obtenus par ces deux approches coincident.

Validation du développement asymptotique (chapitres 1,2 & 7)

On démontre au chapitre 7 la convergence des développements asymptotiques multi-
échelles du champ électrique E; et du champ magnétique H;. Les restes R, 5 d’ordre
m € N du champ électrique sont définis en otant a Es5 les m + 1 premiers termes du
développement en champ électrique (6)-(7). A partir des estimations du chapitre 2, on
démontre des estimations de ces restes en puissances de ¢. Ces estimations valident
le développement des champs électromagnétiques. Pour une donnée F suffisamment
réguliere et sous ’hypothese spectrale 2.24,0n a :

) 1 o
I 10t Rl + 11 v 2(6)Rm o + [Rmalloe + 5 IR sl < Cnd™ !

ou C;,, > 0 est une constante indépendante de ¢ . De plus, on démontre les estimations
optimales suivantes, pour les restrictions des restes a {24 et {2;

l .
||R;§I,§||H(r0tyﬂcd) < Craad™ 2 et [|RY sllHeot0n) < Crma2d™

A partir d’une analyse fine du probleme (1) relativement au petit parametre d, on
démontre au chapitre 2 des estimations uniformes en ¢ de la solution E; de ce probleme.
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Sous I’hypothese spectrale 2.24, il existe une constante d, > 0 telle que pour tout & €
(0,dp), la solution Es du probleme (1) associé a F € Hy(div, Q) vérifie I’estimation

: - :
(2) [[rot Esllo. + [| dive(d)Eslloq + [|Esllo.0 + gllEadllovszcd < C(lIFlloq + ([ div Fllog)

ou C' > 0 est une constante indépendante de 9, voir le théoreme 2.25. Ces résultats sont
valables pour des sous-domaines €24 et €2;s polyédraux Lipschitziens. La démonstration
de I’estimation (2) repose sur des estimations uniformes d’un probleme scalaire sous-
jacent du type

divaVp=f ol a=1 dans () et a:1+é dans Q.

On démontre plus généralement au chapitre 1 des estimations uniformes pour le probleme
de transmission scalaire suivant

([ Ap~ = f- dans €)_
pAp™ = f* dans
(3) o = ¢t sur X
POnp™ —Onp~™ = (L—p)g sur X
(bc.) sur OS2

\

posé dans le domaine €2 de la Figure 4, ot 9,, désigne la dérivée normale et les conditions
aux bords (b.c.) sur 0 sont les conditions de Neumann ou Dirichlet.

o
Figure 4 — Le domaine {2

Pour tout s € (3,1],si f € H}(Q) et g € H*~2 (%) sont de moyennes nulles, il existe
des constantes sy > 3 et py > 0 telles que pour tout p € {z € C||z| = po}, le probleme
(3) admet une solution , € PH*"(Q), I’espace des fonctions H**! par sous-domaines,
81 s < sq et satisfait I’estimation

(4) e llseror + e, lsrros < Cops(lf 10+ llgll-1.5)
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ou C,, s > 0 est indépendante de p, f et g. L’estimation (4) est valable pour des sous-
domaines €2_ et {2, polyédraux Lipschitziens.

Calculs éléments finis (chapitre 8)

On présente des simulations numériques du champ magnétique en géométrie axi-
symétrique (cylindrique, sphérique et sphéroidale) réalisées grace a la bibliotheque é1é-
ments finis MELINA, voir [45]. Pour une donnée axisymétrique et orthoradiale, le champ
magnétique est orthoradial et on se ramene a un probleme scalaire posé dans le demi-
plan méridien, auquel on applique une méthode de discrétisation par éléments finis. Les
calculs utilisent des éléments finis quadrangulaires de degré Q10 et une interpolation
aux points de Gauss-Lobatto de degré 21. Les calculs numériques mettent en évidence
la décroissance exponentielle du champ magnétique a la surface du conducteur ainsi que
I’influence de la géométrie de I'interface sur la manifestation du phénomene de 1’effet
de peau, voir les figures ci-dessous ou H, désigne la solution numérique calculée pour
o € {5,80}.

| Im H,,| pour 0 = 5. S.m™! | Im H,,| pour o = 80 S.m ™"

Dans un modele unidimensionnel de 1’effet de peau ou le conducteur est modélisé
par un demi-espace, 1’épaisseur de peau caractéristique ¢(o) définie par

o)==

correspond a la distance a I’interface ou I’amplitude de I’onde électromagnétique a di-
minué d’un taux fixe par rapport a son amplitude a ’interface. Les formules théoriques
explicites du développement asymptotique mettent en évidence 1’influence de la géométrie
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de I’interface sur la manifestation du phénomene de 1’effet de peau. Alors, on généralise
le parametre /(o) a notre modele de ’effet de peau en configuration axisymétrique en
définissant une épaisseur de peau L(c) caractéristique et intrinséque par la relation

t(o)

£lo) = 1= H (o)

pour o assez grand ou H est la courbure moyenne de I’interface. Les calculs numériques
de Ieffet de peau dans les trois géométries étudiées sont cohérents avec cette nouvelle
définition de I’épaisseur de peau L(o) .

Calculs de conditions de transmission approchées (chapitre 9)

Ce travail présenté dans la partie A ci-dessus est la reproduction d’un article écrit
avec Clair Poignard sur le probleme d’une membrane mince. On calcule des conditions
de transmission sur le bord du cytoplasme équivalentes a la couche mince, voir la Figure
2. On adopte une approche géométrique basée sur un changement de variables adéquat
dans la couche mince. On rappelle quelques notions de calcul différentiel afin d’obtenir
un développement asymptotique de E.. On démontre par ailleurs des estimations d’er-
reurs qui valident ce développement. On présente enfin en appendice le développement
asymptotique a tout ordre. Soit E” la solution du probleme limite lorsque € — 0 :

1
5(ﬁdE0)—<jE0:J dans O, E’xn=0 surdO

ou les fonctions /i et ¢ sont définies par sous-domaines de la facon suivante :

C d C ~ C C
Ve O, fifx) = I ans O - ot Gz) = q¢. dans O -
te dans O\ O, ¢e dans O\ O,

Soit J I’injection 7 : I' — O, et J* son application pull-back J* : Q'(O) —
Q'(T'). On définit les 1 formes S et T sur I" par

5 = (im =4 7€)+ + (-~ 1) s (7€) e
T=g (qi - ql) d(imt(rr) BVl ) + B int(or) (4E°)],

ot int(np)E° |- est le poduit intérieur de la 1-forme E°|— avec le champ de vecteur nr.
Soit E' 1a 1-forme définie par

O0dE' — iGE' =0 dans O.,.UO\O., E'xn=0 sur 00
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avec les conditions de transmissions suivantes sur I’

1 1

—int(np)dE' |+ — —int(np)dE' |- =S

e Mc
np X E1|F+ —NnNp X E1|p— = nr X T

Pour une donnée J € H3*Q(O%), il existe g9 > 0 tel que

Ve € (0,60), ||E6 — (EO + gEl)HHQl(d,J,(’)C) < 062,

ou (' est une constante indépendante de ¢ ; de plus, pour tout domaine o compact dans
O, il existe €, > 0 tel que

Ve € (0, €w), ||E6 — (EO + 5E1)||Hﬂl(d,6,w) < Cw€2

ou C', > 0 est une constante indépendante de ¢ .

Tous les dessins dans cette these ont été réalisés a I’aide de Fig4Tex, un ensemble de
macros Tex, voir [37].



Chapitre 1

Probleme de transmission scalaire a
parametre

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, on démontre des estimations a priori uniformes pour un
probleme de transmission scalaire. On considere un probleme mathématique basé sur les
équations de Laplace posé dans un domaine )2 composé de deux sous-domaines. Sur le
bord de €2, on impose les conditions de Dirichlet ou Neumann.

La solution du probleme mathématique dépend d’un parametre complexe p et on
prouve des estimations a priori uniformes selon p lorsque |p| — oo. Ces estimations sont
utiles au chapitre 2 par exemple, lorsqu’on étudie la partie gradient du champ électrique
solution des équations de Maxwell associées a un probleme de transmission dans des
matériaux a fort contraste dans leurs conductivités.

Le plan de chapitre est le suivant. On introduit a la section 1.2 un probleéme scalaire
avec interface et les conditions au bord de Dirichlet ou Neumann. On présente ensuite au
paragraphe 1.3 une famille de problemes a parametres et on énonce le résultat principal.
Dans la paragraphe 1.4, on prouve des estimations uniformes H? par sous-domaines
pour ce probleme, voir le théoreme 1.3 pour un résultat précis. On démontre enfin des
estimations uniformes pour une interface polyédrale au paragraphe 1.5, voir le théoréme
1.8.

1.2 Un probleme de transmission scalaire

Soit 2 un domaine borné de R3, de frontiere 952. Soit _ CC 2 un sous-domaine
de €2 et de frontiere X. Dans les sections 1.2 a 1.4, on considere que {2 est un domaine
régulier et que X est de classe C*°, alors que dans la section 1.5, on considere le cas ou
Q)_ et Q sont des polyédres curvilignes. On note €2, le complémentaire de 2_ dans €2,

13
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voir Figure 1.

o2

Figure 1 — Le domaine {2

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons les espaces de Sobolev H?, s € R, basés sur L2
pour des fonctions scalaires. Pour O € {Q2_,Q,,Q} et s € R, on note ||.||s » la norme
dans H*(O). Pour tout s > 0, ||.||s.r désigne la norme dans H*(I") ou I" € {X, 9Q}. Soit
a une fonction constante par morceaux dans ) définie par :

a_ si xe
a(x) = { (1.1

ay si x¢& Q+ .
On définit le saut de a a travers X par [a]s, = a; — a_ et par ¢ (¢ ) la restriction

d’une fonction ¢ a 2, (Q2_).
On introduit I’espace fonctionnel

V:{¢eH%m\A;¢(h:0} (1.2)

lorsque I’on impose les conditions aux bords de Neumann sur 0f).
On choisit I’espace fonctionnel

V =Hy(Q) (1.3)

pour les conditions aux bords de Dirichlet sur 0f2.
Dans les deux cas (Neumann et Dirichlet) le probleme s’écrit : trouver ¢ € V tel que

VeV, ap | Vet -Vytdx+a_ | Ve -V dx=

Qy Q_

—/fideJr[@]z/gi/_JdS, 14
Q %

avec des données f € L2(Q) et g € L2(X).
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Le probleme de transmission (1.4) est elliptique. Par régularité elliptique, ¢ a d’au-
tant plus de régularité sur les sous-domaines que les données sont régulieres, voir [1].
Dans la suite, on suppose que les données f et g satisfont les hypotheses suivantes

FELXQ) et geH:2(). (1.5)

Définition 1.1 Soit PH?(Q)) I’espace des fonctions H? par sous-domaines, défini par
PH*(Q) = {p € L*(Q)| ¢ € H*(Qy) et ¢~ € H*(Q)} (1.6)
muni de la norme

lellpreg = e e + et Iz, - (1.7)
@)

Le résultat suivant est valable pour le probleme (1.4) avec les conditions aux bords de
Dirichlet ou Neumann.

Proposition 1.2 Soit p une solution du probléme (1.4) pour des données fet g satisfai-
sant les hypotheses (1.5). Alors

¢ € PH*(Q) (1.8)
et p satisfait la formulation forte du probleme (1.4)
[ a_Ap~ = f- dans €)_
a; Ap™ = f* dans Q.
o~ = sur X% (1.9)
ayOnp™ —a_Onp™ = alsg  sur ¥
(b.c.) sur OS2

\

out Oy, désigne la dérivée normale (entrante pour ) _, sortante pour (), ). Les conditions
aux bords (b.c.) sur 0S) sont les conditions de Neumann ou Dirichlet.

1.3 Une famille de problemes a parametre

On introduit maintenant un parametre p € C dans le probleme (1.4). Pour ay = 1 et
a_ = p, on obtient une famille de problemes dépendant du parametre p : trouver ¢, € V'
tel que

voev, [ Vo ViFaxes [ Ve Tiax-
0. 0

_/Qflﬁdij(l—P)/EglEdSa (P,)
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ou les données f et g sont fixées, indépendantes de p et vérifient les hypotheses (1.5).
Dans la suite de ce chapitre, on construit une application

P = ¥p

associant a p une solution du probleme (P,) et on étudie son comportement lorsque
|p| — 400. On effectue des hypotheses simplificatrices sur les données du probleme
(P,). Pour les données f et g associées au probleme de Neumann, respectivement au
probleme de Dirichlet, on suppose :

/ fdx=0 et /g ds =0, respectivement / gds=20. (1.10)
Q b )

Le but de ce chapitre est de démontrer des estimations a priori dans PH?(§2) uniformes
selon p pour une solution ¢, € H'(2) de (P,,). Le résultat principal de ce chapitre est le
suivant.

Théoreme 1.3 Sous les hypotheses (1.5) et (1.10), il existe une constante py > 0 telle
que pour tout p € {z € C||z| = po}, le probleme (P,) admet une solution p, € V, qui
de plus appartient & PH?(Q) et satisfait I’estimation

leollprzi) < Cool[flloq + [lgll1 ) (1.11)

ou C,, > 0 est indépendante de p, f et g.

Remarque 1.4 Sous I’hypotheése supplémentaire que p € {z € C|Rez > &}, avec
S > 0, un argument de coercivité permet de prouver que la solution ¢, du probleme
(P,) est unique.

Remarque 1.5 L’estimation (1.11) fait intervenir la norme de || g || 1 v mais elle est indé-
pendante de [a]s, = 1 — p, ce qui est a comparer avec I’équation (1.9).

On démontre le théoreme 1.3 au paragraphe suivant. La technique utilisée est un Ansatz
en série de , selon les puissances de p~!. On prouve que cette série converge nor-
malement dans PH?((2) vers une solution du probleme (P,). On en déduit I’estimation
(1.11). Puisque les développements en série different selon les conditions aux bords, on
traite séparément le cas Neumann dans la sous-section 1.4.1 et le cas Dirichlet dans la
sous-section 1.4.2.
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1.4 Développement en série

Vu la présence des termes en p dans le probleme (P,), on effectue un Ansatz série
en puissance de p~* pour ¢, :

o0

Z ofp™  dans Qg

n=0

- (1.12)
Z o, p " dans Q_.
n=0

Pp =

On va démontrer que cette série converge en norme dans ’espace PH?*(Q2) vers une
solution du probleme (P,). On traite tout d’abord le probleme de Neumann associé a

(Py).

14.1 Condition au bord de Neumann

On substitue I’ Ansatz (1.12) dans (P,) puis on identifie les termes selon les puis-
sances de p~!. On obtient une famille de problemes indépendants de p, couplés par leurs
conditions sur X :

Apy = 0 dans Q_
Onpy = g sur X (1.13)
Jo wodx = 0
et
Apf = ft  dans
o = g, sur ¥ (1.14)
O = 0 sur OS2
et pour k € N*
Ap; = 6 [ dans Q_
Onr, = 09+ 0npy sur X (1.15)
Jo epdx = 0
et
Api = 0 dans
oy = . sur X (1.16)

oy = 0 et O0.
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Ici 0} désigne le symbole de Kronecker. Noter que dans (1.13) et (1.15) on a adjoint la
condition d’intégrale nulle sur la solution, ce qui d’une part assure 1’unicité et d’autre
part est cohérent avec la condition présente dans la définition (1.2) de V.

On construit successivement chaque terme ¢, et ¢,7, en commengant par ¢, et ¢ .

Supposons que les suites {¢; }7—; et {¢; }7—, sont connues. Alors, le probleme (1.15)

définit un unique ¢, dont la trace sur X est insérée dans (1.16) comme une donnée de
Dirichlet afin de déterminer la partie externe ¢’ .

Discussion des problemes élémentaires

Le probleme de Neumann (1.13) admet une solution ¢, € H'(2_), unique sous la
condition fQ, ¢, dx = 0. On rappelle qu’on a la condition de compatibilité fz gds=0.

De plus, par régularité elliptique, ¢, € H?*(Q_) et il existe une constante Cy > 0
indépendante de p tel que

o ll20- < Cnligllys- (1.17)
On s’intéresse a o dans (1.14). Le probleme (1.14) a une unique solution o € H*(€2,).

De plus, par régularité elliptique et puisque ¢, € H2(2_), ¢ € H?(£2,) et il existe une
constante C'py > 0 indépendante de p tel que

I 120, < Con(ll@g oo + [1f llo0) - (1.18)
On continue ensuite avec les problemes (1.15) et (1.16) de fagcon similaire, le seul

point a discuter étant la condition de compatibilité dans le probleme de Neumann (1.15).

Lemme 1.6 Le probleme de Neumann (1.15) est compatible.

PREUVE. Pour k£ = 1, on doit prouver que

/ fdx+/(—g+8ngoar)d3:0. (1.19)
>

Dapres (1.14),
Apd = f+ dans Q
g =0 sur  Of).

En intégrant par partie, il vient

/8ng05rds:/ frdx.
> o
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Sous les hypotheses (1.10), on en déduit la condition de compatibilité (1.19). Pour k£ > 2,
on suppose que le terme ¢, est construit. On doit montrer que

0:/8n<p$_1d5. (1.20)
>

Or, d’apres (1.16),

Apf ;=0  dans Q
Onpy =0 sur 0Q.

En intégrant par partie dans €2, on en déduit (1.20). |

Par conséquent, le probleme de Neumann (1.15) admet une solution ¢, € H'(Q_),
unique sous la condition [, ¢} dx = 0.De plus, ¢, € H*(Q_) et

i llz.0- < On [0 f Moo + llgll12) + 0ni il 5] - (1.21)
Enfin, le probleéme (1.16) a une solution unique ¢; € H*(Q,) et on a I’estimation

i l2.0. < Conller llon- - (1.22)

On démontre maintenant la convergence normale dans PH?(€2) de la série (1.12) lorsque
|p| est assez grand.

Convergence normale de la série

Soit C'; > 0 la constante de continuité de 1’opérateur trace Neumann +; 5, défini par

1

Ts HQ(O) — H2(X%)
o = Oap

ou O € {Q_,Q,}. Ainsi, pour tout ¢ € H*(O), on a ||’)/172(()0)||%,E < Cill¢ll2.0- On
pose a = CnC1Cpy, ou Cy et Cpy sont les constantes respectives des estimations
(1.17) et (1.18). D’apres (1.21) et (1.22), on démontre par récurrence sur n € N* que

" < a" Y erllaa-
{ lor 2.0 ) 7 [|2,0 (1.23)

let 20, < Con o™ ey [l2a- -
Alors, pour tout p € C tel que |p|'ar < 1, les séries de termes généraux p "y, et

p ", convergent normalement respectivement dans H?(€2, ) et H*(Q_).
On démontre maintenant le théoréme 1.3 pour les conditions au bord de Neumann.
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Démonstration du Théoreme 1.3

On démontre tout d’abord I’estimation (1.11) pour ¢, défini par (1.12). Soit py > 0
tel que py'a < 1,00 a = CyCiCpy. Soit p € {2z € C||z| = po} et ¢, la série de
terme général p~"y,,. D apres (1.23), la convergence normale de ¢, dans PH?(0) est
géométrique de raison inférieure a p, '. Ainsi

legllzn. < Congmmrame ler oo + lled 2o, (1.24)
o, 20 < Po_lﬁH@me, + lleo ll20- - .
D’apres (1.21),
It I < O (1 o + lgllz.0) + 0o ] (125)

Avec (1.17) et (1.18), on en déduit 1’estimation uniforme (1.11). On démontre main-
tenant que ¢, € V. Par construction, ¢, est solution du probleme (1.9) avec (a_ =
p,a; = 1). En particulier ¢, € H'(Q). Enfin ¢ est d’intégale nulle sur Q_ car tous les
©,, le sont.

On traite dans le paragraphe suivant le probleme de Dirichlet associé a (P,,).

14.2 Condition au bord de Dirichlet

Ici V' = H{(2). Lorsqu’on considere la condition au bord ¢, = 0 sur 92 dans le
probleme (P,), une construction similaire peut étre effectuée. Cependant on traite les
conditions de compatibilité dans ¢)_ avec une attention particuliere. Partant du méme
Ansatz en série (1.12), il vient

Apy = 0 dans Q_
(1.26)
Ohpg = g sur X
et
Apf = f+  dans Q,
o = wy  sur ¥ (1.27)
of = 0 sur  Of)
etpourk =1,2,---
Ao, = 0} f dans
P i (1.28)
Onpr = =09+ 0npy_y sur X
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et
Apf = 0 dans Q.
of = ¢, sur ¥ (1.29)
of = 0 sur  0f).

Noter qu’ici, on n’a pas adjoint la condition d’intégale nulle dans (1.26) et (1.28). Comme
on va le voir, I’ajustement des constantes est nécessaire a la résolubilité de la série de
problemes (1.26)-(1.29).

Discussion des problemes élémentaires.

Soit p; € H?(Q_) la solution du probleme de Neumann (1.26) sous la condition
fQ, ¢, dx = 0. Ici, on garde encore une constante ¢, a ajuster. Alors, ¢, = @, + ¢o est

déterminé des que ¢y est fixé et (1.27) admet une unique solution i € H?(€,).
On s’intéresse a (1.28) pour &£ = 1, qui est un probleme de Neumann avec la condi-
tion de compatibilité

fdx+/(—g+8ng0§)ds:0
Q- >
et puisque [;, gds = 0, elle s”écrit
/8,,@3 ds = — fdx. (1.30)
> o

On choisit maintenant o = @& + co1b ol

Agy = ft  dans Q.

P8 = @o sur X (1.31)
o5 =0 sur 0N
et
Ay = dans
P = sur X (1.32)
Y= sur OS2
avec

o = —(/EancﬁJdH/Q_ f‘dx)//zén@bds. (1.33)

Par régularité elliptique ¢ € H?(€2, ) est uniquement déterminé par (1.31), ) par (1.32),
et ¢ par (1.33) puisque [y, Gt ds # 0 (principe du maximum).
Ainsi on a entierement déterminé ¢, = @, +co € H*(Q_) et pf = o +cotp € HA(Q).
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De plus le choix de ¢y donne la condition de compatibilité (1.30) du probleme (1.28) pour
k=1.

A nouveau on prend p; = @] +¢; € H?(Q_), avec $; uniquement déterminé par (1.28)
avec k = 1 sous la condition [, ¢ dx = 0. Alors ¢f = ¢f 4+ 19 € H*(Q,), avec ¢f
uniquement déterminé par (1.29) avec ¢} = @, sur ¥ et

¢ = —/an¢1+ds/ /8nz/;ds. (1.34)
b b

On continue de fagon itérative le processus de construction des suites {¢; }x>0 C H*(Q-)
et {¢} }eso C H2(2, ). De la méme fagon qu’au paragraphe précédent, on démontre que
les séries de termes généraux p "y, et p~ ", convergent normalement respectivement
dans H?(Q2 ) et H?(Q2_) vers une solution du probleme de Dirichlet associé a (P,). Fi-
nalement, on obtient le théoréme 1.3 pour les conditions au bord de Dirichlet.

Remarque 1.7 Lorsque a_ = 1 dans C)_ et a, = p dans )., tous les problemes
élémentaires sont bien posés, y compris pour le probleme de Dirichlet. On démontre
a nouveau des estimations a priori dans PHQ(Q) uniformes selon p pour toute solution
¢, € HY(Q) du probleme (P,,), avec des données vérifiant les hypotheses (1.5) et (1.10).

1.5 Cas d’une interface polyédrale

Dans ce paragraphe, on suppose que 2_ et €2 sont des polyedres curvilignes, voir

[18].On s’intéresse encore a I’existence et au comportement d’une solution ¢, au probleme
(P,) lorsque |p| — +o00. Dans cette section, on prouve un résultat similaire a celui du
théoreme 1.3, mais avec une estimation plus faible. On rappelle que les données f et g
du probleme (P,) vérifient I’hypothese (1.10), voir la section 1.2. Le résultat principal
de ce paragraphe est le suivant.
Théoreme 1.8 Soit s € (3, 1]. On suppose que f € H*1(Q) et g € H*~2(%). Sous
I’hypothese (1.10), il existe des constantes sy > % et pp > 0 telles que pour tout p €
{z € C||z| = po}, le probleme (P ,) admet une solution v, € V, qui de plus appartient
a PH*T(Q) si s < s et satisfait estimation

g llst0s + 19, lsrr0- < Coosllflls—10 + lgll- 1 x) (1.35)
oit Cyy s > 0 est indépendante de p, f et g.
Remarque 1.9 La constante sy dépend de la géométrie des domaines )_ et () .

De la méme facon que lorsque I’interface > est réguliere, on démontre le théoreme 1.8
en effectuant un développement en série, voir (1.12). Les problemes élémentaires as-
sociés aux termes du développement asymptotique ¢; et ¢, sont bien posés dans H'.
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Cependant, dil a la présence d’arétes et de coins sur 3, on n’a plus d’estimations H? par
sous domaine. Néanmoins, on démontre des estimations plus faibles au paragraphe 1.5.1
pour chacun des problemes élémentaires. La démonstration repose sur des résultats de
régularité elliptique du type H*~! — H**! ot s dépend des angles diédraux de Q_ et Q)
au voisinage de chacune de ses arétes e ainsi que des coins ¢ sur X, voir la Figure 3 pour
un polyedre droit.

(&

Figure 3 — Le domaine 2

Les résultats utilisés sont issus de [17] et [18] et donnent une réponse a la question de
régularité suivante, voir [17] : étant donnée une solution u d’un probleme aux limites
homogene de Dirichlet, Neumann ou Mixte associé ici a I’opérateur de Laplace

Q(s,2) si. feH*H0O), aton ueHT(O)? (1.36)

ou O € {Q_,Q,}, et f estladonnée du probleme. On en déduit 1’estimation uniforme
(1.35) pour toute solution ¢, du probleme (P,), voir théoreme 1.8. Pour simplifier, on
traite simplement le probleme de Neumann associé a (P,), le probleme de Dirichlet
s’étudiant de facon similaire.

1.5.1 Régularité elliptique

On commence par rappeler des résultats de régularité et estimations pour des problemes
généralisés associés a (1.13) et (1.14). Pour tout s > %, on considere les problemes sui-
vants

Ap~ = F dans _

O™ = G sur X (1.37)
Jo ¢ dx = 0
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ol F e H1(Q_) et G € H*"2(X), ainsi que

Apt = F dans
ot = H  sur % (138)
Ohpt™ = 0 sur 0N

ol F e Hs"1(Q, ) et H € H 2 ().

Proposition 1.10 Soit s € (3,1]. Alors, il existe s, > 3 tel que si s < sg, la so-

lution o~ € HYQ_) de (1.37) associée a (F,G) € HY(Q_) x H"2() vérifie
o~ € HTY(Q_). De plus il existe une constante cy > 0 indépendante de p et s tel
que

o™ ls+r.0- < en(IFlls—ro- + Gl -1 %) - (1.39)
Proposition 1.11 Soit s € (%, 1]. Alors, il existe s§ > % tel que si s < sg, la so-
lution p+ € HY() de (138) associée a (F,H) € H*(Q,) x H2(X) vérifie
ot € H*T(Qy). De plus, il existe une constante cpy > 0 indépendante de p et s
tel que

le™ lls+1.00 < eon(IFllror + 1Hll 1 5) - (1.40)

Remarque 1.12 (i) Les constantes s, et sg dépendent de la géométrie des domaines
Q_etQy,voir [185].
(ii) Les frontieres Dirichlet et Neumann associées au probleme (1.38) sont disjointes, ce
qui assure que sar > % Dans le cas ot ces frontieres ne seraient pas disjointes, on aurait
simplement s§ > .

Démonstration du Théoreme 1.8
PREUVE. Soit s € (3, 1]. D’apres la proposition 1.10, appliquée a (F' = 0, G = g), si
s < s, alors la solution p, € H'(Q2_) de (1.13) vérifie ¢, € H*"(Q_)etona

o ls+1,0- < CN”QHsfé,z- (1.41)

On fixe sp = min(s{,sy). Pour s € (3,1] et s < so, d’apres la proposition 1.11
appliquée a (F = f*, H = 7yxpp), la solution ¢f € H'(Q,) de (1.14) vérifie

of € H"Y(Q ) etona

leg llssray < con(llgg lsrran + 1 lls-10.) - (1.42)

On démontre par une récurrence sur & € N*, les estimations suivantes pour les termes ¢,
ety .Pours € (3,1]etsis < sg,les solutions ¢, € H'(Q_) de (1.15), respectivement
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o € HY(Qy) de (1.16), vérifient ¢, € H*1(Q_), respectivement ¢, € H*™(Q,), et
on a les estimations suivantes

lerlstro- < en [0 ls-ro- + llgllsoss) + 10api -1 5] (1.43)

loi lstr.a, < eonller llstra. - (1.44)

Pour démontrer 1’estimation uniforme (1.35), on utilise enfin 1’inégalité de trace sui-
vante : il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout ™ € H™(Q, ) ot s > —%

18t ls-1 e < ctlle™llssin, - (1.45)

On pose 3 = cyciepy. Alors, similairement a (1.23), pour tout s € (%, 1] tel que s < s
il vient d’apres (1.43) et (1.44)

(1.46)

lem lsc1,0- < BT [ls1,0-
< con Bt ls4ra. -

e lls+1.04

La suite de la démonstration est similaire a celle du théoréme 1.3 et est une conséquence
des estimations (1.41), (1.42). [ |

1.5.2 Cas d’une interface cylindrique

Dans cette sous-section, on suppose que {2_ est un cylindre et 2 est un domaine
régulier. On note e; et e; les deux arétes circulaires de €2_. On suppose que les angles
diédraux de (2_, respectivement () , au voisinage de e; et e; valentw_ = 5 » respective-

ment w, = 37, voir Figure 2 ci-dessous.

Figure 2 — Le domaine 2
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On peut donner des estimations améliorées des constantes s, et st introduites aux

propositions 1.10 et 1.11 du paragraphe 1.5.1. Précisément, on a s; = min(2, =) et

27 w_
+ _ (5w ' - _ +_ 3
sg = min(3, ), voir [18]. Donc s, = 2 et 55 = 3.



Chapitre 2

Probleme de transmission
électromagnétique a petit parametre

2.1 Introduction

Dans ce second chapitre, on démontre des estimations a priori uniformes pour un
probleme de transmission électromagnétique dans des matériaux a forts contrastes dans
leurs conductivités. On considere un probleme mathématique basé sur les équations de
Maxwell posées dans un domaine composé de deux sous-domaines, I’un représentant un
matériau isolant et I’autre un matériau fortement conducteur. La frontiere du domaine
est supposée parfaitement conductrice ou isolante.

La solution du probleme mathématique dépend de la conductivité électrique du do-
maine conducteur et on démontre des estimations a priori uniformes. Ces estimations
sont utiles lorsqu’on étudie des développements asymptotiques ou encore pour démontrer
des estimations d’erreurs dans des méthodes d’approximations. Des estimations uni-
formes pour un probleme de transmission similaire avec une interface réguliere existent
dans [33]. Notre approche permet de traiter le cas plus général d’une interface polyédrale.
On utilise pour cela une technique de potentiel vecteur pour décomposer le champ
électromagnétique, voir [4]. La partie gradient de cette décomposition est estimée grace
aux résultats du chapitre 1.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Dans le paragraphe 2.2, on introduit le
probleme de transmission électromagnétique. On énonce ensuite le résultat principal au
paragraphe suivant, voir théoreme 2.25. Puis, on démontre différentes décompositions du
champ électrique dans la section 2.4. Le probleme général est analysé et 1’estimation a
priori uniforme démontrée au paragraphe 2.5. On démontre dans une derniere partie des
estimations uniformes dans le cas ou I’interface et le domaine d’étude sont polyédriques,
voir théoreme 2.37.

27
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2.2 Description du modele physique

2.2.1 Les équations de Maxwell harmoniques

Soit 2 un domaine borné de R®. On suppose que ) est simplement connexe. Soit
Qg CC 2 un sous-domaine de (2 et de frontiere >. On suppose dans la suite que €2 est
régulier et X est de classe C*°. On traitera le cas ou X et €2 sont polyédraux au paragraphe
2.6. On note €2;s le complémentaire de Q.4 dans Q, voir Figure 1. Ainsi

V=004 NI, D=0QqUIUDs, QqNQis=0.

Le domaine ;s représente un matériau isolant (par exemple de I’air ou un diélectrique)
et (0 représente un matériau conducteur (du cuivre ou de 1’or par exemple).

o0

Figure 1 : Le domaine €

On suppose que (25 est parcouru par une source de courant, représentée par j. Dans la
suite, o désigne la conductivité électrique dans {)4. On introduit la fonction de conduc-
tivité

s : Q — R
x — o lg,(x)

Les équations de Maxwell harmoniques en temps, décrivant un rayonnement électroma-
gnétique de pulsation w > 0 dans un tel corps {2 et induit par une source de courant j,
s’écrivent
rot E — iwpoH =0 dans (), (loi de Faraday) @1
rot H + (iweg —s)E =j dans € (loi d’ Ampere) . ’

Ici, E est le champ électrique et H le champ magnétique, et ¢, et 1o sont la permittivité
électrique et la perméabilité magnétique du matériau a I’intérieur de (2. Sur le bord du
domaine 0f2, on considere soit la condition de ’isolant parfait pour le champ électrique

E-n=0 e Hxn=0 sur 0f, (c.b.isolant parfait) (2.2)
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soit la condition du conducteur parfait

Exn=0 e H-n=0 sur 0f, (c.b.conducteur parfait) 2.3)
ol n dénote le vecteur normal unitaire sortant sur 0f).
Remarque 2.1 Lorsque l’onimpose la condition au bord (2.2), on suppose systématique-
ment que la donnée j satisfait j - n = 0 sur 02, et alors la condition E - n = 0 est une

conséquence de la condition H x n = 0 sur 0S). En effet, d’apres la formule de Stokes,
ona

divgoHxn=rotH-n sur 0.
D’apres la loi d’Ampére, voir (2.1), on en déduit que
divogoH x n= —(iweg —s)E-n+j-n sur 09,
ce qui permet de conclure.
Les inconnues E et H dépendent de 0. Dans la suite de ce chapitre, on effectue une étude

a o grand et on étudie le comportement lorsque 0 — 400 des champs électromagnétiques
E et H dans le domaine 2.

Remarque 2.2 (i) La pulsation w correspond a la dépendance en temps t — exp(iwt).
La période associée est T = %’T La fréquence f associée est f = %, et est mesurée en
Hz. Ainsi

w=27f

(i1) Les constantes € et |1y satisfont
1 . .
Eofbo = 2 (c : vitesse de la lumiére)
ot jig =47 107" Wb At m™ ! et ¢ ~ 2.99792458 x 108 m s~ 1.
(iii) On introduit le nombre d’onde x par
K= Wy/Eolo
On en déduit la relation suivante entre la pulsation du signal et le nombre d’onde

w=ck~3x10%.
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2.2.2 Le systeme de Maxwell a petit parametre

On introduit un petit parametre § > 0, défini par

WEep
5= /20

o

et qui est proportionnel a une profondeur de pénétration du champ électromagnétique

dans le milieu conducteur. Ainsi, lorsque o est grand, § est petit. On pose ;1 = , / ‘;—3 et

1 )
£(0) =~ (o, + (14 55) La)
On introduit F = 1xj. Le systeme de Maxwell (2.1) d’ordre 1 et a petit parametre 0,
s’écrit donc

{ rot Es — iru Hg =0 dans €, (loi de Faraday) 2.4)

rot Hs + ike(0) Es = iF dans (), (loi d’Ampere) .

Dans la suite, on suppose que F est une donnée a support dans €2. Cette donnée est plus
générale que j, dont le support est inclus dans (5. Cette hypothese permettra d’utiliser
les résultats de ce chapitre pour démontrer la convergence de développements asymp-
totiques. Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement des solutions E; et Hs; du
systeme (2.4) lorsque 6 — 0 pour une donnée j fixée indépendante de 0.

2.3 Formulations variationnelles

2.3.1 Espaces variationnels

Dans ce chapitre, on notera les composantes cartésiennes d’un fonction vectorielle u
par:
u = ('LLl, Ug, u3) .

On rappelle la formule du rotationnel d’un champ u en coordonnées cartésiennes

O — O3y
rotu = | Osu; — Ojus pour u = (uj,us, us) .
O1ug — Doy

On rappelle aussi la définition des espaces associés au systeme de Maxwell dans un
domaine © C R3, voir [50], et basés sur I’espace

L2(Q) = {u = (u1, uz, us) s € L2(Q), i = 1,2,3}.
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Définition 2.3
H(rot, Q) = {u € L*(Q)| rotu € L*(Q)}
Ho(rot,Q2) = {u € H(rot, Q)| uxn=0 sur 0O}
H(div, Q) = {u € L*(Q)| divu € L*(Q)}
Ho(div, Q) = {u € H(div, Q)| u-n=0 sur 0Q}
H(div,0,9) = {u € H(div, Q)| divu =0 dans Q}.

Les normes naturelles sur H(rot, 2) et H(div, 2) sont respectivement

[ullfigon0y = lTot ullg o + [lull§ g
et
[ullfiaive) = I divul[§ o+ llull§q -
Dans la suite, on note u' la trace de u restreint a ;g sur 0 et u< la trace de u restreint

a (g sur 2. Afin de préciser la nature des solutions du systeme de Maxwell (2.4), on
définit les espaces variationnels suivant.

Définition 2.4
X(€2) = H(rot, 2) N H(div, §2)
Xr()={ueX(Q)] u-n=0 sur 00}
Xn(Q) ={ueX(Q) uxn=0 sur 00}
X1(Q,6) = {u e H(rot, Q)| e(d)ue H(div,Q), u-n=0 sur 0Q}
Xn(©2,6) ={u e H(rot, )| e(d)u e H(div,Q2), uxn=0 sur 0N}
Selon le choix des conditions aux bords (2.2) ou (2.3), le probleme limite lorsque o — 0
fait apparaitre les espaces suivants
Xn(Qie) = {ue X(Q)] u*-n=0 sur 090, usxn=0 sur X}
ou .
Xn(Qis) ={u e X(Qs)| u*xn=0 sur 00}
ol
X(Q4s) = H(rot, Qi) N H(div, Q)

Remarque 2.5 (i) Munis de la norme
lullx@) = lrotullgq + [l divullg.q + [[ullgq

X1(2) et Xn(2) sont des espaces de Hilbert.
(i1) Munis de la norme

lullxe,5) = Irotull§ o + [[ div(e(@)uw)5.o + lullgq

X1(€,0) et Xn(£2,9) sont des espaces de Hilbert.
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Conditions de transmission du champ électromagnétique

On précise ici les conditions de transmission du champ électromagnétique a I’inter-
face ..

Définition 2.6 On définit le saut d’une fonction u = (uy, us, uz) sur 3 par

uf — u‘fd
_ is cd
[U]E - u2 - u2 )
is cd
Uz — Ug

ce que ’on note u — u< .

On note encore n le vecteur normal unitaire sur >, qu’on choisit sortant par rapport a
Qis. D’apres [50, Lemme 5.3], on a les résultats suivants.

Lemme 2.7 Soit F dans L*(Q). Soient E; et Hs dans L*(2) solutions de (2.4). Alors, Es
et Hs € H(rot, Q) et

[EgXI’I]E:O et [HgXI’I]EIO.

Lemme 2.8 Soir F € H(div, Q). Soient E5 et Hs dans L*(Q) solutions de (2.4). Alors,
£(6)Es et Hy € H(div, Q) et

[6(5)E5'n]2:0 et [H(;-n]g:O.
De plus,
1
dive(6)Es = —— divF et divHs =0 dans L*(9).
K
Remarque 2.9 La condition de transmission [¢(0)E;s - n|y, = 0 s’écrit

- l
E'§‘~n:(1—|—ﬁ)E§d~n sur X

Selon le choix des conditions au bord (2.2) ou (2.3) pour le champ électromagnétique,
on en déduit les résultats suivants.

Lemme 2.10 Soit F € Hy(div, Q). Soient Es et Hs dans L*(0) solutions de (2.2) et
(2.4). Alors, Es € X1(9,6) et Hy € Xn(9).

Lemme 2.11 Soit F € H(div, Q). Soient Es et Hs dans L*(Q) solutions de (2.3) et (2.4).
Alors, Es € Xn(€2,0) et Hs € X1(Q).
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2.3.2 Probleme variationnel en champ électrique

Dans la suite, on élimine le champ magnétique dans le systeme de Maxwell (2.4)
d’ordre 1, ce qui nous ramene a une formulation en champ électrique. On introduit la
notation suivante.

Notation 2.12 Pour E, E’' € H(rot, Q2),
/ 1 =/ 2 ~/
bs(E, E') = /(—rotE-mtE—m(a)E-E)dx 2.5)
Q VM

Proposition 2.13 Soit F € L*(Q). Soient Es et Hs dans L*(Q) solutions de (2.2) et de
(24). Alors Es € H(rot, ) et

VE' € H(rot, ), bg(E(g,E’):/F-E’dx (2.6)
Q

La démonstration de la proposition 2.13 repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.14
VE' € H(rot, ), VH € Hy(rot, ), / H-rot E'dx = / rotH-E'dx  (2.7)
Q Q

PREUVE. [Lemme 2.14] B
On commence par prouver ce résultat pour E' € C°°(Q)*. On utilise la densité de
C>(€)? dans H(rot, Q2), voir [31], pour conclure au lemme. [

Démonstration de la Proposition 2.13

PREUVE. D’apres (2.4),0n a

1 _ —
VE' € H(rot, ), /(— rot Es - rot E' — ikH; - ot E') dx = 0
o M
et
VE' € H(rot, Q), m/(rotH(g-é’ere(é) Eg-ﬁ’)dx:/F-é’dx
Q Q

En additionnant ces deux intégrales, il vient

1 _ _ _
VE' € H(rot, Q), / (— rot Es - rot E' — ik(H; - ot E' — rot H; - E)
Q ‘M

— r%e(0) Es - E')dx = / F.E dx
Q

Comme H; € Hg(rot, 2), par le lemme 2.14, on en déduit (2.6). |
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On peut interpréter le probleme (2.6) en termes d’équations aux dérivées partielles. En
effectuant des intégrations par parties dans la relation (2.6), on obtient la formulation
forte en champ électrique associée au probleme variationnel (2.6). Ceci fait I’objet de la
proposition suivante.

Proposition 2.15 Si E; € H(rot, Q) est une solution du probleme (2.6), alors E; est
solution au sens des distributions des équations suivantes

( rotrot Es — k2Eg = uF* dans e
rotrot Es — k%(1+ 5 )E; = pFe dans Qg
Es % ns, — 0 (2.8)
[rot Es X nly =0

| Tot Es X n =0 sur  0f)

Réciproquement, si E; est solution des équations (2.8) au sens des distributions, alors
E; satisfait aussi la relation suivante

1
—rotrot Es — k’c(6)Es = F  dans Q 2.9)
1

au sens des distributions, et puisque x > 0, Es vérifie de plus l’identité suivante au sens
des distributions

1
div(a(é)E(;):—?divF dans . (2.10)

PREUVE. On prend E' € D() a support dans ;s comme fonction test dans (2.6).
Comme

/ rot E; - rot E'dx = (rotrot E¥, E,iS>Qis
Q

on en déduit la premiere relation du systeéme (2.8). De méme, en prenant E' € D(Q) a
support dans {2.q comme fonction test dans (2.6), on en déduit la seconde relation du
systeme (2.8). La troisieme relation est une conséquence du fait que Es € H(rot, (),
voir le lemme 2.7. La suite de la preuve de cette proposition repose sur la formule de
Stokes suivante, voir [8],

VE,H € H(rot, ), /(rotE-H—E-rotH)dx: (n x E;H;)sq (2.11)
Q

o H, = (n x H) x n. D’apres (2.8);, on arot E" € H(rot, ). Donc, en appliquant la
formule (2.11) dans Qs 2 E = rot E5 et H = E’ € H(rot, ), il vient

/ rot E - rot E dx = / rot rot Ef - Edx + (rot E¥ x n, E'i_,s_>agis :
Qis

Qis
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En appliquant la formule (2.11) dans Q.4 2 E = 1ot ES® et H = E' € H(xot, Q2), il vient

—cd _cd
/Q rot EX - rot E'“dx = / rotrot E& - E'“dx — (rot E& x n, E':_d)Z .
cd

ch

En additionnant ces deux relations, pour tout E' € H(rot, 2), on a

/ rot Eg-rot E'dx = / rot rot Es- E'dx+ ([rot E; x n]s, E';)y, + (rot E¥ x n, E'S) .
Q Q

D’apres (2.6), (2.8); et (2.8),, pour tout E' € H(rot, ), il vient
<[I‘Ot E5 X n]Za El‘r)z + <I’Ot El(gs X n, E/LS.>8Q =0.

On en déduit les relations (2.8), et (2.8)5. [ |

Remarque 2.16 D’apres la relation (2.10), on en déduit I’identité suivante au sens des
distributions sur ..

(1+§)E§d-n:E1§-n sur . 2.12)

Remarque 2.17 Le lemme 2.14 s’ applique encore pour E' € Hy(rot, ) et H € H(rot, Q).
Ainsi, si E5 et Hg sont dans LQ(Q) et solutions de (2.3) et de (2.4) associés a F € LQ(Q),
alors E5 € Hy(rot, Q) et

VE ¢ Ho(I'Ot, Q), bg(Eg, E/) = / F- E_/ dx (2.13)
Q

De la proposition 2.13, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.18 Soit F € H(div, ). Soient Es et Hs dans L*(Q) solutions de (2.2)
et de (2.4). Alors Es € X1(,0) et une formulation variationnelle associée au systeme
d’équations (2.4) s’écrit

Trouver Es € X1(€2,0) tel que
\V/Eg S XT(Q,(S), bg(E(;, E:;) = / F- E_g dx (2.14)
Q

PREUVE. En effet, d’apres le lemme 2.10, Es; € X1(£2,0). Donc, la proposition 2.13
permet de conclure a la formulation (2.14). [ |

D’apres la remarque 2.17 et le lemme 2.11, on démontre aussi le résultat suivant.
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Proposition 2.19 Soient Es et H; des solutions de (2.3) et de (2.4) dans L*(Q) associées
a F € H(div,Q). Alors Es € Xn(€2,0) et une formulation variationnelle associée au
systeme d’équations (2.4) s’écrit

Trouver E5 € Xn(£2,9) tel que
\V/Eg S XN(Q,(S), bg(E(;, E:;) = / F- E_:g dx (2.15)
Q
Remarque 2.20

1 _ _ _
bs(E, E') = /—(rotE-rotE’—/fZE-E’)dx—il-@%/ E-Edx (2.16)
QM 0 Qeq

En particulier,

1
Reb;(E,E) = ;/(\rot E|> — x*|E[*)dx (2.17)
Q

Ainsi, la forme sesquilinéaire as associée a la formulation variationnelle (2.14) n’est
pas coercive sur Xt(£2,0) en général, sauf si k est petit.

Dans la suite, on va régulariser ce probleme de Maxwell, en introduisant dans la forme
sesquilinéaire un terme supplémentaire de divergence.

2.3.3 Equations de Maxwell régularisées

Dans ce paragraphe, on rappelle les formulations variationnelles régularisées as-
sociées au probleme (2.14) et (2.15), voir [ 14, 13]. La formulation régularisée du probleme
(2.14) s’écrit :

Trouver E; € X1(€2, d) tel que pour tout Ej € X1(, 4),

/ (i rot Es - ot E} + a div((8) Es) div(z(6) E}) — #2(6) E - Eg) dx = (f,E})
Q
(2.18)

{f, Eg>=/ (F.ég—%dideiv(g(a) Ej)) dx (2.19)
Q

et ou o > 0 est un parametre qu’on précisera dans la suite. On utilisera le théoréme
suivant, voir [13].

Théoreme 2.21 1l existe un réel o > 0 indépendant de 6 tel que si Es € X1(£2,0) est
une solution de (2.18)-(2.19) associée a F € Hy(div, ), alors

1
div(e(0) Es) + — divF =0 dans (2.20)
K
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On pose H; = ——rot Eg, alors Es et Hy sont solutions des équations de Maxwell (2.2)-

TwWeQ
2.4).

PREUVE. On définit I’opérateur

AEN(%‘)I . HY(Q) — HY(Q)
® —  dive(d) Vi

ou div e(d) Vi désigne I’élément de H'(2)’ défini par

Y € HY(Q) — /95(5) Vi - Vib dx
Le domaine de cet opérateur est défini par
D(AEN(‘?;) ={p c HY(Q)| dive(0)Vp € L*(Q) }
Par conséquent, si ¢ € D(AEN(%‘)‘), alors J,¢ = 0 sur 0f). Ainsi,on a
Vo € D(ALS), Ve e X:(Q,0).

Soit Es une solution de (2.18). On choisit comme fonction test E' = Vo ol ¢ €
D(ALG)- Ainsi, d’apres (2.18),

/ (o div(=(9) E5) div((5) Vg) — w2(6) E5 - ¥ip) dx
Q
= / (F Vo — % div F div(e(0) w)) dx (2.21)
Q K
Or, puisque £(8) Es, F € Hy(div, Q) et o € HY(Q), par une formule de Green, il vient

/Q—/»{,zg((S) Es- Vpdx = / x* div(e(8) Es)p dx

Q

et

/F~V—<pdx:—/divF@dx.
Q Q
Donc,

Vo e D(AYY), /Q (div(a(é) Es) + % div F) (a div(e(0)V ) + ,@2@) dx = 0.
2.22)
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La forme sesquilinéaire associée a 1’opérateur —AE(%‘)I est uniformément coercive sur le
sous-espace orthogonal aux constantes

W:{goeHl(Qn/ngdxz()}

car

— 1
Vo e W, Re/ e(6) V- Vodx = —|p|i .
Q B
Donc, I’opérateur —AEN(%L)‘ est inversible de D(ASN(%L;) N W sur L2(2), le sous-espace de
LQ(Q) orthogonal aux constantes, et a un spectre discret. De plus, il existe une constante

C > 0 telle que

Vo e W, Re/ e(6) Vo - Vodx > Cllelliq .- (2.23)
Q

On examine a présent les valeurs propres réelles non-nulles de 1’opérateur —AEN(‘j;)l : soit

A€ R\ {0} et p € D(ANS)) N W\ {0} tel que

—AN§e=Ap dans Q. (2.24)

En multipliant I’équation aux valeurs propres (2.24) par ¢, puis en intégrant par partie,
il vient

/5(5)V¢-V—<pdx:>\/g0@dx.
0 Q

D’apres (2.23), on conclut que A > C car ¢ # 0. On choisit a présent o > 0 assez grand
tel que %2 < C.Alors %2 n’est pas valeur propre de 1’opérateur —AeN(f;)l. Par suite, d’apres
(2.22), on en déduit que div(e(d) E;) + -5 div F = 0 dans Q. Ainsi, d’apres (2.18),

1 _ _ _
VE}; € X7(Q,0) /(—rotE(;-rot E, — x2(6) E(;-Eg) dx:/F-Egdx
Q ‘M Q

1
TWEQ

On définit H; a partir de la loi de Faraday par H; =
lemme 2.14, il vient

rot E5 dans 2. Alors, d’apres le

VE; € X1(9,9) / (% rot Hy - E — k%(8) E; - Eg) dx = / F - E;dx
Q Q

Donc, on retrouve 1’équation d’ Ampere

1
rot Hs + ike(0) Es = —F dans (2.
ik
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De facon similaire, la formulation régularisée du probleme (2.15) s’écrit :

Trouver E; € Xn(€2, d) tel que pour tout E € Xn(Q, 9),
1 _ - _
/(— rot Es - rot E5 + 3div(e(0) E5) div(e(0) Ej) — x%¢(8) Es - E5) dx = (f, E5)
o H
(2.25)

(f E}) = /Q (F-Ej — %div F div(e(6) Ej)) dx (2.26)

et 3 > 0 est un parametre qu’on précisera dans la suite. On utilisera le théoréeme suivant,
voir [13].

Théoreme 2.22 1] existe un réel 3 > 0 indépendant de 6 tel que si Es € Xn(€2,0) est
une solution de (2.25)-(2.26) associé¢e a F € H(div, ), alors

1
div(e(d) Es) + = divF =0 dans . (2.27)

Si de plus Hs = ﬁ rot Es, alors Es et Hs sont solutions des équations de Maxwell
(2.3)-(2.4).

PREUVE. On définit I’opérateur

A?(ig) . HY(Q) — HY(Q2)
% — dive(d) Vo

et son domaine
D(AZs) = {» € Hy(Q) | dive(d)Vyp € L*(Q)}
Par définition, on vérifie que
Yo € D(A?&) , Ve Xn(Q,0).

Soit E5 une solution de (2.25)-(2.26). On choisit comme fonction test E' = Vy ol
p € D(AL;)- Ainsi, d’apres (2.25),

/Q (ﬁ div(e(8) Es) div(e(0) V) — 522(5) Es -W) dx

:A(F~v—¢—%dideiv(W)) dx
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Or, puisque £(8) Es, F € H(div, Q) et o € H}(Q), par une formule de Green, il vient

/Q k2e(0)Es - Vipdx = / k2 div(e(5) Ex)p dx

Q

et

/F-V—godx:—/dichpdx.
Q Q

Donc,

Ve D(AaD(ig)) ,/Q (div(e(d) Es) + % div F) (8 div(e(6) V) +£*@) dx = 0. (2.28)

La forme sesquilinéaire associée a I’opérateur —AaD(ig) est coercive sur H} () car

- 1
Vo e HYQ), Re / £(6) Vio- Virdx = o

Donc, I"opérateur —ALj) est inversible de D(ALS)) sur L*(92) et a un spectre discret.
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

Vi € Hy(Q), Re/ e(6) Vo - Vodx = Cllelliq .- (2.29)
0

On examine a présent les valeurs propres réelles non-nulles de 1’opérateur —A]g(ig) : soit
A €R\ {0} et p € D(ALY) \ {0} tel que

— Alf o =Xp dans Q (2.30)

En multipliant I’équation aux valeurs propres (2.30) par ¢, puis en intégrant par partie,
il vient

/5(5)V@-V—cpdx:)\/gocpdx.
0 0

D’apres (2.29), on conclut que A > C' car ¢ # 0. On choisit a présent § > 0 assez grand
tel que "‘7; < C. Alors "‘7; n’est pas valeur propre de I’opérateur —AeD(ig) . Par suite, d’aprés
(2.28), on en déduit que div(e(d) Es) + = div F = 0 dans 2. On utilise encore le lemme

2.14 pour conclure. u

Remarque 2.23 L’ensemble des opérateurs bornés et inversibles est un ouvert dans
I’ensemble des opérateurs bornés entre deux espaces de Banach. A partir de la rela-
tion (2.28), on peut en déduire directement la relation (2.27) sans utiliser le spectre de

’opérateur AeD(ig) .
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2.34 Estimation a priori uniforme

Dans toute la suite, on fixe un réel o > 0 donné par le théoreme 2.21. On effectue
I’hypothese spectrale suivante.

Hypothese 2.24 (HS) «? n’est pas valeur propre du probléme limite
Trouver Ey € Xtn(Qis) tel que pour tout E' € Xy (i),

/ (rot E, - rot E — 2 E, - é') dx =10 (2.31)
Qis

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.
Théoreme 2.25 Sous I’hypothése spectrale 2.24, il existe une constante 6, > 0 telle

que pour tout 6 € (0,0), le probléme (2.18)-(2.19) admet une unique solution Es €
X1(9,9) associée a F € Hy(div, ), et qui de plus vérifie I’estimation

. 1
Irot Eslloq + [ dive(9)Eslog + [Eslloe + 5Esllong < ClIFnave  (2:32)
ou C > 0 est une constante indépendante de 0.

On a un résultat similaire pour le probleme analogue posé dans Xy(€2,0). On fixe a
présent un réel 3 > 0 donné par le théoreme 2.22. Sous 1’hypothese spectrale suivante

Hypothese 2.26 2 n’est pas valeur propre du probléme limite

Trouver Ey € Xn(€s) tel que pour tout E' € Xy (),
/ (rot E,-rotE — k2 Eg - E/) dx =10 (2.33)
Qis

on a le résultat suivant

Théoreme 2.27 Sous I’hypothése spectrale 2.26, il existe une constante 6, > 0 telle
que pour tout 6 € (0,01), le probleme (2.25)-(2.26) admet une unique solution Es €
Xn(€,0) associée a F € H(div, ), et qui de plus vérifie I’estimation

: 1
Irot Eslloq + [ dive(0)Eslog + [Eslloe + 5[Esllong < ClIFnava (234

ot C' > () est une constante indépendante de 6.
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24 Une décomposition du champ électrique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux solutions E5 € X1 (€2, ) du probleme (2.18)
et Es; € Xn(€2,0) du probleme (2.25). Dans I’optique de démontrer les estimations a
priori uniformes (2.32) et (2.34), on effectue une décomposition de E; comme suit

Es = ws + Vs

voir les théoremes 2.29 et 2.30. On utilise ici une technique de potentiel vecteur, voir

[4].

Définition 2.28 On définit I’espace variationnel suivant
V ={peH(Q)] / ™ dx = 0} (2.35)
ch

On reprend aussi les notations de la définition 2.4. Le résultat principal de cette section
est le suivant.

Théoreme 2.29 Soit E; € X1(€2,0). Alors, il existe un unique couple (Ws, ps5) € X1(£2)x
V tel que
Es =w;+Vys; dans Q et divwg=0 dans (). (2.36)

On donne les démonstrations et détails au paragraphe 2.4.1. On démontrera aussi le
résultat suivant au paragraphe 2.4.2.

Théoreme 2.30 Soit E; € Xn(S2,6). Alors, il existe un unique couple (wWs, ¢5) € Xn(£2) %
H{ () tel que

Es=w;+Vys dans Q et divws=0 dans (). (2.37)

24.1 Existence d’un potentiel vecteur tangentiel

Le résultat de cette sous-section est issu de I’article [4].
Théoreme 2.31 Soit E; € X1(9,0). Alors, il existe un unique ws € X1(Q2) tel que

rot ws = rot E; dans €
(2.38)

divwg =0 dans €

De plus, ws € H'(Q) et il existe une constante C > 0 indépendante de § telle que

[ws |10 < CJ rot Eslloo (2.39)
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PREUVE. Notons us = rot Es. On a uy € H(div, 2) et divus = 0 dans 2. Or, d’apres
le théoreme de la divergence,

<U5 -n, 1)59 = / div Us dx
Q
Ainsi,
(u5 - n, 1)39 = 0

Donc, d’apres [4, Th. 3.12], il existe un unique ws € X1(€2) tel que

rot ws = ug dans (2
(2.40)

divws =0 dans (2

Ainsi, I’opérateur
L : H(div,0,92) — X¢(Q)

Uy — W

ol wy est la solution du probleme (2.40) associée a ug, est un isomorphisme. L’ opérateur
L~! étant continu, d’apres le théoreme d’isomorphisme de Banach, L est aussi continu.
Ainsi, il existe une constante C' > 0, indépendante de ¢, tel que

[ws|x) < Cflrot Esllo.q (2.41)
De plus, €2 étant un domaine régulier, d’apres le théoreme 2.9 de [4], X1(2) s’injecte

continuement dans H'(2). On en déduit I’estimation (2.39). |

Démonstration du Théoréme 2.29
D’apres le théoreme 2.31, il vient

rot(Es —w;) =0 dans € (2.42)

Or, €2 est simplement connexe. Donc, il existe ps € H'(2), unique a une constante
additive pres, tel que
E; —ws; =Vys; dans () (2.43)

En particulier, on choisit o5 tel que |, O P9 dx = 0. De plus,
Es - n=w;-n=0

sur 0€2. Donc
Onps =0 sur 0N). (2.44)
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24.2 Existence d’un potentiel vecteur normal

Le résultat de cette sous-section est aussi issu de 1’article [4].

Théoreme 2.32 Soit E; € Xn(€2,0). Alors, il existe un unique ws € Xn(S2) tel que

rot ws = rot Es dans €}
(2.45)

divws =0 dans €}

De plus, ws € H' () et il existe une constante C' > 0, indépendante de 0, tel que :

ws|1,0 < C||rot Eslo.0 (2.46)

PREUVE. La preuve est une conséquence du théoreme [4, Th. 3.17] ]

Démonstration du théoreme 2.30

La preuve est similaire a celle du théoreme 2.29. D’apres le théoreme 2.32, il vient
rot(Es —wy) =0 dans 2

Or, €2 est simplement connexe. Donc, il existe 1»s € H'(2), unique a une constante
additive pres, tel que
E; —ws = Vs dans € (2.47)

De plus, Es x n = ws x n = 0 sur 0f). Donc, il existe une constante c tel que
s =c sur  Of).
Soit 5 = 15 — c. Alors ps € H}(2) est déterminé de fagon unique et d’apres (2.47),

E; =w; + Vys; dans ()

24.3 Une formulation variationnelle pour la partie scalaire

Dans cette section, on donne une formulation variationnelle pour le terme 5 € V,
respectivement p; € H}(Q), intervenant dans la décomposition du champ électrique,
voir le théoreme 2.29, repectivement le théoreme 2.30.

Lemme 2.33 Soit E; € X1(€2, ) une solution de (2.18)-(2.19) associée a F € Hy(div, Q2),
et soit (Ws, ps5) € X1(Q) x V donnés par le théoréme 2.29. Alors, s est la solution du
probleme variationnel suivant

Trouver p € V tel que ¥V €V,

/5(5)V¢-V—1pdx:%/diszﬁdx+l% ws-n; Uds (2.48)
Q K= Ja poz Js }z:
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PREUVE. [Lemme 2.33] Avec les notations du théoreme 2.29 et pour ¢ = s,
/95(5) Vs - Vipdx = /95(5) Es - Vi dx — /95(5) w; - Vb dx
Or, d’apres la formule de la divergence, puisque €(0) Es € Hq(div, ),
/95(5) Es- Vi dx = —/Qdiv(s(é) Es) ¢ dx

donc d’apres le théoreme 2.21,

/5(5) Eg-V—@Ddx:/%divodx.
Q ak

De plus,

- 12 _
/5(5) w(;-Vz/de:——i2 ws-n; tds
Q /~L5 by ‘2

En effet, en intégrant par partie sur €25 et )4, et puisque divws = 0 dans €2, il vient

/95(5) w; - Vi dx = /2 (2(6)" — e(6)“)ws - n‘ s

=

car ws - n = 0 sur 0. Enfin,

d’ou le résultat (2.48). |

D’apres le théoreme 2.30, on démontre le résultat qui suit de facon similaire.

Lemme 2.34 Soit E; € Xn(€2, 0) une solution de (2.25)-(2.26) associée a F € H(div, ),
et soit (wg, ps) € Xn(Q) x HY(Q) donnés par le théoréme 2.30. Alors, s est la solution
du probléme variationnel suivant

Trouver o € H}(Q) tel que V1 € H(Q),

- 1 _ 11 _
/8(5) Vap-Vz/de:—Q/divodqu—i2 ws-n; YPds (2.49)
Q K™ Ja 1o* Js ’z

2.5 Démonstration de I’estimation a priori uniforme

La démonstration de I’estimation a priori (2.32) est une adaptation de celle de [33,
Th. 2.1] et est basée sur le résultat suivant.
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Théoreme 2.35 Sous I’hypothése spectrale 2.24, il existe une constante 6, > 0 telle
que pour tout § € (0,0), si Es € X1(2,9) est une solution de (2.18)-(2.19) associée a
F € Hy(div, ), alors

1Esllo.0 < C|IF|lniv.) (2.50)
o C' > (0 est une constante indépendante de .

Quant a la démonstration de I’estimation a priori (2.34), elle est basée sur le résultat
suivant.

Théoreme 2.36 Sous I’hypothése spectrale 2.26, il existe une constante §; > 0 telle
que pour tout § € (0,01), si Es € Xn(£2,0) est une solution de (2.25)-(2.26) associée a
F € H(div,2), alors

|Esllo.0 < C|IF|lniv.) (2.51)

ot C' > ( est une constante indépendante de 0.

Démonstration du théoréeme 2.35

La preuve donnée ici utilise I’injection compacte de H' (©2) dans L*(Q2) (Théoréme de
Rellich). Fixons E5 € Xt(€2, ) une solution de (2.18)-(2.19). Ainsi, avec des notations
évidentes, pour tout & € X1(€2,9),

K2 11

1 . .
;(rot E;, rot @)oo+ a(div(e(d) Es), div(e(d) ))on— ;(E(;, D)oo — ;ﬁ(Eg, D)0
— (F, ®)o.0 — —(divF,div(e(8) 8))on (252)
K
Or, d’ apres le théoreme 2.21,
1
div(e(6) Es) + " divF =0 dans €

Ainsi, pour tout & € Xt(€2,0),
1
(rot Es, ot ®)g.q — k*(Es, ®)o.q — E(Eg, D)o, = 1(F,P)oo (2.53)
Pour démontrer ce théoréme, on raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe une suite
(F5,)n>1 dans H(div, ) ot 6, — 0 lorsque n — +o0, telle que ||Fs, ||n(aiv,0) = 1 et
Fs, - n = 0 sur 092, et telle que la solution correspondante E;, € X1(€2,,,) vérifie

lim ||E6n||07Q = +00.
n—-+0o00

lo.o, de sorte que E;, =

n |

Utilisons la notation ~ pour désigner la division par | Es
B Ainsi

TE_ - Alnsl

€5, o s XIS

IEs, loo =1 et lim IFs, lHaiv.) = 0. (2.54)
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Preuve que (E;, ),>; est bornée dans H' (Q);;) et H' (Qq)

PREUVE. D’apres (2.53), pour & = INE(;n ,1l vient
- - i -
| ot Es, 30 — #°Es, 30 — =5 1B, [, = #(Fs, Esdon  @59)
En identifiant les parties imaginaires de chacun des membres de cette égalité, on a
1= _
5—2”E6n”o,szcd = —Im(F;,, E;,)o0 (2.56)

Ainsi d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.54),

im [|E5,[loo., =0 (2.57)

De méme, en identifiant les parties réelles de chacun des membres de (2.55), il vient
Irot Es,|[5.0 — #*|[Es, 50 = 1 Re(Fs,, Es, o0 (2.58)
Ainsi, d’apres (2.54), il existe des constantes C et Cy > 0 indépendantes de n telles que

Ivot Es, 5.0 < C1+ Ca|Fs, [log (2.59)

Donc, (rot Es, ),>1 est bornée dans L*(Q). Soit (ws,, 5, ) € X1(Q) x V, donnés par les
théoremes 2.29 et 2.31, tel que

E;, =Ws, + Vs, et divws, =0 dans Q

et
W, |10 < C[rot Es, [lo,0 (2.60)

ol C' > 0 est une constante indépendante de 6,,. Donc, (W;, )ncn est bornée dans H' (€2).
D’apres le lemme 2.33 et d’apres (2.20), il vient s, vérifie Vi) € V,

_ 1 ~ _ 1 12 _
/8(5n) V@5n.vwdx:—2/divF5nwdx+—i2/v~v5n-n vds  (2.61)
Q K= Ja M5n ) ‘2

Soient py > 0 et C,, > 0 les constantes données par le théoréme 1.3, voir chapitre 1.
On pose p,, = 1 + 5. Il existe ny € N tel que pour tout n > ng on a |p,| > po. Les

données div I~:5n et ws,, - n vérifient les hypotheses du théoréme 1.3. De plus, le probleme
(2.61) est coercif sur V, donc la solution @5, de (2.61) appartient & PH?((2) et vérifie
I’estimation suivante pour tout n > ng

165, 2.0, + 1655 12,000 < iy (1 div F, lloe + [IWs, - 1 5).



48 CHAPITRE 2. PROBLEME DE TRANSMISSION ELECTROMAGNETIQUE

Ainsi, la suite (V@5 )n>1 est bornée dans 1’espace PH'(Q) des fonctions vectorielles
H' par sous-domaines. Par suite, (Es, ),,>1 est bornée dans H' (i) et H' (Qq). |

Le domaine (2 est borné et régulier. Donc, d’apres le théoreme de Rellich I’injection
canonique de I’espace PH'(Q) dans I’espace L* (€2) est compacte. On peut donc extraire
de la suite (Ej, ),,>1 une sous-suite encore notée (Es, ),>1, et il existe E € L*(12) tel que

E;, ~E dans PH'(Q)
. . (2.62)
Es, - E dans L*(Q)
D’apres (2.54), il vient .
|Ello0 =1 (2.63)

Pour aboytir a une contradiction, on va démontrer que E = 0 dans Qis et Qq. D’apres
(2.57), ||E||o.0, = 0. Donc,

E=0 dans Qg (2.64)
Soit ® € X+(£2, 0,,) a support dans ;. Alors, @), € Xyn(£2s) et d’apres (2.53),0n a

(rot s, rot @)o 0, — #*(Es,, Plog, = u(Fs, Pog, (2.65)
D’apres (2.62) en passant a la limite quand n — +o00, on en déduit que
(rot E, rot ®)g.q, — K*(E, ®)gq, = 0. (2.66)
D’apres I’hypothese spectrale 2.24, on en déduit que
E=0 dans (2.67)
Par suite, B
E=0 dans ¢ (2.68)

ce qui est en contradiction avec (2.63). Par suite, (2.50) est vérifiée.

Démonstration du Théoreme 2.25

Soit dg > 0 donnée par le théoreme 2.35. On suppose qu’il existe une solution Es du
probleme (2.18)-(2.19). Alors E; est solution de la formulation variationnelle (2.53). On
choisit ® = E; comme fonction test dans (2.53), de sorte que

i
ot Esllg.o — w7 lEslloe — S lIEslloq, = #(F, Es)oo (2.69)

En prenant a nouveau successivement les parties imaginaires et réelles des deux membres
de cette égalité, d’apres I’estimation du théoreme 2.35, on en déduit que

1
g”EzS”O,ch < C1|Fllnaiv,o) (2.70)
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puis
| rot Esllo,0 < Col|[F|[naiv.0) (2.71)

Enfin, d’apres le théoreme 2.21,
. 1.
div(e(6)E;) = —— divF dans Q (2.72)
K

Par suite, I’estimation (2.32) est vérifiée.

Démonstration de I’existence et de I’unicité d’une solution du probleme (2.18)

L’estimation a priori (2.32) implique I’injectivité de 1’opérateur sous-jacent au probleme
variationnel (2.18). Il suffit donc de démontrer que cet opérateur est surjectif. On intro-
duit la forme sesquilinéaire cs définie pour tout Es, Ej € X1(, ) par

c5(Es, Eb) = /Q (%rot E; - rot E; + G div(e(6) E;) div((0) Eg)) dx  (273)

On peut démontrer que ¢ est coercive sur X1 (€2, d), voir [4, Corollary 3.16]. D’apres le
théoreme de Lax-Milgram, on en déduit que 1’opérateur

05 : XT(Q,é) — XT(Q,(S)/
E5 — Cg(Eg,.)

est un isomorphisme. En particulier, Cs est un opérateur de Fredholm. Soit /5 I’opérateur
défini par
Is © X7(2,0) — X5(9Q,9)
Eg — 6(5) E5

C’est un opérateur compact. Donc, 1’opérateur Cs — k215 est un opérateur de Fredholm.
En particulier, il est surjectif si et seulement son opérateur adjoint C} — 2 I} est injectif.
Soit ¢ la forme sesquilinéaire associée a I’opérateur C. Alors, pour tout Es, E:; €
X1(€2,0) ona

1 _ - -
ci(Es, E}) = /Q(;rot E; - tot E, + B div(2(0) E;) div((6) Eg)> dx.  (274)
De plus,

I; =<(0) L.

Donc, d’une facon similaire au théoréme 2.25, on peut démontrer une estimation a priori
pour le probleéme associé a I’opérateur C'} — I} . Ceci prouve I’injectivité de I’opérateur
C} — k2I}, et donc la surjectivité de I’opérateur Cs — k2 1.
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Démonstration du Théoreme 2.27

La démonstration est similaire a celle du théoreme 2.25 et utilise le théoreme 2.22.

PREUVE. La démonstration est une adaptation de celle de [33, Th. 2.2] et utilise I’esti-
mation a priori du théoreme 2.25. |

2.6 Cas d’une interface polyédrale

On suppose a présent que {25 est un polyedre curviligne, voir [18], et que {2 un
domaine polyédral Lipschitzien, voir [4]. Grace aux estimations du théoreme 1.8 (voir
chapitre 1) on démontre que le théoreme 2.25 est encore vrai. Les résultats principaux
de ce paragraphe sont les suivants.

Théoreme 2.37 Sous I’hypothése spectrale 2.24, il existe une constante 6, > 0 telle
que pour tout 5 € (0,0), le probleme (2.18)-(2.19) admet une unique solution Es €
X1(£2,9) associée a F € Hy(div, Q) sur 02, et qui de plus vérifie ’estimation

. 1
Irot Esllog + || dive(d)Esog + Eslog + SlEslogw < CllFln@vey  (2.75)
o C' > (0 est une constante indépendante de §.

Théoreme 2.38 Sous I’hypothése spectrale 2.26, il existe une constante §; > 0 telle
que pour tout 5 € (0,0), le probleme (2.25)-(2.26) admet une unique solution Es €
Xn(€2,9) associée a F € H(div, ), et qui de plus vérifie I’estimation

. 1
Irot Esllog + || dive(d)Eslog + IEslog + SlEslogw < ClIFln@vey  (2.76)
ot C' > () est une constante indépendante de 0.

Pour démontrer ces théoremes, on utilise une technique de potentiel vecteur dans un
domaine non-régulier, voir le paragraphe 2.6.1.

2.6.1 Potentiel vecteur dans un domaine non-régulier

On utilise le résultat suivant, voir [4, Proposition 3.7].

Proposition 2.39 Si le domaine ) est polyédral Lipschitzien, il existe un réel s > % tel
que les injections de X1(2) et Xn(2) dans H*(Q2) sont continues.

On fixe un tel réel s > % a présent. A partir de la proposition précédente, on démontre
facilement un résultat similaire a celui des théoremes 2.29 et 2.31.
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Théoreme 2.40 Soient s > % et Es € X1(Q,0). Alors, il existe un unique couple

(ws, s) € X1(2) x V tel que
Es=w;+Vys et divwg=0 dans (). 2.77)
De plus, ws € H*(Q2) et il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que
lwsls.0 < C rot Eslloq - (2.78)

Remarque 241 Seule [’estimation (2.78) differe du cas ou () est un domaine régulier,
voir [’estimation (2.39).

De méme, on a le résultat suivant, comparer avec 2.30 et 2.32.

Théoreme 242 Soient s > % et Es € Xn(Q,6). Alors, il existe un unique couple
(Ws, p5) € Xn(€) x Hy(Q) tel que

Es=w;+Vys et divwg=0 dans (). (2.79)
De plus, ws € H*(Q) et il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

|wslls.o < C| rot Eslloq - (2.80)

2.6.2 Démonstration des estimations a priori

On démontre ici le théoreme 2.37. Il suffit d’adapter la démonstration du théoreme
2.35 au cas ol X est polyédrale et ) polyédral. On raisonne encore par I’absurde et on
définit une suite (Es, ),>1 d’éléments de Xt(€2,d,,), voir la démonstration du théoreme
2.35.

Preuve qu’il existe s > 1 tel que (Es, )n>1 est bornée dans H* () et H*(Qq)

PREUVE. De la méme fagon que dans le cas régulier, (rot INE(g")neN est bornée dans
L?(2). D’apres le théoreme 2.40, il existe (w;,, @5, ) € X1(2) x V, tel que

E;, =Ws, + Vs, et divws, =0 dans Q
et il existe s > % et une constante C' > 0 indépendante de 9,, tel que
||\KI5"||S’Q < CH rot E(SnHO’Q (281)

Donc, (W;, ),en est bornée dans H?(2). De facon similaire au lemme 2.33 et d’apres
(2.20), on prouve que s, vérifie Vi) € V,
11 .

__ 1 ~ _ _
/5(5n) Vs, - Vb dx = ?/divF(;n Ydx + —— n vds  (2.82)
Q Q b))

M 52 E W67l
n
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Soient sy > %, po > 0et C, s > 0 les constantes données par le théoreme 1.8, voir
chapitre 1. On pose p, = 1 + 5. Il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a
|pn| = po. Les données vérifient les hypotheses du théoreme 1.8 car

divF;, € H Q) et ws, -neH 2(X)

De plus, le probleme (2.82) est coercif sur V. Donc, d’apres le théoreme 1.8, la solution
@3, de (2.82) appartient 2 PH**'(Q) si s € (3, so), et vérifie I’estimation suivante pour
toutn = ny

165, s + 1850 541,90 < Con,s(ll divFs, [lsmr + W, - a1 ).
Ainsi, (Vs,)n>1 est bornée dans ’espace PH?(€2) des fonctions vectorielles H® par
sous-domaines. Par suite, (Es,),>1 est bornée dans H*(€2s) et H*(€2q) pour un réel
1
5> 3. |
2

Le domaine (2 est born€ et lipschitzien, donc d’apres le théoreme de Rellich, Iinjection
de H*(Q) dans L*(Q) est compacte car s > 0. On peut donc extraire de (Es, ),>1 une
sous-suite encore notée (Es, ),>1, et il existe E € L*(Q) tel que

_ - (2.83)
Es, — E dans L*(Q)

{ rotE;, — rotE  dans L%*()
La fin de la démonstration est similaire au cas régulier : on démontre que E=0et
on aboutit a une contradiction. Enfin, la démonstration du théoreme 2.38 est similaire a
celle-ci et utilise le théoreme 2.42.

2.6.3 Décroissance exponentielle intérieure de la solution

Dans ce paragraphe, on donne un premier résultat de décroissance exponentielle in-
versement proportionnel au petit parametre 6 du champ électromagnétique dans un do-
maine strictement inclus dans {24, voir [33]. Ce résultat exprime en particulier que le
champ électromagnétique se concentre dans {24 au voisinage de I’interface 3.

Théoreme 2.43 Soit nn > 0 assez petit tel que O = {x € Quq | dist(x,X) > n} soit
non-vide. 1l existe deux constantes positives C;, et c, indépendantes de 0 telles que si
Es est une solution du probleme (2.14) associée a une donnée F € H(div, Q) et si

H; = — rot Es, alors
1w

C
1Es lneot,0m) + IHs|lneot,on) < Gy eXp<_§)”FHH(div,Q)-

PREUVE. La démonstration est une adaptation de la preuve du résultat [34, Th. 2.2] au
cas ou I’interface X est polyédrale. |



Chapitre 3

Equations de Maxwell en coordonnées
normales

3.1 Introduction

L’objet de ce troisieme chapitre consiste a réécrire les équations de Maxwell dans
des coordonnées issues d’un voisinage tubulaire de I’interface dans le domaine conduc-
teur. On introduit un systeme de coordonnées adapté a I’analyse asymptotique du champ
¢lectromagnétique lorsque le petit parametre 6 — 0, voir chapitre 2. Le passage dans ce
systeme de coordonnées dites “normales” nécessite 1’utilisation d’objets définis de facon
générale sur des variétés riemanniennes, voir [25].

Le plan de ce chapitre est le suivant. On présente le probleme et on définit un voi-
sinage tubulaire de I’interface au paragraphe 3.2. Puis, dans la section 3.3, on intro-
duit les coordonnées normales et on rappelle quelques régles d’emploi d’objets, telle la
dérivée covariante, liés a ces coordonnées. On définit ensuite les opérateurs Divergence
et Rotationnel dans ce syteme de coordonnées, voir paragraphe 3.4. Enfin, dans une
derniere section, on démontre la réduction normale des équations de Maxwell en champ
électrique, voir théoreme 3.47.

3.2 Présentation du probleme

3.2.1 Les équations en champ électrique

Soit {2y un domaine borné, régulier et simplement connexe de R3. On appelle ¥ sa
frontiere, qu’on suppose de classe C*°.

53
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Le domaine )4

On rappelle que 1’équation de Maxwell homogene d’ordre 2 en champ électrique E;
a petit parametre 0 > 0 et posée dans le domaine conducteur 2.4 s’écrit de la fagon
suivante en coordonnées cartésiennes

Ci ? Ci C
rot rot E§® — x%(1 + ﬁ)Ef = uF dans Qg (3.1)
voir les équations (2.8) au chapitre 2. De plus, d’apres le systeme (2.8), les conditions
de transmission du champ électrique a travers 1’interface > s’écrivent

_ (3.2)
rot ES" xn = rotEf xn  sur ¥

{Egdxn = Efxn sur %
ou on rappelle que le terme E? désigne la restriction de Es au domaine (), voir le
paragraphe 2.2. Dans la suite de ce chapitre, on suppose que F** = 0 dans le domaine
(2.q. Ainsi, d’apres I’identité (2.10), on a la relation supplémentaire

divES" =0 dans Q. (3.3)

On rappelle enfin que la trace normale sur I’interface > de Egd est discontinue, voir
(2.12). Précisément, on a

(1+%)E§d-n:E?-n sur Y. 34)

Pour ne pas alourdir les notations, on notera plus simplement E a la place de Egd dans la
suite de ce chapitre.

Soit {z'} un systeme de coordonnées cartésiennes de R?, et {2} la base canonique
de R3. Cette notation en dérivée partielle fait référence 2 la structure de variété de R3.
On considere a présent E comme un champ de vecteurs défini dans 2 . En utilisant la
convention de sommation des indices répétés, on note

-0
E=F—.
oxt
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Les composantes E* du champ électrique sont des composantes dites contravariantes.
On note aussi £; les composantes covariantes de E dans la base duale de { aii}. Alors
on a I’identité

E, =F'

car la métrique est plate dans ce systeme de coordonnées. Dans la suite, 0; désigne
la dérivée partielle dans la direction x’. Dans la proposition suivante, on reformule les
équations de Maxwell du systeme (3.1) sous forme tensorielle en coordonnées cartésiennes.

Proposition 3.1 Soit E une solution de I’équation (3.1). Alors, pour tout j € {1,2,3},
ona

3 3 .
1
0; § OBy, — § ORE; — K* (1 + E)Ej =0 dans Qe (3.5)
k=1 k=1

De plus, on a la relation

3
Z@kEk =0 dans Q.

k=1

PREUVE. Ona
rotrot E = VdivE — AE

donc pour tout j € {1,2,3},
(rotrot E); = 0;divE — AE} (3.6)

ot A désigne I’opérateur de Laplace dans les coordonnées cartésiennes {z'}. On en
déduit la proposition car

3 3
divE=Y O.E, et AE. =Y 0’F,. (3.7)
J k™
k=1 k=1

Les coordonnées cartésiennes sont bien adaptées a I’étude des équations de Maxwell
(3.1) et (3.2) lorsque 6 — 0 uniquement lorsque 1’interface X est plane, voir [62]. L’ob-
jet de ce chapitre est d’écrire les équations (3.1) et (3.2) dans un systeme de coordonnées
adapté a I’analyse asymptotique des solutions de ces équations dans un voisinage tubu-
laire de I’interface.
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3.2.2 Voisinage tubulaire de I’interface

La surface > est orientable, donc il existe globalement un champ de vecteur nor-
mal unitaire n sur X. Précisément, n(P) désigne la normale en P € ¥ rentrante dans
Q. Dans la suite, on identifiera un point P de > avec son image par le plongement
isométrique dans R3. Soit ¥ I’application

U: ¥x(0,n) — R3

(P.h) > P+ hn(P) (38)

Pour 77 > 0 assez petit, on définit un voisinage tubulaire de > d’épaisseur 7, par I’'image
de la variété produit > x (0, 7) via I’application W. Précisément, on note

O =¥ (3 x (0,7))

ce voisinage tubulaire. La variété > est compacte, donc il existe un réel 79 > 0 assez
petit tel que pour tout n < 79, ¥ : X x (0,7) — O soit un difféomorphisme entre la
variété produit et son image. A présent, on fixe un réel 7 < 7. Ainsi, O est un ouvert de
R3 qui admet deux paramétrisations naturelles : celle issue de 1’espace ambiant et celle
issue du difféomorphisme ¥. Dans la suite, on notera ¥, la surface de R? définie comme
étant I’image de > par I’application ¥ (., h)

S = U(S, h)

Ainsi, h représente la distance de ¥, a la surface moyenne ¥ x {0}, voir Figure 1.

Figure 1 — Un voisinage tubulaire de X

On définit au paragraphe suivant un systeme de coordonnées normales, adapté a
I’étude asymptotique des équations (3.1) et (3.2). Le passage dans ce systeme de coor-
données normales nécessite 1’utilisation d’objets (tenseur métrique, symboles de Chris-
toffel, tenseur de courbure, connexion, - -) définis de facon générale sur des variétés
riemanniennes, voir [25]. A ce titre, on rappellera aussi quelques regles d’emploi.
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3.3 Coordonnées normales et Tenseurs

Dans la suite, les indices latins feront toujours références aux indices (1, 2, 3), alors
que les indices grecs feront références aux indices (1, 2).

3.3.1 Coordonnées normales

Le difféomorphisme W de 1’équation (3.8) est appelé la paramétrisation normale de

0.

Définition 3.2 Un systéme de coordonnées normales est un systeme de coordonnées sur
O = V(X x (0,n)) induit par un systeme de coordonnées sur ¥..

Soit (y,) un systeme de coordonnées associé a une carte locale de . Le systeme de
coordonnées locales tridimensionnel sur O

(yomy?))a ou Y3 € (0777)

est un systeme de coordonnées normales, noté aussi (y;). Pour ne pas alourdir les no-
tations, et parce que ys a une existence globale dans O on notera le plus souvent la
troisieme coordonnée

h:’yg.

On note aussi

0
Oy

les champs de vecteurs coordonnées sous-jacents. Alors,

=X, i€{1,2,3}

X3(Yas 1) = n(Ya)

et les vecteurs X, (y,, 1) sont tangents a 3j,.

Tenseur métrique et tenseur de courbure

Dans ce systeme de coordonnées, la métrique sur O est un champ de tenseurs symétrique
défini positif, noté g, dont les composantes sont définies par

Gi; = (Xi, X;j)rs -

Remarque 3.3 Le tenseur métrique de composantes g;; dépend de h.
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Pour h fixé, la surface Y3, est plongée dans le domaine O de R?, et la métrique de X3, est
la restriction de la métrique g;; a X5, ce que 1’on note a,z(h). On a donc

(945) = (a“%(h) (1)) dans O (3.9)

car n est orthogonal a la base de vecteurs (X, ) du plan tangent a >, et unitaire. Dans
la suite, g désigne le déterminant de la matrice de terme général g;;. D’apres I’identité
(3.9), 1l vient

g = det(aqns(h)) > 0.

Les symboles de Christoffel dans le systeme de coordonnées normales (y;) sont définis
par la formule suivante, voir [26]

1
L35 (h) = 59"(9ig + 9390 — Aigyy) (3.10)

ou g désigne I’inverse du tenseur métrique. En particulier, lorsque la base (X;) est
orthonormée, les symboles de Christoffel sont identiquement nuls. On rappelle enfin la
définition du tenseur de courbure sur >3;,.

Définition 3.4 On appelle tenseur de courbure sur 3, le champ de tenseur noté b , dont
les composantes s’écrivent

bap(h) = Tag(h).

Ainsi, d’apres la relation (3.10), il vient

1
bag(h) = —5339aﬁ(h) . (3.11)

3.3.2 Dérivées covariantes

Soit V la connexion sur O associée au produit scalaire euclidien sur R?, voir [25]. On
note D" la connexion sur Y, induite par V. Dans la suite, pour toute variété S € {O, 3, }
et (p,q) € N, on notera I'(T}/S) 1’espace des champs de tenseurs de type (p, ¢) sur S.
On note 9 et 9, les dérivées partielles par rapport a h et y,. Enfin, dy’ désigne la base
duale de X*.

On considere a présent le champ électrique E comme une 1-forme tridimensionnelle
définie dans O. Par abus de notation, on note encore E; les composantes de E € I'(710)
dans la base dy* en coordonnées normales. En utilisant la convention de sommation des
indices répétés, on écrit

E=FEdy.
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Les composantes F; du champ électrique sont des composantes dites covariantes. Le
tenseur VE s’appelle la dérivée covariante de E. Dans une carte locale, les composantes
du tenseur VE s’écrivent

k

On définit plus généralement la dérivée covariante d’un tenseur de type (s, 7).

Définition 3.5 Soit A € ['(T70). Alors V A est un tenseur dont les composantes dans
une carte s’écrivent

VkAi.l"'iT _ 8kAi'1...i7‘ + F;IICAlzT et F;;;Ai.l'"l

JiJs JiJs JiJs JiJs
l ] “"7‘ l ] '..‘T

= DAyl = = Dadin B2)
oil, par abus de notation, Oy, désigne O si k = 3.
Le tenseur D"E est la dérivée covariante de E,dy® € TI'(T;%,), et ses composantes
s’écrivent

h
D) Es = 0,E3 — Flﬁ(h)Eﬁ, )

Réduction normale des champs de tenseurs

Tout champ de tenseur sur O peut étre décomposé en une famille de champs de
tenseurs sur >, voir [25]. Précisément, pour une 1-forme E € I'(770), on a le résultat
suivant.

Proposition 3.6 Soir E € T'(T10) une 1-forme tridimensionnelle sur O. Alors, E se
décompose en une 1-forme surfacique E.dy* € T'(T1%,) et une fonction E3 sur ¥,
dépendant de h.

On verra au chapitre 4 que tout champ de tenseurs sur X, peut &tre vu comme un champ

de tenseurs sur > dépendant de h.

3.3.3 Propriétés de la dérivée covariante

On rappelle ci-dessous quelques propriétés vérifiées par la dérivée covariante V,
qu’on utilisera par la suite. On trouve le résultat suivant dans [20, (30.33),(30.34)].

Proposition 3.7 Soient A et B deux champs de tenseurs. Alors, pour tout k € {1,2,3},
Vi(Al+B) = VAl + VB (3.13)
Vi(AIB) =V A B+ A VB (3.14)

Dans la suite, on utilisera les relations suivantes liant V et D", voir [25].
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Proposition 3.8 Soit E € T'(T10). Alors, les différentes composantes du tenseur VE
s écrivent

V3Es3 = 0t E3

VoEs = 0,E3 +b3(h)Es

V3B, = O"E, + b2 (h)Es

VoEs = D"Eg — bas(h)Es

(3.15)

Remarque 3.9 (i) Ces équations ne dépendent pas de la carte choisie sur .. Elles sont
donc intrinseques.

(i1) On peut monter et descendre les indices des champs de tenseurs grace a la métrique
sur Xy,. Ainsi, dans la proposition 3.8, on a b?(h) = b, (h)g"?(h), oit g7 est I'inverse
du tenseur métrique go3.

Le Théoreme de Ricci affirme que la dérivée covariante du tenseur métrique est nulle
Vigij =0, (3.16)

voir [20, (30.28)]. En conséquence de ce résultat, I’opération de changement de variance
au moyen des g;; ou g*/ est commutative avec la dérivée covariante.

Proposition 3.10 Pour tout i,k € {1,2,3},ona

ViEi = g;ViE' si E € T(T,0) (3.17)
ViE' = ¢'VE; si EeT(T'0). (3.18)

Le tenseur de Riemann-Christoffel dans O, voir [20, (44.5)] pour une définition, est
identiquement nul. On en déduit le résultat suivant, voir [20, (§44)].

Proposition 3.11 (Dérivées covariantes d’ordre deux) Soit E € I'(710). Alors, pour
tout i, k,l € {1,2,3},

ViViE; = V|V, E; . (3.19)

Remarque 3.12 Dans le cas de coordonnées rectilignes, les dérivées covariantes se
réduisent aux dérivées partielles et ’identité (3.19) s’écrit plus simplement

OO E; = 0,0, E; . (3.20)
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3.34 Tenseurs fondamentaux

On définit dans ce paragraphe deux champs de tenseurs dans le systeme de coor-
données normales (y;) précédent. Ces tenseurs permettront de reformuler les équations
de Maxwell, voir la proposition 3.42.

Définition 3.13 On appelle tenseur de changement de métrique associé a E € T'(110),
le tenseur v(E) dont les composantes dans une carte locale s’écrivent

1
7 (B) = 5 (Vikj + V;E:) (3.21)
Remarque 3.14 En élasticité, -y s’ appelle le tenseur des taux de déformation.

D’apres la proposition 3.8, on en déduit le résultat suivant.
Proposition 3.15 Soit E € I'(7T10). Alors

Y l)(E) = 4B,
s (W)(E) = L(0uFy + 04 F,) + b3 (h) By (3.22)
’}/ag(h)(E) = %(DZEﬁ + DgEoz) - baﬁ(h)E?:

On définit enfin le champ de tenseur de changement de courbure p(h)(E) opérant sur la
surface >j,.

Définition 3.16 Le champ de tenseur p(h)(E) deux fois covariant de changement de
courbure linéarisé associé a E € T'(T10) est défini par ses composantes dans une carte

pag(h)(E) = VOCVBE:J, + bag(h)V;J,Eg . (323)

3.4 Divergence et Rotationnel en paramétrisation nor-
male

Le but de ce paragraphe est d’écrire les opérateurs Divergence et Rotationnel dans O
en coordonnées normales.

34.1 L’opérateur Divergence

On introduit tout d’abord la notion de dérivée contravariante associée a V. Ses com-
posantes sont définies a partir de celles de la dérivée covariante V contractées par 1’in-
verse du tenseur métrique.
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Définition 3.17 La dérivée contravariante de E = E;dy' € T'(T10) est le tenseur dont
les composantes dans une carte s’écrivent

VE; = g*VE; . (3.24)
On définit a présent le tenseur Divergence associé a E € ['(770) de la fagon suivante.

Définition 3.18 Soit E = E;dy’ € T'(T10). Alors, le tenseur de la Divergence de E est
la fonction notée V - E et s’écrit dans une carte locale

V.E=VE. (3.25)

La proposition suivante fournit I’expression en paramétrisation normale de I’opérateur
Divergence.

Proposition 3.19 Soit E = E;dy’ € T'(T10). Alors, pour tout h € (0,7), ona
V- E = [g*(h)D3E, — by (h)Es] + 0b s (3.26)

PREUVE. On a
V-E=V°E, +V3E;

Or
VeE, = "’V 3E,
et
V3E3 - V3E3
car g* = §* . Enfin, la proposition 3.8 permet de conclure. |

La proposition suivante exprime la divergence en paramétrisation normale a partir du
tenseur de changement de métrique.

Proposition 3.20 Soit E = E;dy’ € T'(T10). Alors,
vh € (0,1), V-E = 75(h)(E) + 0} By

PREUVE. On a
e (h)(E) = ¢"7as(h)(E)
Ainsi, d’apres la proposition 3.15,

1
Ya(h)(E) = 59°°(DaEs + DiEa) = 9% bap(h) B
Or, par symétrie du tenseur métrique

1
590‘6(D2Eﬁ + DiE,) = g*°DEjg
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Donc
Ve (h)(E) = g*’(h) D Ey — b3 (h) Es

et la proposition 3.19 permet de conclure. |

3.4.2 L’opérateur Rotationnel

Afin de définir le rotationnel dans le systeme de coordonnées normales précédent, on
définit le symbole de Levi-Civita de la facon suivante, voir [41].

Définition 3.21 Pour toute permutation (i, j, k) de {1,2,3}, le symbole de Levi-Civita
eo(i, 7, k) est défini par

1 si (1,5,k) est circulaire directe
(i, j, k) =< —1 si (i,7,k) estcirculaire indirecte
0 sinon

Remarque 3.22 Pour toute permutation (i, j, k) de {1,2,3},ona

colir . K) = 50 = )i ~ K)(k — ).

Remarque 3.23 Le symbole de Levi-Civita n’est pas un tenseur. Cependant, éeo (1,7, k)
est un tenseur isotropique de rang 3, voir [32, 48]. C’est aussi un pseudo-tenseur an-
tisymétrique sous l’effet d’une permutation de deux indices, voir [5] pour la notion de
pseudo-tenseur.

Définition 3.24 On appelle tenseur de Levi-Civita, le tenseur noté € dont les compo-
santes contravariantes dans une carte s’écrivent

. 1
EZ]k = EEO(’i,j, /{7) .

Le tenseur de Levi-Civita est aussi appelé tenseur de permutation.

Le tenseur de permutation €% permet de définir dans O le rotationnel en composantes
contravariantes. Si E est un champ de tenseur 1-fois covariant, on définit son rotationnel,
noté V x E, comme un champ de tenseur 1-fois contravariant de la facon suivante, voir
[38].

Définition 3.25 Soit E € T(T10). Alors, V x E € T(T'O) est le champ de tenseur dont
les composantes contravariantes dans une carte s’écrivent

(V x E)" = €9*V,E; . (3.27)
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Afin d’écrire le rotationnel en composantes covariantes, on calcule les composantes co-
variantes du tenseur de Levi-Civita.

Proposition 3.26 Pour toute permutation (n,m,l) de {1,2,3}, la composante cova-
riante (n, m,l) du tenseur de Levi-Civita est

€nmi = /B €o(n, m, ). (3.28)

PREUVE. Soit (n,m, () une permutation de {1, 2, 3}. On peut descendre les indices des
champs de tenseurs grace a la métrique sur >j,. Ainsi, on a

ijk
€nml = JindjmIkl€ I

Par définition de €% il vient

1 .
€nml = Jin9imIkl —= 60(Z7.77 k) .

VE
Or, par définition du déterminant de la métrique, on a
eo(n, m,1)8 = GinGjmIri€o(i, 1, k) .

On en déduit I’identité (3.28). |

Si E est un champ de tenseur 1-fois contravariant, alors les composantes covariantes du
tenseur de Levi-Civita permettent d’exprimer simplement le tenseur V x E en compo-
santes covariantes.

Proposition 3.27 Soit E € F(Tl(’)) . Alors, les composantes covariantes du tenseur V X
E € I'(T,0) dans une carte s’écrivent

(V X E)l = EnmlvnEm .

PREUVE. La multiplication par le tenseur métrique permet d’abaisser les indices, de
sorte que
(V x E); = gu(V x E)F.

Ainsi, d’apres la définition 3.25, il vient
(V X E)l = gkleijkvigijm .

Or, d’apres (3.17)
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D’ou, -
(V X E); = gjmgue’"V,E™ .

D’apres la définition 3.17, on a donc
(V % E); = gingjmgue "V E™.
Par suite, d’apres la définition 3.26, il vient
(VXE) =¢€umV"E™.
|

A partir de la définition 3.25, on utilise maintenant un résultat fondamental pour décompo-
ser une égalité dans T'(7"O) en deux égalités valables pour tout i € (0,7) : une égalité
dans T'(T'Y,) et une autre dans C*(X;,) si on suppose que la 1-forme E est de classe
C*, voir [25, lemme 3.6 chap.1].

Proposition 3.28 Soit E € I'(T10) une 1-forme tridimensionnelle de classe C*. Alors,
pour tout h € (0,n)

(V X E)a = esﬁa(V;J,Eg - VﬁEg) dans F(leh) (3 29)
(V x E)? = eV, FEj dans C>(Xp) '
PREUVE. D’apres (3.27),
(V x E)? = 2V, Ej
et
(V x E)* ="V, E, .
Or, €P9* est antisymétrique en pq, donc
(V X E)a = 6360{(V3E5 — VQE;;) .
[ |

On peut aussi décomposer une égalité dans I'(770) en deux égalités valables pour tout
h € (0,7n) : 'une dans I'(773,) et I’autre dans C*°(3J;,) en supposant que la 1-forme E
est de classe C*°. C’est la réduction normale de la 1-forme. D’apres la proposition 3.27
on a le résultat suivant.

Proposition 3.29 Soit E € T'(T'O) de classe C*. Alors, pour tout h € (0,7)

(VX E)y = €350 (V3E®? —VPE3)  dans T(T1%)
(V X E)3 = €up3VE" dans C>(%})
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A partir de la proposition 3.28, on obtient I’expression en paramétrisation normale du
champ de tenseur rotationnel en composantes contravariantes. Ceci fait 1’objet de la
proposition suivante.

Proposition 3.30 Soir E € T'(T10) de classe C*. Alors, pour tout h € (0, 1)

(VX E)*= e 0hEs; — 03F3)  dans T(T1%)
(V x E)? =ePDhE, dans C> (%)

PREUVE. D’apres la proposition 3.8, il vient
V3B, —VoF3=0E, — 0,E; dans O.
Donc, d’apres la proposition 3.28, on a
(V x E)* = P04 Es — 03E3)
De plus, d’apres la proposition 3.8, on a aussi
VoEs = DI'Es —bas(h)Es dans O.
Or, b, est symétrique en a3 alors que €2 est antisymétrique en 3. Donc,
&Pbg(h) =0 dans O.
Par suite, d’apres la proposition 3.28, il vient
(V x E)? =D,
|

De la méme fagon, de la proposition 3.29, on déduit I’expression en paramétrisation
normale du tenseur rotationnel en composantes covariantes.

Proposition 3.31 Soit E € T'(T"O) de classe C*. Alors, pour tout h € (0,7), on a

(VX E)q = €33a(5 E° — g0, E® —200E7)  dans T(T1%)
(V x E)3 = €343 g*" DI EP dans C>(%)

Remarque 3.32 Soit E € T'(T*O) de classe C*. Alors, pour tout h € (0,7), on a aussi

(VX E)y = €350 g (O E, — 0,F3) dans T(T1%).
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PREUVE. D’apres I’identité (3.12),0n a

V3E? = ObEP + TLE.
OrI'7, = b/ et 'y = 0. Donc,

V3EP = OhEP — VB~

De plus, puisque la dérivée covariante et le tenseur métrique commutent, d’apres la pro-
position 3.8, il vient

VPE? = ¢7(0,F5 + bJE,) dans O.
Ainsi,
VPE? -V E? = (OYE° — VJE*) — ¢7(0,E5 + b]E,) dans O

d’ou
VPE? —VPE? = 0§ E° — ¢"0,E° — 200E"  dans  O.
De plus,
anf o h 08 3 31 L« h 08 a3 3
VE” =g 7[D,YE —b(h)E =g "DyE” —b*7(h)E” .

La fin de la démonstration est similaire a celle de la proposition 3.30. ]

On définit a présent le produit vectoriel entre deux champs de tenseurs.

Définition 3.33 Soient u et v deux champs de tenseurs dans T'(T*O). Alors, leur pro-
duit vectoriel noté u x v est un champ de tenseur dans I'(T1O) dont les composantes
s’écrivent

(u X V) = €jpu't? . (3.30)

De la méme facon qu’on obtient les composantes contravariantes du tenseur rotationnel
a partir de ses composantes covariantes, on déduit le résultat suivant de la définition
précédente.

Proposition 3.34 Soient u et v deux champs de tenseurs dans U'(T10). Alors, leur pro-
duit vectoriel est un champ de tenseur dans T'(T'O) dont les composantes s’écrivent

(ux v)F = ey, . (3.31)

On utilisera le lemme suivant pour déterminer les conditions de transmission du champ
électrique en paramétrisation normale.
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Lemme 3.35 Soit E € I'(T10). Alors, le produit vectoriel des tenseurs V x E et n est
un tenseur dans I'(1T10), noté (V x E) x n dont les composantes s’écrivent

((V X E) X I’I)B :V3Eﬁ—VﬁE3
((VXE)xn),=0.

PREUVE. D’apres la relation (3.30), on a

((VXE)xn) =e€;a(V x E)inl (332)

((VxE)xn), =0 .

Ainsi, ((V x E) x n)a = €330(V x E). Or, d’apres la proposition 3.28, on a
(VxE)! = (V3B -V, Ey).

Donc
((VXE)xn) =€ (VsE, —V,E3). (3.33)

Or, par définition du tenseur de Levi-Civita, il vient
p3ac "’ = 6] (3.34)
ou on rappelle que J) désigne le symbole de Kronecker. Par suite,
((VXE)xn) =V3E,—V.E;s.
|

On en déduit I’expression du tenseur (V x E) x n opérant sur Y en paramétrisation
normale.

Proposition 3.36 Soit E € T'(110). Alors,

(VXE)xn) =04E,—0.B; sur .

PREUVE. C’est une conséquence du lemme 3.35 et de la proposition 3.8. |

3.5 Equations de Maxwell en paramétrisation normale

L’objet de ce paragraphe est d’écrire les équations du systeme de Maxwell (3.1) et
(3.2) dans O dans un systeme de coordonnées normales.
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3.5.1 Lerotationnel du rotationnel

Dans toute cette sous-section, on considere E comme un champ de tenseur une fois
covariant. Son rotationnel est un champ de tenseur 1-fois contravariant. On définit ici
le champ de tenseur rotationnel du rotationnel associé a E et noté rot rot E, puis on
détermine ses composantes covariantes, voir proposition 3.38.

Définition 3.37 Soit E € I'(T10). Alors, on définit le tenseur V x N x E par 'identité
suivante

VxVXxE=VxF
ol

F=VXE.

Proposition 3.38 Soir E € T'(T10). Alors, les composantes du tenseur V x V x E €
I'(T10) dans une carte locale s’écrivent

(VxVxE), =V.,VE;, — VIV,E,
(V x V x E)3 = VgVO‘Ea — VQVQE:;

Remarque 3.39 On reconnait dans chacune de ces expressions les composantes du gra-
dient de la divergence moins la divergence du gradient de E.

Afin de démontrer cette proposition, on utilisera le résultat suivant.
Lemme 3.40 Soienti € {1,2,3}, et a, o, 8 € {1,2}. Alors,
Dheé¥P =0 et VP =0.

Ce lemme repose sur la proposition suivante, qui donne une formule des symboles de
Christoffel contractés.

Proposition 3.41 Pour tout k € {1,2,3}, on a la relation suivante

: 1
k= —V80h——=.
PREUVE. D’apres [20, (38.10)],
1
Iy, =—o
Or, par dérivation, il vient
1 1 1
Oh—==—-0h8 —
Ve 28 VB
Donc, . .
O = T
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Démonstration du lemme 3.40

D’apres la définition 3.5, pour ¢ = o, 0n a

Va€3o'8 = 8a€3oﬁ + F?aeloﬁ + F;Ta€3l6 + FIl80¢€301 (335)
d’ou
Vo' = Dy’ + T el
ol
h_3 3 3v 3ov
Dheé3P — 9,638 419 P 4 T8 v
Or

I3 7P =T3 7P 1 T3 77 =0 (3.36)

car I3, = 0 et ¢7% = 0. Donc

VGEBJﬁ — Dh€3aﬁ )
De plus, d’apres la proposition 3.41, on a

Do = T, 75
Ainsi, d’apres les relations (3.35) et (3.36), il vient

Vo = —T} P 4 T7 0 4T ¥ (3.37)
En sommant sur [ € {o, 3}, il vient
—T} P+ T 4+ T = 0.

Donc, de (3.37), on en déduit le lemme 3.40. Pour ¢ = 3, on démontre le lemme de la
méme facon a partir de la définition 3.5.

Démonstration de la Proposition 3.38

D’apres la proposition 3.29, on a
(VX V xE)3=e33V*(V xE)?’.
Donc, par la proposition 3.30, il vient :
(VX V xE)3 = €3V (P (V3E, — V,E3)) . (3.38)

Or, d’apres le lemme 3.40, on a
Veedh =
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d’ou, d’apres (3.14)
VPV 3E,) = €79V E, .

De méme,

V9PV, Ey) = €7PVOV , Fs .
Par suite, d’apres (3.38),

(V X V X E)3 = €,43677 (V*V3E, — V*V, E3) .
Enfin, d’apres la relation (3.34), il vient
(V x V x E)3 = VaV3Ea — VO‘VQE&;

et la proposition 3.11 permet de conclure. Passons a la démonstration de la composante
surfacique. D’apres la proposition 3.29, on a

(VX V xE)y=e30q.(V(V x E)Y = V(V x E)?).
Donc, par la proposition 3.30, il vient
(V XV x E)y = €350 (V3 (579 (VsE, — V,E)) — Vﬁ(e"”?’VJEy)) . (339)

Or, d’apres le lemme 3 .40,
V3P = 0.

Ainsi, d’apres (3.14), il vient
V(P (V3E, — V,EBy)) = 7V (V3E, — V, E) .
De (3.39), on en déduit que
(V XV xE)o = €350 (€7"V?(V3E, — Vo B3) — VIV, E,) .

Or,
eggae"”‘3 = 5%5(’; - 5;5(‘;

donc, d’apres la relation (3.34), on en déduit I’identité
(VX V XE),=-V3V3E, — VoE3) — (VVsE, — V’V,Ep) . (3.40)
Par suite, d’apres la proposition 3.11, il vient
(VxV xE), =V, V'E; —V'V,E,.

Les tenseurs «v et p introduits au paragraphe 3.3.4 permettent alors d’exprimer d’une
autre facon le champ de tenseur V x V x E.
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Proposition 3.42 Soit E € I'(T10). Alors, les composantes du tenseur V x V x E €
['(T10) dans une carte locale s’écrivent

(V x V x E)q = —2V373(h)(E) + 2V V3 B3 + 2(Vayj (h)(E) — V22 (h)(E))
(V % V x E)g = V12 () (E) + b(h) V3 Es — pf(h) (E)
PREUVE. Commencgons par démontrer la premiere égalité. Par définition du tenseur 7,

voir (3.21),on a
2V37a3(h)(E) = V3V E3 + V3V3E,

d’oll,
— 2V37a3(R)(E) + 2V, V3E3 = —V*(V3E, — Vo FE3). (341)
De plus,
2V o5 (h)(E) = VoVPEs + Vo Vs E”
et,
2V 572 (h)(E) = VVPE, + V3V, E°
donc

2(%7? (h)(E) — Vgl (h)(E)) = V.VPE; — V,;VPE,. (3.42)
Ainsi, d’apres (3.41) et (3.42),

~2V5703(1)(E) + 2V V5 By + 2( V() (E) — Vi (h)(E))
= —V3(V3E, — VoE3) + V,VPE; — VsVPE,
- VaViEZ- - ViVZ-Ea
La proposition 3.38 permet de conclure. Passons a la démonstration de la seconde égalité.

D’apres (3.23),
VaV5Es = pas(h)(E) — bua(h) V3B

Or, d’apres (3.19),
Vo VgEs = V3V, E;3

Ainsi,
VVaEs = pas(h)(E) = bap(h)VsEs .
D’ou
9 (h)V 5V o By = g7 (h) pap(h)(E) — % ()bap(h) V3 Es .
Donc,

VOV, Es = pe(h)(E) — b2 (h)V3E; . (3.43)

Enfin, on vérifie facilement que,

VOV3E, = Vs (h)(E) .
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Ainsi, la proposition précédente permet de conclure que
(V x VX E)3 = V375 (h)(E) + b3(h)V3Es — pg(h)(E) .
|

On introduit a présent le tenseur A dont les composantes contravariantes dans le systeme
de coordonnées normales s’écrivent

AT = 291" — (g% g + g"g""). (3.44)

La proposition suivante fait alors le lien entre I’opérateur d’élasticité étudié dans [25]
et I’opérateur de Maxwell. Ce dernier s’obtient a partir de 1’élasticité en choisissant des
“coefficients de Lamé ” A = 2 et u© = —1. Ceux-ci n’ont plus de sens physique dans
I’élasticité traditionnelle lorsqu’ils sont négatifs.

Proposition 3.43 Soir E € T'(T10). Alors, pour tout j € {1,2,3},ona
(V x VxE); =AMVy(h)(E). (3.45)

PREUVE. Fixons j = « € {1,2}. D’apres (3.44), et compte tenu des symétries de A, il
vient

AN i (h)(E) = 2427V 3y35(h) (E) + AJ*V 5V3Es + A7V o7y35(h) (E) .
Or, d’apres (3.44),0n a

2A303 = —268
AP =207
AZ? =207 — 6097 — d597"

Donc,
ANV i (h)(E) = =2V 3743(h) (E) + 2V, V3 Es+
2(Vars(0)(E) = Virl(h)(E))
Ainsi, d’apres la propostion 3.42,
AN iy (R)(E) = (V x V x E), .

Fixons maintenant 7 = 3. Alors, compte tenu des symétries de A, le second membre de
(3.45) se réduit de la fagon suivante

AV (R (E) = AV Vs By + AJVyyas(h)(E)+
A3a'63vav,3E3 + A3QB3VQV3EIQ .
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Or, d’apres (3.44),0n a

A3333 —

A33a8 2gaﬁ

A3aB3 — gaﬁ
D’ou,

APV (1) (E) = 29°° V() (E) = g**(VaVisEs + Vo VaEy).
Or,
29"V37a5(h)(E) = g’V V3 By

donc

AN 710 (h)(E) = g*°V37as(h)(E) — ¢*°V V3 Es . (3.46)
Enfin, d’une part, puisque la dérivée covariante commute avec le tenseur métrique,
9°"V37as(h)(E) = V75 (h)(E) .
D’autre part, d’apres (3.43),0n a
9°'VaVsEs = pi(h)(E) = b3 (h)V5Es .
Donc, d’apres (3.46),
AV (1) (E) = Va2 (k) (E) — p(h)(E) + b () Vs Es

Par suite, la proposition 3.42 permet de conclure a I’équation (3.45) pour j = 3. |

Remarque 3.44 D’apres la proposition 3.31, pour un champ de tenseur E une fois co-
variant, il vient

(V XV x E)y = €350 (agw x E) — ¢%10,(V x E)* — 27(V x E>v)
(V x V x E)g = ea53go‘"D§(V X E)B

En particulier, d’apres la proposition 3.30, on a
(VXV XE), = €38a (85} (3P (L E, — 0,E5)) — g70,(e*VDIE,)

—2bI ¥ (AL E, — aoEg))
(V X V x E)3 = EalgggaaDZ(Egyﬁ(agEy — 8,/E3))
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Le développement de ces relations amene a d’autres formulations des équations de Max-
well en paramétrisation normale, comparer avec les équations des systemes (3.50) et
(3.51). En particulier, on a

(V x V x E)3 = g*(h) D5} Eo — g**(h) D505 B

ce qui fait I’économie du développement du tenseur p°(h), voir le chapitre 4.

3.5.2 Equations tridimensionnelles

L’objet de cette dernicre partie consiste a écrire les équations de Maxwell (3.1) et
(3.2) en paramétrisation normale dans un voisinage tubulaire de >.. Pour cela, on com-
mence par écrire les équations en terme de dérivées covariantes V. On exprime en-
suite ces équations en termes de dérivées covariantes D", de dérivées 0% et d’opérateurs
définis sur ¥, dépendant des tenseurs métrique a,s(h) et de courbure b,z (h).

Proposition 3.45 Soitr E* ¢ ['(T10) une solution de I’équation (3.1). Alors, pour tout
j€{1,2,3},0na

1

AN ki () (B) = 121 + 5

JES =0 dans O. (347)

De plus, les conditions de transmission (3.2) du champ électrique a travers . s’écrivent

E<ddy = E*—(E*-n)n  sur
) (3.48)
(V3ES — V,E¢)dy® = r1otE® xn sur
Enfin, on a les relations suivantes
ViEd =0 dans O
_ . (3.49)
(1+%)E* = E*n sur %

Remarque 3.46 L’équation (3.47) est une égalité de champs de tenseurs dans I'(1T10).
Les équations (3.49) sont des égalités entre des fonctions. On remarque que toutes ces
équations font intervenir les composantes covariantes de E©.

PREUVE. La relation (3.47) dans O se déduit de la proposition 3.43. L’identité (3.49),
dans O signifie que la divergence de E* est nulle. C’est une conséquence de la relation
(3.3) et de la définition 3.18. La condition de transmission du systeme (3.49)est une
conséquence de la relation (3.4) et du fait que

ECd-n:E‘éjd sur Y.
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La premiere condition de transmission du systeme (3.48) est une conséquence de la

relation suivante
(nx E) x n= E%y* sur X,

et signifie que [E x n]y = 0 car E® — (E* - n)n = (n x E®) x n. Enfin, la seconde
condition de transmission est une conséquence du lemme 3.35. |

Le théoreme suivant fournit I’expression en paramétrisation normale de 1’opérateur défini
par les systemes d’équations (3.47) et (3.48), voir [25, Théoreme 4.4 chap.1] pour I’opéra-
teur de I’élasticité. On utilise encore la réduction normale de la 1-forme qui permet de
décomposer une égalité dans I'(770) en deux égalités pour tout b € (0,7) : une égalité
dans T'(7,%},) et une autre dans C*°(X,) en supposant que la 1-forme E est de classe
C*, voir [25, lemme 3.6 chap.1].

Théoreme 3.47 Soit E ¢ T(T.0). La réduction normale des équations (3.47) et
(3.48) écrites en composantes covariantes, donne les équations suivantes : en compo-
santes transverses (pour j = 3), on a la relation

() (E) + WML ES — ps(M)(EY) — (1 + )ES =0 dans O (3.50)

52
En composantes surfaciques (pour j = «), il vient
—2047a3 (h) (E) + 204 (DA ES®) + 205(h) va3 () (E*)
+2D0% () (E*) — 2D8B(h)(EY) — k2(1 + H)ESX =0 dans O
Edy~ — E® — (E*-n)n sur X
(OB E — 9, FSY)dy™ =10t E® x n sur X
(3.51)
De plus, la réduction normale des équations (3.49) s’écrit
OB 4 ~42(h)(E®) =0 dans O (3.5
(1+ 5) B8 = En  swr X% '

Remarque 3.48 Les équations précédentes écrites en coordonnées normales sont in-
trinseques car tous les objets indicés sont des champs de tenseurs. L’équation (3.50) et la
premiere équation de (3.52) sont aussi des égalités dans C*(%,) pour tout h € (0,7). De
plus, la premiere équation dans (3.51) est une égalité dans I'(T1%y,) pour tout h € (0, 1)
et les deux autres équations sont des égalités dans I'(T1Y).

PREUVE. L’équation (3.50) est une conséquence immédiate de la proposition 3.42. La
premiere relation dans (3.52) est une conséquence de la proposition 3.20. Enfin, d’apres
la proposition 3.36, on en déduit la troisieme équation dans (3.51). On utilise les rela-
tions (3.15) pour exprimer (3.47) en termes de dérivées covariantes D", de dérivées 0}



3.5. EQUATIONS DE MAXWELL EN PARAMETRISATION NORMALE 77

et d’opérateurs sur >,. On démontre la premiere équation du systeme (3.51) : d’apres
(3.12),
V3%a3 = 05 %as + b s (3.53)

car IV, = —b2, T3, = 0 et Ty, = 0. Dans la suite de cette démonstration, on note plus

simplement E 2 la place de E“. Puis,
vaVBE?) - agaaE?) + QbZ[’YV?)(E) : (354)

De plus, pour des tenseurs deux fois covariants, on a la relation suivante entre opérateurs
dépendant de h

ng = 6@475 - FZQVZ - Fimy‘,’ + FZﬂE + Tisvé .

Or, Fiﬁ = bog et 'Y = —b2. On en déduit I’identité suivante liant les dérivées cova-
riantes V et D
o o o o3
Vavs = Das — bap¥s = 0o%s -

En particulier, on a les relations suivantes
Vavs = Dag — 263733 (3.55)

et
Vv = Dyl = b3rps — bivos - (3.56)

Or d’apres la proposition 3.42,
(VX V X E) = —2V37a3(h)(E) + 2V V3Es + 2(Vav; (h) (E) — Vil (h)(E)) .
Donc, d’apres (3.53), (3.54), (3.55) et (3.56), il vient
(V X V % E)a = ~2(903() (E) + ba(h)(E) ) + 2(040u s + 2675(E) )
+2 [(Doﬁg — 2bo783) — (DgVa — baYas — bg’yaz)} :
|

Dans le chapitre suivant, on va développer les équations précédentes en fonction de h.
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Chapitre 4

Ecriture des équations en explicitant le
petit parametre ¢

4.1 Introduction

L’objet de ce quatrieme chapitre consiste a développer par rapport a h les équations
(3.50), (3.51) et (3.52) posées sur les surfaces >3, voir le chapitre 3, puis a expliciter
le role du petit parametre 6 dans les équations. On effectue pour cela un changement
d’échelle dans ces équations et on montre que 1’opérateur sous-jacent est développable
en série entiere en J, voir [25, 26] pour une étude similaire de 1’élasticité linéaire tridi-
mensionnel.

Le plan de ce chapitre est le suivant. On introduit le champ de tenseur shifter au
paragraphe 4.2, qui permet de ramener 1’étude de tenseurs définis sur X;, a des ten-
seurs définis sur Y, et dépendant de h. Dans la section 4.3, on effectue un changement
d’échelle dans la direction normale et on donne un développement en série entiere en
0 des équations, voir le théoreme 4.10 pour un résultat précis. On explicite ensuite au
paragraphe 4.4, les développements en séries entieres des champs de tenseurs interve-
nant dans les équations. Enfin, dans une derniere partie, on explicite les coefficients des
développements en séries des opérateurs transverses, surfaciques ainsi que de la diver-
gence, voir section 4.5.

4.2 Le shifter

On rappelle que a,3(h) désigne le tenseur métrique sur Xy, et b,z(h) son tenseur de
courbure, voir la sous-section 3.3.1. Dans la suite, on note a,s = a3(0), bas = bas(0)
et b = b5(0).

79
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Définition 4.1 On appelle shifter le champ de tenseurs p défini sur 3 et dépendant de
h € (0,7n), dont les composantes s’écrivent dans une carte

uG(h) = 65 — hvg . (4.1)

Le shifter permet d’exprimer des champs de tenseurs définis sur la surface Y, a par-
tir de leurs expressions sur la surface moyenne ;. On peut démontrer que le tenseur
métrique a,3(h) et le tenseur de courbure b,z(h) sont polynomiaux en A, voir [25] pour
les formules suivantes

og(h) = ag — 2hbas + hcap (4.2)

ou le tenseur symétrique c,g = b b,z est appel€ la troisieme forme fondamentale sur 3,
et
balg<h) = ba,@ — hcaﬁ . (43)

Ainsi, a I’aide du shifter, on en déduit les formules suivantes.
Exemple 1 Pour tout h € (0,n),0na
tap(h) = p(h)pz(h)ayy - (4.4)
Exemple 2 Pour tout h € (0,7), on a
bas(h) = ()b (45)
Ces exemples seront utiles pour développer les équations.
Définition 4.2 Pour k € N* et h € (0,7n), on définit
(6")G(h) = b3 (R)bLL(R) - by (h), (4.6)
avec la convention (b°)§(h) = 65. On note (b*)% = (b*)5(0).

On fixe a présent un réel n > 0 assez petit tel que le shifter uj soit inversible dans
I’intervalle (0, 7).

Proposition 4.3 L’inverse du shifter u est le champ de tenseur dont les composantes
(1=")5(h) sont égales & la série entiere convergente

(= N5(h) = hm(v)g (4.7)

Remarque 4.4 La surface ¥ est compacte, donc le champ de tenseurs by est borné.

Ainsi, la série de Taylor du champ de tenseur (j~")%(h) converge normalement.
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4.3 Développements en séries entieres en o

L’objet de ce paragraphe consiste a développer en série entiere en h les champs
de tenseurs intervenant dans les équations. On effectue un changement d’échelle, dans
I’optique de calculer un développement asymptotique du champ électromagnétique en
puissance de 0. On donne un théoreme d’existence de développement en série entiere en
puissance de ¢ pour les équations.

4.3.1 Formes fondamentales

Grace a I’inverse du shifter, on calcule un développement en série entiere de 1’inverse
du tenseur métrique a®”’. D’apres, la formule (4.4), pour tout /. € (0,7), il vient

a®(h) = () (0" )a®

ol a”? = a”7(0). On en déduit le développement en série entiere de I’inverse du tenseur

métrique
o

a®’(h) =Y "(n+ R (B")*7 (4.8)

n=0
A partir de la formule (4.5), on calcule aussi le développement en série enticre du tenseur
b3(h), voir [25].

b(h) =D B (™. (4.9)
n=0

4.3.2 Développement de la dérivée covariante

On rappelle que D désigne la dérivée covariante sur X.. Le théoreme suivant exprime
un développement de la dérivée covariante D" sur ¥, a partir de la dérivée covariante D
et du shifter, voir [25] pour la démonstration du résultat suivant.

Théoreme 4.5 Soit E5(h) € C*°((0,n),T(T1%)). Alors, on a la relation suivante entre
les dérivées covariantes D" et D

DyEs(h) = DaBs(h) = (") (h) Eq(h) Dapy(h) . (4.10)

4.3.3 Changement d’échelle

Dans I’optique d’effectuer un développement asymptotique du champ électromagnétique
en puissance de J, on effectue un changement d’échelle, ou scaling, dans la direction
normale. Précisément, on pose

h
Y; = 5 4.11)
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voir [25, 8]. On définit les intervalles ;5 et I par

Is = (07 ﬂ)

5) et I=(0.00). (4.12)

Alors, pour tout A € (0,1),ona Y3 € Iy C I.On appelle encore le triplet (y,, Y3) un
systeme de coordonnées normales. Enfin, on note 03 la dérivée partielle par rapport a Y3,
de sorte qu’on a

83 - 8y3 .

D’apres le changement d’échelle (4.11), il vient

%:%@. (4.13)

On définit enfin les variétés produits €25 et €2y par
Qs =X x1Iy et Q=Y x1I. (4.14)

Définition 4.6 Soit T(h) € C*((0,7),(T¢%,)). On définit le champ de tenseur T[0] €
C> (15, T(T7%0)) associé & T(h) apres le changement d’échelle (4.11) par

T[o] = T(0Ys).

D’apres les identités respectives (4.1), (4.7), (4.8) et (4.9), on en déduit les développements
en séries en ¢ du shifter p[d] et de son inverse 1~ 1[d], ainsi que des tenseurs a®?[J] et
b3[6]. Ceci fait I’objet des formules suivantes.

Exemple 3 (i) ,u% [0] = 05 — 6Y3b5
(ii) (p Z5"Y” b")5

(iii) a®4 9] Z n -+ 1)0"Y3 (b")*P

n=0

(iv) b3[0] 2535"Y”‘b”+1
n=0

4.3.4 Opérateurs 2D

Dans la suite de ce chapitre, on va développer les équations par rapport a h. Les
coefficients de ces développements sont des opérateurs intrinseques définis sur la variété
.. Ces opérateurs sont des opérateurs 2D, dont la notion est définie rigoureusement dans
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[25]. Les opérateurs pasz(0), 7a5(0), 72(0), 743(0) sont des exemples d’opérateurs 2D.
Ils agissent naturellement sur I’espace

C> (15, T(Ty %) x C=(%0)) -

Notation 4.7 Pour ne pas alourdir les notations, on note dans la suite p,g = pag(O),
Yas = Yap(0), 74 = 72(0) et Yoz = Ya3(0) -

On utilisera la propriété remarquable suivante. La dérivée partielle 03 commute avec ces
opérateurs 2D.

Exemple 4 05 0 7,3 = Yap © 0s.

4.3.5 Développement en séries entieres de I’opérateur 3D

Le théoreme 3.47 donne une expression de 1’opérateur de Maxwell associé au champ
électrique en coordonnées normales. A partir des équations (3.50) et (3.51), on peut
définir des opérateurs

Re : C((0,n),D(T150) x C>(Z)) — C=((0,n),T(T1%0)) (4.15)

et
Ry : €((0,), I(T1%0) x (%)) — €((0,7),C(%0)) (4.16)
par les équations
Ro(E) = —20}703(h)(E) + 204 (D% E3) + 2b3(h)ya3(h) (E)
+2D4; (h)(E) — 2Dy (1) (E) (4.17)
R3(E) = 942 (h)(E) + b5(h) 05 Es — pg(h)(E).

On défini I’opérateur 3D correspondant, noté R par

R: Cm((oan)ar(leo) X COO(ZO)) - Cm((oan)ar(leo) X COO(ZO))

E - (Ra(E), 5(E)) 19

......

associé aux équations de Maxwell par

L:R—/{Q(1+§)I. 4.19)

On définit aussi I’opérateur associé a la divergence

div : C*((0,n), [(T150) x C*(30)) — C=((0,1),C>®(Z0))
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par I’équation, voir la proposition 3.20,
div(E) = 04 F5 + 75 (h)(E) . (4.20)

De méme, a partir des conditions de transmissions parmi les équations (3.51), on définit

un opérateur
B:C™((0,n), T(T1%0) x C™(%0)) — I(T1%0) 4.21)

par ses composantes surfaciques
B,(E) = 0hEX — 0,F5¢ . (4.22)
A partir du changement d’échelle (4.11), on effectue le changement d’inconnue
E(.,h) = W(.,Y35)

et on définit des nouveaux opérateurs a partir des opérateurs R, L, div et B. Ceci fait
I’objet de la définition suivante.

Définition 4.8 Soient

R[6] : C (L5, T(T1%0) x C™(%g)) — C= (L5, D (T1%0) x C(Z0)) (4.23)
div[d] : €= (15, T(T1%0) x C=(59)) — C=(15,C®(20)) (4.24)

et
B[6] : C> (15, T(T1%0) x C=(%9)) — T(T1%) (4.25)

les opérateurs obtenus a partir des opérateurs R, div et B en effectuant le changement
d’échelle (4.11), de sorte que

(RE)(..h) = (RGIW)(..Ya), (divE)(., ) = (div[d]W)(., Y5)
et (BE)(.,0) = (B[5]W)(.,0).

On définit de méme ’opérateur L|0| induit par I’opérateur L, défini par I’identité (4.19),
de la facon suivante

L[¢] = R[§] — ﬁ(% + 11 (4.26)

Ainsi, dans un systeme de coordonnées normales (v, Y3), on a

R[0] (Yo Y5 Doy, 35) = R(ya, 6Y3; Do, 67105)
L[6](Ya, Y3; Doy 03) = L(Ya, 0Y3; Doy, 67105)
div[0](Ya, Y3; Da, 03) = div(ya, 0Y3; Do, 671053)
B0](Ya, Y3; Da, 05) = B(ya, 0Ys; Dy, 0~ '03)

(4.27)
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L’opérateur B[4] est polynomial en §.

Proposition 4.9 Pour tout n € {0, 1}, il existe un opérateur B" indépendant de o
B" :C* (L;, P(leo) X COO(Z())) — P(leo)

tel que
B[§] =5 'B" + B'. (4.28)

PREUVE. On peut facilement expliciter les expressions des opérateurs B” et B' . En
effet, d’apres les identités du systeme (4.22), il vient

Bo[0](W) = §10:W, — 0, W3 (4.29)
On en déduit les termes du développement de 1’opérateur B,,[d]

(4.30)

Bg(W) - 83Wa
Bé(W) — —8QW3

Le résultat suivant est un théoreme d’existence de développement en série entiere en
d de I’opérateur de Maxwell associé aux opérateurs R[0], L[0] et div[d], voir [25] pour
I’opérateur de 1’élasticité linéaire.

Théoreme 4.10 Les opérateurs R[6], L[d] et div[d] sont développables en séries entiéres
en 0. Il existe des opérateurs

R™ : C™ (15, T(T1 ) x C(%0)) — € (15, T(Ty%0) x C*(5))

L™ : C® (15, T(T150) X C®(0)) — C= (s, T(T150) x C*(%0)) ,

et
div"™ : €% (15, T(T150) x C™(%9)) — C=(L5,C™(%))

tels que

R[§]=072) 6"R", L[§]=06"2) o"L" et div[s]=6") o"div’. (431)
n=0 n=0

n=0

D’apres 1’identité (4.26), il vient

L? = R? — 2l (4.32)
L" =R"™ pourtout n e N\ {0,2}
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et le développement de I’opérateur R[] permet donc d’en déduire celui de 1’opérateur
L[0]. Dans la suite de ce chapitre, on explicite les expressions des opérateurs R" et div"
pour toutn € N.

4.4 Développements en séries des tenseurs fondamentaux

Dans cette section, on donne les développements en séries en ¢ des tenseurs de chan-
gement de métrique et de courbure surfacique apres changement d’échelle.

4.4.1 Tenseur de changement de métrique

Le tenseur de changement de métrique surfacique ,5(h) induit un opérateur 7,3[0]
apres le changement d’échelle (4.11). De méme, le tenseur de changement de métrique
transverses 7,3 (h) induit un opérateur -y,3[d] aprés changement d’échelle. Ces opérateurs
agissent sur I’espace C* (I, I'(T130) x C>(%0)) . Dans la suite de cette sous-section, on
fixe un élément

W € (15, T(T1%0) x C*(%0))

que I’on suppose indépendant de §. Le but de ce paragraphe est de déterminer les dévelop-
pements en série entiere en ¢ des tenseurs Y,[0] (W), 75 [0](W) et y43[d](W).

Développement en série de ~,5[d](W)

L’équation (3.22) montre qu’apres changement d’échelle, on a

Yoo 0] (W) = %(Da GIW, + Dy [8]W.) — b 6] W . (4.33)

Or, d’apres 'identité (4.79), il vient
bao [5]W3 - ba0W3 - (n/BCQJW?; )
ol Coo = bLyo .

Notation 4.11 On note D[] la dérivée covariante D" apres le changement d’échelle
(4.14).

D’apres I’identité (4.10), il vient
Da[0]Ws = DoaWs — (1™ 1)3[0]Wo Dapuj[0] (4.34)

et d’apres la définition 4.1 et la proposition 4.3, il vient

[e.e]

phlo) = 0% — oY3by et (uT)5l0] = MYF (b)Y (4.35)

n=0
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de sorte que

D,[0)Ws = D,Wj + i S YT (") IWo Db (4.36)
Donc, )
(Yao [6](W))° = Yae (W)
(Yao [0](W))! = [%(bo) (Dol + Dyb) = CogWs]
(Voo [0} (W)™ = Y ("1 )“ W, (DobY + Dyb7)  pour tout n > 2

ol la notation (v, [0](W))™ désigne le coefficient devant 6™ dans le développement en
série entiere de V4, [0](W), de sorte que :

Yao[S](W) =D 6" (o [5](W))" (4.37)

En utilisant la relation de Codazzi-Mainardi, voir [25],
D,bl = D,b]
et comme (b°)% = 4%, il vient

(Yoo [0](W))° = 7ae (W)
(Yao [6] (W) = Y3[W, Db — cao W] (4.38)
(Vae 0] (W)™ = Y3 (0" )XW, Dby pour tout n > 2

Développement en série du tenseur ~5[0](W)

On peut maintenant calculer 1’expression du champ de tenseurs
V5 [01(W) = a®?[0]755[0] (W) (4.39)

En effectuant le produit de Cauchy de deux séries entieres convergentes, on a

ZWZ 9 [6])" (0 0] (W) ¥ (4.40)

n=0 k=0

puis d’apres I’Exemple 3 , il vient

W) =" 0" (n—k+ DY3 (0" ) (105[6] (W)
= k=0
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ol les termes (7,5[6](W))* sont donnés par les équations (4.38). En particulier

V31 (W) = 6" (5 0] (W)" (4.41)

(V5 [01(W))°? = 75 (W)
(V5 [01(W))" = Y3[g™W, Dby — W + 2% 7,5(W)]

n

(vgloJ(W))" =Y Z(n —k+ 1)(b"_k)a"(bk_1)ZW,,ngg pour tout n > 2

k=0
(4.42)
Développement en série du tenseur 73] (W)
D’apres I’identité (3.22), il vient
1
7043[5] (W) = é(aon?) + 57183W04) + bg [5]Wﬁ (443)

Ainsi, d’apres I’exemple 3, le tenseur 7,3[d] est développable en série entiere et on a

Va3 0] (W) = 0 (1a3(W)) ™" + Z 8"Y5 (Yas(W))" (4.44)
n=0
ou . .
(Yasz(W)) ™! = 503%, (Va3 (W))? = 5aﬂwg, + bWy (4.45)

et, pour toutn > 1
(Yas(W))" = (5" )W (4.46)

4.4.2 Développement en série du tenseur de courbure surfacique

Soit pag[d] I'opérateur induit par le tenseur de courbure surfacique p,s(h) apres le
changement d’échelle (4.11) . On introduit le tenseur suivant

0a(R)(E) = D"Es + b2 (h)Ej. (4.47)
D’apres 1’équation (3.23), il vient

o) (E) = DO ()0 (h)(E) + b3 ()72 (1) (E). (4.48)
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La démonstration du résultat précédent est explicitée dans [25, chap.2, 4.1]. Ainsi,
Palol(W) = D?(8]0a[d](W) + b5 (0128} (W) . (4.49)

D’une part, en effectuant le produit de Cauchy de b3 (6] et 7 [6](W), il vient

[e.e] n

D381 IO(W) = 8" D (VI8] (W) Yy~ (0" 3. (4.50)

n=0 k=0

ou le terme (v?[5](W))¥ est donné par (4.42). En particulier, il vient

{ (5181131 W)° = B2 (W) wsh
(b5[0]7a [01(W))" = (2 [0](W)' b5 + Y3(b*) 570 (W)
D’autre part, d’apres 1’identité (4.47), il vient
D*[0)0a[0)(W) = g*[8] Da[6] Ds[6]Ws5 + g7 [8] Ds[3] (b2 [0]W5) - (4.52)
Or, dans un systeme de coordonnées normales, on a
Dg[0|Wy = DgWy = 03Ws . (4.53)

De plus, en appliquant I’identité (4.36) au champ de vecteur 935 a la place de 13, on
a

Do[8]0sWs = Da0sWs + Y 6" Y3 (b")50,W3Dab), (4.54)
n=0
soit encore -
Da[0]0sWs = 6"Yy(Dal6]05W3)" (4.55)
n=0

Donc,

9] Da[0]Ds[0]Ws = > 6"V Y “(n— k+1)(1" ) (Da 6)05W5)" . (4.56)
n=0 k=0
D’autre part, d’apres 1’identité (4.10), il vient
Dy [8)0[8]1W, = Dby [8]W,, — (u™")5 (8]0 [0]W, Dpa [0]

d’ou

9*716] D8] [0]W, = g°°[0] Db}, [0]W,, + 6Y3g°° (8] (n™")5[6)b5 [8]W, Dby, (4.57)
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qu’on peut aussi développer en série entiere en ¢, car

g* 1Dtk [0]W, =D " 6"Y3 Y (k4 1)(BH) Do (0" W (4.58)

n=0 k=0
et

g ) NI, = Yy Y (k)Y
n=0 k+l4+m=n

= i 5V > (k4 1))@ W,

k+l=n
(4.59)
On en déduit un développement en série du terme
9" 01D [0)07 (0], (4.60)
ainsi que I’identité suivante
PalOl(W) = > 6"Y3 (pala] (W)™ 4.61)
n=0
En particulier, on a
(P[8](W))® = D0, W + DbIWs + by (W) . (4.62)

4.5 Développements des opérateurs

L’objet de ce paragraphe consiste a exprimer les développements en série entiere en ¢
des opérateurs R[6], L[d] et div". Dans la suite, on fixe W € C* (15, T'(T130) x C*())
indépendant de 9.

4.5.1 Réécriture des opérateurs

Dans un systeme de coordonnées normales, on a
D, [0]W3 = D W3 = 0, W3

et
Da[0]7,[0)(W) = Day,[0](W)
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voir [25]. Ainsi, d’apres les définitions (4.17) et (4.22) des opérateurs R et B, il vient

Ro[)(W) = =201 03703[0] (W) + 20~ 050, W3 + 203[6]7a3[0] (W)
+2D,7y [0](W) — 2D;5[0]72[0](W) (4.63)
R3[0](W) = 610575 [6](W) + 6~ 105 [6]05 W3 — p§[6](W)

Enfin, d’apres I’identité (4.20), il vient
div[§]W = 6710; W3 + 72[0](W) . (4.64)

Dans la suite de ce paragraphe, on utilise les identités de la section précédente pour
développer ces équations selon les puissances de 0.

4.5.2 Développements des opérateurs transverses

On commence par développer les opérateurs R3[0](W), o W est indépendant de 0.
D’apres le développement en série de 2 [5](W) et les séries d’équations (4.42), il vient

VII(W) = 8"V (5 (W))" (4.65)

(76 (W))? =72 (W)
(Va (W) = g°7W, Db} — W + 2b°7 755 (W)
(vH(W))"™ = Z(n —k+ 1)(b”‘k)“”(bk_1):WVngg pour tout n > 2

k=0

(4.66)
Ainsi, on a la relation suivante
075 10](W) = B5(35 (W) + Y 8”05 (Y3 (3 (W)") .
n=1
De plus, d’apres 1’équation (4.9), il vient
ba[010sWs = >~ 8"V ()05 W (4.67)

n=0
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Donc d’apres les équations (4.65), (4.67) et (4.61), le développement en série entiere du
terme R3[d](W) s’écrit

Ry[0](W) =671~ 6"05 (Y5 (v (W)")
FES ) - 3 (W) @68)

En particulier, en identifiant selon les premieres puissances de o dans (4.68), il vient

RY(W) =0
RI(W) = 72(93(W)) + 6203 W3
RIFL W) = 05 (Y (2 (W))™) + (57 1)28s (Y9 Wa) — Yot (o2 (W)™, n(ﬁ 39)

Remarque 4.12 On a utilisé ici le fait que O3 commute avec les opérateurs 2D, de sorte
que

O575 (W) = 75 (95(W)) .

4.5.3 Développements des opérateurs surfaciques
D’apres 'identité (4.44), il vient

1 00
a370:3 [5] (W) = 55718§Wa + Z 5na3 (}%n(’yaZS(W))n) . (470)

n=0

En effectuant le produit de Cauchy des deux séries entieres bg [0] et Ya3[0](W), d’apres
I’exemple 3 et I’identité (4.44), il vient

3017 [0 (W) = 67105 (s(W)) ™+ 6713 65 D (0105 (ras(W)) ™"
n=1 k=0
4.71)

De plus, d’apres le développement en série entiere (4.41) du terme v§[6](W), il vient

Dot [8)(W) = Doyt (W) + > 6™V Do (74(W))". (4.72)
n=1
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La quantité Ds[0]75[6](W) est plus compliquée a développer. On peut démontrer que,
voir [25]

(D521 (W) = Ds(218](W))" + ZW (012 W (5 (0] (W)) "~ D,
S VW ASIW)) D @73)

D’apres les équations (4.70), (4.71), (4.72) et (4.73), on en déduit le développement de
R,[0](W), voir (4.63)

Rao[3](W) = —0~205W,
207 (= 04 (s W))1) + 030, Wi+ (s(W) )

00 n+1
-2 (85 (05 (s (W))") = Y5 Wy ;w%(m(w»”"“)
+2 (Da’yy )+ Z Y Do (4 (W Z (D ))”) (4.74)

n=1

En particulier, les deux premiers termes du développement de R, [d] sont les suivants

RO (W) = —32W,
. . 5 . (4.75)
RL(W) = 2( = 05 ((70a(W))°) + 020. 15 + b (1s(W)) ")
D’apres les identités (4.44) et (4.45), il vient
RL(W) = —205 (L0, W5 + 0PTV5) + 2050, W5 + D205 T
W(W) = — 3(§a 5+ 0o W) + 20504 3+ 0303Wq
= =205 (b2W5) + 030, W3 + b0 W,

D’apres les deux premieres identités de (4.32), 11 vient

Ly (W)
{ Lg, (W)

—02W,, — ik*W,,
—2b§agwﬁ + 030, W3 + b0 W,

(4.76)
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4.54 Développement de la divergence

D’apres I’identité (4.41), il vient
Yalol(W) =) 6" (v [o)(W))"
n=0

ou les termes (72‘ [0] (W))n sont donnés par le systetme d’équations (4.66). Ainsi, par
définition de I’opérateur div[d], voir I’équation (4.64), on a

div[§]W = 5105 W5 + Y 6" (12 [6](W))" . (4.77)
n=0
En particulier, on a
div? (W) = 0515
div' (W) = 72(W) (4.78)

div"*t (W) = (72[6](W))" si n e N~

4.5.5 Récapitulation

Dans ce paragraphe, on note E< € C> (1,T(T1%0) x C*°(Xp)) une solution des
équations (3.50) et (3.51) du chapitre 3. A partir du changement d’échelle (4.11), on
effectue le changement d’inconnue suivant

W, Ys) = E¥( D).

Ainsi, on a W € ¢ (15, T(T130) x C®(X0)), et les équations posées a I'intérieur du
domaine conducteur s’écrivent

— . n n C Q3 C
072 S"RM(W) — k(14 5)W d—0 dans Qs (4.79)
n=0

ou les opérateurs R"™ sont explicités par leurs composantes transverses et surfaciques aux
paragraphes 4.5.2 et 4.5.3. D’apres 1’identité (4.26), I’équation (4.79) s’écrit encore

572 6"LM(W) =0 dans Q. (4.80)

n=0

De plus, les équations posées sur I’interface > s’écrivent

5B (W) + BY (W) = B*(E®) sur % (4.81)
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BS(E*) =rotE* xn sur X (4.82)

et ou les opérateurs B" sont définis par leurs composantes surfaciques (4.30). Enfin,
d’apres 'identité (3.52), on a la relation

5T omdivt(W) =0 dans Q. (4.83)

n=0

ou les opérateurs div" sont définis par le systeme d’équations (4.78).
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Chapitre 5

Développement asymptotique du
champ électrique E

5.1 Introduction

L’objet de ce cinquieme chapitre consiste a calculer les termes d’un développement
asymptotique du champ électrique, solution du probleme variationnel (2.18)-(2.19) ou
du probleme (2.25)-(2.26). On utilise des techniques de développements multi-échelles,
voir [42], [43, p.87-98], [25, chap.3], [64, 8], couplées avec un processus de résolution
de problemes de transmissions.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. On rappelle au paragraphe 5.2 le
probleme étudié, on effectue un Ansatz pour le développement asymptotique du champ
électrique et on détermine les équations vérifiées par les termes de cet Ansatz. Dans la
section 5.3, on explicite les premiers termes du développement asymptotique, puis on
détermine la structure des termes génériques, voir la proposition 5.10 et la sous-section
5.3.5 pour des résultats précis. Dans une derniere partie, on démontre a posteriori que le
développement asymptotique satisfait des relations de compatibilité, voir la section 5 4.

5.2 Présentation du probleme

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement asymptotique lorsque 6 — 0 des
solutions E; du probléme variationnel (2.18)-(2.19), qu’on rappelle ici :

Trouver E; € X1(€2,9) tel que pour tout Ej € X1(£2,4),

/ (% rot E; - rot E; + a div(e(8) Es) div(2(8) E}) — #2<(6) E; - ég) dx = (f, E})
Q
(5.1

97
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{f, Eg>=/ (F.Eg—%dideiv(g(é) Ej)) dx (5.2)
Q

et ou v > 0 est un réel fixé, voir le théoreme 2.21.

5.2.1 Cadre d’étude

Dans la suite de ce chapitre, on se place dans le cadre de I’hypothese spectrale 2.24.
On fixe une donnée F € HS_Q(Q), ou s > 2, a support dans ) telle que div F = 0 dans
Q2. On rappelle que pour ¢ assez petit, d’apres le théoreme 2.25, le probleme variationnel
(5.1)-(5.2) admet une unique solution Es € X1(£2, ). De plus, d’apres le théoreme 2.21,
il vient

div (¢(6) E;) =0 dans (5.3)

et donc

1 _ , e
VE}; € X1(9, 8) /(—rotE(g-rotEg—I{Q»s(é) E(;-Eg) dx:/ F. Ejdx. (54)
Q ‘M Q

Enfin, d’apres la proposition 2.15, E; satisfait I’équation suivante au sens des distribu-
tions 1
~—rotrot Es — k%’¢(6)E; = F dans . (5.5)
1

D’apres la formule de Stokes, E; satisfait la condition au bord de I’isolant parfait (2.2)
Es-n=0 sur 09, (5.6)

voir la remarque 8.16. L’équation (5.3) est aussi une conséquence de 1’équation (5.5).
C’est une condition de compatibilité avec I’équation (5.5) qui sera développée au para-
graphe 5.4. Apres changement d’échelle (4.11) dans le voisinage tubulaire O du domaine
conducteur (), et avec le changement d’inconnue

WS (3., Y3) = ES(x) si x€ O,

I’équation (5.5) s’écrit dans €25 de la fagon suivante

> 1
072 S"RM(WSY) — k(14 ﬁ)wgd =0 dans Qs (5.7)

n=0
voir (4.79), et d’apres (4.81) on a la condition de transmission a I’interface
SBY (W) + BY(WSY) = rotES xn sur 2. (5.8)

Dans la suite de ce chapitre, on considere une solution E; € Xt (£2,9) du probleme
(5.4). Les équations en coordonnées normales (y,, Y3) dans le domaine conducteur sont
données par (5.7) et (5.8).
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5.2.2 Ansatz

Vu la présence de puissances entieres de § dans les équations (5.4), (5.7) et (5.8), il
est naturel d’effectuer I’ Ansatz suivant

EZ(x) ~ Z Eijs(x) & pour x € (g
720
ES(x) ~ Z E;d (x;6) 8 pour x € ey 69
720
ol
ES (x;0) = W (ya, %) € C™ (15, T(T15y) x C*(%y)), sixe O (5.10)
et

W;d(ya,Y},) — 0 lorsque Y3 — +4o00. (5.11)

On rappelle que (y,, h) désigne un systeme de coordonnées normales dans O, voir le
chapitre 3, et Y3 = %.

Remarque 5.1 (i) Les termes Ei;(x) de I’Ansatz dans le domaine ()is sont indépendants

de 6. Cependant, les termes E;d (x;9) de I’Ansatz dans le domaine Qg dépendent de 0.
D’apres la relation (5.10), ce sont des termes profils dans la direction normale a l’inter-
face X..

(i) On a vu au chapitre 2 que la norme du champ électromagnétique décroit de facon
exponentielle dans la direction normale a linterface Y a Iintérieur du domaine conduc-
teur, voir le Théoreme 2 .43. La condition (5.11) est donc naturelle.

Notation 5.2 On note W;d = (n x W;d) X n la composante surfacique du terme W;d
et ch»d = W;d - N sa composante transverse. Ainsi, on a

d __ d «a
Wi = Wiidy
et on peut décomposer le terme W;d de la facon suivante
WS (ya, Ys) = Wi (1o, Ys) + w5 (ya, Ya)n .

Enfin, on note Eijs(x) = E;-S(ya, 0) pour tout x € X.
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5.2.3 Equations surfaciques dans le domaine conducteur

En effectuant le produit de Cauchy de la série formelle Z 0"L" associée a 1’opérateur

n>0
L[5]. défini par I'identité (4.26), avec la série formelle » ~ W5 67, voir [25], il vient
Jj=0
(Z(SnLn)(Z 5chd Z(Sn Z L chd

n>0 §>0 n>0

On substitue 1’ Ansatz (5.9) dans I’identité (5.7) puis on identifie les composantes surfa-
ciques des termes selon les puissances de o. Alors, d’apres les relations (4.76), on a les
équations suivantes posées dans g = ¥ x [ ot [ = (0, 00)

n—1
—BWS, — ik WS, + Z LYW =0 pourtout n > 2
1=0

(5.12)

1

En effectuant le produit de Cauchy de 1’opérateur 25"3" et de la série formelle
n=0

Z W;d 87, il vient

J=20

1

ONEII SRV S SLIVER

n=0 3=0 n>0

avec la convention W, = 0. De plus,

B*(Y #E;) =Y "B°E,

J=20 nz=0

ou I’opérateur B’ est défini par I’identité (4.82). Ainsi, en substituant 1’ Ansatz (5.9)
dans 1’identité (5.8), puis en identifiant les termes selon les puissances de ¢, d’apres le
systeme d’équations (4.30) on en déduit les équations suivantes posées sur ’interface >

{ WS, =0

WS, — Daws? = (rot I~E|]S X n), pourtout j€EN

(5.13)
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5.24 Equations transverses dans le domaine conducteur

On substitue I’ Ansatz (5.9) dans I’identité (5.7) et on identifie les composantes trans-
verses des termes selon les puissances de 0. Alors d’apres les séries d’équations (4.32)
et (4.69), on a les relations suivantes posées dans ()

(—ikwsd =0
—ir2wS 4 72 (05(WED)) + b20sws = 0

—ik2wg + ”yg(ag(Wid)) + b 3w

o ) (5.14)
0 (Y3 (12 (WE) ) + (B2)20s(Yaug?) — p(WE!) — ru? = 0
n—1
—ik*wd + Z Ly W) =0 pourtout n >3
~ k=0

Les séries d’équations (5.12), (5.13) et (5.14) permettent de déterminer explicitement
les premiers termes du développement asymptotique, voir le paragraphe 5.3 pour les
résultats.

5.2.5 Equations dans le domaine isolant

On rappelle que I’espace fonctionnel Xy (€2;s) a déja été introduit a la définition 2 4.
On définit a présent I’espace fonctionnel suivant

X (e) = {u e X()| u*-n=0 sur 00Q}. (5.15)

On introduit un opérateur ® de relevement de traces tangentielles sur 3 dans le domaine
isolant {2
. 1
8 HT2(X) — H(Q)

o 4 ) 1
ou s est un réel fixé assez grand. Ainsi, pour tout j € N, si E;d x n € H72(X), alors
u® = OF(ES x n) € H*(Q)) vérifie uf xn=E"xn sur X.

On utilisera par la suite que cet opérateur ®% est continu. On suppose a présent que la
donnée F du probleme (5.4) est indépendante de ¢. En substituant I’ Ansatz (5.9) dans
I’équation (5.4) puis en identifiant les termes selon les puissances de ¢, on est ramené a
résoudre les problemes suivants posés dans le domaine isolant :

Trouver ES € X3 (), avec E — ®S(ES® x n) € Xyn(Qis), tel que

1 ) _ A A
VE' € X1n(Qis) ,/ ;(rot E; - rot E' — k? Ef - E') dx = / F° - E'dx (5.16)
Qis, Qis
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et pour tout 7 € N*,

Trouver E € X3*(Qis), avec EX — ®E(ES? x n) € Xy (), tel que

VE' € Xtn (i) ,/ (rot EijS tot E — K2 EijS . E') dx =0. (5.17)

Qis

5.3 Construction des termes du développement asymp-
totique

Dans ce paragraphe, on construit successivement les termes du développement asymp-
totique du champ é€lectrique. On démontre dans cette section que les termes W;d sont des
produits d’exponentielles décroissantes en la variable Y3 par des polyndomes en Y3. On
rappelle que [ désigne I’intervalle (0, c0).

5.3.1 Termes d’ordre 0
Terme d’ordre 0 dans le domaine conducteur (24

D’apres la premiere équation du systeme (5.14), on a ws® = 0 dans . D’apres

les premieres équations des systemes (5.12) et (5.13), le terme ng'o est solution de

I’équation différentielle ordinaire d’ordre 2 en Y3

{ WS (L Ys) + iV (LY;) =0 si Yz e =(0,00) 5.18)

83W;‘f0(., 0) =0

La condition aux limites dans le systeme d’équations (5.18) et I’hypothese (5.11) assure
I’unicité de la solution de 1’équation différentielle ordinaire (noté par les abbréviations
EDO dans la suite). Donc, Wg‘f'o = (0 dans €. Par suite, ng = 0 dans Qg et E& = 0
dans (4.

Terme d’ordre 0 dans le domaine isolant (),

Comme Egd = 0 dans €)q, le terme Eig‘ vérifie la condition aux limites suivante
ESxn=0 sur . (5.19)

C’est la condition du conducteur parfait pour le champ électrique sur Y. D’apres la
relation (5.16), le probleme a résoudre pour le terme E{ est donc le suivant
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Trouver Eios € Xtn () tel que pour tout E' € Xy ($s)
1 . - N o
/ —(rotE'§‘~r0tE/—/@2E'05~E')dx:/ F*.E dx. (5.20)
Qis :u Qis

Or, d’apres I’hypothese spectrale 2.24, 2 n’est pas valeur propre du probléme

Trouver Ey € Xtn(Qis) tel que pour tout E' € Xy (i)
/ (rotEO-ro’cE'—/@2 Eo-é') dx =0. (5.21)
Qis

Donc, I'opérateur sous-jacent au probleme (5.21) est inversible. Par suite, I’équation
(5.20) admet une unique solution E§ € Xyn(€2s). De plus, par régularité elliptique,
ES € H*(Q) car F € H2(Q).

5.3.2 Termes d’ordre 1

Terme d’ordre 1 dans le domaine conducteur (24

D’apres la seconde équation du systeme (5.14), il vient w§* = 0 dans €)y. De plus,
d’apres les secondes équations des systemes (5.12) et (5.13), le terme Wg‘f'l est solution
de I’équation différentielle ordinaire en Y3 suivante

{ 8§W§?1(a5@) + Z.K’zwccu(,jl('ay})) =0 si YE’) el

. (5.22)
WL (., 0) = (rot E; x n),(.,0)

car W(C]o| est identiquement nul. Dans la suite, on définit le nombre complexe A par la

relation _
A=re /4 (5.23)

de sorte que Re A > 0 et A2 = —ix?. Le résultat suivant donne une expression du terme
chvdl .

Proposition 5.3 Sous [’hypothese (5.11), '’EDO (5.22) admet une unique solution W;‘f'l .
De plus, pour tout (ys,Ys) € o, ona

1 ~is —
Wik (g, Ys) = =5 (1ot Eg x m)a(ys, 0) e~ (524)

D’apres la seconde équation dans (5.14), il vient w$® = 0 dans €. On en déduit I’ex-
pression du terme W<,

Proposition 5.4 Pour tout (yz,Ys) € Q, ona

1 ~is _
WS (5, Ys) = —X(rot E, x n)(y,0)e 3. (5.25)
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Terme d’ordre 1 dans le domaine isolant (),

Le terme Ef{d est bien défini dans O par I’identité (5.10) pour j = 1. En particulier,
d’apres la relation (5.25), il vient

1 .
EY xn= —X(rotE'Os Xn)xn sur Y.
Ainsi, le terme Eif‘ vérifie la condition aux limites suivante
is 1 is
ET xn= —X(rot E; xn)xn sur X. (5.26)
De plus, ES® x n ’z € H* 3 (32). D’apres la relation (5.17), le probleme a résoudre pour

le terme E? est le suivant

Trouver E¥ € X3 (), avec EX — 5 (ES x n) € Xyn(Qs), tel que

VE' € Xyn (), / (tot Ef - rot E' — k*Ef - E) dx = 0, (5.27)

Qis
ou I’opérateur ®% est défini au paragraphe 5 2.5. D’apres I’hypothese spectrale 2.24,
I’équation (5.27) admet une unique solution E} € X9 (€)). De plus, par régularité
elliptique, E® € H* ().
5.3.3 Termes d’ordre 2
Terme d’ordre 2 dans le domaine conducteur (24
D’apres la troisieme équation du systeme (5.14), il vient
wd = —ir 2y2(05(WSY))  dans €
car ws = 0 et Wf)d = ( dans (2. Ainsi, d’apres ’identité (5.24), il vient
w (ys, Y3) = —ik 272 (rot |~Ei0s x n)(yg,0)e ™ dans .

D’apres les systemes d’équations (5.12) et (5.13), le terme ng‘z est solution de I’équation
différentielle ordinaire en Y3 suivante

{ BWL (., Y3) +irk2WS (., Y3) = =205 W (1, Y3) + bRos W (1, Y3) siYs € T

83W§‘f'2(. ,0) = (rot I~Ei1S X n)y(.,0)
(5.28)
car wi® = 0 dans . Le résultat suivant donne I’expression du terme W<,
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Proposition 5.5 Sous I’hypothése (5.11), ’EDO (5.28) admet une unique solution W;?Q.
De plus, pour tout (ysz,Y3) € Qpona

Wi (ys, Ys) = [al 2(yp) + Yaal 5(ys)] e (5.29)
avec
agg(yg) = %[%{bg(mt INEI(: Xn)y — %bg(rot EIOS X n)a} — (rot |~EI1S X Nn)y|(ys,0)

ak o (ys) = 506 (rot Eg x n), — 305 (rot By x n)a](ys.0) 530,

Remarque 5.6 Les termes CL&Q et a}m de l'identité (5.29) dépendent du tenseur de cour-
bure b, de la variété 3.

PREUVE. On calcule le second membre de 1’équation (5.28). D’apres 1’identité (5.24),
il vient

— LW + VIOV = [ — 20 (rot Eg x n), + B (rot By x n)o] eV (5.31)

Le terme général de I’ensemble des solutions de (5.28) vérifiant I’hypothese (5.11) a la
structure suivante

Wb (3, V) = [0 () + Yaak o (ys)] e

Analysons I’ensemble de ces solutions. On a successivement

a?)Wg:IQ = [ - )\(ag,z + Y:?»aflx,z) + a(ll,ﬂ e M

puis,
8?%1/\/;‘3'2 = [)\Z(Gg,z + Y:rsa(lm) - 2)@;,2} e M8
Donc,
IV, — MW, = —2hay e
et
83W;?2(?/67 0) = _)‘ag,z(?/ﬁ) + aég(?/ﬁ) .

Ainsi, si W;?Q est solution de ’EDO (5.28), alors d’apres (5.31), il vient

—~2Xal »(ys) = | =207 (rot Eg x n), + 03(rot Eg x n)a (ys,Y3)

—Xal5(yp) + ala(ys) = (rot By x n)a(ys,0).
(5.32)
On en déduit les relations (5.30). |
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Terme d’ordre 2 dans le domaine isolant (),

Le terme ES® est bien défini dans O par I’identité (5.10) pour j = 2. En particulier,
d’apres la relation (5.29), il vient

171 ; 1 : .
Ef'xn = - [X{bg(rot Ef ), dy° — 55 (rot Ef xm) } - (rot Ef x n)] xn sur 3.
Ainsi, le terme E5 vérifie la condition aux limites suivante

ESxn= % E{bg(rot ES % n), dy® — %bg(rot ES xn)} — (rot E¥ x n)} xn sur 3.

(5.33)
De plus, E5! x n|, € Hsfg(z). D’apres la relation (5.17) pour j = 2, le probleme a
résoudre pour le terme E3 est le suivant

Trouver E5 € X3 (), avec E5 — ®S(ES® x n) € Xyn(Qis), tel que

VE" € Xtn (i) ,/ (rot Ei2s tot E — K2 Ei2s . E') dx =0 (5.34)

Qis

D’apres I’hypothese spectrale 2.24, le probleme variationnel (5.34) admet une unique
solution E5 € X3(€)). De plus, par régularité elliptique, on a E5 € H*2(();).

5.3.4 Termes d’ordre supérieur
Composante surfacique du terme d’ordre 3 dans le domaine conducteur )4

D’apres les systemes d’équations (5.12) et (5.13), le terme W;fig est solution de
I’équation différentielle ordinaire en Y5 suivante

{ WL, Ys) + ik Wh(., Ys) = LIWS' + RAOWS siYs e [ 539

831/\/;‘713(. ,0) = 0,ws + (rot I~E|2S X n)y(.,0)
Le résultat suivant donne 1’expression du terme W;‘f?,.

Proposition 5.7 Sous I’hypothese (5.11), ’EDO (5.35) admet une unique solution W;fig.
De plus, pour tout (ysz,Y3) € Qpona

W (ys, Ys) = [ad 5(ys) + Yaah 5(ys) + Yia2 5(ys)] e (5.36)
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out les fonctions al, , sont définies successivement par les relations suivantes

)
al, = [2v0a), - Abga;Q —2X(¥?*)2aY, ]
aé,:’, = % [ai,s + ng(ak,z - )‘a%,z) + bg(aéz - )‘agg) + 6a7§(ag,1d?/0)
+2{(t*)5a3, + Dpy2(ad dy”) — Davs(al dy”) }]

| s = tloks — $Darf(ad,dy) — (vot By x )]
(5.37)
ol .
al dy” = —~rot E; x n
’ A
et les fonctions afﬁ sont définies par les relations (5.30).
PREUVE. On calcule le second membre de I’équation (5.35). On a
LLWS = —2620; W (., V3) + 030aws® + bios W% (., Y3) (5.38)
et d’apres (4.75) et (4.46),0n a
RIWS = 2[5 (Y3 (b)) IW5T)] + 2[Davy (W) — D (WS . (5.39)

Le terme général de I’ensemble des solutions de (5.35) vérifiant I’hypothese (5.11) a la
structure suivante

Wil (ys, Ya) = [ag 5(ys) + Yaal 5(ys) + Ysal 5(ys)] e

de sorte qu’on a

agwgfg — A2W3?3 = [(a2 5 — 2Xal 5) — 4A\Y3a 5] e M3

et
03 Wes(ys,0) = (a5 — Aag 5)(ys,0) -
Or
ngl (ys, Y3) = ag,l(iyﬁ) e M
et

W;?Q(yﬁv Y3) = [ag,Q(yﬁ) + YBG;,Q(?/&)} e M8
Ainsi, si ng‘g est solution de I’EDO (5.35), alors d’apres les relations (5.38) et (5.39),

on en déduit successivement les coefficients a2 5, al 5 et a® 5, voir (5.37). |
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Terme d’ordre j € N\ {0, 1,2} dans le domaine conducteur (24

D’apres la série d’équations (5.14), et puisque WCOI = 0, pour tout 5 > 3 il vient

i
ik Y LIH(WY) dans Q. (5.40)

Remarque 5.8 Les opérateurs Lj ~* dans la relation (5.40) sont composés de dérivées
tangentielles et normales d’ordres au plus 2. En particulier, le terme de consomme une

dérivée tangentielle d’ordre 1 de Wﬁl car d’apres les relations (4.32) et (4.69),0n a

LWL ) =42 (8sWSL)) + b205ws?y  dans Q. (5.41)

7j—1

D’apres les séries d’équations (5.12) et (5.13), le terme W;fij est solution de 1’équation
différentielle ordinaire en Y3 suivante

j—1
RWEL(,Ya) + ik2WE (L Yy) = S LIHWE) (L Ys)  pour Y€
k=0

— (5.42)
Os W (., 0) = Dpws? (., 0) + (rot E;_; x n),(.,0)
Remarque 5.9 D’apres la relation (4.76), on a
LL(WS ) = —2000sW5% | + 030awy + Dios W, . (5.43)

En particulier, d’apres la condition aux limites de ’EDO (5.42), le terme W;d consomme

ainsi que des dérivées tangentielles

une dérivée tangentielle d’ordre 1 du terme EJ 1 }z

d’ordres 1 du terme de

On a le résultat suivant.

Proposition 5.10 Soit j € N\ {0, 1, 2}. Sous I’hypothese (5.11), 'EDO (5.42) admet
une unique solution WCd~. De plus, WCd consomme une dérivée tangentielle d’ordre 1

du terme EJ 1 }z Enfin, il existe des fonctions a® j définies sur 3 pour tout k < j — 1,
telles que pour tout (yg,Ys) € Qy, ona

W (ys, Ys) = [ad;(ys) + Yaal ;(ys) + -+ Vi al [ (ys)] e 5. (5.44)

Remarque 5.11 Pour tout k = 1,---,j — 1, les fonctions a® ; dans Uidentité (5.44)

sont des combinaisons linéaires de dérivées tangentielles d’ ordres au plus 2 des termes

0

pour 0 < | < j — 2, et la fonction a,, ; est une combinaison linéaire de telles

S
Bl
dérivées tangentielles avec une dérivée tangentielle d’ordre 1 du terme E i1 ‘ s De plus,
les coefficients de ces combinaisons dépendent uniquement de la géométrie de 3..
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PREUVE. D’apres la relation (5.24), le terme W;‘fl consomme une dérivée tangentielle

d’ordre 1 du terme Eig‘ De facon plus générale, d’apres les remarques 5.8 et 5.9, le

-
terme WCd consomme une dérivée tangentielle d’ordre 1 du terme E's 1 }z La relation

(5.44) se demontre par récurrence sur j. On suppose que pour tout k < 7 —1,les termes
Wzd sont définis et se décomposent sous la forme (5.44). Alors, le second membre de
I’équation (5.42) a la structure suivante

-1

Léik(wzd><y57 YES) = [boz] 1(3/5) + }/3()04] 1(3/5) Y] ng:v ]2 1( ﬁ)} eiAYS

0
(5.45)
ol les fonctions b% ;,(ys) sont des combinaisons linéaires de dérivées tangentielles

.

e
Il

d’ordres au plus 2 des termes E;S(yg, 0) du développement pour [ < j — 1 a coeffi-
cients dépendant uniquement de la géométrie de 1’interface.. A1n51, sous 1’hypothese
5.11,’EDO (5.42) admet une unique solution et a la structure du type (5.44). Enfin, les
fonctions af ;(ys) sont solutions d’un systeme linéaire bien posé, voir par exemple le
systeme (5.32) pour j = 2. |

D’apres la relation (5.40), on en déduit le résultat suivant.

Proposition 5.12 Pour tout j > 3 et pour tout k < j — 2, il existe des fonctions c;? telles
que pour tout (yg,Ys) € o, ona

ch-d(yg, Y3) = [c?(yg) + Yg,c} (yg) +---+ Y},jﬂcfz(yg)] e s (5.46)

Remarque 5.13 Les fonctions cf(yﬁ) sont des combinaisons linéaires de dérivées tan-

gentielles d’ordres au plus 2 des termes INElls(yg, 0) pour | < j—2 a coefficients dépendant
uniquement de la géométrie de ..

Termes d’ordre j; > 3 dans le domaine isolant {2;

Le terme E;d est bien défini dans O par I’identité (5.10). En particulier, d’apres la
relation (5.44), il vient

E;d n=a’ sdy® xn osur X
Ainsi, le terme E'jS vérifie la condition aux limites suivante

ijn—a cdy® X n osur M. (5.47)

De plus, E;d xn| € He 72 (). D’apres la relation (5.17), le probleme a résoudre pour
le terme EijS est le suivant
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Trouver E € X3*(Qis), avec EX — ®E(ES? x n) € Xy (), tel que

VE" € Xtn (i) ,/ (rot Eijs tot E/ — K2 Eijs . E') dx =0 (5.48)

Qis

ou on rappelle que le terme QE(E;d X n) est un relevement de la trace E;d X "’2 dans
le domaine €. D’apres I’hypothese spectrale 2.24, I’équation (5.48) admet une unique
solution Eij‘ € X9%(Qi). De plus, par régularité elliptique, on a EijS c H 77 ()

On a mis en évidence dans ce paragraphe un processus de construction des différents
termes du développement asymptotique du champ électrique dans les domaines €2 et
Q4. On synthétise ces résultats dans la sous-section suivante.

5.3.5 Synthese du développement asymptotique

Le procédé de construction décrit dans le paragraphe précédent peut €tre poursuivi
a tout ordre, pourvu que la donnée F soit suffisamment réguliere. Pour une donnée F €
H*2(Q), ott s > 2, le terme Ef € H*(€)) est défini par I’équation (5.20) et satisfait
les équations aux dérivées partielles (EDP) suivantes au sens des distributions

rotrot E§ — k?E5 = pF*®  dans €
ES xn = 0 sur X
rot E§ x n =0 sur  Of)

Sous I’hypothese spectrale 2.24, on peut définir un opérateur continu R's par

R* : HI(D) — {E®eH ()| divE® =0}
G s Eis

otl E* est I’unique solution au sens des distributions des EDP suivantes

rotrot E® — k2E* = 0 dans
E* x n = G sur X
rot E® x n = 0 sur 0f)

Pour tout réel ¢ > 2, cet opérateur R's est aussi continu des espaces

H' "2 (%) — {E® € H(Q) | divE® = 0}
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Proposition 5.14 Soient s > 2 et F € H*"?(Q) a support dans Qi tel que divF = 0
dans ). L’interface X est une surface de classe C*. Sous [’hypothese spectrale 2.24,

pourtoutj =0,---,|s|—2, on peut construire successivement les termes indépendants
de 0 o _ A
WS e H /72 (3,C™(1)) et EF e H(Q).

Le terme WS® = 0 et E§ est défini par I"équation (5.20). Pour tout j = 1,--- | |s| — 2,
il existe un opérateur tangentiel <; d’ordre j défini par
T, 0 H(Q) — HETTI(R)

Ei)s — EijS X n}z

tel que . . .
E'jS =R" o %,(Ef). (5.49)
En particulier, on a explicitement
T (Ef) = —1(rot E§ x n) x n

T, (EE) = %[%{bg(mt E x n), dy® — 16710t ES x n} — rot R o T, (EE) x n} X n
(5.50)
De plus, on a

1 ~is
WE(y5,Y3) = — (10t Ef x ) (5, 0) ¢

W (5, 3) = ( [a0.2(ys) + Yaah ()] dy” — i 23 (rot Eg x m)(y5,0)n)

agg(yg) = % %{bg(rot EIOS Xn)y — %bg(rot Eg X n)a} — (rot I~Ells X n)a} (y3,0)

aba(ys) = } D20t Eg x ), — L0g (rot Ef x n).] (4s,0)
3

W5 (y5, Y3) = Wil (ys, Ya)dy® + wi’ (ys, Ya)n

ol W;f‘j est défini par '’EDO (5.42) et ch-d par la relation (5.40). La solution Es du
probleme (5.1) admet alors le développement asymptotique suivant

ES ~ ES + 0E® + 6°E5 + -~ dans ()

et

Ci Cl h Cl h
E(Sd (x) =~ 5W1d (Yo =) + 52W2d (Yars 5

5 )+ si xeO.
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PREUVE. On démontre par récurrence sur j qu’on peut définir un opérateur tangentiel
% ; d’ordre j défini pourtout j =1,---,|s| — 2 par

T, o0 H(Q) — H* -2 (%)
E'OS — Eijs><n}E

de sorte que pour tout j = 1,---, | s] — 2,le terme EijS € H¥ 7 (€),) satisfait
ES = R"® o T,(Ey) . (5.51)

Soit j € [1, [s] — 2]. On suppose que pour tout [ < 7, il existe un opérateur ¥, d’ordre
[ défini par

T o0 H(Qs) — HTTR(E)
E; — Eilsxn’Z

de sorte que le terme Ej° € H*™/(Q;) satisfait
EF = R0 T (EE). (5.52)
D’apres la condition de transmission (5.47), on a
Ef  xn=a),,,dy*xn sur % (5.53)

et d’apres la proposition 5.10, le terme ag j+1 consomme une dérivée tangentielle d’ordre
1 du terme Eijs 5~ Donc, il existe un opérateur tangentiel ¥;; d’ordre j + 1 défini par

T @ H(Q) — HT75(E)
E; +— E°, xn|,
tel que
ag 1 dy® X n= T (ES) sur 3.
Par suite, d’apres la relation (5.53), il vient

EijsJrl xn=%;.,(E) sur X

ce qui prouve la relation (5.51) a ’ordre 5 + 1. Enfin, les relations (5.50) se déduisent
respectivement des identités (5.26) et (5.33). [ |

Dans la section suivante, on s’intéresse aux relations de compatibilités que doit
vérifier le terme E;.
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5.4 Relations de compatibilité

Dans cette derniere partie, on démontre que le champ électrique défini par les séries
formelles sous-jacentes au développement asymptotique (5.9) est a divergence nulle dans
() et satisfait la condition de transmission suivante

(1+ é)Egd —E*n sur X.

54.1 Relations de compatibilité sur la divergence

D’apres la relation (4.83), I’équation (5.3) s’écrit

571 o divi(WE) =0 dans Q. (5.54)

n=0

Equations vérifiées par la divergence dans 2,

En effectuant le produit de Cauchy des séries formelles associées a I’opérateur div|d],
voir (4.31), et a la série Y ~ W5 &/, il vient

J=20

0O div) () WS =0 mi div ' W]

n>0 §>0 n>0 (=0

On substitue 1’ Ansatz (5.9) dans la relation (5.54), puis on identifie les termes selon les
puissances de ¢. Il vient pour tout n € N

D divt Wi =0 dans Q. (5.55)
=0

En particulier, d’apres le systeme d’équations (4.78), on a les identités suivantes posées
dans €2
83w8d =0

Dzws? + (W) = 0 (5.56)
Asws® +72(W§) + div' W§? = 0
Les deux premieres relations de compatibilité dans (5.56) sont triviales car Wf)d =0et
w$ = 0 dans €. On vérifie a présent la troisieme. D’aprés la seconde équation dans

(5.14),0on a
Y2 (95(WS?)) — ik?ws® = 0 dans €.
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Or, les opérateurs 05 et v commutent, donc
Dsws? = —ir 272 (05 (Wid)) dans 2.
Ainsi, d’apres (5.22), il vient
yws? = —ir 22 (—ix* (W) dans (5.57)
car w§? = 0 dans €. Par suite,
dsws? = —y*(WS?)  dans €. (5.58)

On démontre plus généralement dans le paragraphe suivant que les identités (5.55) sont
des relations de compatibilité.

Relations de compatibilité sur la divergence

Soit L(9),div(d) et R(9) les séries formelles associées respectivement aux opérateurs
L[0], div[d] et R[0]. On définit aussi la série formelle W5 = Z & W;—d , ou les termes
J=0
W;d ont été définis au paragraphe 5.3. Alors, d’apres les relations (5.12) et (5.14), il
vient

L(0O)Ws; =0 dans .
En particulier,
div(d)L(6)Ws =0 dans .
Or,
div(d)R(6)Ws =0 dans €

car la divergence d’un rotationnel est identiquement nulle. Donc, d’apres 1’identité (4.79),
il vient

div(6)((1 + é)W(;) =0 dans .

Par suite,
div(6)Ws =0 dans €.

On en déduit que les identités (5.55) sont compatibles avec le développement asympto-
tique.
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5.4.2 Relations de compatibilité a I’interface

On définit la série formelle ES = Z & EijS dans (s et on rappelle que Ws =
j=20
Z & W;d dans €. On définit le terme E° par
J=0
E° = Ef dans ()
E° = W; dans ()

Par définition des termes du développement asymptotique, on en déduit les identités
suivantes au sens des distributions

1
—rotrot E® — k% (0)E° = F dans Qi UX U,
i

et
1
dive(6)E’ = —— divF =0 dans Q,UXUQ,
K

voir la proposition 2.15. En particulier, on a la relation suivante au sens des distributions
[£(0)E’ -]y =0

ie.
(1+ 62)W5 n=E; sur Y. (5.59)

En substituant 1’ Ansatz (5.9) dans 1’identité (5.59) et en identifiant les termes selon les
puissances de 9, on en déduit les équations suivantes posées sur >

iwg? =0
i — 0 (5.60)
WSty +wst = INE']-s .n  pour jEN

Les identités du systeme (5.60) sont des relations de compatibilité. Autrement dit, les
termes du développement asymptotique satisfont les équations du systeme (5 60) On
rappelle que par définition des termes wS® et w?, on avait déja les relations wS® = 0 et
w§d = 0 dans €.
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Chapitre 6

Développement asymptotique du
champ magnétique H

6.1 Introduction

Dans ce sixieme chapitre, on effectue des développements asymptotiques multi-
échelles du champ magnétique selon deux approches différentes. D’une part, a partir
de la loi de Faraday et du développement asymptotique en champ électrique effectué au
chapitre 5, on obtient un premier développement asymptotique du champ magnétique.
D’autre part, a partir d’une étude des équations de Maxwell en champ magnétique, simi-
laire a celle en champ électrique effectuée au chapitre 2, on peut aussi calculer directe-
ment un développement asymptotique du champ magnétique. On adopte dans ce second
cas une démarche similaire a celle du chapitre 5.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 6.2, on calcule un développement
en o de I’opérateur rotationnel en paramétrisation normale apres changement d’échelle.
Au paragraphe 6.3, on calcule un développement asymptotique du champ magnétique a
partir de la loi de Faraday et du développement en champ électrique effectué au chapitre
5. Ensuite, dans la section 6.4, on calcule un développement asymptotique en champ
magnétique a partir de 1’étude similaire en champ électrique effectuée au chapitre 5.
Enfin, on compare et on synthétise les résultats obtenus par ces deux approches au para-
graphe 6.5.

6.2 Développement de I’opérateur rotationnel
On note C I’opérateur rotationnel en paramétrisation normale
C: COO((O,n),F(TlZO) x C%(2)) — €>((0,n), [(T'Y) x C>® (%)) (6.1)

117
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défini par ses composantes contravariantes surfaciques et transverses,

C*(E) = €490 (0} By — 05)
{ C3(E) = DI (62)
voir la proposition 3.30, ol
E € C™((0,n),D(T130) x C*(Z0)) -
On note aussi A I’opérateur n x V x associé au champ de 1-forme n
A C((0,n), T(T1%g) x C*(30)) — C=((0,1),T(T1%)) (6.3)
et défini en paramétrisation normale par ses composantes surfaciques
A(E) = (0,E5 — OME,)dy” (6.4)

voir la proposition 3.36.

Remarque 6.1 Les opérateurs A et —B, voir (4.22), coincident en tant qu’opérateurs
agissant sur .. On introduit la notation A pour mettre [’accent sur le role que joue
cet opérateur dans des calculs tensoriels dans O et non plus simplement 3., voir le
paragraphe 6.3 4.

On rappelle qu’a partir du changement d’échelle (4.11), on note
E(.,h) =W(.,Y3).

On note aussi C[d] et A[d] les opérateurs associés respectivement aux opérateurs C et A
apres changement d’échelle

C[8] : € (15, T(T1%0) x C=(50)) — €= (15, T(T'%y) x C=(%y))

A[0] - C (15, T(Ty %) x C(%0)) — € (15, T(T1%0)) - (©3)

définis par les relations (C[0]W)(.,Y3) = (CE)(.,h) et (A[5]W)(.,Y3) = (AE)(.,h).
Ainsi, dans un systeme de coordonnées normales (y,, Y3), on a

C0](Ya, Y3; Doy, 95) = C(ya, 0Y3; D, 071 03)

(6.6)
A[é] (ya’ YE)’; DC‘H 63) = A(yom 5}/})’ Don 57183) .
D’apres la relation (6.4), on a
A[(S]W = ((%Wg — 5_183Wa)dy0‘ . (67)

De plus, I’opérateur C[6] est développable en série entiere en §, car I’opérateur €% [§]
associé au tenseur de Levi-Civita I’est, voir le paragraphe suivant. Précisément, on a le
résultat suivant, voir le théoreme 4.10 au chapitre 4.
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Théoreme 6.2 L’opérateur C[0] est développable en série entiere en ¢. Il existe des
opérateurs

C,. : C=(I5, T(Ty%0) x C(%)) — C(I5, T(T' %) x C(%0))

tels que

Clo]=0") 6"C,. (6.8)
n=0

On peut expliciter les expressions des opérateurs C,, pour tout n € N. Ceci fait I’objet des
sous-sections 6.2.2 et 6.2.3 ou on détermine les composantes transverses et surfaciques
des opérateurs C,,. On explicite tout d’abord un développement en série du tenseur de
permutation.

6.2.1 Développement du tenseur de Levi-Civita

On rappelle que g(h) = det (aaﬁ(h)) > 0. Le tenseur de Levi-Civita induit un
opérateur €”/*[§] apres changement d’échelle (4.11). D’apres la définition 3.24, il vient

€R[5] — ﬁ@(i, k). 6.9)

Dans cette sous-section, on va expliciter les premiers termes du développement de 1’opéra-
teur €*73[5]. On peut développer en série entiere en § le déterminant de la métrique. On
note a le déterminant de la matrice de terme général a,z. On a le résultat suivant.

Lemme 6.3 Pour h assez petit, la fonction m est développable en série entiére en h.
g

De plus, elle admet le développement limité suivant a I’ordre 2 en h
1
Ve(h) Ve

PREUVE. Le déterminant g(/) est une fonction polynomiale de degré 4 en h car

(1+0%h+ O(h?)). (6.10)

aag(h,) = Qap — thag + hzcag
voir (4.2). En développant le déterminant d’une matrice 2 x 2, il vient
g(h) = a — h(2a11by + 2a11b11 — 4a15b15) + O(h?)

d’ou
g(h) = a— 2hb° + O(h?).

Pour h assez petit, on en déduit 1’identité (6.10). [ |



120 CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENT DU CHAMP MAGNETIQUE

Remarque 6.4 Le terme bS est la somme des courbures principales de la variété 3, ce
qui représente le double de la courbure moyenne de ..

Dans la suite, on introduit la définition du tenseur de permutation sur la variété ..

Définition 6.5 Le tenseur de permutation j sur la variété 3. est défini par ses compo-
santes contravariantes
s L

=7

Remarque 6.6 Le tenseur j est antisymétrique

60(0&, ﬁ, 3) .

D’apres le lemme 6.3, il vient
1
Vel Ve

D’apres I’identité (6.9) et la relation (6.11), il vient

(14 b26Y3 + O(6%)) . (6.11)

e8] = j7 (1 + boYs + O(8%)) . (6.12)

Ainsi, I’opérateur ¢/*[§] admet un développement en série en § et avec des notations
évidentes, on a

6&,83[5] _ Z 5n(€aﬁ3[5])n )
n=0
En particulier, on a

(e*P[6))" = j*7 et (e*P[8]) = j Y5, (6.13)

6.2.2 Développement de la composante transverse du rotationnel

D’apres la seconde équation du systeme (6.2), il vient
C3[6](W) = ¢3[5] D, [06] W} . (6.14)

On rappelle que d’apres 1’identité (4.36), on a

Da[0]Ws = DaWs + Y 6™ Y3 (b")5W, Db} (6.15)

n=0
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Donc, d’apres I’identité (6.14), il vient

CHW) = 6"(e*B[8))" (DaWs + > _ 6" Y3 (") W, Dob}) - (6.16)
n=0

n=0
Ainsi, d’apres les identités (6.13), on a
C* (W) = j*’ Do W + 0Y35*% (b, Do W + W, Dob}y) + O(67) . (6.17)
Par suite,
CS(W) =0, C%(W) = jaﬁDaWﬁ et CS(W) - }/E”jaﬁ(bZDawﬁ + WvDabg) :

(6.18)

6.2.3 Développement de la composante surfacique du rotationnel

D’apres la premiere équation du systeme (6.2), il vient
C[0](W) = €[5)(67 05 W3 — D[6]Ws) . (6.19)
Donc,
C(W) = i S (30 (07 s W — DgW3) (6.20)
n=0
car Dg[0]W5 = 03W5. D apres les identités (6.13), il vient
C(W) = 61570, W5 + j7*(b1Y3 — 95W3) + O(0) . (6.21)

Par suite,
Co(W) = j70; W5 et CT(W) = j7 (05 — 95W3) . (6.22)

6.3 Reconstruction du champ magnétique

Dans cette section, on reconstruit le champ magnétique a partir de la loi de Faraday,
voir (2.1)
1

W o

H:

rot E dans €2 (6.23)

et du développement asymptotique du champ électrique calculé au chapitre 5.
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6.3.1 Laloi de Faraday en paramérisation normale

Dans la suite, E = E;dy’ désigne une 1-forme (un champ de tenseur 1-fois covariant)
dans le voisinage tubulaire O et
H=HYX,
est un champ de vecteurs dans O (un champ de tenseur 1-fois contravariant) dans les

coordonnées normales (y,, ). Avec les notations du paragraphe 6.2, la relation (6.23)
s’écrit en paramétrisation normale de la fagcon suivante

1

i o

H(.,h) = CE(.,h) dans O

et dans les coordonnées (y,, Y3), cette relation s’écrit

1

iwito

Hs(.,Y5) = (C[6]W)(.,Y3) dans Qs (6.24)

ot Hs (., Y3) désigne par abus de notation le champ magnétique apres changement d’échelle
H;(.,Y3) =H(.,h).

Les composantes surfaciques et transverses de la relation précédente s’écrivent

twhio

H} = LC36(W) dans €

twhio

He = L Co§l(W d Q
{ ’ (W) e ’ (6.25)
6.3.2 Enoncé du résultat principal

Dans la suite, on substitue I’ Ansatz (5.9) en champ électrique dans le membre de
droite de I’identité (6.23) ; il vient

rot (Y EP(x)¢7) dans Q) (6.26)

J=20

1 ,
HY (x) = - rot(z E;d(x;d) 6’) dans Qg
J=0
et donc
Hgd (Yo, Y3) =

——C[0]( ) W5(ya,Y3)67) dans Q. (6.27)
Who 730
Définition 6.7 Pour tout j € N, on note Hijs(x) le terme d’ordre &’ dans le membre de

droite de ’identité (6.26), et pour tout j > —1 on note H;d (Yo, Y3) le terme d’ordre &7
dans le membre de droite de I’identité (6.27).
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Notation 6.8 On note H;d =nx (H;O| X n) la composante surfacique du terme H;d

et h;d = H;d - N sa composante transverse. Ainsi, le terme H;d admet la décomposition
suivante

H;d(ya,Y},) = H;d(ya,Y:g) + h;d(ya,Y},)n pour tout Yz € I = (0,00).

.pgis is . is 5.
gn note aussi H2 ; = nx (H i X n) la composante surfacique du terme H ; sur linterface

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Proposition 6.9 Pour tout j € N, on a

. 1
H? = rot EIS dans e (6.28)
iwito
et
Jj+1
HS (4o, Y3) = WOZC WSS (b, Ys)  dans Q. (6.29)

De plus, les termes d’ordres 0 et 1 du développement asymptotique du champ magnétique
sont donnés par leurs composantes transverses et surfaciques respectives

hg? =0 dans ()
o < Ly (6.30)
HA(LYs) = HEgloe™s  dans Qq
et
%) = DL e
HA(., Va) = [H's s+ Ys{sbgH:O — 20 x (15 (HE x n)ydy?)} |, ] e
(6.31)

Remarque 6.10 On peut exprimer HS et HS en fonction de Eios. En effet, d’apres la
relation (6.28), on a
. 1 .
H:, = ——n X (rot E§ x n)
Wty

donc, d’apres (6.30), il vient

—AY3

HE(.,Y3) = n x (rot E§ x n)’ze dans €.

i fho
D’apres la relation (6.28), on a

is
T,1

n x (rot E¥ x n)

W o
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donc, d’apres (5.51), il vient

. 1 . .
Hi | = tR® 0Ty (EF) x n).
* iw,uonx (ro o T (Eg) x n)

On utilisera le lemme suivant pour démontrer la proposition 6.9.

Lemme 6.11 Pour toute 1-forme u = w;dy’, on a
(nx w)* =5y sur 2. (6.32)

PREUVE. D’apres la relation (3.31), il vient

(n x u)® =€e"n,u, dans O. (6.33)

Or,
JVE=+Va sur X, et n=dy’. (6.34)
On en déduit la relation (6.32). |

6.3.3 Calcul des premiers termes du développement asymptotique
en champ magnétique

Démonstration de la proposition 6.9

Le terme d’ordre 6/ dans le membre de droite de 1’identité (6.26) est

rot Eijs‘ )
iw o

On en déduit la relation (6.28) pour tout j € N. En effectuant le produit de Cauchy de la
série formelle associée a 1’opérateur C[d] et de la série formelle Z W;d &, il vient

320
j+1
(671 0"C) (D W) =071 6> CWSY, , dans Q.
n>0 >0 >0 n=0

On en déduit que HY, = COW(C]O| = 0, ainsi que la relation (6.29) pour tout 5 € N. En

particulier, on a
1

i o

H = (CWS + CoWS) (6.35)

et
1

W o

He = (CoWS + CWS + CoWS) . (6.36)
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Calcul du terme HS
On a ng = 0, donc d’apres ’identité (6.35), il vient

1

i flo

HE' = —Cow?.

Ainsi, d’apres les identités (6.22) et (6.18), il vient

1
HE = - jﬁaa3wgf*1 dans €
iwjto

et
hgd =0 dans (4.

Or, d’apres la relation (5.24), il vient

DWW, (4o, V) = (1ot Eg x n)s(ys,0)e ™ dans Q.

Donc, 5
MG (L ¥a) = 2

iwfto

puis d’apres le lemme 6.11, il vient

(rot I~Ei0s x n)g(.,0)e 3

1 ~is
HE(.,Ys) = n x (rot E; x n)(.,0)e 3.

Wwo

Ainsi, d’apres I'identité (6.28) pour j = 0, il vient

Hgd (yﬁv YE%) = Hif—p(?/ﬁa 0) e_)\YS dans .

Calcul du terme HS°
D’apres I’identité (6.36), on a

1

HY = —

iwfio

(CWS! + CeWSY)  car WS =0.

On calcule a présent la composante normale

1

cd
hi® = -
W o

(Cf’(Wid) + C’g(ng)) car ng =0.
D’apres les identités (6.18), il vient

CHWS) + C3(WS) = 5D WS dans Q.

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)
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D’ou, d’apres la relation (5.24),

. 11
P (. Y) = _Xiwuo

7P Dy (rot Eg x n)g(.,0) e (6.45)

De plus Dajaﬁ = 0, voir le lemme 3.40. Donc, d’apres le lemme 6.11, il vient

. 11
hld("yé) - Xiwuo

Da(n x (rot Eg x n))®(.,0) e~ (6.46)

Par suite, d’apres I’identité (6.28) pour j = 0, il vient

1 .
h (., Y;) = XDQ(H;O)C“ e M (6.47)

On explicite maintenant les composantes surfaciques. D’apres les identités (6.22), il
vient

CHWE) + C (W) = 370, W5, + 77 — Osuwi® + bY30,W5, | dans Q.

(6.48)
Or
ws® =0 dans €, (6.49)
donc
CH(WS) + C5 (W) = 57 [0s W5, + b7Y30: W] dans Q. (6.50)
Ainsi,
: Aoy
H = L [0, + 17V30W ] dans €. (6.51)
1w o ’ ’
Or, d’apres la proposition 5.3, on a la relation suivante
DWW, (o, Y3) = (rot Eg x n)5(y, 0) ¢ dans Q. (6.52)

De plus, d’apres 1’identité (5.29), il vient

V(Yo, Y3) € Qo 83W§(,j2(yoa Y3) = [aég(yo) - M%,z(yo) - )‘Y:%aég(yo)] e M (6.53)
Donc,

W, Ya) = [ (ot Ef x n)

+ % {b7 (rot B x n) 5 — 20 (ot E§ x n)a}‘z] M5 (6.54)
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Ainsi, d’apres la relation (6.51), on a dans €2

60 | | |
HE(, Yy) = ziﬂ [(rot EF x )|, + 5 {B5 (rot B x m)s — 205 (rot E§ x m),},
+ Y3 { (vot EB x n)ﬁ}\z] e (6.55)

donc,

- Boy
a J
HE LY3) =

! ( 3) W Lo

[(rot E" x n)sl,.
+ Y {307 (vot ES x n), — 21 (rot ES x n)a}]Z] e\ (6.56)

D’apres le lemme 6.11, on en déduit que

(L Ys) = ——[(n x (rot B x m) |, + 3307 (n x (1ot ES x )

i flo
— 77 Y3b(rot Ef x n), | ] e M. (6.57)
Ainsi, d’apres I’identité (6.28) pour j = 0 et 7 = 1,1l vient
(L Ya) = [ (H)%] + Z205(HE )1 — 57 YabG(HE x )| | e
Or, d’apres le lemme 6.11, on a
FPG(HE x ), = (n x (b5(H§ x n)ody”))" sur 2.
Par suite,

HE(,Ys) = [Hi;lyz +3THE |~ Van x (B(HE x n)ayzdyﬁ)} oM

Ceci termine la démonstration de la proposition 6.9.

6.3.4 Une autre méthode de calcul des composantes surfaciques

On propose dans cette sous-section une méthode alternative pour calculer les compo-
santes surfaciques des premiers termes du développement. On utilise pour cela I’opérateur
A introduit au paragraphe 6.2. On note H, = (n x H) X n la composante surfacique
de H dans le voisinage tubulaire O. D’apres la loi de Faraday (6.23), on a la relation
suivante en paramétrisation normale

H‘r(yav h) =

A(E) x n(y,,h) dans O. (6.58)

i o
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Apres le changement d’échelle (4.11), on note par abus de notation

H-r,é(yaa YES) = H-r(yom h’) .
Ainsi, I’identité (6.58) s’écrit

1

H‘r,é(yonYE’)) - iwﬂo

(A[6]W) x n(y,,Ys;) dans €. (6.59)

On note aussi
Hs = Hié. (6.60)

Ainsi, d’apres la relation (3.31), de I’identité (6.59) il vient

1
@ — B (A[S]W 6.61
Hy = o< OI(ALIW), (©.61)
Donc, d’apres (6.12), il vient
O3(5)(ABIW) 5 = 0 (—5 W5 + 05Ws — BV IVs) + O(8%) . (6.62)

En particulier, en substituant le développement asymptotique (5.9) dans (6.62), le terme
d’ordre ¢° dans le membre de droite de I’identité (6.61) s’ écrit
1

W o

cd,ov
HO —_—

7?0 W dans O (6.63)

car WS, = 0 dans € ; de plus, le terme d’ordre ¢ dans le membre de droite de I’identité
(6.61) s’écrit

1
RO 0V MR a0 (669

car wfd = (0 dans €. Or, d’apres (6.52), on a
DWW, (45, Ys) = (1ot Eg X n)a(ys,0) ™ dans €. (6.65)
Donc, d’apres (6.63) et la loi de Faraday (6.23), on a
HE' (.. Y3) = HE | e ™ dans €. (6.66)
De plus, d’apres (5.29), il vient

V(ys, Y3) € Qo O3Wh(ys, Ys) = [af o (ys) — Aag o (ys) — AY3ai o (ys)] e 2. (6.67)
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Ainsi, d’apres (6.64), il vient

cd,ae
H™ =

'60‘[ tE® x n
Z.w'uo] (IO 1 )5’2

+ %{%g(rot ES x n)5’Z — 207 (rot ES x n)(,}z}} e s

ce qui est exactement 1’identité (6.56).

6.3.5 Calcul des composantes covariantes des premiers termes

Les calculs des premiers termes du développement asymptotique du champ magnétique
effectués dans les paragraphes précédents sont contravariants. En effet, les calculs des
termes du développement asymptotique du champ électrique au chapitre 5 sont cova-
riants et les calculs des composantes du développement de 1’opérateur rotationnel en
paramétrisation normale C[¢], voir le paragraphe 6.2, sont contravariants.

Dans le résultat suivant, on exprime les composantes covariantes d’une 1-forme
surfacique a partir des composantes contravariantes du champ de vecteur associé. On
développe pour cela la métrique selon les puissances de ¢.

Lemme 6.12 Pour toute 1-forme H = H,dy“ et pour tout Yz € I = (0,00), on a
Hal(., Y3) = ansHO (., Y3) — 26Y3basH (., Ys) + 62VicagH (., Y3) . (6.68)
PREUVE. Par définition, on a
Hal.Y3) = gaslo]H7(., V3) .
Or, d’apres 'identité (4.2), il vient
Gapld] = aup — 20Y3bap + 52Y320aﬁ
de sorte que la relation (6.68) est vérifiée. |

Définition 6.13 On note Hgffo et Hgffl les termes d’ordre 0 et 1 des composantes surfa-
ciques covariantes du développement asymptotique du champ magnétique déterminées
a partir de identité (6.68) et des termes Hgd’ﬁ et H‘{d’ﬁ d’ordre 0 et 1 des composantes

surfaciques contravariantes du développement asymptotique. Précisément, on a

{ H (-, Ys) = ang Mg (., Y5)

. . (6.69)
HE (., Va) = ansHP (., Ya) — 2Yabas HEMP (., Ya)
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La proposition suivante fournit les composantes covariantes des termes d’ordres 0 et 1
du développement asymptotique du champ magnétique. Celles-ci sont calculées a partir
des composantes contravariantes et du développement de la métrique.

Remarque 6.14 Par abus de notation, on note a présent Hii = (H'j i)a sur Y.

Proposition 6.15 (Champ magnétique covariant) Pour tout Y3 € [ = (0,00),0na

Hedo (- Ys) = Hio(.,0) e (6.70)
et
HEL (0 Va) = [ M 0) + 5 {bg (. 0) = 25 HE, (L0 e 671)

Démonstration de la proposition 6.15

D’apres la proposition 6.9, on a
Hcdﬁ( }/})): HIS ’ B —)\Yg.
Donc, d’apres la définition 6.13, on en déduit que
ngo(’}/}’) — a/aﬁ HIS ’ B —)\Y3
ce qui prouve la relation (6.70). D’apres les identités (6.30) et (6.31), il vient
HE, (1 Ya) = ap | (HE 4] )7 + B30 (HE, |L) — 77Yag (G x ), ] e
— 2V3bap(HE |7 e (6.72)

de sorte qu’on a la relation
c is 3 o /is V@10 is is \B _
Hac’ll(.’ 1/73> - |:Ha71 _'_ }/}’{abOHCM,O - aaﬁ] ﬁbl/(HO X n)o - 2baﬁ(H.’.70) }‘2] € AYS .

Pour prouver la relation (6.71), il suffit donc de démontrer I’identité suivante

3 . . 1 . .
SUOHE o — aus W (HE X ), — 2bos(HE,)7 = S, — 1HE, sur ¥

soit encore
BIHE o — aapi b (HE x n)y —bIHE, =0 sur % (6.73)

puisque
baﬁ(HE,O)B:bg if,o sur - 3.
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Or,

Hi(f:Hi;O sur ¥ car hS=h=0 sur X.

Ainsi, d’apres la relation (3.30), il vient
GBS (HE x n)y = —j"Pe3,,00 (HE )" sur 3. (6.74)

De plus,

'l/ﬂ

7P = 0450 — 0U67 sur T

de sorte que,
7000 :,0 = _bg(Hirs,o)V + bg(HiTS,o)ﬁ sur X

donc
gagj”ﬁb‘jHif,o = —bgHif,O + bgHz,o sur X

Par suite, I’identité (6.73) est vérifiée.

6.4 Développement asymptotique du champ magnétique

Dans cette partie, on effectue une étude de 1’effet de peau en champ magnétique.
On adopte une démarche similaire a celle des chapitres 2, 3, 4 et 5 en mettant I’accent
uniquement sur les changements par rapport a 1’étude en champ électrique.

6.4.1 Formulation variationnelle

Dans cette section, on reprend les notations du chapitre 2. On s’intéresse toujours au
probleme de Maxwell (2.4) en champ électromagnétique avec la condition au bord de
I’isolant parfait (2.2). On rappelle que « > 0. De plus, sous I’hypothese spectrale 2.24
et pour § > 0 assez petit, il existe une solution E; € X¢(£2,§) au probleme variationnel
(2.18)-(2.19) associée a une donnée F € Hy(div, (2) a support dans le domaine (2. On
définit le champ magnétique H; a partir de la loi de Faraday

1

H; = -
Wwo

rotEs dans (.

D’apres le théoreme 2.21, Es € X1(2,9) et Hs € Xy (£2) sont solutions des équations
de Maxwell (2.2)-(2.4). On effectue dans cette derniere partie une étude en champ
magnétique des équations (2.2)-(2.4). Les conditions de transmission du champ magnétique
a I’interface X different de celles du champ électrique.
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Conditions de transmission a I’interface

En conséquence des lemmes 2.7 et 2.8, on en déduit les conditions générales de
transmission du champ magnétique sur I’interface X.

Lemme 6.16 Soit F ¢ L*(Q) tel que 5(1_6)F € H(rot, Q). Soient Es et Hs dans L*(Q) des

solutions du probleme (2.4). Alors, on a

1
[H(g]z =0 et [m rot Hs x I’I]Z =0.

De plus,
divHs =0 dans L*(9Q).

Remarque 6.17 La seconde condition de transmission du lemme 6.16 s’écrit

rot Hy® x n =rot HS xn sur ¥,

1+ %

Formulation variationnelle en champ magnétique

A partir du lemme 2.14, on démontre que Hs; € Xn(€2) vérifie le probleme variation-
nel suivant
Trouver Hs € Xn(S2) tel que VK € Xn(€2)

1 _ _ 1 1 _
— ——r1ot Hy - rot K 2uHs - K)dx = — t —F - Kdx. 6.75
/Q( 5(6)r0 5 - ot K+ r*pH; - K)dx M/Qro -0 x. (6.75)

La formulation forte du probleme (6.75) dans les sous-domaines €25 et {24 est similaire a
la formulation forte en champ électrique, voir (2.8). Cependant, les conditions de trans-
mission du champ magnétique H; a I’interface X different de celles du champ électrique
E;s.

Formulation forte des équations en champ magnétique

Soit Hy € Xn(€2) une solution de la formulation variationnelle (6.75). Alors, Hs
satisfait les relations suivantes au sens des distributions

([ —rotrot HS + k2HE = LrotF® dans €
— (1+1§i2) rot rot H® + k2HSY = 0 dans Qg
Hs x nls — 0 (6.76)
1+15% rot H§? x n = rotHf xn  sur X
HS x n = 0 sur  0f)
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Réciproquement, si Hy satisfait les relations (6.76) au sens des distributions, alors Hy
vérifie I’identité suivante au sens des distributions

1 1 1
— rot =) rot Hs 4+ k% uH;s = — rot %F dans € (6.77)

et puisque k > 0 et > 0, Hy vérifie aussi la relation suivante au sens des distributions

divHs; =0 dans €.

6.4.2 Equations en paramétrisation normales

Dans cette sous-section, on reprend les notations du chapitre 3. En particulier, (y,, h)
désigne un systeme de coordonnées normales dans un voisinage tubulaire O de ¥ dans
le domaine {2.4. On choisit a présent de considérer H comme une 1-forme définie sur
O, ce que I’on note en coordonnées normales H = H;dy'. D’apres 1’équation (6.76),,
I’opérateur différentiel dans O exprimé a I’aide de dérivées covariantes V a une ex-
pression similaire a celle issue de I’étude en champ électrique, voir la proposition 3.45.
Cependant les conditions de transmission du champ magnétique a I’interface different
de celles du champ électrique.

Conditions de transmission a I’interface

Proposition 6.18 Les conditions de transmission du champ magnétique a travers X
s’écrivent en paramétrisation normale

Hdy~ = H*—~(H*-n)n  sur ¥
1 cd cd @ is (678)
s (V3HS — V,HY)dy® = (rotH x n) sur X

PREUVE. La premiere équation est une conséquence de (6.76);. La seconde traduit
en termes de dérivées covariantes la condition de transmission (6.76),, voir la relation
(3.48), du chapitre 3. |

D’apres (6.76),0n a

L otrot H + k?HS =0 dans Qg (6.79)
(1+ %)
donc la réduction normale de 1’opérateur différentiel dans O est donné par les expres-
sions (3.50), et (3.51),. Seule change la réduction normale des conditions de transmis-
sion. La proposition suivante fournit I’expression en paramétrisation normale des rela-
tions (6.78) définies sur I’interface ..
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Proposition 6.19 Soir H € I'(110). La réduction normale des équations (6.78) écrites
en composantes covariantes, donne les équations suivantes. En composantes surfaciques
(pour j = «), on obtient

HSdy~ = (nxHxn sur %

1 h rycd cd @ is (680)
1+L~2((‘33Ha — 0 HMdy* = rotH® xn sur X%

8

PREUVE. La relation (6.80); est une conséquence directe de (6.78),. L’identité (6.80),

est une conséquence directe de (6.78), et sa démonstration est similaire a celle de (3.51)5.
[ |

6.4.3 Développement en série entiere de I’opérateur 3D

Dans cette sous-section, on reprend les notations du chapitre 4. On développe dans ce
paragraphe les conditions de transmission (6.80). La condition de transmission (6.80),
permet de définir un nouvel opérateur, jouant un role similaire a celui de 1’opérateur B
dans I’étude en champ électrique

D : C>((0,n), T(T1%0) x C*(%0)) — T(T1%0) (6.81)

par I’équation
D.(H)dy® = Hody* sur X. (6.82)

Remarque 6.20 L’opérateur D est un opérateur différentiel d’ordre 0.

Le changement d’échelle (4.11) permet de définir un nouvel opérateur noté D[4] a partir
de I’opérateur D ci-dessus. On note aussi dans la suite

H(.,h) = V(.,Y3).

Définition 6.21 On définit

I’ opérateur sous-jacent a I’opérateur D et obtenu apres le changement d’échelle (4.11).

Ainsi, dans un systeme de coordonnées normales, on a

(D[OIV) (4a, 0) = (DH) (ya,0) . (6.84)
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D’apres (6.82), il vient
(D[0]V) dy* = Vddy® sur X (6.85)

Par continuité de la composante surfacique du champ magnétique a I’interface X, voir
(6.80),, on a donc la relation suivante

Vedy® = (n x H®) xn sur . (6.86)

Condition de transmission (6.80), du champ magnétique

On développe ici la condition de transmission

rotHxn}E:O.

[ 1
e(d)
Cette relation s’écrit de la facon suivante en paramétrisation normale

o0

= (i) (O HS — 0, Hs")dy® = rot H® x n sur %,
ou encore avec les notations du paragraphe 6.2

Z 252 "AHY = totH®* xn sur 2.

n=1

Ainsi, apres le changement d’échelle (4.11), il vient

i i6?)" 8 A 5’183V;d)dya —rotH*xn sur X. (6.87)
n=1
L’opérateur T[0 i (i0%)"A[d] est développable en série entiere. Il existe des
opérateurs "
T,: COO(L;,F(TlZO) X COO(EO)) — [(T1%) (6.88)
tels que
-3 ST, s 3. (6:89)

Clairement, d’apres (6.87), il vient

TV { (—i)PAsVAdy®  si n=2p—1

6.90
PO VE dy™ si n=2p (020)



136 CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENT DU CHAMP MAGNETIQUE

Par suite, d’apres 1’identité (6.87), on a la relation suivante

> T,V =rotH* xn sur ¥ 6.91)

n=1

et les opérateurs T,, sont donnés par les relations (6.90).

6.44 Développement asymptotique

Dans cette sous-section, on reprend les notations du chapitre 5. On se place dans le
cadre de I’hypothese spectrale 2.24. On considere une solution Hs du probleme (6.76).
On effectue I’ Ansatz suivant pour le champ magnétique H;, comparer avec (5.9) au
chapitre 5 pour le champ électrique,

HE(x) ~ Z H?(x) &7 pour x € €
J=20
, (6.92)
HSY (x) ~ Z H;d(x; 9)¢’  pourx € Qg
J=20
ou
HE (x,6) = V(50 1) si @ 6.93
$(x;0) = j(ya,g) si x € (6.93)
et
VS (ya,Y3) — 0 lorsque Y3 — +00. (6.94)

Notation 6.22 On note V;d = (n x V;d) X n le champ magnétique surfacique issu de
V;d et vjc»d = V;d - N sa composante transverse, de sorte que

VYo, Y3) = VYo, Y3) + 05 ya, Ya)n 0t VSO =V dy”.

Dans la suite, on note aussi Hijs‘(x) = I:IIjs(ya, 0) pour tout x € X.

On substitue 1’ Ansatz (6.92) dans I’équation (6.79) puis en identifie les termes selon les
puissances de 0.

Equations transverses

On obtient les équations vérifiées par vjc-d dans 2y en remplacant dans les équations
(5.14) les termes w$® par v$¢ et WS par V§°.
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Equations surfaciques

On obtient les équations vérifiées par V(fj dans 2 en remplacant dans les équations

(5.12) les termes W;d par V;d .Les équations (5.13) vérifiées par les termes du développement
asymptotique du champ électrique ne sont pas vérifiées par les termes V;‘j‘j. Cependant,
d’apres la relation (6.86), il vient pour tout j € N

Vi9dy® = (nx H;) xn sur X. (6.95)

Condition de transmission (6.80), du champ magnétique
En substituant 1’ Ansatz (6.92) dans la relation (6.91), il vient
. J . .
Z &’ Z TkV?ik = rot Z H'jséj Xn sur X

j=1 k=1 720

puis en identifiant les termes selon les puissances de 0, on en déduit les relations sui-

vantes sur X _
rotHf xn = 0

J ) _ (6.96)
Z TV, = rotHY xn sij>1
k=1

Equations dans le domaine isolant ¢2;

On rappelle que I’espace fonctionnel X(2;) est défini au chapitre 2, voir la définition
2.4. On introduit les espaces fonctionnels suivants

Xnt(%) = {ueX(Q)| uSxn=0 sur 99, u*-n=0 sur X}

et
X0 () ={u e X(Qs)| u*xn=0 sur 0N}. (6.97)

Enfin, on introduit un opérateur W de relevement de traces normales sur ¥ dans le
domaine isolant €2
. 1
e o H 7 2(X) — HY(Q)

pour s > 0 assez grand. Ainsi, pour tout j € N, si H;d ‘ne HS_%(E), alors
uijs = \Ifig(de -n) € H¥(Q) vérifie uijs ‘n= H;d ‘n osur Y.

On utilisera par la suite que cet opérateur Wi est continu. On suppose & présent que la
donnée F est indépendante de & et F € L?(Q) satisfait rot wF € L*(€2). En substituant
I’ Ansatz (6.92) dans 1’équation (6.75) puis en identifiant les termes selon les puissances
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de 9, on est ramené a résoudre les problemes suivants posés dans le domaine isolant :

Trouver H5 € X3 (Qis), avec HE — UE(HS - n) € Xnt(Qis), tel que

VKEXNT(QiS),/ (—rotHg-rotl_(+/<;2Hi(§‘~R)dx+/rotHig‘xn-R.,.ds
s =

1 L
= — rot F* - Kdx (6.98)

iKl Qis
et pour tout 7 € N*,

Trouver Hijs‘ € X3 (Qis), avec Hijs‘ — \I/iZS(H§GI -n) € Xnt(€s), tel que

VK € Xnt (i) ,/ ( — rot Hi; -rot K + K2 Hi; . R) dx

Qis

+/rotHij5><n~K7.ds:0. (6.99)
Y

Construction des termes du développement

Composante normale du terme d’ordre 0 dans le domaine conducteur
D’apres (5.14), on a v5¢ = 0 dans €.

Terme d’ordre O dans le domaine isolant (2;
Comme v5! = 0 dans Q, le terme Hf vérifie la condition aux limites suivante a I’inter-
face

HS - n=0 sur %. (6.100)

C’est la condition du conducteur parfait pour le champ magnétique sur . De plus,
d’apres (6.96), le terme H{ vérifie aussi la condition aux limites suivante

rotHS xn=0 sur . (6.101)

D’apres la relation (6.98), le probleme a résoudre pour le terme HiOS est donc le suivant

Trouver HiOS € Xnt () tel que

. ~ o 1 o
VK € Xn1(£25s) ,/ (—rot H; -rot K + x? H'OS-K) dx = — rot F*-Kdx. (6.102)

Qis L Qis

On rappelle que sous I’hypothese spectrale 2.24, le terme Ef € Xy () est 1'unique
solution du probleme (5.20).
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Proposition 6.23 Soit Eios € Xtn () la solution du probléme (5.20). Alors,

Hy = - rot Ef  dans s (6.103)
iwiio

est l'unique solution du probleme (6.102).

PREUVE. On pose uj = —— rot E5 dans () oul E§ € Xyn(Qs) est la solution du

twhio

probleéme (5.20). D’apres la relation (5.20), pour tout E" € Xty (), 0n a

1 . - = S
/—(iwuou'os-rotE'—/-@QE'Os-E')dx:/ F*-E'dx.
Qs M

Qis

Or, en intégrant par partie, il vient au sens des distributions
/ u® - rot E' dx = (rot uff, E')q, + (uf¥ x n, E.)aq
Qis

car E/. = 0 sur . Donc,

W o

1 = o= , o
/ — (iwporotug - E' — k*Ef - E) dx + (ug x n, E ) pq = / F* . E dx.
Qis 'u Qis

Ainsi, on a les relations suivantes au sens des distributions

(6.104)

iwporotu — k2 Ey = pF*®  dans
us xn =0 sur O

En particulier, uf € Xyt({2s). En prenant le rotationnel de la premiere équation de
(6.104), il vient au sens des distributions

iwpg rot rot uy — K2 rot E§ = prot F®  dans

et donc par définition de uf$, il vient au sens des distributions
is 2,.is 1 is
rotrotug — k“uy; = ——rot F® dans (). (6.105)
iRk

En particulier, pour tout K € Xyt ({2s),0n a

. . _ 1 L
/ (rotrotuf — k’uf) - Kdx = —— [ rot F*®- Kdx. (6.106)
Qis K Qis
Or, en intégrant par partie le premier terme du membre de gauche de cette derniere
égalité, pour tout K € Xn1(€2s),0n a

/ rotrot ufy - Kdx = / rot u - rot Kdx — (rotu§ x n, K,)x
Qis

Qis
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car K x n = 0 sur 0. Ainsi, d’apres (6.106), il vient

VK € Xnt (i) ,/ (rotug - rot K — k% uf - K) dx
Qis

1 . . _
= — rOt|:'S.de—|—/rotu'Os><n~K.,.al$. (6.107)

1R Qe )

Donc, uioS € Xnt(€s) vérifie le probleme (6.98). Pour conclure que uig' = Eig‘, il suffit
de prouver que le probleme (6.102) est injectif. C’est une conséquence de I’hypothese
spectrale 2.24. Soit u € Xnt(€2;s) tel que

VK € Xnt(£25s) ,/ (rotuiS -tot K — k* ufs - R) dx=0.
Qis

D’apres la loi d’Ampere, on pose

E° = —,ﬂ rotu’® dans €.
ik

Ainsi,

VKEXNT(QiS),/ (—EEismotR—mQuis-R)dx:O.
Qs H

Or, en intégrant par partie, il vient au sens des distributions
/ E* . rot Kdx = (rot E® K)q, + (E® x n,K,)x
Qis

car K, = 0 sur 02. Donc, on a les relations suivantes au sens des distributions

%‘ rot E® — k2us = 0 dans
E* xn = 0 sur X

En prenant le rotationnel de la premiere équation du systeme précédent, il vient au sens
des distributions
rotrot E® — k2 E® =0 dans .

D’apres I’hypothese spectrale 2.24, on en déduit que
E°=0 dans €, ie. rotu®=0 dans $.

Or, le domaine ;; est simplement connexe, donc il existe ¢ € H*(£2) unique a une
constante additive pres, tel que

u®=Vy dans Q.
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De plus, on a div u® = 0 dans €2, donc
Ap =0 dans €.

Enfin, les conditions aux limites u® x n = 0 sur €2 et u® - n = 0 sur ¥ permettent de
conclure que ¢ = 0 dans §2;. |

Composante surfacique du terme d’ordre 0 dans le domaine conducteur
D’apres (5.12) et (6.95), le terme ng est solution de 1’équation différentielle ordinaire
en Ys

{8§V8d(-,Yé,)+m2V5“(-,Y3) =0 $iY; € T = (0,00)

Ved(.,0) = (nxH) xn(.,0)
(6.108)
On rappelle que A est défini par la relation (5.23).

Proposition 6.24 Sous [’hypothese (6.94), ’EDO (6.108) admet une unique solution
Vel donnée par la relation suivante

Y(ys, Ys) € Qo,  V&(ys,Y3) = (n x Hy) x n(yg, 0) e 2. (6.109)

Composante normale du terme d’ordre 1 dans le domaine conducteur
D’apres (5.14), on a le résultat suivant.

Proposition 6.25 Pour tout (yg, Ys) € 0, ona

1 IS —
v‘fd(yﬁ,Y},) = Xyg((n x Hy) x n)(yg, 0)e AV (6.110)

Remarque 6.26 Ce résultat coincide avec celui qu’on a obtenu lors de la reconstruction
du champ magnétique via l’étude en champ électrique, voir la proposition 6.9. En effet,
ona

Do(H:)* =72 ((nx HE) x n)  sur X,

PREUVE. D’apres (5.14),
0§ = —ik 22 (05(VSY)) dans €. (6.111)
Or, d’apres (6.109), il vient
05V (y5,Ys) = —A(n x Hy) x n(yg,0) e (6.112)

et de plus
v =0 dans €. (6.113)
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Donc, .
v$? = i T32 ((n x Hy) x n)(y5,0) dans €. (6.114)
Enfin, k=2 = —iA~2, de sorte qu’on a la relation suivante
1 ~ is _
Vi (ys, Ys) = 372 ((n x Hg) x n) (y5,0) . (6.115)
[ |

Terme d’ordre 1 dans le domaine isolant (),
D’apres la proposition 6.25, le terme H7 vérifie la condition aux limites suivante a 1’in-
terface

. 1 .
HY -n= Xfyg‘((n x H5) xn) sur . (6.116)

De plus, d’apres la relation (6.96), le terme Hif vérifie aussi la condition aux limites
suivante '
rot HY x n = —ig; V5 sur 3. (6.117)

Donc, d’apres (6.109), il vient
rot HY x n = iAHE, sur . (6.118)
D’apres la relation (6.99), le probleme a résoudre pour le terme Hif est le suivant

Trouver H® € X2%(Q), avec H — WS (H - n) € Xnt(Qis), tel que

VK ¢ XNT(Qis) ,/

Qis

(rot HY - rot K — k* Hf - K) dx:i)\/Hio-K.,.ds. (6.119)
s

On rappelle que sous I’hypotheése spectrale 2.24, le terme E® € Xy (i) est I'unique
solution du probleme (5.27).

Proposition 6.27 Soit Eif € Xtn(Ss) la solution du probleme (5.27). Alors,

HE = rot E¥  dans (s (6.120)

W to
est l'unique solution du probleme (6.119).

La démonstration de la proposition 6.27 est similaire a celle de la proposition 6.23.

Composante surfacique du terme d’ordre 1 dans le domaine conducteur
D’apres (5.12) et (6.95), pour tout yz € 3, le terme V(‘;‘f'l (ys, .) est solution de I’équation
différentielle ordinaire en Y3

{ BV (y5,Y3) + i3V (y5,Y3) = 20005V + 030V, si Yz €1 =(0,00)

Vel (43, 0) — ((n x A7) x n)_(y3,0)
(6.121)
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Remarque 6.28 On a utilisé ici le fait que v = 0 dans Qg pour calculer le second
membre de '’EDO.

Proposition 6.29 Sous la condition (6.94), '’EDO (6.121) admet une unique solution
V;‘f'l satisfaisant

V(ys, Ya) € Qo, Vil (ys, Ys) = [A0 1 () + Ya AL, (yp)] e (6.122)
ol

A% 1 (ys) = ((n x HY) x n)_(ys,0)

AL (ys) = (305((n x HG) xm), =0 (0 x H) x ) ) (3,0)

PREUVE. On commence par calculer le second membre de ’EDO (6.121). D’apres la
relation (6.109), il vient

(6.123)

V5 = —A(nx Hy) x n)ge 5. (6.124)
On en déduit la relation suivante

«

—2b005V5h + D55V = A 202 ((n x Hg) x n)s — b5 ((n x Hg) x n)a] e (6.125)

Le terme général de I’ensemble des solutions de I’EDO (6.121) satisfaisant 1’hypothese
(6.94) s’écrit
Ve (ys, Ys) = [AD 1 (ys) + Y3AL 1 (ys)] e 2.

Analysons I’ensemble de ces solutions. On a

BV = [FAAY, + Y3AL ) + AL ] e ™ (6.126)
puis,
BV = [N(AL 1+ Y3AL ) —20AL [Je M5 (6.127)
Donc,
BV — NV = 2040 e (6.128)

Ainsi, si V;‘f'l est solution de (6.121), alors d’apres la condition initiale (6.121), de ’EDO
et (6.125), il vient

A9 (y5) = ((n x AY) x n)_(3,0)

s 5 i (6.129)
—2MAL = )\[ng((n x Hy) x n), — 0((n x Hp) x n),

On en déduit les relations (6.123). [ |
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Remarque 6.30 Ce résultat coincide avec celui de la proposition 6.15. En effet, d’apres
la remarque 6.14, on a ((n x H?) x n)a =H¥  pourj=0,1.

Composante normale du terme d’ordre j € N\ {0, 1} dans le domaine conduc-
teur

7j—1
D’aprés (5.14), il vient v§¢ = —ix=2> " L7 (V§?) dans Q.
k=0
Terme d’ordre j € N\ {0, 1} dans le domaine isolant
Le terme HY vérifie la condition aux limites suivante & I’interface

7j—1
HY n=—in > LI 5 (Vi¥)(ys,0) sur % (6.130)
k=0

De plus, d’apres la relation (6.96), on a
_ J
rotHS xn =)~ T,V§?, sur 3. (6.131)
k=1
En particulier, le terme H5 vérifie la condition aux limites
rot Hy x n = —igsVe  sur 3.

et d’apres la proposition 6.29, il vient
. . 1 . .
rot Hi x n = i\, — i(ébgH';O . bg(H:O)dea) sur 3. (6.132)
D’apres la relation (6.99), le probleme a résoudre pour le terme Hijs est le suivant

Trouver HijS e X3 (i), avec HijS - \IIE(HEd -n) € Xnt(s), tel que

VK ¢ XNT(Qis) ,/

Qis

J
(rot Hijs-rot K—k? Hijs-R) dx = Z /ETkV;d_kKT ds. (6.133)
k=1

On rappelle que sous I’hypothese spectrale 2.24, le terme Eijs € Xtn(s) est I'unique
solution du probleme (5.48).

Proposition 6.31 Soit EijS € Xtn(Ss) la solution du probleme (5.48). Alors,

H? = rot E? dans ()

iwfio

est l'unique solution du probleme (6.133).
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La démonstration de la proposition 6.31 est similaire a celle de la proposition 6.23.
Composante surfacique du terme d’ordre ; dans le domaine conducteur

D’apres (5.12) et (6.95), pour tout yz € 3, V< % (ys, -) estsolution de I’équation différentielle

ordinaire en Y3

7j—1
BVL (ys,Ys) + iV (3, Y3) ZLJ "V (ys, Ys)  pour Y; € (0,00)
k=

((nx I:Iijs) X n)a(yﬁ,O)
(6.134)

Dans la proposition suivante, on explicite la structure générale des solutions de I’EDO
(6.134), voir la proposition 5.10 pour un résultat similaire relatif au développement
asymptotique en champ électrique.

VCd (yﬁv )

Proposition 6.32 Soir j € N\{0, 1}. Sous I’hypotheése (5.11), ’EDO (6.134) admet une
unique solution V;‘f'j. De plus, il existe des fonctions A(’l ; définies sur 3 pour tout k < j,
telles que pour tout (yg, Ys) € o, on a

Vi (s, Ys) = [AY(yp) + YaAL i (yg) + -+ + Y5 AL (ys)] e M3 (6.135)

De plus, on a

AL (ys) = ((nx H}) x n)_(ys,0). (6.136)

Le processus ci-dessus fournit le développement asymptotique de Hs dans les sous-
domaines s et (0q. Dans le paragraphe suivant, on récapitule les différents termes
du développement asymptotique du champ magnétique. En particulier, on explicite les
termes d’ordre 0 et 1 du développement dans le domaine conducteur.

6.5 Comparaison et synthese des développements

Dans cette partie, on compare le développement en champ magnétique obtenu au
paragraphe 6.4 avec celui calculé a la section 6.3. Les calculs effectués pour les termes
d’ordre O et 1 au paragraphe précédent, voir les propositions 6.24 et 6.29, coincident
avec ceux de la proposition 6.9, obtenu au paragraphe 6.3. On rappelle que la donnée
F ¢ H*?(Q), 0ot s > 2, est & support dans Qs et vérifie divF = 0 dans €. Sous
I’hypothése spectrale 2.24, les termes HijS et H;d du développement asymptotique sont
définis de facon unique. On a

HS ~ HS + 0HF + 0°H5 + -+ dans (),

HS (x) ~ HE(x: 6) 4 6HS (x; 6) + OPHE (% 8) + - -+ si x € Qe
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et donc

h
+ 52V(2:d (yaa <

5)4—'“ si xeO

h
+ 5V(1:d (ych <

c c h
H(Sd (X) = \/OCI (yaa N 5)

5)

V;d (yﬁa }/E’)) - Voczd(yﬁ7 }/E’))dya + U§d (yﬁa }/E’))n .

5J
Pour tout j > 0, les termes v$?, HijS et V¢ sont déterminés successivement. Le terme
HE € Xyt (Q)NH* ! (€4) est I"unique solution du probleme (6.102) et Hijs € X9 ()N
H*771(()) est I'unique solution du probleme (6.133) pour j > 1. Le terme Hf <
H*~1((),) satisfait les équations aux dérivées partielles (EDP) suivantes au sens des dis-
tributions

rotrot Hy — k?HS = —LrotF®  dans
(2

rot Hy x n = 0 sur X

HS x n =0 sur 0N

De plus,on a

. 1 .
H; = —— rotEj dans
iw o
ol E§ € X1n (i) est la solution du probleme (5.20). Le terme H® € H¥2(Q;) satisfait
les EDP suivantes au sens des distributions

rotrot HS — k?HF = 0 dans ()
rot H® x n = i)\Hi;O sur X
H® x n =0 sur  0f2
De plus,on a
HY = - rot E5 dans

iwfto

ol E¥ € X3?() est la solution du probleme (5.27). Pour tout j > 2, le terme HijS €
H* =7~ 1(Q)y,) satisfait . _ .
H? = 0°0 6;(H% |, (6.137)

ou I’opérateur &; défini pour tout 5 > O par
3 -5
S, : HS._E(E) — HS_]._E(Z)
H[,f’ol2 — 1ot HY X n’z
est un opérateur tangentiel et Q™ est I’opérateur défini par

Qs+ HY3(Y) — {HeH 7 Q)| divH = 0}
G — H
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ou H est I’'unique solution au sens des distributions des EDP suivantes

rotrot H® — k2H® = 0 dans
rot H® x n = G sur X
rot H® x n = 0 sur  0f)

En particulier, d’apres (6.101), (6.118) et (6.132) on a respectivement sur I’interface >

GO(HE,O) =0
&1 (HE,) = iAHE,

G(H ) = iA(Q(S1(HE,), M(HE ) ) —i(LtgHE, — b (), dy”)

De plus,on a

is 1
H = -

rot Eijs dans
Wwo

ol EijS e X9%();) est la solution du probleme (5.48). On justifie & présent que 1’ opérateur
G est bien défini pour tout ;7 € N. On suppose que pour tout [ < j,on a

rot Hi® x n}z = &;(HE, ’
On a

J
rot Hy, ; x n = E T Ve sur ¥
k=0

Les membres de droite de ces relations s’expriment en fonction des termes Vzd pour
k < j.De plus, il existe des opérateurs ¢y, pour k € {0, j} tels que

ng _ Gbo Hls ’

et pour tout £ > 1 _
Vi’ = ou(H

voir plus-bas pour la structure des termes Vzd. Or, par hypothese de récurrence et d’apres
la relation (6.137), on a

ZaHilsa"'7Hiks)

Ym>1, Hy=0Q%06,(H;ly)

Ainsi, ’opérateur G, défini par

S;11(HE,) = ZTM 0k (HE ol QF(81(HE,), M (HEY)), -+, @ (S4(HE), Mu(HE,))
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sur X, satisfait la relation
rot Hijsle Xn= 6j+1(HiTS7O) sur X

ce qui prouve que &; est bien défini pour tout j € N.
On a explicité les deux premiers termes VS et VS, Pour tout Y3 > 0,0n a

Ve (ys, Ys) = (n x Hy) x n(ys, 0) e

et

1 is
V', ) = (142 (0) + Yol () ]y + 395 (0 x HE) x ) (53,0) ) e

N

ou :
Ag,l(yﬁ) = ((" x Hy) x ")a<3/670)
AL () = (Sb3((n > BG) xm) = b2 ((n x HE) x n), ) (43, 0)
Ainsi, la courbure de la variété > apparait dans le développement en champ magnétique

des ’ordre 1. Enfin, pour tout j > 2, les termes V;d (Ya, Y3) admettent la décomposition

V;d(yﬁ, Y;) = v (ys, Y3)dy® + vjc»d(yg, Y3)n pourtout Y3 >0,

a7j

ol les termes V<%, et v5¢ ont la structure suivante

Vel Ys) = [Ag,j (ys) + Y3AL ;(ys) + -~ + VI AL (yﬁ)} e\

et
ch’d(yﬁa Y3) = [d?(yg) + Y},d}(yﬁ) S Y}f_ldg_l(yﬁ)] oA

En particulier, on a
~is

Ag,j(?/ﬁ) = ((" X Hj) X ")a(yﬁvo)-



Chapitre 7

Convergence du développement
asymptotique

7.1 Introduction

Dans ce septieme chapitre, on étudie la convergence des développements asympto-
tiques multi-échelles du champ électrique E; et du champ magnétique H;. Les restes
d’ordre m du champ électrique sont définis en otant a E; les m + 1 premiers termes
du développement en champ électrique. A partir des estimations a priori uniformes en
0 démontrées au chapitre 2, on obtient des estimations en puissances de o de ces restes.
Ces estimations valident le développement asymptotique en champ électrique effectué
au chapitre 5, ainsi que le développement asymptotique en champ magnétique calculé
au chapitre 6.

Le plan de ce chapitre est le suivant. On rappelle le probleme étudié pour le champ
¢électrique et on calcule les relations naturelles vérifiées par les restes du développement
asymptotique au paragraphe 7.2, voir la proposition 7.4 pour un résultat précis. On
démontre des estimations des restes en puissances de ¢ au paragraphe suivant, voir le
théoreme 7.9 pour un résultat précis. On en déduit des estimations optimales des restes,
uniformes en d.

7.2 Etude des restes

7.2.1 Cadre d’étude

Dans ce chapitre, on considere une donnée F € H* ?(€2), ott s > 2, & support dans
Qs telle que divF = 0 dans 2. On note E; € X1(€2,0) une solution des équations

149
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suivantes au sens des distributions

ﬁ rotrot Es — k?¢(0)Es = F  dans Q
7.1)
Es; - n =0 sur  0f).

voir (5.5) et (5.6). Puisque div F = 0 et k # 0, on en déduit que dive(J)Es = 0 et donc
E; vérifie
—AEs — k* 1 e(0)Es = uF  dans Qi U Qg

ainsi que les conditions de transmission suivantes

[6(5)E5 : n]z =0 [le 6(5)E5]Z =0
et

7.2
[E5 X I’I]E =0 [I”Ot E5 X I’I]E =0 ( )

Des calculs similaires a ceux effectués dans [16, Proposition 2.1] impliquent que 1’en-
semble des conditions de transmission ci-dessus et les conditions au bord recouvrent le
Laplacien dans ;s et {24, au sens de [40, Définition 1.5 p.125]. On en déduit le résultat
suivant de régularité elliptique par morceaux de E; :

Es € PH(Q),

ou PH?(Q2) désigne I’espace des fonctions vectorielles H* par sous-domaines. On rap-
pelle que la premiere équation dans (7.1) s’écrit en coordonnées normales (y,, Y3)
— E n n C Z C
072 CS"RM(WSY) — k(14 ﬁ)w(;ﬂ =0 dans Qs (7.3)

n=0
voir (5.7), ou

h
(Yo, Y3 = g) € Qs sietseulementsi x € O

ct
Wy, Ys) = ES(x) si x€O.

De plus, d’apres (5.8), la continuité de la trace tangentielle du rotationnel de E; a travers
I’interface > s’écrit en paramétrisation normale

s 'BY(WSY) + BY(WS) =10t Ef x n sur X, (74)

Enfin, on rappelle que la divergence de E; est nulle dans le domaine ()4, ce qui s’écrit
de la fagon suivante dans les coordonnées (y,, Y3), voir (5.54)

07t omdivi(WE) =0 dans Q. (7.5)

n=0
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La structure du développement asymptotique en champ électrique associé au probleme
(7.1) est résumé au paragraphe 5.3.5, voir la proposition 5.14. En particulier, sous 1’hy-
pothese spectrale 2.24 sur x, pour tout j € [0, [s] — 2], olt s > 2, les termes EijS et W;d
du développement sont bien définis et ont la régularité suivante :

EF e HI(Q) e Wil e M (3,0(1)) 7.6)

Remarque 7.1 Pour tout j € [0, |s] — 2] ott s > 2, ona s — j > 2 et donc d’apres
(7.6), il vient
is c 3 00
EF € H* () er W' € H2(3,C™(D)). (7.7)

7.2.2 Sommes partielles

A partir du développement asymptotique en champ électrique (5.9), on définit les
sommes partielles associées. Pour tout N € [0, [s]| — 2], on pose

N
() =D EF(x)§ i x e

—0

<

ct
al h
Ef)s(0) =D Wi'(ya, )07 si x€0. (7.8)
7=0
D’apres (7.6),0n a
Ss €EHTV(Q) et EfN e HTV2(0). (7.9)

Définition 7.2 Soient s > 2 et F € H* (). Pour tout N € [0, | s] — 2], on note Ejy) 5
I’approximation asymptotique d’ordre N de la solution Es des équations (7.1)

is

[NL(g(X) si X E€E Qis

E X) = 7.10
m5(x) { Efds(x)  si x€O (7.10)

Dans ce chapitre, on compare E|y) s dans €;; U U O ala solution forte E5 des équations
(7.1). On commence par prolonger E |y s au domaine {14 avec une fonction de troncature
X € C*(Qq) telle que y = 1 dans un voisinage tubulaire 0" de 2,00 O’ C O,et x =0
dans Q4 \ O, voir la Figure 1 ci-dessous.
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Figure 1 — Un voisinage tubulaire @' C O de ¥ dans (¢4

On pose .
[N].6 dans (i
Envs =1 vEfs dans O (7.11)
0 dans Qg4 \ O
En particulier, on a )
Enjs = Enjs dans QU0 (7.12)
D’apres (7.9),on a
Envs € H 7V (Q) et Efys € HV3(Q). (7.13)

7.2.3 Etude des restes

On rappelle que E; € X1(€2,0) N PH*(Q2) désigne une solution forte des équations
(7.1) associée a une donnée F € H*?(Q) ol1 s > 2.

Définition 7.3 Pour tout m € [0, |s] — 2], on note R,,, s = E5 — E[mm le reste d’ordre
m, oit Ej,) 5 est défini par sous-domaines par les relations (7.11).

Par définition, et d’apres la relation (7.12), il vient

ifm - Ef— i[inm dans ()
Ry, = Ef'—Ef; dans O (7.14)
R, = EJ dans Q4 \ O

De plus, d’apres (7.13), on a

RS, € H () et R € H ™ 2(Qy). (7.15)
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Les restes R, s vérifient des relations naturelles, précisées dans la proposition 7.4 ci-
dessous. On introduit préalablement 1I’opérateur R, pour N € N, défini par la relation

R (yﬁai/}né‘ 85763 Z prq yﬁa}/}n )828%3 ou ||bN,p,q('7';5)||oo,E><I S CN(;]V—’—1

p+q<2

de telle sorte que

00 N
G2 Ot =07) "L + 0 Ruv(ys, Ya:0: 05, 0s) - (7.16)

n=0

Proposition 7.4 Sous [’hypothese spectrale 2.24, pour tout m € [0, |s| — 2], on a

([ rotrot RS 5 — k2R ;=0 dans (s
6~ Z LRSS 5) = 6" TILOWEL

—5m25’f2iu (W) ié“nmwgﬂ dans O’
j k=1

(7.17)
o~ 25”3" RCd = rot Ri;m x n+mB"W sur X
Rfjjﬁ; n= R';‘u; X n sur X
[ Tot Ri;‘u; xn=0 sur 0%
De plus,
div[s]R 5 = =0 " div TP W 4+ O(6mF?)  dans O (7.18)
k=0
et sur X, ona
1
(5)°dRCd5 n=¢(6)*R® s n—e(d)somt Z —E, ,-n)d'". (7.19
k=0
PREUVE. D’apres (5.20), E5 € Xy () vérifie pour tout E' € Xy ()
1 . — - .-
/ —(l"OtE'OS-I“OtE,—/{QEIOS-E/) dx:/ F*.Edx, (7.20)
Qis 'u Qis
et pour tout j > 1, EijS € X5 () vérifie Eijs — (I)ig(E;d xn) € Xrn(€2s) et
VE' € X1n(Qi) ,/ (rot Eijs rot B/ — k2 Eijs - é') dx =0. (7.21)
Qis
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Ainsi, R®, s € X% Q) vérifie Rini — CID'S(RCO'(S xn) € Xrn(§2s) et

VE € Xtn(Qis) ,/ (rot R¥, 5+ Tot E — xk?R® 5 E') dx=0. (7.22)

Qis

Par une intégration par parties dans la relation (7.22), il vient

rotrot RS, 5 — k2R 5 = 0 dans )
RS, xn = Ri;xn  sur ¥ (7.23)
rot R;fw; X n =0 sur 0N

On démontre a présent la relation (7.17), : d’apres (7.3), 0on a

072 LW (5, Y3) =0 si (Yo, V3) € Q5.

n=0
Donc,
072 EMLMRE) ==Y 0y SMRLMWEY) st xe O (7.24)
n=0 k= n=0
Ainsi, d’apres (7.16), il vient
0o m N m
G2 OMLMRE ) = =) 0y (W) = > T TPRAWE st x e O
— k=0 =0 k=0

(7.25)
On pose N = m. Par construction des termes du développement asymptotique, on a

J
Vielo [s]—2], D> U (W[ =0 dans Q. (7.26)
=0

Ainsi, les termes de la premiere somme du membre de droite dans (7.25) qui sont des
facteurs de 67, pour j < m — 2, s’annulent :

m N
D )y e wit) = 6o Zam“cZu (W) (7.27)

k=0 n=0

de sorte que

ié ZW’M (Wi) = 6™~ 1ZLJ (Wee s +5m25’f QZLJ (W)
k=0

(7.28)
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soit encore, d’apres (7.26), il vient

Z(S ZénJrkLn ch _5m— 1L0ch . + 5mz(5k 22 L7 W;S j+k . (7.29)
=0
De plus, ng = (), donc
=) TR W = =Y 5 PR,, W (7.30)

Par suite, on a la relation suivante dans O’

52 e (R ) = 0 TILOWE = > TRy (W)= T 6P R, W
— k=1

k=2 j=k
(7.31)
On démontre a présent la relation suivante :
5" Z(S”B" (RY,;) =10t RS s x n+0"B'W, | sur X. (7.32)
Ona
1 1 m
0T 6BMR ) =61 "B (WS — 1) oM (BW! 4+ 0B'WSY)  (7.33)
= n=0 k=0
et "
rotR'S(an—rotE xn—ZékrotE}:xn sur M. (7.34)
k=0
Or, d’apres (7.4),0n a
1
5t Zé”B”ng =r1otE§ xn sur X
n=0
et par construction du développement asymptotique, pour k = 2,--- ,m+ 1,ona
B°W + B'WS! | =1otE¥ | xn sur 2. (7.35)
De plus, w$? = 0, de sorte que
B°WS! = 10t ES xn sur X (7.36)

D’apres (7.33) et (7.34), on en déduit la relation (7.32). La relation (7.19) est une conséquence
des relations de compatibilités (5.60) sur la divergence. ]
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Remarque 7.5 (i) D’apres (4.76), il vient

21/ )cd - 2YA)cd
LOWCd — _83Wm+1 — R Werl
m+1 —Zli2de

m+1

donc, d’apres (7.6), on a
L'WY, | € H* ™73 (3,C(1)) C H2(%,C™(1)) (7.37)

car s —m = 2.
(i) De méme, d’apres (4.30), on a

B'W, = W, € H2 (). (7.38)

Remarque 7.6 Le terme > Z o" L"(R;f’&) satisfait aussi une relation similaire a (7.17),

m,s

n=0
en O(0™ 1) dans O \ O' . En effet, R s = ES® — XEfsm],a dans O de sorte que
572 6"LM(RS ) = —L[0](xEfy; ;) dans O,
n=0

De plus, les termes Wzd sont des exponentielles décroissantes en Y3 dans ), et donc
par linéarité Efﬁbm aussi. Par suite, L[é](XE([:SLL(g) = O0(6™ 1) dans O.

7.3 Estimations des restes

Dans cette derniere section, on présente et on démontre des estimations des restes
R, s (voir la définition 7.3) du développement asymptotique en puissances de 0. Le
point crucial de la démonstration est 1’estimation a priori (2.32) du chapitre 2 uniforme
end.

7.3.1 Terme correcteur

On ne peut pas appliquer I’estimation a priori (2.32) au terme R,,, 5, a cause du défaut
de continuité des termes rot R,,, s x net £(6)R,, s - n a interface 3, voir les relations
(7.17)3 et (7.19). Dans cette sous-section, on construit un terme correcteur C,,, 5 a support
dans le domaine €25 tel que I’on puisse appliquer 1’estimation a priori (2.32) au terme
Ups = Rmﬁ — Cm75 .

Proposition 7.7 Soient s > 2 et F € H*"%(Q) a support dans Qs tel que div F = 0 dans
Q. Sous I’hypothése spectrale 2.24, pour tout m € [0, | s| — 2], il existe C,, 5 € H*(Q)
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a support dans Qs tel que si on définit u,, s :== R, s — C,, 5, alors :
u,,; € X1(9,0) vérifie

1 _ _ _
VE' € X1(Q,0), /(— 10t Uy, 5+ 10t E' — k%€(8) Uy - E')dx = / F,s-E'dx (7.39)
Q Q

1

et
1
div (£(6) up) = ——divF, s dans L2(Q)
K

oi F,, s € Ho(div, Q) est défini par sous-domaines de la facon suivante
pFS s = —rotrot CS,L75 + /@2Cinsl75 dans Qs

m,0

et »
,uF;‘ié = rot rot Rfsﬁ — KA1+ %)R;‘ié dans gy .

De plus, il existe une constante C,,, > 0 indépendante de § telle que

|Csll2.0 < Cpnd™ L.

(7.40)

PREUVE. SoitC,, s € H?(Q2) a support dans le domaine €, et u,; =R, s—C,s, o0l

R, s satisfait la définition 7.3. D apres la proposition 7.4, il vient
usd s xn = uf,;xn+C xn

1
o Z 5"B"(UCW<:7§) = rot uins%ﬁ X n+ 5mBOchc:+1 + rot Cifﬂﬁ X n
n=0

1
7 \,,cd _ is E cd s m—k is
(1 + 5_2>um,5 n - um,& “n+ (wmfk - Emfk ’ n>5 - Cm,é -n
_ k=0
rotus s xn = —r1otC} s xn

D’apres la relation (7.38), voir remarque 7.5 (ii), on a
1
Wt 1|y, € HA (D).

On définit sur 2

1

~is

Hons = —0" WS, et gs = (wd , —E, ,-n)i" "

k=0

D’apres (7.42) et (7.7), on a respectivement

Hums € HZ(Z) et gums € H2(S).

By
(7.41)

(7.42)
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On construit le terme correcteur C,, 5 en relevant les traces de H,, 5 et g,,, 5 sur X de la
facon suivante : il existe C,,, 5 € H?(2) a support dans le domaine € tel que

Cins% sxn =0 sur X
Cosn = gn sur X
0 g (7.43)
03CLs = Hms sur ¥
83Ci§175 =0 sur OS2
et il existe C',,, > 0 indépendante de ¢ tel que
1Cmsllze < Cn([[Hmsll 1 5 + [[gmells 5) - (7.44)

Par définition de H,, 5 et g, s ceci prouve I’estimation (7.40). Par régularité du terme
R, voir (7.15), il vient :

us s € H Qi) et uld, € H? (Q) . (7.45)

De plus, d’apres la proposition 7.4 et les relations (7.41), il vient

( rotrotuf, s — K*ulf 5 = uFs s dans (g
rotrotus?; — k?(1+ Hudy = pF dans Qg
1
5t Z 5"B"(usd ) = rotu$ sxn  sur Y (7.46)
n=0 .
usl s xn = ugsxn sur %
[ rotu® s xn = 0 sur 90
ou
pFr 5 = —rotrot C3 5+ x°Cr 5 dans Qi (747)
et .
cd cd 2 ¢ cd
pFL s = rotrot RTS 5 — w7(1 + E)Rm’é dans Q. (7.48)

D’apres la proposition 2.15, on en déduit que u,, 5 vérifie la relation

1
—rotrot U, s — ) Uy,s = F,s dans (7.49)
1

au sens des distributions. Par intégrations par partie, il vient

]_ _ _ _
VE' € X1(Q,0), /(; 10t Uy, 510t E' — K%2(0) Uy, 5-E')dx = / F,.s E'dx. (7.50)
Q 0
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De plus, d’apres (7.49), puisque £ > 0, il vient

1
div (5(5) umﬁ) = divF,,s dans () (7.51)

au sens des distributions. Enfin, on démontre que £(d)u,, s € H(div, ) : vu la régularité
de u,, 5 par sous-domaines, voir (7.45), il suffit de prouver que

[e(0)uy5 -0l =0,

ce qui est une conséquence des relations (7.41)5 et (7.43),. Ainsi, la relation (7.51) est
vraie dans L*(92). Enfin, on a Cj, ;- n = 0 sur 9, et donc F; ;- n = 0 sur 092 |

Remarque 7.8 D’apres la proposition 7 4, il vient dans O’

k=1

pFS s = 0 ILOWS = 5 Y CU(WE L) = D IR, WL (752)
k=2 =k

7.3.2 Estimations des restes
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoreme 7.9 Soient s > 2 et F € H* *(Q) & support dans Qi tel que div F = 0 dans
Q. Sous I’hypothese spectrale 2.24, pour tout m = 0,--- ,|s| — 2, la solution Es du
probleme (7.1) admet le développement asymptotique suivant

mo . h
Es=> E;j0 +Rys on Ejf, =Ef e Ej’O(x,é):W;d(ya,g)

J=0

Qis
et le reste R,,, 5 d’ordre m satisfait I’estimation suivante pour § € (0,d) :

: | -
10t Rin sllo0 + [ dive(d)Rm sllo.c + [[Rmslloq + gHRw‘iaHo,acd < Cnd™ (1.53)

out C,, > 0 est une constante indépendante de ¢ .

PREUVE. On peut appliquer I’estimation a priori (2.32) du théoreme 2.25 au terme u,, 5
défini dans la proposition 7.7 ; on a pour ¢ € (0, dy)

. 1
| ot Uy, sl[0,0 + || dive(d)upmsllo0 + [[Umslloo + g||ufs,5||o,ﬂcd < Cnl|Finsllngaiv,o)
(7.54)

ou C,, est indépendante de J et ou F,, 5 est défini par sous domaines a partir des relations
(7.47) et (7.48). Or, d’apres (7.15),0n a

RS, € H3 () et R, € H2(Q) (7.55)
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car s —m > 2. Par une inégalité triangulaire, il vient
| rot Ry sllo.0 + || dive(8)Rmsllo.c + [|Rmsllo.c + 1||Rm,a||o,szcd <
Con (IFmsllaiv.a) + [0t Coslloq + [ dive(8)*Cr slloe, + |Cnsllog) -

De plus, d’apres la relation (7.52), il vient

IFsnsllo0 < 0™t
On démontre a présent I’estimation suivante

| divFosllon S 6™ .

Par définition de F,, 5, voir la proposition 7.7, on a

divFe , = = div C,p 5 dans
divFs = —%(1+ %) divRy;  dans O

D’apres I’estimation (7.40), il vient

| div F* slhua, < < O™t

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

D’apres (7.55), on a divRS s € L?(Qc), donc d’apres (7.59), il vient divF; €

LQ(QCd) et

HleF 5”09 |1+_‘”d1VR 5”Och'

cd N~

De plus, d’apres 1’identité (7.18) on a I’estimation

< 5m+1

cd v

I div RS 51lo,0
On en déduit I’estimation (7.58). Enfin, d’apres 1’estimation (7.40), il vient
Irot Crnsllo.e + || dive(8)*C, sllog, + |Cmsllon S 0™

D’apres les relations (7.57), (7.58) et (7.60), on en déduit 1’estimation (7.53).

(7.60)

Remarque 7.10 On peut démontrer des estimations en puissances de § similaires a

(7.53) pour les restes du développement asymptotique du champ magnétique.
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7.3.3 Estimations optimales des restes

Afin d’obtenir des estimations optimales des restes du développement asymptotique,
on utilise les estimations suivantes, voir [25] pour des résultats similaires.

Lemme 7.11 Soient s > 2 et F € H*"%(Q) & support dans Qs tel que div F = 0 dans ().

11 existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que pour toutm =0, --- | |s] — 2,
ona
IEE lHgrot,00) < C (7.61)
et
IXES o0 < €03 et [INES: [mronsny < C6 2. (7.62)

PREUVE. D’apres la proposition 5.14, on a
Ei/: =R"o Sk(Eidq)
ol R'* o Ty, est un opérateur continu
R® 0T H (i) — HTF(Q) .
On en déduit I’estimation (7.61). Les estimations (7.62) s’obtiennent par le changement

de variable Y3 = % dans les intégrales a partir de la relation

h
Ef:(x,cS):Wf:(ya,g) si. x€ O

en utilisant que les termes WES (y,, 2) sont exponentiellement décroissants en Y; = 2
uniformément en y,,. u

On déduit du théoreme 7.9 des estimations optimales des restes. Ceci fait 1’objet du
résultat suivant.

Corollaire 7.12 Soient s > 4 et F € H*?(Q) a support dans Qi tel que divF = 0
dans ). Sous I’hypothese spectrale 2.24, il existe 6y > 0 assez petit, tel que pour tout
0 € (0,60), pour toutm =0, - - -, |s] —2, le reste R,,, 5 du développement asymptotique
satisfait les estimations suivantes

1 .
IR s l[Herot, ) < Crni2 6™ 72 et RS sllHGrot,0) < Crgo 6™ (7.63)

ot C 1o > 0 est une constante indépendante de ¢ .
PREUVE. Par définition des restes, on a

R;j+2,5 = chc:,é + 5m+1XECWC:H + 5m+2fo§+2 dans Q.
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Or, d’apres le théoreme 7.9, pour § € (0, dy), il vient

||R::+2,6||H(r0t,ﬂcd) < Cm+2 5m+1

ou (), 1o est une constante indépendante de ¢. D’apres I’estimation (7.62), on en déduit
la premiere estimation dans (7.63). Pour démontrer la seconde estimation dans (7.63),
on écrit encore

e o =R+ ES  +6™PES, dans (.
D’apres 1’estimation du théoreme 7.9 appliquée a R,,, - et I’estimation (7.61), on en
déduit le résultat. ]



Chapitre 8

Calculs éléements finis en configuration
axisymétrique

8.1 Introduction

Dans ce huitieme chapitre, on présente des calculs numériques en géométrie cy-
lindrique, sphérique et sphéroidale pour le champ magnétique qui mettent en évidence
I’effet de peau par la décroissance exponentielle du champ magnétique pres de la surface
du conducteur ainsi que I’influence de la géométrie de I’interface sur la manifestation
de ce phénomene. La précision des formules théoriques du développement asympto-
tique calculé au chapitre 6 pour le champ magnétique nous amene a redéfinir la notion
d’épaisseur de peau.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Au paragraphe 8.2, on rappelle le probleme
étudié pour le champ magnétique et la notion de domaine méridien en configuration
géométrique axisymétrique. Pour une donnée du probleme axisymétrique et orthora-
diale, on se ramene a 1’étude d’un probléme scalaire posé pour la composante ortho-
radiale du champ magnétique. Au paragraphe 8.3, on présente des calculs de simula-
tions numériques qu’on compare avec des calculs issus de techniques asymptotiques en
configuration cylindrique. Les résultats obtenus par ces deux approches sont cohérents.
L’objet de la section suivante 8.4 est la présentation de calculs et résultats similaires en
configuration sphérique. Enfin, on présente au paragraphe 8.5 des calculs théoriques et
numériques en géométrie ellipsoidale.

8.2 Axisymétrie
On rappelle le probleme 3D auquel on s’intéresse pour le champ magnétique, voir le
paragraphe 6.4.1. La formulation variationnelle pour le champ magnétique Hs € Xn(€2)

est la suivante

163
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Trouver Hs € Xn(2) tel que pour tout K € Xy (12)

1 _ _ 1
/(——rotH(;-rotK+/i2uH5-K)dx:,—
Q

1 _
t —F - Kdx. 8.1
£(0) m/QrO X ®.1)

()

8.2.1 Domaine axisymétrique

Dans ce paragraphe, on introduit la notion de domaine méridien associé a un domaine
axisymétrique, voir [9, p.11-19]. A un point x = (21,22, 73) € R?, on associe ses
coordonnées cylindriques (r,0, z) € Rt x] — 7, 7| x R définies par

1 .
—arccos =, si 15 <0
/.2 2 ) 2 ,
r=\/ri+x 0= r ) et z=ux3.
1 2 { arccos &, si x5 > 0. 3
On suppose que €2 et {24 sont des domaines axisymétriques réguliers. On note Q™ le

domaine méridien de 2 dans le demi-plan (7, z). Ainsi, le domaine (2 est I’image du
domaine 2™ par une rotation d’axe {r = 0} et d’angle 27 :

Q= {xeR%(r,z2) € 0eT},
ou T désigne le tore | — 7, 7|. De mé&me, on note Q% (respectivement 21') le domaine
méridien de )y (respectivement €2;), voir la Figure 1. Soit 'y I’intérieur de 9Q™ N {r =
0fetI’ =00™ \ I'y. Alors, on a
o™ =T UTy
et 92 est I'image de I par une rotation d’axe {r = 0} et d’angle 27. Soient I's I'intérieur

du segment 90, N {r = 0} et X™ = 90% \ ' I'interface du domaine méridien. Ainsi,
I’interface ¥ est I’'image de >™ par une rotation d’axe {r = 0} et d’angle 27 :

Y ={xeR%(rz2) e x™ 0ecT}.
Par suite, le domaine méridien d’étude 2™ admet la décomposition suivante
Q" =QLuUQluUX™.
On note A et B les sommets de la courbe ™ sur I’axe {r = 0}.Si M € {A, B},onnote
wys ’angle formé par la tangente a la courbe ™ et I’axe {r = 0} au point M. Dans la

suite, on suppose que w4 = wp = 3. De plus, on suppose que les courbes >™ et I" sont
régulieres.
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Lo

Figure 1 — Le domaine méridien (2™

Pour toute fonction scalaire u, on pose u(r, 0, z) = u(x). Pour tout champ vectoriel
u = (uy, us, u3), on note (u,, up, u,) ses composantes cylindriques, de sorte que

U, = UL COSH +ugsing , wuy=—uysinfd +uycosf et u, =us.

On note enfin U = (u,, up, u,). En particulier, si H désigne le champ magnétique, on
note H = (H,, Hy, H,) ses composantes cylindriques. La relation suivante exprime le
rotationnel en coordonnées et composantes cylindriques de u,

(rotu), = %(%uz — O,y
(rotu)g = d,u, — Oru, (8.2)
(rotu), = Jyug + %ue - %(%ur

On le note par la suite rot, g, U .

8.2.2 Conditions de transmission en axisymétrie

Dans la suite de ce chapitre, Hs désigne une solution du probleme variationnel (8.1).
On détermine a présent les conditions de transmission de Hy a travers 1’interface >.. Le
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vecteur normal unitaire n sur 3 rentrant dans (2 s’écrit (n;, ny, n3) en coordonnées
cartésiennes. Le domaine ()4 est axisymétrique, donc ny = 0 et le vecteur normal uni-
taire correspondant s’écrit en cylindrique n = (n,, 0, n,). On en déduit

U Ny
uxn=|u,n, —u-n, |. (8.3)
—Ug N,

La proposition suivante fournit les conditions de transmission sur > des composantes
cylindriques du champ magnétique.

Proposition 8.1 Soit F € L*(Q) tel que ﬁF € H(rot, ). Soit H; € Xn(2) une
solution du probleme (8.1) associé a la donnée F. Alors, on a

o)

[0, — 0,1)] B
|5 (s (0 Ho + LHy = 0,H,) = (Lo = 0.H0) )| = 0
[Hfﬂz -

>

Remarque 8.2 (i) La premiere condition de transmission de la proposition 8.1 s’écrit

O.H* — 0,H" = (.HS — 0,H) sur .

1+ %

(i1) La seconde condition de transmission de la proposition 8.1 s’écrit

11 1, -
e (O, HE + ~HE — —0 H) — n, (-0 HS — 0, H) =
r T T
1

I+ 5

1 1 1
(O, Hi? + ~Hg® = ~0pHS) = n.(~0pHE' — 8ZH§°')] sur Y. (8.4)

8.2.3 Probleme avec donnée axisymétrique

L
e(0)
ce chapitre, on suppose que la donnée f(r, 0, z) du probleme (8.1) est indépendante de
0. Sous I’hypothese spectrale 2.24, et pour ¢ assez petit, le probleme variationnel (8.1)
admet une unique solution I:I(;(r, 0, z). Alors, par 27-périodicité des composantes cylin-
driques, I:l(;(r, 0, z) est aussi indépendante de 6. Ce résultat fait 1’objet de la proposition
suivante.

Pour simplifier les notations, on pose f (r,0,z) = —i rot —<F. Dans la suite de

Proposition 8.3 On suppose que la donnée f (r,0,2) du probleme (8.1) est indépendante
de 0. Alors, sous Ihypothese spectrale 2.24, pour 0 assez petit, la solution Hs du probleme
(8.1) associée a f est indépendante de 0.
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PREUVE. Soit 6, €] — 7, 7]. On démontre que Hs(r, 0 + 6, z) = Hy(r, 6, z). Pour toute
fonction h 2m-périodique, on a

27 27
/ h(0 + 0,)df = / h(6)do . (8.5)
0 0

Soit K € H(rot, €2). Les composantes cylindriques d’un champ vectoriel sont par définition
2m-périodique, donc d’apres la relation (8.5), il vient

/ / rotr 0.2 H5(T 0+ 6y, 2) - rot, g, K rdrdzdf =
/ / I'Otrg = H; - 10t ¢.» (r, 0 — 0y, z) rdrdzdf . (8.6)

Or, H(g(’f‘, 0, z) est solution de (8.1) donc

2 1 . -
/ / —5) rot, g . Hs - rot,. g . K(1,0 — 6y, 2) rdrdzdf =
0 m
27 _
/ / (f + &*Hy) - K(r, 0 — 0y, 2) rdrdzdf . (8.7)
De plus, toujours d’apres (8.5), on a
2 . . -
/ / (F + k*Hs) - K(r,0 — 0y, 2) rdrdzdf =
0 m
2m _
/ / (F(r,0+ 6o, 2) + K*Hgs(r,0 + 0o, 2)) - K(r, 0, z) rdrdzdf . (8.8)
Par hypothese, f(r, §, z) est indépendant de 6, donc
2m . . -
/ / (F(r,0 + 6o, 2) + *Hy(r,0 + 0o, 2)) - K(r,0, z) rdrdzdf =
2m _
/ / (F(r, 0, 2) + *Hs(r, 0 + 6o, 2)) - K(r, 0, 2) rdrdzd . (8.9)
Par suite,on a
/ / rotngH(;(r 0+0o,z)- I'OtrgzK m2H5(7’ 0+60g,z)- >rdrdzd9—

/ / (r,0,z) R (r,0,z)rdrdzdd. (8.10)
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Donc, I:I(;(r, 0 + 0o, z) est solution de (8.1). L’hypothese spectrale 2.24 assure I'unicité
de la solution de (8.1), on en déduit la relation Hs(r, 6 + 6y, z) = Hs(r, 0, 2). |

Ainsi, on se ramene a résoudre le probleme 2D suivant :
Trouver Hy(r, z) € Xn(Q) tel que VK € Xy (Q)

1 A = = -
/ (m I"Otrﬂ,z H(; . I“Otr’97z K — /{2H5 . K)rdrdz — / f-Krdrdz. (811)
Qm

m

De plus, les conditions de transmission du champ magnétique sur > s’écrivent

1 —
[ 01— 01 -0
[ﬁ(m(&ﬂﬁ%H9)+nz(azﬂg)) =0 (8.12)
52
[Hs)s - 0

Ces conditions de transmission sur Y. s’écrivent encore

(azHyi»S - arHizs) = Hli (azHﬁd - arH;:d)
52
n. (0, Hy + LHE) +n.(0.Hf) = Hl% [n. (0, H§* + L H®) + n. (9. H§Y)]
~is ~ cz
6 = 6

(8.13)

8.2.4 Probleme avec donnée axisymétrique et orthoradiale

On s’intéresse a présent au probleme (8.11). Au paragraphe précédent, on a supposé
ladonnée f = (f,, fo, f.) axisymétrique. On effectue & présent I’hypothese supplémentaire
que f est orthoradiale, i.e

fr:fz:O

Proposition 8.4 On suppose que la donnée f= (frs fo, f-) du probleme (8.11) est axi-
symétrique et orthoradiale. Sous I’hypothése spectrale 2.24, on note |:|5(T, 2) la solution
du probleme (8.11) pour § assez petit. Alors, ses composantes H, et H, sont nulles, i.e.
H; est orthoradial. De plus, les conditions de transmission sur 3. s’écrivent

|55 (100, Ho + LHo) + n.(0:H9)) | =
[HG]E =0

(8.14)
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PREUVE. D’apres (8.2), on a en coordonnées cylindriques
(rotrot H), = 9,0, H, — ?H, — L02H, + 10,0y Hy + L0y Hy
~ 9 1 : 1 1 1 1
(rot rot H)g = —8TH9 — -0, Hy — 8ZH9 + —Hp+ —0,00H, — —=0pH, + —0,0pH,
r r? r r? r
(rotrot H), = 9,0,H, — O?H, + 10.H, — 10, H, — L2 H, + 10.0,H,

voir [9, p.22-23]. D’apres la proposition 8.3, les composantes de I:I(;(r, z) vérifient donc
les EDP suivantes dans (2™ au sens des distributions

50,0 H. — 02H,) — k*H, _ 0
5~ 02Hy — L0, Hy — 02Hy + S Hy) — i2Hy = fy

ﬁ(araz[{r - 0°H, + %@Hr — %&Hz) —k’H, = 0
Ce probleme est découplé en (H,, H,) et Hy. Par unicité de la solution de (8.11), il vient
H, = H, = 0 dans Q™ et Hy satisfait I’équation
1

1 1
= (_ A2 H, — —0.H, — 2 s 2 — m
5(5) ( 8T 0 Tﬁr "] 8ZH9 —+ 2 Hg) R Hg f@ dans

Remarque 8.5 La premiére condition de transmission de la proposition 8 4 s’écrit

: 1 .. . 1
n (O, HE + = HE) + (0, HE) = [nr(&Hgd 4 oHS) 4 (0.HSY| sur 3.
T T

L

52
Dans la suite, on note simplement Hs la composante orthoradiale de la solution du
probleme (8.11). On précise a présent la nature de Hs. On introduit au préalable des
espaces de Sobolev a poids. Pour o € R, ’espace L2 (Q™) est défini comme ’ensemble
des fonctions mesurables v tel que

JolRgim = [ o redrd < oo
On définit les espaces de Sobolev a poids associés au probleme axisymétrique (8.11).
Définition 8.6 Pour m € N,
HY(Q) = {v € LI(Q™) [ 9,07 'v € LY(Q™), L € [0,m]},

VIH(Q™) = {v € HP(Q™) |dlvlpr, =0, 0< I <m—1, 9" v e L2 (™)},
VEHO™) = {v € HEY(Q™) |v € L2, (Q™)},
Vi@ ={ve Vi Q") |v=0 sur T}
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Remarque 8.7 Siu € Vi(Q™), alors u = 0 sur Ty, voir [9, Remark 11.1.1].
On définit aussi les espaces de traces sur Y associés aux espaces L2 (Q™) et Hi (Q™) .

1 1
Définition 8.8 L’espace H, *(X), respectivement H} (X)), désigne I’espace des traces
Dirichlet de 12(Q™), respectivement Hi (Q™) sur X .

La formulation variationnelle (8.11) sous les hypotheses précédentes s’écrit alors en
composante orthoradiale, voir [9, (I[.4.14)]

Trouver u = Hs € VI'n(Q™) tel que Vv € Vi'H(Q™),

1 1 1 _ 2 _
/Qm =0 (@u@zz} + ;& (ru);& (rv)) rdrdz — Kk /Qm uvrdrdz

= fordrdz. (8.15)

OQm

8.3 Géométrie axisymétrique et cylindrique

Dans ces trois dernieres parties, on présente des résultats de simulations numériques
du champ magnétique en géométrie axisymétrique (cylindrique, sphérique et sphéroidale).
Les calculs numériques mettent en évidence la décroissance exponentielle du champ
magnétique a la surface du conducteur ainsi que ’influence de la géométrie de I’inter-
face sur la manifestation du phénomene de I’effer de peau, voir le paragraphe 8.3.3. Le
parametre caratéristique /(o) associé a ce phénomene et référencé dans la littérature est
défini ci-dessous.

Définition 8.9 Dans un modele unidimensionnel de [’effet de peau out le conducteur de
conductivité o est modélisé par un demi-espace, ’épaisseur de peau caractéristique ((o)

définie par
2
Vo) —
(o) \V oo

est la distance a l’interface plane pour laquelle I’amplitude de ’onde plane électromagné-
tique a diminué d’un facteur e par rapport a son amplitude a ’interface.

Le tableau suivant regroupe les valeurs de I’épaisseur de peau ¢(o) pour o € {5, 20,80}
et pour une pulsation w = 3.10” Hz.

o 5 | 20 | 80
(o) (cm) | 10.3 [ 5.15 | 2.58

En explicitant les formules théoriques du développement asymptotique dans chacune
de ces géométries, on va mettre en €vidence 1’influence de la courbure moyenne de
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I’interface sur la manifestation de 1’effer de peau. Afin de généraliser le parametre /(o) a
notre modele de I’effet de peau en configuration axisymétrique, on définit une longueur
caractéristique et intrinséque £ (o) out I’amplitude du champ magnétique a diminué d’un
taux fixe, par la relation suivante

pour o assez grand tel que 1 —H /(o) > 0, ol H désigne la courbure moyenne de 1’inter-
face. D’un point de vue physique, cette relation signifie que 1’effet de peau se manifeste
d’autant plus pres de la surface du conducteur ot la courbure moyenne de I’interface est
élevée. Des régressions linéaires a partir d’extractions numériques sur les simulations
numériques de ’effet de peau montrent que les pentes numériques sous-jacentes sont
cohérentes avec les pentes homologues obtenues par des techniques asymptotiques et
inversement proportionnelles a 1’épaisseur de peau L(o) .

Géométrie cylindrique

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que €24 et €2 sont deux cylindres co-
axiaux, de rayons respectifs 7y et r1, voir Figure 2 ci-dessous ou on a dessiné les do-
maines méridiens correspondants Q% et Q™ dans le demi-plan (7, z). On rappelle que
(r,0, z) désignent les coordonnées cylindriques, voir le paragraphe 8.2. On note (é,, €3, €2)
la base de vecteurs coordonnés associée aux coordonnées (r, 0, z). Dans cette partie, on
met en évidence la décroissance exponentielle du champ magnétique dans la direction
—e, normale a 'interface ¥™ N {r = ry} dans le domaine méridien conducteur (2.
On montre aussi I’influence de la courbure moyenne de I’interface sur le phénomene de
Ieffet de peau.
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Figure 2 — Le domaine méridien ™

Calcul des composantes contravariantes du champ magnétique H

Soit (y,) := (z,0) un systtme de coordonnées locales sur I’interface >. Ce systeme
induit une paramétrisation F de X2, donnée par F(z, 0) = (rocosf, rosinf, z). On définit
un voisinage tubulaire de > dans (2.4 comme 1’'image O de I’application

(F(2,0),h) — F(z,0) + hn(F(z,0))

de X x (0, hy) dans R3. Au voisinage des points de coordonnées cylindriques (rq, 6, 0)
dans O,ou 6 € T, on a ainsi un systeme de coordonnées normales

(Yo h) = (2,0,h) ou h=y3=1r9—7,

voir le chapitre 3. Les vecteurs coordonnés issus de cette carte locale, et notés X; res-
pectivement, sont les suivants

Xi=¢e, Xo=re et Xsg=—¢ =n. (8.16)

Ainsi, les 1-formes de la base duale dy* sont

1
dy' =&, dy* = -é; et dy*=—ér. (8.17)
r

T
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Donc, les composantes covariantes de H dans la base (dy!, dy?, dy?) s’écrivent
H, = H, Hy, =rHy et H3 = —H, (8.18)

et les composantes contravariantes dans la base (X, Xo, X3) s’écrivent

H' = H*, H? = EHG et H®> = —H". (8.19)
r

Remarque 8.10 La base (€,, €y, €,) est orthonormée, donc les composantes cylindriques

covariantes et contravariantes coincident, i.e.

H,=H", Hy=H’ et H,=H".

Calcul du tenseur de courbure b,
D’apres (8.16), la métrique dans O associée a ce systeme de coordonnées normales

est définie par

1 0 0
(9i5(ys)) = [0 7* 0O
0 0 1
et donc I’inverse du tenseur métrique s’écrit
B 1 0 0
(97(ys)) =10 & O
0 0 1

On calcule les courbures principales b} (h) et b3(h) a partir de la relation (3.11) qui s’écrit
de la facon suivante dans ces coordonnées normales (z,6,h =g — 1) :

1
bag(h,) = §8rga5(h) . (820)

On en déduit les coefficients du tenseur de courbure b,s3(h) associé a la variété ¥,.
Proposition 8.11 Pour tout h € [0,1¢| tel que h = ro — r, ona

bgg(h)
bll (h,)
b12<h)

(8.21)

r
0
b21 (h) - 0



174 CHAPITRE 8. CALCULS ELEMENTS FINIS

PREUVE. D’apres la relation (8.20), il vient
bao(h) =1
De méme, d’apres (8.20),0n a
bi1(h) =0 et by (h) =0bo(h)=0.

En utilisant I’inverse du tenseur métrique pour faire monter les indices, on en déduit
I’expression des courbures principales. Ceci fait I’objet de la proposition suivante.

Proposition 8.12 Pour tout h € [0,71) tel que h = ry — r,ona

0
b3(h) =1 (8.22)
b

8.3.1 Résultats théoriques

On utilise ici une technique asymptotique pour mettre en évidence I’influence de
la géométrie de I’interface >™ sur la manifestation de 1’effet de peau a la surface du
domaine €27} . On rappelle qu’on a calculé au chapitre 6 un développement asymptotique
du champ magnétique Hs solution du probleme (8.1). Le petit parametre 6 dépend de la
conductivité o du domaine 2™ et on a

EoW

d(0) =4/— — 0 lorsque o — 0,
g

et ’épaisseur de peau (o) = /2 / wpoo. Pour mettre en évidence I'influence de la
géométrie de I’interface ™ sur I’effet de peau, on choisit comme approximation de H;
son développement asymptotique tronqué a 1’ordre 1 et on note HY(§) sa composante
surfacique. On a

HS(8) = MG + OH5°.

En particulier, on note Hg‘fl (0) sa composante orthoradiale et Hg‘fj les profils orthoradials,
de sorte que

HE' (0) = H§\, + 0HGY - (8.23)
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Proposition 8.13 Lorsque 0 — oo et ry — r est assez petit, on a le développement

To —T

logyo |H§(,j1(5)(7“0 - 3(0)

)| =C+alo)(ro—1r)+ 0,10 — 1),

ou . .
alo) = In 10 (H (o) ) ’
H = % est la courbure moyenne sur linterface ¥™ N {r = ro} et C' = logy, |Hf5"0}2|.

La proposition 8.13 nous amene a redéfinir I’épaisseur de peau L(o) telle que

1 1
o) o) ¢

Définition 8.14 Sous les hypothéses sur la configuration géométrique de cette partie,
on définit I’épaisseur de peau L(c) en tout point de 'interface ™ N {r = ro} et pour
tout o tel que 1 — H{(o) > 0 par la relation

t(o)

L(o) = WE(U)'

Le tableau suivant regroupe les valeurs de 1’épaisseur de peau £(o) sur I’interface 3™ N
{r =r¢} ot H = 5 pour o € {5,20,80}.

o 5 ] 20 | 80
L(o) (cm) | 10.86 | 5.29 | 2.61

Démonstration de la Proposition 8.13

PREUVE. D’apres (8.19), larelation suivante fait le lien entre la composante orthoradiale
Hy et composante tangentielle contravariante 72 du champ magnétique

Hy =rH?. (8.24)

Or, le changement d’échelle dans la direction normale (4.11) s’écrit simplement

Y, = 0 5_ "R (8.25)

donc,
Hy = (ro — dR)H*. (8.26)
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En substituant le développement asymptotique du champ magnétique tronqué aux pre-
miers profils dans la relation (8.26), il vient

50 = Tngdg
:j cd,2 cd,2 (827)
Hal - TOHl — }%HO ’

ou Hgdj sont les composantes orthoradiales des profils du champ magnétique. Or, on a
démontré au chapitre 6 que pour tout Y3 > 0,on a

HE(.Ya) = HZ | e
HCd( ) [Hus 1’2 Y3{3boHI50’Z n x (bg(HIOS X n)adyﬁ)}z}] efAYs
voir (6.30) et (6.31), ot HEJ = (n x Hij) X n est la composante tangentielle du terme

H”. Or,
nx (b5(Hy x n),|.dy”) = (0HE™ — bH ") X, (8.28)

ou Hijs’a = (HLS_J)Q. Donc, d’apres les relations (8.22), il vient

n x (bg(HiOS xn),dy’) =0 sur .
Ainsi, d’apres (8.22) et (8.27), pour tout Y3 > 0 on a
H§G(ro = Ys) = Hi oy e
cd is Y3 —AY- (829)
M (ro — Va) = |M, |, + 32|, e

Donc, d’apres (8.23)
. o - _ .
Hg (0)(ro — Y3) = (H;O o+ OHE |, TOYg,H;O E) e ™M si Y3>0. (8.30)

D’ou,

logyo [H§ (6)(ro — Y3)| = logyo | e 3| + logy,

(Mo + 0HE,) |, + Y?,H ol

Or,
_ 1 W oo
logyy | e AY?’|:—m 5 (ro —1)
et
is is 5 Y H'951
log,, (H6’0+5H9’1)‘2+2—7’0}%H ‘ ‘ = loglo\HGO‘ | +1ogy, 1—1—5( +HIS ﬁ)‘
0,0|%
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Par un développement limité en 9, il vient

log101+5(£+H5’1’2>’: ! (y3 +0 91’Z>+O(5y3)

219 ’H';O 5 In 10 \ 2r Heo 5

On en déduit la proposition 8.13. ]

Le tableau suivant fournit les valeurs de §(o) (en cm) et de a(o) pour o € {5,20,80}.

o d 20 80
o(o) | 0,728366 | 0,364183 0, 182091
alo) | —3,999040 | —8,215227 | —16, 647601

Remarque 8.15 Si on choisit comme approximation du champ magnétique son développement
asymptotique tronqué & I’ordre 2, on note H® (0) = H + 6HS + 527'(2 sa composante
surfacique. En particulier, sa composante orthoradiale Hg,(0) = Hg, + 0HG, + 6 Hgs,

On a démontré au chapitre 5 qu’il existe des fonctions dg (xa), B = 1, 2 telles que

HI(,Y,) = e\ [H‘;}E +dlY; + dgyﬂ si Y320.
Ainsi,
H5,(6) (r0 — Ys) = (ao(8) + a1(0)Ys + az(8)Yy) e

ol

(5) H@ 0l + 5H0 1y + 52Hi95,2(" O)
a1(6) = =Hi oy, + 6%d}
CLQ((S) = (SQd%

Pour tout Y3 > 0, on a
c — a a
logy ‘H9?2<5)(T0 —Y3)| = logyg | e )\Y3|+10g10 lag(6)]+1ogyq [1+ a_(l](é)yé‘i‘ CL—Z(5)Y},2 .

Soit a a
2(6) = 2 (0)Y; + 2(0)v2.

aop Qo
Par un développement limité lorsque 6 — 0, il vient

2

2
is
HG,O ’z

logyo 1+ 2(8)] = — [1 (ro— 1)+ (ro—1)? + 06,19 — 1)) .

h’l 10 27’0

Ainsi, o(o) est encore une approximation de la pente de log,, |[Hg%(0)(ro — Y3)| par
rapporta (ro — ).
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8.3.2 Simulations numériques

Les calculs numériques en configuration cylindrique sont effectués pour ro = hy = 1
metr; = hy = 2 m, voir la Figure 2.

Maillage carré du domaine méridien (2™

On a maillé les sous-domaines €17} et {2 avec des carrés, voir la figure ci-dessous.
Il s’agit d’un maillage en 128 quadrangles pour le domaine méridien (2™, dont 32 qua-
drangles pour le sous-domaine 2.

Maillage du domaine méridien (2™ en 128 quadrangles

Sur le maillage rectangulaire dans le domaine méridien (2™ contenu dans le demi-plan
(r, z), on utilise les éléments finis (10 disponibles dans la bibliotheque éléments finis
Mélina, voir [45]. On utilise une méthode de discrétisation de Galerkin pour approcher
la solution Hs du probleme (8.15). La solution numérique est calculée a 1’aide d’une in-
terpolation (10 dans le plan § = 0 aux points de Gauss-Lobatto (formule de quadrature
de degré 21).

Le code numérique utilisé pour résoudre le probleme (8.15) est issu de [10]. Tous
les calculs numériques sont effectués pour une pulsation w = 3.107 Hz. On note H,, la
solution numérique calculée pour ¢ donné.
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| Im H,, | pour 0 = 5 S.m ™! | Im H, | pour o = 80 S.m ™!

|H,| pour o = 5 S.m™! |H,| pour o = 80 S.m ™!

Post-traitement des résultats numériques

On extrait a présent les valeurs du module de H, aux points d’interpolations de
Gauss-Lobatto le long des arétes du maillage carré de (2 pour z = 0 (théorie sans
coins) et r € [0, 1], ce qui correspond a 41 valeurs de H,, pour 4 arétes du maillage. On
trace ensuite le logarithme décimal du module de H, par rapport a y3 = 1 — r avec le
logiciel MATLAB. On effectue enfin une régression linéaire a partir des 41 valeurs de
H,.On a

logyo [Ho (. y3)| =~ a(l —r) +b



180 CHAPITRE 8. CALCULS ELEMENTS FINIS

et on appelle p(o) le coefficient directeur a de cette droite. On rappelle que les calculs
ont tous été effectués pour w = 3.107 Hz. Le tableau suivant regroupe les valeurs de p(c)
pour o € {5,20,80}.

o 5 20 80
p(o) | —3,9444 | —7,9629 | —14, 2476

Pour comparer cette pente p(c) avec une approximation de la pente théorique (o) (ob-
tenue en tronquant le développement asymptotique en champ magnétique aux deux pre-
miers termes), on définit le pourcentage d’erreur err (o) entre les pentes théoriques (o)
et numériques p(o) de la fagon suivante :

(o) — p(o)]

(o)

err(o) =

Le tableau suivant fournit les valeurs de err(o) pour o € {5,20,80}.

o 5 20 80
err(o)en % | 1,37 | 3,07 | 14,42

On note (o) le nombre de points d’interpolations de Gauss-Lobatto dans 1’épaisseur de
peau /(o). On effectue une régression linéaire a partir des valeurs du logarithme décimal
du module de H, aux points de Gauss-Lobatto dans 1’épaisseur de peau /(o). Le tableau
suivant regroupe les valeurs de /(o) et n(o) pour o € {5,20,80}.

o 3 20 80
(o) (cm) | 10,3 | 5,15 | 2,58
n(o) 5 3 2

Le tableau suivant donne les valeurs des pentes numériques pente(c) pour o € {5, 20,80},
calculées a I’aide d’une régression linéaire a partir de n(c) valeurs de log,, |H, (1 — )|
correspondant aux points d’interpolation de Gauss-Lobatto dans I’épaisseur de peau
¢(0), voir les figures ci-dessous.

o 5 20 80
pente(o) | —4, 0056 | —8,22 | —16, 6505

Sur les figures ci-dessous, et pour o € {5,801}, on a tracé en rond les valeurs extraites de
log,o |Ho (1 — 7)] et les régressions linéaires associées de pentes pente(o).
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o :logyo |Hs(1 —r)| pour o =5 o :logo [Hs(1 —r)| pour o = 80
pente(c) = —4, 0056 pente(c) = —16, 6505

On définit a nouveau un pourcentage d’erreur erreur (o) par

ja(a) = pente(o)|
(o)

Le tableau suivant fournit les valeurs de erreur(o) pour o € {5,20,80}.

erreur(o) =

o 5) 20 80
erreur(o) (en %) | 0,16 | 0,058 | 0,017

Remarque 8.16 L’erreur relative err(80) = 14,42% est élevée par comparaison avec
Uerreur relative erreur(80) = 0,017%, voir les tableaux ci-dessus. Ceci est dii au fait
que parmi les 41 valeurs extraites de log,, |Hy(.,1 — r)| pour calculer la pente p(o),
les valeurs correspondantes a1 —r > 0.7 sont de I’ordre de —16, ce qui correspond au
0 précision machine (il s’agit de la condition de Dirichlet sur ’axe 1'y), voir la figure
de droite ci-dessus oil on a tracé une régression linéaire de pente pente(c) pour les
n(o = 80) = 2 valeurs extraites de log,, |H,(.,1 — r)| au voisinage de Iinterface.

8.3.3 Remarque sur ’influence de la géométrie de I’interface

Soit
1 W oo
20(7) = =195V 2

Le tableau suivant fournit les valeurs de o (o) pour o € {5,20,80}.

o 5 20 80
ao(0) | —4,2162 | —8,4324 | —16, 8647
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Soit erry(o) I’erreur définie par

_ |ao(o) — pente(o)|
erro(o) = ]

Le tableau suivant fournit les valeurs de erry(o) pour o € {5,20,80} :

o 5! 20 80
erro(o) (en %) | 4,92 | 2,52 | 2,52

Ainsi, la pente théorique (o) dépendant de la géométrie de I’interface X est une meilleure
approximation de la pente numérique pente(o) que la pente théorique oy (o).

8.4 Géométrie sphérique

On suppose dans ce paragraphe que () et {2 sont deux boules coaxiales, de rayons
respectifs py et p;. Les domaines méridiens correspondants sont des demi-disques co-
axiaux de rayons respectifs pg et p;, voir la Figure 3 ci-dessous.

z

m
ch

ym
Qm

Figure 3 — Le domaine méridien (2™
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On note (p, 0, ) les coordonnées sphériques et (¢,,€p, €,) la base de vecteurs coor-
donnés associés aux coordonnées sphériques : en particulier, on a

€, = (sinycosf,sinsinb, cos p),

et
e, = (cos pcost, cospsinf, —singp).

Soit (y,) := (p,0) un systeme de coordonnées locales sur ’interface 3. Ce systeme
induit une paramétrisation F de >, donnée par

F(g,8) = (posin p cos b, pgsin psin @, py cos ) .
On définit un voisinage tubulaire de > dans {2y comme I’image O de I’application
(F(p,0),h) = F(p,0) +hn(F(p,0))

de ¥ x (0, pp) dans R3. Au voisinage des points de coordonnées sphériques (¢, 0, po)
dans O, ot ¢ € (0,7) et @ € T, on a ainsi un systeme de coordonnées normales

(ycwh):(90797h') ou h:PO_p7

voir le chapitre 3, ol
p=Vri+ 222,

Les vecteurs de base associés a cette paramétrisation sont les suivants
Xi=pe,, Xo=psinpe et Xz=—¢,.

La métrique sur O dans ce systeme de coordonnées normales,ou h = py — p est définie
par

0> 0 0
(gi(h)) = | 0 p*sin*p 0
o 0 1

On calcule le tenseur de courbure b,5(h) a partir de la relation (3.11). Dans ces coor-
données normales (p, 0; h = pg — p), il vient :

1

baﬁ(h) = §apgaﬁ<h’> ) (831)

On en déduit les coefficients du tenseur de courbure b,3(h) associé a la variété ¥,
Proposition 8.17 Pour tout h € [0, po| tel que h = py — p, on a
bu(h) =p
bos(h) = psin? ¢ (8.32)
blg(h,) — b21 (h) — 0
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En utilisant I’inverse du tenseur métrique pour faire monter les indices, on en déduit
I’expression des courbures principales b1 (h) et b3(h) de la variété 3, = {y3 = h}. Ceci

fait I’objet de la proposition suivante.

Proposition 8.18 Pour tout h € [0, po) tel que h = py — p, on a

En particulier, la courbure moyenne H de I’interface est constante :
1

H=—.
Po

8.4.1 Résultats théoriques

(8.33)

(8.34)

On choisit encore comme approximation du champ magnétique son développement
asymptotique tronqué a I’ordre 1, et on note H§?, (§) sa composante orthoradiale, voir le
paragraphe 8.3.1 pour le cas d’une interface cylindrique. On calcule une approximation
B(o) de la pente théorique de log,, |Hg" (6)| par rapport a (py — p) lorsque (o) =

\/@ — 0. On rappelle que /(0) = 2_ est I’épaisseur de peau.

woo

Proposition 8.19 Lorsque 0 — oo et py — p est assez petit, on a le développement

log10 [H54(8) (o0 — 55 57) 1 = €+ 5(0) oo = )+ O, p0 = ).

ou

50) = 5 ("= 77)-

H = pio est la courbure moyenne de 'interface ™ N{p = po} et C' = logy, |H};0’Z|.

PREUVE. On note H¢ = H§¢ + dH{? la composante surfacique du développement
asymptotique du champ magnétique tronqué a ’ordre 1. En particulier, sa composante

orthoradiale Hg, = H§T + 0HGY, avec Y3 = 22 . Ona

Hy' = (po — 0Y53) sin pH™?.
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En substituant les premiers termes du développement asymptotique du champ magnétique
dans la relation pécédente, il vient

H% = posin pHy"
HE = posin M — sin Y3 HE™
Or, on a démontré au chapitre 6 que pour tout Y3 > 0,on a

(V) = HE e

H(,Ys) = [H'Sl\z {3b"H'5

ols, = 2n x (b5(HE x n)odyﬁ)‘EH e M3

voir (6.30) et (6.31). Donc, d’apres (8.28), (8.33) et (8.34), il vient

B B

. 1 . 1 .
nx (B(HG x m)a|ydy?) = —HE X0 + g

On en déduit, pour tout Y3 > 0

{ Hio(po — Y3) = Higo(po) e

| (8.35)
M5 (po — Ys) = [HE 1 (po) + 22 Hio(po)] e

’2 , puis

ot M5 ;(po) = posin H
C is 5 is _
HG?l((S) (PO - YE’)) = (HQO ) + 57‘(9 1|5 + %}/37_{9,0 E) e AYs

d’ou,

logyo [H, (6) (po — Ys)| = logyg [ €3] + logg | Hi |y, + 0Hy g+ Y:%H ols ’

Or, pour tout Y3 > 0

1 - _
Og10|e In 106(0’) (p(] p)

et par un développement limité en py — p et en ¢, il vient

is 5 is
logy [Hgo|s + 5H9 st %YE&HQ,OH =

11 [1_57151 5

log, |HE + — -
10| ‘ | 1 10p0 H|€570‘Z

](po—p)+0(5,po—p)-

On en déduit la proposition car la courbure moyenne de I’interface H = —
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Remarque 8.20 Plus généralement, pour un systeme métrique orthogonal, et pour tout
Y3 >0,0ona

C is is YZO’ aq yis —
H51(0)(po — Y3) = [H5, s FOHg | + 7[7047'(9,0 ol e e

et donc

50) = 15 ("= 109

Le tableau suivant fournit les valeurs de 5(o) pour o € {5,20,80} et py = 1.

o ) 20 80
B(o) | —3,781893 | —7,998080 | —16,430454

Le tableau suivant regroupe les valeurs de 1’épaisseur de peau L£(o), voir la définition
8.14, lorsque H = 1 pour o € {5,20,80}.

o 5 | 20 | 80
L(0) (cm) | 11.43 [ 5.43 | 2.64

8.4.2 Simulations numériques

Les calculs numériques en configuration sphérique sont effectués pour py = 1 et
p1 = 2, voir la Figure 3 ci-dessus. Le domaine () est une boule de rayon py = 1m et
(2 est une boule de rayon p; = 2m .

Maillage du domaine méridien ()™ raffiné dans un voisinage tubulaire de I’interface
2™ dans le domaine conducteur

On utilise dans la suite un maillage conforme en quadrangles des sous-domaines €27
et (2i''. Le maillage du domaine méridien €27} est raffiné dans un voisinage de I’interface,
voir la figure ci-dessous.
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Maillage du domaine méridien 2™ en 30 quadrangles

Sur ce maillage, on utilise les éléments finis Q10 disponibles dans la bibliotheque
éléments finis Mélina, voir [45]. On utilise une méthode de discrétisation de Galerkin
pour approcher la solution Hs du probleme (8.15). La solution numérique est calculée a
I’aide d’une interpolation Q10 dans le plan # = 0 aux points de Gauss-Lobatto (formule
de quadrature de degré 21), voir le paragraphe 8.3.

On rappelle que le code numérique utilisé pour résoudre le probleme (8.15) est issu
de [10]. Tous les calculs numériques sont effectués pour une pulsation w = 3.10" Hz.
On note H,, la solution numérique calculée pour o donné.
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|Im H, | pour o = 5 S.m ™! | Im H,, | pour 0 = 80 S.m ™!

1

|H,| pour o = 5.S.m™

|H,| pour o = 80 S.m !

Post-traitement numérique

On effectue des régressions linéaires a partir des valeurs extraites du logarithme

décimal du module de H, aux points d’interpolations de Gauss-Lobatto respectivement
2

. 1
S et e(o) =4 [ oo -

Remarque 8.21 Dans un modele unidimensionnel de [’effet de peau oit le conducteur

dans des épaisseurs de peau ((o) =
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de conductivité o est modélisé par un demi-espace, [’épaisseur de peau e(o) définie par
1
/W oo

est la distance a l'interface plane pour laquelle I’amplitude de ’onde plane électromagné-
tique a diminué d’un facteur 2 par rapport a son amplitude a linterface.

e(o) =

Le tableau suivant regroupe les valeurs de e(o) pour o € {5,20,80}.

o 5 | 20 | 80
e(o) | 7,28 3,64 | 1,82

Cas oo = 7

Le tableau suivant donne le nombre n (o) de valeurs extraites du logarithme décimal
du module de H,, dans une épaisseur de peau ¢(o). Une régression linéaire de ces n(o)
valeurs fournit la pente numérique pente(o) associée a o € {5, 20,80}.

o d 20 80
n(o) 22 11 5
pente(o) | —3, 776786 | —7,996546 | —16,427919

On rappelle que sur ’axe z = 0, 0on a p = r. Sur les figures ci-dessous, et pour o €
{5,80}, on a tracé en rond les valeurs extraites de log,, |H,(1 — p)| et les régressions
linéaires associées de pentes pente(o).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1-p 1-p
o :logyo|He(1 = p)| pouro =5 o :logyo |Hs(1 — p)| pour o = 80
pente(c) = —3, 7768 pente(c) = —16, 4286

On définit I’erreur erreur(c) par

|6(0) — pente(o)
16(0)]

erreur(o) =
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Le tableau suivant fournit les valeurs de erreur(o) pour o € {5,20,80} :

o 5 20 80
erreur(c) (en %) | 0,14 | 0,019 | 0,017

Le tableau suivant donne le nombre ne(o) de valeurs du module de H, extraites cor-
respondant a I’épaisseur de peau e(o) et les pentes numériques pe(o) associées a o €
{5, 20, 80}.

o 3 20 80
ne(o) 15 7 5
pe(o) | —3,785681 | —8,001001 | —16,427918
On définit I’erreur err.(o) par
|6(0) — pe(o))]
erre(o) = :
16(a)]

Le tableau suivant fournit les valeurs de err.(o) pour o € {5,20,80} :

o 5 | 20 80
erre(o) (en %) | 0,1 | 0,036 | 0,015

Cas oo = 7

Le tableau suivant donne le nombre n (o) de valeurs du module de H,, extraites et les

pentes numériques pente(o) associées a o € {5, 20,80} .

o 5 20 80
n(o) 21 10 5
pente(o) | —3,788706 | —8,001051 | —16,432526

On rappelle qu’ici, on a p = v/r2 + z2. Sur les figures ci-dessous, et pour o € {5,80},
on a tracé en rond les valeurs extraites de log;, |[H,(1 — p)| et les régressions linéaires
associées de pentes pente(o).
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1-p 1-p
o :logyo|He(1 = p)| pour o =5 o :logyo |Hs (1 — p)| pour o = 80
pente(c) = —3.7888 pente(c) = —16, 4325

On définit I’erreur erreur (o) entre la pente numérique pente(o) et la pente théorique
B(o) par
|5(c) — pente(o))]
|5(o)]

Le tableau suivant fournit les valeurs de erreur(o) pour o € {5,20,80}.

erreur(c) =

o 5 20 80
erreur(c) (en %) | 0,18 | 0,037 | 0,013

Le tableau suivant donne le nombre n2(c) de valeurs du module de H, extraites cor-
respondant a 1’épaisseur de peau e(o) et les pentes numériques p2(o) associées a o €
{5,20,80}.

o D 20 80
n2(o) 14 6 4
p2(o) | —3,797137 | —8,004976 | —16, 435909

On définit ’erreur erry (o) par

|6(0) — p2(0)]|
6e)

erry(o) =

Le tableau suivant fournit les valeurs de erry(o) pour o € {5,20,80} :

o 5 20 80
erry(o) (en %) | 0,4 | 0,086 | 0,033
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Calcul de Perreur err (o) /6%(o) pour ¢ = =

On compare les erreurs entre pentes numériques et théoriques par rapport a 62. On
choisit pour cela d’extraire un nombre n (o) de valeurs du module de % similaires pour
o € {5,20,80}. On choisit une interpolation Q6 pour o = 5, Q8 pour 0 = 20 et Q10
pour ¢ = 80. Le tableau suivant donne le nombre n(c) de valeurs du module de h
extraites dans 1’épaisseur de peau e(co) associée a o € {5,20,80}.

o 5 20 80
n(o) 8 5 4
p2(o) | —3,797137 | —8,004976 | —16,435909

Pour comparer les différentes erreurs relatives aux pentes par rapport, on choisit pour
chaque o € {5,20,80} les 4 valeurs du module de & en les noeuds les plus proches de
I’interface dans 1’épaisseur de peau e(o ). Le tableau suivant donne les pentes numériques

p(o), les valeurs de err (o) et de 22 associées a o € {5, 20, 80}.

(o)

o 5 20 80
p(o) —3.8013 | —8.0089 | —16.4359
err(o) | 5,14.1073 | 1,35.107% | 3,3.10~*
@6’;7“(((?)) 0,97 1,01 0,99

8.5 Geéométrie ellipsoidale

On suppose dans ce paragraphe que 24 et {2 sont deux ellipsoides coaxiales aplaties,
de demi-axes respectifs ag = by et ¢y pour (g et a; = by et ¢; pour §2. Les domaines
méridiens correspondants sont des demi-ellipses coaxiales de demi-axes respectifs ag, g
etap,c;.Onnote (p, §, ) les coordonnées ellipsoidales et (¢, €y, €,,) la base de vecteurs
coordonnés associés aux coordonnées ellipsoidales. En particulier, on a

e, = (ag cos b cos @, agsin b cos p, —cg sin @)

et
€p = (—agsinfsin p, agcosfsin, 0) .
Le systeme de coordonnées locales (y,) = (¢, 0) sur I’interface ¥ induit une paramétrisation
F de X, donnée par
F(p,0) = (agcosOsin ¢, agsin 0 sin p, ¢y cos @) .

Les vecteurs du plan tangent associés sont :

—

X = —e,, et Xy =¢p
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et le vecteur normal X3 se calcule a partir de la relation

X x X
Xy= L7022
[ X1 % Xa|
Ainsi, on a
1 . . .
X3 = (¢ cos @ sin g, ¢y sin @ sin @, ag cos @) .

/22 2 a2
\/cosm ® + ag cos®

Dans la suite, on fixe ap = 2 m et ¢ = 1 m. La métrique sur X dans ce systeme de
coordonnées locales est définie par

3cos?p+1 0 0
(9i5) = 0 4sin*p 0
0 0 1

On calcule le tenseur de courbure b, de I'interface X a partir de la relation

D’F(p,0)

b p—
s = 900

y X3>R3 .

En particulier, on a

0X,
e

0Xs

b = ( , X3)rs €t byy = <W;X3>]R3-

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 8.22 Les composantes non-nulles du tenseur de courbure b, de ’interface
Y. sont
9 2sin? ¢

b =—————— e b =—
u(e) V3cos?p+ 1 22() V3cos?p+ 1

Les courbures principales de ’interface Y. sont les suivantes

2

bl(p) = 8.36
1 () (V/3co2 g+ 1) ( )
et
1
b () = (8.37)

2v/3cos? o+ 1
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8.5.1 Résultats théoriques

On choisit comme approximation du champ magnétique son développement asymp-
totique tronqué a ’ordre 1 :

HSY(6) = HS + oM.

En particulier, sa composante orthoradiale s’écrit H§’, (6) = Hg{, + 0'Hg" . On calcule
une approximation (3(c, ¢) de la pente théorique de log,, |Hg", (6)| par rapport a la coor-

donnée normale
b \/1+30082g0(

. 2sinp —r),
sin

lorsque 0(0) = /=< — 0.

o

Proposition 8.23 Lorsque 0 — o et h est assez petit, on a le développement

h

logy |H§c,i1(5)<- ) mﬂ = C+ B(o,0)h + O(0,h),
on . ]
8or9) = g5 (M)~ 755) (338)

et H(p) = $b%(¢) est la courbure moyenne de 3 au point de coordonnée .

PREUVE. Par une preuve similaire a celle des propositions 8.13 et 8.19, on calcule un
développement limité de log,, [H§% (6)(0, %)| par rapport a /. Il vient

logyo |H;(,j1(6)(()07 %)| = logy, |Hies,0}g| + (ﬁ(ga o)+ 0(5))h +O(4,h). (8.39)
[ |

Le tableau suivant fournit les valeurs de

B(0,0) = log% o) (H(O) - WZQ (8.40)

ol H(0) = 7, ainsi que celles de (o, @) pour o € {5,20,80} et 99 = 5 — tg, ol

to = arctan(Z) et M est la projection orthogonale du point P(1, ) sur ¥

W Ot

o D 20 80
B(e,0) | —3,673319 | —7,889506 | —16,32188
B(o,pe) | —4.073716 | —8.2899 | —16.722277
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Le tableau suivant regroupe les valeurs de 1’épaisseur de peau L(o), voir la définition
8.14, lorsque H = 2 pour o € {5, 20, 80}.

o D 20 80
L(o) (em) | 11.82 | 5.50 | 2.66

Soit P € (OL) le point de coordonnées (r, z) dans le quart de plan délimité par cette el-
lipse. Soit M sa projection orthogonale sur I’ellipse. M a pour coordonnées (2 sin 1), cos 1)
sur I’ellipse et on appelle (¢, y3) les coordonnées normales de P € (OL). Il existe un
difféomorphisme @ tel que localement, au voisinage de >, on a

(r;2) = (¢, y3) -

Ainsi, (1r,0) = (7/4,0) = & (rp,r./2) etau point P(r,r/2), (1, y3) = @1 (r,r/2).
On note a présent h = r;, — r. On effectue 1’ansatz suivant

(rp —h, (rp — h)/2) = ®(x/4+ Bh+ O(h*),ah + O(h?)) . (8.41)
On détermine a présent o et 5. On a

MP = yy(P)N(M)

N(M) = =V f(M)/|IVf(M)]],

et f(M) =r3,/4+ 22, s’annule si M (ryy, z)7) est un point de I’ellipse. Ainsi,

o _ 1
r = sin (2 ,714—3;052 wy:s) 5.42)
z=cosy(l — \/HTT%/J?J?’)

D’apres 1’ansatz (8.41), il vient

sing = Y2(1 4 Bh) + O(h?)
costh = (1 — ) + O(h?) (8.43)

et \@(1 +28h) + O(h?)

On substitue 1’ansatz dans (8.42), et on effectue un développement limité (noté par les
abbréviations d.l. a présent) a I’ordre 1 en h. En identifiant les termes d’ordres £/, il vient

{_1:@_%@

8.44
-3 e (8.44)
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d’ott )
o= ==
{ v (8.45)
b="5m

D’aprs (8.39), afin d’obtenir un d.1 de log,, |H§? (0) (e, %) al’ordre 1 en h, il suffit de
calculer un d.I de 5(o,v) al’ordre 0 en h, voir (8.38). On commence par effectuer un d.1
des courbures principales, voir les relations (8.36) et (8.37) :

by () = 5+ O(h), (8.46)
ou ag = %% Ainsi, il vient
1 WO
Blo,v) = (a0 97 + 0.

Or, d’apres (8.39),0n a

h - )
logy, ‘Hg(,jl((s)(% g)| = logy |H|95,0‘2| + logy | sin | + (5(07 ©) + 0(5))h + O(0,h) .

Donc,

HS h — is 1 a Whoo
log | 0?1(5)(% g)| logy |’H970’2| T (ﬁ 20 _ 20 )ah
+ O(4,h). (847)

Par suite, la pente théorique p(o) définie par la relation

_ L 2 (5, 00 [Wieo
plo) = 1n10\/5<ﬁ+ 2 2 ) (8.48)

est une approximation de la pente de log,, [H§% (9) (¢, %)| par rapport a h.

8.5.2 Simulations numériques

Maillage ellipsoidal raffiné dans un voisinage tubulaire de I’interface dans le do-
maine conducteur

Le domaine 2.4 est une sphéroide pleine aplatie (longueur des demi-axes ag = by =
2met ¢y = 1 m). Ainsi, le domaine méridien (27, correspondant est une demi-ellipse
dont la longueur des demi-axes est ag = 2 m et ¢g = 1 m. Le domaine () est une
sphéroide pleine aplatie dont les demi-axes ont pour longueurs a; = b; =4 metc; =2
m. On a raffiné un maillage au voisinage de I’interface > dans le conducteur €27} afin de
mieux capter la couche-limite.
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Tous les calculs numériques sont effectués pour une pulsation w = 3.10” Hz. On note
H, la solution numérique calculée pour o donné.

1.7842E+01 0.0000E+00 0 TBST4E+D1

1

| Tm H,,| pour o = 80 S.m ™"

| Im H, | pour o = 5S.m~
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|H,| pour ¢ =5 S.m™! |H,| pour o = 80 S.m ™!

Post-traitement numérique pour ¢ = 0

On extrait les valeurs de |H,| aux points d’interpolation de Gauss-Lobatto le long
des arétes du maillage de 2q pour z = 0 et r € [0, 2]. On rappelle que la coordonnée
normale au voisinage du point de coordonnées (7, z) = (2,0) estys = 2 — 7.

Régression linéaire. On effectue une régression linéaire du log,, |H,(y3)| pour des
valeurs de y3 plus petites que ¢(o). On appelle p2(c) la pente numérique correspondante.

—1F
2}
3}

4t

-5t

-6 . . . .
0 0.5 1 1.5 2

2-r
o :logyy |He(2 — )| pouroc =5 o :logyy |Hy(2 — )| pour o = 80
p2(0) = —3,65542 p2(o) = —16,279162

Comparaison avec le développement asymptotique

Remarque 8.24 D’apres (8.40), en tronquant le développement asymptotique en champ
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magnétique a l’ordre 1, on a la pente théorique suivante

80) = 5 ("~ 77)

oit H = 2 est la courbure moyenne de la variété S sur I'axe {z = 0}.

On définit I’erreur relative erry (o) entre la pente numérique p2(o) et la pente théorique
B(c) de la fagon suivante

erry(o) =

Le tableau suivant donne le nombre n2(c) de valeurs du module de % extraites dans une
épaisseur de peau, les pentes numériques p2(c) associées a o € {5,20,80} et I’erreur
relative erry (o) entre la pente p2(o) et la pente théorique 3(o) .

o 5 20 80

(o) (cm) 10.3 5.15 2.58
n2(o) 7 5 3
p2(0) —3,65542 | —7,883903 | —16,279162
B(o —3,673319 | —7,889506 | —16, 32188
erra(o) (en %) 0,48 0,07 0,26

8.5.3 Résultats numériques hors maillage

On présente des résultats numériques sur la droite (OL) d’équation z = % ol L
désigne le point de coordonnées (v/2, %) dans le demi-plan méridien. Avec le logiciel
de calcul MATLAB, on trace le graphe de log,, |H,(P(r, z))| par rapport a

V=P P = Y

sur I’axe (OL). Une régression linéaire donne une pente numérique a(o) dont on a re-
groupé les valeurs dans le tableau ci-dessous pour o € {5, 20, 80}.

o 5 20 80
a(o) —3,352443 | —6,72015 | —13.43666
V5/2a(o) | —3,7519915 | —7.513356 | —15.0226425

On compare ces résultats avec les calculs théoriques : le tableau suivant fournit les va-
leurs de p(o) et de 'erreur relative err(o) entre p(o) définie par la relation (8.48) et
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V5/2a(c) pour o € {5,20,80} :

o 5 20 80
p(o) —3.776187 | —7.547259 | —15.089405
err(o) (en %) 0,6 0,45 0,44




Chapitre 9

Conditions de transmission approchées
pour les équations de Maxwell en
régime harmonique dans un milieu a
couche mince

9.1 Introduction

Ce neuvieme chapitre est le fruit d’une collaboration scientifique avec Clair Poi-
gnard. Ce travail a abouti a la rédaction d’un article dont le titre original est Approximate
transmission conditions for time-harmonic Maxwell equations in a domain with thin
layer. Apres un résumé sur le sujet, on reproduit 1’article a I’identique.

Auteurs

Victor Péron, Université de Rennesl, IRMAR & CNRS UMR 6625, Campus de
Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France. Email : victor.peron@univ-rennes|1 .fr.

Clair Poignard, INRIA Bordeaux-Sud-Ouest, Institut de Mathématiques de Bordeaux,
CNRS UMR 5251 & Université de Bordeaux1, 351 cours de la Libération, 33405 Ta-
lence Cedex, France. Email : clair.poignard@inria.fr .

Résumé

On étudie le comportement asymptotique du champ électromagnétique dans une cel-
lule biologique plongée dans un milieu ambiant lorsque I’épaisseur € de sa membrane
tend vers 0. La cellule est composée d’un cytoplasme entouré d’une fine membrane.
On calcule des conditions de transmission sur le bord du cytoplasme équivalentes a la

201
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couche mince. On adopte une approche géométrique basée sur un changement de va-
riables adéquat dans la couche mince. On rappelle quelques notions de calcul différentiel
afin d’obtenir le développement asymptotique. On démontre par ailleurs des estimations
d’erreurs. On présente enfin en appendice le développement asymptotique a tout ordre.

Abstract

We study the behavior of the electromagnetic field in a biological cell modelized
by a medium surrounded by a thin layer and embedded in an ambient medium. We
derive approximate transmission conditions in order to replace the membrane by these
conditions on the boundary of the interior domain. Our approach is essentially geometric
and based on a suitable change of variables in the thin layer. Few notions of differential
calculus are given in order to obtain our asymptotic conditions in a simple way. This
paper extends to time-harmonic Maxwell equations the previous works presented in [55,
57,56, 12]. Asymptotic transmission conditions at any order are given in Appendix 1.

9.2 Motivations

The electromagnetic modelization of biological cells has become extremely impor-
tant since several years, in particular in the biomedical research area. In the simple mo-
dels [28, 30], the biological cell is a domain with thin layer composed of a conducting
cytoplasm surrounded by a thin insulating membrane. When exposed to an electric field,
a potential difference is induced across the cell membrane. This transmembrane poten-
tial (TMP) may be of sufficient magnitude to be biologically significant. In particular, if
it overcomes a threshold value, complex phenomenons such as electropermeabilization
or electroporation may occur [65, 63, 47, 46]. The electrostatic pressure becomes too
high that the thin membrane is locally destructured : some exterior molecules might be
internalized inside the cell. These process hold great promises particularly in oncology
and gene therapy, to deliver drug molecules in cancer treatment. This is the reason why
an accurate knowledge of the distribution of the electromagnetic field in the biological
cell is necessary.

Several papers in the bioelectromagnetic research area deal with numerical electro-
magnetic modelizations of biological cells [51, 60, 58]. Actually the main difficulties of
the numerical computations lie in the thinness of the membrane (the relative thickness
of the membrane is of order 1/1000 compared with the size of the cell) and in the high
contrast between the electromagnetic parameters of the cytoplasm and the membrane.
We present here an asymptotic method to replace the thin membrane by appropriate
transmission conditions on the boundary of the cytoplasm.

In previous papers [55,57,56, 12], an asymptotic analysis is proposed to compute the
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electric potential in domains with thin layer, using the electroquasistatic approximation'.
However it is not clear that the magnetic effects of the field may be neglected. This is the
reason why we present in this paper an asymptotic analysis for time-harmonic Maxwell
equations in a domain with thin layer.

Our analysis is closed to those performed in [55, 57, 56]. Roughly speaking, it is
based on a suitable change of variables in the membrane in order to write the explicit
dependence of the studied differential operator in terms of the small parameter (the thin-
ness of the membrane). Since we consider Maxwell equations in time-harmonic regime,
in accordance with Flanders [29], Warnick et al. [66, 67] and Lassas et al. [35, 36],
we choose the differential calculus formalism to perform our change of variables in a
simple way. Basic notions of differential forms with explicit formulae are recalled in
Appendix 2.

Throughout this paper, we consider a material composed of an interior domain sur-
rounded by a thin membrane. This material, representing a biological cell, is embedded
in an ambient medium submitted to an electric current density. We study the asympto-
tic behavior of the electromagnetic field in the three domains (the ambient medium, the
thin layer and the cytoplasm) for the thickness of the membrane tending to zero. We
derive appropriate transmission conditions on the boundary of the cytoplasm in order
to remove the thin layer from the problem. Actually, the influence of the membrane is
approached by these transmission conditions. To justify our asymptotic expansion, we
provide piecewise estimates of the error between the exact solution and the approximate
solution.

The paper is structured as follows. In Section 9.3, we present the studied problem in
the differential calculus formalism and the main result of the paper. Section 9.4 is devoted
to the geometry : we perform our change of variables and we write the problem in the
so-called local coordinates. In Section 9.5 we derive formally our asymptotic expansion,
which is rigorously proved in Section 9.6. In Appendix 1, we give recurrence formulae to
obtain asymptotics at any order. Appendix 2 is devoted to the basic notions of differential
forms used in the paper.

9.3 Maxwell equations using differential forms

In the following we use the conventions of differential calculus formalism. Defini-
tions and basic properties of the differential calculus are given in Appendix 2. We recall
here the usual notations.

Notation 9.3.1 Let k be an integer. For a compact, connected and oriented Riemanian
manifold (M, g) of R™ we denote by QF (M) the space of k—forms defined on M.

I'The electroquasistatic approximation consists in considering that the electric field comes from a po-
tential : £/ = —VV . In this approximation the curl part of the electric field vanishes and the magnetic field
is neglected.
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o The exterior product between two differential forms w and 7 is denoted by w N\ 7).
e The inner product on Q*(M) is denoted by (-, >Qk
e The Hodge star operator is denoted by x.
e The interior product of a differential form w with a smooth vector field Y is written
int(Y)w.
Let us denote the exterior differential and codifferential operators respectively by d, 6.
The Laplace-Beltrami operator A is defined by A = —d — dd.

L*Q%(M) is the space of the square integrable k — forms of M while for s €
R, H*QF(M) is the usual Sobolev space of k-forms. Let HQF(d, M) and HQ*(5, M)

denote
HOM (A, M) = {w e L*Q*(M) :  dw e L*Q*(M)}, 9.1
HOF(6,M) = {w € L*Q*(M) :  bwe L’ (M)}, 9.2)

that are Banach spaces when associated with their respective norms

HWHHQ’@(d,M) - HWHL2Qk(M) + HdWHLQQk-H(M),
Wl zraxs,ary) = @l 20k ar) + |0w]] L20r-1(ar)-

We also denote by HQF(d, 6, M) the space HQ®(d, M) N HQ* (8, M) equipped with the
norm

Wl zraras.0r) = |wllL2asan) + [|[dwl 2ariarn + [|0w]] L20r-1(ar)-

H*(M) and L*(M) denotes the respective spaces H*Q°(M) and L*Q°(M).

9.3.1 The considered problem

Let I" be a compact oriented surface of R?® without boundary. Consider the smooth
connected bounded domain O, with boundary I'; O, is surrounded by a thin layer O;,
with constant thickness . This material with thin layer is embedded in an ambient
smooth connected domain OF with compact oriented boundary. We denote by O the
e-independent domain defined by

O=0U0: U Q..

Moreover, we denote by ['. the boundary of O, U O¢, (see Figure 1). Let fic, ftm and fie
be three positive constants and let ge, g and ¢, be three complex numbers. Define the
two piecewise functions p and g on O by

e, in OZ, e, in 027
Ve e O, p(x)=« pim, in O, VeeO, q(z)=< qmn, in O,
pe, in O, e, in Oc.
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The function p is the dimensionaless permeability of O while the function ¢ denotes its
dimensionaless complex permittivity?.

Figure 1 : Geometry of the problem

Let dy > 0 such that for each point ¢ of I', the normal lines of I" passing through
q, with center at ¢ and length 2d, are disjoints. In the following, we suppose that ¢ €
(0,dp). We denote by O% the set of points x € Of at the distance greater than dy of
I'. We suppose that the ambient medium is submitted to a current density J compactly
supported in O%. All along the paper the following hypothesis holds.

Hypothese 9.1 (i) There exists ¢y, co > 0 such that for all v € O,
¢ < —Im(g(r)) < e, 0 <Re(q(z)) < o (9.3)
(ii) The source current density J satisfies

supp(J) € 0%, J e L*Q'(0), 6J=0, in0O.

2Using the notations of the electrical engineeering community, ¢ = w? (e — 1%) , Where w is the fre-
quency, € the permittivity and o the conductivity of the domain [7].
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Maxwell equations describe the behavior of the electromagnetic field in O. Denote by
E and H the 1-forms representing respectively the electric and the magnetic fields in
O in time-harmonic regime. Denote by Nyo the outward normal vector field to 0O. In
the following and accordingly Remark 9.8.2 of Appendix 2, the normal vector field and
the corresponding normal 1-form are identified. Maxwell equations in time-harmonic
regime write [35, 36, 66]

dE =ix(uH), dH=—ix(¢E+1J),inO, (9.4a)
N@(f) X E|BO = 0, on 00. (94b)

Using the idempotence of x in R?, we may infer the vector wave equation on E
1 .
*d <— *dE) —qE=1J,in O, Nyo x E|spo =0, on 0.
I
Since p is a scalar function® of O, we infer

1
0 <;dE> — qE = J, in O, Nao X E|a(f) = 0, on 00. (95)

Remark 9.3.2 Denote E in Euclidean coordinates by £/, dx+ F,dy+ F.dz and similarly
for H and J. Problem (9.4) and problem (9.5) write now

curl E=ipH, curlH=—i(¢E+J),in O, Nyg x E|sq = 0O, on 00,

and

1
curl (— curl E) —qgE=J,in O, Nyg X E|gg =0, on 00.
1

9.3.2 Variational formulation.

Our functional space X(q) is defined as
X(q) = {u € HQ'(d,0), §(qu) € L*(O), Noo A ulso =0},
associated with its graph norm

[ullx@) = llullror0) +110(qu)] r20).

3If  is a tensor the previous equation (9.5) becomes 8 (xu~! x dE) — ¢E = J.
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Define the sesquilinear form a, in X(g) adapted to a regularized variational formulation
of the problem (9.5) by

1
aQ(uv U) = / (;<du7 d@>92 + <5(qu)7 5<q_v)>90 - Q<u76>91) dVOlO :
o
Using inequalities (9.3), the following lemma holds.
Lemma 9.3.3 There exists a constant cq > 0 and « € C such that for all € € (0, dy),
Re(aay(u, u)) = coﬂuH%((q). (9.6)

For all € € (0, dy), we consider the variational problem : find E € X(q) such that

Vu € X(q), a4(E,u)= / <J,E>Q1 dvolp . 9.7)
@

Using Hypothesis 9.1 the following theorem holds.

Theorem 9.3.4 (Equivalent problems) Ler Hypothesis 9.1 hold.
(i) There is at most one solution E € X(q) to problem (9.7).
(ii) The solution E satisfies (9.5) in a weak sense

O0dE — pgE = J,in O U O, U O., Nyo X Elgo =0,
with the divergence condition
5(¢E) = 0,in O 9.8)

and the following equalities* hold for ¥ € {T',T'.}

[N, x E],, =0, [%int(Ny)dE} —0, [gint(N,)E], =0. 9.9)
5%

(iii) If (E, H) € (L2QY(0))? is solution to problem (9.4) then E € X(q) satisfies (9.5).
Conversely, if E € X(q) satisfies (9.5) then the couple of 1-forms (E, —(i/pu) = dE)
belongs to (L*Q(0))* and satisfies problem (9 4).

PREUVE. The proof is based on an idea of Costabel et al..

(i) Accordingly estimate (9.6), a straightforward application of the well-known Lax-
Milgram theorem leads to existence and uniqueness of the solution E to the regularized
variational problem (9.7).

“For an oriented surface . without boundary and for a differential form « defined in a neighborhood
of .7 we denote by [u] ,, the jump across .”. N.»» denotes the outward normal to .7
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(ii) The proof is precisely worked out in full details in [15, 16] in a very slightly dif-
ferent configuration. We just give here the sketch of the proof. The first transmission
conditions (9.9) easily come from Green formula of Proposition 9.7. The divergence
conditions straightforwardly come from §(gE) = 0, using (9.5) and §? = 0. The other
implication is obvious. We then prove that this solution satisfies 6(gE) = 0.

Denote by HA(O) the space of functions ¢ € H} (O) such that §(gd¢) belongs to
L?*(0). Integrations by parts imply

Vo € HAO), ay(E,dg) /O (5(4E), 3(qdd) T 8),p dvolo

Since Im(q) < —¢; < 0, the function §(gd¢) + ¢ runs through the whole L?(O) space
for ¢ running through HA (O). Moreover, since §(J) vanishes we have

/ (3,39),,, dvolp = 0,
(@]

from which we infer that §(¢E) identically vanishes in L?(Q) according to (9.7). There-
fore the solution E of problem (9.7) solves problem (9.5).

(iii) If (E, H) solves problem (9.4) we straightforwadly infer (9.5), since * is idempotent
and since (i is a scalar function. Conversely, defining H by

H=—1 «dE,
1

we infer that (E, H) solves problem (9.4). [
Denote by O, the domain O, = O \ O.. Define ji and § by

/,l,c’ iIl OC7 QC7 in OC?

fe, in O,

Vo € O, [L(:c):{ Ve € O, (j(az):{

e, in Ok.
Let E° € X(§) be the “background” solution defined by
Vu € X(§), az(E°,u) = /O (J,u), dvolo,
which means in a weak sense
b (ideo) —GE*=1,in O, Nyo x E°|50 = 0. (9.10)

[

We have the following regularity result.
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Proposition 9.2 Let Hypothesis 9.1 hold. Moreover let s > 0 and J belong to H*Q(O%),

~ . ~e70 .
Then the 1-form E° exists and is unique in X(q). Moreover, denoting by E“Y and E " its
respective restrictions to O. and O., we have

EY e H*01(0,), E e HXQ0'(O,).

PREUVE. The 1-form E' satisfies (9.10). The proof of the existence and the uniqueness
of E” in X(§) is very similar to those performed in Theorem 9.3 .4 by replacing X(q) by
X(§) and a, by a;. Since §J vanishes, we infer §(GE”) = 0 and therefore E° satisfies

—AE" — igE’ =), in 0. UO,, Nyo x E°|y0 =0,
with transmission conditions
[Ne AdE?] L =0, [Gint(Np)E]. =0,

{iint(Np)dEo} =0, [6(GE”)].=0.
H r

The same calculations as performed in Proposition 2.1 of Costabel et al. [16] imply
that the set of the above transmission and boundary conditions covers’ the Laplacian in
O and in O, in the sense of Definition 1.5 at page 125 of Lions and Magenes [40].
Therefore we infer the piecewise elliptic regularity of E”, which ends the proof of the
lemma. u

The following estimates hold

Proposition 9.3 Under Hypothesis 9.1, there exists C > 0 such that for all £ € (0, dy)

IEl[x@) < C, 9.11)
IE — E°||go1(a,0) < Cv/e. (9.12)

PREUVE. Using (9.6), estimates (9.11) are obvious since Im(q) < —¢; < 0. Prove
now (9.12). We first mention that E” belongs to H2Q! () for w € {O,, O.}, according
to Proposition 9.2; hence E° € L*Q!(w) and dE® € L*0?(w). Denoting by U =
E — E° we infer

1 — _
/ —(dU, dU)qz — q(U, U)g1 dvolp = qm/ (E°, U)en dvolpg,
oH o

5
m

1 —
— — [ (dE°,dU)gq: dvolo: .
Hm Jog,

3 Accordingly the appendix of the paper of Li and Vogelius [39] the regularity of E® may also be
obtained by using a reflection to reduce the problem to an elliptic system with complementing boundary
conditions in the sense of Agmon ez al.[2, 3].
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Therefore using (9.11) and using the assumption (9.3) on ¢, we infer

1dU|| z202(0) + U]l z201(0) < C'VE.

9.3.3 Main result

Consider the inclusion J : ' — O, and J* its pull-back J* : Q¥(O) —
QF(T), k € {0,1,2,3}. Denote by dr and dr the exterior differential and the codiffe-
rential operators defined on QF(T"). Define S and T by

11
S = (gm — ge) T*(E”)|r+ + (u_ — u_) drdr (T7(E%) |p+, (9.13)
11 e
T =g <q—m — g) d(int(Np)EO\p_) + ”Mi“ int(Np) (dE%) |, . 9.14)

The explicit expressions of S and T in local coordinates are given in Section 9.6. Let E*
be the 1-forms defined by

6dE' — figE' =0, in Oc U O, Npo x E'|go =0,

with the following transmission conditions on I

1 1
—int(Np)dE'|p+ — —int(Np)dE!|p- =S, (9.15)
e ,u‘C

Nr x EYr+ — Np x EYp- = Np x T. (9.16)

The aim of this paper is to prove the following theorem.

Theorem 9.3.5 Under Hypothesis 9.1, if moreover the current density J belongs to
H3QY(Od), there exists ey > 0 and a constant C, independent on € such that

vg € (0,50), ||E — (EO + 5E1)||HQl(d,5,OC) < 052,

and for any domain w compactly embedded in O, there exists £, > 0 and a constant
Cw > 0 independent on € such that

Ve € (O,EW), ”E — (EO + EEl)”HQl(dﬁ,w) < ch‘fz.

Remark 9.3.6 It is possible to give a precise behavior of E in a neighborhood of I' by
defining a 1-form in the thin membrane (see Theorem 9.6.1). A
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In this paper we choose to deal with differential forms, in accordance with Flanders [29].
This point of view has the convenience of considering both electric and magnetic fields
as l-forms, i.e. they are physically similar in accordance with electrical engineering
considerations [7]. It is also possible to derive our asymptotics by tensor calculus consi-
derations, as used in linear elasticity of thin shell [19, 26, 27]. This approach is worked
out in full details in the thesis [53] of the first author.

Remark 9.3.7 [The tensor calculus formulation] Since we are confident that our result
might be very useful for bioelectromagnetic computations, and since the electrical en-
gineering community may feel uncomfortable with the differential calculus formalism,
we translate our result with the help of “usual” differential operators. Denote by V1 and
V- the respective gradient and divergence operators on I'. Define Rotr and rotp by

Vf e C®T), Rotrf=(Vrf)x Nr,
v e (C=())*, rotrf = V- (f x Np).

Then (E¥),—o.1 (seen as vector field) satisfy the following equations
curl curl E¥ — igE* = 5§J, in 0, UQO., Nyo X Ek\a@ =0,

with the following transmission conditions on I

1 1
Np x E°|p+ = Np x E°|p-, — (Np x curl E°) |+ = — (Np x curl E?) [p-, (9.17)

e e

11
Np x E'|p+ x Np = Np x EY|p- x Np + ¢c (q— — —) Vr (E%r- - Np)

B mooe (9.18)
+ % (curlE® x Np) |-,
S (curl E' x Np) |p+ = e (curl E' X Np) |- + (gm — ¢e) (Nr x E® X Np) |p+
+ (L - i) ROtF rotp (NF X EO X NF) |1‘+.
Hm  He
A

Remark 9.3.8 [The impedance boundary condition of Engquist-Nédélec [24]] Let J be
supported in O, (and divergence free) and suppose that O is a perfectly conducting do-
main. Therefore ¢ = +00 and p. = 0. An homogeneous Dirichlet condition is imposed
on ',

NFE X E|1‘E =0.



212 CHAPITRE 9. CONDITIONS DE TRANSMISSION APPROCHEES

We are now in the same configuration as the problem studied by Engquist and Nédélec [24]
at page 18. According to (9.17)—(9.18), writing the condition satisfied by E” + ¢E' and
neglecting the terms in £2, we infer the following boundary condition for the first-order
approximate field E,

Nr X Ea|r‘7 X Np = —¢ (EVF (Ea|rf . NF) -+ 'u—m (CUI'I Ea X NF) |F) .
Recall that according to Maxwell equations, curl E = iy.H and curl H = —iq.E. The-

refore q.E - N = icurl H - Np. According to the definition of V- (see for example
equation (2.22) page 5 of [24]), we infer®

Vr - (H x Np) = curlH - N = —ig.E - Nr, (9.19)

and the impedance boundary condition follows

1
NF X Ea|F* X NF = —i¢e (—VF (VF . (Ha X NF)) + Hm (Ha X NF) |F) .

Gm

Observe that this is the impedance boundary condition of given in [24] page 19, since
they took the normal interior to their domain {2.,, hence n = —Nr. A

We point out few arguments to enlight the convenience of differential calculus for-
malism.
(i) Anisotropy. For sake of simplicity, we deal here with isotropic materials, however the
anisotropic case may be interesting for applications. In this case, p and ¢ are matrices
and the vector wave equation becomes

) ((*[L_l*) dE) — qE = J, in O NBO X E|3(f) = 0, on 60,
and the following transmission conditions hold on . € {I', I’}
int(Ny) (k' +dE)] , =0, [Ny xE], =0.

To obtain the approximate transmission conditions equivalent to the thin layer, we just
have to write the tensor /.~ 'x in local coordinates, with the help of the explicit formulae
given in Appendix 2. The calculations are more tedious but we are confident that the
reader has all the tools to perform the analysis.

Using differential forms and since dN = 0 equality (9.59) implies

1 1
int(Np)E® |- = —Eint(Np)é (xH®) = —H(sp (int(N) « H°|r) , which is exactly equality (9.19).
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(ii) Non-constant thickness. We consider here a thin layer with constant thickness. As
mentionned in Section 9.2 a high electric field may occur a dramatically local decreasing
of the thickness of the membrane, possibly leading to the apparition of pores. Hence the
thickness of the membrane is no more constant with respect to the tangential variable.
As performed in [56], the change of variables would lead to additional terms in the
transmission conditions. These terms would come from the fact that the coefficients g;3
of the matrix (g;;) given by (9.20) do not vanish. The derivation of the asymptotics
would be more tedious but, once again, we are confident that all the tools are given in
the present paper to perform the calculation.

In the case of a rough thin layer, the present analysis may not be applied. We have to
introduce appropriate correctors as performed in [12].
(iii) Link with Helmholtz equation. Observe that equations (9.5) are well-defined if E
and J are functions, since the operators d and ¢ are defined for k—forms and the exterior
product between a 1-form and a function is also well-defined. Moreover, since ¢ acting
on functions is zero, the operator —dd coincides with Laplace-Beltrami operator A. In
addition, the above differential forms S and T are well-defined even if E’isa function,
and in this case we have

1 1
S = (gm — g2) E%lps + (— _ —) Sedr (EY) [

m e

Hm — He .
T = —"——=int(Np) (dE°)|,_,
He
since the interior product int(/Nt) acting on functions is zero. Writing formally our
asymptotic transmission conditions for functions in tensor calculus formalism, we in-
fer that the function u solution to

1
-V <—Vu) —qu=7,in0, ul|po =0,
1

is approached by u° + cu! where (u¥);—¢ ; satisfy
—AuF — pgu* =65, inO.UO., ulso =0,

with the following transmission conditions

1 .
[UO]F = 07 [ﬁanu0:| = 07 'Uzl‘r”r — u1|p7 = %811’11/0‘{‘,
T

C

1 1 1 1
—Ohutlpr — —0hutlp- = (qm — ge) u’|p+ — <— - —) Aru®|p+.
e Fe Hm He

This asymptotic expansion is rigorously proved in [54] (see equations (4) page 4 of [54]).
Therefore the differential calculus provide a link between the results for Helmholtz and
Maxwell equations.
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94 Geometry

Let 71 be the tubular open neighborhood of I"' composed by the points at the distance
dy of T'. In the following, it will be convenient to write the involved differential form E
in local coordinates in the tubular neighborhood 71 of I'. We denote by 7_° and 7. the
respective intersections 7 N O and 7+ N O,.

94.1 Parameterization of ['.

Let xt = (x1, 22) be a system of local coordinates on I' = {¢)(x1)} . By abuse of no-
tations, we denote by xt € I the point of I equal to ¢)(x1). In the (z1, x2)—coordinates,
we denote by Nr the outward vector normal to I defined by

_ O N\ Oxtp
|01 A 09|’

and we define by ® the following map

Nr

V(xt,23) €' X R,  ®(x7,23) = ¢(x7) + 23N (XT).

Notation 9.4.1 In the following 0; stands for 0., for j = 1,2,3. Moreover we use
the summation indices convention a;b; = Zi:1,2,3 a;b;. Observe that according to our
change of variables, xt denotes the tangential variables and x5 is the normal direction.
To accentuate the difference between xt and x3, the Greek letters o and 3 (and possibly
v, L, k and \) denote the indices in {1,2}, while the letters i, j, k denote the indices in
{1,2,3}. Eventually it is convenient to introduce the Levi-Civita symbol €;j;, defined by

+1, if {1, 5, k} is an even permutation of {1, 2, 3},
€k = § —1, if {4, 7, k} is an odd permutation of {1, 2, 3},
0, if any two labels are the same.

According to the definition of dy, the tubular neighborhood 71 of I' may be parame-
terized by
7/{‘ = {(I)(XT,I‘;J,), (XT,fL’g) el x (—do,do)} .
The system of coordinates (xt,z3) is the so-called local coordinates of ¥1.. The Eu-
clidean metric of #f written in (xt, x3)—coordinates is given by the following matrix
(9i3)ij=1,23

g g2 0
(9ij)ij=123= | 912 922 0], (9.20)
0 0 1
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where the coefficient g, equals g,3 = (9,P,03®P). Here (-, -) denotes the Euclidean
scalar product of R*. Denote by (¢g*/) the inverse matrix of (g;;) , and by g the determi-
nant of (g;;). The coefficients g,3 might be written with the help of the coefficients of
the first, the second and of the third fundamental forms of I in the basis (011, 021)) (see
Do Carmo [21])

9o (X1, 23) = gog(x7) = 223bag(xT) + T5Cap(XT).
The mean curvature 57 of I" equals

1 95 (v/9)
H = —— Y7 . 9.21
T (9.21)

x3=0

94.2 The transmission conditions in local coordinates

In the (x1,z3)—coordinates, write E = E;dz'. Nr is the outward normal field of
I', which is identified to the 1-form dz® in accordance with Remark 9.8.2. Applying
straightforward the formulas of Appendix 2 we infer

Nr x E = E,dz*dz®, int(Np)E = E3, int(Np)dE = (03F, — 0, F3) dz*.

Hence transmission conditions (9.9) write for h € {0,¢}

1
[Ea];pgzh = 07 |:; (aBEa - aaE?;)} = 07 [q E3]13:h =0. (9.22)

xr3=h

9.4.3 Rescaling in the thin layer

Denote by £ and by EY the respective restrictions of E; to 7% and to 7¢. In Of we
perform the rescaling x3 = en,n € (0,1), and we denote by ET", by g3 and by g™ the
following functions

€ (xr,n) = Ej(xr, en)
\V/T/ € (07]—)7 g{?(xTan) :gij(xTagn)v for Za] - 17273
g™ (xr,1m) = g(x,en)

Observe that gl (xt,1) = go5(xT) — 2enbas(xt) + £*n’cap(xT), hence for I € N,

dl gy = O('), while 9),g7 = O(1). Denote by

6dE = a(x,n)dz’,in O%,.
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Applying formula (9.63) with the metric given by (9.20), and performing the rescaling

xr3 = €n, we infer,

1 1 v O ( 9o
CLT = —g&%(g;\n + g (anakg?:n + €aB3€ik3 9% ( Jar ) 877551)

VT e \Vo

g)rl 1 m a77 ( g&nn ) m)
+ €a83€m3——= | 0. (—8a5 ) - — 05EY |,
7 3\/9’“ ( Vg 7 e \vg" e

m 1 gg"l, m gmL -
a3 = gEa,B?)QHBaH (\/gm 8175[3) + Eaﬁ3€m38a (\/‘Z_maﬁgs ) )

The divergence free condition )0E™ = 0 with equality (9.61) writes then

1 1 0 1 9
—0pEN 4+ ——=(/g™ED + €ap3€un Oa < ng) = 0.
c n~3 \/g_m € ( ) 3 B3Cuk3 /gm /gm
The transmission conditions (9.22) in x3 = € become
- (83E)\ - 8)\E3) |x3:5+ = — —&75}\ — (%\53
e Mm 13 n=1

E|gy=er = EX =1
The transmission conditions (9.22) in x3 = 0 write

1 1
- (gansg* - axgg“)

g)r\n|n:0 - E)\|13=0*7

1
= ,u_ (O3B — OrE3) |5—0-
n=0 ¢

and the transmission conditions for the normal components £3 are

QeE3|:v3:5+ = Qm5§n|n:1, Qm5§n|n:0 = ch3|:L'3=0_'

9.5 Ansatz and formal expansion

We set now our ansatz. We look solutions written as formal series in &

~e,0 ~e,1
. b K . 8
EOeE—E Oes+€E Oes+“',lnoe,
Elo, = E®° + cE®' + ... | in O,

and in the cylinder I" x (0, 1),

Elog 0 D(xr. ) = E™(xr, 1) + €™ (xr.m) + -

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26a)

(9.26b)

(9.27a)

(9.27b)

(9.28)

(9.29a)
(9.29b)

(9.29¢)
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where the 1-forms (Ee’n)neN, and (E“"),,cy are defined in e—independent domains. We

e7 . . . . . .
emphasize that the sequence (E n)neN is defined in (O%,)" even if its associated serie
does not approach E in the thin layer.

Remark 9.5.1 The 1-forms (£™"),cn are profiles defined in the cylinder I' x (0,1);
note the difference with the 1-forms (E“"),cn and (Ee’n)neN. These profiles are the
key-point of the following asymptotic expansion. A
In 71, for n € N, we denote by

~e

E " = E:’n(XT, ZEg)dl‘i, E“" = EF’n(XT,I‘g)dl‘i,

(2

Emn = &M (xr,m)da’, 0= xz/e.

(2

Our aim is to identify the first two terms of the sequences and to estimate the remainder

term. Suppose that for n € N, the forms (EZ") are as regular as necessary. Using
k=1,2,3
formal Taylor expansion, we infer for [ = 0, 1
8JZ'E/(:TLLUS:E+ - 8§E27n|rs=0+ + Ea?’aééljm‘xs:(ﬁ +- (9.30)

It is convenient to define E" for n € N by

~e

E'=E ,in0O., E"=E"", in0O..

We are now ready to derive formally our asymptotics. Replace the coefficients (€]") =13
and (E});=1,..3 in equations (9.23)—(9.24)—(9.25) and in transmission conditions (9.26)—
(9.27)—(9.28) by their respective formal expansion (9.29), and use the formal Taylor
expansion (9.30). Observe that for any n € N, we necessarily have
SAE" — igE" = 653, in O, U O, Nao A E"|50 = 0, on 90, (9.31a)
Observe that JE" =0, in O.UQO,, (9.31b)

since 0J = 0. It remains to build the appropriate transmission conditions by identifying
the terms with the same power of ¢.

9.5.1 Order 0

The term of order -2 in (9.23) vanishes hence 8%53“’0 = (. From the divergence free
condition (9.25) we infer 0, &5 Y = 0. Equality (9.26a) implies 0,EMY = 0. Therefore the
coefficients £ ]m,o depend only on xt. From (9.26b)—(9.27b)—(9.28) we infer for n = 0, 1

D5 B ngmor = D5 B ny=o-» (9.32a)
G055 os=0+ = GO E5 o0~ (9.32b)
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9.5.2 Orderl

Since 8,752“’0 and the terms of order -1 in (9.23) vanish, we infer
REM =0. (9.33)

Hence 0,E£™! is constant with respect to 7. Therefore, according to (9.26a)
n~a

1/~ - 1
. (agEg;O _ aaEng) gt = — (5B — 0, E5°) |,yo- (9.34)

C

According to (9.31)—(9.32)—-(9.34) the 1-forms Ee’o and E°? satisfy the elliptic pro-
blem (9.10). According to (9.27b) and to (9.28), we infer

EM(xr,n) = B (x,0), (9.35a)
EFV(xT,n) = j—cng’o(xT, 0). (9.35b)

m

Therefore the terms of order 0 are entirely determined. According to (9.27a), using (9.35)
and since 9,EM™! does not depend on 7 accordingly (9.33), we infer

0,E™ (x7, 1) = j—aE\ + ’;— (D5 ES° — D0 BE) [y (9.36)

m C

The transmission conditions follow
Ee,l o Ee,o =0 gm,l gm,l
« |$3=0+ + O3 « |:B3=0+ — UnCqy + «a |77:07

and
EM =0 = ES os=o--

Therefore we infer
~e71 C,l o m,l ~e,0
Eoz |13=0+ - Ea |£B3:0_ - aﬂga - 63Eoz |$3=0+'

Using (9.36) and according to (9.32) and (9.34) we infer

e c dc qc c,
Eo;l|963:0+ - Ea’l‘x?,:()* = <_ - _) &IEZ’,O‘%:O*
b fm p e (9.37)
+EEE (0B — 05°) Lo

The divergence free condition leads to

Vo .

m 1 gg C qC C
87783 ! = = \/Eea,@?;emfiaa < 0 EL ’0> |$3:O* + 2%Q—E370‘x3:07, (938)



9.5. ANSATZ AND FORMAL EXPANSION 219

where 7 is given by (9.21). Transmission condition (9.28) implies
QeE§71‘x3:0+ + Qea3E§’0|3[:3:07L - Qmang?r,ml + QCE?C,71|JJ3:O*- (939)

According to (9.10) E“? satisfy the divergence free condition hence

1 gg I C C
- —Eaﬁ?)em?) 8@ < 0 EL 70) - 63E370|$3:0’ - 2%E370|J33:0*7 (940)

Vo Ve

and similarly for g by replacing E-° by EZ°. From (9.38)~(9.40) we infer

xr3=0"

OpEt = O3 ES°|yo- + 2 (3 - 1) E5°| =0 (9.41)

m

Moreover using (9.32) in (9.40) we infer
G0 B | nsmor = GeOsE5°|nymo- — 2(ge — 60 E5°|2s=0-

and therefore (9.39) with equality (9.21) implies

e 4 1 e
0eB5 eyt — G5 ey = (am — 6e) ——— 05 (V/GES°) (9.42)
V g|1'3:0 1.3:0+
9.5.3 Order 2
Since 9,EM™" = 0 we identify the terms in £2 in (9.23) to infer
0 B m
D2E™? = 9,00EM + €ngse i {_n ( Jar o, E™!
A n 3 aB3Cik3 0 e \/—m nep
VA g -
/ = (9.43)
1 9 Yo 0 /0em,0
+ a/{ 8agm’0 - _n ( i ) 8]68”], _'_/J/QO gogm, .
< < V go ’ ) < VT n=0 ’ ’
Since the right-hand side of the previous equality does not depend on 77, we have
L (0,55 — o, B2 L (0B - oyES L (gzeme
Lo 3N T A3 $3:0+_E(3>\_)\3)‘13:0_—M_m neA

1

e

— hOyEy ’1> - <3§E§’0\x30+ - 8A83§§70|m30+>-
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~e,0 ~e,0 .. . .
Since 0dE — peqeE = 0, explicit formulae of Appendix 2 imply

2 77e,0 o e,0 7e,0 I Jax e,0
O E} | gm0+ = [NeCJe\/ﬁEj + O30\E3™ + 604[33@&3%63 (ﬁ) O3B

9 1 7e,0 Yok 7e,0
T eupyens 22 8K<—8QE7)—8 (—)&XE’)
7 W@( N \vg/)

According to the transmission condition at the order 0, the following equalities hold

‘x30+

1 e e 1 m m
" (3A33’0 - 33EX0) |zg=0+ = . (OET" = 0,ET) =0,

m

e,0 om0
EA |363:0+ - gA ‘17=07
hence we infer the following transmission conditions
1

- - 1
(83E§71 — (%E?l) - —
He c

y (83E§71 - aAE?fJ) = (gm — Ge) E§\7()|9[»‘3:0+

11 N 1~
+ <— - —> Ealg3€m3giaﬁ <—8LE:’O>
Hm  He V9 V9

Therefore E' satisfies (9.31) for n = 1 with the transmission conditions (9.37)—(9.44)
written in local coordinates. Using equalities (9.36)—(9.41) we infer

(9.44)

r3=0%

m m C m m q C
&y 71(XT7 n) = no&y 1t Ex’l‘xszoﬂ & ’l(xTa n) = noyEs C q_cEs’l‘x;a:O*-

m

Remark 9.5.2 The coefficients at the order 1 are now uniquely determined. Since

8n5;172|n:0 = aa€;71|n:0 - /;_m (aaE?C,’l - 83E§[1) |23=0

C

9,ET™? is uniquely determined by (9.43)

OnEN? = NOREN" + Da3 gm0 — ’;—”‘ (OuB5" = DES) |rg=0-- (9.45)

C

A

Remark 9.5.3 Transmission condition (9.42) might be obtained straightforward from
~e, 1 . p ; .
(9.31)—(9.37)~(9.44). Writing 6dE = @2 dz? and 6dE®! = a'da’ we infer

C ]' K C C
a371 e ﬁ€a636“£38a <% (83EL’1 _ 8LE3’1)> ’
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and similarly for Zig’l by replacing E<! by Bl According to (9.44) we have

1~e1 1 cl (qm_qe) 98r Tre
|$ o+t — —a ’ ‘x —0- — ———— €4 36m38a E?
o T T N V9

r3=01

The divergence free property of Ee’o applied in 23 = 0" implies

1 el 1 cl
— 05 gm0t — 05 gm0 = —(am — Ge)—==0s (VGE5") lsy-o+-
,u/e 3 3 ,uc 3 3 \/m \/_ 3

Moreover we have

1
_a3 |£B3 =0+ + qe |13 ot — a§71|13:0_ + QCE§71|13=0_ = 07
e c

therefore, we infer

Y

r3=01

~ 1 ~
e,1 c,1 e,0
qu37 |m —0+ — chg’ |m —0- = (qm — qe) _ 63 (\/§E37 )
’ ’ V g|1‘3:0

which is exactly condition (9.42). JAN

9.6 Justification of the expansion

Let us rewrite the equations satisfied by the first two terms of the asymptotic expan-
sion of E in terms of differential forms. Denote by S and T the following forms

11 .
S= <( - qe) Ee0|:133 =0+ + (M_ - ,u_) Eaﬁ?)em?)i];_aﬁ (76 En |13 0+)) dl‘)\

T — ((5_‘: _ %) 801E§70‘:B3:0_ + % (agE;’O — 8QE§70) ‘x3:0—>dxa.

The reader easily verifies that the definitions (9.13)—(9.14) coincide with the above ex-
pressions of S and T. The 1-form E° satisfies (9.10) in a weak sense and E! satisfy (9.31)
with the following transmission conditions on I" accordingly (9.37)—(9.42)

1 e, 1
int(Np)AE™ [ — —int(Np)dES - =S, (9.462)
fic

e

Ne AE™ o — Np x ESYpe = Np x T (9.46b)
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Observe’ that accordingly (9.42)

1 e
05 = ~(am — ) ——— 05 (VI E5°) (9.47)
V g|1‘3:0 x3=0"+
In the cylinder " x (0, 1), the 1-form £™° equals
™0 = B0, o da® + L B0, oo da?, (9.48)
Gm

while the 1-form £™! equals

emt = {E;Hm:o- e Lo+ b o, - 0.5°))

m ,LLC

}dxa
x3=0"
(9.49)

das.
x3=0"
We present now the regularity of the 1-forms E” and E'.

Proposition 9.4 Let Hypothesis 9.1 hold. Moreover let s > 0 and J belong to H' Q! (Od).
Then the 1-forms E° and E' exist and are unique. Moreover the following regularity re-
sults hold

+ {5—CE§’1|13:0— + T}<83E§’0 + 2 <Z—m — 1) E;’O)

9.6.1 Regularity results

E ¢ B30 (0,), E e 0 (0,),
E" € H2QL(0,), ES'e HPHQN(O,).

PREUVE. All the assertions concerning E° are proved in the above Proposition 9.2.

~e,0 .
Since E” and E“° belong respectively to H3*Q! (O,) and H*"*Q' (O,), the forms S
and T belong to the following Sobolev spaces

Se HY/*QN(T), T e H¥*Q'(I).

Moreover accordingly (9.47), 6S € H3/2+5("). Let C € H***Q! (O,) such that

Npr AClr = Np x T, - —
5C— 0 in O, | {Qcmt(NF)C|F 58,

1
Iu—int(Np)dC‘[‘ =S, 5(QCC|F) = 0.

"Since qeint(Np)Ee"1|p+ = int(Nr) ((1/,ue)5dEe"1|p+) using (9.59) since dNr = 0 we infer
int(Nr) ((1/Me)6dEe,1|F+) = -0 ((1//J,e)int(NF)dEE71|F+) , and similarly for E'. Therefore accor-

e, 1
dingly (9.46a) we infer geint(Np)E  |p+ — qeint(Np)ES! |p- = —8S, hence(9.47) according to (9.42).
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Observe that §dC' — p.q.C belongs to HQ! (O.) . Denote by U the following 1-form

~1,e

U=E",in0O,, U=E"“-C, in0O..
Then U satisfies
0dU — peq.U = 0, in Ok,

0dU — peq.U = —6dC + peq.C, in O,
Noo AN Ulpo = 0,

with the following homogeneous transmission conditions on I"
1
[Np N U]F = 0, [jlnt(Np)dU:| = 0, [glnt(Np)U]F =0.
H r

Performing as we did in Proposition 9.2, we infer Proposition 9 4. |

The next Proposition give the regularity of the 1-form £™°, £™! and £™2. Its proof
easily comes from Proposition 9.4 and from the explicit expressions of the component
of EM™ forn = 0,1, 2, given in Section 9.5.

Proposition 9.5 Let Hypothesis 9.1 hold. Moreover let s > 0 and suppose that J be-
longs to H'**Q' (O). By abuse of notations®, we define E™? using (9.45) by

13/6
EM? = / O,EM™2dn da®.
0

Denote by C=*Q! ([0, 1], H>/?*+="Q' (I)) is the space of the 1-forms, which are smooth
in the normal variable 1, and which belong to H>**5="Q (T') at given n € [0, 1].
Then for n = 0,1,2, E™" € C*Q' ([0, 1], H**7"Q (1)) .

9.6.2 Convergence

Suppose that Hypothesis 9.1 holds, and let the source current density J belong to
H3Q! (O), with §J = 0. It is convenient to define

~e,0 ~e,1l | .
EE =E +<cE | in0O:, E¢ =E"+cE inQ,,

app app

2
V(XT,ZL‘g) el x (0,6), E(TppO(I)(XT,I‘g) = Z€n5m’n(XT,ZL‘3/€),
n=0

8Since £™? vanishes in z3 = 0, it is not the third coefficient of the profile in I x (0, 1).
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and let E,, equal to ES | in OF,E{in O.and to E] in O;, . According to the construc-

tion of the coefficients (£™"),—0.1.2 and using Proposition 9.5, there exists a 1-form
G € C>=Q! ([0, 1], H/2Q' (I)) , such that
0dEY,, — timgmEg,, = eGo d!' in O,

app

and for an e—independent constant C' > 0,

sup |G, Mgy < €, sup |6G(., n)| go/2ry < C.
n€l0,1] n€l0,1]

Define W by W = E — E,,,, and denote by W¢, W™ and W€ the respective restrictions

of W to O, OF, and O.. In local coordinates, W¢ = Weda!, W™ = Wndz' and W€ =
Weda'. Theorem 9.3.5 is a straightforward corollary of the following result.

Theorem 9.6.1 There exists an e—independent constant C' > (0 such that

Wel raras.00 + VEITW™ | ar@sos) + W rar@so) < Ce™

PREUVE. The 1-form W satisfies
AW — ugW = elp:G, in O U O, U Oc,  Nogo A We|go =0, on 90O,
with the following transmission conditions for . € {I'.,I'}

[Ny AW, = — [Ny x Eappl (9.50a)

{lint(Ny)dW} :—[lint(Ny)dEapp} . (9.50b)
H 82 H 8%

Let E; = E7""Pdz'. Accordingly Proposition 9.4 ES =~ € H*Q' (O,). Hence there

app app

exists f, € HY/2(') and g; € H3/*(T) such that
(O3 B2 — D B5™™) [4yme = Y _ £'O4 (D3 EEPP — 0u ES™) |syot + €% fa,
1=0,1
E?app‘m:e - E;,app‘x3:0+ + Ea?’EJ?’app‘x:a:O* + 529]"

Moreover there exists a e—independent constant C' > 0 such that

|fa|H1/2(F) <C, |gj|H3/2(r) <C. (9.51)



9.6. JUSTIFICATION OF THE EXPANSION 225

After simple calculations involving the explicit expressions of (£™"),,_¢ 1 2 in local co-
ordinates, transmission conditions (9.50) are written

1 e e 1 m m 62
E (83Wa - aaWB.) |:v3:6+ - ,u_m (63Wa - aaWB. ) |:v3:€_ + Efow
1 1
P (W5 — 0aW3) [a3=0- = . (W3 — 0 W3") |as=0+,
Wae‘x3=6+ = W(T|:rs=€— + 529(17 and Wac|:rs=0_ = W(;n|ms=0+-
Observe that SW = — —— 1o:0G, and the following equalities hold
HmGm

qu3€|mgzs+ - QmW3m|:v3:€_ + Qe52g37 qCW§|{L'3=0_ - qu3m|:v3:0+-
We choose P = p;dz’ in H*Q!(O%) such that
Noo APlao = 0, and P|,,—.+ = g;(x7)dz".

Since for ¢ € (0,dy/2), the domain O satisfies O, \ (Y1 N O.) C O C O, and
according to (9.51), there exists an e—independent constant C' > 0 such that

IPlli20 o) < C.
Defining W = W + £*1p:PP, we infer
5dW — [qu = 621()5 (5dP — uequP’) -+ El@;@, in O, Nao VAN Wb@ = 0, on 8(9,

and the following transmission conditions hold

2

1 —~ —~ 1 N - N
e (ang - 8aW3e) |93?::5Jr - (a?)Wotn - aaW?:n) |J13:5* + g_fa,
He hm e

m
Wae|:v3=€+ - Wor”:vs:e—v Wac|:v3=0— = Wor?|:v3:0+>
where fo = fo — (O5p0 — Oaps) | 5=+ . Moreover
Qewge|:v3:€+ - QmW3m|13=€_> QCW§|:1:3:0— - qu3m|13=0+~

Since the functions f(; are defined on I, it is convenient to define 1?’; on ['. by

Vxt €T, F;OCI)(XT,S) = f;(xT).
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Denoting by G and F the following 1-forms defined by
G = elo: G + 62105 (6dP — p1eqeP) , F = ﬁ;dx“,
there exists an e—independent constant C' > 0 such that
IGllz2010) < Ce*2, 1G] 120y < Ce**and  |[F|| 17201 r,) < C-
The 1-form W satisfies the following equalities

SAW — qu = @, inO; U0, U0, Nyo A Wﬂaa =0, ond0O, (9.52a)

with the following transmission conditions on I'. and on I

ieint(Nrs)dWﬂF;r = Mimint(NFE)dW%E_ + ;—iﬁ, (9.52b)
imint(NF)dWm|p+ = iint(Np)dWﬂp, (9.52¢)
Nr, AWE|ps = Np, AW™[—, and  Np A W™[ps = Np A Wep-. (9.52d)

Moreover
W = ia@, inOsU O, U0, (9.53)

and G and F are such that
Geint(Ne ) We| s = graint(Ne ) W™, qeint(Np)WE[p = grmint(Np) W™
Multiply (9.52) by W and integrate by parts with the help of (9.53) to infer
”WeHHﬂl(d,é,Og) + \/EHW'“HHQI(M@;) + ”WCHHﬂl(d,é,Oc) < Ce?,
for an e—independent constant C'. Morever W =W + £210: P implies

IWe | et @s.00) + VEIW™ | matasos) + W rorason < Ce*?, (9.54)

from which we infer Theorem 9.3.5.
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Annexe 9.7
Asymptotic expansion at any order

We may extend our derivation principle to obtain asymptotic transmission conditions
at any order. Actually, there exists a recurrence formula, which is given in this appendix.
The sketch of the proof of the expansion, which is similar to the proof of Theorem 9.6.1
is left to the reader. For (o, 3, ¢, ) € {1,2}" define the following sequences (AL, )ien.

(B(lxﬁm)lEN’ (Ciu,@m)lEN and (DilﬁLI{)IEN by

-4 (52 (5)
e\ e VT )|
B! :a_fv<%a ( ! ))
el e\ ) )|
al
I 9ap
Caﬂ—ﬁ(g—m)| |
! f
a /10
D! _n “n(./om
el <\/g_ms v )> .
17:
e\ T\

Using (9.23)-(9.25), for k > 1 we define 8%8?’“2 and 9,E5"""" respectively by

agg;\mk+2 _ ana)\ggﬁ,kJrl + €aﬁ3€m3A0 8n€ghk+l o Mmqmg)r\mk

AaLk

k
+ €0p3€in3 Z{ (BZM(‘L + c;baﬁaa)eg#“—’
=1
e (21751 g2 ) |

k
e M (L RSN M IR
=0
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Define now the differential forms Sy, and Ty, by

Spay = 4 = / 1 (0,35;“7’”2 - aAangg“v’f“) dn
Hm Jo

_ i;al (2B -0 ) mm}dx*,

! gk
Tit1 = { / B, ET M dn Z }
0

~ek+1 ck+1
The 1-forms E and E*""" are therefore defined by

~ek+1 ~ek+1 .
SAET — g BT =0, in O,
SAESF T — g ESF T = 0, in O,

~ek+1

Noo AE™ oo =0,

with the following transmission conditions on I

1 ~ek+1 1 .
Cint(Np)dE s — M—lnt(Np)dEc’k+1|F_ = Sk,

~el<:+1 1
NF/\ |F+—NFXECk+|7_NFXTk+1

Since for n = 0, 1 the 1-forms (€™" E®", Ee’n)nzo,l are determined by (9.10)—(9.48)—
(9.46)—(9.49), and since 0,& ;"’2 is also known according to Remark 9.5.2, the recurrence

process is initialized. The reader could prove that outside a neighborhood of Oy, the
following estimate holds E = >} *E" + O(e").

Annexe 9.8
Few notions of differential calculus

Basic notions on differential forms

In order to obtain a self-contained paper, we present here few notions of differential
calculus. We refer the reader to the books of Schwarz [59], of Dubrovine et al. [22, 23]
and of Flanders [29] for more precisions. In this paragraph, n is a positive integer and %
is a non negative integer smaller than n.

Let (M, g) be a compact connected oriented Riemannian manifold of R” with smooth
compact boundary OM . For p € M, T,,M denotes the tangent space to M at the point
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p. The tangent bundle 7'M is the disjoint union of the spaces 7,M, p € M. We denote
by I'(T'M) the space of the smooth sections’ of T'M. We recall that the metric g on
the manifold M is a smooth map g : TM x TM — R such that for any p € M,
glp : T,M x T,M — R is bilinear, symmetric and positive definite.

Denote by A* (T, M) the space of anti-symmetric k—linear maps and by A*(M) the
exterior k-form bundle defined by A*(M) = U,enA*(T,M). The space QF(M) of k-
forms is the space of all smooth sections of A*(M). We denote by S(k,n) the set of
the permutations o (called (k,n)-shuffles) of the set {1,2,--- n} satisfying o(1) <
- <o(k), olk+1)<---<o(n),and by sgn(c) the signature of the permutation
o € S(k,n). The following definitions and propositions come from Schwarz [59] and
Flanders [29].

Definition-Proposition 9.8.1 (Elementary operations) Define the exterior, inner and
interior products.
o The exterior product A of differential forms is defined by

A QR (M) x QM) — QF(M),  (w,n) — w A,
where for arbitrary vector field X = (X1, , Xyyy) on M, we have

wAn(X) = Z sgn(0)w(Xoy, s Xow)N( Xo@r1), -+ Xotn))-
o€S(k,k+1)

e Let (E;)7_, be a local g—orthonormal" frame on U C M. The inner product on
QOF(M) is locally defined from QF (M) x QF(M) to C>(M) by

(5 )ar : (w,n) = (w,mar = Z W(Eo1y, s Eo)N(Es), -+ Eor))-
oeS(k,n)

e The Hodge star operator is defined by

* QF (M) — Q"HM), W Kw,
where xw is the unique (n — k)—form satisfying

Ve QF pAKw = (n,w)ordvoly, .

The notation dvol,, denotes the Riemannian volume n—form

dvoly(Xy, -+, X,) = \/det(g(X;. X,)).

% There exists a smooth projection map 7 from the manifold 7'M unto M. A section of T'M is a
smooth map s : M — T'M such that mos = Idy,.
"For U € M, the tuple (E;)7_, € T'(TU)" is a local g—orthonormal frame on M if for any p € U,

a(E;i, E;)|, = 67, where 67 is the well-known Kronecker symbol equal to 1 if i = j and 0 if i # 7.



230 CHAPITRE 9. CONDITIONS DE TRANSMISSION APPROCHEES

e The interior product int(Y') with a smooth vector field Y of T'(T'M) is defined by
int(Y) : QF (M) — QF M), w—int(Y)w,
where

(int(Y)w) (X1, X)) = (Y, X0, -, Xpoa), V(X0 - Xpo1) € (T M1,

Remark 9.8.2 [Identifications of spaces]The space C*°( M) of smooth functions on M
and Q°(M) coincide. Moreover by definition, Q' (M) is the cotangent bundle'' 7M.
Therefore we may identify the space of vector fields I'(7'M ) with Q'(M). A

Remark 9.8.3 [Duality of the interior and exterior products] Denote by Y a vector field
and identify Y with its corresponding 1-form. The interior product int(Y") is the dual
map of the left exterior multiplication YA

Vw € QTH(M), V€ OF  (int(Y)w, n)arar = (W, Y An)arsian- (9.55)
A

Definition-Proposition 9.8.4 (Differential operators) We define the exterior differen-
tial, the codifferential and the Laplace-Beltrami operators.
o Let (dy’)7_, be a basis of Q' (M). There exists an unique differential operator d :
QF (M) — QFY(M), called exterior differential, such that

V(w,n) € Q"(M) x Q" (M), d(w +n) = dw +dn,
Y(w,n) € QM) x Q' (M), dwAn) =dwAn+(=1)'wAdn,
Vw € QF(M), d(dw) =0,

\V/f € COO(M)7 df : (yla' o ’yn) eEM — Z—-(yla' o ’yn)dy]

e The codifferential is the map & : QF(M) — QF~1(M) defined by
Yw € QF(M), 6w = (—1)"" xd(»w), ifk # 0and § ~ 0 on functions.
e The Laplace-Beltrami operator'> A : QF(M) — QF(M) is defined by

Vw e Q¥ (M), Aw= —(ddw + édw).

""The cotangent bundle 7* M is the disjoint union for z € M of linear forms on T, M .
2In order to identify A with the operator V - (V-) we choose here to define the Laplace-Beltrami
operator as the opposite of the geometric Laplacian.
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Appendix 2 is devoted to the explicit formulae of differential calculus in R? equipped
with the Euclidean metric in any system of coordinates. This formulae will be useful in
the derivation of our asymptotic result.

Notation 9.8.5 To simplify notations, and when it is evident, we omit the /\ symbol bet-
ween 2 differential forms. For example, we denote by dy'dy’ = dy’ A dy’. Observe that
obviously dy'dy’ = —dy’dy’.

Define now the Sobolev spaces needed in the paper.

Definition 9.8.6 (Sobolev spaces) Let (U,).ca be an open cover of M, let (Xa)aca be
a subordinated partition of the unity and let (E¢,- - | E®) be a family of local frames.
Denote by V the induced Levi-Civita connection on M, and let QF(M) be the space
of the compactly supported k—forms on M. This space is equipped with the following
L2—inner product

<<w77]>> = / <w, U)Qk dVOlM .
M
For s € N, define the H*QF (M )—norm as follows

Hw”?qsﬂk(M) = Z[an|w‘3s(A) dVOlM7

acA

where

Tyt | Viepw

j=1

‘w|2JO(A) = <w7w>9k7 ‘w|3S(A) = |w 2Js—1(A)-

The Sobolev space H*QF(M) is defined as the completion of Q¥(M) for the above
HQkF (M )-norm.

The Sobolev spaces H*Q*(M), for s € R, are defined similary to the Sobolev spaces of
functions : see Lions and Magenes [40].

Proposition 9.6 (Traces on OM for H*(d, M) and HQ*(5, M)) Denote by J the na-
tural embedding OM — M and J* its pull-back J* : QF(M) — Q¥(OM). Denote by
N the outward normal® to OM . The following traces hold [59, 36, 52]

forallw e HQF(A, M), J*(w) € H Y208 0M), (9.56)
forallw e HQOF (6, M), int(Nyy)w € H™V2QF(0M), (9.57)
forall s >0, for allw € H*Q*(M), wlon € HV? QM) ,, - (9.58)

B3Denote by I'(T'M|spr) the space of vector fields on M sitting over the boundary OM . A field N €
(T M|apr) is a unit normal field on M is g(N,N) = 1 and for any Y € T'(TOM), g(Y,N) = 0.
Therefore observe that AN = 0.
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Moreover the usual Sobolev embeddings hold true for the k—forms. The following Green
formula is useful (see [59, 36, 52]).

Proposition 9.7 (Green formula) Denote by N the outward normal to OM . Let (w,n) €
HOFY(d, M) x HQF (S, M), such that either J*w or int( N )n belongs to H'/?QF1(OM).
The following equality holds

/(dw,n)m dvolM:/ (w, 6n)qr—1 dvoly,
M

M

—/ (w,int(N)n)ar-1dogp.
oM

We denote by Aoy, the surface form of OM, in order to differentiate the volume form of
M and the surface form of OM.

Property 9.8.7 (Useful equality) Suppose now that M is a compact connected oriented
Riemanian manifold without boundary. Let w is a k—form and Y is a smooth 1—form such
that dY = 0. Then applying the above Green formula with the help of equality (9.55) we
infer that for w € HQ*(5, M)

int(Y)dw = (—1)"6 (int(Y)w). (9.59)

PREUVE. Actually, for any n € HQ*2(d, M), we have

/(int(Y)éw,ka_zdvolM:/ (0w, Y A n)gr-1 dvoly,
M

M
= / (w,d(Y An))qrdvolyy,
M
= (—1)k_2/ (w, Y Adn)qr dvoly,
M
= (—1)'“2/ (int(Y)w, dn)gr-1 dvoly,
M

= (—1)"? /M(5 (int(Y)w) , m)qr—2 dvolyy .

Explicit formulae

The definitions and propositions of the previous paragraph recall the basic notions
of differential calculus for a general compact connected oriented Riemannian manifold
(M, g) of R™ with smooth compact boundary 0 M . Present now the explicit formulae of
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the differential calculus for a manifold M C R3 equipped with the Euclidean metric. De-
note by (z, y, z) the usual Euclidean coordinates of M and let (y1, y2, y3) another system
of coordinates : there exists a C*°—diffeomrphism ¢ such that ¢ (yy, o, y3) = (z,y, 2).
The Euclidean metric in (yi, y2, y3)—coordinates is given by the matrix (g;;)i =123 :
gij = 0Oy,0 - 0,0, where - denotes the Euclidean scalar product of R3. The inverse
matrix of (g;;):; is denoted by (¢*);; and set

g = det ((gz‘j)z‘,jzl,z,g) .

Denote by (dy!, dy?, dy?) the basis of Q' (M) associated to (y1, ya, y3). It is clear that 2—
forms (dy?Ady?, dy3Ady!, dy' Ady?) is a basis of Q*(M). Since M is equipped with the
Euclidean metric, we perform the change of coordinates ¢ (y1, 2, y3) = (2, v, 2) to infer
that the inner product (.,.)or for & = 0,1, 2, is determined in (y1, y2, y3)—coordinates
by'* the following equalities

(F,GYoo = FG, (9.60a)
(dy', dy”)on = g7, (9.60b)
(dy'dy”, dy/dy'yge = g7 g" — g g’*, (9.60¢)
(Fdy*dy*dy®, Gdy'dy*dy®)qs = ;FG, (9.60d)

where F' and G are smooth functions on )M, and ¢ is the determinant of (g;;).

o Exterior products on R3. The exterior product between a k—form and a [-form equals
zero as soon a k + [ > 3. Moreover, for k € {0, - - - , 3}, the exterior product between a
O—form and a k—form is the usual scalar multiplication between a function and a k—form.
Accordingly Definition-Proposition 9.8.1, the following formulae hold.

> Exterior product of 1-forms. Let A = \;dy’ and p = y;dy’ be two 1-forms, then

S €ii P
AN = Nipgdy'dy’ = =0 (exam M) dy'dy’.

€ijk

2

> Exterior product between a 2—form and a 1—form. Let A = Medy'dy’ and p =

pidy®, then
AN p= Nepupdy' dy®dy®.

e Expression of d. A straigthforward application of the reccurence formula given in
Definition-Proposition 9.8 .4 implies the following formulae.
> d on O—forms. Let A be a O—form, i.e. A is a function. Then

oN | .
d\ = —dv".
Oy Y

14To simplify notations, we omit the sign A between the differential forms dy® and dy’, fori, j = 1,2, 3.
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> d on I-forms. Let i = p;dy’, then dy equals

dp = =2dy'dy’ = -2 m— | dy'dy’.
" o0 yay 5 (sz oy yay

E;jk A\pdy'd’ be a 2—form, then we have

> d on 2—forms.Let A\ =

d\ = % dytdy?dy®.
Yk

Proposition 9.8 (Star Hodge operator) Star Hodge operator is defined by Definition-
Proposition 9.8.1.

e Hodge on functions and 3—forms. Let S be a O-form and T = 7 dy*dy*dy? be a
3-form. Then

1
xS = /gSdy'dy’dy®, T = ﬁr.

e Hodge on 1-forms. Let R = R; dy’ be a 1-form. Then xR is the 2-form defined by
*R = %k\/ggklRl dy'dy’.

€

e Hodge on 2—forms. Let S = ék Sy, dy'dy’ be a 2-form. Then %S is the 1-form equal

to

1 .
*S = %gszk dyz.

PREUVE. According to Definition-Proposition 9.8.1, if w is a k—form, then xw is the
3 — k form such that

¥ € QY (M), nA*w = (n,w)arany/gdy dy*dy®.

Applying the above formulae of the exterior products, and equalities (9.60), we infer the
proposition. L

Proposition 9.9 (The codifferential operator o) The codifferential is defined by Definition-
Proposition 9.8 4.
e Codifferential of 1-forms. Let y1 = p1;dy’, then

1 9
op=——— Koy 9.61
[ )ﬁ%“ﬁgm (9.61)
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e Codifferential of 2—forms. Let \ = E1'7]'116)\kdyidyj , then

Gij 0 (glm ) i
O\ =€, — [ =\, | dy".
/G 0y \ /9 Y

PREUVE. Since the codifferential on k—forms in R? is defined by § = (—1)3% x dx, a
straightforward application of the formulae of the differential operator d and the use of
Proposition 9.8 lead to the formulae of the codifferential operator. |

Proposition 9.9 with the formulae of d differential operator implies the following corol-
lary.

Corollary 9.8.8 (0d and A operators on functions and on 1-forms) Recall that A =
— (0d + d9).
e Let f be a function. Then

1 0 0
Af=—6df = ——— M_— ) 9.62
f=df= g (vas'ss 062)
o Let A = \;dy® be a I-form, then
Gri 0 (gkl 0 ) r
0dA = €jk€imn——— | —==—\ | dy", (9.63)
k€l \/ﬁ(‘?yj \/ﬁaym Yy

Gri 0 (gkl 0 ) 0 (1 0 kl ) r
AN = — | ppeimna (L2, ) - — = A) ) |y (9.64)
( g 0y \ /G Oy 0y \ /9 Oy (Vag ) ) |

Using equality (9.55), we infer the following proposition.

Proposition 9.10 (Interior product) Let N be a vector-field identified with the corres-
ponding 1-form N = N;dy".
e Interior product of a vector-field on a 1-form. Let ;i = p;dy’. Then

int(N)u = g Njp;. (9.65)

e Interior product of a vector-field on a 2—form. Let 1o = p;; dy'dy’, then

int(N)p = gupij Ny (69" — g"¢’") dy". (9.66)
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Conclusion et perspectives

On a mis en évidence I’effet de peau par une analyse asymptotique ainsi que par des
simulations numériques. On a réussi a expliciter la structure du champ électromagnétique
relativement au petit parametre ¢ dans le cadre d’une interface générale réguliere. Ce
travail a nécessité la mise au point d’une méthode de calcul tensoriel. D’autre part, on a
validé les développements asymptotiques en démontrant des estimations uniformes des
restes.

Ces estimations uniformes sont valables dans un cadre plus général ou les sous-
domaines sont polyédraux a bords lipschitziens. De fait, notre méthode est adaptée
pour traiter le probleme de transmission avec une interface singuliere. En particulier,
on considere le probleme posé dans des sous-domaines axisymétriques avec une inter-
face polyédrale ayant des arétes circulaires. Le probleme de transmission scalaire cor-
respondant est posé dans le domaine méridien dont I’interface est polygonale. A partir
de I’article [44], on devrait pouvoir décrire les termes de couches coins aux sommets de
cette interface polygonale apparaissant dans le développement asymptotique.

Enfin, on a réalisé des simulations numériques dans un cadre axisymétrique. On a
ainsi pu effectuer des calculs avec une grande précision qui mettent en évidence d’une
part la décroissance exponentielle du champ électromagnétique pres de 1'interface dans
le conducteur et d’autre part I’influence de la géométrie de 1’interface sur le phénomene
de Deffet de peau.
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MODELISATION MATHEMATIQUE DE PHENOMENES ELECTROMAGNE-
TIQUES DANS DES MATERIAUX A FORT CONTRASTE

Résumé

Ce travail est consacré al’étude de problemes de transmission d’ondes électromagné-
tiques dans des matériaux a fort contraste, comme par exemple un corps fortement
conducteur entouré d’un matériau diélectrique isolant. On analyse finement le phénomene
de I’effet de peau a 1’aide de I’analyse asymptotique et de la simulation numérique. On
calcule un développement asymptotique multi-échelle a grande conductivité des solu-
tions des équations de Maxwell tridimensionnelles en régime harmonique. Pour valider
ce développement, on établi des estimations uniformes des solutions de ces équations
pour une conductivité assez grande dans des domaines polyédraux Lipschitziens. Ces
estimations ont motivé une étude préliminaire d’un probleme de transmission scalaire
pour lequel des estimations a priori sont démontrées grace a la convergence normale
d’un développement asymptotique. L’accord des formules théoriques avec les calculs
numériques est remarquable.

D’autre part, on présente des conditions de transmission approchées pour un probleme
de membrane mince séparant deux milieux différents. On étudie le comportement du
champ électromagnétique dans une cellule biologique modélisée par un milieu entouré
d’une couche mince et plongée dans un milieu ambiant. On calcule des conditions de
transmission approchées sur le bord du domaine intérieur équivalentes a la couche mince.

MATHEMATICAL MODELING OF ELECTROMAGNETIC PHENOMENA IN
HIGH CONTRAST MEDIA

Abstract

This work consists in the study of transmission problems of electromagnetic waves
in high contrast media, like a highly conducting body embedded in an insulating me-
dium. We perform an accurate analysis of the skin effect by the way of the asymptotic
analysis and numerical simulations. We derive a scaled asymptotic expansion in the three
dimensionnal cae of the harmonic Maxwell equations with high conductivity. We prove
uniform estimates with respect to the high conductivity in polyhedral domains with Lip-
schitz boundaries. These estimates motive the study of a scalar transmission problem,
in which case a priori estimates are obtained by the way of an asymptotic expansion.
Numerical simulations in axisymetric geometry highlight the skin effect and show the
expansion accuracy.

Next, we study the behavior of the electromagnetic field in a biological cell modeli-
zed by a medium surrounded by a thin layer and embedded in an ambient medium. We
derive approximate transmission conditions in order to replace the membrane by these
conditions on the boundary of the interior domain.
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